Me miré de reojo, me sonrié de reojo, abrid nuestro armario y cogié un paiiuelo
con animales de Hermes que yo le habia traido de un viaje antiguo, cuando atn no
estdbamos casados. Olia bien, un perfume nuevo, no era el Trussardi que le habia
regalado. Tenia cara de suefio, como si le dolieran los ojos, los ojos de Ranz, estaba

guapa. Se puso el pafiuvelo al cuello y me dijo:
-Asi que ya ves.

Y me di cuenta en el acto que esa era la frase que Berta me habia dicho cuando
apareci6 en bata detrds de mi y la vi a mis espaldas reflejada en el cristal oscuro
de la pantalla después de que yo terminara de ver el video que ella habria visto
ya varias veces y atn seguiria viendo y quiza sigue viendo hoy todavia. Por eso,
supongo, también yo ahora contesté lo mismo. Me levanté. Le puse a Luisa la mano

en el hombro.

-Ya veo -le dije.
‘Corazon tan blanco’

Javier Marias
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Introduccion

El objetivo de esta introduccion es multiple. Por una parte trata de incardinar
el problema tratado en esta memoria dentro de las distintas ramas del andlisis ma-
temadtico con las que tiene relacion, asi como relacionarlo con otros problemas mas
0 menos cercanos a éste. Un segundo objetivo es mostrar de manera explicita los
antecedentes y soluciones que existian hasta el momento en relacién con nuestro
problema. Finalmente, el otro objetivo que persigue esta introduccion es hacer un

resumen de los resultados obtenidos en la memoria.

Dentro del primer desiderdtum antes expuesto es necesario también hacer hin-
capié en un hecho casi extraordinario para los tiempos que corren: el problema es-
tudiado es fécil de explicar, haciendo algunas simplificaciones, a alguien con unos
conocimientos minimos de matemaéticas. Veamos cudl es. Supongamos que tene-
mos G un grupo localmente compacto con su medida de Haar y X un espacio de
funciones sobre G. El lector, para no perder perspectiva, no debe pensar en espacios
extraiios, basta con pensar en L”(G) para algin 1 < p < e 0 en C(G) o Cy(G).
Bien, estos espacios estdn dotados de forma candnica de una norma completa ||-||,
que serd, atendiendo a los ejemplos propuestos antes, o bien ||-||, o bien |||/, y
esta norma completa hace que los operadores de traslacion por elementos de G sean

operadores continuos de (X, ||-||) en si mismo. Por ejemplo en el caso en que el gru-

Vil
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po sea abeliano, estos operadores estdn definidos de la siguiente forma. Parat € G

el operador de traslacion por ¢ es el operador
T (X D) — (XD
definido, para cada f € X y s € G como

T(f)(s) = f(s+1).

Consideremos ahora en X otra norma completa, a la que llamaremos |-| y que haga
también continuos a los operadores de traslacion por elementos de G (a todos o a
algunos) de (X,|-|) en si mismo. La pregunta que nos planteamos es

¢bajo qué condiciones son equivalentes las normas |-| y ||-||?

En caso de que ello ocurra diremos que el espacio X tiene unicidad de la norma
completa invariante por traslaciones (por todas las traslaciones o por un conjunto de

traslaciones).

No se puede negar que el planteamiento del problema es asequible y en ello ra-
dica parte de su atractivo. Otra razén por la que el problema resulta atractivo es que,
al menos en su planteamiento, los espacios de Banach con los que se va a tratar son
espacios cldsicos. Sin tener ningun tipo de animadversion a los espacios, digamos,
mas vanguardistas, es de justicia reconocer que el clasicismo es un atractivo. Por
ultimo, otra razon por la que el problema resulta atractivo, y qué duda cabe que
ésta es interesada, es que los resultados obtenidos hasta el momento eran, en cierto

modo, particulares y dejaban un amplio campo de trabajo.

Volviendo al problema en si, la simplicidad del enunciado se torna multiplicidad
cuando intentamos catalogar el tipo de condiciones que se pueden considerar. Serdn
condiciones de varios tipos. Por una parte estard el nimero de operadores de trasla-
cién que exigiremos que sean continuos. Por otra parte serdn condiciones sobre la
estructura del grupo Gy, finalmente, también el resultado dependera de las distintas

posibilidades que le hemos permitido al espacio X. No cabe ninguna duda de que no
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es esperable que todos los espacios se comporten de igual forma. Si a ello afiadimos
que el estudio que hacemos repara en la conmutatividad o no del grupo tendremos

que la simplicidad del enunciado del problema desaparece por momentos.

Esta memoria se puede ubicar a medio camino entre el andlisis arménico y el
andlisis funcional. De hecho las herramientas que utilizamos proceden de ambas
ramas de las matemadticas. En cuanto a las herramientas que tomamos prestadas del
andlisis arménico hay que puntualizar que difieren bastante cuando nos enfrentamos

a grupos abelianos de cuando los grupos carecen de esta caracteristica.

El estudio de la unicidad de la norma completa que hace continuas las traslacio-
nes en un espacio de funciones sobre un grupo localmente compacto no es un tema
desconocido en la literatura. Si es cierto que el tema del estudio de la unicidad de
la norma que verifica ciertas condiciones ha sido tratado profusamente a lo largo de
los dltimos afios, también es cierto que la relacidn con lo que nosotros estrictamen-
te trabajamos hay que precisarla. Un primer trabajo al que hay que referirse es [15]
donde B. E. Johnson demuestra que toda dlgebra de Banach semisimple tiene una
Unica norma de dlgebra de Banach (en todo nuestro trabajo cuando nos referimos
a la unicidad de una norma se entenderd que salvo renormaciones equivalentes).
Si G es un grupo localmente compacto entonces es sabido que L!(G) es un 4lgebra
de Banach semisimple y por tanto ||-||; es la dnica norma de dlgebra de Banach en
L'(G), esto es, la tinica norma completa en L' (G) que hace continuos los operado-

res de convolucién por elementos de L' (G).

Esta linea de trabajo, la de estudiar la unicidad de la norma completa que ha-
ce continuos los operadores de convolucion en un espacio de funciones sobre un
grupo localmente compacto si que ha sido productiva. Si bien es cierto que existe
una estrecha relacion con nuestro problema (cuando G es discreto los operadores de
traslacion son operadores de convolucién por ciertas funciones en L' (G)), también
lo es que, en general, hay una gran diferencia: cuando estudiamos la unicidad de la

norma en un espacio X que hace continuos los operadores de convolucién por ele-
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mentos del espacio, estamos tratando con la subdlgebra generada por los operadores
de convolucion dentro del dlgebra de los operadores lineales y continuos de X en
si mismo. Esta subdlgebra es un dlgebra completa. Sin embargo, cuando trabajamos
con normas que hacen continuos los operadores de traslacion, estamos abocados a
trabajar con la subdlgebra generada por las traslaciones, que no es completa. Esta
diferencia hace que nuestro estudio resulte significativamente mds sutil y que las
herramientas utilizadas para probar la unicidad de la norma que hace continuas las
convoluciones no nos sean de una utilidad inmediata y tengan que ser retocadas

sensiblemente.

Otro problema a tener en cuenta en relacion con el nuestro es el de la existencia
de funcionales lineales en X invariantes por traslaciones y discontinuos. Sobre este
tema la literatura es particularmente extensa. Nosotros hemos conseguido también

poner en relaciéon ambos problemas obteniendo resultados interesantes.

Ya metidos estrictamente en los resultados previos existentes hasta el momento,
referentes al estudio de la norma completa invariante por traslaciones, quiza el tra-
bajo mas antiguo donde se trata este problema es autoria de B. E. Johnson ([17]).
En este trabajo Johnson no traté de forma explicita el problema que nos ocupa pero,
haciendo una lectura desde el punto de vista de nuestros intereses, se puede enunciar

el siguiente resultado que es, bdsicamente, el Theorem 4.1 del citado trabajo.

1.1.9 Corolario. Sea G un grupo localmente compacto y abeliano. Supongamos

que G es no compacto y sea || - || una norma completa en L' (G) que haga que el
conjunto de las traslaciones {T, : t € G} de (L'(G), || -||) en st mismo sea equicon-
tinuo. Entonces || - || es equivalente a la norma || - ||;.

Por otra parte nos atrevemos a afirmar que la persona que mds informacién
ha aportado al problema de la unicidad de la norma completa invariante por tras-
laciones ha sido K. Jarosz. En su magnifico trabajo [14] hay toda una bateria de

resultados dignos de ser mencionados. Por comenzar con el grupo cldsico por anto-
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nomasia, cuando trabaja con G = R obtiene el siguiente resultado.

1.1.10 Teorema. Sea t € R\ {0}. Supongamos que || - || es una norma completa en

L' (R) invariante por la traslacién T,. Entonces || - || es equivalente a || - ||1.

Es decir, L' (R) tiene unicidad de la norma completa que hace continua una
traslacion no trivial. Pero Jarosz no se queda en el estudio de L' (R). Cuando trabaja

conel toro T = {z € C: |z| = 1} obtiene el siguiente resultado.

1.3.2 Teorema. Sea 1 < p < o. Entonces L”(T) tiene una iinica norma invariante

por traslaciones.

Finalmente obtiene también otro resultado, éste no para un grupo concreto, sino

en un ambiente mas general.

1.3.1 Teorema. Sea G un grupo abeliano, compacto e infinito. Entonces L' (G)

tiene mds de una norma invariante por traslaciones.

En ese mismo trabajo también prueba que para G abeliano, compacto e infinito
tampoco hay unicidad de la norma completa invariante por traslaciones en L*(G)
ni en C(G). Por otro lado Armando R. Villena ha obtenido los siguientes resultados,

recogidos en el reciente trabajo [34].

Teorema. Sea G un grupo abeliano localmente compacto con grupo dual G co-

nexo. Sean t € G cont # 0 y E un espacio de Banach. Supongamos que || - || es
una norma completa en L' (G,E) invariante por la traslacién T,. Entonces || - || es
equivalente a || - ||1.

Teorema. Sea G un grupo abeliano localmente compacto y no compacto, y sea
E un espacio de Banach. Entonces L' (G,E) tiene una tinica norma completa inva-

riante por traslaciones.

Basicamente estos son los resultados existentes hasta el momento. Es de des-
tacar la ausencia de resultados referentes a grupos no abelianos. Evidentemente el

caso no abeliano entrafia mds dificultad que el abeliano.
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La presente memoria se articula en dos capitulos y dos apéndices. El primer
capitulo trata sobre los resultados obtenidos para grupos abelianos y esta dividi-
do en dos secciones principales (aparte de una para generalidades). En la primera
trabajamos con grupos no compactos mientras que en las segunda se trabaja con

grupos compactos.

El segundo capitulo versa sobre los resultados obtenidos para grupos no abelia-
nos. Hay que hacer notar aqui que, independientemente de las hipétesis propias de
cada resultado, hay una hipétesis que permanece fija a lo largo de todo el capitulo.
Todos los grupos a los que nos referimos son grupos de Moore, es decir, grupos
en los que sus representaciones unitarias e irreducibles son de dimension finita. Las
herramientas utilizadas no nos permiten omitir dicha hipétesis. También este segun-
do capitulo estd dividido en dos secciones principales: una para grupos compactos

y otra para grupos no compactos.

Respecto a los apéndices, el primero trata de los resultados sobre continuidad
automatica utilizados como herramientas en la memoria. Principalmente el lema
de estabilidad y el gliding hump argument. Ambos responden a un mismo principio

pero, como alli se demuestra, el gliding hump argument es ligeramente mds general.

El segundo apéndice es un resumen de los resultados de la teoria de grupos
localmente compactos y espacios de funciones sobre ellos que necesitamos en los
capitulos anteriores. Aparte de una primera seccion de preliminares donde se ex-
ponen los resultados generales relativos a grupos localmente compactos, el resto
del apéndice estd dividido en otras dos secciones. La primera estd dedicada a gru-
pos abelianos y en ella se estudia de forma especifica la estructura de los grupos
compactos y los espacios de funciones sobre ellos, principalmente el grupo dual
y la transformada de Fourier. La tltima seccion, dedicada a los grupos no abelia-
nos, estd casi integramente dedicada al estudio de las representaciones unitarias e
irreducibles de un tal grupo y del espacio dual. Estas representaciones son las he-

rramientas bésicas a la hora de obtener resultados sobre grupos no abelianos.
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En los dos capitulos principales la notacion es similar (dentro de lo posible)
por lo que conviene explicitarla aqui para poder enunciar los resultados obtenidos.
X serd un espacio de funciones sobre un grupo localmente compacto G dotado de
una norma completa ||-|| que hard continuos todos los operadores de traslacion,
{T; : t € G} en caso de que el grupo sea abeliano y los conjuntos de los operadores
de traslacion izquierda {L; : t € G} y derecha {R; : t € G} en el caso no abeliano.
En este espacio de Banach X tendremos definida una nueva norma completa |-| que
hard continuo cierto conjunto de operadores de traslaciéon y nuestro objetivo es es-
tudiar si ambas normas son equivalentes. Para ello estudiaremos la continuidad del
operador identidad i : (X,|-|) — (X, ||-||). Una forma de medir el “grado” de con-
tinuidad de i es estudiar el subespacio separador (véase A.1.1) de dicho operador,

definido como
S = {f € X tales que existe (f,) —0en (X,|:|)con (f,) — fen (X,|])}-

Simplificando la exposicidn, éste serd basicamente nuestro escenario. Obsérvese
que la continuidad de i es equivalente a que & = {0}. Supongamos ahora que G es
abeliano y que X es un subespacio vectorial de L!(G). El hecho de que & = {0} es

equivalente a que el conjunto A definido como
A= {76 G: f(y)#0 paraalgin f € 6}

sea vacio, donde G es el grupo dual de G y fes la transformada de Fourier de una
funcién f € L'(G). El método de demostracién consiste en suponer que A # 0 'y
llegar a contradiccion. Con estos ingredientes y el lema de estabilidad obtenemos

nuestro primer resultado importante, que es el siguiente.

1.2.1 Teorema. Sea G un grupo localmente compacto y abeliano cuyo grupo dual
G es conexo. Sean't € G\ {0} y X un subespacio vectorial de L' (G) con T;(X) C X.
Entonces cualquier norma completa || - || en X invariante por la traslacion T; es
mds fuerte que la norma || - ||1. Por consiguiente hay, a lo sumo, una vinica norma

completa en X invariante por la traslacion T;.
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Este resultado es una generalizacion del Teorema 1.1.10 de K. Jarosz al ser
R = R conexo. De este teorema obtenemos una generalizacién sustituyendo L' (G)
por M(G). También damos un ejemplo que muestra que la conexién del grupo dual

es una condicidn necesaria.

Usando herramientas similares a las descritas, C. Aparicio y A. R. Villena ([2])
han resuelto un problema histérico propuesto por por B. E. Johnson. Este hecho
constata la potencia de dichas técnicas. No es sorprendente, por tanto, que ellos

hayan obtenido el anterior resultado como corolario.

Otro resultado importante que obtenemos, utilizando técnicas similares, es el

siguiente.

1.2.6 Teorema. Sea G un grupo localmente compacto, abeliano y no compacto,
y sea X un subespacio vectorial de L'(G) invariante por traslaciones. Entonces
cualquier norma completa en X invariante por traslaciones es mds fuerte que la
norma || - || que X hereda de L'(G); por tanto existe, como mucho, una tinica

norma completa en X invariante por traslaciones.
Quiz4 se vea més claramente el resultado obtenido si consideramos X = L!(G).

1.2.7 Corolario. Sea G un grupo localmente compacto, abeliano y no compacto.
Entonces ||-||1 es la tinica norma completa en L' (G) que es invariante por trasla-

ciones.

Este resultado generaliza el resultado de B. E. Johnson en el sentido de que no
hay que exigir equicontinuidad al conjunto de los operadores de traslacion. También
obtenemos versiones del Teorema 1.2.6 para medidas y para L' (G,E) cuando E es

un espacio de Banach, como ya hiciera A. R. Villena.

En el caso de que el grupo G sea compacto e infinito, uno de los resultados
anteriormente citados de K. Jarosz nos informa de que no existe unicidad de la
norma completa invariante por traslaciones en L!(G). Nosotros hemos afinado un

poco mads, en el sentido de que, estudiando la estructura de A, hemos obtenido que
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en dicho caso el separador G es de dimension finita. Como consecuencia obtenemos

el siguiente resultado.

1.3.8 Corolario. Sea G un grupo abeliano y compacto y sea ||-|| una norma com-
pleta en L' (G) invariante por traslaciones. Entonces existe un ideal de dimension
finita & de L' (G) de forma que las correspondientes normas cocientes de ||-|| y ||-||1

son equivalentes en L' (G) /.

El resultado mds importante de la seccidn 1.3 del primer capitulo es el siguiente,
donde se estudia la unicidad de la norma completa que hace continuas las traslacio-

nes en L?(G) para G compactoy 1 < p < oo,

1.3.12 Teorema. Sea G un grupo abeliano, compacto y conexo, y sea 1 < p < oo,

Entonces LP (G) tiene una vinica norma completa invariante por traslaciones.

La demostracion de este resultado también consiste en demostrar que S = {0}
por reduccion al absurdo. Sin embargo es mucho mds complicada que las demos-
traciones de los demads resultados obtenidos en este capitulo. En ella se utiliza de
forma fundamental un resultado de J. Bourgain sobre descomposicion de funciones
en LP(G) con G compactoy 1 < p < e (véase el Teorema 1.3.11). El teorema 1.3.12
generaliza el Teorema 1.3.2 de K. Jarosz en el sentido de que el resultado de Jarosz
es consecuencia de la compacidad y conexién de T. Parte de los resultados obteni-
dos en este capitulo han sido recogidos en el trabajo [8], recientemente publicado

en Studia Mathematica .

En el segundo capitulo, como ya hemos comentado, no existen resultados pre-
vios propiamente de grupos no abelianos. Nosotros hemos intentado trasladar, en la
medida de lo posible, los resultados obtenidos en el caso abeliano al ambiente no

abeliano.

El papel jugado por los caracteres y € G en el caso abeliano ahora lo jugarén las
clases de equivalencia de representaciones unitarias e irreducibles [1t] que estardn en

el espacio dual, al que seguiremos llamando G, al fin y al cabo es una generalizacién
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del grupo dual y coincide con éste en el caso de que el grupo sea abeliano. También

al igual que antes el conjunto A, ahora definido por

A={[n € G: m(®) £ {0}},

jugaré el mismo papel que el que tuvo en el caso abeliano. En la seccion dedicada
a grupos compactos el principal resultado que hemos obtenido es una version no
abeliana del Teorema 1.3.12. Para enunciarlo necesitamos codificar una definicion

que no es estandar.
2.2.2 Definicion. Sea G un grupo compacto. Denotaremos por L% (G) al subespacio
de L?(G) definido por
12(G) = {f € 12(G): / F(0)dt = 0} .
G

Se dice que la representacion trivial de G en L(Z)(G) estd contenida débilmente en la
representacion regular izquierda de G en L3(G) si existe una red (f)yen en L3(G)

con || fi|l2=1paratodoh € Ay

Iim —L =0
lim |~ L () -

para cualquiert € G.

Para grupos que no verifican la anterior propiedad obtenemos el siguiente resul-
tado.

2.2.7 Teorema. Sea G un grupo compacto verificando que la representacion trivial
de G en L%(G) no estd débilmente contenida en la representacion regular izquierda
de G en L3(G) y sea X, o bien LP(G) para algiin 1 < p < o, 0 bien C(G). Entonces

cualquier norma completa | -| en X que sea invariante por traslaciones es equiva-

lente a ||-
X =C(G).

, lanorma usual de X, es decira || - ||, para X = LP(G), 0 a || - || cuando

La demostracion de este teorema, si bien consiste, como es usual, en probar que

S = {0}, sin embargo poco tiene que ver con las demostraciones hechas en el caso
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conmutativo. Quizd la mayor originalidad de ella radique en que hay que abandonar
el ambiente de funciones con valores complejos para instalarnos en el ambiente mds

general de funciones con valores matriciales.

El teorema anterior, junto con otros del capitulo dedicado a grupos abelianos,
nos permite hacer un estudio exhaustivo del problema de la unicidad de la norma
completa invariante por traslaciones en los espacios L”(SO(n)) para 1 < p < ooy
C(SO(n)) para cualquier n € N, donde SO(n)) es el grupo especial ortogonal de

orden n.

En la demostracion del siguiente resultado, de enunciado bastante distinto en

cuanto a hipétesis, se utilizan las mismas técnicas.

2.2.8 Teorema. Sea G un grupo compactoy sea 1 < p < eo. Supongamos que todo
funcional lineal invariante por traslaciones izquierda en LP(G) es un miiltiplo de
la integral de Haar. Entonces cualquier norma completa |- | en LP(G) invariante
por traslaciones y que haga la aplicacion t — L; de G en L(LP(G), |- |) acotada es

equivalente a || - || .

Por tltimo, también hemos obtenido un resultado negativo para L!(G) con G

compacto e infinito.

2.2.11 Corolario. Sea G un grupo compacto e infinito. Entonces existe una norma
completa | - | en L'(G) invariante por traslaciones, que hace acotadas las aplica-

cionest — L, yt — R, de G en L(L'(G),|-|) y que no es equivalente a || - ||.

Este resultado generaliza al ambiente de grupos no abelianos el similar resultado

de K. Jarosz obtenido para G abeliano compacto e infinito.

Los resultados obtenidos en esta seccion estan recogidos en el trabajo [9], que

estd aceptado para su publicacion en Journal of Functional Analysis.

En la altima seccidn trabajamos con grupos de Moore no compactos. Hay dos

resultados fundamentales en este capitulo. Para encuadrarlos recordemos que en el
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estudio dedicado a grupos abelianos se demostraba que, si G es un grupo abelia-
no, localmente compacto y no compacto, entonces L' (G) tenia una dnica norma
completa invariante por traslaciones. El hecho de que G no sea compacto, en caso
abeliano, es equivalente a que el grupo dual G no tenga puntos aislados. En la linea
de generalizar el anterior resultado al ambiente no abeliano se presenta el primer

resultado importante de esta seccion.

2.3.1 Teorema. Sea G un grupo de Moore verificando que G no tiene puntos aisla-
dos y sea X un subespacio vectorial de L' (G) invariante por traslaciones. Entonces
cualquier norma completa en X es mds fuerte que ||-||1. Como consecuencia X tiene,

a lo sumo, una norma completa invariante por traslaciones.

Realmente lo que, a estas alturas, nos debe resultar mds familiar es el caso par-
ticular en que X = L!(G).

2.3.2 Corolario. Sea G un grupo de Moore. Supongamos que G no tiene puntos
aislados. Entonces L' (G) tiene una tinica norma completa invariante por traslacio-

nes.

Ya para finalizar, hemos intentado buscar cierto reciproco del teorema anterior.
Si G es un grupo de Moore G-compacto e infinito, Saeki, en [30], nos garantiza
la existencia de un funcional lineal en (L'(G),||-||;) invariante por traslaciones y
discontinuo. Basandonos en este hecho, una curiosa e interesante construccion nos

proporciona el siguiente resultado.

2.3.7 Teorema. Sea G un grupo de Moore G-compacto e infinito y supongamos
que G tiene un punto aislado. Entonces LI(G) tiene mds de una norma completa

invariante por traslaciones.

La conjuncién de los dos tltimos resultados nos permite obtener una caracteri-
zacion de los grupos de Moore G-compactos e infinitos en los que el espacio dual

tiene algun punto aislado.

2.3.8 Corolario. Sea G un grupo de Moore G-compacto e infinito. Entonces G
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tiene algiin punto aislado si, y sélo si, L'(G) tiene mds de una norma completa

invariante por traslaciones.

Parte de los resultados recogidos en esta segunda seccidon forman parte del tra-

bajo [10] sometido actualmente a publicacién.

Sélo falta nombrar a las personas que me han ayudado a lo largo de la pre-
paracion de esta memoria. Si tuviera que nombrarlas a todas y cada una de ellas,
y explicar los motivos por los que les estoy agradecido, entonces esta seccion de
agradecimientos seria mds larga que el resto de la memoria, lo que va en contra de
la costumbre. Asi que me veo obligado a hacer un resumen, a sabiendas de que me

olvidaré de personas que deberian ser citadas. Pido perdén por anticipado.

En primer lugar tengo que agradecer a mi familia el apoyo y carifio prestado
durante todo este tiempo (no sélo este tiempo, pero es de lo que estamos tratando).
Si a la tan manida frase de que uno es uno y sus circunstancias hubiera que ponerle
tantos por ciento a la parte del uno y a la de las circunstancias, en mi caso el
porcentaje dedicado a las circunstancias superaria ampliamente al otro. Eso se lo

debo a la familia principalmente.

Ya en un orden mds académico debo agradecer a todos los compafieros del De-
partamento de Andlisis Matemaético su constante ayuda y comprension. Para que no
quede ninguna duda, quiero decir que cuando me refiero a los compafieros de de-
partamento no s6lo me refiero a los profesores y becarios sino también, en este caso
especialmente, al personal de administracion y servicios; es decir a Conchita. Mas
lidicamente, tengo que agradecer las circunstancias que han rodeado la escritura
misma de la memoria. Las tardes delante del ordenador no hubieran sido lo mismo

sin la presencia de los enanitos verdes o de los mailes de Isabel.

Por supuesto, los médximos agradecimientos son para Juan Francisco Mena y
Armando Villena sin cuyo apoyo, generosidad, respeto, conocimientos, disponibi-

lidad, sugerencias, humildad y, en fin, todo lo que uno espera de un director de tesis
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y mds cosas adn. Sin todo eso esta memoria no se podria haber hecho.

Tampoco puedo olvidarme de Pilar Mufioz. Como ejemplo, ahora mismo, mien-
tras yo escribo estos agradecimientos, ella estd vigilando un examen en el que yo
también deberia estar. Es s6lo un ejemplo. Hay muchas mas cosas por las que darle
las gracias, pero son inefables. También tengo que agradecerle a Jeronimo Alami-
nos que sea, no s6lo un magnifico “socorrista informdtico” (hay literatura para esta
expresion), sino un verdadero “socorrista psicol6gico” que, con su templanza, sen-
tido del humor y amistad, hace que los problemas se vean desde otra dptica, siempre

menos grave.

Con especial carifio quiero agradecerle a Camilo Aparicio su contribucién al
desarrollo de este trabajo. Aunque en el resto de él, si la memoria no me engafia,
sOlo aparece citado una vez, es de justicia adjudicarle la responsabilidad de la exis-
tencia misma de este trabajo. Si hay un responsable pristino de esta memoria, ese

responsable es Camilo.



Capitulo

Grupos abelianos

1.1. Generalidades

En este capitulo estudiaremos el problema de la unicidad de la norma completa
que hace continuas traslaciones en espacios de funciones sobre un grupo topoldgico
localmente compacto y abeliano. Dividiremos el capitulo en dos secciones, una

primera dedicada a grupos no compactos y la segunda a grupos compactos.

La unicidad de la norma se entiende salvo equivalencia, es decir, la unicidad se
refiere a la unicidad de la topologia inducida. El hecho de que las normas con las
que trabajamos sean completas dotard a nuestros espacios de estructura de espacio
de Banach. Al trabajar con grupos abelianos la operacion del grupo se denotaré co-
mo suma. Finalmente, respecto a notaciones y convenciones, recordar que nuestro
grupo localmente compacto y abeliano tendrd asignada una medida de Haar, A (en
este ambiente de conmutatividad no es necesario distinguir entre medidas izquierda

y derecha), respecto a la cual integraremos pero que no iréd explicita en la notacion.

Nuestro ambiente de trabajo serd, en el mas general de los casos, un subespacio

vectorial X de CY donde G es un grupo localmente compacto, abeliano. En este es-



2 Capitulo 1. Grupos abelianos

pacio vectorial X se tendra usualmente una norma completa || - || que lo convierte en
un espacio de Banach. Nuestra primera definicion esta relacionada con la invarianza

de dicha norma por las traslaciones (Ver B.1.16).

1.1.1 Definiciéon. Sea G un grupo localmente compacto y abeliano y X un subes-
pacio vectorial de CC. Si ¢t € G, diremos que X es invariante por la traslacién 7,
si T;(X) C X. Si X es invariante por T, para cualquier ¢ € G, diremos que X es

invariante por traslaciones.

Si X C M(G) se pueden dar definiciones similares de que X sea invariante por
la convolucién por una medida u € M(G) o ser invariante por convoluciones. Su

significado es claro.

Conviene en este momento precisar un concepto esencial en todo el trabajo: la

definicidén de norma invariante por traslaciones.

1.1.2 Definicion. Sea G un grupo localmente compacto y abeliano y X un subespa-
cio vectorial de CY invariante por traslaciones. Supongamos que ||-|| es una norma

completa en X. Diremos que ||-|| es invariante por traslaciones si
{L{U): Uet}=1

para cada 7 € G, donde T es la topologia inducida por ||-||. Si existe un elemento
t € G verificando que {T;(U) : U € 1} = 7 entonces diremos que ||-|| es invariante

por la traslacion 7;.

Como ejemplo, si G es un grupo localmente compacto y abeliano, X = L?(G),
para 1 < p < oo, entonces tenemos que L”(G) es invariante por traslaciones y la

norma ||-||, es una norma en L”(G) invariante por traslaciones.

Aligual que antes, cuando el espacio X sea invariante por convoluciones tendrd sen-
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tido hablar de normas completas invariantes por convoluciones o por una convolu-

cién en particular. La definicion no parece necesario establecerla formalmente.

Los operadores de X en si mismo que conmutan con las traslaciones constitu-
yen una clase especialmente importante. Un operador S de X en si mismo se dice
que conmuta con una traslacion 7;, con t € G, si ST; = T;S, es decir la composicion
de 7; y S es conmutativa. Si S conmuta con todas las traslaciones entonces se dice
que S conmuta con traslaciones. Conviene puntualizar que en algunos textos a los
operadores que conmutan con traslaciones se les llama operadores invariantes por
traslaciones. Observada la propiedad que cumplen parece 16gico inclinarse por de-
cir que conmutan. De forma andloga, cuando tenga sentido, se pueden definir los

operadores que conmutan con convoluciones por medidas.

La repercusion topoldgica de los operadores de traslacion ha sido intensamente
estudiada en el dmbito de los operadores que conmutan con las traslaciones: la con-
tinuidad de dichos operadores. Es un problema que ha sido estudiado, por ejemplo,
en [20] y [16]. Un problema relacionado con el anterior es el de la continuidad de

los funcionales lineales que son invariantes por traslaciones.

1.1.3 Definicién. Sea X C CC un subespacio vectorial, donde G es un grupo local-
mente compacto y abeliano. Un operador ¢ : X — C es invariante por la traslacion
T;, con t € G, si O(T;f) = 0(f) para todo f € X. Si ¢ es invariante por 7, para

cualquier ¢ € G entonces se dice que ¢ es invariante por traslaciones.

El problema de determinar la continuidad de los funcionales lineales, en espa-
cios de funciones sobre un grupo G localmente compacto, invariantes por traslacio-
nes ha sido ampliamente estudiado, no solamente en el caso de que G sea abeliano.
En los trabajos [4], [12], [22], [23], [30] y [36] se encuentran resultados en conexion

con el citado problema.
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El problema que nosotros tratamos, aunque resultard estar intimamente relacio-
nado con los anteriores como veremos mas adelante, es otro. Ya hemos comentado
en lineas generales en qué consiste. Quizd es el momento de precisar algo mds. Tra-
bajaremos con grupos G localmente compactos y abelianos. Consideramos X C C©
un subespacio vectorial dotado de una norma completa que haga continuos ciertos
operadores de traslacion. Se trata de estudiar bajo qué condiciones, ya sea sobre las
traslaciones que son continuas o sobre la estructura del grupo G o del subespacio X,

se puede afirmar que la continuidad de las traslaciones determina la norma.

Este problema tiene varios precedentes. Por una parte debemos citar el trabajo
de B. E. Johnson ([17]) en el que, si bien no se trata el problema de la unicidad
de la topologia invariante por traslaciones, si que nos ha permitido obtener una
respuesta parcial a dicho problema. Por otra parte el trabajo de K. Jarosz ([14]) es
el primero en el que se estudia la trascendencia de los operadores de traslacion en
la determinacién de la norma de los espacios de funciones sobre grupos localmente
compactos. Veamos detenidamente ambos resultados. Para exponer el resultado de

Johnson se necesitan varias definiciones.

1.1.4 Definiciéon. Sea G un grupo abeliano localmente compacto. Un G-mddulo de
Banach es un espacio de Banach X junto con una aplicacién (¢, f) — tf de G x X

en X verificando las siguientes propiedades.

1. La aplicacion f +— tf de X en si mismo es lineal y continua para cualquier

teG.
2. t(sf) = (t+s)f para cualesquierat,s € Gy f € X.

3. 0f = fparatodo f € X.

Un G-submédulo de X es un subespacio vectorial X de X verificando que ¢ f € Xp

siempre que t € Gy f € Xp.
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Es importante sefialar que en la definicion de Johnson de G-médulo de Banach
se le exige también una condicion de equicontinuidad y es que exista una constante
K € R verificando que ||z f|| < K|| f|| para todo ¢ € G y para todo f € X. Cuando el
G-médulo cumpla esta condicion adicional de equicontinuidad diremos que es un

G-mo&dulo de Banach en el sentido de Johnson.

1.1.5 Definiciéon. Sea G un grupo abeliano localmente compacto. Un G-mddulo

de Banach X se dice escalar si para todo ¢t € G existe a(r) € C verificando que
tf=oa(t)f para f € X.

Obsérvese que en la definicion de G-mdédulo escalar si X # {0} entonces se
tiene que o,(0) = 1 y a(r+s) = ot)o(s) para t,s € G. Si exigimos también que la
aplicaciones f +— tf de X en si mismo sean equicontinuas para ¢ € G entonces la
aplicacion o estd acotada. De aqui se deducirfa que entonces |o.(¢)| = 1 para todo
t € G. En el caso adicional de que las aplicaciones ¢ — ¢ f de G en X sean continuas

para cualquier f € X se tendrd entonces que o € G.

Ejemplos de G-mo6dulos de Banach se pueden construir con mds o menos peri-

cia. Veamos algunos ejemplos.

= Si G es un grupo localmente compacto y abeliano todos los espacios C(G),
Co(G) y LP(G), con 1 < p < 40 son G-mddulos de Banach cuando consi-
deramos como accién del grupo sobre el G-mddulo la accidon dada por las
traslaciones por elementos de G. En general, si X C C© es un subespacio
vectorial invariante por traslaciones dotado de una norma completa invariante
por traslaciones la anterior accidon convierte a X en un G-moédulo de Banach.

Concretamente es la accion

GxX —X

(t,f) = T:(f)
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parat € Gy f € X. Salvo mencidn expresa esta estructura de G-mdédulo de
Banach serd la que consideremos en X, cuando X es un espacio de los descri-

tos anteriormente.

= Si G esun grupo localmente compacto y abeliano y X es un espacio de Banach
y fijamos Y € G tenemos que la accién (¢,x) — (¢)x de G x X —> X nos
proporciona una estructura de G-mdédulo de Banach en X. Obsérvese que la
ausencia de condiciones en X y G hacen que de aqui se obtenga una gran

cantidad de G-moddulos de Banach concretos.

» Si G =7, X es un espacio de Banach y fijamos 7 : X — X un isomorfismo
de X, la accién (n,x) — T"(x) de Z x X — X dota a X de estructura de

Z-modulo de Banach.

1.1.6 Definicion. Sea G un grupo abeliano localmente compacto y sean X e Y G-
modulos de Banach. Una aplicacion S : X — Y es un homomorfismo de G-mdédulos

si es lineal y S(zf) = tS(f) para cualesquierat € Gy f € X.

Estas definiciones, junto con la de separador de una aplicacién lineal (A.1.1)

nos permiten enunciar el resultado de B. E. Johnson al que nos referiamos antes.

1.1.7 Teorema. [17, Theorem 4.1] Sea G un grupo localmente compacto y abelia-
no. Sean X e Y G-médulos de Banach en el sentido de Johnson. SeaS: X — Y un
homomorfismo de G-médulos y G el separador de S. Entonces G es suma directa

de un ndmero finito de G-submodulos escalares de Y .

Intentaremos trasladar el anterior resultado a nuestro ambiente. Consideremos
como G-médulo de Banach Y (L'(G),||-||1) y como estructura de G-médulo de

Banach la estdndar descrita antes. Obsérvese que las condiciones de la definicion
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de G-mddulo se cumplen automdticamente y ademads las traslaciones son equicon-
tinuas en (L'(G), ] -|[1), por lo que ¥ es un G-médulo de Banach en el sentido de
Johnson. Como quiera que la aplicacién ¢ — T, f de Gen (L'(G), || ||1) es continua
[11, Proposition 2.41] para cada f € L!(G), en la definicién de G-médulo escalar

se tiene que o € G.

1.1.8 Proposicion. Sea G un grupo localmente compacto y abeliano. Considere-
mos el G-médulo de Banach (L'(G), | ||1). Entonces L' (G) tiene G-submddulos

escalares no triviales si, y sélo si, G es compacto.

Demostracion. Supongamos que Xo C L!(G) es un G-submédulo escalar. Entonces
existird o € G verificando que T,(f) = o(t)f parat € Gy f € L'(G). Aplicando la
transformada de Fourier a la anterior igualdad y evaluando en un carécter y € G se

tiene que

y entonces
(v(z) —oz)) f(v) =0.
Si Xo # {0} nos podemos tomar f € Xy con f # 0 y el conjunto

A={yeG: f(y)#0},

que es un subconjunto abierto de G (1.1.11). Es claro que se verifica que Y(z) = o)
para todo y € Ay para todo r € G y entonces A = {a} y G es discreto. El teorema
de Pontrjagin (B.2.15) nos asegura la compacidad de G.

Por otro lado, si G es compacto y o € é, se tiene que o € L!(G). Si definimos
ahora Xy = Ca, se tiene que es un G-submédulo escalar de L'(G) ya que, para

s,t € Gy & € C, se tiene que

T:(&0)(s) = Gous +1) = Gauls)au(r) = au(r) (Sa) (s)-
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Si ahora consideramos una norma completa || - || en L'(G) invariante por tras-
laciones, como G-médulo de Banach X el espacio (L'(G), || - ||) y como homomor-
fismo de G-médulos la identidad entre (L'(G), || -||) y (L' (G),]| -||1), obtenemos el
siguiente resultado, que es consecuencia del Teorema 1.1.7 y de la definicién del

subespacio separador (A.1.1).

1.1.9 Corolario. Sea G un grupo localmente compacto y abeliano. Supongamos

que G es no compacto y sea || - || una norma completa en L'(G) que haga que el
conjunto de las traslaciones {T; : t € G} de (L'(G),|| -||) en si mismo sea equicon-
tinuo. Entonces || - || es equivalente a la norma || - || ;.

Al resultado de Jarosz no es necesario hacerle ninguna adaptacion ya que, explici-

tamente, afirma lo siguiente.

1.1.10 Teorema. [14, Theorem 3.3] Seat € R\ {0}. Supongamos que || - || es una
norma completa en L' (R) invariante por la traslacion T,. Entonces | - || es equiva-

lenteal|-||;.

Veamos ahora nuestra contribucién al problema. En lo que queda de seccion
G serd un grupo topoldgico localmente compacto y abeliano. X también serd, sal-
vo que se diga lo contrario, un subespacio vectorial de L'(G) (no necesariamente

cerrado cuando consideramos en L' (G) la topologfa inducida por la norma || - ||1).

Si en X tenemos dos normas || - ||o ¥ || - ||, diremos que || - ||, es mds fuerte que
|| || si la topologia que induce || - ||, contiene a la topologia que induce || - || . Asi si
|| ||« es més fuerte que || - ||, y || - ||» es méds fuerte que || - ||, entonces ambas normas

son equivalentes y las topologias que inducen coinciden.

En este mismo orden de ideas, es facil demostrar que si || - ||, y || - |[» son dos

normas completas en X que son mds fuertes que || - || entonces ||+ ||s y || - ||» son
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equivalentes. En efecto, la aplicacion identidad de (X,||-||4) en (X,] -||») tiene

gréfica cerrada y, en consecuencia, es continua; esto es, || - ||, es mds fuerte que || - ||

Pero los papeles de ambas normas son intercambiables y se obtiene finalmente que

las normas son equivalentes.

Si en X tenemos una norma completa || - || escribiremos Sy, o simplemente
G cuando no haya confusién posible, para referirnos al subespacio separador de
la aplicacién identidad de (X, ||-||) en (L'(G),| - |/1). En este caso, asociado al

separador, tenemos el conjunto Ay C G definido como

AX:{yeéz 7(y) # 0 para algtn feGX}. (1.1)

La importancia de Ay en el desarrollo posterior radica en que es un medidor del
tamafo de Gy. Esta propiedad junto con otras las hemos recogido en el siguiente

resultado.

1.1.11 Lema. Sea X un subespacio vectorial de L' (G) y sea || - || una norma com-

pleta en X. Entonces se verifican las siguientes propiedades.

1. Ax es abierto en G.
2. Lanorma || - || es mds fuerte que || ||1 si, y solo si, Ax = 0.

3. Si Ay es finito, entonces dim(Syx) < oo.

Demostracién. 1. La aplicaciény— f(y) es continua para cualquier f € L!(G).

Como quiera que

axc= U {yeG: fm+o}.

fe6x

Ay es una union de conjuntos abiertos y, por tanto, abierto.
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2. Ax =0 si, y solo si, f(y) = 0 para cualesquiera f € Gy y v € G. Pero la
transformacion de Fourier es inyectiva, asi que f = 0 para cualquier f € Gy

y entonces la inclusién de (X, || - ||) en (L'(G),]| -||1) es continua.
3. Supongamos que Ax = {7i,...,¥,} y definamos la aplicacion ® : Sy —

~

C" como D(f) = (F(11),.-..f(¥x)) para f € Gx. ® es claramente lineal y
ademds, si @(f) = 0, se tiene que f(y) =0 para y € Ay. Pero paray € G \ Ay
también se verifica que f(y) =0y, en consecuencia, f =0, con lo que ® es
inyectiva. La dimensién de Gy coincide pues con la de su imagen por @ que,

en cualquier caso, es un subespacio de C" y, por lo tanto, de dimension finita.

O

Vamos ahora a utilizar el lema de estabilidad (véase A.1.4 ). El espiritu de dicho

lema se recoge en el siguiente resultado. Es la primera vez que el lema de estabili-

dad aparece en esta memoria pero no serd la tltima. Este resultado serd usado con

profusion.

1.1.12 Lema. Sea X un subespacio vectorial de L'(G), sea (t,) una sucesion de

elementos de G verificando que T; (X) C X para cualquier n € N y sea (,) una

sucesion de caracteres de G. Supongamos que || - || es una norma completa sobre X

invariante por el conjunto de traslaciones {T;, : n € N}. Entonces existe un natural

N e N tal que

~

M) —yw+1(t1)) - (ww(tn) —Yw+1(tw)) f(Yv+1) =0

para cualquier f € Gy.

Demostracion. Para cada n € N definimos los operadores lineales y continuos 7, :
A1) — KDy Ra s (LYG), - (1) — (LY(G),[] - [11) como

Tn - Yn(tn)IX - 7;n y Rn = yn(t”)ILl(G) - Ena
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donde I denota la aplicacion identidad en el espacio correspondiente. Si i es la
inclusién de X en LI(G) se tiene que claramente i7,, = R,i para cada natural n y
entonces el lema de estabilidad (A.1.4) nos proporciona un natural N para el que

se verifica, en particular, que

(Ry-+ RN)(6x) = (R Rn+1)(6x).

Asi obtenemos que

(Ri---Rn)(Sx) C (Ri -~ Ry4+1)(6x).

Pero observemos que la transformada de Fourier de cada funcion de este ultimo

conjunto se anula en el caricter Yy 1. En efecto, se tiene que

~

[(R1-+-Ry+1) ()] (Y1) =
(V1 (1) = Y1 (1)) =+ (vt (i) = vt (1)) F(Yvn) =0
para cualquier f € Gy y entonces la transformada de Fourier del cierre del conjunto

(Ry---Rn+1)(6x) evaluada en Yy | también vale 0. Por tanto, para f € Sy, se tiene

también que

[(R1---RN)(f)] (Y1) =
(Y1(t1) = Pv-1(11)) -+~ (o () — W1 (tn)) f (Tv1) = O,

como pretendiamos demostrar. U

1.2. Grupos no compactos

En esta seccion presentaremos algunos resultados sobre unicidad de la norma
invariante por traslaciones. El primer resultado exige la conexion del grupo dual,
condicién que no puede darse si el grupo es compacto. La demostracion de este

resultado se basa en el ultimo lema de la seccidn anterior.
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1.2.1 Teorema. Sea G un grupo localmente compacto y abeliano cuyo grupo dual
G es conexo. Seant € G\ {0} y X un subespacio vectorial de L' (G) con T;(X) C X.
Entonces cualquier norma completa || - || en X invariante por la traslacion T; es
mads fuerte que la norma || - ||;. Por consiguiente hay, a lo sumo, una tinica norma

completa en X invariante por la traslacion T;.

Demostracion. En principio es fécil darse cuenta que la demostracion del teorema
consiste en probar que el conjunto Ay definido en (1.1) es vacio. La demostracion
consta de dos pasos. En el primero probaremos que el conjunto {y(¢): Y€ Ax} es
finito. En efecto, si, por el contrario, fuera infinito podriamos encontrar una sucesion
de elementos de Ay, (Y,), que cumpla que 7, () # V,(¢) siempre que n y m sean
naturales distintos. Para cualquier natural n podemos encontrar f,, € Gx verificando

que fn(y,H_l) = 0 y entonces se tiene que

-~

(V1(0) =Yn1(1) - (Y (1) = Y1 (£)) S (Vs 1) 7O,

pero esto contradice el Lema 1.1.12.

En el segundo paso demostraremos que Ay es vacio. Supongamos, para obtener
una contradiccion, que Ay no es vacio. En tal caso, como {y(¢) : Y€ Ax} seria un

conjunto finito, existirian A1, ...,Ay € T de forma que

N
Ax = | J{ve Ax : (1) =M}

k=1
Los conjuntos {y € Ax : y(t) = A} parak = 1,...,N son subconjuntos cerrados de
Ayx disjuntos dos a dos. Por tanto cada uno de ellos es abierto en Ax. Como quiera
que Ay es abierto, los anteriores conjuntos son también abiertos en G. Entonces
para cada natural k € {1,--- N} el conjunto {y € Ax : y(t) = A} es un abierto no
vacio de G. Fijemos un k € {1,---,N}. Elijamos Yo € {y€ Ax : y(t) =N} yseaV

un entorno abierto y simétrico de la identidad del grupo (A? a la que llamaremos e,
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que verifique

YoV C{yeAx: y(t) =M}

Para cualquier y € V se tendrd que Yo(7)y(t) = Ax y, por tanto, y(z) = 1. El con-
junto U, V" es un subgrupo abierto de G y, por la Proposicién B.1.12, tendremos
que es también cerrado en G. Finalmente, teniendo en cuenta que Ges conexo, ob-
tenemos que U, V" = G. Pero entonces se obtiene que Y(t) = 1 para todo y € G y

esto nos lleva a que ¢ = 0, que contradice la hipdtesis. 0]

Como consecuencia del resultado anterior obtenemos el siguiente resultado que
quizd es mds claro o, al menos, responde de una forma mds directa al problema

objeto de nuestro estudio.

1.2.2 Corolario. Sea G un grupo localmente compacto y abeliano cuyo grupo dual
G es conexo y seat € G\ {0}. Entonces L' (G) tiene una tinica norma completa

invariante por la traslacion T;.

1.2.3 Nota. Obsérvese que el corolario anterior generaliza el resultado antes co-
mentado de Jarosz (Teorema 1.1.10). De hecho, segin acabamos de demostrar la

validez del resultado de Jarosz reside en la conexion de I@

Si observamos con detenimiento tanto la demostracién del Teorema 1.2.1 como
la de los lemas que lo preceden, en los que se basa la demostracion de dicho teo-
rema, no es dificil observar que nada impide que X sea un subespacio vectorial de
M(G) en vez de ser un subespacio de L!(G). Realmente la transformada de Fou-
rier tiene su andloga en la transformada de Fourier-Stieltjes y la demostracion del
siguiente resultado no varia de la del Teorema 1.2.1 mds que en la imprescindible
sustitucién de L!(G) por M(G).
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1.2.4 Teorema. Sea G un grupo localmente compacto y abeliano cuyo grupo dual
G es conexo. Seant € G\ {0} y X un subespacio vectorial de M(G) invariante por Ia
traslacion T;. Entonces cualquier norma completa en X invariante por la traslacion
1; es mas fuerte que la norma de la variacion total en X . Por consiguiente hay en X

a lo sumo una tinica norma completa invariante por la traslacion T;.

Cabe preguntarse en este momento si siguen siendo ciertas las tesis de los resul-
tados anteriores si el grupo dual G no es conexo, es decir si la hipétesis de conexion
de G es necesaria. La respuesta es negativa. Como muestra el siguiente ejemplo
basta con que el grupo dual tenga dos componentes conexas para que no haya una

Unica norma completa invariante por una traslacion no trivial.

1.2.5 Ejemplo. Consideremos el grupo aditivo G = Z, x R. Teniendo en cuenta
que 7= Z, que R = R, y la Proposicién B.2.9 se tiene que G = G, por lo que
es claro que G tiene exactamente dos componentes conexas. Se tiene ademds que
L'(Zy x R) es isomorfo como espacio de Banach a L'(R) @; L!(R) mediante la
aplicacion f(s,t) — (f(0,7), f(1,2)) parat € R. Si consideramos la traslacion por

el elemento (1,0) € G, se tiene que

T(LO)(f(Ovt)?f(lvt)) = (f(17t)af(07t))

para t € R. Teniendo en cuenta que L' (R) es un espacio de Banach de dimensién
infinita siempre existe una norma completa || - || en L'(G) que no es equivalente a

| -|l1. Si definimos una nueva norma |- | en L' (G) mediante la expresién

[(F(L0, £0,0) [ = £ O, + 11,0l

parat € R, se tiene que es una norma completa en L' (G) no equivalente a la norma
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canénica de L' (R) @1 L' (R) y, ademds, es invariante por la traslacién T(1,0), yaque

|T(1,0)(f(07t>7f(17t))| = |(f(17t)af(07t))’ =
1AL+ 170, 0)] = [(£(0,2), f(1,2))].

Asi, cuando el grupo dual G 1o es conexo no es suficiente la continuidad de
una tnica traslacion no trivial para garantizar la unicidad de la norma invariante por
dicha traslacion. Sin embargo exigiendo la continuidad de mads traslaciones si se
obtiene unicidad, aunque es necesario exigir una condicion adicional al grupo. Esta
condicion adicional serd la no compacidad del grupo. Merece la pena puntualizar
que, por el teorema de Pontrjagin, el grupo no es compacto si, y sélo si, el grupo dual
G no es discreto. Si, por ejemplo, el grupo dual G tuviera un punto aislado, el hecho
de que G sea un grupo topoldgico, y por tanto homogéneo, implicaria que todos los
puntos serian aislados y G serfa discreto. Se observa una estrecha relacién entre la
existencia de puntos aislados en G y la unicidad de la norma completa invariante

por traslaciones. Esta relacion aparecerd méas veces en nuestro trabajo.

1.2.6 Teorema. Sea G un grupo localmente compacto, abeliano y no compacto, y
sea X un subespacio vectorial de L' (G) invariante por traslaciones. Entonces cual-
quier norma completa en X invariante por traslaciones es mds fuerte que la norma
| -|l1 que X hereda de L' (G); por tanto existe, como mucho, una tinica norma com-

pleta en X invariante por traslaciones.

Demostracion. La demostracion consistird otra vez en probar que el conjunto Ay
definido en (1.1) es vacio. Supongamos que Ax no es vacio para obtener una con-
tradiccion. Sea I') = Ay y elijamos y; € I'g. Como quiera que G es no compacto,
se tiene que el dual G no es discreto (Teorema B.2.15). Entonces 'y es infinito y
existird 11 € G de forma que el conjunto abierto I'y = {ye Ty : y(r1) #71(t1)} es

infinito. De esta forma podemos elegir subconjuntos I, C G, elementos v, € é, y
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t, € G verificando que 7y, € I';,_1 y que el abierto

Lo ={vel1: ¥(tn) #Yu(tn)}

es infinito para cualquier n € N. En consecuencia tendremos que 7, (t,) # V()
para cualesquiera k,n € N con k > n. Sea, paracadan € N, f,, € Gy verificando que

f:;('YrH_l) # 0. Entonces tendremos que

-~

(Y1(11) = Y1 (21)) -~ (Valtn) =Yg 1 (1)) fa (Y1) # O

para todo natural n, lo que contradice el Lemma 1.1.12. Hemos probado pues que
Ax = 0.

O

Igual que antes, en el caso particular en que X = L' (G), obtenemos el siguiente

resultado.

1.2.7 Corolario. Sea G un grupo localmente compacto, abeliano y no compacto.
Entonces ||-||1 es la tinica norma completa en L' (G) que es invariante por traslacio-

nes.

1.2.8 Nota. El resultado anterior representa una generalizacion del Corolario 1.1.9,
que era, recordemos, una consecuencia de la adaptacion a nuestro lenguaje del re-
sultado de B. E. Johnson [17]. En el caso en que G sea no compacto no es necesario
que el conjunto de los operadores de traslacion sea equicontinuo para obtener uni-

cidad de la norma que hace continuos dichas operadores de traslacion.

Al igual que en el Teorema 1.2.4, tanto el Teorema 1.2.6 como el Corolario 1.2.7

siguen siendo ciertos si en sus enunciados sustituimos L!(G) por M(G).
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1.2.9 Teorema. Sea G un grupo localmente compacto, abeliano y no compacto, y
sea X un subespacio vectorial de M(G) invariante por traslaciones. Entonces cual-
quier norma completa en X invariante por traslaciones es mds fuerte que la norma
de la variacion total que X hereda de M(G); por tanto existe, como mucho, una

tinica norma completa en X invariante por traslaciones.

También caben otro tipo de generalizaciones de los resultados anteriores. Una
de ellas consiste en la sustitucién de funciones con valores en C por funciones con
valores en un espacio de Banach. Tanto el Teorema 1.2.1 como el Teorema 1.2.6
pueden ser adaptados a este ambiente. Para ello necesitamos el siguiente resultado

técnico.

1.2.10 Lema. Sea G un espacio topoldgico localmente compacto y sea E un espacio
de Banach. Sea f : G — E una funcion medible Bochner verificando que x* o f =0

casi por doquier para todo x* € E*. Entonces f = 0 casi por doquier.

Demostracion. Por [24, Teorema en pédgina 157], existe un conjunto A C G con
A(G\ A) =0y existe un subconjunto separable M C E de forma que f(s) € M para
todo s € A. Sea (x}) una sucesion de elementos de E* que separe los elementos de
M. Entonces

{seG: f(s)#0} ={s€A: f(s)yéO}U{seG\A: f(s) #0}.

El segundo conjunto de la anterior unién tiene medida nula y el primero puede ser

expresado en la forma
{seA: fs)#0}=J{seA: xf(s) #£0}
n=1

que es unién numerable de conjuntos de medida nula y por tanto es de medida nula.
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Hemos probado que el conjunto {s € G : f(s) # 0} tiene medida O. O

1.2.11 Teorema. Sea G un grupo localmente compacto y abeliano cuyo grupo dual
G sea conexo y sea E un espacio de Banach. Sean t € G\ {0} y X un subespacio
vectorial de L' (G,E) verificando que T,;(X) C X. Entonces cualquier norma com-
pleta en X invariante por la traslacion T; es mds fuerte que || - ||;. Por consiguiente

existe, a lo sumo, una tinica norma completa en X invariante por la traslacion T;.

Demostracion. Sea || - || una norma completa en X que hace continua la traslacion
T; de X en sf mismo, y consideremos la inclusién i : (X, || - ||) — (L'(G,E), || - ||1)-
Elijamos x* € E* y consideremos 0, : (L' (G,E), || -|[1) — (L' (G), | -||1) definida
por 0.+ (f)(¢) = x*(£(¢)) para cualesquiera f € L'(G,E) y t € G. La composicién
Ox+i vade (X, ||) en (LY(G), ]| ||l1) v si notamos & al separador de 0,+i y llamamos

Ax={veG: f(y #0},
se puede repetir exactamente la demostracion del Teorema 1.2.1 para obtener que
Ax es vacio y & = {0}. Es decir S(¢,«i) = {0} y dx+i es continua. Basdndonos en
el Lema A.1.3 se verifica que x*(S(i)) = {0}, es decir, que si f € &(i) se tiene que
x*(f) = 0 casi por doquier. Como quiera que x* € E*, el lema anterior nos garantiza
que f = 0 casi por doquier y la inclusion es continua, que era lo que pretendiamos

demostrar. |

También tenemos una version del Teorema 1.2.6 con funciones con valores en

un espacio de Banach en vez de funciones con valores complejos.

1.2.12 Teorema. Sea G un grupo localmente compacto, abeliano y no compacto y
sea E un espacio de Banach. Sea X un subespacio vectorial de L'(G,E) invariante
por traslaciones. Entonces cualquier norma completa ||-|| en X invariante por trasla-
ciones es mds fuerte que la norma ||-||;. En consecuencia hay, a lo sumo, una tinica

norma completa en X invariante por traslaciones.
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La demostracion de este dltimo resultado es ya clara si se tienen en cuenta las

consideraciones de la prueba del teorema anterior junto con la del Teorema 1.2.6.

Estos dos ultimos resultados ya fueron obtenidos en [34] pero utilizando unos

métodos mucho mas sofisticados.

Observemos en este momento que tanto en el Teorema 1.2.1 como en el Teo-
rema 1.2.6 la labor que ha jugado la inclusién de X en L'(G) (o en M(G), en un
ambiente mds general) puede ser desempenada por un homomorfismo del G-médu-
lo de Banach L'(G), cuando la accién del grupo G sobre L!(G) es la accién de
traslacion. En particular la generalizacion del Teorema 1.2.1 al ambiente de homo-

morfismos de G-mddulos de Banach quedaria en los siguientes términos.

1.2.13 Teorema. Sea G un grupo localmente compacto y abeliano cuyo dual G sea
conexo. Sean X un G-médulo de Banach e Y un subespacio vectorial de L'(G) in-
variante por traslaciones dotado de una norma completa invariante por traslaciones.

Sea ® : X — Y un homomorfismo de G-modulos. Entonces ® es continuo.

Demostracion. Recordemos que la accion en los submodulos X e Y es la traslacion
por elementos del grupo. Comenzaremos probando primero el caso particular en

que Y = L'(G). Para ello necesitamos la siguiente versién del Lema 1.1.12:

Sean G un grupo localmente compacto, X un G-médulo de Banach, (7,) una
sucesion de elementos de G y (Y,) una sucesion de caracteres de G. Supongamos
que ® : X — L'(G) es un homomorfismo de G-médulos de Banach. Entonces

existe un natural N € N verificando que

-~

(vi(n1) =yv+1(1)) - (o (en) = Y+ (en)) f(Yv+1) =0
para cualquier f € S(D).

La prueba del anterior resultado es la misma que la del Lema 1.1.12 cambiando

la inclusién i : X — L'(G) por el homomorfismo ®.
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Si ahora notamos

Ap = {YE G: f(y) = 0 para algin f € 6(1)}

la demostracion se reduce a probar que Ag es vacio para obtener la continuidad de
®. Para ello basta repetir la demostracion del Teorema 1.2.1 cambiando Ay por Ag

con lo que obtenemos que Agp = 0 y asi ® es continuo.

En el caso general si llamamos i a la inclusién de Y en L!(G) el caso particular
nos garantiza que iP es continua. Otra vez el Teorema 1.2.1 nos garantiza que i es

continua y el Lema A.1.3 nos proporciona que
{0} = 6(i®) = i(S(D)
y asi se tiene que &(®) = {0} y ® es continua. O

De hecho, este resultado generaliza el obtenido por B. E. Johnson en [16] donde
prueba la continuidad de un operador de L' (R) en si mismo conmutando con una

traslacion no trivial.

La version del Teorema 1.2.6 para homomorfismos de G-mddulos quedaria de

la siguiente forma.

1.2.14 Teorema. Sea G un grupo localmente compacto, abeliano y no compacto.
Sean X un G-médulo de Banach e Y un subespacio vectorial de L'(G) invariante
por traslaciones y dotado de una norma completa invariante por traslaciones. Sea

® : X — Y un homomorfismo de G-modulos. Entonces ® es continuo.

La demostracion de este ultimo resultado es ya clara si se observa la prueba del

Teorema anterior y como se ha adaptado para ello el Lema 1.1.12.

1.2.15Nota. Los dos teoremas anteriores pueden ser enunciados cambiando L' (G)
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por M(G) como ya hemos hecho otras veces. No parece necesario dar los enuncia-

dos resultantes.

1.2.16 Problema. Los instrumentos que hemos utilizado a lo largo de toda esta
seccion hacen uso y abuso de la transformada de Fourier y, mds concretamente de
una propiedad de esta aplicacion: la transformada de Fourier de una funcién de
L'(G) es una funcién continua. Si bien la transformada de Fourier tiene extensiones
fuera de L' (G) (por ejemplo la transformada de Fourier-Plancherel en L*(G)) estas
extensiones no mantienen el cardcter de la continuidad de la transformada. Asi las
herramientas que hemos utilizado no son efectivas cuando salimos del ambiente de
L'(G). En particular es inmediato plantearse el problema del estudio de la unicidad
de la norma completa que hace continuas las traslaciones de L? (G), con 1 < p < oo
cuando G es un grupo localmente compacto, abeliano y no compacto. La relacion

con lo hecho en esta seccion es clara.

1.3. Grupos abelianos compactos

A lo largo de esta seccion vamos a trabajar con un grupo G abeliano, compac-
to y normalizado, en el sentido de que A(G) = 1. Esta dltima condicién no resta

generalidad alguna y a nosotros nos facilita enormemente la notacién.

Cuando hablamos de la unicidad de la norma completa invariante por traslacio-
nes en espacios de funciones sobre grupos compactos, relaciondndolo con lo hecho
para grupos no compactos, lo mds inmediato es comprobar si los resultados obteni-
dos y los problemas planteados para grupos compactos son trasladables a espacios
de funciones sobre grupos no compactos. Mds concretamente, nos preguntamos si
el problema planteado en el dltimo parrafo de la seccién anterior es resoluble cuan-

do el grupo es compacto; es decir si existe unicidad de la norma completa que hace



22 Capitulo 1. Grupos abelianos

continuas las traslaciones en L”(G) con 1 < p < ey G un grupo compacto, y, por
supuesto, también nos planteamos qué ocurre con la version compacta del Coro-
lario 1.2.7, nos preguntamos si en L'(G), con G compacto, existe unicidad de la
norma completa que hace continuas las traslaciones. En relacion con este problema
tenemos el resultado siguiente, debido a K. Jarosz, que nos informa que la respuesta

a esta cuestion es negativa.

1.3.1 Teorema. [14, Theorem 3.4] Sea G un grupo abeliano, compacto e infinito.

Entonces L' (G) tiene mds de una norma invariante por traslaciones.

A pesar de que, para nuestro problema, el anterior resultado es negativo, también
es cierto que en el mismo trabajo de K. Jarosz se obtiene un resultado positivo, pero

para LP(T) con 1 < p < oo.

1.3.2 Teorema. [14, Theorem 3.5] Sea 1 < p < oo. Entonces L”(T) tiene una tinica

norma invariante por traslaciones.

Cuando tratamos con grupos compactos existe una estrecha relacion, y no s6lo
en el ambiente abeliano, entre el problema tratado por nosotros, la unicidad de la
norma invariante por traslaciones en L!(G), y un problema mucho mds cldsico: la
existencia de funcionales lineales en L!(G) invariantes por traslaciones y disconti-
nuos. Sobre este ultimo asunto, la existencia de funcionales lineales invariantes por
traslaciones y discontinuos hay una amplia bibliografia, y no sélo concerniente a
L'(G), sino también para otros espacios de funciones sobre un grupo G. También
es extensa la literatura sobre dicho problema aunque el grupo no sea compacto. Pa-
ra tener una vision general del estado del problema es recomendable el trabajo de
Meisters ([22]), que recoge los resultados existentes hasta ese momento sobre el

tema. También en [4], [12], [23], [30] y [36] aparecen resultados sobre la existen-
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cia de funcionales lineales invariantes por traslaciones y discontinuos en distintos

espacios de funciones sobre grupos.

Nuestro préoximo resultado muestra de forma clara la relacién, ya anunciada,
entre el cldsico problema de la continuidad automadtica de los funcionales lineales
invariantes por traslaciones y el problema que ocupa nuestra atencion de la unicidad

de las normas invariantes por traslaciones.

1.3.3 Teorema. Sean G un grupo compacto y abeliano y X un subespacio vectorial
de L'(G) verificando que la funcién 1 € X. Supongamos que X tiene una norma
completa ||-|| invariante por traslaciones y que existe un funcional lineal invariante
por traslaciones y discontinuo. Entonces X tiene otra norma completa |-| invariante
por traslaciones, que no es equivalente a ||-|| que hace que la aplicaciént — T, de
G en L(X,|-]|) sea acotada.

Demostracion. Notaremos ¢ al funcional lineal en X invariante por traslaciones y
discontinuo. Variando levemente ¢ podemos obtener otro funcional ¢ que disfruta
de las mismas caracteristicas que ¢ y que en la funcién constantemente 1 tome el
valor 1, es decir @(1) = 1. En efecto, si ¢(1) = o # 0 definiremos ¢ = o~ ¢, y si
®(1) = 0 entonces definiremos ¢(f) = ¢(f) + [ f(¢)dt, para cada f € X. La nor-
malizacion de la medida de Haar en grupos compactos nos asegura en este segundo

caso que también @(1) = 1.

La aplicacién de X en si mismo f +— 2f — ¢@(f)1 es claramente lineal, pero
ademads es una biyeccién. Veamos esto ultimo. Para comprobar que es inyectiva sea
f€Xcon2f—o(f)l =0. Entonces 2f = ¢(f)1 y aplicando ¢ a ambos miem-
bros de la igualdad se obtiene que 2¢(f) = ¢o(f)9(1) = ©(f) y, en consecuencia,
¢(f) =0 de donde se obtiene que f = 0. Para comprobar la sobreyectividad es fécil

observar, haciendo los cédlculos necesarios, que, para cualquier f € X, su preimagen

es 1/2(f+(f)1).
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El hecho de que la anterior aplicacién sea una biyeccién lineal de X en si mismo
nos asegura que la aplicacién |-| definida en X como |f| = ||2f — @(f)1|| es una
norma completa en X y el hecho de que ¢ sea discontinuo nos proporciona que |-|
no es equivalente a ||-||. Por dltimo s6lo nos falta comprobar que la norma |-| hace

continuas las traslaciones. Para ello, tomemos ¢ € Gy f € X, y observemos que

T/ = 12T(f) = (L (U = [1T(2f) — (N = T (2f — (N D]
< NT2F = ()T = T,

lo que demuestra que 7; : (X,|-|) — (X,||) es continua para todo r € G y que la

aplicacion t — T; de G en L(X, |- |) es acotada.. O

Dado que en [30, Theorem 1] se demuestra que si G es un grupo abeliano,
infinito, localmente compacto y 6-compacto entonces existe un conjunto infinito
no numerable de funcionales lineales invariantes por traslaciones y discontinuos en

L'(G), obtenemos el siguiente resultado.

1.3.4 Corolario. Sea G un grupo abeliano, compacto e infinito. Entonces L' (G)

tiene mds de una norma completa invariante por traslaciones.

Este resultado, como ya hemos comentado, fue descubierto por K. Jarosz en [14,
Theorem 3.3].

A pesar de lo negativo del resultado anterior vamos a intentar obtener algin
resultado parcial positivo desde nuestro punto de vista de comparar dos normas
invariantes por traslaciones. Una vez visto que cuando tenemos dos normas com-
pletas en L' (G), con G abeliano, compacto e infinito, invariantes por traslaciones,
por ejemplo la norma ||-||; y otra norma ||-||, puede ocurrir que estas dos normas
no sean equivalentes, lo que pretendemos ahora demostrar es que, atin no siendo
equivalentes, ambas normas difieren en “ muy poco”. El significado se aclarard en

breve. Para dar el resultado necesitamos ciertos requisitos previos.
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1.3.5 Lema. Sean G un grupo abeliano y compacto, K C G un subconjunto con
interior no vacioy I" C G un subconjunto infinito. Entonces el conjunto {y| k:YET}

es también infinito, donde Y|k denota la restriccion dey a K.

Demostracion. Supondremos que el resultado es falso. En este caso podemos en-

contrar un conjunto finito &y, ...,Ey € T de forma que

N
I=J{yeT: y=E&enkK}.
k=1
Sean t € K y U un entorno abierto y simétrico de O verificando que t + U C K.
Sabemos, por la Proposicién B.1.12, que el conjunto H = U5 (U+ 2. 4U) es un
subgrupo abierto y cerrado de G. Por ser G compacto, G/H es finito y entonces se
tiene, por la Proposicién B.2.8, que G/H coincide con su dual. El Teorema B.2.20
nos da que E/?I = H* donde, recordemos, H+ = {y ¢ G: v(t) =1, paratodo r €

H}. Entonces se tiene que

N N
I=J{yeT: y=&en K} = J{yeTl: y=&enU}
k=1 k=1

N N
U{veT: y=8&en H} = J{yeT: ye&H "},
k=1

k=1
pero como para cada k € {1,...,N} el conjunto & H" es finito, concluirfamos que
I" seria finito, lo que contradice la hipétesis de infinitud sobre I'. 0]

Este lema es necesario para la demostracion del siguiente resultado.

1.3.6 Lema. Sea G un grupo abeliano y compacto. Sean I" un subconjunto infinito

de G yY1 € I'. Entonces existen t1 € G y un subconjunto infinito I'y C I verificando
que vy (t1) # y(t1) para cualquiery € T';.
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Demostracién. Vamos a construir una sucesion (7y,) de elementos de I y una su-
cesion decreciente de subconjuntos compactos de G, (Kj,), con interior no vacio y

verificando que

Yi1(t) #Ya(t), paracadat € K, yparacadan € N\ {1}.

Elijamos y, € T" con Yy, # 7. Por la continuidad de y; y de ¥, existird un com-

pacto K con interior no vacio y de forma que y;(¢) # ¥»(¢) para todo ¢ € Kj.

El conjunto {y| k, : Y€ T} es un conjunto infinito segtin asegura el lema anterior
y por tanto podemos escoger Y3 € ' con y3 # Y2 y ¥3 # Y1 en K. Otra vez por conti-
nuidad, esta vez de los caracteres Y3 y Y1, existird un compacto K> C K con interior
no vacio y de forma que y3(t) # i () para cualquier ¢ € K,. Supongamos elegi-
dosya,...,Yn €'y Kq,...,K,_1 sucesion decreciente de compactos con interior no
vacio verificando que

Yi(r) # vil7)

paratodot € Kiyei=1,...,n. Como {y|¢, , : Y€ I'} es infinito, podemos elegir
Yotr1 €L cony,+1 #Yiparai=1,...,nen K,_;. En particular se tiene que Y, +1 # Y1
en K,_. Existird entonces un compacto con interior no vacio K, C K,,—; en donde
se verifica que v (t) # Yu+1(¢) para t € K,,, como desedbamos. Para terminar la
demostracion de este lema basta observar que [),_; K,, # 0 por compacidad y por

tanto podemos tomar t; € (), K, yT'1 = {V,: n> 1}. O

1.3.7 Teorema. Sean G un grupo abeliano y compacto y X C L! (G) un subespa-
cio vectorial invariante por traslaciones. Supongamos que en X se tiene una norma
completa ||-|| invariante por traslaciones. Entonces el separador & de la inclusion
de (X,||-||) en (L'(G),||-||1) es un subespacio de dimension finita de L' (G).

Demostracion. Recordemos que el conjunto Ay ={y € G: f(y) #0, para algin f €

G} es una especie de medidor del tamafio del separador. Para demostrar que S tiene
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dimension finita basta demostrar que Ay es un conjunto finito (Lema 1.1.11).

Supongamos que Ay es un conjunto infinito para llegar a una contradiccion. En
tal caso, aplicando el lema anterior, y eligiendo un carécter y; € Ax obtendriamos
un subconjunto I'y C Ay infinito y un elemento ¢ € G verificando que y; (¢1) # (1)
para todo y € I'1. Escojamos ahora Yy, € I'y, aplicando otra vez el lema anterior
obtenemos I'; C T’y infinito y 7, € G verificando que V»(#2) # Y(¢2) para todo y € T';.

Obsérvese que también se verifica que y> (1) # 71 (¢1)-

Repitiendo el proceso obtenemos una sucesion decreciente de subconjuntos in-
finitos de Ay, (I',), una sucesion de elementos de G, (t,), y una sucesion de ele-
mentos de G, (Y,) con Y, € T, para n € N (si llamamos Ay = I') y de forma que

Y (tn) # Y(t,) para todo y € T, y n € N. Esta propiedad nos proporciona que

Yn(tn) 7é Yk(tn)
para k y n naturales con k > n.

Finalmente para cada n € N elegimos f,, € G verificando que fn(y,H_l) #0. Con

estos elementos elegidos se verifica que, para todo natural n,

~

(V1(11) = Yas1(11)) - (Valtn) = Y1 (80)) o (Y1) 7 0,

lo que contradice el Lema 1.1.12. O

Este es el sentido en el que hay que entender que, cuando G es compacto y
abeliano y L' (G) estd dotado de dos normas completas que hacen continuas las
traslaciones, estas normas difieren en * muy poco”: la aplicacién identidad de L' (G)

con una de ellas en L' (G) con la otra tiene separador finito dimensional.

1.3.8 Corolario. Sea G un grupo abeliano y compacto y sea ||-|| una norma com-
pleta en L' (G) invariante por traslaciones. Entonces existe un ideal de dimension
finita & de L'(G) de forma que las correspondientes normas cocientes de ||-|| y ||| 1

son equivalentes en L' (G)/G.
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Demostracion. El ideal G por el que haremos el cociente serd el separador de la
aplicacién identidad de (L' (G), ||-||) en (L'(G), ||-||1) que, segin el teorema anterior,
es un subespacio de dimensién finita de L!(G). Ademds el hecho de que tanto la
norma ||-|| como la norma ||-||; sean invariantes por traslaciones hace que S sea
invariante por traslaciones. Es, por tanto, un ideal de L' (G). Entonces la aplicacién
cociente de (L'(G),||-||) en (L'(G)/&,|-||1) es continua y por tanto también lo
serd la identidad de (L'(G)/&, ||-||) en (L'(G)/&, ||-|l1) O

1.3.9 Nota. Al igual que en la seccién anterior, tanto el Teorema 1.3.7 como el
Corolario 1.3.8 siguen siendo ciertos si sustituimos L' (G) por M(G) en sus enun-
ciados. En las correspondientes demostraciones bastarfa sustituir también L' (G) por
M(G).

El pr6ximo resultado que pretendemos demostrar es, quizd, el mas importante de
esta seccion. Trata sobre la unicidad de la norma completa invariante por traslacio-
nesen L”(G) (1 < p < e) con G en el ambiente de esta seccion, es decir compacto y
abeliano, aunque habrd que imponerle una condicion adicional. Los resultados que
necesitamos son de distinta indole a los ya utilizados. Por una parte requerimos un
lema técnico sobre medibilidad que podria incluirse en la demostracién pero que
hemos preferido aislarlo para que dicha prueba resulte més transparente. Por otra
parte necesitamos un resultado de J. Bourgain que, por la importancia que tiene en
nuestra demostracion, hemos preferido incluirlo explicitamente en este trabajo en
vez de dar la referencia del trabajo original. Comenzaremos por el lema técnico

anunciado.

1.3.10 Lema. Sea Q un espacio de medida con medida A de forma que M(Q) = 1
y (H,) una sucesién de subconjuntos de Q con |J,._, H, = Q. Entonces existen
naturales mq y ng verificando que todo subconjunto medible E de Q con A(E) >
1 —1/myq verifica que E (\H,, # 0.
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Demostracion. Supongamos que no se verifica la tesis del lema, entonces existirian,
para cualesquiera m,n € N, conjuntos medibles C,, , C Q con X(Cmﬁ) >1—1/my

H, C Q\ Cnn» pero entonces se tendria que

Q= OHnC O (ﬁ (Q\Cm,,)).
n=1

n=1 \m=1
Como, para cada n € N, se tiene que A(Q\ Cy.,) < 1/m para cadam € N, se seguirfa
que A (=1 (2\ Cun)) =0y, en consecuencia, que A(Q) =0, lo que contradice la
hipétesis de que A(Q) = 1. O

Veamos ahora el resultado de J. Bourgain.

1.3.11 Teorema. [4, Proposition 3 y Corollary 4] Sea G un grupo abeliano com-
pacto y conexo y sea 1 < p < oo. Entonces existe una constante positiva C y un
natural J con la propiedad de que para todo f € LP(G) con [ f(t)dt =0 existe
un conjunto E; C G’ con M (Ef) = 1, donde ) es la medida de Haar normali-
zada en G’, verificando que para cualesquiera (t1,...,t;) € E  existen funciones
fl(tl""’”),...,fJ(tl""’tJ) en L?(G) tales que

J
f _ 21 <f;l‘1,,.,7tj) . Ejf}thm?tj)) ,
j=

¥, ademads, se verifica la acotacion

J
L S o12) €
J=1

1.3.12 Teorema. Sea G un grupo abeliano, compacto y conexo, y sea 1 < p < oo,

Entonces L?(G) tiene una tinica norma completa invariante por traslaciones.

Demostracion. Supongamos que ||-|| es una norma completa en L”(G) invariante

por traslaciones. Nuestra demostracion consistird en probar que la nueva norma
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|||l 'y 1a norma usual ||-||, son equivalentes. Para ello veremos que la aplicacién ¢
definida como la identidad de (L7(G),||-||,) en (LP(G),]|||) es continua, esto es,

que el separador de dicha aplicacién, &(0), se reduce a la funcién 0.

Un primer paso de la demostracion es observar que &(¢) tiene dimension finita.
Para ello es necesario comprobar que &(¢) = &(¢~!). Esta propiedad es ficil de
demostrar al ser la aplicacion ¢ la identidad. En efecto, si tenemos una sucesion de
funciones (f,) — 0 en (LP(G), ||-||,) ¥y (fn) — f en (LP(G),||-||), entonces se tiene
que (f—fn) = 0en (LP(G),|-]]) y (f = fu) — fen (LP(G), ||-|| ). Asi obtendriamos
que G(¢) C &(¢~!). Andlogamente se demuestra que S(¢~!) C &(0), con lo que
se tiene la igualdad. Por otro lado, al ser G un grupo compacto con medida de Haar

1, basdndonos en la desigualdad de Holder, se tiene que, para g € LP(G),

b = [ ot0lar = [ [isora] " [ nea] " =1l

donde 1 representa la funcién constantemente iguala len Gy 1/p+1/q = 1. Esto
nos proporciona que, entonces , g € L'(G) y ||g|l1 < ||g|| - Asi pues, si f € S(¢~1)
existird (f,) — O en (LP(G),|-||) con (f,) — fen (LP(G), ||-|| ») pero, segin lo ante-
rior, se verifica también que (f,) — f en (L'(G),]|-|[1) y entonces &(¢) = S(¢~ )
estard contenido en el separador de la inclusién de (LP(G), ||-||) en (L' (G), |- ||1). El
separador de dicha inclusion, segiin hemos visto en el Teorema 1.3.7, tiene dimen-

sion finita y, por tanto, también tiene dimension finita S(¢).

La segunda parte de la demostracion consiste en demostrar que &(¢) = {0}.
Para ello, como viene siendo usual, supondremos que no es {0} e intentaremos
llegar a una contradiccion. Supongamos pues que S () # {0} y sea fo € &(¢) \ {0}.
Existird un caricter y € G verificando que fo (y) #0. Este cardcter y permanecerd fijo
en lo que queda de demostracién. Sea R el subespacio vectorial de &(¢) definido
por

R={fe&): fiy) =0},
y sea m la proyeccion canénica de (LP(G),|-||) en (LP(G)/R,||-||x), donde |[|-||=
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es la norma cociente de ||-|| en LP(G)/R. Como quiera que S(¢) ¢ R, ya que fp €
S(¢) pero fo ¢ R, entonces la composicionwod de (LP(G),|-||) en (LP(G) /R, ||-||»)

no es continua. Esta afirmacion es la que pretendemos contradecir.

Para t € G definimos el operador S; de (L?(G), || - ||,) en (LP(G)/R,|| - [|») ac-
tuando sobre cada f € L?(G) por

8:(f) = v(O)n(f) = n(Tif)-

Si definimos, también para t € G, el operador R, de LP(G) en si mismo como
R(f) =v(t)f —T;(f), para cada f € L”(G), es facil observar que R, es un ope-
rador continuo de L”(G) en si mismo tanto si consideramos en L”(G) la topologia
inducida por la norma ||-|| como si consideramos la topologia inducida por la norma
||| p- Por otra parte considerando R; : (LP(G), |-||) — (L?(G),||-||) tenemos que,

para cada ¢ € G, se tiene la igualdad
Sl =70 R[ O q).

Veamos que, para cada ¢t € G, S; es un operador continuo. Para ello vamos a ana-
lizar su separador. Se tiene, por el Lema A.1.3 que &(S;) = n(R;(5(9))). Al ser
R, continuo (tanto en la norma ||-||, como en la norma |-||) y conmutar con ¢, el
Lema A.1.2 nos garantiza que R;(&(9)) C S(¢). Asi, para cada f € R,(5(9)), se
tiene que f € S(¢) y

—_ ~ -~

R (f)(y) =) f(v) —v(t) f(y) = 0;

por lo que f € R. Entonces R;(&(¢)) C Ry n(R;(&(d))) = {0} y, en consecuencia,

S; es continuo, como pretendiamos demostrar.

Para el natural J obtenido en el Teorema 1.3.11 y para cada natural n definimos

el subconjunto H, de G’ como

H,={(n,...,t7)) €G’: S|l < n, para j=1,...,J}.
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Claramente se tiene que que >, H, = G’.

o~

Sea ahora f € LP(G) y definamos g € L”(G) como g = ¥f — f(Y). Se tiene
que [;g(t)dt =0y que ||g||, < 2| f]|p. Para esta funcién g el Teorema 1.3.11 nos

proporciona un subconjunto E, C G’ con A’ (E,) = 1y de forma que si (t1,...,t) €
E, existen funciones ggtl"”’tj ), . ,gyl"'“t’ )enL? (G) verificando que
_ (t150051) (t150051)
= (61
j=1
y que

Segin el Lema 1.3.10, con Q = G’, obtenemos ng y myg verificando la tesis del lema.

Definimos ahora el subconjunto de G/

J
H,eof,
K= {(rl,...,m Y gk, scfnougup}
j=1

tenemos que

J
C M (GI\K </ et ey
mollg 2 (G7\ K) < G,\K;Hg, d(nnet)

d(t 1) <l

de donde se obtiene que A/ (K) > 1—1/mqg y el Lema 1.3.10 asegura que K ( H,,, #
0.

(l‘l,,.,l‘j)
J
abreviar. Por estar (f1,...,#7) € K tenemos que ||g;||, < Cmyg||g||, para j=1,...,J,

Sean (t1,...,t7) € K(\Hy, y llamemos g; := g para j=1,...,J, para

y porestar (t1,...,t7) € Hy, se tiene que ||S;;|| <ng para j=1,...,J.

La descomposicion de f queda entonces como sigue:

N J
f=ronv+ Y (vg; =17 (g))
&

J
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o~ J R _—
=fly)v+ Z,I(Y(tj)Y(tj)ng — T, (v(zj)vg;)-
=

Si ahora llamamos f; =(t;)ygj, para j=1,...,J, se tiene que || fi|| , = ||l <
Cmo||gllp < 2Cmol|f]], y

R J
f=rov+ Z‘,I(Y(tj)fj —T.(f7))-
£

Finalmente, aplicando wo ¢ a la funcion f tenemos que
R J R J
(mo®)(f) = fNm(y) + X (Vep)n(f;) —n(T;(f3))) = FOm(Y) + X S, (f)
i=1 Jj=1

J

y entonces

R J
1o 0) (/)= < [F(WIm(¥)ll= + 21 1S4, (f7)|=
J:

J
<A lplm i+ X 1S5 L5
j=1

J
< I £llpllm(n)ll= + . 2Cnomoll£1],
j=1
= ([I[r(V) | +2JCnomo) || f1]
lo que nos informa que la aplicacién o ¢ es continua, contrariamente a nuestra

hipoétesis.

1.3.13 Notas.

= El resultado anterior generaliza el Teorema 1.3.2 donde se establece la unici-

dad de la norma completa invariante por traslaciones en L”(T) para 1 < p <
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oo, Segun nuestro resultado, el resultado de K. Jarosz es consecuencia de la

compacidad y conexién de T.

Si el grupo G tiene un ndmero finito de componentes conexas, el teorema
anterior sigue siendo cierto. Los cambios en la demostracidon consisten, basi-
camente, en la aplicacion del Teorema 1.3.11 a la restriccion de la funcion g
a cada una de las componentes conexas. En [23, Lemma 3 y Theorem 3] se
establece el teorema, cuando G tiene un nimero finito de componentes cone-
xas, para L>(G) y la generalizacién a LP(G) con 1 < p < oo se sigue como en

la demostracion del Teorema 1.3.11.

Si el grupo G tiene infinitas componentes conexas la situacion es completa-
mente diferente. En [22] se demuestra que L?(G) posee funcionales invarian-
tes por traslaciones y discontinuos en el caso de que G sea el grupo abeliano,
compacto y totalmente disconexo conocido como el “Discontinuo de Cantor”,
D, (D ={—1,1}®). El Teorema 1.3.3 nos garantiza entonces la existencia de
varias normas no equivalentes en L?(ID) invariantes por las traslaciones. De
hecho siempre que G sea un grupo abeliano, compacto y con infinitas com-

ponentes conexas puede hacerse una construccion similar.

Finalmente, puntualizar que podemos dar versiones de los Teoremas 1.3.7 y

1.3.12 para homomorfismos de G-mdédulos de Banach.

1.3.14 Teorema. Sea G un grupo abeliano y compacto. Sea Y un subespacio vec-

torial de L' (G) invariante por traslaciones y dotado de una norma invariante por

traslaciones.

1.

Si X es un G-modulo de Banach y @ : X — Y es un homomorfismo de G-

mddulos, entonces el separador de ®, &(®), tiene dimension finita.
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2. Sil<p<eoy®d:LP(G) — Y es un homomorfismo de G-médulos de

Banach, entonces ® es continuo.

Demostracion. Parala demostracion de la primera aseveracion consideraremos pri-
mero el caso particular en que Y = (L'(G), ||-||1). En este caso, para demostrar que

S (D) tiene dimension finita, es suficiente demostrar que

~

Ap={y€ f(y)#0 paraalgin fe€ &(®)}

es un conjunto finito (en el Lema 1.1.11 estd demostrada esta propiedad del separa-
dor pero para el separador de la identidad y Ay. La demostracién para &(®) y Ag
es idéntica). Si suponemos que Ag es infinito el mismo razonamiento utilizado en el
Teorema 1.3.7 nos proporciona una sucesion (7,) de elementos de G, una sucesién

(t,) de elementos de G y una sucesion ( f,,) de elementos de &(®) verificando que

(N (1) = Y1 (1)) == (Ualn) = Yot1 (80)) (Y1) 70,

para cada n € N, lo que contradice la version del Lema 1.1.12 dada en la demostra-
cioén del Teorema 1.2.13. En el caso general, llamaremos T a la proyeccidn candnica
de L' (G) sobre L' (G)/G(iy) donde &(iy) es el separador de la inclusién de ¥ en
(L'(G),||||1). Teniendo en cuenta que tanto T como T o iy son continuas, se tiene,

apoyandonos en el Lema A.1.3, que
(S (iy o ®)) = &(mo (iy 0 @)) = S((moiy) o @) = n(iy (S(P))).

Por lo obtenido en el caso particular, tanto dim S (iy ) < eo como dim & (iy o @) < o,

de donde se obtiene que dimS (D) < oo,

Para la segunda afirmacion utilizaremos la demostracion del Teorema 1.3.12
cambiando ¢ por ®. Obsérvese que, segin la primera afirmacidn, tenemos que
S (D) es de dimension finita. Esto nos permite hacer la segunda parte de la de-
mostracién Teorema 1.3.12 cambiando &(¢) por &(®) y llegamos a obtener que

S (@) = {0} que equivale a demostrar que @ es continuo. O






Capitulo

Grupos no abelianos

2.1. Generalidades y grupos de Moore

En este capitulo seguiremos estudiando el mismo problema de la unicidad de
la norma completa invariante por traslaciones en un espacio de funciones sobre
un grupo localmente compacto y, ahora, no necesariamente abeliano. Aunque es
necesario notar que, realmente, el ser abeliano es una especificidad de los grupos,
seria posible argumentar una disposicion contraria en el ordenamiento de los dos
capitulos, pero tanto la génesis de los resultados presentados en esta memoria como,
incluso, la complejidad de las herramientas utilizadas hacen razonable presentar
primero los resultados sobre grupos abelianos y ahora los resultados sobre grupos

no abelianos.

Los resultados que vamos a presentar en este capitulo son, en cierta medida,
bajo condiciones especiales, versiones no abelianas de los resultados presentados
en el capitulo anterior. Esto hace que muchas de las notaciones establecidas en el
capitulo anterior que no involucran la conmutatividad del grupo sigan siéndonos uti-

les, asi como otras notaciones, en las que si interviene la conmutatividad del grupo,

37
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tienen que sufrir un ligero cambio para poder sernos utiles en este nuevo ambiente.
Veamos algunos ejemplos de lo anterior. En relacion con los espacios de funciones

invariantes por traslaciones tenemos la siguiente definicion (véase B.1.16).

2.1.1 Definicién. Sea G un grupo localmente compacto y sea X un subespacio vec-
torial de CC. Sit € G, diremos que X es invariante por la traslacién L, si L, (X) C X.
Si X es invariante por L, para cualquier ¢ € G, entonces se dird que X es invariante
por traslaciones izquierda. La definicion de subespacio invariante por traslaciones
derecha es totalmente andloga cambiando L, por R;, y, finalmente, se dice que X es
invariante por traslaciones si es invariante tanto por traslaciones izquierda como por

traslaciones derecha.

También el concepto de normas completas invariantes por traslaciones tiene

ahora una definicién acorde con la no conmutatividad del grupo.

2.1.2 Definicién. Sea G un grupo localmente compacto y sea X un subespacio vec-
torial de CY invariante por traslaciones izquierda y sea ||-|| una norma completa en

X. Diremos que ||-|| es invariante por traslaciones izquierda si
{L(U): Uet}=1

para cada r € G, donde 7T es la topologia inducida por ||-||. Andlogamente, para
normas completas en X, se define el concepto de norma invariante por traslacio-
nes derecha y, si X es invariante por traslaciones, se dird que ||-|| es invariante por

traslaciones si es invariante por traslaciones izquierda y derecha.

No parece necesaria la definicion de operadores que conmutan con traslaciones
izquierda, derecha o, simplemente, que conmutan con traslaciones, siguiendo dichas
definiciones las pautas dadas por las definiciones anteriores. También el concepto

de funcional lineal invariante por traslaciones definido en el capitulo anterior tiene
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sus versiones no abelianas en los conceptos de funcional lineal invariante por trasla-
ciones izquierda, derecha o que es invariante por traslaciones cuando sea invariante

por ambas.

Para X e 9) espacios de Banach denotaremos £(X,9)) al espacio de Banach
de los operadores lineales y continuos de X en 2). Cuando X = 92) lo denotaremos
simplemente por £(X). A la norma de un elemento de £(X,2)) la notaremos por
||-|| sin que en la notacién vaya explicita cudl es la norma que consideramos en cada

momento en X y en ). De todas formas esto no debe causar confusion alguna.

Las herramientas que utilizamos hacen que tengamos que restringir nuestro es-

tudio a cierta clase de grupos.

2.1.3 Definiciéon. Sea G un grupo localmente compacto. Se dice que G es un gru-
po de Moore si todas sus representaciones unitarias irreducibles son de dimension

finita.

La clase de los grupos de Moore es muy amplia, como muestra tenemos que tan-
to los grupos abelianos como los grupos compactos son grupos de Moore. Y entre
las consecuencias que tiene para un grupo ser un grupo de Moore destacaremos el
ser unimodular, lo cual nos facilitard la escritura al no tener que arrastrar la funcién

modular tanto en los enunciados como en las demostraciones.

La razoén por la que tenemos que restringir nuestro estudio a grupos de Moore
es que las técnicas que hemos desarrollado necesitan que el espacio de representa-
cién de cada una de las representaciones unitarias e irreducibles del grupo G tenga
dimension finita. La trascendencia que para un grupo localmente compacto tiene el
hecho de ser Moore puede ser consultada en cualquier manual sobre el tema. Un
estudio pormenorizado de las implicaciones que tiene, para un grupo, el hecho de

ser Moore se puede consultar en [25].
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En lo que sigue de este capitulo utilizaremos la siguiente notacion. Si G es un
grupo no compacto trabajaremos con un subespacio vectorial X de L! (G). En el
caso de que el grupo sea compacto particularizaremos un poco mas y X serd L”(G)
para algiin 1 < p <o 0 bien serd C(G), el espacio de las funciones continuas sobre
G. Si G es compacto llamaremos ||-|| a la norma usual de L”(G) para 1 < p < e 0
C(G), es decir ||-|| p 0 ||| El hecho de que el espacio X tenga unicidad de la norma
completa invariante por traslaciones hard que cualquier norma completa invariante
por traslaciones sea equivalente a ||-|| , en el caso de que X = LP(G) para 1 < p <eo
o0 equivalente a ||-|| en el caso de C(G). Durante esta seccion todos los grupos a
los que nos refiramos serdn grupos de Moore, si bien algunos resultados son ciertos
para grupos localmente compactos en general. También en lo sucesivo supondremos
que || es una norma completa en X invariante por traslaciones. Para probar si esta
norma completa |-| es equivalente a la norma usual de X basta y sobra demostrar que
la aplicacién identidad i : (X,|-|) — (X, ||-]|) es continua (véanse los comentarios

posteriores al Teorema 1.1.10).

Denotaremos en lo sucesivo por 2 a la subdlgebra del dlgebra de Banach de
los operadores lineales de X en si mismo generada por los operadores de traslacion

derecha. Es claro que 2 es una subdlgebra tanto de £(X,|-|) como de L(X,|-])-

Para decidir la continuidad de i : (X, |-|) — (X, ||-||) utilizaremos el subespacio
separador de dicha aplicacion (véase Definicion A.1.1 y los resultados posteriores).
Llamaremos G a dicho separador. Nuestro objetivo consistird por tanto en demostrar
que S ={0}.

Conviene referir al Apéndice B, en particular a la Seccién B.3, para los con-
ceptos con los que el lector no esté familiarizado. Al igual que ocurria en el caso
abeliano un medidor del tamaiio del separador vendra dado por el conjunto de las
representaciones unitarias e irreducibles que toman valores distintos de 0 en algtn

punto del separador (en el caso abeliano eran los caracteres que tomaban valores
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distintos de 0). Definimos, pues, el conjunto

A:{[n]e@: n((‘S);é{O}}.

Mais que el conjunto de las representaciones unitarias e irreducibles que no valen
0 en G lo que nos estamos tomando es el conjunto de clases de equivalencia de
dichas representaciones. Pero esta definicion tiene sentido, ya que si ' € [n] y U :
Hy — Hy es el operador de intercambio entre Ty 7', esto es, Un(¢t) = 1/ (¢)U para
todo ¢ € G, entonces se tiene que Un(f) = /(f)U para todo f € X y, por tanto
(&) = {0} si, y sélo si, ©'(S) = {0}. Las propiedades bésicas de & y de A que

utilizaremos en los sucesivo vienen recogidas en el siguiente resultado.

2.1.4 Lema. Se verifican las siguientes afirmaciones.

1. & es invariante por traslaciones.
2. 6&(i"') =& donde i~! es la aplicacion identidad de (X, ||-||) en (X,|-]).
3. Sif e X verifica que n(f) = 0 para cualquier [t] € G entonces f = 0.

4. || es equivalente a ||-|| si, y s6lo si, A = 0.

Demostracion. Las dos primeras afirmaciones son de comprobacion inmediata. Pa-
ra la tercera afirmacion sea T una representacion unitaria e irreducible de Gy B =
{e1,...,e,} unabase ortonormal de Hy. Entonces se tiene que [;(T(t)e;, e;) f(t)dt =
0 para i,j € {1,...,n}. Variando & € G y los elementos ¢; y e; obtenemos que
JT(t)f(t)dt = 0 para cualquier polinomio trigonométrico T, pero los polinomios
trigonométricos son densos en C(G) con la norma uniforme y, por tanto,
J8()f(t)dt = 0 para toda funcion g € C(G). El argumento para terminar la prue-
ba es distinto para las distintas posibilidades del espacio X. Para G compacto,

si f estd en C(G) basta tomarse como funcién g la funcién f y se obtiene que



42 Capitulo 2. Grupos no abelianos

Jc|£(¢)]2dt = 0 de donde se obtiene que f = 0. Como las funciones continuas son
densas en L”(G) para 1 < p < oo se tiene que en el caso en que f € L'(G) basta to-
marse también g = f y se obtiene que [ |f(¢)|*dt =0y f =0. Para f € LP(G), con
1 < p <o, setiene que [;g(t)f(¢)dt =0 para cualquier g € L9(G) con 1 /p+1/q =
0 y la dualidad entre L?(G) y L?(G) fuerza que f = 0. Para f € L”(G) se tiene que
Jc8(t)f(t)dt =0 para g € L'(G). El hecho de que L' (G)* = L=(G) hace que, nece-
sariamente, f tenga que ser 0. Si G no es compacto y X = L' (G) se repite el mismo

argumento que en grupos compactos

Probemos finalmente 4. 3 nos dice que A = 0 si, y sélo si, & = {0} y esta

afirmacién sabemos que coincide con la equivalencia de las normas |-| y ||-||. O

Un resultado técnico que utilizaremos més adelante es el siguiente. La demos-
tracion no la daremos ya que es el tercer apartado del Lema A.1.3 pero aqui a la
constante le hemos llamado de forma distinta y la notacion es mas acorde con los

propdsitos que tenemos.

2.1.5 Lema. Sean X, Q) y 3 espacios de Banach y sea ® un operador lineal de
X en Q). Entonces existe una constante D, verificando que |Y®|| < D, ||'¥|| para

cualquier ¥ € £(9),3) que cumpla que WY® es continuo.

La técnica de demostracion para probar que la identidad de (X, |-|) en (X, ||-||)
es continua va a utilizar el gliding hump argument (Lema A.1.5). El problema que
se nos plantea es que, a la hora de trabajar con normas invariantes por traslaciones,
estamos involucrando al dlgebra 2, que no es completa, y la utilizacion del gliding
hump argument no es tan inmediata como se desearia. Los siguientes resultados,
encadenados entre si, son los que permiten al final de la serie aplicar el gliding hump

argument.

2.1.6 Lema. Sea G un grupo de Moore, sea T una representacion unitaria e irredu-



2.1. Generalidades y grupos de Moore 43

cible de G, sea Y un subespacio vectorial de X invariante por traslaciones derecha y
seax € Hy \ {0}. Sin(Y)(x) = {0}, entonces se verifica que n(Y) = {0}.

Demostracion. Consideremos el subespacio vectorial M de Hy definido como
M = {y € Hy: n(f)(y) =0 para cualquier f € Y}.

M es no nulo ya que x € M. Veamos que es invariante por T. Seany € M 'y t € G. Para
cada f € Y se tiene que R,-1(f) € Y y entonces, teniendo en cuenta la afirmacién

cuarta del Teorema B.3.7,

n(f)n(2)(y) = 7(R-1(f))(y) =0,
y M es invariante por 7. Al ser 1t irreducible se sigue que tiene que ser M = Hy, de

donde mt(f) = 0 para cualquier f € Y. O

2.1.7 Lema. Sea m una representacion unitaria e irreducible de un grupo de Moore
G. Entonces existe una aplicacion lineal, a la que seguiremos llamando 1, de 2l en

L (Hy) verificando las siguientes propiedades.

(i) m(T(f))=n(f)n(T) paratodo f € X ytodoT € .
(i) 7w(R;) =mn(t)"! paracadat € G.

(iii) m(ST)=n(T)n(S) siempre que S,T € 2.

Ademds, si W' € [n] y U: Hy — Hy es un operador de intercambio entre T y 7’

entonces se verifica que Un(T) = 7' (T)U para cualquier T € .

Demostracion. Sea T € 21y supongamos que existen I'y I € L(Hy) verificando
que

n(T(f)) = =(f)L = n(f)I"
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para cada f € L'(G). Para todo x € Hy tenemos que 7t( f)(I'—I")(x) = 0 para cual-
quier f € X y el lema anterior nos asegura que (I'—T")(x) =0y, por tanto, T =T".

Si denotamos ‘B al subespacio vectorial de 2 consistente en los T € 2l para los
que existe I' € L(Hy) verificando que (7 (f)) = n(f)I para cada f € X, se tiene
que R; € B por la afirmacién cuarta del citado Teorema B.3.7, y ademds n(R;) =

n(t)~! para cada t € G. Por otro lado si S, T € B, entonces

n((ST)(f)) = =(S(T(f))) = ~(T (f))n(S) = =(f)m(T)n(S)

para cualquier f € X. Entonces ST € B y n(ST) = n(T)n(S). Se sigue que B es
una subélgebra de £L(X) que contiene a las traslaciones derecha y se da la igualdad
B =2

Para comprobar la dltima afirmacién veamos que, si f € X y T € 2, se tie-
ne que Un(T(f)) = (T(f))U = n'(f)m'(T)U vy, por otro lado, que Un(T(f)) =
Un(f)n(T)=n'(f)Un(T). Asi '(T)U = Un(T). O

2.1.8 Lema. Sea G un grupo de Moore y sean T y ©' dos representaciones unitarias,
irreducibles y no equivalentes de G. Six € Hy\ {0} ey € Hy \ {0}, entonces existe
T € A verificando que n(T)(x) =0 y n'(T)(y) # 0.

Demostracion. Si definimos M = {n(T)(x): T € A} es claro que x € M, ya que
x =T1(R,)(x). Veamos que M es invariante por . Sit € Gy u € M es de la forma

u=m(T)(x), para algin T € 2, se tiene que
n(t)(u) = t(R-1)n(T) (x) = (TR,-1)(x) €M

y M es invariante por T como habiamos anunciado. Al ser 7 irreducible, se tiene que
M - Hﬂ:.

Para la demostracion del lema propiamente dicha vamos a suponer que no se

cumple para intentar obtener una contradiccion. Si el resultado es falso entonces
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podemos definir un operador lineal y continuo I : Hy — Hp mediante la expresion

[(n(T)(x)) =n'(T)(y). El operador T no es constantemente nulo ya que

[(x) = T(n(Re)(x)) =T'(Re)(y) =y #0.

Veamos que I' realmente es un operador de intercambio entre Ty ©’. Sif € G, se

tiene que, para T € A,

Ir(t)(n(T)(x)) = Tr(R,-1)(n(T) (x)) = T(n(TR,~1)(x))
=(TR1)(y) =m'(R-)n'(T)(y) = @' (1) (n(T) (x))

y entonces I'n(¢) = 7/(¢)T". El Lema de Schur (Lema B.3.4) nos garantiza que I' =0,

obteniéndose de esta forma la contradiccidn deseada. |

Este lema que acabamos de demostrar no es mds que parte de la demostracion
del siguiente (ya avisamos que estaban encadenados). Silo hemos desgajado es para

que la exposicion resulte més clara.

2.1.9 Lema. Sea G un grupo de Moore y sea X un conjunto infinito de representa-
ciones unitarias, irreducibles de G y no equivalentes entre si. Entonces se verifica

una de las siguientes afirmaciones.

(i) Existen sucesiones (n,) de elementos de %, (T,,) en 2 y (x,) con x, € Hy,

verificando que
(L) - Tu(T1) (Xn) 0y

Tcn<Tn+l) o 'nn<Tl)(xn) =0

para cadan € N,

(ii)  Existe un elemento T € 2 verificando que el conjunto {m € X: n(T) # 0}

es no vacio y finito.
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Demostracion. Supongamos que no se verifica la segunda afirmacion y vamos a ele-
gir las sucesiones de la primera afirmacion mediante un proceso recurrente. Como
primer paso elegimos m; € X cualquiera, Ty = R,, y x1 € Hy, \ {0}. Evidentemente

se tiene que
T (Th)(x1) =x1 #0.

Supongamos que tenemos elegidos 7y, ..., m, € X, 11,..., T, €A, yx; €Hy,,...,x, €
Hy, de forma que

T (Tp) - (1) (xk) #0 si k<n'y
TCk(Tk+1)---7tk(T1)(xk) =0 si k<n.

Consideremos el elemento 77 - - - T, € A. Como 1, (T - - Tp,) = W, (Ty) - - - 1w, (T1) #0,
teniendo en cuenta que hemos supuesto que la segunda afirmacidn no se verifica, se
tiene que el conjunto {m € £: n(7;---T,) # 0} es infinito. Elegimos ahora 1,1 €
2\ {m,} ¥y Xn41 € Hy,,, de forma que 1,1 (71 ---T5)(x441) # 0. El lema 2.1.8 nos

proporciona un elemento 7,1 € 2 para el que se verifica que

Tu(Tng1) (nn(Tn) e 'nn(Tl)(xn)> =0

Th+1 (Tn—H) (Tcn—l—l(Tn) v 'nn—l—l(Tl)(xn—l—l)) 7£ 0.

Las sucesiones (1), (T,,) y (x,) construidas de la forma anterior satisfacen la pri-

mera afirmacion, como desedbamos. O

Para el siguiente resultado necesitamos observar que si tenemos 7" € 2 y dos
representaciones unitarias, irreducibles y equivalentes 7w y 1, entonces 7t(7') = O si,
y sélo si, '(T) = 0. Este resultado queda garantizado por la afirmacién final del
Lema 2.1.7. Ademds esto hace que tenga sentido el conjunto {[r] € A: =(T) # 0}
sobre cuyas propiedades versa el siguiente resultado en el que, ya por fin, se aplica

el gliding hump argument.
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2.1.10 Lema. Sea G un grupo de Moore. Entonces se verifica una de las siguientes

afirmaciones.

(i) El conjunto A es finito.

(ii) Existe un T € 2 de forma que el conjunto {[r] € A: n(T) # 0} es no vacio
y finito.

Demostracion. Si suponemos que no se verifica la primera afirmacion entonces el
conjunto A debe ser infinito y puede jugar el papel que ha jugado X en el lema
anterior y debe verificar una de las dos afirmaciones que alli se hacen. Como quiera
que la segunda afirmacion del Lema 2.1.9 es justamente la segunda afirmacion que
aqui se hace, s6lo nos faltaria demostrar que no es posible, para A infinito, verificar
la primera afirmacién del Lema 2.1.9. Supongamos que la verifica para llegar a una
contradiccion. Si la verificase entonces existirfan sucesiones (1), (7,,) y (x,) como
en la primera afirmacion del Lema 2.1.9. Para cada natural n definiremos el operador
lineal y continuo S, de (X, || -||) en Hy, mediante la expresion S,(f) = w,(f)(xn)
para f € X. También para cada n € N sabemos que el operador 7, : (X,|-|) —
(X,|-|) es continuo y la segunda afirmacién del Lema 2.1.9 nos aseguraria que, para

m > n, se cumple que la composicion
SnixT1--- T, =0

y es, por tanto, trivialmente continua. Esto es claro ya que, si f € X y m > n, enton-

ces se tiene que
(SnixTi - Tin) (f) = Tu((T1 -+ T (f)) ()
= T () (T(Tn) - - - 0 (T1) (x4)) = 0.

El gliding hump argument (Lema A.1.5) nos proporciona un natural n para el que

se verifica que la composicion S,ix Ty --- T, de (X, |-|) en Hy, es continua. Pero en-
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tonces el Lema A.1.3 nos da que

R(6) (R (1) (5 ) =0

Teniendo en cuenta que & es invariante por traslaciones (Lema 2.1.4), y ademas
W (Ty) - - -7 (T )x, # 0. El Lema 2.1.6 nos da que ©,(S) = 0, que contradice la

pertenencia de &, a A. U

2.2. Grupos compactos

Durante esta seccion G serd siempre un grupo compacto y, como hemos avisado

antes X = L”(G) para algin 1 < p <ec0X =C(G). Lanorma ||-|| serd ||-|[, o |||/

respectivamente.

En el lema anterior estd una parte importante de la demostracion del resultado
que pretendemos establecer en esta seccion. Quiza sea el momento mds idoneo para
aclarar qué tipo de resultado pretendemos conseguir. Nuestro objetivo es dar una
version no abeliana, lo mds general posible, del Teorema 1.3.12 del capitulo ante-
rior. Sin embargo los intentos de llevar esta labor mediante la simple sustitucion de
los caracteres por representaciones unitarias e irreducibles han sido infructuosos. El
hecho de que el método de demostracién no pueda ser trasladado autométicamente
nos hace tener que utilizar otras herramientas y quizd lo mds novedoso es la parte
que viene ahora. Si hasta ahora hemos trabajado con funciones con valores en C,
es el momento de cambiar totalmente de punto de vista y movernos en un ambiente
nuevo. El hecho de que, si estamos trabajando con grupos de Moore, y, por tanto,
con representaciones unitarias e irreducibles de dichos grupos trabajemos con ope-
radores unitarios en un espacio de Hilbert de dimension finita y que, fijada una base
en dicho espacio, la representacion venga dada por una matriz unitaria hace que el
ambiente matricial aparezca de forma natural en nuestro trabajo. La necesidad de

compatibilizar estas matrices que aparecen cuando trabajamos con representaciones
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con nuestro ambiente natural de funciones con valores en C nos obliga, en cierto

modo, a utilizar funciones con valores matriciales.

Sin € N, M,(X) denotard el espacio vectorial de las matrices cuadradas de or-
den n con entradas de X. En nuestro ambiente de grupos compactos se tiene que
M, (C) pueda ser interpretado como las matrices cuadradas de orden n cuyas en-
tradas son funciones constantes y, por tanto, pertenecen a M, (X). Si F = (fij) €

M, (L' (G)) vamos a definir su integral

/G Ft)di = ( /G f,-J(t)dt) € M, (C).

La invarianza de la integracion por traslaciones izquierda hace que, si F' €
M, (L'(G)), se tenga que

/G F(st)dt = /G F(t)dr, @.1)

para cualquier s € G.

SiT : X — X es un operador lineal también se puede dar una versién matricial
de dicho operador en la forma intuitiva; 7' : M, (X ) — M,,(X) vendrd definido por
T(fi.;) = (T(fi.;)) para (fi;) € Mu(X).

En el espacio vectorial M, (X) se pueden definir varias normas que lo doten

de estructura de espacio de Banach. Nosotros usaremos la siguiente norma: para
(fi.j) € M, (X), definimos

Il = 3 S 15,

i=1j=1

donde ||-|| es la norma usual de X. Ademds, también definimos otra norma en

M,(X), cuando consideramos en X la norma |-|,

[(fi)l =2 D ISl
i=1j=1



50 Capitulo 2. Grupos no abelianos

El siguiente resultado muestra el comportamiento algebraico de estas normas

recién definidas.

2.2.1Lema. SeanF € M,,(X),H € M,,(C(G)), yA € M,,(C). Entonces se verifican

las siguientes afirmaciones.
() HF,FH e Mu(X), |[HF|| <[[H|l-|[Fl|, y |[FH| < [|H|[[F]].
(i) |AF| < [A[[|F] y |[FA| < [A[l|F].

Demostracion. En principio démonos cuenta que si F € M, (X) y H € M,(C(G))

entonces tanto HF como F H son elementos de M, (X ).

Ademds, si F = (fi j) € M,(X) y H = (hi j) € M,(C(G)), se tiene que

||HFH ZZHZhkak,] Szz Zthkfk,]

i=1j= i=1j=1k

~.
—_

thkH el = Z, Z 17l Z 1741

IA

M= 1
M= T
M:

i=1j=1k

~

~
I

thkH 1E] = 1H [ [1F]]-

IN
WM:

I
L

De igual forma se demuestra que ||FH|| < ||H||«||F||. Los resultados sobre las
estimaciones de las normas de AF' y FA se hacen de forma similar. Por ejemplo, si
A= (ahj) EMy(C)y F = (fz j) € M,(X) A € M, (C)

n n

AF| = ZZIZazkkaI—ZZZ|ai,kfk,,~|
i=1j=1 k=1 =1j=1k=1
=222|alk||fk,|—22|alk|2|fk,|
i=1j=1k=1 i=1k=

(VAN
M=

N
I
_
-
I
_

laiil[F| = [A][|F]-
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Para continuar trabajando en nuestro problema necesitamos restringir nuestro

ambito de los grupos compactos a cierta categoria.

2.2.2 Definicion. Sea G un grupo compacto. Denotaremos por L%(G) al subespacio
de L?(G) definido por

L%(G):{feLz(G): /Gf(t)dt=0}.

Se dice que la representacién trivial de G en L3(G) esté contenida débilmente en la
representacion regular izquierda de G en L3(G) si existe una red (f3 )3ea en L3(G)

con ||fyllo=1paratodo A€ Ay

lim —L =0
7L€A||fx ()2

para cualquier ¢ € G.

Esta propiedad del grupo G en algunos textos (por ejemplo en [31]) recibe el
nombre de propiedad de contencién débil de media cero. Nuestro interés radica
en los grupos compactos G cuya representacion trivial en Lg(G) no esta conteni-
da débilmente en la representacion regular izquierda de G en L%(G), es decir los
grupos que no tienen la propiedad de contencion débil de media cero. La razon de
nuestro interés en estos grupos serd facilmente comprensible en breve. Al tratar de
adaptar la demostracion del Teorema 1.3.12 al ambiente no abeliano chocamos con
que una de las propiedades de los grupos con los que se trataba alli es que todo ele-
mento de L”(G) con 1 < p < o de media cero tenia una descomposicién dada por
el Teorema 1.3.11. Cuando el grupo G es compacto, pero no tenemos garantizada la
conmutatividad, una descomposicién similar es posible si el grupo no tiene la pro-
piedad de contencion débil de media cero. Esto supone una restriccion importante
en cuanto a la gama de grupos con los que podemos trabajar pero, sin embargo,
la variedad de espacios de funciones sobre esos grupos de los que podemos obte-

ner informacién se amplia ligeramente. Aunque la propiedad de que, en un grupo
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compacto G, su representacion trivial en L(Z)(G) no esté contenida débilmente en la
representacion regular izquierda de G en L(z)(G), puede parecer una propiedad ex-
trafia, afortunadamente para la no inanidad del resultado que obtendremos, la gama
de ejemplos de grupos con la anterior propiedad no es vacio. Veamos algunos de

ellos.
2.2.3 Ejemplos.

= Drinfeld en [7] y Margulis en [21] demuestran que, para n > 3, el grupo G =
SO(n) es un grupo compacto en el que la representacion trivial de G en L3(G)
no estd débilmente contenida en la representacion regular izquierda de G en

L%(G). Para mas informacion véase [31] y [33].

= Por otro lado, C. Chou, A. T. M. Lau y J. Rosenblatt demuestran en [5] que
en todo grupo de Lie simple, conexo y compacto G que no sea localmen-
te isomorfo a SO(3) ni a SO(4) la representacién trivial de G en L3(G) no
estd débilmente contenida en la representacion regular izquierda de G en
L%(G). Esto, junto con los ejemplos del apartado anterior, nos da que todo
grupo de Lie simple, conexo y compacto G no verifica que su representa-
cion trivial en L%(G) esta débilmente contenida en la representacion regular
izquierda de G en L3(G).

= Otros grupos compactos G cuya representacion trivial en L%(G) no esté débil-
mente contenida en la representacion regular izquierda de G en L%(G) son los

grupos G = H SL(n,Zp) para n > 3, donde IP es el conjunto de los niimeros
peP
primos (Véase [28]; también en [27] hay ejemplos de tales grupos compac-

tos).

2.2.4 Lema. Sea G un grupo compacto y supongamos que la representacion trivial

de G en L%(G) no estd contenida débilmente en la representacion regular izquierda
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de G en L(G). SeaX = L”(G) con 1 < p <« 0 X = C(G). Entonces se verifica la

siguiente condicion.

Existen un natural N, un subconjunto K C G y una constante C verificando

que cada f € X tiene una descomposicion de la forma

N
f=a+ Y (fi—L(fi)), (2.2)
k=1

dondeac C,t, € K, fi € X y ||fill < Ci||f|| parak=1,...,N.

Demostracion. A lo largo de la demostracion X es el subespacio vectorial cerrado
de X dado por Xo ={f e X: [;f(t)dt =0}

La primera observacion que hay que hacer es notar que existe un natural N y

t,...,tv € G de forma que la aplicacion @ de X(’)V en Xy definida por

N
flv 7fN = 2 fk_Ltk fk

para fi,...,fn € Xo es sobreyectiva. Esta afirmacion resulta ser cierta para X =
LP(G) con 1 < p < oo segin estd establecido en [31, Proposition], mientras que
para X = L*(G) y para X = C(G) la veracidad de la afirmacion queda establecida
en [35].

El teorema de la aplicacion abierta nos garantiza que @ es abierta y por tanto
existe una constante C; de forma que cada funcién f en Xy puede ser escrita como
®(f1,...,fn) paraconvenientes fi,..., fv € Xo con || fx|| <Ci||f]| parak=1,...,N.
Estos resultados nos garantizan la descomposicion deseada de f. Por ultimo, si
f € X basta con aplicar el razonamiento anterior a f — [ f(¢)dt que estd en Xy y

obtenemos lo deseado sin més que considerar a = [ f(¢)dt y K = {t,...,ty}. O

Obsérvese que en la descomposicién anterior el conjunto K es finito y asi lo

podriamos haber exigido. Sin embargo hemos exigido la existencia de dicho con-
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junto K, sin especificar su naturaleza para poder aplicar la anterior descomposicién
en un ambiente mas general que el de grupos G en los que su representacion trivial
en L%(G) no estd contenida débilmente en la representacion regular izquierda de G
en L3(G).

La descomposicion (2.2) tiene una importancia fundamental en lo que sigue.
Es la andloga a la dada por [4] para grupos abelianos. Sin embargo, a nosotros no
nos basta esta descomposicidn sino que necesitamos una version con valores ma-
triciales. Esta version, que vamos a presentar a continuacion, involucra también a
las representaciones del grupo. Recordemos que si 7 es una representacion unita-
ria de G de dimension n y fijamos una base ortonormal en Hy, entonces T viene

representada por una matriz (unitaria ) Ty € M, (C(G)).

2.2.5 Lema. Sean G un grupo compacto y X = LP(G), con 1 < p < e, 0 X =
C(G). Supongamos que X verifica la condicion (2.2) para conveniente natural N,
subconjunto K C G y constante C|. Sea T una representacion unitaria e irreducible
de G y fijemos una base ortonormal en Hy. Entonces existe un natural M y una

constante C, de forma que cada F € M,,(X) tiene una descomposicién de la forma

M
F=Any '+ Y (FkTCM(Sk) —Ly, (Fk)),
k=1

con A € M,(C), sx € K, Fp € Mu(X), ||A|| < G||IF| y I|Fkl|l < Co||F|| para k =
1,...,M.

Demostracion. El primer paso de la demostracién consiste en obtener, para F €

M, (X), una descomposicién de la forma
M
F=A+ (Hy— Ly (Hy))
k=1
conA € M,(C), M =Nn?,s; €K, Hy € M,(X) y |Hy|| < C\||F|| parak = 1,..., M.
Si F = (fij) € Mu(X), para cada i, j € {1,...,n}, se tiene que f;; (por el lema
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anterior) puede ser escrito de la forma

N
ﬁvj = al] + 2 <ﬁ7J71 _Lti.j.l (ﬁ7jvl))
=1

con a; j c (C, f,'JJ X, l‘,'7j71 eK y ||fi,j,l

< C1||fi,jll- Sea A la matriz (a; ;) y sea

H; j; la matriz que tiene al elemento f; ;; en la entrada (i, j) y ceros en las otras

entradas. Se tiene que ||H; ;|| = || fi,j.1|| < Cill fi,j]| < C1||F|| y también se tiene que

N

n n
F=A+ 2 Z Z (Hij —Ls;, (Hij1))-
I=1i=1j=1

Si M = Nn? tenemos la descomposicién deseada al principio de esta demostracién.

Sea F € M, (X). Porel Lema 2.2.1 Fmy; € M, (X). La descomposicién obtenida

antes la podemos aplicar a F'rty; para obtener
M
Fry =A+ Y (Hy— Ly, (Hy))
k=1
con A € M,(C), s € K, H, € Mu(X) y [[Hi|| < C1||mnt]|o||F|| para k= 1,..., M.

Ademads el Lema 2.2.1 nos da la siguiente acotacién para la norma de la matriz A.

M
Al < IFryell + 3 [ IHEl + | Lo (Hi )
k=1

M M
< IFlllmaclles + 3 20 Hell < [IF[Himacllee + 3 2C1 e [lo 1]
k=1 k=1

= 2C1M [Tl + ([T feo) [ F1]]-
Por otro lado, se tiene que
M
F :ATIZM_1 + 2 <HkTCM_1 —LSk(Hk)TCM_I).
k=1
Si definimos ahora, para cada k € {1,...,M}, Fy = Hymy 'me(si) !, el mismo

Lema 2.2.1 nos proporciona que

—12 —1)2
1Fll < [[Hillllmae ™12 < Cullmae ™ 12 1mac 171
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para cada k = 1,..., M. Finalmente, observemos que, parak =1,.... Myt € G, se

tiene que

Ly, (Fe)(t) = Fk(sk_lt) = Hk(sk_lt)ngv[_l(sk_lt)nM(sk)_l

= Hi(si~')moa (¢ )T (s1) ™" = L (Hi) ()70~ (1)

y se obtiene la deseada descomposicion

M
F :ATCM_I + 2 (Fan(sk) _Lsk (Fk)) .
k=1

O

En el siguiente resultado se encuentra concentrado todo el trabajo hecho en los
lemas precedentes. Aunque el resultado es eminentemente técnico, la importancia

de él se vera enseguida.

2.2.6 Lema. Sea G un grupo compacto 'y sea X = LP(G), con 1 < p < e, 0X =
C(G). Supongamos que X verifica la condicion (2.2) para convenientes natural N,
subconjunto K C G y constante C|. Supongamos también que existe una constante

D, verificando que
IL«(f)| < D2l f]

paratodo f€ X yt € K. SiT € A cumple que dimT (&) < oo, entonces T (&) = {0}.

Demostracion. En primer lugar fijaremos 7 una representacion irreducible y unita-

ria de G de dimensién n y una base ortonormal de Hr.

Denotaremos por X al espacio vectorial M, (X ) cuando en él consideramos la
norma || - | y denotaremos ) al mismo espacio vectorial M, (X ) pero equipado con
la norma |- |. Ambos son espacios de Banach. Durante toda esta seccion estd presen-

te en el ambiente que 7 es un operador lineal y continuo de (X, |- |) en si mismo. A
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su norma la llamaremos || 7 ||. Situdndonos en el ambiente matricial T se transforma
en un operador lineal y continuo de ) en si mismo manteniendo la misma norma.

Seguiremos llamando 7' a este operador matricial.

Consideremos ahora
R = {T(F) €Y: FeM,(6)y /GT(F)(r)nM(t)dt :O}.

Por hipétesis dim7 (&) < oo. Esta caracteristica sigue manteniéndose cuando con-
sideramos T operando en %) y por tanto dim7 (M, (&)) < . Por tanto, se tiene
que dimR < . Llamaremos 3 al espacio cociente ) /R, |- |3 a la correspondiente

norma cociente en 3 y Q la aplicacién cociente de ) sobre 3.

Sea @ la aplicacion identidad de X en ) y sea D; la constante dada por el
Lema 2.1.5. Teniendo en cuenta el Lema 2.1.4(ii), es claro que &(®) = M, (S).

Para cada s € K vamos a definir W ; : 2) — ) mediante la expresion
\Pn,s(F) = Fmyi(s) — Ly(F)

para cada F' € ). El operador Wy s satisface ciertas propiedades que conviene codi-

ficar.

i. Wrescontinuoy ||Wr| < Ds+ [Tyl Esta afirmacién es facil de com-

probar. En efecto, si F € M, (X), tenemos que
Wrs(F)| < [Friae(s)| + | Ls(F)| < [Fllmoe(s) || + D2|F| < (|7l + D2) | F,
de donde se obtiene la continuidad de Wy ; y la cota para la norma.

ii. [5Wrs(F)(t)my(t)dt =0 para cada F € ). Esta afirmacion se sigue de la
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invarianza de la integral por traslaciones (teorema B.1.15). Vedmoslo.
[t omnar = [ (FOm) - LENO )
G G
_ / F (1) 7o (s)Ton (1)dlt — / Ly(F) (1)mnc(1)dt
G G
_ / F ()7 () o (1) — / Fs~'1)mp(¢)dt
G G
_ / F () Tun(5)mon (1)dt — / F()mun(st)di = 0.
G G

ii. SiT €2, setiene que TWy s = Wr (T Esta afirmacion proviene del hecho de
que, si s,t € G, entonces LiR; = R;L; y esta igualdad no es mds que la propia

manifestacion de la asociatividad de la operacion en un grupo y asi se tiene

que
TWas(F) = T(Fry(s)~Li(F))
= T(F)TCM(S)_T(LS(F))
= T(F)my(s) — Ly(T(F))
= W, T(F),
para FF € Q).

iv. Wr(&(P)) C &(P). Esta dltima afirmacién se obtiene de la invarianza
por traslaciones de S (lemma 2.1.4(i)) asi como del hecho de que &(®) =
M, (6).

Segtn la afirmacion (iv) anterior tenemos que (TWr ) (S(®)) C T(S(D)). Asi,
si F € M, (6) = &(D) se tiene que
| T (PYOma(0)d = [ W T () 0 mac(0)d =0

segiin se obtiene de la afirmacion (ii). Por tanto obtenemos que 7Wr (S (P)) C R
y la composicion
QT Wy ;@
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es continua para cualquier s € K.

Ahora entra en funcionamiento el Lema 2.2.5. Para cada F' € X tenemos la des-

composicion

M
F=Amy '+ Z (FkﬁM(Sk) — Ly, (Fk)),
k=1

para A € M,(C) con ||A|| < G||F||, sx € Ky Fr, € M, (X) con || F|| < C||F|| para
k=1,...,M. Entonces

M
QT®(F) = QT (A~ ')+ Y, OT ¥ 5, P(F)
k=1
y, tomando normas, obtenemos
| M
|QT®(F)|3 < |OT (Amty; ™) |34 D |OT Wr, s, @(Fi) 3. (2.3)
k=1
Por otro lado tenemos la acotacion
0T (Amy )3 < |T(Amo )| < (IT || AT |

B B (2.4)
< ITl[lAlllmy ™" [ < CAT I F (™ -

Segun el Lema 2.1.5 y la afirmacion (i) anterior, tenemos que

0T ¥r, 5, (Fi)|3 = |(QT 5, )P (Fi) [3 < D | QT W s ||| Fi
< Di|[T[[(Imatlles + D) || Fal| < DI T | ([t oo +D2) Co [ F .
(2.5)

De las expresiones 2.3, 2.4 y 2.5 se obtiene finalmente que
|QT®(F)|3 < (HTHCzITEM_II+MD1HTH(II7tml|m+Dz)Cz) 1]

para cada F € X lo que implica que el operador Q7 ® es continuo y, por tanto,
T(6(®)) C R.
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Veamos finalmente que 7 (&) = {0}. Sea f € G, y consideremos fI donde por
I entenderemos la matriz identidad de orden n. Se tiene que fI € S(®) y, por tanto,
segun lo anterior, se tiene que

T(fI) € R.

Pero esto significa que [; 7T (fI)(t)m(t)dr =0. Pero justamente [ T (f1)(t)my(2)dt
es la matriz que representa, en la base de Hy, fijada al principio de esta demostracion,
al operador t(7T'(f)). De esta forma se obtiene que (7' (f)) = 0. Como T es una re-
presentacion unitaria, irreducible y arbitraria de G, el Lema 2.1.4(iii) nos garantiza

que T(f) =0, que era lo que pretendiamos demostrar. 0]

Estamos ya preparados para el enunciado y la demostracion del principal resul-

tado de esta seccion.

2.2.7 Teorema. Sea G un grupo compacto verificando que la representacion trivial
de G en L%(G) no estd débilmente contenida en la representacion regular izquierda
de G en L3(G) y sea X bien LP(G) para algiin 1 < p < = o bien C(G). Entonces
cualquier norma completa | - | en X que sea invariante por traslaciones es equivalente
a ||-||, la norma usual de X, es decir a || - ||, para X = LP(G), o a || - || cuando
X =C(G).

Demostracion. Supongamos que no se verifica el teorema para llegar a una contra-
diccién. Con la notacién arrastrada en esta seccion tenemos que el hecho de que la

norma |-| no sea equivalente a ||-|| es lo mismo que decir que el conjunto

A= {[n] cG: n(6) £ {0}}

sea no vacio como nos asegura el Lema 2.1.4.

El Lema 2.1.10 nos garantiza que, o bien A es finito, o bien existe 7" € 2 ve-

rificando que el conjunto {[n] € A: ©(T) # 0} es no vacio y finito. Pero si A es
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finito, tomando como T = R,, se tiene que {[] € A: (T) # 0} es no vacio y finito

también. Podemos unificar ambos casos y asumir que existe un 7 € 2 con
S={[n]€A: n(T)#0}

no vacio y finito.

Veamos ahora que dim7 (&) < eo. Si numeramos X = {[m{],...,[rn,|} y nos
tomamos f € & de forma que 1 (7(f)) =0 para k = 1,...,n, entonces se tiene
que T(T(f)) = 0 si [m] € =, pero si [n] € G\ A, se tiene que 7(f) = 0 y entonces
(T (f)) =n(f)n(T)=0.Finalmente, si [r] € A\ X, se tiene que t(7') =0y, por tan-
to, t(7T'(f)) = 0. Lo que hemos obtenido es que la aplicacién g — (11(g), ..., T, (g))
de T(&) en L(Hy,) & --- @ L(Hy,) es inyectiva. Como quiera que dim L (Hy, ) &
-+ @ L(Hy,) < oo se obtiene que dim7 (&) < oo, como esperdbamos.

Sean ahora t1,...,ty € G los dados por el Lema 2.2.4 y sea Dy = sup{|L;,(f)| :
feX,|fl=1,i=1,...,N}. Aplicando el Lema 2.2.6 obtenemos que 7'(&) = 0.

Finalmente, sea [nt] € A con t(T") # 0. Entonces n(&)n(T) =n(T(S)) =0yel

Lemma 2.1.6 nos da que (&) = 0, que contradice la eleccién de 7. U

Dentro de la gama de ejemplos dados en 2.2.3, a los que se les puede aplicar el
anterior teorema quizd los mds interesantes sean los grupos especiales ortogonales
SO(n).

» Para n =1 el grupo SO(1) = {1} y, por tanto, los espacios L?(S0(1)) para
1 < p <eoyC(SO(1)) son de dimension finita y tienen, obviamente, unicidad

de la norma completa que hace continuas las traslaciones.

» Para n = 2 se tiene que SO(2) = T. En este caso, para 1 < p < oo se aplica
el Teorema 1.3.12 para obtener la unicidad de la norma completa invariante
por traslaciones. Por otra parte [14, Theorem 3.4] nos da la no unicidad de la

norma completa invariante por traslaciones en L' (T), L(T) y en C(T).
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= El teorema anterior, junto con los comentarios hechos aqui, nos garantiza la
unicidad de la norma completa invariante por traslaciones en L”(SO(n)) para
1 < p<eyenC(SO(n)) para n > 3. Para completar el cuadro, nos fal-
tarfa conocer cdmo se comportan, respecto a la citada unicidad, los espacios

L'(80(n)) cuando n > 3. Lo veremos al final de esta seccién.

Quiza sea el momento de puntualizar un hecho. Cuando G es un grupo compacto
en el que la representacion trivial de G en L% (G) no estd débilmente contenida en la
representacion regular izquierda de G en L% (G), tenemos la descomposicién de una
funcion f € LP(G), para 1 < p <o, 0 de C(G) dada en [31] para f € L?(G), con
1 < p <o, yen [35] para f € L”(G) o en C(G), descomposicién que ha resultado
fundamental para la demostracion del Teorema 2.2.7. Pues bien, en los trabajos
referenciados lo que se pretendia era la demostracion de la continuidad de cualquier
funcional lineal, en los espacios citados, invariante por traslaciones. Esta relacién
entre nuestro problema y la continuidad de los funcionales lineales invariantes por
traslaciones es un asunto que ya hemos sefialado en caso abeliano. En el caso no
abeliano no podia dejar de aparecer esta relacion. Mds concretamente tenemos el

siguiente resultado.

2.2.8 Teorema. Sea G un grupo compacto y sea 1 < p < oo. Supongamos que todo
funcional lineal invariante por traslaciones izquierda en LP(G) es un miiltiplo de
la integral de Haar. Entonces cualquier norma completa |- | en LP(G) invariante
por traslaciones y que haga la aplicacion t — L, de G en L(L?(G),|-|) acotada es

equivalente a || - || ,.

Demostracion. En [30, Theorem 2] se demuestra que si G es un grupo compacto
verificando que en LP(G), para 1 < p < e, todo funcional lineal invariante por tras-
laciones izquierda es un multiplo de la integral de Haar, entonces existe un natural

N, una constante C y un compacto K C G de forma que cualquier f € LP(G) tiene
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una representacion de la forma

N
2 fk_le fk

donde a € C, los puntos #; € K y las funciones f; € LP(G) con || fi|, < C|/fll,
para k = 1,...,N. Por otra parte, la acotacion de la aplicaciéon ¢ — L, de G en
L(L?(G),| - |) nos proporciona una constante, a la que llamaremos D3, para la que
se verifica que |L;(f)| < D,|f| para cualquier f € L”(G) y para t € G. Por tanto,
estamos bajo la condicién (2.2). Esto nos proporciona los instrumentos necesarios
para poner en funcionamiento la demostracion del teorema anterior y de los lemas

en los que se basa esa demostracion. 0]
2.2.9 Notas.

= Démonos cuenta de que si |-| es una norma completa en LP(G) con G un
grupo compacto y 1 < p < eo, con la propiedad de que todos operadores de
traslacion izquierda de (L”(G),|-|) en s mismo son continuos (es decir, que la
norma |-| es invariante por traslaciones izquierda) y que la aplicacion que lleva
ten L;(f) de Gen (LP(G),|-|) es continua para cada f € LP(G), entonces la
aplicacion que lleva t en L, de G en L(LP(G),|-|) es acotada. En efecto, la
continuidad de la aplicacion t — L;(f) de G en (LP(G),|-|) y la compacidad
de G implican que la aplicaciont — L;(f) de Gen (LP(G),||) es acotada para
cada f € LP(G). Finalmente el principio de acotacién uniforme nos garantiza

que el conjunto {L;: t € G} en L(LP(G),|-|) es acotado.

= También de [30, Theorem 2] se obtiene que si 1 < p < ooy el grupo G verifica
que existe un funcional lineal en L”(G) invariante por traslaciones izquierda
y que no es multiplo de la integral de Haar, entonces la codimensién del sub-
espacio lineal de L”(G) generado por {f — L;(f): f € LP(G), t € G} no es

numerable. Es, por tanto, posible construir un funcional lineal discontinuo ¢
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en L?(G) que valga cero sobre el subespacio generado por {f —L;(f): f €
L?(G), t € G}. Pero el hecho de que valga cero en dicho subespacio no es ni

mas ni menos que sea invariante por traslaciones izquierda.

El anterior comentario ahonda en la relacidon entre la existencia de funcionales
lineales discontinuos invariantes por traslaciones y la unicidad de la norma completa
invariante por traslaciones. El Teorema 1.3.3, como era casi de esperar, tiene una

version no abeliana.

2.2.10 Teorema. Sea G grupo compacto y sea X, o bien L?(G) para algiin 1 < p <
oo, 0 bien C(G). Si existe un funcional lineal invariante por traslaciones y disconti-
nuo en X, entonces existe una norma completa | - | en X invariante por traslaciones,
que hace que las aplicaciones que llevant — L, yt — R, de G en L(X,]|-|) sean

acotadas y que no es equivalente a la norma || - ||.

Demostracion. Larazédn del enunciado del Teorema 1.3.3 no era mds que completar
la parte abeliana de esta memoria. Sin embargo, a poco que se analice la demostra-
cién de aquel teorema, se da uno cuenta que en aquella demostracion la hipétesis de
conmutatividad sobre el grupo es superficial. Podemos repetir la demostracién aun-
que la comprobacién de los detalles no parece necesaria. Si ¢ es el funcional lineal
invariante por traslaciones y discontinuo en X, tanto si ¢(1) es igual a 0 como dis-
tinto de 0, podemos definir otro funcional y que comparta las mismas propiedades

que ¢ y que en la funcién constantemente igual a 1 tome el valor 1.

Aligual que en el Teorema 1.3.3, la aplicacién f+— 2f —y(f)1 es una biyeccién
lineal de X sobre si mismo y la norma definida como |f| = ||2f —y(f)1]| es una

norma completa en X que no es equivalente a || - ||. Sean ¢,s € G. Para cualquier
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f € X se tiene que

ILef| = 112L,(f) = WL (S = 1L (2F) = w() U = 1L 2f —w(A) D]
< L2 =W = (1L A1,

con lo que se demuestra que L, € L(X,|-|) y que la aplicacién ¢t — L, de G in
L(X,|-|) estd acotada. Exactamente de la misma forma se demuestra que R; €
L(X,|-|) para cualquier t € G y que la aplicacién 7 — R; de G en L(X,|-]|) es

acotada. 0

También hemos de confesar que en [30, Theorem 1] no se exige que el grupo
G sea abeliano. Asi, de forma similar a como se obtenia el Corolario 1.3.4 del

Teorema 1.3.3, se obtiene el siguiente corolario.

2.2.11 Corolario. Sea G un grupo compacto e infinito. Entonces existe una norma
completa | - | en L' (G) invariante por traslaciones, que hace las aplicaciones t — L;

yt— R, de Gen L(L'(G),|-|) acotadas y que no es equivalente a || - ||.

Finalmente veamos que este resultado cierra el estudio de la unicidad de la nor-
ma completa invariante por traslaciones para L' (SO(n)) con n > 2; en este caso el
grupo SO(n) es un grupo compacto e infinito y por tanto L!(SO(n)) para n > 2 no

tiene unicidad de la norma completa invariante por traslaciones.

2.2.12 Problema. Es claro que el problema mds fdcil (de enunciar) que puede
ocurrirsenos en este momento es el estudio de la unicidad de la norma completa
invariante por traslaciones en L”(G) para 1 < p < oo, cuando G es un grupo com-
pacto y conexo, por analogia con el resultado obtenido en el caso abeliano. Mientras
que alli la compacidad y conexion eran suficientes para dar una descomposicion de
una funcion f € L”(G) como la dada en el Teorema 1.3.11, que resultaba necesa-

ria para la demostracion del resultado, aqui la técnica utilizada por nosotros hace
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que para obtener una descomposicion similar, que viene dada por (2.2), se necesi-
ten condiciones mds extrafias que la simple conexion, como son las dadas por los

enunciados del Teorema 2.2.7 o del Teorema 2.2.8.

2.3. Grupos no compactos

En esta seccidén vamos a seguir con nuestro problema pero en el ambiente de gru-
pos de Moore no compactos. Nuestro objetivo es generalizar resultados del capitu-
lo anterior referentes a unicidad de la norma completa en L' (G) cuando G es no
compacto y, ahora, no abeliano. Todo ello siguiendo en el dmbito de los grupos de
Moore. Recuérdese que cuando el grupo G es abeliano, es equivalente el hecho de
que G sea no compacto al hecho de que el grupo dual G no tenga puntos aislados.
En caso no abeliano también existe un resultado similar de dualidad. En [3] L. Bag-
get demuestra que si G es un grupo localmente compacto y separable entonces G es
compacto si, y solo si, el objeto dual G es discreto. Sin embargo, el hecho de que
G no sea un grupo topoldgico, hace que pueda darse el caso de que G tenga puntos
aislados pero G no sea compacto. Por ejemplo, el grupo SL(2,R) es un grupo no
compacto pero su objeto dual si que tiene puntos aislados (Véase [11, Examples 7.6
y Figure 7.3]).

La generalizacion a grupos de Moore del Corolario 1.2.7 y los resultados adya-
centes a él se puede entender entonces en términos de la no compacidad del grupo
G o de la no existencia de puntos aislados en G. Los resultados que nosotros hemos
obtenido van en la segunda direccién. Veamos el principal resultado obtenido en

este sentido.

2.3.1 Teorema. Sea G un grupo de Moore verificando que G no tiene puntos aisla-
dos y sea X un subespacio vectorial de L' (G) invariante por traslaciones. Entonces

cualquier norma completa en X invariante por traslaciones es mds fuerte que ||-||;.
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Como consecuencia X tiene, a lo sumo, una norma completa invariante por trasla-

ciones.

Demostracion. Seai: (X,|-|) — (L'(G),]|-||1) el operador de inclusién y supon-
gamos, para llegar a una contradiccidn, que i no es continuo. Llamaremos, como
siempre, S(i) al separador del operador i. Entonces se tiene que S(i) # {0}. Defi-

namos
o {[n] €G: n(6(i)) £ {0}}.
Se tiene entonces que X no es vacio, pero X es un conjunto abierto en G.SiZes

finito, al ser la topologia de Fell en G T, por ser G Moore ([25, Theorem 12.5.6]),

st sigue que G tiene un punto aislado, contradiciendo nuestra hipotesis.

Supongamos, en otro caso, que X es infinito. Estamos entonces bajo las hipdtesis
del Lema 2.1.9 y ¥ debe cumplir una de las dos afirmaciones que alli se hacen. Si

verifica la segunda afirmacién tendremos que existe 7 € 2 de forma que el conjunto
A={[rn] € X: =n(T) #0}
es no vacio y finito. Pero observemos que
A= U {lex: n(T(f)) #0}
feLl(G)
que, en la topologia de Fell de G, es una unién de conjuntos abiertos y, por tanto,

abierto. Otra vez se deduce que G debe tener un punto aislado.

Finalmente, si X verifica la primera afirmacion del Lema 2.1.9 entonces exis-
ten sucesiones (1,) € Z, (T,) € Ay (x,) con x, € Hy, para cualquier n € N cum-
pliendo lo que en dicho lema se afirma. Para cada n € N se tiene que el opera-
dor 7, : (X,|-|) — (X,]+]) es continuo por hipétesis, al igual que si consideramos
T, : (LY(G),]||l1) — (L'(G),|||l1). Aplicando el lema de estabilidad se tiene ga-

rantizada la existencia de un natural N de forma que se verifica que

T In(S () = Ti - Tn11 (S (i)
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Y, por tanto,

T --- TN(G(i)) cTi--- TN+1(6(i)).

Si aplicamos a la expresion de la derecha (antes de cerrar) la representacién my y

calculamos su valor en el punto xy se obtiene que

oy [T - T 1 (6(0)] (av) = v (S (D)) (Tiv1) - - 7oy (7)) (xow) = 0

y, por tanto, se tendrd que

0=ny[Ti- In(&(i))] (xn) = v (& (@) mn (T ) - - - v (Th ) (xv).-

Si notamos x =ty (Ty) - - -7y (T1) (xwv), se tiene que x # 0 y x € Hy,,. Consideremos

el subespacio vectorial M de Hy, definido por

M = {y € Hyy : ©n(6(i))(y) =0} .

M es distinto de {0} ya que x € M y, teniendo en cuenta la invarianza de &(i) por
traslaciones, se obtiene, como ya hemos hecho varias veces, que M es invariante por
my. La irreductibilidad de my implica que debe ser M = Hp,, y el Lema 2.1.4 nos
proporciona que Tty (S(i)) = {0}. Sin embargo este resultado contradice la perte-

nencia de Ty a X. [

En el caso particular de que consideremos X = L!(G) se obtiene el siguiente

resultado.

2.3.2 Corolario. Sea G un grupo de Moore. Supongamos que G no tiene puntos
aislados. Entonces L'(G) tiene una tinica norma completa invariante por traslacio-

nes.

Al igual que en el caso abeliano, cabe aqui la generalizacion de los ultimos
corolarios al caso de funciones con valores en un espacio de Banach E en vez de

funciones con valores en C. Veamos los enunciados.
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2.3.3 Corolario. Sea G un grupo de Moore y sea E un espacio de Banach. Supon-
gamos que G no tiene puntos aislados. Si X es un subespacio vectorial de L' (G,E)
invariante por traslaciones, entonces cualquier norma completa |-| en X invarian-
te por traslaciones es mas fuerte que la norma ||-||;. Como consecuencia hay, a lo

sumo, una tinica norma completa en X invariante por traslaciones.

Demostracion. Consideremos, como es usual, i el operador de inclusion de (X, |-|)
en (L'(G,E),||-|[1),y se trata de demostrar que i es continuo. Elijamos x* € E* y de-
finamos el operador ¢, : (L'(G,E), ||-||1) — (L'(G),||-||1) mediante la expresién
Op (f)(t) = x*(f(1)) para cualesquiera f € L'(G,E) y t € G. La composicion ¢+
vade (X,|-|) en (L'(G),]||l1) v, si notamos & al separador del operador ¢,+i, pode-
mos volver a hacer la demostracion del Teorema 2.3.1 para obtener que, como G no
tiene puntos aislados, & = {0}. Ahora el Lema A.1.3 nos da que x*(&(i)) = {0}
0, lo que es igual: si f € &(i) entonces x*(f) = 0 casi por doquier. Finalmente el

Lema 1.2.10 garantiza que f = 0 casi por doquier que era lo deseado.

Bajo andlogos presupuestos se puede enunciar el siguiente resultado.

2.3.4 Corolario. Sea G un grupo de Moore y sea E un espacio de Banach. Supon-
gamos que G no tiene puntos aislados. Entonces L' (G, E) tiene una tinica norma

completa invariante por traslaciones.

También, basdndonos en los resultados obtenidos en el caso abeliano, se pue-
den dar unas versiones mds generales de los resultados anteriores. Nos estamos
refiriendo a que el papel hecho por la inclusién i puede ser desempefiado por un
homomorfismo ¢ de G-mddulos bildteros entre G-submddulos del G-moédulo de

Banach L! (G), cuando G es un grupo de Moore con objeto dual sin puntos aislados.
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No creemos que sea necesario dar mds detalles de como quedarian los resultados

insinuados.

El hecho de que, para los grupos de Moore con objeto dual sin puntos aislados
(como equivalente no abeliano de ser no compacto), se tenga unicidad de la norma
completa invariante por traslaciones en L' (G), hace pensar en qué ocurre cuando
el objeto dual si que tiene puntos aislados. Si todos sus puntos son aislados y el
grupo es separable ya sabemos que eso es equivalente a la compacidad del grupo
y, entonces, nuestro Corolario 2.2.11 nos da que L'(G) no tiene unicidad de la
norma completa invariante por traslaciones. Pero, ;y si s6lo tenemos garantizada la
existencia de un punto aislado? entonces no tenemos garantizada la compacidad (ya
lo hemos comentado anteriormente) y eso hace que la funcién constantemente igual
a 1 no tenga que ser una funcién de L' (G) con lo que la demostracién en la que se
basaba el Corolario 2.2.11 no nos sirve. Veamos qué podemos obtener si tenemos
al menos un punto aislado. Porque algo se puede utilizar de la demostracién del
Teorema 2.2.10 como veremos en breve. Por ejemplo el siguiente lema técnico ya

recuerda en algo, al menos formalmente, a la demostracién de dicho teorema.

2.3.5 Lema. Sea X un espacio de Banachy T : X — X un operador lineal de rango
finito y sea 0. # 0 con o ¢ 6(Tjr(x)) (el espectro de T restringido a T (X)). Entonces

el operador lineal x — ox — T (x) de X en X es una biyeccion.

Demostracion. Para demostrar la inyectividad del operador que se propone supon-
gamos que ox — T'(x) = 0. Entonces se tiene que o7 (x) = T(T(x)) de donde,
o bien T(x) =0 y, por tanto ox = 0 de donde, evidentemente x = 0, o bien, si

0# T(x) € T(X) y entonces 0. € 6(7|r(x)), lo que no es posible.

Para la sobreyectividad del operador lo mas fécil es construir el operador inver-
s0. Sea y € X y veamos quién es su preimagen. Six € X con ox — T'(x) =y, se tiene
que o (x) — T(T (x)) = T (y). Es decir, (od|p(x) — Tjr(x))(T (x)) = T(y), donde I
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representa al operador identidad. Asi T (x) = (0|7 (x) — T|T(X))_1T(y) y entonces

1 _
x=- [+ (edirx) — Trex)) IT()’)} :

Veamos que el x asi obtenido verifica efectivamente que ox — 7'(x) = y.

T(x) = [70)+ (@lrge) ~ Tirn) ' TT0))]
= é [Iir o)+ (0drxy — Tiree) ™ Tireo ] (T())-
Pero
(i oy = Tir )™ (@) = Tirx) = firex)
y, por tanto,
o(eir(x) = Tirex)) ™ = (oo = Tireo) ™ Tirg) = lirex).s
de donde

Iir(xy + (rx) = Tirx) ™ Tirgx) = o @jrex) = Tirgx) ™
Sustituyendo en la dltima expresién que hemos obtenido de 7'(x) nos queda que
T(x) = (odirx) — Tiren) ~ (T ().
Por otro lado se tiene que
o = y+ (ojrx) — Tirx) (T (1))
Restando estas dos ultimas expresiones se tiene que
o —T(x) =y,

como queriamos. 0]
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El siguiente resultado es también fundamental en la construccion que persegui-
mos. Es eminentemente técnico y podria haberse incluido en la demostracion de un
resultado mayor, pero la extension de su demostracion hace que sea mejor aislarlo

como resultado independiente.

2.3.6 Lema. Sean G un grupo de Moore y [r] € G. Sea {uy, ...,u,} una base de Hy,

y supongamos que [Tt] es un punto aislado en la topologia de Fell de G. Entonces

para cadai,j € {1,...,n} existe un elemento e; ; € L' (G) verificando las siguientes
afirmaciones.
1. Paracadai,je€ {l,...,n} lamatriz que representa an(e; ;) enlabase {uy,...,u,}

es E; j, la matriz que tiene un 1 en la entrada (i, j) y O en las demds entradas.

2. Paracadai,je€ {l,...,n} se tiene

Li(e;j) = anl exjpara t € G. (2.6)
k=1

3. Paracadai,je€ {l,...,n} se tiene

i(eij) 2 t)eix para t € G. (2.7)
dondem; j(t) es la entrada (i, j) de la matriz que representa aw(t) en la base {uy, ..., u,}.

Demostracién. Al ser [1] € G un punto aislado en G se tiene que el ideal de L' (G)
1= ﬂ ker(y) verifica que I # {0} y ker(m) 4 I. Consideremos la restriccion de

MeG\[n]
mTal,

TC|I 1l — 'EJ(HTC)

El primer objetivo es observar que es biyectiva. Para la inyectividad, sea f € I con

n(f) = 0. Como, por definicién de 1, se tiene que y(f) = 0 para todo [y] € G \ [n],
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entonces todas las representaciones unitarias e irreducibles de G valen 0 sobre 'y

Jf debe ser 0y m; es inyectiva.

Para la sobreyectividad consideremos el subespacio vectorial de Hy definido por
{x € Hy: n(I)x={0}}. Como hemos hecho otras veces, la invarianza por traslacio-
nes de [ hace que {x € Hy: n(I)x = {0}} sea invariante por 7t y la irreductibilidad
de m hace que, o bien {x € Hy : n(I)x ={0}} = Hy, o bien {x € Hy: n(l)x =
{0}} = {0}. En el primer caso se obtiene que ©t(I) = {0}, pero la inyectividad de &
no permite esa opcion. Asi que debe verificarse que {x € Hy : n(l)x={0}} = {0}.
Sea xo € Hy \ {0}. Entonces nt(I)(xo) # {0}. El subespacio vectorial de Hy definido
por wt(I)(xp) es también invariante por T y, como no es {0}, otra vez la irreductibi-
lidad de ® nos da que tiene que ser todo Hy. Entonces, atendiendo a [24, Definition

4.2.12 y Theorem 4.2.13], se puede asegurar que T; es sobreyectiva sobre L(Hpy).

Paracadai,j € {1,...,n} podemos tomar e; ; € I verificando que

(e ;) (uk) = O, ku;

para cada k € {1,...,n}. Se tiene que m(e; ;) € L(Hy) y la matriz que representa
al elemento 7(e; ;), para cada i,j € {1,...,n}, en la base {uy,...,u,}, es la matriz

E; j; la matriz que tiene un 1 en la entrada (i, j) y O en las demds entradas.

Veamos ahora el comportamiento de los elementos e; ; respecto a las traslacio-
nes izquierda y derecha. Elijamos i, j € {1,...,n} y t € G. Para determinar L, (e; ;)
basta conocer Y(L;(e; j)) para cualquier [y] € G. En primer lugar observemos que, si
[y] € G\ [r], se tiene que Y(Li(ei;)) =Y(t)y(eij) =Oyaquee;; €= (] ker(y).

MeG\[n]
Por otro lado, al considerar el comportamiento de [rt] sobre L, (e; j) se tiene que

(L (eij)) = m(t)m(ei ;) = m(t)E; ).
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En la base {uy,...,u,} la anterior expresién queda
J J
|
75171(1) nljn(t) O --- 0 0o ... nl,i(t) ... 0
: : 2 N i : :
Tp1(t) - Tun(t) 0 --- 0 0 - mr) - 0

n
Es decir, la expresion en la base {uy,...,u,} de m(L(eij)) es Y, T i(t)Ex,j. Pero
k=1

n
esta ultima expresion es también la expresion en dicha base de 1 (2 nkﬂ-(t)eh j> .
k=1
Asi se obtiene que

n
Li(eij) = Y mi(t)ex,.
k=1

Para las traslaciones derecha se trabaja de forma similar. Sii,j € {i,...,n} yt € G,

se tiene, al igual que antes, que si [y] € G \ [r] entonces Y(R:(eij)) =Y(eij)y(t)* =

Oyaquee;;€l= ﬂ ker(y). Al considerar el comportamiento de [rt] sobre
[Y/€G\[x]

R;(e; j) se tiene que

(R (e ;) = m(e; j)m(t)* = E; jm(r)*.

Esto ultimo, en la base {uy,...,u,}, tiene la siguiente expresiéon matricial.
J 0 0
0 - 0 ma(t) o T (r)
- |1 : : =| m,(t) Mo () |
0 --- 0 Tun(t) - Tualt)
0 0
Tenemos, al igual que antes, que la expresion en la base {uy,...,u,} de ©(R;(e; ;))

n n
es 2 T, j(t)E; k. Es decir, la expresion en la base {u1,...,u,} de® (2 Ttk7j(l‘)€,'7k> .
k=1 k=1
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Asi se obtiene que

M=

Ri(eij) = D, muj(t)eix.

T
I

O

Sélo una dltima puntualizacion antes de enunciar el resultado perseguido. Si «©
es la representacion con la que estamos trabajando y s,¢ € G, entonces la traslacion

izquierda por el elemento ¢ de © evaluado en s queda
Li(n(s)) =n(t~"s) =n(t)"'n(s),

de donde () L;(m(s)) = m(s). Si ahora fijamos, como antes, la base {uj,...,u,} de

Hp, la expresion de esto tltimo en nuestra base quedaria
n
mij = 2, Tik(t)Li (T j) 2.8)
k=1

parai,j € {1,...,n}. Andlogamente se tiene que, para s,t € G, R,(n(s)) = n(st) =
n(s)m() y, por tanto, R;(m(s))m(s)* = m(s). Al igual que antes, la expresion en la

base {uy,...,u,} de esto ultimo queda
Mij= Y, Ri(mip)m;(t) 2.9)
k=1

paracadai,j€ {1,...,n}.

2.3.7 Teorema. Sea G un grupo de Moore G-compacto e infinito y supongamos
que G tiene un punto aislado. Entonces L'(G) tiene mds de una norma completa

invariante por traslaciones.

Demostracion. Observemos en primer lugar que, al ser G un grupo G-compacto,
[30, Theorem 1] nos garantiza la existencia de un funcional lineal ¢ en (L' (G), ||-||1)

invariante por traslaciones y discontinuo.
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Notaremos [rt], como era de esperar, al punto aislado de G cuya existencia se
afirma en las hipétesis y {uy,...,u,} a una base ortonormal de Hy que permane-

cerd fija a lo largo de toda la demostracion.

Parat € G (m; ;(t)) denotard a la matriz unitaria de orden n asociada a m(z) en
la base {uy,...,u,}. Vamos a definir un operador T : L!(G) — L!(G) mediante la

expresion

n

T(f)= Y, o(m;f)ei,,

ij=1
donde, para i,j € {1,...,n}, e; j es el dado por el lema anterior. Obsérvese que,
paracadai,je {1,...,n} se tiene que la funcién m; ; € C(G) y es acotada. Por tanto

su producto por una funcién f € L'(G) queda en L' (G) y tiene sentido aplicarle
el funcional ¢. Es claro que el rango del operador T es finito (el generado por las
funciones ¢; j con i, j € {1,...,n}). Como en el Lema 2.3.5 tomemos o # 0, o ¢
6(Tjr(x)) de forma que el operador de L'(G) en si mismo que a cada f € L'(G) le
hace corresponder o.f — T'(f) es una biyeccién. Este hecho nos permite definir una

nueva norma completa en L' (G) mediante la férmula

1fl=llof = Y, o(mijf)ei )

i,j=1

1

Nuestro objetivo es demostrar que esta nueva norma |-| es invariante por trasla-

ciones y que no es equivalente a ||-||;.

Veamos primero la invarianza de || por traslaciones izquierda. Seat € Gy f €
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L'(G). Se tiene que

L (f)| = ||oule (f) —

(utilizando 2.8) =

(utilizando 2.6) = ||L;

< L]

= L I171;

— |z, (ocf— 2 0 (mef) elw‘)
J

of — D, 0(m;f) e,

i O (i ;L (f)) €ij

i,j=1

1

Z 0 (Zm )Ly (T, ) Lr(f)) €ij

i,j=1

1

2 Tclk

i,jk=1

(Lt Tk ])Lt(f)) €ij

k()0 (T i f ) eij

1

O (M i f) D, mik(t)eij
i—1

1

O (7, f) Le(ex,j)

1

1

k=1 1

y de ello se deduce que |-| es invariante por traslaciones izquierda. Veamos que

también es invariante por traslaciones derecha. Otra vez parat € Gy f € L! (G) se
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tiene que

IR (f)] =

(utilizando 2.9)

(utilizando 2.7)

<

oR:(f) — zn“ o (i ;R (f)) eij

ij=1 |
Ri(of)— Y, o ( Rz(ﬁi7k)mRt(f)> €ij
=1 \u=1 .
Ri(af)— Y, k()0 (Ri(mix)R:(f)) eij
i =1 .

Ri(ouf) — i k()0 (Tikf) e

i,j,k=1 1
R(of) — 2 O (7 f) znj,k(f)ez}j
ik=1 Jj=1 1

Ri(of) — i O (i f) Re(eig)

ik=1

R, <0€f — > o (mirf) €i,k>

1

ih=1 1
n
IR |Jof = D, & (mief) ein
ih=1 X
[[Re[[]£1,

de donde se deduce igualmente que |-| es invariante por traslaciones derecha.

Finalmente, para demostrar que la nueva norma |-| no es equivalente a ||-||;

nos basta con demostrar que el operador de (L!'(G),|-||;) en si mismo que lleva

fenaf—3"_ 0(m;f)e;; no es continuo; pero demostrar esto dltimo es equi-

valente a demostrar que el operador de (L'(G),||-||1) en si mismo que lleva f en

n . 7 . .
ZL j:1¢(ni7 j fei, j no es continuo. Obsérvese que, al ser las funciones e; ; lineal-

mente independientes para i, j € {1,...,n}, la discontinuidad deseada es equivalen-

te a la discontinuidad de alguno de los funcionales en (L'(G),||-||1) que llevan f en
o(mi jf),coni,je{l,...,n}.
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Supongamos, con objetivo de obtener una contradiccion, que, para cualesquiera
i,j€{1,...,n}, el funcional y; ; : (L'(G),||-||1) — C, definido sobre cada funcién
f € LY(G) como y; j(f) = ¢(m; ;f), es continuo. Si llamamos Y= Tt* se tiene que

ny = Iy, donde Iy, es la identidad en Hy, y entonces, para cada i € {1,...,n}, se
n
tiene que 2 T kY, = 1, donde (7y; j) es la expresion de yen la base {uy,...,u,}. Si
k=1

f € L'(G) se tendr4 entonces que, para cadai € {1,...,n},
n
> Wivif = 1
k=1

y, aplicando el funcional ¢, se tendrd que

o (i ni,kYk,if) =0(f)-
-1

k

Tomando médulo se tiene que

¢ (él T‘i,kYk,if> ' =

n n
< ik
~l

IVeifll < Y Wik
k
y obtendriamos que ¢ es continuo, lo que nos lleva a una contradiccion. U

0] =

Y ik (Vif) ‘
k=1

1Veillesl.f1]15

k=1

El anterior teorema, junto con el Corolario 2.3.2, nos da la siguiente curiosa
caracterizacion de los grupos de Moore G-compactos con puntos aislados en el dual.
Es una relacion entre la existencia de puntos aislados en el dual de un grupo de
Moore 6-compacto, G, y la unicidad de la norma completa que hace continuas las

traslaciones en L! (G)

2.3.8 Corolario. Sea G un grupo de Moore G-compacto e infinito. Entonces G tiene
algtin punto aislado si, y sélo si, L' (G) tiene mds de una norma completa invariante

por traslaciones.
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2.3.9 Nota. En este segundo capitulo todo nuestro trabajo ha estado restringiéndo-
se a grupos de Moore. Sin embargo tal restriccion no es estrictamente necesaria.
Realmente lo que hemos utilizado no es que todas las representaciones unitarias
e irreducibles sean de dimensién finita. Lo que hemos necesitado es que las re-
presentaciones unitarias e irreducibles de dimension finita separen los puntos del
grupo. Los grupos que verifican la anterior condicién son llamados grupos MAP
(maximality almost periodic ; véase [25] para la definicion y las propiedades de los
grupos MAP). Por tanto se podrian enunciar todos los resultados cambiando la pa-
labra “Moore ” por “MAP”, y, cuando el el caso de un grupo de Moore elegiamos
una representacion unitaria e irreducible (que era de dimension finita), ahora, en el
caso de grupos MAP, tendriamos que elegir especificamente una representacion del

mismo tipo pero exigiendo que sea de dimension finita.

2.3.10 Problemas. La relacion de problemas abiertos motivados por nuestro traba-
Jjo, es tan extensa como clases de grupos hay. Dar, por tanto, una relacion de todos
los problemas abiertos seria un dislate. Sin embargo si que se puede, y se debe,

comentar los mds cercanos a lo hecho aqui.

» Un primer problema, digno de intentar ser atajado y muy natural, es estudiar
si la hipdtesis de 6-compacidad en el Corolario 2.3.8 es necesaria. En una de
las direcciones sabemos que no es necesaria pero en la otra direccion es un

problema abierto.

= Un problema que también estd abierto es, extendiendo la gama de grupos en
los que trabajamos, el de la unicidad de la norma completa invariante por tras-
laciones en grupos promediables. Un grupo localmente compacto G se dice
promediable si L”(G) tiene una media invariante por traslaciones izquierda,
donde una media en L (G) es un funcional lineal y positivo sobre L= (G) que
sobre la funcion constantemente igual a 1 valga 1. Los grupos promediables

contienen tanto a los abelianos como a los grupos de Moore. Ademds es la
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generalizacion natural que suele seguirse cuando se estudia una propiedad
que afecte a grupos. Primero se suele estudiar en grupos abelianos, después
en compactos, seguidamente en Moore y, el siguiente paso natural, suele ser
el estudio en grupos promediables. Quizd la definicion de grupo promediable
no dé una justa medida de su importancia. Para ver la importancia de dichos
grupos y las consecuencias que se obtienen de un grupo cuando éste es pro-
mediable véase [25].

= También la siguiente clase de grupos en los que suele hacerse el estudio de una
propiedad de grupos es la clase de los grupos discretos. Respecto a la unicidad
de la norma completa invariante por traslaciones en espacios de funciones
sobre grupos discretos, el desconocimiento es casi absoluto. Solamente G. A.
Willis, en una comunicacion particular, nos ha informado que, para el grupo
discreto generado por dos elementos, 2, ha obtenido que ' (IF,) y Co(F3)

tienen unicidad de la norma completa invariante por traslaciones.

= Por ultimo, otro problema que no hemos estudiado, y que es natural plantear-
se, es el mismo problema de siempre en los grupos L?(G), con 1 < p cuando
G no es ni compacto ni abeliano. Por supuesto, no es realista intentar abarcar
este problema en toda su generalidad pero se podria empezar por grupos de
Moore, MAP, etc...






Apéndice A

Continuidad automatica

A.1. Lema de estabilidad y “gliding hump argument”

El objetivo de la continuidad automatica es el estudio de la continuidad de aque-
llos operadores entre espacios de Banach que gozan de alguna propiedad algebraica
especialmente relevante. Esta teoria se ha desarrollado muy especialmente en el
campo de las dlgebras de Banach, siendo los homomorfismos y las derivaciones las
clases de operadores que més atencidn han recibido. Desde [32], que es quiza el tex-
to mds antiguo donde se hace un estudio pormenorizado del tema hasta [6], que es
quizé el mas actual, hay una amplia gama de textos donde se estudia la continuidad

automatica de operadores.

En este apéndice vamos a ordenar los resultados mds sobresalientes sobre conti-
nuidad automética que necesitamos para el desarrollo de nuestro trabajo. El concep-
to fundamental que vamos a utilizar es el de subespacio separador de un operador

lineal.

A.1.1 Definicion. Sean X e Y espacios de Banach y @ : X — Y un operador lineal.

83
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El subespacio de Y definido por

S(®) = {y €Y tales que existe x, —0en X con ®(x,) —yen Y}

se denomina (subespacio) separador de ®. La nocién de separador de un operador
lineal es bastante antigua. El separador ya fue utilizado en el estudio de homomor-

fismos entre dlgebras de Banach por Rickart en 1950 (Véase [26]).

La importancia del separador radica en que, en virtud del teorema de la grafica
cerrada, un operador lineal ®@ entre espacios de Banach es continuo si, y sélo si,
S (@) = {0}. Esta propiedad del subespacio separador justifica que se haya utilizado
intensamente en el estudio de la continuidad automaética de operadores. Codificamos

seguidamente las propiedades del separador que nos son imprescindibles.

A.1.2 Lema. [32, Lemma 1.2] Sea ® un operador lineal de un espacio de Banach

X en un espacio de Banach Y. Entonces

1. &(®) es un subespacio cerrado de Y .
2. &(®)={0} si, y solo si, P es continuo.

3. Si T y R son operadores lineales y continuos en X e Y respectivamente y
®T = RO, entonces R(S(D)) C &(D).

A.1.3 Lema. [32, Lemma 1.3] Sea ® un operador lineal de un espacio de Banach X
en un espacio de BanachY y sea R un operador lineal y continuo de Y en un espacio

de Banach Z. Entonces

1. R® es continuo si, y sélo si, R(S(®)) = {0}.

2. R(G(®)) = 6(RD).
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3. Existe una constante M, independiente de R y Z, verificando que si RD es
continuo, entonces |[R®|| < M||R||.

Las demostraciones de los dos lemas anteriores son casi inmediatas y pueden ser
consultadas en [32]. En [24] est4 el siguiente resultado, de capital importancia en
todo nuestro trabajo y, en general, en la mayoria de los resultados relacionados con
la continuidad de operadores lineales. Se le conoce coloquialmente como lema de
estabilidad por cuanto que su tesis es la estabilidad de cierta sucesion descendente

de subespacios cerrados.

A.14 Lema. [24, Lemma 6.1.17] Sean X e Y espacios de Banach y sean (T,) y
(Ry,) sucesiones de operadores lineales y continuos en X e Y respectivamente. Si ®
es un operador lineal de X en Y verificando que ®T,, — R,,® es continuo para todo

n € N, entonces existe un natural N verificando

Rl R,6(®) =R, Ry&(®)

para cualquier natural n > N.

Mais que el resultado anterior nosotros utilizamos un caso particular de él y es
cuando se verifica que ®7;, = R, ® para todo n € N que, evidentemente, hace que

®T,, — R, P sea continuo para todo n € N.

La idea subyacente a la demostracion del lema de estabilidad estd ya presente
en un trabajo de Hausdorff de 1932. La aparicion de dicho resultado en el escenario

de la continuidad automaética se debe a Johnson y Sinclair (Véanse [18] y [19]).

Esa idea latente en el lema de estabilidad se puede también manifestar en un
principio ligeramente mas general que el lema anterior; es el conocido entre los
especialistas como gliding hump argument, cuya traduccion podria ser argumento

de la joroba deslizante. Parece razonable no traducirlo. La presentacion que hacen
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Albrecht y Neumann en [1] de este principio es ligeramente més general que la que

nosotros damos a continuacion.

A.l.5Lema. [6] SeanX eY espacios de Banach, sea (T,,) una sucesion de operado-
res lineales y continuos en X. Para cada n € N sea S,, un operador lineal y continuo
de Y en un espacio de BanachY,. Si ® es un operador lineal de X en Y verificando
que

Sp®@T--- T,

es continuo para cualquier n € N, entonces existe un natural N € N de manera que
se cumple que

Sp®@T -+ Ty

es continuo para todon € N.

Realmente nosotros bdsicamente utilizamos una version atin mds particular del

gliding hump argument y es cuando
S ®T1---T,=0

para cualquier n € N, aunque la version clésica es la presentada aqui.

La demostracién del gliding hump argument puede ser consultada en el trabajo
referenciado. Nosotros lo que vamos a dar es la demostracion de que el lema de
estabilidad es, en realidad, una consecuencia de este ultimo resultado. El hecho de
que el gliding hump argument es més general que el lema de estabilidad parece
ser un hecho conocido por todos los expertos en la materia pero que, por lo que
conocemos, nadie se ha molestado en demostrar. Permitannos en este apéndice dar

la demostracion de este hecho.

En efecto, supongamos cierto el gliding hump argument y sean T,, y R,, ope-

radores verificando las hipotesis del lema de estabilidad. Consideramos, para cada
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n € N, el espacio de Banach ¥, =Y/&(R;---R,®) y el operador S,, de Y en Y,
la aplicacion cociente que, obviamente, es continuo. Para poder aplicar el gliding

hump argument necesitamos comprobar que S, P7] - - - T, es continuo para cualquier
natural n, es decir, que &(S, DT ---T,,) = {0}. Pero

S(S,®@T; - T,) = Sp(S(®T; - 1)) = Sp(S (R - Ry D))

que es igual a {0}. Asi estamos en condiciones de aplicar el gliding hump argument
y entonces existird un natural N de forma que S, ®7T; --- Ty es continuo para todo
n> N, es decir, &(S, DT ---Ty) = {0}. Asi

G(Sn(DTl .. -TN) = Sn(G((DTl e TN)) D) Sn(G(CI)Tl .. -TN))
— S, (S(R1---Rn®)) = S, (R RnG (@)).

De aqui se obtiene que

R RN(G((D)) C G(Rl'-'an)) :Rl---Rn(G((D))

para todo n > N, es decir, la inclusién

R Ru(S(®)) C Ry~ Ro(S(D)).

La inclusion contraria viene dada por el ultimo apartado del Lema A.1.2.






Apéndice

Grupos localmente compactos

Es este apéndice vamos a codificar resultados referentes a grupos topoldgicos
localmente compactos y abelianos. Nuestra exposicion no es exhaustiva ni lo preten-
de, solamente recogeremos los resultados que resultan imprescindibles para nuestro
estudio con la intencién de que esta memoria pueda ser leida de una forma auténo-
ma. Si bien en la mayoria de los textos mds actuales el enfoque que se da al estudio
de la teoria de grupos topoldgicos localmente compactos unifica el caso abeliano
y no abeliano, también es cierto que histéricamente se trabajé primero en grupos
abelianos y la teoria de grupos no abelianos ha surgido como una generalizacion
posterior. Ademds los resultados que presentamos en esta memoria tienen también
esa secuencia; en un primer lugar los resultados referentes a grupos abelianos y
posteriormente los resultados referentes a grupos no abelianos. La Este apéndice
se dividird en tres partes, la primera acerca de generalidades de grupos localmen-
te compactos, la segunda dedicada a los resultados y estructuras en el caso en que
el grupo sea abeliano, y en la tercera seccion estudiamos los correspondientes pa-
ra grupos no abelianos. Las propiedades que se presentardn son cldsicas y pueden
ser consultadas (principalmente sus demostraciones, de las que hemos prescindido)

en multitud de textos sobre grupos topoldgicos y andlisis de Fourier en grupos to-

89
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poldgicos. Basicamente para confeccionar esta seccion hemos recurrido al excelente

texto de Folland ([11]) asi como a los més clasicos [13] y [29].

No debemos olvidar que el andlisis de Fourier para grupos topoldgicos local-
mente compactos y abelianos surge como una generalizacion para este tipo de gru-
pos de la transformada de Fourier cldsica. Un primer problema de notacién al que
nos enfrentamos es decidir si nos inclinamos por una notaciéon multiplicativa para
los grupos o una notacién aditiva. Usualmente cuando el grupo es abeliano se suele
utilizar la notacién aditiva, sin que eso sea dbice para que existan grupos abelianos
en los que la operacion es un producto. También usualmente para grupos no abe-
lianos el consenso es utilizar notacion multiplicativa. Cuando estamos hablando en
general hay que decidirse y parece 1dgico decidirse por la notacién multiplicativa
aunque el lector debe entender que todos los resultados que estamos dando con no-
tacién multiplicativa tienen un andlogo en notacion aditiva que, muchas veces, es el

adecuado.

B.1. Preliminares

Vamos a comenzar con la definicién de grupo topoldgico. Respecto a la defi-
nicién de topologia en un conjunto no es el asunto primordial de esta memoria y
suponemos que el lector estd familiarizado con el concepto. Si es de nuestra in-
cumbencia el concepto de grupo topoldgico por cuanto que es la base de todo el

desarrollo del Analisis Armonico.

B.1.1 Definicion. Un grupo G dotado de una topologia se dird un grupo topoldgico
si las operaciones (s,t) — st de G x G en G y la inversién s — s~! de G en G son

ambas continuas.
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Obsérvese que la condicién de la continuidad de las dos operaciones anteriores

se puede sustituir por la continuidad de la funcién

GxG — G
(s,t) +— st7L.
La definicion de grupo topoldgico no hace mds que exigir que la topologia en G
esté bien avenida con las operaciones del grupo. Es claro que, en este caso, las con-
secuencias son inmediatas. Por ejemplo el siguiente resultado, cuya demostracion

es inmediata.

B.1.2 Proposicion. Sea G un grupo topologico y sea a € G. Las aplicaciones r,
y l, : G — G definidas por r,(t) = ta y l,(t) = at para cualquier t € G son ho-
meomortismos de G sobre G. r, y l, son llamadas, respectivamente, la traslacion

derecha e izquierda por a.

Si A es un conjunto de elementos de G y b € G notaremos por Ab = {ab: ac A}
y si A'y B son dos conjuntos de G entonces entenderemos AB={ab: a€A, b€
B}. Finalmente notaremos como A~! = {a~! : a € A}. También es inmediata la

demostracién del siguiente resultado.

B.1.3 Corolario. Sea G un grupo topolégico y sean F un cerrado de G, P un abierto
de G, A un subconjunto cualquiera de G y a € G. Entonces se verifican las afirma-

ciones siguientes.

1. Los conjuntos Fa, aF y F ~1 son cerrados.

2. Los conjuntos Pa, aP, PA, AP y P! son abiertos.

Tampoco entrafia dificultad la siguiente propiedad de los grupos topoldgicos.
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B.1.4 Corolario. Sea G un grupo topologico y sean s y t dos elementos de G.

Entonces existe un homeomorfismo f : G — G verificando que f(s) =t.

Esta ultima propiedad de los grupos topoldgicos se conoce como homogeneidad

del grupo.

Los tres resultados anteriores nos indican que para conocer la topologia de un
grupo topoldgico basta y sobra un conocimiento local de dicha topologia. Real-
mente la topologia de un grupo queda completamente determinada por una base de
entornos del elemento neutro del grupo, al que notaremos por 1. Mds concretamente

tenemos el siguiente resultado.

B.1.5 Proposicion. Sea U una base de entornos abiertos de 1 en un grupo topoldgi-
co G. Entonces las familias {tU : U € U},cq y {Ut: U € U}, son bases para la
topologia de G.

Realmente todo nuestro trabajo se desarrolla en un 4mbito mds restringido que
el de los grupos topoldgicos en general. Necesitamos exclusivamente grupos local-

mente compactos.

B.1.6 Definicion. Un grupo G es localmente compacto si es un grupo topoldgico
cuyo espacio topologico subyacente es localmente compacto. A la vista de las pro-
piedades anteriores esto es equivalente a la existencia de un entorno compacto del

elemento neutro.

La homogeneidad nos permite no tener que exigir la existencia de entornos com-

pactos en todos los elementos del grupo sino tinicamente en el neutro.

Una clase importante de subconjuntos de un grupo topoldgico G son los con-
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juntos simétricos; un conjunto U de un grupo topolégico G se dice simétrico si se

verificaque U~! = U.

B.1.7 Proposicion. En todo grupo topoldgico existe una base de entornos de 1

formada por conjuntos simétricos.

Aun se puede obtener una base con caracteristicas mas especiales.

B.1.8 Teorema. Sea G un grupo topologico. Entonces existe una base U de entor-

nos cerrados de 1 verificando las siguientes afirmaciones.

1. Cada elemento de U es simétrico.
2. DadoU € U existe V € U verificando que VV C U.

3. DadosU € U ya € G existe V € U verificando que V C a~'Ua.

Evidentemente si el grupo es abeliano la tltima afirmacién no aporta ninguna

informacion.

Con respecto a la separacion, la homogeneidad de los grupos topoldgicos hace
que el panorama sea menos amplio que en espacios topoldgicos en general. Aun-
que en algunos textos los grupos topoldgicos se consideran automdticamente 7y,
también es cierto que esta situacion no se da automaticamente, el mismo R con la

topologia discreta, no es 7p. Se tiene en general el siguiente resultado.

B.1.9 Teorema. Sea G un grupo topoldgico. Entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes.

1. GesT.

2. GesT.
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3. GesT.

4. ﬂ U = {1}, donde U es una base de entornos de 1.
Uelu

Ademads se tiene que todo grupo topoldgico Hausdorff es completamente regular

y por tanto también regular.

Comentemos ahora algunos resultados relacionados con los subgrupos de un
grupo topoldgico. La definicidén de subgrupo topolégico de un grupo topoldgico es
sencillamente un subgrupo del grupo con la topologia inducida. Cuando nos refira-
mos a un subgrupo topoldgico evitaremos la palabra topoldgico para hacer menos
pesada la exposicion; al fin y al cabo un subgrupo topolégico de un grupo topoldgi-

€O no es mds que un subgrupo suyo.

B.1.10 Proposicion. Sea G un grupo topologico y H un subgrupo suyo. Entonces
H es también un subgrupo de G. En particular m es un subgrupo de G. Se tiene

ademds que G es Ty si, y sélo si, {1} = {1}.

La siguiente propiedad, que nos resultard de mucha utilidad, es, en cierto modo,

sorprendente.

B.1.11 Proposicion. Sea G un grupo topologico y H un subgrupo abierto de G.

Entonces H es también un subgrupo cerrado de G.

En relacion con lo anterior la existencia de dichos subgrupos abiertos de G no

es dificil de conseguir. Nos basta un entorno simétrico de 1 para construirlos.

B.1.12 Proposicion. Sea U un entorno simétrico de 1 en un grupo topologico G.
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°° n
Entonces H = U (U ---U) es un subgrupo abierto (y por tanto cerrado) de G.

n=1
Si el grupo es conexo entonces tenemos el siguiente corolario.

B.1.13 Corolario. Sea G un grupo topolégico conexo y U un entorno simétrico de

°° n
1. Entonces G = U (U---U).

n=1

Supongamos que H es un subgrupo del grupo topolégico G. Si llamamos G/H
al conjunto de las clases de equivalencia (por la izquierda) médulo H y definimos
q : G — G/H la proyeccién candnica, tenemos la topologia cociente en G/H que
se define de la siguiente forma: un conjunto U C G/H es abierto si, y sélo si, g~ (U)
es abierto en G. La proyeccion g lleva conjuntos abiertos de G en abiertos de G/H,
ya que si V es un abierto de G entonces ¢~ '(¢(V)) = VH que es un abierto segiin

hemos visto en el Corolario B.1.3 y, por tanto, g(V) es abierto en G/H.

Obsérvese que hemos definido el espacio cociente solamente por la izquierda.
También podriamos hacerlo por la derecha pero s6lo necesitaremos esta definicion
unilateral. Suponemos que el lector estd familiarizado con la topologia cociente de
un espacio topolégico. S6lo puntualizaremos algunos resultados por la utilidad que
encontraremos en ellos y que son consecuencia de la estructura de grupo de G. La
estructura de grupo de G induce una estructura de grupo en G/H de forma natural.
Para evitar tener que dar las versiones izquierda y derecha daremos unicamente la
version izquierda pero el lector debe tener en cuenta que hay un resultado andlogo

para cocientes por la derecha.

B.1.14 Teorema. Sea G un grupo topolégico, H un subgrupo de G y q la proyeccion
canonica de G en G/H.
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1.

Si H es cerrado, entonces G/H es Hausdorff.

2. SiG es localmente compacto, también lo es G/H.

3. SiH esnormal, G/H es un grupo topolégico.

Quiza sea el momento de dar algunos ejemplos cldsicos de grupos topoldgicos

localmente compactos.

» Dadon € N, R"” con la operacién suma y la topologia usual de R", es un grupo

topolégico localmente compacto. Es, claramente, abeliano. Igual ocurre con
cn.

El conjunto de los nimeros enteros, Z, es también un grupo topolédgico local-
mente compacto y abeliano cuando consideramos la suma como operacion de
grupo y la topologia inducida por R. Obsérvese que en este caso la topologia

es la discreta.

El grupo cociente R" /Z" es también un grupo localmente compacto y abelia-
no. Realmente en este caso es compacto. Obsérvese que existe un isomorfis-
mo de grupos topoldgicos ¢ : (R"/Z",+) — (T",-) donde T" = {z € C" :
|z| = 1} dado por 0(x1, ...,x,) = (e2™1,... ™) para (xq,...,x,) € R"/Z".
El grupo multiplicativo (T",-) se denomina cominmente el toro de dimen-
sién n. Importancia especial tiene en nuestro estudio el toro de dimension 1,
T ={ze€C: |z =1}. Se puede trabajar indistintamente en R /Z o en T (tam-
bién en dimensiones superiores a 1) pero usualmente se hace en el toro con la

operacion producto.

Si n € N el grupo nZ no tiene mucho interés por ser isomorfo como grupo
topoldgico a Z pero el cociente de ambos Z,, := Z/nZ nos da el grupo finito

de n elementos.
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= Grupos abelianos que tengan notacion multiplicativa, ademds de el toro de

dimension n antes comentado, estdn también los mds bésicos como R\ {0},

R+ 0 C\ {0}.

= Dentro de los grupos no abelianos los mds importantes son los grupos de
matrices regulares de orden n con coeficientes reales o complejos. GL, (R) y
GL,(C) denotan los grupos de matrices reales o complejas con determinante
distinto de 0, cuando consideramos como operacion de grupo el producto
de matrices. Estos grupos tienen unos subgrupos especialmente importantes
que vamos a describir a continuacion. Con este fin presentamos la siguiente
notacién. Si A = (a; j) € GL,(C), definimos su traspuesta A’ = (a;;) y su

conjugada A = (a@; ;).

= O(n) ={A €GL,(R): A=A"""}, el grupo de las matrices ortogonales es un
subgrupo del grupo GL,(R). Es compacto. También es importante el subgru-

po SO(n) de aquellas matrices de O(n) cuyo determinante vale 1.

= Otro subgrupo destacado de GL,(C) es el de las matrices unitarias U (n) =
{A € GL,(C) : A=A""'}. Es también compacto. De forma andloga se define

SU (n) como las matrices de U (n) cuyo determinante vale 1.

= Dentro de otro orden de ideas el grupo libre I, generado por n elementos
es también un grupo topoldgico localmente compacto cuando consideramos
en él la topologia discreta. De hecho cualquier grupo se convierte en grupo

topoldgico localmente compacto considerando la topologia discreta.

= Por ultimo, si tenemos un conjunto finito de grupos localmente compactos
G1,...,G, suproducto G X --- X G, con la topologia producto es también un

grupo localmente compacto.

Posiblemente la importancia de los grupos localmente compactos reside en la

existencia de una medida con propiedades muy especiales. Esta es la medida de
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Haar. La construccién de la medida de Haar es laboriosa pero estd recogida casi en
todos los manuales sobre Analisis Armoénico; por ejemplo la construccion puede ser
consultada en [11]. La existencia de la medida de Haar viene dada por el siguiente

resultado.

B.1.15 Teorema. Sea G un grupo topoldgico localmente compacto. Entonces existe
una medida positiva A definida sobre la 6-dlgebra de Borel de G que satistace las

siguientes afirmaciones.

1. AMU) > 0 para cualquier abierto no vacio U de G.

2. AMK) < oo para cualquier compacto K de G.

3. M(tA) = A(A) para cualquier conjunto boreliano A C G y cualquiert € G.

4. MU)=sup{MK): KCUy K compacto }, para cualquier abierto U de G.

5 MA)=inf{A(U): ACU y U abierto } para cualquier conjunto boreliano
ACG.

6. Si) es otra medida verificando las condiciones anteriores se tiene que existe

una constante positiva c de forma que
N(A) = cM(A)

para cualquier conjunto boreliano A C G.

A la medida cuya existencia garantiza el teorema anterior (y que, obviamente,
puede ser considerada en la completacion de la ¢-dlgebra de Borel) se le llama me-
dida de Haar sobre G. Realmente la medida de Haar no es unica sino que, como
afirma el resultado anterior, cualesquiera dos medidas de Haar difieren en una cons-
tante. Nosotros fijaremos una medida de Haar A y todo el trabajo lo haremos con

respecto a esa medida.
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Hablando con propiedad, el teorema anterior lo que nos proporciona es una me-
dida de Haar izquierda sobre G. La cuarta afirmacion que debe cumplir la medida
de Haar significa que es invariante por traslaciones izquierda en el grupo. Andlogo
al teorema anterior hay otro afirmando la existencia y unicidad (salvo constantes
positivas, por supuesto) de una medida sobre G verificando las mismas propiedades
anteriores pero cambiando la cuarta por la invarianza de la medida por traslaciones
derecha. Pero observemos que si A es nuestra medida de Haar fijada sobre G y de-
finimos A sobre los elementos de Bj como X(A) = MA~!) para A € B se tiene que
A es una medida derecha sobre G. Ademds toda medida derecha se obtiene de esta
forma. Existe, pues, una simetria total entre medidas de Haar izquierda sobre un
grupo G y medidas de Haar derecha sobre el mismo grupo. Lo habitual es trabajar
con la medida de Haar izquierda y nosotros hemos decidido mantener esta conven-
cion. Es decir, A verifica las afirmaciones del teorema anterior, pero se puede hacer

una teoria andloga con una medida de Haar derecha.

La existencia de la medida de Haar, afirmada en el teorema anterior, es conocida
explicitamente en una amplia cantidad de grupos. Mencionaremos algunos de los

mas usuales.

= EnR"y C”, con n € N, la medida de Haar es la medida de Lebesgue.

= En el grupo multiplicativo R \ {0} la medida de Haar es la medida cuya inte-

gral asociada viene dada por

_ ),
/R\{O}f(x)dm) _/R\{O} o @

para f € Coo(R\ {0}), el conjunto de las funciones continuas de soporte com-
pacto en R\ {0}, donde la integral del segundo miembro de la igualdad se

entiende respecto a la medida de Lebesgue.

= En el grupo multiplicativo C\ {0} la medida de Haar es la medida cuya inte-
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gral asociada viene dada por

Foo oo
Lo farmanteri) = [ [ flesiv)dedy/ (2 4+57)
C\{0) o S

para f € Coo(C\ {0}), donde la integral del segundo miembro de la igualdad

se entiende respecto a la medida de Lebesgue.

En 7Z, asi como en todos los grupos discretos, la medida de Haar es la medida

contadora.

En R/Z la medida es la medida de Lebesgue. Si vemos R/Z como el toro T

entonces la medida de Haar es la medida de Lebesgue dividida por 27.

En GL,(R) la medida de Haar es la medida cuya integral asociada es la dada

por

/G i/ (DVMT) = | pyar/dery,

GL,(R)
para f € Coo(GL,(R)), donde dT es la medida de Lebesgue en el espacio de
las matrices cuadradas de orden n sobre R. En este caso, aunque el grupo es

no abeliano, la medida de Haar es tanto una medida izquierda como derecha.

Si el lector quiere completar el conocimiento de las medidas de Haar sobre grupos

concretos puede consultar [11] o [13], donde se dan explicitamente las medidas de

Haar en otros grupos concretos.

Obsérvese que si tenemos A la medida de Haar izquierda en un grupo topoldgi-

co localmente compacto G y nos tomamos x € G podemos definir otra medida de

Haar izquierda en G, A, mediante la expresion A(E) = A(Ex) para E € B). La

unicidad de la medida de Haar izquierda sobre G nos proporciona un nimero posi-

tivo A(x) que verifica que A, = A(x)A. A la correspondiente funcién que se obtiene

A: G — R se le llama funcién modular de G, y es un homomorfismo de G en

(R*,-). La funcién modular mide, en cierta manera, lo que le falta a una medida
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izquierda para ser una medida derecha. Evidentemente, si el grupo es abeliano, la
funcion modular vale constantemente el valor 1 pero, ademads, por ser un homomor-
fismo de G en (R™,-), si el grupo es compacto la funcién modular también vale
constantemente 1 y, por tanto, toda medida izquierda es también una medida dere-
cha cuando el grupo topoldgico es compacto. Los grupos en los que A = 1 se llaman

grupos unimodulares.

Como hemos afirmado anteriormente consideraremos fijada una medida de Haar
izquierda A y no se hard mencién expresa a dicha medida. Asi, por ejemplo, si f :

G — C es una funcion integrable respecto a dicha medida notaremos simplemente
J f(t)dt para referirnos a [ f(¢)dA(t).

El espacio vectorial C¢ = {f : G — C} de las funciones con dominio en
G con valores complejos tiene varios subespacios vectoriales destacados con los
que trabajamos frecuentemente a lo largo de toda la memoria. Por ejemplo, no-
taremos por C(G) y Co(G) los espacios de las funciones continuas y continuas
que se anulan en oo sobre G respectivamente. Ambos subespacios, con la norma
| flle = {sup|f(z)| : t € G} son espacios de Banach. Otros espacios de Banach

destacados son los espacios

1/p
LP(G):{f:G—>(C: £ es medible y [/G|f(t)|pdt] <oo}

donde 1 < p < <o con la correspondiente || || ,. Como es usual, estamos identificando
funciones que difieren en un conjunto de medida nula. Obsérvese que la definicién
de los anteriores espacios no cambia si elegimos como prefijada una medida de
Haar distinta. Lo que si cambia es la norma, que queda multiplicada por la corres-

pondiente constante.

La definicion de L (G) es mas delicada. Si la medida A es 6-finita, lo cual ocurre

si, y solo si, G es 6-compacto (que son los casos mds importantes para nosotros),
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entonces la definicion de L (G) es la habitual.

L*(G)={f:G—C: existe M>0: AM{reG: |f(t)|>M})=0}
definiéndose ||f|| como el infimo de las constantes M que verifican la anterior
condicién.

En el caso de que la medida A no sea G-finita, entonces se debe involucrar el
concepto de medida local nula. En este caso f € L*(G) si existe M > 0 verificando
que para cualquier A C G con A(A) < oo se tiene que A({t € A: |f(¢)| > M}) =0.

La norma || f|. vuelve a ser el infimo de los M que verifican la condicién anterior.

En el espacio vectorial C® tenemos dos tipos de aplicaciones destacadas: Las

traslaciones izquierda y derecha.

B.1.16 Definicion. Sea G un grupo topoldgico localmente compacto y sea t € G.

Definimos las traslaciones izquierda y derecha por ¢, L;,R; : C¢ — C® como
L(f)(s)=f(t""s)
Ri(f)(s) = f(st)

para cualesquiera f € C%y s € G.

En un principio puede parecer extrafia la definiciéon de L;. La razoén es bien
sencilla si se quiere que las aplicaciones t — L; y t — R; sean homomorfismos de

grupo, ya que con las anteriores definiciones se tiene que
Lig=LLs y Ris=RiR;

parasy?enG.

Obsérvese que en el caso abeliano ambas traslaciones izquierda y derecha por

t € G son, basicamente, la misma; realmente en dicho caso se tiene que R, = L,—1. En
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este caso, cuando G es abeliano, no haremos distincion entre traslaciones izquierda

y derecha y consideraremos 7; = R; parat € G.

B.1.17 Definicion. Sea G un grupo topolégico localmente compacto y sean fy g

funciones de L' (G). Se define la convolucién de fy g, como la funcién f*g: G —
C dada por
(r+8)(s)= [ ring

La integral que define la convolucién de f' y g existe para casi todo s € Gy se

verifica que

1+ gl < Sl

como consecuencia de la invarianza por traslaciones de la medida de Haar y el
Teorema de Fubini. También es facil demostrar que la convolucién es asociativa.
Ademas es conmutativa si, y sOlo si, el grupo G es abeliano. Asi L (G) esté dotado,
con la convolucién como producto, de estructura de dlgebra de Banach, que ademads

es conmutativa si el grupo es abeliano.

Utilizando la equivalencia entre la medida de Haar izquierda y derecha y la
invarianza de dichas medidas por traslaciones izquierda y derecha respectivamente
se obtienen distintas expresiones de la convolucién. Para f y g en L!(G) se tiene

que

(f*g)(s /fst Nt = /f D — /f ().

La convolucion puede ser definida en un ambiente mds amplio que para funcio-
nes de L!(G). Si consideramos M(G) el conjunto de las medidas de Radon de G
con valores complejos y acotadas y tenemos u y v dos medidas en M(G), denota-
remos por u X Vv la medida producto en G x G. Para un conjunto de Borel B de G

el conjunto Eg = {(s,r) € Gx G: st € B} es un conjunto de Borel en G x G. Si
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definimos
(u*V)(B) = (ux V)(EB)
tenemos que uxv € M(G).

La convolucion de medidas sigue siendo asociativa, y es conmutativa si, y solo
si, el grupo G es abeliano. Ademds, para u,v € M(G), se tiene que ||ux V|| < ||ul|||v|l,
donde ||u|| es la variacion total de . Pero si consideramos d; 1a medida concentrada
en un elemento s € G, es decir O;(E) =0sis ¢ E'y Os(e) = 1 sis € E, se tiene que
que u* 8 = &) * u = u para cualquier u € M(G), y M(G) es un édlgebra de Banach

con unidad &;. Ademads se tiene que si s,z € G entonces Oy = O * 0.

Que &, pertenezca a L!'(G) depende de que la topologia de G sea la discreta.

Esto nos motiva el siguiente resultado.

B.1.18 Proposicion. Sea G un grupo topolégico localmente compacto. El dlgebra
L! (G) tiene unidad si, y sélo si, G tiene la topologia discreta. En particular, si G es

compacto entonces L (G) tiene unidad si, y sélo si, G es finito.

En cualquier caso G tiene unidades aproximadas izquierda y derecha, es decir
existe unared (fy), con o, € A, de funciones de L' (G) verificando que para cualquier
f €LY (G), las redes (f * fy) y (fo* f) convergen en media a f.

No olvidemos que L' (G) puede ser interpretado como el subconjunto de M(G)
consistente en las medidas que son absolutamente continuas con respecto a la me-
dida de Haar y, en este sentido, la convolucion definida para medidas no es mas que
una extensién de la definicién de convolucién para funciones de L' (G). Obsérvese
que, con la convolucién como producto, L' (G) es un ideal bildtero de M(G) y, si

ucM(G)y f €L (G),laconvolucién se comporta de la siguiente forma.

(e )(s) = [ Fa5)du(e) y (Fra)(s) = [ o )A0duto)

para cualquier s € G. En particular, para medidas concentradas en un punto x € G
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se tiene que
Sex f=Li(f) y f+d: =R 1(f)A(x 1)
para cualquier f € L!(G).

B.2. Grupos abelianos

En esta seccién daremos algunos resultados que son exclusivos de grupos to-
poldgicos localmente compactos y abelianos. En el caso en que el grupo sea abelia-
no la notacién usual suele ser la aditiva. Asi el neutro lo denotaremos O y el inverso
de un elemento ¢ se denotard —¢. De todas formas no hay que olvidar que tam-
bién hay grupos abelianos que tienen como operacion el producto. Baste pensar en
R\ {0} o en T. Este dltimo grupo, el toro de dimensién 1, cumple una labor deci-
siva en lo que sigue. En el caso en que el grupo topoldgico localmente compacto
sea abeliano tenemos un concepto adicional en la estructura de grupo como es la
dualidad.

B.2.1 Definicion. Sea G un grupo topolégico localmente compacto y abeliano. Un
cardcter de G es un homomorfismo continuo y de G en T. El conjunto de todos los
caracteres de G, con el producto definido puntualmente, es un grupo abeliano que
se denomina el grupo dual de G y se nota G. El neutro de G es el carécter que toma
constantemente el valor 1. Resumiendo, las propiedades que cumple el grupo dual

G son las siguientes.

1. y(s+1) = Y(s)y(¢) para cualesquiera s,r € Gy Y€ G vy, en consecuencia,
¥(0) = 1 para todo y € G.

2. (M) (s) =y(s)n(s) para cualesquicray,u € Gy s € G.

3. Y(—s)=7(s)"' =y(s) parase GyyeG.
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En G se pueden considerar varias topologias interesantes. Una de ellas es la to-
pologia de la convergencia puntual pero la que da unas propiedades mds interesantes
es la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos. Si tenemos y € é, una
base de entornos de Y en la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos

estaria formada por conjuntos de la forma
Vex ={ne€ G: [Y(x) —n(x)| <€, paratodo x € K}

donde € varia en los positivos y K C G varia entre los compactos de G.

B.2.2 Teorema. Sea G un grupo topolégico localmente compacto y abeliano. En-
tonces G con la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos es también

un grupo topologico localmente compacto y abeliano.

En todo nuestro trabajo cuando hablamos del grupo dual G de un grupo local-
mente compacto y abeliano estamos considerando a G dotado de la topologia de la
convergencia uniforme sobre compactos, sin necesidad de hacer mencién especial
a este hecho. Cuando G es discreto o compacto se puede obtener una informacion
mds amplia sobre el grupo dual. Si G es compacto se tiene que G C L=(G) C LP(G)
para p > 1 y de ello se obtienen interesantes propiedades. Recordemos que cuando

G es compacto la medida de Haar la consideramos normalizada de forma que la
medida de G sea 1.

B.2.3 Proposicion. Sea G un grupo topologico compacto y abeliano. Entonces G

es un conjunto ortonormal de L*(G).

B.2.4 Proposicion. Sea G un grupo topolégico localmente compacto y abeliano. Si

G es compacto entonces G es discreto y si G es discreto, entonces G es compacto.

En algunos de los grupos clésicos el espacio dual es conocido.
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B.2.5 Proposicién. Siy € R entonces el operador y,(x) = ¢?™> de R en T define
un cardcter en R y ademds todo cardcter en R tiene esta forma. La aplicacion y — vy
es un homeomorfismo y un isomorfismo de R sobre R. De forma andloga el dual de

R”" puede identificarse con R" para cualquier natural n.

B.2.6 Proposicion. Sea n € Z y definamos el operadory, : T — T como ¥,(z) =
Z". Entonces Y, € T y la aplicacion n — v, es un homeomorfismo y un isomorfismo
de Z sobre T.

B.2.7 Proposicion. Seaa € T y definamos?, : Z — T comoy,(n) = a". Entonces

Ya € Z y la aplicacién a — vy, es un homeomorfismo y un isomorfismo de T sobre
Z.

B.2.8 Proposicion. Sea n € N y consideremos el grupo finito de n elementos Z,,.
Dado p € 7, se define la aplicacion y, : Z, — T como y,(q) = ¢*™P4/", Entonces

Yp € Zy y la aplicacion p — v, es un homeomorfismo y un isomorfismo de Z, sobre

—~

L.

La dualidad también tiene un comportamiento esperable con el producto de gru-

pos.

B.2.9 Proposicion. Sean G, ...,G, un conjunto finito de grupos topologicos lo-

calmente compactos y abelianos. Entonces

o~

(G x - %X Gy) =Gy X -+ X Gp.

Siguiendo en el ambiente de grupos abelianos tenemos otro concepto de vital

importancia en el desarrollo del andlisis armonico como es la transformada de Fou-
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rier. Recordemos su definicion.

B.2.10 Definicion. Sea G un grupo topoldgico localmente compacto y abeliano.
Se denomina transformada de Fourier al homomorfismo contractivo ~ definido en

L'(G) con valores en Cy(G) como

7= [ ren@ar

A laimagen de una funcién f € L' (G) por la transformada de Fourier se le llama
transformada de Fourier de f y la imagen de la transformada de Fourier se denota

-~

A(G), el dlgebra de Fourier de G, que es un subespacio denso de Cy(G).

La transformada de Fourier aqui presentada es una generalizacién de los con-
ceptos clésicos de (coeficientes de) series de Fourier en el caso de que G =T y

también de la transformada de Fourier cldsica de funciones de L' (R).

Al afirmar en la definicién anterior que la transformada de Fourier es un ho-
momorfismo de L' (G) en Co(G) estamos afirmando que la transformada de Fourier
estd bien avenida con la convolucion. Este hecho es trascendental para nosotros.
En el resultado siguiente se recoge esta propiedad asi como la relacion de la trans-
formada de Fourier con las traslaciones, que también es de vital importancia en el

desarrollo de todo nuestro trabajo.

B.2.11 Teorema. Sea G un grupo topoldgico localmente compacto y abeliano. Si

f.gcLY(G),y¢e Gyt € G se tiene que

—_—

1. fxg=fg.
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B.2.12 Notas.

= Dado Y€ G, la aplicacién ¢y: L' (G) — C definida por @y(f) = f(y) para f €
L'(G) es claramente lineal. Este hecho junto con la primera afirmacién del
teorema anterior nos da que dicha aplicacion es un homomorfismo (no trivial)
de L'(G) en C. Pero es mds, cualquier homomorfismo de L'(G) en C se

obtiene mediante el procedimiento anterior para conveniente Y € G. Ademas,

si Y # u se tiene que @y # @

» SiyueGyfel (G) se verifica que

-~

uf () =T, f().

Si interpretamos L' (G) como el subespacio M, (G) de M(G), ya anteriormente
comentado, de las medidas de M(G) que son absolutamente continuas con respecto
ala medida de Haar, la definici6n de transformada de Fourier de funciones de L! (G)

puede ser extendida a medidas de M(G).

B.2.13 Definicion. Sea G un grupo topoldgico localmente compacto y abeliano. Se

define la transformada de Fourier como la aplicacién ~: M(G) — C(G) definida

por

() = [ Yodu(r)

parape M(G)yye G.

La transformada de Fourier, cuando se considera en el ambiente de medidas re-
cibe, en la mayoria de los textos, el nombre de transformada de Fourier-Stieltjes. La
transformada de Fourier-Stieltjes comparte muchas propiedades con la transforma-

da de Fourier.
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B.2.14 Teorema. Sea G un grupo topoldgico localmente compacto y abeliano. En-

tonces se verifican las siguientes afirmaciones.

1. SipeM(G), entoncesfi: G — C es uniformemente continua y acotada.
2. Siu,m € M(G) entonces u*m = .

3. Dadavye G, la aplicacién @y : M(G) — C definida por @y(u) = u(y) es un

homomorfismo de algebras.

-~

4. Sif €LY (G)yus eslamedida con funcion de densidad f, entonces iy = f.

Finalmente vamos a hacer algunos comentarios acerca del Teorema de Pontr-
jagin sobre dualidad. Obsérvese que, para un grupo topoldgico G localmente com-
pacto y abeliano, con grupo dual é, los elementos de G pueden interpretarse como
caracteres de G. Es decir, para cada r € G tenemos un carécter ¢(z) en G definido
por (z)(y) = () paray € G. ¢ es claramente un homomorfismo de grupos de G en
G.

B.2.15 Teorema ( Pontrjagin). Sea G un grupo topolégico localmente compacto y
abeliano. La aplicacion ¢ : G — G definida por ¢(¢)(Y) = y(t) parat € Gy ye G

es un isomorfismo de grupos topologicos.

El Teorema de Pontrjagin tiene consecuencias importantes para el desarrollo de
nuestro trabajo. Los siguientes resultados son ejemplos de ello. En primer lugar

enunciaremos el Teorema de unicidad de Fourier.

B.2.16 Teorema. Sea G un grupo topoldgico localmente compacto y abeliano y
sean u,m € M(G), con ti =M. Entonces u = 1. En particular, si f,g € L'(G) con
f: g, entonces f = g.
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Como consecuencia se tiene el siguiente resultado.

B.2.17 Corolario. Sea G un grupo topoldgico localmente compacto y abeliano.

Entonces M(G) y L' (G) son dlgebras semisimples.

Ademas la dualidad entre grupos compactos y discretos es totalmente simétrica.

B.2.18 Corolario. Sea G un grupo topolégico localmente compacto y abeliano. Si

G es compacto entonces G es discreto y si G es discreto entonces G es compacto.

El Teorema de Pontrjagin nos proporciona también una pulcra dualidad entre
subgrupos y cocientes de grupos topoldgicos localmente compactos y abelianos. Si

H es un subgrupo cerrado de un tal grupo G se define
H ={yeG: y(1)=1, Vi€ H}.
H*' es claramente un subgrupo cerrado de G.

B.2.19 Proposicion. Sea G un grupo topologico localmente compacto y abeliano y

H un subgrupo cerrado de G. Entonces H+ = H.

B.2.20 Teorema. Sea G un grupo topolégico localmente compacto y abeliano y H
un subgrupo cerrado de G. Sea q : G — G/H la aplicacion cociente y consideremos
las aplicaciones @ : (G/H) — HY yW:G/H+ — H definidas como ®(y) = yoq
paraye (G/H) y¥W(yH') = Yju paray € G. Entonces ® y ¥ son isomorfismos de

grupos topologicos.

La sobreyectividad de la aplicacion ¥ del teorema anterior nos proporciona un

teorema del tipo Hahn-Banach para grupos topoldgicos.
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B.2.21 Teorema. Sea G un grupo topoldgico localmente compacto y abeliano y
H un subgrupo cerrado de G. Entonces todo cardcter de H se puede extender a un

cardcter de todo el grupo G.

B.3. Grupos no abelianos

En esta seccion vamos a presentar algunos conceptos relacionados con grupos
localmente compactos no abelianos. El principal concepto es el de representacion
unitaria de un grupo G localmente compacto. Una definicién que, cuando el grupo
es abeliano, ya es conocida aunque no la hayamos definido con ese nombre. A partir
del concepto de representacion unitaria obtendremos resultados interesantes para
nuestro estudio como el Lema de Schur o el Teorema de Gelfand-Raikov. Como ya
hemos comentado anteriormente, por costumbre se utiliza la notacién multiplicativa
en la operacion de grupo cuando este es no abeliano, frente a la notacién aditiva

utilizada usualmente en el caso de grupos abelianos.

B.3.1 Definicion. Sea G un grupo localmente compacto. Una representacion uni-
taria de G es un homomorfismo 1t de G en el grupo U(Hy) de operadores unitarios
sobre algun espacio de Hilbert Hy, que es continua con respecto a la topologia fuerte

de operadores.

Dicho de otra forma, una representacion unitaria de G es una aplicacién T :

G — U(Hpy) verificando las siguientes propiedades.
1. m(st) =mn(s)n(t) para cualesquiera s,t € G.
2. w(s 1) =mn(s)"! =n(s)* paras € G.

3. Laaplicacién f — m(f)x de G en Hy es continua para cualquier x € Hy.
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Realmente la segunda propiedad es consecuencia de la primera y de que la imagen
de m esté dentro de los operadores unitarios en Hy. Al espacio de Hilbert Hy se
le llama el espacio de representacion de 7 y su dimension es lo que se llama la

dimension de la representacion unitaria 7.

Podrian definirse otro tipo de representaciones de un grupo G en algin grupo de
operadores lineales continuos e invertibles en algin espacio vectorial topolédgico,
pero nosotros solamente trabajaremos con representaciones unitarias. Asi, si alguna
vez falta la palabra unitaria acompanando a la representacion o bien es por error o
bien para no hacer demasiado reiterativa la exposicion pero en cualquier caso debe

entenderse que cualquier representacion es unitaria.

El ejemplo mds inmediato de representacion unitaria de un grupo G es la repre-
sentacion trivial que lleva a cualquier elemento del grupo en la aplicacion identidad
en un espacio de Hilbert. Evidentemente esta representacion no da mucha infor-
macion sobre la estructura de grupo. Aparte de la representacion trivial también es
estandar la representacion regular izquierda asociada a la traslacion izquierda por
elementos del grupo. Si G es un grupo localmente, la representacion regular izquier-
dade G,y : G — L(L?*(G)) esta definida como

nL(1)f(s) = Lif(s) = f(r™"s)

para s,t € Gy f € L*(G). Los operadores de traslacién derecha R; , t € G, tam-
bién inducen una representacién regular derecha. Si en L?(G) consideramos fijada
una medida de Haar derecha la representacién ng : G — L(L?(G)) definida co-
mo Tg(¢)f(s) = R, f(s) = f(st) para s,t € Gy f € L*>(G) es una representacion
unitaria de G. Pero si en L?(G) consideramos nuestra medida de Haar izquierda la
representacion g : G — L(L2(G)) definida como Tg(r) f(s) = A(t) /2R, f(s) =
A(t)'/2f(st) paras,t € Gy f € L*(G) es también una representacion unitaria de G

en L?(G), donde A es la funcién modular de G.

Asociado al concepto de representacion unitaria tenemos relacionados otros
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conceptos.

B.3.2 Definicion. Sea G un grupo localmente compacto y sean mt; y mp dos re-
presentaciones unitarias de G. Un operador de intercambio entre 7| y Ty es una
aplicacion lineal y continua T : Hy, — Hpy, verificando que 7w () = m(¢)T para
todo ¢ € G. Cuando dicho operador exista se dird que las representaciones 1| y T

son equivalentes.

Como ejemplo mds inmediato de representaciones equivalentes tenemos las dos
representaciones regulares derecha ntg y Tg. El operador T : L?(G) — L*(G) defi-
nido por T (f) = Al/2 f es el operador de intercambio (obsérvese que en el dominio
de T estamos considerando la medida de Haar derecha y en el codominio la medi-
da de Haar izquierda). También se tiene que Ty es equivalente a la representacion
regular izquierda 7t; mediante el operador de intercambio T'(f)(s) = f(s~!) para
fel*(G)yscaG.

B.3.3 Definicion. Sea 7 una representacion unitaria de un grupo localmente com-
pacto G y M C Hy un subespacio cerrado de Hy. M se dice que es invariante por T

si ()M C M paratodot € G.

Si m admite un subespacio M invariante y no trivial (M # {0} y M # Hp), en-
tonces se dice que T es reducible. En caso contrario se dird que la representacion es

irreducible.

Ya tenemos definidos los elementos basicos del andlisis arménico sobre grupos
localmente compactos: las representaciones unitarias e irreducibles de dichos gru-
pos. Mds concretamente, las clases de equivalencia de dichas representaciones con
respecto a la relacion de equivalencia de ser equivalentes. Hay una relacion entre la

irreductibilidad de una representacion unitaria y los operadores de intercambio. Es
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el siguiente resultado.

B.3.4 Lema ( de Schur). Sea G un grupo localmente compacto. Una represen-
tacion unitaria T de G es irreducible si, y solo si, el conjunto de operadores de
intercambio entre T y si misma se reduce a la identidad. Si 7| y m; son dos repre-
sentaciones irreducibles de G equivalentes entonces el conjunto de los operadores

de intercambio entre | y T, tiene dimension 1.

Como consecuencia del Lema de Schur tenemos el siguiente resultado que des-

cribe las representaciones cuando el grupo es abeliano.

B.3.5 Corolario. Sea G un grupo localmente compacto y abeliano. Entonces todas

sus representaciones unitarias e irreducibles tienen dimension 1.

En el caso de que el grupo sea abeliano las representaciones unitarias e irredu-

cibles del grupo no son méds que los caracteres del grupo.

Realmente, las representaciones unitarias e irreducibles de un grupo localmente
compacto son la base del Andlisis Arménico, aunque por el momento no hemos
visto que exista tal cantidad de representaciones de ese tipo como para determinar
la estructura del grupo. Sin embargo, si que hay bastantes, como prueba el siguiente

resultado.

B.3.6 Teorema (de Gelfand-Raikov). Sea G un grupo localmente compacto. En-
tonces el conjunto de las representaciones unitarias e irreducibles de G separan los
puntos de G. Es decir, si s,t € G con s # t, entonces existe una representacion uni-

taria e irreducible T de G verificando que 1t(s) # T(t).

Cada representacion unitaria T de un grupo localmente compacto G determina
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una representacién de L' (G), a 1a que seguiremos llamando 7, de la siguiente forma.

Si f € L'(G), definimos el operador acotado 7t(f) : Hy — Hy como

n(f) = [ fom(a,

entendiendo este operador definido en su forma débil, es decir, para cada u € Hy se

define 7t( f)u por su accién sobre cada v € Hy que es

(), v) = /G F()(m()u,v)dr. (B.1)

Obsérvese que para cada u,v € Hy el operador 1 — (1(t)u, v) estd acotado por lo que
la integral en la derecha de la expresion B.1 tiene sentido. Ademads |(mt(f)u,v)| <

[ullIVI[I£111+ y 7(f) es un operador lineal en Hy con [[m(f)]| < || f}-

Por ejemplo, si consideramos 7y, la representacion regular izquierda del grupo
G en L*(G) entonces iy (f)g = f+xg para f € L'(G) y g € L*(G).

Las principales propiedades generales de la representacién de L!(G) quedan

recogidas en el siguiente resultado.

B.3.7 Teorema. Sea Tt una representacion unitaria de un grupo localmente compac-

to G. Entonces se verifican las siguientes propiedades.
L. n(f+g)=mn(f)n(g), para f,g € L'(G).
2. w(f*) =mn(f)*, paratodo f € L'(G).
3. n(t)n(f) =n(Lf), parat € Gy f € L'(G).
4. w(f)n(t) =A@t (R f), parat € Gy f € L'(G).

5. Eloperadorm : L'(G) — L(Hy) no es idénticamente nulo.

Volviendo a las propiedades de las representaciones, cuando estdn definidas en

el grupo, se tiene el siguiente resultado en grupos compactos.
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B.3.8 Teorema. Sea G un grupo compacto. Entonces cualquier representacion uni-

taria e irreducible de G es de dimension finita.

El teorema de Gelfand-Raikov garantiza que las representaciones unitarias e
irreducibles de un grupo separan los elementos del grupo. Si el grupo es compacto
(o abeliano) el teorema anterior garantiza que las representaciones unitarias, irre-
ducibles y de dimension finita separan los puntos del grupo, pero en general las

representaciones de dimension finita no tienen por qué separar los puntos del gru-

po.

B.3.9 Definicion. Sea G un grupo localmente compacto. Notaremos G al conjunto
de las clases de equivalencia de las representaciones unitarias e irreducibles de G. A
la clase de equivalencia de una tal representacion 7 la denotaremos como [r]. Asi la
expresion “[rn] € G” hay que entenderla como que T es una representacion unitaria

e irreducible de G.

En G se suele considerar una topologia estdndar, que pasamos a discutir.

Sea G un grupo localmente compacto. Si f € L!(G), podemos definir

£l = sup{[I= ()] : [n] € G}.

Claramente ||-||. es una seminorma en L!(G) verificando que ||f||« < ||f||1 para

cualquier f € L'(G). Las principales propiedades de ||-|| quedan recogidas en el

siguiente resultado.

B.3.10 Teorema. Sea G un grupo localmente compacto. Entonces se verifican las

siguientes afirmaciones.

1. |||+ es una norma en L' (G).
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2. |If*glls < IfIllgll« para f y g en L'(G).
3. Ml = 171« para f € L'(G).

4. |f* = fll« = If11% para f en L'(G).

Asi, las operaciones de dlgebra y la involucién de L' (G) estdn bien avenidas
con la norma ||-||+. A la completacién de L' (G) con la norma ||-|| se le llama la C*-
dlgebra de grupo de G , C*(G). A los elementos de C*(G) los seguiremos notando
como a los elementos de L' (G) aunque propiamente no tienen por qué pertenecer
a L'(G). Como ejemplo, en el caso abeliano, para f € L'(G), es |||« = || f]l ¥

-~

C*(G) es isométricamente *-isomorfo a Cy(G).

Toda -representacién de L! (G) se extiende de forma tinica a una x-representacién
de C*(G) y, ademds, (véase el capitulo 12 de [25]) toda x-representacion esencial de
C*(G) induce una representacion unitaria de G. Hay, por tanto, una corresponden-
dencia biunivoca entre representaciones unitarias de G y x-representaciones esen-

ciales de C*(G). Si m es una representacion unitaria de G, su nicleo
ker(m) = {f € C*(G) : n(f) =0}

es un ideal bildtero y cerrado de C*(G). Este tipo de ideales, los ideales de la for-
ma ker(7) con T una representacion unitaria e irreducible de G, se llaman ideales
primitivos de C*(G).

Prim(G) = {ker(n) : [r] € G}.

Obsérvese que no dependen del representante elegido dentro de la clase de equiva-

lencia [m].

Si U es un subconjunto no vacio de Prim(G), se define U C Prim(G) como

U={I€Pim(G): I> () J}.
Jeu
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También definimos 0 = 0.

B.3.11 Proposicion. Sea G un grupo localmente compacto y sean U,V C Prim(G).
Entonces se tiene que U C U, U =U yU UV = U UV, y existe una tinica topologia

en Prim(G) con respecto a la cual U es la clausura de U.

Esta topologia recibe el nombre de topologia Hull-kernel en Prim(G) y es siem-

pre Tp.

Si G es un grupo localmente compacto y [] € G su niicleo ker(r) € Prim(G)
y la aplicacién [1] — ker(r) de G — Prim(G) es sobreyectiva. Es posible definir
entonces una topologia en G de la siguiente forma. Un subconjunto de G es abierto
si es de la forma {[r] € G: ker(n) €U } para un abierto U en la topologia Hull-
kernel de Prim(G). La topologia asi definida en G se llama topologia de Fell de

o~

G.

B.3.12 Proposicion. Sea G un grupo localmente compacto. Si G es abeliano en-
tonces la topologia de Fell de G coincide con la topologia usual de convergencia
uniforme sobre compactos. Si G es compacto, entonces la topologia de Fell de G es

la topologia discreta.

Cuando G no es abeliano ni compacto la topologia de Fell de G no tiene por

qué ser Hausdorff.

Para terminar este apéndice vamos a definir la version para grupos de los lla-
mados polinomios trigonométricos clasicos de la transformada de Fourier. Cuando
G es un grupo abeliano G es un conjunto de funciones continuas sobre G. En el
caso no abeliano el correspondiente conjunto de funciones continuas sobre G son

los elementos matriciales de las representaciones unitarias e irreducibles de G.
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Si 1 es una representacion unitaria e irreducible de G, dado u,v € Hy un elemen-
to matricial de w es la funcién ¢,,,, : G — C definida como ¢,,,,(¢) = (n(¢)u,v) para
t € G.Sit € Gy u,vson elementos de una base ortonormal de Hy entonces ¢, (t)
es una de las entradas de la matriz que representa a 7t(7) en dicha base. En el caso en
que la representacion sea de dimension finita, entonces, fijada una base ortonormal
{e1,...,en} en Hy, llamaremos 1y a la matriz que representa a T en {ey,...,e,} ,
es decir my¢(¢) es la matriz unitaria que representa a 7(z) en dicha base. Obsérvese
que la funcion ¢ — my((7) de G en M, (C) es una funcién continua. Representado
matricialmente Ty (t) = (m; ;(¢)) donde m; ;(t) = (n(t)ej, e;), parai,j € {1,...,n}.
Llamaremos polinomios trigonométricos a las funciones continuas 7t; ; definidas en
G con valores en C, para i, j € {1,...,n}. El conjunto de todos los polinomios trigo-
nométricos se obtiene cuando movemos [1] € G. Para [n] € G y {ey,..., e, } una base
ortonormal en Hy, los polinomios trigonométricos m; ;, para cada i,j € {1,...,n},
ademds de ser elementos de C(G), son funciones acotadas, por ser 7y una matriz

unitaria.
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