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Resumen

Se presenta el modelo de niveles de algebrizacion, articulado desde el Enfoque
Ontosemi6tico, como herramienta de analisis de las tareas matematicas que se proponen en
la Educacién Primaria. A través de una tarea propuesta en un libro de texto de primaria se
evidencia que el modelo de niveles de algebrizacion es atil para determinar el caracter
algebraico de la tarea a partir de la practica matematica que conlleva su resolucién.
También se reporta que, aunque la tarea no esta intencionalmente dirigida para el desarrollo
del pensamiento algebraico, es posible orientarla para que la préctica matemaética de los
nifios transite hacia niveles progresivos de algebrizacion.
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Abstract

In this paper we present the algebrisation levels model, articulated from the Onto-semiotic
Approach, as an instrument to analyse mathematical tasks proposed in elementary school.
From a task proposed in an elementary textbook we provide evidence that this model is
useful to determine the algebraic character of the task, basing on the mathematical practices
involved in their solution. We also report that, despite the task is not intentionally focused
on the development of algebraic thinking; it is possible to guide it so the children’s
mathematical practice transits towards progressive levels of algebrisation.
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1. Introduccion

Las maltiples dificultades manifestadas en el aprendizaje del algebra se ven reflejadas
en las diversas investigaciones que se han realizado a lo largo de las Gltimas décadas y
que destacan (Carraher, Schliemann, Brizuela y Earnest, 2006; Kieran, 1992; Sfard,
1987): a) una limitada interpretacion del signo igual, b) errores sobre el significado de
las letras, c) dificultad al resolver ecuaciones con variables en ambos lados del signo
igual, d) rechazo a aceptar una expresion como 3a + 7 como respuesta a un problema,
entre otros. De hecho, se pone de manifiesto que los estudiantes, en la mayoria de los
casos, interpretan la expresion x+3 s6lo como el procedimiento de afiadir 3 a x, mientras
que en algebra esta expresion, ademas de representar el procedimiento de afadir 3 a x
también es un objeto visto como x+3 en su “totalidad” (Van Amerom, 2002).

Como respuesta a esta problematica es que las investigaciones en educacion matematica
se han centrado en estudios sobre la introduccion de formas de razonamiento algebraico
en la Educacion Primaria, propuesta conocida como “Early Algebra”. Al respecto, son
diversos los estudios que han desarrollado en el area, tal y como lo revelan Kieran,
Pang, Schifter y Fong (2016) quienes realizan un recorrido en las investigaciones que se
focalizan en el estudio del razonamiento algebraico en la escuela primaria, en su
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aprendizaje y ensefianza. Los autores apuntan que son numerosas las investigaciones
que se han centrado en esclarecer la naturaleza del razonamiento algebraico
describiendo las caracteristicas que hacen de una practica matematica como de indole
algebraica. Enfatizan el desarrollo reciente realizado por Radford en el 2014, quien
propone un marco para caracterizar el razonamiento algebraico a partir de tres nociones
claves (a) indeterminacion: los numeros desconocidos estan involucrados en el
problema dado, (b) denotacion de lo indeterminado: los nUmeros se nombran o
simbolizan de varias maneras, tales como con gestos, palabras, signos alfanuméricos o
alguna combinacidn de éstos, y (c) analiticidad: las cantidades indeterminadas se tratan
como si fueran numeros conocidos.

Por otro lado, Kieran et al. (2016) también mencionan que los estudios sobre el
aprendizaje del algebra en la escuela primaria se han centrado en la generalizacion a
través del reconocimiento de patrones y la generalizacion a través de propiedades de las
operaciones y estructura numérica. Sin embargo, también hay estudios sobre las
funciones (Blanton y Kaput, 2011; Ellis, 2011) y la comprensién del signo igual
(Molina, Castro y Castro, 2009; Prediger, 2010), lo que investigadores en didactica del
algebra llaman pensamiento funcional y pensamiento relacional, respectivamente. Estos
estudios informan que los niflos ciertamente pueden resolver tareas que
tradicionalmente se han considerado propias del algebra (Carpenter, Frankle y Levi,
2003).

En lo relativo a la ensefianza del algebra, alin se cuentan con pocos estudios de procesos
instruccionales para la formacion inicial y continua del profesorado de este nivel
educativo y se reconoce la necesidad de apoyo a los profesores en esta area para
promover el razonamiento algebraico en los nifios (Carraher y Schliemann, 2007;
Kieran et al., 2016)

Como se evidencia en lineas previas, la inclusion del razonamiento algebraico en la
escuela primaria implica seguir varias lineas de cambios sobre lo que ya se sabe de la
ensefianza y aprendizaje del algebra: su naturaleza en los primeros grados, la practica
matematica de los nifios de la escuela elemental, la formacion de profesores de primaria
y las tareas que permiten su desarrollo. En este sentido, el presente documento se
interesa por esclarecer cuando una tarea matematica de la educacion primaria puede o
no promover un razonamiento algebraico en los nifios de la escuela elemental. Este
aspecto cobra relevancia sobre todo porque las tareas matematicas en la escuela
primaria estan orientadas generalmente hacia la aritmética y el célculo (Kaput y
Blanton, 2001) por lo que tener criterios de analisis puede proporcionar informacién que
permita reorientarlas para promover un razonamiento algebraico en los estudiantes.
Distinguir la potencialidad de una tarea para promover el razonamiento algebraico es
importante para avanzar en su desarrollo en el aula; los docentes deben tener la
capacidad de encontrar, crear o “algebrizar” tareas matematicas, ademas de verlas no de
forma aislada y como actividades de una sola vez, sino como las tareas cuya ejecucion
puede ser ejercida sobre una diversidad de experiencias en el aula (Kaput y Blanton,
2002; Blanton y Kaput, 2003).

En el siguiente apartado se contextualiza la articulacion del modelo de niveles de
algebrizacion dentro del marco del Enfoque Ontosemiodtico del Conocimiento e
Instruccion Matematicos (Godino, Batanero y Font, 2007). En el apartado tres, se
ejemplifica el analisis de una tarea matematica de Educacion Primaria a partir de dicho
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modelo, y finalmente en el apartado cuatro se realizan comentarios finales sobre las
implicaciones del modelo de niveles de algebrizacion como herramienta de anélisis.

2. Modelo de niveles de algebrizacion

El modelo de niveles de algebrizacion surge como respuesta a la falta de consenso en la
interpretacion del razonamiento algebraico en la escuela primaria. Se trata de una
propuesta tedrica que puede contribuir al desarrollo progresivo de formas de
razonamiento algebraico en los estudiantes. Se considera que esta teorizacion es
necesaria, en el mismo sentido que Kieran et al (2016) enfatizan: “queda mucho por
hacer en lo que respecta a la introduccion del algebra en la primaria, especialmente con
respecto a la teorizacion de los aspectos algebraicos del trabajo de los estudiantes con
namero, operaciones y propiedades” (p. 31).

La articulacion de la propuesta de niveles de algebrizacién engrana, dos aspectos: las
investigaciones realizadas en torno a la inclusién del algebra en la escuela primaria, y
desde la perspectiva del EOS, las herramientas de andlisis que permiten distinguir qué
objetos matematicos tienen una naturaleza algebraica y en qué medida pueden ser
introducidos en la escuela elemental. Segun esta perspectiva, el razonamiento algebraico
conlleva practicas matematicas con diferentes niveles de algebrizacion que estan
definidos en funcién de objetos de indole algebraicos (conceptos, propiedades,
lenguajes, procedimientos y argumentos) que se requieren y surgen en la solucién de
una tarea matematica en la escuela primaria (Aké, 2013). A partir de esta interpretacion
se articul6 un modelo que propone una diferenciacion de cuatro niveles para la practica
algebraica (Aké, Godino, Gonzato y Wilhelmi, 2013; Godino, Aké, Gonzato y
Wilhelmi, 2014) y que queda representado en la Figura 1.

ESTRUCTURAS

NOTACION
Simbélicolliteral

LENGUAJE
(natural/numérico/icénico/
S3INOIONNA

INTENSIVO
(Generalizacion)

EXTENSIVO
(Particularizacion)

Figura 1. Niveles de algebrizacion de la actividad matematica (Godino et al., 2014, p.
216)

El nivel cero indica ausencia de razonamiento algebraico, es decir, no se trabaja sobre
conceptos y propiedades de indole estructural o funcional. En el aspecto estructural no
se reconocen propiedades y se utiliza al signo igual en su acepcion de resultado de
operaciones. En el aspecto funcional se expresa una regla recursiva. El lenguaje puede
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ser de indole numérico, icdnico, verbal, y los procedimientos utilizados no indican que
se operan con la incognita.

El nivel uno indica un primer acercamiento incipiente a las formas de razonamiento
protoalgebraico. En el aspecto estructural se comienzan a reconocer propiedades de las
operaciones, también se reconoce el significado relacional del signo igual por lo que el
concepto de equivalencia emerge. En el aspecto funcional se expresa una regla general.
El lenguaje puede ser de indole numeérico, icénico, verbal, y los procedimientos
utilizados no indican que se operan con la incognita.

El nivel dos indica un primer acercamiento intermedio a las formas de razonamiento
protoalgebraico. En el aspecto estructural se comienzan a utilizar propiedades de las
operaciones, se utiliza el significado relacional del signo igual por lo que la nocién de
equivalencia emerge. En el aspecto funcional se expresa una regla general. Lo que hace
distintivo al nivel 2 es el lenguaje, que, aunque puede ser de indole numeérico, icénico,
verbal, necesariamente comienza a familiarizarse a los nifios de la escuela elemental con
el uso de simbolos (no precisamente registros alfanuméricos); sin embargo, los
procedimientos utilizados no indican que se operan con la incdgnita.

El nivel tres indica formas consolidadas de razonamiento algebraico. Lo que caracteriza
a este nivel es la introduccién de elementos simbolicos o alfanuméricos, pero sobre todo
el calculo analitico para obtener formas equivalentes en las expresiones, en el sentido
que Puig y Rojano (2004) manifiestan.

3. Propuesta de anélisis para tareas matematicas

Para evidenciar la operatividad del modelo de niveles de algebrizacion como
herramienta de analisis, se ejemplifica, a partir de una tarea matematica la identificacion
de objetos algebraicos (conceptos, propiedades, lenguaje, procedimientos). Se muestra
coémo a partir de reorientaciones, la tarea puede incentivar a una practica matematica en
los nifios con diferentes grados de algebrizacion.

3.1 Método

El presente trabajo de tipo cualitativo (Vasilachis, 2009), se interesa por analizar las
tareas que se proponen en la educacion primaria, atendiendo a 3 criterios del modelo de
Niveles de Algebrizacion (Godino et al., 2014):

1. Tipo de conceptos y propiedades de indole algebraica.
2. Tipo de lenguaje, notacion o representaciones.
3. Tipo de procedimientos, transformaciones o calculo analitico.

Para llevar a cabo el andlisis se identifican conceptos y propiedades algebraicos de
caracter estructural (propiedades de las operaciones, equivalencia, etc.) o funcional
(patrones, relacion de cambio que puede ser constante, proporcional, etc.) que pudieran
potenciarse en la tarea y que conlleven a una practica matematica de indole algebraica.
Posteriormente se centra en las representaciones y calculo analitico que se realiza sobre
los objetos algebraicos. A continuacion, se evidencia el analisis de una tarea
perteneciente al libro de segundo grado de primaria y que se aprecia en la Figura 2.

Analisis previo: La tarea solicita al nifio de entre 7 y 8 afios de edad, escribir de varias
maneras los nimeros 30, 63 y 85. El nifio procedera a escribir las posibles soluciones
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haciendo hincapié en agrupar de 10 en 10 para que el calculo sea més rapido. También
se identifica que se promueve el significado operacional del signo igual, por lo que la
cantidad desconocida es el resultado de la operacion indicada. La tarea se desarrolla en
un contexto puramente numérico. Con base en lo anterior, se establece que la tarea no
tiene la intencion inmediata de situar a los estudiantes en contextos de analisis de
propiedades y de situar al signo igual en su significado relacional a traves de
comparaciones entre cantidades equivalentes.

21 CEET

i

En cquipos escriban las siguientes sumas en tres formas
diferentes para que se cumplan dos condiciones:

* Que el resultado no cambie.
* Que el calculo sea mas rapido

a19 + 1=

b) 35+ 28 =

C) 46 + 39 =

-

Figura 2. Tarea 21 del libro de texto del alumno de segundo afio de primaria (SEP,
2015, p. 44)

Andlisis de objetos algebraicos: El planteamiento propuesto en la Figura 2 puede
reorientarse para atender aspectos estructurales del algebra, como la nocién de
equivalencia a través del significado relacional del signo igual y las propiedades de las
operaciones. De esta manera, se puede plantear una modificacion como el que se
presenta en la siguiente Figura 3 que sugiere una practica matematica protoalgebraica de
nivel 1.
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Tarea 1. Determina los posibles dos sumandos que proporcionen como resultado
30. Mira los ejemplos siguientes:

19 +11=30

18+12 =30

Se pueden obtener los siguientes posibles casos y motivar a la comparacion de
los resultados:

17+13=30
16+14=30
15+15=30
14+16=30

Figura 3. Variante de la Tarea 21, para introducir la nocion de equivalencia

Tipo de conceptos y propiedades algebraicos: Se advierte que es posible introducir al
nifio en el reconocimiento del signo igual, en su significado relacional comparando las
expresiones que proporcionan un mismo resultado, emerge asi el concepto de
equivalencia. Lo anterior conllevaria a que los nifios utilicen la propiedad “dos
cantidades iguales a una tercera son iguales entre si”. ES importante mencionar que el
nifilo no necesariamente tiene que nombrar la propiedad, sino méas bien reconocerla y
aplicarla.

Tipo de lenguaje, notacion o representaciones: El contexto que se propone en la Figura
2 es numeérico, pero es posible desarrollar la tarea con fichas y utilizando balanzas.

Tipo de transformaciones o célculo analitico: No se opera con los objetos algebraicos.

También es posible a través de la comparacion de esas expresiones planteadas en la
Figura 3, introducir otras propiedades con ayuda de la descomposicion numérica, lo cual
permitiria una practica protoalgebraica, también de nivel 1. Utilizando la misma tarea
planteada en la Figura 2 podria proponerse a los estudiantes lo siguiente:

Tarea 2. Determina si la igualdad se cumple. Es importante que no realices la
operacion indicada.

19+11= 14+16
Se puede dar el siguiente tratamiento:

(10+9)+(10+1) = (10+4)+(10+6)
(10+4+5)+(10+1+6-6) = (10+4)+(10+6)
(10+4)+5+(10+6)+1-6 = (10+4)+(10+6)

(10+4) + (10+6)+5+1-6 = (10+4)+(10+6)

(10+4)+(10+6) = (10+4)+(10+6)

30=30

Figura 4. Variante de la Tarea 21, para introducir las propiedades de las operaciones

Tipo de conceptos y propiedades algebraicas: El planteamiento realizado en la Figura 4
orienta a la manifestacion de la nocion de equivalencia y el uso de la propiedad
asociativa. También se expresa el signo igual en su significado relacional. Es importante
mencionar que el docente de primaria tiene que propiciar y orientar este tratamiento en
el aula.
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Tipo de lenguaje, notacion o representaciones: El tratamiento que incentiva en el
planteamiento de la Figura 4 se enmarca en el registro numérico, aunque es posible
utilizar registros pictoricos.

Tipo de transformaciones o célculo analitico: No se opera con los objetos algebraicos.

Por otra parte, la tarea de la Figura 2 podria motivar al estudiante a desarrollar formas
de pensamiento protoalgebraico de nivel 2, considerando que en este nivel se familiariza
a los estudiantes con la nocion de cantidad desconocida. Por ejemplo:

Tarea 3. Determina el valor que debiera tener m para que la igualdad se cumpla.
Es importante que no realices la operacion indicada.
194+11=14+ m

Se puede dar el siguiente tratamiento:

19+11 =14+ m
(10+9)+11=10+4+ m
(10+4+5)+11=10+4+m
(10+4)+11+5=10+4+m
(10+4)+16=10+4+ m

Figura 5. Variante de la Tarea 21, para introducir notacion simbdlica

Tipo de conceptos y propiedades algebraicas: La tarea de la Figura 5 motiva al
reconocimiento de la equivalencia a través del significado relacional del signo igual, y
el uso de la propiedad asociativa a través de la descomposicion numérica; emerge la
nocion de cantidad desconocida representada por el simbolo m . Nuevamente, es
importante mencionar que el nifio no necesariamente tiene que nombrar la propiedad,
sino mas bien reconocerla y aplicarla. Esta situacion podria representar un primer
acercamiento a la nocién de incognita, concepto ampliamente trabajado en el algebra de
secundaria.

Tipo de lenguaje, notacion o representaciones: Se utiliza un registro numérico, también
se manifiesta el uso de simbolos.

Tipo de transformaciones o célculo analitico: No se opera con los objetos algebraicos.

Finalmente, una tarea que potencialice un nivel de algebrizacion 3 tendria la orientacion
siguiente:

Tarea 4. Determina el valor que debiera tener m para que la igualdad se cumpla.
Es importante que no realices la operacién indicada.
19+5+m=14+4+m+m

Se puede dar el siguiente tratamiento:
19+5+m=14+4+m+m
10+9+5+m=10+4+4+m+m
10+4+5+5+m=10+4+4+m+m
10+4+4+6+m=10+4+4+m+m

Figura 6. Variante de la Tarea 21, operar con la cantidad desconocida
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Tipo de conceptos y propiedades algebraicas: Con el planteamiento realizado en la
Figura 6 se motiva al reconocimiento de la equivalencia a través del significado
relacional del signo igual, y de las propiedades asociativa y cancelativa que se estudian
a partir de la descomposicion numérica. Emerge la nocion de cantidad desconocida
representada por el simbolo m y se advierte que estd presente en ambos lados de la
expresion numerica.

Tipo de lenguaje, notacion o representaciones: Se utiliza un registro numérico, también
se manifiesta el uso de simbolos.

Tipo de transformaciones o calculo analitico: Se opera con el simbolo m y se aplica la
propiedad cancelativa.

Se aprecia que a partir de la tarea de la Figura 2 es posible establecer orientaciones
instruccionales que favorezcan el surgimiento y consolidaciéon de niveles progresivos
del razonamiento algebraico. La intencion es considerar los temas ya existentes en la
matematica elemental, y hacer explicito su caracter algebraico (Carraher y Schliemann,
2007). Lo que previamente se expuso son posibles modificaciones que son factibles de
realizar en las tareas que se proponen en la Educacién Primaria para hacer emerger
elementos algebraicos y que el maestro de primaria podria considerar en la planificacion
de su practica docente en el aula.

4. Comentarios finales

El anélisis realizado sobre la tarea refleja que, a pesar de no estar intencionalmente
dirigida a promover un pensamiento algebraico en los nifios, es posible identificar los
objetos algebraicos implicitos que permiten una orientacién que promueva una actividad
matematica protoalgebraica. Se evidencia, que la potencialidad de la tarea para
promover el razonamiento algebraico en los estudiantes depende de la practica
matematica que se pueda realizar a partir de ella. Es por esta razon que los docentes de
primaria necesitan estar capacitados para mirar “mas alld” de las tareas, en el mismo
sentido que Kaput y Blanton (2001) mencionan que es necesaria la construccién en el
maestro de “ojos y oidos algebraicos" para que puedan identificar las oportunidades
para la generalizacion y la expresion sistematica de la generalidad en actividades que no
parezcan algebraicas a simple vista (Kaput y Blanton, 2001).

El anélisis realizado sobre la tarea resulta Gtil en la formacion inicial y continua del
profesorado de la Educacion Primaria, ya que segun la propuesta “Early Algebra”, los
docentes han de suscitar la observacion de patrones, relaciones y propiedades
matematicas y crear un ambiente escolar en el que se valore que los alumnos exploren,
hagan predicciones, discutan, argumenten, comprueben ideas y también practiquen
habilidades de calculo (Blanton y Kaput, 2003; 2005). El reconocimiento de elementos
algebraicos implicitos en la tarea es una competencia que debiera ser considerada en la
formacion inicial de los maestros de primaria si la intencion es el desarrollo del
razonamiento algebraico en los nifios.
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