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Para Miguel, Antonia, Fali y Luis

I





Agradecimientos

Primero, quiero dar las gracias a mi director Juanjo, por su paciencia y su apoyo en
la elaboración de este y otros trabajos en estos años. Sin él esta memoria no habŕıa sido
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Pilar y Tomás.

A Miguel y Luis, con quienes d́ı mis primeros pasos en la investigación.

A Thierry, por acogerme durante mi estancia en Niza.

A Abdel y Damián, por haber trabajado conmigo. Estos resultados habŕıan sido
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Resumen

Esta memoria de doctorado tiene como objetivo proponer y analizar distintas ecuacio-
nes cinéticas en derivadas parciales que describan el movimiento de poblaciones biológicas,
y a partir de ellos obtener modelos macroscópicos mediante un ĺımite de escala. Empeza-
remos introduciendo el concepto de ĺımte de escala y los distintos fenómenos biológicos
que intervendrán en nuestros modelos.

El primer sistema que consideramos es un modelo cinético que combina los fenómenos
biológicos de haptotaxis y quimiotaxis. Estos dos fenómenos son fundamentales a la hora
de describir la dinámica de una población celular en un medio vivo, en particular son res-
ponsables de la invasión de tumores. Dicho modelo se enmarca en una teoŕıa mas general,
denominada Teoŕıa Cinética de Part́ıculas Activas (KTAP, por sus siglas en inglés), desa-
rrollada con el objetivo de modelar el comportamiento de individuos vivos en su medio
natural, y que es capaz de representar fenómenos tan diversos como la movilidad celular
o la educación de los niños de una clase. Dicho modelo se completa con ecuaciones pa-
ra los compuestos qúımicos responsables de los efectos biológicos. Empezamos probando
que el sistema completo está bien planteado, una vez le añadimos condiciones iniciales
adecuadas, bajo ciertas hipótesis naturales en los operadores que representan la bioloǵıa.
El sistema propuesto se completa con un ĺımite de escala, el cual nos dará un modelo a
escala observable del mismo fenómeno. También hacemos uso de herramientas numéricas
para observar la evolución del sistema, y verificar que sigue el comportamiento esperado.
Los resultados teóricos expuestos son una extensión de los contenidos en la referencia
[104]:

J. Nieto, L. Urrutia, A multiscale model of cell mobility: From a kinetic to a hydrodynamic
description, J. Math. Anal. Appl. 433(2), 2016, 1055–1071,

mientras que los resultados numéricos son parte de un trabajo en marcha, que esperamos
publicar en breve:

D. Knopoff, J. Nieto, and L. Urrutia, Numerical simulation of a macroscopic cell motility
model based on the kinetic theory of active particles, preprint.

A continuación, presentamos toda una familia de modelos alternativos de movilidad
celular. Tradicionalmente, el movimiento propio de las células (o de los individuos) en
ausencia de est́ımulos externos se ha atribuido a un movimiento aleatorio regido por un
proceso de Wiener, o difusión clásica. Esta aproximación tiene muchos detractores, y está
ampliamente aceptado que esta no es la manera adecuada (aunque śı la mas sencilla) de
modelar este comportamiento. Nosotros sugerimos que este movimiento aleatorio puede
ser modelado mejor usando lo que se denominan vuelos de Lévy, que no son mas que
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RESUMEN

procesos aleatorios donde cambiamos la distribución gaussiana de velocidades de la difu-
sión clásica por otra familia de funciones, llamadas funciones de colas pesadas (descritas
en el caṕıtulo 1), que se corresponden a nivel macroscópico con el operador laplaciano
fraccionario. En el caṕıtulo 4 presentamos una descripción cinética general, desde la cual
podemos deducir distintos modelos de quimiotaxis clásicos, ahora con este laplaciano
fraccionario. Estos resultados son una extensión de los realizados en la referencia [23]:

A. Bellouquid, J. Nieto, L. Urrutia, About the kinetic description of fractional diffusion
equations modeling chemotaxis, Math. Mod. Meth. Appl. Sci. 26(2), 2016, 249–268.

Finalmente, estudiamos la dinámica de dos poblaciones que se relacionan mediante
lo que llamamos una relación presa–perseguidor: una de las poblaciones, que llamaremos
de perseguidores, se ve atraido por la otra, las presas, y las intenta alcanzar; por su lado,
las presas intentan escapar de los perseguidores. Dicho comportamiento se observa, por
ejemplo, en sistemas ant́ıgeno–anticuerpo o en el presa–depredador clásico. De hecho,
esta dinámica puede verse como una versión conservativa de los modelos tipo presa–
depredaror que incluyen el movimiento de los individuos en su medio. Este fenómeno
puede verse tanto a escala macroscópica como microscópica, y uno de nuestros objetivos
ha sido relacionar ambas escalas. Además, el modelo macroscópico que estudiamos tiene la
estructura del modelo de Keller–Segel clásico para quimiotaxis, el cual tiene la propiedad
de que tiene soluciones que estallan en tiempo finito. En nuestro estudio vemos que, en
nuestro modelo, esto no puede ocurrir, hecho de interés en si mismo. Este trabajo es una
extensión del contenido en la referencia [61]:

T. Goudon, L. Urrutia, Analysis of kinetic and macroscopic models of pursuit-evasion
dynamics, Commun. Math. Sci. 14(8), 2016, 2253–2286.

Concluimos el resumen con un esquema del trabajo. La tesis está dividida en seis
caṕıtulos, cuyo contenido está organizado de esta forma: en el caṕıtulo 1, recopilamos
los distintos efectos biológicos que estudiaremos, dando una breve reseña histórica y los
modelos clásicos de cada uno de ellos; introducimos también el concepto de difusión frac-
cionaria, hablando un poco de la difusión clásica para contraponerla, y presentamos una
herramienta clave en la conexión entre modelos: los ĺımites de escala. En los caṕıtulos 2
y 3 tratamos un modelos cinético que combina haptotaxis y quimiotaxis, estudiando la
buena definición del problema bajo condiciones adecuadas, deduciendo una clase de mo-
delos macroscópicos que permitan representar este fenómeno, y realizamos simulaciones
numéricas en dos situaciones de interés. En el caṕıtulo 4 introducimos la relación entre las
funciones de cola pesada y el laplaciano fraccionario. Veremos que, a partir de un modelo
cinético de relajación a una función de este estilo, un escalado conveniente nos dará toda
una clase de modelos de quimiotaxis con difusión fraccionaria. Finalmente, los caṕıtulos 5
y 6 están dedicados al estudio de dos sistemas de tipo presa–perseguidor, correspondien-
tes al mismo fenómeno pero a distintas escalas (macroscópica y microscópica). Para el
sistema macroscópico, nos centramos en el análisis de regularidad de las soluciones y de
decaimiento cuando t→∞, con especial énfasis en la definición global de las soluciones;
mientras que en el modelo microscópico nuestro objetivo será conectarlo rigurosamente
con la versión macroscópica, usando un ĺımite de escala.
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Introduction

The objective of this dissertation is to propose and analyse different kinetic partial
differential equations describing the movement of biological populations, and obtain from
them macroscopic models using a limiting scale approach. We start introducing the fun-
damentals, the concept of scale and scaling limit, and the different biological effects which
will be involved in our models.

First, we consider a kinetic model combining the biological effects of haptotaxis and
chemotaxis. These two phenomena are fundamental when describing the dynamics of a
cell population in a living environment; in particular, they are responsible of tumoral in-
vasion. This model is developed in the general framework of the Kinetic Theory of Active
Particles (KTAP), created with the objective of modeling the behaviour of living indivi-
duals in its natural habitat, and can represent different situations such as cell motility
or the learning of children in a classroom. Our model is completed attaching equations
for the chemicals responsible of the biological effects. We commence proving the well–
posedness of the complete system, attached with suitable initial data, under some natural
hypothesis on the operators involving biological effects. The proposed model is completed
with an asymptotic analysis, giving us a macroscopic description of the same situation.
Numerical simulations are run too, in order to check the evolution of the system and ve-
rify that, in fact, it has the expected behaviour. The theoretical results are an extension
of the contents of reference [104]:

J. Nieto, L. Urrutia, A multiscale model of cell mobility: From a kinetic to a hydrodynamic
description, J. Math. Anal. Appl. 433(2), 2016, 1055–1071,

while the numerical results are included in an ongoing work, which we expect to publish
soon:

D. Knopoff, J. Nieto, L. Urrutia, Numerical simulation of a macroscopic cell motility
model based on the kinetic theory of active particles, preprint.

Later, we introduce a whole family of alternative models of cell motility. Clasically,
in absence of external stimulus, the proper movement of cells (or individuals) has been
attributed to a random movement given by a Wiener process, or classical diffusion. This
approach has a lot of detractors, and it is widely accepted that this is not the right way
(but the simplest) to model this behaviour. We suggest that this random walk can be
better modeled using the so called Lévy flight, which are random processes where we
have changed the gaussian distribution of velocities by another family of functions, called
heavy–tailed distributions (described in chapter 1), which relates at the macroscopic
scale with the fractional laplacian operator. In chapter 4 we introduce a general kinetic

IX



INTRODUCTION

framework, from where we can deduce classical models of chemotaxis, now with fractional
diffusion. These results are an extension of the work done in reference [23]:

A. Bellouquid, J. Nieto, L. Urrutia, About the kinetic description of fractional diffusion
equations modeling chemotaxis, Math. Mod. Meth. Appl. Sci. 26(2), 2016, 249–268.

Finally, we study the dynamics of two different populations, related by means of
a chaser–prey relationship: one population, named chasers, is attracted by the other
one, prey, and tries to reach them; on the other side, prey try to run away from cha-
sers. This behaviour is observed, for example, in antigen–antibody systems or the classic
predator–prey model. In fact, this dynamic can be seen as a mass–conservative version
of a predator–prey model which incorporates the movement of individuals. This effect is
observed in both micro and macroscopic scale, and one of our objectives was to relate
them. Also, the studied macroscopic model has the structure of the classical Keller–Segel
model for chemotaxis, which has solutions with finite time blow–up. In our work we will
show that, in the proposed model, this blow–up cannot happen. This work is an extension
of the contents of reference [61]:

T. Goudon, L. Urrutia, Analysis of kinetic and macroscopic models of pursuit-evasion
dynamics, Commun. Math. Sci. 14(8), 2016, 2253–2286.

We conclude this introduction with a brief outline of this thesis. It is divided in six
chapters and its content is organized as follows. In chapter 1 we compile the different
biological effects which we will study, with a brief historical review and the classical
model for each one; we introduce also the concept of fractional diffusion, in contrast to
classical diffusion, and present the key tool for connecting models at different scales:
the scaling limits. In chapters 2 and 3 we treat a kinetoic model combining haptota-
xis and chemotaxis, studying the well–posedness of the system, deducing macroscopic
models representing this situation, and performing numerical simulations in two inter-
esting situations. In chapter 4 we introduce the relationship between the heavy–tailed
distributions and the fractional laplacian. We will see that, from a kinetic model with a
relaxation term to a function of this kind, an adecuate scaling gives a whole family of
models for chemotaxis with fractional diffusion. Finally, chapters 5 and 6 are devoted to
the study of two models of chasers–prey dynamics, representing the same phenomena at
different scales (microscopic and macroscopic). For the macroscopic sysyem, we focus on
the regularity analysis of the solutions and the decay when t → ∞, in particular we see
that solutions are globally defined; meanwhile, in the microscopic system our objective
is to connect it with the macroscopic version, using a scaling limit.
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Caṕıtulo 1

Fundamentos en movilidad celular:
un repaso en la literatura

En este caṕıtulo introduciremos algunos conceptos clave en teoŕıa cinética y en el mo-
delado del movimiento celular. Presentamos, primero, el concepto de ĺımite de escala en
un modelo, y los distintos tipos que podemos realizar. A nivel matemátio, un marco fun-
cional desarrollado recientemente y muy útil en este ambiente es el de la Teoŕıa Cinética
de Part́ıculas Activas (KTAP), que también presentamos. A nivel biológico, introducimos
distintos efectos que rigen el movimiento de las células, como son la quimiotaxis (debida
a la diferencia de concentración de un compuesto qúımico), la haptotaxis (dirigida por la
estructura de la matriz extracelular) y la difusión. Como contrapartida a los fenómenos
de difusión clásica basados en el movimiento browniano, presentamos la difusión fraccio-
naria, basade en movimientos de tipo “vuelos de Lévy”. Finalmente, hacemos un breve
repaso al modelado en ciencias sociales, con algunas perspectivas de futuro.

1.1. Escalas en el modelado. Ĺımites de escala

Cuando vamos a modelar una situación real, ya sea f́ısica, biológica o social, una de
las primeras elecciones que tendremos que hacer es la escala del modelo, esto es, elegir
el punto de vista desde el cual observamos el fenómeno. Pensemos, por ejemplo, que
queremos modelar el tráfico en una ciudad. Cuando nos planteamos el modelo, debemos
decidir desde dónde estamos viendo el tráfico: podemos ser uno de los conductores, que
solo ve lo que tiene a su alrededor; podemos también centrarnos en una sola calle o
un trozo de ella, y observar el comportamiento de todos los conductores que pasan; o
podemos ir mas lejos, viendo el comportamiento general de un barrio entero o de toda la
ciudad. Todas estas son distintas escalas para representar un mismo fenómeno, pero cada
una precisa de datos distintos, y nos dará información distinta, aunque complementaria
[102].

Por un lado, tenemos los modelos en la escala macroscópica, “aquello que podemos
ver”. Estos modelos siguen la evolución de la concentración de individuos de una pobla-
ción, y dependen únicamente del tiempo y la posición de las part́ıculas. A esta escala, las
fuerzas (cambios en el movimiento) t́ıpicamente vienen descritas mediante un campo de
velocidades. Ejemplos de modelos macroscópicos son la ecuación del calor, Navier–Stokes
para el campo de velocidades de un fluido, o las Leyes de conservación.

Por otro lado, tenemos la escala microscópica o cinética. A este nivel, el objeto ma-
temático de estudio es la densidad de probabilidad f(t, x, v) de encontrar part́ıculas, en
el instante de tiempo t, en la posición x con velocidad v. Los modelos en esta escala

1



CAPÍTULO 1 1.1. ESCALAS EN EL MODELADO. LÍMITES DE ESCALA

tienen la forma de ecuaciones cinéticas, de las cuales la más conocida es la ecuación de
Boltzmann para la dinámica de las part́ıculas de un gas, y se plantean en el marco de la
f́ısica estad́ıstica. Otros ejemplos son la ecuación de Vlasov, versión cinética de la segunda
ley de Newton, o la ecuación de Vlasov–Poisson–Fokker–Planck, que describe la dinámica
de part́ıculas en un baño térmico. Como generalización de estos modelos, destacamos el
marco de la Teoŕıa Cinética de Part́ıculas Activas, que describiremos después.

Es habitual considerar un tercer punto de vista, también a escala microscópica, pero
considerando la evolución de cada una de las part́ıculas del sistema por separado. En estos
modelos, para cada part́ıcula y cada variable de interés (posición y velocidad, al menos),
su evolución viene descrita por una ecuación diferencial ordinaria (EDO) si el modelo es
determinista, o por una ecuación diferencial estocástica si incluye fenómenos aleatorios,
como puede ser el movimiento browniano. Podemos hablar incluso de una cuarta escala,
interesante en sistemas vivos, donde nos centramos únicamente en el comportamiento de
un solo individuo y su dinámica según lo que ve.

1.1.1. Ĺımites de escala

Hemos presentado dos grandes familias de modelos: macroscópicos y microscópicos.
Pero no son independientes entre śı, son dos formas distintas de ver la misma realidad. Aśı
pues, si nos enfrentamos a la misma situación real, cuya naturaleza requiera de distintas
escalas, debemos describirla combinando modelos de los dos tipos, que debeŕıan de estar
relacionados de alguna forma (al representar el mismo fenómeno). Este es el concepto de
modelado multiescala: modelar la misma situación real con distintas escalas, y su relación.

Por otro lado, volviendo al ejemplo anterior del tráfico de una ciudad, hemos dado
diferentes puntos de vista desde los cuales podemos modelar el mismo fenómeno: desde
un solo conductor hasta la vista general de toda la ciudad, alejándonos cada vez mas de
los individuos. Todas son formas de ver el mismo fenómeno, y deben estar relacionadas
(solo nos hemos alejado), pero cada una nos dará información distinta.

La relación entre las distintas escalas viene dada por lo que denominamos un ĺımite de
escala. Grosso modo, consiste en “alejar” la ventana con la que obseramos un fenómeno,
y transformar un modelo microscópico en un modelo macroscópico. Una forma muy
sencilla de visualizar esto es usando mapas virtuales, como Google Maps: comenzamos
en la puerta de nuestra casa, y vamos alejando la vista, pasando a ver nuestro barrio, la
ciudad, la provincia... y finalmente todo el planeta. Pero aunque no veamos nuestra casa
o nuestra ciudad, estas siguen estando ah́ı.

A la hora de realizar un ĺımite de escala, los pasos a seguir son los siguientes:

Entender el fenómeno que estamos estudiando, identificando los procesos relevantes,
y con esto en mente identificar las escalas adecuada a nuestro modelo. Una vez
escogida, reescalar nuestras ecuaciones convenientemente. Aparece aśı un nuevo
parámetro, ε, un cociente entre escalas, que haremos tender a 0.

Encontrar estimaciones a priori de las soluciones de nuestro modelo, uniformes
con respecto del parámetro de escala. Estas estimaciones, de encontrarse en los
espacios funcionales adecuados, nos permiten pasar al ĺımite en las ecuaciones, al
menos distribucionalmente.

Paso al ĺımite en las ecuaciones. La dificultad aqúı es identificar el ĺımite de los
términos no lineales: el ejemplo mas sencillo es el producto de dos sucesiones de
funciones, que no siempre converge al producto de los ĺımites (cuando la convergen-
cia solo es débil). Probar la convergencia en estos términos no lineales suele implicar
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encontrar estimaciones en espacios mas regulares que permitan probar convergen-
cias fuertes, o buscar resultados de convergencia débil que permitan pasar al ĺımite
(lemas de momentos, lemas div–rot, etc.).

Finalmente, identificar el modelo macroscópico que se obtiene al final del proceso.
Muchas veces es útil hacer este paso antes, sobre todo si pretendemos conectar un
modelo microscópico nuevo con algún modelo macroscópico conocido.

Veamos cómo se plantea el ĺımite de escala en un caso más general. Esta formulación
puede cambiar dependiendo del modelo particular considerado [116], pero es útil para
presentar las ideas básicas. Comencemos considerando una ecuación cinética general:

∂tf + v ·∇xf = L(f) + S(f),

donde L es el operador de colisiones del sistema y S incluye otros efectos modelados
(como pueden ser la quimiotaxis, crecimiento de la población...). Por un lado, tenemos
las cantidades t́ıpicas de las magnitudes f́ısicas (tiempo s, espacio R y velocidad c). Por
otro lado, el operador de colisiones del sistema L(f) nos proporciona la frecuencia de
interacciones entre part́ıculas, τ−1. A partir de estos podemos definir el parámetro de
escala, ε := τc/R, que queremos hacer tender a 0; esto es, aumentar la longitud t́ıpica del
sistema R, que equivale a alejarnos del fenómeno. Otra forma de definir el parámetro es
comparar las dos escalas temporales y espaciales que aparecen. Imponemos que el tiempo
entre interacciones es muy pequeño comparado con el tiempo t́ıpico del sistema, según la
siguiente relación:

t→ εγt x→ εx.

El término adicional S puede dar cantidades adicionales, que deben de tratarse por se-
parado en cada caso.

Elegir el escalado particular dependerá del valor de γ. Dependiendo de este, podemos
distinguir tres tipos distintos:

La escala parabólica corresponde a elegir γ = 2 (formalmente, a hacer el cambio
de variables (t, x) → (ε2t, εx) en el sistema). En este escalado, el fenómeno predo-
minante son las colisiones entre las distintas part́ıculas, y el resultado será funda-
mentalmente difusivo. Al pasar al ĺımite, habitualmente obtendremos una ecuación
parabólica de reacción–difusión [69].

Escalado hiperbólico (γ = 1), correspondiente formalmente a tomar (t, x)→ (εt, εx).
Esta elección asume que existe una dirección de movimiento dominante, y que las
part́ıculas tienden a moverse según este campo de velocidades. Este escalado man-
tiene este efecto en el ĺımite, y lleva a ecuaciones de tipo hiperbólico donde la
difusión desaparece [103].

En ciertos casos, la jerarqúıa entre los diferentes fenómenos involucrados no está
dada por una potencia entera del parámetro de escala ε [21], y por tanto el escalado
vendrá dado por un valor intermedio γ ∈ (1, 2), determinado por el problema y rela-
cionado con dicha jerarqúıa. Este es el caso de los modelos de difusión fraccionaria,
como el que realizaremos en el Caṕıtulo 4.

1.1.2. KTAP

A la hora de estudiar y modelar fenómenos biológicos que involucran seres vivos, es
importante trabajar en un marco matemático adecuado. Frente a las part́ıculas cinéticas
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inertes clásicas, que se consideran homogéneas, los objetos de la bioloǵıa son entidades
vivas que tienen un comportamiento propio y una serie de procesos internos (metabo-
lismo celular, capacidad de decisión, etc.) que alteran su comportamiento puramente
mecánico, en ocasiones de manera muy brusca, y por tanto no se rigen únicamente por
la mecánica newtoniana. Muchos de los modelos que presentaremos se deducen a partir
de hipótesis meramente f́ısicas, y no contemplan esta distinción del estado interno de los
seres vivos, estos pueden reproducir a grandes rasgos el comportamiento de las entidades
bajo ciertas hipótesis, pero si tenemos en cuenta la puntualización anterior, no parece
adecuado modelar fenómenos biológicos complejos con los mismos modelos que usamos
para describir la fenomenoloǵıa f́ısica. Debemos, pues, encontrar un marco funcional que
sea capaz de reproducir esta heterogeneidad de los individuos, que al mismo tiempo nos
permita construir modelos completos que representen toda esta fenomenoloǵıa, y a partir
de estos obtener (en reǵımenes simplificados, o mediante un conveniente ĺımite de escala)
modelos clásicos u otros modelos macroscópicos nuevos.

De entre las diferentes posibilidades, destacamos la Teoŕıa Cinética de Part́ıculas
Activas (KTAP, por sus siglas en inglés), propuesta por Bellomo et al. [11, 12, 19, 20].
Esta teoŕıa general propone construir modelos microscópicos utilizando técnicas de la
teoŕıa cinética clásica, pero incorporando varias hipótesis adicionales:

El estado microscópico de las células queda definido no solo por sus variables
mecánicas (tiempo, posición y velocidad), sino además por una variable microscópi-
ca adicional, llamada actividad, que representa el estado interno de un individuo
debido a sus funciones biológicas. Este estado puede ser modificado por las inter-
acciones entre individuos.

Ambos tipos de variables participan de las interacciones microscópicas. En otras
palabras, el estado biológico modifica la dinámica de los estados mecánicos del
individuo, y viceversa.

Las interacciones no solo modifican el estado microscópico, además causan fenóme-
nos de proliferación y/o destrucción.

Un modelo general en la KTAP es una ecuación cinética de evolución para la densidad
microscópica f = f(t, x, v, y), dependiendo del tiempo t, posición x, velocidad v y además
de la variable biológica actividad y, dada por:

∂tf + v ·∇xf +
1

m
F (x)·∇vf + divy(G(y)f) =

1

τ
L(f) + G(f, f) + I(f, f), (1.1)

donde L es un operador de turning (que podŕıa de hecho ser no lineal, como el operador
de Boltzmann), y G y I son operadores integrales (no lineales) que representan las modifi-
caciones del estado biológico interno de las células debido a interacciones, e interacciones
proliferativas/destructivas, respectivamente. Los términos divv(F (x)f) y divy(G(y)f) re-
presentan cambios continuos en las variables mecánicas y biológicas, respectivamente,
mientras que L(f) representa “saltos” en estas variables. Aún mas, podemos acoplar va-
rias ecuaciones de este tipo que modelen las interacciones entre diferentes poblaciones;
o incluso con ecuaciones cinéticas clásicas, que modelen interacciones con objetos f́ısicos
clásicos, como pueda ser un compuesto qúımico que provoque quimiotaxis [12].

Aunque el marco general asume que los intercambios de actividad de los individuos
se deben a interacciones no lineales, modelados mediante los operadores integrales G e I,
modelos recientes (como el propuesto en el capitulo 2) introducen estos cambios mediante
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el término de transporte divy(Gf), procedente del intercambio continuo de actividad, y
debido a una ley de acción de masas.

Esta teoŕıa ha tenido éxito a la hora de modelar sistemas complejos provenientes de la
bioloǵıa, como crecimiento tumoral y competición inmunitaria [22], o relacionados con las
ciencias sociales, como evacuaciones [2]. Además, los ĺımtes de escala presentados antes
aparecen de manera natural aqúı. Referimos al lector a [12, 13, 14] para ĺımtes tanto
parabólicos como hiperbólicos en un sistema genérico del tipo (1.1).

1.2. Tipos de movimiento

En esta sección, presentaremos algunas de las formas de movimiento celular, que
serán las que tratemos en nuestro trabajo: debido a las diferencias de concentración de
un elemento libre del medio (quimiotaxis), a la estructura de la matriz extracelular (hap-
totaxis), o el movimiento aleatorio propio de las células (difusión). Obviamente, no son
todas: otros fenómenos que influyen en la migración celular son la galvanotaxis (dirigido
por una corriente eléctrica), pH–taxis (debida a diferencias de pH), el movimiento del
medio donde viven (habitualmente un flúıdo, modelado según las ecuaciones de Euler o
de Navier–Stokes), etcétera.

1.2.1. Quimiotaxis

El estudio del efecto de la quimiotaxis se remonta al siglo XIX: la primera observación
documentada de este fenómeno se le atribuye a Engelmann durante sus investigaciones
sobre la fotośıntesis: observó que una población bacteriana migraba hacia los cloroplas-
tos en una muestra del alga spirogyres. Engelmann conjeturó que estas se mov́ıan en
respuesta al ox́ıgeno liberado por los cloroplastos activos del alga. Tras varios experimen-
tos, concluyó que las regiones mas activas fotosintéticamente eran las regiones con mayor
concentración de bacterias, y que esto se deb́ıa a la mayor concentración de ox́ıgeno [48].
Un comportamiento similar fue observado por Metchnikoff en sus trabajos sobre inmuno-
loǵıa (por los que le acabaŕıan concediendo el premio Nobel de medicina en 1908), cuando
en sus experimentos de 1887 descubrió que leucocitos aislados de la sangre de varios ani-
males eran atraidos por ciertas bacterias, y se propuso que este comportamiento se deb́ıa
a la presencia de algún elemento qúımico liberado por estas bacterias [66].

No obstante, una definición rigurosa del fenómeno no llegó hasta los años 30 del siglo
pasado, cuando comenzó a aceptarse en la comunidad cient́ıfica la importancia de este
fenómeno. Destacamos además los trabajos de Adler (por ejemplo, [1]) sobre los procesos
intracelulares de interpretación de las señales qúımicas.

Definimos quimiotaxis como el movimiento celular debido a la diferencia de concen-
tración de un cierto compuesto qúımico en el medio extracelular. Al elemento responsable
de este movimiento se le llama quimioatractor (caso de que las células estén atráıdas por
la sustancia) o quimiorepulsor (en caso contrario). Normalmente, se llama simplemente
quimiotaxis al caso atractivo, y llamamos quimiotaxis negativa al caso de un quimiore-
pelente.

El primer modelo matemático de quimiotaxis planteado, y el más conocido, es el
modelo de Keller–Segel [79, 80, 81, 112], propuesto por primera vez en la década de los
70, que se escribe como:

∂tρ = Dρ∆xρ+ divx (ρχ∇xΦ) ,

∂tS = DS∆xΦ +G(ρ, S),
(1.2)
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donde ρ es la concentración de células, S es el quimioatractor, Dρ y DS son los coeficientes
de difusividad de las células y el compuesto qúımico, respectivamente, y χ es una matriz
que representa la sensibilidad de las células al qúımico del medio. La funciónG describe las
interacciones entre ambas poblaciones; normalmente, la producción de elemento qúımico
por parte de las células (bacterias) y la degradación por śı mismo.

Este modelo presenta una propiedad matemática muy interesante: en dimensión N =
2, a partir de cierto valor umbral para la norma L1 de la condición inicial (y en N ≥ 3
en cualquier caso), el sistema produce masas de Dirac en tiempo finito (para N = 1,
no obstante, estas soluciones son globales en tiempo). En [67, 78] los autores construyen
una solución radial de este estilo. Esta propiedad ha hecho que la quimiotaxis, y en
particular el sistema de Keller–Segel (1.2), haya recibido mucha atención, desarrollando
nuevas formas de estudiar la quimiotaxis desde el punto de vista matemático.

Un campo muy proĺıfico en este sentido es el de las modificaciones del sistema (1.2).
Estas vienen motivadas tanto biológicamente como desde el punto de vista de la ma-
temática: por un lado, desde la perspectiva puramente matemática, se buscan términos
o modificaciones del sistema que permitan evitar esta explosión en tiempo finito de las
soluciones; por otro lado, desde la bioloǵıa, es posible que estas masas de Dirac sean un
artificio matemático que provenga de la simplicidad del modelo, y no tenga en cuenta
la complejidad de los procesos biológicos. Aśı pues, tenemos que añadir otros fenómenos
que intervienen en la quimiotaxis, e incorporarlos al modelo de manera adecuada. Ambos
caminos son complementarios: habitualmente, las modificaciones realizadas en el sistema
sin tener en cuenta la realidad, a posteriori se relacionan con otros procesos biológicos; y
viceversa, el modelado correcto de fenómenos biológicos complejos involucrados en este
movimiento produce términos que pueden prevenir esta explosión.

Referimos al lector a los trabajos [75, 76] y a las referencias contenidas para profundi-
zar en el estudio del sistema (1.2). Por otro lado, los trabajos [17, 70] recopilan diferentes
variaciones del sistema de Keller–Segel original, para las cuales se ha conseguido probar
la existencia global de soluciones. Estas modificaciones incluyen modelar nuevos fenóme-
nos biológicos, como difusión no lineal [36, 128], términos de crecimiento controlado [136],
sensibilidad no lineal [77], difusión adicional del qúımico [72], saturación de los receptores
de membrana por el quimioatractor, etc.

Queremos destacar aqúı toda una familia de modelos: aquellos que modifican la sensi-
bilidad al quimioatractor, haciéndola dependiente de la concentración local de individuos.
Estos modelos pueden clasificarse en dos familias: modelos tipo volume filling, donde la
sensibilidad depende directamente de la población, χ = χ(ρ); o modelos de quorum sen-
sing. En estos últimos, se supone que la población bacteriana libera un nuevo elemento
qúımico al medio, llamémoslo U que, indirectamente predice la concentración de indi-
viduos (donde mas compuesto U hay, mas bacterias hay), y modula la sensibilidad al
quimioatractor, χ = χ(U). Esto implica, por tanto, añadir al modelo una nueva ecuación
que modele la dinámica de U [111].

El tener un modelo muy bien definido a nivel macroscópico, y toda una colección de
modificaciones de este, hace que cualquier descripción microscópica sea susceptible de
ser reescalada y pasada al ĺımite, intentando recuperar el modelo de Keller–Segel (1.2).
Aśı pues, hablar de modelos microscópicos de quimiotaxis incluye hablar también de su
contrapartida macroscópica, y cómo deducir una a partir de la otra mediante un ĺımite de
escala [38, 113]. En este sentido, la literatura es tan amplia como para las modificaciones
macroscópicas del Keller–Segel: destacamos los trabajos [39, 40, 108] para una visión
general de estos modelos. También dentro del marco de la KTAP se han propuesto de
manera exitosa distintos modelos microscópicos de quimiotaxis, poniendo énfasis en su
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relación con los modelos macroscópicos ya establecidos [15]. Estas pueden encontrarse
recopiladas en [17].

1.2.2. Haptotaxis

La haptotaxis fue definida originalmente como “el movimiento de las células provocado
por los compuestos qúımicos fijos a un sustrato”. Esta definición aparece en contraposición
con la quimiotaxis, en la que los qúımicos se mueven (difunden) por el medio. Este término
fue propuesto por Carter en 1965 en su trabajo [35], cuando estudiaba los diferentes
comportamientos de poblaciones celulares in vitro al cambiar el sustrato. Observó que el
movimiento se deb́ıa a lo que el llamó un gradiente de adhesión, y que este movimiento
desaparećıa cuando colocaba la misma población en un medio sin substrato. El término
haptotaxis proviene de juntar dos palabras griegas: haptein (amarrar, agarrar) y taxis
(organización, movimiento), dando a entender que “el movimiento de una célula está
controlado por las fuerzas relativas de sus adhesiones, (...) y que estas adhesiones junto
con la influencia del resto de la población, son las causantes de la organización de las
células en tejidos complejos y ordenados”[35]. Este movimiento puede estar provocado,
principalmente, por dos tipos de estructuras: la primera, por la diferencia de concentración
de cierto compuesto qúımico, que se encuentra adherido a una superficie (el estrato basal,
por ejemplo), y que no se difunde por el medio (aunque puede moverse por efecto del
crecimiento del tejido, o por transporte, activo o pasivo, provocado por las células); la
segunda, está causada por la naturaleza orientada de algunos compuestos de la matriz
extracelular (fibras de actina, fibrógeno...), la cual gúıa la dirección de migración celular.

Es importante recalcar que, aunque puedan parecer similares, no debe confundirse
la quimiotaxis como un caso particular de la haptotaxis, entendida en el caso de una
diferencia de concentración de una determinada sustancia qúımica [82].

El movimiento haptotáctico, a diferencia del quimiotáctico, se fundamenta en la ad-
hesión celular a los compuestos de la matriz extracelular (ECM, por sus siglas en inglés).
Dicha adhesión entre las células y la ECM se realiza mediante unas estructuras de la
membrana celular denominadas integrinas [50, 134, 137]. En la adhesión, podemos dis-
tinguir tres fases: fase de adhesión propiamente dicha, en la que la integrina forma un
enlace qúımico con el compuesto de interés; fase de migración, en la que, agarrada a la
matriz, la célula se mueve; y fase de desacople, donde el enlace qúımico formado se rompe.
Pero la adhesión puede tener otros efectos sobre el medio: puede ocurrir, por ejemplo, que
la tensión en las fibras de la ECM haga que se rompan, degenerando en otros compuestos
qúimicos [83]. Puede pasar también que el enlace se rompa mas tarde de lo esperado (o
que no llegue a romperse), reteniendo la célula el compuesto qúımico y transportándolo,
por tanto modificando la estructura de la ECM [104].

Podemos distinguir dos clases generales de haptotaxis, atendiendo a la capacidad
remodeladora de la ECM por parte de este movimiento [55, 137]: movimiento mesen-
quimático, que asume una gran capacidad remodeladora de la población celular; o mo-
vimiento de tipo ameboide, donde la ECM apenas cambia, o no llega a cambiar nada,
debido a la acción celular. Si quisieramos modelar estos dos fenómenos de manera simple,
la diferencia entre ellos seŕıa el añadir o no un término de pérdida por interacciones a la
ecuación de evolución de la ECM.

La haptotaxis ha recibido menos atención que la quimiotaxis en la literatura existente,
fundamentalmente por la enorme atención que atrae el modelo clásico de Keller–Segel.
El primer modelo de haptotaxis es de la década de los 80, y se lo debemos a Oster et al.
[106]. Dicho modelo, que se engloba en la haptotaxis debida a diferencias de concentración,
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sigue la evolución de tres cantidades: la concentración de células ρ(t, x), la densidad del
material extracelular que promueve el movimiento E(t, x), y el vector de desplazamiento
de la matriz u(t, x). El modelo completo se escribe:

∂tρ = −divx (−D1∇xρ+D2∇x∆xρ− αρ∇xE − ρ∂tu) + rρ(ρmax − ρ),

∂tE = −divx(E∂tu) + S(ρ, u, E),

Divx

(
µ1∂tε+ µ2∂tθI + EY

1+ν

(
ε+ ν

1−2ν
θI
)

+ τE
1+λρ

(ρ+ β∆xρ) I
)
− sEu = 0,

(1.3)

donde las constantes f́ısicas que aparecen están relacionadas con las dilataciones y presio-
nes de la ECM, la viscosidad del medio, etc. Este modelo ha sufrido varias modificaciones
y simplificaciones, sobre todo en la ecuación de u(t, x). Podemos hablar, por ejemplo, del
modelo simplificado de [93], o del modelo deducido en [107], de los mismos autores del
original, donde el movimiento celular se debe a diferencias osmóticas de la ECM. Desta-
camos también el trabajo [138], que incorpora dinámicas de saturación del medio debido
a la superpoblación celular, y supone además que en ausencia del qúımico fijado no puede
haber movimiento celular.

Un primer paso a la hora de incorporar dinámicas nuevas a estos modelos fueron las
proteasas, toda una familia de proteinas libres en el medio que degradan los compuestos de
la ECM. Uno de los primeros modelos en incorporarlas fue el de Anderson et al. [6], donde
la ecuación de estas sustancias libres viene dada por una ecuación de reacción difusión,
y se le añade un término de degradación a la ecuación de la ECM. Estas sustancias se
recuperan en [110], que además incorpora términos de adhesión no local entre células. Una
modificación interesante de este modelo es deducida en [133], incluyendo la influencia de
un agente adicional (el ox́ıgeno molecular) en los procesos de nacimiento y muerte celular.

Uno de los grandes avances en los modelos de haptotaxis es la incorporación de la
dinámica de las integrinas. Al ser las encargadas de los enlaces entre las células y la
ECM, el estudio de las reacciones con los compuestos qúımicos del medio, su ciclo de
degradación/reconstrucción, y su concentración y disposición en la membrana son un
ingrediente clave en este tipo de movimiento. El modelo original [95] de Mallet y Pettet
incluye las integrinas como dos ecuaciones más en el sistema: una para las integrinas
libres, que potencialmente pueden promover el movimiento, y otra para las integrinas ya
unidas a la ECM, actuando ya en la migración celular. Referimos también al trabajo [26],
centrado en la dinámica de las integrinas y en las reacciones con los qúımicos del medio,
aunque sin incorporar el movimiento celular.

En recientes estudios se ha visto que las células tumorales tienen un comportamiento
particular: estas se mueven, o se reproducen, pero no hacen ambas cosas a la vez. Esto
ha llevado a proponer los llamados modelos “grow–or–go” para el crecimiento de tumo-
res. Estos modelos diferencian dos poblaciones celulares distintas (aunque, en realidad,
sean la misma pero en diferentes estados): una de células móviles, que invaden el tejido
circundante; y otra de células proliferantes, que están quietas pero reproduciéndose. Esta
distinción es importante desde el punto de vista terapéutico, al ser las células migrato-
rias menos receptivas a los tratamientos de quimioterapia convencionales. Como estas
poblaciones se mueven fundamentalmente debido a la haptotaxis guiada por el medio,
distintos trabajos [139] han tratado de modelar esta dicotomı́a entre ambas poblaciones,
incluyendo la diferente respuesta al tratamiento.

Como es de esperar, en situaciones in vivo la haptotaxis no es el único promotor
biológico de la movilidad celular. La quimiotaxis juega un papel muy importante en la
migración de células, y como tal es conveniente incluirla en nuestros modelos. Puede
darse, incluso, el caso en el que el mismo compuesto qúımico provoca ambos fenómenos,
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1.2. TIPOS DE MOVIMIENTO CAPÍTULO 1

según esté fijado a la ECM o libre en el medio, como es el caso del Thrombospondin
[64, 65, 122]. En [43], los autores deducen un modelo muy completo de crecimiento ce-
lular, que incorpora la haptotaxis debida a diferencias de concentración, las proteasas, y
no uno, sino dos sustancias quimioatractantes que participan en un juego autoregulatorio
con las demás sustancias. Los autores volvieron a su sistema en [5], realizando distintas
simulaciones numéricas del mismo. Una versión simplificada fue propuesta en [44], y estu-
diada con detalle en [71], pero con una importante novedad: ahora, el compuesto qúımico
libre actua tanto degradando la ECM como promoviendo la movilidad celular. Aparece
aqúı un juego competitivo entre ambos tipos de movimiento: el encargado de promover
la quimiotaxis actúa además inhibiendo la haptotaxis, destruyendo el compuesto fijado
al medio.

Como ya hemos dicho, una de las ĺıneas de trabajo en los modelos de quimiotaxis
es el estudio de soluciones que no están definidas globalmente en tiempo. Este problema
también puede plantearse para la haptotaxis, normalmente como una competición entre
ambos fenómenos: mientras que la quimiotaxis tiende a provocar esta explosión, la hap-
totaxis, de algún modo, intenta prevenirlo. Estas modificaciones a los modelos clásicos
de quimiotaxis son relativamente recientes, y aún han demostrado ser muy productivas,
generando numerosos resultados tanto para modelos ya planteados anteriormente [123]
como para modelos nuevos [17, 124, 125, 126].

Hasta ahora, todos los modelos que hemos referido son macroscópicos. Con tanta
variedad a esta escala, parece lógico acercar nuestra visión, y estudiar aproximaciones
microscópicas. Además, en este nivel es más razonable introducir el segundo tipo de hap-
totaxis: podemos suponer que la sustancia que provoca este movimiento está orientada, y
dicha orientación puede incorporarse de manera natural como una variable mas de nuestro
sistema. El modelo cinético más sencillo fue propuesto por Painter [109], y consta de dos
ecuaciones: una para la densidad de células f(t, x, v), y otra para el compuesto qúımico
orientado Q(t, x, θ), donde la variable θ ∈ SN−1 indica la orientación del compuesto. El
sistema general queda:

∂tf(t, x, v) + v ·∇xf(t, x, v) = −µf(t, x, v) + µ

∫
T (v, v′;Q)f(t, x, v′)dv′,

∂tQ(t, x, θ) = −divxJQ + g(f,Q).

En dicho art́ıculo, además, se dan distintas propuestas de núcleo de interacciones T (v, v′;Q)
para el cambio de la velocidad de las células, y distintas elecciones de la función g que
modela la creación/destrucción de la ECM debido a la acción de las células.

El uso de modelos microscópicos también permite incorporar, de manera sencilla, las
integrinas de las membranas celular. Una primera aproximación en esta dirección fue
dada en [51], donde consideran que el estado microscópico de las células depende de una
variable adicional y, que representa la concentración de integrinas enlazadas a la ECM.
La dinámica de las integrinas viene dada por la ley de acción de masas de la reacción
qúımica de fijarse y separarse a los compuestos que conforman la ECM.

Recordamos ahora las hipótesis de la KTAP, antes presentada: el estado microscópico
de los individuos viene dado, además de por sus variables f́ısicas, por una variable adicio-
nal, actividad, que modifica el comportamiento de las células. Pareciese que, a la vista del
modelo anterior y de esta propiedad, la concentración de integrinas (libres o fijadas) en
la membrana celular es una buena candidata a actividad, a la hora de construir modelos
microscópicos de haptotaxis. Con este esṕıritu, en [83, 104] (y en los caṕıtulos 2 y 3), los
autores presentaron un modelo combinado de haptotaxis y quimiotaxis, englobado dentro
del marco general de la KTAP, donde la variable actividad es precisamente la concen-
tración de las integrinas de la membrana celular. Este modelo también tiene en cuenta
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la degradación de la ECM debido a interacciones con las células (liberando el compuesto
que provoca la quimiotaxis), y la dinámica de las integrinas por medio de la ley de acción
de masas de ciertas reacciones qúımicas en la membrana celular.

1.2.3. Difusión

En general, llamamos difusión al fenómeno resultante del movimiento aleatorio de
part́ıculas, por el cual existe un flujo neto de materia de las zonas con mayor concentración
a regiones con menor concentración.

A la hora de hablar del fenómeno de difusión, debemos comenzar hablando de los dos
pioneros en este área: Thomas Graham y Adolf Fick. Graham trabajó en la difusión de
gases y ĺıquidos, y sus resultados fueron publicados en su obra On the Law of Diffusion of
Gases de 1833. En él, propuso la llamada Ley de Graham, que dice que la tasa de difusión
de un gas es inversamente proporcional a la raiz cuadrada de su peso molecular. Esta ley
experimental fue confirmada mas tarde por la teoŕıa cinética de gases. Estos trabajos,
junto con sus estudios sobre los coloides (rama de la cual se le considera fundador)
fueron fundamentales para que, en 1854, dearrollara la técnica de diálisis, un método
de separación por difusión de los compuestos presentes en un ĺıquido a través de una
membrana.

Estos experimentos inspiraron a Fick, quien, en 1855, propondŕıa sus dos leyes (de
Fick) de la difusión. Estas dicen que:

Las part́ıculas viajan de las zonas con mayor concentración a las regiones con menor
concentración. Por tanto, estas diferencias generan un flujo, el cual es proporcional
al gradiente de concentración, con sentido opuesto.

La concentración de part́ıculas del gas evoluciona según la ecuación en derivadas
parciales

∂tu(t, x) = −D∆xu(t, x),

donde ∆x denota al operador laplaciano.

La primera ley de Fick es la definición de difusión tal y como la conocemos hoy en d́ıa.
La segunda ley de Fick, por otro lado, es similar a otras leyes provenientes de distintos
campos, como la ley de Darcy para el movimiento del agua a través de medios porosos,
o la ley de Ohm para el transporte de cargas eléctricas.

Debemos continuar hablando de Jean–Baptiste Joseph Fourier. Matemático francés,
dedujo la segunda ley de Fick en su trabajo Mémoire sur la propagation de la chaleur
dans les corps solides de 1807, casi 50 años antes, para modelar la conducción del calor a
lo largo de una barra metálica. En su honor, a dicha ecuación se le suele llamar también
ecuación del calor.

Este trabajo de Fourier es conocido por introducir lo que hoy conocemos como Análi-
sis de Fourier, y por la controversia que tuvo en su momento: este fue rechazado por la
Academia Francesa por su poco rigor en la obtención de los resultados. Lo más escanda-
loso fue afirmar que cualquier función pod́ıa ser expresada como suma infinita de senos y
cosenos. Aunque Euler o Bernouilli ya hab́ıan utilizado descomposiciones de este tipo en
sus trabajos, la atrevida afirmación de Fourier desencadenó la aparición de publicaciones
en este sentido, intentando comprobar su veracidad, y aplicar estas descomposiciones en
diversos ámbitos. De hecho, gracias a los trabajos de Dirichlet o Lagrange entre otros,
hoy d́ıa sabemos que esta afirmación es cierta para funciones de cuadrado integrable
L2 ([0, R]).
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Siguió trabajando en el tema, y en 1822 publicó su famoso libro Théorie analytique
de la chaleur, donde además introduce un concepto fundamental del modelado: el análisis
dimensional de una ecuación diferencial.

A nivel de part́ıculas individuales, la difusión se corresponde con el movimiento brow-
niano. Se le llama aśı en honor a Robert Brown, biólogo escocés que descubrió este
fenómeno en 1827 al observar el movimiento de granos de polen. La primera descripción
matemática de este movimiento no llegó hasta 1900, cuando Louis Bachelier lo modeló en
su tesis doctoral; sin embargo, es mas conocido el estudio independiente de Einstein, On
the Motion of Small Particles Suspended in a Stationary Liquid, as Required by the Mole-
cular Kinetic Theory of Heat, que atrajo la atención de los f́ısicos al ser presentado como
prueba (indirecta) de la existencia de los átomos. En nuestro ambiente, el movimiento
browniano se define como el movimiento errático de una part́ıcula que no está sometida
a fuerzas ni est́ımulos externos. En estas condiciones, se propone que la velocidad que
tiene una part́ıcula es aleatoria, y su distribución viene dada por una función gaussiana:

M(v) :=
1

(2πµ)N/2
e−|v|

2/2µ,

donde N es la dimensión del espacio donde vive la part́ıcula (con N = 3 correspondiente
al caso de part́ıculas reales) y

√
µ es la llamada velocidad media térmica, una medida

experimental de la velocidad microscópica media de un sistema, y se calcula a partir de
la temperatura absoluta del sistema usando termodinámica clásica.

También se puede plantear el movimiento browniano desde un punto de vista dife-
rencial, dando para cada part́ıcula individual una ecuación deferencial estocástica que
modele este comportamiento aleatorio. Al proceso estocástico que representa este tipo de
movimiento se le conoce como proceso de Wiener, y es un caso particular de los procesos
de Lévy, de los que hablaremos en la sección siguiente.

Este fenómeno se modela a nivel microscópico de distintas maneras. La mas conocida,
mediante una versión linealizada de la ecuación de Boltzmann. Esta modela la distribu-
ción de las part́ıculas de un gas en movimiento que chocan entre ellas. Estas interacciones
se consideran elásticas y conservativas, lo cual resulta en el operador integral (en veloci-
dad) de colisiones cuadrático [28, 131]:

Q(f, f) :=

∫
RN

∫
Sn−1

B(|v − v∗|, θ)
(
f(v′∗)f(v∗)− f(v′)f(v)

)
dθ dv′,

v∗ =
v + v′

2
+
|v − v′|

2
σ, v′∗ =

v + v′

2
− |v − v

′|
2

σ,

θ tal que cos θ = σ · (v − v′)/|v − v′|.

Esta no linealidad del problema tiene implicaciones matemáticas muy fuertes a la hora
de su estudio. Por eso, se buscan alternativas lineales y, por tanto, mas fáciles de tratar,
y que modelen una situación similar . Presentamos a continuación algunas de ellas.

A priori, la aproximación mas sencilla es linealizando el operador de Boltzmann,
apareciendo un operador lineal de relajación a un equilibrio. Es conocido [131] que, a
tiempos largos, el operador de Boltzmann alcanza un equilibrio relacionado con la forma
del núcleo de interacciones. En el caso clásico de colisiones de las part́ıculas de un gas,
este equilibrio tiene la forma de una función gaussiana en velocidades M(v); esto es, que
una solución de la ecuación de Boltzmann “se relaja” a una gaussiana. Un operador de
este estilo tiene la forma

LR(f)(v) :=
1

τ
(f − ρM) ,

11
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donde ρ =
∫
f(v) dv es la concentración de part́ıculas.

Otra aproximación es el operador de Fokker–Planck, muy utilizado en f́ısica. Este
describe (entre otros fenómenos) las interacciones de los átomos de un plasma en un
baño térmico, y puede deducirse a partir del operador de Boltzmann o del movimiento
browniano [41]. Este operador se escribe como:

LFP (f)(v) :=
1

τ
divv(vf) +

µ

τ
∆vf =

µ

τ
divv

(
1

M
∇v (Mf)

)
,

donde τ es el tiempo de relajación del sistema, y
√
µ es la velocidad media térmica.

La difusión estándar tiene problemas a la hora de aplicarse al mundo real. El primero
de ellos proviene directamente de la ecuación del calor: sus soluciones tienen velocidad de
propagación infinita, esto es, si comenzamos con una condición inicial de soporte compac-
to, inmediatamente la solución tiene valores no nulos en cualquier punto del espacio. Este
hecho es falso en la realidad, y se pone de manifiesto más llamativamente si abandonamos
la mecánica clásica y entramos en el mundo relativista, donde uno de sus axiomas es la
existencia de una velocidad máxima finita.

Reduciéndonos al movimiento browniano puro, también se ha comprobado ([9] y sus
referencias) que, en muchas situaciones, los individuos vivos no se rigen por este mo-
vimiento. Por ejemplo, una población de bacterias en una situación donde el alimento
está concentrado en lugares puntuales separados entre si, es capaz de sobrevivir según los
experimentos hechos en laboratorio, mientras que simulaciones numéricas de esta misma
situación que asumen movimiento browniano terminan con la extinción de la población.

Cabe, pues, preguntarse si no es hora de abandonar la difusión clásica, y proponer
modelos nuevos que se ajusten mejor a la realidad y, a ser posible, hagan predicciones
certeras. De entre las diferentes propuestas que existen en este sentido (medios porosos
o limitadores de flujo, entre otros), nosotros estudiamos otro tipo diferente de difusión,
que ha sido utilizado con éxito en los últimos años, y que presentamos a continuación: la
difusión fraccionaria.

1.2.4. Difusión fraccionaria

El movimiento browniano es una manera de ver el movimiento aleatorio de part́ıculas
(o individuos), pero no es la única. De hecho, es un caso particular de lo que llamamos un
camino aleatorio, introducido por primera vez por Pearson en 1905. Un camino aleatorio
es exactamente eso: la trayectoria descrita por una sucesión de pasos aleatorios, como
puede ser el movimiento de una part́ıcula en un gas, un animal buscando comida, o el
precio de una acción de bolsa.

Nos fijamos en un caso particular: los vuelos de Lévy, llamado aśı por el matemático
Paul Lévy. Un vuelo de Lévy es un camino aleatorio donde la distribución de probabilidad
de la longitud de los pasos viene dada por una función de cola pesada, esto es, una función
F (v) continua y positiva verificando (ver [56, 98] para mas detalles):

F (−v) = F (v), F (v)
|v|>c0

=
K0

|v|N+γ+1
,

∫
F (v) dv = 1.

En esta expresión, c0 es la llamada velocidad root–mean–square (r.m.s.), y juega el
papel de la velocidad media térmica en estos modelos; K0 := K̃0 c

1+γ
0 , donde K̃0 es una

constante adimensional de normalización. Por último, γ es el parámetro que determina
como de pesada es la distribución de equilibrio de velocidades de las part́ıculas, y está
relacionado tanto con el comportamiento en comparación con la difusión clásica como
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con los momentos en velocidad de la función de distribución que describe la evolución de
la población.

De igual manera que el movimiento browniano describe la difusión clásica, el movi-
miento aleatorio regido por un vuelo de Lévy se conoce como difusión fraccionaria [99].
Trabajos recientes sugieren que los vuelos de Lévy son, para una población biológica,
una estrategia eficiente de búsqueda de forma aleatoria [52, 85, 88]. En [132], los autores
propusieron lo que se conoce como la Hipótesis de búsqueda por vuelos de Lévy: pues-
to que un movimiento de este estilo optimiza la búsqueda de alimento, en periodos de
escasez los individuos pasan de tener movimiento browniano a seguir una estrategia de
búsqueda mediante vuelos de Lévy. En el ejemplo anterior de la población bacteriana [9],
las mismas simulaciones, ahora con esta clase de movimiento aleatorio, reproducen los
resultados de los experimentos (la supervivencia de la población).

De igual manera que a nivel macroscópico la difusión clásica está modelada por el
laplaciano, el operador correspondiente a la difusión fraccionaria es el laplaciano fraccio-
nario, (−∆)s, donde 0 < s < 1 (el caso s = 1 se corresponde con la difusión clásica). Este
operador puede definirse de cuatro maneras equivalentes:

La forma más simple es usando la transformada de Fourier: dada una función f , su
laplaciano fraccionario se define como

F ((−∆x)
sf) (k) := |k|2sf̂(k),

donde k es la variable dual en Fourier, y por “sombrero” o con la letra F denotamos
a la Transformada de Fourier.

Puede definirse como ĺımite a partir de un sistema de EDPs [34]: dada una función
f : RN → R, consideramos u : RN × [0,+∞) → R la extensión de f que verifique
la ecuación:

∆xu+
1− 2s

y
∂yu+ ∂2

yyu = 0, u(x, 0) = f(x).

Entonces,

CN,s(−∆x)
sf(x) := ĺım

y→0+
−y1−2s∂yu(x, y) =

1

2s
ĺım
y→0+

u(x, y)− u(x, 0)

y2s
,

para cierta constante CN,s dependiendo de la dimensión N y el exponente s.

A través de su descomposición espectral: sean (µλ, φλ(x))λ∈R los autovalores y las
autofunciones del laplaciano (−∆x) en RN (o en un dominio Ω ∈ RN con condiciones
Dirichlet nulas). Entonces, definimos (−∆)s como el operador cuyos autovalores y
autofunciones vienen dados por (µsλ, φλ(x))λ∈R.

Finalmente, puede definirse como convolución con un cierto núcleo:

(−∆x)
sf(x) := CN,s

∫
f(x)− f(y)

|x− y|N+2s
dy,

con CN,s como antes.

Dependiendo del problema que tratemos, la utilidad de alguna de estas definiciones vaŕıa:
podemos usar la formulación desde un sistema de EDPs para resolver problemas varia-
cionales que involucran al operador; las formulaciones espectral y a partir de Fourier
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permiten definir de manera simple el espacio natural de definición del operador, y la
última permite utilizar resultados de la teoŕıa de operadores singulares.

Tiene especial interés el caso ĺımite s = 1/2: este se corresponde con la primera deri-
vada de la función (en algún sentido), y está relacionado con el espacio H1/2. Este valor
es ĺımite en varios sentidos: por ejemplo, para s > 1/2 puede probarse que (−∆x)

sf tiene
un operador traza bien definido, útil cuando quieren demostrarse resultados de existencia
al estilo de [47, 90]; también se corresponde con el caso de primer momento finito, impor-
tante para análisis asintóticos. Referimos al lector a [101] para una introducción detallada
al operador (−∆x)

s y a los espacios de Sobolev fraccionarios, espacios de trabajo para
este operador.

De igual manera que, de manera microscópica, la difusión clásica puede describirse de
distintas maneras, las mas conocidas siendo el operador de Fokker–Planck y los operadores
de relajación a una función gaussiana, creemos que esta misma variedad se respeta en el
caso de la difusión fraccionaria.

En el caso de una ecuación cinética con un término de relajación, lo que hacemos es
cambiar el equilibrio por una distribución “de cola pesada”. En el Caṕıtulo 4 veremos que,
en estas condiciones, tras un conveniente ĺımite de escala (determinado por esta función)
nos dará a nivel macroscópico un laplaciano fraccionario [23]. Este ĺımite, al menos en el
caso lineal, ha sido demostrado usando diferentes técnicas [24, 25, 98].

También podemos definir, de manera análoga al operador clásico de Fokker–Planck,
un nuevo operador lineal de colisiones que se relaciona con la difusión fraccionaria: el
operador de Fokker–Planck fraccionario, o FFP por sus siglas en inglés. Dicho operador
se define como [37]

LFFP (f)(v) :=
1

τ
divv(vf)− σ

τ
(−∆v)

sf,

donde τ es el tiempo de relajación del operador, y σ es una cantidad con dimensiones
(las adecuadas por el exponente s del laplaciano fraccionario al que acompaña), y juega
el papel de la velocidad media térmica en estos modelos (que no puede justificarse para
esta clase de difusión). A partir de este operador podemos justificar de manera muy
sencilla las funciones “de cola pesada”, además de obtener una expresión expĺıcita para
ellas: estas son las funciones que generan el núcleo del operador. Este hecho es similar
al operador de Fokker–Planck clásico, cuyo núcleo está generado por una gaussiana y,
de hecho, la cuenta es la misma. Respecto a este operador, en [97] se demuestra que, al
menos en el caso lineal, un ĺımite de escala adecuado recupera en el nivel macroscópico
la difusión fraccionaria.

Faltaŕıa encontrar un resultado similar para el operador de Boltzmann. Ruego al
lector que me permita hacer una conjetura: en el caso de una ecuación de Boltzmann,
cuyo núcleo de intracciones venga dado por una distribución de cola pesada como las
anteriores, al hacer el ĺımite de escala dictado por esta distribución recuperaremos, en la
escala macroscópica, la difusión fraccionaria.

1.3. Otras perspectivas: comportamiento humano

Todos los modelos planteados hasta ahora responden a mecánicas, hasta cierto punto,
simples: el individuo recibe el est́ımulo externo (qúımico), y adapta su movimiento según
este. Pero esta aproximación es, en cierto punto, ingenua: como ya se discutió en la
sección 1.1.2, los seres vivos son muy complejos y tienen multitud de procesos internos
que influyen en su forma de relacionarse con el medio. Esta puntualización es de gran
importancia en modelos para el comportamiento humano. Las personas son aún mas
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complejas en sus relaciones con el medio: son capaces de tomar decisiones intrincadas,
tienen sentimientos, experiencias pasadas... Todos estos factores hacen que desarrollar
modelos en estos ambientes sea muy complicado.

Para entender este comportamiento y poder plantear modelos, es muy importante
entender y desarrollar el concepto de información. La información, como ente abstracto,
aparece de manera natural a la hora de describir los sistemas vivos, entendida como el
conocimiento que una población tiene de la estructura de su medio. Este es el elemento
clave a la hora de describir la dinámica del sistema. Por ejemplo, en el modelo de Keller–
Segel de quimiotaxis, la única información que la población celular tiene del medio en
que vive es la diferencia de concentración del quimioatractor, y por tanto adapta su mo-
vimiento según esta [81, 104]. No obstante, esta clase de información no es suficiente para
el estudio de la conducta humana [10, 18, 32, 33]: frente al mismo problema, las personas
tienen información distinta, y su comportamiento vaŕıa según esta. Volviendo al ejemplo
del comienzo del caṕıtulo sobre el tráfico en las ciudades, alguien que se conoce la ciudad
y las horas de mayor tráfico (que llevan a embotellamientos) modificará sus horarios de
acuerdo a esta información, evitando estas horas o siguiendo rutas alternativas; mientras
que alguien que acabe de mudarse alĺı (y desconozca estos hechos) es más proclive a en-
trar en los atascos. Otro ejemplo son las inversiones financieras: un experto en bolsa que
conozca las tendencias del mercado, las distintas empresas que cotizan y que lea la prensa
especializada a diario obtendrá beneficios económicos corriendo un riesgo relativamente
bajo; mientras que un recién llegado o alguien que no disponga de esos recursos correrá
un mayor riesgo en sus inversiones, y es más proclive a acabar teniendo pérdidas.

Por tanto, son necesarias una definición más precisa de información y un estudio más
profundo de su dinámica. En esta ĺınea, se ha realizado un gran esfuerzo intentando en-
tender y describir los sistemas vivos desde un punto de vista matemático, mientras se
captura toda su complejidad. En este ambiente, creo que la KTAP establece un marco
funcional adecuado para estudiar estas situaciones y proponer modelos matemáticos. El
nivel de conocimiento de un individuo responde a las caracteŕısticas que tiene la activi-
dad: es una variable cuantificable que añade heterogeneidad a la población, modificando
el comportamiento de los diferentes individuos con respecto a su entorno y a otros indivi-
duos dependiendo de esta. Además, la estructura de algunos operadores cinéticos clásicos
(como, por ejemplo, los operadores tipo Boltzmann no lineales) responde a la dinámi-
ca del aprendizaje, entendido como el proceso mediante el cual se modifica el nivel de
conocimiento de un individuo.

Citamos, por ejemplo, a [32], donde se propone un modelo general dentro de la KTAP
para estudiar el proceso de aprendizaje de niños en un colegio. En dicho trabajo, primero
se estudia el concepto de información y los procesos de aprendizaje, repasando la litera-
tura existente sobre el tema y extrayendo las propiedades de interés para el modelado
matemático. Después, se construye un modelo en el marco general de la KTAP, siguiendo
las directrices del estudio previo realizado e incorporando las propiedades del cambio de
nivel de conocimiento en la dinámica del modelo. La aproximación a varias escalas es
muy interesante: incorpora tanto interacciones entre individuos (incluyendo la posible
existencia de ĺıderes) como entre grupos de individuos, siendo este el comportamiento
“macoroscópico”. Finalmente, de propone el modelo concreto para un colegio, particula-
rizando el modelo general con hipótesis razonables, identificando los grupos cerrados con
las distintas clases y los ĺıderes con los profesores.

Terminamos esta introducción haciendo énfasis en las perspectivas de investigación en
este campo: no solo modelar distintos tipos de aprendizaje, sino también introducir estas
dinámicas en redes sociales, elemento clave hoy d́ıa en las relaciones entre las personas,
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y por tanto de la información que reciben y asimilan. Creemos que este es un campo con
grandes perspectivas de futuro, y el desarrollo de modelos matemáticos fieles e interesantes
(al estilo de [32]) tendrá un impacto significativo en numerosos aspectos de las ciencias
sociales [130].
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Caṕıtulo 2

Un modelo combinado de haptotaxis
y quimiotaxis. Existencia y unicidad
de solución

En este caṕıtulo presentamos un modelo de dinámica celular, que involucra los fenóme-
nos de haptotaxis y quimiotaxis, ambos presentados anteriormente. Desarrollamos el mo-
delo dentro de la Teoŕıa Cinética de Part́ıculas Activas (KTAP), dando una ecuación
cinética para la población celular, y definiendo la actividad como la concentración de
ciertos complejos de la membrana celular, relacionados con los compuestos qúımicos in-
volucrados en ambos fenómenos. A la ecuación para la población celular le añadimos las
ecuaciones de evolución de los compuestos qúımicos que provocan los fenómenos de hap-
totaxis y quimiotaxis. Para el sistema propuesto, demostramos la existencia y unicidad
de solución para tiempos cortos. Para ello, utilizamos técnicas estándar de linealización,
estimaciones a priori y teoremas del punto fijo. Los resultados de este caṕıtulo han sido
publicados en [104].

2.1. Deducción del modelo

El fenómeno biológico que pretendemos modelar matemáticamente es el movimiento
de una cierta población celular dentro de su medio vivo natural (normalmente una matriz
extracelular o ECM por sus siglas en inglés). Un ejemplo de este fenómeno es la formación
y desarrollo de tumores, y relacionados con este podemos encontrar otros procesos que
tienen interés en śı mismos, como pueden ser la formación y disociación de agregados
celulares y la angiogénesis (formación de vasos sangúıneos). Pueden verse, por ejemplo,
[11] y [19] para una aproximación general a estos problemas en el marco de la KTAP. En
[83] se muestra una aproximación también teórica, pero presenta combinados los efectos
de haptotaxis y quimiotaxis, más próxima a la que aqúı exponemos. También puede
verse [94], un estudio de diversos modelos que sólo tienen en cuenta el fenómeno de la
haptotaxis, aunque no están deducidos dentro de la KTAP.

En el medio nos encontramos dos sustancias distintas de interés para el modelado: una
es una fibra proteica orientada, responsable de la haptotaxis; y el otro es un compues-
to qúımico proveniente de la degeneración de las fibras, responsable de la quimiotaxis.
Ambos se encuentran distribuidos por el medio biológico, poseen una dinámica propia
e influyen en el movimiento de la población de células de distinto modo. Denotaremos
por Q(t, x, θ) a la concentración de fibra en el tiempo t, posición x y orientada según el
vector θ ∈ SN−1. A la concentración total de fibra proteica en el instante t y posición x
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la denotaremos Q̄(t, x):

Q̄(t, x) :=

∫
Q(t, x, θ) dθ.

Denotamos por último L(t, x) a la concentración de compuesto qúımico en instante t
y posición x. A partir de ahora, notaremos de igual modo la fibra proteica y el com-
puesto qúımico que denotan su concentración, pasándose a llamar compuestos Q̄ y L,
respectivamente.

Nuestro objetivo inicial es modelar el sistema ligado formado por la población celular,
estas dos sustancias y las interacciones entre ellas. Para ello, trataremos la población ce-
lular como un sistema de part́ıculas cinéticas activas, mientras que para sendas sustancias
qúımicas usaremos modelos de tipo fluido combinados con leyes de acción de masas.

Empezamos modelando la población celular. Consideremos en un primer acercamien-
to discreto que es una población finita de n células, y nos fijamos en la trayectoria una de
ellas, digamos la j-ésima, que vendrá caracterizada por sus dos variables mecánicas: posi-
ción Xj(t) y velocidad Vj(t). Si inicialmente suponemos que no existen fuerzas externas,
usando la segunda Ley de Newton obtenemos las ecuaciones

dXj

dt
= Vj(t),

dVj

dt
= 0. (2.1)

Más adelante introduciremos los posibles cambios de velocidad debidos a la interacción
con la ECM.

Para definir y modelar la variable actividad, tenemos que empezar a estudiar como
interactuan las células con el medio. Estas tienen un complejo proteico en su membrana,
las integrinas (que denotaremos pr R), que interactúan con ambos compuestos del medio,
enlazándose con ellos y formando complejos de membrana: el compuesto Q̄R, en el caso
de enlazarse con el compuesto Q̄, y el compuesto LR en el caso de enlazarse con el
compuesto L. Definiremos la actividad de nuestra célula j–ésima como el vector de dos
componentes Yj := (Yj

1,Y
j
2), siendo Yj

1 e Yj
2 la concentración del compuesto Q̄R y LR

en la membrana celular, respectivamente. Finalmente, suponemos que, en cada célula,
la concentración total de integrinas, ya sea en forma libre, R, o ligada, Q̄R y LR, es
una constante que llamaremos R0. Por tanto, la dinámica de la actividad de cada célula
vendrá dada por las correspondientes leyes de acción de masas de las dos reacciones de
membrana:

Q̄+R
k1


k−1

Q̄R, L+R
k2


k−2

LR, (2.2)

que se traducen en la ecuación diferencial:

d

dt

(
Yj

1

Yj
2

)
=

(
k1(R0 −Yj

1(t)−Yj
2(t))Q̄(t,Xj(t))− k−1Y

j
1(t)

k2(R0 −Yj
1(t)−Yj

2(t))L(t,Xj(t))− k−2Y
j
2(t)

)
, (2.3)

donde Q̄(t,Xj(t)) y L(t,Xj(t)) representan respectivamente las concentraciones de fibra
orientada y de sustancia qúımica que existe en el medio en la posición en que se encuentra
nuestra célula.
A partir de la definición de actividad dada, la variable y toma valores en el conjunto

Y := {(y1, y2) ∈ (0, R0)× (0, R0)/y1 + y2 < R0}. (2.4)

Que y1, y2 ≥ 0 se deduce del hecho de que son concentraciones, y la condición y1+y2 ≤ R0

es equivalente a decir que la concentración total de integrinas enlazadas en la célula no
puede exceder la concentración total de integrinas en la membrana celular, R0, que es
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perfectamente razonable. Por último, que las desigualdades sean estrictas (esto es, que el
conjunto sea abierto) es una condición que viene impuesta por los experimentos realizados
en laboratorio. Alcanzar la frontera significaŕıa que estamos en alguna de las siguientes
situaciones:

No hay complejo Q̄R en la membrana celular, y por tanto no hay enlace entre la
ECM y la célula, situación muy improbable puesto que la célula necesita de las
fibras para moverse en el medio.

No hay complejo LR en la membrana celular, de nuevo una situación muy impro-
bable puesto que el compuesto L está por todo el medio. Además, si no hay enlace
con el compuesto L no hay quimiotaxis.

Todos los receptores de membrana están ocupados formando complejos Q̄R o LR.
Esta situación no ha sido observada y es muy improbable, porque impediŕıa la
migración celular.

Mediante un proceso estándar de la mecánica estad́ıstica de paso al continuo cuando
la población celular es muy grande (n → ∞), las ecuaciones ordinarias (2.1) y (2.3)
producen la siguiente ecuación cinética en derivadas parciales [116]:

∂tf(t, x, v, y) + v ·∇xf(t, x, y, v)− divy(G(y, Q̄(t, x), L(t, x))f(t, x, v, y)) = 0, (2.5)

donde f(t, x, v, y) es la probabilidad de encontrar una célula en el instante t en la posición
x con velocidad v y con concentraciones y, y G es la función que contiene la información
de las reacciones de membrana:

G(y, q, l) :=

(
k1(R0 − y1 − y2)q − k−1y1

k2(R0 − y1 − y2)l − k−2y2

)
. (2.6)

En lo que sigue, consideraremos que x ∈ RN , y ∈ Y dado por (2.4), y v definida en
V := [v1, v2]× SN−1, con 0 ≤ v1 < v2 <∞.

Ahora que estamos en la ecuación continua, vamos a introducir los posibles cambios
en la velocidad de las células aprovechando el marco de la KTAP. Vamos a suponer que
los cambios de velocidad pueden deberse a cualquiera de los tres siguientes fenómenos:

Puede ser que una célula se encuentre con una fibra orientada del medio y se alinee
con ella (haptotaxis). Este fenómeno lo modelamos con un término H(f,Q, y) en
el lado derecho de la ecuación (2.5).

Puede ser que una célula vaŕıe su dirección de movimiento por una diferencia de con-
centración del quimioatractor L (quimiotaxis). Esto lo modelamos con un término
C(f, L, y) en el lado derecho de (2.5).

También puede ser que una célula vaŕıe su velocidad de forma aleatoria debido a
cualquier otro efecto, por lo que modelamos este posible cambio con un operador
de turning L(f) en el lado derecho de (2.5).

Cada uno de los tres operadores podemos descomponerlo de forma aditiva como un
término de ganancia (con el supeŕındice +) y un término de pérdida (supeŕındice -).
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Proponemos para el operador de haptotaxis la siguiente forma funcional: H = H+−H−,
con

H+(f,Q)(t, x, v, y) :=

∫∫
ph(t, x, v

′, y)ψ(v; v′, θ)f(t, x, v′, y)Q(t, x, θ) dθ dv′,

H−(f,Q)(t, x, v, y) := f(t, x, v, y)ph(t, x, v, y)

∫∫
ψ(v′; v, θ)Q(t, x, θ) dθ dv′,

donde ph(t, x, v, y) es la tasa de interacción de una célula con alguna fibra en el estado
(t, x, v, y) y ψ(v; v′, θ) es la probabilidad de que una célula con velocidad v′ que interactúa
con una fibra con orientación θ resulte con velocidad v tras dicha interacción.

Para el operador de quimiotaxis C proponemos C = C+ − C−, con

C+(f, L)(t, x, v, y) :=

∫
pc(t, x, v

′, y)α2(y)K[∇xL](v, v′)f(t, x, v′, y) dv′,

C−(f, L)(t, x, v, y) := pc(t, x, v, y)α2(y)f(t, x, v, y),

donde pl(t, x, v, y) es la tasa de interacción de una célula en el estado (t, x, v, y) con
el quimioatractor L, y K[∇xL](v, v′) es el nucleo de interacciones, que determina la
probabilidad de que una célula con velocidad v′ termine con velocidad v tras reaccionar
ante la presencia de un gradiente de concentración ∇xL.

Para el operador L también proponemos una descomposición L = L+ − L−, con

L+(f)(t, x, v, y) :=

∫
pl(t, x, v

′, y)α1(y)T (v, v′)f(t, x, v′, y) dv′,

L−(f)(t, x, v, y) := pl(t, x, v, y)α1(y)f(t, x, v, y),

donde pl(t, x, v, y) es la probabilidad de que una célula en el estado (t, x, v, y) sufra un
cambio aleatorio en su velocidad, y T (v, v′) es la probabilidad de que una célula con
velocidad v′ termine con velocidad v tras un cambio aleatorio en su velocidad. Las dos
funciones α1(y) y α2(y) que aparecen no son más que dos funciones peso (αk : Y −→ [0, 1],
α1 + α2 = 1) que asignamos a los fenómenos del cambio aleatorio en velocidades y la
quimiotaxis. La ecuación para f queda entonces:

∂tf + v ·∇xf − divy(G(y, Q̄, L)f) = H(f,Q) + L(f) + C(f, L). (2.7)

Para completar el modelo necesitamos las ecuaciones de evolución para Q y para L.
En ambos casos, las ecuaciones van a combinar dos efectos, los relativos a la ley de acción
de masas (2.2), producida sobre las membranas celulares, y los relacionados con su propia
dinámica, que ahora pasaremos a desarrollar.

En primer lugar, modelamos la distribución de fibras del medio. Nuestra hipótesis es
que sólo cambia por las interacciones con la población celular, y que los cambios son de
dos tipos:

Puede ocurrir que la velocidad relativa de la célula con la orientación de la fibra
no sea adecuada en algún sentido y que, al interactuar, la célula rompa la fibra,
degenerando en el compuesto L.

Una célula puede encontrarse con una fibra del medio, y puede ocurrir que esta
reaccione con la membrana celular y se una a ella formando el complejo Q̄R. De
igual modo, el complejo de membrana Q̄R puede disociarse, liberando fibras en el
medio.
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Nuestra aproximación consiste en modelar estos dos fenómenos y sumarlos para obtener
la dinámica de Q.

Para la ruptura de las fibras, usamos el modelo propuesto en [68] que, esencialmente,
establece que la destrucción de la fibra es proporcional a su grado de perpendicularidad
respecto de la velocidad de la célula, y viene descrito como

∂tQ = −κ
(∫∫ (

1−
∣∣∣∣θ· v|v|

∣∣∣∣) f dy dv

)
Q,

siendo κ la tasa de interacciones destructivas entre la población celular y las fibras del
medio. Para la ley de acción de masas, suponemos que estamos en el caso más sencillo,
en el cual la reacción no depende de ningún fenómeno externo, y la orientación que tiene
una fibra al desligarse de una célula es independiente del estado de esta o del medio,
resultando la ecuación

∂tQ = −k1Q

∫∫
(R0 − y1 − y2)f dv dy +

k−1

|SN−1|

∫∫
y1f dv dy.

Si integramos esta ecuación respecto de la variable θ recuperamos la ley de acción de masas
(2.2), que era nuestro objetivo. Sumando ambos términos, tenemos nuestra ecuación para
Q:

∂tQ =− κ
(∫∫ (

1−
∣∣∣∣θ· v|v|

∣∣∣∣) f dv dy

)
Q

− k1Q

∫∫
(R0 − y1 − y2)f dv dy +

k−1

|SN−1|

∫∫
y1f dv dy. (2.8)

Modelamos por último la dinámica del quimioatractor L. Nuestras hipótesis para
modelar son las siguientes:

El compuesto L es creado por degeneración de las fibras de Q tras chocar con las
células, como se indica en la dinámica de Q.

El compuesto degenera de manera natural, siendo absorbido por el medio.

Suponemos además que el compuesto L se difunde en el medio de manera uniforme.

Por último, el compuesto L puede reaccionar con la membrana celular y unirse a
ella, formando el complejo de membrana LR. De igual manera, el complejo LR
puede disociarse, liberando L en el medio.

Seguimos la misma aproximación que para la población Q. Las tres primeras hipótesis
las modelamos mediante la ecuación

∂tL = κ

∫ (∫∫ (
1−

∣∣∣∣θ· v|v|
∣∣∣∣) f dy dv

)
Q dθ − rLL+DL∆xL.

El primer término de la derecha corresponde a la pérdida de fibras Q, con cualquier
orientación, debido a degeneración de este, mientras que el segundo término corresponde
con la degeneración natural de L con tasa constante rL. El último es el término estándar
correspondiente a la difusión con constante de difusión DL. Incorporar la ley de acción
de masas no da ningún problema, quedando

∂tL = −k2L

∫∫
(R0 − y1 − y2)f dv dy + k−2

∫∫
y2f dv dy.
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Sumamos ambos términos para obtener nuestra ecuación para L:

∂tL =κ

∫ (∫∫ (
1−

∣∣∣∣θ· v|v|
∣∣∣∣) f dy dv

)
Q dθ − rLL+DL∆xL

− k2L

∫∫
(R0 − y1 − y2)f dv dy + k−2

∫∫
y2f dv dy. (2.9)

Podemos identificar los modelos deducidos en [68, 83], con la novedad de la intro-
ducción de los términos de reacción, encaminados a modelar el balance de masas de las
sustancias debido a las interacciones con la membrana celular, que completa los modelos
anteriores.

El objetivo de este caṕıtulo es demostrar la buena definición del sistema (2.7)-(2.8)-
(2.9) en un espacio adecuado. Para ello, utilizamos el marco funcional presentado en [83],
que es suficiente para nuestro objetivo.

2.2. Existencia y unicidad de solución

Antes de comenzar la demostración de la buena definición del sistema (2.7)-(2.8)-(2.9),
recordamos algunas estimaciones de utilidad que pueden encontrarse en [83].

Lema 2.2.1 (Propiedades de los operadores integrales) Sea t ≥ 0. Entonces, se
verifican las siguientes propiedades:

1. Sean ph(t) ∈ L∞(RN×V ×Y ) y ψ(v; v′, θ) dos funciones no negativas que verifican:∫
ψ(v; v′, θ) dv = 1,

∫
ψ(v; v′, θ) dv′ ≤M.

Entonces, el operador H es bilineal y continuo de Lp(RN×V ×Y )×L∞(RN×SN−1)
en Lp(RN × V × Y ) (p = 1,∞), y verifica

‖H(f,Q)‖p ≤ C‖ph(t)‖∞‖Q̄‖∞‖f‖p.

Además, si Q ∈ L1(RN × SN−1), entonces

‖H(f,Q)‖1 ≤ C‖ph(t)‖∞‖Q̄‖1‖f‖∞.

2. Supongamos que 0 ≤ pl(t) ∈ L∞(RN×V ×Y ), α1 ∈ L∞(Y ) y T (v, v′) son funciones
dadas, tales que ∫

T (v, v′) dv = 1; |T (·, v)| ≤ C|v|.

Entonces, el operador L es una aplicación lineal y continua de Lp(RN × V × Y ) en
Lp(RN × V × Y ) (p = 1,∞), y se verifica la desigualdad

‖L(f)‖p ≤ 2‖pl(t)‖∞‖f‖p.

3. Si 0 ≤ pc(t) ∈ L∞(RN × V × Y ), α2 ∈ L∞(Y ) y K[F ](v, v′) son funciones dadas,
verificando:∫

K(v, v′) dv = 1, |K(·, v)| ≤ C|v|, |K[F ]−K[G]| ≤ C|F −G|.

Entonces, el operador integral C es continuo de Lp(RN × V × Y ) × L∞(RN) en
Lp(RN × V × Y ) (p = 1,∞), y verifica

‖C(f, L)‖p ≤ C‖pc(t)‖∞‖f‖p.
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Demostración. Realizaremos aqúı la demostración de la estimación del operador H,
siendo las correspondientes a los otros dos operadores similares. Para la demostración de
la continuidad de H en la norma L1, tomamos módulos en su definición e integramos en
(x, v, y):

‖H(f,Q)‖1 ≤
∫
ph(t, v

′)ψ(v; v′, θ)|f(v′)||Q(θ)| dv dx dv′ dy dθ

+

∫
|f(v)|ph(t, v)

∫
ψ(v′; v, θ)|Q(θ)|dθ dv′ dv dx dy

:= A+B.

Usando el Teorema de Fubini para cambiar el orden de integración, la desigualdad de
Hölder y las propiedades de las funciones ψ y ph, obtenemos

A ≤ ‖f‖1

∥∥∥∥∫ ph(t, v
′)ψ(v′; v, θ)Q(θ) dθ dv′

∥∥∥∥
∞
≤Mh‖f‖1‖ph(t)‖∞‖Q̄‖∞,

B ≤ ‖f‖1

∥∥∥∥ph(t, v)

∫
ψ(v′; v, θ)Q(θ) dθ dv′

∥∥∥∥
∞
≤ ‖f‖1‖ph(t)‖∞‖Q̄‖∞.

Sumando ambas desigualdades obtenemos lo pedido. Si a la hora de usar la desigualdad
de Hölder intercambiamos los exponentes de f y Q, obtenemos:

A ≤ Mh‖f‖∞‖ph(t)‖∞‖Q̄‖1,

B ≤ ‖f‖∞‖ph(t)‖∞‖Q̄‖1,

que demuestra la segunda cota en L1(RN × V × Y ). De igual modo, se puede demostrar
la desigualdad:

|H(f(t), Q(t))| ≤
∫∫

ph(t, v
′)ψ(v; v′, θ)|f(t, v′)||Q(t, θ)| dv′ dθ

+ |f(t, v)|ph(t, v)

∫∫
ψ(v′; v, θ)|Q(t, θ)| dθ dv′

≤ C‖ph(t)‖∞‖f(t)‖∞‖Q(t)‖∞.

Tomando norma L∞ en ambos términos, se concluye el resultado.

Para demostrar la buena definición del sistema (2.7)-(2.8)-(2.9), primero tenemos
que acompañarlo de unas condiciones iniciales apropiadas, para plantear el problema de
Cauchy correspondiente: f(t = 0) = f0, Q(t = 0) = Q0, L(t = 0) = L0. La técnica de
trabajo es análoga a las desarrolladas en [83]. El primer paso es desacoplar y linealizar
el sistema, reemplazando en cada ecuación la no linealidad por una función no negativa
fija:

f ∗ ∈ L∞(0, T0;L1(RN × V × Y ) ∩ L∞(RN × V × Y )),

Q∗ ∈ L∞(0, T0;L1(RN × SN−1) ∩ L∞(RN × SN−1)), (2.10)

L∗ ∈ L∞(0, T0;W 1,1(RN) ∩ L∞(RN)).
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El sistema desacoplado queda:

∂tf + v ·∇xf + divy(G(y, Q̄∗, L∗)f) = H(f,Q∗) + L(f) + C(f, L∗) + g, (2.11)

∂tQ =− κ
(∫∫ (

1−
∣∣∣∣θ· v|v|

∣∣∣∣) f ∗ dv dy

)
Q

− k1Q

∫∫
(R0 − y1 − y2)f ∗ dv dy +

k−1

|SN−1|

∫∫
y1f

∗ dv dy + h, (2.12)

∂tL =κ

∫
SN−1

(∫∫ (∣∣∣∣1− θ· v|v|
∣∣∣∣) f ∗ dv dy

)
Q∗ dθ − rLL+DL∆xL

− k2L

∫∫
(R0 − y1 − y2)f ∗ dv dy + k−2

∫∫
y2f

∗ dv dy, (2.13)

donde g(t, x, v, y) y h(t, x, θ) son dos funciones auxiliares, útiles para la demostración.
Comenzamos con el siguiente resultado para (2.11):

Teorema 2.2.2 ([83, Teo. 1]) Sea f0 ∈ L1(RN ×V ×Y )∩L∞(RN ×V ×Y ) una función
no negativa, g ∈ L1(0, T0; (L1 ∩ L∞)(RN × V × Y )), y consideremos Q∗ y L∗ verificando
(2.10). Supongamos también que

i) f0 ∈ L∞(RN × V ;L1(Y )) ∩ L∞(RN × V ;W 1,∞(Y )) ∩ L1(RN × V ;W 1,1(Y )).

ii) pc, ph,∇yph y ∇ypc están en L∞(0, T0;L∞(RN × V × Y )).

iii) ∇yα1 y ∇yα2 están acotadas.

Entonces, bajo las hipótesis del lema 2.2.1, existe una única f solución débil de la ecuación
(2.11) con condición inicial f0. Además, f verifica:

‖f(t)‖p ≤
(
‖f0‖p +

∫ T0

0

‖g(τ)‖p dτ

)
(1 + CteCt), (2.14)

para p = 1,∞, donde C es una constante positiva que depende linealmente de ‖Q∗‖∞ y
‖L∗‖∞. Además, si g ≡ 0,

‖∇yf(t)‖∞ ≤
(
‖∇yf(0)‖∞ + C‖f0‖∞(T0 + CT 2

0 e
CT0)

)
eCT0 .

Demostración. La demostración se divide en tres pasos: primero calculamos una suce-
sión de soluciones aproximadas regulares que, en un segundo paso, nos preocuparemos
por pasar al ĺımite. En el tercer paso demostraremos la unicidad de solución. Los pasos
primero y segundo son similares a los realizados en [83], y los reproducimos aqúı para ser
autocontenidos; el tercer paso, no obstante, utiliza técnicas distintas.

Paso 1: Existencia de soluciones regularizadas de (2.11)
Empezamos regularizando f0, Q

∗ y L∗ convolucionando en x con una aproximación es-
tandar de la unidad, esto es, para cada ε > 0, con una función de la forma

µε(x) =
1

εN
µ
(x
ε

)
,

∫
µ(x)dx = 1, µ ≥ 0, sop(µ) ⊂ B(0, 1). (2.15)

Denotamos por f0,ε, Q
∗
ε , L

∗
ε a las respectivas regularizaciones. Lo que vamos a ver es que

existe una solución continua de la ecuación regularizada

∂tfε + v ·∇xfε + divy(G(y, Q̄∗ε , L
∗
ε)fε) = H(fε, Q

∗
ε , y) + Lε(fε) + C(f, L∗, y) + g, (2.16)
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con condición inicial f0,ε.

Calculamos primero las curvas caracteŕısticas de la ecuación regularizada. El sistema
caracteŕıstico (2.1)-(2.3) tiene por solución

X(s; t, x, v, y) = x− v(t− s),
V(s; t, x, v, y) = v,

Y(s; t, x, v, y) = y −
∫ t

s

G(Y(τ), Q∗ε(X(τ), τ), L∗ε(X(τ), τ)) dτ,

donde X(s; t, x, v, y) (respectivamente V,Y) es la solución en tiempo s con condición
inicial (t, x) (respectivamente, (t, v), (t, y)). Directamente vemos que V(s) ∈ V , ya partir
de la expresión (2.6) que tenemos para G, usando el resultado de [84] deducimos que
Y(s) ∈ Y . Si derivamos las curvas caracteŕısticas con respecto de las condiciones iniciales
tenemos que ∇xX = I, y que ∇yY es solución de ∂s∇yY = ∇yG∇yY con condición
inicial ∇yY(t) = I, lo que resulta en

∇yY = exp

(
−
∫ t

s

∇yG(Y(τ), Q∗ε(X(τ), τ), L∗ε(X(τ), τ)) dτ

)
.

Si definimos J(t, s) := exp
(
−
∫ t
s

divyG(Y(τ), Q∗ε(X(τ), τ), L∗ε(X(τ), τ)) dτ
)

, usando la

fórmula de Liouville tenemos que det∇yY(s) = J(t, s) ≥ 1. A continuación, multiplica-
mos toda la ecuación (2.16) por e−λt, λ > 0, para obtener la ecuación equivalente

∂tf
λ
ε + v ·∇fλε + divy[G(y,Q∗ε , L

∗
ε)f

λ
ε ] + λfλε =

H(fλε , Q
∗
ε) + L(fλε ) + C(fλε , L∗ε) + gλ(t, x, v, y), (2.17)

con fλε := e−λtfε y gλ := e−λtg. En el caso de que H ≡ L ≡ C ≡ 0, la solución de la
ecuación (de transporte lineal en este caso) seŕıa

fλε = e−λtJ−1(0, t)f0,ε(X(0), v,Y(0)) +

∫ t

0

e−λ(t−τ)J−1(τ, t)gλ(X(τ), v,Y(τ)) dτ.

Denotamos por Sλ(f0,ε, gλ) a dicha solución, esto es, a la solución de la ecuación (2.17) con
condición inicial f0,ε, término adicional gλ y operadores integrales iguales a 0. Integramos
la expresión de Sλ(0, gλ), obteniendo:

‖Sλ(0, gλ)‖L1((0,T0)×RN×V×Y )

=

∫ T0

0

∫ t

0

∫
|e−λ(t−τ)J−1(τ, t)gλ(τ,X(τ), v,Y(τ))| dx dv dy dτ dt

=

∫ T0

0

∫ t

0

∫
Φτ (RN×V×Y )

|e−λ(t−τ)gλ(τ,X, v,Y)| |det∇yY|
det∇yYdet∇xX

dX dv dY dτ dt

donde hemos usado el Teorema del cambio de variable para volver atrás a lo largo de las
curvas caracteŕısticas. Hemos denotado por Φτ (RN × V × Y ) a la imagen del conjunto
RN ×V ×Y a través del flujo caracteŕıstico en tiempo τ . Recordamos que ∇xX = I para
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estimar como sigue,

‖Sλ(0, gλ)‖L1((0,T0)×L1(RN×V×Y ))

=

∫ T0

0

e−λt
∫ t

0

∫
Φτ (RN×V×Y )

|eλτgλ(τ,X, v,Y)| dX dv dY dτ dt

≤1

λ

∫ T

0

∫
Φτ (RN×V×Y )

|gλ(t,X, v,Y)|, dX dv dY dt

=
1

λ
‖gλ‖L1((0,T0)×RN×V×Y ).

Para el caso de H,L, C generales en (2.17), elegimos λ > ‖H(·, Q∗ε) + L(·) + C(·, L∗ε)‖,
donde la norma es la norma de operadores de L1(RN × V × Y ) en si mismo. Buscamos
una solución de (2.16) de la forma fε = Sλ(f0,ε, g̃λ) para cierta función g̃λ ∈ L1((0, T0)×
L1(RN × V × Y )). Introduciendo esta expresión particular, y usando que es solución del
problema con H ≡ L ≡ C ≡ 0, llegamos a que g̃λ tiene que verificar que:

g̃λ −H(Sλ(f0,ε, g̃λ), Q
∗
ε)− L(Sλ(f0,ε, g̃λ))− C(Sλ(f0,ε, g̃λ), L

∗
ε) = gλ.

Es claro a partir de su expresión que fλε = Sλ(0, g̃λ) + Sλ(f0,ε, 0), lo que transforma la
ecuación anterior en

(I + Zλ)g̃λ = gλ +H(Sλ(f0,ε, 0), Q∗ε) + L(Sλ(f0,ε, 0)) + C(Sλ(f0,ε, 0), L∗ε),

con
Zλg̃λ = −H(Sλ(0, g̃λ), Q

∗
ε)− L(Sλ(0, g̃λ))− C(Sλ(0, g̃λ), L∗ε).

Acotando esta expresión, ‖Zλg̃λ‖ ≤ λ−1‖H(·, Q∗ε) +L(·) + C(·, L∗ε)‖ < 1 en la misma norma
de operadores. Luego, aplicando argumentos estándar de punto fijo, tenemos una única
solución g̃λ dada por

g̃λ =
∞∑
k=0

(−Zλ)k (gλ +H(Sλ(f0,ε, 0), Q∗ε) + L(Sλ(f0,ε, 0)) + C(Sλ(f0,ε, 0), L∗ε)) ,

de donde deducimos, volviendo atrás, que existe una única solución fε del sistema regu-
larizado.

Paso 2: Estimaciones a priori y paso al ĺımite.
Integramos la ecuación regularizada a lo largo de sus curvas caracteŕısticas, obteniendo:

fε(t, x, v, y) = f0,ε(X(0), v,Y(0))

+

∫ t

0

H(fε(s,X(s), v,Y(s)), Q∗ε(s,X(s), θ) ds

+

∫ t

0

L(fε(s,X(s), v,Y(s))) ds

+

∫ t

0

C(fε(s,X(s), v,Y(s)), L∗ε(s,X(s))) ds

+

∫ t

0

g(s,X(s), v,Y(s)) ds

+

∫ t

0

divy

(
G(Y(s), Q̄∗ε(s,X(s), θ), L∗ε(s,X(s)))

)
fε(s,X(s), v,Y(s)) ds.
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Tomamos norma en L∞(RN × V × Y ) en la identidad anterior. Para los términos de
los operadores integrales usamos las estimaciones del Lema 2.2.1, y para el término de
G el hecho de que |divyG(y, q, l)| ≤ C(1 + |q| + |l|) junto con la desigualdad de Hölder.
Dejamos los otros términos como están, quedando:

‖fε(t)‖∞ ≤ ‖f0,ε‖∞ + C

∫ t

0

‖ph(s)‖∞‖Q̄∗ε(s)‖∞‖fε(s)‖∞ ds

+2

∫ t

0

‖pl(s)‖∞‖fε(s)‖∞ds+ 2M

∫
‖pc(s)‖∞‖fε(s)‖∞ ds

+

∫ t

0

‖g(s)‖∞ ds+

∫ t

0

(1 + ‖Q̄∗ε(s)‖∞ + ‖L∗ε(s)‖∞)‖fε(s)‖∞ ds.

Si usamos que la convolución con las funciones µε dadas por (2.15) aśı elegidas no incre-
menta la norma, obtenemos

‖f0,ε‖∞ ≤ ‖f0‖∞, ‖Q̄∗ε(s)‖∞ ≤ ‖Q̄∗(s)‖∞, ‖L∗ε(s)‖∞ ≤ ‖L∗(s)‖∞.

Finalmente, usamos el lema de Grönwall, y queda la desigualdad buscada

‖fε(t)‖∞ ≤
(
‖f0‖∞ +

∫ T0

0

‖g(s)‖∞ds
)

(1 + CteCt). (2.18)

Con un razonamiento análogo llegamos a la desigualdad

‖fε(t)‖1 ≤
(
‖f0‖1 +

∫ T0

0

‖g(s)‖1ds

)
(1 + CteCt). (2.19)

Aśı pues, (fε)ε>0 está uniformemente acotada en L∞((0, T0)×(L1∩L∞)(RN×V ×Y )).
Podemos afirmar, salvo parciales, que

fε
∗
⇀ f en L∞((0, T0)× L∞(RN × V × Y )),

para cierta función f , y que dicha función es una solución débil de (2.11) que cumple las
dos desigualdades anteriores (2.18) y (2.19).

Tomamos ahora g ≡ 0, y vamos a estimar las derivadas de f respecto de y. Derivando
la ecuación (2.16) (para que todas las derivadas tengan sentido) respecto de yk, se tiene

∂t∂ykfε + v ·∇x∂ykfε + divy
(
G(y, Q̄∗ε , L

∗
ε)∂ykfε

)
= H (∂ykfε, Q

∗
ε) + L (∂ykfε) + C (∂ykfε, L

∗
ε)

+Hyk(fε, Q̄
∗
ε) + Lykfε + Cyk(fε, L∗ε)− ∂ykG(y, Q̄∗ε , L

∗
ε)·∇yfε − divy(∂ykG(y, Q̄∗ε , L

∗
ε))fε,

donde Hyk ,Lyk y Cyk denotan a los operadores integrales reemplazando ph, (plα1) y (pcα2)
por ∂ykph, ∂yk(plα1) y ∂yk(pcα2), respectivamente.
Razonamos como con las otras desigualdades similares para f , y nos queda la desigualdad
(p = 1,∞)

‖∇yfε(t)‖p ≤ (‖∇yf(t = 0)‖p + C(T0 + CT 2
0 e

CT0)‖f0‖p)eCt. (2.20)

Y concluimos como antes: dicha estimación nos asegura que, salvo parciales,

∇yfε
∗
⇀ B en L∞((0, T0)× L∞(RN × V × Y ))

y por lo tanto que B = ∇yf , al menos en sentido débil, y mantenemos las desigualdades
(2.20) en el ĺımite.
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Paso 3: Unicidad de solución

Sean f1, f2 dos soluciones de la ecuación (2.11) con el mismo dato inicial y la misma
función g. Si llamamos δ := f1 − f2 a la diferencia entre ellas, δ verifica la siguiente
ecuación:

∂tδ + v ·∇xδ + divy
(
G(y, Q̄∗, L∗)δ

)
= H(δ,Q∗) + L(δ) + C(δ, L∗),

esto es, una solución de (2.11) con f0 = g = 0. Usando la desigualdad (2.14), deducimos
que δ = 0, o lo que es lo mismo, f1 = f2. Esto completa la demostración del Teorema
2.2.2.

Ahora demostramos el resultado correspondiente para la ecuación (2.12) de Q.

Teorema 2.2.3 Sean Q0, h(t) ∈ L1(RN × SN−1) ∩ L∞(RN × SN−1), Q0 ≥ 0 y f ∗ como
en (2.10). Entonces, existe una única función Q(t) ∈ L1(RN × SN−1) ∩ L∞(RN × SN−1)
que resuelve (2.12) con condición inicial Q(t = 0) = Q0. Además, ∀t ∈ [0, T0], la solución
verifica:

‖Q(t)‖p ≤ ‖Q0‖p +

∫ T0

0

‖h(τ)‖p dτ + C

∫ T0

0

‖ρ∗(τ)‖p dτ, (2.21)

(p = 1,∞), donde

ρ∗(t, x) :=

∫∫
f ∗(t, x, v, y) dv dy.

Mas aún, si h = 0, entonces Q(t) ≥ 0.

Demostración. La existencia y unicidad de solución es directa, puesto que (2.12) es una
ecuación diferencial ordinaria lineal (en t). De hecho, la solución puede escribirse como:

Q(t) = e
∫ t
0 J(τ) dτQ0 +

∫ t

0

e
∫ t
s J(τ)dτ

(
k−1

|SN−1|

∫∫
y1f

∗(s) dv dy + h(s)

)
ds, (2.22)

donde la función J está dada por

J(t, x, θ) := −κ
∫∫ (

1−
∣∣∣∣θ· v|v|

∣∣∣∣) f ∗ dv dy − k1

∫∫
(R0 − y1 − y2)f ∗ dv dy.

Tomando valores absolutos en (2.22), deducimos que

|Q(t)| ≤ e
∫ t
0 J(τ)dτ |Q0|+

∫ t

0

e
∫ t
s J(τ) dτ

(
k−1

|SN−1|

∫∫
y1f

∗(s) dv dy + |h(s)|
)

ds.

Finalmente, usando que J es no positiva, deducimos (2.21) con C = k−1R0/|SN−1|, tras
tomar norma Lp, con p = 1,∞. La positividad cuando h = 0 es directa a partir de la
expresión expĺıcita (2.22).

Por último, tratamos la existencia y unicidad de solución de (2.13). La ecuación para L
es una perturbación lineal de la ecuación del calor, aśı que podemos resolverla utilizando
resultados clásicos:

Teorema 2.2.4 Supongamos que f ∗ y Q∗ verifican (2.10). Entonces, existe una única
solución no negativa L(t) ∈ L∞(RN) que resuelve (2.13) con condición inicial nula.
Además, para p = 1,∞, se tiene que

‖L(t)‖p ≤ C (‖f ∗(t)‖∞‖Q∗(t)‖p + ‖ρ∗(t)‖p) , (2.23)

‖∇xL(t)‖1 ≤ C (‖f ∗(t)‖∞‖Q∗(t)‖1 + ‖ρ∗(t)‖1) .
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Demostración. Nos remitimos a la teoŕıa general de ecuaciones parabólicas: escribimos
la ecuación (2.13) en la forma siguiente:

∂tL+AL = G,

donde

AL = −DL∆xL+ rLL− k2L

∫∫
(R0 − y1 − y2)f ∗ dv dy,

G = κ

∫ (∫∫ (∣∣∣∣1− θ· v|v|
∣∣∣∣) f ∗ dv dy

)
Q∗ dθ + k−2

∫∫
y2f

∗ dv dy,

junto con la condición inicial L(t = 0) = 0. Esta es una ecuación parabólica lineal, aśı
que la teoŕıa estandar de ecuaciones parabólicas (ver, por ejemplo, [54]) nos asegura la
existencia de una solución positiva L(t) ∈ L1(RN)∩L∞(RN). Finalmente, las cotas de la
solución están demostradas en [73].

Con estos resultados podemos ya probar la buena definición del sistema completo
(2.7)–(2.8)–(2.9). Definimos los siguientes espacios funcionales:

Xf := L∞(0, T0;L1(RN × V × Y ) ∩ L∞(RN × V × Y )),

XQ := L∞(0, T0;L1(RN × SN−1) ∩ L∞(RN × SN−1)),

XL := L∞(0, T0;W 1,1(RN) ∩ L∞(RN)),

X := Xf × XQ × XL,

cada uno con sus normas naturales:

‖ · ‖Xf := ‖ · ‖L∞(0,T0;L1(RN×V×Y )) + ‖ · ‖L∞((0,T0)×RN×V×Y ),

‖ · ‖XQ := ‖ · ‖L∞(0,T0;L1(RN×SN−1)) + ‖ · ‖L∞((0,T0)×RN×SN−1),

‖ · ‖XL := ‖ · ‖L∞(0,T0;W 1,1(RN )) + ‖ · ‖L∞((0,T0)×RN ),

‖ · ‖X := ‖ · ‖Xf + ‖ · ‖XQ + ‖ · ‖XL .

Podemos presentar y demostrar el resultado principal del caṕıtulo:

Teorema 2.2.5 Sean 0 ≤ Q0 ∈ L1(RN × SN−1)∩L∞(RN × SN−1) y f0 dos funciones en
las condiciones del teorema 2.2.2. Entonces, dadas las condiciones iniciales f(t = 0) = f0,
Q(t = 0) = Q0, L(t = 0) = 0, existe T0 > 0 tal que el sistema (2.7)–(2.8)–(2.9) tiene
una única solución débil (f,Q, L) ∈ X definida en [0, T0].

Demostración. Primero, definimos la sucesión (f j, Qj, Lj), definida en [0, T0], de solu-
ciones del sistema lineal (2.11)–(2.12)–(2.13) con g, h = 0, condición inicial (f0, Q0, 0) y
(f ∗, Q∗, L∗) = (f j−1, Qj−1, Lj−1) para cualquier j ≥ 1, comenzando con f 0 = Q0 = L0 =
0. Usando los teoremas 2.2.2, 2.2.3 y 2.2.4, y las cotas alĺı probadas, es directo ver que
la sucesión está bien definida en X. De hecho, para una constante R > 2‖(f0, Q0, 0)‖X,
podemos encontrar T0 suficientemente pequeño de forma que la sucesión está en la bo-
la cerrada de radio R (denotada por B(R)) del espacio X. Nuestro objetivo es ver que
esta sucesión converge a una solución del sistema (2.7)–(2.8)–(2.9) con condición inicial
(f0, Q0, 0). Con este f́ın, estudiamos la diferencia entre dos elementos consecutivos de la
sucesión. Primero, vemos que (f j+1− f j) verifica la ecuación (2.11) con condición inicial
0, (Q∗, L∗) = (Qj, Lj) y

g := H(f j, Qj −Qj−1) + C(f j, Lj)− C(f j, Lj−1)

+divy

(
(G(y,Qj−1, Lj−1)−G(y,Qj, Lj))f j

)
.
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Usando el teorema 2.2.2, el lema 2.2.1 y la desigualdad trivial

|G(y, q, l)−G(y, q̂, l̂)|+ |divy(G(y, q, l)−G(y, q̂, l̂))| ≤ C(|q − q̂|+ |l − l̂|),

podemos deducir

‖f j+1 − f j‖L∞((0,T0);L1(RN×V×Y )) ≤ C(R, T0)
(
‖Qj −Qj−1‖L∞((0,T0);L1(RN×SN−1))

+‖Lj − Lj−1‖L∞((0,T0);W 1,1(RN ))

)
,

con C dependiendo de T0 de manera creciente.
Análogamente, para (Qj+1 −Qj) podemos probar:

‖Qj+1 −Qj‖L∞(0,T0;L1(RN×SN−1)) ≤ C(R, T0)
(
‖f j − f j−1‖L∞(0,T0;L1(RN×V×Y ))

)
,

al ver que (Qj+1 −Qj) resuelve (2.12) con f ∗ = (f j − f j−1), dato inicial nulo y

h := −Qj

∫∫ (
κ

(
1−

∣∣∣∣θ· v|v|
∣∣∣∣)+ k1(R0 − y1 − y2)

)
(f j − f j−1) dv dy

− (Qj+1 −Qj)

∫∫ (
κ

(
1−

∣∣∣∣θ· v|v|
∣∣∣∣)+ k1(R0 − y1 − y2)

)
f j−1 dv dy.

Finalmente, para (Lj+1 − Lj), este mismo argumento nos permite demostrar

‖Lj+1 − Lj‖L∞(0,T0;W 1,1(RN )) ≤ C(R, T0)
(
‖f j − f j−1‖L∞(0,T0;L1(RN×V×Y ))

+‖Qj −Qj−1‖L∞(0,T0;L1(RN×SN−1))

)
.

Usando las desigualdades correspondientes, podemos conseguir las estimaciones análo-
gas para la norma en L∞. Juntando todas, llegamos a

‖(f j+1 − f j, Qj+1 −Qj, Lj+1 − Lj)‖X ≤ C(R, T0)‖(f j − f j−1, Qj −Qj−1, Lj − Lj−1)‖X.

Definimos el operador T : X → X como el operador solución del sistema desacoplado,
esto es, T (f ∗, Q∗, L∗) es la solución de (2.11)–(2.12)–(2.13) en [0, T0], con g, h = 0 y
condición inicial (f0, Q0, 0). Nótese que un punto fijo de T es una solución en X del sistema
completo (2.7)–(2.8)–(2.9), y viceversa. Las cuentas anteriores nos dicen que, eligiendo
T0 suficientemente pequeño para que C < 1, T es contractivo, y usando el Teorema del
punto fijo de Banach, concluimos que existe un único punto fijo del operador T , y por
tanto la existencia y unicidad de solución del sistema completo.
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Caṕıtulo 3

Un modelo combinado de haptotaxis
y quimiotaxis. Ĺımite de escala y
numérico

En este caṕıtulo completaremos el estudio del modelo cinético del caṕıtulo anterior.
Primero, nos ocupamos de deducir, a partir de este, un modelo macroscópico que retenga
tanto los fenómenos de haptotaxis y quimiotaxis como las reacciones de membrana; para
ello, adimensionalizamos el modelo y proponemos un escalado hiperbólico en el sistema.
Tras imponer ciertas condiciones en el operador de turning, usuales en el estudio de
esta clase de ĺımites, obtenemos el sistema macroscópico buscado. Para cerrar el estudio,
realizamos simulaciones numéricas en el modelo microscópico, donde nos fijamos en dos
situaciones que se asemejan a casos reales (tanto in-vitro como in-vivo), y comparamos
nuestros resultados con los comportamientos esperados en experimentos. Este análisis
numérico utiliza herramientas t́ıpicas de los esquemas numéricos para ecuaciones cinéti-
cas, como puede ser el Método de Volúmenes Finitos para el transporte, o la construcción
de tablas de juegos para los operadores integrales.

3.1. Ĺımite hiperbólico en el modelo

En esta sección queremos estudiar una descripción macroscópica del modelo (2.7)-
(2.8)-(2.9) presentado en el caṕıtulo anterior, por medio de un ĺımite de escala adecuado,
hiperbólico en este caso. Como vimos, la haptotaxis y la quimiotaxis son las piezas clave
para describir la evolución del sistema, por tanto están llamadas a mantener su influencia
en la descripción macroscópica.

3.1.1. Escalado hiperbólico

Vemos que las ecuaciones (2.8) y (2.9) ya son macroscópicas (no dependen de v), por lo
que el escalado no debe cambiarlas. En lo subsiguiente, supondremos que las frecuencias
de interacciones ph, pl y pc se consideran constantes. Primero, definimos las variables y
funciones adimensionales (denotadas por “tilde”):

t := t̃s, x := x̃R, v := ṽv2, y := ỹR0,

f(t, x, v, y) := f̄ f̃(t̃, x̃, ṽ, ỹ), Q(t, x, θ) := R0Q̃(t̃, x̃, θ), L(t, x) := R0L̃(t̃, x̃),

pk(t, x, v, y) := p̄k, (k = h, l, c), G(t, Q, L) := ḠG̃(ỹ, Q̃, L̃),
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αj(y) := α̃j(ỹ), (j = 1, 2), T (v, v′) :=
1

vn2
T̃ (ṽ, ṽ′),

ψ(v; v′, θ) =
1

R0vn2
ψ̃(ṽ; ṽ′, θ), K(v, v′) :=

1

vn2
K̃(ṽ, ṽ′),

donde s, R, f̄ , p̄k y Ḡ representan cantidades t́ıpicas de sus variables respectivas. Las
nuevas variables están definidas en los conjuntos

Ṽ :=
1

v2

V, Ỹ :=
1

R0

Y,

donde v2 es la velocidad máxima de las células y R0 la concentración de integrinas en
la membrana celular. Aplicamos estos cambios de variable en nuestro sistema, que se
convierte en el siguiente:

∂t̃f̃ +
v2s

R
ṽ ·∇x̃f̃ +

sḠ

R0

divỹ(G̃f̃) = p̄hsH̃(f̃ , Q̃) + p̄lsL̃(f̃) + p̄csC̃(f̃ , L̃),

∂t̃Q̃ = − sR2
0v
n
2 f̄κ

(∫∫ (
1−

∣∣∣∣θ· ṽ|ṽ|
∣∣∣∣) f̃ dṽ dỹ

)
Q̃

− sR3
0v
n
2 f̄k1Q̃

∫∫
(1− ỹ1 − ỹ2)f̃ dṽ dỹ + sR2

0v
n
2 f̄

k−1

SN−1

∫∫
ỹ1f̃ dṽ dỹ,

∂t̃L̃ = sR2
0v
n
2 f̄κ

∫ (∫∫ (
1−

∣∣∣∣θ· ṽ|ṽ|
∣∣∣∣) f̃ dṽ dỹ

)
Q̃ dθ − srLL̃+

s

R2
DL∆x̃L̃

− sR3
0v
n
2 f̄k2L̃

∫∫
(1− ỹ1 − ỹ2)f̃ dṽ dỹ + sR2

0v
n
2 f̄k−2

∫∫
ỹ2f̃ dṽ dỹ,

donde ahora las integrales en ṽ e ỹ son sobre los conjuntos Ṽ e Ỹ , respectivamente.
Imponemos primero las condicines de normalización v2s

R
= 1 y s

R2DL = 1. La primera
es de caracter mecánico (la velocidad t́ıpica es el cociente entre el espacio y el tiempo
t́ıpicos), la segunda normaliza la difusividad del compuesto qúımico degenerado L. El
escalado hiperbólico corresponde a la elección

sp̄l =
1

ε
,

esto es, que el tiempo de turning 1
p̄l

es muy pequeño comparado con el tiempo t́ıpico s.

Esta elección es formalmente equivalente al cambio de variables (t, x) 7→ (εt, εx).
Hay otros tres fenómenos (reacciones de membrana, haptotaxis y quimiotaxis) que

deben ser tomados en cuenta. Reescalamos los términos correspondientes, suponiendo que
sus frecuencias son pequeñas comparadas con la frecuencia de turning p̄l. Las relaciones
precisas que elegimos son las siguientes:

Ḡ

R0

= εap̄l, p̄h = εbp̄l, p̄c = εdp̄l,

donde 0 < a < 1, b, d ≥ 1.
Para escalar las otras dos ecuaciones, recordamos que ya son macroscópicas, por lo

que deben de mantener su forma, Por esto, solo definimos las constantes adimensionales
escaladas involucradas:

κ̃ := sR2
0v
n
2 f̄κ, r̃L := srL,

k̃i := sR3
0v
n
2 f̄ki, k̃−i := sR2

0v
n
2 f̄k−i, (i = 1, 2).
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Obviando ya la notación “tilde” para las variables adimensionales, nuestro sistema se
transforma en

ε (∂tf
ε + v ·∇xf

ε) + εadivy(G(y,Qε, Lε)f ε) = εbH(f ε, Qε) + L(f ε) + εdC(f ε, Lε) (3.1)

para la ecuación de la población celular, donde los operadores integrales sin unidades
vienen dados por:

H(f ε, Qε)(t, x, v, y) =

∫∫
ψ(v; v′, θ)f ε(t, x, v′, y)Qε(t, x, θ) dθ dv′

− f ε(t, x, v, y)Q̄ε(t, x), (3.2)

L(f ε)(t, x, v, y) =

∫
α1(y)T (v, v′)f ε(t, x, v′, y) dv′

− α1(y)f ε(t, x, v, y), (3.3)

C(f ε, Lε)(t, x, v, y) =

∫
α2(y)K[∇Lε](v, v′)f ε(t, x, v′, y) dv′

− α2(y)f ε(t, x, v, y), (3.4)

y para los qúımicos tenemos

∂tQ
ε = − κ

(∫∫ (
1−

∣∣∣∣θ· v|v|
∣∣∣∣) f ε dv dy

)
Qε

− k1Q
ε

∫∫
(1− y1 − y2)f ε dv dy +

k−1

SN−1

∫∫
y1f

ε dv dy, (3.5)

∂tL
ε = κ

∫ (∫∫ (
1−

∣∣∣∣θ· v|v|
∣∣∣∣) f ε dv dy

)
Qε dθ − rLLε + ∆xL

ε

− k2L
ε

∫∫
(1− y1 − y2)f ε dv dy + k−2

∫∫
y2f

ε dv dy, (3.6)

donde los conjuntos de definición quedan como

V = [ϕ, 1]× SN−1, Y = {(y1, y2) ∈ (0, 1)× (0, 1) : y1 + y2 < 1}, (3.7)

con ϕ := v1/v2.

3.1.2. Deducción del sistema ĺımite

Primero, presentamos las hipótesis usuales sobre el operador de turning L. Estas
condiciones son estándar cuando nuestra intención es realizar un ĺımite hiperbólico en
una ecuación cinética [13]:

Condiciones de resolubilidad. L verifica

∫
L(f) dv = 0,

∫
vL(f) dv = 0.

Núcleo de L. Para todo ρ ≥ 0 y U ∈ RN , existe una única función Mρ,U que
pertenece a L1(V × Y, (1 + |v|) dv + dy) tal que

L(M) = 0,

∫∫
M dv dy = ρ,

∫∫
vM dv dy = ρU. (3.8)
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Primero, deduciremos formalmente las ecuaciones ĺımite. Para ello, empezamos estudian-
do las ecuaciones que verifican los momentos de f ε:

ρε :=

∫∫
f ε dv dy, ρεU ε :=

∫∫
vf ε dv dy, ρεW ε :=

∫∫
yf ε dv dy.

Si hacemos ε = 0 en la ecuación (3.1), obtenemos L(f 0) = 0, y deducimos gracias
a la segunda hipótesis que la distribución ĺımite tiene que tener la forma f 0 = Mρ0,U0 .
Ahora, derivemos las ecuaciones macroscópicas que verifican los momentos ρ0 y U0. Como
siempre, integrando (3.1) con respecto a v e y, obtenemos la conservación de la masa:

∂tρ
ε + divx(ρ

εU ε) = 0. (3.9)

Por otro lado, multiplicando (3.1) por v e integrando de nuevo, obtenemos la ecuación
para la corriente:

∂t(ρ
εU ε) + divx(Pε + ρεU ε ⊗ U ε)

= εb−1

∫∫
vH(f ε, Qε) dv dy + εd−1

∫∫
vC(f ε, Lε) dv dy, (3.10)

donde Pε es el tensor de presiones dado por

Pε(t, x) :=

∫∫
(v − U ε)⊗ (v − U ε)f ε dv dy.

Por último, multiplicando (3.1) por y e integrando, obtenemos la siguiente ecuación de
evolución para el momento en y:

ε∂tρ
εW ε + εdivx

(∫∫
y ⊗ vf dv dy

)
+ εa(AεW ε − bε)ρε = 0, (3.11)

donde la matriz Aε y el vector bε vienen dados, respectivamente, por

Aε :=

(
k1Q̄

ε + k−1 k1Q̄
ε

k2L
ε k2L

ε + k−2

)
, bε =

(
k1Q̄ε

k2L
ε

)
.

Para deducir las ecuaciones ĺımite, haremos lo que se conoce como un desarrollo de Hilbert
(hasta orden 1) de la solución f ε alrededor del equilibrio Mρ0,U0 ; esto es, vamos a suponer
que las soluciones se escriben como una pequeña perturbación del equilibrio,

f ε = Mρ0,U0 + εf 1. (3.12)

Introduciendo esta expresión en las ecuaciones macroscópicas (3.9), (3.10) y (3.11), ob-
tenemos

∂tρ
0 + divx(ρ

0U0) = 0,

∂t(ρ
0U0) + divx(P0 + ρ0U0 ⊗ U0) = εb−1

∫∫
vH(Mρ0,U0 , Qε) dv dy

+ εd−1

∫∫
vC(Mρ0,U0 , Lε) dv dy +O(εb) +O(εd),

(AεW ε − bε)ρ0 = O(ε1−a).
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Formalmente, si denotamos por Q0, L0, A0 y b0 a los respectivos ĺımites de Qε, Lε,
Aε y bε, y tomamos el ĺımite ε→ 0, obtenemos:

∂tρ
0 + divx(ρ

0U0) = 0,

∂tl(ρ
0U0) + divx(P0 + ρ0U0 ⊗ U0) = δb,1

∫∫
vH(Mρ0,U0 , Q0) dv dy

+ δd,1

∫∫
vC(Mρ0,U0 , L0) dv dy,

(A0W 0 − b0)ρ0 = 0,

donde podemos observar distintos reǵımenes, dependiendo de la elección de los paráme-
tros b y d (δi,j denota la delta de Kronecker). De hecho, si b, d > 1, es un sistema
puramente hiperbólico; si b > 1 y d = 1, obtenemos un sistema con un término adicional
de quimiotaxis; para b = 1 y d > 1 el término adicional representa la haptotaxis; y por
último, para b = d = 1 encontramos un sistema hiperbólico que incluye ambos fenóme-
nos. En cualquier caso, la tercera ecuación es un sitema lineal que puede ser resuelto
expĺıcitamente, obteniendo la distribución ĺımite de los compuestos de membrana, esto
es, el primer momento de Mρ0,U0 respecto de y, expresado como sigue:

ρ0W 0 =

∫∫
yMρ0,U0 dv dy =

ρ0

k1k−2Q̄0 + k−1k2L0 + k−1k−2

(
k1k−2Q̄0

k−1k2L
0

)
. (3.13)

Por otro lado, podemos deducir las ecuaciones ĺımite para (Qε)ε>0 y (Lε)ε>0. En primer
lugar, en la ecuación para (Qε)ε>0, introducimos el desarrollo (3.12) que tenemos para
f ε, y si tomamos formalmente el ĺımite ε→ 0, obtenemos:

∂tQ
0 =− κ

(∫∫ (
1−

∣∣∣∣θ· v|v|
∣∣∣∣)Mρ0,U0 dv dy

)
Q0

− k1Q
0

∫∫
(1− y1 − y2)Mρ0,U0 dv dy +

k−1

|SN−1|

∫∫
y1Mρ0,U0 dv dy.

Usando ahora la ecuación para la distribución macroscópica de los compuestos de mem-
brana (3.13), se obtiene:

∂tQ
0 = − κ

(∫∫ (
1−

∣∣∣∣θ· v|v|
∣∣∣∣)Mρ0,U0 dv dy

)
Q0

+
k1k−1k−2ρ

0

k1k−2Q̄0 + k−1k2L0 + k−1k−2

(
Q̄0

|SN−1|
−Q0

)
.

Véase que el último término cancela cuando integramos con respecto a θ. Si seguimos el
mismo argumento con la ecuación de Lε, se tiene:

∂tL
0 = κ

∫ (∫∫ (
1−

∣∣∣∣θ· v|v|
∣∣∣∣)Mρ0,U0 dv dy

)
Q0 dθ − rLL0 + ∆xL

0

− k2L
0

∫∫
(1− y1 − y2)Mρ0,U0 dv dy + k−2

∫∫
y2Mρ0,U0 dv dy,

que, tras usar (3.13), se transforma en:

∂tL
0 = κ

∫ (∫∫ (
1−

∣∣∣∣θ· v|v|
∣∣∣∣)Mρ0,U0 dv dy

)
Q0 dθ − rLL0 + ∆xL

0.

El resultado principal de esta sección es el siguiente:

35
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Teorema 3.1.1 Sea (f ε, Qε, Lε) la solución de (3.1)– (3.5)–(3.6) verificando las hipóte-
sis del lema 2.2.1, y supongamos que

sup
ε>0

(
‖f ε‖L∞(0,T ;(L1∩L∞)(Rn×V×Y )) + ‖Qε

0‖L∞(Rn×Sn−1) + ‖Lε0‖L∞(Rn)

)
< C <∞.

Supongamos además que la sucesión ((f ε, Qε, Lε))ε>0 converge c. p. d. Entonces, el ĺımite
c. p. d. de f ε es la función Mρ,U dada por las propiedades de L, donde ρ, U y W son los
respectivos ĺımites en L1 de ρε, U ε y W ε, y las sucesiones (Qε)ε>0, (L

ε)ε>0 convergen en
L∞–débil∗ a ciertas funciones Q,L.

Además, ρ y U, son soluciones del sistema de EDPs:

∂tρ+ divx(ρU) = 0,

∂t(ρU) + Divx(P0 + ρU⊗ U) = δb−1

∫∫
vH(Mρ,U,Q) dv dy

+ δd−1

∫∫
vC(Mρ,U , L) dv dy.

También, Q y L resuelven

∂tQ = − κ
(∫∫ (

1−
∣∣∣∣θ· v|v|

∣∣∣∣)Mρ,U dv dy

)
Q

+
k1k−1k−2ρ

k1k−2Q̄+ k−1k2L+ k−1k−2

(
−Q+

Q̄

|SN−1|

)
,

∂tL = κ

∫ (∫∫ (
1−

∣∣∣∣θ· v|v|
∣∣∣∣)Mρ,U dv dy

)
Q dθ − rLL+ ∆xL,

y ρW viene dado por

ρW =
ρ

k1k−2Q̄+ k−1k2L+ k−1k−2

(
k1k−2Q̄
k−1k2L

)
.

Demostración. Empezamos observando que las variables v e y están definidas en con-
juntos acotados. Por tanto, de la acotación uniforme de (f ε)ε>0 se deduce que las su-
cesiones de momentos (ρε)ε>0, (ρεU ε)ε>0 y (ρεW ε)ε>0 están uniformemente acotadas en
L∞(0, T ;L∞(RN)). Por otro lado, volviendo a las desigualdades (2.21) y (2.23) aplicadas
a Qε y Lε con h = 0, se sigue que las sucesiones (Qε)ε>0 y (Lε)ε>0 están también unifor-
memente acotadas. Por tanto, podemos (salvo parciales) pasar al ĺımite en la topoloǵıa
débil∗ de L∞ en todas estas sucesiones.

Ahora, usando el lema 2.2.1, también las sucesiones de operadores integrales (L(f ε))ε>0,
(H(f ε, Qε))ε>0 y (C(f ε, Lε))ε>0 pueden ser acotadas uniformemente en el espacio
L∞((0, T )× RN × V × Y ), por lo que tenemos asegurada su convergencia. No obstante,
todav́ıa tenemos que identificar su ĺımite, al involucrar términos cuadráticos.

El ĺımite débil∗ de f ε debe coincidir con su ĺımite puntual, que llamamos f 0. Esta
convergencia es suficiente para pasar al ĺımite, al menos en sentido distribucional, en
los términos lineales de las ecuaciones. Ahora nos ocupamos de los términos no lineales.
Podemos usar entonces el teorema de Dunford–Pettis [31, Teo. IV.29] para concluir que
esta convergecia también es débil localmente en L1([0, T ]×RN ×V ×Y ), lo que, unido a
la convergencia puntual, resulta fuerte en compactos. Consecuentemente, L(f ε) converge
a L(f 0) en el mismo espacio.

Ya podemos pasar al ĺımite en los no lineales, concretamente la convergencia fuerte
de f ε en L1

loc([0, T ]×RN × V × Y ), combinada con la convergencia débil∗ en los espacios
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L∞ respectivos de las sucesiones (Qε)ε>0 y (Lε)ε>0, producen la siguiente convergencia
en sentido distribucional:

H(f ε, Qε)→ H(f 0, Q), and C(f ε, Lε)→ C(f 0, L).

De igual modo, el hecho de que v e y estén definidos en conjuntos de medida finita nos
garantiza que, una vez probada la anterior convergencia, esta se verifica también para los
momentos ∫∫

vH(f ε, Qε) dv dy,

∫∫
vC(f ε, Lε) dv dy.

Podemos ya justificar el tomar ĺımites, al menos en sentido distribucional, en la ecuación
(3.1) para obtener L(f 0) = 0. Usando las propiedades de L, deducimos que f 0 = Mρ,U ,
con ρ y U dadas por (3.8). De nuevo, podemos reescribir el argumento para las sucesiones
de momentos, al estar las variables v e y definidas en conjuntos de medida finita, y deducir
las siguientes convergencias:

ρε → ρ, ρεU ε → ρU, Pε → P0, y ρεW ε → ρW.

Finalmente, podemos pasar al ĺımite en las ecuaciones macroscópicas (3.9), (3.10), (3.11),
(3.5) y (3.6), obteniendo el resultado anunciado.

3.1.3. Un caso particular

Hay varias cuestiones “ocultas” en el desarrollo anterior. La primera de ellas es que
el sistema de ecuaciones macroscópicas no es cerrado. De hecho, el tensor de presiones
P0 y los términos integrales que aparecen en la ecuación de ρU involucran integrales
con respecto a las variables microscópicas que no han sido expresadas en función de las
cantidades macroscópicas. Resolver este problema implica conocer una expresión expĺıcita
de la función Mρ,U . Presentamos aqúı un caso particular, hecho en [13], eligiendo un
operador de turning L para el cual podemos hacer todas las cuentas.

Consideremos que V sigue dado por (3.7), α1 como una función constante, y un núcleo
de la forma

T (v, v′) := λ+ ηv ·v′,

con constantes positivas λ y η verificando la relación

λ = η
1− ϕN+2

(1− ϕN)(N + 2)
. (3.14)

Entonces, el operador L dado por (3.3) se escribe como:

L(f) := λ

∫
f(t, x, v′, y) dv′ + ηv ·

∫
v′f(t, x, v′, y) dv′ − λ|V |f(t, x, v, y). (3.15)

Nótese que, por la definición de L, el parámetro λ verifica la relación λ|V | = α1 . Reco-
pilemos las propiedades de este operador

Lema 3.1.2 Sea L el dado por (3.15), con λ y η verificando (3.14). Entonces, L satisface
las siguientes propiedades:

L verifica las hipótesis del lema 2.2.1 y, por lo tanto, podemos justificar la teoŕıa
de existencia y unicidad para esta elección de L.
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L verifica las condiciones hiperbólicas de resolubilidad:
∫
L(f) dv =

∫
vL(f) dv = 0.

Dados ρ ≥ 0 y U ∈ RN , la función Mρ,U del núcleo de L que verifica (3.8) viene
dada por

Mρ,U :=
ρ

|V ||Y |

(
1 +

η

λ
v ·U

)
. (3.16)

Demostración. Comprobar que L verifica las hipótesis del lema 2.2.1 es inmediato.
Las condiciones de resolubilidad se deducen fácilmente tras integrar la expresión (3.15)

y usando las identidades

|V | = |S
N−1|
N

(1− ϕN),

∫
v dv = 0,

∫
vivk dv =

δik |SN−1|
N(N + 2)

(1− ϕN+2).

Comprobamos la segunda, siendo la primera inmediata. Multiplicando por v e integrando,
encontramos que∫∫

vL(f) dv dy = λ

∫∫ ∫
vf(t, x, v′, y) dv′ dv dy

+η

∫∫ ∫
(v ⊗ v)v′f(t, x, v′, y) dv′ dv dy

−|V |λ
∫∫

vf(t, x, v, y) dv dy.

El primer término se anula, usando el Teorema de Fubini y
∫
v dv = 0. Análogamente,

η

∫∫∫
(v ⊗ v)v′f(t, x, v′, y) dv′ dv dy

=
|SN−1|

N(N + 2)
(1− ϕN+2)η

∫∫
vf(t, x, v, y) dv dy,

aśı que∫∫
vL(f) dv dy =

(
|SN−1|

N(N + 2)
(1− ϕN+2)η − |V |λ

)∫∫
vf(t, x, v, y) dv dy,

que se anula una vez consideremos el valor de |V | y la relación (3.14) entre los parámetros.
Por último, queda comprobar que la función Mρ,U dada por (3.16) verifica las condi-

ciones (3.8). Comprobar que
∫∫

Mρ,U dv dy = ρ es inmediato a partir de que la función
v es impar, y estamos integrando en un conjunto simétrico respecto de v. Para el primer
momento podemos usar las identidades anteriores para obtener∫∫

vMρ,U dv dy =

∫
ρ

|V |

(
v +

η

λ
(v ⊗ v)U

)
dv =

∫
|SN−1|(1− ϕN+2)η

λN(N + 2)
ρU dv = ρU.

Una vez tenemos una expresión expĺıcita de la función Mρ,U , vamos a calcular cuánto
valen, en este caso, el tensor de presiones P0 y los operadores integrales (3.2) y (3.4) para
esta elección. Empezamos por P0:∫∫

v ⊗ vMρ,U dv dy =
ρ

|V ||Y |

∫∫
v ⊗ v dv dy

+
ρ

|V ||Y |
η

λ

∫∫
(v ⊗ v)v ·U dv dy

= ρ
1− ϕN+2

1− ϕN
2

(N + 2)
I + 0,
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donde I denota a la matriz identidad. Concluimos que

P0 = 2
1− ϕN+2

(N + 2)(1− ϕN)
ρI− ρU ⊗ U.

Calculamos ahora los momentos en v de los operadores integrales. Empezamos defi-
niendo las siguientes cantidades macroscópicas:

Ψ1(θ) :=

∫∫
vψ(v; v′, θ) dv dv′,

Ψ2(θ) :=

∫∫
v ⊗ v′ψ(v; v′, θ) dv dv′,

K1[L] :=

∫∫
vK[∇xL](v, v′) dv dv′,

K2[L] :=

∫∫
v ⊗ v′K[∇xL](v, v′) dv dv′,

y construyendo los operadores integrales macroscópicos:

H(ρ, U,Q) :=
ρ

|V |

(∫ (
Ψ1(θ) +

η

λ
Ψ2(θ)·U

)
Q(θ) dθ − Q̄|V |U

)
,

C(ρ, U, L) :=
ρα2

|V |

(
K1[L] +

(η
λ
K2[L]− |V |I

)
·U
)
.

Usando la expresión (3.16) en las definiciones (3.2) y (3.4), llegamos a:∫∫
vH(Mρ,U , Q) dv dy =H(ρ, U,Q),∫∫
vC(Mρ,U , L) dv dy =C(ρ, U, L).

Hacemos las cuentas para el primero de ellos, tratando el otro de igual manera. Desarro-
llamos la expresión de la izquierda para H:∫∫

vH(Mρ,U , Q) dv dy =

∫∫∫∫
vψ(v; v′, θ)

ρ

|V ||Y |
Q(θ) dθ dv′ dv dy

+

∫∫∫∫
vψ(v; v′, θ)

ρ

|V ||Y |
η

λ
v′ ·UQ(θ) dθ dv′ dv dy

−
∫∫

v
ρ

|V ||Y |
Q̄(θ) dv dy −

∫∫
v

ρ

|V ||Y |
Q̄(θ)

η

λ
v ·U dv dy.

El tercer sumando es 0, al ser una función impar en v integrada en un conjunto simétrico.
En los otros tres, agrupamos términos y usamos las definiciones de Ψ1 y Ψ2, obteniendo
finalmente la igualdad buscada.

Para terminar esta sección, reescribimos el teorema 3.1.1 para este caso particular de
operador de turning:

Teorema 3.1.3 Bajo las hipótesis del teorema 3.1.1 y con el operador de turning dado
por (3.15), las ecuaciones ĺımite (cerradas) para ρ y ρU son las siguientes:

∂tρ+ divx(ρU) = 0,

∂t(ρU) + 2
1− ϕN+2

(N + 2)(1− ϕN)
∇xρ = δb−1H(ρ, U,Q) + δd−1C(ρ, U, L),

ρW =
ρ

k1k−2Q̄+ k−1k2L+ k−1k−2

(
k1k−2Q̄
k−1k2L

)
.
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Además, podemos escribir las ecuaciones ĺımite de Q y L como sigue:

∂tQ = − κ ρ

|V |
gQ+

k1k−1k−2ρ

k1k−2Q̄+ k−1k2L+ k−1k−2

(
−Q+

Q̄

|SN−1|

)
,

∂tL = κ
ρ

|V |
gQ̄− rLL+ ∆xL,

donde g =

∫
(1−

∣∣∣∣θ·v|v|
∣∣∣∣) dv =

1− ϕN

N

(
|SN−1| − 2|SN−2|

)
.

3.2. Análisis numérico del sistema

En esta sección realizaremos simulaciones numéricas del sistema (2.7)–(2.8)–(2.9) con
condiciones iniciales f0 y (Q0, L0 = 0) para la población celular y la ECM, respectivamen-
te, que describiremos para cada uno de los casos particulares que tratemos. El sistema
estará planteado en un dominio cuadrado, con v ∈ S1 y módulo de velocidad fijo ϕ, e
y soportado en el conjunto Y (3.7). Adjuntamos el sistema con condiciones de frontera
periódicas en x y de flujo nulo en la actividad y. Estos conjuntos están discretizados
usando una malla rectangular para posición y actividad, y tomando una cantidad fija de
direcciones en S1 para la velocidad.

La solución numérica del sistema se obtiene usando un método de splitting. La idea
detrás de esta aproximación es escribir la ecuación de evolución de f como suma de
operadores de evolución para cada uno de los términos del modelo y elegir, para cada uno
de estos operadores, una técnica adecuada de resolución numérica, para sumar finalmente
todos los efectos. Para tratar los términos no lineales, lo que hacemos en considerar los
valores correspondientes calculados en el paso anterior. Referimos al lector a [74] para
más detalles en la técnica de splitting en la resolución numérica de EDPs.

El primer paso del splitting consiste en elegir los distintos operadores a resolver. En
nuestro caso, lo separamos en tres: una parte corresponde al transporte puro, otra consis-
tente en resolver los tres operadores integrales para obtener los cambios en velocidades,
y por último las dos ecuaciones de la ECM.

Nosotros resolveremos los bloques en el mismo orden que los hemos presentado, esto
es, esquemáticamente,

primero, resolveremos la parte de transporte, relacionada con la evolución de la
posición y de la actividad;

luego, tratamos los operadores integrales, dándonos las nuevas velocidades;

finalmente, tratamos las ecuaciones de los compuestos de la ECM, Q y L.

Procedemos a describir como resolvemos cada uno de estos pasos:

3.2.1. Transporte puro

El primer paso es resolver el término de transporte

∂tf
1
n + v ·∇xf

1
n + divy(G(y, Q̄n−1, Ln−1)f 1

n) = 0,

con condición inicial fn−1. Como solo resolveremos las modificaciones en posición y
actividad, llamamos f 1

n a la distribución que calculamos en este paso. Separamos es-
te término de nuevo: primero, obtenemos un término de transporte puro, ∂tf

1
n + v ·
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∇xf
1
n + G(y, Q̄n−1, Ln−1) ·∇yf

1
n = 0, que resolvemos usando el Método de Volúmenes

Finitos, y por otro lado, tenemos el término que queda de desarrollar la divergencia en
y, ∂tf

1
n = (k1y1Q̄n−1 + k2y2Ln−1)f 1

n, que es una EDO en tiempo (las otras variables ac-
tuan como parámetros), aśı que lo resolvemos directamente usando el método de Euler
expĺıcito (o método de Euler de primer orden).

El Método de Volúmenes Finitos tiene dos elementos en común con el de Elementos
Finitos, discretización del dominio a tratar y trabajar con la formulación débil del pro-
blema, pero difiere en la forma de resolcución: en lugar de calcular un interpolante en esa
discretización, lo que se calcula es la cantidad de masa en cada celdilla. Estas cantidades
se comparan entre celdas adyacentes, y la diferencia entre estas genera un flujo en la
frontera común. El método, finalmente, computa todos estos flujos en todo el mallado,
y reparte la masa convenientemente. Este esquema tiene la ventaja de ser conservativo
(esto es, no perdemos masa en el sistema tras cada iteración), hecho que lo hace esencial
a la hora de trabajar con ecuaciones conservativas como las que estamos tratando. Para
más detalles de este modelo numérico, referimos al libro [87].

3.2.2. Operadores integrales

Nos ocupamos ahora de hacer los cambios de velocidades, que equivale a resolver la
parte del sistema referente a los operadores integrales:

∂tfn = L(fn) + C(fn, Ln−1) +H(fn, Qn−1),

a partir del f 1
n calculado en el paso anterior. Tenemos tres operadores distintos, cada

uno relacionado con un fenómeno diferente (turning, quimiotaxis y haptotaxis). En este
paso, para cado uno de ellos tenemos que determinar los núcelos de interacción que los
definen. En la resolución numérica de términos de este tipo, esto es equivalente a construir
una tabla (la tabla de juegos) para cada uno de ellos, tabla que contiene las diferentes
probabilidades de transición entre estados (orientaciones, en nuestro caso). A partir de
estas tablas, somos capaces de, partiendo de una velocidad inicial θn−1 proveniente del
paso anterior de la simulación, obtener la nueva velocidad de salida θn, que será una suma
ponderada de las velocidades candidatas propuestas por cada uno de los operadores por
separado.

Empezamos por el más sencillo, el operador de turning L(fn). La tabla de juegos del
operador viene dada por una distribución uniforme, esto es, que todas las posibles salidas
son equiprobables

El turning está combinado con la quimiotaxis a través de las funciones α1 y α2, luego
es lógico continuar describiendo como resolvemos el operador C. En cada punto calculamos
el gradiente del quimioatractor, ∇xLn−1, y luego, dada la velocidad de entrada θn−1,
calculamos la orientación del vector (cos(θn−1), sin(θn−1)) + K (∇xLn−1), que llamamos
θC , donde K está relacionado con la sensibilidad a la señal. Finalmente, construimos la
tabla de juegos mediante una distribución normal en S1 centrada en θC .

Se construye por último la tabla conjunta, donde cada entrada viene dada por la suma
ponderada (por αi) de los valores correspondientes.

Queda por describir la tabla de juegos de la haptotaxis. Para construir la tabla de
juegos, primero definimos la orientación candidata principal, θH , como la orientación
media de las fibras en cada punto:

θH := dirección de

∫
S1
θQ(t, x, θ) dθ.
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Una vez calculada, la tabla de juegos se construye a partir de una distribución normal
de probabilidad centrada en θH .

Una vez tenemos las dos tablas de juegos, las pesamos convenientemente (dándole
más peso a la haptotaxis, por considerar que es el fenómeno principal involucrado en el
movimiento) y obtenemos la tabla de juegos definitiva. Para evitar cambios bruscos de
velocidades, lo que hacemos es considerar como velocidad candidata θ la orientación más
cercana a la velocidad inicial θn−1 en el sentido de la orientación dada por la tabla de
juegos.

Finalmente, a partir de la tabla de juegos conjunta calculamos, para cada punto de la
malla, un vector de tantas componentes como el número de velocidades fijas tomadas en
S1. Cada componente representa, en cada punto, la proporción de células que tienen la
velocidad de salida correspondiente. Obtenemos aśı fn la nueva distribución de células.

3.2.3. Ecuaciones para la ECM

El último paso es resolver las ecuaciones para las dos sustancias de la ECM,

∂tQn = −κ
(∫∫ (

1−
∣∣∣∣θ· v|v|

∣∣∣∣) fn dv dy

)
Qn

−k1Qn

∫∫
(R0 − y1 − y2)fn dv dy +

k−1

2π

∫∫
y1fn dv dy,

∂tLn = κ

∫ (∫∫ (
1−

∣∣∣∣θ· v|v|
∣∣∣∣) fn dv dy

)
Qn dθ − rLLn +DL∆xLn−1

−k2Ln

∫∫
(R0 − y1 − y2)fn dv dy + k−2

∫∫
y2fn dv dy,

con condiciones iniciales Qn−1 y Ln−1. La ecuación para Q es una EDO en tiempo, puesto
que la dependencia respecto de x y θ es paramétrica. Para resolverla, para cada posición x
y orientación θ, calculamos numéricamente las integrales que aparecen en el lado derecho
de la ecuación (donde fn es la nueva distribución de células calculada en los dos pasos
anteriores), y aplicamos el método de Euler expĺıcito para avanzar en tiempo.

Para la ecuación de L, el primer paso es computar el término de difusión ∆xL. Para
ello, primero regularizamos Ln−1(t) para evitar problemas en el resto de los cálculos,
y calculamos ∆xLn−1(t) de forma numérica sobre el mallado. Una vez hecho esto, la
dependencia de la ecuación respecto de la variable espacial es meramente paramétrica, y
la resolvemos como una ODE en tiempo (al igual que antes): cálculo en cada punto de los
términos integrales, y uso del método de Euler expĺıcito para tener la iteración siguiente.

3.3. Medidas de alineamiento

El interés principal de este trabajo es estudiar la propagación de una población de
células tumorales a través de un tejido vivo. Dependiendo del tipo de cáncer y del tejido
huésped, esta invasión puede ser individual o colectiva (véase [109]), y puede dar lugar
a diferentes tipos de patrones. En este sentido, hay una amplia literatura referente a
modelos matemáticos para crecimiento e invasión de células canceŕıgenas [7], hecho que
pone de manifiesto la complejidad y heterogeneidad de este fenómeno. A continuación,
estudiaremos varias situaciones simples por medio de nuestro modelo, que es capaz de
reproducir muchas de estas interacciones entre las células y la ECM, e intentaremos medir
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la precisión de las células en adaptar su movimiento a la orientación de las fibras que
conforman la ECM.

Centraremos nuestras simulaciones en dos dimensiones y en dos situaciones particu-
lares [109]: fibras orientadas según una linea recta (que fijaremos como el eje OX2 ) y
un fibrado orientado radialmente. Cada uno de estos ejemplos será explicado en detalle
en las secciones 3.4.1 y 3.4.2. El objetivo último es medir la degradación de la matriz
extracelular y la adaptación de las células invasoras al tejido. Para esto último, propo-
nemos ciertos funcionales que miden el alineamiento de las células y de las fibras de la
ECM respecto de una dirección dada (o una orientación dada), y que nos permitirán
comparar el alineamiento relativo entre ambas. Aśı, podremos concluir (o no) que las
células se alinean con el fibrado de la ECM por efecto de la haptotaxis. Primero, para
cada orientación fija ω ∈ S1, definimos el siguiente funcional (normalizado)

Fω(t, a) :=

∫
Q(t, x, θ)|θ·ω| dθ db∫
Q(t, x, θ) dθ db

, x = aω⊥+ bω,

que mide, para cualquier tiempo t y cualquier posición perpendicular a ω, a, el grado de
orientación del fibrado en la dirección de la recta aω⊥ + 〈ω〉. Nótese que |θ ·ω| = 1, el
valor máximo, coincide exactamente con la dirección dada por ω. Análogamente, podemos
definir un funcional que mida este mismo grado de orientación para la población celular.
Aśı, definimos:

Cω(t, a) :=

∫
f(t, x, v, y)

|v ·ω|
|v|

dy dv db∫
ρ(t, x) db

. x = aω⊥+ bω,

que mide, para cualquier tiempo t y cualquier posición perpendicular a ω, a, la densidad
relativa de células que se encuentran en la recta aω⊥+ 〈ω〉, y que se mueven en la misma
recta, esto es, la fracción de células que “siguen” la orientación de la recta. Los funcionales
definidos son muy útiles cuando tratamos con matrices extracelulares que se encuentran
orientadas según una dirección fija: en estos casos, Cω(t, a) (a lo largo de esta dirección
prefijada) nos dice exactamente la fracción de células que siguen la orientación del fibrado,
y por tanto es una medida de la orientación relativa de las células con respecto de la ECM,
por ende de su adaptación al tejido.

No obstante, esta medida puede no ser la adecuada cuando tratamos con fibrados
radialmente orientados, al existir mas de una dirección de interés. Para estos casos pro-
ponemos otras funciones, del mismo tipo que las anteriores, que den la misma información:
la adaptación de la población invasora al tejido previo. En este caso, escribimos la posi-
ción en coordenadas radiales, x = r(cos a, sin a) = rx̂, y definimos el siguiente funcional
(normalizado):

RF (t, a) :=

∫
Q(t, x̂r, θ) |x̂·θ| dθ dr∫

Q(t, x, θ) dθ db
,

que mide la orientación media del fibrado a lo largo del radio de ángulo a. Como antes,
|x̂ ·θ| = 1 se corresponde con una fibra orientada en la dirección x̂. De igual manera,

43
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definimos el funcional para la población celular:

RC(t, a) :=

∫
f(t, x̂r, v, y)

|v ·x̂|
|v|

dy dv dr∫
ρ(t, x̂r) dr

, x = r(cos a, sin a) = rx̂,

que nos da la densidad relativa de células que siguen la orientación radial ω. Estos ope-
radores serán de utilidad cuando estudiemos un fibrado orientado radialmente desde un
punto fijo, y donde la población celular empieza cerca de este punto: en este caso, RC(t, a)
nos dará la proporción de células que siguen la dirección radial de ángulo a, y con él po-
demos medir la adaptación de las células a la direccionalidad dictada por las fibras del
medio.

3.4. Resultados

Antes de presentar los resultados, queremos hacer una pequeña aclaración sobre las
concentraciones que aparecen. De hecho, tenemos dos concentraciones diferentes: por un
lado, las concentraciones en la membrana celular de las integrinas (tanto libres como
enlazadas), R0, yi, cuyas unidades son (número de moléculas)/(unidad de “área”), ya que
la membrana celular es una superficie (en nuestras simulaciones en R2, es una curva); por
otro lado, las concentraciones de los compuestos qúımicos libres Q̄, L, cuyas unidades son
(número de moléculas)/(unidad de “volumen”). Por tanto, el esquema numérico debe
de tener esto en cuenta, y modificar las constantes f́ısicas en consideración. Con este
fin, modificamos las constantes de los compuestos de membrana, convirtiéndolas a a las
unidades de los compuestos libres. Esta conversión la hacemos calculando el ratio entre
el área y el volúmen de una célula:

Integrinas

Volumen
=

Integrinas

Área
× Área de la membrana de una célula

Volumen de una célula
,

que tiene unidades de concentración en volumen. Nuestra simulación es en N = 2, por
tanto el “área” corresponde a la longitud en la membrana, y el “volumen” al área del inte-
rior celular. Si además suponemos que estamos en el caso mas simple, esto es, que nuestras
células son discos de de diametro d, el factor de conversión entre ambas cantidades es:

Integrinas por unidad de área =
4

d
Integrinas por unidad de longitud.

Este factor de conversión está tomado en cuenta dentro de las simulaciones, aunque
llamaremos de igual manera a ambas concentraciones cuando no haya posibilidad de
confusión.

A continuación, describiremos cada una de las simulaciones que hemos realizado,
dando las condiciones iniciales para la población celular f0 y el fibrado de la ECM Q0.
En cada una de ellas, explicaremos su motivación, el comportamiento esperado y la
interpretación del resultado, amén de otras consideraciones de interés. Las constantes
del modelo vienen dadas en la Tabla 3.1. En todas las simulaciones, consideraremos
inicialmente L = 0. Esto representa que inicialmente no existe quimioatractor en el
medio extracelular, y todo el que se produzca vendrá de la degradación de las fibras Q.
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Śımbolo Descripción de la constante Valor Referencia
R0 Concentracón máxima de integri-

nas en la membrana celular
1000
integrinas/µm2

[26, 42]

ki Tasa de formación de enlaces de
las integrinas con los compuestos
qúımicos

1.5 – 0.34 s−1, 1.4–
2.3×10−4µm2/s

[26, 92, 135]

k−i Tasa de disociación de las integri-
nas con los compuestos qúımicos

0.1–3.4 s−1, 2.42–
0.6 s−1

[26, 92, 135]

α1 Influencia relativa del término de
turning en el movimiento celular

1/27 [122]

α2 Influencia relativa de la quimiota-
xis en el movimiento celular

26/27 [122]

RC Tamaño t́ıpico de una célula 20–200 µm [55]
ϕ Velocidad de migración celular

t́ıpica
0.1 – 1.0 µm/min [55]

rL Tasa de degradación del quimioa-
tractor

5× 10−3 mol/sec [118]

DL Coeficiente de difusión del qúımi-
co L

8× 10−6cm2/s [118]

Cuadro 3.1: Constantes usadas en el esquema numérico

3.4.1. Primer ejemplo: ECM orientada

Comenzamos con el primer caso propuesto: inicialmente, suponemos una matriz ex-
tracelular completamente orientada en la dirección del eje OX2, distribuida según bandas
paralelas (y regularizadas) a la dirección fijada, creando “caminos” de fibra orientada.
Por tanto, inicialmente, la función de alineamiento del fibrado en la dirección vertical
ω = (0, 1), correspondiente al eje OX2 en sentido positivo será igual a 1, F(0,1)(0, a) = 1,
en las posiciones a donde haya fibras, y 0 tanto en las posiciones a donde no hay fibra.

Para la pobación celular, nuestro objetivo es representar la invasión de un tejido vivo
por parte de células malignas (invasión tumoral), o la creación de nuevas estructuras a
partir de señales y caminos previamente dispuestos (crecimiento de redes neuronales).
Con este objetivo, tomamos inicialmente una población celular concentrada cerca del
borde inferior {x2 = 0} y regularizada, con velocidades (v1, v2) elegidas aleatoriamente
de manera que v2 ≥ 0 (lo que simula un frente invasivo entrando al dominio y, además,
evita problemas con el numérico), y actividad inicial pequeña (el 10 % de R0). Con esta
elección, el alineamiento de las células con respecto a la dirección (0, 1), C(0,1)(0, a), no
es igual a 1 es cualquier posición horizontal a.

Lo ideal seŕıa representar la población celular por una delta concentrada en la linea
{x2 = 0} con velocidades completamente aleatorias. No obstante, para realizar el análisis
numérico, hemos tenido que aplicar ciertas restricciones y regularizaciones al sistema.

En esta situación, lo esperado es que C(0,1)(t, a) se acerque cada vez mas a 1 en las
zonas donde hay fibras Q, conforme el tiempo avanza, lo que significaŕıa que las células
se están alineando a la ECM; mientras que F(0,1)(t, a) debeŕıa de mantenerse cerca de 1
en los lugares donde hay compuesto Q, ya que cualquier cambio de la orientación relativa
vendrá de la incorporción al medio de fibras provenientes de las reacciones de membrana
(como son cambios relativos, la ruptura de fibras debido a la acción celular no cambia
el valor de F(0,1)(t, a)). Además, las células debeŕıan de moverse hacia arriba, siguiendo
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Distribucion inicial de Q, t = 0 s
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Figura 3.1: Gráficas representando las condiciones iniciales (primera fila) y la evolución
de la ECM (izquierda, orientada en la dirección (0, 1)), población celular (centro) y las
funciones de alineamiento C(0,1) (continua) y F(0,1) (punteada) (derecha) para el primer
ejemplo.
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las bandas de mayor concentración de las fibras y, de aparacer L, este vendŕıa de la
degradación de la ECM causada por los choques entre las células y el fibrado, o de la
liberación al medio al desligare de las integrinas de las membranas celulares.

Las simulaciones realizadas confirman lo que esperábamos: vemos que la población
celular se aproxima a las bandas con compuesto Q, y al llegar a ellas, se alinean al fibrado,
continuando el movimiento en esa dirección. Esta tendencia es mas evidente en la gráfica
conjunta de las funciones de alineación (ver Figura 3.1), a partir de la correspondencia
entre los picos de C(0,1) y F(0,1). En estas simulaciones no hemos visto apenas degradación
de la ECM por acción celular y, por tanto, constatamos numéricamente que en este
ejemplo la haptotaxis prima sobre la quimiotaxis a la hora de regir la migración celular.

3.4.2. Segundo ejemplo: ECM radialmente orientada

En la segunda de nuestras simulaciones, queremos imitar una situación que se da en
experimentos in-vitro: migración celular a través de una ECM radialmente orientada.
En este experimento, comenzamos con una distribución de fibras radialmente orientadas,
con origen en un punto fijo de la malla que, por simplicidad, elegimos como el origen
(0, 0), situado en el centro del dominio. Estas fibras están distribuidas siguiendo radios
(regularizados) centrados en el origen. Con esta elección, inicialmente, la función de ali-
neamiento radial de la ECM vale 1, FR(0, a) = 1, en los radios donde hay compuesto Q,
y 0 en las direcciones donde no hay fibras.
Para la población celular, como ya hemos indicado, esta situación se asemejará a los expe-
rimentos in-vitro para el desarrollo e invasión de una población bacteriana en crecimiento.
Para ello, elegimos inicialmente f0 como una función caracteŕıstica (regularizada) de un
dominio circular centrado en el (0, 0), el mismo punto desde el cual se originan las fibras,
con velocidades iniciales aleatorias en S1. Además, al igual que en el ejemplo anterior to-
mamos iniciamente un valor de la actividad pequeño (10 % de R0). Con esta elección, el
alineamiento radial inicial de las células, CR(0, a), es una distribución aleatoria, tomando
valores entre 0 y 1 para cualquier ángulo a.

En estas condiciones, esperamos un comportamiento similar al obtenido en las simu-
lación anterior, ahora para los operadores de alineamiento radiales RF y RC, en lugar
de Fω y Cω. Esto es, la función de alineamiento radial de la población celular debeŕıa
de acercarse cada vez mas a 1 en los ángulos donde están las “bandas”de fibra proteica,
señal de la adaptación de la población a la ECM; mientras que Fω debeŕıa de mantenerse
cercano a 1 en estos arcos, puesto que cualquier modificación de este valor vendŕıa de la
incorporación de nueva fibra Q en una orientación no radial a través de las reacciones de
membrana. Por lo tanto, las células debeŕıan alejarse del centro, siguiendo los radios de
mayor concentración de fibra, y la aparición de L se deberá a la ruptura de las fibras o
al desligarse de la membrana celular.

Las simulaciones realizadas confirman en parte lo que esperábamos: las células se
agrupan en las zonas de compuesto Q y se alinean a estas, continuando el movimiento
siguiendo la orientación de las fibras, como podemos ver en la figura 3.2. Vemos también
en la gráfica de FR y CR que los picos de ambas funciones están próximos entre śı, que
corresponde con la influencia de los otros dos fenómenos modelados, quimiotaxis y movi-
miento aleatorio. Como en estas simulaciones tampoco hemos visto apenas degradación
de la ECM por parte de la población celular, estas variaciones se debe al movimiento
aleatorio propio de las células. Constatamos de nuevo que, en este ejemplo, la haptotaxis
prima sobre la quimiotaxis a la hora de regir la migración celular.
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Figura 3.2: Gráficas representando las condiciones iniciales (primera fila) y la evolución
de la ECM (izquierda), población celular (centro) y las funciones de alineamiento CR
(continua) y FR (punteada) (derecha) para el segundo ejemplo.
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Caṕıtulo 4

Descripción cinética de modelos de
quimiotaxis con difusión fraccionaria

En este caṕıtulo presentamos una descripción microscópica de un fenómeno de difusión
anómala: part́ıculas o individuos cuyo movimiento propio en ausencia de causas externas
no responde a un comportamiento de difusión clásico. En este caso, proponemos un mo-
delo cinético de relajación para part́ıculas que siguen un vuelo de Lévy, cuya distribución
de velocidades está dada por lo que se conoce como una función de cola pesada como las
presentadas en la sección 1.2.4. A partir de esta descripción, y mediante un conveniente
ĺımite de escala determinado por el propio equilibrio y, por tanto, de la distribución de
velocidades, obtenemos una ecuación macroscópica general con un término de difusión
no estándar (fraccionaria), dado por el operador laplaciano fraccionario (−∆)(γ+1)/2. A
partir de este modelo general, podemos deducir diferentes modelos clásicos de quimio-
taxis, ahora incorporando difusión fraccionaria. Los resultados de este caṕıtulo han sido
publicados en [23].

4.1. Descripción cinética

Nuestro modelo será una ecuación cinética con un término de relajación a una función
de cola pesada, como las presentadas en la sección 1.2.4. Comenzamos recuperándolas,
junto con algunas propiedades de interés.

Una función de cola pesada es una función F (v) continua y positiva verificando:

F (−v) = F (v), F (v)
|v|>c0

=
K0

|v|N+γ+1
,

∫
F (v) dv = 1, (4.1)

donde c0 es la velocidad root–mean–square, K0 = K̃0 c
1+γ
0 , siendo K̃0 una constante

adimensional, y γ determina la cola pesada de velocidades, y está relacionado con los
momentos en velocidad de la distribución de equilibrio de la población. Esto se concreta
en la siguiente propiedad: F (v) tiene momentos de orden m finitos si, y solo si, m−1 < γ.
Esto se debe a que∫

|v|>c0

K0|v|m dv

|v|N+γ+1
= 2πK0

∫ ∞
c0

dr

r2+γ−m <∞⇔ (2 + γ −m) > 1.

En particular, estas funciones son integrables (m = 0) únicamente cuando γ > −1, y
tienen enerǵıa cinética finita (m = 2) cuando γ > 1. Además, nos determinará el esca-
lado macroscópico que haremos en el sistema; de hecho, el escalado parabólico estándar
corresponderá con γ = 1, y el hiperbólico con γ = 0, como ocurŕıa en el trabajo [21].
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El objetivo de este caṕıtulo es obtener modelos de difusión fraccionaria a partir de
modelos cinéticos con equilibrios de cola pesada como los descritos. En nuestro trabajo,
el rango de valores 0 < γ < 1 corresponderá a una función de cola pesada con enerǵıa
cinética infinita (γ < 1), y también a un escalado macroscópico a medio camino entre
el hiperbólico (γ = 0) y el parabólico (γ = 1), que dará lugar al término de difusión
fraccionaria [98].

Recordamos también que la difusión fraccionaria vendrá dada por el operador lapla-
ciano fracionario, que se define a partir de la transformada de Fourier como:

F ((−∆x)
sρ) (k) := |k|2sρ̂(k).

Aqúı, denotamos por “sombrero” o con la letra F a la transformada de Fourier, siendo k la
variable dual de Fourier. En lo que sigue, además, denotaremos por F−1 a la Transformada
inversa de Fourier.

Una vez presentados todos los ingredientes necesarios, procedemos a describir nuestro
modelo.

4.1.1. El modelo cinético

Nuestro modelo pretende representar el movimiento de una población celular, some-
tida al efecto de un quimioatractor que dirige su movimiento y que por śı misma tiene
un movimiento difusivo propio regido por un vuelo de Lévy. El sistema propuesto es el
siguiente:

∂tf + v ·∇xf = L0(f) + L1(S, f),

∂tS = DS∆xS +G(ρ, S),

f(0, x, v) = f0(x, v), S(0, x) = S0(x),

(4.2)

donde f(t, x, v) es la función de distribución de la población, que depende del tiempo
t, la posición x ∈ RN y la velocidad v ∈ RN . G es una función fuente, describiendo la
creación/degradación del compuesto qúımico S. Los operadores Lj modelan los cambios
de dirección de las células: L0 es el operador de relajación que representará el movimiento
aleatorio mediante vuelos de Lévy que siguen las células, y L1 incluye el efecto de qui-
miotaxis provocado por las diferencias de concentración de la sustancia qúımica S. La
densidad de células ρ viene dada a partir de la función de distribución como

ρ(t, x) :=

∫
f(t, x, v) dv. (4.3)

Los operadores Lj (j = 0, 1) son ambos lineales con respecto a f , y vienen dados en
forma de operadores de turning:

Lj(f) :=
1

τj

∫ (
Ti(v, v

′) f(t, x, v′)− Ti(v′, v)f(t, x, v)
)

dv′, (4.4)

donde los núcleos Tj(v, v
′) describen la reorientación de la velocidad de las células (desde

v′ hasta v), y (τj)
−1 son sus respectivas frecuencias. De hecho, consideramos que T1

depende de la concentración del compuesto qúımico, T1 = T1(S, v, v′), mientras que T0

es independiente de S. Suponemos también que estos operadores conservan la masa total
del sistema, esto es, ∫

L0(f) dv =

∫
L1(S, f) dv = 0. (4.5)
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Comenzaremos suponiendo que estamos en un marco simplificado en el que el núcleo de
turning viene dado por T0(v, v′) = F (v), donde F (v) es una función de cola pesada, esto
es, una función continua verificando (4.1). En este caso, L0 se escribe como

L0(f) =
1

τ0

(
F (v)ρ− f

)
, (4.6)

donde ρ es la densidad dada por (4.3).

4.1.2. Escalado “parabólico” del modelo

Elegimos la velocidad root–mean–square c0 como la velocidad de referencia del sistema
y definimos la velocidad root–mean–square escalada α (sin dimensiones) como α := c0/v0,
donde

v0 :=
(∫∫

vf0(x, v) dv dx
)/(∫∫

f0(x, v) dv dx
)
.

Definimos las variables sin dimensiones (denotadas por tilde “∼ ”) del modelo:

v := c0 ṽ, t := s t̃, x := R x̃,

y de igual modo las funciones sin dimensiones

f(t, x, v) := f̄ f̃(t̃, x̃, ṽ),

ρ(t, x) := f̄ cN0 ρ̃(t̃, x̃) ⇔ ρ̃(t̃, x̃) =

∫
f̃(t̃, x̃, ṽ) dṽ,

S(t, x) := Φ S̃(t̃, x̃).

Además, el equilibrio F y el núcleo T1 pueden escalarse de la siguiente manera:

F (v) :=
1

cN0
F̃ (ṽ) ⇒

∫
F̃ (ṽ)dṽ = 1, y F̃ (ṽ)

|ṽ|>1
=

K̃0

|ṽ|N+γ+1
,

T1(S, v, v′) :=
1

cN0
T̃1(S̃, ṽ, ṽ′).

De este modo, la primera ecuación de (4.2) se convierte en

∂t̃f̃ +
c0s

R
ṽ ·∇x̃f̃ =

s

τ0

(ρ̃F̃ − f̃) +
s

τ1

L̃1(S̃, f̃),

donde

L̃1(S̃, f̃) =

∫ (
T̃1(S̃, ṽ, ṽ′) f̃(t̃, x̃, ṽ′)− T̃1(S̃, ṽ′, ṽ)f̃(t̃, x̃, ṽ)

)
dṽ′,

y la ecuación del compuesto qúımico queda

∂t̃S̃ −
sDS

R2
∆x̃S̃ = G̃(ρ̃, S̃) :=

s

Φ
G(ρ, S).

Nota 4.1.1 En el caso mas común, el operador de interacciones G viene dado por:

G(ρ, S) := aρ− bS,

esto es, un término de producción debido a la secreción del qúımico por parte de la po-
blación bacteriana con tasa “a” junto con un término de decaimiento con frecuencia “b”.
En este caso, el operador sin dimensiones es

G̃(ρ̃, S̃) =
asf̄cN0

Φ
ρ̃− b

s
S̃.
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Debemos imponer dos condiciones adicionales que relacionan las cantidades macroscópi-
cas. La primera es mecánica: v0 = R/s; y la segunda es una relación qúımica que normalice
el término de reacción G para tener la tasa escalada s/Φ igual a 1 (para el ejemplo t́ıpico
dado, podemos tomar Φ = asf̄cN0 ). Consideramos además el recorrido libre medio τ0c0

dado por el tiempo de relajación (principal) y la velocidad root–mean–square, y definimos
el recorrido libre medio escalado β como

β :=
τ0c0

R
.

Determinamos también la frecuencia secundaria, θ := s
τ1

y la difusividad adimensional

del compuesto qúımico D̃S := sDS/R
2. Finalmente deducimos el sistema sin dimensiones

(donde, por comodidad, hemos eliminado la notación “tilde”)

∂tf + α v ·∇xf =
α

β
(ρF − f) + θL1(S, f),

∂tS = DS∆xS +G(ρ, S).

Podemos ahora fijar la escala hidrodinámica tomando, igual que en [21],

β = ε, α =
1

εγ
,

que significa que el recorrido libre medio es pequeño comparado con la longitud t́ıpica
del sistema, esto es, τ0c0 << R o τ0c0 = εR y, por otro lado, que la velocidad t́ıpica del
sistema v0 es pequeña, en un orden intermedio, comparada con la velocidad root–mean–
square c0, concretamente v0 = εγc0. En el caso ĺımite γ = 0, correspondiente al escalado
hiperbólico, ambas velocidades son equivalentes.
Con respecto a la frecuencia secundaria asociada a la quimiotaxis, podemos escalarla
de igual forma que en el escalado parabólico [14], considerando que es menor que la
frecuencia de relajación (τ0)−1:

θ = εδ−γ−1, esto es, τ0 = εδτ1, δ > 0.

El sistema resultante, al que le añadimos su condición inicial, es

ε1+γ∂tf
ε + εv ·∇xf

ε = (ρεF − f ε) + εδL1(Sε, f ε),

∂tS
ε = DS∆xS

ε +G(ρε, Sε),

f ε(0, x, v) = f0(x, v), Sε(0, x) = S0(x).

(4.7)

La ecuación de continuidad obtenida integrando la primera ecuación, es

∂tρ
ε + divxJ

ε = 0,

donde la corriente viene dada por

Jε :=
1

εγ

∫
vf ε dv.

Si suponemos que γ > 0 (que garantiza la existencia del momento de primer orden de
F (v)), podemos obtener la ecuación del primer momento de f ε multiplicando (4.7) por
ε−γv e integrando,

ε1+γ∂tJ
ε + ε1−γDivx

∫
v ⊗ vf ε dv+ = −Jε + εδ−γ

∫
vL1(Sε, f ε) dv,

y por tanto

− Jε = ε1−γDivx

∫
v ⊗ vf ε dv − εδ−γ

∫
vL1(Sε, f ε) dv + ε1+γ∂tJ

ε. (4.8)
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4.2. Ĺımite formal

El resultado principal de esta sección es el siguiente:

Teorema 4.2.1 Supongamos que F es una función continua y positiva verificando (4.1)
con 0 < γ < 1, δ = γ, y T1 tal que∫ ∫

|v ̂T1(S, v, v′)|F (v′) dv dv′ +

∫ ∫
|v ̂T1(S, v′, v)|F (v) dv dv′ <∞.

Supongamos además que las soluciones f ε de (4.7) convergen al menos distribucional-
mente a f . Entonces, el ĺımite puede escribirse como f = Fρ, donde ρ es la solución de
la ecuación de difusión fraccionaria

∂tρ = −Dρ(−∆x)
γ+1
2 ρ− divx(H(ρ, S)),

∂tS = DS∆xS +G(ρ, S),

donde H(ρ, S) viene dado por

H(ρ, S) = ρ

∫
v L1(S, F ) dv, (4.9)

y el coeficiente de difusión fraccionaria es

Dρ =

∫
y2

1

1 + y2
1

1

|y|N+γ+1
dy. (4.10)

Nota 4.2.2 En el teorema solo tratamos la convergencia de la primera ecuación del
sistema (4.7). Para la ecuación del compuesto qúımico Sε asumimos únicamente que el
término de reacción G(ρε, Sε) verifica ciertas propiedades que permitan el paso al ĺımite.

La idea de la demostración es obtener el ĺımite de la corriente Jε a partir de la ex-
presión (4.8) e insertarlo en la ecuación de continuidad. Nótese que el primer término
ε1−γDivx

∫
v ⊗ vf ε dv involucra un momento de segundo orden en v, esto es, del mismo

orden que la enerǵıa cinética, la cual es infinita para la distribución de equilibrio F (v).
Por tanto, al estar multiplicado por ε1−γ (que convege a 0), esperamos obtener su con-
vergencia y conseguir, en el ĺımite, el término de difusión fraccionaria. Por este motivo
el reescalado del sistema debe de estar conectado con la tasa de decrecimiento de la fun-
ción de equilibrio. El segundo término εδ−γ

∫
vL1(Sε, f ε) dv, eligiendo δ = γ, nos dará el

término de transporte asociado con la sensibilidad al quimioatractor, y el último es de
orden O(ε1+γ) y convergerá a 0.

Demostración del Teorema 4.2.1. Comenzando con la primera ecuación de (4.7),

f ε + εv ·∇xf
ε = ρεF − εγ+1∂tf

ε + εδL1(Sε, f ε),

y aplicando transformada de Fourier en esta expresión, obtenemos

f̂ ε(1− εv ·k i) = ρ̂εF (v) + εδF(L1(Sε, f ε)) +O(ε1+γ), (4.11)

lo que nos permitirá “despejar” f̂ ε. De la misma forma, aplicando transformada de Fourier
en (4.8), esta se transforma en

Ĵε = ε1−γ
∫
i(v ·k)vf̂ ε dv + εδ−γ

∫
vF(L1(Sε, f ε)) dv +O(ε).
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Tomando δ = γ e insertando la expresión (4.11) en la última igualdad, queda

Ĵε = ρ̂ε

∫
ε1−γ i(v ·k)vF (v)

1− εv ·k i
dv +

∫
vF(L1(Sε,

ρ̂εF (v)

1− εv ·k i
)) dv +O(εγ)

:= A1 + A2 +O(εγ), (4.12)

por lo que solo resta estudiar por separado la convergencia de A1 y A2. Para el primero,
podemos demostrar el siguiente resultado:

Lema 4.2.3 Sea 0 < γ < 1, k ∈ RN , y supongamos que F es una función continua y
positiva verificando (4.1). Entonces, A1 → Dρ i k|k|γ−1, donde Dρ viene dada por (4.10).

Demostración. Primero reescribimos A1 como sigue:

A1 = ε1−γ
∫
i(v ·k)vF (v)(1 + εv ·k i)

1 + ε2(v ·k)2
dv

=

∫
ε1−γ i(v ·k)vF (v)

1 + ε2(v ·k)2
dv − ε2−γ

∫
(v ·k)2vF (v)

1 + ε2(v ·k)2
dv := A3 + 0,

siendo 0 el último término porque F (v) es par. Comprobemos ahora que A3 es finito.
Para hacerlo, veamos cuánto vale esta integral fuera de una bola. Sea w = ε|k|v, entonces
dw = εN |k|N dv, y tenemos que:∫

|v|>1

ε1−γ |(v ·k)vF (v)|
1 + ε2(v ·k)2

dv =

∫
|v|>1

ε1−γ |(v ·k)v|
1 + ε2(v ·k)2

1

|v|N+γ+1
dv

=

∫
|w|>ε|k|

ε1−γ |(w·k/|k|)w|
1 + (w·k/|k|)2

εN+γ+1|k|N+γ+1

ε2|k||w|N+γ+1

dw

εN |k|N

=

∫
|w|>ε|k|

|(w·k/|k|)w|
1 + (w·k/|k|)2

|k|γ

|w|N+γ+1
dw.

En esta integral realizamos un nuevo cambio de variables usando la siguiente matriz
simétrica y ortogonal Hk:

η :=
k − |k|e1

|k − |k|e1|
, Hk := I− 2 η ⊗ η, ⇒ Hke1 =

k

|k|
y Hk

k

|k|
= e1,

donde e1 = (1, 0, ..., 0). Entonces, el cambio de variables (isométrico) w = Hky produce
|w| = |y|, dw = dy y w·k/|k| = e1 ·y = y1, de modo que∫

|w|>ε|k|

|(w·k/|k|)w|
1 + (w·k/|k|)2

|k|γ

|w|N+γ+1
dw =

∫
|y|>ε|k|

|y1Hky|
1 + y2

1

|k|γ

|y|N+γ+1
dy

≤ |k|γ
∫
|y1|

1 + y2
1

1

|y|N+γ
dy = |k|γcte < ∞.

Nótese que esta última integral es finita exactamente cuando −1 < γ < 1. Entonces,
podemos calcular el ĺımite de A3 como sigue:

A3 =

∫
|v|≤1

ε1−γ i (v ·k)vF (v)

1 + ε2(v ·k)2
dv +

∫
|v|>1

ε1−γ i (v ·k)vF (v)

1 + ε2(v ·k)2
dv := A4 + A5.

El primer término converge a 0, como vemos en la siguiente estimación,

|A4| ≤
∫
|v|≤1

ε1−γ|k||v2||F (v)| dv ≤ ε1−γ|k|
∫
|v|≤1

|F (v)| dv → 0,
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y el segundo debe ser calculado usando los mismos cambios de variables que antes, primero
w = ε|k|v y luego w = Hky, para deducir:

A5 =

∫
|v|>1

ε1−γ i (v ·k)vF (v)

1 + ε2(v ·k)2
dv =

∫
|w|>ε|k|

i(w·k)w

1 + (w·k/|k|)2

|k|γ−1 dw

|w|N+γ+1

=

∫
|y|>ε|k|

iy1Hky

1 + y2
1

|k|γ dy

|y|N+γ+1
=

N∑
j=1

Hkej

∫
|y|>ε|k|

iy1yj
1 + y2

1

|k|γ dy

|y|N+γ+1

=
i k|k|γ

|k|

∫
|y|>ε|k|

y2
1

1 + y2
1

dy

|y|N+γ+1
→ i k|k|γ−1

∫
y2

1

1 + y2
1

dy

|y|N+γ+1
,

donde hemos usado la descomposición estándar en coordenadas cartesianas y =
∑N

j=1 yjej,

siendo {ej} la base canónica de RN . Entonces, A5 → Dρ i k|k|γ−1, donde Dρ viene dado
por (4.10), y finalmente, ĺımA1 = ĺımA3 = ĺımA5.

El resultado para la convergencia de A2 viene dado en el siguiente lema:

Lema 4.2.4 Supongamos que T1(S, v, v′) verifica las hipótesis del Teorema 4.2.1, y sea
A2 el dado por (4.12). Entonces,

A2 −→ Ψ(ρ, S) :=

∫
vF(L1(S, ρF )) dv.

Demostración. La demostración es sencilla. Primero, desarrollando L1 obtenemos

A2 =

∫ ∫
vF (v′)F(T1(S, v, v′)) ∗ (

ρ̂ε
1− iεv.k

) dv dv′

−
∫ ∫

vF (v)F(T1(S, v′, v)) ∗ (
ρ̂ε

1− iεv.k
) dv dv′.

Las hipótesis del lema muestran que los dos términos están bien definidos y que ambos
convergen (usando el teorema de la convergencia dominada) a∫ ∫

vF (v′)F(T1(S, v, v′)) ∗ ρ̂ dv dv′

−
∫ ∫

vF (v)F(T1(S, v′, v)) ∗ ρ̂ dv dv′ =

∫
vF(L1(S, ρF )) dv,

lo que termina la demostración.

Juntando los lemas 4.2.3 y 4.2.4, podemos pasar al ĺımite en la expresión (4.12),
obteniendo

Ĵε → Ĵ = Dρ i k|k|γ−1 + Ψ(ρ, S).

Desde esta expresión y tras aplicar transformada inversa de Fourier, podemos sustituir
en la ecuación de continuidad ĺımite ∂tρ+ divxJ = 0, y obtener

∂tρ = −Dρ divx

(
F−1

(
iρ̂k|k|γ−1

))
− divx

(
F−1(Ψ(ρ, S))

)
.

Para determinar el primer término de la derecha, aplicamos de nuevo transformada de
Fourier para deducir

F
(

divx

(
F−1

(
iρ̂εk|k|γ−1

)))
= −ikF(

(
F−1

(
iρ̂k|k|γ−1

))
= |k|γ+1ρ̂,
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y por lo tanto

divx

(
F−1

(
iρ̂k|k|γ−1

))
= F−1

(
|k|γ+1ρ̂

)
=: (−∆x)

γ+1
2 ρ.

Finalmente, resaltando que

F−1(Ψ(ρ, S)) = F−1

∫
vF(L1(S, ρF )) dv =

∫
v L1(S, ρF ) dv

obtenemos la ecuación ĺımite

∂tρ = −Dρ(−∆x)
γ+1
2 ρ− divx(H(ρ, S)),

donde H(ρ, S) viene dado por (4.9). Esto completa la demostración del teorema 4.2.1.

4.2.1. Ĺımite macroscópico incluyendo interacciones biológicas

Consideremos el modelo cinético de quimiotaxis (4.2), al que añadimos términos de
interacciones que modelan procesos de nacimiento y muerte celular del tipo(

∂tf
)
bd

= R(f, S).

Si repetimos el proceso de adimensionalización de la Sección 4.1.2 con este término,
llegamos a la siguiente familia de ecuaciones escaladas que modelan la dinámica de f ε:

εγ+1∂tf
ε + εv ·∇xf

ε = (Fρε − f ε) + εγL1(Sε, f ε) + εγ+1R(f ε, Sε),

∂tS
ε = DS∆xS

ε +G(ρε, Sε),

f ε(0, x, v) = f0(x, v), Sε(0, x) = S0,

(4.13)

donde L1 está definido como antes. Nótese que el operador de nacimiento/muerte lo su-
ponemos del mismo orden que ∂tf

ε. En este caso, integrando en v, llegamos a la siguiente
ecuación de continuidad:

∂tρ̂ε − ikĴε =

∫
F(R(f ε, Sε)) dv, (4.14)

donde f ε y Jε vienen todav́ıa dados por (4.11)–(4.12). Tras introducir la expresión (4.11),
la ecuación (4.14) se escribe de la siguiente forma:

∂tρ̂ε − ikĴε =

∫
F
(
R

(
F−1

( ρ̂εF (v)

1− iεv.k

)
+O(εγ), Sε

))
dv.

Si el operador R verifica unas condiciones adecuadas que permitan pasar al ĺımite en el
término de la derecha (por ejemplo, que se escriba de manera lineal en f ε), los argumentos
usados anteriomente para la ecuación sin este término se aplican directamente, obteniendo
el siguiente sistema macroscópico:

∂tρ = −Dρ(−∆x)
γ+1
2 ρ− divx(H(ρ, S)) + Γ(ρ, S),

∂tS = DS∆xS +G(ρ, S),
(4.15)

donde Γ viene dado por

Γ(ρ, S) =

∫
R(ρF (v), S) dv. (4.16)
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4.3. Generalización de los resultados anteriores

En esta sección generalizaremos los resultados previos para una clase mas general de
operadores L0, en la ĺınea de la referencia [98]. Consideremos de nuevo el sistema (4.2),
con x, v ∈ RN :

∂tf + v ·∇xf = L0(f) + L1(S, f),

∂tS = DS∆xS +G(ρ, S),

f(0, x, v) = f0(x, v), S(0, x) = S0(x),

con un operador L0 verificando (4.4). En concreto, consideramos

L0(f) =

∫ (
T0(v, v′) f(v′)− T0(v′, v)f(v)

)
dv′ = K(f)− ν(v)f(v), (4.17)

donde

K(f) :=

∫
T0(v, v′)f(v′) dv′, ν(v) :=

∫
T0(v′, v) dv′,

y L1 también verificando (4.4), cuyo núcleo depende de la concentración del compuesto
qúımico T1 = T1(S, v, v′).

Para introducir las propiedades que le pedimos al sistema, necesitamos recordar el
concepto de función de variación lenta: es una función medible l : R+ → R que verifica
la siguiente propiedad:

ĺım
s→∞

l(λs)

l(s)
= 1 para todo λ > 0.

Ejemplos de funciones de variación lenta son las funciones constantes, las funciones que
convergen a constantes positivas, los logaritmos y los logaritmos iterados.

Sobre los operadores integrales imponemos las siguientes propiedades, que en el caso
de L0 generalizan las propiedades del operador de relajación a una función de cola pesada
(4.6):

Hipótesis 1 (Propiedades de L0) Sea L0 dado por (4.17).

Se satisface el principio de balance detallado,

T0(v, v′)F (v′) = T0(v′, v)F (v), ∀v, v′ ∈ RN ,

para una cierta función de equilibrio F (v) > 0 integrable y tal que |v|2
ν(v)

F (v) sea

localmente integrable, que verifica
∫
F (v) dv = 1 y F (v) = F (−v) para todo v ∈ RN .

En particular, tenemos K(F ) = ν(v)F (v).

T0 y ν son localmente integrables, no negativas y además ν(v) = ν(−v).

Existen constantes β ≥ 0, γ, κ0, ν0 > 0, una función positiva F0(v) y una función
de variación lenta l tal que F (v) = F0(v)l(|v|), verificando

|v|N+γ+1F0 → κ0 y |v|−βν(v)→ ν0 cuando |v| → +∞.

Existe una constante C tal que, para cada v ∈ RN ,∫
F (v′)

ν(v′)

T0(v, v′)2

ν2F (v)2
dv′ ≤ C.
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Hipótesis 2 (Propiedades de L1) T1 es localmente integrable, nonegativa, y verifica∫ ∫ ∣∣v (F(T1(S, v, v′))F (v′) + F(T1(S, v′, v))F (v))
∣∣ν−1(v) dv dv′ < +∞.

Ya estamos en condiciones de definir el escalado para la ecuación cinética

m(ε) := εrl(ε
−1
1−β ),

donde r = 1+γ−β
1−β = 1 + γ

1−β , y l es la función de variación lenta dada en las Hipótesis 1.
En este caso, el sistema reescalado queda:

m(ε)∂tf
ε + εv ·∇xf

ε = L0(f ε) +
m(ε)

ε
L1(Sε, f ε),

∂tS
ε = DS∆xS

ε +G(ρε, Sε),

f ε(0, x, v) = f0(x, v), Sε(0, x) = S0(x).

(4.18)

Necesitamos una hipótesis adicional sobre las soluciones de la ecuación:

Hipótesis 3 La solución f ε puede escribirse como f ε = ρεF + εgε, donde f̂ ε y ĝε están
uniformemente acotadas en L2(νF−1), con F y ν las dadas en las Hipótesis 1.

Ya tenemos todas las herramientas que necesitamos para tomar ĺımite. Concretamente
vamos a probar el siguiente resultado.

Teorema 4.3.1 Sea (f ε, Sε) una solución de (4.18) verificando las Hipótesis 1, 2 y 3
con 0 < γ < 1, 0 ≤ β < 1− γ. Definimos

r = 1 +
γ

1− β
y m(ε) = εrl(ε

−1
1−β ),

(con esta elección de parámetros, 1 < r < 2). Entonces, si f ε converge a algún ĺımite f
al menos en sentido distribucional, este se escribe como f = Fρ, donde ρ es la solución
de la ecuación de difusión fraccionaria

∂tρ = −Dρ(−∆x)
r
2ρ− divxH(ρ, S),

∂tS = DS∆xS +G(ρ, S).

El operador H viene dado por

H(ρ, S) = ρ

∫
vL1(S, F )

dv

ν(v)
, (4.19)

y

Dρ =
κ0ν0

1− β

∫
(y1)2

ν2
0 + (y1)2

dy

|y|N+r
. (4.20)

Nota 4.3.2 Al igual que en [21], en el caso cŕıtico γ = 1, equivalente a elegir r = 2,
podemos recuperar la difusión clásica añadiendo ciertas hipótesis adicionales sobre l,
análogamente a lo propuesto en [98]. De hecho, suponiendo que l es tal que

l(s)log(s)→ +∞ cuando s→ +∞,
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podemos definir el escalado

m(ε) := ε2l(ε
−1
1−β )log(ε−1),

y en el ĺımite obtenemos una ecuación de reacción–difusión clásica:

∂tρ = Dρ∆xρ− divxH(ρ, S),

donde Dρ viene dada por la expresión

Dρ = κ0ν0 ĺım
λ→0

(
1

log(λ−1)

∫
|y|≥λ

(y1)2

ν2
0 + (y1)2

dy

|y|N+2

)
.

Demostración del Teorema 4.3.1. Aplicamos transformada de Fourier a la primera
ecuación de (4.18) y, tras reordenar términos, llegamos a una expresión análoga a (4.11):

f̂ ε =
K(f̂ ε)

ν(v)− iεv ·k
+
m(ε)

ε

F(L1(Sε, f ε))

ν(v)− iεv ·k
− m(ε)∂tf̂ ε

ν(v)− iεv ·k
.

Multiplicamos esta expresión por T0(v′, v), e integramos en v:∫
f̂ ε(v)T0(v′, v) dv = K(f̂ ε) =

∫
K(f̂ ε)

ν(v)− iεv ·k
T0(v′, v) dv

+
m(ε)

ε

∫
F(L1(Sε, f ε))

ν(v)− iεv ·k
T0(v′, v) dv −m(ε)

∫
∂tf̂ ε

ν(v)− iεv ·k
T0(v′, v) dv.

Integramos de nuevo, ahora con respecto a v′. Obtenemos:∫
K(f̂ ε) dv =

∫
K(f̂ ε)

ν(v)− iεv ·k
ν(v) dv +

m(ε)

ε

∫
F(L1(Sε, f ε))

ν(v)− iεv ·k
ν(v) dv

−m(ε)

∫
∂tf̂ ε

ν(v)− iεv ·k
ν(v) dv,

que podemos reescribir para obtener∫
∂tf̂ ε

ν(v)− iεv ·k
ν(v) dv =

1

m(ε)

∫
K(f̂ ε)

ν(v)− iεv ·k
(iεk·v) dv + ε−1

∫
F(L1(Sε, f ε))

ν(v)− iεv ·k
ν(v) dv.

(4.21)
Nuestro objetivo es pasar al ĺımite término a término en esta expresión para obtener
∂tρ = −Dρ(−∆x)

r
2ρ − divxH(ρ, S). Para ello tratamos cada uno de los términos por

separado. El segundo es el mismo que aparece en [98], y su convergencia fue demostrada
alĺı. Demostraron el resultado siguiente:

Lema 4.3.3 ([98], Lemma 3) Bajo las hipótesis del Teorema 4.3.1,

1

m(ε)

∫
K(f̂ ε)

ν(v)− iεv ·k
(iεk ·v) dv −→ −Dρ|k|rρ̂,

donde Dρ viene dado por (4.20).
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Tratamos ahora el tercer término de (4.21). Vamos a ver que:

ε−1

∫
F(L1(Sε, f ε))

ν(v)− iεv ·k
ν(v) dv −→

∫
(ik ·v)F(L1(S, ρF ))

dv

ν(v)
.

Usando la hipótesis 3, tenemos que

ε−1

∫
F(L1(Sε, f ε))

ν(v)− iεv ·k
ν(v) dv =

ε−1

∫
F(L1(Sε, ρεF ))

ν(v)− iεv ·k
ν(v) dv +

∫
F(L1(Sε, gε))

ν(v)− iεv ·k
ν(v) dv := A1 + A2,

y aplicando el teorema de la convergencia dominada (la Hipótesis 3 nos lo permite),
deducimos que

A2 =

∫
F(L1(Sε, gε))

ν(v)− iεv ·k
ν(v) dv −→

∫
F(L1(S, g)) dv = 0.

Por otro lado, podemos reescribir A1 de la manera siguiente

ε−1

∫
F(L1(Sε, ρεF ))

ν2(v) + (εv ·k)2
ν2(v) dv +

∫
(ik ·v)

F(L1(Sε, ρεF ))

ν2(v) + (εv ·k)2
ν(v) dv := A3 + A4.

Escribimos el término A3 como

A3 = −
∫

ε(k ·v)2

ν(v)2 + ε2(k ·v)2
F(L1(Sε, ρεF )) dv + ε−1

∫
F(L1(Sε, ρεF )) dv.

El último término es 0 debido a la conservación de la masa (4.5) (recordamos que la
transformada de Fourier la hemos tomado respecto a la variable x), y el primero converge
a 0 cuando ε→ 0, gracias a la Hipótesis 3.

Por último, el término A4 es similar al que nos ha aparecido antes, y se trata de igual
manera, como hicimos en el Lema 4.2.4, obteniendo finalmente

A4 =

∫
(ik ·v)

F(L1(Sε, ρεF ))

ν2(v) + (εv ·k)2
ν(v) dv −→

∫
(ik ·v)F(L1(S, ρF ))

dv

ν(v)
,

v́ıa teorema de la convergencia dominada.

La convergencia del término restante de (4.21) es también una aplicación directa del
teorema de la convergencia dominada, obteniendo:

ĺım
ε→0

∫
ν(v)∂tf̂ ε

ν(v)− iεv ·k
dv = ĺım

ε→0

∫
∂tf̂ ε dv = ∂tρ̂.

Si pasamos al ĺımite en los tres términos de (4.21), obtenemos la ecuación

−Dρ|k|rρ̂+

∫
(ik ·v)F((L1(S, ρF ))

dv

ν(v)
− ∂tρ̂ = 0,

que, aplicando transformada inversa de Fourier, se convierte en

∂tρ = −Dρ(−∆x)
r
2ρ− divxH(ρ, S),

donde H y Dρ vienen descritos por (4.19) y (4.20), respectivamente. Esto concluye la
demostración del Teorema 4.3.1.

En la sección siguiente mostramos diferentes elecciones de funciones T1 y R, y por
tanto de H y Γ, que producirán sistemas (4.15) que corresponden a algunos modelos
conocidos de quimiotaxis.
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4.4. Algunos ejemplos de quimiotaxis fraccionaria

Vamos a ver distintas formas de dependencia del núcleo T1 respecto de S y de su gra-
diente, algunas de las cuales nos darán el modelo de Keller–Segel con difusión fraccionaria.
Concretamente, veremos como, desde la descripción microscópica (4.13), podemos conse-
guir el sistema de Keller–Segel fraccionario, que describe la respuesta a señales qúımicas
externas de una población sometida a un movimiento aleatorio regido por el laplaciano
fraccionario. Igualmente, obtendremos otras aproximaciones a diferentes modelos descri-
tos en la literatura.

4.4.1. Modelos tipo Keller–Segel fraccionarios

Si elegimos como núcleo del término de relajación T0(v, v′) = F (v), junto con

T1(S, v, v′) = φ(v, v′, S) · ∇xS,

donde φ(v, v′, S) es una función vectorial (de tal forma que las hipótesis del teorema 4.2.1
se satisfagan), nos da el término quimiotáctico

H(ρ, S) = ρχ(S)∇xS,

donde la sensibilidad quimiotáctica χ(S) está dada por la matriz

χ(S) =

∫ ∫
v ⊗

(
F (v′)φ(v, v′, S)− F (v)φ(v′, v, S)

)
dv dv′, (4.22)

y el término de transporte divx(H(ρ, S)) de la ecuación macroscópica se convierte en:

divx(H(ρ, S)) = −divx (ρχ(S)∇xS) ,

que corresponde al modelo de Keller– Segel fraccionario genérico

∂tρ = −Dρ(−∆x)
γ+1
2 ρ− divx(ρχ(S)∇xS) + Γ(ρ, S),

∂tS = DS∆xS +G(ρ, S),
(4.23)

donde Dρ y Γ vienen dados, respectivamente, por (4.10) y (4.16).

En particular, en el caso de dimensión 1, si consideramos que la función φ(v, v′, S) es
independiente de S, junto con R(f, S) = 0 y G(ρ, S) = aρ − bS, obtenemos el sistema
siguiente:

∂tρ = −Dρ(−∆x)
γ+1
2 ρ− χ∂x(ρ∂xS),

∂tS = DS ∆xS + aρ− bS,

que es exactamente el modelo considerado en [30, 53].

Por otro lado, en el caso dos-dimensional, suponiendo de nuevo que φ(v, v′, S) es
independiente de S, que R(f, S) = 0, y ahora que la sustancia qúımica está en su estado
estacionario −∆xS = ρ, entonces el sistema (4.23) se transforma en:

∂tρ = −Dρ(−∆x)
γ+1
2 ρ+ divx

(
ρχ∇x(∆

−1
x ρ)

)
,

modelo estudiado en [27].
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CAPÍTULO 4 4.4. ALGUNOS EJEMPLOS DE QUIMIOTAXIS FRACCIONARIA

Finalmente, consideremos G(ρ, S) = aρ− bS y definamos R(f, S) como:

R(f, S) = r

(
1− f∫

F 2(v) dv

)
f,

con r constante, entonces Γ es un término de crecimiento loǵıstico Γ(ρ, S) = rρ(1− ρ), y
el sistema (4.23) se escribe:

∂tρ = −Dρ(−∆x)
γ+1
2 ρ− divx(ρχ(S)∇xS) + rρ(1− ρ),

∂tS = DS∆xS + aρ− bS,

que es una extensión del modelo celular presentado en [70], que describe la formación de
patrones en una población móvil y proliferante de bacterias. Espećıficamente, al añadir el
término loǵıstico, este modelo es de particular importancia por su relación con el modelo
de invasión del modelo de urokinasa–plasminógeno [71].

4.4.2. Sistemas competitivos bajo efectos quimiotácticos con
términos de reacción no local

Como antes, cogemos como núcleo quimiotáctico T1(S, v, v′) = φ(v, v′, S)·∇xS, cuyo
término macroscópico asociado es

H(ρ, S) = ρχ(S)∇xS,

con χ(S) dado por (4.22). Entonces, cogemos G(ρ, S) = aρ− bS y

R(f, S) =

(
a0 + a1

f∫
F 2(v) dv

− a2

∫
RN
ρ dx

)
f,

para ciertas constantes positivas a0 y a1, y a2 ∈ R.
Usando (4.16), tenemos Γ(ρ, S) = ρ(a0 +a1ρ−a2

∫
ρ dx), por tanto (4.23) se convierte

en:

∂tρ = −Dρ(−∆x)
γ+1
2 ρ− divx(ρχ(S)∇xS) + ρ

(
a0 + a1ρ− a2

∫
ρ dx

)
,

∂tS = DS∆xS + aρ− bS.
Este sistema de EDPs describe la evolución de una población celular bajo los efectos
de difusión fraccionaria y términos de reacción no locales, que es una extensión de los
modelos clásicos [100, 129]. El coeficiente a0, o parámetro Malthusiano, induce crecimiento
exponencial de la población cuando hay poca densidad. Cuando la población crece, el
término competitivo a1ρ

2 aumenta su influencia. El término no local ρ a2

∫
ρ dx describe

la influencia global del número total de individuos en el crecimiento de la población.

4.4.3. Transporte óptimo siguiendo la señal qúımica

En este último ejemplo, consideramos un flujo regular Q(y) = (Q1(y), ....., QN(y)),
con y = (y1, ....., yN), que verifique las siguientes propiedades:

Q(0) = 0, |Qi| ≤ Ci,
∂Qi

∂yi
> 0, i = 1, ....N,

donde Ci son constantes positivas. Entonces elegimos el núcleo de quimiotaxis como

T1(S, v, v′) = φ(v, v′, S)·Q(∇xS),
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para deducir un término quimiosensible de la forma

H(ρ, S) = ρχ(S)Q(∇xS),

donde χ(S) sigue dada por (4.22). El modelo queda:

∂tρ = −Dρ(−∆x)
γ+1
2 ρ− divx

(
ρχ(S)Q(∇xS)

)
+ Γ(ρ, S),

∂tS = DS∆xS +G(ρ, S).
(4.24)

Obtenemos una famila mas general de modelos de tipo Keller–Segel fraccionario,
que incluyen como novedad una propiedad biológica fundamental: la acotación del flujo
qúımiotáctico a partir de las propiedades de Q.

Todav́ıa tenemos cierto margen para elegir esta función. Un ejemplo t́ıpico de flujo
saturado es [46]:

Q(∇xS) =


∇xS, si |∇xS| ≤ y?,(

|∇xS| − y?√
1 + (|∇xS| − y?)2

+ y?

)
∇xS

|∇xS|
, si |∇xS| > y?,

(4.25)

donde y? es un parámetro barrera, que da el valor (pequeño) bajo el cual el sistema
(4.24) se reduce al sistema de Keller–Segel fraccionario original (4.23), mientras que el
efecto de saturación aparece solo para valores grandes del gradiente. Finalmente, en el
caso particular y? = 0 el flujo (4.25) se transforma en una función tipo curvatura media:

Q(∇xS) =
∇xS√

1 + |∇xS|2
.
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Caṕıtulo 5

Un modelo presa–perseguidor
macroscópico. Análisis de
regularidad

En este caṕıtulo recuperamos un modelo macroscópico de tipo presa–perseguidor, de
reciente deducción [60]. Sobre este modelo, que se asemeja a un modelo de tipo Keller–
Segel pero con dos poblaciones distintas, estudiamos su buena definición. En particular,
veremos que comenzando con condiciones iniciales positivas, integrables y acotadas, obte-
nemos soluciones globales clásicas, con regularidad C∞(RN), para cualquier tiempo t > 0.
Este análisis se basa en argumentos estándar de punto fijo, estimaciones a priori apropia-
das, las propiedades del núcleo de Poisson, y resultados clásicos de la teoŕıa de ecuaciones
parabólicas. Además, veremos que en dimensiones N = 1 y N = 2, las condiciones so-
bre los datos iniciales pueden relajarse, obteniendo el mismo resultado. Este análisis de
regularidad, que detallamos en N = 2 (el caso N = 1 es simplemente una adaptación
del mismo argumento), se basa en demostrar propiedades adecuadas de decaimiento de
las normas Lp de las soluciones y, a partir de estas, obtener la acotación de las mismas
mediante la técnica de De Giorgi. Los resultados de este caṕıtulo y del siguiente han sido
publicados en [61].

5.1. Deducción del modelo

Para ser autoconsistentes, empezamos recuperando la deducción original del modelo
realizada en [60]: consideremos dos poblaciones que interactúan entre si: las presas y
los perseguidores, descritos por sus concentraciones ρp(t, x) y ρc(t, x), respectivamente.
Suponemos que las interacciones entre las dos vienen dadas por la regla básica siguiente:
cada una está influenciada por la presencia de la otra población, siendo los persegidores
atraidos por la presencia de las presas, y las presas tratando de escapar de los persegidores.
Las concentraciones siguen entonces las ecuaciones de transporte (sin dimensiones):

∂tρc − divx (ρcVc) = ∆xρc,

∂tρp − divx (ρpVp) = ∆xρp,
(5.1)

donde el laplaciano ∆x tiene en cuenta el movimento de difusión propio de los individuos
sin influencias externas, y Vp y Vc son los diferentes campos de velocidades de estas
poblaciones, que modelan el efecto que tienen cada población sobre la otra. Inspirados por
los modelos de quimiotaxis o newtonianos, suponemos que estos campos de velocidades
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CAPÍTULO 5 5.1. DEDUCCIÓN DEL MODELO

vienen generados por dos potenciales Vk = ∇xΦk, definidos a partir de ecuaciones de
Poisson (también sin unidades):

∆xΦc = ρp, −∆xΦp = λρc (λ > 0). (5.2)

Con esta definición de los potenciales, recuperamos el efecto modelado: el potencial está
generado en cada caso por la otra población, y el signo de la ecuación de Poisson deter-
mina el efecto (atractivo o repulsivo) de una población sobre la otra. Este efecto debe
entenderse por analoǵıa con la definición de las fuerzas de tipo coulombiano (gravitatoria
o electrostática). Esta no es la única manera de describir este fenómeno: si añadimos
propiedades adicionales (velocidad máxima, distancias de seguridad donde el efecto es
máximo...), los campos de velocidades Vk pueden definirse de maneras alternativas [60].

En este caṕıtulo probaremos los resultados relacionados con la existencia, unicidad y
regularidad de las soluciones del sistema (5.1)–(5.2). Referimos al lector a [127, Teo. 1.1]
donde, entre otros, se estudia la buena definición del sistema en un dominio acotado con
condiciones tipo Neumann, cuando N ≥ 3 y se tiene dato inicial continuo.

Es de remarcar que en dimensión N = 2 el sistema produce soluciones acotadas, y
por tanto regulares, incluso cuando la condición inicial pueda no estar acotada. Esto ya
es una diferencia significativa con el modelo clásico de Keller–Segel, donde en N = 2,
empezando con una condición inicial acotada, pueden aparecer soluciones no acotadas.
Este resultado es cierto también en dimensión N = 1, como veremos en la sección 5.5.

Los resultados principales de este caṕıtulo son los siguientes:

Teorema 5.1.1 Sea (ρp,0, ρc,0) un par de funciones positivas en L1 ∩L∞(RN). Suponga-
mos además que |x|2(ρp,0 + ρc,0) ∈ L1(RN). Entonces, para cualquier T > 0, el sistema
(5.1)–(5.2) con dato inicial (ρp,0, ρc,0) tiene una única solución acotada en [0, T ]×RN y
que pertenece a C∞((0, T )× RN).

Teorema 5.1.2 Sea N = 2. Supongamos que las funciones positivas ρp,0, ρc,0 pertene-
cen a L1 ∩ L1+δ(R2) para algún δ > 0, con |x|2(ρp,0 + ρc,0) ∈ L1(R2). Entonces, existe
una única solución (ρp, ρc) en C([0,∞);L1(R2)−débil) de (5.1)–(5.2) con condición ini-
cial (ρp,0, ρc,0). Además, para cualquier t? > 0 existe una constante M? > 0 tal que
0 ≤ ρp(t, x), ρc(t, x) ≤ M? c. p. d. en (t, x) ∈ [t?,∞) × R2, y la solución pertenece a
C∞([t?,∞)× R2).

El ingrediente principal de las demostraciones consiste en encontrar estimaciones a
priori para las soluciones de (5.1)–(5.2). Por tanto, comenzamos suponiendo que tenemos
soluciones de (5.1)–(5.2) no negativas, que preserven la masa (esto es, que conserven la
norma L1), con suficiente regularidad y decaimiento en el infinito que permitan realizar
manipulaciones, como por ejemplo permutación de derivadas e integrales, integración
por partes, etc. Para estas soluciones, probaremos estimaciones uniformes que dependan
únicamente de ciertas normas Lq de los datos iniciales. Entonces, tenemos que construir
soluciones que verifiquen estas estimaciones, posiblemente pagando el precio de restringir
el conjunto de condiciones iniciales. Finalmente, la uniformidad de las cotas obtenidas
permitirán extender los resultados a un conjunto mas general de datos iniciales.

En lo que sigue, consideraremos siempre que estamos trabajando con datos iniciales
ρp,0, ρc,0 integrables y positivos. Definimos también la masa correspondiente mp o mc

(cantidad conservada):

mp :=

∫
ρp,0 dx, mc :=

∫
ρc,0 dx.
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5.2. Estimaciones a priori

Empecemos demostrando que las soluciones con dato inicial acotado permancen en
L∞(RN) para todo tiempo. Esta propiedad contrasta con el sistema de Keller–Segel clási-
co, donde, como ya hemos dicho, datos iniciales acotados pueden dar lugar a soluciones
no acotadas [114]. Además, en dimensión N = 2 podemos demostrar la propagación de
la norma Lq para cualquier exponente q > 1.

Lema 5.2.1 Si ρp,0 y ρc,0 pertenecen a L1(RN)∩L∞(RN), entonces para cualquier valor
1 ≤ q ≤ ∞ tenemos:

‖ρp(t, ·)‖q ≤ ‖ρp,0‖q para todo t ≥ 0,
‖ρc(t, ·)‖q ≤ eT‖ρp,0‖∞‖ρc,0‖q para todo 0 ≤ t ≤ T <∞.

Además, para cualquier 0 < T < ∞ y cualquier 1 < q < ∞, ∇xρ
q/2
p y ∇xρ

q/2
c están en

L2((0,∞)× RN).

Demostración. La demostración no es complicada. Comenzamos por la estimación so-
bre la población de presas. Sea H : R → (0,∞) una función convexa (a determinar).
Multipliquemos

∂tρp − divx(ρp∇xΦp +∇xρp) = 0

por H ′(ρp) e integremos por partes en todo RN . Obtenemos:

d

dt

∫
H (ρp) dx+

∫
H ′′(ρp)|∇xρp|2 dx = −

∫
H ′′(ρp)∇xρp · ρp∇xΦp dx. (5.3)

Ahora, sea Z una primitiva de ρ 7→H ′′(ρ)ρ (y por tanto, ∇xZ(ρ) = ∇xρZ
′(ρ)

= H ′′(ρ)ρ∇xρ) . Usando (5.2), el lado derecho de (5.3) se convierte en

−
∫

H ′′(ρp)∇xρp · ρp∇xΦp dx = −
∫
∇xZ(ρp) · ∇xΦp dx

=

∫
Z(ρp)∆xΦp dx = −λ

∫
ρcZ(ρp) dx,

que es no positivo al ser H una función convexa. Llegamos por tanto a

d

dt

∫
H (ρp) dx+

∫
H ′′(ρp)|∇xρp|2 dx ≤ 0. (5.4)

Usamos esta relación para la función convexa H (ρ) := 1
2

[
ρ − ‖ρp,0‖∞

]2
+

. (5.4) implica
entonces

d

dt

∫
1

2

[
ρ− ‖ρp,0‖∞

]2
+

dx ≤ 0,

donde hemos usado de nuevo que H es convexa, y de donde integrando en [0, T ] de-
ducimos la cota uniforme de ρp en L∞(RN). Además, si de manera general tomamos
H (ρ) = ρq, (5.4) se transforma en

d

dt

∫
ρqp dx+ 4

q − 1

q

∫
|∇xρ

q/2
p |2 dx ≤ 0, (5.5)

que, siguiendo el mismo razonamiento, da las estimaciones de las distintas normas Lq.
Esta última desigualdad nos prueba, además, la cota buscada de ∇xρ

q/2
p .
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Demostramos ahora las estimaciones en la población de perseguidores. Repetimos el
mismo argumento en

∂tρc − divx(ρp∇xΦc +∇xρc) = 0

con la función convexa H (ρ) := ρq, q > 1. Obtenemos en este caso:

d

dt

∫
ρqc dx+ q(q − 1)

∫
ρq−2
c |∇xρc|2 dx = −q(q − 1)

∫
ρq−1
c ∇xρc ·∇xΦc dx.

Tras reescribir ambos términos, llegamos a la igualdad

d

dt

∫
ρqc dx+

4(q − 1)

q

∫
|∇xρ

q/2
c |2 dx = (q − 1)

∫
ρpρ

q
c dx, (5.6)

La estimación de la norma L∞ de ρp que acabamos de probar nos permite acotar el
segundo miembro, obteniendo

d

dt

∫
ρqc dx+

4(q − 1)

q

∫
|∇xρ

q/2
c |2 dx ≤ (q − 1)‖ρp,0‖∞

∫
ρqc dx.

Aplicando el Lema de Grönwall llegamos a∫
ρqc(t, x) dx ≤ eqt‖ρp,0‖∞

∫
ρqc,0(x) dx,

lo que prueba las cotas de la norma Lq y, además, la cota del término gradiente ∇xρ
q/2
c .

Finalmente, para obtener la acotación de la norma L∞, esta última desigualdad puede
reescribirse como ‖ρc(t, ·)‖q ≤ eT‖ρp,0‖∞‖ρc,0‖q ≤ eT‖ρp,0‖∞‖ρc,0‖1−1/q

∞ m
1/q
c para cualquier

1 < q < ∞, donde hemos usado la desigualdad de interpolación (ver, por ejemplo, [31,
p. 57])

‖ρ0,c‖q ≤ ‖ρ0,c‖1−1/q
∞ ‖ρ0,c‖1/q

1 . (5.7)

Hacemos tender q a +∞ para obtener la cota buscada.

Antes de demostrar la propagación de la norma Lq en dimensión 2, presentamos
una herramienta clave de este análisis (y de la que saldrá la restricción en la dimensión
espacial): la desigualdad de Gagliardo–Nirenberg–Sobolev. En su versión general, esta se
escribe como [105]:(∫

RN
|ξ|p dx

)1/p

≤ C

(∫
RN
|∇ξ|r dx

)a/r (∫
RN
|ξ|q dx

)(1−a)/q

, (5.8)

que se verifica para
1

p
= a

(
1

r
− 1

N

)
+

1− a
q

.

Dependiendo de la dimensión espacial y del valor de los parámetros que aparecen, conse-
guimos versiones particulares de esta desigualdad. En contreto, usaremos las siguientes:

Para N y β ≥ 1 cualesquiera,∫
RN
|ξ|β+1 dx ≤ Cβ

∫
RN
|∇ξβ/2|2 dx

(∫
RN
|ξ|N/2 dx

)2/N

. (5.9)

En particular, si N = 2,∫
|ξ|β+1 dx ≤ C

∫
|ξ| dx

∫
|∇x(ξ

β/2)|2 dx. (5.10)
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Para 2 + β = 2N+2
N

y cualquier N ,∫
|ξ|2+β dx ≤ C

∫
|∇xξ|2 dx

(∫
|ξ|2 dx

)β/2
. (5.11)

Lema 5.2.2 Supongamos N = 2. Si ρp,0 y ρc,0 pertenecen a L1(RN)∩Lq(RN) para algún
q > 1, entonces

‖ρp(t, ·)‖q ≤ ‖ρp,0‖q,

y además existe C > 0 que depende solo de q, mc, mp, ‖ρp,0‖q y ‖ρc,0‖q tal que para todo
t > 0 se verifica

‖ρc(t, ·)‖q ≤ C.

Además, ∇xρ
q/2
p y ∇xρ

q/2
c pertenecen a L2((0,∞)× R2).

Demostración. Recuperando la demostración del Lema 5.2.1, la desigualdad (5.5) direc-

tamente implica que ρp ∈ L∞(0,∞;Lq(RN)) y que ∇xρ
q/2
p ∈ L2((0,∞)×RN) cuando ρp,0

es una función de Lq(RN). Lo verdaderamente importante aqúı es mejorar la cota Lq de ρc
probada en el Lema 5.2.1 y hacerla uniforme respecto al tiempo, lo que podemos conseguir
cuando N = 2. Dicha restricción en la dimensión espacial viene de estimar el término de
la derecha de (5.6). Para ello, usaremos la desigualdad de Gagliardo–Nirenberg–Sobolev
(5.10). Entonces, usando las desigualdades de Hölder (con exponentes conjugados q+ 1 y
(q+1)′ = q+1

q
) y de Young (ab ≤ 1

r
ar + 1

r′
br
′
, para cualquier r > 1 y cualesquiera números

reales positivos a, b), obtenemos

(q − 1)

∫
ρpρ

q
c dx ≤ q

(∫
ρq+1
c dx

)q/(q+1)(∫
ρq+1
p dx

)1/(q+1)

≤ qδ1/q

∫
ρq+1
c dx+

1

δ

∫
ρq+1
p dx,

con δ > 0 libre. Combinando esta con la desigualdad (5.10), llegamos a

(q − 1)

∫
ρpρ

q
c dx ≤ Cqδ1/q

(∫
ρc dx

)∫
|∇xρ

q/2
c |2 dx+

1

δ

∫
ρq+1
p dx.

La conservación de la masa nos dice que
∫
ρc dx = mc. Volvemos a (5.6). Cogiendo δ > 0

suficientemente pequeño, encontramos dos constantes positivas C1, C2 tales que

d

dt

∫
ρqc dx+ C1

∫
|∇xρ

q/2
c |2 dx ≤ C2

∫
ρq+1
p dx.

Estas constantes dependen solo de la constante de Gagliardo–Nirenberg–Sobolev, q y
mc. Por ejemplo, podemos hacer C1 = 2 q−1

q
eligiendo δ =

(
2 q−1
q2Cmc

)q
; de igual modo

C2 =
(
q2Cmc
2(q−1)

)q
. Usando de nuevo (5.10) llegamos a

d

dt

∫
ρqc dx+ C1

∫
|∇xρ

q/2
c |2 dx ≤ C2Cmp

∫
|∇xρ

q/2
p |2 dx,

donde la acotación del término de la derecha ya ha sido probada a partir de (5.5). De
nuevo, usamos el Lema de Grönwall para deducir las cotas buscadas.
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5.2.1. Acotación implica regularidad

Como consecuencia de la estimación en L∞(RN), y del carácter parabólico del sistema
(5.1)–(5.2), podemos probar la regularidad de las soluciones del mismo.

Lema 5.2.3 Supongamos que la solución (ρp, ρc) de (5.1)–(5.2) está en L∞((t?, T ) ×
RN) para algún 0 ≤ t? < T ≤ ∞. Entonces, ρp y ρc son de hecho funciones regulares
C∞((t?, T )× RN).

La demostración de este resultado utiliza la siguiente estimación elemental del campo de
velocidades, que tiene en cuenta la definición de los potenciales (5.2) como una convolu-
ción con el núcleo de Poisson.

Lema 5.2.4 Sea ρ ∈ L1(RN) ∩ L∞(RN). Definimos

∇xΦ(x) :=

∫
x− y
|x− y|N

ρ(y) dy.

Entonces, existe una constante CN > 0 tal que

|∇xΦ(x)| ≤ CN‖ρ‖1/N
1 ‖ρ‖1−1/N

∞ .

Demostración. Fijado A > 0, dividimos la integral en dos partes:

∇xΦ(x) =

∫
|x−y|≤A

x− y
|x− y|N

ρ(y) dy +

∫
|x−y|>A

x− y
|x− y|N

ρ(y) dy.

Pasando a coordenadas radiales, la primera integral puede acotarse como

‖ρ‖∞ |SN−1|
∫ A

0

1

rN−1
rN−1 dr = ‖ρ‖∞ |SN−1|A,

mientras que la segunda se acota directamente como

1

AN−1

∫
|ρ(y)| dy.

Definamos la función auxiliar K(A) := ‖ρ‖∞ |SN−1|A+A1−N ∫ |ρ(y)| dy. Si optimizamos
esta función (esto es, resolviendo K ′(A) = 0) obtenemos el valor óptimo para el paráme-

tro, Aopt =
(
N−1
|SN−1|

)1/N‖ρ‖1/N
1 ‖ρ‖−1/N

∞ , con lo que concluimos, tras evaluar la función K en
Aopt.

Demostración del Lema 5.2.3: El Lema 5.2.4 implica que ∇xΦp(t, ·) (respectivamen-
te ∇xΦc(t, ·)) está acotado cuando ρc(t, ·) (resp. ρp(t, ·)) está en L1(RN)∩L∞(RN). Sean
0 ≤ t? < T ≤ ∞. Volviendo a las ecuaciones de reacción-difusión verificadas por las den-
sidades ρp, ρc, podemos aplicar resultados estándar de la teoŕıa de ecuaciones parabólicas,
en particular la acotación de las primeras derivadas de la solución cuando tanto la solución
como los coeficientes de la ecuación están acotados (ver por ejemplo [86, Teo. VII.6.1]),
para asegurar que ∇xρp,∇xρc ∈ L∞((t?, T ) × Ω) para cualquier Ω ⊂ RN , supuesto que
ρp y ρc pertenecen a L∞((t?, T ) × RN) (que es la hipótesis del Lema). Entonces, para
j ∈ {p, c} y para cualquier k ∈ {1, ..., N}, las funciones derivada uj = ∂xkρj verifican

∂tuj − divx(uj∇xΦj)−∆xuj = divx(uj∇xΨj),
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donde Ψj = ∂xkΦj viene definido por la ecuación de Poisson ∆xΨc = up o −∆xΨp = λuc.
Deducimos de otros resultados clásicos de la teoŕıa [57, Teo. 3.9 & Prob. 8.4] que ∇xΨj

es una función (localmente) acotada, con lo que podemos concluir (usando el resultado
anterior) que ∇xuj está acotada en cualquier subdominio de (t?, T ) × Ω. Iteramos este
argumento de igual forma que en [62, Prop. A.1], obteniendo en cada paso una ecuación
parabólica donde podemos repetir el argumento. Finalmente, podemos establecer que ρc
y ρp son funciones en C∞((t?, T )× RN).

5.3. Análisis de De Giorgi

El siguiente paso es relajar las condiciones de acotación e integrabilidad de las condi-
ciones iniciales, mostrando que estas propiedades son mejoradas por la propia dinámica
del sistema. La demostración se divide en dos partes: primero, nos centramos en las es-
timaciones de la norma Lq para q finito; después, discutiremos las cotas en la norma
L∞ adaptando la técnica de De Giorgi. El objetivo de esta técnica es el mismo que el
nuestro: deducir la acotación de las soluciones de una EDP a partir de ciertas normas Lq

convenientes. Referimos al lector a [4, 62, 115] para razonamientos similares usando esta
técnica. El primer paso es establecer el siguiente resultado, donde aparece la restricción
N = 2 para la dimensión espacial:

Lema 5.3.1 Supongamos N = 2. Sea 1 < q <∞. Existe una constante M , que depende
solo de las masas iniciales mc y mp y del exponente q, tal que, para cualquier t ≥ 0, se
verifica ∫

ρqp(t, x) dx+

∫
ρqc(t, x) dx ≤M

(
1 +

1

tq−1

)
.

Demostración. Volvemos a la demostración del Lema 5.2.2. Usando (5.10), que es la
que origina la restricción a N = 2, y la conservación de la masa, hemos obtenido las
siguientes desigualdades:

d

dt

∫
ρqp dx+ 4

q − 1

q

∫
|∇xρ

q/2
p |2 dx ≤ 0,

d

dt

∫
ρqc dx+ C1

∫
|∇xρ

q/2
c |2 dx ≤ C2

∫
ρq+1
p dx.

(5.12)

Usando de nuevo (5.10) y la conservación de la masa en los términos gradientes, obtene-
mos

d

dt

∫
ρqp dx+ 4

q − 1

q

1

Cmp

∫
ρq+1
p dx ≤ 0,

d

dt

∫
ρqc dx+

C1

Cmc

∫
ρq+1
c dx ≤ C2

∫
ρq+1
p dx.

Definimos

X (t) :=

∫
ρqp dx+ A

∫
ρqc dx,

para cierto A > 0 por determinar. Sumando ambas ecuaciones, obtenemos

X ′(t) +
(

4
q − 1

q

1

Cmp

− AC2

)∫
ρq+1
p dx+ A

C1

Cmc

∫
ρq+1
c dx ≤ 0.
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Elegimos ahora A > 0 suficientemente pequeño para que el factor constante que acompaña
a
∫
ρq+1
p dx sea positivo (por ejemplo, podemos tomar A = 2 q−1

qC2Cmp
). Ahora usamos la

desigualdad de interpolación siguiente [31, p. 57]:∫
ρq dx ≤

(∫
ρ dx

)1/q (∫
ρq+1 dx

)(q−1)/q

.

Esta desigualdad, junto con la conservación de la masa, nos permite encontrar dos cons-
tantes a, b > 0 tales que

X ′(t) + a

(∫
ρqc dx

)q/(q−1)

+ b

(∫
ρqp dx

)q/(q−1)

≤ 0.

Usando la desigualdad elemental (s + t)q/(q−1) ≤ Cq(s
q/(q−1) + tq/(q−1)) concluimos que,

para cierto b > 0 que depende solo de las masas iniciales y de q,

X ′(t) + bX q/(q−1)(t) ≤ 0.

Usando un argumento de comparación de soluciones de EDOs no lineales, demostrado en
la sección 5.6.1, deducimos que

X (t) ≤M (1 + 1/tq−1),

donde la constante M solo depende de q y b y, por tanto, de q y de las masas iniciales.

El Lema 5.3.1 nos dice que las normas Lq de las soluciones se vuelven finitas ins-
tantáneamente, para cualquier tiempo positivo, incluso si los datos iniciales no están en
Lq(RN). Usaremos esta información para comprobar que la norma L∞ se vuelve también
finita, usando el método de De Giorgi. Este es el segundo paso de nuestro análisis. Co-
mo quedará claro dentro de la demostración, la restricción a N = 2 viene del uso del
Lema 5.3.1.

Lema 5.3.2 Supongamos N = 2, y sea t? > 0. Existe entonces una constante positiva
M?, que depende de t? de manera que M? → +∞ cuando t? → 0, tal que

|ρp(t, x)| ≤M?, |ρc(t, x)| ≤M?,

se verifica para casi todo t ≥ t?, x ∈ RN .

Demostración. Trabajamos en un intervalo de tiempo finito 0 < t? < T < ∞ que no
contiene al 0. Sea M > 0 por determinar. Definimos las siguientes sucesiones:

Mk := M(1− 1/2k), tk := t?(1− 1/2k+1) = t?/2
k+1 + (1− 1/2k)t?.

Definimos también
ρ(k)
p := (ρp −Mk)1{ρp>Mk},

donde 1Ω denota la función caracteŕıstica del conjunto Ω. Multiplicamos la primera ecua-
ción de (5.1) por ρ

(k)
p e integramos. Nos queda:

1

2

d

dt

∫
|ρ(k)
p |2 dx+

∫
|∇xρ

(k)
p |2 dx = −λ

∫
ρc|ρ(k)

p |2 dx. (5.13)
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Integramos (5.13) en el intervalo [s, t], con tk−1 < s < tk < t < T , obteniendo

1

2

∫
|ρ(k)
p |2(t, x) dx+

∫ t

s

∫
|∇xρ

(k)
p (τ, x)|2 dx dτ + λ

∫ t

s

∫
ρc|ρ(k)

p |2(τ, x) dx dτ

=
1

2

∫
|ρ(k)
p (s, x)|2 dx ≥ 1

2

∫
|ρ(k)
p |2(t, x) dx+

∫ t

tk

∫
|∇xρ

(k)
p (τ, x)|2 dx dτ.

(5.14)

Definimos ahora la sucesión

Vk := sup
tk≤t≤T

1

2

∫
|ρ(k)
p |2(t, x) dx+

∫ T

tk

∫
|∇xρ

(k)
p (τ, x)|2 dx dτ.

Tomamos supremos en (5.14) respecto de la variable t, y a continuación integramos con
respecto a s en el intervalo [tk, tk−1], obteniendo

Vk ≤
1

2

1

tk − tk−1

∫ tk

tk−1

∫
|ρ(k)
p (s, x)|2 dx ds. (5.15)

En este punto veamos que la siguiente desigualdad es cierta para cualquier β > 0:

|ρ(k)
p |2 ≤ |ρ(k−1)

p |2
(

2k

M
ρ(k−1)
p

)β
. (5.16)

La justificación de dicha desigualdad es inmediata, y se basa en dos simples hechos:

Por un lado, ρ
(k)
p = (ρp −Mk)1{ρp>Mk} ≤ (ρp −Mk−1)1{ρp>Mk−1} = ρ

(k−1)
p ;

Por otro lado, si ρp ≥ Mk (siendo trivial en el otro caso), se tiene la cadena de

desigaldades ρp −Mk−1 ≥Mk −Mk−1 == M
2k

, por tanto deducimos que 2k

M
ρ

(k−1)
p ≥

1ρp>Mk−1
.

Juntando ambos hechos, obtenemos (5.16), observando que

|ρ(k)
p |2 ≤ |ρ(k−1)

p |2 = |ρ(k−1)
p |212

{ρp>Mk−1} ≤ |ρ
(k−1)
p |2

(
2k

M
ρ(k−1)
p

)β
.

Pues bien, usando la definición de tk y la desigualdad (5.16) en la expresión (5.15),
obtenemos

Vk ≤
1

2

2k+1

t?

∫ T

tk−1

∫
|ρ(k)
p (s, x)|2 dx ds ≤ 1

2

2k+1

t?

2βk

Mβ

∫ T

tk−1

∫
|ρ(k−1)
p (s, x)|2+β dx ds.

La elección del valor del exponente β viene de la desigualdad de Gagliardo–Nirenberg–
Sobolev (5.11), ∫

|ξ|2+β dx ≤ C

∫
|∇xξ|2 dx

(∫
|ξ|2 dx

)β/2
,

que es cierta para 2 +β = 2N+2
N

= 2 + 4
N

. Teniendo en cuenta que N = 2, entonces β = 4
y llegamos a

Vk ≤
C

2

2k+1

t?

22k

M2

∫ T

tk−1

(∫
|∇xρ

(k−1)
p |2 dx×

∫
|ρ(k−1)
p |2 dx

)
ds

≤ 2C

M2t?
23k

∫ T

tk−1

(∫
|∇xρ

(k−1)
p |2 dx+

∫
|ρ(k−1)
p |2 dx

)
ds

≤ 2C

M2t?
23k V 2

k−1.
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Nuestro objetivo ahora es comprobar que Vk converge a 0. Para ello, tenemos que elegir
a ∈ (0, 1) suficientemente pequeño y M > 0 suficientemente grande, de tal forma que akV0

sea una supersolución de esta sucesión de desigualdades, es decir, akV0 ≥ Vk. Procedamos
por inducción. Supongamos que Vk−1 ≤ ak−1V0, entonces insertando en la desigualdad
anterior tenemos que

Vk ≤
2CV0

M2t?a2

(
23a
)k
akV0.

Por tanto, si logramos elegir a y M tales que se verifican estas dos condiciones,

a ≤ 1

23
, M ≥

(2CV0

t?a2

)1/2

,

entonces podemos concluir que Vk es menor que akV0. Si tenemos en cuenta que ρ
(0)
p = ρp

y que T0 = t?/2, nos queda estimar

V0 = sup
t?/2≤t≤T

1

2

∫
|ρp|2(t, x) dx+

∫ T

t?/2

∫
|∇xρp(τ, x)|2 dx dτ.

Con este fin, volvemos a la primera ecuación de (5.12) con q = 2 (que corresponde a una
desigualdad de enerǵıa), integrada sobre (t?/2, t):

1

2

∫
|ρp(t, x)|2 dx+

∫ t

t?/2

∫
|∇xρp(τ, x)|2 dx dτ ≤ 1

2

∫
|ρp(t?/2, x)|2 dx ≤ M

2

(
1 +

2

t?

)
,

donde la última desigualdad viene de usar el Lema 5.3.1. Recordamos además que que
esta desigualdad se obtiene de aplicar la desigualdad de Gagliardo–Nirenberg–Sobolev
(5.10), que es válida cuando N = 2: por tanto, la restricción en la dimensión espacial
no viene del argumento de De Giorgi per se, si no de la necesidad de estimar V0, que
depende del Lema 5.3.1. En otras palabras, hemos demostrado que

V0 ≤
M

2

(
1 +

2

t?

)
. (5.17)

Como N = 2, tenemos la siguente cota inferior para M :

M ≥
(M (1 + 2/t?)C

t?a2

)1/2

.

En particular, nótese que M se comporta como 1/t? cuando t? → 0. Fijamos T > 0.
Entonces, dado 0 < t? � 1 dado, podemos encontrar M suficientemente grande para
asegurar ĺımk→∞ Vk = 0. Consideremos ahora la siguiente media sobre el intervalo [tk, T ],
que por la definición de Vk nos da:

1

T − tk

∫ T

tk

∫
|ρ(k)
p (t, x)|2 dx dt ≤ 2Vk.

Sin embargo, para casi todo (t, x) ∈ [0,∞)× RN , tenemos que

ĺım
k→∞

(
|ρ(k)
p (t, x)|2

T − tk
1{tk≤t≤T}

)
=
|ρp(t, x)−M |2

T − t?
1{t?≤t≤T} 1{ρp(t,x)≥M}.
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Usando el Lema de Fatou, concluimos que

1

T − t?

∫ T

t?

∫
|ρp(t, x)−M |21{ρp(t,x)≥M} dx dt = ĺım

k→∞

1

T − tk

∫ T

tk

∫
|ρ(k)
p (t, x)|2 dx dt

≤ 2 ĺım
k→∞

Vk = 0.

Esto implica que

(ρp(t, x)−M)1ρp(t,x)≥M = 0, c. p. d.,

es decir, ρp(t, x) está acotada por M .

Una vez hemos probado la cota para ρp, podemos proceder de igual manera con
ρc. Usamos la misma notación, con Mk = µ(1 − 1/2k), siendo µ > 0 la cantidad por
determinar (jugando el rol de M antes), y tk := t??(1 − 1/2k+1), donde t?? = 2t?. En
particular, ahora tenemos que t? ≤ tk ≤ t??. Multiplicamos ahora la segunda ecuación de
(5.1) por ρ

(k)
c e integramos respecto a x para obtener

1

2

d

dt

∫
|ρ(k)
c |2 dx+

∫
|∇xρ

(k)
c |2 dx =

∫
ρp|ρ(k)

c |2 dx ≤M

∫
|ρ(k)
c |2 dx,

donde M es la cota que acabamos de obtener para ρp. Integramos sobre el intervalo [s, t],
con tk−1 < s < tk < t < T , y después tomamos la media sobre s ∈ [tk−1, tk]. Llegamos a

1

2

∫
|ρ(k)
c |2(t, x) dx+

∫ t

tk

∫
|∇xρ

(k)
c |2 dx

≤ 1

2

1

tk − tk−1

∫ tk

tk−1

∫
|ρ(k)
c (s, x)|2 dx ds+M

∫ T

tk−1

∫ ∣∣ρ(k)
c (τ, x)

∣∣2 dx dτ

≤
( 2k

t??
+M

)∫ T

tk−1

∫
|ρ(k)
c (s, x)|2 dx ds.

Definimos ahora

V ′k := sup
tk≤t≤T

1

2

∫
|ρ(k)
c |2(t, x) dx+

∫ t

tk

∫
|∇xρ

(k)
c |2 dx,

y repitiendo los mismos argumentos que para la cota de ρp, tenemos que

V ′k ≤
2

µ2
22k

(
2k

t??
+M

)
(V ′k )2 ≤ 2

µ2

(
1

t??
+M

)
23k (V ′k−1)2.

Razonando como antes, imponiendo la siguiente cota inferior para µ:

µ ≥
(

2V ′0
a2

(
M +

1

t??

))1/2

,

y tomando a < 1
23

, solo resta estimar el término inicial V ′0 . Con este fin volvemos a (5.12):

d

dt

∫
|ρc|2 dx+ C1

∫
|∇xρc|2 dx ≤ C2

∫
ρ3
p dx ≤ C2Cmp

∫
|∇xρp|2 dx,
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donde hemos usado (5.10) y la conservación de masa para la última desigualdad. Inte-
gramos sobre (t??/2, t) = (t?, t) para, usando el lema 5.3.1 y (5.17), obtener∫

|ρc(t, x)|2 dx+ C1

∫ t

t?

∫
|∇xρc(τ, x)|2 dx dτ

≤
∫
|ρc(t?, x)|2 dx+ C2Cmp

∫ t

t?

∫
|∇xρp(τ, x)|2 dx dτ

≤M
(

1 +
1

t?

)
+ C2CmpV0

≤M
(

1 +
CC2mp

2

)(
1 +

2

t?

)
.

Se sigue que

V ′0 ≤M
(

1 +
CC2mp

2

)(
1 +

2

t?

)
.

Por tanto, la cota inferior para µ es

µ ≥
(

2

a2

(
M +

1

2t?

)
M
(

1 +
CC2mp

2

)(
1 +

2

t?

))1/2

,

que también se comporta como 1/t? para t? pequeño. Concluyendo como antes, deducimos
que ρc(t, x) ≤ µ c. p. d. en (t??, T )×R2. Queremos resaltar que tanto M como µ dependen
de t? y, claramente, ambos estallan cuando t? → 0; no obstante, la estimación calculada
es válida a tiempos largos.

5.4. Existencia y unicidad de solución

En esta sección vamos a demostrar los Teoremas 5.1.1 y 5.1.2. Para ello, vamos a
obtener las soluciones de (5.1)–(5.2) mediante un argumento de punto fijo. Empecemos
suponiendo que la condición inicial (ρp,0, ρc,0) pertenece a L1(RN) ∩ L∞(RN), y sea 0 <
T <∞. Consideremos dos funciones ρ̃p, ρ̃c : (0, T )× RN → RN tales que

0 ≤ ρ̃p(t, x) ≤ ‖ρp,0‖∞, 0 ≤ ρ̃c(t, x) ≤ ‖ρc,0‖∞eT‖ρp,0‖∞ ,∫
ρ̃p(t, x) dx = mp,

∫
ρ̃c(t, x) dx = mc.

(5.18)

Denotaremos por CT al conjunto (convexo) de funciones que verifican las propiedades
(5.18) y sobre el que pretendemos aplicar el argumento de punto fijo. Empecemos demos-
trando un resultado intermedio para condiciones iniciales acotadas, que se enuncia como
sigue:

Proposición 5.4.1 Sea (ρp,0, ρc,0) ∈ L1(RN) ∩ L∞(RN). Además, suponemos que las
aplicaciones x 7→ x2ρp,0(x) y x 7→ x2ρc,0(x) pertenecen a L1(RN). Entonces, para cual-
quier T > 0, el sistema (5.1)–(5.2) con dato inicial (ρp,0, ρc,0) admite una única solución
en CT .
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5.4.1. Observaciones preliminares

Dada (ρ̃p, ρ̃c) ∈ CT , definimos los potenciales Φ̃p, Φ̃c a partir de la fórmula

∇xΦ̃c = −CN
∫
ρ̃p(t, y)

x− y
|x− y|N

dy, ∇xΦ̃p = λCN

∫
ρ̃c(t, y)

x− y
|x− y|N

dy.

(esto es equivalente a resolver las ecuaciones de Poisson correspondientes bajo condiciones
usuales de cáıda). El Lema 5.2.4 nos asegura que ∇xΦ̃p y ∇xΦ̃c son funciones acotadas.
Por tanto, podemos presentar las soluciones de las ecuaciones lineales

∂tρp − divx(ρp∇xΦ̃p +∇xρp) = 0,

∂tρc − divx(ρc∇xΦ̃c +∇xρc) = 0,
ρp(t = 0) = ρp,0, ρc(t = 0) = ρc,0.

(5.19)

Usando resultados clásicos de la teoŕıa de ecuaciones parabólicas (como, por ejemplo, [31,
Teo. X.9]), las soluciones son positivas y están en C([0, T ];L2(RN))∩L2(0, T ;H1(RN)); y
las estimaciones a priori antes probadas nos dicen que (ρp, ρc) ∈ CT . Definimos entonces
el operador solución T : CT → CT como T (ρ̃p, ρ̃c) := (ρp, ρc), siendo (ρp, ρc) la solución
correspondiente del sistema (5.19).

Veamos ahora que T es una contracción para T suficientemente pequeño en N ≥ 3.
Sean (ρp, ρc) := T (ρ̃p, ρ̃c) y (µp, µc) := T (µ̃p, µ̃c), y denotamos por (Ψ̃p, Ψ̃c) al potencial
asociado a (µ̃p, µ̃c). Empezamos calculando la evolución de la cantidad

∫
|ρp − µp|2 dx

correspondiente a las soluciones de la primera ecuación de (5.19). Obtenemos:

1

2

d

dt

∫
|ρp − µp|2 dx+

∫
|∇x(ρp − µp)|2 dx

= −
∫
∇x (ρp − µp)·

(
ρp∇xΦ̃p − µp∇̃xΨp

)
dx

= −1

2

∫
∇xΦ̃p ·∇x

(
(ρp − µp)2

)
dx−

∫
µp∇x(Φ̃p − Ψ̃p)·∇x(ρp − µp) dx

= −λ
2

∫
ρ̃c|ρp − µp|2 dx−

∫
µp∇x(Φ̃p − Ψ̃p)·∇x(ρp − µp) dx

≤ 1

2

∫
|∇x(ρp − µp)|2 dx+

1

2

∫
µ2
p|∇x(Φ̃p − Ψ̃p)|2 dx,

(5.20)

donde simplemente hemos agrupado términos y usado la ecuación del potencial y las de-
sigualdades de Cauchy–Schwarz y Young. Continuamos usando la desigualdad de Hölder
(con exponentes q/(q − 2) y 2/q) para deducir:

d

dt

∫
|ρp − µp|2 dx+

∫
|∇x(ρp − µp)|2 dx

≤
∫
µ2
p|∇x(Φ̃p − Ψ̃p)|2 dx

≤
(∫

µ2q/(q−2)
p dx

)(q−2)/q (∫
|∇x(Φ̃p − Ψ̃p)|q dx

)2/q

.

Cuando la dimensión espacial es mayor que 2 (volveremos después al caso N = 2),
podemos usar la siguiente desigualdad de Hardy–Littlewood–Sobolev [89, Teo. 4.3]:

Lema 5.4.2 Sea β > 1. El operador definido como

H : f 7→
∫

f(y)

|x− y|N/β
dy

es continuo de Lr(RN) en Lq(RN) para cualquier 1 < r < β
β−1

y 1/q = 1/r + 1/β − 1.
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Usamos el Lema 5.4.2 con β = N
N−1

y r = 2, elección que lleva a imponer q = 2N
N−2

> 2,
motivo por el cual trabajamos en N ≥ 3. Entonces, denotando por |||H||| a la correspon-
diente norma de operadores de H, obtenemos(∫

|∇x(Φ̃p − Ψ̃p)|q dx

)2/q

≤ |||H|||
∫
|ρ̃c − µ̃c|2 dx.

Usando por otro lado la desigualdad de interpolación (5.7), vemos que(∫
ρ2q/(q−2)
p dx

)(q−2)/q

= ‖ρp‖2
2q/(q−2) ≤ ‖ρp‖

(q+2)/q
∞ ‖ρp‖(q−2)/q

1

≤ ‖ρp,0‖(q+2)/q
∞ m

(q−2)/q
p = C0,

donde C0 depende solo de ρp,0 y q. Llegamos entonces a

d

dt

∫
|ρp − µp|2 dx+

∫
|∇x(ρp − µp)|2 dx ≤ C0|||H|||

∫
|ρ̃c − µ̃c|2 dx.

Procedemos de manera similar con la ecuación de los perseguidores, obteniendo:

d

dt

∫
|ρc − µc|2 dx+

∫
|∇x(ρc − µc)|2 dx

≤ ‖ρp,0‖∞
∫
|ρc − µc|2 dx

+‖ρc,0‖(q+2)/q
∞ eT‖ρp,0‖∞(q+2)/qm

(q−2)/q
c |||H|||

∫
|ρ̃p − µ̃p|2 dx,

donde q = 2N
N+2

.

Ahora, sumamos estas dos desigualdades y aplicamos el Lema de Grönwall. Podemos
entonces definir una constante K (T ), que depende únicamente de T y de las normas L1

y L∞ de las condiciones iniciales, tal que∫
(|ρp − µp|2 + |ρc − µc|2)(t, x) dx

≤ eT‖ρp,0‖∞
(∫

(|ρp,0 − µp,0|2 + |ρc,0 − µc,0|2) dx

+TK (T ) sup
0≤s≤T

∫
(|ρ̃p − µ̃p|2 + |ρ̃c − µ̃c|2)(s, x) dx

)
.

(5.21)

La desigualdad (5.21) (que es cierta cuando N ≥ 3) demuestra:

Que el operador solución T es continuo en CT con la norma L∞(0, T ;L2(RN)). De
hecho, cuando T es suficientemente pequeño, T define una contracción en dicho
espacio, lo que implica, v́ıa el Teorema del punto fijo de Banach, la existencia y
unicidad de solución en CT .

Que, para cualquier valor de T , la solución en CT es única, v́ıa el Lema de Grönwall.

Cuando N = 2, el argumento es mas complicado, como veremos luego. En lo que sigue,
usaremos la siguiente observación sobre el momento de segundo orden de las soluciones.
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Multiplicando en la primera ecuación de (5.19) e integrando:

d

dt

∫
x2

2
ρp dx = −

∫
x · ∇xρp −

∫
x · ∇xΦ̃pρp dx

≤ N

∫
ρp dx+ ‖∇xΦ̃p‖∞

(∫
ρp dx

)1/2(∫
x2ρp dx

)1/2

≤ mp

(
N +

1

2
‖∇xΦ̃p‖2

∞

)
+

1

2

∫
x2ρp dx.

Por el Lema 5.2.4, tenemos que

‖∇xΦ̃p‖∞ ≤ C2‖ρ̃c‖1/N
1 ‖ρ̃c‖1−1/N

∞ ≤ Υ(T ),

donde Υ(T ) es una constante que depende de las normas L1 y L∞ de los datos iniciales
con crecimiento exponencial respecto a T . Usaremos la notación genérica Υ(T ) para una
constante que verifique estas propiedades, aunque su valor preciso pueda variar. De igual
modo, obtenemos una desigualdad similar para ρc:

d

dt

∫
x2

2
ρc dx = −

∫
x·∇xρc −

∫
x·∇xΦ̃cρc dx

≤ mc

(
N +

1

2
‖∇xΦ̃c‖2

∞

)
+

1

2

∫
x2ρc dx

≤ Nmc + Υ(T ) + +
1

2

∫
x2ρc dx.

Sumando ambas, y aplicando el Lema de Grönwall, deducimos que∫
x2ρp dx+

∫
x2ρc dx ≤ Υ(T ). (5.22)

Por último, el análisis utiliza el siguiente resultado, cuya demostración está hecha en la
sección 5.6.2:

Lema 5.4.3 El operador ρ 7→
∫
RN

x−y
|x−y|N ρ(y) dy es continuo y compacto de L1(RN) en

Lq(B(0, R)), para cualquier 1 ≤ q < N
N−1

y cualquier 0 < R <∞.

5.4.2. Existencia global en cualquier dimensión

Volvamos a la existencia de soluciones. En este apartado, nuestra intención es aplicar
el Teorema del punto fijo de Schauder para demostrar la existencia de soluciones en CT

en cualquier dimensión y para T > 0 arbitrario. Ya sabemos que T (CT ) ⊂ CT . Ahora
demostraremos que T es continuo para la norma de L1((0, T )×RN). Consideremos una
sucesión (ρ̃p,n, ρ̃c,n) ∈ CT que converja a (ρ̃p, ρ̃c) en L1((0, T ) × RN). Las cotas a priori
demostradas nos aseguran que el ĺımite de (T (ρ̃p,n, ρ̃c,n)) está en CT y que (ρp, ρc) :=
T (ρ̃p, ρ̃c). Reproduciendo las manipulaciones (5.20), llegamos a

1

2

d

dt

∫
|ρp,n − ρp|2 dx+

1

2

∫
|∇xρp,n −∇xρp|2 dx

≤ −λ
2

∫
ρ̃c|ρp,n − ρp|2 dx+

1

2

∫
ρ2
p,n|∇x(Φ̃p,n − Φ̃p)|2 dx.
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Si fijamos un radio 0 < R <∞ cualquiera, la última integral puede ser controlada como
sigue:∫

ρ2
p,n|∇x(Φ̃p,n − Φ̃p)|2 dx =

∫
|x|≤R

ρ2
p,n|∇x(Φ̃p,n − Φ̃p)|2 dx

+

∫
|x|≥R

ρ2
p,n|∇x(Φ̃p,n − Φ̃p)|2 dx

≤ ‖ρp,n‖2
∞‖∇x(Φ̃p,n − Φ̃p)‖∞

∫
|x|≤R

|∇x(Φ̃p,n − Φ̃p)| dx

+‖ρp,n‖∞‖∇x(Φ̃p,n − Φ̃n)‖2
∞

∫
|x|≥R

ρp,n dx.

Por un lado, como ρp,n está en CT , podemos encontrar Υ(T ) > 0 tal que ‖ρp,n‖∞ ≤ Υ(T ),
y por tanto también tenemos ‖∇xΦ̃p,n‖∞ ≤ Υ(T ) , ‖∇xΦ̃p‖∞ ≤ Υ(T ). Por otro lado,

usando (5.22) tenemos que supn
∫
|x|≥R ρp,n dx ≤ Υ(T )

R2 . Estas observaciones también son

válidas para ρc,n. Por tanto, sumando las desigualdades correspondientes a ρp,n y a ρc,n
obtenemos

d

dt

∫
(|ρp,n − ρp|2 + |ρc,n − ρc|2) dx+

∫
(|∇xρp,n −∇xρp|2 + |∇xρc,n −∇xρc|2) dx

≤ Υ(T )

(∫
(|ρp,n − ρp|2 + |ρc,n − ρc|2) dx

+
1

R2
+

∫
|x|≤R

(|∇x(Φ̃p,n − Φ̃p)|+ |∇x(Φ̃c,n − Φ̃c)|) dx

)
.

Fijemos T y δ > 0. Aplicando de nuevo el Lema de Grönwall, podemos encontrar R
suficientemente grande, dependiendo de T y δ, tal que∫

(|ρp,n − ρp|2 + |ρc,n − ρc|2) dx

≤ δ + Υ(T )

∫ T

0

∫
|x|≤R

(|∇x(Φ̃p,n − Φ̃p)|+ |∇x(Φ̃c,n − Φ̃c)|) dx ds.

El lema 5.4.3 nos da la continuidad del término de la derechapor lo que concluimos que
(ρp,n, ρc,n)→ (ρp, ρc) en L∞(0, T ;L2(RN)) cuando n→∞. Para ver que esta convergencia
es también cierta en L1((0, T )× RN), usamos (5.22) como sigue:∫ T

0

∫
|ρp,n − ρp| dx dt =

∫ T

0

∫
|x|≤R

|ρp,n − ρp| dx dt+

∫ T

0

∫
|x|≥R

|ρp,n − ρp| dx dt

≤
∫ T

0

CRN

(∫
|x|≤R

|ρp,n − ρp|2 dx

)1/2

dt+

∫ T

0

∫
|x|≥R

x2

R2
|ρp,n − ρp| dx dt

≤ CTRN

(
sup

0≤t≤T

∫
|x|≤R

|ρp,n − ρp|2 dx

)1/2

+
T

R2
Υ(T ).

(5.23)
Concluimos eligiendo primero R suficientemente grande y usando después la convergencia
en L∞(0, T ;L2(RN)). De igual manera, esta convergencia es cierta para ρc,n − ρc, lo que
concluye la continuidad de T en CT con la norma de L1((0, T )× RN).

A continuación, veremos que además T es un operador compacto en L1((0, T )×RN).
Sea

(
(ρ̃p,n, ρ̃c,n)

)
n∈N una sucesión cualquiera en CT . Ya sabemos que las sucesiones ρp,n

y ρc,n están ambas acotadas en L∞(0, T ;L2(RN))∩L2(0, T ;H1(RN)). Entonces, ∂tρp,n =
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divx(∇xρp,n+ρp,n∇xΦ̃p,n) está acotada en L2(0, T ;H−1(RN)), al estar acotada la sucesión
a la que se le aplica la divergencia en L2([0, T ] × RN). El Lema de Aubin–Lions–Simon
[120, Sec. 8, Cor. 4] nos dice que la sucesión ρp,n es compacta en L2((0, T ) × B(0, R))
para cualquier 0 < R < ∞. Usando (5.23) deducimos que ρp,n es también compacta en
L1((0, T )×RN). Esta misma conclusión se aplica a ρc,n. Estamos pues en las condiciones
de aplicar el Teorema del punto fijo de Schauder, que nos asegura la existencia de un
punto fijo de (ρp, ρc) = T (ρp, ρc) ∈ CT y, por tanto, la existencia de una solución del
sistema (5.1)–(5.2) en cualquier dimensión y para cualquier T > 0.

5.4.3. Unicidad (N = 2)

Queda discutir la unicidad de solución en dimensión N = 2 (el caso de dimensión
mayor ha sido tratado anteriorente, usando la ecuación (5.21)). Con este fin, utilizamos
el llamado “argumento de Robert”, inspirado por el realizado en [117] (nótese que las
adaptaciones necesarias para el caso espećıfico N = 2 no están completamente detalladas
en [60]). Este argumento consiste en controlar simultáneamente ciertas normas de las
soluciones y de los potenciales (en nuestro caso, la norma L2 para ambas). La prueba
utiliza los siguientes resultados (referimos al lector a [59, Lema 3] y [45, Teo. 3.1.3],
respectivamente):

Lema 5.4.4 Supongamos N = 2. Sea ρ ∈ L1(RN)∩L2(R2) tal que x 7→ |x|ρ(x) ∈ L1(R2)
y
∫
ρ dx = 0. Definimos Φ = 1

2π

∫
ln(|x− y|)ρ(y) dy. Entonces −∆xΦ = ρ y ∇xΦ está en

L2(R2).

Lema 5.4.5 (Desigualdad de Calderon-Zygmung) Existe K? > 0 tal que, para todo

1 < q0 ≤ q < ∞ y para toda g ∈ Lq(RN), la función V (x) =
∫

x−y
|x−y|

g(y)
|x−y|N−1 dy verifica,

para cualquier k,

‖∂xkV ‖q ≤ K? q‖g‖q.

Sean ρp,j, ρc,j, con j ∈ {1, 2}, dos soluciones de (5.1)–(5.2) con la misma condición
inicial. Definimos P = ρp,1 − ρp,2, C = ρc,1 − ρc,2, ΨP = Φp,1 − Φp,2, ΨC = Φc,1 − Φc,2.
Tenemos que P y C verifican el siguiente sistema de ecuaciones:

∂tP − divx(P∇xΦp,1 + ρp,2∇xΨP ) = ∆xP,

∂tC − divx(C∇xΦc,1 + ρc,2∇xΨC) = ∆xC,

−∆xΨP = λC, ∆xΨC = P,

con condición inicial nula. Las soluciones construidas antes son tales que las funciones no
negativas ρp,j, ρc,j están acotadas en L∞(0, T ;L1(RN)∩L∞(R2)), con x2(ρp,j+ρc,j) acota-
das en L∞(0, T ;L1(R2)). En particular, tenemos que P,C ∈ L∞(0, T ;L1(RN)∩L∞(R2)),
con

∫
P dx =

∫
C dx = 0 y x2P, x2C ∈ L∞(0, T ;L1(R2)). Por el Lema 5.4.4, tenemos

entonces que los potenciales ∇xΨP ,∇xΨC están en ∈ L∞(0, T ;L2(R2)). Calculamos la
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enerǵıa asociada a ∇xΨP y ∇xΨC :

1

2

d

dt

∫ (
|∇xΨP |2 + |∇xΨC |2

)
dx = λ

∫
ΨP∂tC dx−

∫
ΨC∂tP dx

= −λ
∫
∇xΨP · (C∇xΦc,1 + ρc,2∇xΨC) dx− λ

∫
∇xΨP · ∇xC dx

+

∫
∇xΨC · (P∇xΦp,1 + ρp,2∇xΨP ) dx+

∫
∇xΨC · ∇xP dx

= I +

∫
∇xΨP ·∇xΨC(ρp,2 − λρc,2) dx

−λ
∫
∇xΨP ·∇xC dx+

∫
∇xΨC ·∇xP dx,

donde hemos llamado

I :=

∫
(−λC∇xΦc,1 · ∇xΨP + P∇xΦp,1 · ∇xΨC) dx

=

∫
(∆xΨP∇xΦc,1 · ∇xΨP + ∆xΨC∇xΦp,1 · ∇xΨC) dx.

Usando integración por partes, podemos reescribir esta integral como:

I = −
∫
D2
xΦc,1∇xΨP ·∇xΨP dx−

∫
D2
xΨP∇xΨP ·∇xΦc,1 dx

−
∫
D2
xΦp,1∇xΨC ·∇xΨC dx−

∫
D2
xΨC∇xΨC ·∇xΦp,1 dx

= −
∫
D2
xΦc,1∇xΨP ·∇xΨP dx+

1

2

∫
ρp,1|∇xΨP |2 dx

−
∫
D2
xΦp,1∇xΨC ·∇xΨC dx− λ

2

∫
ρc,1|∇xΨC |2 dx.

La segunda igualdad viene de hacer integración por partes, y ver que se obtienen térmi-
nos repetidos. Usando la desigualdad de Hölder extensivamente, llegamos a la siguiente
desigualdad:

1

2

d

dt

∫ (
|∇xΨP |2 + |∇xΨC |2

)
dx

≤ Υ(T )

∫ (
|∇xΨP |2 + |∇xΨC |2

)
dx+

1

2

∫ (
|∇xP |2 + |∇xC|2

)
dx

−
∫
D2
xΦc,1∇xΨP · ∇xΨP dx−

∫
D2
xΦp,1∇xΨC · ∇xΨC dx,

donde, como antes, Υ(T ) > 0 depende de las normas L1 y L∞ de las condiciones iniciales.
Combinamos esta desigualdad con

1

2

d

dt

∫
P 2 dx+

∫
|∇xP |2 dx = −

∫
∇xP · (P∇xΦp,1 + ρp,2∇xΨP ) dx

= −λ
2

∫
ρc,1P

2 dx−
∫
ρp,2∇xΨP · ∇xP dx

≤ λ‖ρc,1‖∞
2

∫
P 2 dx+

‖ρp,2‖2
∞

2

∫
|∇xΨP |2 dx+

1

2

∫
|∇xP |2 dx,

y, de igual manera, con

1

2

d

dt

∫
C2 dx+

∫
|∇xC|2 dx

≤ ‖ρp,1‖∞
2

∫
C2 dx+

‖ρc,2‖2
∞

2

∫
|∇xΨC |2 dx+

1

2

∫
|∇xC|2 dx.
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Definiendo el funcional

E (t) :=

∫
(|C(t, x)|2 + |P (t, x)|2) dx+

∫ (
|∇xΨP (t, x)|2 + |∇xΨC(t, x)|2

)
dx,

las estimaciones probadas nos permiten deducir la siguiente desigualdad:

d

dt
E ≤ Υ(T )E −

∫
D2
xΦc,1∇xΨP ·∇xΨP dx−

∫
D2
xΦp,1∇xΨC ·∇xΨC dx.

Las últimas integrales pueden dominarse usando la desigualdad de Hölder, llegando a

‖D2
xΦc,1‖q

(∫
|∇xΨP |2q

′
dx

)1/q′

+ ‖D2
xΦp,1‖q

(∫
|∇xΨC |2q

′
dx

)1/q′

≤ ‖D2
xΦc,1‖q‖∇xΨP‖2/q

∞

(∫
|∇xΨP |2 dx

)1/q′

+‖D2
xΦp,1‖q‖∇xΨC‖2/q

∞

(∫
|∇xΨC |2 dx

)1/q′

.

Las derivadas segundas que aparecen pueden controlarse usando el Lema 5.4.5. Nótese
que:

por un lado, tanto ρp,j como ρc,j verifican la desigualdad ‖ρ‖q ≤ ‖ρ‖1 + ‖ρ‖∞;

por otro lado, para todo q ≥ 2,‖∇xΨP‖2/q
∞ ≤ 1 + ‖∇xΦp,1‖∞ + ‖∇xΦp,2‖∞. Esto

también es cierto para ∇xΨC .

Podemos entonces encontrar una constante Υ(T ) > 0, que no depende de q ≥ 2, tal que

E ′(t) ≤ Υ(T )(E (t) + qE 1−1/q(t)).

Ahora escribimos E (t) = (1
q
E 1/q(t))× qE 1−1/q(t), donde q ≥ 2. Como sabemos, gracias a

las indicaciones notadas antes, que E (t) está acotada en [0, T ], llegamos a la desigualdad

E ′(t) ≤ qΥ(T )E 1−1/q(t).

Recordamos que, al tener dos soluciones con el mismo dato inicial, E (0) = 0. Elijo η > 0,
y sea zη(t) la solución de la EDO z′η(t) = Υ(T )q(η+zη(t))

1−1/q, con zη(0) = η. Esta puede

resolverse expĺıcitamente, obteniendo zη(t) = ((2η)1/q + Υ(T )t)q − η. Por el criterio de
comparación de soluciones, para cualquier η > 0 se verifica que E (t) ≤ zη(t). Haciendo η
tender a 0, deducimos que E (t) ≤ (Υ(T )t)q para cualquier 2 ≤ q < ∞. Hacemos ahora
tender q a∞, lo que nos resulta en E (t) = 0, supuesto que 0 ≤ t ≤ 1/Υ(T ). Repetimos el
argumento en intervalos sucesivos de longitud 1/Υ(T ), concluyendo finalmente que E se
anula en todo el intervalo [0, T ]. Esto implica que ∇xΨP = ∇xΨC = 0, P = C = 0, y por
tanto, la unicidad de solución. Esto completa la demostración de la proposición 5.4.1.

5.4.4. Caso de condiciones iniciales no acotadas (N = 2)

A continuación detallamos como, en dimensión 2, podemos extender el resultado de
existencia a datos iniciales no acotados. Si la condición inicial (ρp,0, ρc,0) está en C∞00(R2),
podemos usar los resultados clásicos sobre la regularidad de ecuaciones parabólicas que
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hemos usado anteriormente, y para estas soluciones podemos justificar la derivación de
las cotas a priori. En particular, estas soluciones están uniformemente acotadas.

Para extender el conjunto de condiciones iniciales, y considerar datos no necesaria-
mente acotados, podemos usar un argumento de regularidad: este análisis nos provee de
estimaciones a priori en Lq(R2) para cualquier 1 < q ≤ ∞, que dependen únicamente de
la norma en L1(R2) de las condiciones iniciales. No obstante, estas estimaciones explotan
cuando t→ 0, y esta singularidad no es integrable en [0, T ]. Además, tenemos el problema
de definir los productos ρ∇xΦ cuando el dato inicial ρ0 está únicamente en L1(R2). En
el sistema de Keller–Segel clásico, en dimensiones N = 1, 2 puede usarse la simetŕıa del
término no lineal para compensar la singularidad del núcleo de Poisson (ver la formula-
ción del problema en [59, 116, 119]), truco que aqúı no podemos aplicar puesto que en
nuestro caso el término no lineal involucra tanto a ρp como a ρc. Un problema añadido
es que debemos trabajar aproximando mediante una sucesión de datos iniciales acotados,
y debemos enfrentarnos a la dificultad de la falta de compacidad en espacios Lp(R2) de
sucesiones que están acotadas únicamente en L1(R2). Por estas razones, trabajamos con
condiciones iniciales en L1+δ(R2), δ > 0.

Tomamos entonces ρp,0, ρc,0 en L1+δ(R2). Escojamos también una sucesión de datos
iniciales regulares ρnp,0, ρ

n
c,0 ∈ C∞c (R2), que converja a ρp,0, ρc,0 en L1+δ(R2). Como hemos

dicho, las estimaciones a priori se verifican para las soluciones (ρnp , ρ
n
c ) asociadas a las con-

diciones iniciales (ρnp,0, ρ
n
c,0): las funciones ρnp , ρ

n
c están acotadas en L∞(0, T ;L1+δ(R2)), con

∇x(ρ
n
p )(1+δ)/2 y ∇x(ρ

n
c )(1+δ)/2 acotadas en L2((0, T )×R2). Usando la desigualdad (5.10),

deducimos que ρnp y ρnc están acotadas en L2+δ((0, T ) × R2). Como, por el Lema 5.4.3,
∇xΦ

n
p y ∇xΦ

n
c están ambas acotadas en Lqloc((0, T ) × R2) para cualquier 1 ≤ q < 2, los

productos ρnp∇xΦ
n
p y ρnc∇xΦ

n
c están bien definidos, y están contenidos en un conjunto

acotado de L1
loc((0, T )× R2).

Nos queda pasar al ĺımite en los términos no lineales. Razonamos expĺıcitamente solo
la ecuación de las presas, tratándose la de los perseguidores de igual forma. Podemos
suponer, salvo parciales, que ρnp ⇀ ρp débil en L2+δ((0, T ) × R2) y ∇xΦ

n
p ⇀ ∇xΦp débil

en Lq((0, T )×B(0, R)) para cualesquiera 1 ≤ q < 2 y 0 < R <∞. Además, por un lado,
el Lema 5.4.3 junto con el Teorema de Kolmogorov–Riesz–Fréchet [31, Teo. IV.25] nos
da la siguiente “propiedad de compacidad con respecto a la variable espacial”:

ĺım
|h|→0

(
sup
n
‖∇xΦ

n
p (t, x+ h)−∇xΦ

n
p (t, x)‖Lq((0,T )×B(0,R))

)
= 0.

Por otro lado, ∂tρ
n
p se escribe (v́ıa su ecuación correspondiente) como la suma de las

derivadas primera y segunda de sucesiones acotadas en L1((0, T ) × B(0, R)). Podemos
aplicar directamente el resultado de compacidad de [91, Lema 5.1] para concluir que
ρnp∇xΦ

n
p ⇀ ρp∇xΦp en sentido distribucional, con ∆xΦp = −λρc.

El último paso es necesario para dar sentido a la condición inicial ρp(t = 0, x). Pa-
ra esto, las estimaciones implican además que, para toda ϕ ∈ C∞c (R2), la sucesión de
integrales

∫
ρnp (t, x)ϕ(x) dx en C([0, T ]) a

∫
ρp(t, x)ϕ(x) dx. Por último, la cota probada

para el segundo momento permite justificar la conservación de la masa, v́ıa la desigual-
dad (5.23). Esto completa la demostración del Teorema 5.1.2, una vez hayamos usado los
resultados de regularidad probados en los Lemas 5.3.2 y 5.2.3.

5.5. Comentarios para los casos N 6= 2

Para el caso N ≥ 3, la proposición 5.4.1 nos proporciona la existencia de soluciones
acotadas de (5.1)–(5.2) a partir de datos iniciales acotados. Para estas, podemos aplicar
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directamente el Lema 5.2.3, demostrando aśı el Teorema 5.1.1. En este caso, no hemos
podido reducir las condiciones sobre las condiciones iniciales, al no haber podido demos-
trar un resultado similar al Lema 5.3.1. Veamos las dificultades que aparecen en este caso.
Para ello, fijémonos en la desigualdad de Gagliardo–Niremberg–Sobolev general (5.8):(∫

RN
|ξ|p dx

)1/p

≤ C

(∫
RN
|∇ξ|r dx

)a/r (∫
RN
|ξ|q dx

)(1−a)/q

,

que se verifica para todo p de la forma

1

p
= a

(
1

r
− 1

N

)
+

1− a
q

.

Tenemos de manera natural (conservación de la masa) el control de la norma en L1(RN),
con lo que elegimos q = 1. Además , el análisis de De Giorgi necesita de la estimación
en la norma L2, lo que lleva a p = 2 + 1 = 3 y r = 2. Con estos parámetros, llegamos
a a = 2

3
2N
N+2

. El término gradiente es absorbido por el término de difusión, como ocurre

en la demostración del Lema 5.2.2, supuesto que pa
r

= 2N
N+2
≤ 1. Esto nos restringe a las

dimensiones N = 1 o N = 2.
El caso N = 2 ha sido tratado en las secciones anteriores. Para N = 1, podemos establecer
el análogo al Teorema 5.1.2.

Teorema 5.5.1 El Teorema 5.1.2 es cierto también en dimensión N = 1.

Demostración. Volvemos a la demostración del Lema 5.2.2, con q = 2. Con esta elección
de parámetros, la desigualdad de Gagliardo–Niremberg–Sobolev (5.8) queda∫

ρ3 dx ≤ C

(∫
|∂xρ|2 dx

)2/3(∫
ρ dx

)5/3

.

Retomamos las cuentas para la ecuación de los perseguidores (la cota para ρp es cierta
en cualquier dimensión): partiendo de (5.6) con N = 1, q = 2, tenemos

d

dt

∫
ρ2
c dx+ 2

∫
|∂xρc|2 dx

≤ 2
√
δ

∫
ρ3
c dx+

1

δ

∫
ρ3
p dx

≤ 2C
√
δ

(∫
|∂xρc|2 dx

)2/3(∫
ρc dx

)5/3

+
C

δ

(∫
|∂xρp|2 dx

)2/3(∫
ρp dx

)5/3

.

Usando la conservación de la masa y la desigualdad de Young, podemos encontrar cons-
tantes a, b > 0 tales que

d

dt

∫
ρ2
c dx+

∫
|∂xρc|2 dx ≤ a+ b

∫
|∂xρp|2 dx.

Esto concluye la demostración del análogo al Lema 5.2.2 para N = 1.
Nos dedicamos a adaptar el Lema 5.3.1 a N = 1. Con N = 2, la expresión (5.12) se

lee
d

dt

∫
ρ2
p dx+ 2

∫
|∂xρp|2 dx ≤ 0,

d

dt

∫
ρ2
c dx+ C1

∫
|∂xρc|2 dx ≤ C2

∫
ρ3
p dx.

(5.24)
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Usando de nuevo las desigualdades de Cauchy–Schwarz y de Gagliardo–Nirenberg–Sobolev,
podemos repetir el mismo razonamiento que antes: sea

X (t) :=

∫
ρ2
p dx+ A

∫
ρ2
c dx,

que, sumando ambas ecuaciones y usando las desigualdades indicadas, verifica la desigual-
dad diferencial

X ′(t) + bX 3(t) ≤ a,

para ciertas constantes a, b > 0. Usando el resultado de comparación del Lema 5.3.1,
concluimos que el Lema 5.3.1 se verifica también para N = 1. Finalmente, con esta
estimación de la norma L2 el argumento de De Giorgi hecho en la demostración del
Lema 5.3.2 es cierto también para N = 1, deduciendo finalmente que las soluciones están
acotadas instantaneamente y, aún mas, son regulares C∞((t?, T ) × RN) para cualquier
t? > 0.

Por otro lado, es posible obtener un resultado de regularidad para las soluciones en
el caso N > 2, al precio de suponer ciertas condición de dato pequeño sobre los datos
iniciales. El argumento, inspirado por [114, Sección 5.2.2] y las referencias dentro de
esta para el sistema clásico de Keller-Segel, también da el decaimiento de la norma en
LN/2(RN).

Lema 5.5.2 Sea N > 2. Existe entonces una constante positiva κN tal que, si las condi-
ciones iniciales ρp,0, ρc,0 ∈ L1(RN) verifican:

‖ρp,0‖N/2 + ‖ρc,0‖N/2 ≤ κN ,

entonces el sistema (5.1)–(5.2) tiene una solución global de manera que ρp y ρc están

en L∞(0,∞;LN/2(RN)), con ∇ρN/4p y ∇ρN/4c en L2((0,∞) × RN). Además, existe una
constante CN > 0 verificando

‖ρp(t, ·)‖N/2 + ‖ρc(t, ·)‖N/2 ≤ CN
1

t(N−2)/2
.

Demostración. Usaremos la desigualdad de Gagliardo–Niremberg–Sobolev (5.9), cierta
para cualquier dimensión espacial,∫

RN
|ξ|q+1 dx ≤ Cq

∫
RN
|∇ξq/2|2 dx

(∫
RN
|ξ|N/2 dx

)2/N

.

La dificultad aqúı está en que no controlamos de manera natural la norma LN/2 de las
soluciones, mientras que en el otro caso la norma L1 siempre se preserva. Escribimos
las ecuaciones (5.5) y (5.6) para q = N/2: la primera nos dice que, si ρp,0 ∈ Lq(RN),

entonces ρp está acotada en L∞(0,∞;Lq(RN)), con ∇ρq/2p acotado en L2((0,∞) × RN).
Para la ecuación (5.6), hacemos como en la demostración del Lema 5.2.2, y tenemos, para
cualquier q > 1,

d

dt

∫
ρqc dx+ 4

q − 1

q

∫
|∇ρq/2c |2 dx

≤ q

∫
ρq+1
c dx+

∫
ρq+1
p dx

≤ qCq

(∫
ρN/2c dx

)2/N ∫
|∇ρq/2c |2 dx+ Cq

(∫
ρN/2p dx

)2/N ∫
|∇ρq/2p |2 dx.
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La usamos en el caso particular q = N/2 > 1. Continuamos como en la demostración
del Lema 5.3.1, cogiendo Θ > 0 y sumando las expresiones para ambas poblaciones.
Obtenemos:

d

dt

{∫
ρN/2c dx+ Θ

∫
ρN/2p dx

}
+

(
4
N − 2

N
− N

2
CN/2

(∫
ρN/2c dx

)2/N
)∫

|∇ρN/4c |2 dx

+

(
4
N − 2

N
Θ− N

2
CN/2

(∫
ρN/2p dx

)2/N
)∫

|∇ρN/4p |2 dx

≤ 0.

Por el Lema 5.2.1,
∫
ρ
N/2
p dx ≤

∫
ρ
N/2
p,0 dx. Por otro lado, tomamos

Θ >
N2

8(N − 2)
CN/2

(∫
ρ
N/2
p,0 dx

)2/N

,

para que el término correspondiente sea positivo. Llegamos a∫
ρN/2c (t, x) dx ≤

∫
ρN/2c (t, x) dx+ Θ

∫
ρN/2p (t, x) dx

≤
∫
ρ
N/2
c,0 (x) dx+ Θ

∫
ρ
N/2
p,0 (x) dx

+

∫ t

0

(
N

2
CN/2

(∫
ρN/2c (s, x) dx

)2/N

− 4
N − 2

N

)∫
|∇ρN/4c (s, x)|2 dx ds.

Concluimos usando un argumento de continuidad: si, inicialmente,(∫
ρ
N/2
c,0 (x) dx+ Θ

∫
ρ
N/2
p,0 (x) dx

)2/N

< 8
N − 2

N2CN/2
,

entonces esta acotación se conserva, al ser el término que acompaña al gradiente negativo.
Esto demuestra la cota uniforme de la norma LN/2, bajo condiciones de dato inicial
pequeño. De hecho, hemos demostrado que bajo esta condición sobre los datos iniciales,
existe una constante κ > 0 tal que

d

dt

{∫
ρN/2c dx+ Θ

∫
ρN/2p dx

}
≤ −κ

(∫
|∇ρN/4c |2 dx+

∫
|∇ρN/4p |2 dx

)
≤ − κ

CN/2

((∫
ρN/2c dx

)−2/N ∫
ρ1+N/2
c dx+

(∫
ρN/2p dx

)−2/N ∫
ρ1+N/2
p dx

)
,

donde hemos usado la desigualdad (5.9). Ahora, usamos la desigualdad de interpolación

∫
ξN/2 dx ≤

(∫
ξ dx

)2/N (∫
ξ1+N/2 dx

)(N−2)/N

,
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CAPÍTULO 5 5.6. APÉNDICE: RESULTADOS AUXILIARES

que combinada con la conservación de la masa nos permite obtener

d

dt

{∫
ρN/2c dx+ Θ

∫
ρN/2p dx

}
≤ − κ

CN/2

(
m−2/(N−2)
c

(∫
ρN/2c dx

)N/(N−2)−2/N

+m
−2/(N−2)
p

(∫
ρN/2p dx

)N/(N−2)−2/N

dx

)
.

Definimos

U (t) :=

∫
ρN/2c (t, x) dx+ Θ

∫
ρN/2p (t, x) dx.

Usando las desigualdades convexas Cθ(a
θ + bθ) ≤ (a+ b)θ ≤ Cθ(a

θ + bθ), que se verifican
para a, b ≥ 0 y θ ∈ (0, 1), obtenemos la desigualdad diferencial

U ′(t) ≤ −CU N/(N−2)−2/N(t),

para cierto C > 0. Definiendo αN := 4
N(N−2)

> 0, a partir de esta desigualdad diferencial
llegamos a (

(U (t))−αN
)′

= −αNU −αN−1(t)U ′(t) ≥ CαN .

Obtenemos finalmente el decaimiento de la norma LN/2, de orden t−1/αN , al integrar esta
desigualdad diferencial.

5.6. Apéndice: resultados auxiliares

En esta última sección demostramos dos resultados auxiliares, uno de comparación
de soluciones de EDOs necesario en la sección 5.3, y el Lema 5.4.3, cuyas demostraciones
hemos trasladado aqúı por comodidad de lectura.

5.6.1. Un lema de comparación

Lema 5.6.1 Sea X : [0,+∞) → (0,∞) una función que verifique la siguiente desigual-
dad diferencial:

X ′(t) + aXγ(t) ≤ b

para ciertos a, b > 0, γ > 1 dados. Entonces, existe una constante, que depende de a, b y
γ tal que, para todo t ≥ 0, se verifica

X(t) ≤ C
(

1 +
1

t1/(γ−1)

)
.

Demostración: La demostración está inspirada en la realizada en [4, Apéndice A],
donde prueban una desigualdad diferencial mas general. Sea

Z(t) := A
(

1 +
1

t1/(γ−1)

)
.

Es obvio que la aplicación t 7→ Z(t) es no creciente, y por tanto está acotada inferiormente
por A = ĺımt→∞ Z(t). A continuación, derivamos Z(t), obteniendo

Z ′(t) = − A

γ − 1

1

tγ/(γ−1)
= − A

γ − 1

(Z(t)

A
− 1
)γ

< 0,
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puesto que γ > 1 y Z(t)/A > 1. Se sigue que

Z ′(t) + aZγ(t) = − A

γ − 1

(Z(t)

A
− 1
)γ

+ aAγ
(Z(t)

A

)γ
≥ A

(
aAγ−1 − (γ − 1)

)(Z(t)

A

)γ
≥ A

(
aAγ−1 − (γ − 1)

)
,

cantidad que podemos hacer tan grande como queramos cogiendo A suficientemente gran-
de; en particular, podemos hacerla mayor que b. También hemos usado, otra vez, que
Z(t)/A > 1.

Como ĺımt→0 Z(t) = ∞ y X(t) está definido en t = 0, existe algún intervalo [0, T?)
donde se verifica Z(t) ≥ X(t). Definamos t0 := sup{t > 0 : Z(s) ≥ X(s) en 0 ≤ s ≤ t};
esto es, t0 es el mayor T? donde se verifica esta propiedad. Queremos ver que, en efecto,
t0 = +∞. Procedemos por reducción al absurdo. Supongamos que existe un valor t1 ∈
(t0,+∞) tal que X(t1) > Z(t1). Como ambas funciones son continuas, X(t0) = Z(t0) y
existe un intervalo I = (t0, t0 + ε) tal que X(t) > Z(t) para cualquier t ∈ I. Usamos el
teorema fundamental del cálculo integral, que nos da∫ t

t0

X ′(s) ds = X(t)−X(t0) > Z(t)− Z(t0) =

∫ t

t0

Z ′(s) ds, t ∈ I.

Usando el teorema del valor medio en versión integral, encontramos ζ ∈ I — por lo que
X(ζ) > Z(ζ) — tal que X ′(ζ) > Z ′(ζ). Esta es la contradicción que necesitamos, puesto
que, para cualquier t ∈ [0, T ], tenemos X ′(t) + aXγ(t) ≤ b y Z ′(t) + aZγ(t) ≥ b, lo que
implica Z ′(t)−X ′(t) ≥ a(Xγ(t)− Zγ(t)) ≥ 0. Esto concluye la demostración.

5.6.2. Demostración del Lema 5.4.3

Vamos a demostar la versión análoga del Lema 5.4.3 para el operador mas general

ρ 7−→ Tρ(x) =

∫
RN

ρ(y)

|x− y|γ
dy,

con γ > 0 y q verificando 1 ≤ q < N < γ. Sea R > 0, y cogemos M > 0 por determinar.
Dividimos la integral:

∫
|x|≤R

|Tρ(x)|q dx =

∫
|x|≤R

∣∣∣∣∫
|x−y|≤M

ρ(y)

|x− y|γ
dy +

∫
|x−y|≥M

ρ(y)

|x− y|γ
dy

∣∣∣∣q dx

≤ 2q−1

∫
|x|≤R

∣∣∣∣∫
|x−y|≤M

ρ(y)

|x− y|γ
dy

∣∣∣∣q +

∣∣∣∣∫
|x−y|≥M

ρ(y)

|x− y|γ
dy

∣∣∣∣q dx,

usando la desigualdad |a + b|q ≤ 2q−1 (|a|q + |b|q). El segundo sumando está acotado di-

rectamente por M−qγ
(∫
|x−y|≥M |ρ(y)| dy

)q
, mientras que para el primer término tenemos

que usar la desigualdad de Hölder convenientemente, con exponentes q y q′:∫
|x−y|≤M

ρ(y)

|x− y|γ
dy ≤

(∫
|x−y|≤M

|ρ(y)| dy
)1/q′ (∫

|x−y|≤M

|ρ(y)|
|x− y|γq

dy

)1/q

.
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Nos queda entonces∫
|x|≤R

|Tρ(x)|q dx ≤ 2q−1

M qγ

∫
|x|≤R

(∫
|x−y|≥M

|ρ(y)| dy
)q

dx

+2q−1

∫
|x|≤R

(∫
|x−y|≤M

|ρ(y)| dy
)q−1(∫

|x−y|≤M

|ρ(y)|
|x− y|γq

dy

)
dx

≤ 2q−1|B(0, R)|
M qγ

‖ρ‖q1 + 2q−1‖ρ‖q−1
1

∫
|z|≤M

1

|z|γq

(∫
|x|≤R

|ρ(x− z)| dx
)

dz

≤ 2q−1‖ρ‖q1
(
|B(0, R)|
M qγ

+ |SN−1|
∫ M

0

dr

rγq−N+1

)
.

La integral que aparece sobre [0,M ] es finita cuando 1 ≤ q < N/γ. En este caso, podemos
calcularla, y acabamos teniendo∫

|x|≤R
|Tρ(x)|q dx ≤ C‖ρ‖q1,

con C dependiendo de N, γ,R y M . Esto demuestra que T es un operador acotado, y por
tanto continuo, de L1(RN) hasta Lq(B(0, R)). Vemos ahora la compacidad.

Podemos repetir esta misma estimación para la familia de operadores

Tδρ(x) =

∫
RN

ρ(y)

δ + |x− y|γ
dy,

obteniendo la siguiente cota uniforme en δ:∫
|x|≤R

|Tδρ(x)|q dx ≤ C‖ρ‖q1.

Esta estimación uniforme, junto con el Teorema de la convergencia dominada, nos asegura
que Tδρ(x) converge a Tρ(x) cuando δ → 0 en Lq(B(0, R)). Esta convergencia es, además,
uniforme en la bola unidad de L1(RN).

Consideremos una sucesión
(
ρn
)
n∈N de funciones de L1(RN), con ‖ρn‖1 = 1. Vemos

que, para cualquier δ > 0, la sucesión Tδρn verifica las condiciones del Teorema de Ascoli–
Arzelá [31, Teo. IV.24], y por tanto, la familia {Tδfn, n ∈ N} es relativamente compacta
en C(B(0, R)). Como B(0, R) es un conjunto de medida finita, la sucesión también es
relativamente compacta en Lq(B(0, R)). Concluimos, pues, que T es un operador com-
pacto de L1(RN) en Lq(B(0, R)).
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Caṕıtulo 6

Un modelo presa–perseguidor
microscópico. Ĺımite de escala

Continuamos con el estudio del sistema presentado en el caṕıtulo anterior. El objetivo
es recuperar este modelo macroscópico a partir de una descripción cinética adecuada del
mismo fenómeno biológico (dos poblaciones, una persigue a la otra, que intenta escapar).
Para este sistema cinético, demostramos la existencia de soluciones en un espacio adecua-
do para el análisis posterior: un paso al ĺımite en escala que nos dará, en las ecuaciones
de los momentos, el sistema macroscópico estudiado. La teoŕıa de existencia se prueba
usando técnicas de punto fijo, mientras que el ĺımite asintótico se sustenta en obtener
acotaciones uniformes de las soluciones, que serán suficientes para poder pasar al ĺımite,
incluso en el término no lineal. Dichas estimaciones las obtendremos de manera rigurosa.

6.1. Deducción del modelo

Continuando el trabajo del caṕıtulo anterior, buscamos modelar la misma situación
biológica mediante una descripción cinética adecuada, y conectarla con el modelo ma-
croscópico (5.1)–(5.2). Recordemos el fenómeno biológico [60]: tenemos dos poblaciones
distintas, una de ellas denominada como perseguidores (denotadas con el sub́ındice c,
de “chasers”), y la otra llamada de presas (notada por el sub́ındice p). El nombre dado
describe cómo interactúan entre ellas: los perseguidores intentan alcanzar a las presas
(“están atráıdos por ellas”), mientras que las presas intentan huir de los perseguido-
res (“son repelidos por los perseguidores”). Al igual que su contrapartida macroscópica,
una versión microscópica de este fenómeno ya fue modelada en [60] a partir de una
descripción a nivel de part́ıculas individuales, sometidas tanto al fenómeno de atracción–
repulsión supuesto como a un movimiento browniano clásico, obteniendo una ecuación
de tipo Vlasov–Fokker–Planck para cada población.

Llamemos fp(t, x, v) (resp., fc(t, x, v)) a la densidad de probabilidad de encontrar
un miembro de la población de presas (resp. perseguidores), en el instante de tiempo
t, en la posición x con velocidad v. Suponiendo que las interacciones vienen dadas por
el fenómeno anterior, y además que, en ausencia de la otra población los individuos
se mueven siguiendo un movimiento aleatorio clásico (browniano), se propone, pues, el
siguiente sistema de EDP’s como modelo:
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CAPÍTULO 6 6.1. DEDUCCIÓN DEL MODELO

∂tfc + v ·∇xfc − C∇xΦc ·∇vfc = L(fc),

∂tfp + v ·∇xfp − C∇xΦp ·∇vfp = L(fp),

∆xΦc =

∫
fp dv, −∆xΦp = λ

∫
fc dv,

(6.1)

donde C incluye las dimensiones f́ısicas adecuadas y L es el operador de Fokker–Planck

L(f) =
1

τ
divv(vf + µ∇vf) =

µ

τ
divv

(
M∇v

( f
M

))
, M(v) =

1

(2πµ)N/2
e−v

2/2µ. (6.2)

El modelo propuesto es una versión para dos poblaciones del sistema de Vlasov–Poisson–
Fokker–Planck (VPFP), que están acoplados a través de los potenciales Φc y Φp. Las
interacciones están modeladas de igual manera que en su contrapartida macroscópica
de la sección anterior: las poblaciones están sometidas a una cierta fuerza, atractiva o
repulsiva según el caso, descritas a partir de un potencial de Poisson generado por la otra
población.

El primer resultado del caṕıtulo será demostrar la existencia de soluciones del sistema
(6.1). Para ello, el marco funcional presentado en [116] es suficiente para nuestros propósi-
tos: podemos realizar aqúı el análisis, y nos proporcionará las estimaciones necesarias para
el ĺımite de escala que queremos realizar en el sistema (introducido a continuación). Para
presentar estos resultados, debemos comenzar definiendo este marco funcional. Primero,
definimos la norma

|||f |||q :=

(∫∫
f qM1−q dv dx

)1/q

.

Dado 0 < T <∞, definimos también el siguiente espacio funcional:

Mq,T :=

{
fc, fp : [0, T ]× RN × RN → R, sup

0≤t≤T
(|||fc(t, ·)|||q + |||fp(t, ·)|||q) < +∞

}
.

Para dos constantes 0 < mc,mp < ∞ dadas, denotaremos por Cq,T al conjunto convexo
de funciones no negativas en Mq,T que verifican∫∫

fc dv dx = mc,

∫∫
fp dv dx = mp.

Con estas definiciones, estamos ya en condiciones de presentar el primero de nuestros
resultados:

Teorema 6.1.1 Sea (fc,0, fp,0) un par de funciones no negativas que verifican∫∫
fc,0 dv dx = mc,

∫∫
fp,0 dv dx = mp, |||fc,0|||q + |||fp,0|||q <∞,

para algún q > máx(N, 2). Suponemos también que, para j ∈ {c, p},∫∫
fj,0

(
| log(fj,0)|+ |x|+ v2

2

)
dv dx <∞.

Entonces, existe T > 0 tal que el sistema (6.1), complementado con la condición inicial
(fc, fp)

∣∣
t=0

= (fc,0, fp,0), tiene una solución en Cq,T .
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6.1.1. Escalado parabólico del sistema

Una vez tenemos el modelo cinético, nuestro siguiente objetivo es conectarlo con el
modelo macroscópico (5.1)–(5.2) del caṕıtulo anterior. Para ello, reescalaremos nuestro
sistema microscópico de manera conveniente, y realizaremos un ĺımite de escala en las
ecuaciones de los momentos. De las posibilidades que tenemos (escalados hiperbólico,
parabólico o intermedio), creemos que el adecuado es el escalado parabólico: no sólo nos
proporciona un buen marco donde desarrollar la teoŕıa asintótica, sino que recupera el
sistema macroscópico original.

Procedemos pues a adimensionalizar el sistema (6.1). Primero, definimos las variables
y funciones adimensionales, denotadas por “tilde”:

t := t̃s, x := x̃R, v := ṽ
√
µ, fj(t, x, v) := f̄ f̃j(t̃, x̃, ṽ), Φj(t, x) := Φ̄Φ̃j(t̃, x̃).

Ya hemos tratado la parte de transporte libre en la sección 3.1.1, aśı que no repetiremos
las cuentas. Nos encargamos de los términos nuevos. Empezamos con las ecuaciones de
Poisson, que quedan

Φ̄∆x̃Φ̃c = R2(
√
µ)N f̄ ρ̃p, −Φ̄∆x̃Φ̃p = λR2(

√
µ)N f̄ ρ̃c,

donde hemos definido ρ̃j(t̃, x̃) :=
∫
f̃j(t̃, x̃, ṽ) dṽ, j = c, p. Aqúı, como λ es una constante

adimensional, la dejamos como está. Impondremos como condición de normalización que
la constante que agrupa a todos los términos con dimensiones sea igual a 1, esto es,
Φ̄ = R2(

√
µ)N f̄ . Continuamos con el término del campo:

C∇xΦc ·∇vfj =
CΦ̄f̄

R
√
µ
∇x̃Φ̃j ·∇ṽf̃j =

C(f̄)2(
√
µ)NR

√
µ

∇x̃Φ̃j ·∇ṽf̃j.

Por último, el operador de Fokker–Planck queda

1

τ
divv(vfj + µ∇vf) =

1

τ
divv(vfj) +

µ

τ
∆vfj =

f̄

τ

(
divṽ(ṽf̃j) + ∆ṽf̃j

)
.

El sistema queda ahora:

∂t̃f̃c +
s
√
µ

R
ṽ ·∇x̃f̃c +

sCf̄(
√
µ)NR

√
µ

∇x̃Φ̃c ·∇ṽf̃c =
s

τ

(
divṽ(ṽf̃c) + ∆ṽf̃c

)
,

∂t̃f̃p +
s
√
µ

R
ṽ ·∇x̃f̃p +

sCf̄(
√
µ)NR

√
µ

∇x̃Φ̃p ·∇ṽf̃p =
s

τ

(
divṽ(ṽf̃p) + ∆ṽf̃p

)
,

∆x̃Φ̃c = ρ̃p, −∆x̃Φ̃p = λρ̃c.

Impondremos ahora una segunda condición de normalización en el sistema, que co-
rresponde al término no lineal, τsCf̄(

√
µ)N = 1. A continuación, introducimos los dos

parámetros adimensionales a partir de los cuales escalaremos el sistema: la velocidad
media térmica escalada, α := s

√
µ/R; y el recorrido libre medio térmico escalado,

β := τ
√
µ/R.Si introducimos estos parámetros en el sistema, obtenemos las ecuaciones

siguientes, donde hemos quitado la notación “tilde” para las cantidades adimensionales:

∂tfc + αv ·∇xfc −
1

β
∇xΦc ·∇vfc =

α

β
L(fc),

∂tfp + αv ·∇xfp −
1

β
∇xΦp ·∇vfp =

α

β
L(fp),

∆xΦc =

∫
fp dv, −∆xΦp = λ

∫
fc dv.
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Por último, queda definir el parámetro de escala ε a partir de los parámetros α y
β. Como ya hemos dicho, en este sistema queremos hacer el ĺımite parabólico: este se
corresponde con la elección β = ε y α = 1/ε (equivalente al cambio de variables t →
ε2t, x→ εx). El sistema reescalado queda finalmente:

∂tf
ε
c +

1

ε
(v · ∇xf

ε
c −∇xΦ

ε
c · ∇vf

ε
c ) =

1

ε2
L(f εc ),

∂tf
ε
p +

1

ε
(v · ∇xf

ε
p −∇xΦ

ε
p · ∇vf

ε
p ) =

1

ε2
L(f εp ),

∆xΦ
ε
c =

∫
f εp dv, −∆xΦ

ε
p = λ

∫
f εc dv,

(6.3)

y el operador de Fokker–Planck sin dimensiones queda

L(f) = divv(vf +∇vf) = divv

(
M∇v

( f
M

))
, M(v) =

1

(2π)N/2
e−v

2/2.

Usando la norma y los espacios introducidos anteriormente, podemos escribir el segundo
resultado de este caṕıtulo:

Teorema 6.1.2 Sea
(
f εc,0, f

ε
p,0

)
ε>0

una sucesión de funciones no negativas acotadas en

la norma ||| · |||q, para algún q > máx(N, 2), con
∫
f εc,0 dv dx = mc y

∫
f εp,0 dv dx = mp.

Además, suponemos que, para j ∈ {p, c},

sup
ε>0

(∫∫
f εj,0

(
| log(f εj,0)|+ |x|+ v2

2

)
dv dx

)
<∞.

Sea (f εc , f
ε
p ) una solución en Cq,T de (6.3) complementada con el dato inicial (f εc,0, f

ε
p,0).

Entonces, para 0 < T < ∞ suficientemente pequeño, las concentraciones macroscópicas
ρεc =

∫
f εc dv y ρεp =

∫
f εp dv convergen (salvo parciales) fuerte a ρc y ρp, respectivamente,

en Ls(0, T ;Lr(RN)), para cualesquiera 1 ≤ s < ∞, 1 ≤ r < q, donde ρc y ρp son
soluciones del sistema (5.1)–(5.2) antes estudiado. Las condiciones iniciales vienen dadas
por los ĺımites débiles de

∫
f εc,0 dv y

∫
f εp,0 dv.

Los teoremas 6.1.1 y 6.1.2 son solamente locales en tiempo. Esto es debido al mar-
co funcional que hemos adoptado, el mismo que en [116]. Esta restricción viene de las
estimaciones no lineales de la norma ||| · |||q. De nuevo, estas dificultades aparecen relacio-
nadas con la definición y la estabilidad del producto entre las densidades y el campo de
fuerzas. Seŕıa interesante seguir investigando en la buena definición del modelo cinético,
por ejemplo usando las técnicas presentadas en [29]. Además, con el objetivo de obtener
resultados globales en el análisis asintótico, merece la pena intentar adaptar los (intrinca-
dos) argumentos de renormalización para el caso escalar de [49]. Esto implicaŕıa, ademas,
completar la teoŕıa de existencia del modelo para encontrar soluciones renormalizadas
del sistema.

6.2. Estimaciones a priori

El primer resultado resume las propiedades de la norma ||| · |||q que hacen que esté bien
adaptada a nuestro problema:

Lema 6.2.1 Sea f : RN×RN → [0,∞] una función integrable tal que |||f |||q <∞.Entonces:
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i) f ∈ Lq(RN × RN),

ii) Para cualquier 1 ≤ s ≤ q, tenemos que |||f |||ss ≤ ‖f‖1 + |||f |||qq.

iii) ρ(x) =
∫
f(x, v) dv es una función de Lq(RN). De hecho, ‖ρ‖q ≤ |||f |||q.

iv) Definamos Ψ(x) =
∫

x−y
|x−y|N ρ(y) dy. Si q > N , entonces Ψ ∈ L∞(RN)y existe una

constante C > 0 verificando

‖Ψ‖∞ ≤ C‖ρ‖βq ‖ρ‖
1−β
1 , con β =

q(N − 1)

(q − 1)N
, 1− β =

q −N
(q − 1)N

.

Nótese que 2β
q
< N cuando q > N ≥ 2.

Demostración. La primera propiedad es inmediata, puesto que∫∫
|f |q dv dx =

∫∫
M q−1

(
|f |
M

)q
M dv dx ≤ ‖M‖q−1

∞ |||f |||q,

donde M = M(v) es la cola gaussiana dada por (6.2). La propiedad ii) se demuestra por
interpolación: si escribimos s = θ + (1− θ)q, 0 ≤ θ ≤ 1, obtenemos que

|||f |||ss =

∫∫ ∣∣∣ f
M

∣∣∣sM dv dx =

∫∫ (
|f |
M

)θ
M θ

(
|f |
M

)(1−θ)q

M1−θ dv dx

≤
(∫∫

|f | dv dx

)θ (∫∫ ∣∣∣ f
M

∣∣∣qM dv dx

)1−θ

≤ θ

∫∫
|f | dv dx+ (1− θ)

∫∫ ∣∣∣ f
M

∣∣∣qM dv dx.

Para probar iii) usamos la desigualdad de Hölder con 1 = 1/q + 1/q′ para obtener∫
ρq dx =

∫ (∫
f

M
M1/qM1/q′ dv

)q
dx ≤

∫ (∫ (
f

M

)q
M dv

)(∫
Mdv

)q/q′
dx,

y como
∫
M dv = 1, concluimos iii). La demostración de la última estimación es similar

al Lema 5.2.4: fijado A > 0, separamos la integral en dos partes:

Ψ(x) =

∫
|x−y|≤A

x− y
|x− y|N

ρ(y) dy +

∫
|x−y|>A

x− y
|x− y|N

ρ(y) dy.

La segunda integral se acota por A1−N‖ρ‖1, mientras que la primera se controla, usando
la desigualdad de Hölder, por∫

|x−y|≤A

|ρ(y)|
|x− y|N−1

dy ≤ ‖ρ‖q
(
|SN−1|

∫ A

0

dr

r(q′−1)(N−1)

)1/q′

.

La integral de la derecha es finita, puesto que q > N implica (q′−1)(N −1) < 1. Al igual
que en el Lema 5.2.4, optimizando con respecto a A obtenemos el resultado deseado.

Comencemos demostrando algunas estimaciones a priori, siguiendo las ĺıneas de [116,
Lemas 2.3 & 3.1]. Sea f ε una solución de la ecuación de Vlasov–Fokker–Planck

∂tf
ε +

1

ε
(v · ∇xf

ε −∇xΦ · ∇vf
ε) =

1

ε2
L(f ε), (6.4)
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suponiendo, por ahora, que Φ es un potencial dado. Nótese que vamos a probar las
estimaciones directamente para la ecuación escalada. Sea H : [0,∞) → [0,∞) una
función convexa (a determinar). Calculamos a partir de la ecuación (6.4) la evolución de
H (f ε/M):

d

dt

∫∫
H

(
f ε

M

)
M dv dx =

∫∫
H ′

(
f ε

M

)
∂tf

ε dv dx

=

∫∫
H ′

(
f ε

M

)(
−1

ε
v∇xf

ε +
1

ε
∇xΦ · ∇vf

ε +
1

ε2
divv

(
M∇v

(
f ε

M

)))
dv dx.

El primer sumando es una divergencia en x, y por tanto tras integrar vale 0. Seguimos
operando con el tercer sumando:

1

ε2

∫∫
H ′

(
f ε

M

)
divv

(
M∇v

(
f ε

M

))
dv dx = − 1

ε2

∫∫
H ′′

(
f ε

M

) ∣∣∣∣∇v

(
f ε

M

)∣∣∣∣2M dv dx.

A continuación, trabajamos con el segundo sumando, que requiere mas trabajo. Usando
las desigualdades de Hölder y de Young con q = 2, obtenemos:

1

ε

∫∫
H ′

(
f ε

M

)
∇xΦ · ∇vf

ε dv dx = −1

ε

∫∫
∇xΦH ′′

(
f ε

M

)
∇v

(
f ε

M

)
f ε dv dx

≤ ‖∇xΦ‖∞
ε

(∫∫
H ′′

(
f ε

M

) ∣∣∣∣∇v

(
f ε

M

)∣∣∣∣2M dv dx

)1/2(∫∫
H ′′

(
f ε

M

)
(f ε)2

M
dv dx

)1/2

≤ 1

2ε2

∫∫
H ′′

(
f ε

M

) ∣∣∣∣∇v

(
f ε

M

)∣∣∣∣2M dv dx+
1

2
‖∇xΦ‖2

∞

∫∫
H ′′

(
f ε

M

)
(f ε)2

M
dv dx.

Juntándolas, llegamos a la desigualdad

d

dt

∫∫
H

(
f ε

M

)
M dv dx+

1

2ε2

∫∫
H ′′

(
f ε

M

) ∣∣∣∣∇v

(
f ε

M

)∣∣∣∣2M dv dx

≤ 1

2
‖∇xΦ‖2

∞

∫∫
H ′′

(
f ε

M

)
(f ε)2

M
dv dx.

(6.5)

Ahora, según la elección de la función convexa H , obtendremos distintas estimaciones,
que serán útiles tanto para la existencia de soluciones como para el análisis asintótico
posterior. Empezamos con el siguiente resultado, que nos afirma que el conjunto Cq,T es un
buen lugar donde trabajar con las soluciones del sistema (6.1). Enunciamos los resultados
directamente para el sistema escalado (6.3); de este modo siguen siendo ciertos para (6.1)
(salvo, por supuesto, la dependencia respecto del parámetro ε), y serán útiles después
para el análisis asintótico:

Lema 6.2.2 Sea (f εp , f
ε
c ) una solución de (6.3). Supongamos que para algún q > N ,

sup
ε>0

(
|||f εp,0|||qq + |||f εc,0|||qq

)
<∞.

Entonces, existe T? > 0 tal que, para cualquier T < T?, existe una constante CT verifi-
cando

sup
0≤t≤T, ε>0

(
|||f εp (t, ·)|||qq + |||f εc (t, ·)|||qq

)
≤ CT ,

sup
0≤t≤T, ε>0

(
‖∇xΦ

ε
p(t, ·)‖∞ + ‖∇xΦ

ε
c(t, ·)‖∞

)
≤ CT .
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Demostración. Aplicamos la relación (6.5) para H (z) := zq, con q ≥ 1. En este caso,
H ′′(f/M)f 2/M = q(q − 1)H (f/M)M . Obtenemos la desigualdad:

d

dt

∫∫ (
f ε

M

)q
M dv dx+

q(q − 1)

2ε2

∫∫ (
f ε

M

)q−2 ∣∣∣∣∇v

(
f ε

M

)∣∣∣∣2M dv dx

≤ q(q − 1)

2
‖∇xΦ‖2

∞

∫∫ (
f ε

M

)q
M dv dx.

(6.6)

Tanto esta última estimación como el Lema 6.2.1 son ciertos para las dos ecuaciones de
f εp y f εc en (6.3). Sea q > N . Definimos

Zε(t) := |||f εc (t, ·)|||qq + |||f εc (t, ·)|||qq.

Sumando la desigualdad (6.6) aplicada tanto para f εp como para f εc , llegamos a la siguiente
relación para Z(t):

d

dt
Zε(t) ≤ q(q − 1)

2

(∥∥∇xΦ
ε
p

∥∥2

∞

∫∫ (
f εp
M

)q
M dv dx+ ‖∇xΦ

ε
c‖

2
∞

∫∫ (
f εc
M

)q
M dv dx

)
.

Estimamos los potenciales que aparecen, aplicando primero la propiedad iv), y luego la
iii) del Lema 6.2.1, obteniendo

d

dt
Zε(t) ≤ q(q − 1)

2

(
m2(1−β)
p

(∫∫ (
f εp
M

)q
M dv dx

)1+2β/q

+m
2(1−β)
c

(∫∫ (
f εc
M

)q
M dv dx

)1+2β/q
)

≤ C Zε(t)1+2β/q,

donde C = q(q−1)
2

(m
2(1−β)
c + m

2(1−β)
p ). Comparamos Zε con la solución de la EDO no

lineal y′(t) = C y1+2β/q(t), con y(0) = supε>0(|||f εp,0|||qq + |||f εc,0|||qq) ≥ Z(0). Llamamos T? al
tiempo maximal de definición de esta solución (que no depende de ε). Usando el principio
de comparación de soluciones de EDOs, concluimos que 0 ≤ Z(t)ε ≤ y(t) en [0, T?). En
particular, deducimos que fijado T < T?, existe una constante CT > 0, independiente de
ε, tal que Zε(t) ≤ y(t) ≤ CT para cualquier t ∈ [0, T ]. Finalmente, concluimos las cotas
para ∇xΦ

ε
p y ∇xΦ

ε
c aplicando las propiedades iii) y iv) del Lema 6.2.1 y esta acotación.

El siguiente resultado nos dará las estimaciones que nos permitirán controlar los
momentos y la entroṕıa de las soluciones:

Lema 6.2.3 Sea (f εp , f
ε
c ) una solución de (6.3). Además de las hipótesis del Lema 6.2.2,

suponemos que la sucesión de datos iniciales verifica, para j ∈ {p, c},

sup
ε>0

(∫∫
f εj,0

(
| log(f εj,0)|+ |x|+ v2

2

)
dv dx

)
<∞.

Entonces, existe T? tal que, para cualquier T? > T > 0 (al igual que en el Lema 6.2.2),
existe una constante positiva CT , independiente de ε, tal que

sup
0≤t≤T, ε>0

(∫∫
f εj

(
| log(f εj )|+ |x|+ v2

2

)
dv dx

)
≤ CT ,

sup
ε>0

1

2ε2

∫ T

0

∫∫
|v
√
f εj + 2∇v

√
f εj |2 dx dx dt ≤ CT .
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Demostración. Volvemos a la relación general (6.5), que usamos esta vez con la fun-
ción convexa H (z) = z log(z). En este caso, tenemos que H ′′(z) = 1/z , H (f/M) =
(log(f) + v2/2)f/M y H ′′(f/M)f 2/M = f . La desigualdad se escribe entonces:

d

dt

∫∫
f ε
(

log(f ε) +
v2

2

)
dv dx+

1

2ε2

∫∫
M

f ε

∣∣∣∣∇v

(
f ε

M

)∣∣∣∣2M dv dx

≤ 1

2
‖∇xΦ‖2

∞

∫∫
f ε dv dx =

m

2
‖∇xΦ‖2

∞,

donde m :=
∫∫

f ε0 dv dx, usando la conservación de la masa. Operamos con el término
intermedio de la desigualdad, desarrollando el gradiente que aparece:∫∫

M

f ε

∣∣∣∣∇v

(
f ε

M

)∣∣∣∣2M dv dx =

∫∫ ∣∣∣∣M∇vf
ε − f ε∇vM

M
√
f ε

∣∣∣∣2 dv dx

=

∫∫ ∣∣∣v√f ε + 2∇v

√
f ε
∣∣∣2 dv dx,

donde hemos usado que ∇vM = −vM . Llegamos a la desigualdad

d

dt

∫∫
f ε
(

log(f ε) +
v2

2

)
dv dx+

1

2ε2

∫∫
M

f ε

∣∣∣∣∇v

(
f ε

M

)∣∣∣∣2M dv dx ≤ m

2
‖∇xΦ‖2

∞. (6.7)

Combinaremos esta desigualdad con la evolución del primer momento en espacio. Como
el término que incluye a ∇xΦ y el operador de Fokker–Planck son ambos divergencias en
v, se anulan al integrar en v, y solo debemos preocuparnos del término proveniente del
transporte v ·∇xf . Concretamente, tenemos

d

dt

∫∫
|x|f ε dv dx =

1

ε

∫∫
x

|x|
· vf ε dv dx =

∫∫
x

|x|
√
f ε · v

√
f ε + 2∇v

√
f ε

ε
dv dx

≤ 1

2

∫∫
f ε dv dx+

1

2ε2

∫∫ ∣∣∣v√f ε + 2∇v

√
f ε
∣∣∣2 dv dx,

donde hemos aplicado, en este orden, el Teorema de la divergencia, añadimos un término
que vale 0, y usamos las desigualdades de Hölder y Young para q = 2. Estas dos desigual-
dades, en particular (6.7), no nos dan una estimación que sea útil de manera directa,
puesto que la función z log(z) cambia de signo. Para arreglarlo, usamos la descomposi-
ción clásica [116]

z| log(z)| = z log(z)− 2z log(z)10≤z≤e−ω − 2z log(z)1e−ω<z≤1

≤ z log(z) +
4

e
e−ω/2 + 2ωz,

tomando ω = 1
4
(v

2

2
+ |x|). Integramos primero en [0, t] las dos desigualdades diferenciales

que tenemos, y obtenemos∫∫
f ε
(
| log(f ε)|+ |x|

2
+
v2

4

)
dv dx+

1

2ε2

∫ t

0

∫∫
|v
√
f ε + 2∇v

√
f ε|2 dx dx ds

≤
∫∫

f ε0

(
| log(f ε0 )|+ |x|+ v2

2

)
dv dx+

‖∇xΦ‖2
∞

2
m+

4

e

∫∫
e−v

2/16−|x|/8 dv dx.

Con esta desigualdad podemos completar ya la demostración: esta es válida tanto para
f εp como para f εc , aśı que sumamos las correspondientes a ambas. Todo el término de la
derecha está, por hipótesis, uniformemente acotado respecto del parámetro ε y del tiempo
t ≤ T (la condición de tiempo pequeño proviene de la cota de ∇xΦ del lema 6.2.2), lo
que nos permite tomar supremos en el lado izquierdo respecto de ε y de t, manteniendo
la cota. Esto concluye la demostración.
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6.3. Existencia de soluciones

En esta sección vamos a demostrar la existencia de soluciones del sistema (6.1). Como
ya hemos dicho anteriormente, adoptaremos el marco funcional presentado en [116]. Este
resultado está lejos de ser óptimo: exige condiciones muy fuertes sobre los datos iniciales,
y no tiene en cuenta el (posible, en nuestro caso, al no haberlo demostrado) efecto re-
gularizador del operador de Fokker–Planck. No obstante, el resultado del Teorema 6.1.1
es suficiente para afrontar con seguridad el análisis asintótico de la sección 6.4. Nuestro
resultado de existencia podŕıa ciertamente ser mejorado adaptando las técnicas de [29],
e incluso aplicar técnicas de renormalización que mejoraŕıan el ĺımite de escala [49]. No
obstante, todav́ıa tenemos el problema de que no tenemos más estimaciones de los po-
tenciales (que, en este trabajo, está solo en L∞(RN)) u otras propiedades de disipación
(enerǵıa, entroṕıa...) que śı tiene el sistema de VPFP usual.

Probaremos la existencia de solución usando un argumento de punto fijo: dadas ρ̃c, ρ̃p,
consideramos (fc, fp) la solución del sistema lineal

∂tfc + v · ∇xfc −∇xΦ̃c · ∇vfc = L(fc),

∂tfp + v · ∇xfp −∇xΦ̃p · ∇vfp = L(fp),
(6.8)

con condición inicial fc,0, fp,0 ≥ 0, donde los potenciales vienen dados por las fórmulas de
convolución

∇xΦ̃c = −CN
∫
ρ̃p(t, y)

x− y
|x− y|N

dy, ∇xΦ̃p = λCN

∫
ρ̃c(t, y)

x− y
|x− y|N

dy.

(esto es equivalente a resolver las ecuaciones de Poisson correspondientes bajo condiciones
usuales de cáıda). Nótese que fc, fp ≥ 0. Definimos el operador solución S (ρ̃c, ρ̃p) =
(ρc, ρp), con (ρc, ρp) =

∫
(fc, fp) dv. A este operador le vamos a aplicar el Teorema del

punto fijo de Schauder. Véase que aunque S no actúa sobre las funciones fj, sino sobre
sus integrales ρj, el calcular un punto fijo de este nos sigue proporcionando una solución de
(6.1), a través del esquema iterativo ρ̃→ ∇xΦ̃→ f → ρ. Usando los Lemas 6.2.1 y 6.2.2,
podemos encontrar un conjunto invariante para S . Espećıficamente, llamamos R0 :=
|||fc,0|||q + |||fp,0|||q, y sea R > R0. Supongamos que sup0≤t≤T (‖ρ̃c(t, ·)‖q + ‖ρ̃p(t, ·)‖q) ≤ R,
con q > N . Usando la desigualdad (6.6) para el sistema (6.8), junto con las estimaciones
del Lema 6.2.1 y el Lema de Grönwall, llegamos a

sup
0≤t≤T

(|||fc(t, ·)|||q + |||fp(t, ·)|||q) ≤ R0e
C̄R2βT ,

para cierta constante C̄ > 0 que depende de q,N,mc y mp. Por tanto, podemos fijar
0 < T < T? suficientemente pequeño para que la aplicación (ρ̃c, ρ̃p) 7→ (fc, fp) deje
invariante la bola de radio R de Cq,T . De igual manera, el conjunto convexo

G =

{
ρc, ρp : (0, T )× RN → [0,∞],

∫
(ρc, ρp) dx = (mc,mp),

sup
0≤t≤T

(
‖ρc(t, ·)‖q + ‖ρp(t, ·)‖q

)
≤ R

}
es invariante por el operador S . Además, usando el Lema 6.2.3, se verifica que

sup
0≤t≤T

∫∫
(v2 + |x|)(fc + fp) dv dx ≤ C(T,R). (6.9)
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Cojamos ahora dos pares de funciones de G , (ρ̃c,1, ρ̃p,1) y (ρ̃c,2, ρ̃p,2), y consideremos
sus soluciones de (6.8) asociadas (fc,j, fp,j). Definimos la diferencia entre ambas como
(gc, gp) := (fc,2 − fc,1, fp,2 − fp,1). Esta verifica el sistema

∂tgc + v · ∇xgc −∇xΦ̃c,1 · ∇vgc = L(gc) +∇x

(
Φ̃c,2 − Φ̃c,1

)
· ∇vfc,2,

∂tgp + v · ∇xgp −∇xΦ̃p,1 · ∇vgp = L(gp) +∇x

(
Φ̃p,2 − Φ̃p,1

)
· ∇vfp,2.

Podemos repetir para este sistema las cuentas desde las que hemos deducido (6.6), donde
la única novedad es que tenemos un término adicional en el lado derecho. No merece la
pena repetir de nuevo las cuentas para los términos comunes, al no aportar nada novedoso
su cálculo, aśı que referimos a las ya hechas para los detalles. Llegamos a

d

dt

∫∫
H
( g
M

)
M dv dx+

1

2

∫∫
H ′′

( g
M

) ∣∣∣∇v

( g
M

)∣∣∣2M dv dx

≤ q(q − 1)

2

∥∥∥∇xΦ̃1

∥∥∥2

∞

∫∫
H ′′

(
f

M

)
f 2

M
dv dx

+

∫∫
H ′′

( g
M

)
f2∇x

(
Φ̃2 − Φ̃1

)
∇v

( g
M

)
dv dx,

donde g (Φ̃j, fj, respectivamente) es gp o gc (Φ̃p,j o Φ̃c,j, fp,j o fc,j, respectivamente), y
donde hemos mantenido el término nuevo sin manipular. Este término adicional puede
dominarse usando las desigualdades de Cauchy–Schwarz y de Young:∫∫

H ′′
( g
M

)
f2∇x

(
Φ̃2 − Φ̃1

)
∇v

g

M
dv dx

≤
∥∥∥∇x

(
Φ̃2 − Φ̃1

)∥∥∥
∞

∫∫
H ′′

( g
M

)
f2

∣∣∣∇v

( g
M

)∣∣∣ dv dx

≤
∥∥∥∇x

(
Φ̃2 − Φ̃1

)∥∥∥
∞

(∫∫
H ′′

( g
M

) ∣∣∣∇v

( g
M

)∣∣∣2M dv dx

)1/2

×
(∫∫

H ′′
( g
M

) f 2
2

M
dv dx

)1/2

≤ 1

2

∫∫
H ′′

( g
M

) ∣∣∣∇v

( g
M

)∣∣∣2M dv dx

+
1

2

∥∥∥∇x

(
Φ̃2 − Φ̃1

)∥∥∥2

∞

∫∫
H ′′

( g
M

) f 2
2

M
dv dx,

obteniendo la siguiente desigualdad, verificada por cualquier función convexa H :

d

dt

∫∫
H
( g
M

)
M dv dx ≤ q(q − 1)

2

∥∥∥∇xΦ̃1

∥∥∥2

∞

∫∫
H ′′

(
f

M

)
f 2

M
dv dx

+
1

2

∥∥∥∇x

(
Φ̃2 − Φ̃1

)∥∥∥2

∞

∫∫
H ′′

( g
M

) f 2
2

M
dv dx.

La usamos con H (z) = zs, para 1 < s < q. Sólo tenemos que tratar el último término,
al haber sido el otro tratado ya en el Lema 6.2.2. Para estimarlo, usamos de nuevo las
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desigualdades de Hölder y Young como sigue:∫∫
H ′′

( g
M

) f 2
2

M
dv dx = s(s− 1)

∫∫ ( g
M

)s−2
(
f2

M

)2

M dv dx

≤ s(s− 1)

(∫∫ ( g
M

)s
M dv dx

)1−2/s(∫∫ (
f2

M

)s
M dv dx

)2/s

≤ s(s− 1)

((
1− 2

s

)∫∫ ( g
M

)s
M dv dx+

2

s

∫∫ (
f2

M

)s
M dv dx

)
.

Obtenemos finalmente

d

dt

∫∫ ( g
M

)s
M dv dx

≤ s(s− 1)

2

∥∥∥∇xΦ̃1

∥∥∥2

∞

∫∫ ( g
M

)s
M dv dx

+
s(s− 1)

2

∥∥∥∇x

(
Φ̃2 − Φ̃1

)∥∥∥2

∞

×
((

1− 2

s

)∫∫ ( g
M

)s
M dv dx+

2

s

∫∫ (
f2

M

)s
M dv dx

)
.

(6.10)

Entonces, usamos la definición de la norma ||| · |||s junto con el Lema de Grönwall para
obtener

|||g(t, ·)|||ss ≤ (s− 1)

∫ t

0

∥∥∥∇x

(
Φ̃2 − Φ̃1

)
(τ, ·)

∥∥∥2

∞
|||f2(τ, ·)|||ss dτ

× exp

{∫ t

0

(s− 1)(s− 2)

2

∥∥∥∇x

(
Φ̃2 − Φ̃1

)
(τ, ·)

∥∥∥2

∞

+
s(s− 1)

2

∥∥∥∇xΦ̃1(τ, ·)
∥∥∥2

∞
dτ

}
.

Usamos el Lema 6.2.1 para acotar |||f2|||s y los potenciales que aparecen en el exponente,
y deducimos que existe una constante C̃(T,R) tal que, para todo 0 ≤ t ≤ T ,

|||g(t, ·)|||ss ≤ TC̃(T,R) sup
0≤t≤T

∥∥∥∇x

(
Φ̃2 − Φ̃1

)
(τ, ·)

∥∥∥2

∞
.

Además, si aplicamos directamente la propiedad iv) del Lema 6.2.1, obtenemos∥∥∥∇x

(
Φ̃2 − Φ̃1

)
(τ, ·)

∥∥∥2

∞
≤ C‖(ρ̃2 − ρ̃1)(τ, ·)‖2β

s ‖(ρ̃2 − ρ̃1)(τ, ·)‖2−2β
1 .

Tenemos por lo tanto la siguiente propiedad de continuidad del operador solución: si te-
nemos

(
(ρ̃c,n, ρ̃p,n)

)
n∈N una sucesión de elementos de G que converge a (ρ̃c, ρ̃p) en

L2β(0, T ;Ls(RN)), entonces
(
(fc,n, fp,n)

)
n∈N converge a (fc, fp) fuerte en Cs,T , y por

tanto, usando la propiedad iii) del Lema 6.2.1,
(
(ρc,n, ρp,n)

)
n∈N converge a (ρc, ρp) en

L2β(0, T ;Ls(RN)) (recordamos que 1 < 2β < s).
Nos falta demostrar la compacidad del operador S . Comenzemos considerando una su-
cesión

(
(ρ̃c,n, ρ̃p,n)

)
n∈N de elementos de G . Hemos visto que la sucesión (fc,n, fp,n) está

acotada en Cq,T , y en consecuencia, para j ∈ {c, p} se tiene:

que fj,n está acotada en L∞(0, T ;Lq(RN × RN)), porque∫∫
|f |q dv dx =

∫∫ ∣∣∣ f
M

∣∣∣qM ×M q−1 dv dx ≤ ‖M‖q−1
∞ |||f |||q,
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que por interpolación, sup0≤t≤T |||fj,n(t, ·)|||r está acotado para cualquier 1 ≤ r ≤ q.

Usamos la desigualdad (6.6) con q = 2, y nos fijamos en el término con el gradiente. Estas
acotaciones probadas nos aseguran que∫ T

0

∫∫ ∣∣∣∣∇v
fj,n
M

∣∣∣∣2M dv dx dt ≤ CT ,

por tanto está uniformemente acotado. Se sigue que

(∂t + v · ∇x)fj,n = divv (hj,n) ,

donde

hj,n = fj,n∇xΦ̃j,n +
√
M
√
M∇v

(
fj,n
M

)
está acotado en L∞(0, T ;L2(RN × RN)) (simplemente hemos reescrito la ecuación).

De las acotaciones sobre fj,n, junto con (6.11), deducimos que hj,n está acotada en
L2((0, T )×RN×RN). Podemos usar entonces un argumento de compacidad en media, co-
mo por ejemplo en [58] o [96, Lema 4.2], para deducir que las integrales

∫
fj,n(t, x, v)ψ(v) dv

pertencen a un compacto de L2
loc((0, T ) × RN), para cualquier ψ ∈ C∞c (RN). Podemos

usar ahora que, gracias al Lema 6.2.3, la enerǵıa cinética está acotada, y por tanto
podemos eliminar la restricción de soporte compacto a las funciones test ψ(v). Además,
usando (6.9), podemos eliminar la condición “local” de la compacidad anterior, y usando
de nuevo interpolación, deducimos que ρj,n es compacta en Lr(0, T ;Ls(RN)) para cual-
quier 1 ≤ r <∞ y 1 ≤ s < q. Finalmente, esto nos da la compacidad del operador S , y
podemos aplicar el teorema del punto fijo de Schauder para asegurar la existencia de un
punto fijo de este operador, y por tanto la existencia de solución del sistema (6.1).

Falta dar sentido a las condiciones iniciales del sistema fj(t = 0, x, v), pero este
problema se resuelve como para la existencia en el sistema macroscópico: como ∂tρ

ε
j está

acotada en L2(0, T ;H−1(RN)), y ρεj es relativamente compacta en L2((0, T ) × B(0, R)),
la sucesión

∫
ρεj(t, x)ϕ(x) dx está en un compacto de C(0, T ) para cualquier función test

ϕ(x) ∈ C∞c (RN), y como ρεj está acotada en L∞(0, T ;Lq(RN)) podemos cambiar el espacio
de funciones test, por tanto

ĺım
ε→0

∫
ρεj(t, x)ϕ(x) dx =

∫
ρj(t, x)ϕ(x) dx

uniformemente en [0, T ], para cualquier función test ahora en ϕ ∈ Lq
′
(RN), lo que da

sentido a las condiciones iniciales del sistema ĺımite.

6.4. Análisis asintótico

Tratamos ahora el sistema escalado (6.3). En esta sección, vamos a realizar rigurosa-
mente el ĺımite ε→ 0 de este sistema, probando el Teorema 6.1.2. Para ello, usaremos las
cotas uniformes respecto de ε que demostramos en los Lemas 6.2.2 (donde recordamos
al lector que q > N) y 6.2.3. En lo que sigue, fijamos T > 0 dado por el lema 6.2.2.
Empezamos demostrando otras cotas uniformes que utilizaremos, que nos aseguran la
convergencia de f εj en la norma |||·|||2:
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Lema 6.4.1 Bajo las hipótesis del Lema 6.2.3, podemos encontrar una constante CT > 0
tal que, para j ∈ {p, c},

1

ε2

∫ T

0

∫∫ ∣∣∣∣∇v

(
f εj
M

)∣∣∣∣2M dv dx dt ≤ CT . (6.11)

Además, tenemos que

ĺım
ε→0

∫ T

0

∫∫
|f εj − ρεjM |2

dv dx dt

M
= 0,

(precisando, esta convergencia es de orden O(ε2)) donde hemos llamado ρεj =
∫
f εj dv.

Demostración. Primero, como 2 ≤ N < q, usamos la propiedad ii) del Lema 6.2.1:
deducimos que |||f εj |||22 =

∫∫
|f εj |2/M dv dx está uniformemente acotada con respecto a

ε > 0 y t ∈ [0, T ]. Ahora, escribimos la desigualdad (6.6) para la función H (z) = z2,
e integramos en [0, T ]. Esta estimación nos permite concluir que se verifica (6.11). El
siguiente paso es aplicar la siguiente desigualdad de Sobolev (véanse [8, Cor. 2.18 y Teo.
3.2]): existe una constante Θ > 0 tal que, para cualquier función f para la que tenga
sentido, ∫ ∣∣∣∣f(v)−M(v)

∫
f(w) dw

∣∣∣∣2 dv

M(v)
≤ Θ

∫ ∣∣∣∣∇v

(
f

M

)∣∣∣∣2M dv.

Aplicamos esta desigualdad para f = f εj , que junto con la desigualdad (6.11) (de la que
sacamos el orden de convergencia) concluye la demostración.

Una vez tenemos estas estimaciones, realizamos el análisis asintótico en las ecuaciones
de los momentos del sistema (6.3). Primero, integramos este sistema con respecto a v,
obteniendo las ecuaciones de conservación de la masa:

∂tρ
ε
c + divxJ

ε
c = 0, ∂tρ

ε
p + divxJ

ε
p = 0, (6.12)

donde hemos llamado

Jεj =
1

ε

∫
vf εj dv.

De igual modo, multiplicando (6.3) por v e integrando, las ecuaciones para la corriente
quedan:

ε2∂tJ
ε
c + Divx

∫
(v ⊗ v)f εc dv + ρεc∇xΦ

ε
c = −Jεc ,

ε2∂tJ
ε
p + Divx

∫
(v ⊗ v)f εp dv + ρεp∇xΦ

ε
p = −Jεp .

(6.13)

Aparece ahora el segundo momento en velocidades de las soluciones, que podemos rees-
cribir usando el lema siguiente:

Lema 6.4.2 Bajo las hipótesis del Lema 6.2.3, para j ∈ {p, c} se verifica, por un la-
do, que la sucesión

(
Jεj
)
ε>0

está acotada en L2((0, T ) × RN), y por otro lado, podemos
reescribir ∫

v ⊗ vf εj dv = ρεjI + εRε
j ,

donde
(
Rε
j

)
ε>0

es una sucesión acotada en L2((0, T )× RN).
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Demostración. Estimamos la norma en L2((0, T ) × RN) de Jε. Empezamos usando la
igualdad vM(v) = −∇vM :∫ T

0

∫
|Jεj |2 dx dt =

∫ T

0

∫ ∣∣∣∣∫ f εj
M

(−∇vM)

ε
dv

∣∣∣∣2 dx dt.

Si aplicamos integración por partes en la integral respecto a v, y usando que uno de los
términos que aparecen es una derivada en v, la identidad enterior se transforma en∫ T

0

∫
|Jεj |2 dx dt =

∫ T

0

∫ ∣∣∣∣∫ M

ε
∇v

(
f εj
M

)
dv

∣∣∣∣2 dx dt.

Por último, como M está acotada por 1, usamos (6.11) para obtener finalmente∫ T

0

∫
|Jεj |2 dx dt ≤ 1

ε2

∫ T

0

∫∫
M

∣∣∣∣∇v

(
f εj
M

)∣∣∣∣2 dv dx dt ≤ CT .

Luego, definimos Rε
j como

Rε
j =

∫
v ⊗ v

√
M

f εj − ρεjM
ε
√
M

dv.

Es fácil comprobar, usando que
∫
v ⊗ vM(v) dv = I, que Rε

j verifica lo pedido:

ρεjI + εRε
j = ρεjI +

∫
v ⊗ vf εj dv − ρεj

∫
v ⊗ vM(v) dv =

∫
v ⊗ vf εj dv.

Acotamos esta nueva función. Usando Cauchy–Schwarz:

|Rε
j |2 ≤

(∫
|v|4M dv

)(∫ |f εj − ρεjM |2
ε2M

dv

)
.

La primera integral es finita, al ser un momento de una exponencial cuadrática; y el
segundo está uniformemente acotado gracias al Lema 6.4.1.

Recopilamos lo que tenemos hasta ahora: si estamos bajo las hipótesis del Lema 6.2.2,
las sucesiones f εj , ρεj , ∇xΦ

ε
j y Jεj están uniformemente acotadas en ciertos espacios fun-

cionales. Aún mas, f εj → ρεjM , y esta convergencia es fuerte en L2((0, T ) × RN × RN)
con cierto peso. Por tanto, salvo tomar parciales, tenemos las siguientes convergencias:

ρεj ⇀ ρj débil en Lq((0, T )× RN ,
Jεj ⇀ Jj débil en L2((0, T )× RN),
∇xΦ

ε
j ⇀ ∇xΦ débil-? en L∞((0, T )× RN).

Estas convergencias son suficientes para pasar al ĺımite en los términos lineales del sis-
tema (6.12)–(6.13). La única dificultad que resta radica en pasar al ĺımite el término
cruzado (no lineal) ρεj∇xΦ

ε
j . Lo hacemos probando la convergencia fuerte de las sucesio-

nes de concentraciones ρεj en ciertos espacios, y para ello son necesarias, además de las
desigualdades que ya hemos usado, la estimación de etroṕıa demostrada en el Lema 6.2.3.

Lema 6.4.3 Supongamos que estamos bajo las hipótesis del Lema 6.2.3. Entonces, salvo
parciales, la sucesión ρεj converge a ρj, para j ∈ {p, c}, fuerte en Ls(0, T ;Lr(RN)), para
cualesquiera 1 ≤ s <∞, 1 ≤ r < q.
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Demostración. La prueba se fundamenta en aplicar convenientemente los Lemas de la
media. Empecemos: como hemos probado ya, la sucesión f εj está uniformemente acotada
en L∞(0, T ;Lq(RN ×RN)), con q ≥ N . Como además está acotada en L1((0, T )×RN ×
RN), interpolando llegamos a que también está acotada en L2((0, T ) × RN × RN). Si
reescribimos la ecuación (6.3), vemos que

ε∂tf
ε
j + v ·∇xf

ε
j = divv(g

ε),

con

gε = f εj∇xΦ
ε
j +
√
M ×

√
M

ε
∇v

(
f εj
M

)
.

De las acotaciones sobre f εj , junto con (6.11), deducimos que gε está uniformemente
acotada en L2((0, T )×RN ×RN). Podemos usar entonces un argumento de compacidad
en media, como por ejemplo en [58] o [96, Lemma 4.2], para deducir que, para cualquier
función ψ ∈ C∞c (RN) y cualquier 0 < R <∞,

ĺım
|h|→0

{
sup
ε>0

∫ T

0

∫
B(0,R)

∣∣∣∣∫ f εj (t, x+ h, v)ψ(v) dv −
∫
f εj (t, x, v)ψ(v) dv

∣∣∣∣2 dx dt

}
= 0.

Podemos usar ahora que, gracias al Lema 6.2.3, la enerǵıa cinética está uniformemente
acotada, y por tanto podemos eliminar la restricción de soporte compacto a las funciones
test ψ(v). Entonces, obtenemos

ĺım
|h|→0

{
sup
ε>0

∫ T

0

∫
B(0,R)

∣∣ρεj(t, x+ h)− ρεj(t, x)
∣∣2 dx dt

}
= 0.

Además, gracias al Lema 6.4.2, la sucesión de derivadas ∂tρ
ε
j = −divx(J

ε
j ) está acota-

da en L2(0, T ;H−1(RN)). Entonces podemos aplicar el Teorema de Kolmogorov–Riesz–
Fréchet [31, Teo. IV.25] para deducir que la familia ρεj es relativamente compacta en
L2((0, T ) × B(0, R)) para cualquier 0 < R < ∞, y usando [3, Lema B.1], que también
lo es en L1((0, T ) × B(0, R)). Volviendo al Lema 6.2.3, la sucesión |x|ρεj está acotada
en L∞(0, T ;L1(RN)), y podemos pasar la convergencia (salvo parciales) de ρεj → ρj de
L1((0, T ) × B(0, R)) a L1((0, T ) × RN). Finalmente, los Lemas 6.2.1 y 6.2.2 nos da-
ban la acotación de ρεj en L∞(0, T ;Lq(RN)) y, de nuevo, usando interpolación mas la
convergencia en L1((0, T ) × RN), esta convergencia se mantiene en cualquier espacio
Lr(0, T ;Ls(RN)) con 1 ≤ r <∞, 1 ≤ s < q.

Si combinamos ahora los Lemas 6.2.1 (convergencia débil-?) y 6.4.3 (convergencia
fuerte), podemos pasar al ĺımite en el producto ρεj∇xΦ

ε
j , salvo tomar parciales, en la

topoloǵıa débil de Lr(0, T ;Ls(RN)), para cualquier 1 ≤ r < ∞, 1 ≤ s < q. Haciendo
tender ε→ 0 en el sistema macroscópico (6.12)–(6.13), obtenemos:

∂tρj + divxJj = 0, −Jj = ∇xρj + ρj∇xΦj,

que resulta, tras sustituir, en el sistema (5.1)–(5.2) estudiado en el caṕıtulo anterior.

Falta dar sentido a las condiciones iniciales del sistema ĺımite ρj(t = 0, x), pero este
problema se resuelve como para la existencia en el sistema macroscópico: como ∂tρ

ε
j está

acotada en L2(0, T ;H−1(RN)), y ρεj es relativamente compacta en L2((0, T ) × B(0, R)),
la sucesión

∫
ρεj(t, x)ϕ(x) dx está en un compacto de C(0, T ) para cualquier función test
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ϕ(x) que esté en C∞c (RN). Como ya hemos probado la acotación uniforme de ρεj en
L∞(0, T ;Lq(RN)), podemos cambiar el espacio de funciones test, y por tanto

ĺım
ε→0

∫
ρεj(t, x)ϕ(x) dx =

∫
ρj(t, x)ϕ(x) dx,

y esta convergencia es uniforme en [0, T ], para cualquier función test ahora en Lq
′
(RN),

lo que da sentido a las condiciones iniciales del sistema ĺımite.
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A lo largo de la memoria hemos presentado y analizado tres modelos matemáticos de
movimiento de poblaciones vivas, cada uno de ellos introduciendo diferentes fenómenos
y comportamientos que aparecen en estas de manera natural.
El primer modelo presentado combina dos fenómenos fundamentales en la migración de
células tumorales, como son la haptotaxis y la quimiotaxis, enmarcadas dentro de la teoŕıa
general KTAP. El análisis asintótico de este modelo nos lleva a toda una familia general de
modelos macroscópicos que incorporan estos dos fenómenos, y las simulaciones numéricas
realizadas nos muestran que, de hecho, en estas situaciones el fenómeno predominante es
la haptotaxis provocada por la estructura de la ECM.
Los vuelos de Lévy, y su correspondencia con la difusión fraccionaria, son un campo de
estudio muy proĺıfico en los últimos años y que darán lugar a resultados importantes a
corto plazo. Nuestra aportación en en este sentido, deduciendo modelos macroscópicos de
quimiotaxis que incorporan esta difusión a partir de una descripción cinética adecuada,
utilizando funciones de cola pesada y un escalado intermedio dado por estas, justifica
estos modelos desde otro punto de vista.
La dinámica presa–depredador es fundamental en bioloǵıa. Nuestro modelo no se enmarca
directamente en este ambiente, pero son un avence en la descripción a nivel microscópico
de esta relación entre especies, dando una manera de modelar la persecución de presas
por parte de los depredadores, y obtener una versión macroscópica. El análisis del modelo
macroscópico, además, puede englobarse dentro del marco del estudio de las distintas mo-
dificaciones del sistema de Keller–Segel para quimiotaxis, viendo otra manera de obtener
soluciones globales (y regulares) del sistema.

Terminamos con algunas propuestas de trabajo futuras derivadas de los resultados de
la tesis. Lo mas inmediato es terminar los resultados numéricos presentados en el caṕıtulo
3. Estos se encuentran en la fase final de redacción, y esperamos someterlos a publicación
en breve.
En el caṕıtulo 1 presentamos la versión fraccionaria del operador de Fokker–Planck:
el operador de Fokker–Planck fraccionario. Proponemos a partir de este el sistema de
Vlasov–Poisson–Fokker–Planck fraccionario (VPFFP, por sus siglas en inglés), que des-
cribe el movimiento de part́ıculas cargadas en un baño térmico, cuyo movimiento aleatorio
viene dado por un vuelo de Lévy:

∂tf + v ·∇xf −
q

m
∇xΦ·∇vf =

1

τ
divv(vf)− σ

τ
(−∆v)

sf,

∆xΦ = θ

∫
f dv,

(6.14)

donde θ vale 1 (caso atractivo o gravitatorio) o −1 (caso repulsivo). La versión lineal
de este sistema fue estudiada en [37]: alĺı, los autores probaron la existencia de solución
global y realizaron un ĺımite macroscópico intermedio, obteniendo un sistema con difusión
fraccionaria. No obstante, el caso no lineal sigue sin estar resuelto. Estamos trabajando en
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este análisis, probando la buena definición del problema (6.14) (con condiciones iniciales
adecuadas), reescalar el sistema (obteniendo potencias fraccionarias del parámetro de
escala) y pasar al ĺımite, al estilo de [23].
El análisis del sistema (6.1), presentado en el caṕıtulo 6, y de su versión escalada (6.3)) es
susceptible de mejora: existencia global de soluciones, unicidad, soluciones renormalizadas
o hacer el ĺımite para todo tiempo son distintas formas de enriquecer este sistema. Otra
posibilidad es plantear la misma situación biológica para mas de dos poblaciones, con
distintas relaciones entre śı, o construir un modelo tipo presa–depredador propiamente
dicho (incorporando nacimiento y muerte de individuos).
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Conclusions

Along the dissertation we have presented and analized three mathematical models of
the movement of living populations, each one of them introducing different phenomena
and behaviours which appear naturally on these populations.

The first model combines two fundamental mechanisms on tumoral cell migration, hap-
totaxis and chemotaxis, built in the general framework of the KTAP. The asymptotic
analysis of this system leads to a whole general family of macroscopic models which in-
corporate these phenomena, and numerical simulations shows that, in fact, haptotaxis
provoked by the ECM structure is the principal source of said movement.

In recent years, Lévy flights, and their correspondence with fractional diffusion, have been
proven to be a productive field of study, which will lead to important results in the short
run. Our contribution in this sense, deducing macroscopic models for chemotaxis with
this fractional diffusive terms from a suitable kinetic description, using heavy–tailed dis-
tributions and an intermediate scaling given by them, allows to justify these macroscopic
equations from another point of view.

Predator–prey dynamics are fundamental on biology. Our model does not fit exactly
in this framework, but it is an advance in describing this kind of relationship betwwen
species from a microscopic point of view, giving a model for the chase of prey by pursuers
and obtaining a macroscopic version. The analysis of the macroscopic models can be
included in the different modifications of the classical Keller–Segel model for chemotaxis,
giving another way to obtain global (and regular) solutions of the system.

We conclude with some proposals for future works, derived from the results exposed in
the thesis. The immediate is to finish the numerical results exposed on chapter 3. These
are in the final stage of writting , and we expect to submit them in due course.

In chapter 1 we introduced the fractional version of the Fokker–Planck operator: the
Fractional Fokker–Planck operator. Using this, we propose the Vlasov–Poisson–Fractional
Fokker–Planck system (VPFFP), describing the movement of charged particles in a ther-
mal bath, whose random movement is now given by a Lévy flight:

∂tf + v ·∇xf −
q

m
∇xΦ·∇vf =

1

τ
divv(vf)− σ

τ
(−∆v)

sf,

∆xΦ = θ

∫
f dv,

(6.15)

where θ takes the value 1 (attractive or gravitatory case) or −1 (repulsive case). A lineal
version of this system was studied in [37]: there, the authors proved existence and uni-
queness of a global solution and performed an intermediate macroscopic limit, obtaining
a system with fractional diffusion. However, the nonlineal case remains unsolved. We are
working in this topic, trying to prove well–posedness of (6.15) (with suitable initial data),
scaling the system (with a fractional power of the scale parametre) and passing to the
limit, as in [23].
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The analysis of the system (6.1), studied in chapter 6, and its scaled version (6.3)) has
a lot of room for improvement: global existence of solutions, uniqueness, renormalized
solutions or being able to perform the limit for any time are different ways to enhance this
system. Other posibilities are setting up the same biological situation for more than two
populations, with different relationships between them, or building a proper predator–
prey model in this framework (incorporing birth/death dynamics).
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