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Resumen

Esta memoria de doctorado tiene como objetivo proponer y analizar distintas ecuacio-
nes cinéticas en derivadas parciales que describan el movimiento de poblaciones bioldgicas,
y a partir de ellos obtener modelos macroscépicos mediante un limite de escala. Empeza-
remos introduciendo el concepto de limte de escala y los distintos fenémenos bioldgicos
que intervendran en nuestros modelos.

El primer sistema que consideramos es un modelo cinético que combina los fenémenos
biologicos de haptotaxis y quimiotaxis. Estos dos fenémenos son fundamentales a la hora
de describir la dindmica de una poblacion celular en un medio vivo, en particular son res-
ponsables de la invasion de tumores. Dicho modelo se enmarca en una teoria mas general,
denominada Teoria Cinética de Particulas Activas (KTAP, por sus siglas en inglés), desa-
rrollada con el objetivo de modelar el comportamiento de individuos vivos en su medio
natural, y que es capaz de representar fenomenos tan diversos como la movilidad celular
o la educacion de los ninos de una clase. Dicho modelo se completa con ecuaciones pa-
ra los compuestos quimicos responsables de los efectos bioldgicos. Empezamos probando
que el sistema completo esta bien planteado, una vez le anadimos condiciones iniciales
adecuadas, bajo ciertas hipotesis naturales en los operadores que representan la biologia.
El sistema propuesto se completa con un limite de escala, el cual nos dard un modelo a
escala observable del mismo fenémeno. También hacemos uso de herramientas numéricas
para observar la evolucién del sistema, y verificar que sigue el comportamiento esperado.
Los resultados tedricos expuestos son una extension de los contenidos en la referencia
[104]:

J. Nieto, L. Urrutia, A multiscale model of cell mobility: From a kinetic to a hydrodynamic
description, J. Math. Anal. Appl. 433(2), 2016, 1055-1071,

mientras que los resultados numéricos son parte de un trabajo en marcha, que esperamos
publicar en breve:

D. Knopoft, J. Nieto, and L. Urrutia, Numerical simulation of a macroscopic cell motility
model based on the kinetic theory of active particles, preprint.

A continuacion, presentamos toda una familia de modelos alternativos de movilidad
celular. Tradicionalmente, el movimiento propio de las células (o de los individuos) en
ausencia de estimulos externos se ha atribuido a un movimiento aleatorio regido por un
proceso de Wiener, o difusién cldsica. Esta aproximacion tiene muchos detractores, y esta
ampliamente aceptado que esta no es la manera adecuada (aunque si la mas sencilla) de
modelar este comportamiento. Nosotros sugerimos que este movimiento aleatorio puede
ser modelado mejor usando lo que se denominan vuelos de Lévy, que no son mas que
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RESUMEN

procesos aleatorios donde cambiamos la distribuciéon gaussiana de velocidades de la difu-
sién clésica por otra familia de funciones, llamadas funciones de colas pesadas (descritas
en el capitulo , que se corresponden a nivel macroscopico con el operador laplaciano
fraccionario. En el capitulo 4] presentamos una descripcién cinética general, desde la cual
podemos deducir distintos modelos de quimiotaxis clasicos, ahora con este laplaciano
fraccionario. Estos resultados son una extensién de los realizados en la referencia [23]:

A. Bellouquid, J. Nieto, L. Urrutia, About the kinetic description of fractional diffusion
equations modeling chemotaxis, Math. Mod. Meth. Appl. Sci. 26(2), 2016, 249-268.

Finalmente, estudiamos la dinamica de dos poblaciones que se relacionan mediante
lo que llamamos una relacién presa—perseguidor: una de las poblaciones, que llamaremos
de perseguidores, se ve atraido por la otra, las presas, y las intenta alcanzar; por su lado,
las presas intentan escapar de los perseguidores. Dicho comportamiento se observa, por
ejemplo, en sistemas antigeno—anticuerpo o en el presa-depredador clésico. De hecho,
esta dinamica puede verse como una versién conservativa de los modelos tipo presa—
depredaror que incluyen el movimiento de los individuos en su medio. Este fenémeno
puede verse tanto a escala macroscépica como microscopica, y uno de nuestros objetivos
ha sido relacionar ambas escalas. Ademas, el modelo macroscopico que estudiamos tiene la
estructura del modelo de Keller—Segel clasico para quimiotaxis, el cual tiene la propiedad
de que tiene soluciones que estallan en tiempo finito. En nuestro estudio vemos que, en
nuestro modelo, esto no puede ocurrir, hecho de interés en si mismo. Este trabajo es una
extension del contenido en la referencia [61]:

T. Goudon, L. Urrutia, Analysis of kinetic and macroscopic models of pursuit-evasion
dynamics, Commun. Math. Sci. 14(8), 2016, 2253-2286.

Concluimos el resumen con un esquema del trabajo. La tesis esta dividida en seis
capitulos, cuyo contenido estd organizado de esta forma: en el capitulo [I recopilamos
los distintos efectos biolégicos que estudiaremos, dando una breve resena historica y los
modelos clésicos de cada uno de ellos; introducimos también el concepto de difusion frac-
cionaria, hablando un poco de la difusion clasica para contraponerla, y presentamos una
herramienta clave en la conexién entre modelos: los limites de escala. En los capitulos
y 3] tratamos un modelos cinético que combina haptotaxis y quimiotaxis, estudiando la
buena definicién del problema bajo condiciones adecuadas, deduciendo una clase de mo-
delos macroscépicos que permitan representar este fenémeno, y realizamos simulaciones
numéricas en dos situaciones de interés. En el capitulo |4] introducimos la relacién entre las
funciones de cola pesada y el laplaciano fraccionario. Veremos que, a partir de un modelo
cinético de relajacion a una funcion de este estilo, un escalado conveniente nos dard toda
una clase de modelos de quimiotaxis con difusion fraccionaria. Finalmente, los capitulos
y [6] estan dedicados al estudio de dos sistemas de tipo presa—perseguidor, correspondien-
tes al mismo fendmeno pero a distintas escalas (macroscépica y microscépica). Para el
sistema macroscopico, nos centramos en el analisis de regularidad de las soluciones y de
decaimiento cuando ¢t — oo, con especial énfasis en la definicién global de las soluciones;
mientras que en el modelo microscoépico nuestro objetivo sera conectarlo rigurosamente
con la versién macroscépica, usando un limite de escala.
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Introduction

The objective of this dissertation is to propose and analyse different kinetic partial
differential equations describing the movement of biological populations, and obtain from
them macroscopic models using a limiting scale approach. We start introducing the fun-
damentals, the concept of scale and scaling limit, and the different biological effects which
will be involved in our models.

First, we consider a kinetic model combining the biological effects of haptotaxis and
chemotaxis. These two phenomena are fundamental when describing the dynamics of a
cell population in a living environment; in particular, they are responsible of tumoral in-
vasion. This model is developed in the general framework of the Kinetic Theory of Active
Particles (KTAP), created with the objective of modeling the behaviour of living indivi-
duals in its natural habitat, and can represent different situations such as cell motility
or the learning of children in a classroom. Our model is completed attaching equations
for the chemicals responsible of the biological effects. We commence proving the well-
posedness of the complete system, attached with suitable initial data, under some natural
hypothesis on the operators involving biological effects. The proposed model is completed
with an asymptotic analysis, giving us a macroscopic description of the same situation.
Numerical simulations are run too, in order to check the evolution of the system and ve-
rify that, in fact, it has the expected behaviour. The theoretical results are an extension
of the contents of reference [104]:

J. Nieto, L. Urrutia, A multiscale model of cell mobility: From a kinetic to a hydrodynamic
description, J. Math. Anal. Appl. 433(2), 2016, 1055-1071,

while the numerical results are included in an ongoing work, which we expect to publish
soon:

D. Knopoft, J. Nieto, L. Urrutia, Numerical simulation of a macroscopic cell motility
model based on the kinetic theory of active particles, preprint.

Later, we introduce a whole family of alternative models of cell motility. Clasically,
in absence of external stimulus, the proper movement of cells (or individuals) has been
attributed to a random movement given by a Wiener process, or classical diffusion. This
approach has a lot of detractors, and it is widely accepted that this is not the right way
(but the simplest) to model this behaviour. We suggest that this random walk can be
better modeled using the so called Lévy flight, which are random processes where we
have changed the gaussian distribution of velocities by another family of functions, called
heavy—tailed distributions (described in chapter (1)), which relates at the macroscopic
scale with the fractional laplacian operator. In chapter 4| we introduce a general kinetic
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INTRODUCTION

framework, from where we can deduce classical models of chemotaxis, now with fractional
diffusion. These results are an extension of the work done in reference [23]:

A. Bellouquid, J. Nieto, L. Urrutia, About the kinetic description of fractional diffusion
equations modeling chemotaxis, Math. Mod. Meth. Appl. Sci. 26(2), 2016, 249-268.

Finally, we study the dynamics of two different populations, related by means of
a chaser—prey relationship: one population, named chasers, is attracted by the other
one, prey, and tries to reach them; on the other side, prey try to run away from cha-
sers. This behaviour is observed, for example, in antigen—antibody systems or the classic
predator—prey model. In fact, this dynamic can be seen as a mass—conservative version
of a predator—prey model which incorporates the movement of individuals. This effect is
observed in both micro and macroscopic scale, and one of our objectives was to relate
them. Also, the studied macroscopic model has the structure of the classical Keller—Segel
model for chemotaxis, which has solutions with finite time blow—up. In our work we will
show that, in the proposed model, this blow—up cannot happen. This work is an extension
of the contents of reference [61]:

T. Goudon, L. Urrutia, Analysis of kinetic and macroscopic models of pursuit-evasion
dynamics, Commun. Math. Sci. 14(8), 2016, 2253-2286.

We conclude this introduction with a brief outline of this thesis. It is divided in six
chapters and its content is organized as follows. In chapter [1| we compile the different
biological effects which we will study, with a brief historical review and the classical
model for each one; we introduce also the concept of fractional diffusion, in contrast to
classical diffusion, and present the key tool for connecting models at different scales:
the scaling limits. In chapters [2] and [3| we treat a kinetoic model combining haptota-
xis and chemotaxis, studying the well-posedness of the system, deducing macroscopic
models representing this situation, and performing numerical simulations in two inter-
esting situations. In chapter 4| we introduce the relationship between the heavy—tailed
distributions and the fractional laplacian. We will see that, from a kinetic model with a
relaxation term to a function of this kind, an adecuate scaling gives a whole family of
models for chemotaxis with fractional diffusion. Finally, chapters [f§| and [6] are devoted to
the study of two models of chasers—prey dynamics, representing the same phenomena at
different scales (microscopic and macroscopic). For the macroscopic sysyem, we focus on
the regularity analysis of the solutions and the decay when t — oo, in particular we see
that solutions are globally defined; meanwhile, in the microscopic system our objective
is to connect it with the macroscopic version, using a scaling limit.




Capitulo 1

Fundamentos en movilidad celular:
un repaso en la literatura

En este capitulo introduciremos algunos conceptos clave en teoria cinética y en el mo-
delado del movimiento celular. Presentamos, primero, el concepto de limite de escala en
un modelo, y los distintos tipos que podemos realizar. A nivel matema&tio, un marco fun-
cional desarrollado recientemente y muy 1til en este ambiente es el de la Teoria Cinética
de Particulas Activas (KTAP), que también presentamos. A nivel biolégico, introducimos
distintos efectos que rigen el movimiento de las células, como son la quimiotaxis (debida
a la diferencia de concentracién de un compuesto quimico), la haptotaxis (dirigida por la
estructura de la matriz extracelular) y la difusién. Como contrapartida a los fenémenos
de difusién clasica basados en el movimiento browniano, presentamos la difusién fraccio-
naria, basade en movimientos de tipo “vuelos de Lévy”. Finalmente, hacemos un breve
repaso al modelado en ciencias sociales, con algunas perspectivas de futuro.

1.1. Escalas en el modelado. Limites de escala

Cuando vamos a modelar una situacién real, ya sea fisica, bioldgica o social, una de
las primeras elecciones que tendremos que hacer es la escala del modelo, esto es, elegir
el punto de vista desde el cual observamos el fenémeno. Pensemos, por ejemplo, que
queremos modelar el trafico en una ciudad. Cuando nos planteamos el modelo, debemos
decidir desde dénde estamos viendo el trafico: podemos ser uno de los conductores, que
solo ve lo que tiene a su alrededor; podemos también centrarnos en una sola calle o
un trozo de ella, y observar el comportamiento de todos los conductores que pasan; o
podemos ir mas lejos, viendo el comportamiento general de un barrio entero o de toda la
ciudad. Todas estas son distintas escalas para representar un mismo fenémeno, pero cada
una precisa de datos distintos, y nos dara informacion distinta, aunque complementaria
[102].

Por un lado, tenemos los modelos en la escala macroscopica, “aquello que podemos
ver”. Estos modelos siguen la evolucién de la concentraciéon de individuos de una pobla-
cién, y dependen tunicamente del tiempo y la posicion de las particulas. A esta escala, las
fuerzas (cambios en el movimiento) tipicamente vienen descritas mediante un campo de
velocidades. Ejemplos de modelos macroscopicos son la ecuacion del calor, Navier—Stokes
para el campo de velocidades de un fluido, o las Leyes de conservacién.

Por otro lado, tenemos la escala microscépica o cinética. A este nivel, el objeto ma-
tematico de estudio es la densidad de probabilidad f(¢,x,v) de encontrar particulas, en
el instante de tiempo t, en la posicion z con velocidad v. Los modelos en esta escala



CAPITULO 1 1.1. ESCALAS EN EL MODELADO. LIMITES DE ESCALA

tienen la forma de ecuaciones cinéticas, de las cuales la més conocida es la ecuacién de
Boltzmann para la dinamica de las particulas de un gas, y se plantean en el marco de la
fisica estadistica. Otros ejemplos son la ecuacién de Vlasov, version cinética de la segunda
ley de Newton, o la ecuacion de Vlasov—Poisson—Fokker—Planck, que describe la dindmica
de particulas en un bano térmico. Como generalizacion de estos modelos, destacamos el
marco de la Teoria Cinética de Particulas Activas, que describiremos después.

Es habitual considerar un tercer punto de vista, también a escala microscopica, pero
considerando la evolucion de cada una de las particulas del sistema por separado. En estos
modelos, para cada particula y cada variable de interés (posicién y velocidad, al menos),
su evolucién viene descrita por una ecuacién diferencial ordinaria (EDO) si el modelo es
determinista, o por una ecuacion diferencial estocéstica si incluye fenémenos aleatorios,
como puede ser el movimiento browniano. Podemos hablar incluso de una cuarta escala,
interesante en sistemas vivos, donde nos centramos tinicamente en el comportamiento de
un solo individuo y su dinamica segun lo que ve.

1.1.1. Limites de escala

Hemos presentado dos grandes familias de modelos: macroscépicos y microscopicos.
Pero no son independientes entre si, son dos formas distintas de ver la misma realidad. Asi
pues, si nos enfrentamos a la misma situacion real, cuya naturaleza requiera de distintas
escalas, debemos describirla combinando modelos de los dos tipos, que deberian de estar
relacionados de alguna forma (al representar el mismo fenémeno). Este es el concepto de
modelado multiescala: modelar la misma situacién real con distintas escalas, y su relacién.

Por otro lado, volviendo al ejemplo anterior del trafico de una ciudad, hemos dado
diferentes puntos de vista desde los cuales podemos modelar el mismo fenémeno: desde
un solo conductor hasta la vista general de toda la ciudad, alejandonos cada vez mas de
los individuos. Todas son formas de ver el mismo fenémeno, y deben estar relacionadas
(solo nos hemos alejado), pero cada una nos dard informacién distinta.

La relacion entre las distintas escalas viene dada por lo que denominamos un limite de
escala. Grosso modo, consiste en “alejar” la ventana con la que obseramos un fenémeno,
y transformar un modelo microscépico en un modelo macroscépico. Una forma muy
sencilla de visualizar esto es usando mapas virtuales, como Google Maps: comenzamos
en la puerta de nuestra casa, y vamos alejando la vista, pasando a ver nuestro barrio, la
ciudad, la provincia... y finalmente todo el planeta. Pero aunque no veamos nuestra casa
o nuestra ciudad, estas siguen estando ahi.

A la hora de realizar un limite de escala, los pasos a seguir son los siguientes:

= Entender el fendmeno que estamos estudiando, identificando los procesos relevantes,
y con esto en mente identificar las escalas adecuada a nuestro modelo. Una vez
escogida, reescalar nuestras ecuaciones convenientemente. Aparece asi un nuevo
parametro, €, un cociente entre escalas, que haremos tender a 0.

= Encontrar estimaciones a priori de las soluciones de nuestro modelo, uniformes
con respecto del parametro de escala. Estas estimaciones, de encontrarse en los
espacios funcionales adecuados, nos permiten pasar al limite en las ecuaciones, al
menos distribucionalmente.

= Paso al limite en las ecuaciones. La dificultad aqui es identificar el limite de los
términos no lineales: el ejemplo mas sencillo es el producto de dos sucesiones de
funciones, que no siempre converge al producto de los limites (cuando la convergen-
cia solo es débil). Probar la convergencia en estos términos no lineales suele implicar
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1.1. ESCALAS EN EL MODELADO. LIMITES DE ESCALA CAPITULO 1

encontrar estimaciones en espacios mas regulares que permitan probar convergen-
cias fuertes, o buscar resultados de convergencia débil que permitan pasar al limite
(lemas de momentos, lemas div-rot, etc.).

» Finalmente, identificar el modelo macroscépico que se obtiene al final del proceso.
Muchas veces es tutil hacer este paso antes, sobre todo si pretendemos conectar un
modelo microscépico nuevo con algiin modelo macroscopico conocido.

Veamos cémo se plantea el limite de escala en un caso mas general. Esta formulacién
puede cambiar dependiendo del modelo particular considerado [116], pero es 1til para
presentar las ideas basicas. Comencemos considerando una ecuacion cinética general:

Ohf +v-Vaof = L(f)+ S(f),

donde L es el operador de colisiones del sistema y S incluye otros efectos modelados
(como pueden ser la quimiotaxis, crecimiento de la poblacion...). Por un lado, tenemos
las cantidades tipicas de las magnitudes fisicas (tiempo s, espacio R y velocidad ¢). Por
otro lado, el operador de colisiones del sistema L(f) nos proporciona la frecuencia de
interacciones entre particulas, 7=!. A partir de estos podemos definir el pardmetro de
escala, € := 7¢/ R, que queremos hacer tender a 0; esto es, aumentar la longitud tipica del
sistema R, que equivale a alejarnos del fenémeno. Otra forma de definir el parametro es
comparar las dos escalas temporales y espaciales que aparecen. Imponemos que el tiempo
entre interacciones es muy pequeno comparado con el tiempo tipico del sistema, segin la
siguiente relacion:
t— et T — ET.

El término adicional S puede dar cantidades adicionales, que deben de tratarse por se-
parado en cada caso.

Elegir el escalado particular dependerd del valor de . Dependiendo de este, podemos
distinguir tres tipos distintos:

» La escala parabdlica corresponde a elegir v = 2 (formalmente, a hacer el cambio
de variables (t,x) — (¢°t,ex) en el sistema). En este escalado, el fenémeno predo-
minante son las colisiones entre las distintas particulas, y el resultado sera funda-
mentalmente difusivo. Al pasar al limite, habitualmente obtendremos una ecuacién
parabdlica de reaccién-difusién [69].

» Escalado hiperbdlico (7 = 1), correspondiente formalmente a tomar (¢, z) — (et,ex).
Esta eleccion asume que existe una direcciéon de movimiento dominante, y que las
particulas tienden a moverse segin este campo de velocidades. Este escalado man-
tiene este efecto en el limite, y lleva a ecuaciones de tipo hiperbdlico donde la
difusién desaparece [103].

= En ciertos casos, la jerarquia entre los diferentes fenomenos involucrados no esta
dada por una potencia entera del parametro de escala ¢ [21], y por tanto el escalado
vendra dado por un valor intermedio v € (1,2), determinado por el problema y rela-
cionado con dicha jerarquia. Este es el caso de los modelos de difusion fraccionaria,
como el que realizaremos en el Capitulo [4]

1.1.2. KTAP

A la hora de estudiar y modelar fenémenos biolégicos que involucran seres vivos, es
importante trabajar en un marco matematico adecuado. Frente a las particulas cinéticas
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inertes clésicas, que se consideran homogéneas, los objetos de la biologia son entidades
vivas que tienen un comportamiento propio y una serie de procesos internos (metabo-
lismo celular, capacidad de decisién, etc.) que alteran su comportamiento puramente
mecanico, en ocasiones de manera muy brusca, y por tanto no se rigen tinicamente por
la mecanica newtoniana. Muchos de los modelos que presentaremos se deducen a partir
de hipdtesis meramente fisicas, y no contemplan esta distincién del estado interno de los
seres vivos, estos pueden reproducir a grandes rasgos el comportamiento de las entidades
bajo ciertas hipotesis, pero si tenemos en cuenta la puntualizacién anterior, no parece
adecuado modelar fenémenos bioldgicos complejos con los mismos modelos que usamos
para describir la fenomenologia fisica. Debemos, pues, encontrar un marco funcional que
sea capaz de reproducir esta heterogeneidad de los individuos, que al mismo tiempo nos
permita construir modelos completos que representen toda esta fenomenologia, y a partir
de estos obtener (en regimenes simplificados, o mediante un conveniente limite de escala)
modelos clasicos u otros modelos macroscépicos nuevos.

De entre las diferentes posibilidades, destacamos la Teoria Cinética de Particulas
Activas (KTAP, por sus siglas en inglés), propuesta por Bellomo et al. [I1], 12} 19, 20].
Esta teoria general propone construir modelos microscopicos utilizando técnicas de la
teoria cinética clasica, pero incorporando varias hipétesis adicionales:

s El estado microscépico de las células queda definido no solo por sus variables
mecénicas (tiempo, posicién y velocidad), sino ademds por una variable microscopi-
ca adicional, llamada actividad, que representa el estado interno de un individuo
debido a sus funciones bioldgicas. Este estado puede ser modificado por las inter-
acciones entre individuos.

= Ambos tipos de variables participan de las interacciones microscépicas. En otras
palabras, el estado biolégico modifica la dindamica de los estados mecanicos del
individuo, y viceversa.

= Las interacciones no solo modifican el estado microscopico, ademads causan fenéme-
nos de proliferacién y/o destruccion.

Un modelo general en la KTAP es una ecuacién cinética de evolucion para la densidad
microscépica f = f(t,z,v,y), dependiendo del tiempo ¢, posicién x, velocidad v y ademés
de la variable biologica actividad y, dada por:

OF +vVaf + - F()-Vof +div(G)I) = L) + G N 4T ). (1)

donde L es un operador de turning (que podria de hecho ser no lineal, como el operador
de Boltzmann), y G y Z son operadores integrales (no lineales) que representan las modifi-
caciones del estado biolégico interno de las células debido a interacciones, e interacciones
proliferativas/destructivas, respectivamente. Los términos div,(F(z)f) y div,(G(y)f) re-
presentan cambios continuos en las variables mecanicas y bioldgicas, respectivamente,
mientras que L(f) representa “saltos” en estas variables. Alin mas, podemos acoplar va-
rias ecuaciones de este tipo que modelen las interacciones entre diferentes poblaciones;
o incluso con ecuaciones cinéticas clasicas, que modelen interacciones con objetos fisicos
clasicos, como pueda ser un compuesto quimico que provoque quimiotaxis [12].

Aunque el marco general asume que los intercambios de actividad de los individuos
se deben a interacciones no lineales, modelados mediante los operadores integrales G e Z,
modelos recientes (como el propuesto en el capitulo|2)) introducen estos cambios mediante
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1.2. TIPOS DE MOVIMIENTO CAPITULO 1

el término de transporte div, (G f), procedente del intercambio continuo de actividad, y
debido a una ley de accién de masas.

Esta teoria ha tenido éxito a la hora de modelar sistemas complejos provenientes de la
biologia, como crecimiento tumoral y competicién inmunitaria [22], o relacionados con las
ciencias sociales, como evacuaciones [2]. Ademds, los limtes de escala presentados antes
aparecen de manera natural aqui. Referimos al lector a [12], 13, [I4] para limtes tanto
parabdlicos como hiperbdlicos en un sistema genérico del tipo (|1.1)).

1.2. Tipos de movimiento

En esta seccién, presentaremos algunas de las formas de movimiento celular, que
seran las que tratemos en nuestro trabajo: debido a las diferencias de concentracién de
un elemento libre del medio (quimiotaxis), a la estructura de la matriz extracelular (hap-
totaxis), o el movimiento aleatorio propio de las células (difusién). Obviamente, no son
todas: otros fendmenos que influyen en la migracién celular son la galvanotaxis (dirigido
por una corriente eléctrica), pH-taxis (debida a diferencias de pH), el movimiento del
medio donde viven (habitualmente un fluido, modelado segin las ecuaciones de Euler o
de Navier—Stokes), etcétera.

1.2.1. Quimiotaxis

El estudio del efecto de la quimiotaxis se remonta al siglo XIX: la primera observacién
documentada de este fenémeno se le atribuye a Engelmann durante sus investigaciones
sobre la fotosintesis: observd que una poblacién bacteriana migraba hacia los cloroplas-
tos en una muestra del alga spirogyres. Engelmann conjeturd que estas se movian en
respuesta al oxigeno liberado por los cloroplastos activos del alga. Tras varios experimen-
tos, concluyé que las regiones mas activas fotosintéticamente eran las regiones con mayor
concentracién de bacterias, y que esto se debia a la mayor concentracién de oxigeno [48].
Un comportamiento similar fue observado por Metchnikoff en sus trabajos sobre inmuno-
logia (por los que le acabarian concediendo el premio Nobel de medicina en 1908), cuando
en sus experimentos de 1887 descubrié que leucocitos aislados de la sangre de varios ani-
males eran atraidos por ciertas bacterias, y se propuso que este comportamiento se debia
a la presencia de algin elemento quimico liberado por estas bacterias [66].

No obstante, una definicion rigurosa del fenémeno no llegé hasta los anos 30 del siglo
pasado, cuando comenzd a aceptarse en la comunidad cientifica la importancia de este
fenémeno. Destacamos ademas los trabajos de Adler (por ejemplo, [1]) sobre los procesos
intracelulares de interpretacion de las senales quimicas.

Definimos quimiotaxis como el movimiento celular debido a la diferencia de concen-
tracion de un cierto compuesto quimico en el medio extracelular. Al elemento responsable
de este movimiento se le llama quimioatractor (caso de que las células estén atraidas por
la sustancia) o quimiorepulsor (en caso contrario). Normalmente, se llama simplemente
quimiotaxis al caso atractivo, y llamamos quimiotaxis negativa al caso de un quimiore-
pelente.

El primer modelo matematico de quimiotaxis planteado, y el mas conocido, es el
modelo de Keller—Segel [79, [80), 81, 112], propuesto por primera vez en la década de los
70, que se escribe como:

Op = D,Ayp + div, (pxV,P),

(1.2)
8tS = DsAmq) + G(p, S),
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donde p es la concentracion de células, S es el quimioatractor, D, y Dg son los coeficientes
de difusividad de las células y el compuesto quimico, respectivamente, y x es una matriz
que representa la sensibilidad de las células al quimico del medio. La funciéon G describe las
interacciones entre ambas poblaciones; normalmente, la produccién de elemento quimico
por parte de las células (bacterias) y la degradacién por si mismo.

Este modelo presenta una propiedad matematica muy interesante: en dimension N =
2, a partir de cierto valor umbral para la norma L' de la condicién inicial (y en N > 3
en cualquier caso), el sistema produce masas de Dirac en tiempo finito (para N = 1,
no obstante, estas soluciones son globales en tiempo). En [67, [78] los autores construyen
una solucion radial de este estilo. Esta propiedad ha hecho que la quimiotaxis, y en
particular el sistema de Keller—Segel , haya recibido mucha atencién, desarrollando
nuevas formas de estudiar la quimiotaxis desde el punto de vista matematico.

Un campo muy prolifico en este sentido es el de las modificaciones del sistema .
Estas vienen motivadas tanto biolégicamente como desde el punto de vista de la ma-
tematica: por un lado, desde la perspectiva puramente matematica, se buscan términos
o modificaciones del sistema que permitan evitar esta explosién en tiempo finito de las
soluciones; por otro lado, desde la biologia, es posible que estas masas de Dirac sean un
artificio matematico que provenga de la simplicidad del modelo, y no tenga en cuenta
la complejidad de los procesos biolégicos. Asi pues, tenemos que anadir otros fenémenos
que intervienen en la quimiotaxis, e incorporarlos al modelo de manera adecuada. Ambos
caminos son complementarios: habitualmente, las modificaciones realizadas en el sistema
sin tener en cuenta la realidad, a posteriori se relacionan con otros procesos biolbgicos; y
viceversa, el modelado correcto de fendmenos biolégicos complejos involucrados en este
movimiento produce términos que pueden prevenir esta explosion.

Referimos al lector a los trabajos [75, [76] y a las referencias contenidas para profundi-
zar en el estudio del sistema . Por otro lado, los trabajos [17, [70] recopilan diferentes
variaciones del sistema de Keller-Segel original, para las cuales se ha conseguido probar
la existencia global de soluciones. Estas modificaciones incluyen modelar nuevos fenéme-
nos bioldgicos, como difusién no lineal [36] [128], términos de crecimiento controlado [136],
sensibilidad no lineal [77], difusién adicional del quimico [72], saturacién de los receptores
de membrana por el quimioatractor, etc.

Queremos destacar aqui toda una familia de modelos: aquellos que modifican la sensi-
bilidad al quimioatractor, haciéndola dependiente de la concentracion local de individuos.
Estos modelos pueden clasificarse en dos familias: modelos tipo volume filling, donde la
sensibilidad depende directamente de la poblacién, y = x(p); o modelos de quorum sen-
sing. En estos ultimos, se supone que la poblacién bacteriana libera un nuevo elemento
quimico al medio, llamémoslo U que, indirectamente predice la concentracion de indi-
viduos (donde mas compuesto U hay, mas bacterias hay), y modula la sensibilidad al
quimioatractor, x = x(U). Esto implica, por tanto, anadir al modelo una nueva ecuacién
que modele la dindmica de U [I11].

El tener un modelo muy bien definido a nivel macroscopico, y toda una coleccion de
modificaciones de este, hace que cualquier descripciéon microscépica sea susceptible de
ser reescalada y pasada al limite, intentando recuperar el modelo de Keller—Segel .
Asi pues, hablar de modelos microscopicos de quimiotaxis incluye hablar también de su
contrapartida macroscépica, y como deducir una a partir de la otra mediante un limite de
escala [38, [IT13]. En este sentido, la literatura es tan amplia como para las modificaciones
macroscopicas del Keller—Segel: destacamos los trabajos [39, 40, [108] para una visién
general de estos modelos. También dentro del marco de la KTAP se han propuesto de
manera exitosa distintos modelos microscépicos de quimiotaxis, poniendo énfasis en su
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relacion con los modelos macroscopicos ya establecidos [I5]. Estas pueden encontrarse
recopiladas en [17].

1.2.2. Haptotaxis

La haptotaxis fue definida originalmente como “el movimiento de las células provocado
por los compuestos quimicos fijos a un sustrato”. Esta definicién aparece en contraposicién
con la quimiotaxis, en la que los quimicos se mueven (difunden) por el medio. Este término
fue propuesto por Carter en 1965 en su trabajo [35], cuando estudiaba los diferentes
comportamientos de poblaciones celulares in vitro al cambiar el sustrato. Observé que el
movimiento se debia a lo que el llamé un gradiente de adhesion, y que este movimiento
desaparecia cuando colocaba la misma poblacién en un medio sin substrato. El término
haptotaxis proviene de juntar dos palabras griegas: haptein (amarrar, agarrar) y tazis
(organizacién, movimiento), dando a entender que “el movimiento de una célula esta
controlado por las fuerzas relativas de sus adhesiones, (...) y que estas adhesiones junto
con la influencia del resto de la poblacion, son las causantes de la organizacion de las
células en tejidos complejos y ordenados” [35]. Este movimiento puede estar provocado,
principalmente, por dos tipos de estructuras: la primera, por la diferencia de concentracién
de cierto compuesto quimico, que se encuentra adherido a una superficie (el estrato basal,
por ejemplo), y que no se difunde por el medio (aunque puede moverse por efecto del
crecimiento del tejido, o por transporte, activo o pasivo, provocado por las células); la
segunda, estd causada por la naturaleza orientada de algunos compuestos de la matriz
extracelular (fibras de actina, fibrégeno...), la cual guia la direccién de migracién celular.

Es importante recalcar que, aunque puedan parecer similares, no debe confundirse
la quimiotaxis como un caso particular de la haptotaxis, entendida en el caso de una
diferencia de concentracién de una determinada sustancia quimica [82].

El movimiento haptotactico, a diferencia del quimiotactico, se fundamenta en la ad-
hesién celular a los compuestos de la matriz extracelular (ECM, por sus siglas en inglés).
Dicha adhesién entre las células y la ECM se realiza mediante unas estructuras de la
membrana celular denominadas integrinas [50, 134], 137]. En la adhesién, podemos dis-
tinguir tres fases: fase de adhesién propiamente dicha, en la que la integrina forma un
enlace quimico con el compuesto de interés; fase de migracion, en la que, agarrada a la
matriz, la célula se mueve; y fase de desacople, donde el enlace quimico formado se rompe.
Pero la adhesién puede tener otros efectos sobre el medio: puede ocurrir, por ejemplo, que
la tensién en las fibras de la ECM haga que se rompan, degenerando en otros compuestos
quimicos [83]. Puede pasar también que el enlace se rompa mas tarde de lo esperado (o
que no llegue a romperse), reteniendo la célula el compuesto quimico y transportandolo,
por tanto modificando la estructura de la ECM [104].

Podemos distinguir dos clases generales de haptotaxis, atendiendo a la capacidad
remodeladora de la ECM por parte de este movimiento [55, [137]: movimiento mesen-
quiméatico, que asume una gran capacidad remodeladora de la poblacion celular; o mo-
vimiento de tipo ameboide, donde la ECM apenas cambia, o no llega a cambiar nada,
debido a la accion celular. Si quisieramos modelar estos dos fenémenos de manera simple,
la diferencia entre ellos seria el anadir o no un término de pérdida por interacciones a la
ecuacion de evolucién de la ECM.

La haptotaxis ha recibido menos atencion que la quimiotaxis en la literatura existente,
fundamentalmente por la enorme atencion que atrae el modelo clasico de Keller—Segel.
El primer modelo de haptotaxis es de la década de los 80, y se lo debemos a Oster et al.
[T06]. Dicho modelo, que se engloba en la haptotaxis debida a diferencias de concentracién,
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sigue la evolucién de tres cantidades: la concentracién de células p(t, x), la densidad del
material extracelular que promueve el movimiento E(t, z), y el vector de desplazamiento
de la matriz u(t, z). El modelo completo se escribe:

atp = _div;r (_Dlvxp + DQVacAacp - apvxE - patu) + Tp(pmam - p)v
OE = —div,(Edu) + S(p,u, E), (1.3)

Div, <M13t€ + 20,01 + ﬁ—yy (6 + lfzyeﬂ) + 11?\{) (p+ BALp) H) —sBEu =0,

donde las constantes fisicas que aparecen estan relacionadas con las dilataciones y presio-
nes de la ECM, la viscosidad del medio, etc. Este modelo ha sufrido varias modificaciones
y simplificaciones, sobre todo en la ecuacién de u(t, z). Podemos hablar, por ejemplo, del
modelo simplificado de [93], o del modelo deducido en [107], de los mismos autores del
original, donde el movimiento celular se debe a diferencias osméticas de la ECM. Desta-
camos también el trabajo [13§], que incorpora dindmicas de saturacién del medio debido
a la superpoblacion celular, y supone ademas que en ausencia del quimico fijado no puede
haber movimiento celular.

Un primer paso a la hora de incorporar dindmicas nuevas a estos modelos fueron las
proteasas, toda una familia de proteinas libres en el medio que degradan los compuestos de
la ECM. Uno de los primeros modelos en incorporarlas fue el de Anderson et al. [6], donde
la ecuacion de estas sustancias libres viene dada por una ecuaciéon de reaccién difusion,
y se le anade un término de degradacion a la ecuacién de la ECM. Estas sustancias se
recuperan en [110], que ademads incorpora términos de adhesién no local entre células. Una
modificacién interesante de este modelo es deducida en [133], incluyendo la influencia de
un agente adicional (el oxigeno molecular) en los procesos de nacimiento y muerte celular.

Uno de los grandes avances en los modelos de haptotaxis es la incorporacion de la
dinamica de las integrinas. Al ser las encargadas de los enlaces entre las células y la
ECM, el estudio de las reacciones con los compuestos quimicos del medio, su ciclo de
degradacién /reconstruccion, y su concentracién y disposicién en la membrana son un
ingrediente clave en este tipo de movimiento. El modelo original [95] de Mallet y Pettet
incluye las integrinas como dos ecuaciones mas en el sistema: una para las integrinas
libres, que potencialmente pueden promover el movimiento, y otra para las integrinas ya
unidas a la ECM, actuando ya en la migracién celular. Referimos también al trabajo [26],
centrado en la dinamica de las integrinas y en las reacciones con los quimicos del medio,
aunque sin incorporar el movimiento celular.

En recientes estudios se ha visto que las células tumorales tienen un comportamiento
particular: estas se mueven, o se reproducen, pero no hacen ambas cosas a la vez. Esto
ha llevado a proponer los llamados modelos “grow—or—go” para el crecimiento de tumo-
res. Estos modelos diferencian dos poblaciones celulares distintas (aunque, en realidad,
sean la misma pero en diferentes estados): una de células méviles, que invaden el tejido
circundante; y otra de células proliferantes, que estan quietas pero reproduciéndose. Esta
distincion es importante desde el punto de vista terapéutico, al ser las células migrato-
rias menos receptivas a los tratamientos de quimioterapia convencionales. Como estas
poblaciones se mueven fundamentalmente debido a la haptotaxis guiada por el medio,
distintos trabajos [139] han tratado de modelar esta dicotomia entre ambas poblaciones,
incluyendo la diferente respuesta al tratamiento.

Como es de esperar, en situaciones in vivo la haptotaxis no es el tinico promotor
biolégico de la movilidad celular. La quimiotaxis juega un papel muy importante en la
migracion de células, y como tal es conveniente incluirla en nuestros modelos. Puede
darse, incluso, el caso en el que el mismo compuesto quimico provoca ambos fenémenos,
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segtin esté fijado a la ECM o libre en el medio, como es el caso del Thrombospondin
[64, [65], 122]. En [43], los autores deducen un modelo muy completo de crecimiento ce-
lular, que incorpora la haptotaxis debida a diferencias de concentracion, las proteasas, y
no uno, sino dos sustancias quimioatractantes que participan en un juego autoregulatorio
con las deméds sustancias. Los autores volvieron a su sistema en [5], realizando distintas
simulaciones numéricas del mismo. Una versién simplificada fue propuesta en [44], y estu-
diada con detalle en [71], pero con una importante novedad: ahora, el compuesto quimico
libre actua tanto degradando la ECM como promoviendo la movilidad celular. Aparece
aqui un juego competitivo entre ambos tipos de movimiento: el encargado de promover
la quimiotaxis actia ademéds inhibiendo la haptotaxis, destruyendo el compuesto fijado
al medio.

Como ya hemos dicho, una de las lineas de trabajo en los modelos de quimiotaxis
es el estudio de soluciones que no estan definidas globalmente en tiempo. Este problema
también puede plantearse para la haptotaxis, normalmente como una competicion entre
ambos fenémenos: mientras que la quimiotaxis tiende a provocar esta explosion, la hap-
totaxis, de algin modo, intenta prevenirlo. Estas modificaciones a los modelos clasicos
de quimiotaxis son relativamente recientes, y aun han demostrado ser muy productivas,
generando numerosos resultados tanto para modelos ya planteados anteriormente [123]
como para modelos nuevos [17, 124, 125] 126].

Hasta ahora, todos los modelos que hemos referido son macroscépicos. Con tanta
variedad a esta escala, parece logico acercar nuestra vision, y estudiar aproximaciones
microscopicas. Ademas, en este nivel es mas razonable introducir el segundo tipo de hap-
totaxis: podemos suponer que la sustancia que provoca este movimiento esta orientada, y
dicha orientacién puede incorporarse de manera natural como una variable mas de nuestro
sistema. El modelo cinético més sencillo fue propuesto por Painter [109], y consta de dos
ecuaciones: una para la densidad de células f(¢,z,v), y otra para el compuesto quimico
orientado Q(t,z,6), donde la variable # € S¥~! indica la orientacién del compuesto. El
sistema general queda:

atf(t7 m7 U) + vvxf(tv m? U) = _ILLf(t’ x’ U) + /’L\/T(U7/U/’ Q)f(t7x7 fU/)de/’

0 Q(t,x,0) = —div,Jg + g(f, Q).
En dicho articulo, ademés, se dan distintas propuestas de nticleo de interacciones T'(v, v'; Q)
para el cambio de la velocidad de las células, y distintas elecciones de la funcién g que
modela la creacion/destruccion de la ECM debido a la accién de las células.

El uso de modelos microscépicos también permite incorporar, de manera sencilla, las
integrinas de las membranas celular. Una primera aproximacion en esta direccién fue
dada en [51], donde consideran que el estado microscopico de las células depende de una
variable adicional y, que representa la concentracion de integrinas enlazadas a la ECM.
La dindmica de las integrinas viene dada por la ley de accion de masas de la reaccién
quimica de fijarse y separarse a los compuestos que conforman la ECM.

Recordamos ahora las hipotesis de la KTAP, antes presentada: el estado microscopico
de los individuos viene dado, ademas de por sus variables fisicas, por una variable adicio-
nal, actividad, que modifica el comportamiento de las células. Pareciese que, a la vista del
modelo anterior y de esta propiedad, la concentracién de integrinas (libres o fijadas) en
la membrana celular es una buena candidata a actividad, a la hora de construir modelos
microscépicos de haptotaxis. Con este espiritu, en [83] [104] (y en los capitulos [2|y , los
autores presentaron un modelo combinado de haptotaxis y quimiotaxis, englobado dentro
del marco general de la KTAP, donde la variable actividad es precisamente la concen-
tracion de las integrinas de la membrana celular. Este modelo también tiene en cuenta
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la degradacién de la ECM debido a interacciones con las células (liberando el compuesto
que provoca la quimiotaxis), y la dindmica de las integrinas por medio de la ley de accién
de masas de ciertas reacciones quimicas en la membrana celular.

1.2.3. Difusiéon

En general, llamamos difusion al fenémeno resultante del movimiento aleatorio de
particulas, por el cual existe un flujo neto de materia de las zonas con mayor concentracién
a regiones con menor concentracion.

A la hora de hablar del fenémeno de difusion, debemos comenzar hablando de los dos
pioneros en este area: Thomas Graham y Adolf Fick. Graham trabajo en la difusion de
gases y liquidos, y sus resultados fueron publicados en su obra On the Law of Diffusion of
Gases de 1833. En él, propuso la llamada Ley de Graham, que dice que la tasa de difusién
de un gas es inversamente proporcional a la raiz cuadrada de su peso molecular. Esta ley
experimental fue confirmada mas tarde por la teoria cinética de gases. Estos trabajos,
junto con sus estudios sobre los coloides (rama de la cual se le considera fundador)
fueron fundamentales para que, en 1854, dearrollara la técnica de didlisis, un método
de separacién por difusion de los compuestos presentes en un liquido a través de una
membrana.

Estos experimentos inspiraron a Fick, quien, en 1855, propondria sus dos leyes (de
Fick) de la difusién. Estas dicen que:

= Las particulas viajan de las zonas con mayor concentracion a las regiones con menor
concentracion. Por tanto, estas diferencias generan un flujo, el cual es proporcional
al gradiente de concentracion, con sentido opuesto.

= La concentracién de particulas del gas evoluciona segtn la ecuacién en derivadas
parciales
Owu(t,x) = —DAu(t, x),

donde A, denota al operador laplaciano.

La primera ley de Fick es la definiciéon de difusion tal y como la conocemos hoy en dia.
La segunda ley de Fick, por otro lado, es similar a otras leyes provenientes de distintos
campos, como la ley de Darcy para el movimiento del agua a través de medios porosos,
o la ley de Ohm para el transporte de cargas eléctricas.

Debemos continuar hablando de Jean—Baptiste Joseph Fourier. Matematico francés,
dedujo la segunda ley de Fick en su trabajo Mémoire sur la propagation de la chaleur
dans les corps solides de 1807, casi 50 anos antes, para modelar la conducciéon del calor a
lo largo de una barra metdlica. En su honor, a dicha ecuacion se le suele llamar también
ecuacion del calor.

Este trabajo de Fourier es conocido por introducir lo que hoy conocemos como Anéli-
sis de Fourier, y por la controversia que tuvo en su momento: este fue rechazado por la
Academia Francesa por su poco rigor en la obtencién de los resultados. Lo mas escanda-
loso fue afirmar que cualquier funcién podia ser expresada como suma infinita de senos y
cosenos. Aunque Euler o Bernouilli ya habian utilizado descomposiciones de este tipo en
sus trabajos, la atrevida afirmacién de Fourier desencaden¢ la aparicién de publicaciones
en este sentido, intentando comprobar su veracidad, y aplicar estas descomposiciones en
diversos ambitos. De hecho, gracias a los trabajos de Dirichlet o Lagrange entre otros,

hoy dia sabemos que esta afirmacion es cierta para funciones de cuadrado integrable
L? ([0, R)).
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1.2. TIPOS DE MOVIMIENTO CAPITULO 1

Sigui6 trabajando en el tema, y en 1822 publicé su famoso libro Théorie analytique
de la chaleur, donde ademas introduce un concepto fundamental del modelado: el analisis
dimensional de una ecuacion diferencial.

A nivel de particulas individuales, la difusién se corresponde con el movimiento brow-
niano. Se le llama asi en honor a Robert Brown, bidlogo escocés que descubrié este
fenémeno en 1827 al observar el movimiento de granos de polen. La primera descripcién
matematica de este movimiento no llegé hasta 1900, cuando Louis Bachelier lo model6 en
su tesis doctoral; sin embargo, es mas conocido el estudio independiente de Einstein, On
the Motion of Small Particles Suspended in a Stationary Liquid, as Required by the Mole-
cular Kinetic Theory of Heat, que atrajo la atencion de los fisicos al ser presentado como
prueba (indirecta) de la existencia de los atomos. En nuestro ambiente, el movimiento
browniano se define como el movimiento erratico de una particula que no esta sometida
a fuerzas ni estimulos externos. En estas condiciones, se propone que la velocidad que
tiene una particula es aleatoria, y su distribuciéon viene dada por una funcién gaussiana:

1

L el
(2mp) V72 ’

M(v) ==

donde N es la dimensién del espacio donde vive la particula (con N = 3 correspondiente
al caso de particulas reales) y /i es la llamada velocidad media térmica, una medida
experimental de la velocidad microscépica media de un sistema, y se calcula a partir de
la temperatura absoluta del sistema usando termodinamica clésica.

También se puede plantear el movimiento browniano desde un punto de vista dife-
rencial, dando para cada particula individual una ecuacion deferencial estocastica que
modele este comportamiento aleatorio. Al proceso estocastico que representa este tipo de
movimiento se le conoce como proceso de Wiener, y es un caso particular de los procesos
de Lévy, de los que hablaremos en la seccién siguiente.

Este fendmeno se modela a nivel microscopico de distintas maneras. La mas conocida,
mediante una version linealizada de la ecuacion de Boltzmann. Esta modela la distribu-
cién de las particulas de un gas en movimiento que chocan entre ellas. Estas interacciones
se consideran eldsticas y conservativas, lo cual resulta en el operador integral (en veloci-
dad) de colisiones cuadratico [28], T31]:

Q. p): LéNénl o= 0l 0) (S0 = 1)) b

v+v v =1 , v+v v —=7
Ve = o, v, = - o,
2 2 2 2
0 talque cosf=o-(v—21")/lv—"1.

Esta no linealidad del problema tiene implicaciones matemaéaticas muy fuertes a la hora
de su estudio. Por eso, se buscan alternativas lineales y, por tanto, mas faciles de tratar,
y que modelen una situacién similar . Presentamos a continuacion algunas de ellas.

A priori, la aproximacién mas sencilla es linealizando el operador de Boltzmann,
apareciendo un operador lineal de relajaciéon a un equilibrio. Es conocido [I31] que, a
tiempos largos, el operador de Boltzmann alcanza un equilibrio relacionado con la forma
del ntcleo de interacciones. En el caso clasico de colisiones de las particulas de un gas,
este equilibrio tiene la forma de una funcién gaussiana en velocidades M (v); esto es, que
una solucién de la ecuacién de Boltzmann “se relaja” a una gaussiana. Un operador de
este estilo tiene la forma

La(f)(w) =~ (f = pM),
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donde p = f f(v) dv es la concentracién de particulas.

Otra aproximacién es el operador de Fokker—Planck, muy utilizado en fisica. Este
describe (entre otros fendmenos) las interacciones de los dtomos de un plasma en un
bano térmico, y puede deducirse a partir del operador de Boltzmann o del movimiento
browniano [41]. Este operador se escribe como:

Len(H) = Tdivi(ef) + 20,5 = Laiv, (%

v.017)).
donde 7 es el tiempo de relajacion del sistema, y /i es la velocidad media térmica.

La difusién estandar tiene problemas a la hora de aplicarse al mundo real. El primero
de ellos proviene directamente de la ecuacién del calor: sus soluciones tienen velocidad de
propagacion infinita, esto es, si comenzamos con una condicién inicial de soporte compac-
to, inmediatamente la solucién tiene valores no nulos en cualquier punto del espacio. Este
hecho es falso en la realidad, y se pone de manifiesto mas llamativamente si abandonamos
la mecanica clésica y entramos en el mundo relativista, donde uno de sus axiomas es la
existencia de una velocidad maxima finita.

Reduciéndonos al movimiento browniano puro, también se ha comprobado ([9] y sus
referencias) que, en muchas situaciones, los individuos vivos no se rigen por este mo-
vimiento. Por ejemplo, una poblacién de bacterias en una situacién donde el alimento
estd concentrado en lugares puntuales separados entre si, es capaz de sobrevivir segun los
experimentos hechos en laboratorio, mientras que simulaciones numéricas de esta misma
situaciéon que asumen movimiento browniano terminan con la extinciéon de la poblacién.

Cabe, pues, preguntarse si no es hora de abandonar la difusién clasica, y proponer
modelos nuevos que se ajusten mejor a la realidad y, a ser posible, hagan predicciones
certeras. De entre las diferentes propuestas que existen en este sentido (medios porosos
o limitadores de flujo, entre otros), nosotros estudiamos otro tipo diferente de difusién,
que ha sido utilizado con éxito en los iltimos anos, y que presentamos a continuacion: la
difusion fraccionaria.

1.2.4. Difusién fraccionaria

El movimiento browniano es una manera de ver el movimiento aleatorio de particulas
(o individuos), pero no es la inica. De hecho, es un caso particular de lo que llamamos un
camino aleatorio, introducido por primera vez por Pearson en 1905. Un camino aleatorio
es exactamente eso: la trayectoria descrita por una sucesiéon de pasos aleatorios, como
puede ser el movimiento de una particula en un gas, un animal buscando comida, o el
precio de una accion de bolsa.

Nos fijamos en un caso particular: los vuelos de Lévy, llamado asi por el matemaético
Paul Lévy. Un vuelo de Lévy es un camino aleatorio donde la distribucién de probabilidad
de la longitud de los pasos viene dada por una funcién de cola pesada, esto es, una funcién
F(v) continua y positiva verificando (ver [50] O8] para mas detalles):

K,
F(—v) = F(v),  F(v)"2* W /F(v) dv = 1.

En esta expresion, cq es la llamada velocidad root-mean—square (r.m.s.), y juega el
papel de la velocidad media térmica en estos modelos; K, := K, c(l)ﬂ, donde K, es una
constante adimensional de normalizaciéon. Por tdltimo, v es el parametro que determina
como de pesada es la distribucion de equilibrio de velocidades de las particulas, y esta
relacionado tanto con el comportamiento en comparacion con la difusién clasica como

12



1.2. TIPOS DE MOVIMIENTO CAPITULO 1

con los momentos en velocidad de la funcion de distribucion que describe la evolucion de
la poblacion.

De igual manera que el movimiento browniano describe la difusién clasica, el movi-
miento aleatorio regido por un vuelo de Lévy se conoce como difusién fraccionaria [99].
Trabajos recientes sugieren que los vuelos de Lévy son, para una poblacion bioldgica,
una estrategia eficiente de biisqueda de forma aleatoria [52] 85 [88]. En [132], los autores
propusieron lo que se conoce como la Hipotesis de bisqueda por vuelos de Lévy: pues-
to que un movimiento de este estilo optimiza la biisqueda de alimento, en periodos de
escasez los individuos pasan de tener movimiento browniano a seguir una estrategia de
bisqueda mediante vuelos de Lévy. En el ejemplo anterior de la poblacion bacteriana [9],
las mismas simulaciones, ahora con esta clase de movimiento aleatorio, reproducen los
resultados de los experimentos (la supervivencia de la poblacién).

De igual manera que a nivel macroscopico la difusion clasica esta modelada por el
laplaciano, el operador correspondiente a la difusién fraccionaria es el laplaciano fraccio-
nario, (—A)®, donde 0 < s < 1 (el caso s = 1 se corresponde con la difusion clésica). Este
operador puede definirse de cuatro maneras equivalentes:

= La forma mas simple es usando la transformada de Fourier: dada una funcién f, su
laplaciano fraccionario se define como

F((=00)°f) (k) = [k|* f(k),

donde k es la variable dual en Fourier, y por “sombrero” o con la letra F denotamos
a la Transformada de Fourier.

» Puede definirse como limite a partir de un sistema de EDPs [34]: dada una funcién
f:RY - R, consideramos u : RY x [0, +00) — R la extensién de f que verifique
la ecuacion:

1—2s
Ayu + Lyt =0, u(z,0) = f(x).
Entonces,
1 ufa,y) - ule,0)
s 1-2s _ = ) ’
CN,S(_AJ:) f(ZL') yllgh_ -y 0 U(ZL‘ y) %5 yllgl_‘_ y25 )

para cierta constante Cy s dependiendo de la dimensién N y el exponente s.

» A través de su descomposicion espectral: sean (py, ¢r(x))rer los autovalores y las
autofunciones del laplaciano (—A,) en RY (0 en un dominio Q € RY con condiciones
Dirichlet nulas). Entonces, definimos (—A)® como el operador cuyos autovalores y
autofunciones vienen dados por (43, ¢A())rer-

= Finalmente, puede definirse como convolucién con un cierto nicleo:

(-8 flo)i= O [ 1= 0

con Cy, s como antes.

Dependiendo del problema que tratemos, la utilidad de alguna de estas definiciones varia:
podemos usar la formulacién desde un sistema de EDPs para resolver problemas varia-
cionales que involucran al operador; las formulaciones espectral y a partir de Fourier
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permiten definir de manera simple el espacio natural de definicion del operador, y la
ultima permite utilizar resultados de la teoria de operadores singulares.

Tiene especial interés el caso limite s = 1/2: este se corresponde con la primera deri-
vada de la funcién (en algiin sentido), y esté relacionado con el espacio H'/2?. Este valor
es limite en varios sentidos: por ejemplo, para s > 1/2 puede probarse que (—A,)* f tiene
un operador traza bien definido, 1til cuando quieren demostrarse resultados de existencia
al estilo de |47, 00]; también se corresponde con el caso de primer momento finito, impor-
tante para anélisis asintdticos. Referimos al lector a [I01] para una introduccién detallada
al operador (—A,)® y a los espacios de Sobolev fraccionarios, espacios de trabajo para
este operador.

De igual manera que, de manera microscopica, la difusion clasica puede describirse de
distintas maneras, las mas conocidas siendo el operador de Fokker—Planck y los operadores
de relajacion a una funcion gaussiana, creemos que esta misma variedad se respeta en el
caso de la difusion fraccionaria.

En el caso de una ecuacion cinética con un término de relajacion, lo que hacemos es
cambiar el equilibrio por una distribucién “de cola pesada”. En el Capitulo[d] veremos que,
en estas condiciones, tras un conveniente limite de escala (determinado por esta funcién)
nos dard a nivel macroscépico un laplaciano fraccionario [23]. Este limite, al menos en el
caso lineal, ha sido demostrado usando diferentes técnicas [24] 25|, 98].

También podemos definir, de manera andloga al operador clasico de Fokker—Planck,
un nuevo operador lineal de colisiones que se relaciona con la difusién fraccionaria: el
operador de Fokker—Planck fraccionario, o FFP por sus siglas en inglés. Dicho operador

se define como [37]

Lerp(P)(0) = Zdiv(vf) = L (~D.)°F,
donde 7 es el tiempo de relajacion del operador, y ¢ es una cantidad con dimensiones
(las adecuadas por el exponente s del laplaciano fraccionario al que acompana), y juega
el papel de la velocidad media térmica en estos modelos (que no puede justificarse para
esta clase de difusién). A partir de este operador podemos justificar de manera muy
sencilla las funciones “de cola pesada”, ademéds de obtener una expresion explicita para
ellas: estas son las funciones que generan el niicleo del operador. Este hecho es similar
al operador de Fokker—Planck clédsico, cuyo ntcleo esta generado por una gaussiana vy,
de hecho, la cuenta es la misma. Respecto a este operador, en [97] se demuestra que, al
menos en el caso lineal, un limite de escala adecuado recupera en el nivel macroscépico
la difusion fraccionaria.

Faltaria encontrar un resultado similar para el operador de Boltzmann. Ruego al
lector que me permita hacer una conjetura: en el caso de una ecuaciéon de Boltzmann,
cuyo nucleo de intracciones venga dado por una distribucién de cola pesada como las
anteriores, al hacer el limite de escala dictado por esta distribucién recuperaremos, en la
escala macroscopica, la difusién fraccionaria.

1.3. Otras perspectivas: comportamiento humano

Todos los modelos planteados hasta ahora responden a mecanicas, hasta cierto punto,
simples: el individuo recibe el estimulo externo (quimico), y adapta su movimiento segin
este. Pero esta aproximacion es, en cierto punto, ingenua: como ya se discutié en la
secci6n [I.1.2] los seres vivos son muy complejos y tienen multitud de procesos internos
que influyen en su forma de relacionarse con el medio. Esta puntualizacion es de gran
importancia en modelos para el comportamiento humano. Las personas son aun mas
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complejas en sus relaciones con el medio: son capaces de tomar decisiones intrincadas,
tienen sentimientos, experiencias pasadas... Todos estos factores hacen que desarrollar
modelos en estos ambientes sea muy complicado.

Para entender este comportamiento y poder plantear modelos, es muy importante
entender y desarrollar el concepto de informacién. La informacién, como ente abstracto,
aparece de manera natural a la hora de describir los sistemas vivos, entendida como el
conocimiento que una poblacion tiene de la estructura de su medio. Este es el elemento
clave a la hora de describir la dindmica del sistema. Por ejemplo, en el modelo de Keller—
Segel de quimiotaxis, la tinica informacion que la poblacién celular tiene del medio en
que vive es la diferencia de concentracion del quimioatractor, y por tanto adapta su mo-
vimiento segtn esta [81],[104]. No obstante, esta clase de informacién no es suficiente para
el estudio de la conducta humana [10, 18] 32} 33]: frente al mismo problema, las personas
tienen informacién distinta, y su comportamiento varia segtin esta. Volviendo al ejemplo
del comienzo del capitulo sobre el trafico en las ciudades, alguien que se conoce la ciudad
y las horas de mayor trafico (que llevan a embotellamientos) modificara sus horarios de
acuerdo a esta informacion, evitando estas horas o siguiendo rutas alternativas; mientras
que alguien que acabe de mudarse alli (y desconozca estos hechos) es més proclive a en-
trar en los atascos. Otro ejemplo son las inversiones financieras: un experto en bolsa que
conozca las tendencias del mercado, las distintas empresas que cotizan y que lea la prensa
especializada a diario obtendra beneficios econémicos corriendo un riesgo relativamente
bajo; mientras que un recién llegado o alguien que no disponga de esos recursos correra
un mayor riesgo en sus inversiones, y es mas proclive a acabar teniendo pérdidas.

Por tanto, son necesarias una definicién mas precisa de informacion y un estudio mas
profundo de su dindmica. En esta linea, se ha realizado un gran esfuerzo intentando en-
tender y describir los sistemas vivos desde un punto de vista matemético, mientras se
captura toda su complejidad. En este ambiente, creo que la KTAP establece un marco
funcional adecuado para estudiar estas situaciones y proponer modelos matematicos. El
nivel de conocimiento de un individuo responde a las caracteristicas que tiene la activi-
dad: es una variable cuantificable que anade heterogeneidad a la poblacién, modificando
el comportamiento de los diferentes individuos con respecto a su entorno y a otros indivi-
duos dependiendo de esta. Ademas, la estructura de algunos operadores cinéticos clédsicos
(como, por ejemplo, los operadores tipo Boltzmann no lineales) responde a la dindmi-
ca del aprendizaje, entendido como el proceso mediante el cual se modifica el nivel de
conocimiento de un individuo.

Citamos, por ejemplo, a [32], donde se propone un modelo general dentro de la KTAP
para estudiar el proceso de aprendizaje de ninos en un colegio. En dicho trabajo, primero
se estudia el concepto de informacién y los procesos de aprendizaje, repasando la litera-
tura existente sobre el tema y extrayendo las propiedades de interés para el modelado
matematico. Después, se construye un modelo en el marco general de la KTAP, siguiendo
las directrices del estudio previo realizado e incorporando las propiedades del cambio de
niwel de conocimiento en la dinamica del modelo. La aproximacién a varias escalas es
muy interesante: incorpora tanto interacciones entre individuos (incluyendo la posible
existencia de lideres) como entre grupos de individuos, siendo este el comportamiento
“macoroscopico”. Finalmente, de propone el modelo concreto para un colegio, particula-
rizando el modelo general con hipdtesis razonables, identificando los grupos cerrados con
las distintas clases y los lideres con los profesores.

Terminamos esta introduccién haciendo énfasis en las perspectivas de investigacion en
este campo: no solo modelar distintos tipos de aprendizaje, sino también introducir estas
dindamicas en redes sociales, elemento clave hoy dia en las relaciones entre las personas,
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y por tanto de la informacién que reciben y asimilan. Creemos que este es un campo con
grandes perspectivas de futuro, y el desarrollo de modelos matematicos fieles e interesantes

(al estilo de [32]) tendrd un impacto significativo en numerosos aspectos de las ciencias
sociales [130)].
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Capitulo 2

Un modelo combinado de haptotaxis
y quimiotaxis. Existencia y unicidad
de solucion

En este capitulo presentamos un modelo de dindmica celular, que involucra los fenome-
nos de haptotaxis y quimiotaxis, ambos presentados anteriormente. Desarrollamos el mo-
delo dentro de la Teoria Cinética de Particulas Activas (KTAP), dando una ecuacién
cinética para la poblacién celular, y definiendo la actividad como la concentracion de
ciertos complejos de la membrana celular, relacionados con los compuestos quimicos in-
volucrados en ambos fendmenos. A la ecuacién para la poblacion celular le anadimos las
ecuaciones de evolucién de los compuestos quimicos que provocan los fenémenos de hap-
totaxis y quimiotaxis. Para el sistema propuesto, demostramos la existencia y unicidad
de solucién para tiempos cortos. Para ello, utilizamos técnicas estandar de linealizacién,
estimaciones a priori y teoremas del punto fijo. Los resultados de este capitulo han sido
publicados en [104].

2.1. Deduccion del modelo

El fenémeno biolégico que pretendemos modelar mateméaticamente es el movimiento
de una cierta poblacion celular dentro de su medio vivo natural (normalmente una matriz
extracelular o ECM por sus siglas en inglés). Un ejemplo de este fenémeno es la formacién
y desarrollo de tumores, y relacionados con este podemos encontrar otros procesos que
tienen interés en si mismos, como pueden ser la formacion y disociacién de agregados
celulares y la angiogénesis (formacién de vasos sanguineos). Pueden verse, por ejemplo,
[T1] v [19] para una aproximacién general a estos problemas en el marco de la KTAP. En
[83] se muestra una aproximacion también tedrica, pero presenta combinados los efectos
de haptotaxis y quimiotaxis, mas préxima a la que aqui exponemos. También puede
verse [94], un estudio de diversos modelos que sélo tienen en cuenta el fenémeno de la
haptotaxis, aunque no estan deducidos dentro de la KTAP.

En el medio nos encontramos dos sustancias distintas de interés para el modelado: una
es una fibra proteica orientada, responsable de la haptotaxis; y el otro es un compues-
to quimico proveniente de la degeneracion de las fibras, responsable de la quimiotaxis.
Ambos se encuentran distribuidos por el medio biolégico, poseen una dinamica propia
e influyen en el movimiento de la poblacién de células de distinto modo. Denotaremos
por Q(t,z,0) a la concentracién de fibra en el tiempo ¢, posicién x y orientada segin el
vector # € S¥~1. A la concentracién total de fibra proteica en el instante ¢ y posicién x
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la denotaremos Q(t, z):
Q(t,x) :z/Q(t,x,Q) de.

Denotamos por ultimo L(¢,z) a la concentracion de compuesto quimico en instante ¢
y posicién x. A partir de ahora, notaremos de igual modo la fibra proteica y el com-
puesto quimico que denotan su concentracién, pasidndose a llamar compuestos Q y L,
respectivamente.

Nuestro objetivo inicial es modelar el sistema ligado formado por la poblacion celular,
estas dos sustancias y las interacciones entre ellas. Para ello, trataremos la poblacién ce-
lular como un sistema de particulas cinéticas activas, mientras que para sendas sustancias
quimicas usaremos modelos de tipo fluido combinados con leyes de accién de masas.

Empezamos modelando la poblacion celular. Consideremos en un primer acercamien-
to discreto que es una poblacion finita de n células, y nos fijamos en la trayectoria una de
ellas, digamos la j-ésima, que vendra caracterizada por sus dos variables mecanicas: posi-
cién X7 (t) y velocidad V7(t). Si inicialmente suponemos que no existen fuerzas externas,
usando la segunda Ley de Newton obtenemos las ecuaciones

dx7/

dv’
= VIt _
dt (®), dt

~0. (2.1)

Mas adelante introduciremos los posibles cambios de velocidad debidos a la interaccién
con la ECM.

Para definir y modelar la variable actividad, tenemos que empezar a estudiar como
interactuan las células con el medio. Estas tienen un complejo proteico en su membrana,
las integrinas (que denotaremos pr R), que interactian con ambos compuestos del medio,
enlazdndose con ellos y formando complejos de membrana: el compuesto QR, en el caso
de enlazarse con el compuesto @, y el compuesto LR en el caso de enlazarse con el
compuesto L. Definiremos la actividad de nuestra célula j—ésima como el vector de dos
componentes Y7 := (Y?,Y}), siendo Y/ e Y} la concentracién del compuesto QR y LR
en la membrana celular, respectivamente. Finalmente, suponemos que, en cada célula,
la concentracién total de integrinas, ya sea en forma libre, R, o ligada, QR v LR, es
una constante que llamaremos Ry. Por tanto, la dinamica de la actividad de cada célula
vendra dada por las correspondientes leyes de accién de masas de las dos reacciones de
membrana:

— kl — k2
Q+Rk: QR, L+Rf LR, (2.2)
—1 —2
que se traducen en la ecuacion diferencial:

() - (=

- Y;(t))cg(t, X(t) — k-1 Y3 (t)) , (2.3)

—k_
Y5 (8)L(t, X (1) — k-2 Y5(t)

donde Q(t,X7(t)) y L(t, X’(t)) representan respectivamente las concentraciones de fibra
orientada y de sustancia quimica que existe en el medio en la posicién en que se encuentra
nuestra célula.

A partir de la definicién de actividad dada, la variable y toma valores en el conjunto

Y = {<y17y2> S (O,Ro) X (O,R())/yl + Y2 < Ro} (24)

Que y1, 2 > 0 se deduce del hecho de que son concentraciones, y la condicion y; +y < Ry
es equivalente a decir que la concentracién total de integrinas enlazadas en la célula no
puede exceder la concentracion total de integrinas en la membrana celular, Ry, que es
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2.1. DEDUCCION DEL MODELO CAPITULO 2

perfectamente razonable. Por 1iltimo, que las desigualdades sean estrictas (esto es, que el
conjunto sea abierto) es una condicién que viene impuesta por los experimentos realizados
en laboratorio. Alcanzar la frontera significaria que estamos en alguna de las siguientes
situaciones:

» No hay complejo QR en la membrana celular, y por tanto no hay enlace entre la
ECM vy la célula, situacion muy improbable puesto que la célula necesita de las
fibras para moverse en el medio.

= No hay complejo LR en la membrana celular, de nuevo una situaciéon muy impro-
bable puesto que el compuesto L estd por todo el medio. Ademas, si no hay enlace
con el compuesto L no hay quimiotaxis.

» Todos los receptores de membrana estdn ocupados formando complejos QR o LR.
Esta situacion no ha sido observada y es muy improbable, porque impediria la
migracién celular.

Mediante un proceso estandar de la mecéanica estadistica de paso al continuo cuando
la poblacién celular es muy grande (n — o0), las ecuaciones ordinarias (2.1) y (2.3)
producen la siguiente ecuacién cinética en derivadas parciales [116]:

Ouf(t,z,v,y) +v-Vauf(t,z,y,v) — div, (G(y, Q(t,x), L(t,x)) f(t,z,v,y)) = 0, (2.5)

donde f(t,x,v,y) es la probabilidad de encontrar una célula en el instante ¢ en la posicién
x con velocidad v y con concentraciones y, y G es la funcién que contiene la informacién
de las reacciones de membrana:

k1(Ro ) yg)q —k_1y
G l) := . 2.6
(v:4.1) (kQ(RO — 1 — Y2)l — koo (2:6)

En lo que sigue, consideraremos que z € RV, y € Y dado por , y v definida en
Vo= vy, 03] X SV con 0 < vy < vy < o0

Ahora que estamos en la ecuacion continua, vamos a introducir los posibles cambios
en la velocidad de las células aprovechando el marco de la KTAP. Vamos a suponer que
los cambios de velocidad pueden deberse a cualquiera de los tres siguientes fenémenos:

= Puede ser que una célula se encuentre con una fibra orientada del medio y se alinee
con ella (haptotaxis). Este fendmeno lo modelamos con un término H(f, @,y) en
el lado derecho de la ecuacién ([2.5)).

= Puede ser que una célula varie su direcciéon de movimiento por una diferencia de con-
centracién del quimioatractor L (quimiotaxis). Esto lo modelamos con un término

C(f, L,y) en el lado derecho de (2.5).

» También puede ser que una célula varie su velocidad de forma aleatoria debido a
cualquier otro efecto, por lo que modelamos este posible cambio con un operador

de turning L(f) en el lado derecho de (12.5)).

Cada uno de los tres operadores podemos descomponerlo de forma aditiva como un
término de ganancia (con el superindice +) y un término de pérdida (superindice -).
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Proponemos para el operador de haptotaxis la siguiente forma funcional: H = H* — H ™,
con

HE (£, Q) 2, 0,y) = / / Dty 2y os o, 0) F (¢ 2,0 y)QUE, ,6) df o,
H(ﬁ@@www%zf@xwwmﬂmmmw[/Mﬂwﬁmﬁwﬁﬁwwﬁ

donde py(t, z,v,y) es la tasa de interaccién de una célula con alguna fibra en el estado
(t,z,v,y) y ¥(v;v',0) es la probabilidad de que una célula con velocidad v" que interactia
con una fibra con orientacion € resulte con velocidad v tras dicha interaccién.

Para el operador de quimiotaxis C proponemos C =C* — C~, con

CH(f,L)(t,z,v,y) ::/pc(t,x,v’,y)ag(y)K[VxL](v,v')f(t,x,v’,y) do’,
C_<f7 L)(t’ Zz,, Z/) = pC(ta z,v, y>a2(y)f(taxa U7y)7

donde p;(t,z,v,y) es la tasa de interaccién de una célula en el estado (¢,z,v,y) con
el quimioatractor L, y K[V,L|(v,v’) es el nucleo de interacciones, que determina la
probabilidad de que una célula con velocidad v’ termine con velocidad v tras reaccionar
ante la presencia de un gradiente de concentracion VL.

Para el operador £ también proponemos una descomposicién £ = LT — £, con

L)t x,0,y) = / pilt, 2,0 ) ()T (0, 0) f(t, 2,0, ) Ao
L7(f)t,z,v,y) = pi(t,z,v,9)oa(y) f(t,z,v,y),

donde p;(t, z,v,y) es la probabilidad de que una célula en el estado (t,z,v,y) sufra un
cambio aleatorio en su velocidad, y T'(v,v’) es la probabilidad de que una célula con
velocidad v termine con velocidad v tras un cambio aleatorio en su velocidad. Las dos
funciones o (y) y a2(y) que aparecen no son mas que dos funciones peso (ay, : Y — [0, 1],
a3 + as = 1) que asignamos a los fendmenos del cambio aleatorio en velocidades y la
quimiotaxis. La ecuacion para f queda entonces:

Ouf +v-Vof —divy(G(y, Q. L) f) = H(f. Q) + L(f) +C(f, L). (2.7)

Para completar el modelo necesitamos las ecuaciones de evolucion para () y para L.
En ambos casos, las ecuaciones van a combinar dos efectos, los relativos a la ley de accién
de masas , producida sobre las membranas celulares, y los relacionados con su propia
dinamica, que ahora pasaremos a desarrollar.

En primer lugar, modelamos la distribucion de fibras del medio. Nuestra hipotesis es
que s6lo cambia por las interacciones con la poblacién celular, y que los cambios son de
dos tipos:

= Puede ocurrir que la velocidad relativa de la célula con la orientacién de la fibra
no sea adecuada en algin sentido y que, al interactuar, la célula rompa la fibra,
degenerando en el compuesto L.

= Una célula puede encontrarse con una fibra del medio, y puede ocurrir que esta
reaccione con la membrana celular y se una a ella formando el complejo QR. De
igual modo, el complejo de membrana ()R puede disociarse, liberando fibras en el
medio.
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2.1. DEDUCCION DEL MODELO CAPITULO 2

Nuestra aproximacion consiste en modelar estos dos fenémenos y sumarlos para obtener
la dinamica de Q).

Para la ruptura de las fibras, usamos el modelo propuesto en [68] que, esencialmente,
establece que la destrucciéon de la fibra es proporcional a su grado de perpendicularidad
respecto de la velocidad de la célula, y viene descrito como

s ( [ (- )

siendo k la tasa de interacciones destructivas entre la poblacion celular y las fibras del
medio. Para la ley de accion de masas, suponemos que estamos en el caso méas sencillo,
en el cual la reaccién no depende de ningiin fenémeno externo, y la orientacién que tiene
una fibra al desligarse de una célula es independiente del estado de esta o del medio,
resultando la ecuacién

&gQ:—le//(Ro—yl—yg)fdvdy—k%//ylfdvdy.

Si integramos esta ecuacion respecto de la variable 6 recuperamos la ley de accién de masas
(2.2), que era nuestro objetivo. Sumando ambos términos, tenemos nuestra ecuacién para

e (Jf (b )

—le//(Ro—yl—yg)fdvdy—i—év;_lw//ylfdvdy. (2.8)

Modelamos por ultimo la dinamica del quimioatractor L. Nuestras hipotesis para
modelar son las siguientes:

= El compuesto L es creado por degeneracion de las fibras de @) tras chocar con las
células, como se indica en la dinamica de Q).

= El compuesto degenera de manera natural, siendo absorbido por el medio.
= Suponemos ademas que el compuesto L se difunde en el medio de manera uniforme.

= Por ultimo, el compuesto L puede reaccionar con la membrana celular y unirse a
ella, formando el complejo de membrana LR. De igual manera, el complejo LR
puede disociarse, liberando L en el medio.

Seguimos la misma aproximacién que para la poblacion ). Las tres primeras hipotesis
las modelamos mediante la ecuacion

ow= [(J] (=l

El primer término de la derecha corresponde a la pérdida de fibras (), con cualquier
orientacion, debido a degeneracion de este, mientras que el segundo término corresponde
con la degeneracion natural de L con tasa constante ry. El tltimo es el término estandar
correspondiente a la difusién con constante de difusion Dp. Incorporar la ley de accién
de masas no da ningun problema, quedando

oL = ol [[(Ro -~y wfdvay+ ks [[ s avay.

) fdy dv) Qd0 —r, L+ D;A,L.
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Sumamos ambos términos para obtener nuestra ecuacién para L:

oL ,{/(// (1— )fdydv)@d@—rLLJrDLAwL
—kgL//(Ro—yl—yg)fdvdy—i—k_g//ygfdvdy. (2.9)

Podemos identificar los modelos deducidos en [68, R3], con la novedad de la intro-
duccién de los términos de reaccion, encaminados a modelar el balance de masas de las
sustancias debido a las interacciones con la membrana celular, que completa los modelos
anteriores.

El objetivo de este capitulo es demostrar la buena definicién del sistema (2.7))-(2.8)-
en un espacio adecuado. Para ello, utilizamos el marco funcional presentado en [83],
que es suficiente para nuestro objetivo.

2.2. Existencia y unicidad de solucion

Antes de comenzar la demostracion de la buena definicién del sistema ([2.7))-(2.8))-(2.9),
recordamos algunas estimaciones de utilidad que pueden encontrarse en [83].

Lema 2.2.1 (Propiedades de los operadores integrales) Sea t > 0. Entonces, se
verifican las siguientes propiedades:

1. Sean pp(t) € L®(RN xV xY) y(v;v',0) dos funciones no negativas que verifican:

/w(U;U/,Q) dv =1, /w(v;v’,ﬁ) dv' < M.

Entonces, el operador H es bilineal y continuo de LP(RY x V xY) x L= (RN x S¥-1)
en LP(RY x V xY) (p=1,00), y verifica

1H(f, @)lly < Clipn (@)l 1Q1loo | £11,-
Ademds, si Q € LY RN x S¥=1), entonces

1#(f, @)l < Cllpa®) [l 1R -

2. Supongamos que 0 < py(t) € L°(RN xV xY), ay € L=®(Y) y T(v,v') son funciones
dadas, tales que

[rwaan =1 e <l

Entonces, el operador L es una aplicacién lineal y continua de LP(RY x V xY) en
LPRY xV xY) (p=1,0), y se verifica la desigualdad

£ < 2l ) oo £ -

3. 80 < pe(t) € L°(RY x V xY), ay € L=(Y) y K[F](v,v') son funciones dadas,
verificando:

/K(v,v/) dv=1, |K(,0)|<Cl|, |K[F]-KI[G]<C|F-Ga]

Entonces, el operador integral C es continuo de LP(RY x V x Y) x L®(RY) en
LPRN x V xY) (p=1,00), y verifica

1CCS DIy < Clipe@)looll £l
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Demostracion. Realizaremos aqui la demostracion de la estimacion del operador H,
siendo las correspondientes a los otros dos operadores similares. Para la demostracion de
la continuidad de H en la norma L', tomamos médulos en su definicién e integramos en

(z,v,y):

M. Q) < / Pt 0 )p(w; o B)] £ ()| QU6) | v e dof dy df

+/\f(v)]ph(t,v)/w(v’;v,@)\@(@)]d@dv’dvdmdy

= A+ B.

Usando el Teorema de Fubini para cambiar el orden de integracion, la desigualdad de
Holder y las propiedades de las funciones v y pj, obtenemos

A < |flh /ph(w')wv’;v,@)Q(@) dodv'|| < Myl fll1llpn (0]l Qe

B <|flh ph(t,v)/@b(v’;vﬂ)Q(@) dodv’|| < flllpa)llsollQlcc-

[e.9]

Sumando ambas desigualdades obtenemos lo pedido. Si a la hora de usar la desigualdad
de Holder intercambiamos los exponentes de f y @), obtenemos:

A < Myl fllscllpn® s llQl 1,

B < Ifllsllpn @)oo/l

que demuestra la segunda cota en L*(RY x V x Y). De igual modo, se puede demostrar
la desigualdad:

HU ). Q)] < / / Pt o' (; ', 0) £ (2, 0)]|Q(, 0) | o’ df

+1f(t,v)[pn(t,v) //zb(v’;v,@)\@(t,&)\d@dv’
< Clipn@ ool f ) lloo Q)] oo-

Tomando norma L*° en ambos términos, se concluye el resultado. [ ]

Para demostrar la buena definicién del sistema ——, primero tenemos
que acompanarlo de unas condiciones iniciales apropiadas, para plantear el problema de
Cauchy correspondiente: f(t = 0) = fy, Q(t = 0) = Qo, L(t = 0) = Ly. La técnica de
trabajo es andloga a las desarrolladas en [83]. El primer paso es desacoplar y linealizar
el sistema, reemplazando en cada ecuacion la no linealidad por una funciéon no negativa

fija:

f e L0, Ty, L'RY x V x Y)NL®RY x V x Y)),
Q* € L0, Ty; L*(RY x Y1)y n L=®(RY x S¥1)), (2.10)
L* € L0, Ty; WHHRN) N L2 (RY)).
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El sistema desacoplado queda:

Ouf +v-Vaf +divy(Gly, Q", L) f) = H(f, Q") + L(f) + C(f. L") + g. (2.11)

sa-o([f (| oo

k_
kO //(Ro — =) dudy + // pfdody +h (212)

atL:m/ <// (‘1—9.‘”—”) f*dvdy) Q*d0 — riL + DiA,L
SN—-1 v

— ksz//(Ro —y —y2)frdody + ko //ygf* dov dy, (2.13)

donde g(t,z,v,y) vy h(t,x,0) son dos funciones auxiliares, ttiles para la demostracion.
Comenzamos con el siguiente resultado para (2.11):

Teorema 2.2.2 ([83, Teo. 1]) Sea fo € L*( RN xV xY)NL®(RY xV xY) una funcién
no negativa, g € L*(0, Ty; (L' N L) (RY x V' x Y)), y consideremos Q* y L* verificando
. Supongamos también que

i) fo € L¥(RY x V; LY (Y)) N L®°(RYN x V; Whe(Y)) N LYRY x V; WHHY)).
i) PesPhy Vybn Y Vype estdn en L0, Ty; L°(RY x V x Y)).
iii) Vyar y Vyaq estdn acotadas.

Entonces, bajo las hipdtesis del lemal|2.2. 1), existe una unica f solucion débil de la ecuacion
con condicion inicial fo. Ademds, f verifica:

IF@)lp < <HfoHp+/0 0 IIQ(T)deT> (14 Cte™), (2.14)

para p = 1,00, donde C' es una constante positiva que depende linealmente de |Q*|| v
| L*||oo- Ademds, si g =0,

Vi Ol < (IVyf (0o + Cll folloo(To + CT3e)) 0.

Demostracion. La demostracion se divide en tres pasos: primero calculamos una suce-
sion de soluciones aproximadas regulares que, en un segundo paso, nos preocuparemos
por pasar al limite. En el tercer paso demostraremos la unicidad de solucion. Los pasos
primero y segundo son similares a los realizados en [83], y los reproducimos aqui para ser
autocontenidos; el tercer paso, no obstante, utiliza técnicas distintas.

Paso 1: Existencia de soluciones regularizadas de (2.11))
Empezamos regularizando fy, Q* y L* convolucionando en x con una aproximacién es-
tandar de la unidad, esto es, para cada € > 0, con una funcién de la forma

nie) = u (). [u@e =1 pz0 sop() cBO.D. 1)

Denotamos por fo., QF, L! a las respectivas regularizaciones. Lo que vamos a ver es que
existe una solucién continua de la ecuacion regularizada

Ofe +v-Vofe+divy(Gly, Q7 L) fo) = H(fe, QFy) + L(f) +C(f, L7, y) + g, (2.16)

24



2.2. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION CAPITULO 2

con condicién inicial f,.
Calculamos primero las curvas caracteristicas de la ecuacién regularizada. El sistema

caracteristico (2.1)-(2.3)) tiene por solucién

X(s;t,x,v,y) = x—ov(t—s),
V(s;t,x,v,y) = v,

Y(sit,ovy) = y— / G(Y(7), Q2 (X(r), 7), LI (X(),7)) dr,

donde X(s;t,z,v,y) (respectivamente V,Y) es la solucién en tiempo s con condicién
inicial (¢, x) (respectivamente, (¢,v), (f,y)). Directamente vemos que V(s) € V| ya partir
de la expresion (2.6) que tenemos para G, usando el resultado de [84] deducimos que
Y (s) € Y. Si derivamos las curvas caracteristicas con respecto de las condiciones iniciales
tenemos que V,X = I, y que V,Y es solucién de 9;V,Y = V,GV,Y con condicién
inicial V, Y (t) =L, lo que resulta en

V,Y =exp | — tvyG(Y(T),Q:(X(T),T),L:(X(T),T))dT .
! )

€

Si definimos J(t,s) := exp (— fst diVyG(Y(T),Q*(X(T),T),L:(X(T),T))dT), usando la
férmula de Liouville tenemos que detV, Y (s) = J(t,s) > 1. A continuacién, multiplica-
mos toda la ecuacién (2.16)) por e, A > 0, para obtener la ecuacién equivalente

H(f2,Q0) + L) +C(f2, LY) + galt, z,v,), (2.17)

con fA = e Mf y gy = e Mg En el caso de que H = L = C = 0, la solucién de la
ecuacion (de transporte lineal en este caso) serfa

£2 = e MT7H0,1) fo,.(X(0),v,Y(0)) + /0 e DT 7, )gn (X (1), 0, Y (7)) dr

Denotamos por Sy ( fo.e, gx) a dicha solucidn, esto es, a la solucién de la ecuacién (2.17)) con
condicién inicial fy ., término adicional gy y operadores integrales iguales a 0. Integramos
la expresion de Sy (0, g»), obteniendo:

HS/\<07 9,\) HLl((O,To)X]RNXVXY)

To t
_ / / / =X 777 )ga (m, X (7), 0, Y (7)) da do dy dr dt
0 0

oo detV,Y
_/ / / |ei)\(t7T)g/\(7-7X7vaY)’ | ¢ Y | dX dvdY drdi
0 0 JO,(RNXVXY)

detV, YdetV,X

donde hemos usado el Teorema del cambio de variable para volver atras a lo largo de las
curvas caracteristicas. Hemos denotado por ®,(RY x V x Y) a la imagen del conjunto
RY x V x Y a través del flujo caracterfstico en tiempo 7. Recordamos que V,X = I para,
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estimar como sigue,

||S>\(07 QA) ||L1((O,T0)><L1(RN><V><Y))

To t
= / e M / / 12 ga (7, X, v, Y)|dX dvdY dr dt
0 0 (RN xVxY)

1 [T
S—/ / lgx(t, X, v,Y)], dXdvdY dt
A 0 O (RN XV XY)

1
:X”g)\HLl((O,TO)XRNXVXY)-

Para el caso de H, L,C generales en (2.17)), elegimos A > ||H(-,QF) + L(-) + C(-, LY)|l,
donde la norma es la norma de operadores de L'(RY x V x Y) en si mismo. Buscamos
una solucién de de la forma f. = S\(fo., gn) para cierta funcién gy € L'((0,Tp) x
LYRYN x V xY)). Introduciendo esta expresién particular, y usando que es solucién del
problema con H = L = C = 0, llegamos a que g, tiene que verificar que:

9 — H(Sx(foer 92), Q) — LISx(fo.e; 1)) — C(Sa(fo.e: 9r), L) = gr-

Es claro a partir de su expresion que f2 = S)(0,3x) + Sa(for,0), lo que transforma la
ecuacion anterior en

(I =+ Z)\)g)\ =g\t H(S)\(fo,ev 0)7 Q:) + £(8A<f0,67 O)) + C(S)\<f0,e7 0)7 L:)v
con
Z\gx = _H(SA(()?g)\)a Q:) - 'C(SA(O7§>\)) - C(SA(()?g)\)’ L:)

Acotando esta expresion, || Z)gx|| < A7HHGQF) + L) +C(, LY)|| < 1 en la misma norma
de operadores. Luego, aplicando argumentos estandar de punto fijo, tenemos una tnica
solucion g, dada por

o

i = Y (=20)F (9r + H(S\(fo., 0), Q1) + L(SA(fo, 0)) + C(Sa(fo, 0), L7))

k=0

de donde deducimos, volviendo atrés, que existe una tnica solucién f. del sistema regu-
larizado.

Paso 2: Estimaciones a priori y paso al limite.
Integramos la ecuaciéon regularizada a lo largo de sus curvas caracteristicas, obteniendo:

fe(t,z,0,y) = fo.(X(0),0,Y(0))

i / H(f(5,X(5),0, Y (5)), Qi (5, X(5), 0) ds
+/0 L(fe(s,X(s),v,Y(s)))ds

C(fe(s,X(s),v,Y (s)), L (s, X(s))) ds
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Tomamos norma en L>(RY x V x Y) en la identidad anterior. Para los términos de
los operadores integrales usamos las estimaciones del Lema [2.2.1] y para el término de
G el hecho de que |div,G(y, ¢,1)] < C(1 + |g| + |I|) junto con la desigualdad de Hoélder.
Dejamos los otros términos como estan, quedando:

oI SHth+CAHm@MJ@@MQMQMm®
+gAHm@mwwx@m¢&+mw/Mm@mwwx@MAs

+AHﬂ@hﬂ&ﬁéﬂ+ﬂ@@Wm+MKﬂuMM$MA&

Si usamos que la convolucién con las funciones p. dadas por (2.15)) asi elegidas no incre-
menta la norma, obtenemos

Ifoello < llfolloe, MR e < NQ ()lloe,  NLE(5)lloo < L7 (5)l]oc-

Finalmente, usamos el lema de Gronwall, y queda la desigualdad buscada

numus@hm+AWM@mwyrwm%. (218

Con un razonamiento analogo llegamos a la desigualdad

|mwms0mm+4WMMwQu+m£w (2.19)

Asi pues, (fe)>0 estd uniformemente acotada en L>((0,Ty) x (L'NL®)(RY x V xY)).
Podemos afirmar, salvo parciales, que

fo = f en L*=((0,Ty) x L®(RY x V x Y)),

para cierta funcién f, y que dicha funcién es una solucién débil de (2.11]) que cumple las

dos desigualdades anteriores (2.18) y (2.19).

Tomamos ahora g = 0, y vamos a estimar las derivadas de f respecto de y. Derivando
la ecuacién (2.16) (para que todas las derivadas tengan sentido) respecto de yy, se tiene

8taykf€ + U'vwaykfﬁ + divy (G(yv Qia L:)aykfe) - H (aykf€7 Q:) + L (8ykf6) + C (aykfﬂ L:)

+Hyk(fea Q) + Ly, fe+ Cyk(f€7 LY) - aykG(% Q:, L:)'vyfe - divy(aykG(ya Q:, L) fe,

donde H,,, L,, v C,, denotan a los operadores integrales reemplazando py,, (pia1) v (pecea)
por Oy, Ph, Oy, (Dic1) v Oy, (per2), respectivamente.
Razonamos como con las otras desigualdades similares para f, y nos queda la desigualdad

(p=1,00)
IV, feOllp < (1Y, £t = 0)l, + C(To + CTFe ™) foll,p)e . (2.20)
Y concluimos como antes: dicha estimacién nos asegura que, salvo parciales,
V,fe = Ben L®((0,Ty) x L®(RY x V x Y))

y por lo tanto que B =V, f, al menos en sentido débil, y mantenemos las desigualdades
(2.20) en el limite.
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Paso 3: Unicidad de solucién

Sean fi, fo dos soluciones de la ecuacién (2.11)) con el mismo dato inicial y la misma
funcién g. Si llamamos ¢ := f; — fo a la diferencia entre ellas, § verifica la siguiente
ecuacion:

06 +v-V,6 + divy, (G(y, QF, L*)8) = H(,Q") + L(6) + C(6, L"),
esto es, una solucion de con fy = g = 0. Usando la desigualdad (2.14)), deducimos

que § = 0, o lo que es lo mismo, f; = fy. Esto completa la demostracion del Teorema
2.2.20 ]

Ahora demostramos el resultado correspondiente para la ecuacién (2.12)) de Q.

Teorema 2.2.3 Sean Qo, h(t) € L'(RY x SN"1) N L®(RY x S¥1), Qo > 0 y f* como
en . Entonces, existe una tinica funcion Q(t) € L'(RYN x SN=1) N L>°(RY x SN-1)
que resuelve con condicion inicial Q(t = 0) = Qo. Ademads, Vt € [0,To), la solucion
verifica:

TO TO
1R, < |!Q0Hp+/0 |!h(T)deT+C/O [lo* ()l d, (2.21)
(p=1,00), donde
*(t,x) == / [ (t, z,v,y) dv dy.
Mas atin, si h =0, entonces Q(t) >

Demostracién. La existencia y unicidad de solucién es directa, puesto que (2.12)) es una
ecuacién diferencial ordinaria lineal (en ). De hecho, la solucién puede escribirse como:

Qt) = efJJ(T)dTQO+/t oll Iy ( SN I //ylf Ydvdy + h(s )> ds, (2.22)

0

donde la funcién J esta dada por

J(t,x,0) = —/i// (1— ‘9%‘) f*dvdy—kl//(Ro—yl—yQ)f*dvdy.

Tomando valores absolutos en ([2.22)), deducimos que

t
Q)| < eJo J(T>dT,QO, +/ pli J(m)dr (|SN T //m s)dvdy + |h(s )|> ds.
0

Finalmente, usando que J es no positiva, deducimos (2.21)) con C' = k_;Ry/|S™ 7|, tras
tomar norma LP, con p = 1,00. La positividad cuando A = 0 es directa a partir de la

expresion explicita ([2.22)). |

Por 1ltimo, tratamos la existencia y unicidad de solucién de ([2.13]). La ecuacion para L
es una perturbacién lineal de la ecuacién del calor, asi que podemos resolverla utilizando
resultados clésicos:

Teorema 2.2.4 Supongamos que f* y Q* verifican . Entonces, existe una unica
solucién no negativa L(t) € L®(RY) que resuelve con condicion inicial nula.
Ademds, para p = 1,00, se tiene que

L@, < C U OlllQ Ol + [l @)l) (2.23)
VoL@ < C U OllelQ° @)l + " @)1) -
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Demostracion. Nos remitimos a la teoria general de ecuaciones parabdlicas: escribimos

la ecuacion (2.13]) en la forma siguiente:
&gL + AL = g,
donde

AL =D A L+rpL— kL || (Ro—y1 —y2)f dvdy,

G = n/<//<1—9.|%" f*dvdy) Q*d9+k_2//y2f*dvdy,

junto con la condicién inicial L(t = 0) = 0. Esta es una ecuacién parabdlica lineal, asi
que la teoria estandar de ecuaciones parabdlicas (ver, por ejemplo, [54]) nos asegura la
existencia de una solucién positiva L(t) € LY(RY) N L>®(RY). Finalmente, las cotas de la
solucién estan demostradas en [73]. [

Con estos resultados podemos ya probar la buena definicién del sistema completo

(12.7)—(2.8)—(2.9). Definimos los siguientes espacios funcionales:

X; = L0, To; L'RY x V x V)N L®RY x V x Y)),
Xo = L®(0,Tp; L'RY x SV L=(RY x SV71)),
Xy = L0, To; WHH(RY) 0 L2(RY)),
X = Xy xXgxXpg,
cada uno con sus normas naturales:
|- llx;, = 1 loeeommin @ xvxyy) I 2o o.10) xR xv v
|- llxo = I lzeeo,mmsrr @y xsv—1)) + ||+ | oo (0,70) xRN x5V -1,
|- x, = I leeommrr@yyy + 1 - Lo (o,mm)xmNY
-l = Dy + 1 s + 1l

Podemos presentar y demostrar el resultado principal del capitulo:

Teorema 2.2.5 Sean 0 < Qp € LY(RY x SN N L(RY x S¥=1) y fo dos funciones en
las condiciones del teorema. Entonces, dadas las condiciones iniciales f(t = 0) = fo,

Q(t =0) = Qo, L(t =0) =0, existe Ty > 0 tal que el sistema —@— tiene
una unica solucion débil (f,Q, L) € X definida en [0, Ty).

Demostracién. Primero, definimos la sucesién (f7, @7, L?), definida en [0, Ty], de solu-
ciones del sistema lineal (2.11))—(2.12])—(2.13|) con g, h = 0, condicién inicial (fo, Qo,0) y
(f*,Q*, L*) = (f771,@Q7~1, L’71) para cualquier j > 1, comenzando con fO = Q% = L° =
0. Usando los teoremas [2.2.2], [2.2.3] y 2.2.4], y las cotas alli probadas, es directo ver que
la sucesién estd bien definida en X. De hecho, para una constante R > 2||(fo, Qo,0)||x,
podemos encontrar Ty suficientemente pequeno de forma que la sucesion esta en la bo-
la cerrada de radio R (denotada por B(R)) del espacio X. Nuestro objetivo es ver que
esta sucesién converge a una solucion del sistema f* con condicion inicial
(fo,Qo,0). Con este fin, estudiamos la diferencia entre dos elementos consecutivos de la
sucesién. Primero, vemos que (f/T — f7) verifica la ecuacién (2.11)) con condicién inicial

0. (@' L) = (@, L) y
g = HPQ - @)+, L) - O D)
+div, (G, Q7 L7 = G, @, L)) F)
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Usando el teorema [2.2.2] el lema [2.2.1]y la desigualdad trivial

Gy, a.1) = Gy, @, 1)| + divy(Gly, ¢,1) = Gy, 3, 1)) < C(lg =l + 1 = 1),

podemos deducir

1775 = Pllrsmpn ey < CORT)(1Q7 = @ ieqomymey cov-1)
HIL = DY o ).

con C' dependiendo de Ty de manera creciente.
Anélogamente, para (Q'*! — Q7) podemos probar:

Q7 — QjHLOO(O,TO;Ll(RNXSN—l)) < C(R,Tp) (Hfj — fjilHLOO(O,TO;Ll(RNXVxY))>7

al ver que (@' — Q%) resuelve (2.12)) con f* = (f7 — fi=1), dato inicial nulo y

him - ff (n (1 - ‘eﬂ ) — —y2>) (7 = F) dody
(@ - Qj)// (m (1 . '9%”) + ky(Ro — 1 —yz)) F ' dv dy.

Finalmente, para (Lj+1 -’ ), este mismo argumento nos permite demostrar

I+ = Dl oo @y < C(R, To) (”fj — 7 e 070521 (R x v x))

+Q) — @ ||L°°(0,T0;L1(RN><SN*1))> :

Usando las desigualdades correspondientes, podemos conseguir las estimaciones analo-
gas para la norma en L*°. Juntando todas, llegamos a

17 =@ = Q1 I = L)|x < CR TN — /7, Q = Q7 L = L.

Definimos el operador 7 : X — X como el operador solucién del sistema desacoplado,
esto es, T(f*, Q* L*) es la solucién de (2.11)—(2.12)—(2.13) en [0, Ty], con g,h = 0 y
condicién inicial (fy, Qo, 0). Nétese que un punto fijo de 7 es una solucién en X del sistema
completo ——, y viceversa. Las cuentas anteriores nos dicen que, eligiendo
T, suficientemente pequeno para que C' < 1, T es contractivo, y usando el Teorema del
punto fijo de Banach, concluimos que existe un unico punto fijo del operador 7, y por
tanto la existencia y unicidad de solucion del sistema completo. [ ]
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Capitulo 3

Un modelo combinado de haptotaxis
y quimiotaxis. Limite de escala y
numeérico

En este capitulo completaremos el estudio del modelo cinético del capitulo anterior.
Primero, nos ocupamos de deducir, a partir de este, un modelo macroscopico que retenga
tanto los fenémenos de haptotaxis y quimiotaxis como las reacciones de membrana; para
ello, adimensionalizamos el modelo y proponemos un escalado hiperbodlico en el sistema.
Tras imponer ciertas condiciones en el operador de turning, usuales en el estudio de
esta clase de limites, obtenemos el sistema macroscopico buscado. Para cerrar el estudio,
realizamos simulaciones numéricas en el modelo microscépico, donde nos fijamos en dos
situaciones que se asemejan a casos reales (tanto in-vitro como in-vivo), y comparamos
nuestros resultados con los comportamientos esperados en experimentos. Este analisis
numérico utiliza herramientas tipicas de los esquemas numéricos para ecuaciones cinéti-
cas, como puede ser el Método de Volumenes Finitos para el transporte, o la construccién
de tablas de juegos para los operadores integrales.

3.1. Limite hiperbdlico en el modelo

En esta seccién queremos estudiar una descripciéon macroscépica del modelo (22.7))-
— presentado en el capitulo anterior, por medio de un limite de escala adecuado,
hiperbdlico en este caso. Como vimos, la haptotaxis y la quimiotaxis son las piezas clave
para describir la evolucién del sistema, por tanto estan llamadas a mantener su influencia
en la descripcién macroscépica.

3.1.1. Escalado hiperbdlico

Vemos que las ecuaciones y ya son macroscépicas (no dependen de v), por lo
que el escalado no debe cambiarlas. En lo subsiguiente, supondremos que las frecuencias
de interacciones pp, p; v p. se consideran constantes. Primero, definimos las variables y
funciones adimensionales (denotadas por “tilde”):
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0) =), (=12, T@v)=—7@5),

L O(0;7',0), K(v,v') = —K (0,7,

n
Ryv3 vy

(v, 0) =

donde s, R, f,pr vy G representan cantidades tipicas de sus variables respectivas. Las
nuevas variables estan definidas en los conjuntos

~ 1 ~ 1

Vi=—V, Y ==Y,

V2 RO

donde v es la velocidad maxima de las células y Ry la concentracién de integrinas en
la membrana celular. Aplicamos estos cambios de variable en nuestro sistema, que se
convierte en el siguiente:

UgS _ sG ~ o

Oif + —=1-V; f+ dwy<Gf> pnsH(f, Q) + BisL(f) + pesC(f, L),

- ([ - e

- k e

—_ SRBUgfle// 1 _yl ) y+SR ngN——ll //ylfdvdy,

~ _ ~ ~ S ~

oL = SR(Q)v;‘fﬁ/(// (1 ‘ ) ) Qdo — srpL + ﬁDLAjL
— sRyug fky L / / (1= 1 — 52)f A0 d§ + sRyvy fk s / / Jof v dg,

donde ahora las integrales en @ e § son sobre los conjuntos V e Y, respectivamente.

Imponemos primero las condicines de normalizacion = = 1y #Dr = 1. La primera

es de caracter mecédnico (la velocidad tipica es el cociente entre el espacio y el tiempo
tipicos), la segunda normaliza la difusividad del compuesto quimico degenerado L. El

escalado hiperbdlico corresponde a la eleccién

€1| N

1
spr = —,
£

esto es, que el tiempo de turning ﬁll es muy pequeno comparado con el tiempo tipico s.
Esta eleccion es formalmente equivalente al cambio de variables (¢, x) — (et, ex).

Hay otros tres fenémenos (reacciones de membrana, haptotaxis y quimiotaxis) que
deben ser tomados en cuenta. Reescalamos los términos correspondientes, suponiendo que
sus frecuencias son pequenas comparadas con la frecuencia de turning p;. Las relaciones
precisas que elegimos son las siguientes:

G o N _
— ="M, Dn= €bpz7 Pe = €dpla
Ry

donde 0 <a <1, b,d>1.

Para escalar las otras dos ecuaciones, recordamos que ya son macroscopicas, por lo
que deben de mantener su forma, Por esto, solo definimos las constantes adimensionales
escaladas involucradas:

= sRiwyfr, Fpi=srp,

ki = sR3vD fli,  k_; := sR2D fk_;, (1=1,2).
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Obviando ya la notacion “tilde” para las variables adimensionales, nuestro sistema se
transforma en

e (Ouf +v- Vo f?) +edivy (Gly, Q°, L) f7) = "H(f*, Q°) + L(f*) +£°C(f*,L7) (3.1)

para la ecuacion de la poblacion celular, donde los operadores integrales sin unidades
vienen dados por:

H(f Q) 2,0,y) = // P, 0) (¢, x, 0", y)Q° (¢, 2, 0) db d’

= (0, )@t ), (3.2
LU 0) = [T (0 b0 ) v
—ai(y) f(t, 7, v,y), (3-3)
U L)t 0,) = [ aaK[TL w0 (b, ) a0
—aa(y) fo(t, 2, v,9), (3.4)
v para los quimicos tenemos
e ([l ra)e

hOF //(1 g1 — ) fEdudy + S’fv‘_ll // o f° dvdy, (3.5)

e[ (ff (-

— koL* //(1 — oy — ) fFdody + ks // Yo f° dv dy, (3.6)

fedov dy) Q°dO —r L+ ALL°

donde los conjuntos de definicion quedan como
V=[p. 1] xS"L Y ={(y1,10) € (0,1) x (0,1) + g1 +y2 < 1}, (3.7)
con @ = vy /vy.

3.1.2. Deduccion del sistema limite

Primero, presentamos las hipdtesis usuales sobre el operador de turning L. Estas
condiciones son estandar cuando nuestra intencién es realizar un limite hiperbdlico en
una ecuacion cinética [13]:

» Condiciones de resolubilidad. £ verifica /L(f) dv =0, /U,C(f) dv = 0.

» Nicleo de L. Para todo p > 0y U € RY, existe una tnica funcién M,u que
pertenece a L'(V x Y, (1 + |[v]) dv + dy) tal que

L(M) =0, / Mdvdy = p, // vM dvdy = pU. (3.8)
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Primero, deduciremos formalmente las ecuaciones limite. Para ello, empezamos estudian-
do las ecuaciones que verifican los momentos de f*:

p° ::/ fedvdy, pU® = //vfadvdy, pWe = //yf‘E dv dy.

Si hacemos ¢ = 0 en la ecuacion , obtenemos L£(fY) = 0, y deducimos gracias
a la segunda hipétesis que la distribucién limite tiene que tener la forma [ = Mo ro.
Ahora, derivemos las ecuaciones macroscépicas que verifican los momentos p° y U°. Como
siempre, integrando con respecto a v e y, obtenemos la conservacion de la masa:

Oip° + div,(p°U®) = 0. (3.9)

Por otro lado, multiplicando (3.1)) por v e integrando de nuevo, obtenemos la ecuacién
para la corriente:

B(p°U*) + diva(P° + p°U° © U?)
= ¢gb! // vH(f5, Q%) dvdy + %! // vC(f¢, L7) dv dy, (3.10)

donde IP¢ es el tensor de presiones dado por

Pe(t,2) = //@ _ U@ (v — U dvdy.

Por tltimo, multiplicando (3.1)) por y e integrando, obtenemos la siguiente ecuacién de
evolucion para el momento en y:

g0y p"W* + ediv, (//y ®uvfdv dy) + (AW —b°)p° =0, (3.11)
donde la matriz A® y el vector b° vienen dados, respectivamente, por

As L leE + k—l leE bs o leE
T koL kolf+k_o)’ -\ koLf )

Para deducir las ecuaciones limite, haremos lo que se conoce como un desarrollo de Hilbert
(hasta orden 1) de la solucién f* alrededor del equilibrio M, 1,; esto es, vamos a suponer
que las soluciones se escriben como una pequena perturbacion del equilibrio,

[ = Myopo+cf'. (3.12)

Introduciendo esta expresiéon en las ecuaciones macroscopicas (3.9), (3.10) y (3.11)), ob-

tenemos
Oup° + div, (p°U?) = 0,
O, (p°U) + div,(P° + p°U° @ U°) = 1 / / vH (M0 o, QF) dvdy

+ et // vC (Mo o, L) dv dy + O(e°) + O(e%),
(ATWE —b%)py = O(e'79).

34



3.1. LIMITE HIPERBOLICO EN EL MODELO CAPITULO 3

Formalmente, si denotamos por Q°, L°, A° y % a los respectivos limites de Q°, L,
A® y bf, y tomamos el limite ¢ — 0, obtenemos:

Oup” + div, (p°U%) = 0,

Ol (p"U°) + div,(P° + p°U° @ U°) = 8, / / vH(M 0 o, Q%) dv dy

+ da1 // vC(Mpo,Uo,LO) dv dy,
(AW — 1) =0,

donde podemos observar distintos regimenes, dependiendo de la eleccion de los parame-
tros b y d (6;; denota la delta de Kronecker). De hecho, si b,d > 1, es un sistema
puramente hiperbélico; si b > 1y d = 1, obtenemos un sistema con un término adicional
de quimiotaxis; para b =1y d > 1 el término adicional representa la haptotaxis; y por
ultimo, para b = d = 1 encontramos un sistema hiperbdlico que incluye ambos fenéme-
nos. En cualquier caso, la tercera ecuacion es un sitema lineal que puede ser resuelto
explicitamente, obteniendo la distribucién limite de los compuestos de membrana, esto
es, el primer momento de M, y, respecto de y, expresado como sigue:

0 ik Qo
OWo _// M dvdy = _ P ( 1h—2 ) . 3.13
P Y O T jh Q0+ ki L0+ _th_g \K-1ko L 1

Por otro lado, podemos deducir las ecuaciones limite para (Q%).o v (LF)s>0. En primer
lugar, en la ecuacién para (Q).s¢, introducimos el desarrollo (3.12)) que tenemos para
f%, y si tomamos formalmente el limite ¢ — 0, obtenemos:

E)thz—/{(//(l—’Q-i

|v]
k_

— Q" //(1 —y1 — y2) My podvdy + |SN—*11] // y1M 0 o dv dy.

Usando ahora la ecuacion para la distribucion macroscopica de los compuestos de mem-

brana (3.13)), se obtiene:

v
Q"= —k (// (1 - ‘Hm ) M0 o dvdy) Q"

i klk—lk—2p0 QO o QO
k?lk_QQO + k_leLO + k?_lk_g |SN_1| .

) M o 10 dv dy) Q°

Véase que el ultimo término cancela cuando integramos con respecto a . Si seguimos el
mismo argumento con la ecuacion de Lf, se tiene:

atLozn/<//(1—'9l
il
— ]{?QLO //(1 — Y1 — y2)Mp0,UO dv dy‘l— ]{5_2 //ngpOJ]O d’Udy,

que, tras usar (3.13), se transforma en:

- f (-

El resultado principal de esta seccién es el siguiente:

) M o o dv dy) Q°dl —r L° + A, L°

) M o o dv dy) Q°de —r L+ A, LC.
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Teorema 3.1.1 Sea (f¢,Q°, L¢) la solucion de — —(@ verificando las hipdte-
sis del lema Y Supongamos que

Sup (15 zoo 0,752 Loy R x v xv)) + 1QG Nl oo nxsn—1) + | LGl Lo mny) < C < 0.
>

Supongamos ademds que la sucesion ((f€,Q°, LF)).~o converge c. p. d. Entonces, el limite
c. p. d. de f¢ es la funcion M,y dada por las propiedades de L, donde p, U y W son los
respectivos limites en L' de p*, US y W¢, y las sucesiones (Q)s0, (L¥).s0 convergen en
L>®°—débil* a ciertas funciones @, L.

Ademds, p y U, son soluciones del sistema de EDPs:
Op + div(pU) = 0,
O;(pU) + Divy (P + pU @ U) = &, // vH(M,u,Q)dvdy

+5d_1/ vC(M,y, L)dvdy.
También, QQ y L resuelven

g

kik_1k_ap ( Q )
_.I_
k oQ+k_1koL +k 1k @ [SN=1

—a

y pW wiene dado por

) M,y dv dy) Qdo —r L+ A,L,

P 2@
W = = .
p k‘lk‘_QQ + k’_lkigL + k—lk’_g <k1k2L)

Demostracion. Empezamos observando que las variables v e y estan definidas en con-
juntos acotados. Por tanto, de la acotacién uniforme de (f€).~o se deduce que las su-
cesiones de momentos (p° )5>0, (P°U%)es0 ¥y (P°WF) ., estan umformemente acotadas en
L*>(0,T; L°(RY)). Por otro lado, volviendo a las desigualdades (2.21)) y ( - aplicadas
a @y L° con h = 0, se sigue que las sucesiones (Q°).~o v (L° )€>0 estan también unifor-
memente acotadas. Por tanto, podemos (salvo parciales) pasar al limite en la topologia
débil* de L* en todas estas sucesiones.

Ahora, usando el lema[2.2.1] también las sucesiones de operadores integrales (£( <))o,
(H(f%,Q))e=0 y (C(f%, LF))eso pueden ser acotadas uniformemente en el espacio
L>((0,T) x RN x V xY), por lo que tenemos asegurada su convergencia. No obstante,
todavia tenemos que identificar su limite, al involucrar términos cuadraticos.

El limite débil* de f¢ debe coincidir con su limite puntual, que llamamos f°. Esta
convergencia es suficiente para pasar al limite, al menos en sentido distribucional, en
los términos lineales de las ecuaciones. Ahora nos ocupamos de los términos no lineales.
Podemos usar entonces el teorema de Dunford—Pettis [31, Teo. IV.29] para concluir que
esta convergecia también es débil localmente en L*([0, 7] x RY x V x Y), lo que, unido a
la convergencia puntual, resulta fuerte en compactos. Consecuentemente, £(f€) converge
a L(f°) en el mismo espacio.

Ya podemos pasar al limite en los no lineales, concretamente la convergencia fuerte

de fen L} ([0,T] x RY x V x Y), combinada con la convergencia débil* en los espacios
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L respectivos de las sucesiones (Q°)cs0 v (L°)e>0, producen la siguiente convergencia
en sentido distribucional:

H(f,Q7) = H(f%Q), and  C(f5,L7) = C(f", L).

De igual modo, el hecho de que v e y estén definidos en conjuntos de medida finita nos
)
garantiza que, una vez probada la anterior convergencia, esta se verifica también para los

momentos
//vH(fE,QE) dv dy, //vC(fE,LS) dv dy.

Podemos ya justificar el tomar limites, al menos en sentido distribucional, en la ecuacién
(3.1) para obtener £(f“) = 0. Usando las propiedades de £, deducimos que f° = M, ,
con p y U dadas por . De nuevo, podemos reescribir el argumento para las sucesiones
de momentos, al estar las variables v e y definidas en conjuntos de medida finita, y deducir
las siguientes convergencias:

of = p, pUS— pU, P.—=P° v pP" W — pW.

Finalmente, podemos pasar al limite en las ecuaciones macroscépicas (3.9)), (3.10), (3.11)),
(3.5) v (3.6]), obteniendo el resultado anunciado. |

3.1.3. Un caso particular

Hay varias cuestiones “ocultas” en el desarrollo anterior. La primera de ellas es que
el sistema de ecuaciones macroscopicas no es cerrado. De hecho, el tensor de presiones
P° y los términos integrales que aparecen en la ecuacién de pU involucran integrales
con respecto a las variables microscépicas que no han sido expresadas en funcién de las
cantidades macroscopicas. Resolver este problema implica conocer una expresion explicita
de la funcién M, ;. Presentamos aqui un caso particular, hecho en [13], eligiendo un
operador de turning L para el cual podemos hacer todas las cuentas.

Consideremos que V sigue dado por (3.7)), @; como una funcién constante, y un nicleo
de la forma

T(v,v") == X+ nu-v',
con constantes positivas A y n verificando la relacion
1— SDN +2
="V 12)

(3.14)
Entonces, el operador £ dado por ({3.3) se escribe como:

L(f):= )\/f(t,a:,v’,y) dv’—i—nv-/v’f(t,a:,v’,y) dv' = MV |f(t, z,v,9). (3.15)

Nétese que, por la definicién de L, el pardmetro A verifica la relacién A|V| = a; . Reco-
pilemos las propiedades de este operador

Lema 3.1.2 Sea L el dado por , con \ y n verificando . Entonces, L satisface
las siguientes propiedades:

» L verifica las hipdtesis del lema y, por lo tanto, podemos justificar la teoria
de existencia y unicidad para esta eleccion de L.
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» L verifica las condiciones hiperbdlicas de resolubilidad: [ L(f)dv = [vL(f)dv = 0.

= Dados p > 0 yU € RY, la funcién M,y del nicleo de L que verifica (@ viene
dada por

N
Moo = 1 (1+ Dy. U) (3.16)

Demostraciéon. Comprobar que £ verifica las hipotesis del lema [2.2.1] es inmediato.
Las condiciones de resolubilidad se deducen facilmente tras integrar la expresion ([3.15)
y usando las identidades

V| —m(l— ) /'Udv—O /v-v dv — Oik ]SN—1|(1_ N+2)
= N 2 5 — Yy iVk - N—(N+2> (%2 .

Comprobamos la segunda, siendo la primera inmediata. Multiplicando por v e integrando,
encontramos que

//vﬁ(f)dvdy - )\///vf(t,x,v’,y)dv’dvdy
—H]///(v®v)v'f(t,x,v’,y)dv’dvdy
—|V|>\//vf(t,x,v,y) dv dy.

El primer término se anula, usando el Teorema de Fubini y [ vdv = 0. Andlogamente,

7)///(1} Qv f(t, z,v',y) dv' dvdy

gN-1
= m(l — N2y // vf(t,z,v,y)dvdy,

asi que

//vﬁ dvdy—(NF;Jm( ") \V\A) //'Uftxvy dv dy,

que se anula una vez consideremos el valor de |V y la relacién (3 entre los parametros.

Por tltimo, queda comprobar que la funcién M, dada por verifica las condi-
ciones . Comprobar que [[ M,y dvdy = p es inmediato a partir de que la funcién
v es impar, y estamos integrando en un conjunto simétrico respecto de v. Para el primer
momento podemos usar las identidades anteriores para obtener

|SN 1| N+2)77
//vMpUdvdy—/|v| v+ (v @)U dv / /\NN+2) pU dv = pU.

Una vez tenemos una expresion explicita de la funcién M, 7, vamos a calcular cuanto
valen, en este caso, el tensor de presiones P? y los operadores integrales (3.2) y (3.4) para
esta elecciéon. Empezamos por P:

//v@vMp,Udvdy = W//v@vdvdy

p n//
+ - (v®@wv)v-Udvdy
IVIYTA

1—Nt2 2
1—¢N (N+2)

= p I+0,
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donde T denota a la matriz identidad. Concluimos que
1— N+2
2 90
(N+2)(1—
Calculamos ahora los momentos en v de los operadores integrales. Empezamos defi-
niendo las siguientes cantidades macroscopicas:

0) ://mp(v;v',@) dvdv’,
://v®v'¢(v;v’,9) dvd,
://UK[VQCL](U,U/) dv dv’,

://’U ® v K[V, L|(v,v")dvdv/,

y construyendo los operadores integrales macroscopicos:

1(,0.Q) =0 ([ (wa0) + Dwato)v) Q)00 - Q1D ),

C(p, U, L) j’(}‘f (kal2) + (Scale] = vin)-U)

Usando la expresién (|3 en las definiciones (3.2)) y (3.4]), llegamos a:
// pUaQ d’Udy (p7U7Q)7

// vC(M,y, L)dvdy =C(p, U, L).

Hacemos las cuentas para el primero de ellos, tratando el otro de igual manera. Desarro-
llamos la expresion de la izquierda para H:

//v% s @ dudy—////wv v, 0)—— |V||Y| (6) 40 dv' do dy
//// (v, 9) |V||Y|Av UQ(#) df dv' dv dy
_//UWIOIYIQ // |V||Y| v Udvdy.

El tercer sumando es 0, al ser una funciéon impar en v integrada en un conjunto simétrico.
En los otros tres, agrupamos términos y usamos las definiciones de ¥, y W5, obteniendo
finalmente la igualdad buscada.

Para terminar esta seccién, reescribimos el teorema [3.1.1] para este caso particular de
operador de turning:

PO = pl — pU @ U.
o)

Teorema 3.1.3 Bajo las hipdtesis del teorema y con el operador de turning dado
por , las ecuaciones limite (cerradas) para p y pU son las siguientes:

Op + divg(pU) = 0,

A
(N +2)(1 - %)

N+2

pr = 5b71H<:07 U> Q) + (5d,1C(p, U7 L>7

P 2@
W = - .
P = kk—sQ + k_1kaL + k_ik_s (k;_lm)
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Ademds, podemos escribir las ecuaciones limite de (Q y L como sigue:

p kik_1k_op ( Q )
Q= —Kk=gQ + _ —Q+ |
= R T 0T kL + hk, ¢ T N

oL = H%QQ—TLL—FA:EL,
0-v 1— N _ _
dondeg:/(l— o= P (5 2l

3.2. Analisis numérico del sistema

En esta seccién realizaremos simulaciones numéricas del sistema ([2.7)—(2.8)—(2.9) con
condiciones iniciales fy v (Qo, Lo = 0) para la poblacién celular y la ECM, respectivamen-
te, que describiremos para cada uno de los casos particulares que tratemos. El sistema
estard planteado en un dominio cuadrado, con v € S! y médulo de velocidad fijo ¢, e
y soportado en el conjunto Y . Adjuntamos el sistema con condiciones de frontera
periddicas en x y de flujo nulo en la actividad y. Estos conjuntos estan discretizados
usando una malla rectangular para posicién y actividad, y tomando una cantidad fija de
direcciones en S' para la velocidad.

La solucién numérica del sistema se obtiene usando un método de splitting. La idea
detras de esta aproximacién es escribir la ecuacién de evolucién de f como suma de
operadores de evolucion para cada uno de los términos del modelo y elegir, para cada uno
de estos operadores, una técnica adecuada de resolucién numérica, para sumar finalmente
todos los efectos. Para tratar los términos no lineales, lo que hacemos en considerar los
valores correspondientes calculados en el paso anterior. Referimos al lector a [74] para
mas detalles en la técnica de splitting en la resolucion numérica de EDPs.

El primer paso del splitting consiste en elegir los distintos operadores a resolver. En
nuestro caso, lo separamos en tres: una parte corresponde al transporte puro, otra consis-
tente en resolver los tres operadores integrales para obtener los cambios en velocidades,
y por ultimo las dos ecuaciones de la ECM.

Nosotros resolveremos los bloques en el mismo orden que los hemos presentado, esto
es, esquematicamente,

= primero, resolveremos la parte de transporte, relacionada con la evolucion de la
posicién y de la actividad;

= luego, tratamos los operadores integrales, dandonos las nuevas velocidades;
= finalmente, tratamos las ecuaciones de los compuestos de la ECM, Q) y L.

Procedemos a describir como resolvemos cada uno de estos pasos:

3.2.1. Transporte puro

El primer paso es resolver el término de transporte

atfgz + Uva?f; + ley(G<y, anla Lnfl)fq},) = 07

con condicién inicial f, ;. Como solo resolveremos las modificaciones en posicion y
actividad, llamamos f! a la distribucién que calculamos en este paso. Separamos es-
te término de nuevo: primero, obtenemos un término de transporte puro, d;f! + v -
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Vefl + Gy, Qn-1, Lu_1)-Vyf} = 0, que resolvemos usando el Método de Volimenes
Finitos, y por otro lado, tenemos el término que queda de desarrollar la divergencia en
Y, Ouft = (kyy1Qn1 + koyoLn_1) fL, que es una EDO en tiempo (las otras variables ac-
tuan como pardmetros), asi que lo resolvemos directamente usando el método de Euler
explicito (o método de Euler de primer orden).

El Método de Volumenes Finitos tiene dos elementos en comun con el de Elementos
Finitos, discretizacion del dominio a tratar y trabajar con la formulacion débil del pro-
blema, pero difiere en la forma de resolcucién: en lugar de calcular un interpolante en esa
discretizacion, lo que se calcula es la cantidad de masa en cada celdilla. Estas cantidades
se comparan entre celdas adyacentes, y la diferencia entre estas genera un flujo en la
frontera comun. El método, finalmente, computa todos estos flujos en todo el mallado,
y reparte la masa convenientemente. Este esquema tiene la ventaja de ser conservativo
(esto es, no perdemos masa en el sistema tras cada iteracién), hecho que lo hace esencial
a la hora de trabajar con ecuaciones conservativas como las que estamos tratando. Para
mas detalles de este modelo numérico, referimos al libro [87].

3.2.2. Operadores integrales

Nos ocupamos ahora de hacer los cambios de velocidades, que equivale a resolver la
parte del sistema referente a los operadores integrales:

8tfn = 'C(fn) + C(fm Ln—l) + H(fn7 Qn—1)7

a partir del f! calculado en el paso anterior. Tenemos tres operadores distintos, cada
uno relacionado con un fenémeno diferente (turning, quimiotaxis y haptotaxis). En este
paso, para cado uno de ellos tenemos que determinar los nicelos de interaccién que los
definen. En la resolucion numérica de términos de este tipo, esto es equivalente a construir
una tabla (la tabla de juegos) para cada uno de ellos, tabla que contiene las diferentes
probabilidades de transicién entre estados (orientaciones, en nuestro caso). A partir de
estas tablas, somos capaces de, partiendo de una velocidad inicial 6,,_; proveniente del
paso anterior de la simulacién, obtener la nueva velocidad de salida 6,,, que sera una suma
ponderada de las velocidades candidatas propuestas por cada uno de los operadores por
separado.

Empezamos por el més sencillo, el operador de turning L£(f,). La tabla de juegos del
operador viene dada por una distribucién uniforme, esto es, que todas las posibles salidas
son equiprobables

El turning esta combinado con la quimiotaxis a través de las funciones a; y ag, luego
es 16gico continuar describiendo como resolvemos el operador C. En cada punto calculamos
el gradiente del quimioatractor, VL, 1, y luego, dada la velocidad de entrada 6,1,
calculamos la orientacién del vector (cos(6,_1),sin(6,-1)) + K (V.L,_1), que llamamos
Oc, donde K esta relacionado con la sensibilidad a la senal. Finalmente, construimos la
tabla de juegos mediante una distribucién normal en S! centrada en 6.

Se construye por ultimo la tabla conjunta, donde cada entrada viene dada por la suma
ponderada (por «;) de los valores correspondientes.

Queda por describir la tabla de juegos de la haptotaxis. Para construir la tabla de
juegos, primero definimos la orientacion candidata principal, 0y, como la orientacion
media de las fibras en cada punto:

Oy := direccién de/ 0Q(t,z,0)do.
Sl
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Una vez calculada, la tabla de juegos se construye a partir de una distribucién normal
de probabilidad centrada en 6.

Una vez tenemos las dos tablas de juegos, las pesamos convenientemente (dédndole
mas peso a la haptotaxis, por considerar que es el fenémeno principal involucrado en el
movimiento) y obtenemos la tabla de juegos definitiva. Para evitar cambios bruscos de
velocidades, lo que hacemos es considerar como velocidad candidata 6 la orientaciéon mas
cercana a la velocidad inicial #,_; en el sentido de la orientacién dada por la tabla de
juegos.

Finalmente, a partir de la tabla de juegos conjunta calculamos, para cada punto de la
malla, un vector de tantas componentes como el nimero de velocidades fijas tomadas en
St. Cada componente representa, en cada punto, la proporcién de células que tienen la
velocidad de salida correspondiente. Obtenemos asi f,, la nueva distribucion de células.

3.2.3. Ecuaciones para la ECM

El ultimo paso es resolver las ecuaciones para las dos sustancias de la ECM,

st ([ (- )

k_
—k1Qn //(Ro —y1 —yo) fndudy + 2—7; // y1 frn dvdy,

O, L, = H/ (// (1 - ‘6)'“—“) A dvdy) 0, d6 — 1Ly + DALy
v
—ky Ly, //(Ro —y1 = Y2) fodvdy + k2 // Yo frn dv dy,

con condiciones iniciales (),,_1 y L, _1. La ecuacion para @) es una EDO en tiempo, puesto
que la dependencia respecto de z y # es paramétrica. Para resolverla, para cada posicion x
y orientacién 6, calculamos numéricamente las integrales que aparecen en el lado derecho
de la ecuacién (donde f, es la nueva distribucién de células calculada en los dos pasos
anteriores), y aplicamos el método de Euler explicito para avanzar en tiempo.

Para la ecuacion de L, el primer paso es computar el término de difusion A, L. Para
ello, primero regularizamos L,_;(t) para evitar problemas en el resto de los calculos,
y calculamos A, L, 1(t) de forma numérica sobre el mallado. Una vez hecho esto, la
dependencia de la ecuacion respecto de la variable espacial es meramente paramétrica, y
la resolvemos como una ODE en tiempo (al igual que antes): calculo en cada punto de los
términos integrales, y uso del método de Euler explicito para tener la iteracion siguiente.

3.3. Medidas de alineamiento

El interés principal de este trabajo es estudiar la propagacién de una poblacion de
células tumorales a través de un tejido vivo. Dependiendo del tipo de cancer y del tejido
huésped, esta invasién puede ser individual o colectiva (véase [109]), y puede dar lugar
a diferentes tipos de patrones. En este sentido, hay una amplia literatura referente a
modelos mateméticos para crecimiento e invasién de células cancerigenas [7], hecho que
pone de manifiesto la complejidad y heterogeneidad de este fenémeno. A continuacion,
estudiaremos varias situaciones simples por medio de nuestro modelo, que es capaz de
reproducir muchas de estas interacciones entre las células y la ECM, e intentaremos medir
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la precision de las células en adaptar su movimiento a la orientacién de las fibras que
conforman la ECM.

Centraremos nuestras simulaciones en dos dimensiones y en dos situaciones particu-
lares [I09]: fibras orientadas segin una linea recta (que fijaremos como el eje OXy )y
un fibrado orientado radialmente. Cada uno de estos ejemplos serd explicado en detalle
en las secciones y El objetivo tltimo es medir la degradacién de la matriz
extracelular y la adaptacion de las células invasoras al tejido. Para esto ultimo, propo-
nemos ciertos funcionales que miden el alineamiento de las células y de las fibras de la
ECM respecto de una direccién dada (o una orientacién dada), y que nos permitirdn
comparar el alineamiento relativo entre ambas. Asi, podremos concluir (o no) que las
células se alinean con el fibrado de la ECM por efecto de la haptotaxis. Primero, para
cada orientacién fija w € S', definimos el siguiente funcional (normalizado)

/Q(t,x,9)|9-w| de db
F,(t,a) =
/Q(t,x,@) dé db

, T = aw+ bw,

que mide, para cualquier tiempo ¢ y cualquier posicién perpendicular a w, a, el grado de
orientacién del fibrado en la direccién de la recta aw’ + (w). Nétese que |0-w| = 1, el
valor maximo, coincide exactamente con la direccién dada por w. Analogamente, podemos
definir un funcional que mida este mismo grado de orientacion para la poblacion celular.
Asi, definimos:

jv-w|

/f(t,x,v,y)—dy dv db
Co(t,a) = [v]

/ p(t, ) db

que mide, para cualquier tiempo t y cualquier posicién perpendicular a w, a, la densidad
relativa de células que se encuentran en la recta aw® + (w), y que se mueven en la misma
recta, esto es, la fraccion de células que “siguen” la orientacion de la recta. Los funcionales
definidos son muy ttiles cuando tratamos con matrices extracelulares que se encuentran
orientadas segun una direccién fija: en estos casos, C,(t,a) (a lo largo de esta direccién
prefijada) nos dice exactamente la fraccién de células que siguen la orientacién del fibrado,
y por tanto es una medida de la orientacion relativa de las células con respecto de la ECM,
por ende de su adaptacién al tejido.

T = aw+ bw,

No obstante, esta medida puede no ser la adecuada cuando tratamos con fibrados
radialmente orientados, al existir mas de una direcciéon de interés. Para estos casos pro-
ponemos otras funciones, del mismo tipo que las anteriores, que den la misma informacion:
la adaptacion de la poblacién invasora al tejido previo. En este caso, escribimos la posi-
cién en coordenadas radiales, x = r(cosa,sina) = rz, y definimos el siguiente funcional
(normalizado):

/Q(t,ir, 6)|z-0| do dr
RF(t,a) :=

Y

/Q(t,x,e) o db

que mide la orientacién media del fibrado a lo largo del radio de angulo a. Como antes,
|Z-0] = 1 se corresponde con una fibra orientada en la direccién . De igual manera,
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definimos el funcional para la poblacién celular:

|v-2]

/f(t,ifr,v,y) T dy dv dr
RC(t,a) :== Y

/p(t, ar) dr

que nos da la densidad relativa de células que siguen la orientacién radial w. Estos ope-
radores seran de utilidad cuando estudiemos un fibrado orientado radialmente desde un
punto fijo, y donde la poblacién celular empieza cerca de este punto: en este caso, RC(t, a)
nos dara la proporcion de células que siguen la direccién radial de angulo a, y con él po-
demos medir la adaptacién de las células a la direccionalidad dictada por las fibras del
medio.

r =r(cosa,sina) = rz,

3.4. Resultados

Antes de presentar los resultados, queremos hacer una pequena aclaracién sobre las
concentraciones que aparecen. De hecho, tenemos dos concentraciones diferentes: por un
lado, las concentraciones en la membrana celular de las integrinas (tanto libres como
enlazadas), Ry, y;, cuyas unidades son (nimero de moléculas)/(unidad de “drea”), ya que
la membrana celular es una superficie (en nuestras simulaciones en R?, es una curva); por
otro lado, las concentraciones de los compuestos quimicos libres Q, L, cuyas unidades son
(nimero de moléculas)/(unidad de “volumen”). Por tanto, el esquema numérico debe
de tener esto en cuenta, y modificar las constantes fisicas en consideracion. Con este
fin, modificamos las constantes de los compuestos de membrana, convirtiéndolas a a las
unidades de los compuestos libres. Esta conversion la hacemos calculando el ratio entre
el area y el volimen de una célula:

Integrinas  Integrinas Area de la membrana de una célula

I

Volumen  Area Volumen de una célula

que tiene unidades de concentracion en volumen. Nuestra simulacion es en N = 2, por
tanto el “area” corresponde a la longitud en la membrana, y el “volumen” al area del inte-
rior celular. Si ademas suponemos que estamos en el caso mas simple, esto es, que nuestras
células son discos de de diametro d, el factor de conversién entre ambas cantidades es:

4
Integrinas por unidad de area = p Integrinas por unidad de longitud.

Este factor de conversién estd tomado en cuenta dentro de las simulaciones, aunque
llamaremos de igual manera a ambas concentraciones cuando no haya posibilidad de
confusion.

A continuacién, describiremos cada una de las simulaciones que hemos realizado,
dando las condiciones iniciales para la poblacién celular fy y el fibrado de la ECM Q.
En cada una de ellas, explicaremos su motivacion, el comportamiento esperado y la
interpretacion del resultado, amén de otras consideraciones de interés. Las constantes
del modelo vienen dadas en la Tabla En todas las simulaciones, consideraremos
inicialmente L = 0. Esto representa que inicialmente no existe quimioatractor en el
medio extracelular, y todo el que se produzca vendra de la degradacién de las fibras Q).
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Simbolo | Descripcién de la constante Valor Referencia

Ry Concentracén maxima de integri- | 1000 [26], 42]
nas en la membrana celular integrinas/ jim?

k; Tasa de formacién de enlaces de | 1.5 — 0.34 s, 1.4 | [26], 92, [135]
las integrinas con los compuestos | 2.3x10~4um?/s
quimicos

k_; Tasa de disociacién de las integri- | 0.1-3.4 s~ 2.42- | [26] 92, [135]
nas con los compuestos quimicos | 0.6 s7*

a; Influencia relativa del término de | 1/27 [122]
turning en el movimiento celular

s Influencia relativa de la quimiota- | 26/27 [122]
xis en el movimiento celular

Re Tamano tipico de una célula 20-200 pm [55]

© Velocidad de migracién celular | 0.1 = 1.0 gm/min | [55]
tipica

rL Tasa de degradacién del quimioa- | 5 x 1073 mol/sec [T18]
tractor

Dy, Coeficiente de difusion del quimi- | 8 x 107%cm?/s [118]
co L

Cuadro 3.1: Constantes usadas en el esquema numérico
3.4.1. Primer ejemplo: ECM orientada

Comenzamos con el primer caso propuesto: inicialmente, suponemos una matriz ex-
tracelular completamente orientada en la direccién del eje O X5, distribuida segin bandas
paralelas (y regularizadas) a la direccién fijada, creando “caminos” de fibra orientada.
Por tanto, inicialmente, la funcién de alineamiento del fibrado en la direccién vertical
w = (0,1), correspondiente al eje OX, en sentido positivo serd igual a 1, Fio1y(0,a) =1,
en las posiciones a donde haya fibras, y 0 tanto en las posiciones a donde no hay fibra.
Para la pobacion celular, nuestro objetivo es representar la invasion de un tejido vivo
por parte de células malignas (invasién tumoral), o la creacién de nuevas estructuras a
partir de senales y caminos previamente dispuestos (crecimiento de redes neuronales).
Con este objetivo, tomamos inicialmente una poblacién celular concentrada cerca del
borde inferior {z5 = 0} y regularizada, con velocidades (v, vq) elegidas aleatoriamente
de manera que vy > 0 (lo que simula un frente invasivo entrando al dominio y, ademas,
evita problemas con el numérico), y actividad inicial pequena (el 10 % de Ry). Con esta
eleccién, el alineamiento de las células con respecto a la direccién (0,1), C(o1)(0, @), no
es igual a 1 es cualquier posicion horizontal a.

Lo ideal seria representar la poblacién celular por una delta concentrada en la linea
{z3 = 0} con velocidades completamente aleatorias. No obstante, para realizar el andlisis
numérico, hemos tenido que aplicar ciertas restricciones y regularizaciones al sistema.

En esta situacion, lo esperado es que C(g1)(,a) se acerque cada vez mas a 1 en las
zonas donde hay fibras (), conforme el tiempo avanza, lo que significaria que las células
se estan alineando a la ECM; mientras que Fig1)(t,a) deberfa de mantenerse cerca de 1
en los lugares donde hay compuesto ), ya que cualquier cambio de la orientacién relativa
vendra de la incorporcién al medio de fibras provenientes de las reacciones de membrana
(como son cambios relativos, la ruptura de fibras debido a la accién celular no cambia
el valor de Fg1)(t,a)). Ademads, las células deberfan de moverse hacia arriba, siguiendo
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Figura 3.1: Gréficas representando las condiciones iniciales (primera fila) y la evolucién
de la ECM (izquierda, orientada en la direccién (0, 1)), poblacién celular (centro) y las
funciones de alineamiento C(g 1) (continua) y Fo1) (punteada) (derecha) para el primer

ejemplo.
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las bandas de mayor concentracion de las fibras y, de aparacer L, este vendria de la
degradacion de la ECM causada por los choques entre las células y el fibrado, o de la
liberacion al medio al desligare de las integrinas de las membranas celulares.

Las simulaciones realizadas confirman lo que esperabamos: vemos que la poblacién
celular se aproxima a las bandas con compuesto @, y al llegar a ellas, se alinean al fibrado,
continuando el movimiento en esa direccién. Esta tendencia es mas evidente en la grafica
conjunta de las funciones de alineacién (ver Figura , a partir de la correspondencia
entre los picos de C(o,1) y F{o,1)- En estas simulaciones no hemos visto apenas degradacién
de la ECM por acciéon celular y, por tanto, constatamos numéricamente que en este
ejemplo la haptotaxis prima sobre la quimiotaxis a la hora de regir la migracién celular.

3.4.2. Segundo ejemplo: ECM radialmente orientada

En la segunda de nuestras simulaciones, queremos imitar una situacién que se da en

experimentos in-vitro: migracion celular a través de una ECM radialmente orientada.
En este experimento, comenzamos con una distribucién de fibras radialmente orientadas,
con origen en un punto fijo de la malla que, por simplicidad, elegimos como el origen
(0,0), situado en el centro del dominio. Estas fibras estdn distribuidas siguiendo radios
(regularizados) centrados en el origen. Con esta eleccién, inicialmente, la funcién de ali-
neamiento radial de la ECM vale 1, FR(0,a) = 1, en los radios donde hay compuesto @,
y 0 en las direcciones donde no hay fibras.
Para la poblaciéon celular, como ya hemos indicado, esta situacion se asemejara a los expe-
rimentos in-vitro para el desarrollo e invasion de una poblacion bacteriana en crecimiento.
Para ello, elegimos inicialmente f; como una funcién caracteristica (regularizada) de un
dominio circular centrado en el (0,0), el mismo punto desde el cual se originan las fibras,
con velocidades iniciales aleatorias en S'. Ademds, al igual que en el ejemplo anterior to-
mamos iniciamente un valor de la actividad pequeno (10 % de Rp). Con esta eleccion, el
alineamiento radial inicial de las células, C R(0, a), es una distribucién aleatoria, tomando
valores entre 0 y 1 para cualquier dngulo a.

En estas condiciones, esperamos un comportamiento similar al obtenido en las simu-
lacién anterior, ahora para los operadores de alineamiento radiales REF' y RC', en lugar
de F, y C,. Esto es, la funcién de alineamiento radial de la poblacion celular deberia
de acercarse cada vez mas a 1 en los angulos donde estan las “bandas”de fibra proteica,
senal de la adaptacion de la poblacion a la ECM; mientras que F,, deberia de mantenerse
cercano a 1 en estos arcos, puesto que cualquier modificacién de este valor vendria de la
incorporacién de nueva fibra () en una orientacién no radial a través de las reacciones de
membrana. Por lo tanto, las células deberian alejarse del centro, siguiendo los radios de
mayor concentracion de fibra, y la aparicién de L se debera a la ruptura de las fibras o
al desligarse de la membrana celular.

Las simulaciones realizadas confirman en parte lo que esperabamos: las células se
agrupan en las zonas de compuesto () y se alinean a estas, continuando el movimiento
siguiendo la orientacién de las fibras, como podemos ver en la figura [3.2] Vemos también
en la grafica de FR y C'R que los picos de ambas funciones estan préximos entre si, que
corresponde con la influencia de los otros dos fenémenos modelados, quimiotaxis y movi-
miento aleatorio. Como en estas simulaciones tampoco hemos visto apenas degradacién
de la ECM por parte de la poblacion celular, estas variaciones se debe al movimiento
aleatorio propio de las células. Constatamos de nuevo que, en este ejemplo, la haptotaxis
prima sobre la quimiotaxis a la hora de regir la migracién celular.
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Figura 3.2: Gréficas representando las condiciones iniciales (primera fila) y la evolucién
de la ECM (izquierda), poblacién celular (centro) y las funciones de alineamiento C'R
(continua) y F'R (punteada) (derecha) para el segundo ejemplo.
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Capitulo 4

Descripcion cinética de modelos de
quimiotaxis con difusiéon fraccionaria

En este capitulo presentamos una descripcién microscépica de un fenémeno de difusién
andémala: particulas o individuos cuyo movimiento propio en ausencia de causas externas
no responde a un comportamiento de difusién clasico. En este caso, proponemos un mo-
delo cinético de relajacion para particulas que siguen un vuelo de Lévy, cuya distribucién
de velocidades esta dada por lo que se conoce como una funcién de cola pesada como las
presentadas en la seccién [1.2.4] A partir de esta descripcién, y mediante un conveniente
limite de escala determinado por el propio equilibrio y, por tanto, de la distribucion de
velocidades, obtenemos una ecuacion macroscopica general con un término de difusién
no estandar (fraccionaria), dado por el operador laplaciano fraccionario (—A)0+H/2. A
partir de este modelo general, podemos deducir diferentes modelos clasicos de quimio-
taxis, ahora incorporando difusion fraccionaria. Los resultados de este capitulo han sido
publicados en [23].

4.1. Descripcion cinética

Nuestro modelo sera una ecuacion cinética con un término de relajaciéon a una funcién
de cola pesada, como las presentadas en la secciéon Comenzamos recuperandolas,
junto con algunas propiedades de interés.

Una funcién de cola pesada es una funcién F'(v) continua y positiva verificando:

[v|>c K(]
F(—'U) :F(U), F(U) :0 W, /F(U)dU: 1, (41)
donde ¢y es la velocidad root—-mean—square, Ky = KO c(l)ﬂ, siendo K() una constante

adimensional, y v determina la cola pesada de velocidades, y esta relacionado con los
momentos en velocidad de la distribucion de equilibrio de la poblacion. Esto se concreta
en la siguiente propiedad: F'(v) tiene momentos de orden m finitos si, y solo si, m—1 < ~.
Esto se debe a que

Kolv|™ dv ©
| e =k [ i cso s 2y mm > 1

En particular, estas funciones son integrables (m = 0) tnicamente cuando v > —1, y
tienen energia cinética finita (m = 2) cuando v > 1. Ademads, nos determinard el esca-
lado macroscopico que haremos en el sistema; de hecho, el escalado parabdlico estandar
corresponderd con v = 1, y el hiperbélico con v = 0, como ocurria en el trabajo [21].
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El objetivo de este capitulo es obtener modelos de difusién fraccionaria a partir de
modelos cinéticos con equilibrios de cola pesada como los descritos. En nuestro trabajo,
el rango de valores 0 < v < 1 correspondera a una funcién de cola pesada con energia
cinética infinita (v < 1), y también a un escalado macroscépico a medio camino entre
el hiperbdlico (y = 0) y el parabdlico (y = 1), que dard lugar al término de difusion
fraccionaria [98].

Recordamos también que la difusion fraccionaria vendra dada por el operador lapla-
ciano fracionario, que se define a partir de la transformada de Fourier como:

F((=A:)°p) (k) = [K[**p (k).

Aqui, denotamos por “sombrero” o con la letra F a la transformada de Fourier, siendo k la
variable dual de Fourier. En lo que sigue, ademds, denotaremos por F~! ala Transformada
inversa de Fourier.

Una vez presentados todos los ingredientes necesarios, procedemos a describir nuestro
modelo.

4.1.1. El modelo cinético

Nuestro modelo pretende representar el movimiento de una poblacion celular, some-
tida al efecto de un quimioatractor que dirige su movimiento y que por si misma tiene
un movimiento difusivo propio regido por un vuelo de Lévy. El sistema propuesto es el
siguiente:

8tf + vVng = L()(f) + L1<S, f),
0.8 = DsA,S + G(p, S), (4.2)
f(O,LL’,U) :fo(l'av)’ S(va) :So(ib‘)7

donde f(t,z,v) es la funcién de distribucién de la poblacién, que depende del tiempo
t, la posiciéon = € R¥ y la velocidad v € RY. G es una funcién fuente, describiendo la
creacion/degradacion del compuesto quimico S. Los operadores L; modelan los cambios
de direccion de las células: Ly es el operador de relajacion que representara el movimiento
aleatorio mediante vuelos de Lévy que siguen las células, y L; incluye el efecto de qui-
miotaxis provocado por las diferencias de concentracion de la sustancia quimica S. La
densidad de células p viene dada a partir de la funcién de distribuciéon como

p(t, x) ::/f(t,x,v)dv. (4.3)

Los operadores L; (j = 0,1) son ambos lineales con respecto a f, y vienen dados en
forma de operadores de turning:

Li(f):= l/ (Ti(v,v’) f(t,z,v') — ﬂ(v',v)f(t,x,v)) dv’, (4.4)

Tj

donde los ntcleos T)j(v,v") describen la reorientacion de la velocidad de las células (desde
v’ hasta v), y (7;)"! son sus respectivas frecuencias. De hecho, consideramos que T}
depende de la concentraciéon del compuesto quimico, 77 = T (S,v,v’), mientras que Tj
es independiente de S. Suponemos también que estos operadores conservan la masa total
del sistema, esto es,

/Lo(f) dv = /Ll(S, fdv=0. (4.5)
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4.1. DESCRIPCION CINETICA CAPITULO 4

Comenzaremos suponiendo que estamos en un marco simplificado en el que el nicleo de
turning viene dado por Ty(v,v") = F(v), donde F'(v) es una funcién de cola pesada, esto
es, una funcién continua verificando (4.1)). En este caso, Ly se escribe como

Lo() = ~(Fw)o 7). (46)

To

donde p es la densidad dada por (4.3)).

4.1.2. Escalado “parabdlico” del modelo

Elegimos la velocidad root—-mean—square ¢y como la velocidad de referencia del sistema
y definimos la velocidad root—-mean—square escalada « (sin dimensiones) como « := ¢/ vy,

donde . (// o fo(,v) dvdIE)/(/ fo(z,v) dvdx).

Definimos las variables sin dimensiones (denotadas por tilde “~ ") del modelo:
vV i= o0, t:=st, r:= Rz,
y de igual modo las funciones sin dimensiones
f(t,z0) = fFE%0),
p(t,z) = fcpt,3) & plt,7)= /ff:if; 0
S(t,z) = ®S(I,%).
Ademas, el equilibrio F' y el ntcleo T} pueden escalarse de la siguiente manera:

1 - ~ B> f(o
F(U) = _NF = / F(U) = W,
€o

1
Ti(S,v,0") = — Ti(S,9,7)
0

@)

De este modo, la primera ecuacién de (4.2) se convierte en

agf + —

O 5-Vaf = —(pF — )+ ~Ly(S, ),

R To 5l

donde

55— *Ds

Nota 4.1.1 En el caso mas comun, el operador de interacciones G viene dado por:
G(p,S) = ap —bS,

esto es, un término de produccion debido a la secrecion del quimico por parte de la po-
blacion bacteriana con tasa “a” junto con un término de decaimiento con frecuencia “b”.
En este caso, el operador sin dimensiones es

_asfcév~_b~
o 7 SS'
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Debemos imponer dos condiciones adicionales que relacionan las cantidades macroscépi-
cas. La primera es mecanica: vg = R/s; y la segunda es una relaciéon quimica que normalice
el término de reaccién G para tener la tasa escalada s/® igual a 1 (para el ejemplo tipico
dado, podemos tomar ® = asfcl’). Consideramos ademés el recorrido libre medio 7yco
dado por el tiempo de relajacién (principal) y la velocidad root-mean—square, y definimos
el recorrido libre medio escalado S como

3 ToCo
=7
Determinamos también la frecuencia secundaria, 6 := =y la difusividad adimensional

del compuesto quimico Dg := sDg /R?. Finalmente deducimos el sistema sin dimensiones
(donde, por comodidad, hemos eliminado la notacién “tilde”)
Q@

atf+av‘vxf: ﬁ(pF_f)+9Ll(S’f>7
0 = DsA,S + G(p, S).

Podemos ahora fijar la escala hidrodindmica tomando, igual que en [21],
1

5257 QIE)

que significa que el recorrido libre medio es pequeno comparado con la longitud tipica
del sistema, esto es, 7ocy << R 0 Tocy = R y, por otro lado, que la velocidad tipica del
sistema vy es pequena, en un orden intermedio, comparada con la velocidad root-mean—
square cg, concretamente vy = €7¢q. En el caso limite v = 0, correspondiente al escalado
hiperbdlico, ambas velocidades son equivalentes.

Con respecto a la frecuencia secundaria asociada a la quimiotaxis, podemos escalarla

de igual forma que en el escalado parabdlico [14], considerando que es menor que la

frecuencia de relajacion (7o)~ ':

0 =27 estoes, g =e’m, 6 > 0.
El sistema resultante, al que le anadimos su condicién inicial, es
DT 4 evV ff = (FF — £2) + £ L1(S°, f°),
0;5° = DgA,.S° + G(p, S9), (4.7)
fe(0,2,0) = fo(x,v), Se(0,z) = Sp(x).
La ecuacién de continuidad obtenida integrando la primera ecuacién, es
Op® + div, J® =0,

donde la corriente viene dada por

(3 1 €
J .—5/1)]” dv.

Si suponemos que v > 0 (que garantiza la existencia del momento de primer orden de
F(v)), podemos obtener la ecuacién del primer momento de f¢ multiplicando (4.7]) por
€ v e integrando,

61+'yat(]s + 81_7D1V$/U ® Uff:‘ dU+ — _J5 + 55—7/1}[/1(55’ fE) dU,
y por tanto

—J° = 51_7Divx/v @ufidy —e& /le(SE, f5) dv +e'179,J5. (4.8)
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4.2. LIMITE FORMAL CAPITULO 4

4.2. Limite formal

El resultado principal de esta seccién es el siguiente:

Teorema 4.2.1 Supongamos que F' es una funcion continua y positiva verificando
con0<~v<1,0=r, yT tal que

//\leﬁv\,v’ﬂF(v’)dvdv’jt//]le(g,v\’,v)\F(v)dvdv’<oo.

Supongamos ademds que las soluciones f¢ de convergen al menos distribucional-
mente a f. Entonces, el limite puede escribirse como f = Fp, donde p es la solucion de
la ecuacion de difusion fraccionaria

atp = _Dp(_Ax)WTHp - diVX<H(,O, S))?
0iS = DsAuS + G(p, 5),

donde H(p, S) viene dado por
Hp,S) = p / o Li(S, F) do, (4.9)

y el coeficiente de difusion fraccionaria es

2
1
D, = / Y dy. (4.10)

T 2 Jy et

Nota 4.2.2 En el teorema solo tratamos la convergencia de la primera ecuacion del
sistema . Para la ecuacion del compuesto quimico S€ asumimos unicamente que el
término de reaccion G(p°, S€) verifica ciertas propiedades que permitan el paso al limite.

La idea de la demostracion es obtener el limite de la corriente J¢ a partir de la ex-
presién e insertarlo en la ecuacién de continuidad. Nétese que el primer término
e Div, [ v ® vf* dv involucra un momento de segundo orden en v, esto es, del mismo
orden que la energia cinética, la cual es infinita para la distribucién de equilibrio F'(v).
Por tanto, al estar multiplicado por e!'=7 (que convege a (), esperamos obtener su con-
vergencia y conseguir, en el limite, el término de difusion fraccionaria. Por este motivo
el reescalado del sistema debe de estar conectado con la tasa de decrecimiento de la fun-
cién de equilibrio. El segundo término £9~7 JvLi(Se, f9) dv, eligiendo § = v, nos dard el
término de transporte asociado con la sensibilidad al quimioatractor, y el tltimo es de
orden O(e'™) y convergerd a 0.

Demostracion del Teorema . Comenzando con la primera ecuacién de ,
fF+ev- Vo f* = p'F — M0, f° 4+ " L1 (57, f°),
y aplicando transformada de Fourier en esta expresion, obtenemos
fe(1 —ev-ki) = p.F(v) + e F(L (S5, f9)) + O(e), (4.11)

lo que nos permitira “despejar” f€. De la misma forma, aplicando transformada de Fourier
en (4.8), esta se transforma en

~

Je zsl_v/i(v-k)vfa dv+55_7/v}"(L1(SS,f6))dv—1—(’)(5).
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Tomando 6 = 7 e insertando la expresion (4.11]) en la dltima igualdad, queda

Te — A 1777:(/0']{:)UF(U) / € /A)EF(U) ¥
J pg/s okl dv+ [ vF(Li(S ’—1—5v~ki))dv+0(€ )

= Al —|— A2 + O<€7)7 (412)

por lo que solo resta estudiar por separado la convergencia de A; y A,. Para el primero,
podemos demostrar el siguiente resultado:

Lema 4.2.3 Sea 0 < v < 1, k € RN, y supongamos que F es una funcion continua y
positiva verificando . Entonces, Ay — D,ik|k|"", donde D, viene dada por .

Demostracién. Primero reescribimos A; como sigue:
A — 81_7/i(v-k)vF(v)(1+ev-k3i) d
1+¢e%(v-k)?

1 i(v-k)vF(v) oy [(WE)VF(v)
/5 1—|—52—<1}-1€)2dv_€ /—1+€2(v.k)2d’l).—A3+07

siendo 0 el tdltimo término porque F'(v) es par. Comprobemos ahora que Az es finito.
Para hacerlo, veamos cudnto vale esta integral fuera de una bola. Sea w = ¢|k|v, entonces
dw = V|k|" dv, y tenemos que:

I CRILLACI :/ s kel 1
Af>1€ L+e2(v-k)? ° |v|>1€ L+ e(v-k)? [o|Nr+L v

_/ 1y |- k/[kDw] e R dw
e L (wek/[E])? e2[k[lw[ N eN|E[N

L[ Mol g,
|w

sefp) 14 (w-k/[K])? Jw[ Vot

En esta integral realizamos un nuevo cambio de variables usando la siguiente matriz
simétrica y ortogonal Hy:
k—|kles k k

n = R HkI:]I—277®77,:>Hk61:— ka
|k — [kes]

=7 = €1,
k| ||

donde e; = (1,0, ...,0). Entonces, el cambio de variables (isométrico) w = Hyy produce

|w| = |?J|7 dw=dyy Wk/|k?| = ey = y1, de modo que

[ dwkiel B, [l b
|

wolselp) L+ (w-k/|k])? Jw[N++1 =0 o T+ g3 [y[NHrt

v 1

Nétese que esta tltima integral es finita exactamente cuando —1 < + < 1. Entonces,
podemos calcular el limite de A3 como sigue:

L (v-k)vF (v) i (v-k)uF(v)
ho [N o)
’ /Ivﬁlg 1+ e*(v-k)? ot |v|>1€ 1+ ¢e2(v-k)? @ S

El primer término converge a 0, como vemos en la siguiente estimacién,

| Ay < / e RN F(v)] dv < 77| |[F(v)|dv — 0,
jv[<1

o<1
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y el segundo debe ser calculado usando los mismos cambios de variables que antes, primero
w = ¢elklv y luego w = Hyy, para deducir:

A / gl—wi (v-k)vF(v) 4 / i(w-k)w |k dw
= _— v =
° o[>1 1+ e%(v-k)? ek 1+ (w-k/[k[)? Jw[NTr+

. N .
_ / iy Hyy |k dy Zﬂke./ wyiy; |k dy
iselk) 1Ayt JyVHrt = P iyisepp Ly [y[V

_ iklk!”/ i dy %iklk\“/ vi dy
Bl Sy T+ 2 [yl N+ 1+ g2 [yt

donde hemos usado la descomposicion estandar en coordenadas cartesianas y = Zjvzl Yi€;j,
siendo {e;} la base candnica de R". Entonces, A5 — D,ik|k|"™", donde D, viene dado
por (4.10), y finalmente, lim A; = lim A3 = lim As. |

El resultado para la convergencia de Ay viene dado en el siguiente lema:

Lema 4.2.4 Supongamos que T1(S,v,v") verifica las hipdtesis del Teorema y sea
Ay el dado por . Entonces,

Ay — U(p,S) = /U}"(Ll(S, pF)) dv.

Demostracion. La demostracién es sencilla. Primero, desarrollando L; obtenemos

//UF FTL(S,0,07)) % (—P= ) dvdv/

1 —idev.k
//UF F(Ty(S, v, v)) * (&ﬁ)dvdv’.

Las hipotesis del lema muestran que los dos términos estan bien definidos y que ambos
convergen (usando el teorema de la convergencia dominada) a

//’UF F(Ty(S,v,0")) * p dvdo’
//UF F(Ty(S, U))*ﬁdvdv’—/v]:(Ll(S,pF))dv

lo que termina la demostracion. [ ]
Juntando los lemas y [4.2.4] podemos pasar al limite en la expresion (4.12)),
obteniendo

Je = J =D, ikl +¥(p,S).

Desde esta expresion y tras aplicar transformada inversa de Fourier, podemos sustituir
en la ecuacion de continuidad limite 0;p + div,J = 0, y obtener

0,p = —D, div, (Fl (iﬁk|k!7’1)) — div, (F1(¥(p, 5))).

Para determinar el primer término de la derecha, aplicamos de nuevo transformada de
Fourier para deducir

f(divx <f1<z'p€k\k\“>)) — —ikF( (fl(z’pkyky“» = k"5,
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y por lo tanto
div, (Fl(zpmw*l)) - ]—"’1<]k|7+1,6> — (—A) ).

Finalmente, resaltando que

FH¥(p,9)) :f—l/vf(Ll(S, pF))dv = /le(S, pF) dv
obtenemos la ecuacion limite
0p = —Dy(—A0)"F p—div,(H(p, 5)),

donde H(p, S) viene dado por (4.9)). Esto completa la demostracién del teorema |

4.2.1. Limite macroscépico incluyendo interacciones biolégicas

Consideremos el modelo cinético de quimiotaxis (4.2), al que anadimos términos de
interacciones que modelan procesos de nacimiento y muerte celular del tipo

(atf)bd = R(fv S)

Si repetimos el proceso de adimensionalizacién de la Seccién [4.1.2] con este término,
llegamos a la siguiente familia de ecuaciones escaladas que modelan la dindmica de f¢:

VIO fE + ev-Vofe = (Fp° — f¢) +&7L1(S%, f¢) + 7T R(f¢, S°),
0:5° = DgA,S® + G(p°, S9), (4.13)
f0,2,v) = folz,v), 5%(0,2) = So,

donde L esté definido como antes. Né6tese que el operador de nacimiento/muerte lo su-

ponemos del mismo orden que 9, f¢. En este caso, integrando en v, llegamos a la siguiente
ecuacion de continuidad:

Oy — ikJe = / F(R(f%,5))dv, (4.14)

donde f¢y J* vienen todavia dados por (4.11)—(4.12)). Tras introducir la expresién (4.11)),
la ecuacion (4.14]) se escribe de la siguiente forma:

O pF — ikJe = / ]—“(R (]-“1 (%) + 0(e7), Sf) ) dv.

Si el operador R verifica unas condiciones adecuadas que permitan pasar al limite en el
término de la derecha (por ejemplo, que se escriba de manera lineal en f¢), los argumentos
usados anteriomente para la ecuacién sin este término se aplican directamente, obteniendo
el siguiente sistema macroscopico:

0up = —D,(—A,) "% p—div,(H(p,S)) + T(p, S), (415)
9,58 = DsA,S + G(p, S), ‘
donde I' viene dado por
L(p,S) = /R(pF(v),S) dv. (4.16)
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4.3. Generalizacion de los resultados anteriores

En esta seccion generalizaremos los resultados previos para una clase mas general de
operadores Ly, en la linea de la referencia [98]. Consideremos de nuevo el sistema (4.2)),
con x,v € RY:

8tf + Uva:f = LO(f) + Ll(Sv f)a
S = DsAS 4+ G(p, S5),
f(0,z,v) = fo(z,v), S(0,2)= Sp(x),

con un operador Ly verificando (4.4]). En concreto, consideramos

Ldﬂ:/(%mUU@ﬁ—%@MW@DdUzKU%ﬁ@ﬁ@% (4.17)

donde
mn:/%mwﬂw@x wm:/%w@mg

y Ly también verificando , cuyo nucleo depende de la concentracion del compuesto
quimico 77 = T1(S,v,v).

Para introducir las propiedades que le pedimos al sistema, necesitamos recordar el
concepto de funcién de variacion lenta: es una funcion medible [ : R, — R que verifica
la siguiente propiedad:

- U(As)
lim

o0 1(s)

= 1 para todo A > 0.

Ejemplos de funciones de variacién lenta son las funciones constantes, las funciones que
convergen a constantes positivas, los logaritmos y los logaritmos iterados.

Sobre los operadores integrales imponemos las siguientes propiedades, que en el caso
de Ly generalizan las propiedades del operador de relajacién a una funciéon de cola pesada

(1.6):
Hipétesis 1 (Propiedades de Ly) Sea Ly dado por (4.17)).
s Se satisface el principio de balance detallado,
To(v, v YF(v') = To(v', v) F(v), vou,v' € RY,

para una cierta funcion de equilibrio F(v) > 0 integrable y tal que %F(U} sea
localmente integrable, que verifica [ F(v)dv =1y F(v) = F(—v) para todo v € RY.

En particular, tenemos K(F) = v(v)F(v).
» Ty y v son localmente integrables, no negativas y ademds v(v) = v(—v).

» FEzisten constantes B > 0, v, ko, vp > 0, una funcion positiva Fy(v) y una funcion
de variacion lenta | tal que F(v) = Fy(v)l(|v]), verificando

WTE kg g ) S cnando ] - +20

» Eriste una constante C tal que, para cada v € RY,

F') Ty(v,v')?
/1/(1)’) V2F(v)? dv' < C.
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Hipétesis 2 (Propiedades de L) T} es localmente integrable, nonegativa, y verifica

// v (F(T1(S,0,0"))F(v') + F(T1(S,v',0))F(v)) |v ™ (v) dvdv’ < +o0.

Ya estamos en condiciones de definir el escalado para la ecuaciéon cinética

-1

m(e) = e"l(eTF),
donde r = —“{Z;B =1+ ﬁ, y [ es la funcion de variacion lenta dada en las Hipdtesis .
En este caso, el sistema reescalado queda:

M) f° +ev-Voff = Lo(f) + " L (57, o),

8,5° = DgA,5° + G(p°, 5°), (4.18)
fe(0,z,v) = fo(z,v), S°(0,z) = Sp(z).

Necesitamos una hipétesis adicional sobre las soluciones de la ecuacion:

Hipétesis 3 La solucion f¢ puede escribirse como f€ = p°F + £¢g°, donde fs y g estdn
uniformemente acotadas en L*(vF~Y), con F y v las dadas en las Hipdtesis .

Ya tenemos todas las herramientas que necesitamos para tomar limite. Concretamente
vamos a probar el siguiente resultado.

Teorema 4.3.1 Sea (f¢,S°) una solucion de verificando las Hipdtesis (1], [3 y [9
con 0 <vy<1,0<B<1—7. Definimos
v =1
r=1+4+— m(e) = e"l(eT=F),
t1o5 Y () (e7-7)

(con esta eleccion de pardmetros, 1 < r < 2). Entonces, si f¢ converge a algin limite f
al menos en sentido distribucional, este se escribe como f = Fp, donde p es la solucion
de la ecuacion de difusion fraccionaria

Op = _Dp(_Ax)%p — diviH(p, S),
0,S = DsA,.S + G(p,95).

El operador H viene dado por

H(p, S) = p/le(S, F)%, (4.19)

Kol (y1)? dy

D, = .
"TI=8) B+ P

(4.20)

Nota 4.3.2 Al igual que en [21], en el caso critico v = 1, equivalente a elegir r = 2,
podemos recuperar la difusion cldasica anadiendo ciertas hipotesis adicionales sobre [,
andlogamente a lo propuesto en [98]. De hecho, suponiendo que l es tal que

l(s)log(s) — +oo cuando s — 400,
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podemos definir el escalado

m(e) i= 2(c77 )log(e ™),
y en el limite obtenemos una ecuacion de reaccion—difusion clasica:
Op = D,y p — div,H(p, S),

donde D, viene dada por la expresion

1 (1n)> dy )
D, = kov, hm —/ .
o (lOQ(A D) Jiyiza vo + ()2 [y NV +2

Demostracion del Teorema Aplicamos transformada de Fourier a la primera
ecuacion de (4.18)) y, tras reordenar términos, llegamos a una expresion anéloga a (4.11)):

fe = K(f) | mEFL(SF2)  mE)os

v(v) —iev-k e v(v)—iev-k  v(v)—icv-k

Multiplicamos esta expresion por Ty(v', v), e integramos en v:

/ Fo) Ty v do = K(ff) = / V(UK(—JC,E)_TO(U’,U) dv

To(v’,v)dv—m(e)/y(v)L 0

/le (5%, f9)

iev-k

Integramos de nuevo, ahora con respecto a v’. Obtenemos:

[rrar = [ a2 [FEED ),
—me) [ V()af—fuw) v,

v) —1ev-k

que podemos reescribir para obtener

@—f%mvzl K(f?) ko) do b e MH
/u<v>' (v)d /u<v>' (igk-v)do + / (v) dv.

—iev-k m(e) —iev-k —igv-k
(4.21)
Nuestro objetivo es pasar al limite término a término en esta expresion para obtener
op = —D,(—A,)3p — div,H(p,S). Para ello tratamos cada uno de los términos por

separado. El segundo es el mismo que aparece en [98], y su convergencia fue demostrada
alli. Demostraron el resultado siguiente:

Lema 4.3.3 ([98], Lemma 3) Bajo las hipdtesis del Teorema

1 /V(vg{(f'a) (iek-v)dv — —D,|k["p

—iev-k

donde D, viene dado por .

99



CAPITULO 4 4.3. GENERALIZACION DE LOS RESULTADOS ANTERIORES

Tratamos ahora el tercer término de (4.21]). Vamos a ver que:

o [RRE a0 — [ Fsr) g

Usando la hipétesis [3] tenemos que

—l/f(Ll(S€7f€))V(U) dv

(v) —icv-k
L g EF L g
/f (5% /f I e = Ay + Ay,
) —icv-k —ev-k

y aplicando el teorema de la convergencia dominada (la Hip6tesis [3[ nos lo permite),
deducimos que

A, /le_m 3 (v)dv—>/]—"(L1(S,g))dv—O.

Por otro lado, podemos reescribir A; de la manera siguiente

F (L (55 p°F))
v2(v) + (ev-k)?

Escribimos el término As como

5 o F LS5, p°F)) ._
v*(v) dv +/(zk-v) 2(0) 1 (51} A v(v)dv:= Az + Ay

2
Ay = —/ V(U)ff;im)?f@l(sipsF)) dv+e7? /]—"(Ll(Sa,pEF)) do.
El dltimo término es 0 debido a la conservacién de la masa (4.5) (recordamos que la
transformada de Fourier la hemos tomado respecto a la variable x), y el primero converge
a 0 cuando € — 0, gracias a la Hip6tesis [3]

Por ultimo, el término A4 es similar al que nos ha aparecido antes, y se trata de igual
manera, como hicimos en el Lema obteniendo finalmente

G F A W
As= [0 8 ) do — [ (ko) P (. 0P)

via teorema de la convergencia dominada.

La convergencia del término restante de (4.21)) es también una aplicacién directa del
teorema de la convergencia dominada, obteniendo:

’ v (U)atf c _ 14 Fe — A
Hn/md =ty [ ofeav =0,
Si pasamos al limite en los tres términos de (4.21]), obtenemos la ecuacién

. . dv

=D,k [ F (LS. pF)) S =0 = 0,

que, aplicando transformada inversa de Fourier, se convierte en

Op = _DP(_Ax)%p —div,H(p, ),
donde H y D, vienen descritos por (4.19) y (4.20), respectivamente. Esto concluye la
demostracién del Teorema [£.3.1] n

En la seccién siguiente mostramos diferentes elecciones de funciones 7} y R, y por
tanto de H y I, que produciran sistemas (4.15) que corresponden a algunos modelos
conocidos de quimiotaxis.
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4.4. Algunos ejemplos de quimiotaxis fraccionaria

Vamos a ver distintas formas de dependencia del nticleo 17 respecto de S y de su gra-
diente, algunas de las cuales nos daran el modelo de Keller—Segel con difusién fraccionaria.
Concretamente, veremos como, desde la descripcion microscépica , podemos conse-
guir el sistema de Keller—Segel fraccionario, que describe la respuesta a senales quimicas
externas de una poblacién sometida a un movimiento aleatorio regido por el laplaciano
fraccionario. Igualmente, obtendremos otras aproximaciones a diferentes modelos descri-
tos en la literatura.

4.4.1. Modelos tipo Keller—Segel fraccionarios

Si elegimos como nicleo del término de relajacion Ty(v,v’) = F(v), junto con
Ti(S,v,0") = ¢(v,v', S) - V.S,

donde ¢(v, v', S) es una funcién vectorial (de tal forma que las hipdtesis del teorema [4.2.1]
se satisfagan), nos da el término quimiotéctico

H(p,S) = px(S)V.S,

donde la sensibilidad quimiotéctica x(.S) estd dada por la matriz

x(S) = //v ® (F(U’)gb(v, v, S) — F(v)p(v', v, S)) dv dv/, (4.22)
y el término de transporte div,(H(p,S)) de la ecuacién macroscépica se convierte en:
divy(H(p, 5)) = —dive (px(5)V.5),
que corresponde al modelo de Keller— Segel fraccionario genérico

0ip = —D,(—A,)"7 p — div(px(S)V.S) + I(p, S),
8tS - DSA:ES + G(pa S)?

donde D, y T vienen dados, respectivamente, por (4.10)) y (4.16]).

En particular, en el caso de dimensién 1, si consideramos que la funcién ¢(v,v’, S) es
independiente de S, junto con R(f,S) =0y G(p,S) = ap — bS, obtenemos el sistema
siguiente:

(4.23)

atp - _Dp(_Aa:)WTHp - Xaz(paﬂcs)a
S = Dg A,S +ap —bS,
que es exactamente el modelo considerado en [30, [53].

Por otro lado, en el caso dos-dimensional, suponiendo de nuevo que ¢(v,v',S) es
independiente de S, que R(f,S) =0, y ahora que la sustancia quimica esta en su estado
estacionario —A,S = p, entonces el sistema (4.23) se transforma en:

Op = —Dp(—Ax)VTH,O + div, (vax(A;Ip)),

modelo estudiado en [27].
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Finalmente, consideremos G(p, S) = ap — bS y definamos R(f, S) como:

9= (1= ra)

con r constante, entonces I' es un término de crecimiento logistico I'(p, S) = rp(1 — p), y

el sistema (4.23) se escribe:

Op = —Dp(—12) "3 p — diva(px(S)VaS) + rp(1 = p),

S = DsA,S + ap — bS,
que es una extensiéon del modelo celular presentado en [70], que describe la formacién de
patrones en una poblacion movil y proliferante de bacterias. Especificamente, al anadir el

término logistico, este modelo es de particular importancia por su relacién con el modelo
de invasién del modelo de urokinasa—plasmindgeno [71].

4.4.2. Sistemas competitivos bajo efectos quimiotacticos con
términos de reaccién no local

Como antes, cogemos como nucleo quimiotéctico T1(S,v,v") = ¢(v,v’,S)-V,.S, cuyo
término macroscépico asociado es

H(p,5) = px(S)V.S,
con x(S) dado por (4.22)). Entonces, cogemos G(p, S) =ap —bS'y

/
R(f,S) = <a0+@1W—GQ/RNPd$>f,

para ciertas constantes positivas ag y ai, y as € R.
Usando (4.16)), tenemos I'(p, S) = p(ag+a1p—az [ p dz), por tanto (4.23) se convierte

en:

+1 .
Op = —D,(—A) "7 p — div.(px(S)V.S) + p(ao + a1p — as /p dx),
S = DgA,S + ap — bS.
Este sistema de EDPs describe la evolucién de una poblacion celular bajo los efectos
de difusién fraccionaria y términos de reacciéon no locales, que es una extension de los
modelos clasicos [100}, 129]. El coeficiente ag, o pardmetro Malthusiano, induce crecimiento
exponencial de la poblacién cuando hay poca densidad. Cuando la poblacion crece, el

término competitivo a;p? aumenta su influencia. El término no local pay [ p da describe
la influencia global del nimero total de individuos en el crecimiento de la poblacién.

4.4.3. Transporte 6ptimo siguiendo la senal quimica

En este tltimo ejemplo, consideramos un flujo regular Q(y) = (Q1(y), ....., Qn(y)),
con y = (yi,....., yn ), que verifique las siguientes propiedades:

9Q;
0

i

Q(0) =0, Qi < C, >0, i=1,...N,

donde C; son constantes positivas. Entonces elegimos el nicleo de quimiotaxis como

Ti(S,v,v") = ¢(v, 0, 5)-Q(V.,S),
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para deducir un término quimiosensible de la forma

H(p, S) = px(S)Q(VxS),

donde x(95) sigue dada por (4.22)). El modelo queda:

Oup = —D,p(—Ay) "% p—diva (px(S) Q(V.S)) +T(p, S),
8,8 = DsA,S + G(p, S).

(4.24)

Obtenemos una famila mas general de modelos de tipo Keller-Segel fraccionario,
que incluyen como novedad una propiedad biolégica fundamental: la acotacion del flujo
quimiotéactico a partir de las propiedades de Q).

Todavia tenemos cierto margen para elegir esta funcion. Un ejemplo tipico de flujo
saturado es [46]:

V.S, si |V.S| <y,

0(V.8) = . 4.25
( ) |VIL’S| Y +oyF V—QDS, si |V;pS‘ >y, ( )
VI+ (V51— y )2 Va5

donde y* es un pardmetro barrera, que da el valor (pequeno) bajo el cual el sistema
se reduce al sistema de Keller—Segel fraccionario original , mientras que el
efecto de saturacion aparece solo para valores grandes del gradiente. Finalmente, en el
caso particular y* = 0 el flujo se transforma en una funcién tipo curvatura media:

V.S

Q(V.S) = W
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Capitulo 5

Un modelo presa—perseguidor
macroscopico. Analisis de
regularidad

En este capitulo recuperamos un modelo macroscopico de tipo presa—perseguidor, de
reciente deduccion [60]. Sobre este modelo, que se asemeja a un modelo de tipo Keller—
Segel pero con dos poblaciones distintas, estudiamos su buena definicién. En particular,
veremos que comenzando con condiciones iniciales positivas, integrables y acotadas, obte-
nemos soluciones globales clésicas, con regularidad C°°(R"), para cualquier tiempo ¢ > 0.
Este analisis se basa en argumentos estandar de punto fijo, estimaciones a priori apropia-
das, las propiedades del nticleo de Poisson, y resultados clasicos de la teoria de ecuaciones
parabodlicas. Ademds, veremos que en dimensiones N = 1y N = 2, las condiciones so-
bre los datos iniciales pueden relajarse, obteniendo el mismo resultado. Este analisis de
regularidad, que detallamos en N = 2 (el caso N = 1 es simplemente una adaptacién
del mismo argumento), se basa en demostrar propiedades adecuadas de decaimiento de
las normas LP de las soluciones y, a partir de estas, obtener la acotacién de las mismas
mediante la técnica de De Giorgi. Los resultados de este capitulo y del siguiente han sido
publicados en [61].

5.1. Deduccion del modelo

Para ser autoconsistentes, empezamos recuperando la deduccion original del modelo
realizada en [60]: consideremos dos poblaciones que interactian entre si: las presas y
los perseguidores, descritos por sus concentraciones p,(t,z) y p.(t, ), respectivamente.
Suponemos que las interacciones entre las dos vienen dadas por la regla basica siguiente:
cada una estd influenciada por la presencia de la otra poblacién, siendo los persegidores
atraidos por la presencia de las presas, y las presas tratando de escapar de los persegidores.
Las concentraciones siguen entonces las ecuaciones de transporte (sin dimensiones):

atpc - dlvx (pc‘/c) = A:cpca

' (5.1)
Oy — dive (ppVp) = Aupp,

donde el laplaciano A, tiene en cuenta el movimento de difusion propio de los individuos
sin influencias externas, y V, y V. son los diferentes campos de velocidades de estas
poblaciones, que modelan el efecto que tienen cada poblacién sobre la otra. Inspirados por
los modelos de quimiotaxis o newtonianos, suponemos que estos campos de velocidades
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vienen generados por dos potenciales V, = V,®;, definidos a partir de ecuaciones de
Poisson (también sin unidades):

AP = pp, AP, =Ap. (A >0). (5.2)

Con esta definicion de los potenciales, recuperamos el efecto modelado: el potencial esta
generado en cada caso por la otra poblacion, y el signo de la ecuacién de Poisson deter-
mina el efecto (atractivo o repulsivo) de una poblacién sobre la otra. Este efecto debe
entenderse por analogia con la definicién de las fuerzas de tipo coulombiano (gravitatoria
o electrostética). Esta no es la inica manera de describir este fenémeno: si anadimos
propiedades adicionales (velocidad méxima, distancias de seguridad donde el efecto es
maximo...), los campos de velocidades Vj, pueden definirse de maneras alternativas [60].

En este capitulo probaremos los resultados relacionados con la existencia, unicidad y
regularidad de las soluciones del sistema (5.1)—(5.2). Referimos al lector a [127], Teo. 1.1]
donde, entre otros, se estudia la buena definicién del sistema en un dominio acotado con
condiciones tipo Neumann, cuando N > 3 y se tiene dato inicial continuo.

Es de remarcar que en dimensién N = 2 el sistema produce soluciones acotadas, y
por tanto regulares, incluso cuando la condicién inicial pueda no estar acotada. Esto ya
es una diferencia significativa con el modelo clasico de Keller—Segel, donde en N = 2,
empezando con una condicion inicial acotada, pueden aparecer soluciones no acotadas.
Este resultado es cierto también en dimensién N = 1, como veremos en la seccién [5.5

Los resultados principales de este capitulo son los siguientes:

Teorema 5.1.1 Sea (p,0, peo) un par de funciones positivas en L' N L=(RYN). Suponga-
mos ademds que |z|*(ppo + peo) € L*(RY). Entonces, para cualquier T > 0, el sistema
(5.4)-(5.9) con dato inicial (py, peo) tiene una tinica solucién acotada en [0,T] x RN y
que pertenece a C*°((0,T) x RY).

Teorema 5.1.2 Sea N = 2. Supongamos que las funciones positivas pyo, pco pertene-
cen a L' N LY°(R?) para algin & > 0, con |x|*(ppo + peo) € L'(R?). Entonces, existe
una dnica solucion (py, p.) en C([0,00); L*(R?)—débil) de (5.1)~(5-2) con condicion ini-
cial (ppo, peo). Ademds, para cualquier t, > 0 existe una constante M, > 0 tal que
0 < pp(t,x), plt,z) < M, c. p. d. en (t,x) € [ty,00) X R?, y la solucidn pertenece a
C>([ts, 00) x R?).

El ingrediente principal de las demostraciones consiste en encontrar estimaciones a
priori para las soluciones de (5.1)—(5.2). Por tanto, comenzamos suponiendo que tenemos
soluciones de f no negativas, que preserven la masa (esto es, que conserven la
norma L'), con suficiente regularidad y decaimiento en el infinito que permitan realizar
manipulaciones, como por ejemplo permutacién de derivadas e integrales, integraciéon
por partes, etc. Para estas soluciones, probaremos estimaciones uniformes que dependan
unicamente de ciertas normas L9 de los datos iniciales. Entonces, tenemos que construir
soluciones que verifiquen estas estimaciones, posiblemente pagando el precio de restringir
el conjunto de condiciones iniciales. Finalmente, la uniformidad de las cotas obtenidas
permitiran extender los resultados a un conjunto mas general de datos iniciales.

En lo que sigue, consideraremos siempre que estamos trabajando con datos iniciales
Pp0, Peo integrables y positivos. Definimos también la masa correspondiente m, o m,

(cantidad conservada):
my, = /pp70 dz, Me = /,0670 dz.
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5.2. Estimaciones a priori

Empecemos demostrando que las soluciones con dato inicial acotado permancen en
L>®(RY) para todo tiempo. Esta propiedad contrasta con el sistema de Keller—Segel clasi-
co, donde, como ya hemos dicho, datos iniciales acotados pueden dar lugar a soluciones
no acotadas [I14]. Ademds, en dimension N = 2 podemos demostrar la propagacién de
la norma L? para cualquier exponente ¢ > 1.

Lema 5.2.1 Sip,o y peo pertenecen a L*(RN) N L>®(RY), entonces para cualquier valor
1 < q < oo tenemos:

pr(ta )”q S pr,OHq para todo t > O,
pe(t, g < eTlleroll||p o, para todo 0 <t < T < oo.

Ademas, para cualquier 0 < T < oo y cualquier 1 < g < oo, prZ/Q Yy vpo/Z estan en

L%((0,00) x RY).

Demostraciéon. La demostracion no es complicada. Comenzamos por la estimacién so-
bre la poblacién de presas. Sea # : R — (0,00) una funcién convexa (a determinar).
Multipliquemos

Opp — dive(ppVa®p + Vapy) =0

por ' (p,) e integremos por partes en todo RY. Obtenemos:

d !/ !/
5 [ Hente s [ ) e == [ )Vt Va0, (53)

Ahora, sea Z una primitiva de p — " (p)p (y por tanto, V. Z(p) = V.pZ'(p)
= 7" (p)pV.p) . Usando (5.2)), el lado derecho de ([5.3)) se convierte en

_/ A o)V oty ppVe®pde =~ [V, Z(p,) - VB, da

= [ 2ty a0 = —x [ p.2(0,)

que es no positivo al ser 7 una funcion convexa. Llegamos por tanto a
d
3 [ [ )V <o (5.4)

Usamos esta relacién para la funcién convexa J#(p) = 3[p — | pp70Hoo]i. 1} implica
entonces

d [1
dt J 2
donde hemos usado de nuevo que # es convexa, y de donde integrando en [0, 7] de-
ducimos la cota uniforme de p, en L®(RY). Ademads, si de manera general tomamos

H(p) = p?, (5.4)) se transforma en

[0 = llppollc]; dz <0,

d -1
5 [ et / Vpt? 2 de <0, (5.5)

que, siguiendo el mismo razonamiento, da las estimaciones de las distintas normas LY.
Esta ultima desigualdad nos prueba, ademas, la cota buscada de prf/ 2,
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Demostramos ahora las estimaciones en la poblacién de perseguidores. Repetimos el
mismo argumento en
Orpe — divy(pp V@ + Vipe) =0

con la funcién convexa J#(p) := p?, ¢ > 1. Obtenemos en este caso:
pr pldx +q(qg—1) /pg_2|Vmpc|2dx =—q(¢g—1) /pg_lvxpc-vxq)c dz.

Tras reescribir ambos términos, llegamos a la igualdad

d
@/pé’ dz+ =1 /IVIPZ’/2 P da = (¢ - 1)/pppq dz, (5.6)

La estimaciéon de la norma L* de p, que acabamos de probar nos permite acotar el
segundo miembro, obteniendo

d
4 [ M0 [ 19, pmpar < - Dlpole [ o1

Aplicando el Lema de Gronwall llegamos a

[ ity < el [ o),
lo que prueba las cotas de la norma L? y, ademas, la cota del término gradiente V, pg/ 2,
Finalmente, para obtener la acotacién de la norma L°°, esta ultima de&gualdad puede
reescribirse como |[pe(t,)lq < €TIepoll= [ pooll, < eTlerolioe|| peollie /9mi/® para cualquier
1 < ¢ < o0, donde hemos usado la desigualdad de interpolacién (ver, por ejemplo, [31],

p. 57]) 1
po.clle < Nlp0.ells 4l poelly/ " (5.7)

Hacemos tender g a 400 para obtener la cota buscada. [ ]

Antes de demostrar la propagaciéon de la norma LY en dimension 2, presentamos
una herramienta clave de este anélisis (y de la que saldrd la restriccién en la dimensién
espacial): la desigualdad de Gagliardo—Nirenberg—Sobolev. En su versién general, esta se
escribe como [105]:

1/p a/r (1-a)/q
Pd C VvEl'd 7d 8
([oerar) <o [ veras) ([ eras) 0 6

que se verifica para
1 1 1 n 1—a
-—=al-—— :
p r N q

Dependiendo de la dimension espacial y del valor de los pardametros que aparecen, conse-
guimos versiones particulares de esta desigualdad. En contreto, usaremos las siguientes:

= Para N y 8 > 1 cualesquiera,

2/N
/ﬁw“ms%/rwmﬁm(/mwwa 69
RN RN RN

En particular, si N

/|§|ﬂ+1 dz < O/|§|dx/|V (€9/%) 2 da. (5.10)
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» Para 24 (3 = 2% y cualquier NN,

8/2
/|5\2+de < C/\Vxﬂzdx (/|£[2dx) : (5.11)

Lema 5.2.2 Supongamos N = 2. Si p,o y peo pertenecen a L'(RN) N LY(RYN) para algin
q > 1, entonces

pr( )”q < ||Pp0qu

y ademds eziste C > 0 que depende solo de q, m., my, ||ppolly ¥ |lpeolly tal que para todo
t > 0 se verifica

lpe(t, )l < C.

Ademds, V,p¥ y Vopd? pertenecen a L?((0,00) x R?).

Demostracion. Recuperando la demostracion del Lemam 5.2.1], la desigualdad direc-
tamente implica que p, € L=(0, 00; LY(RY)) v que Vop&/* € L2((0, 00) x RY) cuando p,
es una funcién de LY(RY). Lo verdaderamente importante aqui es mejorar la cota L? de p,.
probada en el Lemal5.2.1]y hacerla uniforme respecto al tiempo, lo que podemos conseguir
cuando N = 2. Dicha restriccion en la dimension espacial viene de estimar el término de
la derecha de . Para ello, usaremos la desigualdad de Gagliardo—Nirenberg—Sobolev
(5.10). Entonces, usando las desigualdades de Holder (con exponentes conjugados ¢+ 1y
(g+1) = qul) y de Young (ab < +a"+ %b””/, para cualquier r > 1y cualesquiera niimeros
reales positivos a, b), obtenemos

q/(g+1) 1/(g+1)
@-1 [pde < q(/ q+1dx) (/ q+1das)

< qél/q/ q+1da:+(15/ i+l du,

con 0 > 0 libre. Combinando esta con la desigualdad (5.10)), llegamos a

1
(¢ — 1)/Pppgd$ < Cqs'/ (/Pcdx> /|Vmpz/2|2da7—l— 5/ ot dg.

La conservacién de la masa nos dice que [ p.dz = m,. Volvemos a 1D Cogiendo d > 0
suficientemente pequeno, encontramos dos constantes positivas C, Cy tales que

= dm—l—Cl/]pr P212de < Oy /pp“dx
Estas constantes dependen solo de la constante de Gagliardo—Nirenberg—Sobolev, ¢ y
m.. Por ejemplo, podemos hacer C', = 2% eligiendo 0 = (2 g1 )q; de igual modo

q>Cmc
C, = (g?fﬁ;)q. Usando de nuevo (|5.10)) llegamos a

g pldx + Cy / IV.p??)? da < C’ngp/ |V:,;pp/2 2 du,

donde la acotacién del término de la derecha ya ha sido probada a partir de (5.5)). De
nuevo, usamos el Lema de Gronwall para deducir las cotas buscadas. [ ]
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5.2.1. Acotacion implica regularidad

Como consecuencia de la estimacién en L>®(RY), y del cardcter parabélico del sistema
(5.1)—(5.2)), podemos probar la regularidad de las soluciones del mismo.

Lema 5.2.3 Supongamos que la solucion (py,p.) de (5.1)-(5.9) estd en L>((t.,T) x
RYN) para algin 0 < t, < T < oo. Entonces, p, y p. son de hecho funciones regqulares
C>®((t,,T) x RN).

La demostracion de este resultado utiliza la siguiente estimacion elemental del campo de
velocidades, que tiene en cuenta la definicién de los potenciales (5.2]) como una convolu-
cién con el nicleo de Poisson.

Lema 5.2.4 Sea p € LY(RY) N L>®(RY). Definimos

r—Y
V. 0(z):= | —— dy.
+P(z) / P lep(y) y
Entonces, existe una constante Cy > 0 tal que
1/N _
V.2 ()] < Cnlloly ™ 1ol ™.

Demostracion. Fijado A > 0, dividimos la integral en dos partes:

Vo ®(z) = /| Lj]vp(y) dy + /| Y p(y) dy.

z—y|<A ‘l‘ - z—y|>A ’Q? - y’N

Pasando a coordenadas radiales, la primera integral puede acotarse como

A
_ 1 _ _
lolle 18771 [ 5 77 dr = ol 18714

mientras que la segunda se acota directamente como

v [ ol

Definamos la funcién auxiliar K(A4) := ||plle [SY A+ AN [|p(y)| dy. Si optimizamos
esta funcién (esto es, resolviendo K’(A) = 0) obtenemos el valor 6ptimo para el pardme-
tro, Aoyt = (@V—’_ll')l/]mp|]}/NHpH§ol/N, con lo que concluimos, tras evaluar la funciéon K en
Aopt- |

Demostracién del Lema [5.2.3} El Lema implica que V,®,(t,-) (respectivamen-
te V,®.(t,-)) estd acotado cuando p.(t,-) (resp. p,(t,-)) estd en L'(RY) N L°(RY). Sean
0 <t, <T < . Volviendo a las ecuaciones de reaccién-difusion verificadas por las den-
sidades py, p., podemos aplicar resultados estandar de la teorfa de ecuaciones parabdlicas,
en particular la acotacion de las primeras derivadas de la solucién cuando tanto la solucién
como los coeficientes de la ecuacién estédn acotados (ver por ejemplo [86, Teo. VII.6.1]),
para asegurar que Vup,, Vip. € L®((t,,T) x Q) para cualquier Q C RY, supuesto que
pp v pe pertenecen a L>®((t,,T) x RY) (que es la hipdtesis del Lema). Entonces, para
j € {p,c} y para cualquier k € {1, ..., N}, las funciones derivada u; = 0,, p; verifican

@uj — lex<uijCDj) — Axuj = divx(ujVI\I/j),
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donde ¥; = 0,, ®; viene definido por la ecuacién de Poisson A, ¥, = u, 0 —A, ¥, = Au,.
Deducimos de otros resultados clasicos de la teorfa [57, Teo. 3.9 & Prob. 8.4] que V,¥;
es una funcién (localmente) acotada, con lo que podemos concluir (usando el resultado
anterior) que V,u; esta acotada en cualquier subdominio de (t,,7") x €. Iteramos este
argumento de igual forma que en [62, Prop. A.1], obteniendo en cada paso una ecuacién
parabdlica donde podemos repetir el argumento. Finalmente, podemos establecer que p,.
y pp son funciones en C*((t,,T) x RY). [

5.3. Analisis de De Giorgi

El siguiente paso es relajar las condiciones de acotacion e integrabilidad de las condi-
ciones iniciales, mostrando que estas propiedades son mejoradas por la propia dinamica
del sistema. La demostracion se divide en dos partes: primero, nos centramos en las es-
timaciones de la norma L?¢ para ¢ finito; después, discutiremos las cotas en la norma
L*>° adaptando la técnica de De Giorgi. El objetivo de esta técnica es el mismo que el
nuestro: deducir la acotacién de las soluciones de una EDP a partir de ciertas normas L4
convenientes. Referimos al lector a [4], 62, [115] para razonamientos similares usando esta
técnica. El primer paso es establecer el siguiente resultado, donde aparece la restriccién
N = 2 para la dimension espacial:

Lema 5.3.1 Supongamos N = 2. Sea 1 < q < co. Ezxiste una constante .4 , que depende
solo de las masas iniciales m. y m, y del exponente q, tal que, para cualquier t > 0, se
verifica

1
[atodes [ dr<a (e )

Demostracién. Volvemos a la demostracién del Lema [5.2.2] Usando (5.10), que es la
que origina la restriccion a N = 2, y la conservacién de la masa, hemos obtenido las
siguientes desigualdades:

dx+4—/yv pd/?? dz < 0,
dt

(5.12)
T d$—|—C’1/|prZ/22dx < C’g/pg“ dz.

Usando de nuevo (5.10) y la conservacion de la masa en los términos gradientes, obtene-
mos

-1 1
— pgd:v—i—ﬁlTC_mp/pZdeSO,

4 it S [parzc, [ s
Me

2 (t) ::/pgdx—l—A/p‘C’dx

para cierto A > 0 por determinar. Sumando ambas ecuaciones, obtenemos

Definimos

-1 1 Ch
2 (t) + (4 . Cm, AC’2>/ dm—l—AOmc/ dz <0.
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Elegimos ahora A > 0 suficientemente pequeno para que el factor Constante que acompana
a f qurl dz sea positivo (por ejemplo, podemos tomar A = 2 ). Ahora usamos la

qC Cm
desigualdad de interpolacién siguiente [31], p. 57]:

1/q (a-1)/q
/pqu§ (/pdx) (/pq+1dx) .

Esta desigualdad, junto con la conservacion de la masa, nos permite encontrar dos cons-
tantes a,b > 0 tales que

a/(q—1) a/(q—1)
%'(t)—f—a(/pgdx) +b</pgdx> <0.

Usando la desigualdad elemental (s + ¢)#/(4=Y < C, (594~ 4 ¢9/(@=1)) concluimos que,
para cierto b > 0 que depende solo de las masas iniciales y de ¢,

2 () + b2 =D (t) < 0.

Usando un argumento de comparacion de soluciones de EDOs no lineales, demostrado en
la seccion deducimos que

X)) < A +1/t7Y),
donde la constante .# solo depende de ¢ y by, por tanto, de ¢ y de las masas iniciales. m

El Lema [5.3.1| nos dice que las normas L? de las soluciones se vuelven finitas ins-
tantaneamente, para cualquier tiempo positivo, incluso si los datos iniciales no estan en
L(RY). Usaremos esta informacién para comprobar que la norma L™ se vuelve también
finita, usando el método de De Giorgi. Este es el segundo paso de nuestro analisis. Co-
mo quedara claro dentro de la demostracion, la restricciéon a N = 2 viene del uso del

Lema [5.3.11

Lema 5.3.2 Supongamos N = 2, y sea t, > 0. Existe entonces una constante positiva
M,, que depende de t, de manera que M, — 400 cuando t, — 0, tal que

|pp(t,x)| < M,, lpe(t, )| < M,,
se verifica para casi todo t > t,, v € RV,

Demostracién. Trabajamos en un intervalo de tiempo finito 0 < ¢, < T" < 0o que no
contiene al 0. Sea M > 0 por determinar. Definimos las siguientes sucesiones:

My =M1 —1/2%),  t =t —1/2"1) =1¢, /28 4 (1 —1/2%)t,

Definimos también
p(k)
P
donde 1 nota la funcion caracteristica del conjunto 2. Multiplicamos la primera ecua-
i

cién de (j5.1)) por p,()k) e integramos. Nos queda:

3 dt/| ]2dx+/|vxpp 2 dz = —A/pc|,o§jﬂ>|2dx. (5.13)
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Integramos (5.13)) en el intervalo [s,t], con t;_1 < s <ty <t < T, obteniendo

/]pp (t,x) dx+/ /lvxpp T, T \dedT—i-)\/ /pc|pp *(r,2)dr dr
(5.14)

/]pp s,x)|*dr > = /]pp (t,x) dx+/ /\prp (7, 2)]* dz dr.

Definimos ahora la sucesién

&= sup /|p (t,z) dm+/ /|prp 7,2)|2dz dr.
tk<t<T2

Tomamos supremos en (5.14]) respecto de la variable ¢, y a continuacién integramos con
respecto a s en el intervalo [tg, tx_1], obteniendo

1
< - 2 1
Vi th—tk1/ /] (s,2)|*dzds. (5.15)

En este punto veamos que la siguiente desigualdad es cierta para cualquier 5 > 0:

(k)2 (k—1) 2 2" (k—1) ’
oy 1 < 1y 1 { 775 : (5.16)

La justificacién de dicha desigualdad es inmediata, y se basa en dos simples hechos:
k k—1
= Por un lado, pi” = (p, — Mi)1gponn) < (Pp — Mi—)Lponse 1y = oy s
= Por otro lado, si p, > M; (siendo trivial en el otro caso), se tiene la cadena de

desigaldades p, — My_1 > My, — Mj_; == por tanto deducimos que Af[p,(,k U>
1Pp>Mk—1'

2k ) -
Juntando ambos hechos, obtenemos ([5.16)), observando que

)|2 )21 (k—1 28 i ’
L T
Pues bien, usando la definicién de t; y la desigualdad (5.16) en la expresion (5.15)),
obtenemos
1 2k+1 1 2k+1 2/319
”//k_z L ) (s, 2)” dzds < S / /|p )(s, )P dz ds.

La eleccién del valor del exponente 8 viene de la desigualdad de Gagliardo—Nirenberg—

Sobolev (5.11)),
8/2
[ierrar<e 1w [igra)

. _ oN+2 _ 4 . _ _
que es cierta para 2+ 3 = 27= = 2+ . Teniendo en cuenta que N = 2, entonces 3 = 4
y llegamos a

C 2k+1 2% (k—1)|2 (k—1)2
Y / (/ Vep dx x/ [N dx) ds
k 2 t* 1 [2 tk ) | D ’ ‘ p ‘

IN

2C _
= A 7/“‘
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Nuestro objetivo ahora es comprobar que ¥ converge a 0. Para ello, tenemos que elegir
a € (0,1) suficientemente pequeiio y M > 0 suficientemente grande, de tal forma que a*%;
sea una supersolucién de esta sucesién de desigualdades, es decir, a* ¥, > ¥. Procedamos
por induccién. Supongamos que ¥%._; < a*1¥, entonces insertando en la desigualdad
anterior tenemos que

Por tanto, si logramos elegir a y M tales que se verifican estas dos condiciones,

M (20%)1/2’

t,a?

. . 0
entonces podemos concluir que %, es menor que a*¥;. Si tenemos en cuenta que pz(, ) = Pp

y que Ty = t,/2, nos queda estimar

T
= sup /\pp (t, ) dx—l—/ /|prp(7',:v)]2da:d7'.
b, ja<t<T 2 t/2

Con este fin, volvemos a la primera ecuacién de (5.12]) con ¢ = 2 (que corresponde a una
desigualdad de energia), integrada sobre (t,/2,1):

1 t 1 M 2
3 [t alass [ [ Waprafasdr <5 [In/20P <5 (14 7).
2 tx/2 2 2 t,

donde la tultima desigualdad viene de usar el Lema Recordamos ademas que que
esta desigualdad se obtiene de aplicar la desigualdad de Gagliardo—Nirenberg—Sobolev
, que es valida cuando N = 2: por tanto, la restriccién en la dimensién espacial
no viene del argumento de De Giorgi per se, si no de la necesidad de estimar %j, que
depende del Lema [5.3.1} En otras palabras, hemos demostrado que

¥ < ?(1 + tz) (5.17)

Como N = 2, tenemos la siguente cota inferior para M:

M1+ 2/t*)C'>1/2

M > (
- t,a?

En particular, nétese que M se comporta como 1/t, cuando t, — 0. Fijamos 7" > 0.
Entonces, dado 0 < t, < 1 dado, podemos encontrar M suficientemente grande para
asegurar 1imy_,., % = 0. Consideremos ahora la siguiente media sobre el intervalo [ty, T,
que por la definiciéon de ¥} nos da:

_t//|p (t, )| dz dt < 2%,

Sin embargo, para casi todo (t,z) € [0,00) x RY, tenemos que

k
o (102 0P _ lop(t.2) = M .
ko0 T — ty {te<t<T} T — t* {te<t<T} H{pp(t,x)=M}-
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Usando el Lema de Fatou, concluimos que

1 ’ 2 2
71 /t*/|pp(t,x)—M| 1y, (t,0)>0y d di kll_glo—//]pp (t,z)|* dxdt
<2 lim 7, = 0.
k—ro0

Esto implica que
(pp(t, ) — M)lpp(t,m)ZM =0, c. p. d.,

es decir, p,(t, ) estd acotada por M.

Una vez hemos probado la cota para p,, podemos proceder de igual manera con
pe- Usamos la misma notacién, con My = u(1 — 1/2%), siendo p > 0 la cantidad por
determinar (jugando el rol de M antes), y t, = t,(1 — 1/2¥1) donde t,, = 2t,. En

partlcular ahora tenemos que t, <t < t,,. Multiplicamos ahora la segunda ecuacion de
por pg ) e integramos respecto a x para obtener

sup [ R 1902 de = [ ploP do < [ 1o s

donde M es la cota que acabamos de obtener para p,. Integramos sobre el intervalo [s, t],
con tp_1 < s <ty <t<T,y después tomamos la media sobre s € [ty_1,tx]. Llegamos a

1 t
3[R [ [ 19.p0p
¢
11 n r 2
Sém/ /\pgk)(s,x)|2dxds+M/ /‘pgk)(ﬂx)‘ dzdr
- t—1 tp—1
<t—+M)/ /|pgk>(s,m)\2dxds.
*x tk—1

Definimos ahora
= sup /]pc (t, ) dx+/ /mpc ? du,
tk<t<T

y repitiendo los mismos argumentos que para la cota de p,, tenemos que

IA

/ 2 2k Qk "2 2 1 3k / 2
%SEQ L TM (%)SE M) 27 (V)

** *

Razonando como antes, imponiendo la siguiente cota inferior para p:

29 1\ Y2
(3 (0 2))"

solo resta estimar el término inicial #;. Con este fin volvemos a 1'

y tomando a < 23,

d
a/|ﬂc|2dx+01/|v$pc|2dm < C2/P2dx < CzC’mp/|prp|2dm,

1)
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donde hemos usado (5.10)) y la conservacién de masa para la dltima desigualdad. Inte-
gramos sobre (t,,/2,t) = (t,,t) para, usando el lema y (5.17)), obtener

t
/ pelt, ) de + € / / Vape(r, 2) > da dr
Ty

¢
§/|pc(t*,x)|2dx+020mp/ /|prp(7',x)|2dxd7
[

< ///(1 n tl) +OOmy %

*

g%(u@)(u%).

Se sigue que

%’S///(Mr@)(urz).

Por tanto, la cota inferior para u es

= (%(M+i)//<1+@> (1+%>)U2,

que también se comporta como 1/t, para t, pequeno. Concluyendo como antes, deducimos
que p.(t,z) < pc. p.d.en (ty, T)xR% Queremos resaltar que tanto M como p dependen
de t, y, claramente, ambos estallan cuando t, — 0; no obstante, la estimacion calculada
es valida a tiempos largos. |

5.4. Existencia y unicidad de solucion

En esta seccién vamos a demostrar los Teoremas y 5.1.2] Para ello, vamos a
obtener las soluciones de (5.1)—(5.2) mediante un argumento de punto fijo. Empecemos
suponiendo que la condicién inicial (p,.0, peo) pertenece a L'(RY) N L2(RY), y sea 0 <
T < oo. Consideremos dos funciones p,, p. : (0,7) x RY — R tales que

0 < 5p(t,2) < llppollos, 0 < pelt, ) < ||peollacelProlloe,

/5p(t, x) dz = m,, /ﬁc(t,x) iz = m. (5.18)

Denotaremos por ér al conjunto (convexo) de funciones que verifican las propiedades
(5.18)) y sobre el que pretendemos aplicar el argumento de punto fijo. Empecemos demos-
trando un resultado intermedio para condiciones iniciales acotadas, que se enuncia como
sigue:

Proposicién 5.4.1 Sea (p,0, peo) € LYRYN) N L®(RY). Ademds, suponemos que las
aplicaciones x — 2%p,o(z) y © — 2?p.o(z) pertenecen a L*(RY). Entonces, para cual-
quier T > 0, el sistema — con dato inicial (ppo, peo) admite una dnica solucion
en 6r.
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5.4.1. Observaciones preliminares

Dada (pp, pc) € €r, definimos los potenciales ép, ®, a partir de la férmula

(esto es equivalente a resolver las ecuaciones de Poisson correspondientes baJO condiciones
usuales de caida). El Lema |5 nos asegura que V <I>p y V,®. son funciones acotadas.
Por tanto, podemos presentar las soluciones de las ecuaciones lineales

Orpp — divy (ppvx(})p + Vepp) =0,

Oipe — divey(peVo e + Vape) = 0, (5.19)

pp(t =0) = ppo, pe(t = 0) = pep.
Usando resultados clésicos de la teoria de ecuaciones parabdlicas (como, por ejemplo, [31],
Teo. X.9]), las soluciones son positivas y estén en C([0, T]; L2(RY))NL?(0,T; H'(RY)); y
las estimaciones a priori antes probadas nos dicen que (p,, p.) € €r. Definimos entonces
el operador solucién 7 : € — € como 7 (pp, pe) = (pp, pe), siendo (p,, p.) la solucién

correspondiente del sistema (5.19)).
Veamos ahora que .7 es una contraccién para T suficientemente pequenio en N > 3.

Sean (py, pe) = T (Pps pe) ¥ (fpy tte) = 7 (jip, fic), y denotamos por (¥, ¥.) al potencial
asociado a (fip, fic). Empezamos calculando la evolucién de la cantidad [ |p, — pp|? do
correspondiente a las soluciones de la primera ecuacién de (5.19)). Obtenemos:

1d
S / 0=l e+ [ 1900, = )

/ o (0p — i)+ (ppv by — iV, 0, ) da

= ——/V Cb "V ip) ) dz — /vaz((i)p - ‘i;p)'vm(pp — pp)dz (5.20)
/pC|pp M10|2d*77_//~bpv (‘i _@p)'vz(pp_uﬁ dz
1 ~ ~
<3 / Valpp = ) do 5 [ 219,80, da.

donde simplemente hemos agrupado términos y usado la ecuacién del potencial y las de-
sigualdades de Cauchy—Schwarz y Young. Continuamos usando la desigualdad de Hélder
(con exponentes ¢/(q — 2) y 2/q) para deducir:

dt/|pp :up|2d$‘|’/|v — pp)|* da

< [ 9.8, - )P dz

(4-2)/q 2/q
< (/qu/(q—Q) da:) (/|V (®, — U )|qu) :

Cuando la dimensién espacial es mayor que 2 (volveremos después al caso N = 2),
podemos usar la siguiente desigualdad de Hardy-Littlewood—Sobolev [89, Teo. 4.3]:

Lema 5.4.2 Sea 8 > 1. El operador definido como

- f(y)
H‘fH/M—yIN/ﬁdy

es continuo de L"(RYN) en LY(RY) para cualquier 1 <r <gzyllg=1/r+1/8-1
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Usamos el Lema con ff = % y r = 2, elecciéon que lleva a imponer ¢ = ]3—]_\72 > 2,
motivo por el cual trabajamos en N > 3. Entonces, denotando por ||H| a la correspon-
diente norma de operadores de H, obtenemos

. - 2/q
([19.8, - wrac) < ey [17. - iar

Usando por otro lado la desigualdad de interpolacién (5.7), vemos que

(4=2)/q
- +2 -2
(/ o ”dw) = el < lop 2y
2 -2
< lppoll™ ™ = G,

donde Cy depende solo de pp, y ¢. Llegamos entonces a

3 [P dst [ 19200, — ) do < Col ) [ 17 ol

Procedemos de manera similar con la ecuacion de los perseguidores, obteniendo:

/ pe — pel? de + / Va(pe — o) 2 da

< llopoll / |pe — el da

_|_Hpc,oHgqo+2)/quHﬂp,o||oo(q+2)/qm£q*2)/q|”HH’ / |p~p B /lp|2 dz,

N

Nt2°

Ahora, sumamos estas dos desigualdades y aplicamos el Lema de Gronwall. Podemos
entonces definir una constante J# (T'), que depende unicamente de Ty de las normas Lt

y L*° de las condiciones iniciales, tal que

donde ¢ =

/(Ipp — wpl® + |pe — p1e|?) (¢, ) da

< eTlerolle (/(!pp,o — ttpol® + 1peo — peol®) dz (5.21)
V2 (D) s [0 il + 1= o) ).
0<s<T

La desigualdad (5.21)) (que es cierta cuando N > 3) demuestra:

= Que el operador solucién 7 es continuo en 67 con la norma L>(0,T; L*(R")). De
hecho, cuando T' es suficientemente pequeno, 7 define una contraccién en dicho
espacio, lo que implica, via el Teorema del punto fijo de Banach, la existencia y
unicidad de solucién en €r.

= Que, para cualquier valor de 7', la solucién en %7 es unica, via el Lema de Gronwall.

Cuando N = 2, el argumento es mas complicado, como veremos luego. En lo que sigue,
usaremos la siguiente observacion sobre el momento de segundo orden de las soluciones.
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Multiplicando en la primera ecuacién de (5.19)) e integrando:

d 2 -
x—ppd:v = —/a:-prp—/:U-qu)pppdz

dat ) 2
) 1/2 1/2
N [mas s 19 ([onie) ([ nar)

1 ~ 1
< mp<N+§||v:cq>pHgo> —|—§/$2ppd$.

IN

Por el Lema [5.2.4, tenemos que
z ~ 11/Ny = 1=1/N
IVapllco < Collelly™ 176/l < 2(T),
donde T(T) es una constante que depende de las normas L' y L™ de los datos iniciales
con crecimiento exponencial respecto a T. Usaremos la notacién genérica Y (T') para una

constante que verifique estas propiedades, aunque su valor preciso pueda variar. De igual
modo, obtenemos una desigualdad similar para p.:

d x? -
= | = - : _ V. H
T 5 pedx /ac Vape /a: V., P.p.dx
1 ~ 1
< me(N+ S IVLRZ) + §/x2pcdx
1
< NmC+T(T)++§/x2pcda7.

Sumando ambas, y aplicando el Lema de Gronwall, deducimos que

/x2pp do + /prc dz < Y(T). (5.22)

Por tultimo, el analisis utiliza el siguiente resultado, cuya demostracion esta hecha en la

seccién B.6.2F

Lema 5.4.3 El operador p — [px ﬁ p(y)dy es continuo y compacto de L*(RY) en

LY(B(0, R)), para cualquier 1 < g < NJL y cualquier 0 < R < oo.

5.4.2. Existencia global en cualquier dimension

Volvamos a la existencia de soluciones. En este apartado, nuestra intencién es aplicar
el Teorema del punto fijo de Schauder para demostrar la existencia de soluciones en %
en cualquier dimensién y para T' > 0 arbitrario. Ya sabemos que 7 (%) C %7. Ahora
demostraremos que .7 es continuo para la norma de L((0,7) x RY). Consideremos una
sucesion (pp.n, fen) € Gr que converja a (py, pe) en L'((0,T) x RY). Las cotas a priori
demostradas nos aseguran que el limite de (F (ppn, fen)) €std en Er y que (py, pe) =
T (P, pe). Reproduciendo las manipulaciones ([5.20)), llegamos a

1d 1
E_dt / |pp7n — pp|2 dx + 5 / |v:(:pp,n - Vzpp‘z dflf
N[ 1 i i
<2 /pc|pp7n —ppl*dat 5 /p;nm(cbp,n — @) da.
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Si fijamos un radio 0 < R < oo cualquiera, la tltima integral puede ser controlada como
sigue:

[ alVal@pn = 0 e = [ 5 VLB~ B da

+ Pi,n’vr((i)p,n - ci)p)|2 dz
|z|=R

< 1l oIV (@ — B)loc /| PRAZCRE ST
z|<

Honall V@ = B [ e
|z[>R

Por un lado, como py,, esta en 67, podemos encontrar Y(7T)) > 0 tal que [|ppnllee < Y(T),
y por tanto también tenemos ||V, Ppnllec < Y(T) |, [Va®Pyllec < Y(T). Por otro lado,
usando tenemos que sup,, f\w\> R PpndT < Tjg). Estas observaciones también son
validas para p.,. Por tanto, sumando las desigualdades correspondientes a p,, v a pcn
obtenemos

d
dt

(’ppn pp|2 + |IOC,H - pC|2) diIZ’ + /(’vzpp,n - V:z:pp‘2 + |vxpc,n - Va:pc|2) dx
<10 [ U= 0+ 1o = i)
1 = ~ ~ ~
+55 + / (IVe(®pr — )| + [ VoD — D)) dx) ,
|z|<R

Fijemos T y 6 > 0. Aplicando de nuevo el Lema de Gronwall, podemos encontrar R
suficientemente grande, dependiendo de T' y ¢, tal que

/ (00 — Pol? + [pem — pel?) da
T
< 5+T(T)/ / (Va(@y 0 — &) + [Va(Ben — B.)]) der ds.
|[z|<R

El lema [5.4.3| nos da la continuidad del término de la derechapor lo que concluimos que
(Ppns Pen) = (Ppy pe) en L°(0,T; L*(RY)) cuando n — oo. Para ver que esta convergencia
es también cierta en L'((0,7) x RY), usamos (5.22)) como sigue:

/ /|ppn pp|d5[7dt / / |ppn pp|dxdt—|—/ / |/Opn Pp|dxdt
|<R |x\>R
1/
< / CR" (/ |Ppn — pp‘2d$> dt—i—/ / Rlepn pp| dz dt
0 |z|<R |z|>R

vz op
< CTRY ( sup / |Ppn — Pyl dx) + ﬁT(T).
|z|<R

0<t<T

(5.23)

Concluimos eligiendo primero R suficientemente grande y usando después la convergencia

en L>(0,T; L*(RY)). De igual manera, esta convergencia es cierta para p., — pe, lo que
concluye la continuidad de 7 en ér con la norma de L'((0,7) x RY).

A continuacién, veremos que ademds .7 es un operador compacto en L((0,7) x RY).

Sea ((ppn, pcn)) una sucesion cualquiera en ép. Ya sabemos que las sucesiones p,,

Y Pen €5tan ambas acotadas en L>(0,T; L*(RN)) N L*(0,T; H'(RY)). Entonces, d;p,, =
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dive (Veppn+ ppn Ve®pn) estd acotada en L2(0, T; H-H(RY)), al estar acotada la sucesién
a la que se le aplica la divergencia en L%([0,7] x RY). El Lema de Aubin-Lions—Simon
[120), Sec. 8, Cor. 4] nos dice que la sucesién p,,, es compacta en L?((0,T) x B(0, R))
para cualquier 0 < R < oo. Usando deducimos que p,, es también compacta en
LY((0,T) x RY). Esta misma conclusién se aplica a p,.,. Estamos pues en las condiciones
de aplicar el Teorema del punto fijo de Schauder, que nos asegura la existencia de un
punto fijo de (pp, p.) = T (pp, pe) € €r vy, por tanto, la existencia de una solucién del
sistema (5.1))~(5.2) en cualquier dimensién y para cualquier T > 0.

5.4.3. Unicidad (N = 2)

Queda discutir la unicidad de solucién en dimensién N = 2 (el caso de dimensién
mayor ha sido tratado anteriorente, usando la ecuacién ((5.21))). Con este fin, utilizamos
el llamado “argumento de Robert”, inspirado por el realizado en [117] (ndtese que las
adaptaciones necesarias para el caso especifico N = 2 no estan completamente detalladas
en [60]). Este argumento consiste en controlar simultdneamente ciertas normas de las
soluciones y de los potenciales (en nuestro caso, la norma L? para ambas). La prueba
utiliza los siguientes resultados (referimos al lector a [59, Lema 3| y [45, Teo. 3.1.3],
respectivamente):

Lema 5.4.4 Supongamos N = 2. Sea p € L*(RN)NL*(R?) tal que x — |z|p(x) € L*(R?)
y [ pdx = 0. Definimos ® = % [ In(|z — y|)p(y) dy. Entonces —A,® = p y VP estd en
L*(R?).

Lema 5.4.5 (Desigualdad de Calderon-Zygmung) Exz’ste K,>0 tal que, para todo
1 < gy < gq< oo ypara toda g € LYRY), la funcion V(z) = [ 2= oo y‘ e y‘N r dy verifica,
para cualquier k,

102,V g < K gllglly-

Sean p,j, pej, con j € {1,2}, dos soluciones de (.1)—(5.2) con la misma condicién
inicial. Definimos P = Pp,1 — Pp,2; C = Pec,1 — Pe,2, \I/p = q)p,l - q)p,27 \I/C = q)c,l - @0’2.
Tenemos que P y C' verifican el siguiente sistema de ecuaciones:

atP - diVx(va(I)pJ + pp,gvx\pp) = AIP,
8tC' — divx(CVxCI)cJ —+ pQQVI\IIC) = AwC',
A Up = AC, A Ve =P,

con condicién inicial nula. Las soluciones construidas antes son tales que las funciones no
negativas p, ;, pe; estan acotadas en L>(0, T'; L*(RY) N L (R?)), con 2%(pp; + pe,j) acota-
das en L*°(0,T; L'(R?)). En particular, tenemos que P,C € L>(0,T; L*(RY) N L>(R?)),
con [Pdz = [Cdx =0y 2*P,2°C € L>(0,T; L'(R?)). Por el Lema [5.4.4] tenemos
entonces que los potenciales V,Vp, V, Ve estdn en € L>(0,T; L*(R?)). Calculamos la
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energia asociada a V,Up y V, Ve
%% (IVoUp|* + |V, 0c) do = )\/\I/pathac—/\Ifcﬁthx
= —)\/Vm\I/p (CV @1 + pe2V Vo) do — )\/Vxllfp -V,Cdx
—I—/VI\I/C (PV3 0,1 + ppoV,Up)de + / V.Ve -V, Pdx
=1+ /Vm\prVx\I’c(pp,z — Ape2) do
—)\/Vx\I/pVZC’ dz + / V¥ -V, Pdz,
donde hemos llamado
I = /(—)\CVxCI)CJ -V¥p+ PV, 0, -V, Ve)da
= /(AI\IIPVmCI)CJ -VaoUp + A VeV, 0,0 - VU e) da
Usando integracion por partes, podemos reescribir esta integral como:
I = —/D§®C71qufp-vxqu dx — /D:%\I/PV;E\IJP'VI(I)CJ dz
— / D2®,,V, Vo -V, VUodr — /ch\lfcvz\ﬂgvmcbp,l dx
= —/Dﬁ@c,lvxwp-vm\l/pdw%/pmvm\lfpfdx
—/Dg@p,lvw%.vmqfc dr — %/pc,ﬂvw\lfcﬁdx.

La segunda igualdad viene de hacer integracién por partes, y ver que se obtienen térmi-
nos repetidos. Usando la desigualdad de Holder extensivamente, llegamos a la siguiente
desigualdad:

1d
5 (VPP + |V, ¥ef) da
1
<XT) [ (Va0 + Vo0cP) ot 5 [ (VPP +V.CF) s
—/Dg@cﬁlvm\yp-vmq:p dx—/DiCI)p,lvx\I/C~Vx\I/C dz,

donde, como antes, Y(T) > 0 depende de las normas L' y L> de las condiciones iniciales.
Combinamos esta desigualdad con

;jt P2dx+/|v P|*dz = — /v P-(PV,®,1+ pp2V.Vp)de
= —%/pc,lP dx—/ppgvm\lfp'Vdex
< —)\Hpc2’1||°°/P2dx+%/\Vxll’ppdm—i—%/\vxp]?dm,
y, de igual manera, con
;(i Cde+/]V C|?*dzx

00 c 2 1
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Definiendo el funcional
S(t) = / (10t 2)P + |P(t,2)P) da + / (VU p(t, 2) + VoW (t, 2)]?) da,

las estimaciones probadas nos permiten deducir la siguiente desigualdad:

d
& < Y(D)E - /Di@cvlvx\lfp-vxqu da — /Dgépvlvx%-vx% da.

Las ultimas integrales pueden dominarse usando la desigualdad de Holder, llegando a

) 1/q' ) 1/q
D20l ([ 19,002 o)+ D200, ([ 19,06 o)

1/q
< D20, |V, 02 ( / |vx\vp|2dx)
2 1/¢
D20y 1V, T 2L ( / |vx\1/cr2dx) .

Las derivadas segundas que aparecen pueden controlarse usando el Lema [5.4.5] Nétese
que:

= por un lado, tanto p,; como p, ; verifican la desigualdad ||p|l; < ||pll1 + ||£]oc;

= por otro lado, para todo ¢ > 2,|[V,Wpl2! < 1+ [|Va®yillee + [|VaPpells. Esto
también es cierto para V,We.

Podemos entonces encontrar una constante Y(7") > 0, que no depende de g > 2, tal que
E'(t) < T(T)(E() + ¢ H(H)).

Ahora escribimos &(t) = (%51/‘1(15)) x q&'~1/4(t), donde ¢ > 2. Como sabemos, gracias a
las indicaciones notadas antes, que & (t) esta acotada en [0, T, llegamos a la desigualdad

E'(t) < qT(T)E7Y(2).

Recordamos que, al tener dos soluciones con el mismo dato inicial, &(0) = 0. Elijo n > 0,
y sea zy(t) la solucién de la EDO 2] (t) = Y(T)q(n+z,(t))'~1/4, con z,(0) = 7. Esta puede
resolverse explicitamente, obteniendo z,(t) = ((21)/7 + Y(T)t)? — n. Por el criterio de
comparacién de soluciones, para cualquier n > 0 se verifica que &'(t) < z,(¢). Haciendo n
tender a 0, deducimos que &(t) < (Y(T)t)? para cualquier 2 < ¢ < co. Hacemos ahora
tender g a 00, lo que nos resulta en &(t) = 0, supuesto que 0 < ¢ < 1/Y(T). Repetimos el
argumento en intervalos sucesivos de longitud 1/7(7’), concluyendo finalmente que & se
anula en todo el intervalo [0, 7. Esto implica que V,¥p =V, Vs =0, P =C =0, y por
tanto, la unicidad de solucién. Esto completa la demostracién de la proposicién [5.4.1] m

5.4.4. Caso de condiciones iniciales no acotadas (N = 2)

A continuacién detallamos como, en dimensién 2, podemos extender el resultado de
existencia a datos iniciales no acotados. Si la condicién inicial (p,0, peo) estd en Cg5(R?),
podemos usar los resultados clasicos sobre la regularidad de ecuaciones parabdlicas que
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hemos usado anteriormente, y para estas soluciones podemos justificar la derivacion de
las cotas a priori. En particular, estas soluciones estan uniformemente acotadas.

Para extender el conjunto de condiciones iniciales, y considerar datos no necesaria-
mente acotados, podemos usar un argumento de regularidad: este andlisis nos provee de
estimaciones a priori en L4(R?) para cualquier 1 < ¢ < 0o, que dependen tinicamente de
la norma en L'(R?) de las condiciones iniciales. No obstante, estas estimaciones explotan
cuando t — 0, y esta singularidad no es integrable en [0, T']. Ademads, tenemos el problema
de definir los productos pV,® cuando el dato inicial py estd tinicamente en L'(R?). En
el sistema de Keller-Segel clasico, en dimensiones N = 1,2 puede usarse la simetria del
término no lineal para compensar la singularidad del nicleo de Poisson (ver la formula-
cién del problema en [59, [116] 119]), truco que aqui no podemos aplicar puesto que en
nuestro caso el término no lineal involucra tanto a p, como a p.. Un problema anadido
es que debemos trabajar aproximando mediante una sucesion de datos iniciales acotados,
y debemos enfrentarnos a la dificultad de la falta de compacidad en espacios LP(R?) de
sucesiones que estan acotadas tinicamente en L!(IR?). Por estas razones, trabajamos con
condiciones iniciales en L**(R?), § > 0.

Tomamos entonces ppo, peo en L' (R?). Escojamos también una sucesién de datos
iniciales regulares p' . ) € C°(R?), que converja a ppo, peo en L'(R?). Como hemos
dicho, las estimaciones a priori se verifican para las soluciones (pz, p) asociadas a las con-
diciones iniciales (pl!, pio): las funciones p7, pl estan acotadas en L>(0,T; L' (R?)), con
Va(pr)IF/2 y W, (pr) 11972 acotadas en L2((0,T) x R?). Usando la desigualdad 1)
deducimos que pj y pi estdn acotadas en L*3((0,T) x R?). Como, por el Lema ,
V@) y V,®7 estan ambas acotadas en Ly ((0,T") x R?) para cualquier 1 < g < 2, Tos

loc
productos ppV,®7 y piV, Py estdn bien definidos, y estan contenidos en un conjunto
acotado de L _((0,T) x R?).

Nos queda pasar al limite en los términos no lineales. Razonamos explicitamente solo
la ecuacién de las presas, tratandose la de los perseguidores de igual forma. Podemos
suponer, salvo parciales, que p;; — p, débil en L*9((0,T) x R?) y V@) — V&, débil
en L((0,7) x B(0, R)) para cualesquiera 1 < ¢ < 2y 0 < R < oo. Ademas, por un lado,
el Lema [5.4.3] junto con el Teorema de Kolmogorov—Riesz—Fréchet [31, Teo. IV.25] nos

da la siguiente “propiedad de compacidad con respecto a la variable espacial”:

Aim (Slip Vo @y (t,x + h) — VO (t, fﬂ)”Lq((OI)xB(&R))) =0.
Por otro lado, d;p; se escribe (via su ecuacién correspondiente) como la suma de las
derivadas primera y segunda de sucesiones acotadas en L'((0,T) x B(0, R)). Podemos
aplicar directamente el resultado de compacidad de [91, Lema 5.1] para concluir que
,ogvx@g — pp V@, en sentido distribucional, con A, ®, = —Ap,.

El dltimo paso es necesario para dar sentido a la condicidn inicial p,(t = 0,x). Pa-
ra esto, las estimaciones implican ademéas que, para toda ¢ € C°(R?), la sucesién de
integrales [ pi(t, 2)@(x) dz en C([0,T]) a [ ppy(t,z)p(x) dz. Por dltimo, la cota probada
para el segundo momento permite justificar la conservacion de la masa, via la desigual-
dad . Esto completa la demostracién del Teorema , una vez hayamos usado los
resultados de regularidad probados en los Lemas v [5.2.3

5.5. Comentarios para los casos N # 2

Para el caso N > 3, la proposicion nos proporciona la existencia de soluciones
acotadas de (b.1)—(5.2) a partir de datos iniciales acotados. Para estas, podemos aplicar

84



5.5. COMENTARIOS PARA LOS CASOS N # 2 CAPITULO 5

directamente el Lema [5.2.3 demostrando asi el Teorema [5.1.1} En este caso, no hemos
podido reducir las condiciones sobre las condiciones iniciales, al no haber podido demos-
trar un resultado similar al Lema[5.3.1] Veamos las dificultades que aparecen en este caso.
Para ello, fijémonos en la desigualdad de Gagliardo-Niremberg—Sobolev general :

1/p a/r (1-a)/q
(/Mmpdx) gC(/RNIVSI dx) (/RNrs\qu) ,

que se verifica para todo p de la forma

1 1 1 N 1—a

-—=al-——= :

p r N q
Tenemos de manera natural (conservacién de la masa) el control de la norma en L*(RY),
con lo que elegimos ¢ = 1. Ademas , el andlisis de De Giorgi necesita de la estimacién
en la norma L?, 1o que llevaap =241 =3y r = 2. Con estos pardametros, llegamos
aa= % N—+2 El término gradiente es absorbido por el termlno de difusién, como ocurre
en la demostracion del Lema m, supuesto que 2% = N +2 < 1. Esto nos restringe a las
dimensiones N =10 N = 2.
El caso N = 2 ha sido tratado en las secciones anteriores. Para N = 1, podemos establecer

el andlogo al Teorema [5.1.2]

Teorema 5.5.1 El Teoremal5.1.9 es cierto también en dimension N = 1.

Demostracién. Volvemos a la demostracién del Lema[5.2.2] con ¢ = 2. Con esta eleccién
de pardmetros, la desigualdad de Gagliardo—Niremberg—Sobolev (|5.8) queda

2/3 5/3
/de:ch(/Wpr dx> </pdx> :

Retomamos las cuentas para la ecuacién de los perseguidores (la cota para p, es cierta
en cualquier dimension): partiendo de (5.6) con N = 1,¢ = 2, tenemos

d
T pcdx—l—Z/]@xpc dz
§2\/_/pcdx+5/ppdx

2/3 53 (o 2/3 5/3
<20V6 </ |8rpc\2 dx) (/ pcdx> + 5 (/ |(9mpp]2 dx) </ ppdx) )

Usando la conservaciéon de la masa y la desigualdad de Young, podemos encontrar cons-
tantes a,b > 0 tales que

(;it ,ocdac—i-/|(9;,;pC dx<a—|—b/|8x,op dz.

Esto concluye la demostracién del andlogo al Lema para N = 1.
Nos dedicamos a adaptar el Lema a N =1. Con N = 2, la expresion ((5.12)) se
lee

d
T ppdx+2/|axpp dz <0,

q (5.24)
o pcdx—l—C'l/prc dx<C’2/ppda:
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Usando de nuevo las desigualdades de Cauchy—Schwarz y de Gagliardo—Nirenberg—Sobolev,
podemos repetir el mismo razonamiento que antes: sea

Z (t) ::/pgdx—i—A/pgdx,

que, sumando ambas ecuaciones y usando las desigualdades indicadas, verifica la desigual-
dad diferencial

Z'(t) +b23(t) <a

para ciertas constantes a,b > 0. Usando el resultado de comparacién del Lema 5.3.1},
concluimos que el Lema [5.3.1| se verifica también para N = 1. Finalmente, con esta
estimacién de la norma L? el argumento de De Giorgi hecho en la demostracién del
Lema [5.3.2| es cierto también para N = 1, deduciendo finalmente que las soluciones estan
acotadas instantaneamente y, atin mas, son regulares C*((t,,T) x RY) para cualquier
t, > 0. ]

Por otro lado, es posible obtener un resultado de regularidad para las soluciones en
el caso N > 2, al precio de suponer ciertas condicién de dato pequeno sobre los datos
iniciales. El argumento, inspirado por [114, Seccién 5.2.2] y las referencias dentro de

esta para el sistema clasico de Keller-Segel, también da el decaimiento de la norma en
LN2(RN).

Lema 5.5.2 Sea N > 2. FExiste entonces una constante positiva ky tal que, si las condi-
ciones iniciales pyo, peo € L*(RY) verifican:

| ppollny2 + |l peolln/e < B,

entonces el sistema (5.1)~(5.2) tiene una solucion global de manera que p, y p. estin
en L(0, 00; LN2(RYN)), con Vpp'* y Vpi'* en L2((0,00) x RY). Ademds, eziste una
constante Cy > 0 verificando
1
1op(t, Miny2 + [lpe(t: vz < Onmsrrs MR

Demostracién. Usaremos la desigualdad de Gagliardo-Niremberg—Sobolev (/5.9)), cierta
para cualquier dimensiéon espacial,

2/N
/ e dr < €, / Ve da (/ |§|N/2dw) .
RN RN RN

La dificultad aqui estd en que no controlamos de manera natural la norma LY/? de las
soluciones, mientras que en el otro caso la norma L' siempre se preserva. Escribimos
las ecuaciones y para ¢ = N/2: la primera nos dice que, si p,o € LI(RY),
entonces p, estd acotada en L*(0, 00 LY(RY)), con Vp¥/* acotado en L2((0,00) x RY),
Para la ecuacién , hacemos como en la demostracién del Lema y tenemos, para
cualquier ¢ > 1,

on dx+4—/|VpQ/22dx

<gq / pittdr + qH dz

2/N 2/N
< qC, </piv/2dx) /|qu/2\2dx+0 (/pév/Qda:> /\Vp‘I/2|2dx
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La usamos en el caso particular ¢ = N/2 > 1. Continuamos como en la demostracién
del Lema [5.3.1, cogiendo ©® > 0 y sumando las expresiones para ambas poblaciones.

Obtenemos:
d
T {/pg/zdx—i-@/ N/de}

N-2 N 2/N

N 2
N-2_ N 2N
+|4——0 - =Cnp / N2 dg /|VpN/4]2dx
N 2
<0.
Por el Lema 5.2.1} [ pN/ 2de < f pp *dz. Por otro lado, tomamos

N2 N/2 2/N
e > m ON/2 (/ pp,O dl‘) s

para que el término correspondiente sea positivo. Llegamos a

[rtaaes [aPeoare [ i

</pivo/2< >dx+@/pﬁé2< ) da

t N 2/
+/ 50}\7/2 (/péV/Q(s,a:) dx) —4— /|VpN/4 s,x)|*dzds.
0

Concluimos usando un argumento de continuidad: si, inicialmente,

N/2 N/2 2N N -2
(/pCO()dm_'_@/ppO()dw) <8WN/27

entonces esta acotacion se conserva, al ser el término que acompana al gradiente negativo.
Esto demuestra la cota uniforme de la norma L2, bajo condiciones de dato inicial
pequeno. De hecho, hemos demostrado que bajo esta condiciéon sobre los datos iniciales,
existe una constante xk > 0 tal que

d N/2 /N/2
dt{/ de+0© [ p,/“dx

< — (/|va/4|2dw_|_/|Vp11)\7/4|2dx)

—2/N —2/N
< K (</ in/Z dx> /pc+N/2 dz + </ p}JDV/2 dx) / 1+N/2 da:) ’
Chny2

donde hemos usado la desigualdad (5.9). Ahora, usamos la desigualdad de interpolacién

2/N (N—2)/N
/£N/2 dr < (/5dx) (/€1+N/2 d:c) :
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que combinada con la conservacion de la masa nos permite obtener

d
E{/pév/gdx—l—@/pévﬂdx}

N/(N-2)—2/N
<_ K m;2/(N72) (/ péV/Q dx)

Cny2
N/(N—2)—2/N
+m;2/(N_2) (/ pg/Q da:) dx) .

U (t) ::/pév/Q(t,x)dx—l—@/pﬁm(t,x)dx.

Usando las desigualdades convexas Cy(a’ +b%) < (a+b)? < Cy(a® + 1), que se verifican
para a,b >0y 6 € (0,1), obtenemos la desigualdad diferencial

%/(t) < _C%N/(N72)72/N<t)’

Definimos

para cierto C' > 0. Definiendo ap := > 0, a partir de esta desigualdad diferencial

llegamos a

4
N(N—2)

(% #)™) = —ax% ="' ()%'(t) = Cay.

Obtenemos finalmente el decaimiento de la norma L"/2, de orden t—'/*~ | al integrar esta
desigualdad diferencial. ]

5.6. Apéndice: resultados auxiliares

En esta tultima seccion demostramos dos resultados auxiliares, uno de comparacién
de soluciones de EDOs necesario en la seccion y el Lema [5.4.3] cuyas demostraciones
hemos trasladado aqui por comodidad de lectura.

5.6.1. Un lema de comparacién

Lema 5.6.1 Sea X : [0,+00) — (0,00) una funcion que verifique la siguiente desigual-
dad diferencial:
X'(t)+aX7(t) <D

para ciertos a,b >0, v > 1 dados. Entonces, existe una constante, que depende de a,b y
v tal que, para todo t > 0, se verifica

1
X(t) < c<1 + m)
Demostracién: La demostracién estd inspirada en la realizada en [4, Apéndice A],
donde prueban una desigualdad diferencial mas general. Sea

1
Z(t) = A(1 + MTD)
Es obvio que la aplicacién t — Z(t) es no creciente, y por tanto estd acotada inferiormente
por A =lim;_,,, Z(t). A continuacién, derivamos Z(t), obteniendo

A 1 A 1 Z(t) gl
4 — [ _
20 = "rmm =51l Y <0
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puesto que v > 1y Z(t)/A > 1. Se sigue que

20 +az0(0) = - (B2 1)+ aa (Z1)

> Aear = (- 1) (A0) 2 Aea — (- 1),

cantidad que podemos hacer tan grande como queramos cogiendo A suficientemente gran-
de; en particular, podemos hacerla mayor que b. También hemos usado, otra vez, que
Z(t)/A > 1.

Como lim;_,o Z(t) = oo y X (t) estd definido en t = 0, existe algin intervalo [0, 7))
donde se verifica Z(t) > X(t). Definamos o := sup{t >0 : Z(s) > X(s) en 0 < s < t};
esto es, ty es el mayor T, donde se verifica esta propiedad. Queremos ver que, en efecto,
tg = 400. Procedemos por reduccion al absurdo. Supongamos que existe un valor t; €
(to, +00) tal que X(t1) > Z(t1). Como ambas funciones son continuas, X (tg) = Z(ty) y
existe un intervalo I = (tg,to + ¢) tal que X (¢) > Z(t) para cualquier ¢ € I. Usamos el
teorema fundamental del calculo integral, que nos da

/tX'(s) ds = X(t) — X(to) > Z(t) — Z(to) = /tZ’(s) ds, tel.

Usando el teorema del valor medio en versién integral, encontramos ¢ € I — por lo que
X(¢) > Z(¢) — tal que X'(¢) > Z'(¢). Esta es la contradiccién que necesitamos, puesto
que, para cualquier ¢ € 0,77, tenemos X'(t) + aX"(t) < by Z'(t) + aZ"(t) > b, lo que
implica Z'(t) — X'(t) > a(X"(t) — Z7(t)) > 0. Esto concluye la demostracién. [

5.6.2. Demostracion del Lema [5.4.3]

Vamos a demostar la versiéon analoga del Lema para el operador mas general

p+— Tp(z) =/ ) dy,

RN ’56 - 3/’7

con v > 0y q verificando 1 < ¢ < N <. Sea R > 0, y cogemos M > 0 por determinar.

Dividimos la integral:
/ |Tp(x)|qu:/ / p(y) dy+/ Py 4
j#l<R jel< | jz—yi<ar [2 =y ja—yznr [T = Y[
q
N ‘ / p(y) dy
le—y|>M |$ - y|7

<ot / / p(y) dy
al<r | ja—yj<ar |2 — Y|

usando la desigualdad |a + b]? < 277! (Ja|? + |b|?). El segundo sumando estd acotado di-

q

dx

q
dz,

q
rectamente por M7 < flzfy|> v 1Pl dy) , mientras que para el primer término tenemos

que usar la desigualdad de Holder convenientemente, con exponentes q y ¢':

1/q 1/q
Py Y

/ —E)deé (/ Ip(y)\dy) </ |p_( )lvq dy> :
|lx—y|<M |l’ y| le—y|<M |le—y|<M |l‘ y|
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Nos queda entonces

2q—1 q
To(x)|?dr < / (/ p(y dy) dx
/lng’ ) M® Jiz<r |x—y|zM’ W)
qg—1
_ Y
+2¢ 1/ (/ |p<y)|dy) (/ —‘p_( )’W dy) da
|z|<R |lz—y|<M |lz—y|<M |ZE y|
S 27UBOR), g ! 1 1
—p + 297 |pl|4 / / plx —2)|dz ) dz
e L I § ]

B(0, R)|
—1 q | N-1
<2t (5 4 o / )

La integral que aparece sobre [0, M] es finita cuando 1 < ¢ < N/~v. En este caso, podemos
calcularla, y acabamos teniendo

/ Tp(@)|* dz < ],
|z|<R

con C dependiendo de N, v, Ry M. Esto demuestra que T" es un operador acotado, y por
tanto continuo, de L'(RY) hasta L(B(0, R)). Vemos ahora la compacidad.
Podemos repetir esta misma estimacién para la familia de operadores

Tsp(z) = /R Py)

N O+ |z —y]

obteniendo la siguiente cota uniforme en ¢:

[ Tp@lrds <
|z|<R

Esta estimacion uniforme, junto con el Teorema de la convergencia dominada, nos asegura
que Tsp(x) converge a T'p(z) cuando 6 — 0 en LY(B(0, R)). Esta convergencia es, ademas,
uniforme en la bola unidad de L'(RY).

Consideremos una sucesion (pn)neN de funciones de L'(RY), con ||p,]|; = 1. Vemos
que, para cualquier 6 > 0, la sucesién Typ,, verifica las condiciones del Teorema de Ascoli—
Arzeld [31, Teo. IV.24], y por tanto, la familia {7} f,, n € N} es relativamente compacta
en C(B(0,R)). Como B(0,R) es un conjunto de medida finita, la sucesién también es

relativamente compacta en L¢(B(0, R)). Concluimos, pues, que T es un operador com-
pacto de L'(RY) en LY(B(0, R)). [
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Capitulo 6

Un modelo presa—perseguidor
microscopico. Limite de escala

Continuamos con el estudio del sistema presentado en el capitulo anterior. El objetivo
es recuperar este modelo macroscépico a partir de una descripcién cinética adecuada del
mismo fendmeno biolégico (dos poblaciones, una persigue a la otra, que intenta escapar).
Para este sistema cinético, demostramos la existencia de soluciones en un espacio adecua-
do para el analisis posterior: un paso al limite en escala que nos dara, en las ecuaciones
de los momentos, el sistema macroscopico estudiado. La teoria de existencia se prueba
usando técnicas de punto fijo, mientras que el limite asintotico se sustenta en obtener
acotaciones uniformes de las soluciones, que seran suficientes para poder pasar al limite,
incluso en el término no lineal. Dichas estimaciones las obtendremos de manera rigurosa.

6.1. Deduccion del modelo

Continuando el trabajo del capitulo anterior, buscamos modelar la misma situacién
biolégica mediante una descripcion cinética adecuada, y conectarla con el modelo ma-
croscépico (5.1)—(5-2). Recordemos el fenémeno biolégico [60]: tenemos dos poblaciones
distintas, una de ellas denominada como perseguidores (denotadas con el subindice ¢,
de “chasers”), y la otra llamada de presas (notada por el subindice p). El nombre dado
describe cémo interactiian entre ellas: los perseguidores intentan alcanzar a las presas
(“estan atraidos por ellas”), mientras que las presas intentan huir de los perseguido-
res (“son repelidos por los perseguidores”). Al igual que su contrapartida macroscépica,
una versién microscépica de este fenémeno ya fue modelada en [60] a partir de una
descripcion a nivel de particulas individuales, sometidas tanto al fenémeno de atraccion—
repulsién supuesto como a un movimiento browniano cldsico, obteniendo una ecuacién
de tipo Vlasov—Fokker—Planck para cada poblacion.

Llamemos f,(t,z,v) (resp., f.(t,z,v)) a la densidad de probabilidad de encontrar
un miembro de la poblacién de presas (resp. perseguidores), en el instante de tiempo
t, en la posicion x con velocidad v. Suponiendo que las interacciones vienen dadas por
el fendmeno anterior, y ademds que, en ausencia de la otra poblaciéon los individuos
se mueven siguiendo un movimiento aleatorio cldsico (browniano), se propone, pues, el
siguiente sistema de EDP’s como modelo:
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8tfc + U'vzfc - Ovzq)c'vvfc = L(fc)7
Oifp +v-Vafy — OV, @)V, f, = L(fp)a

A, = /fp dw, -A,®, = )\/fc dw,
donde C incluye las dimensiones fisicas adecuadas y L es el operador de Fokker—Planck

L(f) = %divv(vf + uVof) = édivv(Mvv(i)), M(v) = We—vz/w (6.2)

(6.1)

M

El modelo propuesto es una versién para dos poblaciones del sistema de Vlasov—Poisson—
Fokker-Planck (VPFP), que estan acoplados a través de los potenciales ®. y ®,. Las
interacciones estdn modeladas de igual manera que en su contrapartida macroscopica
de la seccién anterior: las poblaciones estan sometidas a una cierta fuerza, atractiva o
repulsiva segun el caso, descritas a partir de un potencial de Poisson generado por la otra
poblacién.

El primer resultado del capitulo serda demostrar la existencia de soluciones del sistema
. Para ello, el marco funcional presentado en [116] es suficiente para nuestros propési-
tos: podemos realizar aqui el andlisis, y nos proporcionara las estimaciones necesarias para
el limite de escala que queremos realizar en el sistema (introducido a continuacién). Para
presentar estos resultados, debemos comenzar definiendo este marco funcional. Primero,

definimos la norma y
q
£l = ( [ sy dx) |

Dado 0 < T' < 0o, definimos también el siguiente espacio funcional:
Myzi= {fofy 0.T] X R X RS 5 R, sup (10l + 1500 ) < 4o |

Para dos constantes 0 < m,, m, < oo dadas, denotaremos por %, al conjunto convexo
de funciones no negativas en M, que verifican

/ fedvdz = m,, / fpdvdz = m,,.

Con estas definiciones, estamos ya en condiciones de presentar el primero de nuestros
resultados:

Teorema 6.1.1 Sea (f.o, fp0) un par de funciones no negativas que verifican
/ feo dvdz = m,, / foodvdz =mp, | feollg + lfpolly < o0,
para algin q¢ > max(N,2). Suponemos también que, para j € {c,p},
02
/ fio (llog(fj,oﬂ + |of + 3) dvdz < occ.

Entonces, existe T > 0 tal que el sistema (6.1]), complementado con la condicion inicial
(fe fp)|t:0 = (feo, [p0), tiene una solucion en €, r.
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6.1.1. Escalado parabdlico del sistema

Una vez tenemos el modelo cinético, nuestro siguiente objetivo es conectarlo con el
modelo macroscépico — del capitulo anterior. Para ello, reescalaremos nuestro
sistema microscopico de manera conveniente, y realizaremos un limite de escala en las
ecuaciones de los momentos. De las posibilidades que tenemos (escalados hiperbdlico,
parabdlico o intermedio), creemos que el adecuado es el escalado parabdlico: no sélo nos
proporciona un buen marco donde desarrollar la teoria asintodtica, sino que recupera el
sistema macroscopico original.

Procedemos pues a adimensionalizar el sistema . Primero, definimos las variables
y funciones adimensionales, denotadas por “tilde”:

ti=ts, z:=IR, v:=0p, filt,x,v):= ffj(f,i,??), Q;(t,x) = @@j(f, ).

Ya hemos tratado la parte de transporte libre en la seccion [3.1.1] asi que no repetiremos
las cuentas. Nos encargamos de los términos nuevos. Empezamos con las ecuaciones de
Poisson, que quedan

@Af(i)c - RZ(\/E)NJFﬁm _CI)AECI)F = /\RZ(\/E)NJFﬁca

donde hemos definido p;(¢, ) := [ fj(f, z,0)do,j = ¢,p. Aqui, como A es una constante
adimensional, la dejamos como estd. Impondremos como condicién de normalizacién que
la constante que agrupa a todos los términos con dimensiones sea igual a 1, esto es,
® = R?*(\/)" f. Continuamos con el término del campo:

= B 5 Cv 2 NR 5 ~
Cvmq)c'vvfj = %VQCDJV&]Z = (f) \(/\gﬁ) qu)j‘vﬁfj-

Por dltimo, el operador de Fokker—Planck queda

Rl

Liv,(ufy + pVf) = Sdiv,(of) + 20,7 = L (o) + A0F)
T T T

El sistema queda ahora:

r N
affc + M{)vifc + Mviéc'vﬂfc —

2 N > (dive(ofe) + Asfe )
S
-

r N
o f, + %’E{).ijp N %vi@p.vﬁfp _

A:®. = pp, —A;®, = M.

(diva(8f,) + Aoy )

Impondremos ahora una segunda condiciéon de normalizaciéon en el sistema, que co-
rresponde al término no lineal, 7sC f (\/ﬁ)N = 1. A continuacién, introducimos los dos
parametros adimensionales a partir de los cuales escalaremos el sistema: la velocidad
media térmica escalada, o := s\/u/R; y el recorrido libre medio térmico escalado,
B = 7,/p/R.Si introducimos estos pardmetros en el sistema, obtenemos las ecuaciones
siguientes, donde hemos quitado la notacién “tilde” para las cantidades adimensionales:

1 Q

atfc + OC'U'V:rfc - vaq)c'vvfc = _L(fc)a
1
atfp + av-vxfp - Bvxq)p'vvfp = %L(fp)7

A, O, = /fpdv, -A,P, = /\/fcdv.
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Por ultimo, queda definir el parametro de escala € a partir de los parametros « y
B. Como ya hemos dicho, en este sistema queremos hacer el limite parabdlico: este se
corresponde con la eleccion f = ¢ y o« = 1/e (equivalente al cambio de variables ¢t —
e?t,x — ex). El sistema reescalado queda finalmente:

D%+ (0= Voff = Vil Vuf) = L),
D5+ (0 Vol - VL0 Vf) = SLF). (63)
AP = /f; dv, —A, P, = )\/ff dv,

y el operador de Fokker—Planck sin dimensiones queda

. . f 1 —v2/2
L(f) = div,(vf + V, f) = div, (MVU<M>>, M) = st 2,
Usando la norma y los espacios introducidos anteriormente, podemos escribir el segundo
resultado de este capitulo:

Teorema 6.1.2 Sea (fca,Oﬂf;,O)5>0 una sucesion de funciones no negativas acotadas en
la norma || - |lg; para algin q > méx(N,2), con [ fiodvde = me y [ f5odvde = m,,.
Ademdas, suponemos que, para j € {p,c},

02
sgg </ f5o (\ log(f50)| + || + §> dv d.:l:) < 00.

Sea (f£, f;) una solucion en Cqr de (6.3) complementada con el dato inicial (fEy, f5o)-
Entonces, para 0 < T < oo suficientemente pequeno, las concentraciones macroscopicas
pi=[fidvy Py = ff; dv convergen (salvo parciales) fuerte a p. y p,, respectivamente,
en L*(0,T; L"(RY)), para cualesquiera 1 < s < oo, 1 < r < q, donde p. y p, son
soluciones del sistema f antes estudiado. Las condiciones iniciales vienen dadas
por los limites débiles de fféo dv y ff;,o dv.

Los teoremas y son solamente locales en tiempo. Esto es debido al mar-
co funcional que hemos adoptado, el mismo que en [I16]. Esta restriccién viene de las
estimaciones no lineales de la norma || - ||,. De nuevo, estas dificultades aparecen relacio-
nadas con la definicién y la estabilidad del producto entre las densidades y el campo de
fuerzas. Seria interesante seguir investigando en la buena definicién del modelo cinético,
por ejemplo usando las técnicas presentadas en [29]. Ademads, con el objetivo de obtener
resultados globales en el anélisis asintético, merece la pena intentar adaptar los (intrinca-
dos) argumentos de renormalizacién para el caso escalar de [49]. Esto implicarfa, ademas,
completar la teoria de existencia del modelo para encontrar soluciones renormalizadas
del sistema.

6.2. Estimaciones a priori

El primer resultado resume las propiedades de la norma || - ||, que hacen que esté bien
adaptada a nuestro problema:

Lema 6.2.1 Sea f : RV xRY — [0, 0o] una funcidn integrable tal que || f|l, < oo.Entonces:
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i) f e LIRN x RY),
i) Para cualquier 1 < s < q, tenemos que || f]I5 < || fllx + Il f]|2-

iit) p(zr) = ff(x,v) dv es una funcién de LY(RYN). De hecho, |plly < Ifll4-

w) Definamos ¥(z) = [ = = y‘Np y)dy. Si ¢ > N, entonces ¥ € L>®(RY)y existe una
constante C' > 0 verificando
- q(N —1) q—N
\Ijoogcpﬁplﬂa con /8:—7 1_6:—
¥l < Clollol: 7 e

Notese que % < N cuando ¢ > N > 2.

Demostracion. La primera propiedad es inmediata, puesto que

J[iseravas = [ (1) st ava < pangecis,

donde M = M (v) es la cola gaussiana dada por (6.2)). La propiedad i) se demuestra por
interpolacion: si escribimos s = 6 + (1 — 6)q, 0 < 0 < 1, obtenemos que

= [f | L mavae = [f () ('f')” M duda

< (//|f|dvdx) (//‘f‘Mdvdx> "
< 9//|f|dvdx+ (1—6) //)%’Mdvdx.

Para probar 4ii) usamos la desigualdad de Hélder con 1 = 1/q + 1/¢’ para obtener

frane (] s v (f () ) )

y como [ M dv =1, concluimos ). La demostracién de la tltima estimacién es similar
al Lema fijado A > 0, separamos la integral en dos partes:

U(z) = /| Ly‘ywp(y) dy + / Y p(y) dy.

z—y|<A |$ - z—y|>A ‘LE - y‘N

La segunda integral se acota por A*™||p||;, mientras que la primera se controla, usando
la desigualdad de Holder, por

1/q
lp(y)| N (A dr
/|$_y|<A Wdy <llpllg { IS™] ; S@-D(N-1) :

La integral de la derecha es finita, puesto que ¢ > N implica (¢ —1)(N —1) < 1. Al igual
que en el Lema[5.2.4] optimizando con respecto a A obtenemos el resultado deseado. m

Comencemos demostrando algunas estimaciones a priori, siguiendo las lineas de [116,
Lemas 2.3 & 3.1]. Sea f¢ una solucién de la ecuacién de Vlasov—Fokker—Planck

af° + é(v VLS VDV f) = ;—QL(fE), (6.4)
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suponiendo, por ahora, que ® es un potencial dado. Nétese que vamos a probar las
estimaciones directamente para la ecuacién escalada. Sea S : [0,00) — [0,00) una
funcién convexa (a determinar). Calculamos a partir de la ecuacién (6.4)) la evolucién de

HF M)
%//%(%)Mdvdx:/ A (fM) O, f° dv da
[ () (hemar e+ L (305, (£))) war

El primer sumando es una divergencia en x, y por tanto tras integrar vale 0. Seguimos
operando con el tercer sumando:

& (o o () e o () G

A continuacién, trabajamos con el segundo sumando, que requiere mas trabajo. Usando
las desigualdades de Holder y de Young con ¢ = 2, obtenemos:

1 s € __1 1" ﬁ /e e
g//%” (M) V.® -V, fedvdx = 5/ V, o7 <M>V ( )f dv dx
[v.2] I P v NG\
< % (//%”" (—) V. <—> Mdvdx) (//%”” (M) Vi dvda:)
€ € € £\2
< 262/ ff”(f ) ’ (f ) Mdvdx%——HV D2 / %””(f )ﬁdvdx.

M) M
Juntandolas, llegamos a la desigualdad

%//%<£>Mdvdx+e—//€%ﬂ”(f)‘ ()]
—HV Bl //%(f) ) 4o do

Ahora, segtin la eleccién de la funcién convexa 7, obtendremos distintas estimaciones,
que seran utiles tanto para la existencia de soluciones como para el analisis asintético
posterior. Empezamos con el siguiente resultado, que nos afirma que el conjunto ¢, r es un
buen lugar donde trabajar con las soluciones del sistema . Enunciamos los resultados
directamente para el sistema escalado ; de este modo siguen siendo ciertos para
(salvo, por supuesto, la dependencia respecto del pardmetro ), y serdn utiles después
para el analisis asintético:

M dvdz.

M dvdzx

(6.5)

Lema 6.2.2 Sea (f;, f5) una solucion de (6.3). Supongamos que para algin ¢ > N,

sup (Lfolls + 12ol2) < o0
e>0

Entonces, existe T, > 0 tal que, para cualquier T < T, , existe una constante Cp verifi-
cando

sup (I3 (8, Vg + 128 )Ng) < Cor,

0<t<T, >0

sup (V.25 (¢, )loe + V225 (t )l ) < Cr

0<t<T, >0
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Demostracién. Aplicamos la relacién (6.5) para J#(z) := 29, con ¢ > 1. En este caso,
H"(f/M)f2IM = q(q — 1),%”(f/M)M Obtenemos la desigualdad:

LU0 e ) (0
1= g o2 //(f) M dvdz.

Tanto esta ultima estimacion como el Lema [6.2.1] son ciertos para las dos ecuaciones de

fo v f&en (6.3). Sea ¢ > N. Definimos
ZE(t) = £ NG+ NfE e

Sumando la desigualdad aplicada tanto para f, como para fZ, llegamos a la siguiente
relacién para Z(t):

d, . ~1 . A% ; A%
Lz < q(q2 )(Hv@p”io// (M) Mdvdx—kllvx@CHio// (fM) Mdvdx).

Estimamos los potenciales que aparecen, aplicando primero la propiedad iv), y luego la

i11) del Lema|6.2.1 obteniendo

%Za(t) < @ (mz(lﬁ)fg// (ﬁ)q]\eri:/jx) 14+26/4
+me (//( ) Mdvdx) )

< = Za( 1-‘1-26/‘]

M dvdz

(6.6)

donde ¢ = q2 ). (mc( gt mf,(l A) ) Comparamos Z° con la solucién de la EDO no
lineal y/(t) = €y™279(1), con y(0) = sup__o(LF5olls + 1SZol2) > Z(0). Liamamos T, al
tiempo maximal de definicién de esta solucién (que no depende de ¢). Usando el principio
de comparacion de soluciones de EDOs, concluimos que 0 < Z(t)° < y(t) en [0,7%). En
particular, deducimos que fijado T < T}, existe una constante Cr > 0, independiente de
g, tal que Z%(t) < y(t) < Cr para cualquier ¢ € [0,7]. Finalmente, concluimos las cotas
para V,®° y V,® aplicando las propiedades iii) y iv) del Lema y esta acotacion.
n

El siguiente resultado nos dara las estimaciones que nos permitiran controlar los
momentos y la entropia de las soluciones:

Lema 6.2.3 Sea (f;, f&) una solucion de (6.3). Ademds de las hipdtesis del Lema
suponemos que la sucesion de datos iniciales verifica, para j € {p,c},

2
sgg (/ f5o (|10g( So)l |z + ?> dv dw) < 00.

Entonces, existe T, tal que, para cualquier T, > T > 0 (al igual que en el Lema ,
existe una constante positiva Cr, independiente de ¢, tal que

U2
sup (/ 5 (Ilog(ff)l + || +5) dvdx) < Cr,
0<t<T, >0

—_ € 52 <
ssli%)zg///\v,/f + 2V / 57 dedz dt < Cr.
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Demostracién. Volvemos a la relacién general (6.5), que usamos esta vez con la fun-
cién convexa J(z) = zlog(z). En este caso, tenemos que " (z) = 1/z , H(f/M) =
(log(f) +v?/2)f/M y %””(f/M)fQ/M = f. La desigualdad se escribe entonces:

1 (s D L[] 2o (£

M dvdz
<5Vl [ / Fedvde = 9,82,
donde m := [[ f§dvdz, usando la conservacién de la masa. Operamos con el término
intermedio de la desigualdad, desarrollando el gradiente que aparece:

//fM Vo (fﬁ) M dvde // MYV, [ — f°
-

2
dvdzx

MVF
/]v\/Fmvv\/F

donde hemos usado que V,M = —vM. Llegamos a la desigualdad

]l Sy [0 ()]

m

M dvdx < EHV%(I)Hgo (6.7)
Combinaremos esta de51gualdad con la evolucion del primer momento en espacio. Como
el término que incluye a V,® y el operador de Fokker-Planck son ambos divergencias en
v, se anulan al integrar en v, y solo debemos preocuparnos del término proveniente del
transporte v-V, f. Concretamente, tenemos

%/ lz|ffdvde = %//’%mfsdvdx://f—‘ fe‘U\/F+62vU\/dedx
< %/ fe fe f6 dvde,

donde hemos aplicado, en este orden, el Teorema de la divergencia, anadimos un término
que vale 0, y usamos las desigualdades de Holder y Young para g = 2. Estas dos desigual-
dades, en particular , no nos dan una estimacion que sea util de manera directa,
puesto que la funcién zlog(z) cambia de signo. Para arreglarlo, usamos la descomposi-
cién clésica [110]

dv dz,

z|log(z)] = zlog(z) — 2zlog(2)lo<r<e—w — 2210g(2)le—wcrca
4
< zlog(z) + —e % + 2wz,
e

tomando w = ( + |x|). Integramos primero en [0, ¢] las dos desigualdades diferenciales
que tenemos, y obtenemos

/ fg |log (/)] | | dvdx+—/ //yv\/Fmv Vfe? dz da ds

s € ||V q)Hgo —v2/16—|z|/8
< 15 |log(f0)|+|x|—i—?) dvdx—i—Tm—l—g e dvdex.

Con esta desigualdad podemos completar ya la demostracion: esta es valida tanto para
f, como para fZ, asi que sumamos las correspondientes a ambas. Todo el término de la
derecha esta, por hipdtesis, uniformemente acotado respecto del parametro ¢ y del tiempo
t < T (la condicién de tiempo pequeno proviene de la cota de V,® del lema , lo
que nos permite tomar supremos en el lado izquierdo respecto de € y de ¢, manteniendo
la cota. Esto concluye la demostracion. [ ]
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6.3. Existencia de soluciones

En esta seccion vamos a demostrar la existencia de soluciones del sistema . Como
ya hemos dicho anteriormente, adoptaremos el marco funcional presentado en [116]. Este
resultado esta lejos de ser 6ptimo: exige condiciones muy fuertes sobre los datos iniciales,
y no tiene en cuenta el (posible, en nuestro caso, al no haberlo demostrado) efecto re-
gularizador del operador de Fokker—Planck. No obstante, el resultado del Teorema [6.1.1
es suficiente para afrontar con seguridad el andlisis asintético de la seccién 6.4 Nuestro
resultado de existencia podria ciertamente ser mejorado adaptando las técnicas de [29],
e incluso aplicar técnicas de renormalizacion que mejorarfan el limite de escala [49]. No
obstante, todavia tenemos el problema de que no tenemos maéas estimaciones de los po-
tenciales (que, en este trabajo, estd solo en L>°(R™)) u otras propiedades de disipacién
(energia, entropia...) que si tiene el sistema de VPFP usual.

Probaremos la existencia de solucién usando un argumento de punto fijo: dadas p., py,
consideramos (f., f,) la solucién del sistema lineal

atfc +v- vzfc - Vaxi)c : vvfc = L(fC)v

8tfp+v‘vﬂﬁfp_vx&)p'vvfp:L<fp>7 (68)

con condicién inicial f. o, fpo0 = 0, donde los potenciales vienen dados por las férmulas de
convolucion

~ ~ €T — ~ - T —
vxq)c = _CN/pp(t/y)ﬁ dy7 vxq)p - )‘CN/pC<t7y) ‘.’L’ . yZ‘JN dy

(esto es equivalente a resolver las ecuaciones de Poisson correspondientes bajo condiciones
usuales de caida). Nétese que f., f, > 0. Definimos el operador solucién .7 (pe, pp) =
(Pes Pp)s con (pe, pp) = [(fes fp) dv. A este operador le vamos a aplicar el Teorema del
punto fijo de Schauder. Véase que aunque .¥ no actia sobre las funciones f;, sino sobre
sus integrales p;, el calcular un punto fijo de este nos sigue proporcionando una solucién de
(6-1), a través del esquema iterativo p — V,® — f — p. Usando los Lemas y ,
podemos encontrar un conjunto invariante para .#. Especificamente, llamamos %, :=
Ueolla + 1 frollys ¥ sea 2 > . Supongamos que supgeycr (17t o + 155(2: ) < 2
con ¢ > N. Usando la desigualdad para el sistema , junto con las estimaciones
del Lema y el Lema de Gronwall, llegamos a

(et Mg + o8, ) lg) < Foe™ ™7,

sup
0<t<T
para cierta constante C' > 0 que depende de ¢, N, m, y m,. Por tanto, podemos fijar

0 < T < T, suficientemente pequefio para que la aplicacién (p, pp) +— (fe, fp) deje
invariante la bola de radio # de 6, 1. De igual manera, el conjunto convexo

G = {pc,pp :(0,7T) x RN — [0, o0, /(pc,pp) do = (me,my),

sup (Inult Ml + (e 0l) < 21
0<t<T

es invariante por el operador .. Ademads, usando el Lema [6.2.3] se verifica que

sup //@2 +1e)(f + £,) dvde < C(T, 2). (6.9)

0<t<T
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Cojamos ahora dos pares de funciones de ¢, (pc1,Pp1) ¥ (Pe2s Pp2), ¥ consideremos
sus soluciones de asociadas (f.;, fp.;). Definimos la diferencia entre ambas como
(Ges Gp) = (fe2 — fer, fo2 — foa)- Esta verifica el sistema

8tgc +v- V:pgc - v:p(i)c,l : vac = L(gc) + v:p <§)c,2 - (i)c,l) : V’vfc,Qa

atgp +v- vxgp - vmi)p,l : vvgp = L(gp) + vm (ci)p,2 - i)p,1> : vap,Q-

Podemos repetir para este sistema las cuentas desde las que hemos deducido , donde
la tinica novedad es que tenemos un término adicional en el lado derecho. No merece la
pena repetir de nuevo las cuentas para los términos comunes, al no aportar nada novedoso
su calculo, asi que referimos a las ya hechas para los detalles. Llegamos a

//% Mdvdx+1/ %”” i)\vv (i)fMdudx
ala=1) ‘v &, / 2" (—) dv dar
// Jf” (@Z o ) v, (%) dv dz,

donde ¢ ((fj, fj, respectivamente) es g, 0 g. (épu’ 0 (fc,j, fpj O fej, respectivamente), y
donde hemos mantenido el término nuevo sin manipular. Este término adicional puede
dominarse usando las desigualdades de Cauchy—Schwarz y de Young:

/ / ,;f” (@2 <I)1> vvidudx
<[ (o H Jf sl G

<. (5@ (f] ares) )
<//jf f2 dvdx) /
g%/ A" i vv (-)‘ M dv dz

2Hv (@Z / 2 ( f2 2 dvas,
obteniendo la siguiente desigualdad, verificada por cualquier funcién convexa 7:

%//%(%)Mdvdx SQ( ‘v b, /,%ﬂ”( ) dv dz

2Hv (@2— / jf” f2 2 dvdz.

La usamos con J(z) = z*°, para 1 < s < ¢q. Sélo tenemos que tratar el ultimo término,
al haber sido el otro tratado ya en el Lema [6.2.2] Para estimarlo, usamos de nuevo las
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desigualdades de Holder y Young como sigue:

/ %” f2 7 dvde =s(s = 1) //1 i (ﬁ) SMdvd:c B
s(s —1) (// QM Mdvdxs) (//5%) Mdz:d$)
3(3—1)«1—;) // (%) Mdvderg// (%) Mdvdx).

Obtenemos finalmente

%// (%)SMdvdx

s(s - 1)

~ |12 g s
< |v.8, // (&) Mavda
6.10)
(s—1) 2 (
v (8- 2]
9 5 2 fa\°
X ((1 5) // M> MdvderS// (M) Mdvdx).
Entonces, usamos la definicién de la norma || - ||s junto con el Lema de Gronwall para

obtener
lo(t 90 < 5= 1) [ 90 (&= ) (0 st o

Xexp{/ow%\\v(% &) )|
S_1Hv¢ );dT}.

Usamos el Lema para acotar || f2]ls y los potenciales que aparecen en el exponente,
y deducimos que existe una constante C(T', %) tal que, para todo 0 <t < T,

lg(t, Ve < TC(T, %) sup Hv (q>2 @)(T,-) i

0<t<T

[e.o]

Ademés, si aplicamos directamente la propiedad iv) del Lema [6.2.1] obtenemos

Hvx (cih - in) (r, )H; < C|l(ps — 50T PN (5o — ) (7, ) |22,

Tenemos por lo tanto la siguiente propiedad de continuidad del operador solucién: si te-
nemos ((fen, ﬁpvn))neN una sucesién de elementos de ¢ que converge a (p, ) en
L%(0,T; L*(RY)), entonces ((fc,n,fp,n))nGV
tanto, usando la propiedad iii) del Lema [6.2.1 ((pc,n,pp,n))neN converge a (pc, pp) €n
L%(0,T; L*(RY)) (recordamos que 1 < 23 < s).

Nos falta demostrar la compacidad del operador .. Comenzemos considerando una su-
cesion ((Pen, ﬁp,n))neN de elementos de ¢. Hemos visto que la sucesion (fen, fp.n) esté
acotada en €, r, y en consecuencia, para j € {c,p} se tiene:

converge a (f, f,) fuerte en €;r, y por

» que f;, estd acotada en L>=(0,T; LY(RY x R")), porque

// v = // L8 a0 oo < M 51
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= que por interpolacion, supg<;<r || fin(, -)||- estd acotado para cualquier 1 <r <gq.

Usamos la desigualdad con ¢ = 2, y nos fijamos en el término con el gradiente. Estas
acotaciones probadas nos aseguran que

[l

por tanto esta uniformemente acotado. Se sigue que

2
M dvdxdt < Crp,

((?t +v- Vm)fjm = din (hjm) ,

donde

him = finVa®jn + VM VMV, (%)
estd acotado en L°°(0,T; L*(RY x RY)) (simplemente hemos reescrito la ecuacién).

De las acotaciones sobre f;,, junto con , deducimos que h;, estd acotada en
L2((0,T) x RY x RY). Podemos usar entonces un argumento de compacidad en media, co-
mo por ejemplo en [58] o [96, Lema 4.2], para deducir que las integrales [ f; (¢, z, v)i(v) dv
pertencen a un compacto de L2 _((0,T) x RY), para cualquier 1 € C®(R"). Podemos
usar ahora que, gracias al Lema [6.2.3] la energia cinética estd acotada, y por tanto
podemos eliminar la restriccién de soporte compacto a las funciones test 1(v). Ademas,
usando (6.9), podemos eliminar la condicién “local” de la compacidad anterior, y usando
de nuevo interpolacién, deducimos que p;,, es compacta en L"(0,T; L*(RY)) para cual-
quier 1 <r < ooy 1l < s < q. Finalmente, esto nos da la compacidad del operador ., y
podemos aplicar el teorema del punto fijo de Schauder para asegurar la existencia de un
punto fijo de este operador, y por tanto la existencia de solucién del sistema .

Falta dar sentido a las condiciones iniciales del sistema f;(t = 0,z,v), pero este
problema se resuelve como para la existencia en el sistema macroscépico: como J;p§ esta
acotada en L*(0,T; H~'(RY)), y p§ es relativamente compacta en L*((0,T) x B(0, R)),
la sucesion [ p(t, x)p(z) do estd en un compacto de C(0,T) para cualquier funcién test
p(z) € CX(RY), y como p5 estd acotada en L>(0,T; LY(R")) podemos cambiar el espacio
de funciones test, por tanto

ti [ g5t 0)p(@) s = [ oyt )l ds
uniformemente en [0, 7], para cualquier funcién test ahora en ¢ € L7 (RY), lo que da
sentido a las condiciones iniciales del sistema limite.

6.4. Analisis asintotico

Tratamos ahora el sistema escalado . En esta seccion, vamos a realizar rigurosa-
mente el limite ¢ — 0 de este sistema, probando el Teorema [6.1.2, Para ello, usaremos las
cotas uniformes respecto de £ que demostramos en los Lemas (donde recordamos
al lector que ¢ > N) y En lo que sigue, fijamos 7' > 0 dado por el lema [6.2.2]
Empezamos demostrando otras cotas uniformes que utilizaremos, que nos aseguran la
convergencia de f5 en la norma |||
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Lema 6.4.1 Bajo las hipotesis del Lema podemos encontrar una constante Cp > 0

tal que, para j € {p,c},
82 0 v M

1 dvdz dt
z 5 € 2
llII(l)/O //|fj—p]M]———0,

(precisando, esta convergencia es de orden O(g?)) donde hemos llamado P = i f5 dv.

2

M dvdxdt < Cr. (6.11)

Ademds, tenemos que

Demostracién. Primero, como 2 < N < ¢, usamos la propiedad i) del Lema m
deducimos que || f5[I3 = [[|f;]?/M dvdz estd uniformemente acotada con respecto a
e >0yt el[0,T]. Ahora, escribimos la desigualdad para la funcién J#(z) = 2%
e integramos en [0,T]. Esta estimacién nos permite concluir que se verifica (6.11]). El
siguiente paso es aplicar la siguiente desigualdad de Sobolev (véanse [§, Cor. 2.18 y Teo.
3.2]): existe una constante © > 0 tal que, para cualquier funcién f para la que tenga

sentido,
/]ﬂv) - M) [ fw)du % <o | ]vv (%)

Aplicamos esta desigualdad para f = f7, que junto con la desigualdad (6.11)) (de la que
sacamos el orden de convergencia) concluye la demostracion. [ ]

2
M dvo.

Una vez tenemos estas estimaciones, realizamos el andlisis asintético en las ecuaciones
de los momentos del sistema ((6.3]). Primero, integramos este sistema con respecto a v,
obteniendo las ecuaciones de conservacién de la masa:

Opl +div,J: =0,  9yp, + div,J, =0, (6.12)

&€ 1 €
Jj:—/vfjdv.

3

donde hemos llamado

De igual modo, multiplicando (6.3)) por v e integrando, las ecuaciones para la corriente
quedan:

20, J¢ + Div, /(U @) fsdv + piV, 0L = —J2,
(6.13)
828tJ; + Div, /(v ®v)fy dv+ ppV,0F = —J.

Aparece ahora el segundo momento en velocidades de las soluciones, que podemos rees-
cribir usando el lema siguiente:

Lema 6.4.2 Bajo las hipdtesis del Lema para j € {p,c} se verifica, por un la-
do, que la sucesion (JJE) estd acotada en L2((0,T) x RN), y por otro lado, podemos
reescribir

e>0
/U@Uf;dv = pil+eR;,

donde (R;)

-, 2 N
o €5 una sucesion acotada en L*((0,T) x RY).
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Demostracién. Estimamos la norma en L?((0,7) x RY) de J°. Empezamos usando la
igualdad vM (v) = =V, M:

/OT/|J;|2dxdt:/oT/‘/%@d02

Si aplicamos integracion por partes en la integral respecto a v, y usando que uno de los
términos que aparecen es una derivada en v, la identidad enterior se transforma en

[ fropasa= [ [1] 55 (5) o

Por dltimo, como M estd acotada por 1, usamos (6.11)) para obtener finalmente

[ Joarsenst | (5

Luego, definimos RS como

dx dt.

dx dt.

2

dvdxdt < Crp.

R /v®v\/_fgi/p_’ dv.
€

Es fécil comprobar, usando que [ v ® vM(v)dv =1, que R; verifica lo pedido:

p;l+eR; = ;I[—k/v@vf;dv—p;/v@vM(v)dv:/v@vf;dv.

Acotamos esta nueva funcion. Usando Cauchy—Schwarz:

s frw) (] 552 )

La primera integral es finita, al ser un momento de una exponencial cuadratica; y el
segundo estd uniformemente acotado gracias al Lema [6.4.1] u

Recopilamos lo que tenemos hasta ahora: si estamos bajo las hipdtesis del Lema [6.2.2],
las sucesiones f5, p%, V,®5 y J5 estdn uniformemente acotadas en ciertos espacios fun-
cionales. Atin mas, f; — p;M, y esta convergencia es fuerte en L*((0,7) x RY x RY)
con cierto peso. Por tanto, salvo tomar parciales, tenemos las siguientes convergencias:

05— pj débil en L((0,T) x RY,
J; = J; débil en L*((0,T) x RY),
V@5 = V@ débil-x en L>*((0,T) x RY).

Estas convergencias son suficientes para pasar al limite en los términos lineales del sis-
tema (|6.12)—(6.13). La tnica dificultad que resta radica en pasar al limite el término
cruzado (no lineal) p5V,®%. Lo hacemos probando la convergencia fuerte de las sucesio-
nes de concentraciones p5 en ciertos espacios, y para ello son necesarias, ademas de las
desigualdades que ya hemos usado, la estimacion de etropia demostrada en el Lema [6.2.3]

Lema 6.4.3 Supongamos que estamos bajo las hipdtesis del Lema[6.2.5 Entonces, salvo
parciales, la sucesion p§ converge a p;, para j € {p,c}, fuerte en L*(0,T; L™ (RYN)), para
cualesquiera 1 < s < oo, 1 <r <gq.
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Demostraciéon. La prueba se fundamenta en aplicar convenientemente los Lemas de la
media. Empecemos: como hemos probado ya, la sucesién f; estd uniformemente acotada
en L>=(0,T; LY(RYN x RY)), con ¢ > N. Como ademds esté acotada en L*((0,7) x RY x
RY), interpolando llegamos a que también estd acotada en L*((0,7") x RN x RY). Si
reescribimos la ecuacion (6.3)), vemos que

g0 f; +v- Vo ff = div,(g°),

con

N/ M €

9" = f;Ve®5 + VM x —V, <f—j> .
€ M
De las acotaciones sobre f5, junto con (6.11)), deducimos que g° estd uniformemente
acotada en L?((0,T) x RY x RY). Podemos usar entonces un argumento de compacidad
en media, como por ejemplo en [58] o [96, Lemma 4.2], para deducir que, para cualquier
funcién ¢ € C*(RY) y cualquier 0 < R < oo,
2
dx dt} =0.

T
lim < sup / /
Ih|=0 | e>0 Jo JB(0,R)

Podemos usar ahora que, gracias al Lema la energia cinética esta uniformemente
acotada, y por tanto podemos eliminar la restriccién de soporte compacto a las funciones
test ¥ (v). Entonces, obtenemos

T
lim {sup/ / |05(t,x + h) — pj(t,x)‘z dz dt} = 0.
Ihl=0 L e>0 Jo JB(0,R)

Ademis, gracias al Lema [6.4.2) la sucesién de derivadas 0;p; = —div,(J5) esta acota-
da en L?(0,T; H *(RY)). Entonces podemos aplicar el Teorema de Kolmogorov—Riesz—
Fréchet [31, Teo. IV.25] para deducir que la familia p5 es relativamente compacta en
L*((0,T) x B(0, R)) para cualquier 0 < R < oo, y usando [3, Lema B.1], que también
lo es en L'((0,T) x B(0, R)). Volviendo al Lema (6.2.3, la sucesién |z|p5 estd acotada
en L>(0,T; L'(RY)), y podemos pasar la convergencia (salvo parciales) de p5 — p; de
LY((0,T) x B(0,R)) a L'((0,T) x RY). Finalmente, los Lemas y nos da-
ban la acotacién de p5 en L>(0,T; LY(RY)) y, de nuevo, usando interpolacién mas la
convergencia en L'((0,T) x RY), esta convergencia se mantiene en cualquier espacio
L7(0,T; L*(RY)) con 1 <7 < o0, 1 <s<gq. ]

/f;(m:z:—kh,v)l/z(v) dv — /f;(t,x,v)w(v) dv

Si combinamos ahora los Lemas (convergencia débil-x) y (convergencia
fuerte), podemos pasar al limite en el producto p5 V@5, salvo tomar parciales, en la
topologia débil de L"(0,T; L*(RY)), para cualquier 1 < r < oo, 1 < s < ¢. Haciendo

tender ¢ — 0 en el sistema macroscépico (6.12)—(6.13)), obtenemos:
thj + diVij = 0, —Jj = pr] + pjvxq)j,

que resulta, tras sustituir, en el sistema — estudiado en el capitulo anterior.

Falta dar sentido a las condiciones iniciales del sistema limite p;(t = 0,z), pero este
problema se resuelve como para la existencia en el sistema macroscdpico: como 9;p5 estd
acotada en L*(0,T; H'(RY)), y p§ es relativamente compacta en L*((0,T) x B(0, R)),
la sucesién [ p5(t, z)p(z) dz estd en un compacto de C(0,T') para cualquier funcién test
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¢(z) que esté en C*(RY). Como ya hemos probado la acotacién uniforme de pf en
L>=(0,T; LY(RY)), podemos cambiar el espacio de funciones test, y por tanto

iy [ it )l do = [ pyt,a)ele) da,

e—0

. . . ., /
y esta convergencia es uniforme en [0, 7], para cualquier funcién test ahora en L7 (RY),
lo que da sentido a las condiciones iniciales del sistema limite.
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A lo largo de la memoria hemos presentado y analizado tres modelos matematicos de
movimiento de poblaciones vivas, cada uno de ellos introduciendo diferentes fenémenos
y comportamientos que aparecen en estas de manera natural.

El primer modelo presentado combina dos fenémenos fundamentales en la migracion de
células tumorales, como son la haptotaxis y la quimiotaxis, enmarcadas dentro de la teoria
general KTAP. El anélisis asintético de este modelo nos lleva a toda una familia general de
modelos macroscépicos que incorporan estos dos fendmenos, y las simulaciones numéricas
realizadas nos muestran que, de hecho, en estas situaciones el fenémeno predominante es
la haptotaxis provocada por la estructura de la ECM.

Los vuelos de Lévy, y su correspondencia con la difusién fraccionaria, son un campo de
estudio muy prolifico en los ultimos anos y que daran lugar a resultados importantes a
corto plazo. Nuestra aportacion en en este sentido, deduciendo modelos macroscopicos de
quimiotaxis que incorporan esta difusién a partir de una descripcion cinética adecuada,
utilizando funciones de cola pesada y un escalado intermedio dado por estas, justifica
estos modelos desde otro punto de vista.

La dinamica presa—depredador es fundamental en biologia. Nuestro modelo no se enmarca
directamente en este ambiente, pero son un avence en la descripcion a nivel microscépico
de esta relacion entre especies, dando una manera de modelar la persecucion de presas
por parte de los depredadores, y obtener una version macroscépica. El analisis del modelo
macroscépico, ademas, puede englobarse dentro del marco del estudio de las distintas mo-
dificaciones del sistema de Keller—Segel para quimiotaxis, viendo otra manera de obtener
soluciones globales (y regulares) del sistema.

Terminamos con algunas propuestas de trabajo futuras derivadas de los resultados de
la tesis. Lo mas inmediato es terminar los resultados numéricos presentados en el capitulo
Bl Estos se encuentran en la fase final de redaccién, y esperamos someterlos a publicacién
en breve.

En el capitulo [I] presentamos la versién fraccionaria del operador de Fokker—Planck:
el operador de Fokker—Planck fraccionario. Proponemos a partir de este el sistema de
Vlasov—Poisson—Fokker—Planck fraccionario (VPFFP, por sus siglas en inglés), que des-
cribe el movimiento de particulas cargadas en un bano térmico, cuyo movimiento aleatorio
viene dado por un vuelo de Lévy:

o

atf + vaf - %qu)vvf = %lev(Uf) T(_Av)sfv

(6.14)
A,d = H/fdv,

donde 6 vale 1 (caso atractivo o gravitatorio) o —1 (caso repulsivo). La versién lineal
de este sistema fue estudiada en [37]: alli, los autores probaron la existencia de solucién
global y realizaron un limite macroscopico intermedio, obteniendo un sistema con difusién
fraccionaria. No obstante, el caso no lineal sigue sin estar resuelto. Estamos trabajando en
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este analisis, probando la buena definicién del problema (con condiciones iniciales
adecuadas), reescalar el sistema (obteniendo potencias fraccionarias del pardmetro de
escala) y pasar al limite, al estilo de [23].

El anélisis del sistema , presentado en el capitulo @, y de su version escalada (6.3))) es
susceptible de mejora: existencia global de soluciones, unicidad, soluciones renormalizadas
o hacer el limite para todo tiempo son distintas formas de enriquecer este sistema. Otra
posibilidad es plantear la misma situaciéon biologica para mas de dos poblaciones, con
distintas relaciones entre si, o construir un modelo tipo presa—depredador propiamente
dicho (incorporando nacimiento y muerte de individuos).
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Conclusions

Along the dissertation we have presented and analized three mathematical models of
the movement of living populations, each one of them introducing different phenomena
and behaviours which appear naturally on these populations.

The first model combines two fundamental mechanisms on tumoral cell migration, hap-
totaxis and chemotaxis, built in the general framework of the KTAP. The asymptotic
analysis of this system leads to a whole general family of macroscopic models which in-
corporate these phenomena, and numerical simulations shows that, in fact, haptotaxis
provoked by the ECM structure is the principal source of said movement.

In recent years, Lévy flights, and their correspondence with fractional diffusion, have been
proven to be a productive field of study, which will lead to important results in the short
run. Our contribution in this sense, deducing macroscopic models for chemotaxis with
this fractional diffusive terms from a suitable kinetic description, using heavy—tailed dis-
tributions and an intermediate scaling given by them, allows to justify these macroscopic
equations from another point of view.

Predator—prey dynamics are fundamental on biology. Our model does not fit exactly
in this framework, but it is an advance in describing this kind of relationship betwwen
species from a microscopic point of view, giving a model for the chase of prey by pursuers
and obtaining a macroscopic version. The analysis of the macroscopic models can be
included in the different modifications of the classical Keller—-Segel model for chemotaxis,
giving another way to obtain global (and regular) solutions of the system.

We conclude with some proposals for future works, derived from the results exposed in

the thesis. The immediate is to finish the numerical results exposed on chapter [3| These
are in the final stage of writting , and we expect to submit them in due course.
In chapter [I| we introduced the fractional version of the Fokker—Planck operator: the
Fractional Fokker—Planck operator. Using this, we propose the Vlasov—Poisson—Fractional
Fokker—Planck system (VPFFP), describing the movement of charged particles in a ther-
mal bath, whose random movement is now given by a Lévy flight:

o

0f +vVef — 19.8.9,5 = Ldivi(uf) - Z(-A),

(6.15)
AP = H/fdv,

where 6 takes the value 1 (attractive or gravitatory case) or —1 (repulsive case). A lineal
version of this system was studied in [37]: there, the authors proved existence and uni-
queness of a global solution and performed an intermediate macroscopic limit, obtaining
a system with fractional diffusion. However, the nonlineal case remains unsolved. We are
working in this topic, trying to prove well-posedness of (with suitable initial data),
scaling the system (with a fractional power of the scale parametre) and passing to the
limit, as in [23].
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The analysis of the system , studied in chapter @, and its scaled version (/6.3))) has
a lot of room for improvement: global existence of solutions, uniqueness, renormalized
solutions or being able to perform the limit for any time are different ways to enhance this
system. Other posibilities are setting up the same biological situation for more than two
populations, with different relationships between them, or building a proper predator—
prey model in this framework (incorporing birth/death dynamics).
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