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0.1 Introduccion

Dados espacios topolégicos X e Y y aplicaciones continuas f,g: X — Y, el
concepto de homotopia (o de deformacién continua) de f a ¢ determina una
relacién de equivalencia en el conjunto de aplicaciones continuas de X en Y y
conduce-ala Hamada categoria de homotopia cuyos objetos son los espacios
topoldgicos y cuyos morfismos son las clases de equivalencia, llamadas clases
de homotopia, de aplicaciones continuas.

Una homotopia de fa ¢ hace entonces indistinguibles estas aplicacio-
nes para aquellos funtores, de dominio la categoria de espacios topolégicos y
aplicaciones continuas y de rango una categoria algebraica (grupos, grupos
abelianos, anillos,...), que son invariantes bajo deformacién continua. El es-
tudio de estos funtores es objetivo de la Topologia Algebraica puesto que en
su desarrollo, el camino que se ha mostrado rentable para abordar un pro-
blema geométrico de naturaleza global es convertirlo en primera instancia en
un problema en teoria de homotopia para a continuacioén, utilizando funtores
de la naturaleza aludida, convertirlo en un problema algebraico de eventual
mas facil solucidn.

Ejemplos significativos de tales funtores los proporcionan los grupos de
homotopia. Estos conducen al concepto de homotopia débil (una aplicacion
continua f es una equivalencia débil si my(f) es una biyeccién y para todo
g > 1, m,(f) es un isomorfismo) y la relaciéon de homotopia débil induce una
relacion de equivalencia para la que la clase de equivalencia de un espacio es
llamada su “tipo de homotopia”.

La obtencion de modelos algebraicos para tipos de homotopia de espacios,
i.e., objetos de naturaleza algebraica que reflejan oportunamente la geome-
tria de los espacios en cuestion, y la clasificacién del conjunto de clases de
homotopia de aplicaciones de X en Y en términos de los correspondientes
modelos de X e Y, son los objetivos principales de la Teoria de Homotopia
Algebraica cuyo tltimo fin es (Whitehead, [67]) “to construct a purely alge-
braic theory which is equivalent to Homotopy Theory in the same way that
Analitic 1s equivalent to pure Projective Geometry”.

Los primeros modelos con informacion algebraica sobre tipos de homo-
topia fueron los complejos de cadenas de grupos abelianos. En su estudio,
que supuso una de las fuentes para el desarrollo del Algebra Homoldgica,
tuvo lugar un proceso de algebraizacion de la teoria de homotopia topolégica
que, en primera instancia, produjo el concepto de homotopia entre aplica-
ciones de cadena. Asi, al igual que para espacios y aplicaciones continuas
entre ellos, una homotopia entre dos aplicaciones de cadena f,g : C — D
se define por una aplicacién desde un cilindro, C@Q I — D, en donde
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I:..050-22% ZEPZ, con 6;(n) = (—n,n), juega el papel de in-
tervalo unidad.

Otros precedentes clasicos en esta problematica de modelar algebraica-
mente las categorias de espacios por su tipo de homotopia son, de una parte,
los resultados de Eilenberg y Mac Lane, [34], mostrando a la categoria de
grupos (abelianos si n > 2) como una citegoria de'modelos algebraicos para
la categoria de homotopia de CW-complejos con un unico grupo de homo-
topia no nulo en dimension n, y, de otra parte, los resultados de Mac Lane
Whitehead, [52], en los que la categorfa“de médulos cruzados de grupos se
mostré adecuada para modelar algebraicamente la categoria de homotopia
de CW-complejos conexos con grupos de homotopia triviales en dimensiones
mayores o iguales que 3 (la categoria de 2-tipos o, en su terminologia original,
de 3-tipos).

La obtencién de nuevos y mas adecuados modelos algebraicos para tipos
de homotopia de espacios ha conducido con el tiempo, de forma ineludible,
al intento de “hacer teoria de homotopia” con tales modelos algebraicos con
el objetivo ya apuntado de utilizar, para el estudio de objetos geométricos,
métodos algebraicos que aparecen mas simples que aquellos del mundo de los
espacios y las aplicaciones entre ellos.

La categoria de grupos simpliciales proporciona modelos algebraicos para
todos los tipos de homotopia conexos y constituye un ejemplo notable de
categoria algebraica en la que se dispone de una teoria de homotopia 1til en
el sentido anteriormente aludido. Esta teoria fue desarrollada por Kan, [48],
(c.f. Curtis [29]), mostrandose de hecho una equivalencia entre la categoria
de homotopia de la categoria de grupos simpliciales (i.e., la localizaciéon con
respecto a las equivalencias débiles de grupos simpliciales) y la categoria de
homotopia standar de los CW-complejos conexos.

La teoria de homotopia en la categoria de grupos simpliciales, junto con
la desarrollada en la categoria de conjuntos simpliciales. [54], constituyeron
ejemplos importantes en donde asentar el desarrollo de una teoria de homo-
topia abstracta, esto es, el desarrollo en un ambiente categérico abstracto de
los conceptos y resultados fundamentales que conforman tanto la teoria de ho-
motopia topoldgica como la simplicial. Esta perspectiva permitiria entonces
disponer, para el estudio de objetos geométricos, de lenguajes v herramientas
que podrian ser mas simples al ser tratados con esta dptica abstracta.

Distintas soluciones se han dado con el tiempo a esta problemdtica de,
decidir en principio lo que debe ser una “teoria de homotopia abstracta”, y
codificar a continuacién al menos una parte de la estructura. En este sen-
tido hay que citar los trabajos de Brown, [5], Anderson, [1], Heller, [43], ¥
Baues, [3], pero sin duda, una de las teorias mas extendidas y consistentes
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es la desarrollada por Quillen, [58], en base a lo cual ha sido considerada con
frecuencia como la teoria de homotopia abstracta bdsica a manejar. Desta-
quemos que los origenes de la teoria de Quillen pueden ser encontrados en
Teoria de Deformacién y en el estudio de la cohomologia de algebras conmu-
tativas, v que una vez desarrollada, dicha teoria fue usada de forma eficaz por
Quillen, -[59];-en la obtencién de nuevos resultados en teoria de homotopia
racional.

El contexto abstracto en el que desarrollar la teoria de Quillen, llama-
do “categoria de modelos (para una teoria de homotopia)” es una categoria
con limites y colimites y tres clases de morfismos, llamados fibraciones, co-
fibraciones y equivalencias débiles, cuyo comportamiento e interaccion estdn
controlados por varios axiomas que proporcionan una medida para saber s,
en un contexto dado, se tienen las bases sobre las que poder construir es-
tructuras adicionales como cilindros, arcos, suspensiones, lazos, sucesiones
(co)-fibracién,..., que son construcciones consustanciales a la cldsica teoria
de homotopia de espacios. Ademds, en este ambiente abstracto se tiene un
criterio, [58], para asegurar cuando, dadas dos categorias de modelos conec-
tadas por un par de funtores adjuntos, se tiene una equivalencia entre las
correspondientes teorias de homotopia asociadas en el sentido de que las ca-
tegorias de homotopia sean equivalentes y ademds esta equivalencia preserve
la estructura extra formada por los funtores lazo y suspensién y las familias
de sucesiones fibracién y cofibracion.

En la presente memoria se estudia la existencia de estructuras de mo-
delos de Quillen en diversas categorias de grupos y grupoides simpliciales y
se analiza la teoria de homotopia resultante, mostrando de forma explicita
determinadas construcciones que conforman esa teoria como las de cilindro,
espacio de arcos, lazos,..., y estudiando en dichas categorias la relacion de
homotopia que se deduce de ellas.

La equivalencia anteriormente aludida entre la categoria de homotopia de
la categoria de grupos simpliciales y la categoria de homotopia standar de
los CW-complejos conexos puede verse con una perspectiva mas general. La
teoria desarrollada por Kan, [48], aparece como la teoria de homotopia aso-
ciada a la estructura de modelos en la categoria de los grupos simpliciales,
[58], y la categoria de homotopia de los CW-complejos conexos es equiva-
lente a la categoria de homotopia asociada a la estructura de modelos en
la categoria de los espacios topolégicos punteados y conexos por arcos, [58].
Entonces lo que realmente se tiene es una equivalencia entre las correspon-
dientes teorias de homotopia asociadas a estas dos categorias de modelos ya
que ambas son equivalentes, via el criterio antes citado para la equivalencia
de teorias de homotopia, a la teoria de homotopia en la categoria de modelos
que constituye la categoria de conjuntos simpliciales reducidos, [59].
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El estudio de las propiedades geométricas de los espacios puede simplifi-
carse si uno restringe, usando ese tipo de propiedades, la clase de los espacios
a ser considerados. Esto puede hacerse imponiendo condiciones tipicamente
sobre el tipo de homotopia de los espacios, esto es, considerando por ejem-
plo espacios r-conexos, r > 0, (i.e., con m, = 0 para ¢ < T) 0 espacios
n-coconexos, n > 0, (i.e.,.con m,.=.0 para.g>.n) lo que conduce de forma
natural, o bien a la consideraciéon de nociones mds débiles de equivalencia
débil en la categoria de grupos simpliciales y al desarrollo de una teoria de
homotopia adecuada para ellas,.o.bien, a la.consideracion de otras categorias
de tipo algebraico, que eventualmente pueden ser subcategorias de la cate-
goria de los grupos simpliciales, que modelen tales espacios y en las que se
tenga definida una nocién de homotopia que corresponda a la de homotopia
entre aplicaciones continuas de espacios.

La primera opcién es analizada a lo largo del segundo capitulo de la Me-
moria, mostrando que existen correspondientes estructuras de modelos (i.e.,
adecuadas clases de fibraciones y cofibraciones) asociadas a estas nuevas no-
ciones de equivalencias débiles de grupos simpliciales v estudiando las teorias
de homotopia que de ellas se deducen. El caso mas general que se estudia
es el que se desprende del concepto de (r,n)-equivalencia débil de grupos
simpliciales, 0 < r < n, que es un morfismo f, de grupos simpliciales tal que
74(fe) es un isomorfismo para r < ¢ < n. El estudio de la estructura de mo-
delos y, por tanto, de la teoria de homotopia asociada, se realiza combinando
dos casos particulares, que son complementarios para n = r — 1, a saber el
caso r = 0 y el caso n — oco. Cuando ambos casos se dan simultaneamente,
se obtiene por supuesto la estructura de modelos, v por tanto la teoria de
homotopia, dada por Quillen a la categoria de grupos simpliciales, [58].

El caso n — oo es aquel en el que se consideran como equivalencias débi-
les aquellos morfismos f, tales que m,(f.) es un isomorfismo para ¢ > r y
conduce a una estructura de modelos en la categoria de grupos simplicia-
les (la T-estructura) cuya teoria de homotopia asociada es equivalente a la
teoria de homotopia en la categoria de modelos que constituye la categoria
de grupos simpliciales r-reducidos,[59], y por tanto equivalente a la teoria
de homotopia en la categoria de los CW-complejos r-conexos. Notemos que
este tipo de equivalencias débiles han sido usadas también recientemente en
[39] para dotar a la categoria de espacios topolégicos punteados de una nueva
estructura de modelos.

El otro caso extremo es cuando r = 0. En este caso una equivalencia
débil es un morfismo f, tal que m,(f.) es un isomorfismo para0 < ¢ < n, yla
teoria de homotopia asociada a la correspondiente estructura de modelos (la
n-estructura) es equivalente a la que se deduce de la estructura de modelos
en la categoria de n-hipergrupoides de grupos, [22], v ambas lo son a la
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teoria de homotopia en la categoria de CW-complejos n-coconexos (i.e., con
7, = 0 para ¢ > n). Este tipo de equivalencias débiles fueron usadas en [44]
para la obtencién de una estructura de modelos en el contexto de complejos
cruzados de grupos; también fueron usadas para tal fin en [37], en el contexto
de espacios topolégicos y conjuntos simpliciales, y en [20], en el contexto de
grupos simpliciales. Un ajuste en la dimension condujo en [38] a un concepto
de fibracién més natural y este mismo tipo de ajuste ha llevado, en el contexto
de grupos simpliciales, a un concepto de fibracién (n-fibracién) distinto al

.usado en [20]. Notemos que las construcciones del cilindro y del espacio de

arcos asociadas a esta estructura conducen a un concepto de homotopia entre
morfismos de grupos simpliciales que es traducido en términos de truncacion
de lo que es una homotopia simplicial entre tales dos morfismos.

La obtencién de nuevas categorias que modelen algebraicamente tipos de
homotopia de espacios ha suscitado la atencién de diferentes investigadores en
los tltimos 40 afios y ha encontrado aportaciones recientes y relevantes como
las dadas en [27], [8] o [23] que vienen a generalizar el ya comentado modelo
de los médulos cruzados de Mac Lane-Whitehead, [52]. Estas categorias
proporcionan por tanto soluciones a la segunda opcién ya comentada de
cémo abordar el estudio de clases restringidas (por su tipo de homotopia) de
espacios.

Una de las teorias més atractivas en esta linea es la propuesta inicialmen-
te por Loday, [50], la cual fue posteriormente completada y clarificada en
sucesivos trabajos de Steiner, [62], Porter, [57], y Bullejos-Cegarra-Duskin,
[19]. La categoria en cuestién es la categoria de los llamados cat™-grupos;
esta categoria modela todos los (n + 1)-tipos conexos y en ella se satisface
un teorema generalizado de Van Kampen que permite ciertos cdlculos aun-
que la posibilidad de hacer teoria de homotopia en ella reside en destacar
una conveniente estructura homotdpica que, por ejemplo, para el caso de
una estructura de modelos de Quillen, solo existe a nivel de conjetura (véase
[22)).

La categoria de médulos cruzados de grupos encontré otra generalizacion
en la categoria de 2-mddulos cruzados de Conduché, [27], (que proporcio-
na modelos algebraicos para la categoria de 3-tipos) y estos resultados par-
ciales fueron extendidos a todas dimensiones por Carrasco-Cegarra en (23],
ofreciendo una nueva categoria, llamada de n-hipercomplejos cruzados, que
proporciona modelos algebraicos para todos los (n + 1)-tipos conexos. Esta
categoria es equivalente, via una versién no abeliana dada en [23] del cldsico
teorema de Dold-Puppe, a la subcategoria plena de la categoria de grupos
simpliciales formada por aquellos grupos simpliciales con complejo de Moore
trivial en dimensiones superiores a n (la categoria de n-hipergrupoides de
grupos) y ésta iltima (y por tanto aquella también, via la equivalencia) fue
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dotada de una estructura de modelos de Quillen en [22], en la que fibracio-
nes y equivalencias débiles fueron definidas como en grupos simpliciales, y
cuya teoria de homotopia asociada es equivalente a la de los CW complejos
N-COCONEXOs.

El proceso recién aludido es, en algin sentido, dual al realizado por Qui-
llen en [59] al dotar a la categoria de-grupos simpliciales r-reducidos de
una estructura de modelos, puesto que esta categoria es justamente la sub-
categoria plena de la de grupos simpliciales cuyos objetos tienen complejo
de Moore trivial en dimensiones menores que 7 y la estructura en este ca-
so fue dada definiendo cofibraciones y equivalencias débiles como en grupos
simpliciales. Hemos de destacar no obstante que, en el marco del estudio
sobre teorfa de homotopia racional realizado en [59], la estructura definida
en la categoria de grupos simpliciales r-reducidos aparece en general relati-
vizada con respecto a un subconjunto multiplicativamente cerrado S de Z.
Recordemos que, dados espacios punteados 1-conexos X e Y, una equiva-
lencia homotdpica racional entre ellos es una aplicacion f : X — Y tal que
T.(f) ®@Q : m.(X) ®z Q = 7.(Y) ®z Q es un isomorfismo y la localizacién
de la categoria de los espacios 1-conexos con respecto a las equivalencias ho-
motdpicas racionales es la llamada categoria de homotopia racional. Mas en
general, si X e Y son (r — 1)-conexos, 7 > 2, y S es un subconjunto multi-
plicativo de Z, una S-equivalencia entre X e Y es una aplicacién f : X —» Y
que induce isomorfismos para el funtor S~'m,; la localizacién de la categoria
de los espacios (r — 1)-conexos con respecto a las S-equivalencias es llamada
la categoria de homotopia médulo la clase de los grupos abelianos S-torsion y
su estudio es la “Teoria de homotopia de Serre médulo C” donde C es la clase
de los grupos abelianos de S-torsion, [61], y en [59] Quillen demostré que esta
teoria de homotopia podia realizarse como la teoria de homotopia asociada
a una conveniente categoria de modelos de grupos simpliciales. Mas explici-
tamente, Quillen demostré en [59] que la teoria de homotopia racional (que
es un caso particular cuando r = 2 y S = Z — 0) es equivalente a la teoria
de homotopia de la categoria de modelos cerrada que constituye la categoria
de grupos simpliciales reducidos y, en general (i.e., r > 2 y cualquier S) la
teoria de homotopia es equivalente a la teoria en la categoria de modelos que
constituye la categoria de grupos simpliciales (r —1)-reducidos con estructura
relativa a S.

Las dos subcategorias comentadas de la de grupos simpliciales (la de n-
hipergrupoides y la de grupos simpliciales r-reducidos) pueden ser tratadas
como casos particulares y extremos (r =0 o n — 00) de una situacién mas
general consistente en considerar, para cada r,n, 0 < r < n, la subcategoria
plena de la de grupos simpliciales formada por aquellos objetos con complejo
de Moore trivial en dimensiones menores que 7 y mayores que n. Dotar a
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estas categorias de una estructura de modelos y estudiar la correspondiente
teoria de homotopia asociada es objeto de estudio en la primera seccion del
tercer capitulo de la Memoria. Ademas, para disponer de la perspectiva antes
comentada, el estudio es abordado con la generalidad que supone relativizar
la teorfa con respecto a un subconjunto multiplicativo S de Z.

Dentro de la problematica general de encontrar modelos algebraicos para
tipos de homotopia de espacios, es un problema clasico, con repercusiones
claras en el ambito de la cohomologia no abeliana, [17], y con soluciones par-
ciales a lo largo del tiempo, [18], [25], la clasificacién y descripcion algebraica
de los CW-complejos punteados conexos por arcos con dos tnicos grupos de
homotopia no nulos que son ademas consecutivos y la clasificacion del con-
junto de clases de homotopia entre tales tipos de espacios. El primero de
estos problemas encuentra solucién via las categorias Ty paran =1 + 1,
r > 0, y la equivalencia de estas, para determinados valores de r, con otras
categorias de tipo algebraico y mas féciles de manejar. Destaquemos que
muy recientemente (véase [24],[25]) han sido dadas otras soluciones para este
mismo tipo de problemas. La teoria de homotopia que se deduce, via las equi-
valencias citadas, en categorias como la de médulos cruzados, cat-grupos,...
es explicitada entonces en el resto del Capitulo.

Junto a las generalizaciones, desde el punto de vista dimensional, de los
resultados ya citados de Eilenberg-Mac Lane y Mac Lane-Whitehead, éstos
también han sido generalizados en los dltimos afos en el sentido de encontrar
las correspondientes versiones equivariantes, esto es, dar modelos algebraicos
para la teorfa de homotopia de espacios, sobre los que actia un grupo H,y
cuyos grupos de homotopia se anulan en dimensiones > 3.

El proceso que conduce a la consideracién de modelos algebraicos para
H-espacios requiere en principio la generalizacién de los resultados clasicos al
caso no punteado y no necesariamente conexo. Asi, para el caso de 1-tipos, la
categoria de grupos se sustituye por la de grupoides obteniendo entonces una
equivalencia de categorias de homotopia (véase [51],[64]) entre la de 1-tipos
de homotopia equivariante y la de funtores sobre una conveniente categoria
orbita v valuados en grupoides. Para el caso de 2-tipos, Moerdijk-Svensson,
[55], sustituyen moédulos cruzados de grupos por 2-grupoides (un médulo
cruzado es equivalente a un 2-grupoide con un solo objeto) y obtienen la
versién equivariante del resultado de Mac Lane-Whitehead mostrando una
equivalencia entre las categorias de 2-tipos de homotopia equivariantes y la
de homotopia de la de diagramas de 2-grupoides sobre la categoria orbita del
grupo H.

El objetivo del cuarto capitulo de la Memoria es dar una version en di-
mensiones superiores de este andlogo equivariante del resultado de Mac Lane-
Whitehead. El punto de partida es el resultado de Dwyer-Kan, (31], que
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muestra a la categoria de grupoides simpliciales (con objeto de objetos cons-
tante) como una categoria que modela todos los tipos de homotopia. Enton-
ces, utilizando una conveniente generalizacion del funtor complejo de Moore
a esa categoria, se considera la subcategoria plena formada por aquellos obje-
tos que tienen complejo de Moore trivial en dimensiones > n+1, Tp(Gpd).
Esta categoria proporciona una-version-no conexa de la de modelos alge-
braicos de (n + 1)-tipos dada en [23] y es equivalente, para n = 0, a la de
grupoides (1-tipos) y, para n = 1, a la de 2-grupoides (2-tipos). De hecho
se muestra que Ty (Gpd) es una categoria de modelos cerrada y que esta
estructura coincide para n = 1, via la equivalencia citada, con la dada a la
categoria de 2-grupoides en [55]. Todos estos resultados se generalizan a las
respectivas categorias de diagramas y entonces, combinando estos resultados
para diagramas con la conocida equivalencia entre la categoria de H-espacios
y la de diagramas de espacios indizada por la categoria 6rbita del grupo H, se
obtiene una equivalencia entre la categoria de homotopia de la de diagramas
en Ty)(Gpd) indizada por la categoria érbita del grupo y la de (n+ 1)-tipos
de homotopia equivariante, n > 1. En particular, para n = 1, se termina
obteniendo el resultado de Moerdijk-Svensson sobre 2-tipos equivariantes,
[55].

Los resultados comentados en este prélogo aparecen contenidos en los
cuatro capitulos de que consta la presente Memoria; a continuaciéon damos
una descripcion mas detallada de los contenidos de cada uno de ellos.

El primer Capitulo constituye un compendio de resultados, unos bien co-
nocidos y que pueden encontrarse en la literatura, otros que, aunque también
conocidos, no aparecen expresamente en la bibliografia basica que usualmen-
te se maneja y, por ultimo, hay también resultados técnicos novedosos que
son usados de forma frecuente a lo largo de la Memoria. En cualquiera de
los casos, hemos considerado oportuno su inclusion en este primer capitulo
para dotar a la Memoria del mayor grado de autosuficiencia en cuanto a los
contenidos.

La primera seccién, “Grupoides”, hace un rapido repaso sobre las princi-
pales construcciones en esta categoria que nos seran de utilidad en el posterior
estudio de la categoria de grupoides simpliciales y de determinadas categorias
suyas.

En la segunda seccién, comenzamos analizando la categoria simplicial A
y la de funtores sobre ella, traduciendo tal cosa en la terminologia y notacién
usual para los objetos simpliciales en una categoria y los morfismos entre
ellos. Asimismo se enuncia con esta generalidad el concepto de homotopia
entre morfismos y se dan dos formulaciones equivalentes (Proposiciéon 1.2.1).
A continuacién, en 1.2.2., se realiza un rapido recorrido sobre las princi-
pales definiciones y construcciones en la categoria de conjuntos simpliciales
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((co)-nucleo simplicial, cara abierta, funtores (co)esqueleto y truncacion, fi-
braciones de Kan, grupos de homotopia de un conjunto simplicial de Kan,...)
y se hace un analisis un poco mads detallado de los conjuntos simpliciales

Aln], A [n] v A[n,k]. Especial atencién se dedica en este apartado al con-
junto simplicial (espacio funcional) LX+ y, en particular, al conjunto Lt
donde I = A[1], que es identificado con un conjunto simplicial de facil ma--
nejo (proposicién 1.2.10) que permite una nueva formulacién del concepto de
homotopia entre aplicaciones simpliciales (proposicién 1.2.11). El apartado
1.2.3 es dedicado a la categoria de grupos simpliciales. Se empieza recor-
dando el funtor complejo de Moore y los grupos de homotopia de un grupo
simplicial y también cémo las construcciones realizadas en conjuntos (nicleo
simplicial,...) se adaptan al caso de grupos. Especial dedicacion se presta
a la caracterizacién, para un morfismo f,, de la condicién de ser fibracién
de Kan en una dimensién fijada y la de que el morfismo 7, (f.) sea inyec-
tivo o sobreyectivo (lemas 1.2.23, 1.2.24 y 1.2.25). Posteriormente se hace
hincapié en la estructura simplicial en Simp(Gp) y se reformula la nocién
de homotopia entre morfismos simpliciales (ver nota posterior a la proposi-
cién 1.2.31) y se concluye recordando las propiedades mds importantes de
dos subcategorias de Simp(Gp) que son de especial relevancia en el desarro-
llo de la Memoria, a saber la de n-hipergrupoides de grupos y la de grupos
simpliciales r-reducidos.

La tercera seccion del primer Capitulo se ocupa de la subcategoria plena
de la de grupoides simpliciales cuyos objetos tienen conjunto simplicial de
objetos constante. Su relacién con la categoria de conjuntos simpliciales via
la adjuncién G + W es explicitada salvando los errores tipograficos de su
exposicién original, [31]. La generalizacién del funtor complejo de Moore a
esta categoria conduce a la consideracién de las categorias Ty (Gpd) que
seran objeto de estudio en el dltimo Capitulo.

En la dltima seccién se empieza recordanso la axiomdtica de categoria
de modelos cerrada y se aportan los ejemplos mas tipicos de tales tipos de
categorias. En la demostracion de la axiomadtica para estas categorias, es fre-
cuente el recurso al conocido “argumento del objeto pequeno” que se asienta
en la existencia de objetos secuencialmente pequenos. El reconocimiento de
tales objetos en diversas categorias ha parecido oportuno también ofrecerlo
aqui. A continuacién se hace una exposicién rapida de las construcciones
homotépicas que pueden realizarse en el ambiente abstracto de una cate-
goria de modelos cerrada y, seguidamente, se particularizan algunas de estas
construcciones a los casos de conjuntos y grupos simpliciales. Finalmente se
recuerda el concepto de categoria simplicial de modelos cerrada, poniendo
de manifiesto que la estructura simplicial estudiada, tanto en Simp(Set)
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como en Simp(Gp), es compatible con la estructura de modelos. Este he-
cho sera utilizado mas adelante para mostrar nuevos ejemplos de categorias
simpliciales de modelos cerradas.

El segundo Capitulo constituye una generalizaciéon de la estructura de
modelos de Quillen en Simp(Gp) y de la teoria de homotopia asociada. La
generalizacion parte de considerar nociones mas débiles de lo que es una
equivalencia débil de grupos simpliciales, lo cual se hace truncando conve-
nientemente este concepto. La biisqueda de nociones adecuadas de fibracion
y cofibracién para estas nuevas equivalencias débiles y el estudio de la teoria
de homotopia asociada a la estructura de modelos que ellas conforman ocu-
pan las tres secciones del Capitulo,

En 2.1 se estudia la teoria de homotopia en Simp(Gp) asociada a la
r-estructura, r > 0, que es aquella en la que las equivalencias débiles son
los morfismos f, tales que 7,(f.) es un isomorfismo, ¢ > r. Las fibraciones
y fibraciones triviales son caracterizadas en términos de propiedades de le-
vantamiento y del complejo de Moore y tras demostrar (Teorema 2.1.6) que
Simp(Gp) con esta estructura es una categoria de modelos cerrada, se carac-
terizan las cofibraciones y los objetos cofibrantes (Proposicién 2.1.8). Esto
permite identificar ciertas construcciones homotdpicas como las de cilindro,
espacio de arcos,..., con respecto a esta estructura y comparar la teoria de
homotopia resultante con la teoria de homotopia en la categoria de los grupos
simpliciales r-reducidos (Teorema 2.1.13).

En la seccién 2.2 se aborda el mismo problema que en 2.1 pero desde un
punto de vista complementario o dual, a saber el de considerar como equi-
valencias débiles en Simp(Gp) aquellos morfismos f, tales que 7,(f,) es un
isomorfismo, 0 < ¢ < n (ver Proposicién 2.2.2). Con convenientes nocio-
nes de fibracién y cofibracién se dispone de una estructura (la n-estructura)
que ciertamente convierte a Simp(Gp) en una categoria de modelos cerrada
(Teorema 2.2.6) para lo cual se utilizan caracterizaciones, tanto de las fibra-
ciones como de las fibraciones triviales, en términos de propiedades de le-
vantamiento y en términos del complejo de Moore (Proposiciones 2.2.2, 2.2.4
y 2.2.5). Con las definiciones dadas, ha sido también posible caracterizar a
los objetos n-cofibrantes (Proposicién 2.2.8) y a las n-cofibraciones (Propo-
sicién 2.2.9 y nota posterior) y ésto ha permitido identificar construcciones
homotépica tipicas (cilindros, espacios de arcos,...) para la n-estructura (Co-
rolario 2.2.14, proposiciomes 2.2.17 y 2.2.18) y tambien, caracterizar la rela-
cién de homotopia asociada en los términos justos de truncar una homotopia
simplicial (Proposicién 2.2.20).

Por 1ltimo, en la seccién 2.3, se combinan los resultados obtenidos en
las dos secciones precedentes para obtener una estructura de modelos en
Simp(Gp) (teorema 2.3.5) para la que las equivalencias débiles son aquellos

12



morfismos f, tales que 7,(f.) es un isomorfismo, r < ¢ < n. Se tiene asi una
estructura que generaliza en el sentido mds amplio la estructura cldsica de
Quillen y cuya teoria de homotopia asociada es también analizada al final de
la seccion.

El tercer capitulo se ocupa de las subcategorias Ty de Simp(Gp) que
son aquellas cuyos objetos tienen complejo de Moore trivial en dimensiones
menores que r y mayores que n. A estas categorias se les dota de una
estructura de modelos y se estudia la teoria de homotopia asociada y, para
valores particulares de 7 y n, se muestra la equivalencia de Ty con categorias
notables en las que, via la equivalencia, se estudia la correspondiente teoria
de homotopia.

En la primera seccién se considera la categoria Ty cono una subcate-
goria de Simp(Gp), y considerando en ésta la estructura de modelos, re-
lativa a un subconjunto multiplicativo S de Z dada por Quillen en [59] se
tiene (ver teorema 3.1.6) que Ty es una categoria de modelos cerrada (a la
que se denota [rTE]). Para ello, previamente se caracterizan las S-fibraciones
y S-fibraciones triviales en términos del complejo de Moore y los grupos de
homotopia y, posteriormente, se caracterizan las S-cofibraciones y los obje-
tos S-cofibrantes (Proposicién 3.1.7). Esto permite entonces hacer explicitas
construcciones en la teoria de homotopia asociada como las de espacios de
arcos (proposicién 3.1.9) y cilindro (proposicién 3.1.14).

En la seccién 3.2 se muestra que la categoria [ Tp) es una categoria sim-
plicial y que esta estructura es compatible con la estructura de modelos dada
en la seccién anterior cuando S = {1} (ver teorema 3.2.3). Para ello ha
sido necesario previamente estudiar el cardcter simplicial de la T-estructura
en Simp(Gp) (ver proposicién 3.2.1). Finalmente, en el teorema 3.2.4 se
describe la categoria Ho(, T5))-

La seccién 3.3 estd dedicada a mostrar la equivalencia de las categorias
(rTn), para valores particulares de 7 y n con categorias bien conocidas co-
mo son las de médulos cruzados de grupos, cat-grupos, 2-médulos cruza-
dos reducidos, cat-grupos trenzados (braided), médulos cruzados estables y
cat-grupos simétricos. A continuacién, en 3.4 y 3.5 se muestra como es la
estructura de modelos, via las equivalencias, en estas categorias y se dan de
forma explicita en ellas construcciones homotdpicas tipicas como las de cilin-
dro (proposicién 3.4.9), espacio de arcos (proposiciones 3.4.3 y 3.5.1 corolario
3.4.4), funtor de lazos, ... Finalmente se presta atencién a la relacién de ho-
motopia que se deduce de la estructura de modelos en estas categorias dando
caracterizaciones sencillas de la existencia de una homotopia entre morfismos
en la categoria (proposiciones 3.4.10 y 3.5.2, corolarios 3.4.11, 3.4.17 y 3.5.3):

En la ltima seccién del capitulo se aborda el problema de la clasificacion
del conjunto [X, Y] de clases de homotopia de aplicaciones continuas entre dos

13



CW-complejos X e Y r-conexos y n-coconexos. En el caso general se da una
descripcién algebraica de tal conjunto en términos de clases de homotopia
de morfismos de grupos simpliciales y para n = r + 1, 7 > 1 se da una
clasificacién en términos especialmente sencillos que recoge como ejemplos
diversos resultados al respecto que son bien conocidos.

-Finalmente, en el cuarto Capitulo, .se aborda el problema de dar una
versién, en todas dimensiones, del resultado de Moerdijk-Svensson acerca de
la clasificacién de 2-tipos de homotopia equivariantes. Para ello se empieza
estudiando, en la seccion 4.1, la categoria de I-diagramas sobre una categoria
C y la existencia, bajo ciertas condiciones, de una estructura de modelos en
ella (Teorema 4.1.9).

En la seccién 4.2 se considera la subcategoria de Simp(Gpd)., denota-
da Ty,)(Gpd), cuyos objetos tiene complejo de Moore trivial en dimensiones
> n + 1 (es decir, con solo identidades en tales dimensiones). Esta es una
subcategoria reflexiva de Simp(Gpd). lo que permite dotarla, utilizando la
estructura en esta tltima categoria, de una estructura de modelos (Teorema
4.2.2). En particular, cuando n = 1, la categoria Ty)(Gpd) es equivalente a
la categoria 2 — Gpd de 2-grupoides y, via la equivalencia, la estructura de
modelos coincide con la dada a 2 — Gpd en [55] (Teorema 4.2.10). Volvien-
do a la situacién general, al final de la seccién se muestra que los resultados
obtenidos se generalizan a las correspondientes categorias de diagramas (Teo-
rema 4.2.11) y entonces combinando estos resultados para diagramas con la
equivalencia entre la categoria de H-espacios y la de diagramas de espacios
indizada por la categoria 6rbita del grupo H, se obtiene, ya en la seccion 4.3,
una equivalencia (Teorema 4.3.3) entre la categoria de homotopia de la de
diagramas en Tp(Gpd) indizada por la categoria érbita del grupo H y la
de (n + 1)-tipos de homotopia equivariante, n > 1. Para n = 1 se obtiene
entonces el resultado de Moerdijk-Svensson (corolario 4.3.4).
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Capitulo 1

Preliminares y algunos
resultados para grupos y
grupoides simpliciales

En este primer capitulo se ofrece un resumen de una serie de resultados
y construcciones sobre conjuntos, grupos y grupoides simpliciales (para lo
cual se hace primero un breve estudio de la categoria de grupoides) a la vez
que se introduce la notaciéon que se va a utilizar en el resto de la memoria.
Se hace especial hincapié en la estructura simplicial de las categorias antes
mencionadas asi como en algunas construcciones homotdépicas y la relacién
de homotopia entre morfismos.

1.1 Grupoides

A lo largo de esta primera seccién haremos un breve repaso de la categoria
de grupoides y de ciertas construcciones en ella. Un detallado estudio puede
verse en [6], [45].

1.1.1 Definiciéon y Ejemplos

Un grupoide es una categoria en la que todo morfismo es invertible.
Si G es un grupoide, O es el conjunto de objetos y X es el conjunto de
morfismos, representaremos G mediante un diagrama

/l\
O)




S
o simplemente G : X .Tl O, donde s y t son las aplicaciones dominio y

codominio e I es la aplicaciéon que lleva cada objeto en la identidad sobre él
mismo. Es claro que sI = tI = Idp. En ocasiones trabajaremos como si O
fuera un subconjunto de X, con la inclusién dada por la aplicacién 1.

La composicion es entonces una aplicaciéon m : X xo X — O, y represen-
taremos por z oy 6 zy a la imagen bajo m del par (z,y).

Si g : X#O es un grupoide y A, B € O, llamaremos X (A4, B) o

Homg(A, B) al conjunto de morfismos f : A - B. Si A = B es fécil
ver que este conjunto tiene estructura de grupo, al que se llama “grupo de
automorfismos de G en A”.

Denotaremos por Gpd a la categoria que tiene como objetos los grupoides
y como morfismos los funtores entre ellos.

Notemos que si G : X _j; Oyg: X' _ji O' son dos grupoides, un

funtor f : G — G' consiste de dos aplicaciones fo y fi

I
m £ 85 N
XXOX—“’X:t;O

(f1.f1) f fo
1’
L5

X! X o X’_ﬂ,X/ o'

t/

de forma que se verifiquen las siguientes igualdades: fos = s'f1, fot =

t'fi, il =1'fo, fim = m'(f1, f1)-

Veamos algunos ejemplos de grupoides:

1. El grupoide vacio @, sin objetos y sin morfismos. Este grupoide es el
objeto inicial en la categoria Gpd.

2. El grupoide {*}, con un sélo objeto y un tinico morfismo (la identidad).
Este grupoide es final en la categoria Gpd.

3. El grupoide “unidad”, o grupoide intervalo I, con dos objetos 0 y 1,
y cuatro morfismos: las dos identidades, un morfismo 7 : 0 — 1 y su
inverso.

4. Si O es un conjunto, el grupoide discreto sobre O es aquel grupoide cuyo
conjunto de objetos y de morfismos es O y las aplicaciones' dominio
y codominio son la identidad. Representaremos este grupoide como
O==0, o Disc(0O). Notemos que Disc define un funtor Set —
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Gpd que convierte a la categoria de conjuntos en una subcategoria
plena de Gpd.

. Sea O un conjunto. Llamaremos A(Q) al grupoide que tiene como

objetos el conjunto O y como morfismos el conjunto O x O. Las aplica-
ciones dominio y codominio son la primera y la segunda proyeccion. La
aplicacion identidad es la diagonal y la composicion la dnica posible.
Esto define un funtor A : Set — Gpd.

. Si G es un grupo, entonces G puede ser visto como un grupoide con

un solo objeto, donde la composicién viene dada por la operacién del
grupo. De esta forma, la categoria de grupos puede ser vista como una
subcategoria plena de la categoria de grupoides.

. Grupoide fundamental de un espacio topoldgico:

Sea X un espacio topoldgico e Y un subespacio suyo no vacio. Cons-
truyamos el grupoide fundamental de X sobre Y, 7(X,Y).

El conjunto de objetos es el conjunto Y y el conjunto de morfismos es
el conjunto de aplicaciones continuas « : [0,1] — X verificando que
a(0), (1) € Y, médulo la siguiente relaciéon de equivalencia:

a ~ (3 siy sblo si existe H : [0,1] x [0,1] — X continua tal que:
- H(t,0) = a(t) y H(t,1) = B(t), Vt € [0,1]
-H(0,s) =a(0) y H(1,s) = a(1), Vs € [0,1]

Las aplicaciones dominio y codominio estan definidas como sigue:

s([a]) = a(0) t([a]) = a(1)

y la identidad por I(y) = [¢,] donde ¢,(t) =y Vt € [0, 1]
Si tenemos [a], (3] € m(X,Y), tales que t[a] = s[f], definimos la com-

posicion como

allg) =la- 8] donde (a- )0 ={ G5 1) )

SiY = {zo}, m(X,zo) es el grupo fundamental de X con base en z,
ysiV =X, m(X,X)=m(X) es el grupoide fundamental de X.

Notemos que si tomamos X =1 = [0,1] e Y = 0X = {0, 1}, entonces
m (X, Y) es justamente el grupoide intervalo definido anteriormente.
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Sea G : X #O un grupoide. En O definimos la relacion A ~ B si

X (A, B) # 0, en cuyo caso diremos que A y B estdn en la misma componente.
Notemos que esta relacién es de equivalencia. Al conjunto cociente lo llama-
remos conjunto de componentes (conexas) de G y lo denotaremos por m(G).
Es facil observar que 7o(G) podria ser calculado como 7y(G) = Coigu(s,t).
Si mo(G) = {*}, diremos que G es conexo. Por el contrario, si mo(G) = O,
diremos que G es totalmente disconexo.

Si ahora A € O, llamaremos 7,(G, A) al grupo de automorfismos de G
en A. Es conocido que si A y B estdn en la misma componente, entonces
(G, A) = m (G, B), y el isomorfismo estd dado por

(G, A)

Yy r——zyz"

Wl(ga B)

1

donde z es un morfismo cualquiera z : A — B.
Como consecuencia, la aplicacién

m (G, A) X(A, B)

¥ il

es una biyeccioén.

Es claro que si f : G — H es un morfismo en la categoria Gpd, entonces
f induce una aplicacién mo(f) : m0(G) — mo(H) (ya que si Ay B estan en
la misma componente, también lo estdn fo(A) y fo(B)), y para cada A € O
un morfismo de grupos m,(G, A) — 71 (H, f(A)) al que llamaremos 7, (f, A)
o simplemente 7 (f).

Las equivalencias de categorias pueden caracterizarse ahora en funcién de
estos morfismos:

Proposicién 1.1.1. Sean G : X #O yH: Y _j_i P dos grupoides

y f : G — H un funtor entre ellos. Entonces f es una equivalencia de
categorias si y sélo si mo(f) es biyectiva y mi(f, A) es un isomorfismo para
todo A € O.

Demostracion: Sabemos que una equivalencia de categorias es un funtor
pleno, fiel y denso. Decir que f es pleno y fiel es equivalente a decir que para
cada A, B € O, la aplicacién f; : X (A, B) = Y(fo(A), fo(B)) es biyectiva.

Para demostrar la proposicién se utilizan los siguientes hechos de facil
comprobacién:

a) m(f, A) es isomorfismo si y sélo si para cada B € O que esté en la misma
componente que A, la aplicacién f; : X(4, B) = Y(fo(A), fo(B)) es
biyectiva.
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b) mo(f) es inyectiva si y sélo si para cada A, B € O que estén en componen-
tes distintas, la aplicacién f, : X(A, B) = Y (fo(A), fo(B)) es biyectiva
(en este caso, ambos conjuntos son el vacio).

c) mo(f) es sobreyectiva si y sélo si f es denso, es decir, para cada B € P
existe A € O tal que f(A) y B estan en la misma componente, es decir,
son isomorfos.

1.1.2 Construcciones en Grupoides

Damos ahora algunas construcciones categoricas en grupoides que nos mos-
traran que la categoria de grupoides es completa y cocompleta. Aunque este
resultado puede obtenerse como resultado de teoremas generales de teoria de
categorias y de su relacién con la categoria de grafos, preferimos dar explici-
tamente las construcciones. Para mds detalles ver [45].

Cociente de grupoides

Comenzamos estudiando el grupoide cociente para lo cual necesitamos partir
del concepto de subgrupoide normal. Damos previamente la definicién de
nicleo de un morfismo de grupoides.

Definicién 1.1.2. Sea f : G — H un morfismo en la categoria Gpd. Se
define Ker(f) como el subgrupoide de G formado por aquellas morfismos z
tales que fz es una identidad en H.

Notemos que el conjunto de objetos de Ker(f) es igual al conjunto de
objetos de G.

Definicién 1.1.3. Sea G : X#O un grupoide. Un subgrupoide H :

# P de G es una subcategoria que es cerrada para inversos. Diremos
que H es un subgrupoide normal si:
i) H contiene todas las identidades (o lo que es equivalente, O = P).
i) Para cada x € X(A,B) ey € Y(A, A), zyz~' € X(B, B).
Como ejemplos, tenemos:
1. Sig: X $ O es un grupoide, entonces el subgrupoide formado s6lo

por las identidades, es decir, O ==0 , es un subgrupoide normal.
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2. Si f : G — H es un morfismo en la categoria Gpd, entonces Ker(f) es
un subgrupoide normal de G.

S
Supongamos ahora que tenemos un grupoide G : X _—t_i O y un subgru-

poide normal suyo H : Y __;.; O . El grupoide cociente-G/H es el grupoide

definido como sigue:
- El conjunto de objetos es mo(H)

- El conjunto de morfismos es X mddulo la relacién de equivalencia =y,
definida por:

z =y z' si existen y,y’ € Y tales que el diagrama

es conmutativo.

Es evidente que si z =y z' entonces s(z) v s(z') dan el mismo elemento
en mo(#H), al igual que t(z) y t(z'), lo que nos permite definir 5,7 :
X/ =y— mo(H). El morfismo identidad se define de manera obvia.

- La composicién se define como sigue. Sean z,y € X tales que f[z] =
3[y]. Esto quiere decir que existe z € Y (t(z), s(y). Se define entonces

[v] o [z] = [y2z].
Es rutinario comprobar que esta composicion esta bien definida, y

convierte a  x/ EY—S—>7{0('H) en un grupoide, al que denotaremos

G/H, y que la proyeccién en objetos y en morfismos induce un fun-
torm: G — H.

Esta construccion verifica la siguiente propiedad universal.

Proposicién 1.1.4. (Propiedad universal del grupoide cociente)
Sea G un grupoide y ‘H un subgrupoide normal. Sea f : G — K .un mor-
fismo de grupoides tal que H C Ker(f). Entonces existe un unico morfismo

~

de grupoides f : G/H — K tal que fr = f. Ademds, Ker(f) = Ker(f)/H.

20



Limites y colimites en grupoides

No es dificil comprobar que la categoria de grupoides es cerrada para limites
y colimites. Nos disponemos a probarlo dando la construccion explicita de
éstos. En el caso de los limites la situacién es muy sencilla, pues se calculan
practicamente como en conjuntos, situaciéon que no se da en los colimites.

Proposicién 1.1.5. 1) Sean G : X#O yH:Y #P dos grupoides
y f,g9: G — M dos morfismos entre ellos. Entonces el subgrupoide de
G, G- X'—s_t;:of donde X' = {z € X | fi(z) = qu(z)} yO' = {A€
O / fo(A) = go(A)} es el igualador de f y g.

ii) Si (Go : Xa _j_i o Jaca €8 una familia de grupoides, el grupoide que

tiene como objetos [| O y como morfismos [| Xa, con la composi-
a€cA acA
cién y aplicaciones dominio y codominio definidos coodenada a coorde-

nada, es un producto para la familia en la categoria de grupoides.

Por tanto deducimos que la categoria de grupoides es cerrada para limites,
y éstos se calculan, tanto en objetos como en morfismos, igual que se hace en
conjuntos. Ocurre lo mismo con los coproductos. Para calcular el coproducto
de una familia de grupoides, basta hacer la unién disjunta de los objetos y la
unién disjunta de los morfismos, y componer de la tnica forma posible. La
construccién de los coigualadores es bastante mds compleja y requiere una
descripcién en funcién de generadores y relatores.

Observemos primero que el funtor Obj : Gpd — Set es un adjunto por
la izquierda al funtor A : Set — Gpd y por tanto preserva colimites. Quiere
decir ésto que si queremos calcular un colimite en Gpd, sobre objetos se
calcula igual que en conjuntos.

Sean ahora G : X#O y H: Y#P dos grupoides, y f,g: G — H

dos funtores entre ellos. Si existe Coigu(f,g9) =C: Z _.;_; @ , sabemos que

Q = Coigu( fo, go). Veamos quien es Z.
Consideramos el conjunto de todas las sucesiones (yi, %2, - - - yn) donde

y: €Y,y t(y:) y s(yiz1) son iguales en Q.
Definimos en este conjunto la relacién de equivalencia generada por:

(yh ey Yiea, Yis Yi+1, Yi+2y-- -, yn)R(yh ey Yioa, Yi+1Yi» Yig2s---» y'l)
si existe la composicion y;4+1;

Wir- s 0o Ty ity - ) R, - 0n) SiR 1
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(yh < Yis fl(l‘)7 Yit1y--- ayn)R(yla .o 'ayiagl(x)7yi+1a # &3 )yn) para r € X

El conjunto cociente es Z, el conjunto de morfismos de C.
Las aplicaciones dominio y codominio estan definidas por:

sy, un) = [s()l,  ty, -5 ¥8) = [H(ya)]

y se observa con facilidad que no dependen del representante elegido.
La composicién se define

(Y15 Yn)0 (Z15- -2 Zm) = (Y15 - - -+ Yns 215 - - - » Zm) 81 [t(¥n)] = [5(21)}-

Notemos finalmente que la definicién de grupoide puede darse en términos
categoricos como sigue:

Un grupoide es un par de objetos X, O € Set junto con unas aplicaciones
s;t: X =20, 1:0-3X,m:X;x, X > Xy(-)':X — X satisfaciendo:

-sl =tl =1Ido

- sm = smy, tm = imy

-so(=)l=t to(=)'=s

- (=)to (=) = Idx

- El siguente diagrama es conmutativo

mxId

Xs Xth XtX Xs XtX

Mxml 1m

X x: X = X

- Si a y 3 son las aplicaciones definidas por el cuadrado cartesiano

X—
Entonces ma = It y mf = Is.
- Si consideramos las aplicaciones v y 0




/

Entonces my = md = Idy

Si en lugar de tomar la categoria Set tomamos otra categoria C, es de-
cir, tomamos dos objetos X,0 € C junto con morfismos s,t,I,m,(—)"!
satisfaciendo las identidades anteriores obtenemos un “grupoide interno en
la categoria C”.

Obtenemos asi la categoria de grupoides internos en C, denotada Gpd(C).

Un caso importante es el caso en el que C = Gp, es decir, la categoria
Gpd(Gp) de grupoides internos en grupos. Un grupoide en grupos es por
tanto un grupoide en el que tanto el conjunto de objetos, como el de morfis-
mos tiene estructura de grupo, y en el que las aplicaciones dominio, rango,

identidad, composicion e inverso, son morfismos de grupos. Es conocido
I
VRN

que dado un diagrama en grupos G, G » Sl queremos que tenga una

composicion que lo convierta en categoria interna en grupos, ésta estd deter-
minada y vale m(z,y) = z — Isz +y, y existe si y sélo si [Ker s, Ker t] = 0.
En este caso, la categoria obtenida es un grupoide. De ahi que a la categoria
Gpd(Gp) se le denote también por Cat(Gp). Abundaremos mas en esta
categoria en el Capitulo 3

1.2 Objetos simpliciales en una categoria

En esta seccion damos algunas construcciones en las categorias Simp(Set)
v Simp(Gp) que vamos a utilizar en el resto de la memoria. La comen-
zamos estudiando en general objetos simpliciales sobre una categoria para
posteriormente particularizar a las categorias antes mencionadas.

1.2.1 La Categoria simplicial A

La categoria simplicial A es aquella cuyos objetos son los conjuntos [n] =
{0,1,...,n—1} y los morfismos entre dos objetos [n] y [m] son las aplicaciones
f : [n] = [m] que son mondtonas, es decir, si i < j se verifica que f(7) < f(j).

Destaquemos una serie de morfismos en esta categoria: los morfismos
inyectivos con dominio [n] y codominio [n+ 1] y los morfismos sobreyectivos
con dominio [n] y codominio [n — 1].

De los primeros hay exactamente n + 1 (tantos como posibles elecciones
del tnico elemento que no estd en la imagen) y los llamaremos o7 : [n] —
[n+ 1], 0 <17 < n, osimplemente J;. Estan definidos como sigue:

w0 sij<i
‘5"(])”{j+1 sij>i
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De los segundos hay n — 1, pues cada morfismo h estd determinado por
el tinico 7 tal que h(i) = h(i+1). A este morfismo lo llamaremos o', 0 03,
y estd definido:
o;‘_l(j):{]: sijst

7—1 s19>1

El siguiente razonamiento muestra que estos morfismos “generan” todos
los morfismos de la categoria, en el sentido de que todo morfismo se puede ex-
presar como composicién finita de morfismos o7 y 67*: Sea f : [n] — [n']. En-
tonces, podemos factorizar f como una aplicacién sobreyectiva h : [n] — [n"]
seguida de una inyectiva g : [n”] — [n/]. Ahora bien, h estd determinada
por aquellos elementos 7 tales que h(i) = h(i + 1). Sean estos elementos
{i1,79,...,im} (m = n — n"), y supongamos que estin ordenados en orden
creciente. Es facil comprobar que h = 0,03, ...0;,. Por otra parte, g esta de-
terminada por los p elementos que no estdn en la imagen (p = n' —n"), y si
estos elementos son {ji, j2, ..., jp}, entonces g = §; ...d;6; . De aqui dedu-
cimos que f =4;, ...0;0; ...0;,. Ademds, estd descomposicion es unica si
le anadimos las condiciones iy < tk4+1 ¥V Jk < Jk+1-

Se comprueba que las aplicaciones o;, §; verifican las siguientes identida-
des:
( 5j6i = 6,'5]'_1 1< 7

0j0; = 0i0j41 1<)

61'0’]'_1 1< g
0]-(5,- = 1d 1:],12]+1
61'_10'1‘ 1>7+1

y que la categoria A es universal respecto a estas relaciones, es decir, la cate-
goria A estd “determinada” por los morfismos 4}, o' junto con las relaciones
anteriores.

Sea C una categoria. Un objeto simplicial en C es un funtor X : A” — C.
Sea X un objeto simplicial en C y llamemos X,, = X([n + 1]), d; = X(4;) v
s; = X (o0;). Entonces X estd determinado por los objetos X, y los morfismos
d;, si, que deben de verificar las identidades que se deducen de (*) (a estos
morfismos se les suele llamar operadores cara y operadores de degeneracion
respectivamente). Estas son:

didj = dj_ld,; 1< ]

$iSj = Sj+1Si 1<7J
Sj..]d,; 1 <j

dis; = 14  i=d, de el
dei—l 1> ] +1
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Estas identidades se denominan identidades simpliciales.

Por tanto, dar un objeto simplicial en una categoria C es equivalente
a dar una familia numerable de objetos (X,)n>0 junto con unos morfismos
di: Xy = Xno1, 0< i< n,y 80 X,y = Xng1, 0 <1 < n, satisfaciendo las
identidades simpliciales.

Un objeto de esta forma lo denotaremos por X, y lo representaremos por
un diagrama:

Sn Sn—1 s1
S0
LN\ LN 2N\ a0\
7z —> s e =gy 7
Xt =t X === Xe g v Kb—%X X
do d() d()

Dados dos objetos simpliciales X, e Y, sobre una categoria C, un morfismo
simplicial entre ambos es una transformacién natural f entre los dos funtores
0, equivalentemente, una familia de morfismos f, : X, — Y, que conmutan
con las caras y las degeneraciones, es decir, fod; = d;fn41 Y fat+18i = Sifa-

Obtenemos de esta forma, dada una categoria C, la categoria Simp(C)
cuyos objetos son los objetos simpliciales en C y cuyos morfismos los mor-
fismos simpliciales. Asi, en particular, tenemos la categoria de conjuntos
simpliciales, Simp(Set), de grupos simpliciales, Simp(Gp), de grupoides
simpliciales, Simp(Gpd), etc..

Si consideramos la subcategoria plena de A formada por aquellos objetos
con n + 1 elementos o menos, se puede definir lo que es un objeto simpli-
cial truncado en dimensién n, y se puede considerar la categoria de objetos
simpliciales sobre una categoria C truncados en dimensién n, a la que de-
notaremos 77" (Simp(C)). Obviamente existe un funtor ¢ : Simp(C) —
Tr*(Simp(C)).

Dados dos morfismos simpliciales f,, g : Xo — Y, una homotopia k, de
fe a g es un sistema de morfismos k7 : G, = Hp, 1 < j < n, satisfaciendo
las siguientes identidades (1):

doky = fn-1do dik} =k di sii<j sik? =kiV's; sii2>
dok? = gnidn | dik?=k0"'d; sii>j | sk} =kils sii<j

Cuando exista una homotopia de f, a g,, diremos que f, y go son ho-
motdpicos. Veamos otra formulacién equivalente del concepto de homotopia:

Proposicién 1.2.1. Sea C una categoria, X,,Y, € Simp(C), y fo, 9. :
X, — Y,. Dar una homotopia de f, a g. es equivalente a dar una familia de

25



morfismos h;-‘ : Xp = Yai1, 0<j < n, satisfaciendo las identidades (2):

dohf = fa dpi1hl = gn d;h} = h}‘__ll d; st1< ]
sihy =h},s s1i<] dj1h? = djnh?
Sih;_l = ,L?Si._l st 1> ] dill}l = ’l;—l_ldi_l st 1> ] +1

Demostracidn: Supongamos que tenemos un sistema de-morfismos. (£7) ve-
rificando (1). Definimos A} como la composicién h} = k;‘flls]». Veamos que
verifican las identidades (2):

= d()hg = dok;l+180 = fndQS() = fn-

- dn+1h2 = dn—{—lk:i}sn = gndnsn = Gn-

- Si 7 < 7, entonces dih’; = dik;‘jfsj = k;‘disj = k;-‘sj_ldi = h;‘_'lld,».

- digihy = dinklsin = Kpadiasin = kpdias; = dinkjiis; =
dj1h]

- Si i > j+ 1, entonces d;h] = dik;‘jllsj = k', disj = k7 8idio1 =
h;"ldi_l

- Si ¢ < j, entonces sih;l“l = 5ik}1185 = Kj

- Sii > j, entonces s;h} ™! = sk}, 55 = kiiiss; = K3t sisio1 = h}sioy.

Reciprocamente, si tenemos una familia de morfismos A} verificando (2),
definimos k} = d;h}_,, y se comprueba de forma analoga que verifica las
condiciones (1).

Queda ver que ambas construcciones son inversas la una de la otra. Su-
pongamos que tenemos los morfismos h} y definimos k7 = d;h]_, ¥y hi =

n+l _ n+l, . . — hT .
i+25i8j = RKjt98j+15i = hj+151

n+1 . m _ pn+l, __ g, n+l, __ . . n__ jn
k77 si. Entonces, h" = kilis;j = djhi™ s; = i+18i+1h; = h.
La otra condicién para que sean inversas se demuestra igual. [+

Dado un morfismo simplicial f, : X, — Y,, un inverso homotdpico para
f. es un morfismo simplicial g, : Y, — X, tal que f,g. es homotdpico a Idy,
v go fe €s homotopico a Idy,. Un morfismo simplicial f, diremos que es una
equivalencia homotopica si tiene inverso homotdépico.

Es facil comprobar que si se tiene que f,,g. : Xo — Y, son homotépicos
entonces, para cualquier par de morfismos, h, : U, = X, h, : Yo — Z,, los
morfismos k! fohe v h,g.he son también homotdpicos.

Dados X,, Y, € Simp(C) denotaremos usualmente por [X,,Y,] al con-
junto cociente de Homgimp(c)(Xe, Ys) bajo la relacion de equivalencia gene-
rada por la de homotopia.

1.2.2 Generalidades sobre conjuntos simpliciales

Recordemos que un conjunto simplicial K, es una familia de conjuntos (K5 )n>
junto con aplicaciones d; : K, =& K1, 0<i<n,ys;: Kp = Kpyy, 0<
1 < n, satisfaciendo las identidades simpliciales.
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Damos ahora algunos conceptos y construcciones basicos sobre conjuntos
simpliciales. Para mds detalles, ver [29], [54], [56], [58].

Si K, es un conjunto simplicial, a los elementos de K, los llamaremos n-
simplices o simplices de dimension n. Los 0-simplices se denominan también
vértices. Si y € K,, diremos que y es un simplice degenerado si existe
€ Kn_y et € [n] tal que s;z = y.

Dado un conjunto simplicial K,, un subconjunto simplicial L, es un con-
junto simplicial tal que L, C K, Vn y la inclusién es una aplicacién sim-
plicial. Si L, es un subconjunto simplicial de K, y X es un conjunto de
simplices de L,, diremos que X genera a L, si todo simplice de L, se puede
obtener a partir de uno de X mediante los operadores cara y degeneracion.

Si z es un vértice de un conjunto simplicial K,, llamaremos z al subcon-
junto simplicial que genera y a cada uno de sus n-simplices (notemos que
tiene inicamente un n-simplice, exactamente sjz).

Dado un conjunto simplicial K,, su n-esqueleto, Sk™(K,), es por defini-
cién el subconjunto simplicial de K, generado por todos los simplices (no
degenerados) de dimensién menor o igual que n.

Si K. es un conjunto simplicial truncado en dimensién n, se define el
“(n+1)-ésimo nucleo simplicial” por:

An+1(K.tr) = {(.’L‘Q,ﬂ)l,. g .,IE,,_+1) € (Kn)n+2 / d,'Ij = dj—lxi, 1< ]}

Si definimos d; : A"(K.;,) — K, 0 <1 < n+ 1, como la restricciéon de
la proyeccién i-ésima, y s; : K, — A""(K,;), 0 < i < n, de la forma

si(z) = (si1doz, - . ., S$i-1di—12, 2, T, S;di 12, . . ., S;d,T), Obtenemos que

Sn Sn—1
. s S1

/\ : S0

TGN W 2N o 0\
—_— _ _
An-f- (K'trt)i“" T I{n-l T [{2 = ra Kl —d—> I(O

0 do do 0

es un conjunto simplicial truncado en dimensién n+1.

Si a este conjunto simplicial truncado le repetimos el mismo proceso (cal-
culamos su (n+2)-ésimo nicleo simplicial) y asi sucesivamente, obtenemos
un grupo simplicial, al que llamaremos cosk™ (K ). Esto determina un fun-
tor cosk™ : Tr™*(Simp(Set)) — Simp(Set) que es adjunto por la derecha al
funtor tr™ : Simp(Set) — Tr"(Simp(Set)).

Si K, es un conjunto simplicial, su (n+1)-ésimo ntcleo simplicial es, por
definicién, A" (K,) = A" (tr*(KL)). '

Denotaremos en lo que sigue Cosk™ al funtor composiciéon cosk™tr™ :
Simp(Set) — Simp(Set).
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Dualmente, dado un conjunto simplicial truncado en dimensién n, K, su
n
(n+1)-ésimo coniicleo simplicial, V**! (K., ), es el conjunto [ K, dividido
1=0
n
por la relacién generada por p;s; = p1j418:, @ < j, donde p; : Ky = [] K, es
i=0
la inyeccion canodnica i-ésima.

Si definimos s; : K, — V"*(K,;) como la aplicacién inducida por la
inyeccién i-ésimay d; : V" (K, ) — K, como la aplicacién que al componer
con la inyeccién i-ésima nos da dj;s; si t < j y djsiy1 si @ > j, obtenemos
que

S.n s11.--1 =

i . S0
V"“(K.t,) ?-K ) PRI i ) - 7

do do do do

es un conjunto simplicial truncado en dimensién n+1. Iterando este proceso

obtenemos un funtor sk™ : Tr*(Simp(Set)) — Simp(Set) que es adjunto

por la izquierda al funtor ¢r™. Es facil comprobar que, dado un conjunto sim-

plicial K,, los conjuntos simpliciales sk™(tr"*(K.,)) y Sk™(K.) son isomorfos.
Tenemos entonces un diagrama de adjunciones:

Sk*

//_\

Simp(Set) —= = Tyn (Simp(Set)) =— Eaen Simp(Set)

‘CO\/

Cosk™

donde las flechas inferiores representan los adjuntos por la derecha.

Supongamos que K, es un conjunto simplicial truncado en dimension
n. Definimos la k-ésima cara abierta en dimensién n+1 de K, AZ“(K."),
como el conjunto:

{(Zoy -y Thet, Thtly - - - » Tng1) € (Kp)"V [ dizj = djzi, @ < §; 1,5 # k}

Es claro que dada una aplicacion simplicial truncada for : Ko —
Lur, para cada k,n en la situacién 0 < k < n, f. induce una aplicacién
AP (Kotr) = AR (Loty)-

Si K, es un conjunto simplicial, se define AP (K,) = ARt (¢r"(KL)).

Un conjunto simplicial K, se dice que es de Kan si para cualesquiera k, n
en la situacién n > 1, 0 < k < n, y cada elemento (zo,...,Zk,...,Zn) €
A}(K,) existe z € K, tal que dix = z;, 1 # k.
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Una aplicacién simplicial p, : K, — L. se dice que es una fibracion de
Kan si siempre que tengamos (zg, ..., Tk,--.,Z,) € AF(K.) ey € Ly tales
que di(y) = pn_1(z:), i # k, existe z € K, tal que p,(z) =y y di(z) = ;.
Esto es equivalente a que la flecha punteada en el siguiente diagrama

sea sobreyectiva para cada k,n en la situaciéon n > 1, 0 < k < n.

Notemos que un conjunto simplicial K, es de Kan si y sélo si la aplicacion
K, — * es una fibracion de Kan.

Recordamos ahora la definicién de los grupos de homotopia de un con-
junto simplicial de Kan (ver [54],[29]).

Supongamos que K, es un conjunto simplicial. Dados z,z" € Ky, se dice
que son homotopicos si:

-dizx =diz', 0<i1 < n.

- Existe y € Kp41 tal que dpy = 7, dpyiy = 2' v diy = spadiz, 0 <1<
n— 1.

El elemento y se dice que es una homotopia de z a 2’ y cuando K, es de
Kan se demuestra que esta relacion es de equivalencia.

Si ahora tenemos K, un conjunto simplicial de Kan y zo € K{ un vértice,
definimos 7, (K., zo) como el conjunto {z € K, / dix = zo} mddulo la
relacién de homotopia.

Es conocido que m,(K,z¢) es un grupo para n > 1, que es abeliano si
n> 2.

Veamos algunos ejemplos de conjuntos simpliciales que utilizaremos pos-
teriormente:

1. Dado un conjunto K, consideramos el conjunto simplicial K, donde
K, = K ¥n > 0, y los operadores cara y degeneracion son la identidad.
Si K = 0 obtenemos el objeto inicial en la categoria Simp(Set). Si K
tiene un solo elemento, obtenemos el objeto final en la categoria. Este
conjunto simplicial lo representaremos por * o {*}.

2. Para cada n > 0, A[n] denota el siguiente conjunto simplicial:

- El conjunto de m-simplices es el conjunto de sucesiones de enteros
(ag,ay, - . .,an) satisfaciendo que 0 < ag < --- < apy < n.
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- Los operadores cara y degeneraciones son:

di(a()a"')am) = (CLO""aai—ltai+1)""an)
si(ag, .., am) = (ao, - - -, iy Ay Qig1, - - -, An)
Al elemento (0,1,...,n) € (A[n]), se le denomina el n-simplice es-

tandar y lo representaremos por A,. Es facil comprobar que este
simplice genera todo A[n]. Por tanto, dada una aplicacién simplicial
fo : Aln] = K., donde K, es un conjunto simplicial cualquiera, f,
estd determinada por f,(A,). Ademds, dado z € K, existe una (ini-
ca) aplicacién simplicial T : A[n] — K, tal que Z(A,) = z. Deducimos
por tanto que Homsgimp(set)(Aln], K.) = K,. Se dice entonces que
A[n] estd libremente generado por A,.

. Consideramos ahora el subconjunto simplicial de A[n] generado por los
elementos d;(A,), 0 < ¢ < n, es decir, Sk"(A[n]). A este conjunto

simplicial se le denota A [n]. Es ficil ver que los simplices de este
conjunto simplicial son los simplices de A[n] que tienen n elementos
distintos o menos.

Notemos también que dado un conjunto simplicial K,, es equivalente

dar un morfismo f, A [n] = K, adar un elemento de A"(K,) (a saber,
el elemento (fn_1doA,, ..., fa—1daldy)).

. Por 1ltimo, consideremos para cada k, 0 < k& < n, el subconjunto
simplicial de A[n] generado por los elementos d;(A,), 0 <1< n, 1 #
k, al que denotaremos A[n,k]. Claramente este conjunto simplicial

estd también contenido en A [n].

Para un conjunto simplicial K,, dar un morfismo f, : An, k] = K, es
equivalente a dar un elemento de A}(K,). Como consecuencia se tiene
que una aplicacién simplicial p, : K, — L, es una fibracién de Kan si
para cualquier morfismo A[n, k] = K,, n >0, 0 < k < n, y cualquier
morfismo A[n] — L, tal que el diagrama

Aln, k]| — K,

[

Aln] —— L,

sea conmutativo, existe un morfismo A[n] — K, tal que los dos tridngu-
los que resultan son conmutativos.
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Aprovechamos este hecho para hacer la siguiente definicion:

Definicién 1.2.2. Sea C una categoria y F una familia no vacia de mor-
fismos. Un morfismo f: X — Y de C diremos que tiene la RLP (propiedad
de levantamiento por la derecha) respecto a los morfismos de la familia F (o
respecto a F ) si siempre que tengamos un cuadrado conmutativo

A= X
gl lf donde g € F
B——¥

existe un morfismo B — X que hace los dos tridngulos conmutativos.

Andlogamente, diremos que f tiene la LLP respecto a F (propiedad de
levantamiento por la izquierda) si se da la ezistencia de levantamiento para
cualquier diagrama conmutativo

X—A
fl lg cong € F
Y —B

Utilizando esta nomenclatura, podemos decir ahora que una aplicacién
simplicial p, : K, — L, es una fibracién de Kan si tiene la RLP con respecto
a la familia de morfismos A[n, k] < A[n], n > 1, 0 < k < n.

Definimos ahora aplicaciones simpliciales §; : Aln] = Aln+ 1], 0 <
i<n+1lyo; :An] - An-1], 0 <i<n-1 Como el dominio es
siempre A[n], la aplicaciéon queda determinada conociendo la imagen de A,,.
Definimos entonces:

5i(Ay) = (0,1;...,8—=Li+1,...,n+1)

oi(An) = (0,1,...,i—1,4,4,i+1,...,n—1)

Es decir, §; “deja igual” las coordenadas menores que 7 y aumenta en 1 las
que son mayores o iguales que i, mientras que o; “deja igual” las que son
menores o iguales que 7 y disminuye en 1 las que son mayores.

Notemos que las aplicaciones &; son inyectivas. A la imagen de A[n] por
&; se le suele llamar la “cara i-ésima” de A[n+1] (6; es por tanto la inclusion
en la cara i-ésima). A o; se le denomina la “i-ésima proyeccion”.

Puesto que la categoria de conjuntos es una categoria completa y cocom-
pleta y la categoria de conjuntos simpliciales es una categoria de funtores con
codominio Set, la categoria Simp(Set)es una categoria completa y cocom-
pleta y los (co)limites se calculan punto a punto (o dimensién a dimensi6n).
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En particular, si tenemos dos conjuntos simpliciales K,, L,, el producto
K. x L, en la categoria Simp(Set)es el conjunto simplicial cuyo conjunto de
n-simplices es K, x L, y los operadores cara y degeneracion estian definidos
coordenada a coordenada.

Dados dos conjuntos simpliciales K, y L., se define el conjunto simplicial
(L)X = Homg;mpset) (Ko, Le) como el conjunto simplicial cuyo conjunto
de n-simplices es Homsgimp(set)(Ke X An], L,) y cuyos operadores cara y
degeneraciéon son:

di(fs) = foo (Idk, x 6;), si(fo) = foo(Idk, X 0;)

es decir, (difo)m(z,7) = fu(2,8:(7)) ¥ (5ife)m(z,T) = fum(z, 0:(7)).

Notemos que, puesto que A[0] = {x}, el conjunto de 0-simplices de (L)
es justamente el conjunto de aplicaciones simpliciales K, — L, (o0 puede ser
identificado con dicho conjunto).

Se comprueba facilmente que estos operadores verifican las identidades
simpliciales.

Tenemos ademds, dados tres conjuntos simpliciales K,, L, y M,, una
aplicacién simplicial

K

M—Simp(Set)(Kﬂ L') X —Ii-.ln—Simp(Set)(L" M') - E_omSimp(Set)(K" M‘)

llamada “composicion” y que estd definida como sigue:
Supongamos que tenemos

(f°7 g') € (HﬂSimp(Set)(Kﬂ L') X E—Qﬂl-Simp(Set)(Lﬂ M‘))fl

es decir, fo : Ko xA[n] = Lo y go : Lo X A[n] = M,. La composicién (g. o f.,)
estd dada por

([dK.XA (fOXIdA[n])
_——

K. x Aln] ), K. x Aln] x A L. x Aln] -2~ M,
osea,siz € K yT€ (AN])m, (ge© fo)m(z,7) = gm(fm(z,7), 7).

Se comprueba que la composicién es asociativa y se tiene un bifuntor
H0Mgimp(sety(—> —) : (Simp(Set))” x Simp(Set) — Simp(Set)

que también se suele denominar (—)(7).

Por otra parte, tenemos una aplicacion K, X Homg;mp(set)(Kes Le) =+ Le
que asigna a cada pareja (z, f,) donde z es un n-simplice de K, y f. es
una aplicacién K, x A[n] = L., el elemento f,(z,A;,). Esta aplicacién es
conocida como la aplicacién evaluacién.

Veamos algunos resultados en relacién con estos funtores:
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Proposicion 1.2.3. Sea L, un conjunto simplicial. Entonces exriste una
situacion de adjuncion:

(= x L) F (=)

Demostracion: Sean K,, M, € Simp(Set). Para la demostracion, construi-
remos dos aplicaciones

¢ : HomSimp(Set)(I{- X L-; Alo) — IiomSimp(Set)(](o, (M.)L.)

¥ : Homsimp(set) (Ko, (Ma)"*) = Homgimp(set)(Ke X L, M,)

que seran cada una inversa de la otra.

Sea fo : Ko X Le = M, y definimos ¢(f,) : K, — (M.)%, para lo cual
damos @(fo)n : Kn = (ME*), = Homgimp(set)(Le X A[n], M,).

Si k € Kn, (#(f)n(k))(,7) = fm(sd(k),l) donde | € L, 7 € (A[n])m
v 7 = sdA, donde d es una composicién de operadores cara y s es una
composicién de operadores degeneracion.

La comprobacién de que ¢(f,) es simplicial y de que ¢ es natural es
rutinaria.

Por otro lado, dada g, : K, — ML+, definimos v(g.) como la composicién:

Idg, Xge ev
KoX Le—> Ly x Kg —2"Ly x MEe 2>,

es decir, ¥(g.) = n(k,l) = ga(k)({, An). B

Esta proposicién no es mas que un caso particular del siguiente resultado.

Proposicién 1.2.4. Sean K,,L,, M, € Simp(Set). Entonces tenemos un
1somorfismo simplicial

i-o—n—lSimp(Set)(I(' X Ln Al’) = MSimp(Set)(I{'v MoL.)

(Notemos que este isomorfismo, a nivel de 0-simplices, nos da la proposicion
anterior).

Demostracion: Veamos que los conjuntos de n-simplices de ambos conjuntos
simpliciales son isomorfos.

(Homsgimp(set) (Ko X Lo, M,))n = Homsimp(set)(Ke X Lo X Aln), M,) =

= Homsimp(set) (Ko X Aln], M) = (Homg;mp(set) (Ko, M*))n

El resto de la demostracion es rutinario. |
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Estudiamos de esta construccién un caso particularmente importante,
como es el funtor (—), donde I = A[1].
Comenzamos dando unos lemas referentes al conjunto simplicial 7.

Lema 1.2.5. Sea ¢ € I,, 0 # (0),(1), n > 1. Emiste un tnico 1 €
{0,1,...,n— 1} tal que 0 ¢ s;(In—1)

Demostracién: Sea o = (ag,ay,...,a,) y sea i tal que a; =0y a;4; = 1. Si
o = si(bo, ...,bn_1), entonces a; = b; = a;41, lo que es imposible, luego o ¢
si(In_1). Sij # iesclaroque aj = aji1, luegoo = s;(ag, ..., a;,a542,- - -, an).

|

Lema 1.2.6. Todo m-simplice de I x Aln], m > n+ 2, es degenerado.

Demostracién: Sea (0,7) € I, X A[nl,, m > n+ 2. Puesto que A, genera
A[n], tenemos que 7 = s;s;(7), i@ < j, para algin 7' € A[n]m_ (notemos
que T = 8, ...8,0,, k > 2), y por tanto 7 = s;5;_17'. Por el lema 1.2.5
sabemos que o € $;(I;n-1) 6 0 € sj(Im-1) de donde deducimos que (o,7) €
8i(Im—1 X An)m-1) 6 (0,7) € 8j(I;m=1 X A[n)m-1). [ |

Lema 1.2.7. Los tunicos (n+1)-simplices no degenerados de I x Aln] son
o; = (8p...8i...5001,80,), 0<i<n, el x Aln] estd generado por estos
stmplices.

Demostracion: De acuerdo con los lemas precedentes, los unicos (n+1)-
simplices no degenerados seran (o3, s;A,), donde o; es el inico (n+1)-simplice
que no pertenece a la imagen de s;. Basta ver que 0; = S, ...35;...50A para
concluir la demostracién. |

Es rutinario comprobar también el siguiente lema:

Lema 1.2.8. Los elementos a; del lema 1.2.7 verifican que d;(;) = d;i(a;—1),
1 < i < n. Ademds, I x A[n] estd determinado por estas relaciones. Se
verifica también que do(ag) = ((1), An) y que dnii1(on) = ((0), An).

Como consecuencia de estos lemas deducimos que dar una aplicacion
simplicial I x A[n] — L., para un conjunto simplicial cualquiera L., es
equivalente a dar n + 1 elementos de L1, (z¢,21,...,Z,), verificando que
d;z; = d;z;_;, 1 <1 < n. Ahora bien, una aplicacién simplicial I x A[n] — L,
es un n-simplice del conjunto L. Por tanto, el conjunto L! puede ser iden-
tificado con el conjunto simplicial cuyo conjunto de n-simplices es:

(L)n = {(z0,.--+Zn) € L3} [ dizi = dimi_y, 1 i< n}

Veamos como son los operadores cara y degeneracion, para lo cual utilizare-
mos el siguiente resultado
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Lema 1.2.9. Sea n > 1. Entonces:

diy18iQ, St 3 <1
1) 6;8;Ap_q = & HIH7m 20S =0
) 8i8jBn-1 {d,—sHlA,l s1j>1

3i+lSjAn St ] S 1

iS: A = LT
2) 015;Bn+1 { 5iSj—10, 81 j <1

Ademds, en cualquier conjunto simplicial

dii18 Si...8 stj<t1
o _ +1°9n - -95---9°0 J

a) Sp—1...8j...80 = d - g
iSn---Sj4+1---50 St ] =21

b) Snt1 s, e Si418n---8j...80 st J <1
n4l---95--- = “ L. )
S$iSp---8j-1---80 St ] <1

Demostracién: Demostremos solamente un caso, por ejemplo, cuando j < 1.
El resto se demuestra igual.

6isjAn_1:6,-(0,1,...,]',]',]'—}—1,...,n—1):
—(0,1,...,5, 4+ 1, i—Li+1,...,n)=
:di+1(07"'aj7j’j+11"'11:'-1’i)i+17--~)n) :di—{-lSjAn

~ ~

Sp—1---85..-80 = di+13i+13n—13n—‘2 <e.8j...8 =

= di+18nSi+1Sn_2 cee8j.. S = = di+1SnSn_1 <2 Si41S8i---85---90

Podemos ya calcular cuales son los operadores cara y degeneracion del
conjunto simplicial L!. Sea (zq,...,n) € (L)n que se corresponde con la
aplicacién simplicial f, : I x A[n] = L. (denotaremos esta corresponden-
cia f, ~ (Zo,...,Ts)) y queremos calcular di(zo,...,7,). Llamemos a este
elemento (yo,--.,Yn—1) ¥ veamos cuanto vale y;.

Supongamos que j < 7. Entonces,

Yj ~ (difo)n(Sn-1.-.8j... 504, $jQn-1) =
= fa(Sn-1.--8j...5001,0i8j0n1) =
= fa(diz15n---Sj ... 5001, dig15jAn) =
= faldig1(Sn - - - $j - - - S0l1, $;0n)] =

= di+1[fn+1(sn ce §j .+ 808, SjAn)] r~ di+1-'17j
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Razonando de forma andloga, obtenemos que, si 7 > 4, y; = d;z;41, y si
llamamos (29, ..., 2n41) & Si(Zo,...,Tn), resulta que 2z; = s; 12581 J <ty
=y i>i

Resumiendo, tenemos:

Proposicién 1.2.10. Sea L, un_conjunto simplicial. FEntonces eziste un
isomorfismo natural entre L! y el conjunto simplicial cuyos n-simplices son
el conjunto

{(0)y---,Zn) € (Lny1)"t' [/ dizi = dizioq, 1 < i< n}
y los operadores cara y degeneracion estin definidos por
di(zo, - - ., &n) = (diy1%0, - - -, di1Tiz1, diTiz1, - . ., diTn), 0 <2 <,
Si(Zoy -+ -y Zn) = (Sit1%0, - - - » Si+1Ti, Siisy - - -, SiTn), 0 <1 < M.

Por tanto, a partir de ahora utilizaremos cualquiera de las dos descrip-
ciones cuando nos refiramos a L!. También se puede dar una descripcién del
conjunto simplicial k&M para cualquier K, € Simp(Set) y cualquier n € N.

Supongamos ahora que tenemos dos conjunto simpliciales K, y L., y que-
remos dar una aplicacién simplicial h, : K, — L. Esto es equivalente a dar
aplicaciones h" : K, — (L!), satisfaciendo las identidades simpliciales. Pero
dar una aplicacién A" : K, — (L), es equivalente a dar n+1 aplicaciones
ht : Kn — Lpi1, 0 < 1 < n tales que d;h} = d;h}, y las identidades
simpliciales se traducen en:

diph? =h}7'di, j<i;  sinhf=htls, j<i
dih? o =k, >4 5 sl = hls, J>1

Por tanto, dar h, es dar una homotopia (ver proposicién 1.2.1) de f. a
ge, donde f, = dohy y gn = dny1hy.

Tengamos ahora en cuenta que una aplicacién h, : K, — L! se corres-
ponde, via la adjuncién (— x I) = (=), con una aplicacién k, : K¢ x I — L,
(ver proposicién 1.2.3), es decir, con un 1-simplice de LK+ Esto nos permite
afirmar:

Proposicién 1.2.11. Sean K,, L, € Simp(Set) y sean fo,gs : Ko — L.
Una homotopia de f, a g, es un 1-simplice k, del conjunto simplicial

HﬂSimp(Set)(K—ﬂLO) = Lf{.

verificando que dok, = fo Yy d1ke = go.
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Demostracion: Sea ke : Kox I — L, un 1-simplice de LK+« yseah,: K, — 7

la correspondiente aplicacién por la adjuncién (— x I) + (—)’. Sabemos que

he es una homotopia entre f, y go si y solo si f, = dohy v gn = dnyr1hy,y-
Calculemos dok, y d1k.. Sea z € K,;:

(doka)n(z) ~ (doke)n(z,(0)) = kn(z,00((0))) = kn(z, (1)) =
= h"(z)((1), A,) = h*(z)[do(sn - - - 5141, $0A,)] =
= do[h™(Z)(Sn - - - 5141, S0An)] ~ dohg (k) = fn(z)

De forma andloga se prueba que (d,k.),(z) se identifica con g,(z). W

1.2.3 Generalidades y algunos resultados sobre grupos
simpliciales

A lo largo de este pardgrafo mezclaremos algunos resultados nuevos con cons-
trucciones y resultados bien conocidos de la categoria Simp(Gp) de grupos
simpliciales.

Comenzamos recordando la definicién del complejo de Moore y de los
grupos de homotopia de un grupo simplicial.

Definicién 1.2.12. (ver [54], [56]) Sea G. un grupo simplicial. Se define el
complejo de Moore de G,, N,(G.), como el siguente complejo de cadenas de
grupos

dn En 22 . d
e Npa(Ga) S N(G) B Ny (G) - No(G)
donde N,(G.) =G, NKer dgN---NKer dn_1 ¥y d,, es la restriccion de d,
a N,(G.). Normalmente, cuando no haya lugar a confusion, denotaremos a
estos operadores por “d”.

Proposicién 1.2.13. Sea G, € Simp(Gp). Entonces N.(G.) es un com-
plejo de cadenas de grupos. Ademds, d,i1(Nps1(G.)) es un subgrupo normal
de N,(G.).

Demostracion: Veamos primero que si z € N,(G,), entonces d,z € Nyp_1(G.),
para lo cual calculamos d;(d,z), 0 < 7 < n — 2, v tenemos que d;d,z =
dp_1d;x = 0. Ademds d,_1dp,z = dp_1d,_1xz = 0, lo que implica que
dp_1d, = 0 (es decir, d? = 0).

Sea ahora v € G, e y € dpy1(Npy1(G.)), es decir, y = d,412 para algin
z € Npj1(G.). Tenemos que z + y — 2 = dny1(82T + 2 — $pT), y claramente
$pT4+2—8,T € Npy1(G,), de donde deducimos que dy41(Nny1(G.)) es normal

en G,, y por tanto en cualquier subgrupo suyo que lo contenga. |
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Es claro que cada morfismo de grupos simpliciales f, : Go = H, induce
un morfismo entre los correspondientes complejos de Moore. Por tanto, N,
es un funtor de la categoria de grupos simpliciales a la categoria de complejos
de cadenas de grupos.

Definicién 1.2.14. Sea G, un grupo simplicial. Llamemos B,(G,) y Z,(G.)
a los conjuntos B,(G.) = dni1(Nny1(G.)) v Za(G.) = Ker(d,) N Nu(G.).
Se define el n-ésimo grupo de homotopia de G., 7,(G.), n > 0, como el
n-ésimo grupo de homologia del complejo N,(G.), es decir, m,(G.) = %%
y mo(G.) = Coker(dp).

Es claro que B, Z, y 7, son funtores de la categoria de grupos simpliciales
en la categoria de grupos.

Es conocido que todo grupo simplicial, visto como conjunto simplicial es
de Kan. Entonces es facil comprobar que 7,(G.) = m,(G.,0) (ver [54])

Proposicién 1.2.15. Sean f,,g. : Go — H, dos morfismos de grupos sim-
pliciales y supongamos que eziste una homotopia {}L;?}OSJ-S,, de fo a g.. En-
tonces mp(fo) = Tn(ge)-

Demostracion: Sea z € Z,(G,). Si consideramos el elemento
y = (sofu(®) — hg(2)) = (s1fa(z) = 1 (2)) + - - + (=1)" (82 fn(2) — h(2))

es facil comprobar que y € Nyy1(H.) y que dui1(y) = (=1)"(fu(z) — 9a(2));
por tanto, f,(z) — gn(z) € Bn(G.), lo que implica que 7,(f.)[z] = 7n(gs)[z]-
|

Dado un conjunto simplicial K, denotaremos FK, al grupo simplicial
que en dimensién n es el grupo libre sobre los n-simplices de K,, y con
operadores cara y degeneracion inducidos por los de K,. Esto define un funtor
F : Simp(Set) — Simp(Gp) que es claramente adjunto por la izquierda al
funtor de olvido U : Simp(Gp) — Simp(Set), que “olvida” la estructura
de grupo.

Es claro que si a partir de un grupo simplicial G, calculamos calculamos
AM(UG,) o AH(UG.,), el conjunto que resulta tiene estructura de grupo al
que denotaremos A™(G,) o AR(G.).

Podemos definir entonces, al igual que se hizo en Simp(Set), los funtores
cosk™ : Tr"(Simp(Gp)) — Simp(Gp) (adjunto por la derecha al funtor
n-truncacién) y Cosk™ : Simp(Gp) — Simp(Gp)

Anilogamente podemos definir el contcleo simplicial (ver [23]), pero te-
niendo en cuenta que el coproducto en grupos no es la unién disjunta,
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como en conjuntos, y que para hacer el cociente no basta tomar la rela-
cion de equivalencia generada por unas relaciones, sino la congruencia ge-
nerada por tales relaciones. De esta forma, tenemos también los funtores
sk™ : Tr*(Simp(Gp)) — Simp(Gp) y Sk" : Simp(Gp) — Simp(Gp), vy

se tiene la misma situacién de adjuncién que en conjuntos simpliciales:

Skn

. -
Simp(Gp) === T7"(Simp(Gp)) =—= Simp(Gp)

Cosk™

En este caso Sk™(G,) no es el subgrupo simplicial de G, generado por sus
n-simplices. Ahora bien, existe un morfismos candnico Sk™(G.) — G, (el
correspondiente por la adjuncién sk™ = ¢r™ al funtor Id : tr*(G.) — tr™*(G.))
cuya imagen si es el subgrupo simplicial de G, generado por sus n-simplices.

Es claro, tal y como estdn definidos los funtores U y Cosk™, que da-
do un grupo simplicial G,, Cosk™(U(G,)) = U(Cosk™(G.)), y por tanto,
Sk™(F(K.)) = F(Sk"(K.)), yaque F = U y Sk™ - Cosk™.

Estudiamos ahora cuanto valen los grupos de homotopia y el complejo de
Moore del grupo simplicial Cosk™(G.,), para un grupo simplicial G,.

Proposicion 1.2.16. Sea G, un grupo simplicial. Entonces:

Ny(G.) sig<mn
Ny(Cosk™(G.)) = Zn(G.) sig=n+1
0 siqg>n+2

Demostracidn: Puesto que G, y Cosk™(G,) tiene la misma n-truncacion, es
claro que para ¢ < n, Ny(G,) = Ny(Cosk™(G.)).

Un elemento z € N,y 1(Cosk™(G,)) serd de la forma (xo,.. :cn+1) C
A™Y@G,) tal que diz = 0, 0 < i < n, y por tanto, g = T, = -+ =
z, = 0. Como z € A”“(G.), deducimos que d;z,4, = d,z; = 0, de donde
Tni1 € Zn(G,), es decir, los elementos de N, 41(Cosk™(G.)) son de la forma
(0,...,0,Zns1); Tny1 € Zn(G.), y por tanto N,ii(Cosk™(G.)) puede ser
identificado con Z,(G.,).

Para calcular N,,5(Cosk™(G,)) tenemos en cuenta que Cosk™(G,) =
Cosk"*'(Cosk™(G,)), pues ambos se construyen a partir del nicleo sim-
plicial del mismo grupo simplicial truncado, de donde N, 2(Cosk™(G.)) =
Npio(Cosk™ 1 (Cosk™(G,))) = Zns1(Cosk™(G.)) = 0, ya que el morfismo
Nps1(Cosk™(G,)) — N,p(Cosk™(G,)) es inyectivo, pues este morfismo es la
inclusién Z,(G.) — N,p(G.).

[terando este proceso obtenemos que N,(Cosk™(G,)) =0, ¢>n+2. B
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Como consecuencia se tiene:
Corolario 1.2.17. Sea G, un grupo simplicial. Entonces:

P
WQ(COSkn(G.)) _ { gq(G.) zz Z g Z |

Si G, es un grupo simplicial, elegir un n-simplice de G,, es decir, un
elemento de G,, sabemos que es equivalente a dar una aplicacién simplicial
A[n] = U(G.,). Utilizamos ahora la adjuncién F' = U y deducimos que dar
un n-simplice de G, es equivalente a dar en Simp(Gp)un morfismo FA[n] —
G.. Anslogamente, dar un elemento de A™(G,) (resp. A(G.)) es equivalente
a dar un morfismo simplicial F A [n] = G, (resp. FA[n, k] — G.).

El razonamiento anterior nos dice que un morfismo f, : G, — H, de
grupos simpliciales es una fibracion de Kan si y sélo si tiene la RLP con
respecto a FA[n, k] — FA[n], n>1, 0 <k <n.

Esto nos sugiere la siguiente definicién

Definicién 1.2.18. Un morfismo f, : G, = H, es una fibracion de Kan en
dimension n (n > 1) si tiene la RLP con respecto a FA[n, k] — FA[n], 0 <
k <n.

Definimos ahora unas biyecciones en un grupo simplicial que nos van a
permitir caracterizar de forma sencilla algunas clases de morfismos.

Definicién 1.2.19. Sea G, un grupo simplicial. Para cada j, 0 < j < n,
definimos a; : G, = G, por:

o5(2) = 8djat — 2 + 85457
Veamos algunas propiedades que verifica esta aplicacion:

Proposiciéon 1.2.20. La aplicacion o : G, — G, es una biyeccion cuya
inversa es ella misma y que verifica ademds:

a]-_ld,» 0<1<)
dj+1 1=
ajd,- j+l<i<n-1

d,‘a]' =

Demostracidn: Si z € G,, entonces aja;(z) =
= dej+1(3jdj+1$ — &+ dej.’II) - (dej+1$ = = dej.'II)'f'
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+dej(5jd]'+1f1} -+ dejI) =
= Sj(1j+1-5'jdj+1-'l' — .S'jd_H.l.TI — dej+15jdj$ — de]'.’L' + &—
—de]’+1I + deijdj+1$ = de]'.’l? + deijde =

$idj 1z — $jdj 1z — s;d;x + 5;d;T + T — 5dj 11T+ 8jdj 41T — 5;d;T + 5;d;T = 2.

Ahora:
- Si 7 < j entonces:

di(ajx) = di(dej+1.’L‘ — L+ dej.’]?) = didej+1CIJ — dix + didejiE =
= Sj_ldid]'+11[ — dil' + Sj_ldidjilf = Sj_ldjdi.’l? - di.'E + Sj—ldj—ldix = aj_l(d,m)
- Sii > 7+ 1 se razona de forma andloga.
N deYj.’L‘ = dijdj+1.’E = dj.’E ~+ dijdj.’E = dj+1113 = dle' + dj.’L‘ == dj+1IL'

- Aj 4105 = dj+1djd]‘+1$ == dj_H.'E + dj.l_lde]‘II) = dj+11L' — dj+1.’E +dj£L' = dj.’L'
|

Si representamos un n-simplice z como un tetraedro n-dimensional (un
1-simplice como un segmento, un 2-simplice como un tridngulo, etc.) en el
que los vértices estan numerados desde 0 hasta n, y donde d;z representa
la cara que no contiene al vértice 7, la aplicacién a; que acabamos de defi-
nir representa la simetria que resulta de aplicarle al conjunto de vértices la
permutacion (j,j + 1). Por ejemplo:

0 = 1 —_ 5 1 g

[S]
179
o
- &
]
o
N
8]
&
8
o 8

1
0 r 1 '
T
diaz doarx
0 2

doax

Notemos que estas aplicaciones no son morfismos de grupos aunque si son
naturales, en el sentido de que dado f, : Go — H,. un morfismo de grupos
simpliciales, entonces f,a; = a; fn.

De acuerdo con la proposicién anterior, tenemos que:
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Lema 1.2.21. Sea G, un grupo simplicial y (zo,z1,...,Z,) € A™(G.). En-
tonces (-1, - - -, 1Tj—1,Tj41,Tj, OTjt2, - - - . jTn) € AM(G,).
Demostracion: Llamemos al anterior elemento (yo, ..., yn). Debemos probar

que si 7 < k entonces d;yr = dr_1yi, para lo cual empezamos a distinguir
casos:

-0 <1< k < j—1.Entonces, diyx = diaj_ 1Tk = @j_odiTy = Qj_odp_1T; ==
dk—laj—ll‘i = dg-1Yi-

-0 <i< k=j. Entonces diyx = dizj41 = d;z; = dj_1a;_1T; = dx_1Y;

-0<1i<j; k=j+ 1. Entonces, diyx = diz; = dj_12; = djo;_z; ==
d;y; = dr_1Y;

-0 <1< j; k> j+2 Entonces, diyx = diajop = aj1dizp ==
aj—ldk—lxi = dk—laj—lxi = dr_1¥i

El resto de los casos se hace de manera analoga. ]

Este lema nos permite definir una aplicacién 5; : A*(G.) — A™(G.),
que claramente verifica que (f;)> = Idan(s,); por tanto, f3; es una biyec-
cién y ademas, si f, : G, — H, es un morfismo de grupos simpliciales, se
tiene una aplicacién inducida A™(G,) — A™(H,) v el siguiente cuadrado es
conmutativo:

A™(H.) -2 AM(HL)

Si representamos un elemento de A™(G,) como las caras de un tetraedro
n-dimensional, se tiene por ejemplo:

2
I I
9 Bo I 2o0%2 0
s
(:1:,, Ty, aoxz)
1 o)
1
0 = 1 81
I2 apxo
(1:0, Ty, I?)
00— 2
(O’OIO, Za, 331)
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Notemos que «;j, sobre los “vértices” de un n-simplice z actia como la
permutacién (4,7 + 1), y por tanto, en lugar de «; escribamos ag; 1) Si
ahora elegimos un elemento 7 € S, (conjunto de permutaciones del con-
junto {0,1,...,n}), es conocido que éste puede ser expresado como composi-
cién de elementos de la forma (7, 7 + 1). Supongamos entonces que tenemos
T = 0y ...0; donde o; es una trasposicion que intercambia dos nimeros con-
secutivos. Definimos a, como la composicién ay, ... a4, . Puede comprobarse
que asi definida, no depende de la descomposicién que elijamos.

Tenemos asi, para cada 7 € Sp41, @, : G, = G, de forma que o, =
agar; y arg = Id. Por ejemplo, si 7 = (0,1,2) = (0,1)(1,2), entonces
ar(z) = ag(ar(z)).

d1 e dol‘ aodo.’t: d2I
Qr

dazx apd1 T

que como vemos es un “giro” de 120°.

De forma analoga podemos definir, para cada 7 € Sp41, fr : A*(G.) —
A™(G,) y también, para cada 7 € Sp41 y cada k, 0 < k < n, biyecciones
Vr 1 AR (Ga) = A% (Go).

Asi, si 7 = (0, 1), tenemos:

Tr: AY(G) = AN(GL); vr(=, 21, 22) = (21, —, Q0T2)

Yr - A%(Go) ~— Ag(Go), ’)/T(:I:O’ _,1:2) = (_3:[0700:1:2)

Tr: Ag(G.) - Ag(G.), 71(10ax1v _) == (:171,120, _)
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Dado un grupo simplicial G, sabemos que:

Gn = HomSimp(Gp)(FA[n]’ G.)

A™(G.) = Homsimp(ep)(F A [n],G.)
AR (G.) = Homsgimp(cp)(FA[n, k],G.)
y puesto que se tiene la siguiente sucesién de morfismos (inclusiones)
FA[n, k| = F A [n] = FA[n]
tenemos morfismos naturales:
G, = A™(G.) = AL(G.)
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Es facil comprobar que para cada f, : G, — H, y cada 7 € S,y el
diagrama siguiente es conmutativo

G H,
. G, e H,
A™(Ge) — A™(H,)
A™(G,) ——— A™(H.)
AQ(G< A} (H.)
A 4 (Gl AT (HL)

Estas biyecciones nos permiten enunciar los siguientes resultados:

Lema 1.2.22. Sea f, : G, — H, un morfismo de grupos simpliciales y sea
n > 1.

i) f. tiene la RLP con respecto a FA[n, k] — FA[n|, 0 <k <n, si y sdlo
si fo tiene la RLP con respecto a FA[n,n] — FA[n]

i) f. tiene la RLP con respecto a FA[n, k| — F A [n), 0 <k <n, sty
sélo si f, tiene la RLP con respecto a FA[n,n| — F A [n].

Demostracion:

i) Supongamos que f, tiene la RLP con respecto a FA[n,n] < FA[n], y
sea k un numero entre 0 y n. Queremos ver que f, tiene la RLP con
respecto a FA[n, k] <= FAln] para lo que consideramos un diagrama
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conmutativo

FA[n, k| —= G,

[

FA[n] —— H,
en el que tratamos de encontrar levantamiento, es decir, dadoy € H, y
(Toy -+ Thy- -, Tn) € AR(G,) tales que fn_17; = diy, © # k, queremos
encontrar z € G, tal que f,(z) =y y dix = z;.

Sea 7 = (k,n) € S,;1. Entonces v, (Zo,...,Tk,-..,Zn) € AR(G.),
a,(y) € H, y ambos elementos determinan un diagrama conmutativo

FAln,n] — G,

T

FA[n] —— H,

en el que existe un levantamiento que nos determina un elemento z’ €
Gn. El elemento z = a,(z') es entonces el requerido para el primer
levantamiento. La otra implicaciéon es trivial.

ii) Se demuestra igual que 7).

Utilizamos ahora este lema para dar algunos resultados técnicos referentes

a propiedades de levantamiento y que usaremos posteriormente. Comenza-
mos con un lema que nos habla de la inyectividad del morfismo 7, (f.).

Lema 1.2.23. Sea f, un morfismo de grupos simpliciales. Son equivalentes:
i) mo(fe) es inyectiva.

i) El morfismo punteado en el siguiente diagrama es sobreyectivo.

B.(G.)




- G B B & =

Demostracién: Supongamos que 7, (f,) es inyectiva y sea (y,r) un elemento
de Bn(H.) Xz, (1.) Zn(G.). Entonces, m,(f.)[z] = 0 puesto que f,(z) =y e
y € B,(H.,), lo que implica que [y] = 0, es decir, y € B,(G,). v por tanto y
es una preimagen del par (y, ).

Reciprocamente, supongamos que el morfismo B,,(G.) = B,(H.) X z,(n.)
Zn(G,) es sobreyectivo y-sea z € Z,(G,) tal que m,(f.)[z] = 0. Entonces
fa(z) € BL(H,), lo que implica que (f,(z),z) € Bn(H.) X z,(1.) Zn(G.), €s
decir, z € B,(G,) y por tanto, [z] = 0. [

Lema 1.2.24. Sea [, : G, — H, un morfismo de grupos simpliciales

i) fo es una fibracion de Kan en dimension n si y solo si N,(f.) es sobre-
yectivo.

i) fo tiene la RLP con respecto a F A [n] = FA[n] si y sdlo st Zn(f.) es
sobreyectivo y m,_1(f.) es inyectivo.

iii) fo tiene la RLP con respecto a FA[n,n] — F A [n] si y sdlo si el
morfismo Z,_1(f.) es sobreyectivo.

Demostracion:

i) Sabemos, por el lema 1.2.22 que f, es una fibracién de Kan en dimensién
n si y sélo si f, tiene la RLP con respecto a FA[n,n] — FA[n].

Supongamos que f, tiene la RLP respecto a FA[n,n] < FA[n] y sea
y € N,(H,). Seay : FA[n]| — H, el morfismo de grupos simpliciales
tal que 7,,(A,) = y. Entonces, el siguiente diagrama es conmutativo

FAln,n] —~G,

[k

FA[n) — H,

y por tanto, existe levantamiento h, : FA[n] = G.. Sea z = h,(A,).
El que el tridngulo superior sea conmutativo, nos dice que z € N,(G.),
y el que lo sea el inferior que f,(z) = y. Deducimos entonces que
N, (f.) es sobreyectivo.

Reciprocamente, supongamos que N, (f,) es sobreyectivo. Sea entonces
un diagrama conmutativo

FAln,n] — G,

[

FA[n] — H,
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lo que nos da elementos y € H, y (zo, ..., Zn-1,—) € AL(G.) tales que
fn1(z;) = diy. Puesto que G, es (como conjunto simplicial) de Kan,
existe z € G, tal que d;z = z;, 0 <1 < n. Veamos que y — fn(z) €
N,(H.,), para lo cual tomamos 7 tal que 0 <1 < n — 1, y tenemos que

di(y — fn(2)) = diy — difa(2) = diy = fn-1diz = diy — farzi =10

Por tanto, existe ' € N,(G.) tal que f,(z') = y — fa(2). Tomamos
x = z' + z y este elemento verifica:

diz=di(z' +diz=0+z;=12;, 0<i<n—-1,
fa(@) = falz' +2) =y — fal2) + fu(2) =y

y por tanto z define un morfismo FA[n] — G. que es el levantamiento
buscado.

ii) Supongamos que f, tiene la RLP con respecto a F A [n] =& FA[n] y

sea y € Z,(H,). Es claro que (zg,...,z,) = (0,...,0) € A*G.) ¥
que f,_1(z;) = d;y. Por tanto existe z € G, tal que d;(z) = z; (luego
T € Zn(G,)) v fa(z) = y. Deducimos asi que Z,(f.) es sobreyectivo.
Para probar que m,_;(f.) es inyectivo, utilizamos el lema 1.2.23. Sea
(y,z) € Bo_1(H,) X z,_,(H.) Zn-1(G.). Esto quiere decir que:
diy=0,0<i<n-1;dz=0,0<i<n-1; y= faiz.

de donde deducimos que existe t € N,(H,) tal que y = d,t. Por tanto,
el elemento (zo,...,7,) = (0,...,0,z2) € A™(G.) ¥ fa-1(zi) = dit.
Existe entonces z € G, tal que d;iz =0, 0 <1 <n—-1,d,z=2xy
fa(2) = t. Por tanto, z = d,z € B,_1(G.), lo que implica que es una
preimagen para el elemento (y, z).

Reciprocamente, supongamos que 7m,_1(f.) es inyectiva, que Z,(f.) es
sobreyectiva y que tenemos un diagrama

F A [n]—>G.

[

FA[n]— H,

en el que queremos encontrar levantamiento. Esto quiere decir que
tenemos (zo,...,T,) € A™(G,) e y € H, tales que diy = fa_1(zi) ¥
queremos encontrar z € G, tal que diz = z; y for =y.

Puesto que G, es de Kan, existe z' € G, que verifica que d;(z') =
z;, 0 <12 <n-—1. Deducimos entonces:
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2) 10 <i<n—1, dlfal@) = y) = far(dia’) = diy = faor(z:) -
fru-1(zi) = 0, luego fo(z') — y € Nyu(H.).

b) dn(fn(:l:’) - y) € Bn—I(Ho)-

¢)Si0<i<n-1,di(dnt' —1,) = dp_1diz’ —diz, = dpy_ 17 —dy_17; =
0, luego dpz' — z,, € Z,_1(G,)

d) dn(fa(z') = y) = fa1dn’ — fao1Zn = fa-1(daz’ — 2,), de donde
(dn(fn(x,) - y)’ an/ - xn) € Bn—l(Hc) ><Z,1_X(H.) Zn—l(Go)-

Usando el lema 1.2.23, deducimos que d,z' — z, € B,_1(G.) y por
tanto, existe " € N,(G.) tal que d,z" = dp,z' — z,. Sea z = —z" + 2.
Entonces:

-Si0<i1<n,diz =—diz" + diz’' = z;.

- dit = =d +du7’ = &y = dpt! + dp’ = 2.

Por consiguiente y — f,(z) € Z,(H,) y como Z,(f.) es sobreyectivo,

encontramos t € Z,(G,) tal que f,(t) = y— fa(2). Finalmente tomamos
T =t + z, lo que nos da:

- fa(z) = fa(t+2) =y — fa(2) + fu(2) =y
-diz =dit +diz =0+ z; = x;
como se requeria.

iii) Notemos en principio que Z,_(f,) = Np(Cosk™ '(f.)). Por otra parte,
puesto que A[n, n] esta generado por (n-1)-simplices, Sk™ ' (A[n,n]) =
Aln,n], y por definicién, A [n] = Sk""1A[n], asi que SK" 'FA[n,n] =
FAln,n] v SK*'FAln] = F A [n].

Tenemos entonces que Z,_1(f,) es sobreyectivo si y sélo si el morfismo
N, (Cosk™(f.)) es sobreyectivo, y por el apartado 7) del lema, ésto es
equivalente a que Cosk"~!(f,) tenga la RLP con respecto a FA[n,n] <
FAln], es decir, que dado un diagrama conmutativo

FA[n,n] — Cosk" '(G.)

[ lCask"_l(f.)

FA[n,] — Cosk™ '(H.,)

exista en él un levantamiento. Utilizando la adjuncién Sk"~! + Cosk™!
se tiene que encontrar levantamiento en tal diagrama es equivalente a
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encontrarlo en el siguiente:

Sk™Y(FA[n,n])(= FA[n,n]) G.

1 "

Sk (FA[n])(= F A [n]) H.

de donde deducimos que Z,_;(f.) es sobreyectivo si y sélo si f, tiene
la RLP con respecto a FA[n,n] — F A [n]

A partir de este lema deducimos:

Lema 1.2.25. Sea f, : G, = H, un morfismo de grupos simpliciales.

i) Si f. verifica la RLP con respecto a F A [n] = FAl[n], entonces mp(f.)
es sobreyectivo y m,_1(f.) es inyectivo.

ii) Si f, verifica la RLP con respecto a FA[n+1,n+1] — FA[n+1], m(f.)
es sobreyectivo y m,_1(f.) es inyectivo, entonces f, tiene la RLP con

respecto a F A [n] & FA[n].

iii) Si f. wverifica la RLP con respecto a F A [n+1] < FAn+1] y

FA [n] < FAln|, entonces f., es una fibracion de Kan en dimension
n+1.

Demostracion:

i) Por el lema 1.2.24, s6lo es necesario probar que 7,(f,) es sobreyectivo,
pero eso se deduce facilmente del siguiente diagrama:

Zn(G') - Wn(GO)
Zn(f-)l l"n(f-)
Zn(Hy) — w,(H.,)

ii) Sabemos que N, 41(f.) es sobreyectivo. El siguiente diagrama nos prueba
que B,(f.) es también sobreyectivo,

dn+l
Nn+1(Go) — Bn(Go)
Nn+1(f-)l an(f-)
Nn+l(H-) _:’ B,,(H.)
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Deducimos entonces que Z,(f.) es sobreyectivo a partir del diagrama
de sucesiones exactas cortas:

Ba(G.) — Zn(G.) — ma(G.)
Bn(f.)l Zn(f-)l lwn(f-)
Bn(H.)) “— Z,(H,) — ma(H.)

Esto, junto con que m,_;(f,) es inyectivo, y el lema 1.2.23 nos demuestra

que f, tiene la RLP con respecto a F' A [n] & FA[n].

iii) Puesto que Z,(f.) es sobreyectivo (ver lema 1.2.24.17)), deducimos que el
morfismo B, (H.) X z,(#.) Zn(Gs) = Bn(H,) en el diagrama cartesiano

Bn(H.) X z.(H.) Zn(Gs) — Za(G.)

l l

B,.(H.) Zn(H,)

es sobreyectivo. El lema 1.2.24 nos dice también que 7,(f.) es in-
yectivo y por el lema 1.2.23 deducimos que el morfismo B.(G.) —
Bn(H.) X z,(11.) Zn(G.) es sobreyectivo, lo que nos dice que By(f.) es
sobreyectivo.

El diagrama de sucesiones exactas cortas

Zn+1(G0) —— Nn+l(G-) — Bn(GO)
Zn+l(f')l Nn+1(f°)l an(fO)
Zni1(Hy) & Npy1(Ho) — Ba(H.)

nos demuestra que N,4,(f.) es sobreyectivo y, por tanto, segin ), que
f. es una fibracién de Kan en dimension n+1.

En lo que sigue estudiaremos la estructura simplicial en la categoria
Simp(Gp)

Sean ahora H, € Simp(Gp) y K. € Simp(Set). Definimos el grupo sim-
plicial HX* como el grupo cuyo conjunto de n-simplices es Homgimp(set) (Ko X
Aln],U(H,)), y la estructura de grupo viene inducida por la de H,. Es claro
que U(H[*) = (U(H.))"".
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Tenemos definido asi un bifuntor
(—)(“) : (Simp(Set))” x (Simp(Gp)) — Simp(Gp)

Al igual que en el caso de conjuntos simpliciales, si K, = I, H! puede ser
identificado con el grupo simplicial que tiene como n-simplices el grupo

(HDn = {(z0y- - Z0) € (Hpy1)"' [ dizi = diziy, 1 <i < n}

y los operadores cara y degeneracién estdn definidos como en el caso de
conjuntos simpliciales.

Puesto que hay dos aplicaciones 8y, §; : A[0] — I (tantas como 0-simplices
tenga I), tenemos dos morfismos de grupos simpliciales 9y, 8; : (H.)! —
(H.)AP pero ((H.)20),, = Homsimp(set)(A[n] x A[0], H,) = H,. Utilizando
estas identificaciones puede probarse que dy y 0; estdn definidas por

(80),1(.'130, “en 71:71) = dn+1$n, (81)71(370, cee axn) = dOIO
Al igual que en conjuntos simpliciales tenemos ahora:

Proposicién 1.2.26. Sean f,, g, : Go — H, dos morfismos de grupos sim-
pliciales. Una homotopia de f, a g, es un morfismo h, : Go — H! verificando
que (8o) © he = go y (01) 0 he = f..

Si K, un conjunto simplicial estudiamos a continuacién el funtor (—)%e :
Simp(Gp) — Simp(Gp).

Supongamos que G,, H, € Simp(Gp) y sea g, : G. — HX+. Esto nos da
una aplicacién simplicial (a la que llamaremos g, en lugar de U(g.)) entre los
correspondientes conjuntos simpliciales subyacentes. Utilizando la adjuncién
que se tiene en conjuntos simpliciales entre los funtores (— x K,)  (—)%-
(ver proposicion 1.2.3), tenemos una aplicacién simplicial f, : G, x K, —
H,, es decir, para cada k € K,, tenemos f; : G, — H, verificando que
di(fx(2)) = far(diz) y s:i(fe(2)) = faik(siz).

El hecho de que la aplicacién g, no es una aplicacion simplicial cualquiera,
sino que es morfismo de grupos simpliciales se traduce en términos de las
aplicaciones fp como sigue:

Lema 1.2.27. Sean G,, H, € Simp(Gp), K. € Simp(Set) y sea g, : Go —
HE+ una aplicacién simplicial entre los correspondientes conjuntos subyacen-
tes. Sea fo: G. x K, = H, la aplicacion correspondiente por la adjuncidon
(— x K,) F (—)K-.

Entonces g. €s un morfismo en Simp(Gp) si y sélo si para cada k € K,
la aplicacion fi : G, — H, definida por fi(z) = fu.(z, k) es un morfismo de
grupos.
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Demostracion: Utilizaremos para ésto la proposicion 1.2.3.
Supongamos que g, es un morfismo en grupos simpliciales y sea k € Kp.
Entonces, Vz,y € G,

fez+ 1) = fulz +y, k) = ga(z + y) (K, Bn) = [gn(2) + 9 ()] (K, An) =
= gu(2)(k, As) + 9a(¥) (K, An) = fi(z) + fi(y)-

Reciprocamente, si fi es morfismo para cualquier £ € K, necesitamos ver
que para cualesquiera z,y € Gy, las aplicaciones simpliciales gn(z+Yy), (gnz +
gny) : K. x Aln] — H, coinciden. Para ello, sea (k,0) € Kn X Aln)m y
supongamos que podemos expresar 0 = sdA, donde s es una composicién
de degeneraciones y d una'composicién de caras. Entonces:

(gnz + gny)(k,0) = gnz(k,0) + gay(k,0) = fm(sdz, k) + fm(sdy, k) =

= fe(sdz) + fr(sdy) = fr(sd(z +y)) = fm(sd(z +y), k) = gn(z + y)(k, 0)
"]

Esto sugiere la siguiente:

Definicién 1.2.28. Sea G, € Simp(Gp) y K. € Simp(Set). Se define el
grupo simplicial G4 @ K, como sigue:

El grupo de n-simplices es [] (Gn)x donde (Gn)x = Gn, los operadores
kE€Kn

cara, di : [] (Gn) = ]I Gn-a, estdn definidos por la condicion diup =
ICGK" k’EKn—l
ug,kd; para cada k € K,, y las degeneraciones, s; : II (Gn) = I Gan

k€K K €Kni1
por la condicidn s;up = ussi, donde ui denota la inyeccion en el factor de

indice k.

Es facil ver que el objeto asi definido es un grupo simplicial. Mds atn, se
tiene definido un bifuntor

(— ® —) : Simp(Gp) x Simp(Set) — Simp(Gp)

Supongamos que tenemos un morfismo de grupos simpliciales f, : Go ®
K. — H,. Entonces, para cada k € K,, tenemos fx : Gn — Hy, definido
como la composicién Gn L, k!—ll( Gn _Jo, H, . Esto nos da una aplicacién
f:G.x K, — H,, tal que, que para cada k € Ky, la aplicacién f(—, k) :
G, — H, es morfismo de grupos. Fécilmente se ve que la condicion de que

f. sea simplicial es equivalente a que lo sea f. Como consecuencia tenemos:
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Corolario 1.2.29. Dados G,, H, € Simp(Gp) y K. € Simp(Set), eziste
una biyeccion entre los morfismos G, @ Ko — H, y las aplicaciones sim-
pliciales G, x K, — H, que al fijar la sequnda variable son morfismos de
grupos.

Corolario 1.2.30. Sea K, un conjunto simplicial. Entonces el funtor — ®
K. : Simp(Gp) — Simp(Gp) es un adjunto por la izquierda al funtor
(—)%+ : Simp(Gp) — Simp(Gp).

Puesto que HX+xLe = ([K+)L+ deducimos que Go @ (K, X L,) = (G, ®
K.)® L.

Notemos que si definimos el funtor — ® K, : Simp(Set) — Simp(Set)
de forma andloga a como lo hemos hecho en grupos (pero utilizando el copro-
ducto en la categoria de conjuntos), obtenemos exactamente el funtor — x K,,

ya que dados dos conjuntos X e Y, X x Y = [] X.
yeyY
Dados ahora G,, H, dos grupos simpliciales, se define el conjunto simpli-

cial Homgimp(cp)(Ge, He) como aquel que tiene como n-simplices las aplica-
ciones simpliciales f, : G, x A[n] — H, tales que al fijar la segunda variable
se tiene un morfismo de grupos, y los operadores cara y degeneracién se defi-
nen igual a como se hizo cuando se hablé de conjuntos simpliciales. Podemos
decir también utilizando el corolario 1.2.29 que el conjunto de n-simplices del
conjunto simplicial Homg;mpap)(Ge, He) €s Homsimp(cp)(G. ® Aln], H,).
Andlogamente al caso de conjuntos simpliciales, tenemos ahora:

Proposicién 1.2.31. Sean G,, H, € Simp(Gp) y K. € Simp(Set). En-
tonces existe una equivalencia natural:

HﬂSimp(Gp)(G' ® [{H HO) = iOmSimp(Gp)(G'ﬂ (HO)K.)

Notemos que dados dos morfismos

f-agﬂ & HomSimp(Gp)(Gh Hﬂ) = (HMSimp(Gp)(G'? H‘))O

una homotopia de f, a g, es un 1-simplice de Homg;mp(gp)(Ges He), ke, tal
que doks = fo y diks = g..

Tenemos entonces cuatro formas equivalentes de dar una homotopia de
feo a go, donde f,, g, : Go = H,:

1. Como una familia de morfismos &7 : G, — H,,1 < j < n, verificando:

dokt = fa-1do ik} =K di sii<j | sik}= kitlsi sii>j
dok? = gordn | dik? =Kk}7'd; sii>g | skl =kMfsi sii<j




2. Como una coleccién de morfismos h} : Gp — Hpi, 0 < 7 < n,
satisfaciendo las identidades:

d()}lg = fn dn+lhz = gn d,‘ll? = }L;-l__lId,' 811 & _]
sih; T =hlysi sii<j djp1hfyy = djnh}
sih? ' =hlsi.y sii>] d:h? = h} 'diy sii>j+1

3. Como un l-simplice ke € (Homg;mpcpy(Ges He) tal que do(ka) = fo
y di(ks) = g..

4. Como un morfismo h, : G, — H! que al componer con g, y 0; nos da
g. v fe respectivamente.

En este andlisis que estamos realizando sobre la categoria de grupos sim-
pliciales nos ocupamos finalmente de dos familias importantes de subcate-
gorias de Simp(Gp).

Para cada r > 0 consideramos la categoria Simp(Gp), de grupos simpli-
ciales r-reducidos. Esta es la subcategoria plena de Simp(Gp)formada por
aquellos grupos simpliciales G, tales que G, = 0 para ¢ < r (o equivalente-
mente, N,(G.) =0 g <), 0 si se quiere tales que tr"~'(G.,) = 0.

Obviamente existe un funtor (la inclusién) con dominio Simp(Gp): y
codominio Simp(Gp). Veamos que este funtor tiene adjunto tanto por la
derecha como por la izquierda.

Supongamos que tenemos G, € Simp(Gp),, H. € Simp(Gp) y f. :
G. — H.. Si componemos f, con el morfismo canénico H, — Cosk™ ' H,
obtenemos un morfismo G. — Cosk™ '(H,) que estd determinado por su
(r-1)-truncacién (basta recordar la adjuncién tr"~' + cosk™™'). Pero co-
mo tr""}(G,) = 0, el morfismo G, — Cosk™'(H.,) es el morfismo cero.
Deducimos entonces que f, factoriza a través de E.(H,) = Ker(H, —
Cosk™'(H,)). Tenemos entonces una biyeccion Homsimp(Gp)(Ge, He) =
Homsimp(Gp). (Ge, Er(H.)), lo que nos dice que el funtor E, : Simp(Gp) —
Simp(Gp), es adjunto por la derecha al funtor inclusion.

Es conocido que el funtor N, es exacto a izquierda y, por tanto se tiene
que N, (E,(H.)) = Ker[Ny(H.) — Ng(Cosk™'(H,)] de donde:

~y

Proposicién 1.2.32. Sea G, un grupo simplicial. Entonces:

0 sig<r-1
Ny(Er(G.) =4 Z.(G.) sig=r
Ny(G,) sig>r+1

Demostracion: Utilizando la proposicién 1.2.16, tenemos que calcular el
nicleo del siguiente morfismo de complejos de cadenas de grupos:
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¢ o= Np11Go —— NG, — Ny Gy — - - —= NG, — NG,

- o

0 Zr_lG.—>N,-_1G.——*"'—*NlG.——>N0G.

de donde se deduce facilmente el enunciado de la proposicion. ]

Como consecuencia se tiene:
Corolario 1.2.33. Sea G, € Simp(Gp). Entonces:

(BAG) ={ %y uesr !

De forma dual a la construccién de E, podemos definir el funtor L,
como L.(G.) = Coker[Sk"}(G.) — G.]. Obtenemos asi un funtor L, :
Simp(Gp) — Simp(Gp), que es adjunto por la derecha al funtor de inclu-
sién I : Simp(Gp), — Simp(Gp).

Es claro que LI = E,I = Idsimp(Gp), con lo que Simp(Gp), es una
subcategoria plena, reflexiva y correflexiva de Simp(Gp) y por tanto, los
limites y los colimites se calculan como en Simp(Gp).

Al igual que hemos definido la categoria Simp(Gp), podemos definir la
categoria Simp(Set), de conjuntos simpliciales r-reducidos como la subca-
tegoria plena de Simp(Set)formada por aquellos conjuntos simpliciales K,
tales que K, tiene un sélo elemento para ¢ <7 — 1.

La categoria Simp(Gp), es, como observamos anteriormente, la sub-
categoria de Simp(Gp) cuyos objetos tiene complejo de Moore trivial en
dimensién menor que 7. De forma complementaria (y en algin sentido dual)
se puede considerar, para todo n > 0 la subcategoria plena de Simp(Gp)
cuyos objetos tiene complejo de Moore trivial en dimension > n. Esta ca-
tegoria es usualmente denotada por n-Hypgd(Gp)pues coincide con la de
n-hipergrupoides de grupos en el sentido de Duskin-Glenn (ver [42]), y es
una subcategoria reflexiva de Simp(Gp). Para describir el adjunto por la
izquierda al funtor de inclusién necesitamos algunos resultados previos.

Lema 1.2.34. Sean G, € Simp(Gp), H, € n — Hypgd(Gp) vy f. : Go. —

H.. Entonces, siz € Bn(G.), fa(z) =0, ysiz € () d7(Bn(G.)), fati(z) =
i=0

0

I

Demostracion: La primera parte es trivial pues f,(z) € Bn(H.) y Bn(H.)

0. En cuanto a la segunda, también es facil, pues d; fn41(z) = fadi(z) =0, ya
que d;(z) € B,(G.,). Por tanto, fn41(z) € Npy1(H.), de donde fn4i(z) = 0.
|
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Lema 1.2.35. Sea G, € Simp(Gp) y supongamos que Np(G.) = Npp1(Go) =
0. Entonces A""1(G,) = Guy-
Como consecuencia, si G, € n — Hypgd(Gp), G. = Cosk™(G.)

Demostracién: Tenemos un morfismo de grupos ¥ : Gpy1 — A™HG,),
definido como ¥ (z) = (doz, . .., dn+17).

Es claro que 9 es inyectivo pues si z € Ker(¢), entonces € Npy1(Go) =
0.

Por otro lado sea (zg,...,Tn,Tny1) € A" (G,). Por ser G, de Kan,
existe r € Gny tal que diz = zj, 0 < i < n. Por otra parte, d;(d, 417 —
Tpy1) = dndiz — dpz; = 0, luego dy4 1T = Tny, lo que implica que Y(z) =
(Zoy .-y Tny1)- |

Proposicién 1.2.36. Sea G, € Simp(Gp). Definimos Pr(G.) como el si-
quiente grupo simplicial:

S0
S
_—
do

41| ——Cnt1r
cosk™ 7 ——> _Gp  ——> .
() 47 Ba(Ge) —— Ba(Ga) ——> -1 Gy Go
1=0 0

Entonces P, define un funtor P, : Simp(Gp) — n — Hypgd(Gp) que
es adjunto por la izquierda al funtor de inclusién J : n — Hypgd(Gp) —
Simp(Gp).

Demostracion: Sea G, € Simp(Gp) v H, € n — Hypgd(Gp), y sea f, :
G. — H.. El lema 1.2.34 nos dice que el morfismo tr"*!(f,) factoriza a
través de

dn dy
n G — s
A 47 Ba(Ga) m - G"_IT—?..‘ZQGITGO
=0 o o

G|n+l dn+1

Puesto que cosk™*(tr"*'(H,)) = H, (ver lema 1.2.35), obtenemos que
fo induce un morfismo P,(G,) — H,.

Es claro que Npi1(Pn(G.)) = 0, pues si £ € Npja(G.), diz = 0 y cla-
ramente 0 € B,(G,), luego z = 0. La proposicion 1.2.16 nos asegura que
P,(G,) € n — Hypgd(Gp). Hemos obtenido asi una aplicacion

HomSimp(Gp)(Gn J(HO)) - Homn—Hypgd(Gp)(Pn(G0)7 H-)

La inversa de esta aplicacién es obvia v asi se tiene que Py = J. |
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Dado un grupo simplicial G,, se deduce facilmente de la definicién que:

NJAG,) sig<n—1

N(PaG.) =1 gy sia=n
0 stqg>n—+1

lo que implica
| m(G.) sig<n
W"(P"G')—{ 0 sig>n+1

Recordamos ahora (ver [54]) dos funtores adjuntos G : Simp(Set); —
Simp(Gp) y W : Simp(Gp) — Simp(Set); que utilizaremos posterior-
mente.

Definicién 1.2.37. Sea G, un grupo simplicial. Se define su complejo cla-
sificador W(G,) como el siguiente conjunto simplicial:

- El conjunto de n-simplices (W (G.))n es:

(W(G-))O = {0}; (W(Go))n = Gp_1 X - X G X Gy
- los operadores cara son:

do(gn—l, e ,91,90) — (gn—:z, - ,gl,go)
di(gn—h . 790):(di—19n—1a ooy @1 Gn—it1, Gn—i—1 +doGn—i, Gn—i—2, - - - 790)
dn(gn—h <.y 01, gO) = (dn—lgn—l7 sy d292, dlgl)

- las degeneraciones son:

50(911—17 ce ,91,90) = (0, On-15---, gl,go)
Si(gn—la -5 01, go) . (Si—lgn—la v 39000~ 05 Gn—i—15 = » = 5,915 90)

La comprobacién de que W(G,) es un conjunto simplicial (reducido) y
de que es de Kan es rutinaria.

Definicién 1.2.38. Sea K, un conjunto simplicial reducido (es decir, 1-
reducido). Se define el grupo de lazos para K, como el grupo simplicial
GK,:

- (GK.,), es el grupo libre sobre K, mddulo la relacion sox = 0 para cada
z € K,,. Para evitar confusiones, si ¢ € K, 41, llamaremos T al mismo
elemento visto en (GK,)y.
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- Los operadores cara:
doT = dyx — dyx

diI-L: = d,‘_HI 1 2 1

- Las degeneraciones:
Sif = S5;+1T

Proposicién 1.2.39. El funtor G es adjunto por la izquierda al funtor W.

Demostracion: Construiremos, para cada K, € Simp(Set); y para cada
H, € Simp(Gp), biyecciones:

¢ : HomSimp(Gp)(GI(o; Ho) — HomSimp(Set)1 (I{o; W(H.))

¥ 1 Homsimp(set); (Key W(H.)) = Homsimp(cp)(GK., H.)
Sea f, : GK, — H,. Definimos (¢(fs))n : Kn = (Hn1 X --- X Hy) como

(d)(fO))n(k) = (fn—l(f)’ fn—2(dO—I)v SERY ) fo(dg_l.’l,')
Sea ahora h, : K, — W(H,). Definimos (¥(he))n : (GK.)n — H,

(V(he))n(Z) = gn

donde g, es la primera coordenada de h,4;(z).
La demostracién de que ¢(f,) y ¥ (hs) son simpliciales, de la naturalidad
de ¢ y 1, y de que son inversas la una de la otra es rutinaria. |

1.3 Grupoides simpliciales

Recordaremos a lo largo de esta seccién algunos hechos relevantes en la cate-
goria Simp(Gpd). que es la subcategoria plena de la de grupoides simplicia-
les Simp(Gpd) (i.e. la de objetos simpliciales en la categoria de grupoides)
formada por aquellos X € Simp(Gpd) cuyo conjunto simplicial de objetos
es constante.

Si X € Simp(Gpd)., X puede ser representado como un diagrama

P A /\ |
ST AR A w o oE GRANADA |
Os====() -~ 0 == ’"'”,,,.
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donde X; _>"j’ O son grupoides, y

X, =5 Xpy  Xo—> Xnii
| O T TR
O 0 O————=0

son funtores.
A los elementos de O los llamaremos objetos o vértices del grupoide sim-
plicial X. Dados A, B € O, llamaremos X,,(A, B) al conjunto de morfismos

A — B del grupoide X, #O y X(A, B) al conjunto simplicial de mor-

fismos de A en B. Si A = B tenemos que X (A, B) = X (A, A) es un grupo
simplicial, llamado grupo (simplicial) de automorfismos en A.

Si A € O, denotaremos 7;(X, A) al i-ésimo grupo de homotopia del grupo
simplicial X (A, A).

Notemos que si el conjunto O tiene sélo un elemento, lo que tenemos es
un grupo simplicial, luego la categoria de grupos simpliciales puede ser vista
como una subcategoria de Simp(Gpd)., de igual forma que la categoria de
grupos puede ser vista como una subcategoria de la de grupoides.

Dado que la categoria Simp(Gpd). no es la categoria de objetos simpli-
ciales sobre una categoria, en principio no se puede asegurar que sea cerrada
para limites y colimites. Sin embargo, supongamos que I es una categoria
pequena, y que tenemos un funtor D : I — Simp(Gpd).. Podemos ver el
funtor D como un funtor con rango Simp(Gpd) y, puesto que Simp(Gpd)
es completa y cocompleta (ya que Gpd lo es), es posible calcular tanto el
limite como el colimite de D, que sabemos que se calcula punto a punto.
Es facil ver, usando que el codominio de D es Simp(Gpd). y que tanto
los limites como los colimites en Gpd se calculan sobre objetos igual que
en conjuntos (no depende del conjunto de morfismos, sino solamente de las
aplicaciones que haya entre los objetos), que el limite y el colimite de D son
objetos de Simp(Gpd)..

Deducimos entonces que la categoria Simp(Gpd). es completa y cocom-
pleta y que los limites y colimites se calculan punto a punto.

Dado X € Simp(Gpd)., se define su complejo de Moore, N, X, analoga-
mente a como se hizo para grupos simpliciales, es decir, N, X es el siguiente
complejo de cadenas de grupoides

d,

N X NoX

sl

.................. O ———-OO O O




S
donde cada uno de los grupoides N, X __>_t’ O es la interseccion de los

niicleos (ver definicién 1.1.2) de los morfismos do,dy,...,dn1, ¥ dn es la
restriccion del mofismo d,,.

S
Notemos que NgX = Xy y que, para cada n > 1, NpX _Tl O es una
unién disconexa de grupos indizada en O, o dicho de otra forma, el conjunto
S
de componentes 7o( NnX —= O )=0.

Si tenemos ahora X € Tr"(Simp(Gpd).), podemos calcular cosk™(X) y
sk™(X), que en principio son solo objetos de Simp(Gpd). Pero, teniendo
en cuenta que cosk™(X) se calcula haciento limites en Gpd y sk™(X) ha-
ciendo colimites, que sobre los objetos éstos se calculan como en conjuntos,
v que cosk™ (O Q 0 0)ysk" (0O 0)
son el conjunto simplicial constante O, deducimos que cosk™(X) y sk™(z)
pertenecen a Simp(Gpd)..

Por tanto obtenemos dos funtores sk™, cosk™ : Tr"(Simp(Gpd).) —
Simp(Gpd)., y dos funtores Sk™, Cosk™ : Simp(Gpd). — Simp(Gpd). y
una situacién de adjuncién andloga a la de conjuntos y grupos simpliciales.

Definimos ahora un funtor, al que llamaremos grupoide libre, y que de-
notaremos F : Simp(Set) — Simp(Gpd)..

Definicién 1.3.1. (ver [81]) Sea K, un conjunto simplicial. Definimos F K,
como el siguiente grupoide simplicial:

- El conjunto de objetos es {0,1}

- Para cada dimension, (FK.)n${0,1} es el grupoide libre con un

generador x : 0 — 1 para cada z € K,. Es decir, si consideramos el
siguiente diagrama en grupoides:

{elle2r )

en el que f, es el funtor que asigna a los dos objetos de x [ [ * los objetos
“0” y “1” respecivamente del grupoide I, (FK,)n _i; O es el colimite

del anterior diagrama.
Los operadores cara y degeneracién estin inducidos por los de K,

Notemos que para K, € Simp(Set) y X € Simp(Gpd)., dar un morfis-
mo f : FK, = X es equivalente a dar dos objetos A, B de X que estén en
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la misma componente (salvo que K, sea el conjunto simplicial vacio) y una
aplicacién simplicial K, — X (A, B).

Para simplificar la notacién, llamaremos FA[0,0] al grupoide simplicial
con un sélo objeto, y sélo la identidad.

Recordamos ahora la extension de la adjuncién

G : Simp(Set); Simp(Gp) : W

a la adjuncién

G : Simp(Set) Simp(Gpd), : W

Definicién 1.3.2. (ver [31]) Sea K, un conjunto simplicial. Definimos GK,
como el grupoide simplicial que tiene como objetos el conjunto Ko, y en

dimension n, (GK.)n _>'f’ Ky es el grupoide libre con un generador T :

dods . .. dpi17 — didy . .. dyy1x para cada x € K, 1y, dividido por la relacion
S0 = Idm para cada z € K,. Los operadores cara estan definidos

doT = dyz o (doz)™"  di(T) = din1z, 1>1

y las degeneraciones

8T = §in1T

Definicién 1.3.3. Sea X € Simp(Gpd),. Definimos WX como el conjun-
to simplicial:

1) (WX)o=0
2)

(I/VxY)n = ‘Xn—-l s Xt )\rn_g s Xt ... 5 X¢ )(1 s Xt XO =

- {(gn_l,...,gl,g& /Yo = tla) }

Es decir, (WX), es el conjunto de sucesiones de morfismos

go 9 gn-2 gn—1
‘40—’—’.41—’""—"<n—1 ’An

3) Los operadores cara estin definidos:

'dO(gn-—ly DRI gO) = (gn—?, e ,gls gO)
‘di(gn—la e ,go) = (di—lgn—l, ce ydlgn—i+l»d09n—i'gn—i—ly On—i—2y--+» go)
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'dn(gn—la oo )QO) = (dn-—lgn—lv o 7d2927 d]gl)

9n-2 gn—1
s A, 1 — A, es un elemento de

. . g0 9
es decir, si A Ay

(W X),, su imagen por dy es

Ay gO*Al 91 9n-3 A, In—2 A
pord;, 1<i1<n-—1

g0 9n—i-2 dogn-ign—i-1
Ag — Ay o Apicg—>Apic1 ———

dogn—ign—i—1 di1gn—i+1 gn—1
———— Ap_iy1 — Aniy2 « A == Ay
y por d,

dig1 d292 dn—2gn-2 dpn—19n-1
A, Ay s Ay — Ag

4) Las degeneraciones:

- 50(gn-15---591,90) = (Ideg, 1, 9n-1, -, 91, 90)
- Si(gn—l, .- ,91,90) = (Si—lgi—la -+ -3509n—1, Idsgn_,'rgn—i—lv e ,90)

. . 90 9 i bk
es decir, la imagen de A Ay : An—1 = An por s
es
90 g1 gn—2 gn-1 fd4
Ao Ay = Ap_1 —> A, >~ A,
Y por s;
. Ids .
90 gn—i-1 y n—1
Ay > Ay ~An_il A,
Idas, _,; S09n—i Sign-1
An—-i An-—i+l ....... ‘471_1 —— An

Igual que en el caso de grupos simpliciales y conjuntos reducidos, se de-
muestra que estos dos funtores son adjuntos.

Proposicién 1.3.4. El funtor G : Simp(Set) — Simp(Gpd). es adjunto
por la 1zquierda al funtor W.

Demostracion: Al igual que en la proposicion 1.2.39, definiremos uinicamente
las biyecciones

¢ : Homsimp(Gpa). (GKe, X) = Homsimp(set) (Ke, WX)

¥ : Homsimp(set)(Ke, WX) = Homsimp(Gpa). (GK., X)
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para cada K, € Simp(Set) y cada X € Simp(Gpd)..
Sean K, € Simp(Set), X € Simp(Gpd). y f: GK, = X.

(¢(f))n(k) = (fn~l(f)afn—2(m)7' # "fO(dg_l*'E)’ n Z 1

(¢(f))o se define de manera obvia.
Sea ahora h : K, — W X. Entonces definimos ¢ (h):
- Sobre objetos se define como Ay
- Sobre morfismos

(%(7))a(T) = gn

donde g, es la primera coordenada de h, (). |

Al igual que en el caso de grupos simpliciales, para cada n > 0, podemos
considerar ahora la subcategoria plena de Simp(Gpd). formada por aque-
llos objetos X tales que N,(X) contiene sélo identidades para ¢ > n + 1,
(es decir, N,(X) = O, ¢ > n+ 1) y que la denominaremos Tp)(Gpd).
Esta es una subcategoria reflexiva de Simp(Gpd)., y el funtor reflector
P, : Simp(Gpd). — Ty(Gpd) se define en términos semejantes al que se
definié en grupos simpliciales.

1.4 Categorias de modelos de Quillen: Ejem-
plos y construcciones

Ofrecemos en esta seccién la axiomadtica que usualmente se maneja de ca-
tegoria de modelos cerrada (ver [59]), algunos ejemplos importantes de este
tipo de categorias y las construcciones homotépicas mas notables que en ellas
se puede realizar

1.4.1 Axiomatica y ejemplos

Definicién 1.4.1. (ver [59]) Sea C una categoria. Diremos que en C tene-
mos una estructura de modelos cerrada, o que C es una categoria de modelos
cerrada, si en C tenemos distinguidas tres familias de morfismos, llamados
fibraciones, cofibraciones y equivalencias débiles, satisfaciendo los siguientes
ariomas:

CM1) C es cerrada bajo limites y colimites finitos.

CM2) Para cada par de morfismos f, g tales que exista g f, si dos de los tres
siguientes morfismos f, g ¢ gf son equivalencias débiles, también lo es
el tercero.
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CM3) Las fibraciones, cofibraciones y equivalencias débiles son cerradas bajo
retractos.

CMJ) Axioma de levantamiento Los morfismos que son a la vez fibra-
ciones y equivalencias débiles son los que tienen la RLP con respecto
a las cofibraciones y los que son a la vez cofibraciones y equivalencias
débiles son los que tienen la LLP con respecto a las fibraciones.

CM5) Axioma de factorizacién Todo morfismo f en C puede factori-
zarse como f = pi y f = qj, donde p y q son fibraciones, 1 y j son
cofibraciones e i y q son equivalencias débiles.

Una axiomadtica equivalente puede verse en [58].

Es usual denominar fibraciones triviales a aquellos morfismos que son a
la vez fibraciones y equivalencias débiles, y cofibraciones triviales a los que
son cofibraciones y equivalencias débiles. Asimismo, un objeto X € C se
dice fibrante si el morfismo X — * es una fibracién y se dice cofibrante si el
morfismo ) — X es cofibracién, donde * y ) denotan el objeto final e inicial
respectivamente en la categoria C.

Damos ahora algunos ejemplos de categorias en los que se tiene definida
una estructura de modelos:

Ejemplo 1

La categoria Top de espacios topoldgicos es una categoria de modelos
cerrada con la siguiente estructura (ver [38]):

- Las fibraciones son las fibraciones en el sentido de Serre, es decir, una
aplicacion continua f : X — Y es una fibracion si siempre que tengamos un
diagrama conmutativo

Dn——>‘\'

of |

D, xI—Y

existe levantamiento, donde D,, denota el disco unidad, I el intervalo unidad,
e 1y es la aplicacién definida por io(z) = (z,1)

- Las equivalencias débiles son las equivalencias homotépicas débiles, es
decir, aquellas aplicaciones f : X — Y tales que f induce una biyeccion entre
el conjunto de arco-componentes de X v Y y paracadan > 1y zo € X, el
morfismo de grupos m, (X, zo) — 7 (Y, f(20)) es un isomorfismo.

- Las cofibraciones son las aplicaciones que tiene la LLP con respecto a
las fibraciones triviales. '

En esta categoria todo objeto es fibrante y la clase de los objetos cofi-
brantes contiene a los CW-complejos.
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Se tiene también una estructura de modelos si consideramos la categoria
de espacios topolégicos punteados.

Ejemplo 2

La categoria Top soporta otra estructura de modelos (ver [63]) en la que:

- Las fibraciones son las aplicaciones que tienen la RLP con respecto a
las aplicaciones 75 : X — X x [ para cualquier espacio X.

- Las cofibraciones son las aplicaciones cerradas que tienen la LLP con
respecto a 9y : Y! — Y dada por 9y(f) = f(0).

- Las equivalencias débiles son las equivalencias homotopicas.

Ejemplo 3

Una categoria estrechamente relacionada con Top es la categoria de con-
juntos simpliciales. Esta relacién viene dada por la existencia de un par de
funtores adjuntos, el complejo singular total S : Top — Simp(Set) y su
adjunto por la izquierda, el funtor realizacién geométrica | | : Simp(Set) —
Top (ver [54])

Algunas propiedades resaltables de estos funtores (aparte de que son ad-
juntos) son:

- Si K, € Simp(Set), |K.| es un CW-complejo, que tiene una n-celda
por cada n-simplice no degenerado de K,. Como ningin 0-simplice es
degenerado, por cada 0-simplice 7o € K, tenemos un punto zo € |K.|

- S(X) es siempre un conjunto simplicial de Kan.
- S(X)O = X
& ’/Ti(S(X), .'L'()) = ’ﬂ'i(X,.'Eo)

- Si K, es de Kan, m;(K,, o) = m;(|K.|,zo). Esto ultimo sugiere definir los
grupos de homotopia de un conjunto simplicial que no sea de Kan L,,
como los grupos de homotopia de su realizacién geométrica. Notemos
que 7;(La, o) = 7i(S|Le|, zo)-

A partir de esta adjuncién podemos decir como estd dada la estructura
en Simp(Set):

- Las fibraciones son las fibraciones de Kan

- Las equivalencias débiles son los morfismos f, tales que |f,| es una equi-
valencia homotépica débil en Top o, si se quiere, los morfismos f, : K, — L,
tales que 7o(K,) — mo(L.) es una biyeccion y m;(K., zo) — 7i(Le, foZo), 7 >
1 son isomorfismos.

- Las cofibraciones son las aplicaciones inyectivas. :

Notemos que |A[n]| & D" (en particular, |I| = I) | A [n]| @ S* 1ty
|Aln, k]| = S*~!—D™"! = D!, Deducimos entonces que dado un morfismo
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f : X — Y en Top, f es una fibracion (resp. equivalencia débil) con la
estructura del ejemplo 1 si y sélo si S(f) lo es en Simp(Set).

Esta estructura es védlida también para la categoria de conjunto simpli-
ciales punteados.

Esta estructura puede ser generalizada (ver [59]) a la categoria de conjun-
tos simpliales r-reducidos, Simp(Set),, r > 0, considerando como cofibra-
ciones las aplicaciones inyvectivas, como equivalencias débiles los morfismos
que son equivalencias débiles en Simp(Set), y las fibraciones los morfismos
que verifican la condicién de ser una fibracién de Kan en dimensiones mayores
o iguales que r+1.

Ejemplo 4

Un cuarto ejemplo de categoria de modelos es la categoria de grupos
simpliciales. En esta categoria las fibraciones son las fibraciones de Kan (es
decir, aquellos morfismos f, tales que U(f,) es una fibracién de conjuntos
simpliciales. Las equivalencias débiles son los morfismos f, para los que
74(fs) es un isomorfismo, ¢ > 0. Las cofibraciones son las aplicaciones libres
(y sus retractos).

Recordemos que un morfismo f, : G, — H, de grupos simpliciales, se dice
que es una aplicacién libre (ver [58]) si existen subconjuntos U, C H, para
todo ¢ > 0, cerrados bajo degeneraciones y tales que el morfismo f, + g, :
G, FU, — H, sea un isomorfismo para todo ¢, donde g, es el morfismo
inducido por la inclusién U, < H,. Una tal aplicacién libre la denotaremos
fo:Ge— G.]] FU..

Un grupo simplicial G, se dice que es libre si el morfismo 0 — G, es una
aplicacion libre, es decir, si para cada ¢, G4 es un grupo libre y las bases son
cerradas bajo degeneraciones (ver [29]).

Los grupos simpliciales cofibrantes son los libres, mientras que todo grupo
simplicial es fibrante.

La estructura de Simp(Gp)estd muy relacionada con la de Simp(Set),
via la adjuncién G = W (ver proposicién 1.2.39), puesto que f, : Go — H,
es una fibracién (resp. equivalencia débil) si y sélo si W(f.) lo es.

Notemos que aqui las fibraciones estan caracterizadas como los morfismos
que tiene la RLP con respecto a FA[n,n] — FA[n], n > 1, y utilizando el
lema 1.2.25 puede probarse facilmente que un morfismo f, es una fibracién
trivial si y sélo si tiene la RLP con respecto a F' A [n] & FA[n], n > 0.
Puede demostrarse también que f, es una fibracién trivial si y sélo si N,(f.)
es sobreyectivo y m,(Ker(f.,)) = 0 (ver [58]).

Ejemplo 5

La categoria Gpd soporta también una estructura de modelos, con la
estructura definida como sigue:
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Supongamos que G : X —j>’ OyH: X' —-—j—l O’ son dos grupoides y

que f : G — H es un morfismo entre ellos. Entonces:

- f es una fibracién si para cada B € O y cada y € X'(A, fo(B)), existe
z € X(A', B) tal que f,(z) = y es decir, f es una fibraciéon de grupoides (ver
[45)).

Notemos que si consideramos G y ‘H como conjuntos simpliciales trunca-
dos, la condicién de que f sea una fibracion de grupoides es equivalente a
que en el diagrama:

E==0

N

S
X’—tl o'

se verifique la condicién de Kan.

- f es una equivalencia débil si es una equivalencia de categorias

- f es una cofibracion si tiene la LLP con respecto a las fibraciones tri-
viales.

Notemos que f es una fibracion si y sélo si f tiene la RLP con respecto al
morfismo * < I, y una fibracién trivial si y sélo si tiene la RLP con respecto
al = xy*[[*x— L

Ejemplo 6

La categoria Simp(Gpd). tiene una estructura de modelos cerrada (ver
[31]), donde la estructura viene dada en funcién de la estructura de Gpd y
la de Simp(Gp).

Si X, X' € Simp(Gpd). y f: X = X', f es una fibracién (resp. equi-

valencia débil) si la aplicaciéon inducida entre los grupoides Xj __+"‘j’ Oy

X, $ O' es una fibracién (resp. equivalencia débil), y para cada A € O,

el morfismo X (A, A) — X'(f(A), f(A)) es una fibracién (resp. equivalen-
cia débil) de grupos simpliciales y f es una cofibracién si tiene la LLP con
respecto a las fibraciones triviales.

Se verifica que f es una fibracién si y sélo si f tiene la RLP con respecto
a FA[n,k] — FA[n], n>0, 0 < k <n,yque f es una fibracién trivial si
y s6lo si f tiene la RLP respecto a F A [n] = FAln], n >0,y FA[0,0] —
F A o).

Esta estructura esta relacionada con la estructura de conjuntos simplicia-
les via la adjuncién G + W (ver seccién 1.3) de la misma forma que lo estan
las de grupos simpliciales y conjuntos simpliciales reducidos.

Ejemplo 7
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Un ejemplo trivial de categoria de modelos cerrada es el de una categoria
finitamente completa y cocompleta en el que todo morfismo es fibracion y
cofibracién y las equivalencias débiles son los isomorfismos.

Si observamos, en los ejemplos que hemos citado, las fibraciones (tri-
viales) aparecen como los morfismos que tiene la RLP con respecto a una
familia de morfismos. Los dominios de estos morfismos tiene una propiedad
comin que permite en muchas ocasiones utilizar el mismo tipo de argumento
para demostrar que se verifican los axiomas CM4 y CM5 (ver [60] para un
tratamiento general). Resaltamos ahora esta propiedad.

Definicién 1.4.2. Sea C una categoria y X un objeto de dicha categoria.
Diremos que X es secuencialmente pequenio si para cualquier sistema directo
{Yn, Jn: Yo = Yayitnen, (es decir, un funtor (N, <) — C) se verifica que
Homcg(X, 1i_r’n Ya) = li_r*n(Homg(X, ¥a))

Analicemos a continuacién cuales son los objetos secuencialmente pe-
quenos en algunas categorias:

1. La categoria de conjuntos.

Recordemos que en esta categoria, si tenemos un sistema directo

Jo J Jn-1 Jn i Jn+41
Yo Y e Y, n+1

o0

el limite directo Y, es el conjunto [] Y; (es decir, la unién disjunta de
n=0

ellos) médulo la relacién de equivalencia generada por zRj,(z), donde

z € Y,. Notemos que si cada una de las aplicaciones j, son inclusiones,
el limite directo es exactamente la unién de todos los conjuntos Y,.

En este caso, los conjuntos secuencialmente pequenos son los conjuntos
finitos. En efecto, si X = {zj,...,zx} es un conjunto finito y tomamos
una aplicacién f : X — Y, tenemos que f(z;) € Y,,. Tomando n =
mazx{n,,...,nx}, tenemos que f factoriza a través de Y, de donde f €
li_gn(H om(X,Y,)). Con esto demostramos que la aplicacién canénica

¥ lim(Hom(X,Y,)) = Hom(X,limY,) es sobreyectiva.

Supongamos que tenemos ahora f,g € lim(Hom(X,Y,)) tales que
-

¥(f) = ¥(g). Esto quiere decir que tenemos f : X = Y, yg: X = Yy
(suponemos n < m) tales que ¢,f = g¢mg donde ¢, : Y, — Y. es
el morfismo canénico, o sea, para cada z; € X, f(z) y g(z) son
iguales “en el limite”, o lo que es lo mismo, existe ¢; > m tal que
Jng f(Zi) = Jmaq.9(xi) donde jng = Jo,_, - - -Jnt+1Jn. Claramente, al ser
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X finito, existe k tal que jrxf = fmig, lo que nos dice que f = g
(vistas en lim(Hom(X,Y,)).

Reciprocamente, si X es infinito, existen X,, C X tales que X,, C X, 4;
o0

vy U X, = X, de donde X = lim X,,. Es claro que Idx : X — X no
n=0 —+

factoriza a través de ningin X,,.

. La categoria de grupos

En este caso los objetos pequenios son los grupos finitamente generados.
Basta tener en cuenta que si se tiene un sistema dirigido en la categoria
de grupos

ho hy hn—1 hn hnt1
Gy b B B g B

el limite directo se calcula “igual” que en conjuntos, es decir, se calcula
el limite directo del sistema anterior olvidando la estructura de grupo.
El conjunto resultante tiene una estructura de grupo inducida por la
de los grupos G, y los morfismos h,. Ahora se razona igual que en el
ejemplo anterior.

. La categoria de grupoides.

En esta categoria los objetos secuencialmente pequenos son los gru-
poides con un conjunto finito de objetos y tales que el conjunto de
morfismos es finitamente generado. La demostracion de este hecho es
facil, ya que los objetos y los morfismos del limite directo de un siste-
ma dirigido de grupoides es el limite directo (calculado en conjuntos)
de los sistemas dirigidos de los conjuntos de objetos y de morfismos
respectivamente.

4. La categoria de conjuntos simpliciales.

Los conjuntos simpliciales secuencialmente pequenos son los conjuntos
simpliciales finitos i.e., los que tienen solamente un nimero finito de
simplices no degenerados (es decir, aquellos con un conjunto finito de
simplices que genera todo el conjunto simplicial). Esto es consecuencia
de que una aplicacién simplicial estd determinada por la imagen de
los simplices no degenerados y de que los limites directos en conjuntos
simpliciales se calculan dimensién a dimension.

En particular deducimos que A[n], A [n] y A[n, k] son secuencialmente
pequenos.
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La categoria de grupos simpliciales.

Los objetos secuencialmente pequefios son los grupos simpliciales G,
que admiten un conjunto finito de simplices que generan G, en el sen-
tido de que el menor subgrupo simplicial de G, que contiene a tal
conjunto es G,

Por tanto, FA[n], F A [n] y FA[n, k] son secuencialmente pequenos.

La categoria de grupoides simpliciales.

Los objetos secuencialmente pequenos son los grupoides simpliciales
finitamente generados.

Al igual que para grupos simpliciales, tenemos que FA[n], F A [n] ¥
FAln, k] son secuencialmente pequenos.

La categoria de espacios topoldgicos.

No diremos exactamente quienes son los espacios topoldgicos secuen-
cialmente pequenios. Veremos que si tomamos una clase especial de
sistemas directos (aquellos en que los morfismos j, : Y, — Y541 son
inclusiones), entonces (bajo algunas condiciones) los objetos para los
que se verifica la condicién de ser secuencialmente pequeno son los es-
pacios secuencialmente compactos (si partiéramos de sistemas dirigidos
generales, tendriamos los espacios compactos)

Recordemos que dado un sistema directo en la categoria Top

s, Jo Ji Jn-1 <, Jn_ v, Jn+1
Yo Yy Y, n+1

el limite directo es el conjunto Y, (calculado en la categoria Set) con
la topologia final para la familia de aplicaciones ¢, : Y, — Y (es decir,
A C Y, es abierto si y sélo si g, '(A) es abierto en Yy, Vn).

Lema 1.4.3. Sea Y € Top. Supongamos que Y es Ty y sean Y, C Y
o0
tales que Y, C Yni1, Y = U Ya vy se verifica que A CY es abierto si y

n=0
sélo si ANY,, es abierto para todo n (es decir, Y = limY,). Entonces,
—

dado K CY compacto, existe n € N tal que K C Y.

Demostracién: Supongamos que para todo n, K ¢ Yj, es decir, para
cada n € N existe z, tal que z,, € K y z, ¢ Y.

Puesto que z, € K y K es compacto (de hecho utilizamos tinicamente
que K es secuencialmente compacto), tenemos que z, — x para algin
z € K. En realidad, es una parcial suya la que converge.
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Es claro que dado m € Ny n > m, z, ¢ Y, pues si z, € Y, entonces
z, € Y,. También es claro que existe my € N tal que = € Y,,,, luego si
n > mg se tiene que z, # = (si T, = T entonces z, € Y, C Y,).

Sea U un abierto que contiene a x, es decir, Y N'Y, es un abierto en
Y,. Veamos que V = U — {Zmy, Tmo+1,--- } € un abierto, para lo cual
debemos ver que VNY, es abierto.

VY, = U = {Zag, Bingads - NN Ya = UA Y, — {5054

Por lo dicho anteriormente, deducimos que

VNY,=UNY, —{Tmgs---»ZTn-1}

Como Y es Ti, Timg,---,Tn—1 son cerrados, luego {Tmy,-..,Tn-1}° €s
abierto, de donde

UNYy —{Tmgs -, Tn1} =UNY, N {Z g, - .., ZTn_1}° es abierto en Y.

Deducimos por tanto que V es un abierto en Y que contiene a z. Si
ésto fuera asi, como z, — z, deberia existir m; tal que si n > m; el
elemento z,, estuviera en V, lo cual es absurdo.

Por tanto, debe existir n tal que K C Y;,. |

Por tanto, si K es un compacto, tenemos un sistema directo
Y(jQ )/1 g g Yn gYn+1 g

y una aplicacién continua f : K — limY,, como f(K) es compacto, f
—

factoriza a través de algun espacio Y.

Mds adelante, en la demostracion de algunos teoremas veremos la utilidad

de los objetos secuencialmente pequenos.

1.4.2 Teoria de homotopia en una categoria de mode-

los

Cuando a una categoria se le dota de una estructura de modelos cerrada, el
objetivo es hacer “teoria de homotopia” en ella. En una categoria de modelos
cerrada se puede hablar de homotopias entre aplicaciones, cilindras, arcos,
suspensiones, lazos, etc., y se puede construir la categoria de homotopia aso-
ciada, que se obtiene, o bien localizando respecto a la clase de equivalencias
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débiles o bien dividiendo por la relacion de homotopia. Precisemos un poco
mas estos conceptos y construcciones (ver [58])
De ahora en adelante, C denotard una categoria de modelos cerrada.
Dado X € C, un cilindro para X es un objeto X x [ junto con una
factorizacién del morfismo codiagonal V : X [[ X — X de la forma

XX x x 1-Z+ X

donde iy + 7; es una cofibracién y o es una equivalencia débil. Dualmente,
un espacio de arcos o cocilindro para un objeto Y € C es un objeto Y/ junto
con una factorizacién del morfismo diagonal A : Y — Y x Y de la forma

90,0
y = y1 2%y vy

donde s es una equivalencia débil y (9, d;) es una fibracién.

Notemos que en la categoria Top, con la estructura de Quillen, dados
dos espacios topoldgicos X,Y (X cofibrante), el espacio producto X x I es
un cilindro para X v el espacio Y! de aplicaciones continuas I — Y es un
espacio de arcos para Y.

El hecho de tener un cilindro (resp. espacio de arcos) permite medir
homotopias. Asi una homotopia por la izquierda (resp. por la derecha) entre
dos morfismos en C f,g: X — Y, es una aplicacién k : X x I — Y (resp.
h:X — YT) tal que kig = f y ki, = g (resp. doh =gy dih = f).

Es claro que ambos conceptos coinciden con el concepto de homotopia
usual en espacios topolégicos.

Las relaciones de homotopia por la derecha y por la izquierda no son en
general de equivalencia. Si lo son cuando X es cofibrante e Y es fibrante, en
cuyo caso, ademas, coinciden.

Si nos quedamos con los objetos que son a la vez fibrantes y cofibrantes y
como morfismos entre dos objetos X e Y tomamos las clases de homotopia de
morfismos X — Y, obtenemos una categoria (es facil ver que la composicion
en C induce una composicién bien definida entre las clases de homotopia de
morfismos) que se conoce como la categoria de homotopia de C asociada a
la estructura de modelos en cuestién, y que se denota Ho(C).

Esta categoria (o una equivalente a ésta) puede también obtenerse locali-
zando, en el sentido de Gabriel-Zisman (ver [40]), la categoria C con respecto
a la clase de las equivalencias débiles (es decir, invirtiendo tales morfismos).

Cuando la categoria C es punteada, se pueden definir un par de funtores
adjuntos X : Ho(C) Ho(C): Q.

Para definir X se toma un cilindro para X, X x I y se calcula la cofibra
del morfismo iy + 4, : X [[ X = X x I. Puesto que el cilindro de un objeto
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no es tinico, ¥X no es tnico, pero esta determinado salvo equivalencia débil.
Por tanto, en la categoria de homotopia esta determinado salvo isomorfismo.
Analogamente se define QY como la fibra del morfismo (9p,9;) : Y/ = Y xY
donde Y7 es un espacio de arcos para Y.

Ademis, para cada X € Ho(C), "X es un objeto cogrupo y "X es un
objeto grupo, en el sentido de-que tenemos-funtores

Ho(C) Gp Ho(C) Gp
Yr—>H0mHo(g)(E"X,Y) Y —— Homyo(g)(Y, QnX)

La categoria de homotopia asociada a C junto con estas estructuras que
hemos recordado de forma breve como son los funtores lazo y suspension y
también las familias de sucesiones fibracién y cofibracién, constituyen lo que
Quillen denomind la teoria de homotopia asociada a la estructura de modelos.

El siguiente teorema, probado por Quillen en [58], proporciona un criterio
para saber cuando dos categorias de modelos relacionadas por un par de
funtores adjuntos tienen teorias de homotopia equivalentes en el sentido de
que las categorias de homotopia sean equivalentes y esta equivalencia preserve
la estructura extra aludida.

Teorema 1.4.4. ([58]) Sean C y C' dos categorias de modelos cerradas co-
nectadas por dos funtores adjuntos

C':R

L:C

Supongamos que el adjunto a derecha (R) preserva fibraciones y equiva-
lencias débiles entre objetos fibrantes, y que el adjunto a izquierda preserva
cofibraciones y equivalencias débiles entre objetos cofibrantes. Entonces L y
R inducen una adjuncién entre las categorias de homotopia

L: Ho(C) Ho(C'): R

Si ademds se tiene que un morfismo LX — Y es equivalencia débil si y sélo
si lo es el correspondiente morfismo X — RY para cualesquiera X € C
cofibrante e Y € C' fibrante, entonces la unidad y counidad de la adjuncion
inducida son isomorfismos, y por tanto, se tiene una equivalencia entre las
categorias de homotopia.

Si ademds C y C' son punteadas, se tiene, no sélo una equivalencia de
categorias, sino una equivalencia de teorias de homotopia i.e. la equivalencia
preserva los funtores suspension y lazo y las sucesiones fibracion y cofibracion.
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1.4.3 Algunas construcciones en la teoria de homo-
topia de conjuntos y grupos simpliciales

Resaltaremos en este paragrafo algunas construcciones en la teoria de homo-
topia de Simp(Set)y Simp(Gp)que nos seran de utilidad a lo largo de la
memoria.

En el caso de espacios topolégicos las construcciones anteriores son clasi-
cas en la teoria de homotopia de espacios.

Si tenemos ahora K, € Simp(Set), entonces K, x [ es un cilindro para
K.y K! es un espacio de arcos cuando K, es un conjunto simplicial de Kan
(es decir, fibrante).

Notemos ademaés que la adjuncién

| | : Simp(Set) Top : S

verifica las hipétesis del teorema 1.4.4, y por tanto, las categorias de homo-
topia Ho(Simp(Set)) y Ho(Top) son equivalentes.

Supongamos ahora que G, es un grupo simplicial cofibrante (es decir, li-
bre). Veamos que G,®]I es un cilindro para G,. Sea iy : G, = G.®I la aplica-
cién dada por (ig)n = u(1y (es decir, la inclusién correspondiente al n-simplice
(1) € I) e 4, la inclusién correspondiente al n-simplice (0). Es facil compro-

bar que i + i; es una cofibracién ((G. ® I), = G, [[Gn]] 1 G.],
7#(0),(1)

y como G, es libre, esta ultima parte es también libre). Veamos que o :

G.®1 — G, es una equivalencia débil, donde o es la aplicacion definida por

onu, = Idg,, Vn € N, V7 € I, para lo cual veremos que o tiene una inversa

homotdpica; ésto junto con la proposicion 1.2.15 nos dard lo que buscamos.
Es claro que oig = 0i; = Idg,. Veamos que g0 es homotdpico a Idg, -
Consideramos el 1-simplice de I ((0,0,1),(0,0,1)); se tiene que

dO((Ov 07 1) (007 1)) = (O’ 1) = Al y dl((o’o’ 1)7 (0’0= 1)) = (0)

Pero un 1-simplice de I’ es una aplicacién simplicial I — I, o equiva-
lentemente, una aplicacién simplicial I x I — I. Esta aplicacion simplicial
induce una aplicacion G,® (I xI) = G,®I,y como G.®(IxI) = (G.®I)®I,
tenemos una aplicacién k, : (G. ® I) ® I — G, ® I y podemos comprobar
que d;(k,) = 110 y que do(k.) = Idg.er, es decir, k, es una homotopia entre
i10 e Idg,or- Con ésto probamos que ¢ es una equivalencia homotépica y,
por tanto, una equivalencia débil. :

Notemos que si tenemos G,, H, € Simp(Gp) y k. : G, ® I — H,,
entonces k,ig = dy(k.) ¥y kety = do(k.).
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Para cualquier grupo simplicial H, (que es fibrante), el grupo simplicial
H! es un espacio de arcos para H,. En efecto, tenemos el morfismo s : H, —
H! definido por s(z) = (soz,...,s,z) que es una equivalencia débil. De
hecho es una equivalencia homotdpica, lo cual se demuestra igual que en el
caso anterior.

Para ver que (y,d;) es una fibracién, sean (z,y) € N,(H, x H,) =
N,(H.,)x N,(H.). Entonces tenemos que (y, ,0,...,0,—) € Arti(H.,),y co-
mo H, es de Kan, existe 7o € H,; tal que dozo = vy, d1z9 = 2, dizg =0, 2 <
i < n. El elemento (zg, 512, . .., 5,7) € No(H!) y (8, 01)(z0, 512, - . ., $nZ) =
(dps15n2, doxo) = (Z,9)-

Por tanto, en grupos simpliciales, la relacién de homotopia que teniamos
definida (ver seccién 1.2.3) coincide con la relacién de homotopia por la iz-
quierda y por la derecha (cuando el dominio es un grupo simplicial cofibrante)
que se deduce de la estructura de modelos.

Estudiemos brevemente el funtor de lazos 2. Recordemos que para calcu-
lar QH, se tomaba la fibra (es decir, el nicleo) del morfismo (8o, d,) : H —
H, x H,; por tanto, tenemos que

diz; = diTi_,
(QHO)H = (107 <o ,.’13,1) € (I{n-}-l)rH’l / dO:EO =0

dn-{—lxn =0

El funtor  puede ser descrito como sigue. Sea H, un grupo simpli-
cial y sea PH, = Ker(dy). Es claro que dy es una fibracién (pues tanto
(0o,0,) : H — H, x H, como la proyeccion H, x H, — H, lo son) y una
equivalencia débil (pues s es una inversa homotépica). Entonces 9y es una
fibracién trivial, lo que nos dice que 7,(PH,) = 0,q > 0 (ver Ejemplo 4 de la
seccién 1.4.1). Tenemos entonces que 0, : PH, — H, es una fibracién cuya
fibra es exactamente QH,. Como el funtor N, es exacto a izquierda y 0, es
una fibracién tenemos una sucesion exacta corta de complejos de cadenas de
grupos (salvo en dimensién 0)

0 — N,(QH,) > N,(PH,) — N.(H,) = 0
que conduce a una sucesién exacta larga en los grupos de homotopia
oo ——> Tny1 (PH,) — Ty (Hy) —> 1, (QH,) —> o (PH,) — - -
y puesto que 7,4 (PH,) = m,(PH,) = 0 deducimos que
mo(H,) = 71 (QH,) YV > 1.

Por otra parte, en [29] se define, para un grupo simplicial H,, su grupo
de lazos 'H, de forma diferente. Recordemos como esta definido Q'H,.
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Si H, € Simp(Gp), se define P'H, como el grupo simplicial cuyos n-
simplices vienen dados por:

(P'(H))n={z € Hyy1 [ dy...dpy1z =0}

y los operadores d; y s; son la restriccion de d;_; v Siy1.

Las aplicaciones dy : (P'H,), — H, inducen un morfismo simplicial d :
P'H, — H, que claramente es fibracion y Q' H, es por definicién la fibra de
dg, es decir,

(VH)n = {2 € Huyr / di ...dns1z =0, doz = 0}

Se comprueba que 7;(P'H,) = 0 Vi > 0, v un razonamiento andlogo al
que acabamos de usar nos permite afirmar que 7,(H,) = 7,1 (' H,) Vn > 1,
aunque, un calculo directo, nos muestra que N, (H,) = N, (¥H,), n > 1
lo que implica la afirmacién anterior.

Por tanto, los grupos de homotopia de QH, v 2'H, son isomorfos. Veamos
que existe una equivalencia débil ¢, : Q'H, — QH, y para ello definimos
v. : P"H, — PH, como sigue:

on(z) = (z0,.-.,Z,) donde g = T y z; = s;_1dizi—1, t > 1. Se deduce
facilmente que

diz; = disi_1diziy = diziy

y ademas,
dn+1$n = dn+15n«-1dn$n—l = Sn—ldndnxn—l = Sn—ldndn—H31'1—2dn—11:n—2 =

= 5n~13n—2dn—ldndn—1xn—2 = Sn—lsn—an—ldndn-}—lmn—Q =
Sp=] 5w 80d1 e dn+1f0 =0

Necesitamos comprobar que los diagramas siguientes son conmutativos

(P’Hc)n _d;’ (P,Ho)n—l (PIH')H s (P’HO)YH-I
|

Wnl l‘Pn—l Fn l‘pn+l
Y

(PH.)n —%> (PH.)n-1 (PH.)n —> (PH.)ni1

para lo cual utilizamos la descripcién de los operadores cara y degeneracion
en PPH, y PH,.

Notemos que ¢,(z) = (z, Sod1Z,. .., Sn-1...50d1 ...dpz) de donde dedu-
cimos que '

(pn_l(diili) = Son—ldH-lx = (di+1.’13, Sodldi+1$, e Sp—2... Sodl Scrd dn_ld,‘+11}) =
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= (di+1$0, dit150012, . .., diy18i-2- .. sody .. .d;i T,
,(1,’3,;31'_1 .. S()d1 “ea di_H.’E, S ,diSisn_Q T SOdl = 5 d,l_ldi+1fli) =
= (di_H.’II(), di+130d1.’lf, i di+1$i_2 T SOdl e d,'_lil:,
:disisi—l ... 80, d1 S di+1$, wiag disn_lsn_g wa 7 30d1 % %% dn.’E) =

di(z,80d1T, ..., Sn_1---S0d1 ...dnT) = dipn(z)

Para las degeneraciones se razona de manera andloga y, por tanto, ¢, es
una morfismo simplicial.

Ademds, si € (U'H,),, se tiene que ¢, () € (UH,)n.

Por otra parte, si x € (P'H.,),, se tiene que (01)n(pnz)=doz, luego el
siguiente diagrama de fibraciones es conmutativo

O'H, —> P'H, —%- H,

o]

QH,C PH,— H,

Si escribimos las sucesiones exactas largas asociadas (teniendo en cuenta
que 7, (P'H,) = m,(PH,) = 0) tenemos:

i 0 ——> 1 (He) —> (Y H) — 0 —— 1 (Hy) — - -
)———>

(H
| i
(H

o ) ——> 1 (H) — 1 (QH,) — 0 — 7, (H.
lo que nos dice que 7,(¢) es un isomorfismo.

Tenemos entonces dos funtores €2, : Simp(Gp) — Simp(Gp) que
determinan el mismo funtor de lazos en la categoria de homotopia 2 :
Ho(Simp(Gp)) — Ho(Simp(Gp)).

El funtor Q : Simp(Gp) — Simp(Gp) tiene un adjunto por la izquierda,
el funtor ¥ : Simp(Gp) — Simp(Gp), definido como

$G. = Coker(G. ][ G. —=* ~G. ® I)

es decir, (5GJ)n= [] G-
T#(0),(1)
Este funtor induce el funtor suspensién £ en Ho(Simp(Gp)).
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1.4.4 Categorias simpliciales de modelos cerradas

Estudiamos ahora las categorias de modelos que tienen ademas una estruc-
tura simplicial (en un sentido que ahora precisaremos) y en las que ambas
estructuras son compatibles.

Recordamos que una categoria simplicial (ver [58]) es una categoria C en
la que se tiene definido un funtor

Homg(—,—) : C” x C — Simp(Set)
junto con una aplicacion
Hom(X,Y) x Home(Y, Z) = Hom(X, Z)

llamada composicion, de forma que:

-la composicién es asociativa

- Homg(X,Y) = (Hom(X,Y))o para cualesquiera X,Y € C.

-Si f e Homg(X,Y)(; Homq(X,Y)o) vy g € Homg(Y, Z), entonces
gostf = Homg(f, Z)a(9).

Es claro que las categorias Simp(Set) y Simp(Gp) son categorias sim-
pliciales (ver secciones 1.2.2 y 1.2.3).

Si C es una categoria simplicial y tenemos Y € C y K, € Simp(Set),
se define Y%+ como un objeto en la categoria C (si existe) junto con una
aplicacién f : K, — Homg(Y Ke 'Y') de forma que, para cualquier X, exista
un isomorfismo de conjuntos 51mp11c1ales

¥ : Homg(X,Y5*) = (Homo(X,Y))

cuya aplicacion correspondiente, por la adjuncion de la proposicién 1.2.3 es
la composicién

Homg(X,Y5+) x K, 225 Home(X,Y**) x Homg(Y**,Y)

MQ(X1 )/)
Dualmente, se define X ® K, para X € C y K, € Simp(Set), como un

objeto de C junto con una aplicacién o : K, = Homq(X, X ® K,) tal que
para todo Y € C, la aplicacion siguiente

HOmg(J\’ ® I(o, )/) = (MQ(X’ }/))h”
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que es la aplicacion adjunta (ver proposicién 1.2.3) a la composicion

K. x Homg(X ® K.,Y) 2% Homg(X, X ® K.) x Home(X ® K., Y)

lo

Homg(X,Y)

sea un isomorfismo.

Dado L, € Simp(Set) y K, € Simp(Set), entonces podemos definir
L. ® K, como L, x K,. Para definir o : K, — (L. x K,)'* (notemos
que Homg;mp(set) (Ko, Le) = LX+) damos su aplicacién adjunta Idp,«k, :
L. xK,— L, x K,.

El objeto L&+ lo tenemos ya definido. La aplicacién 3 : K, — (L.)Lf(' es
la adjunta de la aplicacién ev : Ko X Homg;mp(set)(#e, Le) = L.

En la categoria Simp(Gp) tenemos ya definidos G. ® K, y HE+. La
aplicacion a : Ko — Homg;m,p)(Ge, G @ K,) estd definida como sigue:

Siz € Ky, a; : Go ® Aln] = G. ® K., luego para cada 7 € (A[n])m
debemos dar una aplicacién G,, — (Ge @ K,)m- Esta es la inclusién en la
componente correspondiente a sd(z) € K, si 7 = sdA,,.

Veamos como se define 3 : K, — HomSimp(Gp)(H,K’, H,)

Sea = € K,. Necesitamos dar 3, : HX* ® A[n] — H,, es decir, para cada
m > 0 hay que dar una aplicacién (8;)m : (HX* x A[n]),, — Hyn, y por tanto,
si 7 € (A[n]), hace falta dar una aplicacién (HX*),, — H,,. Supongamos
que 7 = sdA[n]; entonces esta ultima aplicacién es la que hace correspdnder
a fo: Ko x Alm| — H, el elemento f,(sdz, Ap).

Supongamos que C es una categoria simplicial para la que existen los
objetos distinguidos X ® K, y XK. Puesto que Homq(X ® K,,Y) &
Homg; o set) (Ko, Home (X, Y)), dar un n-simplice de H_OTEQ(X, Y') es equi-
valente a una aplicacion simplicial A[n] - Hom(X,Y'), y por tanto, una
aplicacién X ® A[n] —» Y B

Dualmente, se tiene también que los n-simplices de Hom(X,Y') se co-
rresponden con los morfismos X — Y2,

Dados f,g9 € Homg(X,Y), se dice que son simplicialmente homotopicos
si son homotépicos vistos como 0-simplices de Hom(X,Y'), es decir, si existe
k € (Homg(X,Y)), tal que dok = f y dik=g.

En el caso de conjuntos y grupos simpliciales, hemos visto que este con-
cepto coincide con el de homotopia entre aplicaciones simpliciales.

Recordemos por iltimo el concepto de categoria simplicial de modelos
cerrada (ver [58]). '

Una categoria simplicial de modelos cerrada es una categoria simplicial
C, con una estructura de modelos cerrada tal que, para cada X € C 'y
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K. € Simp(Set), existen objetos X ® K, y X%, y ademds, para cada
cofibracién 7 : A — B y cada fibracion p : X — Y, el morfismo punteado en
el siguiente diagrama (que se obtiene por la propiedad universal del cuadrado
cartesiano que en ¢l aparece)

Hom(B, X)

(AaX) XM(A,Y) M(Bi Y) M(AvX)

| l

om(B,Y) Hom(A,Y)

es una fibracién de Kan, que ademaés es equivalencia débil si, o bien z, o bien
p lo es.

Esto ultimo es equivalente a que siempre que se tenga una fibracién p :
X — Y en C, el morfismo punteado en el siguiente diagrama

XA[n]

Xk Xy &l YAl — xan)

| |

YA["] Yé[n]

sea una fibracién (que ademas sea equivalencia débil cuando lo sea p) y que
el del siguiente

XAl

g
\’A[l’k] Xy ALk YA“] —_— XA[lvk] k= 0, 1
YA[]] )/A[l,lc]

sea una fibracién trivial.
También es equivalente a un resultado andlogo para cofibraciones, a saber,
que sii: A — B esuna cofibracién en C el morfismo definido por el cuadrado
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cocartesiano

A® A (n)

| |

Be A [ == A® Al 11,5, B8 A [n

= B ® A[n]

es una cofibracién (que es equivalencia débil cuando ¢ lo sea) y el morfismo
definido por el siguiente diagrama

A® A[L k] A®A[l]

l |

B®A[L k] —A® Af1] H.4®A[1,k] B®A[L,

—2B oAl

es una cofibracién trivial.
En conjuntos simpliciales no es dificil ver que si 7, : A, — B, es una
cofibracién (es decir, una aplicacién inyectiva) también lo es la aplicacion

MJMWMULdM&XAMUa&xAM.

Si 7, es cofibracion trivial, lo es 7, X [di . luego lo es su opuesta en el cua-

[n
drado cocartesiano. También, por ser i, cofibracion trivial, lo es 74 X Ida[n),

luego aplicando el axioma CM2, deducimos que (A, x A[n]) [] (B.x A

AexAln]
[n]) = B. x A[n] es equivalencia débil.

Para probar que el morfismo que aparece en el segundo diagrama es co-
fibracién trivial se razona de forma parecida a como lo hemos hecho aho-
ra, pero teniendo en cuenta que los morfismos A, x A[l,k] = A, x [y
B, x A[l,k] = B. x I, k = 0,1 son cofibraciones triviales, pues son los
morfismo iy e 7; que aparecen en la definicién del cilindro para la estructura
en Simp(Set).

Dado que se verifica esta condicién para las cofibraciones, se verifica su
equivalente para las fibraciones, lo que implica que en Simp(Gp)también

es cierta, ya que todas las construcciones que aparecen (X Al x Al cua-
drados cartesianos, etc.) asi como las fibraciones y equivalencias débiles son
“ijguales” en Simp(Set)y en Simp(Gp).
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Por tanto, las categorias Simp(Set)y Simp(Gp)son categorias simpli-
ciales de modelos cerradas. La categoria Top, con la siguiente definicion del
funtor Hom

[HO’IHTOP(X, )/)]n = HOmTop(X X |A[n]|a Y)

es también una categoria simplicial de modelos cerrada (ver [58]).
Destaquemos finalmente que en una categoria simplicial de modelos ce-
rrada, se tienen tres relaciones de homotopia: La relacién de homotopia sim-
plicial, la relacién de homotopia por la izquierda y la relacién de homotopia
por la derecha. Es un hecho general (ver [58]) que la relacién de homotopia
simplicial implica las otras dos, y que cuando el dominio de los morfismos es
cofibrante y el codominio es fibrante, las tres relaciones son de equivalencia y
coinciden (algo que ya habfamos constrastado en Simp(Set)y Simp(Gp)).
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Capitulo 2

Teoria de Homotopia para
equivalencias débiles truncadas
de Grupos Simpliciales

En este capitulo se toma la categoria de grupos simpliciales y en ella se
generaliza por dos caminos duales la estructura de modelos clasica de esta
categoria tomando nociones mas débiles de lo que es una equivalencia débil
de grupos simpliciales que se obtienen “truncando” convenientemente dicho
concepto. Mds precisamente, para cada r > 0 y cada n > 0 se toma, por
una parte, como equivalencias débiles los morfismos f, tales que 7,(f.) es un
isomorfismo para ¢ > r y por otra, los morfismos que inducen isomorfismo en
los grupos de homotopia m,, 0 < g < ny se les“acompana” de convenientes
nociones de fibracién y cofibracién, obteniéndose en ambos casos estructuras
de modelos (teoremas 2.1.6 y 2.2.6) que se denominan la T-estructura y la
n-estructura respectivamente y que permiten recuperar, cuando r = 0 en
el primer caso y cuando n — oo en el segundo, la estructura clasica de
Simp(Gp).

Estas estructuras de modelos estan muy relacionadas con las que existen
en Simp(Gp), (ver [59]) y n — Hypgd(Gp) (ver [21]). De hecho, se prueba
que las teorias de homotopia asociadas son equivalentes (teoremas 2.1.13 y
2.2.12).

Las construcciones de cilindros y espacios de arcos que se obtienen a
partir de las caracterizaciones de las fibraciones, cofibraciones y equivalen-
cias débiles permiten identificar la relacién de homotopia que se derivan de
la estructura de modelos, obteniendo, en el caso de la n-estructura que es-
ta relacién se expresa justamente en términos de una homotopia simplicial
truncada.

Por 1ltimo, se combinan ambas estructuras para obtener la llamada (r, n)-
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estructura para cada r, n en la situacion 0 < r < n y se utilizan los resultados
obtenidos anteriormente para analizar la teoria de homotopia asociada.

2.1 Estructuras de modelos de Quillen para
modelos algebraicos de espacios r-conexos

En esta seccién abordamos el estudio de la teoria de homotopia en Simp(Gp)
asociada a la T-estructura, que a continuacién proponemos.

Dado r > 0, consideramos las siguientes familias de morfismos en la
categoria Simp(Gp):

Definicién 2.1.1. Sea f, : G, — H, un morfismo de grupos simpliciales.
Diremos que f, es:

i) una T-fibracidn si es una fibracion de Kan en dimensiones > r + 1.
i) una T-equivalencia débil si wy(f.) es un isomorfismo para q > .

1) una T-cofibracidn si tiene la RLP con respecto a las T-fibraciones trivia-
les.

La estructura que determinan estas familias de morfismos la llamaremos
la “T-estructura”. Notemos que, para r = 0, estas definiciones coinciden con
las que determinan la estructura usual en Simp(Gp)(ver seccién ?7). Es
claro que todo grupo simplicial es 7-fibrante, y que se tienen las siguientes
secuencias de inclusiones:

{fibs.} C {1 — fibs.} C ... C{F— fibs.} C{r+1— fibs.} C ...
{fibs. triv.} C {1 — fibs. triv} C ... C {F — fibs. triv.} C
{r+1— fibs. triv.} C ...

Damos ahora dos caracterizaciones de las 7-fibraciones de grupos sim-
pliciales, en términos de propiedades de levantamiento y en términos del
complejo de Moore, que se deducen facilmente de los lemas 1.2.24 y 1.2.25

Proposicién 2.1.2. Sea f, : G, — H, un morfismo de grupos simpliciales.
Entonces son equivalentes:

i) fo es una T-fibracion.

i) f. tiene la RLP con respecto a las familias de morfismos FAlg, q) <
FAlgl, ¢>r+1.

wi) Ny(f.) es sobreyectivo para ¢ > r + 1.
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Basandonos en esta proposicion, obtenemos la sucesién exacta larga aso-
ciada a una 7-fibracion.

Proposicién 2.1.3. Sea f, : G. = H, una 7-fibracion de grupos simplicia-
les. Llamemos I a la imagen de la aplicacion entre complejos de cadenas
N.(f.), y H.(I) a su homologia. Entonces existe una sucesién ezacta larga

oo ——> 1 (Ker fo) —> 1 41(Ge) —> T (He) —
— 7. (Kerf,) —> 7.(G.) —> H,([)

y una factorizacion del morfismo 7, (f.), 7r(G.) —>= H.(I) —s 7, (H.) ,
donde vy es inyectivo.

Demostracion: Consideramos la sucesion exacta corta de complejos de cade-
nas de grupos no abelianos

0‘—>N*([(67‘f.) —>N‘(G.) -'_>I—>0

Es claro que By(I) = I'mag(dg+1) es un subgrupo normal de [,, y por tanto,
de Z,(I) = Ker(d,). Tenemos pues, asociada a la sucesion anterior, una
sucesion exacta larga en los grupos de homologia

—mo(Kerf.) = my(Gs) = Hy(I) = mq_1(Ker fo) = mg_1(Go) —

Ahora bien, puesto que f, es una 7-fibracién, se tiene que I, = Ny(H,)
para ¢ > 7 + 1, de donde Hy(I) = m,(H,) para ¢ > r + 2, y claramente se
tiene que By (I) = Bry1(Hy) y Zria(I) = Zr41(H,) lo que nos dice que
Hr+}([) = 7rr+l(H-)

Esto nos da la sucesion

o Mg (H) > g (K erf) —— g (Ga) —— my(Ha) ——> -

oo —> T 41(Ge) — 1 (H,) — . (Kerf,) —m(Gs) — H.(I)

La existencia de 7 es clara, pues - es el morfismo inducido por la inclusion
I — N,(H,)

El que v sea inyectivo se deduce ficilmente del siguiente diagrama de
sucesiones exactas cortas:

Br(l_[c)*_‘—> Zr(Ho) 7Tr(I{-)
86



Esta proposicion nos permite dar una caracterizacion de las 7-fibraciones
triviales en términos de propiedades de levantamiento, asi como en términos
del complejo de Moore y los grupos de homotopia.

Proposicién 2.1.4. Sea f, : G, — H, un morfismo de grupos simpliciales.
Entonces son equivalentes:

i) fo- €s una T-fibracion trivial.

it) fo tiene la RLP con respecto a las familias de morfismos F A lq] —
FAlgl, > r+1,y FAr+L,r+1] < F A [r + 1].

i) Ny(f.) es sobreyectivo para ¢ > v+ 1, m(Kerf,) = 0 para ¢ > 1 y
7-(fe) es sobreyectivo.

Demostracion:
i) = 1) Por el lema 1.2.25, deducimos facilmente que f, tiene la RLP

con respecto a los morfismos F A [q) & FAlq], ¢ > r+ 1. Queda probar
utilizando el lema 1.2.24 que el morfismo Z,(G,) — Z,(H.) es sobreyectivo,
lo cual puede deducirse a partir del siguiente diagrama de sucesiones exactas

cortas:
0 — B.(G,) — Z.(G,) —> 7, (G.) —> 0

S

00— Br(Ho) _’Zr(Ho) —’Wr(H-) =)

i1) = 1) Es claro, en virtud del lema 1.2.25 que m,(f.) es un isomorfismo
para ¢ > r + 1 y que 7.(f.) es invectivo. La propiedad de levantamiento

por la derecha con respecto a FA[r + 1,7 + 1] — F A [r + 1], junto con el
lema 1.2.24 implican directamente que Z,(f,) es sobreyectivo, y por lo tanto
7,.(f.) también, lo que nos da finalmente que f, es una T-equivalencia débil.

Por otro lado el lema 1.2.24 nos dice también que f, es una fibracién de
Kan en dimensiones mayores que r + 1. La condicién de Kan en dimensién
r + 1 (es decir, tener la propiedad de levantamiento por la derecha respecto
a FA[r + 1,7+ 1] < FA[r + 1)) se obtiene a partir de que f, tiene la RLP
con respecto a FA[r+ 1,7+ 1] — FA [r+1]y FA [r+1] = FA[r +1].

i) = 1i1) La proposicién 2.1.2 nos asegura que Ngy1(f,) es sobreyectivo
para ¢ > r. Utilizamos ahora la sucesiéon exacta larga obtenida en la pro-
posicion 2.1.3 para deducir que 7, (Kerf,) = 0 para ¢ > r. Por ultimo, es
evidente que 7,(f.) es sobreyectivo.
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111) = 1) Dado que Ny (f.) es sobreyectivo para ¢ > r + 1, podemos
construir la sucesion exacta que obtuvimos en la proposicion 2.1.3, en la que
sustituimos 7, (Ker f,) por 0

~—>7rq+2(H.) 0 7Tq+1(Go)—’7rq+1(H°) 0
0> 1741(G) — Ty (Ho) —— 0 m(G.)\—»\ H,(I)
W,(H.)

De aqui deducimos que 74(f.) es un isomorfismo para ¢ > r, y por tanto
que f, es una T-equivalencia débil. La proposicién 2.1.2 nos dice que f, es
una 7-fibracién. |

De esta proposicion deducimos que los morfismos F' A [q) = FAlg], ¢ >

r+1ly FA[r+1,k]— F 1.3 [r+1], 0 <k <r+1, son 7-cofibraciones.

Damos ahora un lema, referente al comportamiento de las 7-cofibraciones
y las F-equivalencias débiles con respecto a determinados colimites, que ne-
cesitaremos en la demostracion del siguiente teorema.

Lema 2.1.5. 1) Si f, : Go = H, es unaT-cofibracion de grupos simpliciales
y Go — K, un morfismo cualquiera, entonces el morfismo inducido

en el pushout K, — H,|| K. es una T-cofibracion (el opuesto en un
Ge
pushout de una T-cofibracion es una T-cofibracion).

1) Si {fie : Gie = Hi}icr €s una familia de 7-cofibraciones en Simp(Gp),
el morfismo inducido || Gie — || Hie es una T-cofibracion (el copro-
i€l i€l
ducto de T-cofibraciones es una T-cofibracion).

i1i) S1 Goe — Gio = -+ = Gpe — ... €s una sucesion de T-cofibraciones
(respectivamente, T-equivalencias débiles) de grupos simpliciales, en-
tonces, el morfismo Goe — limG,, es una T-cofibracion (respectiva-

—

mente T-equivalencia débil)

Demostracion:
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i) Necesitamos encontrar levantamiento en cualquier diagrama conmuta-
tivo de la forma

Ue

K, X,

l Jg' donde ¢, es una 7-fibracién trivial.
H, ]| K.

K. .y,

Para ésto, consideramos el diagrama conmutativo

Ue

donde el morfismo s, existe por ser f, una 7-cofibracién. Los morfismos

U, V Se determinan entonces un morfismo t, : H,[[ K. — X,, que es el
Ge
levantamiento buscado.

La parte i) y la parte 1) relativa a las 7-cofibraciones se demuestra de
manera analoga. En lo referente a las 7-equivalencias débiles, es suficiente
tener en cuenta que 7,(lim Gp.) = lim(7,(Gr.)) Vg > 0. |

— -

Con ésto, estamos ya en condiciones de enunciar y demostrar el siguiente
teorema:

Teorema 2.1.6. Con las definiciones de T-fibracion, 7-equivalencia débil y
7-cofibracién, r > 0, la categoria Simp(Gp) es una categoria de modelos
cerrada.

Demostracion: Los axiomas CM1, CM2 y CM3 se verifican claramente.

Probemos a continuacién la parte de CM5 que consiste en factorizar un
morfismo como una 7-cofibracién seguido de una 7-fibracién trivial. Usaremos
el argumento del objeto pequeno para lo cual construimos un diagrama

donde, supuesto obtenido Gy, obtenemos Gpi1e; int1e ¥ Gn+1s COMO Sigue:
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Primero tomamos todos los diagramas conmutativos de la forma

F A g =G FA[r + 1,7+ 1] —> G

W [ | azeen w | ﬁ l

FAlq] -2~ H. FA[r+1] H,

en los que no existe levantamiento, y definimos Gp41e € in41. mediante el
siguiente diagrama cocartesiano

iieg A (o) LT FA[ + 1,7+ 1) G

(1) [

(LI FAD LI F A fr+1) Guse

A

Notemos que i,41, €s una 7-cofibracion de acuerdo con el lema 2.1.5.
Posteriormente definimos ¢, 4. a partir de la propiedad universal del anterior
diagrama

(¥ A ) LTI FA[r + 1,7+ 1)) G

i

(LIFA) LA F A [ +1) G,

(Z 5A)+(Z " Qn+1'.."_
A m A
H,

Si tomamos Goe = lim(Gre) v ¢o = lim(gn.), tenemos una factorizacion
= -

fo = qa1., donde i, es una 7-cofibracion, de acuerdo con el lema 2.1.5. Veamos
que g, es una 7-fibracién trivial. Para comprobarlo consideramos un diagrama
conmutativo

FA[Q] = Gooo

o 1T

FAlg) ——H.

en el que tratamos de encontrar un levantamiento, para lo cual construimos
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el siguiente diagrama

F A [(I] = Goo-

(UFAmnquMruw+ﬁT%iGr o

(LI FA) LI F A [r + 1))~ Crmae

3 dm+41®
Ix

FAlq] H,

le

que se obtiene en los siguientes pasos:

- Dado que F' A [g] es secuencialmente pequeno, el morfismo s, factoriza
a través de algin G,,., puesto que

Hom(F A (q), Gece) = lim Hom(F A [g], Gna)

y el limite directo en conjuntos en este caso es la unién (notemos que puesto

que in. es inyectiva, if,, : Hom(F A [q],Gme) = Hom(F A [q], Gm+1s)
es también inyectiva). Tenemos por tanto s, = jmex. Observemos que el
siguiente diagrama es conmutativo

FA [q] ’ Gmo

"k

t

FAfg]—— H.

y si en éste existe levantamiento u,, entonces jm.u. €s un levantamiento en
el diagrama (2). En caso contrario, tal diagrama es uno de los considerados
anteriormente en la definicion de G414

- La tltima observaciéon nos permite factorizar «, a través de ([] F A
A
[q) LI(I] FA[r + 1,0]), donde este iltimo objeto es el que aparece en la
u

definicion de Guy16
- Para el mismo indice A correspondiente al iltimo diagrama consideramos

la inclusion jy : FA[q] < ([ FA[g) [I(IIF A [r + 1]), lo que nos da un
A W
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cuadrado conmutativo

F A [ < (UL A ) LALFAR + 1,7+ 1)

[ :

FAJg) 2 (LI FA) LT F A [r+1))

- Utilizamos ahora como estd definido G,,41.. Por definicién del limite
directo, jme = Jmt1elm+le ¥ Gm+le = GeJm+1e

Es claro ahora que j,,4+1.2'7) es un levantamiento en el diagrama inicial.

Si partimos de un diagrama de la forma

F _& [q] 505 Gooo

o

FAlg) —=— H,

se razona de la misma forma
Con esto demostramos que el morfismo ¢, es una 7-fibracién trivial
Para factorizar un morfismo f, como una 7-cofibracién trivial seguido de
una 7-fibracién seguimos los siguientes pasos:

1. Factorizamos f, como f, = p.J., donde p, es una fibracién y j, es una
cofibracién trivial. Utilizamos para ello la estructura de modelos de
grupos simpliciales. Notemos que p, es una 7-fibracién y que j, es una
r-equivalencia débil.

2. Utilizamos la parte de CM5 que ya hemos probado para factorizar
jo COMO j, = .1, donde g, es una 7-fibracién trivial e 7, es una 7-
cofibraciéon

Dado que ¢, ¥ ¢o7a = je son T-equivalencias débiles, también lo es ¢z,, por
lo que este tltimo morfismo es una 7-cofibracién trivial. Ademas, tanto p,
como g, son T-fibraciones triviales, lo que implica que p.q. es también. Con
ésto podemos afirmar que la factorizacién buscada es fo = (PeGe)te-

Por tltimo, de CM4 sélo hay que probar que existe levantamiento en cada
diagrama de la forma

X, =2 (3, .
ge l f. donde g, es una T-cofibracién trivial y f, es una 7-fibracion
H

Y, -2
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puesto que la otra parte se verifica por definicion de 7-cofibracion.

Para ésto, utilizamos un argumento analogo al utilizado en la demostra-
cién de la primera parte de CM5 para factorizar g, como g, = q.,, donde
g. es una r-fibracién e 7, tiene la LLP con respecto a todas las 7-fibraciones.
Ademas, por el lema 2.1.5 1t), i, es una 7-equivalencia débil. Esto implica
que ¢, es también una 7-equivalencia débil, puesto que g, lo es, y nos permite
encontrar levantamiento s, en el siguiente diagrama

Xo -2 Xoo

T

Y.=—=Y,

va que ¢, es una 7-fibracién trivial y g, es una r-cofibracion.
Como f, es una 7-fibracién e 7, tiene la LLP respecto a las r-fibraciones,
existe levantamiento ¢, en el diagrama

X. “u—.—'» Go
te
i.l lfo
Ve(e

Xw. L]

El morfismo t,s, es el levantamiento buscado, pues:
- t.S.g- = t.i. - 'U,.

- fotoS. = Ve(eSe — 'U.Idy. = e
a

Una vez visto el teorema, hacemos un estudio de las 7-cofibraciones, lo
que nos permitira dar algunas construcciones homotépicas en esta categoria.
Empezamos remarcando una serie de inclusiones que complementan las dadas
al comienzo de la seccion:

{cofib.} D --- D {F —cofib.} D {r+1—cofib} D ...
{cofib. triv.} D --- D {T — cofib. triv.} D {r + 1 —cofib. triv.} 2 ...
Caracterizamos ahora las 7-cofibraciones. Para esto empezamos con un lema

Lema 2.1.7. Sea f, : G, — H, un morfismo de grupos simpliciales. Enton-
ces fo es una T-cofibracién si y sdlo si f, es retracto de una aplicacion libre
que sea T-cofibracion
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Demostracion: Puesto que las T-cofibraciones son cerradas bajo retractos una
de las dos implicaciones es trivial. Demostremos la otra.

Supongamos que f, es una 7-cofibracién. Realizamos la factorizacion de
f. como una 7-cofibracién 7, seguida de una 7-fibracién trivial p, tal y como
se ha hecho en la demostracién del teorema 2.1.6. Es facil comprobar que los

morfismos F A [q) = FAlg), g>r+1y FAr+1,r+1] = F A [r +1] son
aplicaciones libres. De aqui deducimos que los morfismos i, 414 : G — Gry1e
son aplicaciones libres, pues el coproducto de aplicaciones libres lo es, y el
opuesto en un cuadrado cocartisiano a una aplicacién libre es también libre.
Por tltimo, tenemos también que 7, es libre (aparte de ser 7-cofibracién).

A partir de aqui obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

G, 2 G

| |

H,——H,

en el que existe levantamiento s, : H, — Guoe puesto que f, es una 7-
cofibracién y p, una 7-fibracién trivial. El siguiente diagrama nos muestra
que f, es un retracto de z,.

G.——G.
5 |-
Gooe

&

H,

Se

Y damos ya la caracterizacion de las T-cofibraciones.

Proposicién 2.1.8. Sea f, : G, = H. un morfismo de grupos simpliciales.
Entonces f, es una T-cofibracion si y sdlo si se verifican las siquientes tres
condiciones:

i) fo es una cofibracion.
i) tr'"1(f,) es un isomorfismo.

i11) Para caday € H, eristen zy, . ..,z, € G, tal que (f(zo), - .-, fr(z:),y) €
A HL )

Demostracidn: Supongamos primeramente que f, es una 7-cofibracién. Aca-
bamos de notar que f, es entonces una cofibracién y, por tanto, un retracto

94



de una aplicacion libre. Para simplificar haremos la demostracién en el caso
de que f, sea una aplicacién libre, lo que implica que H, = G, ][ FU, para
todo ¢. Probemos ahora que se verifica la condicién iz). Notemos que probar

esto es equivalente a ver que Uy = U; = --- = U,_; = 0, lo cual lo haremos
por induccién.
Supongamos que Uy = --- = U,y =0, 0 < n < r —1 (notemos que

estd condicién, para n = 0 no dice nada, lo cual nos permite realizar el
primer paso de la induccién). Sea V, el siguiente grupo simplicial:

V.:cosk"( FU,—Z0=—%..-—% )

Como consecuencia de las proposiciones 2.1.4 y 1.2.16, el morfismo 0 — V,
es una n + 1-fibracién trivial y, por tanto, una 7-fibracién trivial.

Sea g, : G, ][ FU, — V, el morfismo correspondiente por la adjuncién
tr® + cosk™ al morfismo tr*(G,[[ FU,) = ( FU, =5 0=—%---—%0),
que en dimensién n es el inducido por el morfismo 0 y la identidad. Obtene-
mos un diagrama conmutativo

G. 0

| i

G. I FU. ——~V.

en el que existe levantamiento. Si ahora tomamos u € FU,, deducimos que
u = gn(u) = 0, lo que implica que U, = 0

Veamos por ultimo que se verifica la condicién #iz7). Para probarlo, ob-
servemos que el morfismo Cosk™(G,) — 0 es una 7-fibracién trivial y, por
tanto, el morfismo punteado h, del siguiente diagrama existe y hace los dos
triangulos conmutativos.

G, — Cosk™(G.)

q

H, 0

Sea ahora y € H,. Consideramos los elementos z; = d,-srh,(y), 0Lj<y
comprobemos que (Yo, - - -, ¥r, Yrs1) € ATT(H,), donde y; = fr(z;), 0< 7

Te Yry1 =Y.
En el caso 1 < 7 < r se tiene:

diyj = difrdjsrhr(y) = didjfr—lsrhr(y) =
= j—ldifr—lsrhr(y) = j——lfrdisrhr(y) = 0;1Y;
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y por otra parte,
diyr+1 - didr—HSr(y) = fr—lllr—ldidr+15r(y) =
= fr~1hr—1drdi5r(y) = drfrdisrhr(y) = dryi

Supongamos ahora que f, no es una aplicacion libre, sino un retracto de
una aplicacién libre, g, : Z, — Z.,[] FU., y que por el lema 2.1.7 podemos
suponer que es T-cofibracién, y por tanto, verifica las tres condiciones del
enunciado.

Tenemos entonces un diagrama

R

-] X |

H, == Z.]] FU.

en el que t,5, = Idg,, VeUe = Idp,, Uefe = JeSe Y VaGe = fota.

Es claro que tr"1(f,) es un isomorfismo pues tr"~'(gs) lo es.

Por otra parte, sea y € H,. Tomamos u,(y) € Z, [[ FU,. Por lo demos-
trado hasta ahora, existen yo, . . ., y, € Z, tales que (9-(%o), - - -, 9r(¥r), u-(y)) €
A™YZ, ]I FU,). Si tomamos z; = t,(y;) tenemos que f.(z;) = frt,(v:) =
vrgr(y:) y por tanto (fr(zo), -, fr(zr),y) = (vr(g:%0), - - -, vr(gr¥sr), vr(ury))
que claramente pertenece a A" (H,).

De todo ésto concluimos que si f, es una 7-cofibracién, se verifica ), 17)
v ).

Reciprocamente, supongamos que f, es un morfismo de grupos simpli-
ciales que verifica las condiciones 1), i) y #i). Veamos que f, es una T-
cofibracidn.

Por i), f. es un retracto de una aplicacién libre. Supondremos que f, es
libre, es decir, f, es de la forma f, : G, = G, ][] FU.. Ademas, Uy =,--- =
U,_, = 0, puesto que tr"~!(f,) es un isomorfismo. Necesitamos probar que
la flecha punteada h, existe en cualquier diagrama conmutativo de la forma

e

G, X.
he 7 N
f-l i ig. donde g, es una 7-fibracién trivial
G.I[FU. 2>,

Notemos primero que si h, existe, su restriccion a G, coincide con a,, por
lo que sélo necesitamos definir h, sobre FU,, y para ésto es suficiente definirlo
sobre U,. Definimos primero h, : U, — X, y posteriormente definimos
hp, n2>1+1.

96



Sea pues y € U,. Por hipétesis, podemos encontrar Zo, ..., Zr € G, tal que
(zo,....2r,y) € A™HG.][ FU.) (o si preferimos, (fr(%o),---, f-(zr),y) €
A™Y(G,[] FU.)). Es claro que se verifican las tres condiciones siguientes:

1- (ar(zq), - - ., ar(z,), —) € AITI(X.).
2- (ﬂr(IO)’ ey 6r(xr)’ ﬁr(y)) £ AT+I(Y0)'
3 gr(0p(z:)) = Bu(wi), 0< i <7

Utilizamos ahora que g, tiene la RLP con respecto a FA[r + 1,7+ 1] —

F A [r + 1] para obtener un elemento z € X, tal que g.(z) = Br(y) ¥
(or(0), - . ., r (), ) € AT (X,). Definimos entonces h.(y) = z.

Supongamos que tenemos definido h,, y queremos definir f,i. Sea en-
tonces y € U,4;. Distinguimos dos casos:

a) El elemento y es degenerado, es decir, y = s;(y") para algiin elemento
y' € U,. En este caso definimos hn41(y) = sjha(y’). Antes de continuar
veamos que no depende de la eleccién del elemento 3/, es decir, que si tenemos
que y = 5;(y') = si(y"), i # j entonces s;h,(y') = sihn(y").

Supondremos por ejemplo que i < j. Sea entonces z = d;(y"). Se verifica
que:

s;8iz = 8;8:dy" = sjdj15:y" = sidjns;y = sy =y

luego y = s;8:z = $;8j—12 lo que implica que s;z2 =y y que s;_12 = y".
Y de aqui obtenemos que

$ihay’ = Sjhnsiz = 8jSihn_12 = 8i8j_1hn_12 = Sihnsj_12 = sihny"
b) El elemento y no es degenerado. Es fécil comprobar que

(Bn+1(y), (hndoy, - - -, hndn41y)) € Yot X An+1(Y,) An+1(X-)-

Puesto que g, es una 7-fibracién trivial, y utilizando la caracterizaciéon dada
en la proposicién 2.1.4, obtenemos un elemento = € Xp4; tal que diz = hndy
Y gni1(x) = Bny1(y). Definimos h,q1(y) = .

Hasta el momento tenemos definido, para cada n > r, un morfismo de
grupos hy, : G, [[ FU, = X,, y por la forma de definirlo es claro que h, f, =
Qpn Y que Gnhn = By

Veamos que la aplicacién h, : G,[[ FU. — X, es simplicial, para lo
cual debermos probar que h,d; = dihn41 y que hyy18; = sjh,. Puesto que
todo lo que aparecen son morfismos de grupos con dominio un coproducto,
bastara comprobar las identidades para su restriccién a cada uno de los su-
mandos directos, y por la forma de definir h, sélo hay que demostrar que
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hnd; = d;h,s, para la restriccion a la parte libre. Lo demostraremos por
induccion:

Si y € U, tenemos que d;h.(y) = diz = d (e (x;)) = op_y(dyz;) =
hr—l(drIi) = hr—ldiy'

Supongamos que y € U,;;. Debemos distinguir dos casos:

- y es degenerado, es decir, y = s;(y’) en cuyo caso, si ¢ < j.tenemos
que h,d;y = hndisﬂ/ = hnsj—ldiy' = Sj—lhn—ldiyl = Sj—ldihny' = disjhny' =
dihns1y, si i = 7,7 + 1 tenemos que h,d;y = hoy' = disjhny’ = dihny1y, y si
i > j + 1 se razona igual que en el primer caso.

- y no es degenerado, en cuyo caso d;h, 11y = dix = hpd;y.

Por tanto, la aplicacién h, es el levantamiento buscado.

Como consecuencia, tenemos que:

Corolario 2.1.9. Sea f, : G, — H, un morfismo entre dos grupos simpli-
ciales T-reducidos. Entonces f, es una T-cofibracion si y sélo si fo es una
cofibracion.

Demostracién: Si f, es una F-cofibracién, claramente es una cofibracién.
Supongamos entonces que f, es una cofibracién. Necesitamos comprobar
que se verifican las condiciones i7) y i) de la proposicién anterior.
La condicién ii) es evidente, puesto que tr"~!(G,) = tr""'(H,) = 0. La
condicién i) también es facil, ya que dado y € H,, el elemento (0,...,0,y)
pertenece a A™(H,). [ ]

A partir de ésto, tenemos la siguiente caracterizacién de los objetos 7-
cofibrantes.

Corolario 2.1.10. Un grupo simplicial es T-cofibrante si y solo st es libre y
r-reducido.

Recordemos que el funtor de inclusién I : Simp(Gp), — Simp(Gp)
tiene un adjunto por la derecha E,. Utilizamos ahora esta adjuncion para
comparar la teoria de homotopia asociada a Simp(Gp) con la T-estructura,
y la teoria de homotopia asociada a Simp(Gp), con la estructura definida
en [59]

Resaltamos primero algunas propiedades de estos dos funtores:

Proposicién 2.1.11. Sea f, : G, = H, un morfismo en Simp(Gp),. En-
tonces:

i) f. es una cofibracion si y solo si I(f,) es una T-cofibracion.

98



i) f. es una equivalencia débil si y solo si I(f.) es una T-equivalencia débil.
i) fo es una fibracion si y solo si I(f.) es una 7-fibracion.
Demostracion:

i) Si I(f.) es una 7-cofibracién, entonces es una cofibracion, lo que implica
que f, es una cofibracién en Simp(Gp), por definicién de la estructura
en esta categoria. El reciproco es claro de acuerdo con el corolario 2.1.9.

ii) Es trivial

iii) Se deduce facilmente a partir de las caracterizaciones de las 7-fibraciones
y de las fibraciones en Simp(Gp),.

Notemos que los apartados i) y it) podian haberse hecho si consideraos
en Simp(Gp) la estructura clésica, sin embargo, para el apartado 71%) sélo
tendriamos una implicacién (I(f,) fibracién = f, fibracién). El morfismo
0 — K(A,r). para un grupo abeliano cualquiera A, nos muestra que el
reciproco de esta implicacion es falso.

Proposicién 2.1.12. Sea f, : G, — H, un morfismo en Simp(Gp). En-
tonces:

i) fo es una 7-fibracidn si y solo si E, f, es una fibracién.
i) f. es una T-equivalencia débil si y sdlo si E, f, es una equivalencia débil.

Demostracién: Es claro si tenemos en cuenta que Ny(E,G.) = Ny(G.), q >
r+ 1y que 7,(E,G.) = my(G.), ¢ > . <]

Notemos que aqui ninguna de las dos equivalencias es cierta si consi-
deramos en Simp(Gp) la estructura cldsica, sino sélo una implicacién (f.
fibracién (equivalencia débil) = E, f, fibracion (equivalencia débil)), y el
mismo ejemplo de antes sirve para comprobar que el reciproco no es cierto.

Es claro que la unidad de la adjuncién (G, — E,IG,) es la identidad, y
que la counidad (/E,H, — H,) es una T-equivalencia débil. Por tanto, de
acuerdo con el teorema 3 §4([58]) tenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.1.13. La adjuncion I + E, induce, para cada v > 0, una equi-
valencia de categorias

Hox(Simp(Gp)) = Ho(Simp(Gp):)
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y una equivalencia entre la teoria de homotopia en Simp(Gp)asociada a la
7-estructura y la teoria de homotopia en Simp(Gp),.

Veamos ahora algunas construcciones propias de la teoria de homotopia
que acabamos de obtener.

Supongamos que G, es un grupo simplicial 7-cofibrante y construimos el
siguiente cilindro de G, en Simp(Gp) (ver secciéon 1.4.3).

& 116,25 6,01 —2+G,

Esta construccién da un cilindro para la T-estructura, puesto que o es una
equivalencia débil (de hecho es un retracto fuerte de deformacién) y por
tanto una T-equivalencia débil, e ig + 7; es una 7-cofibracién, como puede
deducirse facilmente del corolario 2.1.9 ya que i + 7; es una cofibracién (G,
es cofibrante y esta construccién da un cilindro para la estructura clasica) y
tanto G, [[ G« como G, ® I son r-reducidos.

Si ahora H, es un grupo simplicial cualquiera, y por tanto 7-fibrante
(G. sigue siendo 7-cofibrante), tenemos que Homp, +(simp(Gp))(Ge, Ha) =
7(G., H.), donde 7(G,, H,) es el conjunto de morfismos de G, a H, médulo
la relacién de homotopia deducida de la F-estructura. Por otra parte, por el
teorema 2.1.13 tenemos que

Homp, +(simp(Gp))(Ge, Ha) = Hompo(Simp(Gp)e) (Ges ErHa)

y este conjunto es (ver [59] prop. 3.6) el conjunto (G., E; H.], es decir, el con-
junto de clases de homotopia simplicial de aplicaciones de G, hasta E.H,.
Ahora bien, puesto que G, ® I es un cilindro para la T-estructura, este con-
junto coincide con el conjunto [G., H.].

Dado H, € Simp(Gp), el grupo simplicial H! (ver secciones 1.2.3 y
1.4.3) es un espacio de arcos de H, para la T-estructura, pues tenemos una
factorizacién del morfismo diagonal

AN L Y

donde p es una 7-equivalencia débil (ya que es una equivalencia débil) y
(0o, 0,) es una 7-fibracién (puesto que es una fibracién).

Dado que tanto el cilindro como el espacio de arcos para la T-estructura
coinciden con las mismas construcciones para la estructura cldsica, los fun-
tores 2 (0 ') y £ inducen los funtores lazo y suspension, 2" y Y7 en la
categoria de homotopia Ho (Simp(Gp))

Por otra parte, dado H, € Simp(Gp), existe un morfismo (la inclusic’m)
E..1H, — H,, lo que nos da otro morfismo QE,H, — QH,, y puesto que
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QF, .1 H, es r-reducido, tenemos un morfismo ¢y, : QFE,1H, — E,QH,. Es
facil comprobar que 1y, es una F-equivalencia débil. También el morfismo in-
clusion E,QQH, — QH, es una T-equivalencia débil (basta ver que al aplicarle
E. nos da la identidad, y utilizar la proposicién 2.1.12). Tenemos entonces
transformaciones naturales QF,,; = E,2 =  que inducen equivalencias
naturales a nivel de la.categoria de homotopia Q" = E,.Q = QF, ;.

Proposiciéon 2.1.14. Los funtores 3,2 : Simp(Gp) — Simp(Gp) inducen
una adjuncion

¥ : Ho ;—(Simp(Gp)) Ho +(Simp(Gp)) : Q

Demostracion: El funtor Q aplica 7-equivalencias débiles en r — I-equivalencias
débiles. Induce pues un funtor Q : Ho 7(Simp(Gp)) = Ho ;—(Simp(Gp)).

Por otra parte, el funtor ¥ induce un funtor "' : Ho —(Simp(Gp)) —
Ho —(Simp(Gp)) y la identidad induce otro funtor Ho ;—(Simp(Gp)) —
Ho (Simp(Gp)) ya que toda (r — 1)-equivalencia débil es una 7-equivalencia
débil. La composicion nos da un funtor al que llamaremos ¥ que es adjunto
por la izquierda al funtor Q pues dados G., H, € Simp(Gp) se tiene:

Homp, (simp(Gp))(EGe, Ho) = Homposimp(cp)) (EG., E-H,) =

= Hompgo(simp(Gp))(Ge, QErHa) = Hompo(simp(Gp)) (Ges Er—10H,) =

= Hompyo —(simp(Gp))(Ge, 2H.)

r—1

2.2 Estructuras de modelos de Quillen para
n-tipos de grupos simpliciales

En un proceso dual al desarrollado en la seccién anterior, proponemos la
siguiente estructura en Simp(Gp).

Dado n > 0, consideramos en Simp(Gp) las siguientes clases de morfis-
mos:

Definicién 2.2.1. Sea f, : G, — H, un morfismo de grupos simpliciales.

i) f. es una n-fibracién si Cosk™*'(f.) es una fibracion de grupos simpli-
ciales.
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i) f. es una n-equivalencia débil st Cosk™"'(f.) es una equivalencia débil
de grupos simpliciales.

i) fo es una n-cofibracidn si tiene la LLP con respecto a las n-fibraciones
triviales.

Es claro que todo grupo simplicial es n-fibrante y que, cuando n “tiende”
a 00, la estructura definida coincide con la estructura cldsica de Simp(Gp).
Damos ahora una definicién equivalente de las n-fibraciones y n-equiva-
lencias débiles en términos del complejo de Moore y los grupos de homotopia.

Proposicién 2.2.2. Sea f, : G, = H, un morfismo de grupos simpliciales

i) fo es una n-fibracion si y solo si Zny1(fe) y No(fe), 1 <qg<n+1, son
sobreyectivos.

ii) f. es una n-equivalencia débil si y sdlo si my(f.) es un isomorfismo para
0<g<n

Demostracidn: Es suficiente tener en cuenta la proposicién 1.2.16 y su coro-
lario y como son las fibraciones y equivalencias débiles en Simp(Gp). W

Esta caracterizacién de las fibraciones nos permite definir la sucesion exac-
ta larga asociada a una n-fibracién de forma andloga a como se hizo con las
r-fibraciones.

Proposicién 2.2.3. Si f, : G, — H. es una n-fibracién, I es la imagen

de la aplicacién N,(f.) y H.(I) es la homologia del complejo de grupos (no
abelianos en general) 1, entonces tenemos una sucesion exacta larga

—> Tp41(Ge) —> Hyp1 (1) — mp(Ker fo) — mp(Ga) — mn(Hy) —= - - -

y una factorizacion del morfismo mn41(f),

7rn+1(G¢) i n+l([) wl>7rn+1(1{0) >

donde tanto € como 7y son sobreyectivos.

Demostracion: La existencia de la sucesion exacta larga se hace igual que en
la proposicion 2.1.3, asi como la factorizacién de 7,4, (f.). La sobreyectividad
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de € y v se deduce a partir del siguiente diagrama
Bty (G-)J'"—’ Zn s (G-) - 7rn+1(G-)

€

A

Hn+l(1)

Bn+’1\(1)‘+———> Z,l+1 (I)

v

Bn+1(Ho)+——"_" Zn—f—l(Ho) —_—> 7rn+1(Ho)

La sucesién exacta larga nos permite también dar una caracterizacién de
las n-fibraciones triviales en términos del complejo de Moore y los grupos de
homotopia

Proposicién 2.2.4. Sea f, : G, — H, un morfismo de grupos simpliciales.
Entonces f, es una n-fibracién trivial si y sélo si Ny(f.) es sobreyectivo,
OSQSR‘*'L yﬂ'q(KeTf'):Ov OSQS”

Demostracién: Supongamos que f, es una n-fibracién trivial. Entonces
N,(f.) es sobreyectivo para 1 < ¢ < n+ 1. Veamos que No(f.) es so-
breyectivo. Para ésto, necesitamos primero comprobar que By(f.) lo es, pero

esto es claro, como puede verse en el siguiente diagrama:

NI(G-) - BO(G-)

| s

Ni(H,) — By(H.)
Por otra parte, By(G.) = Ker(Gy — m(G.)), ya que:
1) 70(G.) = Coker(Ny(G.) == Gy)
2) By(G,) = I'mag(d)
3) Bo(G,) es un subgrupo normal de Gy

El siguiente diagrama de sucesiones exactas cortas nos prueba que No( fe)
(que es igual a fj) es sobreyectivo.
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BO(Go) — Go —> WO(G.)

T

By(H.) < Hy —> mo(H.)

La sucesion exacta larga construida en la proposicion 2.2.3 nos demuestra
que 7y (Kerf,) =0 para0 < g <n.

Reciprocamente, supongamos que Ny(f,), 0 < ¢ < n+ 1, es sobreyectiva
y que m,(Kerf,) =0, 0 < ¢ < n. La primera condicién nos asegura la
existencia de la sucesién exacta larga, y la segunda nos permite afirmar que
me(fe), 0 < g < n, es isomorfismo y que los morfismos € y -y son sobreyectivos.
Queda por tanto probar que Z,.(f.) es sobreyectivo, lo cual se deduce del
siguiente diagrama

Bn+1(G-) e Zp4i(Ga) =~ Tnt1(Go)

l | ]

Bt (I) > Zupr (I) — Hoa (1)
y de que Z,1(I) = Zn41(H.,) |

También pueden ser caracterizadas las n-fibraciones y las n-fibraciones
triviales en términos de propiedades de levantamiento respecto a familias de
morfismos con dominio secuencialmente pequeno como sigue:

Proposicién 2.2.5. Sea f, : G, — H, un morfismo de grupos simpliciales.

i) f. es unan-fibracion si y sélo si f, tiene la RLP con respecto a FA[q, q] —
FAlg), 1 <q<n+1, yconrespecto a FA[n+2,n+2| — F A [n+2].

i) f. es una n-fibracion trivial st y solo si f, tiene la RLP con respecto a
FAlg < FAlg, 0<g<n+1.

Demostracion: Utilizaremos a lo largo de esta demostracién la caracteriza-
cién de las fibraciones y fibraciones triviales de grupos simpliciales, asi como
la adjuncién Sk™*! = Cosk™*! (ver seccién 1.2.3)

Probemos primero 7). En este caso, tenemos que f, es una n-fibracion si y
s6lo si Cosk™(f,) es una fibracién, lo que es equivalente a que Cosk™'(f,)
tenga la RLP con respecto a FA[g, q] — FA[g], 1 < q. Pero ésto es equiva-
lente a que f, tenga la RLP con respecto a Sk"*' FA[q, q] < Sk"*'FAlg], 1 <
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g, pues cada diagrama de la forma

X, — Cosk™(G.,)

L

Y, — Cosk™'(H.,)

es equivalente a uno

Sk™1(X,) — G,

.

Skn+1(Y,) — H,

v encontrar levantamiento en uno es equivalente a encontrarlo en el otro.
Identifiquemos ahora cuanto vale Sk"t'FAlq, q] y SE**'FA[q).
Sk"*tFAlq,q) = FA[q,q] y Sk™'FA[gl = FAlg] si ¢<n+1.
SE"FAn+2,n+2) = FA[n+2,n+2] y SK""'FA[R+2] = F A [n+2].
Sk FAlg,n+ 1] = Sk FAlq] si ¢ > n+3.

Por tanto, y teniendo en cuenta que todo morfismo tiene la propiedad

de levantamiento respecto a un isomorfismo, obtenemos que f, es una n-

fibracién si y sélo si se cumplen las propiedades mencionadas.

Para la parte 7i) se procede de igual forma, pero teniendo en cuenta
ademas que:

Sk"HLF A [q] = SK"'FAlg] si g>n+2 y
Sk"“FA[q]:FA[q] si g<n+1. ]

Notemos que se dan las siguientes inclusiones de clases de morfismos:
{fibs triv.} C --- C {(n+ 1) — fibs triv.} C {n — fibs triv.} C ...

- C{n—cof} C{(n+1)—cof} C...{cof.}

Un lema analogo al lema 2.1.5 podria ser enunciado y demostrado ahora.
Con él es posible ya demostrar el siguiente:

Teorema 2.2.6. Para cada n > 0, la categoria Simp(Gp), con la estruc-
tura dada en la definicion 2.2.1, es una categoria de modelos cerrada (a esta
estructura se le llamard la “n-estructura”).

Demostracién: Es conocido que Simp(Gp) verifica el axioma CM1. Una mi-
tad de CM4 se verifica por definiciéon. CM2 y CM3 se comprueban facilmente
a partir de la adjuncién Sk™*! + Cosk™*1.
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La demostracion de la parte de CM5 que nos da la factorizacién de un
morfismo como una n-cofibracién seguido de una n-fibracion trivial se hace
igual que en el teorema 2.1.6

Obtengamos ahora la factorizacion de un morfismo f, : Go — H, como
una n-cofibracion trivial seguido de una n-fibracion.

Si f, es una n-fibracién, la factorizacion es trivial f, = f.Idg,. Suponga-
mos entonces que f, no es una n-fibracién. Esto quiere decir que o bien Ny(f.)
no es sobreyectivo para algin ¢, 1 < ¢ < n+1, o bien que Z,,(f.) no es sobre-
yectivo (ver proposicién 2.2.2). Sea Y, = {y € Ny(H.) — fo(Ng(G.))}, 1 <
g < n+1 (es decir, los elementos de N,(H,) que no tienen preimagen).
Anélogamente, sea Yy = {y € Zny1(H.) — fas1(Nnt1(G.))}. Es claro que si
y € Zny(H,), entonces, (0,...,0,y) € A™2%(H,), lo que nos determina un

morfismo n, : F' A [n+2] — H, que hace el siguiente diagrama conmutativo

FA[n+2,n+2]—2=G,

o

FL&[R-*—Q] H,

Anéalogamente, si y € N,(H,) nos determina un morfismo 3y : FA[q] — H,
que hace el siguiente diagrama conmutativo

FAlg, q) —~G.

[

FA[q) -~ H.

A partir de aqui, definimos el grupo simplicial U, y el morfismo j, me-
diante el siguiente diagrama cocartesiano

(1 FAR+2,n+2) (1] FAlod) o, ¢

y€Yo yeY,

[

(L FAR+2)IICI FAlg) .

yeYo VyeEY,
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y p. a partir de la propiedad universal del anterior diagrama

([ FA[R+2,n+2))[I( I FAlg.q) 0o, 4.

(11 FA [+ 2)TICL] FALD U.

Yny+Xy

v hemos obtenido una factorizacion de f, como f, = paJe.

Necesitamos probar que j, es una n-cofibracién trivial y que p, es una
n-fibracion.

Veamos que j, es una n-cofibracién trivial, para lo cual lo expresamos
como composicién de dos morfismos a. : Go = T, y fB. : Ty — U,, que se
obtienen a partir de los siguientes cuadrados cocartesianos:

I FAlg.q ¢4,

yeYy

[ FA[g] ——

yEYy

ae 1<g<n+1

[I FA[R+2,n+ 2] G. %, T

y€Yo
{ 5.

[] FAn+2 .

y€Yo

Es facil comprobar que efectivamente se tiene que j, = ..

Utilizando la estructura clasica en Simp(Gp)obtenemos que a, es una
cofibracién trivial, ya que cada uno de los morfismos FA[g, q] < FA[g] lo
son. Ademads, a. es una n-cofibracién, pues asf lo son FA[g, q] — FA[g].

Veamos ahora que [, es también una n-cofibracién trivial. El mismo
argumento para a, nos muestra que f, es una n-cofibracion. Para compro-
bar que es una n-equivalencia débil consideramos los siguientes diagramas
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cocartesianos:
[I FA[n+2,n+2] T,

yeYy
[ .
[[ FA[R+2 G.
yeYy
| .
I_[’ FA[n + 2] P
y€YD

Dado que F A [n+2] y FA[n+ 2] tienen la misma (n+1)-truncacién, G,
y P, también la tienen, por lo que v, es una n-equivalencia débil. Ademds
por el mismo motivo que «a, es una n-equivalencia débil lo es v./., lo que
implica (recordar axioma CM2) que f, es una n-equivalencia débil.

Por tanto, j, = (.. es una n-cofibracién trivial.

Veamos ahora que p, es una n-fibracién, para lo cual utilizamos la carac-
terizacion dada en la proposicion 2.2.2

Sea ¢ un nimero natural 1 < ¢ <n+1,ysea z € Ny(H,).

Si z ¢ Y,, entonces existe z € Ny(G.) tal que f,(z) = z. Tenemos que
Jo(z) € Ng(U.) ¥ pe(Jg(z)) = fo(z) = 2.

Si z € Y,. La composicién

FA[q]L—)(HFA[nnLZ])H I Falg ] - U.

yeYo YyEY,

nos determina un elemento 2’ € U,. El hecho de que el diagrama

FAlg,q) = (I FA[n +2,n +2)) [I(I] FAlg, q)) —G.

| | |

FAlg] ([ F A [n+2)) [I(L] FA[q)) U.

sea conmutativo nos dice que 2z’ € N,(U,), mientras que el que lo sea

FAlg) < (][ F A [n + 2)) [I(L] FA[g]) — U-

lp.

nos dice que p,(2') = z.
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Deducimos por tanto que Ny(p.), 1 < ¢ < n+ 1, es sobreyectivo. De
forma semejante se prueba que Z,;(p.) es también sobreyectivo, con lo que
demostramos que p, es una n-fibracion.

Notemos que la aplicacién j, que hemos obtenido (en los dos casos) tiene
la LLP con respecto a las n-fibraciones.

Finalmente, la parte de CM4 que queda por probar se hace como en el
teorema 2.1.6 |

Estudiamos ahora, igual que en la seccion precedente, quienes son las n-
cofibraciones vy los objetos n-cofibrantes. Para hacerlo necesitamos extender
el funtor Sk? a un contexto un poco mas general que el de grupos simpli-
ciales. Notemos que a la hora de definir el esqueleto de un grupo simplicial
(o mas en general, de un objeto simplicial sobre una categoria) no necesi-
tamos los operadores “cara”. Por tanto, si tenemos una familia de grupos
G. = {Gmn, m > 0} junto con unos morfismos s; : Gy, — Gy que verifican
las identidades usuales s;s; = $j418;, ¢ < j, podemos definir Sk?(G.) tal y
como se define en grupos simpliciales, pero “olvidandonos” de las caras.

Es claro que a partir de esta definicién, y de como se construye el esqueleto
en grupos simpliciales, se tiene el siguiente lema:

Lema 2.2.7. Sea G, un grupo simplicial tal que en cada dimension Gy, es el
producto libre de dos grupos, es decir, G, = H, || Ky, verificando ademds que
tanto H. como K, son cerrados bajo degeneraciones. Entonces (Sk%(G.))n =

(SKI(H.))n [1(SKU(K.))n

Proposicién 2.2.8. Sea G, un grupo simplicial. Entonces Go es n-cofibrante
si y solo si G, es cofibrante (es decir, G. es un grupo simplicial libre) y
G, = S G.)

Demostracion: Supongamos que G, es n-cofibrante. Hemos visto ya que
G. es cofibrante. Ademés, el morfismo canénico i, : SK""'G, — G, es
una n-fibracién trivial, puesto que Cosk™*!(z,) es la identidad, y por tanto
una fibracién trivial. Por tanto, existe un levantamiento j, en el siguiente
diagrama

00— SE*HG,
l Je . i l
G.=G.

Es claro que i,j, = Idg,. Comprobemos que jois = Idggn+1¢,. Para ver ésto,
notemos que jui. tiene como dominio Sk"*'G,, y por tanto estd determinado
por su (n+1)-truncacién, que como se puede apreciar es Id;n+1(g,). Es decir,
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juie €s el inico morfismo con dominio y codominio Sk™*'G, y cuya (n + 1)-
truncacion es la identidad, o sea, j,i, = Idggn+15,. Con ésto demostramos
que G, = Sk™*1G,.

Reciprocamente, supongamos que G, es un grupo simplicial libre que
coincide con su (n + 1)-esqueleto, y queremos probar que es n-cofibrante,
para lo cual debemos encontrar levantamiento en cualquier diagrama de la
forma

—s4,
l lf. donde f, es una n-fibracién trivial
&.—=B,

Pero como G, = Sk™"*'G,, encontrar levantamiento en el anterior diagrama
es equivalente a encontrarlo en el siguiente

00— Cosk™ 1 A,

l lCosk"“f.

G.—> Cosk™'B,

v aqui existe puesto que G, es cofibrante y Cosk™"!(f,) es una fibracién
trivial. u

Proposicién 2.2.9. Sea f, : Go = G.[]| FU. una cofibracion de grupos
simpliciales. Entonces f, es una n-cofibracion si y sélo si cada elemento de
U, es un simplice degenerado para ¢ > n + 2 (es decir, Sk"FU, = FU,).

Demostracion: Supongamos que f, es una n-cofibracion. Es claro que el
grupo de n-simplices del contcleo de f, es FU,, puesto que el conicleo se
calcula dimensién a dimensién. Por tanto, llamaremos F'U, al contcleo de
fo. Ademads, como U, es cerrado bajo degeneraciones, estos operadores en
FU, son la restriccién de los mismos en G, [[ FU,. Dado que f, es una n-
cofibracién, su contcleo FU, es n-cofibrante, de donde Sk"*(FU,) = FU.,,
lo que implica que U, tiene inicamente simplices degenerados para ¢ > n+2.

Reciprocamente, supongamos que Sk FU, = FU,. En este caso usando
el lema 2.2.7, tenemos que Sk"*Y(G,[[FU.) = Skot1G.[[SK*'FU, =
Sk"G,[] FU.. Necesitamos probar que f, es una n-cofibracion, para lo
cual necesitamos encontrar levantamiento ¢, en un diagrama cualquiera de
la forma

G. = A' :
l 19- donde g, es una n-fibracién trivial.
G.][FU.2— B.
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Para ésto consideramos el diagrama

Go —> Ao CVOSkn+1A.

>
f.l ,igo lCosk"+‘g.

G.][ FU, —> B, — Cosk™*'B,

en el que la flecha punteada existe puesto que Cosk™ !(g.) es una fibracién
trivial y f, es una cofibracion.
Usamos ahora la adjuncién Sk + Cosk™!| lo que nos da el siguiente
diagrama
Skn+1G. A.

-

Sk"+G, || FU. — B.

Estamos en condiciones de definir t,, : G, [[ FU,, — Ap,. Para hacerlo,
basta definir sus restricciones a G,, y a FU,,. Definimos entonces:

Siz € Gy tm(T) = am(x), y si T € Uy, tm(z) = hm(z). Queda com-
probar que la aplicacién asi definida es simplicial. Claramente {, conmuta
con las degeneraciones, por tanto s6lo resta probar que ditm,(z) = tm-1di(z)
para cualquier z € G, [[ FU,,. Notemos que si m < n + 1, la igualdad
anterior es claramente cierta, asi como si z € G,, para cualquier m. Por
tanto, es suficiente probarlo en el caso de que tengamos z € U,,, m > n+ 2.
Distinguiremos dos casos:

1. di(ZE) < Um—l-

En este caso es facil, pues se tiene:

tn-iti{2) = Ban-18i(2) = dilin{) = dit(z)

2. di(z) & Up_.

Por hipétesis tenemos que = = s;,s;, - .. s; (y) para algin y € Upny,
de donde d;(z) = d;s;ysi, - - - 8i, (¥) = $joSj, - - - 85, d;(y), después de in-
tercambiar los operadores s y d mediante las identidades simpliciales.
Deducimos entonces:

tm_ld,‘(.'l,') = tm~lsjo - sjkdj(y) = S]‘O - S]ktnd](y) =
= Sjo P Sjkdjtn+l(y) = d,‘S,‘O ‘e S"ktn+1(y) = d,-tms,-o 5 e S,"t (y) = ditm(xj
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Ahora se podria enunciar y demostrar un lema andlogo al lema 2.1.7 y como
consecuencia se tendria que un morfismo f, : G, = H, es una n-cofibracion
si y sélo si f, es un retracto de una aplicacion libre que verifica la condicién
de la proposicién anterior.

Vamos a relacionar ahora la estructura que se tiene en n — Hypgd(Gp)
(véase [21]) y la n-estructura de grupos simpliciales y, consecuentemente, las
teorias de homotopia asociadas. Utilizaremos para ello la adjuncién P, F J
(ver proposicion 1.2.36)

Proposicién 2.2.10. Sea f, : G, — H, un morfismo en n — Hypgd(Gp).
Entonces f, es una fibracidn (resp. equivalencia débil) si y sdlo s1 J(f.) es
una n-fibracion (resp. n-equivalencia débil).

Demostracién: Por definicion, f, es una fibracién (resp. equivalencia débil)
si y s6lo si J(f.) lo es. A partir de las caracterizaciones que se tienen de
las fibraciones (resp. equivalencias débiles) y de las n-fibraciones (resp.
n-equivalencias débiles) es facil ver la equivalencia entre fibraciones y n-
fibraciones (resp. equivalencias débiles y n-equivalencias débiles) para mor-
fismos en n-Hypgd(Gp). |

Proposicién 2.2.11. Sea f, : G, = H, un morfismo de grupos simpliciales.

i) Si f. es una n-cofibracion, entonces Py(f.) es una cofibracion.

ii) fo es una n-equivalencia débil si y sélo st Py(f.) es una equivalencia

débil.

i) Si f. es una n-fibracion, entonces Py(f.) es una fibracion.
Demostracion: i) se obtiene a partir de que P, lleva cofibraciones de grupos
simpliciales en cofibraciones en n — Hypgd(Gp) vy de que toda n-cofibracién
es una cofibracion.

Para 1) y 11) basta tener en cuenta la relacién entre Ny(G.) y Ng(PrG.),
asi como entre 7,(G,) y mo(PnG.). ]

Tanto la unidad como la counidad de la adjuncién P, - J son equivalen-
cias débiles en las correspondientes categorias, por lo que usando el teorema
3 §4 [58] tenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.2.12. La adjuncion P, = J induce, para cada n > 0, una equi-
valencia de categorias

Ho,(Simp(Gp)) = Ho(n — Hypgd(Gp))

y una equivalencia entre la teoria de homotopia en Simp(Gp) asociada a la
n-estructura y la teoria de homotopia en n-Hypgd(Gp).
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Estudiaremos a continuacion diversas construcciones concernientes a la
teoria de homotopia en Simp(Gp)asociada a la n-estructura.

Proposicién 2.2.13. Sea G, un grupo simplicial y Go ®, I el grupo simpli-
cial definido por el siguiente diagrama cocartesiano

Sk (G, @ 1)) —> G, ® I

Sk"+l(i0+il)l l;o+;1

SEY(G. @ 1) —2> G @ |

(donde I =A (1])-

Entonces eziste una n-equivalencia débil, o, : Go ®, I — G., tal que
E.(ZO + 21) - V
Demostracidn: Claramente tr"*'(a,) = Id, de donde tr"*'(f,) = Id, lo
que implica que B, es una n-equivalencia débil. Por otra parte, tenemos
morfismos €, : SE"(G.®I) = G.®Iy ig+1, : G.® Iy = G.® I (notemos
que G, ® Iy = G, ] G.) que verifican €,(Sk™" (ig + 1)) = (io + 11) e, puesto
que su (n + 1)-truncacién es en ambos casos tr™*!(ig +1;).

Sk"(G. @ I))™—G.® I

Sk"+l(i0+i1)l io+;1l

Sk (G @) G, @,

o\
Ge®I

Existe entonces 7, : Go®, I — G, ®1, y dado que f, y €, son n-equivalencias
débiles, también lo es 7,. La aplicacién buscada 7, es entonces la composicion
Ge®n I —>G,® I == G, que es n-equivalencia débil puesto que g, lo es.
Ademas 5.(10—}-’61) :O.’Y.(i0+i1) :O'.(Eo-{-;l) =V B
Notemos que esta construccién define un funtor — ®, I : Simp(Gp) —
Simp(Gp).

Corolario 2.2.14. Sea G, un grupo simplicial n-cofibrante. Entonces G4 ®p
I es un cilindro para G, (con la n-estructura).

Demostracién: De acuerdo con la proposicién anterior, basta solamente com-
probar que 7, + 7; es una n-cofibracién. Como G, es n-cofibrante, es cofi-
brante, y por tanto iy + 4; es una cofibracién de grupos simpliciales, de
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donde Sk™*!(iy + 4;) es una n-cofibracién. Dado que 7y + 7; es el opuesto
en un cuadrado cocartesiano a Sk™*!(ig + 7,), deducimos que i + 7; es una
n-cofibracion. -]

Una vez obtenido un cilindro podemos definir un funtor "X : Simp(Gp) —
Simp(Gp) que nos de el funtor suspension en la correspondiente categoria
de homotopia como sigue:

"$(G.) = Coker(Ge ® Iy —2 ~ G, @, I)

La relacién entre el funtor ¥ en Simp(Gp) (ver seccién 1.4.3) y "¥ viene
dada en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.2.15. Dado G. € Simp(Gp), "E(G.) = Sk™ (2G.).
Demostracion: Tenemos que
"$(G,) = Coker(ip + 1,) = Coker(Sk™ ! (ip + 11)) =

> SE"Y(Coker(ig + 1)) = Sk (SG.)

donde hemos utilizado que los contcleos de dos morfismos opuestos en un
cuadrado cocartesiano son isomorfos y que el funtor Sk™*! es un adjunto por
la izquierda y por tanto preserva colimites. |

Construimos ahora un adjunto al funtor —®, I que nos proporcionara un
espacio de arcos asociado a un grupo simplicial H,.

Proposicién 2.2.16. Sea H, un grupo simplicial y definimos , H! mediante
el siquiente diagrama cartesiano

nHI —— (Cosk™'H,)!
(50,51)1 1(30,31)
Hlo —— (Cosk™'H,)

Esta construccion define un funtor ,(—)! : Simp(Gp) — Simp(Gp) que es
adjunto por la derecha al funtor — @, I.

Demostracion: Claramente la construcciéon es funtorial. Veamos -entonces
que si G. y H, son dos grupos simpliciales, Homsimp(Gp)(Ge ®@n I, H,) =
Homsimp(Gp)(Gen H!). Esto es cierto pues dar un morfismo G, ®, I — H,
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es equivalente a dar dos morfismos SK™*'(G. @ I) — H, y G.® Iy, — H,
tales que el siguiente cuadrado sea conmutativo

SEMYG, @ I)) —>G. ® I,

.‘)'k"+‘(i0+i1)l l

Sk"+\(G. ® I) H,

Esto- dltimo es equivalente a dar dos morfismos G, ® I, — H, vG,®1 —
Cosk™ ' H, tales que conmute el siguiente diagrama

G.®IO G.®I

| |

Ho — = COSkn+1H.

v ésto equivale a dar dos morfismos G, — HI* y G, — (Cosk""'H,)! que
hagan conmutativo el diagrama

G, — (Cosk™*'H,)!

l l

Hlo —— (Cosk™*'H,)"
que equivale precisamente a dar un morfismo G, — ,H! -]

Proposicién 2.2.17. El objeto ,H! definido en la proposicidn 2.2.16 es un
espacio de arcos para H, (con respecto a la n-estructura).

Demostracion: Veamos primero que existe un morfismo v, : H! — ,H!
que es una n-equivalencia débil. Este morfismo se obtiene a partir de los
morfismos canénicos H! — HI y H! — (Cosk™'H,)!. Comprobemos
ahora que los morfismos H! — (Cosk™'H,)! v ,H! — (Cosk™*'H,)! son
n-equivalencias débiles.

El primero es n-equivalencia débil pues lo podemos incluir en el siguiente
diagrama conmutativo

H! — (Cosk™*'H,)!

l |

H, — Cosk"*t'H,
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donde los morfismos verticales son equivalencias débiles y el morfismo ho-
rizontal inferior es n-equivalencia débil pues su (n + 1)-coesqueleto es la
identidad (ver definicién 2.2.1).

Que el segundo es una n-equivalencia débil se deduce del hecho de que es
el opuesto en un cuadrado cartesiano a un morfismo cuya (n + 1)-truncacién
es un-isomorfismo (notemos que H/° = H, x H, y por tanto ¢r"+}(HD) =
tr*tY(H, x H,) = tr"*}(Cosk™!(H,) x Cosk™*'(H,)) = (Cosk™*(H,))").

El axioma CM2, junto con estos dos ultimos hechos nos prueba que 7, es
una n-equivalencia débil.

Comprobemos ahora que el morfismo (8q,8;) es una n-fibracién. En
realidad, vamos a comprobar que (Jp,0;) es una n-fibracién, lo cual nos
implicard claramente lo que queremos. Es claro que (9, d;) es una fibracién
(recordemos que (—)’ nos da un espacio de arcos en Simp(Gp)) y por tanto
s6lo necesitamos probar que Z,.;(0,0;) es sobreyectivo (ver proposicion
5.9.:9).

De acuerdo con las identificaciones dadas en la seccion 1.2.3, podemos
escribir

[(Cosk™ ' H.) N = {(0,-- -, Tn) € (Hn1)™" / diwi = diziy, 1 < i <}

mientras que [(Cosk™"' H,)!], ;1 es el conjunto

Too Zo1 T Ton+1 Ton+2 cH
~ - x..
1o Ty o Tip4l Tin+2 Y ntl .
. ) | Gy =dj_13a k < j
Tiit1 = Tig1i41
Tn+10 Tnp411 - $n+1n+1 Tn+1n+2

donde los operadores cara estan definidos como sigue:

dk(l'ij) = (I0k+1, coo s Th—1k+1y Tk41k, - - -aIn-Hk)

Por otra parte [(Cosk™ ' H,)],41 = (Cosk™ 1 H,)pi1 X (Cosk™  Hy)pyy =
Hpn X Hyy, y el morfismo (0p, 01 )ny esta definido por

Too Toy T Ton+1 Ton+2
(30, a1)n+1 I:IO 3::11 xln+l:$ln+2 . = ($oo;$n+1n+2)
Tnt10 Tp411 " Tntintl Tntin42
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A partir de las definiciones anteriores se deduce que Z;, ((C'osk"“H.)l) es

,

\

0 =z z9 0 0 0
0 0 I 0 0 0
L / diz; =0
0 0 0 Tnt1l Tntl 0
0 0 0 0 Tnt1 Tny2 )

Supongamos que tenemos (7,y) € Zny1((Cosk™ ' H,)™) que sabemmos
que es igual a Z,,1(H,) X Zn4+1(H.). Entonces el elemento

z z 0 00\
0 z =z 0 0
0 0 =z 00
\000 xy)

pertenece a Zny1((Cosk™H,)!) y claramente su imagen por Zn41(0o, 1)
es el elemento (z,y) del que partiamos asi que Z,41(0o,01) es sobreyectivo
como se requeria.

Tenemos entonces una factorizaciéon del morfismo diagonal

H, x H, = Hl

\\ st

donde 3, es una n-equivalencia débil puesto que s, lo es y (0o,0,) es una
n-fibracién.

Con ésto concluimos que , H! es un espacio de arcos para H, en Simp(Gp)
con la n-estructura. [

Esta construccion permite definir un funtor
"Q) : Simp(Gp) — Simp(Gp)

como "QH, = Ker(dy,0,) y este determina el funtor de lazos en la categoria
Ho,(Simp(Gp)). Es claro que "Q es adjunto por la derecha al funtor "Xy,
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razonando de forma analoga a como se hizo en la proposicion 2.2.15, obtene-
mos que "QQH, = QCosk™' H, donde 2 es el funtor de lazos en Simp(Gp)
(ver seccion 1.4.3).

Damos ahora una construccion alternativa del cilindro para la n-estructura
que sera utilizada posteriormente.

Proposicién 2.2.18. Sea G, un grupo simplicial n-cofibrante y sea G, ®' I
el grupo simplicial definido por el siguiente cuadrado cocartesiano

SkTLG. ® 1() _——->G. ® 10

l |

SknG- ® ] —>Go ®:1 I
Entonces G, ®', I es un cilindro para G, con la n-estructura en Simp(Gp).

Demostracion: Notemos en principio que

q+1
G, sig<mn
(G. ®:1 I)q = =0 q
G, H(Hl(SknG-)q) [1G, sig=zn+1
Puesto que I, = A[1,0] ][ A[1, 1], podemos construir G, ®!, I en dos pasos,
mediante dos diagramas cocartesianos:
Primero construimos un grupo simplicial (), mediante el siguiente dia-

grama cocartesiano

Sk"G. ® AL, 0] —> G. ® A[L, 0]

l l

Sk"G. @1 Q.

y una vez construido este objeto construimos el siguiente diagrama cocarte-
siano

Sk"G. ® A[1,1] — Sk"G. ® I —> Q.

| -

G.® All,1] 2

Es facil ver entonces, utilizando las correspondientes propiedades univer-
sales, que P, = G, ®,, |

Los morfismos ig : Ge®A[1,0] = G.®I y Sk"G.®1 — G.®I determinan
un dnico morfismo €, : Q. — G.® I, que junto con 7; : G.@A[1,1] = G, ®1
determinan un morfismo v, : G, ®, [ = G, ® I.
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Nuestro primer objetivo es probar que v, es una n-equivalencia débil, lo
cual lo hacemos en las siguientes etapas:

1) El morfismo Sk"G, ® A[1,0] — Sk™"G, @ I es una cofibracién trivial,
luego también lo es G, ® A[1,0] — Q.. Sabemos también que iy es
una equivalencia débil de donde deducimos que ¢, es una equivalencia
débil. ‘

2) Utilizando la nota preliminar es claro que tr*y, = Id, con lo que 7, es
una (n — 1)-equivalencia débil.

3) €o es la composicion de los morfismos a, : Qo — G @[y v, : G @, 1 —
G, ® I, lo que nos da el siguiente diagrama

NTI-HQO s NnQo dn Arn—lQ-

i 1 |
Nus1(Ge . 1) 5 NL(G. &', ) —2> N, _1(G. &', 1)
Nn+10%)1 “

7
dn

Npi1(Ge ®I) /> N,y (G.® I) —2> N, _1(G. ® I)
De donde deducimos:

- Ker d, = Ker d;, = Ker d,,
- Imag dnyy C Imag d;, ., C Imag 0,

- Imag d, 4, = Imag d,_ ,, puesto que €, es una equivalencia débil.
Facilmente se concluye entonces que 7. es una n-equivalencia débil.

El segundo objetivo es probar que el morfismo Sk"G, ® Iy — Sk"G,® [
es una n-cofibracion. Para ello utilizaremos el lema 1.2.5 y la caracterizacién
de las n-cofibraciones (ver proposicién 2.2.9).

Puesto que G, es cofibrante, Sk"G, también es (n — 1)-cofibrante, y por
tanto Sk"G, = FU, donde U, contiene tinicamente simplices degenerados
param > n+1. Ademés, (SK"Ge®Iy)m = FUY I FUY v (SE*"Go® 1) =

[ FU;, donde Ul = U,,.

T€l,
Probar que el morfismo anterior es una n-cofibracién es equivalente a
probar que cada z” € U], m > n+2, 7 # (0), (1) es un simplice degenerado.
Supongamos que tenemos z” en las condiciones anteriores. Entonces = €
U,, es un elemento degenerado, es decir, z = s;y, vy € Uy,,_y, Yy a vez y es

degenerado, luego = = s;5;2, 2 € Uy, (suponemos, por ejemplo que 7 < j,
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lo que implica que 7 # 7 + 1). Por el lema 1.2.5, o bien 7 = ;77 0 bien
T = $j4+172. Si se da el primero, tendriamos que 27 = s5,((s;2)™), y si se da
el segundo, 27 = s5;41((si2)™). En cualquiera de los casos, 7 es un elemento
degenerado.

Por tltimo, para comprobar que la construccion en cuestion es efectiva-
mente un cilindro, trabajamos con el diagrama

SknG. ® I() _‘——>G. ® 10

=
l 10+11l

Sk"G. Q@I —G.®,, I

G.

y observamos que 7, + 7; es una n-cofibracién pues es el opuesto en un cua-
drado cocartesiano a una n-cofibracién, como acabamos de probar y que o,
es una n-equivalencia débil, pues es la composicion de una n-equivalencia
débil v, y una equivalencia débil o,.

|

Un razonamiento analogo al de la proposicién 2.2.15 nos permite pro-
bar que Coker(% +1y) = 2(Sk™G,), y puesto que el funtor suspensién
estd determinado de forma unica salvo equivalencia débil (en este caso n-
equivalencia débil), o lo que es lo mismo, en la categoria de homotopia esta de-
terminado salvo isomorfismo, tenemos, a nivel de la categoria de homotopia
Ho,(Simp(Gp)) una equivalencia natural "S = Sk"*1¥ = £.Sk".

Estudiamos ahora como es la relacion de homotopia en grupos simpliciales
asociada a la n-estructura.

Recordemos (ver secciones 1.2.1 6 1.2.3) que dados f,., g, : Go — H, dos
morfismos de grupos simpliciales, dar una homotopia de f, a g, es equivalente
a dar una familia de morfismos de grupos {k¥ : G, — H,, p>1, 1 <1 <p}
satisfaciendo las siguientes identidades

dok? = fp_1do dik? =k d; sii<j sik? = ks sii<j

dpkz = gp—ldp dtk;) = k;-)—ldi St 1 2 ] 8,‘]\‘; = l{f:__llsl st 1> ]

o bien otra familia {h] : G, — Hyy1, 0 < j < g} satisfaciendo:

dohd = f, dg1h? = g, d;h? = hI|d; s11<]

S,'h,g-—l - h31'+13i St 1 S ] dj.th-_H = d]'+1h,(]1-

sihd™! = hisiy sii> dih? =hi"'di.,  sii>j+1
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que se correspondian respectivamente a dar un morfismo k, : G, ® I — H,
tal que k.ig = fo vy keiy = go y a dar un morfismo h, : G, — H! tal que
dohe = go v O1he = f.. La adjuncién — ® I (=)’ nos da la equivalencia
entre los dos sistemas.

El objetivo es ahora comprobar que al “truncar” convenientemente estas
dos familias de morfismos se tienen las relaciones de homotopia asociadas a
los dos cilindros estudiados para la n-estructura.

Definicién 2.2.19. Sean G,., H, dos grupos simpliciales y f., 9. : Go — H,
dos morfismos entre ellos:

i) Una n-homotopia de f, a g. es un sistema de morfismos {kf : G, =
H,, 1 <p<n+1,1<1i<p} satisfaciendo las identidades:

dok} = fp_1do | dik} = k;-’:}di sii<j | sikh= k;’Hsi s11< ]
dpkz = gp—ldp dlk;) = k;‘.”"ldi St 1 Z] Sik;‘) —1 k‘;):_-llsz s11 > ]

i) Una n'-homotopia de fo a go es un sistema de morfismos hg : 5y =¥
H,1,0 < g <n, 0<j<gq, satisfaciendo las identidades:

dohd = f4 dg+1hd = g, d;h! = hZ1d; s11< ]
shi  =hl,s sigj djs1hdy, = djy1h!
shi =hls;y sii>j dihl=h""diy  sii>j+1

Proposicién 2.2.20. Sean G,, H, dos grupos simpliciales, y fo,ge : Go =
H, dos morfismos entre ellos. Entonces:

i) Eziste una n-homotopia de fo a go si y solo si eriste un morfismo k, :
Ge®n I — H, tal que k(1o + 1) = fo + G-

ii) Eziste una n'-homotopia de fo a go st y solo si existe un morfismo k| :
G.®. I — H, tal que K,(ig +17,) = fuo + go-

Demostracidon: Supongamos que tenemos una n-homotopia (k7). Es facil
construir a partir de ella una aplicacién tr"*'(G, ® I) — tr**'H,. Para

ello debemos definir k, : (G ® I)q — Hy, 0 < ¢ < n+ 1, y dado que
q+1
(Ge®1), = [1(Gy)i, (Gg)i = Gy, es suficiente con definir la restriccién de kg
1=0
a (G,):, es decir, debemos definir kg; : (G¢); — Hg, y esto lo hacemos como
sigue:
gg si i=0
qui: ) SilSiSq
fo sii=q+1
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Las identidades simpliciales son consecuencia de las identidades que satisface
la familia {k?}

Tenemos entonces ko : tr"tH (G, ®@ 1) — tr" 1 H, tal que ko tr™t(io +
i) = tr*t1(g. + f.). Utilizando la adjuncién sk™*! t ¢r**! y sabiendo que
skntlgrntl = S+ obtenemos un diagrama conmutativo

Skn+l(G. ® 10) = G. ® IO
Sk"+1(io+i1)l lf.+g.
Skt G, I) H,

que nos determina un morfismo k, : G, ®, I — H, que satisface la condicién
requerida.

Reciprocamente, dado k, : G, ®, I — H, tal que k,(ig + i1) = go + fo,
componemos con f, (ver proposicién 2.2.13) lo que nos da un morfismo k./3, :
Sk"tY(G, ® I) — H,, que queda determinado por su (n + 1)-truncacién.
Definimos entonces k7, 1 < ¢ <n+1, 1 <1i < g como la restriccién de k,f3,

a (Gq)i-
La parte 7i) se demuestra de forma andloga, pero utilizando la construc-
cién adjunta a G, ®!, I. a

A partir de ahora, una n-homotopia de f, a g, serd indistintamente tanto
una familia de morfismos de grupos {k/, 1 < p < n+1, 1 < i < p}
satisfacindo de la definicién 2.2.19.7) como un morfismo de grupos simpliciales
ke : Ge®, I — H,. Una observacion semejante se aplica a las n’-homotopias.

Proposicién 2.2.21. Sea G, un grupo simplicial y consideramos los morfis-
mos 19,11 : Go — G4 ®, I. Entonces eriste una n'-homotopia k., : G, ®,, I —
G. Rn I de EO a 7;1.

Demostracion: Notemos primero que tr* ™G, ®, I) = tr""/ (G, ® I) y
que tr"*l(z) = tr"*1(i), k = 0,1. Necesitamos entonces, utilizando la
proposicién 2.2.20.z) una familia de morfismos h! : Gy = (Ge ®n [)g41 =
(Ge ®@I)g41, 0 < g < n, 0 < j < g, satisfaciendo las condiciones dadas
en la definicién 2.2.19.i7). Pero esta familia existe pues basta considerar
Id : G,® I —- G, ® I, que nos una homotopia de i3 a 7;, y por tanto, una

familia de morfismos A : Gy = (Ge® I)g41, ¢ 20, 0 < j < gq. |
Como consecuencia inmediata tenemos:

Corolario 2.2.22. Sean G, y H, dos grupos simpliciales y fo,ge : Go = H,
dos morfismos entre ellos. Si eziste una n-homotopia de f, a g., entonces
ezxiste una n'-homotopia de f, a g,.
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Demostracion: Dada una n-homotopia G, ®, [ — H, es suficiente componer
con k. de la proposicion anterior. |

Corolario 2.2.23. Sea G, un grupo simplicial n-cofibrante, H, un grupo
simplicial cualquiera y f., go : Go — H, dos morfismos. Entonces existe una
n-homotopia de f. a go siy sélo si eriste una n'-homotopia de f, a ga

Demostracion: Basta tener en cuenta que, al ser G, n-cofibrante, ambas
relaciones coinciden con la relacién de homotopia a la izquierda que se deriva
de la n-estructura. |

2.3 Estructuras de modelos para (r,n)-tipos
de Grupos Simpliciales

Combinamos ahora los resultados obtenidos en las dos secciones anteriores
para dar una estructura de modelos (y por tanto una teoria de homotopia)
para equivalencias débiles “truncadas en ambas direcciones” de grupos sim-

pliciales.
Consideramos entonces para cada r,n, 0 < r < n, las siguientes clases de

morfismos:
Definicién 2.3.1. Sea f.: G, — H, un morfismo de grupos simpliciales.
i) fu es una (r,n)-fibracién st Cosk™ '(f,) es una 7-fibracion.
ii) f. es una (r,n)-equivalencia débil si Cosk™'(f.) es una T-equivalencia
débil.
iii) f. es una (r,n)-cofibracion si es a la vez una T-cofibracion y una n-

coftbracion

Notemos que todo grupo simplicial es (r,n)-fibrante, y que los grupos
simpliciales (7, n)-cofibrantes son los grupos simpliciales libres, r-reducidos y
que coinciden con su (n + 1)-esqueleto.

Como consecuencia inmediata del valor de los grupos de homotopia del
(n + 1)-coesqueleto de un grupo simplicial, obtenemos:

Proposicién 2.3.2. Sea f, : G, — H, un morfismo de grupos simplicia-
les. Entonces f. es una (r,n)-equivalencia débil si y sélo si mo(f,) es un
isomorfismo para T < q < n.
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Al igual que en las secciones precedentes podemos caracterizar las (r, n)-
fibraciones y las (r,n)-fibraciones triviales en términos de propiedades de
lavantamiento y en términos del complejo de Moore y los grupos de homo-
topia.

Proposicién 2.3.3. Sea f, : G, — H, un morfismo de grupos simpliciales.
Entonces son equivalentes:

i) fo es una (r,n)-fibracidn.

it) fo tiene la RLP con respecto a FA[q,q] — FA[g], r+1<g¢<n+1,y
con respecto a FA[n+2,n+2] — F A [n+ 2].

i) No(fo), r+1<qg<n+1, y Z,.1(f.) son sobreyectivos.

Demostracion: La demostracion de la equivalencia entre z) y ) se hace de
forma semejante a como se demostré el apartado 7 en la proposicion 2.2.5,
pero utilizando ahora las caracterizaciones de 7-fibracion dadas en la propo-
sicién 2.1.2.

La equivalencia entre i) y %i1) es consecuencia inmediata del lema 1.2.24
|

Proposicién 2.3.4. Sea f, : G, — H, un morfismo de grupos simpliciales.
Entonces son equivalentes:

i) fo es una (r,n)-fibracion trivial.

i) f. tiene la RLP con respecto a FA[r + 1,r +1] — F A r+1] y
FA[q]‘—)FA[q], r+1<q¢g<n+1.

i1i) No(fe), r+1 < g <n+1, es sobreyectivo, my(Kerf,) =0, r < g < mn,
v 7. (f.) es sobreyectivo.

Demostracion: Al igual que en la proposicién anterior, la equivalencia entre
i) y 1) se hace utilizando argumentos semejantes a los de la proposicién 2.2.5
teniendo en cuenta la caracterizacion de las T-fibraciones triviales dadas en
la proposicion 2.1.4. )

La equivalencia entre i) y i) se demuestra igual que las proposiciones
2.1.4 v 2.2.4. =

Al igual que en la seccion anterior, se tiene un lema analogo al lema 2.1.5
que se utiliza en la demostracion del siguiente teorema.
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Teorema 2.3.5. Para cada r,n, 0 <r < n, la categoria Simp(Gp) es una
categoria de modelos cerrada con la estructura dada en la definicion 2.5.1.

Demostracion: El teorema se demuestra exactamente igual que se demostro el
teorema 2.2.6. Tan so6lo hay que hacer en este caso la parte de CM5 que en
aquel teorema era trivial (por la definiciéon de las n-cofibraciones), y que
consiste en encontrar levantamiento en cada diagrama de la forma

G, —> X,

f-l ) Jo

Hy=—=>Y,

donde f, es una (r,n)-cofibracién y g. una (r,n)-fibracién trivial. Para en-
contrarlo, primero buscamos un levantamiento en el diagrama

(s — > Cogh*H X,

f.l lCosk"“g.

H, —>Cosk™*'Y,
que existe pues f, es una 7-cofibracién y Cosk™*lg, es una 7-fibracién tri-
vial. Esto nos da por la adjuncién Sk™*! F Cosk™"! un levantamiento en el

siguiente diagrama
SkHg, —= X,

skt f.l lg.
Sk"+1H. s ¥

Tenemos ahora en cuenta que f, es una n-cofibracién; ésto quiere de-
cir que f, es un retracto de una aplicacion libre G, — G,[[ FU, en la
que SE"YG,[] FU.) = (Sk™'G,)[] FU.. En el caso de que sea libre un
razonamiento andlogo al de la proposicion 2.2.9 nos permite encontrar el
levantamiento en el diagrama de partida. B

Destacamos algunos resultados de facil demostracién y que utilizaremos
en lo que sigue.

Proposicién 2.3.6. Sea f, : G, — H, un morfismo de grupos simpliciales.
i) Si fo es una n-fibracion entoces f, es una (r,n)-fibracion.

it) Si f, es una n-equivalencia débil entonces f, es una (r,n)-equivalencia
débil.



i) S1 G, y Hy son r-reducidos, entonces fo, es una (r,n)-cofibracion si y
solo si1 fo es una n-cofibracion.

Demostracion: Los apartados ¢) y 4z) son claros si tenemos en cuenta que toda
fibracion (resp. equivalencia débil) es una 7-fibracion (resp. 7-equivalencia
débil), y la definicién de (r, n)-fibracion y (7, n)-equivalencia débil.

La implicacién hacia la derecha del apartado 1) es trivial (ver definicién
2.3.1).

Supongamos ahora que f, es una n-cofibracién. Sabemos que f, es una
cofibracién y, por el corolario 2.1.9, f, es una 7-cofibracién. Deducimos por
tanto que f, es una (r,n)-cofibracion. =

Damos ahora de forma resumida algunas construcciones homotopicas en
la categoria Simp(Gp) con la estructura que acabamos de definir.

Proposicién 2.3.7. Sea G, un grupo simplicial (r,n)-cofibrante. Entonces
tanto G4 @, I como G, ®! I (ver proposiciones 2.2.18 y 2.2.18) son cilindros
para G, con la (r,n)-estructura en Simp(Gp).

Demostracion: Notemos que tanto G, [[G.(= G. ® Iy) como G, ®@, [ y
G. ®! I son r-reducidos. Utilizamos ahora la proposicién 2.3.6. |

Proposicién 2.3.8. Sea H, un grupo simplicial. Entonces ,H! (ver pro-
posicion 2.2.17) es un espacio de arcos para H, con la (r,n)-estructura en
Simp(Gp).

Demostracion: Es suficiente utilizar las proposiciones 2.2.17 y 2.3.6. |

Puesto que las construcciones del cilindro v del espacio de arcos son
iguales para la n-estructura y para la (r,n)-estructura, los funtores "X y
") inducen los funtores suspension y lazo en la categoria de homotopia
Ho »)(Simp(Gp)), que denotaremos por "™YT y (rn)Q).  Ademas, tal v
como se hizo en las secciones precedentes, puede probarse que en la categoria
de homotopia se tienen equivalencias naturales:

L = Bkt & SE*HE = EL,
Q= E, Q= QE, = QCosk™!

Por 1ltimo, destaquemos que si G, es (r,n)-cofibrante v H, es cualquier
grupo simplicial, las relaciones de homotopia por la izquierda (o por la dere-
cha) deducidas de la (7, n)-estructura coinciden con las relaciones de homo-
topia por la izquierda (o por la derecha) deducidas de la n-estructura, ya que

el cilindro y el espacio de arcos son el mismo en los dos casos. Deducimos
entonces finalmente que

Homllo(r'n)(Simp(Gp))(Gn H.) = HomHo,,(Simp(Gp))(Gn H-)
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Capitulo 3

Estructuras de modelos y teoria
de homotopia en subcategorias
de grupos simpliciales y
categorias equivalentes

Se considera en este capitulo, para cada r,n en la situaciéon 0 < r < n
la categoria Ty (que es la interseccién de las categorias Simp(Gp). y
n — Hypgd(Gp)) a la que se dota, para cada sistema multiplicativo S C Z
(S = {1} si r = 0) de una estructura de modelos cerrada (la S-estructura)
basandonos en la estructura que tiene Simp(Gp), (ver [59]).
Posteriormente, y apoyandonos en la 7T-estructura vemos que las cate-
gorias Ty con la estructura anterior para S = {1} son categorias sim-
pliciales de modelos cerradas (teorema 3.2.3) lo que nos permite dar una

descripcién de la categoria Ho ([;Tﬁ]) (teorema 3.2.4).

Luego, para valores particulares de 7 y n se muestra la equivalencia de
las categorias [ Tp) con categorias conocidas, como las de mé6dulos cruzados
de grupos, cat-grupos, 2-médulos cruzados reducidos, cat-grupos trenzados,
modulos cruzados estables y cat-grupos simétricos. Estas equivalencias po-
sibilitan definir estructuras de modelos en estas categorias, en las cuales se
dan algunas construcciones homotdpicas (proposiciones 3.4.9, 3.5.1, etc.) y
se caracterizan las homotopias en términos particularmente simples (propo-
siciones 3.4.10 y 3.5.2, corolarios 3.4.11, 3.4.17 v 3.5.3).

En la dltima seccion se utilizan los resultados anteriores para tratar un
problema clasico dentro de la topologia algebraica, como es el de clasificar
clases de homotopia de aplicaciones continuas entre dos CW-complejos X e
Y", ddndose una descripcion dlgebraica de este conjunto en el caso de que
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X e Y sean espacios r-conexos y n-coconexos, que es especialmente sencilla
cuando n =1r + 1.

3.1 Teoria de Homotopia de Serre en /T

En esta seccion dotamos, para cada sistema multiplicativo de Z a la categoria
(rLn) de una estructura de modelos

Supongamos que S es un sistema multiplicativo de Z. Un grupo abeliano
A se dice que es S-libre de torsién si el morfismo A — S™'A es inyectivo,
se dice que es S-divisible si tal morfismo es sobreyectivo, que es S-torsion si
es el morfismo cero y, por ltimo, se dice que es S-tinicamente divisible si es
biyectivo.

Recordemos que para cada r > 0 y cada sistema multiplicativo de Z, S
(S = {1} si r = 0), se tiene una estructura de modelos (que llamaremos la
S-estructura) en la categoria Simp(Gp), que estd definida (ver [59]):

- Las S-cofibraciones son los morfismos que son cofibraciones de grupos
simpliciales

- Las S-equivalencias débiles son los morfismos f, : G, — H, tales que
S~'m,(f.) es un isomorfismo para ¢ > r

- Las S-fibraciones son los morfismos que tienen la RLP con respecto a
las S-cofibraciones triviales.

Las S-fibraciones y S-fibraciones triviales se tienen caracterizadas como
sigue:

Proposicién 3.1.1. ([59] prop 3.3 y 3.4) Sea fo : Go = H, un morfismo en
Simp(Gp),. Entonces:

i) fo es una S-fibracion si y solo s1 Ny(f.) es sobreyectivo para ¢ > 1 + 1,
mq(Ker f.,) es S-unicamente divisible y Coker(m,.(f,)) es S-libre de
torsion.

ii) fo es una S-fibracion triwial si y solo si es una equivalencia débil sobre-
yectiva (es decir, es una fibracion trivial en Simp(Gp))

Nétese que las fibraciones triviales no dependen del subconjunto S.

Ahora, para cada r,n en la situaciéon 0 < r < n, consideramos la sub-
categoria plena de Simp(Gp);, denotada [ Ty), formada por aquellos gru-
pos simpliciales r-reducidos G, tales que Ny(G,) =0, ¢ > n + 1. Esta es
una subcategoria reflexiva de Simp(Gp),, donde el funtor reflector P, es
la restriccién del mismo funtor P, : Simp(Gp) — n — Hypgd(Gp) (ver
proposicién 1.2.36)



La categoria Ty es una categoria completa y cocompleta. Los limites
se calculan como en Simp(Gp), (es decir, punto a punto), mientras que los
colimites se calculan aplicando el funtor P, al colimite hecho en Simp(Gp),.

Si tenemos G., H, € [Ty, denotaremos G, [[ H. al coproducto de am-
bos objetos en la categoria Simp(Gp),, mientras que llamaremos G, * H,
a su-coproducto hecho en la categoria.Tp;. Es claro, de acuerdo con la
observacion anterior que G, * H, = Po(G. || H.).

Notemos que, para r = 0, la categoria Simp(Gp), es justamente la cate-
goria Simp(Gp), mientras que Ty es la categoria n-Hypgd (Gp)considerada
en la secciones 1.2.3 y 2.2. Por otra parte, cuando n — oo, tenemos la ca-
tegoria ;To), que es exactamente la categoria Simp(Gp),. Es obvio que
(0To) = Simp(Gp).

Ahora, para cada sistema multiplicativo S C Z proponemos la siguiente
estructura en ;Tp) (cuando 7 = 0, tomamos S = {1}).

Definicién 3.1.2. Sea f, : Go = H, un morfismo en Tpny y J : Ty —
Simp(Gp), el funtor inclusion.

i) f. es una S-fibracion si J(f,) es una S-fibracion en Simp(Gp),.

it) fo es una S-equivalencia débil si J(f.) es una S-equivalencia débil en
Simp(Gp):;-

i) fo es una S-cofibracidn si tiene la LLP con respecto a las S-fibraciones
triviales.

Es claro que si f, es un morfismo en ; Ty entonces f, es una S-equivalencia
débil si y s6lo si S~ (my(f.)) es un isomorfismo, 7 < g < n.

Utilizando que P,, es adjunto por la izquierda a J, se demuestra facilmente
que P, preserva S-cofibraciones. Por otra parte, teniendo en cuenta el valor
de m4(Pn(G.)) se deduce facilmente que P, preserva S-equivalencias débiles.

Como consecuencia inmediata de la proposicion 3.1.1.7) tenemos:

Proposicién 3.1.3. Sea f, : G, — H, un morfismo en Tyn). Entonces
fo es una S-fibracién si y sélo si Ny(f.) es sobreyectivo parar+ 1 < g <
n, mo(Kerf,) es S-iunicamente divisible para v < q < n y Coker(m,(f.)) es
S-libre de torsion.

Esto nos dice que:

Corolario 3.1.4. Sea G, € ;Ty). Entonces G, es S-fibrante si y sélo si los
grupos de homotopia de G, son S-unicamente divisibles. En particular, si
S = {1}, todo objeto de Ty es fibrante.
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También tenemos una caracterizacion de las S-fibraciones triviales. Para
ello utilizamos el funtor L, : Simp(Gp) — Simp(Gp), (ver seccion 1.2.3) y
el funtor P,,.

Proposicién 3.1.5. Sea f, : Go — H, un morfismo en Ty). Entonces son
equivalentes:

i) fo es una S-fibracidn trivial.

1) fo tiene la RLP con respecto a P,L,F A [q) = P.L,FAlg], r < ¢ <
n+ 1.

1) Ny(f.) es sobreyectivo y my(Ker(f,)) =0 parar < g < n.

Demostracion: Sabemos que f, es una S-fibracion trivial si y sélo si f, es
una equivalencia débil sobreyectiva, es decir, f, es una fibracién trivial de
grupos simpliciales, y ésto es equivalente (ver seccién 1.4.1 ejemplo 4) a que

fo tenga la RLP con respecto a F A l[q] — FAlg], ¢ > 0. Utilizando
el lema 1.2.24, y teniendo en cuenta que G,, H, € Ty, y por tanto que
B,(H.) = Z,(H,) = Ny(H,) =0, ¢ > n+1, ¢ <r—1, deducimos que f, es
una S-fibracién trivial si y sélo si f, (visto como un morfismo en Simp(Gp))
tiene la RLP con respecto a F A l[q) = FA[g], r < ¢ < n+ 1. Utilizamos
ahora que el funtor de inclusién T,y < Simp(Gp) es adjunto por la derecha
al funtor P, L, y obtenemos que f, es una S-fibracion trivial si y sélo si f,

tiene la RLP con respecto a P,L,F A l[q) = PoL,FA[g], r < ¢g<n+1.
Asi hemos probado la equivalencia entre ) y 7).

Para la equivalencia entre 7) y 7i7) tenemos en cuenta que f, en una S-
fibracién trivial si y s6lo si Ny(f.) es sobreyectivo y m,(Ker(f,)) =0, ¢ > 0.
Pero como Ny(G.) = Ny(H,) =0, ¢ > n+1, ¢ <7 — 1, la condicién de
sobreyectividad en dimensiones mayvores que n y menores que r es vacia.
También es claro (puesto que Ker(f,) € Ty)) que 7o(Kerf,) = 0, ¢ >
n+1, ¢ <r — 1. Por tanto deducimos que f, es S-fibracién trivial si y sélo
si se da la condicion 11). |

Notemos que las S-fibraciones triviales no dependen del subconjunto S,
y por tanto tampoco dependen las S-cofibraciones.

Probamos ya que la estructura dada en la definiciéon 3.1.2 dota a la cate-
goria Ty de una estructrura de modelos.

Teorema 3.1.6. La categoria Ty, 0 <1 < n, con la estructura dada en
la definicion 3.1.2 es una categoria de modelos cerrada (esta categoria de
modelos cerrada se denotard [rTﬁ]).
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Demostracion: El axioma CM1 ya hemos observado que se verifica. Los
axiomas CM2 y CM3 se comprueban facilmente usando la adjunciéon P, + J.

Probemos el axioma CM5. Sea f, : G, — H, un morfismo y tratemos
de factorizarlo como una S-cofibracién trivial seguido por una S-fibracién.
Para ésto, consideramos la siguiente factorizacién del morfismo J(f,) en

Simp(Gp),,
N

donde j. es una S-cofibracién trivial y p, es una S-fibracién. Aplicando P,
obtenemos una factorizacién de f,

G. L H.
Prm A{ o)
Pn(T,)

donde P, (j.) es una S-cofibracion trivial, ya que P, preserva S-cofibraciones
y S-equivalencias débiles. Ademds, P,(j.) tiene la LLP con respecto a las
S-fibraciones, va que, dado un diagrama

J(G.

G. A,
‘Pn(j-)l lgo donde g, es una S-fibracion
Pn(To) — Bo

construimos por la adjuncién P, - J un diagrama

G.— J(A.)

jol 11(9-)

T,— J(B.,)

en el que existe levantamiento, y por tanto, hay levantamiento en el diagrama
requerido.

Veamos que P,(p.) es una S-fibracion.

Puesto que p. es una S-fibracién en Simp(Gp),. tenemos que N,(p.)
es sobreyectivo para q > 7, luego Ny(Pn(p.)) es sobrevectivo para r +1 <
q < n. Por otra parte, como m,(ps) = 7 (Pn(ps)) y Coker(m,(p.)) es S-libré
de torsién deducimos que Coker(m,(Pn(p.))) es también S-libre de torsion.
Probemos que 7 (Ker(Pn(p.))) es S-inicamente divisible para r < ¢ < n.
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Sea K, = Ker(p.) y K, = Ker(Pn(p.)). Dado que Ny(ps) y Ng(Pn(p.))
son sobreyectivos para ¢ > r + 1 tenemos un diagrama de sucesiones exactas
largas

0 — ma(KL) H,) — Tip_1(K) —> - -

| T

0 =13 (K() = Ta (Pa(T5)) — mn(Hs) —> w5 1(K(]) — =+

T (7%)

de donde deducimos que 7,(K,) = m,(K.). Es‘claro que para ¢ < n —
1, mo(K.) = me(K.). Por tanto, m4(K.) es S-unicamente divisible para r <
q<n.
La otra parte de CM5 se prueba de forma andloga, factorizando el mor-
fismo en Simp(Gp), y aplicando el funtor P, a la factorizacién obtenida.
Queda por probar que dado un diagrama conmutativo

Go —>Ao

l lq.

Ho '__"Bc

donde i, es una S-cofibracién trivial y ¢, es una S-fibracién, existe levan-
tamiento. Un razonamiento andlogo al usado en el teorema 2.1.6 nos da el
levantamiento buscado. |

Damos por tultimo una caracterizacion de las S-cofibraciones.

Proposicién 3.1.7. Sea f, : G, = H, un morfismo en ' Ty). Entonces f,
es una S-cofibracion si y sdlo si f, es retracto de un morfismo Pp(j.) : Go —
P.(T.) donde j. : Go = T, es una aplicacion libre.

En particular, G, es S-cofibrante si y sdlo si es retracto de P,(F,) donde
F, es un grupo simplicial libre r-reducido.

Demostracion: Supongamos que f, es una S-cofibracion.

Factorizamos f, como una S-cofibracidn, j,, seguido por una S-fibracién
trivial, p,, en Simp(Gp),. El morfismo j, es una aplicacién libre, pues al
hacer la factorizacién en Simp(Gp). (por el argumento del objeto pequeno)
la S-cofibracién que resulta es libre. Tenemos entonces f, = Ppn(pe)Pn(Js)-
Consideramos el siguiente diagrama



y puesto que f, es una S-cofibracién y Py (p.) es una S-fibracion trivial (ver
la demostracion del teorema 3.1.6), el morfismo s, existe.
Esto nos da un diagrama

G,—G(G.,

l l'Pn(ja)
Pn( .)

H, = P.(T.)

que nos prueba que f, es un retracto de Pp(j.)

Reciprocamente, si f, es retracto de Py,(j.) donde j, es una aplicacion
libre, entonces, dado que P, preserva S-cofibraciones deducimos que Pr (Jo)
es una S-cofibracién. El axioma CM3 nos dice que f, es entonces una S-
cofibracion. -]

Explicitamos ahora algunas construcciones homotépicas asociadas a la

categoria de modelos [rTn]
Comenzamos con un lema que mds tarde generalizaremos.

Lema 3.1.8. Sea H, € oTy) C Simp(Gp). Entonces H] € oTy).

Demostracion: Recordemos (ver seccién 1.2.3) que
{(:1:07'-') E(H —{—1)q+l /d '—dil‘i—h 1 §1SQ}

Probaremos que si Ny(H,) = Ngi1(H,) = 0, entonces N,(H!) = 0. El
resto de la demostracion es evidente.

Supongamos entonces que H, es un grupo simplicial tal que N, (H) =0
v Ny (H,) = 0, y supongamos que tenemos (s <+« 5 Bg) € N, (H’). Esto
quiere decir que tenemos z; € Hgy1, 0 <1< ¢ veriﬁcando.

doIl =0 do.’L‘Q =0 doIEq_l =0 d()il'q =
d1I0 = dl.’L'l dl.’EQ =0 o dlzq—l =0 dll'q =0
dq_l.’LQ =0 dq—ll'l =0 dq_lillg =0 dq_lxq_l dq_qu =0
dezg =0 dezy =0 dezo = 0 dgTq-1 = doTq

Entonces, si 0 < i < ¢ — 1 tenemos que didg41Tq = d:dizq = 0, luego
dg+1z € Ny(H,), de donde dgy124 = 0. Pero ésto implica que d;z, = 0 para
i # 0, de donde a(gq+1)Tq € Ngs1(H.), (ver seccién 1.2.3 para la definicién
de las aplicaciones a) y por tanto a(q,q+1)Tq = 0, es decir, :rq = 0. Tenemos
ahora que diz,_y = 0, © # q — 1, luego o(g-1,¢+1)Tg-1 = = (. Razonando
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de esta forma llegamos a que z; = --- = z, = 0, y una vez probado ésto
deducimos facilmente que dozy € N,(H,), pues d;dyzy = dodiy179 = 0 para
0 <1< q—1, lo que implica que dyzg = 0, que era lo que faltaba para que
zo fuera un elemento de N,4,(H.,), y por tanto zy vale también 0. Asi pues
T=0, 05154 i

Utilizaremos a continuacién el funtor E, (ver secciéon 1.2.3).

Proposicién 3.1.9. Sea H, € Ty un objeto S-fibrante. Entonces HL =
E.(H!) es un espacio de arcos para H,.

Demostracidn: Por el lema anterior, tenemos que H! € (0Tn (de hecho,
H.[ € [r_lTn]), luego ET(H.) (S [,.Tn].
Consideremos la factorizacion del morfismo diagonal (en Ty 0 en grupos

. . . (80,01) ., ;
simpliciales) Ho, —— H! S H, x H, y apliquémosle el funtor E,: ésto da

una factorizacion del morfismo diagonal en Ty

H. Ers E,.(H.l) _ H.L E+(80,01) H. % H,

donde hemos utilizado que F, es adjunto por la derecha, y por tanto preserva
productos, y que E.(H,) = H,.

Puesto que s es una equivalencia débil, también lo es E,s (ver corolario
1.2.33), luego es una S-equivalencia débil.

Veamos que si H, es S-fibrante entonces E,(0y, ;) es una S-fibracién
para lo cual usaremos proposicion 3.1.3

Vimos en la seccién 1.4.3 que (Jp, d;) es una fibracién, luego el morfismo
N,(E,(0p,0,)) es sobreyectivo para r 4+ 1 < ¢. Necesitamos entonces demos-
trar que 7y(Ker(E,(9,0:1))) es S-unicamente divisible para r < ¢ < ny que
Coker(m,(E,(0,01))) es S-libre de torsion.

Probemos lo primero. Para ello, llamemos K, al micleo de E,(3y.0,), ¥
consideremos la siguiente sucesion fibracion:

E. (89,0
K, gl Z®% g H,

de la que obtenemos la sucesion exacta larga
— g (HE) = mg(He x H)) = mq_1(K.) = 14y (H) = g1 (Ho x Ha) —
y otra que resulta de aplicar el funtor S™! a esta sucesion.
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q <
n, y como para ¢ comprendido entre r y n tenemos que 7,(H,) = 7r,,(H.L),
deducimos que Wq(H.L) = S_IWQ(I{.L), r < g < n. Por otra parte,

Puesto que H, es S-fibrante, tenemos que m,(H,) = S~ 'n,(H,), r <

To(He x Hy) = my(Hy) x mg(Hy) 2 S7'm,(H) x S™'my(H,) = S™'my(He x H,)

luego tenemos un diagrama de sucesiones exactas cortas

ey () Tg1(He x H,)

! u |

—> Sl (HD) — S7'mg41(He x H.) S 1w (K,) ——

Tglllly ) =

—7y(K.) ﬁq(H.L) Tg(He X HY) —— - -
l lll llz
— 57my(K.) S~img(HY) S7mg(He x Hy) —> -+

que nos prueba que 7,(K,) es S-uinicamente divisible para r < ¢ < n.
Si C = Coker(n,(E-(0,01))), el siguiente diagrama nos muestra que es
S-libre de torsion

S~'n.(HY) — S~ 'n(H, x H,) — §-'C
pues de él deducimos que S~(C) = C. |

La anterior construccién determina un funtor (—)L : fTn] = ¢ Lnjy que
induce un funtor Q : Ty — Ty definido como

Q(H,) = Ker(H: - H, x H,).

Dado que E, es adjunto por la derecha, preserva limites, luego Ker(E, (0, 1))
= E.(Ker(0p,01)) lo que nos dice que Q(H,) = E.(Q2(H.,)).

Recordemos que el funtor 2 es débilmente equivalente al funtor Q' (ver
seccion 1.4.3), de donde @ = E,Q y E,Q' determinan el mismo funtor de
lazos en Ho(, Tj)). ‘

Notemos, por ejemplo, que si H, € ;Tryy), entonces el funtor E.Q
Trs1) = ¢ Tryq) estd dado como E,QV(H,) = K(7,41(H.), 1), 0 que si
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H, € ;T\, entonces el espacio de arcos de H, es el propio H., luego el funtor
de lazos es el funtor cero.
Haremos a continuacion la construccion cilindro en [rTE]. Notemos que

si G4 € v Ty, entonces G, ® I € Simp(Gp):,.

Definicién 3.1.10. Sea G, € |\ Ty). Definimos G.®I como el objeto Pp(G.®
I).

Es claro que asi hemos definido un funtor —®&I : Tq) = Ty
Proposicién 3.1.11. El funtor —®I : oTyn — 0Tn) es adjunto por la 1z-
quierda al funtor (—)'.

Demostracion: Tenemos, para G., H, € Ty que:

Hom[oTn](G-@I, H.) =(1) Hom[oT.,](Pn(G. ® 1), H,) ~(2)

H07nSixnp(Gp)(Go ® [a Ho) 2(3) H07nSimp(Gp)(G-: H.[) =A% Hom[oT,,] (G., HoI)
En (1) hemos utilizado la definicién de G, ®1
En (2) usamos la adjuncién Py : Simp(Gp) == (0Txq) : J
En (3) utilizamos la adjuncién — ® I : Simp(Gp) =—— Simp(Gp) : (—)
En (4) utilizamos el lema 3.1.8, junto con el hecho de que [Ty es una
subcategoria plena de Simp(Gp). [ |

I

Corolario 3.1.12. El funtor —®I : ;' Tyn) — T es adjunto por la izquierda
al funtor (—)%: Ty = T

Demostracién: Dados G, H, € Ty tenemos:
Hom 1 (G.®I, H,) = Homan](G.@I, H.) = Homyr, (G., HI) =~

= Hom 1, (G., E.(H])) = Hom 1 (G., HE

Proposicién 3.1.13. Dado G, € Simp(Gp), Pn(G.)®I = P,(G. ® I).

Demostracion: Tenemos las siguientes adjunciones:

Simp(Gp) Simp(Gp)
|} e
CENS Simp(Gp)
o |}
0T CENY
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Dado H, € (¢Tn) tenemos que J(H!) = (J(H.))", de donde deducimos que
para un grupo simplicial G,, P,(G.)®1 = P, (G, ® I). ]

Proposicién 3.1.14. Sea G, € Ty un objeto S-cofibrante. Entonces G.®I
es un cilindro para G, en [rTE].

Demostracion: Consideramos la factorizacién del morfismo codiagonal (en
Simp(Gp):)

& [16:55 6, 612+ G,
y le aplicamos el funtor P,, con lo que obtenemos:

Pn(o)

G.* G, 2L G0l 22-G,

donde hemos denotado de nuevo iy + 7; a Py (19 + 21).

Puesto que o es una equivalencia débil, P, (o) es una S-equivalencia débil.

Veamos que cuando G, es S-cofibrante, ig + 7; es una S-cofibracién. Su-
pongamos en principio que G, = P,(F,) donde F, es un grupo simplicial libre
r-reducido. Entonces, G, * Gy = Py(F.) * Pu(F.) = Pu(F. ][] F.), y usando
la proposicién 3.1.14 obtenemos que G.®I = Pp(F.)®I = Pp(F, ® I), lo
que nos dice que ig +7; : Go * G, = G.®I es la imagen bajo P, del mismo
morfismo F,[[F. — F. ® I, y éste es una S-cofibracién, pues F, es cofi-
brante. Dado que P, preserva cofibraciones, deducimos que 7o + 7; es una
S-cofibracién.

Si ahora G, es un retracto de G, = P,(F,) donde F, es un grupo simplicial
libre r-reducido se tiene que G, * G, es un retracto de G, x G, y G.®I es
un retracto de G,®I (ya que —®I es un funtor), y por tanto i + ¢; es un
retracto de i + 77; como este ltimo morfismo es una S-cofibracién, también
lo es 19 + 7. B

Notemos que dados G., H, € Ty, dos morfismos f.,gs : Go — H. son
simplicialmente homotdpicos si existe un morfismo simplicial k, : Go ® I —
H, tal que k.o = f. ¥ keiy = go. Usando la adjuncién P, = J, ésto es
equivalente a dar un morfismo en Ty ko : G.®I — H. (éste morfismo
claramente estd en ;Ty)) tal que ko = fo y ket1 = go, 0 un morfismo
k., : G, — Hi tal que doks' = go y 01k’ = fa
~ Podemos también definir el funtor ¥ : (rLn) = (rTa) como el funtor que
asocia a cada G, € Ty el conicleo (hecho en esta categoria) del morfismo
G. * G, = G.®I, y puesto que P, preserva colimites, es claro que G, =
P (ZG.)

El funtor £ que acabamos de definir es claramente adjunto al funtor §2, e
induce el funtor suspension en la categoria Ho( TE]).

[r
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3.2 Estructura simplicial de Ty

El objetivo de esta seccién es probar que la estructura que acabamos de dar a
la categoria Ty (cuando S = {1}) es una estructura simplicial en el sentido
recordado en la seccion 1.4.4.

Comenzamos robando que la categoria Simp(Gp)con la 7-estructura (ver
seccién 2.1) es una categoria simplicial de modelos cerrada. Puesto que la
categoria Simp(Gp)con la estructura cldsica lo es, sélo necesitamos pro-
bar las condiciones de compatibilidad entre la estructura de modelos (la 7-
estructura) y la estructura simplicial. Esta compatibilidad vimos (ver seccién
1.4.4) que se podia enunciar de tres maneras equivalentes. Demostraremos
que se tiene la referente a las cofibraciones. Debemos entonces probar que
dada una 7-cofibracién i, : G, — H, de grupos simpliciales, el morfismo
Uy + Vs

G.® A [1] G.® Aln]

es una 7-cofibracién y el morfismo s, + ¢,

G.® A[l, k] G, ® A[1]

H, ® A[l, k]

~H. ® A[l]

es una 7-cofibracién trivial.
Si ademads 17, es una equivalencia débil, entonces u, + v, debe serlo.
Supongamos entonces que i, es una 7-cofibracion, y para simplificar, su-
pondremos que es una aplicacién libre. Entonces i, es una cofibracion, y
como Simp(Gp), con la estructura cldsica es una categoria simplicial de
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modelos cerrada, deducimos que u, + v, es una cofibracion de grupos simpli-
ciales. Debemos probar entonces (ver proposicion 2.1.8) que tr"!(u, + v.)
es un isomorfismo y que dado y € (H, @ Aln]), existen zg,...,z, € G, ®
Aln] I—[(;.@A[n] H.® A [n] tales que (zq, . ..,z,,y) € A" (H, @ Aln]) (donde
para simplificar, hemos identificado z; con su imagen por u, + v., ya que
u, + v, es inyectiva).

Veamos la primera condicién, para lo cual escribamos el diagrama (I) en
dimensién ¢ < r, teniendo en cuenta que entonces %, es un isomorfismo

H G__ I G

r€(Aln))q re(Aln))q

I G,

TE(A[n])q

de donde deducimos facilmente que u, + v, es un isomorfismo para q <.

Necesitamos probar la segunda condicién. Escribimos el diagrama (/) en
dimension r donde representathos H, como G, [[ FU,. y la aplicacién i, es
la inclusion.

I G- [ I G I FU

re(Aln)). r€(Aln)- r€(An))-

l !
LG G uFm || 1

re(Aln))- re(an)-—(Aln)-

Ur ur+vr

|
|
|
Y
[I (G 1FU)| 1 [1 G| 1 [1 FU;
r&(An))- re(an),—(Aln))r r€(Aln])r—(Aln))r

Es suficiente probar que la condicion se verifica para los elementos basicos
de 11 FU,. Dado un elemento y € G, [] FU,, llamaremos y" al

re(Aln)-~(Aln)).
elemento u,y, donde u, es la inyecciéon correspondiente al elemento 7.
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Seay e U, y 7€ (Aln]), — (A [n]),. Como 17, es una cofibracion existen
To,...,z, € G, tales que (zg,...,2,,y) € A™(G.]]FU,). Sean z| =
s7diT () < § < r. Entonces es claro que

ne | [ @IIrum| Il H- -G

7€(An))- r€(An)),—(An))r

T

Ademas, si 0 <17 < j < r, tenemos que d,-x;- = dim;’djT = (d,-xj)disrdﬂ =
(dj_lzi)s,_ld,dj-r = (dj—lzi)dj_‘srd,"r = dj—lx;

y que diy” = (diy)*" = (d,z;)%*%"™ = d,z!, con lo que probamos que
(zf,...,70,y") € A™((GL ] FU.) ® Aln]).

Por tanto, concluimos que u, + v, es una 7r-cofibracion.

Se demuestra de forma analoga que s, + t. es una 7-cofibracién. Como
ademaés s, + t, es una equivalencia débil, concluimos que s, + ¢, es una 7-
cofibracién trivial.

Por ultimo, si ¢, es una 7-cofibracion trivial, entonces es una cofibracién
trivial, luego u, + v, es también cofibracién trivial, lo que implica que es una
7-equivalencia débil. Hemos probado ya que es 7-cofibracién, luego u, + v,
es una 7-cofibracién trivial.

Todo ésto se resume en la siguiente:

Proposicién 3.2.1. La categoria Simp(Gp) con la T-estructura (ver sec-
cion 2.1) es una categoria simplicial de modelos cerrada.

Demostramos a continuacién que Ty con la estructura dada en la defini-
ci6én 3.1.2 (en el caso de que S = {1}) es una categoria simplicial de modelos
cerrada.

Empezamos con la siguiente proposicién, que es una generalizacién del
lema 3.1.8.

Proposicién 3.2.2. Sea H, € T, C Simp(Gp) y K. € Simp(Set).
Entonces HE € 9Ty (cuando K, = I obtenemos el lema 3.1.8)

Demostracién: Probemos que Ny, (HX*) = 0. Para ésto, tomemos f, €
Npi1(HE*) y veamos que f,, que es una aplicacién simplicial f, : K, x A[n+
1] — H, es la aplicacién constantemente cero.

En la demostracién usaremos que para 0 < 7 < n + 1 se verifica que
diAny1 = 8;A, v que para 0 < j < n, djdp1An = 6;d, A donde 6; son las
aplicaciones simpliciales definidas en la secciéon 1.2.2 y A, es el n-simplice
estandar. Su comprobacién puede hacerse facilmente de forma andloga a
como se hizo la del lema 1.2.9.

Haremos la demostracion en varios pasos:
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- fusr(z,Aps1) = 0 para cualquier € Kny.

En efecto, sea i, 0 < i < n. Tenemos que di( fos1(z, An1)) =
fn(dim>diAn+l) = fn(dix,(si(An)) = (difo)n(dixa An) =0, ya que fo €
N1 (HE+). De aqui deducimos que fn41(2, Apni1) € Nt (H,), luego

fas1(z, Bpgr) = 0.

- Para j tal que 0 < j < ny para cada z € Kny1, frns1(z, 8j(0n+1A5)) = 0.

En efecto, supongamos que ¢ < j. En este caso,
difn+1(il?, Sj(5n+1An)) S fn(di$,di5j(5n+1An)) ==
= fulda, Sj—ldi(6n+1An)) = fn(dix»sj—-l(si(dnAn)) =
= fu(diz, 6:5;_1(dnAn)) == (difo)n(diz, 8j-1(dnlAn)) = 0
Si j 4+ 1 < i < n se razona de forma analoga

Para ¢ = 7,7 + 1 tenemos que
difn-H(:E, Sj(5n+1An)) = fn(dix: disj(6n+lAn)) = fn(dim, 6n+1An) =

= fn(di:E’ (0> 17 CEAY Tl)) = fn(dn+lsndixv dn+1An+1) =
dn+1(fn+l(5ndixv An+l) = 0.
En definitiva fny1(2, 5;(60An)) € Nus1(He) = 0.

- fu(z,7) = 0 para cualesquiera z € Ky, 7 € (A[n+1])a

Esto es claro pues todo elemento de (A[n + 1]), salvo el 0,1,...,n)
pertenece a &;(A[n],) para algin 7, 0 <7< n— 1,y por tanto

fal@,7) = falz,6:(7) = (dife)n(z,7) = 0

De aqui se deduce que f, = 0 para ¢ < n.

'quO,QZ”-

Esto lo probamos por induccién. Para ¢ = n ya lo tenemos. Supo-
nemos que f, = 0 y sean (z,7) € Kg41 X (A[n + 1])g+1). Entonces,
di(for1(z, 7)) = fo(diz,d;iT) = 0, luego for1(z,7) € Ngy1(H,) de donde
deducimos que f41(z,7) = 0.

Todo esto prueba que Ny;i(HX*) = 0. De forma andloga se demuestra
que para ¢ > n+2, Ny(HX+) =0y por tanto que HE € Ty B
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Esta proposicion nos permite definir la estructura simplicial en T\
SiG., H, € Ty definimos Hmn[rTn](G., H,) como el conjunto simplicial

Homg;mpcp) (Ge, He). Esto define un funtor

Hom (= =) : rT)” X Ty = Simp(Set)

Ta)

Siahora G, € Ty y K. € Simp(Set), definimos G.@K. = Pn(G.®K.).
Puesto que G, ® K, € Simp(Gp), obtenemos que G.®@K, € Ty y, por
tanto, tenemos un funtor:

—Q—: [rTn] X Simp(Set) — [rTn]

Dualmente, dado H, € Ty y K. € Simp(Set) definimos H.A— como
H = E.(HX+). La proposicién 3.2.2 nos asegura que H* e (+Tn] ¥ por
tanto tenemos un funtor

()22 : Simp(Set)” x (Tn) = (- Tn)

y tenemos definidas aplicaciones simpliciales

o 1 Ko = Homgimocp)(Ge, Ge ® Ko) = Homgimpcp)(Ge Pa(Ge ®
K.) = Hom, (G, G.®K.)

Bo : Ko = HoMgimpcp) (HF, H,) — MSimp(Gp)(Er(H.K')eH-) =
Hom (H , H,)

Veamos que los funtores —®@K, v (—)&= son “simplicialmente” adjuntos.
esto es, que dados G,, H, € Ty se tiene que

Hom[rTn)(G.@K., H,) = Hom r_(G., H.K°)

[Hom .1, (G® K., H, )]q = Homsimpcp)((G.®K.) ® Alq], H.) =

= HomSimp(Gp)(Pn(Go®K-)®A[q]7 Ho) = H07nSimp(Gp)(’Pn(G'®I(O)r H.A[QJ) =

= Homr,,(Pa(G. ® K.), W) =
> Homsimp(Gp) (Go ® K., H) =
> Homsimp(Gp) (Ger (HA19)K*) 2 Homsimp(ap) (G, HAW*Ke) =
2 Homsimp(Gp)(Ge, (HE*)*) 2 Homsimp(ap)(G. ® Alg), HI) =

=~ HomSimp(Gp)r (G. ® A[q], Er(fff\’)) HOﬂls,mp(Gp (G X .l[ ] H.h ) =
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= [H()m[rTn] (G., Eite e

Tenemos pues que Ty es una categoria simplicial y que para cada
G.,H, € Ty y cada K, € Simp(Set) tenemos definido G,®K, y HE
Queda por tanto ver la compatibilidad entre las dos estructuras (la estruc-
tura simplicial y la estructura de modelos), lo que hacemos en el siguiente

teoremas:

Teorema 3.2.3. Para cada r,n; 0 <1 < n la categoria Ty con la estruc-
tura de modelos dada en la definicion 3.1.2, y con los funtores

HQT_n_[rTn](G., H.) — E_o_mSimp(Gp)(G., H.)

K.

Go_@Ko == Pn(Go ® I{.) Yy H. = ET(H.K.)

es una categoria simplicial de modelos cerrada

Demostracion:

Para probar el teorema sélo necesitamos comprobar que dado un morfismo
un morfismo f, : G, = H, que sea una fibracién (trivial) en Ty entonces

el morfismo 7, : G.AM — G?ﬂ B H?[Q] es una fibracién (trivial), y
Hg=~=
- G.é[l—] — G.ﬂlﬂ X ALK H.Aﬂ es una fibracion trivial.

Suponemos pues que f, : G, — H, es una fibracion, y tenemos que por la
definicion 3.1.2 f, es una fibracién en Simp(Gp),, y por la proposicién 2.1.11
fo es una 7-fibracién. Puesto que Simp(Gp) es una categoria simplicial de
modelos cerrada con la 7-estructura deducimos que el morfismo d,

G?[Q]




es una 7-fibracién. Aplicamos F, al anterior diagrama y obtenemos

Y.

gl

Puesto que E, es adjunto por la derecha (al funtor inclusién) preserva
limites, en particular, cuadrados cartesianos, luego

Al

Er GA[(]] X c[ ) HA[q]:l = G_.;A[_q] X Ho
. Alq .

H? Ald)

H3
de donde E,§, = 7.. Sabemos (ver proposicion 2.1.12) que E, preserva
fibraciones (si consideramos en Simp(Gp) la 7-estructura) de donde 7, es
una fibracién en Simp(Gp),. Si recordamos la definicién 3.1.2 vemos que
estamos diciendo justamente que 7, es una fibracién en Ty

El razonamiento para comprobar que 7, es una fibracién trivial cuando
lo sea f, es analogo

De forma semejante se prueba que 7, es una fibracién trivial en Tp). B

Como consecuencia de esto tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.2.4. La categoria de homotopia Ho <[rT§]) es equivalente a la

categoria cuyos objetos son los retractos de los objetos Pn(F,) donde F, es
un grupo simplicial T-cofibrante con grupos de homotopia S-inicamente divi-
sibles y cuyos morfismos son las clases de homotopia simplicial de morfismos
de grupos simpliciales.

Demostracion: Sabemos (ver corolario 3.1.4 y proposicién 3.1.7) que los ob-
jetos fibrantes y cofibrantes son los retractos de los grupos P,(F,) donde F,
es un grupo simplicial 7-cofibrante y con grupos de homotopia S-tunicamente
divisibles.

Si G, es un grupo fibrante (resp. cofibrante) en [rTﬁl, entonces es fibrante
(resp. cofibrante) en Ty cuando S = {1}, y como las construcciones de
espacio de arcos y cilindro coinciden (para estos objetos) en las categorias de
modelos Ty y [rTE] tenemos que el conjunto HomHo(er's‘])(G., H,), que es
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igual al conjunto de clases de homotopia por la derecha (o por la izquierda)
en [rTE] de morfismos de G. a H., coincide con el conjunto de clases de
homotopia por la derecha (o por la izquierda) en Ty de morfismos de G,
hasta H,. Dado que [y Ty es una categoria simplicial de modelos cerrada (ver
teorema 3.2.3) las relaciones de homotopia por la izquierda por la derecha y
simplicial coinciden (ver seccién 1.4.4) para G. cofibrante y H, fibrante.
Por tanto, H omHo([rTE]) (G., H,) es el conjunto de clases de homotopia

simplicial de morfismos de grupos simpliciales de G, a H,. B

3.3 Equivalencia de las categorias T, con
otras categorias notables

En esta seccién estudiamos las categorias Tp) para valores particulares de
r y n, mostrando su equivalencia con otras categorias bien conocidas en las
que, posteriormente, desarrollaremos la correspondiente teoria de homotopia.

El primer caso a estudiar es aquel en que r = n. Las categorias Ty
son equivalentes a la categoria de grupos (abelianos si r > 1) y, como es
bien conocido la equivalencia est4d dada asociando a cada G € vy el grupo
7.(G,). El cuasi-inverso asocia a cada grupo 7 el complejo de Eilenberg-
MacLane K (m,7).

Si 7 = 0 (en cuyo caso S = {1} la estructura de modelos en oTo} pro-
porciona una estructura de modelos en la categoria de grupos en la que las
equivalencias débiles son los isomorfismos y todo morfismo es una fibracion
y una cofibracién (ver Ejemplo 7 seccién 1.4.1). Para r > 1 la estructura
de modelos en Ty determina una estructura de modelos en la categoria
de grupos abelianos en la que las equivalencias débiles son los morfismos
f:A— B tales que ST'f : S7'A — S7'B es un isomorfismo y las fibracio-
nes son los morfismos f tales que K = Ker(f) es S-tunicamente divisible (i.e.
K = S~YK)) y C = Coker(f) es S-libre de torsién (i.e. C = S7'C es in-
vectivo). Nétese que las fibraciones triviales son justamente los isomorfismos
y por tanto todo morfismo es una cofibracion.

A continuacién estudiaremos el caso r = 0, n = 1. Para ello empezaremos
recordando la categoria de médulos cruzados de grupos, a la que denotaremos
xM(Gp). Un objeto de esta categoria es una pareja de grupos L, M en la
que M actia sobre L y un morfismo p : L — M que es de M-grupos si
consideramos que M actiia sobre si mismo por conjugacion (es decir, p(™l) =
m+ p(l) —m para cualesquiera l € L, m € M, donde ™[ representa la accién
de M sobre L), y verificando ademés que #Ol' =1 +1' — L.

Un objeto YM(Gp) lo representaremos £ : (L 2. My
{

" -
COMISION DE DU




Dados dos médulos cruzados £ : (L ~ M) C':(L L M) , un mor-

fismo ¢ : L — L' es un diagrama conmutativo de homomorfismos de grupos:

L ~Le Mf

o e

L' — M'

en el que ¢, (™) =*Mg (1)

Esta categoria es equivalente a la categoria o Ty) y la equivalencia estd da-
da por el funtor ¥ : Ty — xM(Gp) cuya definicion recordamos a conti-
nuacion.

Dado G, € 0Ty, ¥(G.) es el médulo cruzado

U(G.) : (Mi(G.) -2 Gy)

con la acciéon dada por *y = sz + Yy — SoZ.
Su cuasi-inverso, al que llamaremos ¥~! asocia a cada médulo cruzado

L : (L —"~ M) el grupo simplicial

S1

S0

& PETIRN
cosk? [ AMN=—FLxM_—M
do dO

donde L »x M es el producto semidirecto de L y M,
Ao = {((L,m), (I, m)) € (L x M)?},
v los operadores cara y degeneracién estan dados:

do(l,m) =m; di(l,m) = p(l) +m; se(m) = (0,m)

dO((lvm)7 (l/m)) = (l’ ); dl((l’m)’ (llvm)) = (ll’m))
d‘z((l’ m), (l” )) = (ll - l’ p(l) * m)
so(l,m) = ((l,m), (I,m));  s1(l,m) = ((0,m), (I, m))
(

Por otra parte, la categoria YM(Gp) es también equivalente a la categoria
Cat(Gp) en la que los objetos son categorias (grupoides) internos en grupos
(ver seccion 1.1.2), es decir, categorias (o grupoides) en los que el conjunto de
objetos y de morfismos tiene estructura de grupo y las aplicaciones dominio,
codominio, identidad y composicién son morfismod de grupos. Recordemos

s B
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que una categoria interna en grupos puede ser dada como un diagrama en
i

grupos 4 o donde sI = tI = Idp y [Ker s, Ker t] = 0, en cuyo

caso, la composicion de dos elementos z,y € A tales que s(z) = t(y) viene
dada porzoy =z — Isz +y =y — Ity + z. Es facil comprobar que en este
caso, z7! = Isz — x + Itz es el inverso de z para la composicidn.

Los objetos de esta categoria se suelen llamar cat-grupos

La equivalencia entre YM(Gp) y Cat(Gp) viene dada por el funtor & :
xM(Gp) — Cat(Gp) que recordamos a continuacién.

Dado £ : (L —"> M) un médulo cruzado, ®(L) es la siguiente categorfa:

I
PR
LNM—>_?_>J\I

donde s({,m) = m, t(l,m) = p(l) + m, I(m) = (0,m). Es facil comprobar
que la composicién de dos morfismos es (I', m')o(l,m) = (I, p(1)+m)o(l,m) =
(" +1,m).

I

Reciprocamente, dado G : 4 0 € Cat(Gp), ®7'(G) es el

médulo cruzado Ker s —= O donde la accién viene dada por *l = I(z) +
[—I(z).

Es claro que la composiciéon @V : (T — Cat(Gp) es el funtor grupoide
fundamental, mientras que su cuasi-inverso ¥~'®~! : Cat(Gp) — oTy) es
el funtor nervio.

Consideramos ahora la categoria de 2-mdédulos cruzados reducidos (ver
[27]), a la que denotaremos por 2 — xM,.q(Gp) v en la que los objetos

, p . .,
son moédulos cruzados £ : (L —— M) | junto con una aplicacién {—, —} :
M x M — L (a la que llamermos corchete) satisfaciendo:

1. p{m,m'} =m+m' —m—m'.

2. {p(l), m} =1-"1

3. {m,p(D)} =™l -1

4. {m,m' + m"} = {m,m'}+™ {m,m"}.

Am4+m/ m"} ="{m!,m"} + {m,m"}.

(&3]
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Un morfismo ¢ : £ — L' entre dos objetos de esta categoria es un mor-
fismo de mddulos cruzados que verifica que ¢;{m, m'} = {¢o(m), po(m')}.

Obviamente, existe un funtor de olvido U : 2 — xM;ea(Gp) = xM(Gp).

Las categorias ; T2) y 2 — xM;eqa(Gp) son equivalentes, y la equivalencia
entre ambas viene dada por el funtor ¥ : T2} — 2 — xM;a(GP), que a
continuaciéon detallamos.

Dado G, € 1Ty, ¥(G.) es el 2-médulo cruzado reducido

U(GL) : (No(G) == Ny(GL) » {——))
donde la aplicacién {—, —} : Ni1(G,) x Ni(G,) = N2(G.) estd definida por
{z,2'} = s1(x — 2’ — z) + sox — 512" — s07.

El cuasi-inverso ! : 2 — xM;eq(Gp) — 1Ty es el siguiente funtor:
Si (L£:(L—2>M),{-,—}) es un 2-médulo cruzado reducido, ¥~!(L)
es el siguiente grupo simplicial

cosk? [ As ——F (L » M) xM_“_*_—:;M:;()J

donde L x M es el producto semidirecto segin la acciéon de M sobre L,
(L x M) x M es el producto semidirecto segin la accién ™(I,m') = (Il —
{m,m'},m+m' —m) y A; esta definido

Az = {((l,m,m'), (', m",m), (I",m" —m,m+m')) € (L= M) x M)*};
los operadores cara vienen dados por
do(l,m,m") =m/; di(l,m,m") =m+m'; do(l,m,m') = p(l) + m
ysil = ((I,m,m),(I',m",m'),(l",m" —m,m+m')) € A3, do,d; y d2 son
las proyecciones y d3(I') = (I"+™ ~™1 —U', p(I' + m" — m — p(1), p(l) + m);
las degeneraciones som

30(777') = (O’Ovm); Sl(m) = (O’m) 0)

so(l,m,m") = (({, m,m’), (I, m,m"), (0,0, m + m'))
si(l,m,m') = ((0,0,m"), (l, m,m'), (I, m, m"))

so(l,m,m") = ((0,m',0), (0,m + m',0), (I, m,m'))
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A su vez, estas dos categorias son equivalentes a la categoria BCat(Gp)
de categorias internas en grupos trenzadas (véase [27], [18])
Un objeto de BCat(Gp) es una categoria interna en grupos

1

t
. . ., OxO——A .
Junto con una aphcaaon a la que se conoce como cuasl-

(p, q) —— Tp.q
simetria que verifica:
a) STpg=p+¢q; tTpa=q+Dp:

b) Dados =,y € A; =z : p = P/, y : ¢ = ¢, el siguiente cuadrado es
conmutativo.
zt+y '
ptg—>p +gq

Tp'qlv lTpl‘q/

g+p-L5 ¢+

¢) Axioma del hexdgono:

Para cualesquiera p,q,n € O los siguientes diagramas conmutan

p+(q+n) (p+q)+n

7 e s T
(p+q)+n p+(n+q p+(g+tn) (g+p)+n
n+(p+q) (p+q)+n (¢g+n)+p g+ (p+n)

~ ~ ~ Ve

(n+p)+gq g+ (n+p)

d) T0p = Tpo =1

Un morfismo f : G — G’ en BCat(Gp) es un morfismo de cat-grupos que
es compatible con 7, en el sentido de que el siguiente cuadrado es conmuta-

tivo:

Ox0—A

foxfol lf

OIXOI_L'_)AI
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La equivalencia entre 2 — xM,.q(Gp) y BCat(Gp) esta dada por el
funtor ® : 2 — xM;ea(Gp) — BCat(Gp), que asocia a cada 2-médulo

cruzado reducido ( £ : (L —2> M) ,{—,—}) el cat-grupo trenzado ®(L) :
(Lx M $ M ,7)donde L x M $ M es el cat-grupo asociado al modu-

lo cruzado L—p>M, y7: MxM — LxM estd dada por 7 =
({m',m},m+m’).
I

s O\
Oel

t

El inverso, &', asocia a cada cat-grupo trenzado G : 4

médulo cruzado asociado al cat-grupo G junto con la aplicacién

{'—1—}

O x 0 Ker s

(P Q) ——Tgp — I, — I

Por 1ltimo, si se considera la subcategoria de 2 — xM;eq(Gp) formada
por aquellos 2-médulos cruzados reducidos ( £ : (L —2> M) ,{—,—}) tales

que {m,m'}+{m',m} = 0, se tiene la categoria de médulos cruzados estables
(ver [27]) a la que denotaremos My (Gp). El funtor ¢ nos da una equiva-
lencia de categorias @ : M (Gp) — SCat(Gp), donde SCat(Gp) es la
subcategoria de BCat(Gp) formada por aquellos cat-grupos trenzados (G, 7)
para los que Tp—’ql = Typ- En este caso, la aplicacién 7 diremos que es una
simetria y los objetos de SCat(Gp) les llamaremos cat-grupos simétricos.
A su vez estas categorias (xMg(Gp) v SCat(Gp)) son equivalentes a
las categorias ;Tryq1), 7 > 2. La equivalencia ¥ : Tryy) = xMs(Gp)
es la que lleva cada grupo simplicial G, € Tryq) en el modulo cruzado

d.
estable N,11(G.) —> No(G.) con la accién definida *y = s,z +y — s,, y

la aplicacién {—, —} : Np(G.) x Ny(Ge) = Npyi(Ge) dada por:

{z,2'} = s;,12" + s,2 — ;12" + 5, (2’ —z —2)

Aparte de todo ésto, tenemos el funtor ' : Simp(Gp) — Simp(Gp)
(ver seccién 1.4.3). Este funtor, restringido a yTr41) nos da un funtor ' :

FLe41) = p-1Ty, Vr 2 1. Esto nos da un diagrama conmutativo de funtores
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en el que todas las flechas horizontales son equivalencias de categorias:

e Lot XM (Gp) SCat(Gp)
d | |
[r—1Tr] M (Gp) SCat(Gp)
(3T XM (Gp) SCat(Gp)
" | |
2T XM, (Gp) SCat(Gp)
Q In In

1Tz —%> 2 — XM,cq(Gp) —2> BCat(Gp)
Qf 54 Ui

0Ty xM(Gp) Cat(Gp)

Podemos ver entonces el funtor ' : (Tryq) = r—1Ty como una equiva-
lencia de categorias si r > 3, como un encaje pleno para r = 2, y como un
funtor de olvido para r = 1.

Notemos que puesto que las categorias - Tr,q) son todas categorias de
modelos cerradas, también lo son las categorias siguientes:

xM(Gp), Cat(Gp), 2 — xXMea(Gp), BCat(Gp), xM.(Gp), SCat(Gp).

Es importante observar que, aunque en principio tenemos en Mg (Gp) v
SCat(Gp) infinitas estructuras de modelos (una para cada r > 2), sin em-
bargo, puesto que dado un morfismo f, € Trq) se tiene que f, es una fibra-
cién (resp. equivalencia débil) si y sélo silo es Q' f,, deducimos que todas las
estructuras dadas en xMg(Gp) vy SCat(Gp) coinciden. Ademés tenemos
que un morfismo f, € xMg(Gp) (resp. f, € SCat(Gp)) es una S-fibracion
o S-equivalencia débil si y sélo si In(f,) lo es en 2 — xM,ea(Gp) (resp.
BCat(Gp)). Andlogamente, si S = {1}, un morfismo f, € 2 — xM;ea(GPp)
(resp. f. € BCat(Gp)) es una fibracion o equivalencia débil si y sélo si U( f.)
lo es en YM(Gp) (resp. Cat(Gp)).

En definitiva tenemos que la S-estructura en SCat(Gp) o xMs(Gp)
esta determinada por la S-estructura de BCat(Gp) o 2 — xM;ea(Gp) (por
la de Cat(Gp) o xM(Gp) si S = {1}).
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3.4 Teoria de homotopia en categorias inter-
nas en grupos (trenzadas o simétricas)

Nos disponemos ahora a estudiar con cierto detalle la teoria de homotopia
asociada a la estructura de modelos en cada una de las categorias siguientes:

Cat(Gp), BCat(Gp), SCat(Gp)

En las categorias Tr1) hemos construido el espacio de arcos asociado a
cada objeto. De hecho, hemos definido un funtor (=)~ : T rit) =* Loy
Esto nos da, para cada 7 > 0 un espacio de arcos en la correspondiente
categoria Cat(Gp), BCat(Gp), SCat(Gp), inducido por la equivalencia.
Dicho de otra forma, tenemos un diagrama

[r r+1 (Gp)
[r r+1]—t——SCat
éCat Gp)
i SCat(Gp
;(_&[2'113] b g(_ggat(cp)
213 SCat(Gp)
Q' In
Q' In
oV
(_b[lTﬂ ———(_;at(Gp)
1Tz BCat(Gp)
Q U
Q U
3
(e 0T ——— 5 LatGp)
- b
0Ty Cat(Gp)
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donde los funtores (—)I de las caras derechas del diagrama estan definidos
como las composiciones

SCat(Gp) ikl B (r Lr+1] Cr (r Lre1) SCat(Gp)
parar > 2,
Pw)-1 — )L
BCat(Gp) (@) 1Tz o 1 T2 BCat(Gp)
},’
o)1 )L
Cat(Gp) @) CESY . 0T Cat(Gp)

Es importante hacer notar que las caras de la derecha v de la izquerda no
son conmutativas, es decir, no lo son cada uno de los cuadrados siguientes:

I

[rTr+1] (——)" [rTr+1] SCat Gp) —" SCat Gp

PR LI

[r—1Tr]—)_>[r_1Tr] SCat(Gp) (—>SCat (Gp)

Por tanto, tenemos definidos “muchos” espacios de arcos en la categoria
SCat(Gp). Para elegir uno, estudiamos primero como es el espacio de arcos
en la categoria Cat(Gp).

Supongamos que tenemos H, € Ty = Cat(Gp). Entonces, por la
equivalencia Ty = Cat(Gp) tenemos que a H, le corresponde el cat-grupo

S0
}/d_o\
Py

’H:Hl H, -

dy

Es claro que tenemos un funtor U : Cat(Gp) — Gpd. Este funtor
verifica claramente la siguiente proposicion (ver la estructura de modelos de
Gpd dada en la secciéon 1.4.1 ejemplo 5).

Proposicién 3.4.1. Sea f : G — H un morfismo en Cat(Gp). Entonces f
es una fibracion (resp. equivalencia débil) si y solo si U(f) es una fibracidn
(resp. equivalencia débil) de grupoides.

I :
Sabemos que Hy = H! es un espacio de arcos para H,. Puesto que

s0

H, € ©Ty tenemos que Hy = | Nerv B, =——=H, , luego Hy =
dy
2
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{(z,y) € (H\)* | dix = dyy}, y los operadores cara y degeneracién son
do(z,y) = z; di(z,y) = yoz; dafz,y) = y; so(z) = (z,50d12); si(z) =
(sodoz, T).

Si ahora queremos calcular H’, necesitamos hallar (H!), y (H!),. El
primero sabemos que es H,. El segundo son parejas ((zo, yo), (z1,¥1)) € Hz
tales que d,(zo,yo) = dy(z1,y1) y como d, aplica una pareja de elementos en
la composicién, tenemos que (H!), es el conjunto de cuadrados conmutativos

Zo
e

—_—
v

y las caras y degeneraciones vienen dadas por
do[(20, Y0), (1, 11)] = do(z1, 1) = z1; d1[(T0, Yo), (z1,11)] = da(z0,%0) = Yo

s0(z) = [51(2), so(z)] = [(s0doz, T), (7, S0d17)]

Por tanto, H' es el cat-grupo

(I =={)
(1) =4 ()= v )=

Es decir, H! es el cat-grupo que tiene como objetos el conjunto de mor-
fismos de ‘H y como morfismos, los cuadrados conmutativos.
Se tiene ademads una factorizacién del morfismo diagonal

donde

o (80.01)

H H! HxH

(notemos que aunque normalmente hemos llamado s al morfismo con dominio
un objeto y codominio su espacio de arcos, en esta ocasion lo hemos llamado o
para no confundirlo con la aplicacién “dominio” de un cat-grupo) y si tenemos
en cuenta como estaba definido ¢ : H, — H! y (6,,0,); Hl — H. x H.
llegamos a la conclusion de que:

() =(-=="), ai(z) = H—’u
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(00,01 )o(z) = (t(z),s(x)) € Hy x Hy

x
T et 4

(9,01 l l = (y,z) € H, x H,
y

Calculemos ahora Q(#H) = Ker(dy, d,). Se observa facilmente que
(Q(H))o = {z € H, / s(z) = t(z) = 0} = = (H)
mientras que (£2(?)); es el conjunto de cuadrados conmutativos

:0

|

0

que puede ser identificado con 7;(#), ya que las dos flechas verticales deben
ser iguales.

Por tanto, Q(H) = (m(H) =—=m(H))

Veamos ahora que esta construccién de espacio de arcos es valida también
para cat-grupos trenzados y cat-grupos simétricos.

Teorema 3.4.2. Sea H € BCat(Gp) (resp. H € SCat(Gp)). Entonces
(UH)" € BCat(Gp) (resp. (UH)! € SCat(Gp)),

Demostracion: Escribiremos H por UH. Supongamos que 7 es la (cuasi)-
I

. 7 ’/’—\\\ . . - " 7
simetria de H : — > 77 . Necesitamos definir una (cuasi)-simetria en
fil——————+-110
t

H!, para lo cual, para cada z,y € (H!); = H, debemos dar un morfismo
Try T +y —y+ 2z Este morfismo es el cuadrado conmutativo siguiente:

Tsz,
ST + sy —% sy + sz

x+yl ly+x

Ttr,ty
tz +ty ——=ty + tx

Veamos que 7' verifica las condiciones de ser una (cuasi)-simetria. Com-
probaremos una de ellas, por ejemplo, la naturalidad. que nos dice que si
tenemos f :x — 2"y ¢ : y — ¥, entonces, el siguiente diagrama es conmu-

tativo

/ /
T + /
y yl +II
P

+1:g

T+
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Ahora bien, los morfismos f : z — z' vy ¢ : y — v’ son cuadrados
conmutativos

90 /
3-73—]0‘*81" 5?}———*83}

xr ll-
9

tx "™ tr' ty —ty’

’

! y Yy

y por tanto hemos de probar que en el siguiente diagrama

fot+go0 _— Tsz! sy’
z+y
fi+a Tez! by
z+y y' +2’
Tsz.sy go+fo
y+zx
Tz ty g1+f1

los dos rombos son conmutativos, es decir, 75z sy (fo+ 90) = (o + fo)Tsz,sy ¥
Tea ty (1 + 91) = (91 + f1)Tzty- Pero teniendo en cuenta que sz = sfy, sz’ =
tfo, sy = sgo, sy = tgo, tx = sfi, tz' = tfy, ty = sg1, ty' = tg, se ve
facilmente que las identidades anteriores son justamente las condiciones de
naturalidad de 7 respecto a los morfismos fg, go por un lado y fi, g; por otro.
Se comprueba asi como la naturalidad de 7 implica la naturalidad de 7'
De forma andloga se comprueba que cada una de las propiedades que
verifica 7 las verifica también 7', y por tanto, si 7 es una (cuasi)-simetria
también lo es 7'. |

Proposicién 3.4.3. Sea H € BCat(Gp) (resp. H € SCat(Gp)). En-
tonces H! es un espacio de arcos para H en la categoria BCat(Gp) (resp.
SCat(Gp)).

Demostracidn: Dado ‘H € BCat(Gp) o H € SCat(Gp) tenemos una facto-
rizacién del morfismo diagonal en Cat(Gp)

H 'Hl(aoal)H X
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Hay que comprobar que los morfismos o : H — H' y (0p,01) : H x H
preservan la (cuasi)-simetria, lo cual es facil. Comprobémoslo en el primero
I— o5 N — ot :
de los casos, (,st.o (,.s,‘ que 01(7p4q) = Pl orala)’ 'Temendo en cuenta que
oo(p) = I(p) (la identidad en el “objeto” p) se obtiene que

Tp.q
i

Té’o(p)m (») — = 01(Tpq)

Tp.q
P i

Analogamente se prueba que (9o, d;) preservan la (cuasi)-simetria.
Es claro que o es una equivalencia débil (pues U(o) lo es) y que (8, 01)

es una fibracion.
[ |

Corolario 3.4.4. Si H es un objeto S-fibrante en la categoria BCat(Gp)
(resp. SCat(Gp)) entonces H' es un espacio de arcos para H en BCat(Gp)
(resp. SCat(Gp)).

Demostracién: Es claro que tenemos una factorizacién del morfismo diagonal

o J9,01
'H—>7{’(—+0 )’H x H

donde ¢ es una equivalencia débil (v por tanto una S-equivalencia débil)
v (8p,0;) es una fibracién. Queda por tanto ver que (J,0;) es una S-
fibracién, es decir, m;(Ker(dy,d;)), ¢ = 0,1 son S-unicamente divisibles v
Coker(my(0y,01)) es S-libre de torsion.

La primera parte es clara, pues mo(Ker(dp, d1)) = m1(H) que es S-tinica-
mente divisible pues H es S-fibrante v m,(Ker(dy, ;1)) = 0.

Por otra parte, dado que mo(H') = mo(H) es claro que el morfismo
70(00, 01) es el morfismo diagonal A : 7o(H) — mo(H) X mo(H), cuyo contcleo
es mo(H) que claramente es S-libre de torsion, pues es S-unicamente divisible
(va que H es fibrante). B

Corolario 3.4.5. Dado H, € 1T, la construccion “espacio de arcos” hecha
en BCat(Gp)S determina por la equivalencia 1 T2 = BCat(Gp) un funtor
de lazos en [1T§] que puede ser descrito por Q(H,) = K(me(H,), 1).

Dado Hy, € yTryy, 7 2 2 la construccion anterior determina via la
equivalencia (1 Try1) = SCat(Gp) un funtor de lazos en [rT§+1] que puede
ser descrito como Q(H,) = K(mr41(H.), ).
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De la misma forma que hemos hecho con la construccion espacio de arcos
haremos una construccion cilindro en la categoria Cat(Gp) que veremos que
es valida también en las categorias BCat(Gp) y SCat(Gp).

Damos primero algunos resultados referentes a los objetos cofibrantes.

Proposicion 3.4.6. Sea G, € (Try1), 7 > 1 un objeto cofibrante. Entonces
V(G.) € (r-1Ty es también cofibrante

Demostracion: Por la proposicién 3.1.7 sabemos que G, es un retracto de
P;41(F.) donde F, es un grupo simplicial (r-réducido) libre. Supongamos
que G, es exactamente P, (F,).

Veamos que Q'(F,) es un grupo simplicial libre. Recordemos que para
calcular Q'(F,) se obtenia primero el grupo simplicial P'(F,) cuyo conjunto
de n-simplices era {z € F,,41 / d;...d,s 1z = 0}. Dado que Fy = {0} se tiene
que (P'(F,))n = Foy1, y como las degeneraciones en P'(F,) son las mismas
que en F, (salvo sg) deducimos que P'(F,) es un grupo simplicial libre.

Posteriormente, se tomaba '(F,) como el nicleo del morfismo dy : P'(F,)
— F,, luego Q'(F,) es un subgrupo simplicial de P'(F,), y por tanto (ver [59])
libre.

Es claro que 2P, es naturalmente equivalente a P,§2', pues para cada
G. € Simp(Gp), QP,11G. v P.Q'G, tienen el mismo complejo de Moore,
y por tanto son isomorfos.

Se tiene entonces que Q'(G,) = Q' (Pr1 F,) = P(QUF,), de donde dedu-
cimos (ver proposicién 3.1.7) que '(G,) es cofibrante en _;Ty. -}

Como consecuencia se tiene:

Corolario 3.4.7. Supongamos que G es un objeto cofibrante en BCat(Gp)
(resp. SCat(Gp)), entonces U(G) es cofibrante en Cat(Gp).
s0

Dado G : Gli\go € Cat(Gp) y tomando

d;

s0
< do N
Go

dy

G, = Nerv &,

podemos considerar G ® I = ®V(G,.®I) v se tiene que

S0

= Gi1IGi ]Gy
Ggol= Bl(G:®1)

Go [1Go




El siguiente teorema nos asegura que esta construccion es valida también

en BCat(Gp) o en SCat(Gp).

Teorema 3.4.8. Sea G € BCat(Gp) (resp. G € SCat(Gp)). Entonces
U(G) ® L € BCat(Gp) (resp. U(G) ® I € SCat(Gp)).

Demostracién: Escribiremos G®1I en lugar de U(G)®1 v en lo que sigue, para
mayor comodidad, identificaremos los objetos de (oTy; v Cat(Gp) Tenemos
entonces que

do dO
g®[:P1 (GQHGQHGQUG?dBGIUGIHGIT“_l‘;GOHGO>

donde G, = Nerv(G)

Llamemos ug, u; : Go — Go [ Go a las dos inyecciones candnicas, donde
ug indica la correspondiente al elemento (1) de Iy y u; a la correspondiente al
otro O-simplice; vg, v1,v2 : G — G [[ G1 ][] G denotan las tres inyecciones
correspondientes cada una a un 1-simplice de I (el subindice indica el niime-
ro de ceros del tal 1-simplice) y wo, wi,wq, w3 : G2 = G2 [[G2 ][ G2 ][ G2
denotan las cuatro inyecciones siguiendo el mismo critero que antes.

Indistintamente llamaremos v; tanto a los morfismos anteriores como a

los inducidos v; : G; — Br (G D)

Es claro que tenemos las siguientes identidades:
SoUo = VoSo; SoUr = V250

SoUp = WoSo; SoV1 = W2Sp; SoU2 = W3Sp; S1Vp = WpSy; S1UV] = W1S); S1V2 = W3S
dovo = uodo; dovy = ugdp; dovy = urdo; divg = upds; divy = uydy; dyve = urd,
dQlL'O = Uodg; d()'lUl = 'U()d(); d()'LUQ = ‘L'ldo; doll‘3 = I,’Qd()
diwy = vody; dyw; = vidy; dywy = vidy; dyws = ved;
dawy = vody; dywy = vidy; dowy = vady; dows = vady

Dado ahora z : p — ¢ € (G} queremos probar que los siguientes cuadrados

v1Sop voSop v1Sop
Upp —— u1p Upp === UoP Upp —— U1p
vlrl lvzl vo.tl lvll‘ L'()Il lsz
1 u Ugp ——> U Ugp ——> U
uq V2809 g op v1S0q 1q opP r1s09q 1q
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son conmutativos en G ® I, es decir, hemos de comprobar que v9z 0 v;5op =
VIT; V180q © Vg = U1T; V180¢ © UgT = VaX O V1 SoP

Dada la expresion que tiene la composicion en un cat-grupo, la primera
condicién es equivalente a que vox — Sodovex + v1S9p = vyz. Teniendo en
cuenta que Sodgvax = Sou1doT = Sou1p = U2Sop lo que hay que probar es que
el elemento y-= —v1x + v — V5P + V1Sep = 0.

Sea entonces t € G4 tal que dot = sop y dot = x que existe puesto que
d1sop = p = doz (es decir, (sop, —,z) € A2(G,)) y G. es de Kan. Tomamos
u = —wt + wot — wasip + wysip y se verifica que:

dou = —vodot+v1dot —v1dosEp+vedosip = —voSop+v1S0p—V1S0P+ VS0P =

0

d]'I.L = —'Uldlt + 'U]dlt == vldls%p + ’UldlS%p =0

dau = —vidat + vadat — VodaSip + Vidasip = —V1T + Vox — vadaS1Sep +
V1d28150P = —UIT + Vo — VaSop + V1Sop = Y

De aqui deducimos que y € B;(G.®I), y por tanto y = 0 como queriamos.

La conmutatividad en el segundo cuadrado se demuestra igual. Ahora
hay que probar que v,80q — voSoq + vor — viz = 0, para lo cual tomamos
t € Gy tal que dit = soq y dot = z, y posteriormente el elemento u =
w,S5q — wosiq + wot — wyt.

La conmutatividad en el tercero es clara a partir de la de los otros dos.

Si ahora, dado a € {0,1,2} le asociamos 8,7 € {0,1,2} de la forma
siguiente

Si a =0, entonces § =7 = 1.

Sia=1entonces =1y vy=2

Si a = 2 entonces § =y = 2.

tenemos que para cualquier morfismo z : p — q¢ € G y cualquier a €
{0,1,2} el siguiente cuadrado es conmutativo

ug—1p 25—» uip

varl lvzx

Uy-14q T uq
¥4

Sean ahora z; : p; = ¢;, 1 <1 < n, donde z; € G;. Entonces, el siguiente
diagrama en G ® I es conmutativo

vg, sop1+---+vg, S0Pn
ug,—1p1 + -+ U, —1Pn : ur(py+ -+ +pn)

Vo, Z1++VanTn v2(z1+-+2Tn)

u—’l_lq1 +-.-+U7"—1q11 ul(ql +.+qn)

Uy, S041 +:+ Uy, S0qn
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como puede probarse por induccién. Para n = 1 el resultado es cierto
como acabamos de ver. Supuesto cierto para n, se demuestra para n + 1
descomponiendo el diagrama

vgySop1t-tvg, L S0Pn+1

ug —1P1 + -0+ Ug, —1Pnt1 w(pr+ -+ Pni1)

U01$1+"‘+U0n+11n+1 v2(1‘1+---+1‘"+1)

Uy -1G1 +"'+u7n+1—IQn+l UI(QI +"'+Qn+l)

Uy 5091+ +Vq, ) S0Gn+1

como suma de dos diagramas

vg, Sop1+--+vg, 50Pn
ug,—1P1+ -+ Ug,—1Pn

u(py + -+ + Pn)

Va; T1+ - +Van Tn va2(z1+-+n)

u71_1q1 +...+u7n_1qn ul(ql ++qn)

Uy $091+-+Vyp S0Gn

an-}-l S0Pn+1
Uﬂn+1—1p71+1 —_— Ulpn+1

lvan+13n+l U2In¢ll

u -1 ] ————U
Yn41—14n+ T 19n+1

32 |

d; y 0% valen 0 6 1. Definimos 7, , como la composicién

Sean ahora p,q € Go[[ Go. Entonces p = Y uspi vy ¢ = D, Ug q; donde
=1

p+q q+p

n

m
3 Us;+150Pi+ 2 Vgt 4 1508i
j=1 'J

i=1
m n 1
oW Ust 41500i+ 2 vs;+150Pi)”
J1 =1

n m m n
Do wpi + ) uig; Yo uig + ) wips
i=1 j=1 (TS ese)  j=1 i=1

y se comprueba de forma rutinaria que 7, , estd bien definido.
Necesitamos comprobar que 7' verifica los axiomas de (cuasi)-simetria.
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Comprobemos la naturalidad. Sean entonces z : p — g ey : p' — (.
Entonces, el siguiente cuadrado debe ser conmutativo

PH+q—2q+p

I+yl ly+x
TI

pl+ql ?'.a q/+p/

n m
Los elementos z e y sabemos que son de la forma z = Y v, Zi; y = > vary;
3 . 7
i=1 j=1

=1 1

dondez; :p; = qi, y;:p; > GG EGIYP= ) ug1Pi, ¢= ) Uy1Gi, P' =
-

m m
! | !
2 ug-1p, § =3 Uyag;

A partir de esto formamos los tres diagramas siguientes:

n

m
> vg;Sopit ) vgrsog;
i j=1 "j
Uy

i=1

ptq
J
(1) z+y lw(i: z; in: yj)
p+q Uy (Zpi + X q})

n m

/ /
2 vy sopi+ 3 v,r S09;
i=1 j=1

v2(T(T pi. T q;))

n m
Uy (Z pi+ g
i=1 7=1

N——

> Uy (i::lqj—}-ipi)

g
TN
e
=
+
T3
&
N———

S
=
™
—”s
™

\.‘9\
4
5
<
NgE
&

+
NS
=
N———
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-1
m n <Zl UB;. 50%*21 vg; "‘U(I|>
F= =
Uy (ZQJ*FZ]),) q_+_p
J=1 i=1
(3) 11}2 (i y,+_§": I,\ i ‘ 7 y+z
j=1 =1 / Y

m n
U (ZQ}+ZPZ~> >q +7p
J=1 = (ng vy s0q; +!§=:1 v~,,~soPi‘>
que son conmutativos. El (2) lo es por la naturalidad de 7, mientras que (1)

y (3) por lo visto anteriormente. A partir de ahi deducimos la naturalidad
de 7', pues tenemos:

P+q - :
\_———/
TII /
P9

El resto de los axiomas se demuestra de forma andloga.

Como consecuencia de este teorema tenemos:

Proposicién 3.4.9. Si G es S-cofibrante en BCat(Gp) (resp. SCat(Gp))
entonces U(G) ® I(= G ® I) es un cilindro para G en BCat(Gp) (resp.
SCat(Gp)).

Demostracion: Necesitamos una factorizaciéon del morfismo codiagonal V :
G xG — G de la forma

10+1;

GxG 2ol -2>G

en la que @ sea una S-equivalencia débil e ¢y + 7, una S-cofibracion.
Puesto que U(G) es cofibrante en Cat(Gp) (ver corolario 3.4.7) U(G)® 1
es un cilindro para U(G) en Cat(Gp), luego tenemos una factorizacién

U(G) *U(G) 23 U(G) ® I -~ U(G)
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donde 7y + 7; es una cofibracién y ¢ es una equivalencia débil.

Veamos que ¢ es un morfismo en BCat(Gp) o SCat(Gp), para lo cual
debemos comprobar que o preserva la (cuasi)-simetria, es decir, dados p, q €
Go ]1Go se verifica que 01(7,,) = Toopaeq- Recordemos que o estd definido
por las condiciones ogu; = Idg,, © = 0,1; oqv; = Idg,, j =0,1,2.

n m
Si suponemos que p = Y usp; y que ¢ = ug,qj tenemos definido 7, ,
i=0 j=1
por medio del siguiente diagrama (ver teorema 3.4.8)

!
TP-q

ptq q+p

n

m
> vs;+1 Sopi+j2_:l Vst 41500

=1
m n
O Ust 41500+ > vs,+150pi) 7!
i i=1

n m m n
Yo wpi+ Y uig; Youg + Y wap;
=1 g=I1 i=1

"2(T(Zp,'~}:q1~)) j=1

Si le aplicamos o al anterior diagrama teniendo en cuenta la observacién
anterior obtenemos

n m al(T;’z,q) m n
2Pt 24 2.9+ L
] J: 1=1

Id Id

2 +sz

i=i j=1 N riTaj)

m

n
es decir, 01(7) ) = (2 pi.5q;), ¥ Puesto que Zp,» = ao(p Z = 00(q

=1 7=1
obtenemos que ¢ es un morfismo en BCat(Gp) o en SCat( p). Por tanto,
podemos tomar o = 0.
Demostremos ahora que los morfismos ig,7; : U(G) — U(G) ® I son
también morfismos en BCat(Gp) o SCat(Gp). Recordemos cuales eran
estos morfismos:

G, Go Gy Gy

d1 dl
vo ug v2 u |-
do do

G] Gl Gx GluGILIG\
B1(G.®I) GoIGo B1(G.®I) =
1 1
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El primer diagrama representa al morfismo 7, mientras que el segundo
representa a ;.
Que 2; es un morfismo en BCat(Gp) o en SCat(Gp) es facil, pues si

p,q € Gy debemos probar que vy(7,,) = Tuipangs 10 cual es claro, pues la
definicién de 7, . se hacia a partir-del siguiente diagrama conmutativo
T:l.]p,ulq
up + g u1q +uip
lld (Id)‘lI
uip + u1q u g +u1p
v2(7p,q)

Para probar que ¢ es un morfismo en BCat(Gp) o SCat(Gp) necesitamos
comprobar vy(7,,4) = 7, es decir, que el siguiente diagrama es conmu-

) op,u0q’
tativo
uo(p+q) ——22 s ug(q +p)
lvlso(P-HI) (viso(g+p)) " I
w(p+9) ——————wlg+p)

lo cual ya se hizo en la demostraciéon del teorema 3.4.8.

Tenemos entonces morfismos 7,7 : G — G®1 en la categoria BCat(Gp)
o SCat(Gp), lo que nos da una factorizacién del morfismo codiagonal en
una de estas dos categorias

Grg 2 ger-Zsg

Queda comprobar ahora que ig +1; : G *G — G® I es una S-cofibracién,
para lo cual tomamos un diagrama conmutativo en BCat(Gp) o SCat(Gp)

G+g-5x
i0+,-ll lf donde f es una S-fibracién trivial
GRI—Y

lo que nos da dos diagramas conmutativos en Cat(Gp)

UG) ——Xx U(G) ——=x

-
(=]
-<—
“~
i
-
oy
<—
A,
~



a partir de los cuales construimos otro diagrama en Cat(Gp)

a+p

Uu@g)~U(G) —x

io+i1l lf

Ug)el——y

Notemos que aunque hallamos llamado igual a los morfismos 75 + 7; :
GxG > G®Ieig+1i : UG xU(G) = U(G) ® I en general no es el
mismo morfismo, pues G x G es distinto de U(G) * U(G), o mds precisamente,
U(G * G) (con el coproducto hecho en BCat(Gp) o SCat(Gp)) es distinto
de U(G) * U(G). Idéntica observacién para « + (.

En este ultimo diagrama es claro que ig + 7; es una cofibraciéon y que f
es una fibracién trivial de donde existe levantamiento k : U(G) @ I — X (en
realidad, el codominio de f es U(X), pero lo hemos identificado con X).

Dado que U(G)®1 = G®I tenemos que k es una aplicacién k : GRI — X.
Necesitamos comprobar por ultimo que:

- k es un morfismo en BCat(Gp) o en SCat(Gp).

- k hace conmutativos los dos tridngulos del siguiente diagrama:

a+f3

GxG—>X

]

v

GI—Y

Realmente sélo hay que probar que hace conmutativo el tridngulo superior,
pues el otro claramente es conmutativo (ya que es el mismo triangulo en
Cat(Gp) y en BCat(Gp) (o SCat(Gp)).

Para comprobar lo primero necesitamos ver que dados p,q € Gy [ [ Go, se
verifica que ky(7, ;) = Tkopkoq- Tenemos que fi(ki(7,,)) = 1(7,) = Topnp
pues fk = y v preserva la (cuasi)-simetria.

Por otra parte, fi(Tkopkog) = Tfokop.fokog = Tropsvoq donde hemos utilizado
que f preserva también la simetria v que fk = .

Ademds, puesto que 7, . : p+¢q — ¢+p tenemos que ki (7, ) : ko(p+q) —
ko(q + p) mientras que Tigpkoe : ko(p + q) — ko(g + p). Por tanto hemos
visto que k(7 ), Tkopkog € Homx(ko(p + q), ko(q +p)) ¥ que fi(ki(7,,)) =
f1(Tkopkog)- Como f es una equivalencia de categorias (es una equivalencia
débil) deducimos que k(7 ,) = Tkop koq-

Para comprobar lo segundo, es decir, que o + 3 = k(79 + 1), puesto que
el dominio de ambos morfismos (ya hemos visto que ambos son morfismos)
es un coproducto solo hay que comprobar que o = kg y que 8 = kiy, lo cual
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es clerto pues esas igualdades se dan en Cat(Gp) y los morfismos «, 3, kig
y ki; “coinciden” en Cat(Gp) y en BCat(Gp) (SCat(Gp)).
=

Vamos a estudiar ahora la relacién de homotopia que se deduce de la
estructura de modelos que tenemos en Cat(Gp), BCat(Gp) y SCat(Gp).
Empezamos trabajando en la categoria Cat(Gp).

Sean G, H € Cat(Gp), y consideramos H! el espacio de arcos de H.
Recordemos (ver seccién 1.4.2) que si tenemos f,g : G — H dos morfismos
en Cat(Gp), un morfismo h : G — H! verificando que Oyh = gy 0;h = f,
es decir, que el siguiente diagrama es conmutativo

HI<S—'H

S
h A

9 HxH

da una homotopia por la derecha de f a g. Identifiquemos esta relacién.

Proposicién 3.4.10. Sean G, H € Cat(Gp), y sean f,g: G — H. Enton-
ces eziste una homotopia por la derecha h : G — H! de f a g si y sélo si
existe una transformacion natural a del funtor f al funtor g que es morfismo
de grupos.

Demostracion: Supongamos que tenemos h : G — H! tal que 9ph = g y
Oih = f. Sea p € Gy y definimos a, = ho(p). Puesto que go(p) = do(ho(p)) =
di(ho(p)) (recordar como estd definido 8) y fo(p) = 01 (ho(p)) = do(ho(p))
tenemos que a, : fo(p) = go(p).

Necesitamos ahora que para cualquier z : p — ¢ € G, el siguiente diagra-

ma sea conmutativo:

fo(p) Jz) fo(q)

go(P) ;(-IT 90((1)

Teniendo en cuenta que hy(z) : ho(p) — ho(q) v de que dy(h,(z)) = g1(z)
y Oi1(hi(z)) = fi(z) deducimos que hy(z) es el anterior diagrama y como
hi(z) € (H'), deducimos que es conmutativo.

Es evidente que « es morfismo de grupos.

Reciprocamente, si tenemos « : f = ¢ una transformacién natural que
es morfismo de grupos definimos hg : Gy — (H')g como ho(p) = a, y hy :
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Gy — (H"), como

fo(p) ﬁ(—z)*fo(Q)

hi(z) = ho(p)l lho(q)

90(p) 90(q)

91(z)

Es claro entonces que h es un morfismo en Cat(Gp) y que el siguiente
diagrama es conmutativo '

so
¥ do N
Go

d,

hl h()
S0
TR

(9u.00) [(H"), —*—T Hy |(90.f0)
1

(80,01 X90,01)
s0
#do O\
Hl X H1 :HO X H()
d

1

lo que nos prueba que h es una homotopia por la derecha de f a g. |

Recordemos que dar un morfismo h : G — H! verificando que dph = g
y O1h = f es equivalente a dar un morfismo k : G ® I — H satisfaciendo
kio = f v ki, = g, luego es equivalente dar una transformacién natural de f
a ¢ a dar un morfismo k : G ® I — H tal que k(io +141) = (f + 9).

Cuando el objeto G es cofibrante v H es fibrante (esto ultimo ocurre siem-
pre) las relaciones de homotopia por la izquierda y por la derecha coinciden,
y son iguales a las que se derivan del cilindro o del espacio de arcos que hemos
considerado. Por tanto tenemos:

Corolario 3.4.11. Sean G,H € Cat(Gp) con G cofibrante, y sean f,g :
G — H. Entonces f y g son homotdpicos por la derecha si y sélo si son
homotdpicos por la izquierda si y sélo si existe una transformacion natural
de f a g que es morfismo de grupos.

Veamos ahora que ocurre con la relacién de homotopia en BCat(Gp) y
en SCat(Gp).
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Proposicién 3.4.12. Sean G, H € BCat(Gp) (resp. G,H € SCat(Gp)).
Entonces dar una homotopia por la derecha h : G — H! de f a g es equi-
valente a dar una transformacion natural o de f a g que sea morfismo de
grupos.

Demostracion: Supengamos que tenemos una homotopia por la derecha de
fag, h:G — M. Es claro que h es también una homotopia de f a ¢
vistos estos morfismos en la categoria Cat(Gp), y por la proposicién 3.4.10
tenemos una transformacion natural de f a g que es morfismo de grupos.
Reciprocamente, supongamos que tenemos « una transformaciéon natural

de f a g que es morfismo de grupos. Otra vez por la proposicién 3.4.10
tenemos un morfismo h : G — H! € Cat(Gp) tal que dph = g y d1h = f.
Recordemos que h estaba definido por ho(p) = o, : fo(p) = go(p) ¥

fo(l))h—(x)’fo(CI)
hi(z) = avl l“q siz:ip—gq

go(p) mgo(Q)

Necesitamos tinicamente probar que h es compatible con las (cuasi)-
simetrias que tenemos en G y en H'.

Sean entonces p,q € Go. Queremos probar que hi(7p4) = Thop oo

Por definicién (ver teorema 3.4.2) tenemos

folp) + folq) —22% fo(q) + fo(p)

Tillop,hoq = ho(p)+ho(0)l lhO(thO(p)

T90P.9049

90(p) + 90(q) 90(q) + 9o(p)

mientras que

fo®) + folg) =2 fo(g) + fo(p)

hy (Tp,q) = 0p+ql lﬂqw

91(7p.q)

90(p) + 90(q) 90(q) + 90(p)

y por tanto sélo hay que probar que

fl(Tp,q) = Tfop,foq> gl(Tp,q) = Tgop,909» CXp+q — ho(P)+h0(Q) Y Qgqp = ho(q)—f‘ho(P)-

Las dos primeras igualdades son ciertas pues tanto f como g son morfismos en
BCat(Gp) o SCat(Gp), mientras que las dos tltimas lo son por definicion
de hyg. ]
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Esta proposicion que acabamos de demostrar podria haber sido enunciada
de esta forma equivalente que ahora damos como corolario.

Corolario 3.4.13. Sean G,H € BCat(Gp) (resp. G,H € SCat(Gp)) y
sea h : G — H!' un morfismo en Cat(Gp). Entonces h es un morfismo
en BCat(Gp) (resp. SCat(Gp)) si y sélo si Ogh,01h € BCat(Gp) (resp.
(aoh, alh e SCat(Gp))

Demostracion: Esclaro quesi h € BCat(Gp) entonces dph, 0 h € BCat(Gp)
y lo mismo para SCat(Gp)

Supongamos entonces que doh, dh € BCat(Gp) (resp. SCat(Gp)). La
demostracion de la proposicion anterior es justamente demostrar que h €
BCat(Gp) o que h € SCat(Gp). |

Este corolario tiene un resultado dual

Proposicién 3.4.14. Sean G, H € BCat(Gp) (resp. G,’H € SCat(Gp)) y
sea k: G®I — H un morfismo en Cat(Gp). Entonces k es un morfismo
en BCat(Gp) (resp. SCat(Gp)) si y sdlo st kig, ki, € BCat(Gp) (resp.
kig, ki, € SCat(Gp)).

Demostracion: Hay una implicacién que es clara, y es que si k € BCat(Gp)
(resp. k € SCat(Gp)) entonces tanto kig como kz; son morfismos en
BCat(Gp) (resp. SCat(Gp)) pues 7 € ¢; lo son.

Supongamos entonces que kig y ki; son morfismos bien en la categoria
BCat(Gp) bien en SCat(Gp) (a estos morfismos los llamaremos f y g
respectivamente, lo cual quiere decir que koug = fo, kouys = go, k1vo = f1 v
kive = g1) y queremos probar que k preserva la (cuasi)-simetria definida en la
demostracion del teorema 3.4.8, es decir, kl(T,',,q) = Tkop,koq- 1OMEMOS P, q €
Gy y veamos que se da la condicion anterior para las parejas de elementos
wip, U1q; UP, Uigi UgP, Uoq-

En el primer caso es trivial, por definicién de 7 (ver teorema 3.4.8) ya
! — — — —
que kl(Tulp,ulq) = k1(v27p,q) = 91(Tp.q) = Tgop.goq = Thourp,kouq-
! = .
En el segundo caso hemos de probar que k(7 , 4.4) = Tfop.goq- Recorde-

mos que 7, ., . estaba definido (ver teorema 3.4.8) como la composicién

visop+Id v2(7p,q) Id+(visop)~!

Uop + u1q U p + U g ————— U1 + U p ———> UG + UpP

y si le aplicamos k;, obtenemos que & ( es la composicién |

Tl{lop,‘ul q)

" kyvisop+Id (Tp.q) Id+(k )~!
fop + gog ——2FTC 5 gop + 90q ——2s goq + gop =

90q + fop

170



de forma que lo que hay que probar es que el siguente cuadrado es conmuta-
tivo (donde hemos tenido en cuenta que ¢1(7p4) = T(gop.90q))

T(fop,909)
fop + gog 909 + fop
lk1U150])+1d 1d+k1vlsopl
T(90P.909)

gop + g0 —— Goq + Gop

lo cual es cierto pues el cuadrado no es méas que T('kms(]p’,d), y por tanto es

conmutativo. En este cuadrado 7' denota la (cuasi)-simetria definida en H’
(véase la demostracion del teorema 3.4.2).

Para probar que ki(7), 0q) = T/op.foq S€¢ Tazona de forma anéloga.

La demostracién en el caso general se haria por induccién sobre la longitud
de las palabras de p y ¢, aplicando repetidas veces que se verifica el axioma
del hexdgono. Veamos como se haria en el caso de que p tenga longitud 2 y
g longitud 1 por ejemplo.

Tenemos p = ugpy + w1 Py y g = uogo- Entonces se tiene que 7,, =

(Tiltopo,uoqo + Idulpl) ([duopo ulpx uwo) de donde:
kl(Til”q) = kl(T”lopo,uoqo + Iduxm) 9 kl(Iduopo + Tuxpl,uolm) =

[k ( uopo uoqo) + Idko(uxm)] [(‘[dl\O(UOPO) = l" ( ulpl,uoqo)] =
- [T(kouopo,kouofm) + ]dko(ulpl)] © [([dko(Uopo) + T(k0u1plv kOUOQO)] =

= T(kouopo+kouip1,kouogo) — Tkop,koq
Como ya hemos dicho, si tomaramos ahora p,q € Gy HGO arbitrarios, en-
tonces p seria de la forma p = E u;p; mientras que ¢ = Z u;q; para algunos

=1 =1
Pi,q; € Go y la demostracion se haria por induccién sobre n y m razonando

de manera analoga al caso que hemos hecho. o

Como consecuencia de estos dos ultimos resultados tenemos:

Corolario 3.4.15. El funtor (— ® I) : BCat(Gp) — BCat(Gp) (resp.
(- ® 1) : SCat(Gp) — SCat(Gp)) es adjunto por la i1zquierda al funtor
(=)' : BCat(Gp) — BCat(Gp) (resp. (—)" : SCat(Gp) — SCat(Gp)).

Demostracién: Recordemos que a nivel de Cat(Gp) se tiene la anterior
adjuncién (pues los funtores (— ® I) y (—)’ son los trasladados por la equi-
valencia Ty = Cat(Gp) de los funtores (—®1) y (=)%), por tanto tenemos
una biyeccion

¢ : Homeargp)(G ® I, H) < HOmCat(Gp)(ga%l) Sp

171



para cualesquiera cat-grupos G y H.
Recordemos que si tenemos h : G — H! y llamamos f = d1h y g = Oph
su aplicacién adjunta @(h) =k : G @ I — H estd definida

50

G116 1[Gr — o
] G()I_IGO

Bi1(Ge) 4
ka - ko
m
H, Hy

d;

con las condiciones koug = fo, kour = go, k1vo = f1, kiv2a = g1 y kiv; se
define para un elemento x : p — ¢ como:

fo(P)ﬁ(‘I‘)’fo(Q) folp) -
ki(z) = E ho(q)l lhO(p)
.................. 90(q) 90(p) @) 90(q)
donde
fo(p) fo—(r)’ folq)
1ho(p> ho(q)l = hi(z)
90(p) =3 90(9)

Reciprocamente, dada k : G ® I — H se define ¢(k) = h: G — H!

Ni(z)

fo(p) — fo(q)
ho(p) = (fg(p) iU—lsoL>go(p) ) hi(z:p—q) = lho(p) ho(q)l
90(p) mgo((I)

Se observa claramente que 0,h = kig y Ooh = ki;.
Ahora necesitamos comprobar que si tenemos G,H € BCat(Gp) y k €
Homcaycp)(G ® I, H) entonces

k € Hompcat(ap)(G ® I,H) siy slosi h = ¢(k) € Hompcat(ap) (G, H'),
y un resultado andlogo para SCat(Gp).
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La proposicion 3.4.14 y el corolario 3.4.13 nos dicen que se verifica que

k € Hompcatcp) (G @ I, H) siy sblo si kig, kiy € Hompcatcp)(G,H) siy
solo si 01h, Ogh € 1{()TIlBCat(Gp)(g,H) si y sélo si h € HomBCat(Gp)(Q,’H’).
B

Como consecuencia de todo lo anterior tenemos que:

Corolario 3.4.16. Sean G,H cat-grupos, cat-grupos trenzados o cat-grupos
simétricos y sean f, g : G — H dos morfismos en la categoria correspondiente.
Entonces dar una transformacion natural (que sea morfismo de grupos) de
f a g es equivalente a dar un morfismo k : G ® I — H tal que kig = f y
ki, =g.

Corolario 3.4.17. Sean G,’H € BCat(Gp) (resp. G,H € SCat(Gp)), y
supongamos que G es S-cofibrante y ‘H es S-fibrante, y sean f,g: G — H.
Entonces f es homotopico por la derecha a g si y solo si f es homotdpico por
la izquierda a g si y sélo si f y g son simplicialmente homotdpicos (vistos
como morfismos en ' Tri1)) si y solo si existe una transformacion natural de
f a g que sea morfismo de grupos.

Corolario 3.4.18. Dados G, € BCat(Gp) (resp. G,H € SCat(Gp))
donde G es S-cofibrante y H es S-fibrante, entonces

Hompyoicatcp)) (G, H) = (G, H] 0 Hompescatcp) (G, H) =[G, H]

donde [G,H] denota el conjunto de clases de isomorfismos naturales de fun-
tores “trenzados” (resp. “simétricos”) de G en H.

3.5 Teoria de homotopia de médulos cruza-
dos, 2-mddulos cruzados reducidos
y modulos cruzados estables

Al igual que hemos identificado construcciones de espacio de arcos y cilin-
dro en las categorias Cat(Gp), BCat(Gp) y SCat(Gp) asi como las ho-
motopias entre morfismos en estas categorias, habiendo obtenido una ex-
presion sencilla del espacio de arcos (en términos de cuadrados conmutati-
vos) asi como del concepto de homotopia (en términos de transformacio-
nes naturales), identificamos ahora estas construcciones en las categorias
XM(Gp), 2 — XMea(GP) ¥y XMt(Gp).

Empezamos recordando de forma breve cual es la estructura de modelos

en estas categorias. Dados [ : (L —2> M), ['- (' —»M) € xM(Gp)
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y un morfismo f : L — L' se tiene que f es una fibracién si f; : L — L'
es sobrevectivo, f es una equivalencia débil si los morfismos Coker(p) —
Coker(p') v Ker(p) — Ker(p) son isomorfismos, y una cofibracion si tiene
la LLP con respecto a las fibraciones triviales.

En el caso de que f sea un morfismo en 2 — YxMeq(Gp) 0 xMs(Gp)
y S un sistema multiplicativo de Z entonces f es una equivalencia débil si
los morfismos S~!Coker(p) — S~'Coker(p') y S~ 'Ker(p) — S~ 'Ker(p)
son isomorfismos, f es una fibracién si f; es sobreyectivo, Coker(p) es S-
libre de torsién v si consideramos p como la restriccién del morfismo p a
Ker(f)) = Ker(fo) entonces Coker(p) y Ker(p) son S-unicamente divisibles
y f es una cofibracion si tiene la LLP con respecto a las fibraciones triviales.

Supongamos que partimos de un modulo cruzado £ : (L L M)y sea
i

®(L) = | L w M——=p | el cat-grupos asociado. Si ahora calculamos
t

(®(L£))" obtenemos el cat-grupo cuyos objetos son los elementos de L x M y
cuyos morfismo son los cuadrados conmutativos

(1,m)

m p(l) +m
(ly,m) l(l',p(l)+m)
p(ly) +m p(l' +1)+m

(l2.p(l1)+m)

Puesto que las dos composiciones que aparecen son (I'+1,m) y (la+1;,m),
decir que el cuadrado es conmutativo es equivalente a decir que '+ —1, —ly =
0. Los morfismos s, t e I estdan definidos por:

i) e )
I(l,m) = l(l,m) (lm)l
p(l) + m=—=p(l) + m
m i p(l) +m
(5,2) | (tnm) l(l"p(mm) = ((Ly,m), (I', p(1) +m))
p(l,)'+ m p(l' +1)+m

(I2,p(11)+m)

mientras que (Jy, 0) es

(G0, 1) (L.m) = (p(l) + m,m)
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L,m
m (L) p(l) +m

(0o, 0y) | (t1m) l(l',ﬂ(l)+m) = ((ly, p(ly) +m), (I,m))
plli) +m

(l2,p(L1)+m) [)(l + l) tm

El espacio de arcos £ es entonces ®~1(®(L)"), que a continuacion des-
cribimos, para lo cual calculamos Kers

(L0)
0 —— (1)

l(t',p(t)) ={(Ll,L)e L/l +1- =0} = L?
pl' +1)

Ker(s) = il

Teniendo en cuenta que (I, p(1)) + (14, p(ly)) = ('+°OU, p(1) + p(ly)) =
(I' +1 -1, —1,p(l) + p(l;)) deducimos que la suma en L? estd dada por
0+ L) =" +1+1 = 1,l+ 1), es decir, tenemos que Ker(s) = L x L
donde L actia sobre si mismo por conjugacion.

La aplicacién p: L x L — L x M viene dada por

(t0)
00— n()
p(l',l) =7 (k\ l(l',pu)) = (", p(1))
p(l' +1)

Por 1ltimo, la accién de L x M sobre L x L viene dada por

m=———-"m
(lx,m)(l’, ) =I(ly,m)+ (I'ym) = I(l;,m) = l(ll.m) (11,,,,)l 4
p(li) +m p(ly) +m
+ ” (llvP(l))l —_ l(ll,m) (ll.m)l —
— p(l' L) +m l\)+m
0Pl +1) p(l1) p(ly)
e S >m+ p(l) —m

| |(rmpm-mnm | =

("“1)"""1’+I 0) 0(11) +m + p(l/ + l) o i p(ll)
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- (1] + my_ m+p(l)—mll’ rnl)

Podemos resumir ésto en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.5.1. Sea L: (L ~%> M) un médulo cruzado. Entonces el

v
mddulo cruzado L' : L ,>q 5 L, 4 donde Lx L es el producto
(", 1) ——— (', p(1))

semidirecto con accion de L sobre si mismo por conjugacion y la accion de
L x M sobre L x L estd definida por

Gm (' 1) = (I + ™ = ™0™ ™)
es un espacto de arcos para L.

Demostracion: Es rutinario comprobar que el objeto asi definido es un médu-
lo cruzado.
La factorizacién del morfismo diagonal

=% rxr

esta dada por

LxL—2>LxM
(80,01 )1 1(30,31)1
LxL-Z5MxM

donde
so(m) = (0,m); s1(1) = (0,1)

(8o, A1 )o(l,m) = (p(I) + m,m); (B, )1 (I',1) = (' +1,1)

Es facil comprobar que todos los morfismos que aparecen son efectiva-
mente morfismos en Cat(Gp). Veamos algunas de estas comprobaciones:
- s0p(1) = (0, p(1)) = p(0,1) = ps:1(1)
- somg (1) = ©m(0,1) = (0,™) = 51 (™)
También es claro que s es una equivalencia débil (i.e. Ker(p) = Ker(p)
y Coker(p) = Coker(p)) v que (0o, 01) es una fibracion.
|
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Asociado a este espacio de arcos hay una relacion de homotopia (la rela-
cion de homotopia por la derecha). Sabemos que dados dos médulos cruzados

L:(L—L>M), £:(L'-L>M),y dos aplicaciones f,g : L — L', una
homotopia por la derecha de f a ¢ es un morfismo h : £ — L' verificando
que dyph = g y 01h = f. Veamos que quiere decir ésto.

Proposicién 3.5.2. Sea, £ : (L —2~M), - (L' £ M') € xM(Gp),
y sean f,g: L — L' dos morfismos entre ellos. Eziste una homotopia de f
a g sty solo si existe una fo-derivacionn: M — L' tal que np = g1 — f1 y
p1n = go — fo-

Demostracion: Recordemos en principio que una aplicaciéon n : M — L'
se dice que es una fo-derivacién si para cualesquiera m,m' € M se verifica
que n(m 4+ m') = n(m)+@n(m'). Notemos que si 7 es una fy-derivacién
entonces 1(0) = 0 y n(—m) = —(~o(mp(m)).

Supongamos ya que h es una homotopia de f a g, es decir, tenemos un
diagrama conmutativo

M
hy ho
(1.0 |L' x L' —7)—> L' x M| (g0.f0)

(90,01 1 (80,01)0

p'xp'

L' x L' M x M’

Si ho(m) = (I',m') entonces escribiremos hgo(m) = ' v hg (m) = m/,
es decir, ho(m) = (hoo(m), ho1(m)). Andlogamente, escribiremos h;(l) =

(h1o(l), h1a(1))-

Notemos que puesto que
(90(m), fo(m)) = (00, 01)o(ho(m)) = (o, 01 )o(hoo(mn), ho,(m)) =
= (p'(hoo(m)) + ho,(m), hoa(m))

se tiene que hoy = fo ¥ p'hoo = go — fo y como
(9:(1), 1(1)) = (G, O )1 (P (1)) = (G0, 1)1 (h1p(l), hra(l)) =
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= (lll‘o(l) + }llyl(l), hl,l(l))

se tiene también que by = fiy hig =91 — fL
Consideramos la aplicacion € : L' x M' — L' definida por

L' »x M’ L'
",m)——

Esta aplicacién verifica que
E(U,m") + (I, my)) = €, m') + ™€, m))
va que £((I',m') + (I, m})) = (U + ™, m' +m}) = U'+™1 = £, m') +

mE(ly, my).
Sea ahora 1 : M — L' definida como 1 = £hy = hgp. Tenemos entonces:

n(m+m') = Eho(m + m') = {(ho(m) + ho(m')) =
= &(ho(m)) +"01€(ho(m')) = n(m) + FCn(m")
Por otra parte
np(l) = &hop(l) = Epha(l) = £p(h1o(1), hia (1) =
= &p(g1(1) = L), /(D) = &(g1(1) = /(), p(/L1(D)) = 91 (D) = f2 (D)

p'n(m) = p'Eho(m) = p'E(hoo(m), ho1(m)) = p'(hoo(m)) = go(m) — fo(m)

como queriamos.
Reciprocamente, supongamos que tenemos 7 : L — M’ una fo-derivacién

p

L—M

)

L E M’

tal que np =g, — f1 v p'n = go — fo. Definimos entonces hg : M — L' x M’
y hy:L— L'x L' como

M L' M L——L'xL
m+—— (n(m), fo(m)) L —— (mp(D), (1))

y veamos que h es una homotopia. Tenemos que
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hop(l) = (np(l), fop(l)) = (np(l), p' f1(1)) = p(np(l), f1(1)) = phi(l)

ho(m+m') = (n(m +m'), fo(m+m') =
= (n(m) + tMn(m'), fo(m) + fo(m')) = (n(m), fo(m)) + (n(m'), fo(m")) =

= ho(m) + ho(m')

h(l+1) = el + 1), A +1)) = (n(p(1) + p(l')), 1L+ 1)) =
= (np(l) + PrOnp(t'), [l + 1)) = (mp(l) + 7" Onp(l'), (L + 1)) =
= (np(l)+ (1) +np(l") = A1), AW+ X)) = (mp(D), (D)) +(p), (1) =
= hy (1) + hy (1)

Se tiene que hy (™) = (np(™), f1(™1)). Para probar que h, (™) ="(™h, (1)
calculamos np(™1)

np("1) = n(m+ p(l) = m) = n(m) +*n(p(l) — m) =
= 1(m) + ) [p(1) + 1#On(-m)] =
= n(m) + 1™ [p(1) + 1P~ (= (m))] =
— (m) + oM p(1) — Golm)+e' HO=Tolm) ()
Por otra parte

o)y (1) = (WOt (1), £, (1)) =

— (,,(m) + Jolm)yy (1) — Uolm)+o = Jo(m))py () Solm) fl(l))

v como f es un morfismo de médulos cruzados y por tanto f,(™l) =
fo(m) £, (1) se deduce facilmente que hy(™l) =™ h,(1). :

Tal v como esta definido es facil comprobar que (9o, 01)h = (g, f).

Por tanto, h es una homotopia de f a g. |
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Si ahora, dado un modulo cruzado L : L —"> M tomamos el médulo
cruzado (L) = Ker(dy, 0,) obtenemos el médulo cruzado de lazos asociado a

un médulo cruzado £, y que puede ser descrito como (L) : 0 —>> Ker(p) .

Supongamos ahora que £ : K —%> M es un 2-médulo cruzado reducido o
un médulo cruzado estable, y calculamos (U(L£))! (al que llamaremos, cuando
no haya lugar a confusién £/. Entonces, en este médulo cruzado existe un
corchete que lo convierte en un 2-médulo cruzado reducido o un moéddulo
cruzado estable, segiin el caso. Este corchete viene de la (cuasi)-simetria que
habia en (®(L))" (ver teorema 3.4.2). Veamos como se define este corchete.

Este corchete sera una aplicaciéon {—, —} : (Lx M) x (Lx M) — L x L,
que sabemos esta definida como

{(17 777“)’ (l,’ ml)} = T(Il’,m’),(l,m) - I(lam) - [(['vml)
Teniendo en cuenta que 7'(’[, m),(Lm) €S el cuadrado

T
¥ i ———————a S

(1’+m,l,m’+m)l l([+ mll’m+ml)

T
o ——— e

obtenemos que T(',,’m,)’(,,m) = Iumy — Iy =

Tl

m/ . m

m +m m+m'
= l(l'+"‘ll,m’+m) (l+"‘l’,m+m')l -

p(l') +m' + p(l) + m —p(l;) + m + p(l') + m’

(0,m) , (0,m") ,
m m m m
- l(l,m) (l,m)i - l([’,m') (v ,m')l
l e l 4 g _—_—— / !
p(l) +m ——— p(l) +m p(l') +m TR p(l')y +m
my
0 1760 m+ p(l) —m

p(l) + m+ p(l' +1) —m — p(ly)

(PUD+mI41,0)
Como Ty = ({m,m'}, m' + m) deducimos que

Tmr.m — (0,m) — (0,m') = ({m,m'},0)
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Por otra parte tenemos
(+™' m+m')—(l,m)—',m') =
=({l+™'m+m)+ (-, —-m) + (—_’”'l', —m') =
=3 (l 4 WY = mbmiomy _ mbmismem'p g ol - i — m') =
= (l 4 My mtm—mem! m' [y _ miml-memiyl gy ! — m') =
= (l ) 4 Pmm ™ Y m o m —m - m') =

= (l+"‘l'+ {m,m'} =™~ — p{m,m'},m+m' — m—m’)

de donde deducimos que {({,m), (I',m")} vale
(z +m 4 {mym'} =™ =1 — p{m,m'}, {m, m'})

y el objeto L con el corchete asi definido es un 2-médulo cruzado reducido
o un moédulo cruzado estable (dependiendo de lo que sea £). Ademds, si
L € 2 — XM,ea(Gp) (resp. £ € xM,:(Gp)) entonces L' es un espacio de
arcos para £. Los morfismos s : £ — LTy (8p,8,) : LT — L x L son “los
mismos” que en el caso de médulos cruzados.

Como consecuencia de ésto, de la proposicion 3.5.2 y de los resultados de
la seccion anterior tenemos:

Corolario 3.5.3. Supongamos que tenemos ( £ (b L. M), {- -} ) Yy

( L (L AN M) {-, —}) dos 2-mddulos cruzados reducidos (resp. modu-
los cruzados estables) y sean f,g: L — L' dos morfismos entre ellos. Enton-
ces eziste una homotopia por la derecha h : L — L' siy sélo si existe una
fo-derivacién n : M — L' tal que p'n = go — fo ynp = 91 — f1-

Corolario 3.5.4. Sean L,L' € 2 — xM,ea(Gp) (resp. L,L' € xM(Gp))
y sea h: L — L' un morfismo en xM(Gp). Entonces h es un morfismo en
2 — XM;eda(Gp) (resp. xMs(Gp)) si y sélo si Oph, Ok son morfismos en
2 — XMrea(Gp) (resp. xMst(Gp))-

Podria darse también en médulos cruzados una construccién del cilindro
L® I que valiera también para 2-mé6dulos cruzados reducidos y médulos cru-
zados estables, y obtendriamos resultados andlogos a los tltimos de la seccion
anterior. No obstante, la descripcién explicita de este objeto es bastante
complicada (implicitamente lo tenemos dado como L ® I = 7' (®(£)®).
Podemos eso si concluir que

181



Corolario 3.5.5. Dados L, L' € xM(Gp) donde L es cofibrante. Entonces:
Homuo(xM(Gp))(ﬁ, ﬁl) = [5, Cl}

donde [L,L'] denota el conjunto de clases de homotopia de morfismos de
mdodulos cruzados de L a L'.

Corolario 3.5.6. Sean L, L' € 2 — xM;ea(Gp) (resp. xMg(Gp)) donde
L es S-cofibrante y L es S-fibrante. Entonces

Homgopmapy) (£, L) = [L, L] Homyopmcp)) (L, L") = [L, L]

donde [L,L'] denota el conjunto de clases de homotopia de morfismos de
2-mddulos cruzados reducidos (resp. mddulos cruzados estables) de L a L'.

3.6 Clasificacion de clases de homotopia de
aplicaciones continuas

La clasificacién del conjunto [X,Y] de clases de homotopia de aplicaciones
continuas punteadas entre dos CW-complejos X e Y es un problema clasico
dentro de la Topologia Algebraica que ha ido encontrando soluciones parciales
a lo largo del tiempo. Asi, por ejemplo:

1. Si X verifica que 7m;(X) = 0 Vi # 1 e Y tiene un tunico grupo de
homotopia no nulo en dimensién n > 2, entonces

(X, Y] = H*(m(X), 7 (Y))

el n-ésimo grupo de comohologia de Eilenberg-Mac Lane de 7 (X) con
coeficientes en 7, (Y") (ver [35])

2. Si X es un CW-complejo e Y -un espacio de Eilenberg-Mac Lane de
tipo (7, n) entonces

[X,Y] = H"(X,n) cohomologia singular de X con coeficientes en 7.

3. Si X e Y son espacios de Eilenberg-Mac Lane de tipo (m, n), entonces

[X, Y] = Homgy(mn(X), mo(Y)).
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4. Si X e Y son tales que 7;(X) = 7;(Y) =0, Vj # 1,2, entonces

[X, Y]p[p(X), p(Y)]

donde el segundo miembro es el conjunto de clases de homotopia de
morfismos de mddulos cruzados ([65]) o bien

(X, Y] = [pa(X), p2 (V)]

donde el segundo miembro es el conjunto de clases de isomorfia de
funtores monoidales entre grupos categéricos (ver [25]).

5. Si X e Y son tales que 7;(X) = 7;(Y) = 0 Vj # 2,3 entonces
[X, Y] = [ps(X), p3(Y)]

donde el segundo miembro denota el conjunto de clases de isomorfia
de funtores monoidales trenzados (braided) entre grupos categoricos
trenzados (ver [25]).

Utilizamos ahora los resultados de este capitulo para dar una descripcién
algebraica del conjunto [X,Y] cuando X e Y sean CW-complejos r-conexos
y N-COCONEXOs.

Sean X e Y dos CW-complejos con tnicos grupos de homotopia no nulos
T, T <1< n.

Si 7, es la categoria de espacios topolGgicos (r-1)-conexos, la categoria
Ho(T;) es equivalente a la categoria cuyos objetos son los CW-complejos
punteados y (r-1)-conexos, y cuyos morfismos son las clases de homotopia de
aplicaciones continuas que preservan el punto (ver [59]). Ademads, la teoria de
homotopia en 7, es equivalente a la teoria de homotopia en Simp(Gp),_1,
y la equivalencia esta dada por la equivalencia de ambas teorias con la de
conjuntos simpliciales r-reducidos via las adjunciones

Simp(Set),
[TE Simp(Set),
Simp(Set) Gl TW
Ill S Simp(Gp),-1
T

Para mas detalles ver [59]
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En particular se tiene que si X,Y son CW-complejos (r-1)-conexos
(X,Y] = Homyyr,)(X,Y) = Homyosimp(Gp).-1)(GE-S(X),GE.S(Y))
y esto ultimo, de acuerdo con [59] §2 proposicién 3.6 es el conjunto
[GE,S(X),GE.S(Y)]

de clases de homotopia simplicial de morfismos de grupos simpliciales. Si
tomamos Ho(7;)|n — cc la subcategoria plena de Ho(7;) formada por los
objetos n-coconexos se tiene

[Xa )/] = HomHo(Tr)ln—cc(Xa Y) =
= HomHo(Simp(Gp)r_l)|(n—1)—cc(GErS(X)a GErS(Y)) =
= [GE,S(X),GE,S(Y)]

Consideramos ahora la categoria ;1 Tq_3). Esta categoria esta relacio-
nada con Simp(Gp),-; por la adjuncién

Simp(Gp),_l

s 1

-1 Tn-1)
e induce una equivalencia de categorias
Ho(jr-1Ta-1) = Ho(Simp(Gp)_1|(n - 1) - cc)
luego [X, Y] puede ser identificado con
[GE,S(X),GE,S(Y)] = Hompyo(,_,Ta_r))(Pn1GES(X), Pro1GE,S(Y))

v esto tltimo, teniendo en cuenta que GE,S(X) es libre, y por tanto (ver
proposicion 3.1.7) P,_1GE,S(X) es cofibrante es el conjunto

[Pao1GE.S(X), Pno1GE.S(Y)]

de clases de homotopia de morfismos de grupos simpliciales entre ellos (ver
teorema 3.2.4)

Veamos ahora algunos casos particulares:

-Sir=1yn =2, es decir, X e Y son CW-complejos con grupos de
homotopia nulos en dimensiones distintas de 1 y 2, entonces ’

[,\', )/] = HOTRHO([OTU)(PlcElS(X), 'PIGEls(Y))
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Si llamamos p; al funtor YP,GE\S y v a la composicion ®p, donde
¥ oTy — xM(Gp) y @ : xM(Gp) — Cat(Gp) son las equivalencias
dadas en la seccién 3.3 tenemos que

(X, Y] = [p1(X), p1(Y)]

donde el tltimo conjunto denota el conjunto de clases de homotopia de mor-
fismos de médulos cruzados (donde las homotopias vienen dadas en términos
de derivaciones, ver proposicién 3.5.2) y que

(X, Y] = [n(X), n(Y)]

es decir, clases de isomorfismos naturales de morfismos de v, (X) a 7,(Y).

-Sir=2yn=23,o0sea, X eY son CW-complejos con grupos de homo-
topia nulos en dimensiones distintas de 2 y 3 y si definimos p; = VP,GE,S
v 72 = ®py se tienen isomorfismos naturales

(X, Y] = [p2(X), p2(Y)] = [12(X), 72(Y)]

es decir, clases de homotopia de morfismos de 2-mddulos cruzados reducidos
de p2(X) a p2(Y') (donde las homotopias, igual que en el caso anterior vienen
dadas en términos de derivaciones (ver corolario 3.5.3)) o clases de isomor-
fismos naturales de morfismos de cat-grupos trenzados de v2(X) a v(Y)

-Sin=r+1yr >3, esdecir, X e Y son CW-complejos con grupos de
homotopia nulos en dimensiones distintas de r v r + 1, y consideramos los
funtores p, : Top = xMg(Gp) v 7, : Top — SCat(Gp) definidos como las
composiciones

(Simp(Set) Simp(Gp)roy (s 2T8
P R = - Ei
Top Simp(Set), Ty xMa(Gp)
pr
v
Top = yM,;(Gp) —— SCat(Gp)
\——/

entonces tenemos isomorfismos

[(X,Y]= [pr(X),pr()”)} = ['Yr(-\’)vf)'r(y)]

donde el 1ltimo conjunto denota clases de isomorfismos naturales de morfis-
mos de cat-grupos simétricos.
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Capitulo 4

Modelos algebraicos para
n-tipos en categorias de
diagramas

En esta seccion abandonamos el caso conexo para encontrar modelos alge-
braicos para la teoria de homotopia de espacios sobre los que actiia un grupo
H. Necesitamos por ello considerar grupoides simpliciales en lugar de grupos
simpliciales.

Se pretende obtener una version en todas dimensiones del resultado de
Moerdijk-Svensson, [55], sobre clasificacién de 2-tipos de homotopia equiva-
riantes.

Estudiamos primero cuando, dada una categoria de modelos cerrada C,
la categoria de I-diagramas sobre C (a la que se denomina I-C) hereda la es-
tructura de modelos de C. Los resultados obtenidos se particularizan para la
categoria Ty)(Gpd) (“versién” no conexa de la categoria n — Hypgd(Gp))
v se prueba la equivalencia de la categoria 2 — Gpd con Ty)(Gpd) (teorema
4.2.8).

Posteriormente estudiamos el caso en que I se la categoria érbita O(H)
asociada a un grupo H, y se combinan los resultados anteriores con la equi-
valencia entre la categoria de H-espacios y la de diagramas de espacios in-
dizada en la categoria O(H) para obtener una equivalencia de categorias
H-(n + 1)-tipos ~ Ho(O(H)-T(Gpd)) que en el caso n = 1 nos da el
resultado de Moerdijk-Svensson.
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4.1 Estructuras de modelos cerradas para ca-
tegorias de diagramas

En esta seccién estudiamos como dotar a la categoria de I-diagramas en C
de una estructura de modelos (cuando C la tenga), para lo cual comenzamos
recordando cual es la categoria de I-diagramas en C.

Definicién 4.1.1. Sea C una categoria arbitraria e I una categoria pequena.
La categoria de I-diagramas en C, denotada por 1-C, es la categoria de fun-
tores X : I°? — C. Por tanto, dar un I-diagrama en C es dar un objeto
X (i) = X; de C para cada objeto i € I y un morfismo u* = X (u) : X; = X;
para cada morfismo u : 1 — j tal que (uv)* = v*u* e (Id)* = Id.

Es claro que para cada categoria de diagramas I-C y para cada objeto
j € 1, existe un funtor evaluacién, j* : I-C — C, definido por j*(X) = X (j).
Puesto que I-C es una categoria de funtores, los limites y los colimites se
calculan punto a punto, es decir, para cada j € I el funtor 7* preserva limites
y colimites. Esto no obstante puede deducirse facilmente de las dos siguientes
proposiciones:

Proposicién 4.1.2. Sea C una categoria cerrada bajo productos e I una
categoria pequena. Entonces, para cada j € I, el funtor j* tiene un adjunto
por la derecha, j..

Demostracion: Comenzamos definiendo el funtor j, : C — I-C.

Dado A € C. j.(A) debe ser un objeto de I-C, es decir, j.(A) es un funtor
J«(A) : I°? — C, que se define como sigue:

Para cada objeto i € I, 7,(A)(i) = ]| A, donde A, = A

uj—1
Para cada morfismo v : ¢ — i’ debemos definir un morfismo [[ A, —
u': g1’
[ A.. y como el morfismo tiene rango un producto, basta definir para
uj—1
cada morfismo u : j — 7 un morfsmo [] A, — A. Este morfismo es my,,
u':j—’
es decir, la proyveccion correspondiente al factor vu : j — 7'

Una vez definido j, sobre objetos, lo definimos sobre morfismos, es decir,
dado f : A — B, debemos definir j.(f) que ha de ser una transformacién
natural j,(A) = j.(B). Por tanto, para cada 7 € I necesitamos un morfismo
(5.(f))i: I Au — I Bu.y este morfismo es el inducido por f para cada

uj—1 uj—t

w:j — 1. Es clara la naturalidad de j.(f).
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Veamos ahora que son funtores adjuntos, para lo cual vamos a definir,
para cada X € I-C y para cada A € C, bivecciones

a: Homg (7" (X), A) — Homypc(X, j7.(A4))

f: Hompc(X, j.(A)) = Homc(5°(X), A).

Sea h : X; — Ay queremos definir o, : X = j.(A), para lo cual
necesitamos para cada ¢ € I un morfismo (an); : X; = J.(A)(7) = [] 4
uzj—1
éste queda definido por la condiciéon de que 7, o (a); = f o X (u).
Sea ahora g € Hompc(X,j.(A)). Definimos f§, como la composicién
_Mh T AT
A uij—j A
La demostraciéon de la naturalidad de a y 3, asi como la comprobacion
de que una es la inversa de la otra es rutinaria. Concluimos por tanto que j,

es un adjunto a derecha del funtor j*.
]

Proposiciéon 4.1.3. Sea C una categoria cerrada bajo coproductos e I una
categoria pequena. Entonces, para cada j € 1, el funtor j* tiene un adjunto
por la izquierda, 7j:.

Demostracion: Sea A € C. Definimos j(A) como el funtor que asocia a cada
i € Iel objetode C, ][ A,, donde A, = A. El resto de la demostracién es

uii—)

analogo a la de la proposicion 4.1.2 -]

Supongamos ahora que partimos de una categoria de modelos cerrada C y
de una categoria pequena I. Queremos dotar a la categoria I-C de una estruc-
tura de modelos (ver [43] para una estructura de modelos en I-Simp(Set),
o [55] para I-2-Gpd). Para ello. proponemos la siguiente definicién:

Definicién 4.1.4. Sea C una categoria completa y cocompleta en la que se
tiene una estructura de modelos cerrada y sea I-C la categoria de I-diagramas
en C para una categoria pequena I. Sea f : X — Y un morfismo en I-C.
Diremos que:

i) f es una fibracion si j*(f) es una fibracion en C para todo j € 1.

it) f es una equivalencia débil si 7*(f) es una equivalencia débil en C para
todo j € 1. :

i) f es una cofibracion st tiene la LLP respecto a las fibraciones triviales.
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Damos ahora unos resultados que nos hablan del comportamiento de estos
funtores j., j7° vy ji respecto a las fibraciones, cofibraciones y equivalencias
débiles.

Lema 4.1.5. Sea C una categoria de modelos cerrada que ademds es com-
pleta y cocompleta y sea I una categoria pequeria. Entonces, para cada j € 1,
el funtor 7, preserva fibraciones y fibraciones triviales.

Demostracion: Sea f : A — B un morfismo en C y supongamos que es
una fibraciéon (resp. fibracién trivial). Queremos ver que j.(f) es una fibra- -
cién (resp. fibracién trivial), para lo cual debemos calcular ¢*(j.(f)) para
cualquier 7 € I, y ver si es o no fibracién (resp. fibracién trivial). Ahora
bien, *(7.(f)) = [[ f,y puesto que en una categoria de modelos cerrada el

uj—1
producto de fibraciones (resp. fibraciones triviales) es una fibracién (resp. fi-

bracién trivial) deducimos que 7.(f) es una fibracion (resp. fibracién trivial).
|

Lema 4.1.6. St C es una categoria de modelos completa y cocompleta e 1
es una categoria pequena, para cada j € 1 el funtor j* preserva cofibraciones
y cofibraciones triviales.

Demostracion: Sea f : X — Y una cofibracién en I-C y sea 7 € I un
objeto de I. Para probar que j*(f) es una cofibracién, debemos encontrar
levantamiento en cada diagrama de la forma:

X]' — A
j'(f)l jg donde ¢ es una fibracién trivial.
Y;—B

Por la adjuncién j* F j,, encontrar levantamiento en el diagrama anterior
es equivalente a encontrarlo en el diagrama

X —7.(4)

IJ lj-(g)

Y —J.(B)

y en este diagrama es posible encontrarlo pues f es una cofibracién y j.(g)
es una fibracién trivial, de acuerdo con el lema 4.1.5.

Puesto que j* preserva cofibraciones y equivalencias débiles, es evidente
que j* preserva cofibraciones triviales. B
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Lema 4.1.7. En las mismas condiciones del lema 4.1.6, el funtor 3 preserva
cofibraciones y cofibraciones triviales.

Demostracién: Supongamos que f : A — B es una cofibraciéon en C. Para
probar que 7i(f) es una cofibracién en I-C debemos encontrar levantamiento
en cualquier diagrama

A —X
j!(f)l lg donde ¢ es una fibracién trivial en I-C,
i(B) —Y

lo cual es facil, utilizando la adjuncién 7 b j* y las definiciones de fibracién
y equivalencia débil en I-C.

Supongamos ahora que f : A — B es una cofibracién trivial. Acabamos
de ver que ji(f) es una cofibracién. Por otra parte, *(51(f)) = [[ f,y pues-

u:il—r

to que el coproducto de cofibraciones triviales en una categoria gle modelos
es siempre una cofibracién trivial, deducimos que *(j:(f)) es una cofibracién
trivial para cada 7 € I, y por tanto una equivalencia débil, lo que implica
(ver definicién 4.1.4) que 7(f) es una equivalencia débil. Asi deducimos que
Ji(f) es una cofibracién trivial. =

Por tltimo damos un lema referente al comportamiento de las cofibracio-
nes y cofibraciones triviales en I-C respecto a algunos colimites:

Lema 4.1.8. 1) Si f: X = Y es una cofibracion (resp. cofibracion trivial)
en I-C y X — Z es un morfismo cualquiera, entonces el morfismo
f:Z = Y][Z es también una cofibracion (resp. cofibracion trivial).

T

i) St {fr : Xx = Yi}rex es una familia de cofibraciones (resp. cofibra-

ciones triviales) en I-C, el morfismo [ fe: [] Xk = ][ Yx es una
kEK kEK kEK
cofibracion (resp. cofibracion trivial).

i) Si Xo —» Xy — -+ = X,, = ... es una sucesion de cofibraciones
(resp. equivalencias débiles) en I-C, el morfismo Xy — lim X, es una
—

cofibracidn (resp. cofibracion trivial)

Demostracion: Probemos 1) y el resto se hace de manera analoga.
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Partimos de una cofibracion f : X — Y, y necesitamos encontrar levan-
tamiento en cualquier diagrama

Z——U
(1) fl Jg donde g es una fibracién trivial
Y L[ Z —V
X

para lo cual encontramos levantamiento s : Y — I/ en el siguiente diagrama _

X Z——U
fl l lg
Y12
y —Y1Z vy

y los morfismos u y s determinanaran el levantamiento en el diagrama (1),
lo que probara que f es una cofibracion.

Si ahora el morfismo f es una cofibracion trivial, sabemos, por lo que
acabamos de probar que f es una cofibraciéon. Veamos que es equivalencia
débil para ello, sea 7 € I y consideremos el diagrama en C

7*(X)
it lj‘(f)
.. Y112
i) — 7" (V112)

Dado que los limites en las categorias de diagramas se calculan punto a punto,
este diagrama es cocartesiano. Ademads, j*(f) es una equivalencia débil (ver
definicién 4.1.4) y una cofibracién (ver lema 4.1.6), de donde j*(f) es una
cofibracion trivial. Usamos ahora que C es una categoria de modelos cerrada
para concluir que j*(f) es una cofibracién trivial, y por tanto una equivalencia
débil para cualquier j € 1. Esto nos prueba que f es una cofibracién trivial.

Vamos a demostrar ya el teorema principal de esta secciéon, que nos da
unas condiciones suficientes sobre la categoria C y su estructura de modelos
para que la categoria de I-diagramas en C tenga también una estructura de
modelos con las definiciones dadas en la definiciéon 4.1.4.

Teorema 4.1.9. Sea C una categoria de modelos cerrada completa y co-
completa. Sean {Ax — Bi}xea y {Ay = B, }yer dos familias de morfimos
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en C de forma que tanto {Ax}rea como {A},er son secuencialmente pe-
quenos. Supongamos que un morfismo f en C es una fibracion (resp. fibra-
cion trivial) si y solo si f tiene la RLP con respecto a {Ax — By}iea (resp.
{A, = By} ). Entonces la categoria I-C es una categoria de modelos ce-
rrada con la estructura dada en la definicion 4.1.4.

Antes de entrar en la demostracién del teorema hacemos dos resultados

previos.

Lema 4.1.10. Sea f : X — Y un morfismo en I-C. Entonces f es una
fibracion (resp. fibracion trivial) si y solo si tiene la RLP con respecto a

{71Ax = 3iBr}aeajer (resp. {jiAy = 1By }yer jer)-

Demostracion: Supongamos que f es una fibracién y que tenemos un dia-
grama conmutativo de la forma

JiAy—= X

L)

nBy—Y
el cual determina, por la adjuncién 7 F j*, el diagrama

Ay —5*(X)

N

By — 5i(B)

en el que existe levantamiento puesto que 7*(f) es una fibracién. Por tanto,
en el diagrama de partida existe también levantamiento. Reciprocamente, si
f tiene la RLP respecto a {jiAx — 7iBa}ieajer ¥ queremos probar que es
una fibracién, debemos demostrar que j*(f) es una fibracién para cada j € I,
lo que quiere decir que para cada 7 € I debemos encontrar levantamiento en
cualquier diagrama conmutativo

Ay —j*(X)

e

B —““’j!(B)

y un razonamiento semejante al anterior nos muestra que el levantamiento
existe. ]

Lema 4.1.11. Los objetos 1Ay y 1A, son secuencialmente pequenos.
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Demostracion: Se tiene que:

Homyc(j'Ax, lim X)) = Homg(Ay, 7" lim X)) =2 Homg(Ay, limj*X,,) =

= lim Homg(Ay, 7° X5) = lim Hompc(5'Ay, X5)

donde hemos usado que j* preserva colimites puesto que tiene adjunto por
la derecha. a

Demostramos a continuacion el teorema 4.1.9

Demostracion: Probaremos que se verifican los axiomas CM1-5. Es claro que
CM1, CM2 y CM3 se verifican en este caso. Probemos CM5, para lo cual
usaremos el argumento del objeto pequeno.

Comenzamos probando la parte de CM5 factorizando cada morfismo f :
X — Y como una cofibracién trivial seguido de una fibraciéon. Para ello,
consideramos todos los diagramas conmutativos de la forma

JAy— X

(1) l 1f

nBy—Y

v definimos el objeto Xy y el morfismo ky mediante el siguiente diagrama
cocartesiano:

I;Ij!AA —s X

]_ﬂlj!Bx — X

ko

v el morfismo py por la correspondiente propiedad universal

I;[j!A/\ — X

Dado que A, — B, son cofibraciones triviales en C (y por tanto tienen
la LLP con respecto a las fibraciones triviales por estar en una categoria
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de modelos cerrada), por el lema 4.1.7 deducimos que 71Ay, — 7B, son

cofibraciones triviales. El lema 4.1.8 iz) nos dice que [[ 1Ay — [[ 7B\ es
" "
una cofibracion trivial, y el apartado i) del mismo lema que k¢ es también

una cofibracion trivial.

Ademas, un razonamiento andlogo al usado en la demostracion de los
lemas anteriores en los apartados referentes a las cofibraciones, nos demuestra
que kg tiene la LLP con respecto a las fibraciones.

Tenemos una factorizacién de f como f = poko donde kg es una cofibra-
cion trivial y tiene la LLP con respecto a las fibraciones. Iteramos el proceso
y obtenemos un diagrama conmutativo

X 22 X,

fl ym Pn

)/

kn

Xn

donde cada k,, tiene las mismas propiedades que ky. Llamamos X, = lim X,
_)

y sea k : X = X, el morfismo candnico. Los morfismos p, : X, = Y
inducen un morfismo p : X, — Y tal que pk = f. Ademads el morfismo
k es una cofibracién trivial, como se deduce del lema 4.1.8 iii), y ademads
tiene la LLP con respecto a las fibraciones; por otro lado, puede probarse,
tal y como se hizo en el teorema 2.1.6, que p tiene la RLP con respecto a
{71Ax — 71Bx}xen jer, ¥ por tanto p es una fibracion.

Para la factorizacién de un morfismo f como una cofibracion seguido de
una fibracién trivial repetimos el proceso, pero partiendo ahora de todos los
diagramas conmutativos de la forma

j!A'y — X

)

j!B'y —= ¥

Esto concluye la demostracion de CM5.
Para la parte no trivial de CM4 razonamos igual a como se hizo en el
teorema 2.1.6. Supongamos que tenemos un diagrama

J=——>X
ul lf donde u es una cofibracién trivial y f una fibracion.
V==Y

Factorizamos entonces u como una cofibracion trivial v, que ademads tiene

la LLP respecto a las fibraciones, seguida de una fibracién p. El axioma CM2
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nos dice que p es también una equivalencia débil, y por tanto en los siguientes
diagramas existen levantamientos s y ¢

U—U—:Uoo U > X
B
1% 1% UwL’V—’Y

El morfismo ts es finalmente un levantamiento en el diagrama de partida.
‘ |

4.2 diagramas de n-tipos

En esta seccién consideramos la subcategoria de Simp(Gpd). cuyos objetos
tiene complejo de Moore trivial en dimensiones > n (en el sentido de que
contiene sélo identidades) y la dotamos de una estructura de modelos a partir
de la estructura de Simp(Gpd)..

Recordemos que la categoria Simp(Gpd). (ver seccién 1.4.1) tiene una
estructura de modelos que estd definida a partir de las estructuras de Gpd
y de Simp(Gp) y que la teoria de homotopia asociada a dicha estructura es
equivalente a la teoria de homotopia en Simp(Set) (ver [31]).

Sea X un objeto de Simp(Gpd).. X podemos representarlo mediante
un diagrama simplicial

Sn—1

3 A/\

XTI Xpn o Xa =—F Xy
sffe s e el Ht
O=———=0 - O 9]

v el complejo de Moore de X (ver seccién 1.3) como el siguiente complejo de
cadenas de grupoides

saos Ny X _dn g X s No X

IS S T

Denotaremos por Ty (Gpd) a la subcategoria plena de Simp(Gpd):
formada por aquellos objetos X tales que N,(XX') contiene sélo identidades
para ¢ > n + 1. Esta subcategoria de Simp(Gpd). es una subcategoria
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reflexiva, y el funtor reflector P, : Simp(Gpd). — Ty)(Gpd), adjunto por
la izquierda a la inclusion J estd definido, para cada X € Simp(Gpd), como
la imagen por el funtor cosk™! del siguiente grupoide simplicial truncado

)\'n+l

= —_— Xn —_— —_— —_— 3 -
F]ld.'_l(dnHNnﬂX) ——> dn41(Nn41X) —— X — T X1 =% X,
i=1

(@] O O O (@]

En la misma linea que la utilizada en [22] para el caso de grupos simpli-
ciales, utilizamos ahora la adjuncién P, i J para definir en T,)(Gpd) una
estructura de modelos:

Definicién 4.2.1. Sea f : X — Y un morfismo en Ty(Gpd). Diremos
que:

i) f es una fibracion si Jf es una fibracién en Simp(Gpd)..

it) f es una equivalencia débil si J f es una equivalencia débil en la categoria
Simp(Gpd)..

wt) f es una cofibracion si tiene la LLP con respecto a las fibraciones tri-
viales.

Teorema 4.2.2. Con las definiciones anteriores, la categoria Ty (Gpd) es
una categoria de modelos cerrada.

Demostracion: El axioma CM1 se verifica claramente. Los limites se cal-
culan como en Simp(Gpd)., y los colimites se calculan en Simp(Gpd).,
v “pasamos” a Ty (Gpd) por el funtor P,. Los axiomas CM2 y CM3 se
demuestran facilmente usando la adjuncién P, + J.

Para la demostraciéon de CM5 usaremos que el funtor P,, preserva fibra-
ciones, cofibraciones y equivalencias débiles. Entonces, si queremos facto-
rizar un morfismo f como una cofibracién (resp. cofibracién trivial) segui-
do de una fibracién trivial (resp. fibracién), realizamos esa factorizacién en
Simp(Gpd)., es decir, ponemos f = pi donde p es una fibracion trivial (resp.
fibracién) en Simp(Gpd)., e 7 es una cofibracién (resp. cofibracién trivial)
en Simp(Gpd)., y puesto que P,(f) = f, tenemos que f = P, (p)P,(i) es

J

la factorizacion buscada.
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Para demostrar CM4, supongamos que tenemos un diagrama conmutativo
en Ty)(Gpd)

[ == X

ul lf donde u es una cofibracién trivial y f es una fibracién.

V—Y

y factorizamos u como u = P, (p)P, (i) como acabamos de indicar, donde p es
una cofibracién trivial en Simp(Gpd). e 7 es una fibracién en Simp(Gpd),.
Es facil comprobar que P,(p) tiene la propiedad de levantamiento respecto
a las fibraciones. Utilizamos ahora un argumento andlogo al usado en el

teorema 2.1.6, y concluimos que el axioma CM4 se verifica en esta categoria.
<

Usando la caracterizacién que tenemos de las fibraciones y las fibraciones
triviales en Simp(Gpd), (ver seccién 1.4.1 ejemplo 6), obtenemos facilmente
que:

Proposicién 4.2.3. Sea f: X = Y un morfismo en Tp)(Gpd).

i) f es una fibracion si y sélo si tiene la RLP respecto a P,FAlq,q] —
PanFAlg], ¢ 20.

i) f es una fibracion trivial si y sdlo si tiene la RLP respecto a PpF Z.l
l9] = PaFA[g), ¢ >0, y PaFA[0,0] = PoF A [0].

Demostraciéon: La demostracion es clara si tenemos en cuenta la equivalencia
entre diagramas en Simp(Gpd). de la forma

U—X
|
V—sY

y diagramas en Tp)(Gpd) de la forma

PU —= X

l 71

P,V—Y
siempre que X,Y € T (Gpd). [ |
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Notemos que P, FAlq, q] = P,FAlg] es un isomorfismo para ¢ > n + 1,

y que P, F A [g] = P.FAlqg] es isomorfismo para ¢ > n + 1, y por tanto la
propiedad de levantamiento respecto a esos morfismos no dice nada y puede
ser suprimida de la proposicién anterior.

Como consecuencia inmediata de esta proposicion y del teorema 4.1.9,
tenemos:

Corolario 4.2.4. Si I es una categoria pequena, la categoria I-Ty)(Gpd),

con las definiciones dadas en la definicion 4.1.J es una categoria de modelos.

cerrada.

Estudiamos a continuacién la categoria T'j(Gpd) y la comparamos con la
categoria de 2-grupoides estudiada en [55]. Nuestro objetivo serd probar que
ambas son equivalentes y que la estructura de modelos en 2 — Gpd definida
en [55] coincide, via esta equivalencia, con la que acabamos dar a T1)(Gpd).

Recordemos que un 2-Grupoide es un grupoide X en el que para cada dos
morfismos f,g : A — B existe un conjunto de “deformaciones” o 2-celdas,
que representaremos como sigue:

AN .
A\!{&’B 0o a:f=g

de forma que para cada dos objetos A y B, el conjunto de morfismos de

A en B, X(A, B), sea el conjunto de objetos de un nuevo grupoide donde
los morfismos sean las deformaciones. A la composicion en este grupoide la
llamaremos composicién vertical. Si tenemos a: f = gy f:9 — h, ala
composicion vertical de a y 3 la denotaremos 3 *a o - a.

También existe una composicién horizontal, de forma que si tenemos de-

formaciones
f k

/= /=
A 4B vy B {1 C
\g/'/ \ll
le asociamos una deformacion, que llamaremos yoa : kf — lg o simplemente

ya: kf —lg.
Las composiciones vertical v horizontal estan relacionadas, de forma que
si tenemos un diagrama

f k
A Ja N TN
AWBWC
h m

entonces (o 3) * (yoa) = (0 x7) o (8 * ) es decir,
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kf
WC‘ e — T //k\‘-
[A<Gw C) = (a4 =BT ¥ =c]
h m
mh

que es la condicién necesaria para que un 2-Grupoide sea una categoria
interna en la categoria de grupoides.
Si X es un 2-grupoide, X lo representaremos por medio de un diagrama

50

¥ do O\

X, Xo

dy

O —_— O
donde O es el conjunto de objetos, Xy el conjunto de morfismos y X; el

s S
conjunto de deformaciones. Aqui tanto Xo _t—l O como X, _?_l Oy como

do
X1 _d_l Xo son grupoides, donde la composicién en el primero es la composi-
1

cién que tiene X por ser grupoide, en el segundo es la composicién horizontal
de deformaciones y en el tercero la composicion vertical de éstas.

Es conocido que en un 2-grupoide la composicion vertical esta determi-
nada por la horizontal, pues:

f g 9! f
) e 5 4 S sog N 5 Sgdt N 4 <7 Ja i
h h gt 9
es decir, B-a = ao (sog7') o f.
Los morfismos entre dos objetos en esta categoria son los morfismos entre

esos mismos objetos en la categoria Gpd(Gpd) (la categoria2 — Gpd es una
subcategoria plena de Gpd(Gpd)) es decir, dados X,Y € 2 — Gpd,

| ,/d\ ) ( »/d(:\
X Xo WY,
do . do
X = s t s t Y = s t s t
0 0 o' @)
) \
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un morfismos ¢ : X — Y consiste en tres aplicaciones ¢go = @10 : O —
O', po1: Xo = Yoy 911 : X1 — Y) de forma que:

Po,x (XO—:>O) - (Yo—-—:—»’ O>

<P1,:1 (Xl—:—>0> _)<Y1—:>O>

. do do
Pul s\ X1 ——=Xo — n——=Y,
b 1

sean morfismos en la categoria Gpd.

Recordemos la estructura de modelos en 2 — Gpd dada en [55].

- Un morfismo ¢ : X — Y se dice una fibracién (de Grothendieck) si
siempre que tengamos un diagrama

©o,0(B)
9 vo,1(f)
/ afp
A 5 ©0,0(C)

existe § € Y] tal que ¢1,1(f) = a.

- Un morfismo ¢ : X — Y se dice una equivalencia débil si los morfismos
Yo%, P14 Y P+ son equivalencias débiles de grupoides.

- Un morfismo ¢ : X — Y se dice una cofibracién si tiene la LLP con
respecto a las fibraciones triviales.

Damos por tultimo dos resultados que nos permitirdn probar la equivalen-
cia buscada.

Lema 4.2.5. Sea X € Simp(Gpd). y sean a, 3 € N1 X tales que af} exis-
te. Entonces tenemos que v = afa~!((sod a)B(sodia™t))! € doNoX. En
particular, st X € Ty)(Gpd), dicho elemento es una identidad.

Demostracion: Sea f = dja, g = d1f y A = s(a)(= t(a)), lo que implica
que doa = dyx = Id4. Se tiene que:

v =afa" (sof)B  (sof ') =

= (dos10)(d2518) (da2s1a™ 1) (daso@) (dos187") (dasoa ™) = da(€)

donde € = sy 513 s1a” ! spa 5,87 spa!

Ademis dy(€) = so(Id4) so(Ida) so(Ida) a so(Ids) a 'y
di(€) = afa'af'a™! que son identidades, lo que implica que € € No X
2
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Lema 4.2.6. Sea X un grupoide simplicial truncado a nivel 1

X = s t s t

Entonces existe una composicion vertical que lo convierte en un 2-grupoide
st y solo si para cada o, € N\ X tales que s(a) = s(f), se tiene que
afa! = (sod ) B(sed1a™t).

Demostracion: Supongamos que existe una composicion vertical, y sean «a y

[ como sigue: Ida Ida
/__\ /—\
A \¥‘/, A A \{_f}ﬁ/, A

Entonces tenemos:
Ida

Ida Ida
ot = [ f TN el s AT ]
TN TN
! g f
Ida

Al T &
: :: A = (sod1@)B(sodra™")
\_/

fof=!

Supongamos ahora que para cada a,3 € N, X que se puedan componer
se verifica que afa~! = (sod,a)B(sedia?).

Sean o : f = gy [ : g = h. Sabemos que si existe una composicion
vertical ésta estd definida por 8 x @ = a sgg~' B Definimos entonces la
composiciéon vertical de esa forma, y suponemos que tenemos a, 3,7v,0 € X
en la situacion siguiente:

A

f k
/l}a\ /,U'y\x
BN
h m

Sea € = s09s0f ' asgg”' y € = sol7! 4.

Se verifica que:
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sodie™ € = sodi(soga ™ s0fs097 " )s0gsof taseg =

N il ~1 oY o )
= 509509 SofS09 "S0gSof  aspgT = asog .

y ademas:

dofzgf_lfg—lzldg doCI:l_ll:IdB

y por tanto ee'e ! = (sod€)€'(sod1e7!), lo que implica que
(sodie t)ee' = € (sodie™ e,

es decir:

asog 'sol 7' = sol  dasgg !

Y por tanto, deducimos que:

(68) * (var) = ya(sodi(ya)™1)dB = yaseg 'sol '8 =
= vsol '6asogT B = (6 ¥ 7)(B * @)

Como consecuencia tenemos que:

Corolario 4.2.7. §i X € Ty(Gpd), entonces tr'(X) € 2 — Gpd

Demostracién: Por el lema 4.2.6, para que tr'(X) pertenezca a 2 — Gpd
es necesario y suficiente que para cada a,f € N, X componibles, el elemen-
to afa~! = (sedia)f(sedia™!) sea una identidad, lo cual es consecuencia
inmediata del lema 4.2.5 [ |

Ahora ya podemos probar la equivalencia buscada:

Teorema 4.2.8. El funtor tr' : T1j(Gpd) — 2 — Gpd es una equivalencia
de categorias con cuasi-inverso el funtor Nerv : 2 — Gpd — Ty)(Gpd).

Demostracion: Recordemos primero como estd definido el nervio de un 2-
Grupoide. Si X € 2 — Gpd, entonces Nerv(X) es el siguiente grupoide
simplicial

d" dn——l d d
=% (Nerv X), =% (Nerv X)p_y =%~ =3 (Nerv X), == (Nerv X)o

s R

0 O O O
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donde (Nerv X)o = Xy, (Nerv X), = X.l y (NervX), = {(ay,...,a,) €
‘\’;l / (11(1]' = (I()(Xj+1}

los operadores cara y degeneracion estan definidos como sigue:

d,((l‘]. . v im )an) = (Qla ey Qi 1, Qg1 O Qi A iy 2, - - - an), 0<:<n
S‘i(ah ey an) = .(a11 - On_g, Sod'l'a'ri'—iy Ap—jgly-- -y an)v 0 S 1 S n
y s(ay, ... an) = s(ay) y tlag,...,a,) = t(ay).
Es claro ahora que tr' o Nerv = Idy_gpa. Por otra parte, si X €
T1)(Gpd), se tiene que Nerv(tr'X) y X son isomorfos al tener la misma
I-truncacién. |

Recordemos ahora como estd definido el funtor nervio 2-dimensional N :
2 — Gpd — Simp(Set) dado en [55]. Si X € 2 — Gpd N X estd definido
por

NgX :§N2X _—>N1X ZN()X

e U S

0 0 0] O
donde N' X, = O, NX,; = Xy, NX; es el conjunto de diagramas de la

forma:
A,
S N
af
Ao = A,

y N X3 es el conjunto de “tetraedros” conmutativos

As

I

LAY
7N
h
en el sentido de que tenemos deformaciones A\ : kK = If, p: l = mg, B :

h= gfy ¢: k= mh de forma que el siguiente cuadrado es conmutativo

Ay A,

f —ete—ie Ty 0 U4

,\l lsomoﬁ

IOf————>pOSOI mogo f
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]

Los operadores cara estan definidos

. SRS T S
Ay
/ ot} X — s Aty
Ao = Az dy
—_— 4 9 A
1> A2
. Al
f g )
s
% . Z "
Al
¥ VRN
dy A
j . — Ao k As
1z A2
/ ﬂ \ h m
A : o
Ay
9 m
/ oft \
A, A;

Este funtor A tiene un adjunto por la izquierda que es descrito explita-
mente en [55] y determina, junto a la estructura de modelos en Simp(Set), la
estructura de modelos en 2 — Gpd puesto que f € 2 — Gpd es una fibracién
(resp. equivalencia débil) si y s6lo si NV f es una fibracién (resp. equivalencia
débil) (ver proposicién 2.1 [55] y téngase en cuenta que N refleja fibraciones
como puede verse con un calculo directo).
Deducimos entonces que tenemos dos situaciones de adjuncion entre las
categorias 2 — Gpd y Simp(Set), tal y como muestra el siguiente diagrama:

W

//\

Simp(Set) —= _C_:‘__> Simp(Gpd), ——= = Ty)(Gpd)

Nerv

N £
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donde la adjuncién tr! = Nerv es la equivalencia que acabamos de probar,
la adjuncion Py F J es la definida al comienzo de la seccion y la adjuncion
G + W fue recordada en la proposicién 1.3.4.

Estas dos adjunciones coinciden como consecuencia de:

Proposicién 4.2.9. Eriste una equivalencia natural 7 : WJNerv = N

Demostracion: Dado X € 2 — Gpd definimos (7)x : WJNerv(X) — N(X)
como sigue:

- (Tx)o = Id.

- (TX)I = Id.

- (7x)2 estd definida como sigue:

B
(Tx)2(A—f>Bi?C): f/;mx
" A 9f

- Mientras que (7x)3

C

b )

k
9
(7x)s (A tsp /U?C’@D ) = 9 faz2) 1 B
AN
m f
aff
9

h
%
h
A o

l
f

Es rutinario comprobar que (7x)o, (7x)1, (7x)2 ¥ (7x)3 son biyecciones
que conmutan con las caras y las degeneraciones, y por tanto tenemos que
tr3(WJNerv(X)) = tr3(N(X)), y de aqui, como WCosk™ = Cosk™'W
(ver [23]) se tiene que N(X) = cosk®tr3 N (X) = cosk®tr3W JNerv(X) =
WCosk*JNerv(X) = WJCosk?Nerv(X) = WJNerv(X)

Tenemos ahora dos estructuras de modelos en 2-Gpd. Por una parte, la
definida en [55] y por otra, la que se deduce de la que hay en Ty)(Gpd) via
la equivalencia estudiada en el teorema 4.2.8. Veamos que ambas coinciden:
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Teorema 4.2.10. Sea f : X — Y un morfismo en 2-Gpd. Entonces f es
una fibracién, cofibracion o equivalencia débil (con la estructura definida en
[55]) st y sdlo si Nerv(f) es una fibracion, cofibracién o equivalencia débil
en T1)(Gpd) (con la estructura dada en la definicion 4.2.1)

Demostracion: Sea f € 2 — Gpd. Sabemos que f es una fibracion si y sélo
si N f es una fibracién en Simp(Set)(ver [55]), pero ésto, por la proposicién
anterior es equivalente a que WJNerv f sea una fibracién. Puesto que
W preserva y refleja fibraciones, deducimos que f es fibracién si y sélo si
JNerv(f) lo es, y por la definicién 4.2.1 concluimos que f es una fibracién
si y s6lo si Nerv(f) es una fibracién en Tyj(Gpd).

De manera andloga se prueba que f es una equivalencia débil en 2 — Gpd
si y sélo si Nerv(f) es una fibracién en Tq)(Gpd).

Por ultimo, la equivalencia para las cofibraciones se deduce facilmente del
hecho de que en ambos casos estdn caracterizadas por tener la LLP respecto

a las fibraciones triviales.
|

Dejamos el caso de 2-Gpd, y volvemos al general de Tp)(Gpd). Si apli-
camos “punto a punto” los funtores P,G + WJ a diagramas de conjuntos
simpliciales y de grupoides simpliciales, obtenemos una situacién de adjun-
cion inducida

Pn
I-Simp(Set) = I-Simp(Gpd). == T,)(Gpd)
w

Puesto que las fibraciones y equivalencias débiles en las categorias de
diagramas estdn definidas “punto a punto” (ver definiciéon 4.1.4), es claro
que P, G preserva y refleja equivalencias débiles, y que W.J preserva y refleja
fibraciones v equivalencias débiles. Esto tltimo implica que P,G preserva
cofibraciones.

Deducimos por tanto, usando ([58], §4, th.3) que:

Teorema 4.2.11. Los funtores P,G y WJ inducen funtores adjuntos al ni-
vel de las categorias de homotopia

Pn
Ho(I-Simp(Set)) == Ho(I-Simp(Gpd).) == Ho(I-T,; (Gpd))

144

Ademds, para cada X € I-Ty(Gpd) y cada I-conjunto simplicial cofi-
brante Y existe una biyeccion natural

[Y,WJX] = [P,GY, X].
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Ahora definimos la categoria I-n-tipos como la subcategoria plena de
Ho(I-Simp(Sets)) formada por aquellos diagramas de conjuntos simplicia-
les X tales que 7 (X (2),2z0) = 0 parai € I, zg € X(¢)g y k > n. Obtenemos
entonces como corolario:

Corolario 4.2.12.. Los_funtores P,G y WJ inducen una equivalencia de
categorias entre Ho(I-Ty)(Gpd)) y I-(n+1)-tipos.

4.3 n-tipos equivariantes

El objetivo de esta seccién es particularizar los resultados obtenidos en las
secciones precedentes para I-diagramas e I-tipos al caso en que I es la cate-
goria érbita asociada a un grupo.

De ahora en adelante, H denota un grupo fijo. Recordemos que un H-
espacio X es un espacio X sobre el que actia H de forma continua. Un
morfismo entre H-espacios es una aplicacién continua que preserva la accion.
Si denotamos H-Top a la categoria de H-espacios, esta categoria es una
categoria de modelos cerrada (ver [4] y [32]), donde las equivalencias débiles
son aquellos morfismos f : X — Y tales que para cada subgrupo K C H,
la aplicacién XX — Y¥ (donde XX es el conjunto de puntos fijos por K)
es una equivalencia homotdpica débil, las fibraciones son aquellos morfismos
X — Y tales que para cada subgrupo de H, K, la aplicaciéon X% — Y¥ es
una fibracién de Serre, y las cofibraciones son las aplicaciones que tienen la
LLP con respecto a las fibraciones triviales.

Se define la categoria H-n-tipos como la categoria cuyos objetos son los
H-CW-complejos X tales que 7;(X*, z) = 0 para cada subgrupo K C H,
para cada punto z € XX e 7 > n + 1, y cuyos morfismos son las clases de
homotopia de H-morfismos.

Sea ahora O(H) la categoria Orbita asociada al grupo H es decir, la
categoria cuyos objetos son los H-conjuntos por la izquierda de la forma
H/K : K C H un subgrupo y cuyos morfismos son las aplicaciones H/K —
H/K' que preservan la accién (es decir, aplicaciones equivariantes). Usamos
esta categoria como categoria de indices y formamos la categoria O(H)-
Simp(Set). Esta categoria estd estrechamente relacionada con la cate-
goria H-Top mediante adecuadas nociones tanto del funtor complejo sin-
gular S : H—Top — O(H) — Simp(Set) como de la realizaciéon geométrica
¢: O(H) — H—Top (ver [36]).

Recordemos la definicién de estos dos funtores:

Si X es un H-espacio, se define S(X) € O(H) — Simp(Set), para lo
cual necesitamos dar un funtor S(X) : (O(H)) — Simp(Set). Este funtor
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esta dado por

S(X)(H/K) = S(X¥)

Si ahora X es un funtor X : (O(H))” — Simp(Set), se considera el
H-conjunto bisimplicial ¢(X) (objeto simplicial en la categoria Simp(Set))
cuyo conjunto de (n, m)-simplices es una terna formada por:

- Un elemento de (Nerv(O(H))),, es decir, una sucesiéon de aplicaciones
equivarientes

T ’ - . - . H
- Un m-simplice = del conjunto simplicial X (7{:)
- Un elemento z € }I(—{
0

Los operadores d; : (¢(X))nm — (#(X))n-1,m se definen aplicando el
mismo operador d; al elemento de (Nerv(O(H))),, con lo que obtenemos un
elemento de (Nerv(O(H)))n-1, mientras que d; : (#(X))nm = (#(X))nm-1
se calcula aplicando d; al elemento z € (X(H/K,))m. Por ultimo, H actia
sobre este conjunto bisimplicial multiplicando en la tltima coordenada.

Los operadores degeneracién se definen de forma analoga.

Resaltemos algunas propiedades de estos funtores:

- Los funtores S y € preservan equivalencias débiles.

- S lleva inclusiones en cofibraciones.

- Inducen una equivalencia a nivel de categorias de homotopia

Ho(H-Top) ~ Ho(O(H)-Simp(Sets))

Relacionamos a continuacion estos hechos con la teoria desarrollada las
secciones precedentes. Comenzamos con una definicién:

Definicién 4.3.1. Sea X un O(H)-diagrama en Ty(Gpd). Definimos su
H -espacio clasificador como By (X) = eW J(X)

Tenemos entonces dos funtores:

PGS : H-Top — O(H)-T,)(Gpd) y By : O(H)-Ty(Gpd) — H-Top

v como consecuencia de las propiedades anteriores, tenemos el siguiente
teorema:

Teorema 4.3.2. Los funtores P,GS y By verifican:

1) Preservan equivalencias débiles.
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1) PGS preserva cofibraciones.

i) Inducen funtores adjuntos a nivel de las categorias de homotopia

Ho(H -Top) —— Ho(O(H)-T,)(Gpd))

w) Si T es un H-CW-complejo y X € O(H)-Ty)(Gpd), eziste un isomor-
fismo natural:

[T, BH(X)] o ['PnGS(T), )(]

Demostracion:

i) Es claro puesto que WJ y P,G preservan equivalencias débiles para cual-
quier categoria pequena I, en particular para I=O(H). Dado que tanto
S como ¢ las preservan, deducimos ).

ii) Veamos que S preserva cofibraciones. El resto se deduce de que P, y
G también las preservan. El que S preserva cofibraciones se deduce
de que toda cofibracién en H-Top es inyectiva, y por tanto S lleva
cofibraciones en cofibraciones.

iii) Sabemos por el teorema 4.2.11 que P,G y WJ inducen adjunciones
PG
Ho(O(H)-Simp(Set)) —= Ho(O(H)-Tx)(Gpd))
WJ

Basta entonces componer esta adjuncién con la equivalencia antes anun-
ciada

Ho(O(H)-Simp(Sets)) == Ho(H-Top)
iv) Es claro utilizando la adjuncién obtenida en i), si tenemos en cuen-

ta que si T es un H-espacio cofibrante, el apartado iz) nos dice que
P.GS(T) es también cofibrante.

Teorema 4.3.3. Eriste una equivalencia de categorias

H-(n+ 1)-tipos ~ Ho(O(H)-Ty(Gpd))
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Demostracion: La equivalencia Ho(H-Top) ~ Ho(O(H)-Simp(Sets)) res-
tringida a la subcategoria O(H)-(n + 1)tipos nos da una equivalencia

H-(n+ 1) — tipos ~ O(H)-(n + 1) — tipos
que junto con la equivalencia
Ho(O(H)-Ty(Gpd)) ~ O(H)-(n + 1)-tipos

que se deduce del corolario del teorema 4.2.11 nos da la equivalencia buscada.
|

Finalmente y como caso particular, tenemos:

Corolario 4.3.4. ([55] th.5.1) La categoria de 2-tipos de homotopia H-equivariante
es equivalente a la categoria de homotopia de O (H)-diagramas de 2-grupoides

Demostracion: Basta aplicar el teorema anterior para n = 1 y utilizar la
equivalencia entre 2 — Gpd y Ty)(Gpd) dada en el teorema 4.2.8. |
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