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Capitulo 1

Resumen

Las ecuaciones integrales constituyen un campo con entidad propia dentro de
las matematicas, que ademas ha jugado un papel fundamental en el desarrollo
de importantes aspectos de las mismas. Tal es el caso de la clasica teoria de
existencia y unicidad de solucién para ecuaciones integrales de Fredholm en
espacios de Hilbert, cuyo colofén, el teorema de la alternativa de Fredholm,
supone una extension natural para cierto tipo de operadores, de los resultados
finito-dimensionales correspondientes a sistemas de ecuaciones lineales. Otro
resultado que hunde sus raices en el estudio de las ecuaciones integrales y,
sin lugar a dudas, es una de las herramientas mas importantes del analisis
no lineal es el teorema del punto fijo de Banach que, ademas, constituye el

punto de partida en nuestro trabajo.

El interés que despierta este tipo de ecuacién no es, sin embargo, ex-
clusivamente tedrico. Su estudio viene motivado también, y de forma fun-

damental, por su versatilidad en el modelado de un sinfin de situaciones



2 Capitulo 1. Resumen

provenientes de las mas variadas areas de las ciencias, tales como la fisica, la
biologia o las finanzas, por citar algunas. La investigacion desarrollada al res-
pecto es ingente, y como prueba de ello citamos las referencias bibliograficas
[3, 15, 24, 25, 30]. En este sentido, otra clase de ecuacién relacionada con
la integral, y que presenta ciertas similitudes, es la integro-diferencial. En
concreto, su aplicabilidad al modelado de problemas del mundo real puede

consultarse en [8, 13, 17].

Sin embargo, y a pesar de la relevancia que acabamos de apuntar
de las ecuaciones integrales (e integro-diferenciales), su resoluciéon mediante
métodos explicitos es posible tinicamente en contados casos, que como cabe
esperar, son en su mayoria bastante artificiosos. La necesidad de resolver
ecuaciones integrales, a menudo muy complejas en el contexto de las aplica-
ciones, convierte en obligado su estudio numérico, y es en este estudio en el

que se enmarca la memoria que presentamos.

En el segundo capitulo de la misma nos centramos en exponer, a gran-
des rasgos, algunos de los algoritmos desarrolados hasta la fecha para resolver
numéricamente algin tipo concreto de ecuacién integral o integro-diferencial,
englobandolos segun el enfoque seguido en directos e iterativos. Esta clasi-
ficacion se basa en dos diferentes formas de escribir las ecuaciones objeto
de estudio, utilizando un adecuado operador T' en cada caso. Para ilustrar
dicha clasificacién consideramos el segundo tipo de ecuacion trabajada en la
memoria, a saber, la ecuacion integral de Fredholm de segunda clase no lineal

que viene dada por

f(2) = Aulz) / Koy, u@)dy, (o € ab]),

donde a < b, A € R\{0}, las funciones niicleo k : [a,b]* x R — Ry

f :]a,b] — R son conocidas, y u : [a,b] — R es la funcién incdgnita.



Si exigimos ciertas condiciones a las funciones dato, podemos definir el

operador T : Cla,b] — Ca, b], para cada u € C|a, b, como:

Tu :/ k(- y,u(y))dy,

y reescribimos la ecuaciéon como
f=W\I—=T)u.

Esta escritura sugiere un enfoque directo, con algoritmos como colocacion o
Galerkin, o de forma mas general los de proyeccién. En cambio, si la ecuacién
se reformula como )

u=~+(f+Tu),

1
entonces se trata de buscar un punto fijo del operador " (f+T), por lo que
resulta adecuado aplicar un método iterativo. Es este segundo enfoque en el

que se enmarcan los principales resultados de este trabajo.

La descripcion de estos dos tipos de métodos nos pondra en condiciones
de presentar en los siguientes capitulos los métodos numéricos originales que
hemos desarrollado para aproximar la solucién de ciertas ecuaciones integra-
les e integro-diferenciales, a la vez que nos permitira destacar las fortalezas

de los mismos.

En concreto, nos ocupamos de tres tipos de ecuaciones, las integrales
mixtas de Volterra—Fredholm de segunda clase, las integrales de Fredholm de
segunda clase y las integro-diferenciales de Fredholm. Senalemos inicialmente
que nos centraremos en ecuaciones cuyos dominios son intervalos compactos
de numeros reales, tanto en el caso integral como en el integro-diferencial. La
extension a dominios méas generales de RV no supone, en la mayoria de los
casos, mas que una pequena complicacion expositiva, pero sigue las mismas

ideas.
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Concluimos el segundo capitulo, de caracter introductorio, exponien-
do brevemente resultados conocidos que garantizan, bajo ciertas hipotesis,
la existencia de una, y s6lo una, solucién para las ecuaciones consideradas

siempre con datos continuos.

El Capitulo 3 se ocupa de describir los objetivos principales y la meto-

dologia usada en la elaboraciéon de esta memoria.

En el cuarto capitulo desarrollamos de manera resumida y conjunta
las principales ideas y técnicas que componen los resultados originales de la
memoria y que de forma detallada se presentan en formato de publicacién
correspondiente a tres articulos en la Seccion 4.3. Partimos de la reescritu-
ra de cada una de las ecuaciones mencionadas en términos de un adecuado
operador T y expresamos la solucion, equivalentemente bajo adecuadas con-
diciones, como el inico punto fijo de dicho operador. Como hemos comentado
méas arriba, esta reescritura sugiere el uso de un método iterativo en el que
partiendo de una aproximacion inicial ¢y obtengamos la sucesion 7" (¢g) que
converge a la solucion de la ecuacién. Es obvio que si en cada iteracion fuese
posible calcular explicitamente la expresion T (¢g), para cada m tendriamos
una aproximacién de la solucién del problema. Pero, salvo para casos muy
particulares, este calculo explicito no es posible en la practica. Por ello, la
idea de los métodos propuestos es aproximar, en cada iteracion, la imagen
por el operador T' de la iteraciéon anterior por una funcién obtenida usando
adecuadamente, y de forma diferente en cada caso, proyecciones de funciones
en adecuadas bases de Schauder. Por ello iniciamos el Capitulo 4 recordando
la definicién y algunas propiedades basicas de las Bases de Schauder en los
espacios de Banach de las funciones C([a, b]) y C([a, b]?) dotados de su norma

usual del maximo y explicamos las ideas generales del método propuesto.



El primer tipo de ecuacion que se estudia es el de la integral mixta de

Volterra—Fredholm lineal, es decir, una ecuacion de la forma

fla) = data) - | e y)uly)dy - | Heuwdy. (e o),

donde a < b, A € R\{0}, las funciones niicleo ko [a,b]? — Ry f:

[a,b] — R son conocidas, y u : [a,b] — R es la funcién incégnita.

Para este tipo de ecuacion se proponen y comparan dos métodos numéricos.
Un primer método, enmarcado en el planteamiento de los métodos directos,
mas concretamente, basado en el método de colocacion utilizando un tipo
particular de funciones spline y un segundo método que proporciona una pri-
mera aproximacion a los métodos iterativos que se desarrollaran con mayor
generalidad y para otro tipo de ecuaciones. Ademas, se incluye una compa-

racion de los resultados numéricos obtenidos para diferentes ecuaciones.

Continuamos con el estudio de la ecuacion integral de Fredholm pre-
sentada mas arriba. Para resolver dicha ecuacion se propone un método
iterativo que sigue la idea descrita mas arriba. La principal aportacion y
novedad introducida en este trabajo es el uso de bases de Schauder bidimen-
sionales en el espacio de Banach C([a,b]?). El uso de estas bases permite
salvar las dificultades del método introducido para la ecuacién anterior, en
el sentido que es aplicable a ecuaciones no lineales sin mayores restricciones
en su funciéon nucleo que las derivadas de la aplicabilidad del teorema del
punto fijo de Banach. Hacemos también un estudio detallado del error co-
metido al aplicar el método y con diferentes ejemplos numéricos que ilustran

su comportamiento.

Concluimos el Capitulo 4, situandonos ya fuera del ambiente puramente

integral, con el analisis de la ecuacion integro-diferencial de Fredholm, que
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no es mas que el problema integro-diferencial con valores iniciales:

b
W(@) = f@)+ [ Mgy, (@ lab),
u(a) = ugp
siendo ug € R, f : [a,0] — Ry k : [a,b] X [a,b] x R — R funciones

conocidas y u : [a,b] — R por determinar.

Para su resolucién se extienden los resultados anteriores a este tipo de

ecuaciones, analizando el comportamiento del método en diferentes ejemplos.

Por tultimo, el Capitulo 5 esté dedicado a recoger las conclusiones gene-
rales del trabajo presentado y a analizar los problemas abiertos para futuras

investigaciones.



Abstract

Integral equations constitute a field with own entity within mathematics,
which also has played a key role in the development of important theoretical
aspects of them. Such is the case of the classical theory of the existence
and uniqueness of solution for Fredholm integral equations in Hilbert spaces,
whose most important result is Fredholm alternative theorem. This result is
a natural extension for certain types of operators, of the finite-dimensional
results for linear equations systems. Another result which has its roots in
the study of integral equations and, undoubtedly, is one of the most impor-
tant nonlinear tools is the Banach Fixed Point theorem that, in addition,

constitutes the starting point in our work.

The interest aroused by this type of equation is not only from a theore-
tical point of view. Their study is motivated also and fundamentally, for their
versatility in modelling of a lot of situations from several areas of science, su-
ch as physics, biology and finance, to name a few. The research developed on
the matter is enormous: see the references [3, 15, 24, 25, 30]. In this regard,
other equation related to the integral one and having certain similarities, is
the integro-differential equation. Specifically, its applicability to modeling

real-world problems can be found in [8, 13, 17].
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However, despite the relevance of just aiming integral equations (and
integro-differential equations), its explicit numerical solution can be found
only in rare cases, which as expected, are rather contrived. The need to solve
often very complex integral equations in the context of applications forced
the development of numerical methods and there is in this study wherein the

thesis is framed.

In the second chapter we focus on exposing, in a broad sense, some of
the algorithms so far developed to solve some integral or integro-differential
equations. We classify these methods in direct methods and iterative met-
hods. This classification is based on two different ways of writing equations
under study, using a suitable operator 7" in each case. To illustrate this clas-
sification we consider the second type of equation studied on this memory,
namely, the Fredholm nonlinear integral equation of the second kind, given
by

£(2) = Nu(z) - / Foy,ul)dy, (¢ € [ab),

where a < b, A € R\{0}, the kernel function k : [a,b]* x R — R and

f :la,b] — R are given, and u : [a,b] — R is the unknown function.

Under some assumptions on the given functions, we can define the
operator T': Cla,b] — C|a, b], for each u € C|a, b], as

b
Tui= [ kCy.uly)dy
and we can write the above equation as
f=WA\—=T)u.

This expression suggests a direct method, for example those based on coloca-

tion or Galerkin algorithms, or more generally, the projection methods. On



the other hand, if we write the equation as

w=(f+Tu),

1
then we try to find a fixed point operator N (f+1T), so it is appropriate to
apply an iterative method. The main results of this work follow this second

approach.

The description of these two types of methods will put us in conditions
to present in the following chapters the original numerical methods that we
have developed to approximate the solution of certain integral and integro-
differential equations. Moreover, they will allow us to highlight the strengths
of them.

Specifically, we deal with three types of equations, the second kind
mixed Volterra-Fredholm integral equation, second kind Fredholm integral
equation and Fredholm integro-differential equation. Let us point out that we
will focus on equations whose domains are compact intervals of real numbers.
The extension to more general domains of RY implies only a difficulty in the

exposition, but follows the same ideas.

We conclude the introductory chapter with a brief description of well-
known results that guarantee, under certain hypotheses, the existence of one,

and only one, solution for the considered equations with continuous data.

Chapter 3 is concerned with showing the main goals and the methodo-

logy we have used in the preparation of this thesis.

In the fourth chapter we summarily develop the fundamental ideas and
techniques in the original results of the thesis, which are introduced in Sec-

tion 4.3 in a article format corresponding to our three publications. We start
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by rewriting each of the mentioned equations in terms of a suitable operator
T and express the solution, equivalently under suitable conditions, as the
unique fixed point of that operator. As mentioned above, this rewriting sug-
gests the use of an iterative method: we begin with an initial approximation
¢o and obtain the sequence T™(¢y) which converges to the solution of the
equation. Obviously, if for each iteration it would be possible to calculate
the expression on T™(¢y), for every m, we would have an approximation of
the solution but, except for very special cases, this computation is not possi-
ble in practice. Therefore, the idea of the proposed method is to approximate
at each iteration the image for the operator T of the previous iteration by a
function obtained using in each case by projections associated with suitable
Schauder bases. Thus, we begin Chapter 4 by recalling the definition and
some basic properties of Schauder bases in the Banach spaces of functions
C([a,b]) and C([a,b]?), endowed with their usual maximum norms, and we

explain the general ideas of the method proposed.

The first kind of equation studied is the linear mixed Volterra—Fredholm

integral equation, i.e., the equation
T b
@) =dula) = [ Ky~ [ bty (@€ lab),

where a < b, A € R\{0}, the kernel functions k,k : [a,b]> — R and

f i [a,b] — R are given, and u : [a,b] — R is the unknown function.

For this type of equation we propose and compare two numerical methds.
A first method, in the direct setting, more specifically, a collocation method
using a particular type of spline functions, and a second method providing a
first approximation on the iterative methods we will develop more generality
and in the other equations. We include a comparison between both methods

in different concrete equations.
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We continue by dealing with the study of the Fredholm integral equa-
tion introduced above. To solve this equation we propose an iterative method
that follows the idea previously commented. The main aspect we introduce in
this work is the use of two-dimensional Schauder bases in the Banach space
C([a,b)?). Using these bases we can overcome the difficulties of the met-
hod introduced for the previous equations, in the sense that it is applicable
to nonlinear equations without further restrictions on their kernel functions
than those derived from the applicability of the Banach Fixed Point theo-
rem. We also provide a detailed study of the committed error in applying

the method and with different numerical examples illustrating its behavior.

We conclude Chapter 4, outside the integral environment, with the
discussion of the integro-differential Fredholm equation which is the initial

value integro-differential problem:

u(x) = f(z) + / Fo,yu@)dy, (¢ € [a,b]),

u(a) = ug

where ug € R, f : [a,b] — R and k : [a,b] X [a,b] x R — R are given
functions and w : [a,b] — R is the unknown. To its resolution, we extend
the preceding results to this type of equations, and we analyze the behavior

of the method in different examples.

Finally, Chapter 5 is devoted to collect the general conclusions of the

work presented and some open problems for future research.






Capitulo 2

Introduccion

Las ecuaciones integrales constituyen un campo con entidad propia dentro de
las matematicas, que ademas ha jugado un papel fundamental en el desarro-
llo de importantes aspectos de las mismas. Tal es el caso de la clésica teoria
de existencia y unicidad de soluciéon para ecuaciones integrales de Fredholm
en espacios de Hilbert, cuyo colofén, el celebrado teorema de la alternativa de
Fredholm, supone una extension natural para cierto tipo de operadores, de
los resultados finito-dimensionales correspondientes a sistemas de ecuaciones
lineales. Otro resultado que hunde sus raices en el estudio de las ecuacio-
nes integrales —y en su caso particular mas importante de las ecuaciones
diferenciales ordinarias— y, sin lugar a dudas, una de las herramientas mas
importantes del analisis no lineal, es el teorema del punto fijo de Banach,
del que nos ocupamos mas adelante. Sin embargo, no es objeto de esta me-
moria recoger el impacto que este tipo de ecuaciones ha dejado en diversos
ambitos de las matematicas: la mera descripcion de la influencia ejercida,

por ejemplo, sobre la teoria de operadores en espacios de Banach, excede el

13
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caracter contextualizador que pretendemos dar a este aspecto de las ecuacio-
nes integrales. No obstante, el clasico texto del desaparecido J. Dieudonné,
History of Functional Analysis, [7], asi como el imprescindible y més reciente
History of Banach Spaces and Linear Operators, [19], de A. Pietsch, dan una
perspectiva historica de la influencia de las ecuaciones integrales en el analisis

funcional, tanto el lineal como el no lineal.

El interés que despierta este tipo de ecuaciéon no es, sin embargo, ex-
clusivamente tedérico. Su estudio viene motivado también, y de forma fun-
damental, por su versatilidad en el modelado de un sinfin de situaciones
provenientes de las mas variadas areas de las ciencias, tales como la fisica, la
biologia o las finanzas, por citar algunas. La investigacién desarrollada al res-
pecto es ingente, y como prueba de ello citamos las referencias bibliograficas
(3, 15, 24, 25, 30]. En este sentido, otra clase de ecuacién relacionada con
la integral, y que presenta ciertas similitudes, es la integro-diferencial. En
concreto, su aplicabilidad al modelado de problemas del mundo real puede

consultarse en [8, 13, 17].

Sin embargo, y a pesar de la relevancia que acabamos de apuntar
de las ecuaciones integrales (e integro-diferenciales), su resoluciéon mediante
métodos explicitos es posible tinicamente en contados casos, que como cabe
esperar, son en su mayoria bastante artificiosos. La necesidad de resolver
ecuaciones integrales, a menudo muy complejas en el contexto de las apli-
caciones, convierte en obligado su estudio numeérico, en el que se enmarca

precisamente la memoria que presentamos.

En este segundo capitulo nos centramos en exponer, a grandes ras-
gos, algunos de los algoritmos desarrolados hasta la fecha para resolver

numéricamente algin tipo concreto de ecuacién integral, englobandolos segin



2.1. Tratamiento numérico de ecuaciones integrales e integro-diferencialeslb

el enfoque seguido en directos e iterativos. Ello nos pondra en condiciones
de describir en el Capitulo 4 los métodos numéricos originales que hemos
desarrollado para aproximar la solucion de una ecuaciéon integral o integro-
diferencial (vid. [5, 6, 4]), a la vez que nos permitird destacar las fortalezas

de los mismos.

Hagamos un breve inciso técnico que clarificard la lectura de lo que
sigue. En primer lugar, todas las ecuaciones se consideran en contexto real,
pero en caso complejo el tratamiento que hacemos de todas ellas es totalmente
analogo; nos restringimos pues al caso real por una cuestiéon de simplicidad
en la exposicién. En otro orden de cosas, la topologia asociada a un espacio
normado serd siempre la inducida candnicamente por su norma, por lo que
los conceptos de compacidad, limite, continuidad... se entenderan en todo

momento relativos a dicha topologia.

2.1 Tratamiento numérico de ecuaciones in-

tegrales e integro-diferenciales

En esta seccién recogemos algunos de los métodos numéricos desarrolla-
dos ad hoc para la resoluciéon numérica de ecuaciones integrales e integro-
diferenciales, ya sean clasicos o recientes. Para ello, se hace imprescindible
la descripcién de los tipos de ecuaciones que se van a considerar, y de ello

nos ocupamos en primer lugar.

Senalemos inicialmente que nos centraremos en ecuaciones cuyos do-
minios son intervalos compactos de ntimeros reales, tanto en el caso integral

como en el integro-diferencial. La extensién a dominios més generales de RV
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no supone, en la mayoria de los casos, mas que una pequena complicacién

expositiva, pero sigue las mismas ideas.

La ecuacion integral de Fredholm viene dada por

(2.1) f(2) = Xu(z) - / Koy, u()dy, (v € [a.b]).

donde a < b, A\ € R, las funciones niicleo k : [a,b]* xR — Ry f : [a,b] — R
son conocidas, y u : [a,b] — R es la funcién incégnita. Cuando A\ = 0 la
ecuacion se dice de primera clase y en caso contrario, de segunda clase.
Ademds, tanto en una situaciéon como en otra, se llama lineal si su nucleo lo

es, i.e., k adopta la forma
para todo (z,y,t) € [a,0]* x R,  k(z,y,t) = tr(z,y),

para cierta funcién x : [a,b]> — R, y no lineal, si k no admite una tal

factorizacion.

Un caso particular importante corresponde a la ecuacion de Volterra (a
la que se aplica la misma terminologia primera clase versus segunda clase,

lineal versus no lineal), en la que el nicleo es del tipo

E(z,y,1), sia<y<
para todo (z,v,t) € [a,b]* X R, k‘(m,y,t):{ (z,y,1) Sla_y_$7

0, sis>uax

donde k es una funcién real definida en [a,b]* x R, esto es, dicha ecuacién

responde a la identidad
@2 J@) =) - [ Fevu)d @€ lab)

A la vista de (2.1) y (2.2) podemos entender por qué en ocasiones, a la

ecuacion de Fredholm se le llama de intervalo de integracion fijo, frente a
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la de Volterra, conocida también como de intervalo de integracion variable.
Este tipo de ecuacién puede combinarse con la anterior mediante una suma,
definiendo la conocida como ecuacion integral mixta de Volterra—Fredholm,
es decir,

(2.3)
f@ﬁﬂwm—/%w%ww@—/k@%www, (x € [w.1),

de la que obviamente ambas ecuaciones, la de Fredholm y la de Volterra, se
derivan como caso particular. No debe sorprender a estas alturas de listado
terminologico que se aplique a las ecuaciones mixtas la nomenclatura primera

clase/segunda clase y lineal/no lineal.

Por otro lado, y situdndonos ya fuera del ambiente puramente inte-
gral, la ecuacion integro-diferencial de Fredholm no es mas que el problema

integro-diferencial con valores iniciales

wwzﬂw+/kw%mw@, ( € [w.),

u(a) = ug

(2.4)

siendo up € R, f : [a,0] — Ry k : [a,b] X [a,b] x R — R funciones
conocidas y u : [a,b] — R una funcién por determinar. La distincién entre
ecuacion lineal y no lineal se hace en la linea ya mencionada para ecuaciones

integrales y no se repite por no resultar excesivamente redundantes.

Antes de centrar nuestra atencién en su tratamiento numérico, insis-
tamos una vez mds en que su resolucion de forma explicita no siempre es
posible, sélo en situaciones muy particulares. Por ejemplo, si en una ecua-

cion integral de Fredholm de segunda clase lineal la funcién f es continua y
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el nucleo k es separable, lo que significa que

para todo (z,y) € [a,b]?, k(x,y) = Zaj(a:)bj(y),
j=1
donde m € N y las funciones ay,...,am, by, ..., b, son funciones reales y

continuas en [a, b] y linealmente independientes como elementos del espacio
vectorial R entonces la resolucién de la ecuacién (2.1) se reduce a en-
contrar la solucién de un sistema algebraico de m ecuaciones lineales vy m
incégnitas, y para el calculo de sus coeficientes s6lo hay que determinar (si

es posible de forma explicita) las integrales

/ab a;(z)bg(x)dz, /ab bj(z)f(x)dz, k=1 m.

Concluimos pues esta seccion presentando una serie de métodos numé-
ricos ideados para determinar la solucién de forma aproximada, supuesto
que exista y sea tnica. Este 1ltimo aspecto se trata en la siguiente seccién.
Circunscribimos nuestra exposicién a ecuaciones integrales de Fredholm de
segunda clase, ecuaciones integrales mixtas de Volterra—Fredholm y ecuacio-
nes integro-diferenciales de Fredholm, todas con datos continuos, pues como
comprobaremos en los siguientes capitulos, corresponden al tipo de ecuacién

para el que hemos realizado aportaciones novedosas.

Tal y como se ha dicho con anterioridad, se trata de recoger algunos de
los algoritmos més relevantes, ya sean clasicos o recientes. Ciertamente, nos
centramos en exponer algunos de ellos, pues la investigacién en este campo
ha sido bastante fructifera, formando parte desde sus inicios del grupo de
problemas centrales del andlisis numérico. No obstante, vamos a agruparlos
en dos clases fundamentales de algoritmos, los directos y los iterativos. Para

entender facilmente esta clasificacion, comencemos con la ecuacion integral
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de Fredholm de segunda clase no lineal (2.1), con (A necesariamente no nulo
y) las funciones k : [a,b]> x R — R y f : [a,b] — R continuas, ecuacién
que puede reescribirse equivalentemente en términos de operadores. Mas
concretamente, dado €2 un espacio topoldgico compacto, C(£2) denota a lo
largo de toda la memoria el espacio de Banach de las funciones reales y
continuas definidas en 2, dotado de su norma usual del maximo || - ||«.
Definimos entonces el operador T : Cla,b] — C|a,b] para cada u € C|a, D]

CcOomo

(2.5) Tui= [ k. uly))dy

que claramente es lineal y continuo. De hecho, es bien conocido que ademas
T es compacto (aplica subconjuntos acotados en relativamente compactos):
véase, por ejemplo, el indispensable texto de K. Atkinson y H. Weimin,
especificamente [1, § 2.8.1]. Entonces, si [ es el operador identidad en Cla, b],

la ecuacion integral (2.1) no es més que la ecuacién en Cla, b]
(2.6) f=0AI—=T)u.

Esta escritura sugiere un enfoque directo, con algoritmos como colocacion
o Galerkin, o de forma méas general los de proyeccion, cuyo estudio no ha
dejado de estar vigente, especialmente en las ultimas décadas: véanse [1, §
12.1] y [21, 16, 14]. También pueden considerarse para este tipo de formula-
cion los llamados métodos de Nystrom, basados en algoritmos de integracién

numérica, como en [1, § 12.4.3] y [22, 31].

En cambio, si la ecuacién (2.1) se reformula como

(2.7) u:i(vaTu),

1
entonces se trata de buscar un punto fijo del operador — (f + T), por lo que

resulta adecuado aplicar un método iterativo (véanse, por ejemplo, [1, § 12.3]
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y [27, 9]). El motivo ultimo que lo justifica es el cardcter iterativo del teorema
del punto fijo de Banach ([2, p. 160]), cuyo enunciado en el ambiente de los

espacios de Banach recordamos para dejar clara esta afirmacién:

Teorema 2.1. (Teorema del punto fijo de Banach) Sea F un espacio
de Banach y supongamos que ® : E — FE es una aplicaciéon para la que

existe una constante 0 < p < 1 de forma que
uwv€E = ||T(u)—TW)| < pllu—nl

Entonces T" admite un tnico punto fijo uy € E. De hecho, si ug es cualquier

elemento de E y definimos recursivamente para cada j > 1

uj = T(uj-1),
entonces
laj = ugll < 37— Iluo — will
En particular,
limu; = uy

Por su parte, las ecuaciones integrales mixtas de Volterra—Fredholm de
segunda especia admiten un enfoque totalmente analogo desde el punto de

vista numérico, tal y como ilustran por ejemplo [18, 26, 29].

De igual forma, el tratamiento numérico de las ecuaciones integro-
diferenciales de Fredholm comparte basicamente la misma clasificacién, aun-
que con matices (vid. [11, 20, 28]). Seguimos trabajando bajo hipétesis de
continuidad, sin preocuparnos de momento por la posible existencia de una
solucién, asi como de su unicidad. En cuanto a los métodos directos, se obtie-

nen a partir de la propia ecuacién (2.4), y para los iterativos, basta reescribir
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dicha ecuacién en términos de punto fijo de cierto operador. En concreto,

definiendo el operador T': C[a,b] — C|a, b] en cada u € C[a, b] como

(2.8) T(u)(x) :=ug+ /CE g(s)ds + /I/ k(s t,u(t))dtds, (x € [a,b]),

entonces u es solucién de la ecuacién integro-diferencial (2.4) cuando, y sélo

cuando, u es punto fijo de este operador T

2.2 Resultados de existencia y unicidad

Concluimos este capitulo introductorio exponiendo brevemente resultados
conocidos que garantizan, bajo ciertas hipdtesis, la existencia de una, y so-
lo una, solucién para las ecuaciones consideradas, esto es, las integrales de
Fredholm de segunda clase, las integrales mixtas de Volterra—Fredholm de
segunda clase y las integro-diferenciales de Fredholm, siempre con datos con-

tinuos.

La herramienta que se usa para estudiar esta cuestion es el teorema del
punto fijo de Banach, Teorema 2.1., que ademaés, desde el punto de vista de los
métodos iterativos, proporciona una sucesién aproximante, la determinada
por las iterantes del operador en cuestién sobre un elemento inicial. Se
trata de resultados estandar y manejados implicitamente en la mayoria de

los trabajos numéricos sobre estos tres tipos de ecuaciones.

Aunque ya hemos reescrito en la seccién anterior algunas ecuaciones en
términos de operadores integrales, vamos a resumir seguidamente para cada
una de las ecuaciones consideradas su expresién operacional y las condiciones

que, de forma natural, garantizan su unisolvencia. En concreto, notamos
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por Ty, Ty y T3 los operadores de Cla,b] en si mismo, definidos para cada

u € Cla,b] y cada x € [a, b], respectivamente, como

(29) riw@ =5 (10 + [ W)

210) T =5 (160 + [k s [ )

(2.11) T3(u)(z) = ug + /w g(s)ds + /x/ G(s,t,y(t))dtds,

donde A € R\{0}, ugp € R, f,g: [a,b] — R, k1, ko : [a,b] X [a,b] — Ry
k,g: [a,b] x [a,b] x R — R son funciones continuas dadas y u : [a,b] — R
es la funcién continua incdgnita, solucién de las ecuaciones (2.1), (2.3) y

(2.4), respectivamente.

El teorema del punto fijo de Banach, Teorema 2.1., asegura que bajo
ciertas condiciones de las diferentes funciones dato, condiciones que enume-
raremos a continuacion, los operadores 17, T; y T3 tienen un tnico punto fijo,
o equivalentemente cada una de las ecuaciones (2.1), (2.3) y (2.4), respecti-

vamente, admite una tnica solucion.
Las condiciones que deben satisfacer los datos son las siguientes:

e Para el operador T} imponemos que la funcion k es lipschitziana en su

tercera variable, con constante de Lipschitz M > 0 verificando que

(2.12) A > M(b— a).
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e Para el operador Ts, suponemos que
(2.13) Al > 2M (b — a),
donde M = max{||k1|, ||k2]|}

e Para el operador T3 asumimos que G es lipschitziana en su tercera

variable, con constante de Lipschitz M > 0 verificando que

(2.14) 1> M(b—a)






Capitulo 3

Objetivos y metodologia

Los objetivos fundamentales que nos marcamos al iniciar el presente tra-
bajo fueron dos. Por un lado, intentamos abordar el estudio numérico de
ecuaciones integrales e integro-diferenciales de Fredholm mediante un tipo
de algoritmo que permitiese obtener una aproximacion de la solucién de for-
ma operativa y programable. Por otro, tratamos de unificar bajo un mismo
método que, salvando en cada caso las dificultades propias de la ecuacién
concreta, fuese susceptible de aplicarse en otros contextos. El logro de am-
bos hitos queda refrendado por las publicaciones originales que aparecen

recogidas en la Seccion 3 del Capitulo 4.

Con relacién a la metodologia, se realizé inicialmente un estudio recopi-
latorio de los resultados tedricos que analizan las condiciones de existencia y
unicidad de solucién de las ecuaciones cuyo estudio numérico se ha abordado
en esta tesis y que se han descrito en el Capitulo 2. Como segundo paso

hemos recogido métodos numéricos clasicos y algunos recientes de especial

25
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relevancia. En tercer lugar, y puesto que los métodos que hemos desarrollado
se apoyan en sistemas biortogonales en ciertos espacios de Banach, y mas con-
cretamente de bases de Schauder en espacios asociados de forma natural a las
ecuaciones que se estudian, hemos realizado un estudio en profundidad de los
mismos. A continuacién ha comenzado el trabajo original de la tesis, disenan-
do para cada tipo de ecuaciéon un método numérico que permite aproximar
su solucion, analizando sus propiedades numéricas tales como convergencia o
error. Seguidamente hemos desarrollado en cada caso un algoritmo que se ha
programado, ilustrando su comportamiento con algunas ecuaciones particula-
res y comprarandolo con otros métodos numéricos desarrollados tltimamente.
Los resultados obtenidos han sido presentados en forma de comunicacién en
algunos congresos internacionales como el “3rd Chilean Workshop on Nume-
rical Analysis and Partial Differential Equations”( WONAPDE, Concepcién,
Chile) o “NumAn 2010 Conference on Numerical Analysis” (Chania, Grecia).



Capitulo 4

Resultados y publicaciones

El desarrollo general de las ideas fundamentales y las técnicas que comparten
los resultados que, de forma detallada, se presentan, en formato original de
los articulos publicados y que constituyen la aportacion original de esta tesis

doctoral, constituyen el principal objetivo de este capitulo.

4.1 Bases de Schauder

Recordamos en esta seccién la definicién y algunas propiedades béasicas de
las bases de Schauder en los espacios de Banach Cla,b] y C[a,b]?. Utiliza-
remos estas bases como herramienta en la resolucion numérica de diferentes
ecuaciones integrales e integro-diferenciales. Las definiciones y resultados

contenidos en esta seccién pueden encontrarse en [12, 23, 10].
Definicién 4.1. Una sucesion {b,},>1 en un espacio de Banach E se de-

27



28 Capitulo 4. Resultados y publicaciones

nomina base de Schauder si para todo x € F existe una tnica sucesion de
escalares {3, },>1 de forma que

T = Z Bnbn.

n>1

Asociada a una base de Schauder se definen las dos sucesiones siguien-

tes:

Definicion 4.2. Llamamos funcionales biortogonales asociados a una base
de Schauder {b,},>1 en un espacio de Banach F, a la sucesién de funcionales
(lineales y continuos) {b}},>1 del dual topolégico E* de E, dados para cada
n > 1 por

b, (Z mm) = .

k>1

Definicién 4.3. Las proyecciones de una base de Schauder {b,},>1 en un
espacio de Banach FE es la sucesién de aplicaciones (lineales y continuas)

{P,}n>1 de E en E, definidas para todo n > 1 mediante las sumas parciales

P, (Z ﬂkbk> = Zﬁkbk-
k=1

k>1

Recordamos a continuacién la definicion de la base de Schauder usual
en el espacio C|0, 1]. Si bien todos los resultados contenidos en la presente
memoria son vélidos en el espacio de Banach Cfa, b], consideramos en adelan-
te, en aras de mayor simplicidad en la exposicion de los resultados, el espacio
de Banach C10,1] .

Definicién 4.4. Dada una sucesién densa de puntos distintos {t;};,>1 en

[0,1], con t; = 0y to = 1, definimos la sucesién {b, },>1 siguiente:

bi(t) =1, (te€0,1])
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y para cada n > 2 notamos por b, la funcion lineal a trozos y continua

determinada por los puntos {ti,...,%,} que satisface:

para todo k<mn, b,(tx) =0

bu(ts) = 1.

En el grafico siguiente ilustramos la definicién de la base.

Y Y
b
1 ! 1
by

xr A
t t t t
y y
1 1

bg bk
X X

tl t3 tg tl tk t?
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Dada la base de Schauder usual {b,},>; de C[0, 1] es sencillo obtener

la sucesién de funcionales biortogonales: si x € C|0, 1] entonces
bi(x) = x(t1)

y para cada n > 2,

bi(w) = alta) — S bi(o)baltn).

En particular, la sucesién de proyecciones { P, },>; satisface la siguiente pro-
piedad de interpolacién: para todo = € C0, 1], para todo n > 1 y para todo

1 < n, se tiene que

El siguiente resultado indica que ademas, bajo ciertas condiciones de
suavidad adicional sobre z, podemos acotar el error obtenido al aproximar la
funcién por su proyeccion n-ésima. Para ello previamente introducimos cierta
notacién adicional: dado un subconjunto denso {t;};>; de puntos distintos
en [0, 1], notamos por 7T;, al conjunto {t1,...,t,} ordenado en orden creciente
para n > 2 y por AT, el maximo de las distancias entre cada par de puntos

consecutivos de Tj,.

Proposicién 4.5. Sea x € C*([0, 1]), entonces

lz = Pa(z)|| < 2[2"[| AT..

Introducimos a continuacion la base de Schauder usual del espacio de
Banach C[0,1]2. Para ello necesitamos en primer lugar ordenar el conjunto
N x N.

En lo que sigue notamos por [z] la parte entera de un nimero real z.
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Definicién 4.6. Notamos por ¢ = (01,09) : N — N x N la aplicacién

biyectiva dada por

(i, V). si VA=A
o) =4 (-WARVA+D), s 0<n—[/AP<[vA
(Wil + Lo — [Val? - [va)), si [Vl <n— [Va]?

En el grafico siguiente ilustramos esta ordenacién.

0 > T

El resultado siguiente nos proporciona una base del espacio de Banach

de las funciones C|0,1]? construida a partir de la base de C|0, 1].

Proposicién 4.7. Dadas {b;};>1 y {b;};>1 bases de Schauder del espacio

C'[0, 1], entonces la sucesién

~

B, (s,t) == b;(s)b;(t), (s,t €][0,1]),
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con o(n) = (i, ), es una base de Schauder para C|0, 1]

De ahora en adelante si {¢; : ¢ > 1} es un subconjunto denso de puntos
distintos en [0, 1], con t; = 0y to = 1,y {b;};>1 es la base usual de Shauder en
C10, 1] asociada a dichos puntos, notamos por {B,},>1 la base de Schauder

para C[0, 1] obtenida de la manera “natural“ indicada més arriba.

Es facil comprobar que esta base satisface propiedades analogas a las

del caso unidimensional: para todo s,t € [0, 1],
Bl(S, t) =1

y paran > 2
1, ifo(n) = (i)
0, ifo'(i,j)<n

Bn<tla tj) = {

En particular, la sucesién de funcionales biortogonales {B:},>1 se puede

obtener facilmente: si € C|0,1]?, entonces
BT(I) = LU(tl,tl)

y para todo n > 2, if o(n) = (i, j), tenemos

—

n—

B (x) = x(ti,t;) — ) Bip(z)Bx(ti, t;).

n
1

T

Como consecuencia, la sucesion de proyecciones {Q,, },>1 satisface
(4.1) Qn () (L, t5) = x(tis t5),

siempre que n,i,7 € Ny o7 1(i,5) < n.

El siguiente resultado, consecuencia directa de (4.1) y del teorema del

valor medio, analogo al descrito en el caso unidimensional, nos proporciona
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bajo ciertas condiciones de suavidad sobre la funcion, el orden de convergen-

cia de la sucesion de proyecciones en el caso bidimensional.

Proposicién 4.8. Sea z € C*([0,1]?) y notamos

M = max{H%

Entonces si n > 2 tenemos

Ox
ot

|z — Que(2)|| < AMAT,.

En la tabla siguiente recogemos de forma resumida y comparativa las

principales propiedades de las bases de Schauder uni y bidimensionales.

b1 =1
1, ifj=i
i22:>bi(tj)—{ bonI=e

0, ifj<i

B =1
1, ifo(i) =(p.q)

i>2 = Bity, ty) =
= illp:to) {0, if o= (p,q) <i

y € C[0,1]
3
b1 (y) = y(t1)

i—1
0222 b7 (y) = y(t:) — Y b5 (y)b;(t:)
j=1

z € C[0,1]?
4
Bi‘(z) = Z(tl,t1)
i—1

o ) } > BEE) = i) = 3 B (B 1)

y € C[0,1]
4
J<i= Pi(y)(t) = y(ty)

z € C[0,1]?
4
o7 p,q) <i= Qi(2)(tp, tg) = 2(tp, tq)

{bi}i>1 es monédtona, i.e., sup;>1 [Pl =1

{Bi}i>1 es mondtona, i.e., SUp;>1 Qi =1

Tabla 4.1: Propiedades de las bases de Schauder uni y bidimensionales
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4.2 Descripcion de los métodos iterativos

En la presente seccion recogemos las ideas principales contenidas en los
métodos numéricos expuestos en formato original de articulo en la Seccion 3
de este cuarto capitulo. El punto de partida de los tres articulos consiste en
reescribir las ecuaciones integral de Fredholm no lineal, de Volterra-Fredholm
de segunda especie lineal e integro-diferencial de Fredholm no lineal, presen-
tadas en el Capitulo 1, (2.1), (2.3) y (2.4), en términos de los operadores T},
Ty y T3 dados en (2.9), (2.10) y (2.11), que satisfacen las condiciones (2.12),
(2.13) y (2.14), respectivamente.

Observacion 4.9. En este punto senalamos que en el articulo correspon-
diente al estudio de la ecuacién representada por el operador T3 de (2.11),
hay una errata en la definicién de dicho operador: en la ecuacién (2) de di-
cho articulo esta intercambiado el orden de integracion, por lo que en lugar
de dsdt debe escribirse dtds. Esta errata conlleva que la constante t,, que
aparece en el articulo original [4] debe ser
= 2LO= 8"

Anadiendo la condicién (2.14) y cambiando en el articulo el orden de integra-
cion y la constante t,, por esta nueva definicién en todos los lugares donde
aparece, los resultados y las demostraciones son todas correctas. Senalamos
también que la programacion se ha realizado con el operador correcto y por

tanto los resultados numeéricos son validos.

El teorema del punto fijo de Banach en cada caso ademas nos permite

escribir la solucion de cada ecuacién como el limite de la sucesién de funciones

{T;m(qbo)}mGN? 1= 1a2737
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siendo ¢y un funcién continua en [a, b] arbitraria. Ademés, proporciona en

cada caso una cota del error cometido.

Es obvio que si en cada iteracién fuese posible calcular explicitamente
las integrales que aparecen asociadas a cada operador, es decir, la expresion
T (¢o), para cada m tendriamos una aproximacién de la solucién del pro-
blema. Pero, salvo para casos muy particulares, este cédlculo explicito no
es posible en la practica. Por ello, la idea de los métodos propuestos en la
Seccién 3 de este capitulo es aproximar, en cada iteracion, la imagen por el
operador T; de la iteracién anterior por una funcién obtenida sustituyendo
en cada caso las funciones que aparecen en el integrando por proyecciones
de estas funciones en adecuadas bases de Schauder. Mas precisamente, en
cada uno de los tres problemas indicados partimos de una funcién inicial
¢o € Cla,b], y obtenemos las sucesivas aproximaciones ¢,, de la solucién

exacta u siguiendo el siguiente esquema:

T;m(qb(]) ﬂ(¢m—1) ~ Qbm

donde en cada iteracién, la aproximacion T;(¢,—1) = ¢y, se realiza sustitu-
yendo las funciones que aparece en los integrandos por diferentes proyecciones

en bases de Schauder adecuadas.
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Para cada uno de los problemas analizados estudiamos el error cometido
en las aproximaciones propuestas haciendo uso de la desigualdad triangular
siguiente:

[t = Gl < [ = T3 (o) | + [ 17" (o) — ull,
sugerida naturalmente por el esquema indicado més arriba. La acotacion del
primer sumando de la expresion derecha es consecuencia directa del teorema
del punto fijo de Banach, mientras que la segunda acotacién se demuestra

detalladamente en cada articulo.

El estudio de los métodos propuestos se completa en cada caso con la
aplicacién de los mismos a diferentes problemas concretos, que ilustran el
comportamiento numérico de los mismos. Los resultados numéricos se han

obtenido con el programa Mathematica 7.

4.3 Publicaciones

En esta ultima seccién del Capitulo 4 recogemos los articulos originales que
contienen las aportaciones originales de esta tesis. Todos ellos han aparecido
en revistas internacionales indexadas en JCR y siempre en el primer cuartil
de su categoria, que ha sido MATHEMATICS, APPLIED. De forma mas
detallada:

e M.I. Berenguer, M.V. Fernandez Munoz, A.l. Garralda-Guillem, M.
Ruiz Galan, Numerical treatment of fixed point applied to the nonli-
near Fredholm integral equation, Fixed Point Theory Appl. Vol. 2009
(2009), Article ID 725638, 8 pp. Factor de impacto: 1.525, posi-

cion relativa en su categoria: 34/204.
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e F. Calio, M.V. Fernandez Munoz, E. Marchetti, Direct and iterati-
ve methods for numerical solution of mixed integral equations, Appl.
Math. Comput. 216 (2010), 3739-3746. Factor de impacto: 1.536,

posicidén relativa en su categoria: 29/236.

e M.I. Berenguer, M.V. Fernandez Munoz, A.l. Garralda-Guillem, M.
Ruiz Galan, A sequential approach for solving the Fredholm integro-
differential equation, Appl. Numer. Math. 62 (2012), 297-304. Factor

de impacto: 1.152, posicién relativa en su categoria: 61/247.
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1. Introduction

Let us consider the following Volterra-Fredholm linear integral equation of the second kind:

X b
() = F0) + / ki (x,y)u(y)dy + / ka(x,y)u)dy, xe [a,b), ()

where 4 € R\ {0}, f:[a,b] = R,k; (i=1,2):[a,b] x [a,b] — Rand u: [a,b] — R, with fand k; (i = 1,2) known functions and u
an unknown function satisfying (1).

When modeling real problems, one has frequently to deal with Eq. (1) which has the theoretical and computational fea-
tures of both Volterra and Fredholm equations.

Suitable conditions on k; (i = 1,2) and 4 are posed in order to obtain a unique solution of (1) in C[a,b], under the assump-
tion that f € C[a,b] (for proofs in particular Banach spaces, with different conditions on k; (i = 1,2), refer, for example, to [6,1]).

However, in this paper, to state some results about the convergence of the proposed methods, we will assume the follow-
ing conditions:

(i) kq, ko € C'([a,b] x [a,b]),
(i) |4] > 2 (b — a)M where M = max(|| kil|sc, [[k2l~)

From a numerical point of view it is well known that Volterra equations are generally solved through iterative methods.
On the contrary direct methods are more suitable to the solution of Fredholm equations (see for example [2] and [3]). We
tried to afford the solution of (1) both through an iterative as well as through a direct numerical method. The aim of this
paper is to analyze and compare these two different numerical methods.

We can reduce (1) to two equivalent compact forms:

* Corresponding author.
E-mail addresses: franca.calio@polimi.it (F. Calio), mvfm@ugr.es (M.V. Fernandez Mufioz), elena.marchetti@polimi.it (E. Marchetti).

0096-3003/$ - see front matter © 2010 Elsevier Inc. All rights reserved.
doi:10.1016/j.amc.2010.05.032
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A+ K1+ Ku=f, (2)
1
u:;[—lclu—lczu-Hf], 3)
where operators K; and K, are defined as follows:
K18 = [ laey)gm)dy xe fa.bl, (4)
b
K28 = [ lalx.ygt)dy xea.bl (5)

and [ is the identity operator in C[a,b].

The structure of (2) and (3) suggests the idea of constructing and comparing two different classes of methods: collocation
direct methods and iterative fixed point methods (normally referred in particular to non linear equations).

Both kinds of methods are proposed for a particular class of approximating functions.

Namely, the first method (in the following called CSp) is a collocation method based on a linear spline class approxima-
tion; the second one (in the following called FPSc) is a fixed point method built on Schauder linear bases.

We compare the two methods in terms of both efficiency and adaptability to the peculiarities of the integral model under
consideration. Convergence analysis is carried out in both cases.

Section 2 is devoted to some preliminaries about the particular linear splines class and to the description and analysis of
the numerical collocation method. Section 3 is devoted to describe the Schauder basis correlated to the fixed point method
and to study the related convergence problems. In Section 4 numerical results for both methods are given. Section 5 presents
some final remarks on the comparison between the two methods and some open problems.

2. The direct method

In this section we present a numerical model suitable to (1) based on a collocation method using approximating splines,
in particular the so called variation-diminishing Schoenberg (VDS) splines [12].
Firstly, let us recall some background on linear VDS splines (see for example [8]).

2.1. The VDS linear splines

Letn>1and [T,;: ={a=t; =t, <t3<--- <t; <lpq =ty = b} be a partition of the interval [a,b] with H,: = maX,jcn(tjs1 — £;),
H, - 0asn — oc.
II,, is assumed as mesh of the set of normalized B-splines B;,(i=1,...,n) of order p = 2 defined by the following relation:

tigp — X

X t; ‘
Bi2(x) - Bi1(x) + fy — i Bi11(x),
1, ti<x< tiq
B: = ’ 6
() {07 otherwise, (6)

according that, for i=1 and i = n, the second and the first term in (6) hold respectively.
The set of B;(x) (i=1,...,n) can be considered as basis of S, ;;, (order 2 spline space, associated to IT,). In particular the
VDS splines Spg € S, 11,, with g € ([a,b], are defined as:

Sng = Zg(fi+1)31.z (). (7)
P

Sy is a projector operator that is it reproduces exactly a polynomial of first degree (S,p = p, p € P2) and also all linear
spline functions (Sy,s=s, s € Sa,) [12].

2.2. The collocation method

If we define the following bounded and compact operator [9]:
Kg = K1g + K28,
with
~ K if 0<y<x,
kg = {Olg ify>>J</
and K;g (i=1,2) as in (4) and (5), it follows that (2) is equivalent to
[A+Klu=f (8)
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If we define
o= [+ K]Squ —f, (9)
the values u;, approximating the function u in tq (i=1,2,...,n), are determined imposing that r,,, defined in (9 ), is zero in a
set of collocation points t (k=1,2,...,n), chosen in [a.b].
Tn(Tk) =0 (10)

and solving the linear system (10).
Now the evaluation of the following integrals:

J1Snl —/ k1 Tk S)Z (tH])Bi_z(S)dS, (11)
i=1
Jﬁm—/kz% ) > u(tisr)Bia(s)ds. (12)
i=1
leads to evaluate
T
I1Bi4 :/kkl(fkys)SBi.](s)ds (13)
and
b
IyBix = / ka Tk, $)sBi1 (s)ds, (14)

withi, k=1,...,n
The computation of (13) and (14) is carried out through a closed analytical form, when it is possible.
Otherwise we substitute (11) and (12) with:

£1Snk1u:/a Zk1 Tty )u(tis1)Bia(5)ds (15)
and
LrSakott = / Zkz T, Eio)u(Ei1)Bia (5)ds, (16)
respectively.
We assume

n
Wp = Z ;B (x)
i1
as approximated solution of (1). That is we impose:
UL+ Kiwy = f. (17)

Now the problem is to analyze the convergence of w, to u. In the following we synthesize the steps to assure
lu — wpl|oo — O for n — oc.
By applying the bounded projector operator (7) to (8) and (17) we obtain

Su(Al + K)u = Sif, (18)
Sn( + K)Wn = Sf, (19)
n (18) and (19):
SpKu = KSall,  Sakwy = KSaWy,
consequently:
(I + 8, K) (U —wy) = A(I — Sp)u, (20)

From Theorem 1 and Corollary 2 in [14] it follows that ||K — S,K]||, — 0 as n — cc.
Following the proof of Theorem 1 in [9] we can state from (20) that:

sup, .|l + SaK | < M < oo,

for n sufficiently large.
It follows that || u — wp||.. — 0, n — oo, exactly with the same rate of convergence as |ju — Syu||,. does.
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3. The iterative method

In this section we present a numerical model suitable to (1) based on a fixed point method with Schauder bases.
Firstly we recall some necessary background on linear Schauder bases (see for example [13]).

3.1. Linear Schauder bases

Let {s;}i»o the usual linear Schauder basis in the space C[a,b] defined on a dense subset H = {t]’} of different points of
interval [a,b] with t) =a and t;, = b. o
Precisely:

si(t)=1 t €la,b],

0
si(t)) :_{1 jiz’f0r1>1 (21)

so s; (i> 1) is a piecewise linear and continuous function. Let us consider the first n > 1 terms of H on which we construct the
corresponding projection {P,}, n > 1, that is

= Z ci(@)si(t)
i=1

where {c{¢)} is the unique set of real numbers so that:
> cil@)si(t) = @(t) for all ¢ € Cla, b].

P,(¢) verifies the interpolation property:

Pa(@ >( ) =o(t),

forallj<n

3.2. The fixed point method

From (3), we define the operator 7:C[a,b] — ([a,b] defined as it follows:
1
T(u):z[—lclu—lczu—i-lf]. (22)

Under the hypotheses of existence and uniqueness of the solution of (1) it is well known that the fixed point theorem assures
a unique fixed point for the operator 7 in (22).

In the following we describe the algorithm to approximate the fixed point of 7 (Schauder bases in C([a,b] x [a,b]) are al-
ready used in some non linear differential or integral problems, see for example [10,11]).

Starting from a function ¢ € C[a,b] we approximate 7 (¢,), usually not evaluable exactly, by using suitably linear Schau-
der bases:

T((o) = +/Xk1<x y) ch Po)Si(y dy+/ ka (X, ) ZDCE((PO)SI'O’)dY:|
a =1
— o0+ [Py + [ kz(x,ywnoupo)(y)dy}

where ng > 1, x € [a,b], {si}i>0 is a Schauder basis of ([a,b], and {ci(¢o)} is the set of real numbers so that ¢g(t) = >, ci(@g)si(t).
Let

910 =1 (0 /klxy Py (Po) )y + /kzxy Py (90) ()l

we assume 7 (@g) =~ ¢1.
Now we apply 7 to ¢4(x) and so on.
Synthesizing the steps of the algorithm, starting from ¢o € C[a,b], we define for h > 1 and n,_; > 1

br®):= [ K% 9)Po (@) 01y, 23)
o / Kalo,Y)Po, (@1 0)d, (24

Pn(x) =~ L0 + 1 () + by 1 X)L (25)
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In general, it is possible to calculate exactly the integrals in (23) and (24). Otherwise, we propose to use the tensor Schau-
der basis, approximating also functions kq(x,y) and kx(x,y). See, for example, [15,11,5].

Now, if we assume ¢j(x) as function approximating the solution of (1), the problem is to study the behaviour of || u — ¢p|~
for h — co. We present the following theoretical results.

3.3. Fixed point convergence

For each n > 1 the definition of projection P, just needs the first n points of {tj’} , which ordered in an increasing way
will be denoted by j>0

An={ti=a,ty,...,t; =b}. (26)
In the following we assume:
p, = Mmax (ti,1 —t;) with t; € A,. (27)
1<i<n-1

For sake of simplicity we suppose ki(x,y) = ko(x,y) = k(x,y) and we assume that: k(x,y) € C'([a,b] x [a,b]).
Lemma 1. Let be ¢ € C'[a,b] and {P,(¢)}n>1 the sequence of the projections associated to ¢ and related to (26) and (27). If
L=1¢|l~ the following relation holds:
@ = Pa(@)ll.. <2Lpy.

Proof. For the proof see [4,10]. O
Let ¢o and fe C'[a,b], h > 1 and Y,_1, ¢n_1, @n defined as in (23)-(25) respectively.
Let us assume:

Lny = @i ] (28)
and p,, . asin (27).

Lemma 2. Let 7 as in (22). It follows that:

b-a
17 (Pn1) — @nll < B Ikllo4Ln- 1Dy, ,-

Proof. The thesis is proved by the definition of the function ¢, and from the Lemma 1. O

Theorem 3. Let us assume that u is the unique solution of the integral Eq. (1). Then, forh > 1 and j=1,2,...,h, given Py, GS in

(27), L; as in (28) and & > 0 so that the following relation holds (b‘;‘“) Ikllo4Li-1Py, , < &, it follows that

o hooo
U= @yl <17 (@o) - (Pouoom + Zo‘h ’g).
=1
with o = % (constant of contractivity of T as, for example, in [6]).

Proof. For the triangular inequality, we get

It = @yll.e < flu =T @)l + 17" (0) = Pl
By the fixed point Theorem we get
h o
u=T"(@o)l < IT (@) = Pl 7—-
For the second addend we apply the contractivity property of 7 and the Lemma 2. This way, we get
_ b-a
IT"(@0) = @ull < IT"(P0) = T(@n 1)l + 1T (@h-1) = Palle <IT(T"(90)) = T(@h 1)l YT K[l 4Ln-1DPn,
< O“|Th71((l)o) = Pho1lloe + En-

The thesis follows by this step repeated successively. [
Consequently 2 € R\ {0} and |4 | > 2 (b — a)| k| is sufficient condition as for the existence and uniqueness of solution of
(1) (see for example [6]) as for the convergence of the fixed point method.
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4. Numerical results

In what follows we present numerical results for some Volterra-Fredholm integral equations, by using the numerical
methods presented above. In particular, the exactness of the method for linear polynomial functions is tested.
For

X 1
u(x) :f(x)+/ kl(x,s)u(s)ds+/ ky(x,s)u(s)ds, xe0,1],
0 0
we propose three examples:

(1) ki(x,5) = ka(x,5) = é**) for Examples 1 and 3.
(2) kq(x,5) = ka(x,s) = sin(x) cos(s) for Example 2.

For the collocation method we consider:

o the mesh points as equidistant points in [0,1] with double nodes in 0 and 1,
e the mesh points all simple in (0,1) as the approximation points,
e the collocation points as a set of distinct points of the same number of the approximation points.

For the fixed point method we consider the subset of [0,1] defined as

113 13 21 )
H_{o,l,i,z,z,...,5,5,...,7...} j=0,1,...

supporting the Schauder basis in C[0,1]. )
For the construction of P, we use the subset of H formed by the first n points, with n = 2" + 1, and j, > 0, which in
increasing order are:
i—1

{tl,...tn}:{ %

$0 MaXigicp-1(Liy1 — ) = i

As function ¢g(x) € C'[0,1] we assume ¢o(x) = x.

The program implements the algorithm described in Section 3.2, with the choice of the same number of points belonging
to A, in (26).

Precisely the number n of nodes at every iteration step in the examples for the fixed point method is n =17, 33: the pro-
cess is iterated m times to obtain order of precision 10~ for n =17 and 107> for n = 33.

To compare the results obtained by the two methods, we assume, for the collocation method, the dimension d = mn of the
collocation system.

We denote R1 and R2 respectively the max(|err|) in the fixed point and in the collocation methods, being err the set of
errors related to the approximation of the unknown function in a suitable subset of points in [0,1].

}, (i=1,...,2041).

Example 1. 1=15, u(x) =x and f{x)= 15x — e*(xe* — ¢*+2) in Table 1.
4=15, u(x)=e€* and f(x) = 1e¥(32 — €2 — %) in Table 2.

Example 2. /=3, u(x) =x and f(x) = 3x — sinx(xsinx + cosx + sin 1 + cos1 — 2) in Table 3.
/=3, u(x) =x* and f{x) = 3x*> — sinx(x?sin x + 2xcosx — 2sinx — sin1 + 2cos1) in Table 4.
=3, u(x)=e* and f(x) = 3e* — sinx(e*(sin x + cosx) + e(sin1 + cos1) — 2)/2 in Table 5.

Example 3. 1=15, u(x)=1 and f{x)= 15 — e*(e* + e — 2) in Table 6.

4=15, u(x)=e€* and f(x) = 1e*(32 — €2 — %) in Table 7.

Example 3 is carried out through out the implementation of (15) and (16) for the collocation method and by the use of
tensor Schauder bases for the fixed point method. Obviously we don’t obtain the exactness for u(x) = 1, nevertheless we ob-
tain satisfactory results.

Table 1
Example 1 — u(x) = x.
n=17,m=1 n=33, m=6
R1 1110716 1.110°'¢

R2 991076 5.910°'¢
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Table 2
Example 1 — u(x) = €".
n=17,m=7 n=33,m=8
R1 1.610°* 1.410°°
R2 3110°° 6.3 10
Table 3
Example 2 — u(x) =x.
n=17,m=2 n=33, m=1
R1 1110716 2.2107'¢
R2 2110°%° 15101
Table 4
Example 2 — u(x) = x2
n=17,m=8 n=33, m=8
R1 381074 9.510°°
R2 7.810°° 47107
Table 5
Example 2 — u(x) = €e*.
n=17,m=6 n=33,m=6
R1 2110 1310°°
R2 4110° 1.110°°
Table 6
Example 3 — u(x)=1.
n=17,m=7 n=33,m=8
R1 3.110°° 8510
R2 5.7 107 1.110°
Table 7
Example 3 — u(x) = €".
n=17,m=6 n=33,m=8
R1 1.410* 1.610*
R2 9.810°¢ 1.810°

5. Remarks and open problems

Numerical results for collocation and fixed point methods have been obtained by means of MATLAB 7.3® and Mathem-

atica® respectively.

(1) Tables 1-5 show comparable results, given a same order of number of computational operations.

For both methods the linear polynomial precision is verified, while in the remaining cases we got errors of circa the

same order of magnitude.

(2) However, by increasing the number of points up to some threshold, we note that in both cases the precision does not

improve.

For the fixed point method an algorithmic instability is experienced, while in the collocation case the equations are
more sensitive to the lack of stability of the collocation system. This last effect is currently under study.

The selection of a given base in order to obtain a greater approximation is still an open problem. For instance, 4th-
order splines and 3rd degree Schauder bases are under consideration. This choice should give rise to a similar precision

using less steps in FPSc and a lower dimension of the collocation system in CSp.
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(3) Analyzing the possibility to use linear tensor Schauder bases [11], FPSc method is reasonably more suitable to give
good results in non linear problems. We are dealing with numerical results for (1) in case of non linearity of the Vol-
terra term:

X b
u(x) :f(x)+/ kl(x,s,u(s))ds+/ ky(x,s)u(s)ds, xela,b].

(4) On the other hand when functions k; and k, present weak regularity, one can deduce that, due its theoretical pecu-
liarities, the CSp method is preferable. The authors are actually working about this problem (see for instance [7]).

(5) We intend to study the application of a fixed point method to Volterra equations with delay and its comparison with a
particular collocation local method.
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1. Introduction

Let us consider the nonlinear Fredholm integral equation of the second kind

b
£ = () - [ Ky, u(w)dy, (11

where A € R\ {0} and f : [a,b] — Rand k : [a,b] x [a,b] x R — R are continuous
functions. By defining in the Banach space C([a,b]) of those continuous and real-valued
functions defined on [a, b] (usual sup norm) the integral operator T : C([a,b]) — C([a,b])
as

b
T@)@® = /0 + 1 [ kxwo@)dy, (xelab] veClat)), (2

then the Banach fixed point, theorem guarantees that, under certain assumptions, T has a
unique fixed point; that is, the Fredholm integral equation has exactly one solution. Indeed,
assume in addition that k is a Lipschitz function at its third variable with Lipschitz constant
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M > 0 and that [A\| > M(b — a), then the operator T is contractive with contraction number
a := M(b—a)/|\|, and thus T has a unique fixed point ¢. Moreover, ¢ = lim,, .o, T"(¢o), where
(o is any continuous function on [a, b]. Since in general it is not possible to calculate explicitly
from a ¢y the sequence of functions {T"(¢o)},cy,We define in this work a new sequence of
functions, denoted by {¢,} ey, obtained recursively making use of certain Schauder basis in
C([a,b] x [a,b]) (Banach space of those continuous real-valued functions on [a,b] x [a, b]
endowed with its usual sup norm). More concretely, we get ¢p.1 from ¢, approximating
T (¢n) by means of the sequence of projections of such Schauder basis.

2. Numerical Approximation of the Solution

We start by recalling certain aspects about some well-known Schauder bases in the Banach
spaces C([a, b]) and C([a,b] x [a,b]).

Let us consider the usual Schauder basis {s,},5, in C([a,b]), that is, for a dense
sequence of distinct points {t, },., in [a,b] with t; = a and #| = b, we define

so(t):=1, (f'€ [a,b]), (2.1)

and for n > 0; s, is the piecewise linear and continuous function with nodes {tg, t’l, st
satisfying for alli < n, s,(t;) = 0 and s,(t,) = 1. From this Schauder basis we define the usual
Schauder basis {S,} 5 for C([a, b] x[a, b]). We consider the bijective mapping 7 : N — NxN,
([ ] denotes integer part) given by

(v, /n), if v =[vn],
7(n) = { (n- [val*, [va] +1), if 0<n—[vn]* < [vn], 22)
([val +1Ln=[va]* = [val), if [va] <n-[va]*,

and take, for each n € Nwith 7(n) = (i, j),
Su(x,y) :=si(x)si(y), (x,y¢€[ab]). (2.3)

The sequence {S,},sq is the usual Schauder basis in C([a,b] x [a,b]) (see [1]). We will
denote by {S},},50 and {Qn},50, respectively, the sequences of biorthogonal functionals and
projections associated with such basis, that is, given ¢ € C([a, b] x [a, b]), the (continuous)
functionals S}, : C([a, b] x [a,b]) — R verify

@ =>.Su(¢)Sn (2.4)
n=0
and the (continuous) projections are defined by

Qu =5/ (¢)S: (2.5)
i=0



Fixed Point Theory and Applications 3

Let us now introduce some notational conventions. For each n the definition of projection Q,
just needs the first n+1 points of the sequence {t },.o,0rdered in an increasing way that will be
denoted by A, = {ty = a,t1,...,t, = b}, and in addition we will write p := maXo<j<p—1(tis1 —ti).

We now describe idea of the numerical method proposed. The beginning point is
the operator formulation of the integral Fredholm equation; from an initial function ¢y €
C([a,b]), and since in general we cannot calculate explicitly T(¢gy), we approximate this
function in the following way: let

wo(x,y) =k(x,y,9(v)), (xye€lab]), (2.6)

SO
b b
T @ = 1£0)+ 1wy = 170+ 1 Quipxmdy,  @7)

where my is an adequate integer. We denote the last function by ¢; and repeat the same
construction. Then we define recursively for each x,y € [a,b], h>1and mj_; €N,

pn1(x,y) = k(x, ¥, on1(y)),
1 1 (2.8)
913 = 1700+ [ Q) (v ).

Now we state some technical results in order to study the error || — ¢p||. In the first
of them we give a bound for the distance between a continuous function and its projections.
It is not difficult to prove it as a consequence of the Mean Value Theorem and the following
interpolation property satisfied by the sequence of projections {Q,},-, (see [1]): whenever
n,i,j € NU {0} and 771(i, j) < n?, then

Vi, ti€ Ap, Que () (b tj) = ¢(titj). (2.9)

Lemma 2.1. Let ¢ € C'([a,b] x [a,b]), let L = max{||0g/0x||_, |0y /0yl }, and let {Qy} 5o be
the sequence of projections associated with the basis {Sy} 51, then it holds that

lg = Qe ()|, <4LP. (2.10)
Let us introduce some notation, useful in what follows: given h > 1, we write

o1
ox

Ly := max{

%%
o Il Oy

w}’ (2.11)

pr = max (ti1 —t;), np>2, ti€A,,.
0<i<np-q
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Lemma 2.2. Suppose that ¢y € C'([a,b]), k € C'([a,b] x [a,b] xR), A#0,and T : C([a,b]) —
C([a, b)) is the operator given by

1 1(°
T(0)(x) = $f(x)+ xf k(xy,0(y))dy, (xelabl, veC(ab]). (212
Then, maintaining the preceding notation, we have that for all h > 1,
b-a

T (9n-1) = onll,, < =4 Li-1pn- (2.13)
Al

Proof. Since g1 € C([a,b] x [a,b]) and {S,},5 is a Schauder basis for the Banach space
C([a, b] x [a,b]), then

@n-1= >S5 (1) Sn- (2.14)

n=0

On the other hand, taking into account the definition of ¢, we have that

b 0 Mp-1
T (pn-1) () = pu(x) | = ‘H <ZOLSZ(<Ph—1)5n(x,y) - ZOSZ(%—l)Sn(x,y)>dy’

) (2.15)
1
= ‘XL <(,Uh—1 (¢, y) = Qe (¢n-1) (x,y))dy’.
Finally, in view of Lemma 2.1 we arrive at
b-a
170 =l < C 4 Lap (2.16)
O

Finally we arrive at the following estimation of the error.

Theorem 2.3. Assume that L #0, ¢y € C'([a,b]), k € C([a,b] x [a,b] x R) is a lipschitzian
function at its third variable with Lipschitz constant M with |\| > M(b — a) and that  is the unique
fixed point of the integral operator T : C([a,b]) — C([a,b]) defined by

b
T(v)(x) = %f(x) + %J‘ k(x,y,v(y))dy, (xe€lab], veC([ab])). (2.17)

Suppose in addition that h > 1 and that 1, ..., e, > 0 satisfy

1<j<h— (bl_Ta)élLH pi <. (2.18)
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Then, with the previous notation, it is satisfied that

al h »
llp = nll, < IT(90) = goll o 7— + 20" 7ej, (2.19)
j=1
where a = M(b—a)/|Al.
Proof. We begin with the triangular inequality
lo=ull, < [lo=T" (o) ||+ 7" (@0) ~en] - (2.20)

In order to obtain a bound for the first right-hand side term we observe that operator T is
contractive, with contraction constant & € (0, 1). Hence the Banach fixed point Theorem gives
that

g = lim T" (o), (2.21)

”‘P—Th(‘l’o)”m < |IT(¢0) —(P0||m10iha. (2.22)

For deducing a bound for the second right-hand side term of (2.20), we use Lemma 2.2 and
the assumption j = 1,...,h = ((b - a)/|A|]) 4 Lj-1p; < €; in the following chain of inequalities:

”Th(q’o) - (PhHw < ”Th((/’o) - T(<Ph—1)||oo + | T(pn-1) — n|

(b-a)
4|

IN

|7 (90) - T(onn)||_+ 4Lyapn

IN

“”Th_1 (o) — Pn-1 “w +&n

IN

a(“Th—l((po) _ T((ph_z)”QO + || T (pn-2) - (Ph—1||oo> + &
(2.23)

IN

“”T(Th_z((Po)) - T(¢n-2) ”OO + agp-1 + €

IN

2 h-2
a “T (o) — (Ph—ZHm +agp_1 + €p

IN

“2<||Th72((”0) ~T(pn-s) ”w +[|T(pn-s) - <Ph—2||oo> +agp-1 + en

< a1t I (o) — ¢ ||oo +a" %+ + dPepy + agnq + €n.
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Once again, in view of Lemma 2.2 it follows that
h .
Irn-n], <35, -
[e'e] ]:1

Therefore, inequalities (2.20), (2.22), and (2.24) allow us to conclude that

h

h
o .
lp = gullee < IT(g0) = polln 7= + 20" e, (225)
j=1

as announced. O

Remarks 2.4. (1) The linear case was previously stated in [2]. For a general overview of the
classical methods, see [3, 4].

(2) The use of Schauder bases in the numerical study of integral and differential
equations has been previously considered in [5-7] or [8].

(3) For other approximating methods in Hilbert or Banach spaces, we refer to [9, 10].

3. Numerical Examples

We finally illustrate the numerical method proposed above by means of the two following
examples. In both of them we choose the dense subset of [0,1]

113 1 3 2k —1
{0,1,5,1,1... — = ... } (3.1)

to construct the Schauder bases in C([0,1]) and C([0,1] x [0,1]). To define the sequence of
approximating functions {¢y },cy we have taken an initial function ¢y € C'([0,1]) and for all
h >1, my, = n? with different values of n of the form n = 2¥ + 1, with k € N. For such a choice,
the value pj, appearing in Lemma 2.2 is p;, = 1/2%, for all h € N.

Example 3.1. Let us consider the nonlinear Fredholm integral equation of the second kind in
[0,1]:

2_ 2 2
L @2-mx”

1
g =2u(x) - jo <% arctan(u(y))>dy, (3.2)

2x

whose analytical solution is the function ¢(x) = x. In Table 1 we exhibit the absolute errors
committed in nine points x; in [0,1] when we approximate the exact solution ¢ by the
iteration ¢,,, by considering different values of n (n =9,17,33).
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Table 1: Example 3.1.

X; n=9 m=3 n=17, m=3 n=33, m=3
0. 0. 0. 0.

0.125 6.41821 x 107° 1.31795 x 10 4.35379 x 1078
0.25 2.56728 x 107> 5.27181 x 107° 1.74152 x 1077
0.375 5.77639 x 107° 1.18616 x 1075 3.91841 x 1077
0.5 1.02691 x 1074 2.10873 x 107° 6.96607 x 1077
0.625 1.60455 x 1074 3.29488 x 107° 1.08845 x 107°
0.75 2.31055 x 10~ 4.74463 x 107° 1.56737 x 1076
0.875 3.14492 x 1074 6.45797 x 1075 2.13336 x 107°
1. 4.10765 x 107 8.4349 x 1075 2.78643 x 107°

Table 2: Example 3.2.

p Ep Ep

8 327 x107* 1.86 x 107*
16 8.18 x 107° 461 x10°
32 2.04x107° 1.12x 107
64 511 x107° 2.72 x107°

Example 3.2. Now we consider the following Fredholm integral equation appearing in [5,

Example (11.2.1)]:

1
£(x) = 5u(x) - foexyu(y)dy,

(3.3)

where f is defined in such a way that u(x) = e™ cos x is the exact solution. We denote by u,
the approximation of the exact solution given by the collocation method and by E,, the error:

E,:

1<j<p+1

max [u(x;) —un(x;)],

(3.4)

where {x; };’:11 are the nodes of the collocation method. Now write F,, for the error

with ¢, being the approximation obtained with our method, with my

Fy:

max [u(x;) = @m (X))

1<j<p+1

1,...,m and choosing m in such a way that

In Table 2 we show the errors for both methods.

Fn

m+1

7

<1+1072

(3.5)

(p + 1) for h =

(3.6)
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Remark 3.3. Although the errors obtained in the preceding example by our algorithm are
similar to those derived from the collocation method, the computational cost is quite
different: in order to apply the collocation method we need to solve high-order linear systems
of algebraical equations, but for our method we just calculate linear combinations of scalar
obtained by evaluating adequate functions. Indeed, the sequence of biorthogonal functionals
(S} } e satisfies the following easy property (see [1]): for all v € C([0, 11%),

S1(v) = v(to, to) (3.7)
while for all n > 1, if 7(n) = (i, ),
n-1
Sn(©) = v(ty, ;) = D ,Sp(0)Be(ti t)). (3.8)
k=0

Obviously, this easy way of determining the biorthogonal functionals and consequently the
approximating functions ¢y, (integrals of a piecewise linear function) is equally valid in the
general nonlinear case.
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1. Introduction

Several numerical methods for approximating integro-differential equations are known, since such equations model a
wide class of applied problems (see for instance [6,10,11]). These methods often transform an integro-differential equation
into a linear or nonlinear system of algebraic equations that can be solved by direct or iterative methods. See [3,9,14] and
the references therein for a more general view of the classical methods and some recent advances. This paper considers the
specific case of the nonlinear Fredholm integro-differential equation:

b
Y =g®x + / G(x.t,y(®)dt (xela,b]), ()

a
y@=yo
where yp € R and g:[a,b] — R and G : [a, b] x [a, b] x R — R are continuous functions. The linear case (G(x, t,u) = h(x, t)u
for certain continuous function h: [a, b] x [a, b] — R) is an obvious particular case of the equation above.
Our starting point is the formulation of the Fredholm integro-differential equation (1) in terms of an operator T. By
defining within the Banach space C([a, b]) of those continuous and real valued functions defined on [a, b] (usual sup-norm)
the integral operator T : C([a, b]) — C([a, b]) for each y € C([a, b)) as

X

x b
T(y)(x)=y0—|—/g(s)ds—|—//G(s,t,y(t))dsdt (x €la,b), (2)

a
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then the Banach fixed point theorem ensures that, under certain conditions, the operator T admits a unique fixed point,
or equivalently, the integro-differential equation (1) admits a unique solution. Specifically if the continuous function G is
Lipschitzian at its third variable, with Lipschitz constant L > 0, then for any u, v € C([a, b]),

[T ) = T (V)] o, < tmllt = Vlloo,
where

(L —aP)"

m — m‘ ’

as we prove in Lemma 3.1. Therefore if ¢ is the only fixed point of the operator T, given any function ¢g € C([a, b])

m=>1 = [T™go0) -], <> tm]T(@0) — ol
m=>0

and thus ¢ = limpy— 400 T™ (o).

In general, it is not possible to explicitly calculate from ¢g the sequence of functions {T™(¢g)}men. This work proposes
to define a new sequence of functions, denoted by {¢p}ren, Which is obtained by iteration using certain Schauder bases in
C([a,b]) and in C([a, b] x [a,b]) (usual sup-norm). More explicitly, from ¢, we obtain ¢, approximating T (¢y) by the
sequence of projections of the mentioned Schauder bases. Henceforth, we assume in this paper that the operator T satisfies
the above Lipschitz condition, which guarantees the existence of a unique fixed point.

The Schauder bases in the study of differential and integral equations have been used successfully in [1,2,7,8,12].

Let us point out that our method can easily adapted for high-order Fredholm integro-differential equations: it suffices to
associate an integral operator with such an integro-differential equation by integrating it as many times as indicated by the
order of the equation and by including the initial conditions.

2. About Schauder bases

We begin by recalling the main issues about Schauder bases in the Banach spaces C([a, b]) and C([a, b] x [a, b]).

Let us consider {s;}j>o the usual Schauder basis in the space C([a,b]), that is, for a dense sequence of distinct real
numbers {t;},;o in [a, b] with t6 =a and t/l =b, we define so(t') :=1 (t’ € [a,b]) and for n > 0, s, is the piecewise linear
and continuous function with nodes at points {t,t],...,t;} satisfying, for all i <n, sy(t})) =0 and s,(t;) = 1. For each
function f e C([a, b]) there exists a unique sequence of scalars {i,},>0 such that f = Zn>0 AnSn. We denote by {s}},>0 the
sequence of (continuous and linear) biorthogonal functionals in the dual space of C([a, b]) defined by

Sn ( > Mcsk> = M

k>0

and by {P;}n>0 the sequence of (continuous and linear) projections given by the partial sums

n
Py ( Zkksk> = Z AkSk-

k>0 k>0

From this Schauder basis, we define the usual Schauder basis {S;}n>0 of the Banach space C([a, b] x [a, b]). To this end, we
consider the bijective mapping 7 : N — N x N (where [x] denotes the integer part of x) given by

(v, /n) if n=[yn],
T =1 (- [Vl [Vn]+1) if 0 <n—[n]> < [Vnl,
(Wnl+1,n—[J/nP? =[/n) if[Vnl<n—[J/nP%

which allows us to sort the pairs (i, j) € NxN. For n e N and x, y € [a, b], we define Sy(x, y) :=s;(x)s;(y), with T(n) = (i, j).
The sequence {Sp}n>0 is the usual Schauder basis of the space C([a, b] x [a, b]) (see [13]). Thereafter we denote by {S;}n>0
and {Qn}n>0, respectively, the sequences of biorthogonal functionals and projections associated with such a basis.

We list below some additional notations that will be useful later on. For each n, the definition of the projections P, and
Q.2 requires only the first n 4 1 points of the sequence {tf},;o. These n + 1 points, sorted in increasing order, constitute a
partition of the interval [a, b], which will be denoted by A, = {tp =a, t1,...,t, =b}.

3. Method of the solution
Now we describe the fundamental idea of the method we propose. We begin with an initial function ¢g € C([a, b]) and

since in general it is impossible to calculate explicitly T(¢o), we approximate the latter function as follows: let y(s,t) =
G(s,t,@o(t)) with s, t € [a, b], so
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X b

T(00)(X) = yo + / g(s)ds + / / Vols, O dsde

a a
X

b x
%yo+/Pno(g(s))dS+// Q2 (Vo) (s. ) dsdt,
a a a

where ng, mg are certain natural numbers. We denote the last function by ¢; and repeat the same process, defining recur-
sively, for each s, t € [a,b], h > 1 and ny_q1, mp_1 € N:

1)lfhf'l (S, t) = G(S,t, ©$h-1 (t))7 (3)
X b x
0 =yo+ [ Pu,(2©)ds+ [ [ Qua (s dsae )

In order to study the error ||¢ — ¢pllc We establish the following results. The first one shows that the operator T"
satisfies a suitable Lipschitz condition.

Lemma 3.1. Let u, v € C([a, b]) and let L € R™ be the Lipschitz constant of the continuous function G : [a, b] x [a, b] x R — R of (1).
Then

L" (b —a)?"

IT"w ='W < ——
n!

lu = Vllco- (5)

Proof. We will prove the stronger inequality

L"(b —a)"(x —a)

n
n>1xelabl = [T"WE-T"VMHX|< " lu = Ve

We proceed by induction on n. For n =1 we have

X

/(/b(G(s tu(t)) —G(s.t, V(t)))dt) ds

b
</(/|G(57f»u(f))—G(s,t,v(t))|dt> ds.
a a

Since the function G is Lipschitzian at the third variable with Lipschitz constant L > 0, for all x € [a, b]

X b X b X b
/(/{G(s,r,u(t))—c(s, t,v(t))|dt) dsg/(/uu(t)—v(t)wt) dsgf(/Lnu—vnoodr) ds

=Lu—-V]eb-a)x—a).

ITW® —TW)(0| =

Now, we assume that the proposed inequality is valid for (n — 1) and we prove it for n. Given x € [a, b],

X b
IT" () (x) — T"(V)(x)| = /(/(G(s, . T" M) () — G(s, ¢, T"_l(v)(t)))dt> ds
X b
g/(/m”—l(u)(t)—T”—1(v)(r)|dt) ds
a a
X b b 1
< /(/LL”_1||u - vllml(s —a)"! dt) ds
(n—1)!
a a
L"b—a)"(x—a)?
==V,
n!

which completes the proof. O
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In view of the Banach fixed point theorem and Lemma 3.1, T has a unique fixed point and the integro-differential
equation admits a unique solution.

Lemma 3.2. Let ¢ be the only fixed point of the operator T given by (2). Then, for all 99 € C([a, b]) and for all m > 1 it is satisfied that

L"® -
lo -0l < ¥ 280 1)~ gl . ©)

m>0

Proof. From (5), since the series of positive terms

Lmp — 2m
Zi (7)

m!
m=>0

is convergent, for every function ¢g € C([a, b]), (6) follows immediately from the Banach fixed point theorem. O

Lemma 3.3. Assume that m € N and that {¢o, ¢1, ..., ¢m} is a subset of C([a, b]). Then for every function ¢ € C([a, b]) we have that

+o0 L(b
19 = gmlloo < Z((,ia))HT(%) ool
k=m
L(b— m-—
+Z( ®—ar) \}T(gok_l)—wkum. (8)

|
k=1 — B!

Proof. We begin by applying the triangular inequality

le = ¢mlloc < |l = T™(@0) | o + [ T"(90) = T" (1)
+ [T o0 = T" @),
+oo [T () = TP (g o)
+o [ Tm—1) — @m|

Now as a consequence of (5) we obtain
[T D (@) = T (@) || o = [T (T (@r=1)) = T" (00 | o,

_ L —a?)m*

S T mon! IT(@-1) — @]

Therefore,

. m (L(b_a)Z)m—k
I = gml <l =T 0o + 32 =0

IT@e-1) — ]|
and finally (6) implies (8). O

Remark 3.1. Let us introduce the following notation, which we use hereafter: given k > 1, ny, m, € N we write

a a
Mj, ;= max ﬂ , ﬂ s
0S [0 I Ot |l
Dn -= MaX (t1+1 —t), ng=2,ti€ Ay,
0<<i<ng—1
= max (tizq1—1ti), Mg=2,ti€An,,
Pmy, o<iom_ ]( i+1 i) k = i my
pk - Tkai(h{pnk pmk}

Finally we arrive at the following estimation of the error.
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Theorem 3.1.Leth > 1, &g, ..., &1 > 0and 1 <k < h with
Pro1b — ) (28|, +4Mi—1 (b — @) < &_1.
Assume further that ¢g, g € C'[a, b] and G € C'([a, b] x [a, b] x R). Then the unique solution ¢ of the integral equation satisfies that

I (L(b — a)?)k h L(b — a)2)h—*
||¢’_€0h|w<lz_;%”7—@0)_(ﬂo”w+;%gkl~ 9)

Proof. In view of Lemma 3.3, we need to refine ||T(¢x—1) — ¢xlloo and for this purpose we use the definition (2) of the
operator T, so

X

X b
T( @) () = Yo + / g(s)ds + / / G(s.t. gt (D) dsdr

a
and from (3) and (4)

X

TP ®) — ()] < /|g(5) — P, (8)(s)| ds

a

X b
+ f f [Vi-1(5.0) = Q2 (Ya—1)(s. 1) dsdt.

We use the inequalities obtained in [1]:
lg = Pri (@ <2[&' ] Pricr- (10)
v - Q2 | W) oo < 4Mi-1 Pmy_, (b — @), (11)
so, for all x € [a, b],
T ®) = @] <2| '], Pr_y (= @) +4My1 Py, (b — D) (x — ).
We choose ¢;_1, for each k=1,2,...,h, such that
Pi—1(b—a)(2g'| , +4Mi—1(b — @) < &1,
so that, for all k=1,..., h,
IT@r=1) — @xc| o, < €1
and by Lemma 3.3, we obtain (9). O

4. Illustrative numerical examples

In this section we present some examples to show the efficiency of the presented method. The subset {t;};»1 chosen for
constructing the Schauder basis in C([0, 1]) and C([O, 11?) is

113 1 3 2k—1
0,1,=,—, >y —— .., ot
2°4° 4 2k k 2k

To define the sequence {¢p}ren introduced in (4), we choose as initial function ¢o = g and for all h > 1, we consider my = j
and nj, = j2. We include for j =17 in the first and second examples, and for j =9 and j =17 in the last ones, the absolute
errors committed in certain representative points x € [0, 1] when we approximate the exact solution y by the iteration ¢y
where h is shown in each example.

Example 4.1. Consider the problem given by
1
/ _uoX X
V' (x) =xe* +¢e —X—I—/xy(t)dt,

0
y(0)=0
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Table 1
Comparison of absolute errors for Example 4.1.
X CAS wavelet DT HPM Our
method in [4] method in [5] method in [14] method
0.1 1.3492 x 1073 1.0012 x 1072 0.2315 x 1073 1.0179 x 1077
0.2 1.1596 x 1073 2.7865 x 102 0.9259 x 1073 4.8277 x 1077
03 5.6715 x 1073 5.0873 x 1072 0.2083 x 1074 1.0178 x 106
0.4 5.9311 x 102 7.5536 x 1072 0.3704 x 1074 1.6193 x 1076
05 1.3233 x 1072 9.7189 x 1072 0.5787 x 10~ 2.3089 x 10~
0.6 4.3929 x 102 1.0955 x 107! 0.8333 x 1074 3.0935 x 1076
0.7 1.4120 x 102 1.0413 x 107! 0.1134 x 1073 3.9780 x 1076
0.8 1.3451 x 102 6.9451 x 1072 0.1481 x 1073 4.9957 x 10~
0.9 1.3205 x 102 1.0013 x 102 0.1875 x 073 6.1354 x 10~
2.5¢
2.0f

— Exact solution

1.5}

- Approximate solution

0.5}

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fig. 1. Plots of approximate solution obtained by our method and the exact solution for Example 4.1.

Table 2

Comparison of absolute errors for Example 4.2.
X CAS wavelet DT Our

method in [4] method in [5] method

0.1 2.1794 x 1074 1.6667 x 1073 3.7900 x 10~6
0.2 6.3855 x 104 6.0939 x 1073 1.5160 x 10~>
0.3 7.9137 x 10~ 1.3202 x 102 3.4110 x 10~°
0.4 2.1559 x 102 2.2914 x 102 6.0640 x 1073
0.5 4.9936 x 103 3.5158 x 1072 9.4750 x 10~
0.6 2.2173 x 1072 6.6965 x 1072 1.3644 x 1074
0.7 1.0565 x 1074 7.1243 x 1072 1.8571 x 1074
0.8 1.4323 x 1073 8.6398 x 1072 2.4256 x 1074
0.9 2.0775 x 102 1.0810 x 107! 3.0699 x 104

whose exact solution is y(x) = xe*. We compare in Table 1 the approximate solutions of this problem obtained by using
CAS wavelet approximating, differential transformation, and homotopy perturbation (HMP) methods included in [4,5,14]
respectively, with the 10th iteration of our method. See Fig. 1.

Example 4.2. Consider now the following problem appearing in [4] and [5]:
1
Y =1-3x+ [aywae
0
y(0)=0

with the exact solution y(x) = x. We approximate the solution by the 5th iteration of our method. Table 2 shows that
the numerical results of our method are better than results obtained in [4] and [5] by CAS wavelet approximating and
differential transformation methods respectively. See Fig. 2.

Example 4.3. Let us consider the nonlinear problem
1
Yx)=1- 11—0 e®*D cos(1) +/ %e("“)y(t) cos(y(0)) dt,
0
y(0)=0
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0.8¢

0.6f

0.4r

0.2r

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fig. 2. Plots of approximate solution obtained by our method and the exact solution for Example 4.2.

Exact solution

Approximate solution

Table 3
Absolute errors for Example 4.3.
X j=9,h=5 j=17,h=5
0 0 0
0.1 1.3853 x 107> 2.9956 x 1076
0.2 2.5281 x 1073 5.5981 x 1076
0.3 3.5902 x 10> 9.7780 x 1076
0.4 4.8637 x 1072 1.2998 x 107>
0.5 6.8237 x 107 1.7391 x 10>
0.6 9.0694 x 10> 2.2317 x 1073
0.7 1.0909 x 10~ 2.6603 x 1072
0.8 1.2638 x 10~* 3.3488 x 107>
0.9 1.4737 x 10~ 3.8782 x 107
1 1.7969 x 10~ 4.6006 x 10>
0.00020¢
0.00015¢
- .
0.00010¢ /// —<— j=9 and h=5
7 .
0.00005F g o ——=— j=17 and h=5
— B ,,,.'.'
R

0 01 0203 04 05 06 07 08 09 1

Fig. 3. Plots of absolute errors by our method for Example 4.3.
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whose exact solution is the function y(x) = x. Table 3 shows the absolute errors committed when the exact solution y is

approximated by the 5th iteration for j =9 and j = 17. See Fig. 3.
Example 4.4. Finally we consider the nonlinear problem
1
, 1
Yy (x)=2x+ g(—n +log(4)) + | tarctan(y(t))dt,
0

y(0)=0

whose solution is the function y(x) = x2. In Table 4 we exhibit the absolute errors when we approximate the exact solution

y by the 6th iteration for j =9 and j=17. See Fig. 4.
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Table 4
Absolute errors for Example 4.4.

P j=9,h=6 j=17,h=6
0 0 0
0.1 3.2161 x 104 9.0826 x 102
0.2 6.4323 x 1074 1.8165 x 107
0.3 9.6484 x 1074 2.7248 x 1074
0.4 1.2864 x 1073 3.6330 x 104
0.5 1.6081 x 103 45413 x 1074
0.6 1.9297 x 1073 5.4495 x 1074
0.7 2.2513 x 1073 6.3578 x 1074
0.8 2.5729 x 1073 7.2661 x 1074
0.9 2.8945 x 1073 8.1743 x 10~
1 3.2161 x 103 9.0826 x 1074

0.0035¢

0.0030F

0.0025}

0.0020}

—— j=9 and h=6

0.0015}

0.0010f P —«— j=17 and h=6

0.0005} e

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Fig. 4. Plots of absolute errors by our method for Example 4.4.
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Capitulo 5

Conclusions and open problems

In this thesis several numerical methods have been introduced in order to ap-
proximate the solution of a linear mixed Volterra—Fredholm integral equation,
a nonlinear Fredholm integral equation of the second kind and a nonlinear
Fredholm integro-differential equation. Although for the first one we have
developed in addition a collocation algorithm based on the properties of a
certain family of splines functions, we have focused on numerical methods of
iterative nature, which have been designed not only for that mixed equation
but also for the other two types of equations. Putting the emphasis on such
iterative methods, we have introduced them by means of the use of adequate
Schauder bases in Banach spaces of continuous functions appearing in a na-
tural way when expressing the solution of those equations as the fixed point
of an ad hoc operator between Banach spaces of that kind, as well as of the
specific properties of each equation. The corresponding algorithms have so-
me advantages, regarding some popular ones, that make them useful for the

numerical treatment of the equations under consideration. Let us mention
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Capitulo 5. Conclusions and open problems

some of their strengths:

e Despite the fact that our methods work with any Schauder basis in

the corresponding Banach space of continuous function, those handled
in this thesis, the usual ones, make easier their implementation in the

computer.

When dealing with Schauder bases which are smoother than the usual
ones —obtained as successive integration of such bases and, where appro-
priate, of their tensor products, the convergence order increases. With
the usual ones, the convergence order is the same as in the collocation
method, but unlike what happens in this classical method, in those
introduced by us we do not solve any system of nonlinear algebraical

equations.

Our family of numerical methods have the advantage of being very
easy to implement. The approximating functions are the sum of a
known function and integrals of piecewise uni or bivariate polynomials
of degree 1 or 2. As immediately follows from the properties of the usual
Schauder bases, the calculation of the coefficients of such polynomials
just requires linear combinations of several evaluations of the basic

functions at adequate points.

The concrete choice of the initial function turns out to be irrelevant,
since after some iterations its influence in the approximations disap-

pears completely.

When more nodes are used, the accuracy improves significantly, unlike

the number of iterations, which only carries much weight for low values.

e The numerical experiments illustrate the stated theoretical results.



65

Let us finally emphasize that, according to the obtained results, the
followin open problems seem to be natural extensions of those considered in
this thesis:

e Generalize the theoretical results and numerical algorithms to the set-
ting of vector-valued equations, and more specifically, with their values

in a Banach space.

e Extend the developed methods for functions with domains in RY, do-

mains do not necessarily boxes.

e Analyse in detail how the use of smoother Schauder bases determi-
nes the study of the error and the programming of the corresponding

numerical methods.
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