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RESUMEN

En este libro presentamos una innovacion educativa en el area de matematicas
dirigida a estudiantes de Bachillerato e inspirada en la observacion de los trabajos
artesanales de trenzado en las artesanias tradicionales de la region de Salta (Argentina).
A partir de la observacién de dicho trabajo, se propone a los estudiantes la
representacion grafica y modelizacion del proceso seguido en el trenzado, asi como el
analisis de algunas propiedades matematicas de los modelos construidos y su
generalizacion.

Esta innovacion didactica abarca principalmente contenidos matematicos del
campo de la combinatoria; especificamente los de grafo, particion y permutacion, pero
también involucra otros diferentes objetos matematicos y su simbolizacion. Aungue la
combinatoria es una parte con aparentemente poco peso en el curriculo de Bachillerato
es la base de la matematica discreta y pone en juego muchos objetos y procesos
matematicos. Es ademas un tema privilegiado para poner en practica la resolucion de
problemas, uno de los ejes del actual curriculo de matematicas.

En el primer capitulo se describe brevemente de donde ha surgido la idea de la
innovacion, se justifica la importancia del razonamiento combinatorio para el
estudiante, se analiza la presencia de los contenidos de interés en del curriculo basico y
se realiza un anélisis didactico del tema de combinatoria.

En el segundo se describen los objetivos de la innovacion en relacion con las
expectativas curriculares, el material utilizado y el disefio de la actividad constituido por
diversas tareas.

Aunque la experiencia estd pensada para trabajar con los estudiantes de
Bachillerato, no se ha podido llevar a cabo en este nivel. Por ello se presenta la
evaluacién de una experiencia realizada con un grupo de profesores de educacién

secundaria en formacion.
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Justificacion y Relevancia

CAPITULO 1. JUSTIFICACION Y RELEVANCIA

1.1 INTRODUCCION

Este capitulo estd dedicado a justificar y contextualizar la innovacion propuesta.
Primero describimos brevemente las motivaciones e ideas que han dado origen a la
innovacion: la experiencia docente previa de la autora en Argentina y la investigacion
previa en Etnomatematica, que proporciona el marco tedérico de nuestro trabajo.
Después revisamos indicaciones de diversos investigadores que remarcan la importancia
de una formacién en combinatoria en distintos niveles educativos, y en particular en
Bachillerato. Miramos el lugar que la combinatoria ocupa en los documentos
legislativos que regulan los curriculos educativos en Espafa, haciendo referencia a la
ley que se publica unos meses antes de la presentacion de este trabajo. Finalmente
realizamos un analisis de contenido de la combinatoria que sera nuestra referencia para

el trabajo que desarrollamos en los siguientes capitulos.

1.2 MOTIVACION PERSONAL

La idea de la innovacion que presentamos en este trabajo proviene de Argentina 'y
su cultura, donde he vivido un afio. La motivacién para esta eleccion es de caracter
personal: mi experiencia docente en educacion secundaria se ha realizado en la ciudad
de Buenos Aires y en ese entonces empezaron mis intereses hacia la investigacion y la
innovacion en la docencia. Esta experiencia ha condicionado que la eleccién del
artefacto alrededor del cual se organiza la innovacion se estableciera en el entorno
artesanal argentino, que tuve ocasién de conocer en ese periodo.

Otro acontecimiento de caracter personal que ha motivado el tema concierne a la
eleccion del tipo de artesania en que nos basamos. Desde la adolescencia habia estado
muy atraida por los quehaceres manuales que implicaban cualquier forma de tejido y
trenzado, aprendiendo a bordar, hacer croché, utilizar las agujas, realizar pulseras con
varias técnicas. Siempre he estado fascinada por las ingeniosas maneras en que estas
técnicas se traducian en lenguaje escrito -bajo la forma de esquemas, dibujos y codigos-
en los periodicos especializados del macramé. En todas estas formas de representacion
descubria ideas matematicas implicitas que podian ser Gtiles en el aula.
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Cuando se ha presentado la ocasién de entrar en contacto con unos artesanos que
elaboraban varias formas de trenzados, me he entusiasmado mucho con la idea. Mi
interés personal y mis anteriores destrezas en las manualidades han sido muy
provechosos a la hora de disefiar la innovacion y el material.

Finalmente parto de mi experiencia anterior de investigacion didactica en el
campo de la Etnomatematica (que describo brevemente a continuacion) y en el cual
realicé mi tesis doctoral (Albanese, 2014) y escribi algunos articulos que se
mencionaran a lo largo del trabajo. Esta experiencia de investigacion me ensefid mucho

sobre la docencia.

1.3. ETNOMATEMATICA

La Etnomatematica es un programa de investigacion en educacién matematica que
hunde sus raices en cuestiones filosoficas, histdricas y sobre todo antropoldgicas sobre
el conocimiento, en particular, el conocimiento matematico (D'Ambrosio, 2008) y sobre
su aprendizaje (Bishop, 1999).

El origen de esta area de investigacion se sitla en las investigaciones de
antropologos culturales durante la primera mitad del siglo XX, cuando estos
descubrieron y difundieron en la comunidad cientifica las diversas formas de entender y
hacer matematicas que caracterizaban a algunos pueblos indigenas.

Asimismo el estudio de la historia de las matematicas evidencia el desarrollo y
evolucion de las ideas y conceptos matematicos que utilizan hoy en dia los especialistas
de la disciplina y en particular sus profundas diferencias con las ideas y conceptos que
Se manejaron en otras epocas y regiones geograficas.

Estas dos lineas de investigacion refuerzan la concepcién de que el conocimiento
matematico es producto de la mente humana, en su sentido comunitario, y esta
fuertemente influenciado por los factores sociales y culturales que caracterizan la
sociedad, el momento historico y legado cultural de donde surge y evoluciona tal
conocimiento.

La clave de este marco es que existen y pueden coexistir contemporaneamente
diferentes formas de entender y hacer matematicas, sin que haya una jerarquia de
validez o efectividad entre una y otra, porque esta evaluacion depende del contexto en
donde se aplica ese conocimiento (Barton, 1999). En la recopilacién realizada por

Barton (2008) se explica y manifiesta como la vision del mundo, la formulacién de los
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problemas, y las formas de comunicacion que existen en matematicas, entendidas en su
acepcion mas amplia, puede ser muy distintas pero igualmente valiosas en el contexto
en que se utilizan.

Ahora bien, la Etnomatemaética se propone llevar a la educacion estas reflexiones
y lo hace de manera contextualizada, a menudo original, creativa, si bien a veces sin
conseguir del todo los objetivos que se propone (no se puede olvidar que existen varias
posturas criticas dentro -como afuera- del mismo marco de la Etnomatematica).

Una de las posibilidades que se investigan desde la Etnomatemaética es buscar
similitudes y diferencias entre las matematicas practicadas por grupos culturales
determinados, como los gremios -en nuestro caso el artesanal- y la “matematica
formal”. El andlisis de la actividad matematica de los artesanos explicita o implicita
permite aprovecharla a la hora de disefiar actividades y tareas para el aula escolar que
tengan conexién con la vida cotidiana y la practica respetando la vision matematica de
quien maneja originariamente los conceptos implicados.

La finalidad de estas innovaciones didacticas seria interesar a los estudiantes por
los productos culturales y aumentar su valoracion hacia la matematica como
instrumento que permite analizar estas actividades y productos. Indirectamente se
pretende mejorar las actitudes de los alumnos hacia la matematica y de este modo su
aprendizaje, pues es sabido la influencia de las actitudes en el mismo.

Los trenzados que elegimos como objeto de esta innovacion fueron estudiados
desde esta perspectiva. El disefio de las actividades que detallaremos en el capitulo
siguiente se propone respetar estos principios de la Etnomatematica. Por ejemplo se
presenta de forma fiel la modelizacion del trenzado sin imponer la concepcién escolar
sobre la artesanal. Asimismo se relaciona el contexto practico y el entorno en donde ha
surgido la artesania con el conocimiento matematico. Finalmente se induce en los
estudiantes la actividad de modelizacion de una forma progresiva como parte de la

actividad que se realiza en el aula.

1.4. RAZONAMIENTO COMBINATORIO, Y SU IMPORTANCIA EN LA
FORMACION DEL ESTUDIANTE

El principal contenido matematico implicito en la innovacion docente que
presentamos es de tipo combinatorio; (entendida la combinatoria en un sentido amplio).

Esta rama de las matematicas estudia los conjuntos finitos (o discretos) y las
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configuraciones que pueden obtenerse a partir de sus elementos mediante ciertas
transformaciones que cambian su estructura (permutaciones de sus elementos) o su
composicion (obtencion de muestras o subconjuntos) (Batanero, Godino y Navarro-
Pelayo, 1994).

Una de las razones por las que existen posibilidades practicamente inagotables de
crear construcciones discretas, llamadas configuraciones combinatorias, es que las
acciones mencionadas se pueden aplicar mas de una vez, y en las combinaciones mas
diversas. Dichas configuraciones son el objeto de estudio de la Combinatoria,
especialmente los procesos de formacién y recuentos de las mismas.

De acuerdo a Batanero, Godino y Navarro-Pelayo (1994), actualmente la
Combinatoria es un amplio campo de la Matematica con numerosas aplicaciones
tedricas y préacticas, que ha tenido profundas implicaciones en el desarrollo de varias
disciplinas y en particular de algunas ramas de la Matematica.

Aunque usualmente pensamos que la combinatoria se reduce al aprendizaje de las
formulas de variaciones, combinaciones y permutaciones, Batanero, Godino y Navarro-
Pelayo (1997) indican que la combinatoria es el arte de contar sin contar e incluye
diferentes tipos de problemas: problemas de existencia (ver si existe 0 no una
configuracion dada), problemas de recuento (calcular el nimero de soluciones de un
problema particular), problemas de optimizacion (encontrar una solucion 6ptima a una
problema y problemas de enumeracion (listar sistematicamente todas las posibles
soluciones a un problema).

Generalmente asociamos la Combinatoria a la probabilidad, pues la capacidad de
analisis combinatorio es necesaria en muchos problemas de esta materia. Kapur (1970)
menciona que la Combinatoria brinda oportunidades a los estudiantes de realizar
actividades caracteristicas de la Matematica como hacer conjeturas, generalizar, indagar
la existencia de soluciones, cuestiones de optimizacion, entre otras. Ademas, crea en el
estudiante la costumbre de examinar todas las posibilidades, enumerarlas y hallar la
mejor alternativa, contribuyendo al pensamiento sistémico.

Veremos también en el analisis de contenido que, ademas de lo que usualmente
conocemos como operaciones combinatorias (variaciones, combinaciones 'y
permutaciones), la combinatoria elemental incluye numerosos conceptos, propiedades y
lenguaje especifico.

La combinatoria se caracteriza también por el empleo de estrategias para la

resolucion de los problemas descritos e introduce el estudiante a una forma de
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razonamiento denominado justamente combinatorio. Mencionamos, por ejemplo, el
método de recuento basado en la construccién de una correspondencia entre el conjunto
a determinar y un subconjunto de los numeros naturales, o la sistematizacion del
recuento con el uso de diagramas a arbol.

Este contenido nos parece relevante para los estudiantes de secundaria, pues en el
trabajo de Batanero, Godino y Navarro-Pelayo (1994) se evidencian razones, basadas en
estudios de psicologia cognitiva, de las cuales resulta la importancia de educar nifios y
sobretodo adolescentes en el razonamiento combinatorio. Los autores argumentan, por
ejemplo, que muchos de los errores frecuentes en el trabajo con la probabilidad son
debidos a falta de razonamiento combinatorio.

Describen ademas una serie de errores en los estudiantes de educacion secundaria,
tales como: no considerar el orden cuando hay que considerarlo o al contrario, enumerar
de manera no sistemética, confundir el tipo de elementos que hay que combinar (por
ejemplo, distinguibles con indistinguibles).

El discurso de estos autores parte de los estudios de Piaget e Inhelder (1951) que
han demostrado que los esquemas combinatorios juegan un papel importante en el
desarrollo de las operaciones formales en los adolescentes. Ahora bien, la intuicion
combinatoria -como toda intuicion de impronta matematica- mejora notablemente en
cuanto se estimula su desarrollo, pero en el caso de la combinatoria este proceso no es
espontaneo y necesita de una ensefianza previa.

Segun Batanero, Godino y Navarro-Pelayo (1994), debido a que la Combinatoria se
encuentra aislada del curriculo espafiol, a la dificultad propia del tema de Combinatoria
y que, por lo general, su ensefianza se presente sin conexién con los demas temas del
curriculo, provoca que en algunos casos se omita su ensefianza y, cuando se ensefia el
tema, se basa principalmente en el aprendizaje de las férmulas de combinatoria y en la
realizacion de ejercicios estereotipados. Podemos entonces afirmar que una educacion
que mire al desarrollo cognitivo del estudiantes tendria que contemplar actividades que
impulsen la incorporacion del razonamiento combinatorio como herramienta para la

resolucion de problemas.

Interés del estudio de grafos
En nuestro trabajo apareceran algunos grafos como elementos de representacion y
modelizacién del trabajo artesanal. Asimismo Coriat, Sancho, Gonzalvo y Marin

(1989), indican que el estudio y utilizacion de grafos proporciona instrumentos,
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aproximaciones y estrategias para conseguir una educacion que favorece el desarrollo
en los estudiantes de competencias cuales aprender a pensar, afrontar situaciones nuevas
y manejar la informacion de forma adecuada.

Estos autores insisten en las potencialidades de los grafos como representacion
grafica en su funcion modelizadora de la realidad. Precisan que una gréfica es un grafo
cuando se constituye solo de puntos (nodos) y flechas (aristas). Desde el punto de vista
matematico un grafo es un conjunto de nudos, también llamados vértices, unidos por
enlaces (segmentos o flechas) llamados aristas o arcos, que permiten representar
relaciones binarias entre elementos de un conjunto. En nuestro trabajo consideraremos
solo algunas propiedades y relaciones sencillas en los mismos.

Esta seria una definicion intuitiva general, aunque puede haber grafos sin aristas
(s6lo con vértices aislados) que se denominan grafos vacios y otros en que las aristas
pueden tener una direccion (grafo orientado). Los puntos méas importantes de los grafos
son la cantidad y conectividad entre vértices, el nimero de aristas total y que convergen
en un veértice. Dos grafos son isomorfos si estas caracteristicas no cambian por
transformaciones topoldgicas (estiramientos o acortamientos).

Algunos autores como Vergel, Molina y Echeverri (2005) resaltan el interés de su
uso incluso desde el comienzo de la educacion secundaria. Se basan en que en las
teorias de Piaget sobre la intuicion geométrica el autor afirma que las primeras
intuiciones espaciales son de tipo topoldgico, es decir, intuiciones sobre las propiedades
globales del espacio independientes de la forma y el tamafio.

Recurrir a los grafos para la modelizacion de un problema necesita de tres fases:
la identificacion de los elementos (nudos) y de sus relaciones (aristas), que lleva a la
construccion del grafo que describe la situaciéon planteada; la reformulacion de la
pregunta en términos de encontrar alguna propiedad del grafo; la resolucion en el grafo.

La primera fase implica un nivel de generalizacion alto, pero conlleva la ventaja
que la resolucién después suele ser bastante intuitiva. Ademas muchos problemas
aparentemente distintos se revelan equivalentes con lo cual se fomenta la

transferibilidad de los conocimientos entre situaciones y contextos diversos.

1.5. PRESENCIA DEL TEMA EN LAS ORIENTACIONES CURRICULARES

Nuestro trabajo se fundamenta también en el hecho de que en el Curriculo Base de
la LOMCE (MECD, 2015) -BOE 3 de enero del 2015, RD 1105/2014- se incluyen
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explicitamente contenidos de combinatoria en los diferentes niveles de ESO y
Bachillerato. En la Tabla 1.1 recogemos los que aparecen dentro del Bloque 5
"Estadistica y probabilidad™, en todos los niveles.

Observamos que la mayoria de los contenidos hacen referencia a técnicas de
recuento y al uso de diagramas a arbol, al servicio del calculo de la probabilidad, por
ejemplo, para enumerar los resultados de un espacio muestral y para resolucion de
problemas mediante la regla de Laplace. También se mencionan las tablas de recuento
en 1°y 2° de la ESO. Las formulas de las permutaciones y factorial de un nimero
aparecen en 3° curso y las de combinaciones y variaciones en 4° curso. De nuevo se
repiten en Bachillerato; hay que tener en cuenta también que en el estudio de las
distribuciones discretas de probabilidad, como la distribucion binomial que se incluye

en este nivel, los alumnos necesitan usar combinatoria.

Tabla 1.1. Contenidos combinatorios en el Blogue de Estadistica y Probabilidad

19y 20 ESO Espacio muestral en experimentos sencillos. Tablas y diagramas de arbol sencillos (p.

413).

3°ESO . . . . . .

. Diagramas de arbol sencillos. Permutaciones, factorial de un nimero (p. 394).
matematica
académica
4°ESO Introduccion a la combinatoria: combinaciones, variaciones y permutaciones. Célculo
matematica de probabilidades mediante la regla de Laplace y otras técnicas de recuento (p. 398).
académica
4°ESO Técnicas de recuentos como los diagrama en arbol (p. 407).
matematica
aplicada
(B;rﬁgglslerato Aplicacion de la combinatoria al calculo de probabilidades (p. 422 y p. 385).

modalidades)

Asimismo destacamos en la Tabla 1.2 algunos contenidos del Bloque 2 "Numeros
y algebra" que se pueden relacionar indirectamente con la combinatoria. Pues la
combinatoria es un tema propicio al estudio de regularidades y propiedades, asi como al

uso del lenguaje algebraico.

Tabla 1.2. Contenidos combinatorio en el Blogue de "NUmeros y algebra”

3°ESO Investigacion de regularidades, relaciones y propiedades que aparecen en conjuntos
matematica de nameros. Expresion usando lenguaje algebraico. (p. 392 y 401)

académicay

aplicada
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Si bien los criterios de evaluacién de este contenido indican las expresiones
simbolicas y el algebra como medio matematico para tratar este contenido, no hay que
olvidar que la combinatoria también proporciona un amplio abanico de técnicas para
investigar relaciones entre conjuntos de nimeros, en particular con sus subconjuntos y
que describiremos en el anlisis de contenido.

Cabe destacar, ademas, que el estudio de la Combinatoria contribuye al desarrollo
de contenidos del Bloque 1 "Procesos, métodos y actitudes en matematicas" que es

trasversal y comun a toda la etapa. En la Tabla 1.3 mencionamos esos contenidos:

Tabla 1.3. Contenidos del Blogue de "Procesos, métodos y actitudes en matematicas" que se
ejercitan con la combinatoria

ESO — Estrategias y procedimientos puestos en practica: uso del lenguaje apropiado
(gréfico, numérico, algebraico, etc.), reformulacion del problema, resolver
subproblemas, recuento exhaustivo, empezar por casos particulares sencillos,
buscar regularidades y leyes, etc. ....

— a). la recogida ordenada y la organizacion de datos. b). la elaboracién y creacién de
representaciones graficas de datos numéricos, funcionales o estadisticos. (p. 391 y
p. 409)

— Soluciones y/o resultados obtenidos: coherencia de las soluciones con la situacion,
revision sistematica del proceso, otras formas de resolucion, problemas parecidos,
generalizaciones y particularizaciones interesantes. Iniciacion a la demostracion en
matematicas: métodos, razonamientos, lenguajes, etc. Métodos de demostracion:
reduccion al absurdo, método de induccion, contraejemplos, razonamientos
encadenados, etc. Razonamiento deductivo e inductivo Lenguaje gréfico,
algebraico, otras formas de representacion de argumentos.

— Practica de los proceso de matematizacién y modelizacion, en contextos de la
realidad y en contextos matematicos. (p. 414)

Bachillerato
(matematicas)

Bachillerato — Anélisis de los resultados obtenidos: coherencia de las soluciones con la situacion,
(matematicas revision sistematica del proceso, otras formas de resolucion, problemas parecidos.
aplicadas a las (p. 382)

ciencias

sociales)

El desarrollo del razonamiento combinatorio ofrece de manera privilegiada el
alcance de muchos de los contenidos expuestos en esta tabla.

En la tesis de Espinoza (2011) se muestra, ademas, la presencia de la
Combinatoria en los libros de texto espafioles de educacidon secundaria de la etapa
especialmente en el tema de probabilidad. Sin embargo la mayoria usa la calculadora
como Unico recurso didactico. Por tanto la actividad que proponemos puede contribuir a

aumentar los recursos que incorporen los estudiantes a su trabajo con la combinatoria.
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Los estandares estadunidenses

Para completar este apartado ponemos de manifiesto que en los Principios y
Estandares para le educacion matematica (NCTM, 2000) de Estados Unidos, hay tres
areas que integran a la combinatoria y matematica discreta y son: la combinatoria, la

interaccion y recursion y los grafos. Nos interesan la primera y la Gltima.

La combinatoria es la matematica de contar sistematicamente. La iteracion y la
recursion se utilizan para modelizar el cambio secuencial paso a paso. Los grafos se
usan para modelizar y resolver problemas de caminos, redes y relaciones entre un
namero finito de objetos (NCTM, 2000, p. 33).

Con respecto a la combinatoria, en la etapa K 9-12 los conceptos de permutacion
y combinacién aparecen en el bloque de "NUmero y operaciones” como una evolucion
del trabajo con listas organizadas y con diagramas a arboles que se aprenden a manejar

en los niveles anteriores.

Las listas organizadas y los diagramas de arbol que los estudiantes utilizaron en los
niveles elemental y medio para el recuento de resultados o calcular probabilidades,
pueden usarse ahora para trabajar con permutaciones y combinaciones (NCTM, 2000, p.
298).

El empleo de grafos en la etapa K 9-12 se inserta en el bloque de "Geometria™ con
la expectativa de utilizarlo para modelizar y resolver problemas (p. 312) y precisamente
para la busqueda de soluciones dptimas cuando los problemas tratan de caminos, redes
o relaciones entre un namero finito de objetos.

Observamos que, a diferencia del curriculo base espafiol donde los grafos
aparecen solo como arboles para la sistematizacion en problemas de recuento, en los
Principios y Estandares el estudio de grafos se plantea de una forma mas completa,

abarcando varias nociones relacionadas a la propia teoria de grafos.

El que sigue es un problema de Matematica Discreta. Se pueden utilizar grafos para
hallar las soluciones 6ptimas de problemas relativos a caminos, redes o relaciones entre
un namero finito de objetos (NCTM, 2000, p. 321).

Asimismo los Principios y Estandares insisten en la importancia de que el
estudiante, en esta etapa, adquiera una vision global de las matematicas y evidencia el
potencial de los temas de combinatoria y grafos para el desarrollo de las conexiones
entre varias ramas de esta disciplina. ElI hecho de que en el curriculo espafiol tales
contenidos se encuentran en el bloque de probabilidad mientras en los Principios y
Estandares estadunidenses estos se encuentran en otros bloques es una clara sefial de las

potencialidades que estos temas presentan a la hora de crear conexiones.
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Capitulo 1

1.6. ANALISIS DIDACTICO

La nocion de andlisis didactico en la investigacion en Didactica de la Matematica
tiene multiplices significados. Aqui nos orientamos a considerarlo como un
"procedimiento de disefio, desarrollo y evaluacion para un tema matematico concreto,
fundamentado en la nocion de curriculo, sostenido por los organizadores curriculares"
(Lupiafiez, 2009, p. 34-35), que realiza el profesor para planificar, llevar a cabo y
valorar su practica docente.

El andlisis didactico se articula en analisis conceptual, anélisis cognitivo, analisis
de instruccion y analisis de actuacion, manteniendo una correspondencia directa con las
cuatro dimensiones del curriculo, cultural-conceptual (como se entiende el
conocimiento), cognitiva (como se interpreta el aprendizaje), normativa (como se

interpreta la ensefianza), social (como se evalta el dominio y utilizo de lo alcanzado).

1.6.1 ANALISIS DE CONTENIDO

El andlisis de contenido tiene el propdsito de describir la estructura matematica
del topico en cuestion como herramienta para la planificacion del profesor (Rico,
Lupiafiez y Molina, 2013). Este analisis permite al profesor identificar los componentes
del significado de los conceptos que intervienen en un tema y proporciona una
descripcion estructurada, tanto conceptual como procedimental del mismo. Los
organizadores que aqui emplearemos para ello son: estructura conceptual, sistema de
representacion y fenomenologia. A su vez la estructura conceptual se compone del

campo conceptual y del campo procedimental.

Campo conceptual
A continuacion se presentan los componentes del campo conceptual, donde

diferenciamos Hechos, Conceptos y Estructuras:

Hechos

Siguiendo a Rico (1995), los hechos son unidades de informacién dadas al
estudiante para que las recuerde y se pueden clasificar en términos, notaciones,
convenios y resultados.

Términos: Son las palabras con que se indican los conceptos o las relaciones entre

ellos. Pueden ser especificos de matematicas, o bien tomados del lenguaje ordinario,
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Justificacion y Relevancia

pero usados con sentido matematico. Entre otros, hemos encontrado los siguientes

asociados a nuestra propuesta:

- Grafo, vértice o nodo;

- Bucle, Camino. Ciclo, Circuito, Paseo

- Grafo completo, conexo, orientado (digrafo), no orientado
— Orden y medida del grafo

- Nexos/Aristas/arcos

- Conjunto, elemento, subconjunto

- Aplicacién, imagen, rango; aplicacion biyectiva, inyectiva, sobreyectiva
- Union, interseccién, complemento

- Particion

- Factorial

—  Numero combinatorio

- Permutaciones con/sin repeticion u ordinarias

- Variaciones con/sin repeticion u ordinarias

— Combinaciones con/sin repeticion

Notaciones: Son los simbolos que se utilizan en matematicas para expresar 10s
conceptos, datos, resultados -y las relaciones entre ellos- en forma abreviada. Estos
tienen una funcion instrumental, ya que permiten trabajar con ellos. Algunos ejemplos

en el tema son los siguientes:

- El punto « para nudos/vértices

- Laflecha — para nexo o arista orientado. La linea si no es orientado

-V conjunto de vértices o nudos

- E conjunto de aristas (pareja ordenadas de V)

-  G=(V, E) para el grafo

- |V| orden del grafo

- Sy para el conjunto de n elementos

— n! factorial de n

- Vpkx Numero de variaciones ordinaria configuraciones ordenadas de k
elementos tomados de un conjunto de n elementos (k<n).

- VRpxnlmero de variaciones con repeticion o configuraciones ordenadas de k
elementos, tomados de un conjunto de n elementos, de forma que cada
elemento puede estar mas de una vez.

- P, ndmero de permutaciones ordinarias o configuraciones ordenadas de todos
los elementos de un conjunto de n elementos.

- Pnr nimero de permutaciones con repeticion o configuraciones ordenadas,
r=(ry,rz,rs...,fp), CON ri+rp+rs+..+ry,=n, distintos conjuntos ordenados de n
elementos con r; elementos repetidos

-  Cmpnp numero de combinaciones ordinarias o subconjunto de k elementos
elegidos entre n elementos (k<n).

13
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Convenios:

CRnxnmero de combinaciones con repeticion o subconjuntos de k elementos
de un conjunto de n elementos, de forma que cada elemento puede estar hasta

k veces.
n , . .
(k) ndamero combinatorio

Son acuerdos sobre

cébmo se manipulan los simbolos vy

representaciones que permiten, entre otros, presentar un resultado o informacion de

manera precisa. Algunos ejemplos son los siguientes:

El nimero de permutaciones del conjunto vacio 0!=1
Una particién de un conjunto estd formada por subconjuntos disjuntos cuya

union es igual al conjunto original

Llamamos biyectiva a una aplicacion tal que a cada elemento de un conjunto
corresponde uno y solo un elemento del conjunto imagen.

Llamamos medida del grafo al nimero de aristas.

Llamamaos orden del grafo al nimero de vertices.

Resultados: Son unidades de informacion que se obtienen mediante relaciones

entre términos, y que el estudiante ha de memorizar. Unos ejemplos de ellos son las

formulas para calcular el nimero de combinaciones, permutaciones y variaciones.

Reglas de la sumay del producto

Variaciones sin repeticion
Variaciones con repeticion
Permutaciones sin repeticion
Permutaciones con repeticion

Combinaciones sin repeticion

Combinaciones con repeticion

Otros ejemplos serian:

n!
" (n=k)!
k
VR, =n
P, =n!
n n!
PRutn = ir,l.r!
rint.r!
n!

CWKZ(EJ:(n—k)m

n+k-1
CR,, = )

— El nimero de subconjuntos con el mismo ndmero de elementos en una

particion ha de ser un divisor del cardinal del conjunto.

— En un grafo orientado la direccion de los caminos o circuitos no cambia por

transformaciones topolégicas.
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— En una particion el cardinal del conjunto total es igual a la suma de los

cardinales de los subconjuntos que forman la particion.

Conceptos
Los conceptos (Rico, 1997) describen regularidades o relaciones de un grupo de
hechos. Tienen asociados simbolos para representarlos; se pueden definir. A

continuacion se presentan los mas importantes en el tema:

- Conjunto; cardinal de un conjunto; orden, permutacion.

— Grafo, nodos, aristas caminos, circuitos, bucles.

— Orden y medida de un grafo.

- Subconjunto vacio, conjunto total.

- Union e interseccion de conjuntos, particion.

- Aplicacion, original e imagen.

- Composicion de aplicaciones.

- Poblacién, tamafio de la poblacién, muestra, tamafio de la muestra.

- Modelos combinatorios: modelo muestral (poblacion, muestra, muestreo
ordenado/no ordenado, remplazo); modelo distributivo (correspondencia,
aplicacion); modelo partitivo (conjunto, subconjunto, union).

— Operaciones combinatorias: combinaciones, variaciones, permutaciones.

Estructuras
Las estructuras conceptuales agrupan conceptos y relaciones entre conceptos. Las

que aparecen en nuestra innovacion son principalmente tres:
— La teoria de conjuntos

- Conjunto, elementos, cardinal, orden

- Conjuntos complementarios, union, interseccion

- Conjunto vacio, total

- Algebra de conjuntos

- Particion

- Aplicaciones y sus elementos

- Tipos de aplicaciones; composicién de aplicaciones

— Grafos:
- Vertices y aristas
- Caminos, circuitos
- Orden y medida del grafo
- Grafo dirigido y no dirigido
- Grafos simples, conexos, completos, etc.

— Operaciones combinatorias:
- Permutaciones, con o sin repeticion
- Variaciones, con o0 sin repeticion
- Combinaciones, con o sin repeticion
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Capitulo 1

- Modelos combinatorios (colocacion, particion y seleccion)

Campo procedimental

Ademas de los conceptos y propiedades son importante también los procedimientos
(algoritmos, estrategias, técnicas de célculo) que son objeto de ensefianza (Godino,
Batanero y Font, 2003). Por su parte Rico (1997) diferencia tres niveles de complejidad

en los procedimientos que son destrezas, razonamientos y estrategias.

Destrezas

Implican el dominio de los hechos y procedimientos, y manipulan simbolos y
transformaciones. Algunos de los ejemplos en el tema son:

- Utilizacidn correcta de los términos matematicos basicos en el tema.

- Representacion de aristas, caminos y circuitos en un grafo.

- Manejo de operaciones con factorial y nimero combinatorio.

- Realizacién de operaciones aritméticas.

- Organizacion de los datos.

- Creacidn y lectura de representaciones graficas sencillas.

- Aplicar una simbolizacién a los vértices de un grafo siguiendo el orden
alfabético.

- Indicar adecuadamente el sentido de movimiento entre los vértices de un
grafo mediante una flecha.

- Reconocer circuitos en un grafo.

Razonamientos
Suponen establecer relaciones de inferencia entre conceptos, deducir unos conceptos
de otros y establecer nuevas relaciones entre ellos.

- Anadlisis de caso sencillos de trenzado e identificacién de su representacion en
un grafo dado.

- ldentificacién de regularidades sencillas en un grafo dado.

- ldentificacién de elementos que se permutan entre si, dentro de un grafo que
representa un trenzado.

- Analisis de ejemplos u contraegjemplos que cumplen una propiedad.

- Enumeracion sistematica.

- Aplicacion creativa de la regla de la suma y producto.

- Aplicacion del principio de inclusion y exclusion.

Estrategias
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Justificacion y Relevancia

Se ejecutan sobre la red de conceptos, empleando los diversos sistemas de

representacion. No solo requieren el dominio de los conceptos, sino que también

requieren creatividad para hallar las nuevas relaciones. Algunos ejemplos serian:

Recursion (el procedimiento contiene una version de si mismo como
subprocedimiento; reducir el problema a uno mas sencillo, razonar sobre lo
hecho, expresar la reduccion en forma de algoritmo o expresién recurrente.
Induccion (definir un objeto en términos de unos o varios ejemplos mas
simple de si mismo).

Induccion completa [Verificar f(1); Comprobar que f(k-1) implica f(Kk);
deducir que se verifica f(n), para todo n natural].

Recuento exhaustivo o enumeracion sistematica.

Matematizacion y modelizacion (construccion de un grafo para modelizar una
situacion).

Sistemas de representacion

Por representacion se entiende cualquier forma que empleamos para hacer

presente un objeto matematico abstracto. Diversas representaciones permiten destacar

diferentes particularidades del objeto (concepto, propiedad, procedimiento) al que se

hace referencia, a la vez que facilitan la compresion y el trabajo con el mismo. A

continuacion exponemos las distintas formas de representacion que encontramos en

nuestra actividad

— Simbolico: incluye simbolos y expresiones algebraicas que representan

conceptos, operaciones, resultados, datos. En el apartado de notaciones se
detallan los que usamos en combinatoria. En la innovacién utilizaremos letras
para simbolizar los vertices, las permutaciones de vértices y las particiones
del conjunto de vértices.

Verbal: serian todos los términos, las palabras que utilizamos para referirnos
a los conceptos, operaciones etc. Incluyen todas las descritas en el apartado

anterior.
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Figura 1.1. Algunas representaciones usadas en el disefio o anélisis de la actividad

— Grafico: los grafos y los diagramas en arbol son representaciones graficas que
tienen un papel clave en combinatoria. En nuestra innovacion hemos usado
fundamentalmente grafos, pero también fotografias, esquemas (de la carta).

— Tablas: en combinatoria serian una ayuda para el recuento sistematico.
Nosotros las hemos utilizado en el Capitulo 2 para realizar un anélisis de la
actividad.

— Manipulativo: en la innovacion que presentamos proponemos una novedosa
representacion manipulativa para trabajar con el concepto de grafo. Nos
referimos a la carta, los hilos del trenzado y las muestras de material de

artesania.
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Justificacion y Relevancia

Para aclarar estos tipos de representacion mostramos en la Figura 1.1 algunos

ejemplos de estos tipos utilizados en la innovacion.

Fenomenologia

La Fenomenologia mira a las relaciones entre las matematicas y las experiencias
del mundo fisico. Esta incluye situaciones (medios donde las estructuras matematicas
tienen regular uso) y contextos (marco en donde las matematicas tienen unas funciones
para resolver necesidades que se presentan).

Para las situaciones, en el marco de las evaluaciones PISA (OECD, 2012), se
distingue entre personales, educativas o laborales, publicas y cientificas.

— Personal: las situaciones personales se centran en las actividades del
individuo, su familia y su grupo de iguales. Pueden ser relacionadas a la
salud, los juegos, el ocio, etc.

— Laborales o educativas: los problemas clasificados en esta categoria se
centran en el mundo laboral. Abarca aspectos como la gestion de
presupuestos, la planificacion, el control de calidad, el disefio, y la toma de
decisiones.

— Pdblicas: se centran en los aspectos relacionados con la comunidad, en sus
distintos niveles, local, nacional o global. Alcanza aspectos como el
transporte, la politica y las elecciones, la demografia, la economia, la prensa o
publicidad.

— Cientificas: aplicacion de las matematicas al mundo natural y a temas
relacionados con la ciencia y la tecnologia: fisica, genética, quimica,
ecologia, informatica, etc.

En el caso de nuestra innovacion podemos darle un doble caracter. Por un lado
se trata de una situacion laboral, ya que analizamos el trabajo realizado en una
comunidad artesanal desde un punto de vista matematico. También podemos verlo
como un contexto social para el caso de los profesores con los que se realizd la
experiencia, pues se centra en una practica artesanal en su propia comunidad.

Es posible encontrar otros contextos en cualquiera de los tipos anteriores donde
se destaca el uso de la combinatoria (ver Batanero, Godino y Navarro-Pelayo, 1997 para

otros ejemplos):
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Personal: calculo de probabilidades en cuestiones de la vida diaria. Matematica
recreativa; manualidades.

Laboral: la optimizacién (el estudio de caminos minimos, o de menor coste); la
planificacion de proyectos; almacenamiento y codificacion de la informacion.

PUblico: juegos de azar (loterias); prevision de ganancia o de valor esperado de
una empresa o de un pais; problemas de gestion de transporte y tréfico.

Cientifico: planificacion de investigaciones; el calculo de probabilidades; la
mecénica de particulas los modelos de Bose- Einstein y Fermi-Dirac; enumeracion de

simetrias en cristalografia; movimiento Browniano.

1.6.2 ANALISIS COGNITIVO

El analisis cognitivo se ocupa de las cuestiones inherentes al proceso de
ensefianza y aprendizaje y comprende los siguientes apartados: a) las expectativas de
aprendizaje, es decir lo que se pretende del estudiante y que se describen en términos de
objetivos y competencias; b) las limitaciones del aprendizaje, que describe los errores y
dificultades que los estudiantes pueden encontrarse al trabajar el tema y que el profesor
tiene que tener en cuenta y posiblemente prevenir o resolver para facilitar el
aprendizaje; y c) las oportunidades de aprendizaje, que son los tipos de tareas que se
propone para conseguir los objetivos. A continuacion describimos las limitaciones y las
oportunidades de aprendizaje. Las expectativas de aprendizaje se incluyen en el

Capitulo 2, donde se analiza con detalle el disefio de la innovacion.

Limitaciones del aprendizaje

Las principales limitaciones que podemos esperar en la innovcion son de tres
tipos: ligadas a las operaciones combinatorias, ligadas al estudio de grafos y generales

(ligadas a la actividad de modelizacion y resolucion de problemas).

De tipo combinatorio

Vemos algunas dificultades ligadas a la resolucion de problemas combinatorios
que hemos recopilado a partir de las investigaciones descritas por Batanero, Godino y
Navarro-Pelayo (1994).
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La sistematizacion de la enumeracion: son muchos los estudiantes que,
incluso llegado el periodo de las operaciones formales siguen estrategias no
sistematicas, con el resultado de repetir elementos o no llegar a dar una lista
completa.

La identificacién del conjunto a enumerar: se debe a la interpretaciéon del
enunciado de los problemas, de modo que no se comprende la naturaleza del
conjunto o no se identifican sus elementos.

La comprension de las condiciones de la particion: numero de partes,
elementos en cada parte, etc.

La eleccion de la notacion que sea apropiada: esta es una dificultad que puede
darse en nuestro trabajo si no se es capaz de simbolizar los grafos
construidos.

La percepcion de los parametros que intervienen en el enunciado como

variables.

Algunos errores que se han detectado en los estudiantes a la hora de resolver

problemas combinatorios son (Navarro-Pelayo, Batanero, Godino, 1996; Batanero,

Navarro-Pelayo y Godino, 1997):

Error en reconocer el modelo matematico del enunciado, por ejemplo cambiar
una seleccion por una particion.

Error de orden, considerar relevante el orden cuando no lo es o viceversa, que
equivale a confundir variaciones por combinaciones.

Error de repeticion, cuando se repiten elementos en caso que se contemple
esta posibilidad en el enunciado o viceversa.

Confundir el tipo de objetos, por ejemplo no distinguirlo cuando hay tipos
diferentes, o si hacerlo cuando son iguales.

Errores en el uso de las formulas, no recordar el significado de los

parametros, o equivocarse en las formulas.

Muchos de los errores que se enumeran estan relacionados a no comprender el

esquema que se proporciona en la Figura 1.2.
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Figura 1.2 Mapa de los interrogantes para distinguir las operaciones combinatorias.

Sobre grafos

Las principales dificultades serian las siguientes
- ldentificar los vértices y su nimero a partir de la actividad propuesta.
— Identificar las aristas, caminos y circuitos.
- Crear un grafo que se ajuste a las condiciones del problema.
- Simbolizar adecuadamente los elementos del grafo.
- ldentificar las propiedades que ha de cumplir el grafo para que represente la
situacion.

- Generalizar propiedades de un grafo a otro de orden superior.

Algunos errores que se han visto al realizar la actividad son:

Error en el numero de vértices o en la identificacion de las aristas.

—  Confundir el tipo de circuitos que cumplen la condicion pedida (disjuntos o
no disjuntos).

—  Confundir el sentido del movimiento en un grafo orientado.

— No identificar la simetria de los circuitos.

Sobre resolucion de problemas

Puesto que se trata de una actividad de modelizacion y resolucion de problemas
podemos encontrar las siguientes dificultades:

- Dificultad en abstraer la realidad (actividad artesanal) para llegar al modelo

matematico.
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- Dificultad en el trabajo con el modelo matematico (con grafos, particiones y
permutaciones).

- Dificultad al cambiar de una representacion del modelo a otra diferente.

- La fijacion de variables en los problemas complejos, para establecer un
método de contar con una restriccion afiadida y luego prescindir de ella
generalizando.

- Lageneralizacion a partir de unos casos particulares (recursion).

— Considerar el problema como un conjunto de enunciados particulares a los

cuales aplicar un razonamiento de induccién.

En consecuencia, se puede esperar los siguientes errores

- Error al construir el modelo de grafo, particién o permutacion que represente
la actividad artesanal.

— Fallo en la generalizacion (muy amplia o al contrario).

- Error al transformar una representacion a otra.

- Error al fijar las variables.

- Razonamiento inductivo incompleto.

1.6.3 ANALISIS DE INSTRUCCION

Existen diferentes variables que se pueden tener en consideracion cuando se
quiere realizar un andlisis de las tareas, por ejemplo la adecuacion, la secuenciacion, los
materiales, la gestion del aula, la complejidad y el rol en el proceso de aprendizaje
(Rico, Lupiafiez, y Molina, 2013; Caraballo, Lupiafiez y Rico, 2011).

En esta seccidn presentamos clasificaciones para estas Gltimas dos variables.

En funcion de la complejidad, las tareas pueden ser de reproduccion, si se
pretende que el estudiante aplique directamente un concepto o un procedimiento; de
conexion, cuando implican el manejo de méas conceptos o sistemas de representacion
que el estudiante debe relacionar; de reflexién cuando lo aprendido se aplica a
situaciones o problemas nuevas y se pretende generalizar o justificar conclusiones.

Ahora clasificamos las tareas atendiendo al papel que adquieren en el proceso de
ensefianza-aprendizaje. Ponemos especial atencién a la motivacion del estudiante y

otorgamos un papel central a la construccion de su conocimiento. Dividimos el proceso

23



Capitulo 1

de aprendizaje en tres fases: una primera fase inicial; una fase de desarrollo y una fase
final de cierre.

En la primera fase se encuentran dos tipos de tareas: para motivar y relacionar
con el entorno, que proporcionan utilidad y sentido al contenido, y se proponen
despertar el interés y la curiosidad del estudiante; para conocer los aprendizajes
previos, que permiten al estudiante relacionar lo nuevo con lo que ya sabe y al profesor
detectar los conocimientos previos de los estudiantes y eventuales carencias que
necesitan espacial atencion.

En la fase de desarrollo se encuentran cuatro tipos de tareas: exploratorias,
basadas en el cuestionamiento y la interrogacion, que implican por parte del estudiante
la realizacion de pequefias investigaciones empleando métodos de descubrimiento; de
elaboracion y construccion de significados, permiten al estudiante tomar conciencia de
los conocimientos aprendidos y al profesor aportar nuevas informaciones para guiar la
construccion de nuevos significados; de descontextualizacion y de aplicacion, implican
la busqueda por parte del estudiantes de resoluciones a problemas no rutinarios ni
familiares; de ejercitacion, sirven para consolidar lo aprendido y facilitar la
restructuracion de los conocimientos previos que han sido modificados.

En la fase de cierre se sitGan las tareas de sintesis, durante las cuales se recapitula
lo aprendido y permiten al profesor la valoracion de este.

En el Capitulo 2 cuando presentamos y discutimos el disefio de la innovacion y

describimos las tareas haremos referencia a estas dos clasificaciones.
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CAPITULO 2. DISENO DE LA EXPERIENCIA DE INNOVACION

2.1 INTRODUCCION

Como hemos indicado en el primer capitulo, la propuesta de experiencia de
innovacion que disefiamos sigue una linea iniciada por Oliveras (1996) en su trabajo
doctoral y profundizada por Gavarrete (2012) y Oliveras y Gavarrete (2012). Dicha
propuesta pretende desarrollar trabajos de indagacién matematica en el aula, apoyada
sobre signos culturales relacionados con la matematica.

Un signo cultural matematico es un rasgo o elemento, tangible o intangible
(material o inmaterial) de una cultura o microcultura determinada que involucre algin
pensamiento matematico. El interés didactico de su estudio es que sirve para después
elaborar tareas para la clase de matematicas y realizar actividades centradas en las
matematicas implicitas en la fabricacidn —si es tangible— o practica del signo —si este es
intangible—. Dichas tareas seran una fuente de motivacion para el estudiante, que puede
relacionar su cultura con la actividad del aula.

El signo cultural alrededor del cual disefiamos la experiencia de innovacion es una
artesania de trenzado, muy tipica de la region de Salta (Argentina). Se ha indagado el
potencial matematico de este signo en algunas investigaciones anteriores (Oliveras y
Albanese, 2012; Albanese, Oliveras y Perales, 2014), por lo que partimos de dicho
analisis para plantear nuestra propuesta. El trabajo de campo etnografico y la
interpretacion de los datos proporcionaron una modelizacién matematica del trenzado,
que creemos presenta grandes posibilidades para el disefio de una innovacién educativa
(Albanese, Oliveras y Perales, 2012).

La actividad que ahora presentamos surge de la idea de recrear en el aula cémo
puede haberse formado esta modelizacion matematica que los artesanos manejan. Para
ello primero se solicita a los estudiantes que analicen y describan individualmente su
propia forma de pensar la accion de trenzar. En una segunda fase se anima los
estudiantes a trabajar en pareja o pequefios grupos para consensuar una manera comun
de representar matematicamente el proceso de trenzar. Finalmente se plantea una puesta
en comun en donde los estudiantes compartan entre todos sus propuestas, buscando un
acuerdo hacia una misma forma de pensar y (re)presentar esta practica. Durante todo el

proceso la profesora dirige y conduce los estudiantes hacia la construccién de grafos y
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permutaciones recurrentes dentro de los subconjuntos de una particion del conjunto de

hilos para modelizar y representar el trabajo de los artesanos.

2.2 OBJETIVOS

Nuestra propuesta de innovacion se dirige a alcanzar un objetivo general, que
puede descomponerse en otros especificos.

El objetivo general es proponer una situacién didactica que lleve a los estudiantes
a construir grafos, como modo de modelizar la actividad artesanal, analizando algunas
de las propiedades de estos graficos; también se pretende trabajar con las permutaciones
y particiones de conjuntos discretos, todo ello para la resolucion de un problema
practico.

En esta propuesta, se contribuye también a alcanzar los principales objetivos del
area de matematicas (MECD, 2015), que se exponen a continuacién, muchos de los

cudles se pueden reforzar con la actividad que proponemos:

Objetivos de etapa

De acuerdo con el Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se
establece el curriculo béasico de la Educacién Secundaria Obligatoria y del
Bachillerato (MECD, 2015) el Bachillerato contribuird a desarrollar en los estudiantes

las capacidades que les permitan:

OE.1. Ejercer la ciudadania democratica, desde una perspectiva global, y adquirir una
conciencia civica responsable, inspirada por los valores de la Constitucion espafiola asi como por
los derechos humanos, que fomente la corresponsabilidad en la construccion de una sociedad justa
y equitativa.

OE.2.  Consolidar una madurez personal y social que les permita actuar de forma responsable y
auténoma y desarrollar su espiritu critico. Prever y resolver pacificamente los conflictos
personales, familiares y sociales.

OE.3.  Fomentar la igualdad efectiva de derechos y oportunidades entre hombres y mujeres,
analizar y valorar criticamente las desigualdades y discriminaciones existentes, y en particular la
violencia contra la mujer e impulsar la igualdad real y la no discriminacion de las personas por
cualquier condicién o circunstancia personal o social, con atencion especial a las personas con
discapacidad.

OE.4.  Afianzar los hébitos de lectura, estudio y disciplina, como condiciones necesarias para
el eficaz aprovechamiento del aprendizaje, y como medio de desarrollo personal.

OE.5.  Dominar, tanto en su expresion oral como escrita, la lengua castellana y, en su caso, la
lengua cooficial de su Comunidad Auténoma.

OE.6.  Expresarse con fluidez y correccién en una o mas lenguas extranjeras.

OE.7.  Utilizar con solvencia y responsabilidad las tecnologias de la informacién y la
comunicacion.
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OE.8. Conocer y valorar criticamente las realidades del mundo contemporaneo, sus
antecedentes historicos y los principales factores de su evolucion. Participar de forma solidaria en
el desarrollo y mejora de su entorno social.

OE.9.  Acceder a los conocimientos cientificos y tecnoldgicos fundamentales y dominar las
habilidades béasicas propias de la modalidad elegida.

OE.10. Comprender los elementos y procedimientos fundamentales de la investigacion y de los
métodos cientificos. Conocer y valorar de forma critica la contribucion de la ciencia y la
tecnologia en el cambio de las condiciones de vida, asi como afianzar la sensibilidad y el respeto
hacia el medio ambiente.

OE.11. Afianzar el espiritu emprendedor con actitudes de creatividad, flexibilidad, iniciativa,
trabajo en equipo, confianza en uno mismo y sentido critico.

OE.12. Desarrollar la sensibilidad artistica y literaria, asi como el criterio estético, como fuentes
de formacion y enriquecimiento cultural.

OE.13. Utilizar la educacion fisica y el deporte para favorecer el desarrollo personal y social.
OE.14. Afianzar actitudes de respeto y prevencién en el ambito de la seguridad vial. (MECD,

2015, p. 188).

En particular en la innovacion que planteamos queremos fomentar primariamente
el alcance de los objetivos de etapa OE.10 y OE.11 ya que nos centramos en el
conocimiento matematico y en sus métodos a través de una actividad que implica
actitudes creativas y flexibles y que mira a adquirir confianza y desarrollar sentido

critico.

Objetivos del area de matematicas

Al describir las Matematicas aplicadas a las ciencias sociales, en el Nuevo
Decreto (MECD, 2015, p. 381) se indica que estas son un instrumento indispensable
para interpretar la realidad y expresar los fendmenos sociales, cientificos y técnicos,
contribuyendo a su comprension y desarrollando la capacidad de simplificar y abstraer.

Asimismo las matematicas contribuyen al aprendizaje de métodos generales de
analisis, desarrollan la capacidad de reflexionar y razonar y proporcionan instrumentos
adecuados para la representacion, modelizacidon, como queremos desarrollar con nuestra
innovacion.

También se indica que su ensefianza no debe desvincularse de su aplicacion a la
interpretacion de los fendmenos sociales, y la adquisicion de la habilidad de interpretar
datos, seleccionar los elementos fundamentales, analizarlos, obtener conclusiones
razonables y argumentar de forma rigurosa, siendo la resolucion de problemas se
convierte en objetivo principal. No hemos encontrado objetivos de &rea en este

documento, por lo cual incorporamos los del anterior curriculo (MEC, 2007):
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OA.L. Desarrollar una mejor capacidad de pensamiento reflexivo e incorporar las formas de
expresion y razonamiento matematico, tanto en los procesos matematicos o cientificos como en
los &mbitos de la actividad diaria.

OA.2. Reconocer y plantear situaciones formuladas en términos matematicos, abordarlas
utilizando diferentes estrategias y analizar los resultados mediante los recursos mas apropiados.

OA.3. Identificar los elementos matematicos presentes en diversas actividades; analizar de
manera critica las funciones de estos elementos matematicos y valorar su aportacion.
OA 4. Identificar las formas y relaciones espaciales que encontramos en el dia a dia, analizar

las propiedades y relaciones geométricas implicadas.

OA5. Actuar con modos propios de la actividad matemética ante los problemas que se

plantean en la vida cotidiana.

OA.6. Elaborar estrategias personales para el andlisis de situaciones concretas y la

identificacion y resolucion de problemas, utilizando distintos recursos y valorando la conveniencia

de las estrategias utilizadas en funcidn de los resultados.

OA.T. Mostrar una actitud positiva a la hora de resolver problemas y confianza para

enfrentarse a ellos con éxito. Adquirir un nivel de autoestima que le permita disfrutar de los

aspectos creativos, manipulativos, estéticos y utilitarios de las matematicas.

OA.8. Integrar los conocimientos matematicos en los saberes de las distintas areas para que

puedan emplearse de forma creativa, analitica y critica.

OA.9. Valorar las matematicas como un factor integrante de nuestra cultura, nuestra historia y

su papel en la sociedad actual.

OA.10. Aplicar las competencias matematicas en el andlisis y valoracion de fenémenos sociales

como la diversidad cultural, el respeto al medio ambiente, la salud, el consumo, la igualdad de

género o la convivencia pacifica. (MEC, 2007, p. 752).

En la innovacién que describimos abarcamos principalmente los objetivos de
areas OA.1 y OA.4 ya que miramos a provocar reflexion sobre el conocimiento
matematico, y en especial combinatorio, sobre todo en cuanto a sus formas de
expresiones y sus modos de razonar, ademas de promover el estudio de las relacionar
espaciales; asimismo pretendemos realizar aportaciones para el alcance de los objetivos
OA.6 y OA.7 ya que requerimos a los estudiantes de desarrollar formas propias de
abordar la situacion y después de valorar la conveniencia de las elecciones realizadas e
insistimos en la validez de todas ellas cuando debidamente justificadas, fomentando la

autoestima y apreciando la creatividad de cada estudiante.

Objetivos especificos de la actividad
Los objetivos especificos que se pretenden alcanzar en la innovacion son los
siguientes:

1. Realizar una representacion grafica de una accién practica (el trenzado).
Modelizar mateméaticamente dicha actividad para algunos ejemplos de trenzas de
4y 8 hilos.

2. Elaborar una representacion simbolica a partir de la representacion grafica

realizada previamente.
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Identificar el concepto de grafo en estas representaciones; identificar los
componentes del grafo y algunas de las propiedades de los grafos particulares
utilizados en la actividad.

Identificar los conceptos de particion y de permutacién desde la actividad
realizada y sus representaciones. Identificar sus elementos, los conceptos
relacionados y las propiedades de los usados en la actividad.

Identificar patrones y reglas para la construccion de los grafos que sirven para
modelizar la actividad de trenzado de las trenzas de 4 y 8 hilos.

Generalizar e inventar nuevos trenzados utilizando 16 hilos. Generalizar los
grafos, particiones y permutaciones identificados en los pasos anteriores.
Deducir algunas propiedades matematicas sencillas en grafos, particiones y
permutaciones.

Ejercitar estrategias combinatorias, como la enumeracion sistematica,
establecimiento de correspondencias y particiones en conjuntos y la recursion.

Ejercitar el razonamiento inductivo, recursivo y la generalizacion.

10. Explicar por escrito y verbalmente las soluciones a los problemas propuestos.

2.3 COMPETENCIAS

En el Real Decreto donde se establece el curriculo basico de ESO y Bachillerado

(MECD, 2015) que se basa en la potenciacion del aprendizaje por competencias,

integradas en los elementos curriculares para propiciar una renovacion en la practica

docente y en el proceso de enseflanza y aprendizaje. Las competencias se

conceptualizan como un «saber hacer» que se aplica a una diversidad de contextos

académicos, sociales y profesionales. En el Real Decreto se identifican las siguientes

competencias clave tomadas de la Union Europea:

a) Comunicacion linglistica.

b) Competencia matematica y competencias basicas en ciencia y tecnologia.
c¢) Competencia digital.

d) Aprender a aprender.

e) Competencias sociales y civicas.

f) Sentido de iniciativa y espiritu emprendedor.

g) Conciencia y expresiones culturales. (MECD, 2015, p.172)

En la innovacién contribuimos al desarrollo en los estudiantes de muchas de ellas:

la competencia linguistica por la necesidad de comunicar lo que se realiza en las puestas

en comun, la competencia matematica por la implicacién de los conceptos y el
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razonamiento matematico, la competencia de aprender a aprender y es sentido de
iniciativa porque promovemos el surgimiento de formas propias de representar la
situacion y resolver los problemas planteados y la competencias sociales ya que
fomentamos la construccion consensuada y compartida de respuestas en pequefios

grupos que implica el respeto, la escucha y comprension del pensamiento del otro.

Ademas tendremos en cuenta las facetas de la competencia matematica que
corresponden a las tomadas en cuenta por las evaluaciones internacionales de PISA
(OECD, 2012). Estas son:

e Pensar (razonar y argumentar) (RA)

e Modelizar (matematizar) (M)

e Plantear y resolver problemas (RP),

e Representar (R)

e Ultilizar simbolos (usar lenguaje formal, simbélico) (S)

e Comunicarse con y sobre las Matematicas (C)

e Utilizar herramientas tecnolégicas y otras ayudas (usar herramientas matematicas)
(HM)

Las actividades propuestas en la innovacion fomentan principalmente el
desarrollo de los aspectos de modelizar y representar, en cuanto se pide a los estudiantes
gue construyan una representacion de la practica de trenzar y después trabajen con la
modelizacion artesanal. Asimismo queda involucrada también la utilizacion de simbolos
por las caracteristicas propias de las representaciones que surgen, y la necesidad de
comunicarse con y sobre la matematica —esto ultimo sobre todo por la metodologia
constructiva que planteamos y que implica el dialogo el confronto y el consenso con los

comparfieros—.

Las tareas que proponemos son mas bien abiertas, y enfrentan los estudiantes a
situaciones nuevas, delante de las cuales tienen que elaborar estrategias de actuacion
para resolver los problemas planteados, o formular sus propias preguntas determinando
las informaciones relevantes a incluir en el modelo, las formas de incluirlas. Asimismo
se fomenta el razonamiento sobre los aspectos l6gicos y su relacién con la situacion.
Entonces podemos afirmar que la innovacién contribuye también al desarrollo de las

facetas de pensar-razonar y resolver problemas.
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En la siguiente Tabla 2.1 vemos la relacion entre los objetivos de la innovacion y

las facetas de la competencia matematica.

Tabla 2.1 Relacidn entre objetivos de la innovacion y facetas de la competencia
matematica.

RA

M

RP

R

C

HM

Realizar una representacion grafica de una accion
practica (el trenzado). Modelizar
matematicamente dicha actividad para algunos
ejemplos de trenzas de 4 y 8 hilos.

Elaborar una representacion simbolica a partir de
la representacion grafica realizada previamente.

Identificar el concepto de grafo en estas
representaciones; identificar los componentes del
grafo y algunas de las propiedades de los grafos
particulares utilizados en la actividad.

Identificar los conceptos de particion y de
permutacion desde la actividad realizada y sus
representaciones. ldentificar sus elementos, los
conceptos relacionados y las propiedades de los
usados en la actividad.

Identificar patrones y reglas para la construccion
de los grafos que sirven para modelizar la
actividad de trenzado de las trenzas de 4 y 8
hilos.

Generalizar e inventar nuevos trenzados
utilizando 16 hilos. Generalizar los grafos,
particiones y permutaciones identificados en los
pasos anteriores.

Deducir algunas propiedades matematicas
sencillas en grafos, particiones y permutaciones.

Ejercitar estrategias combinatorias, como la
enumeracion sistematica, establecimiento de
correspondencias y particiones en conjuntos y la
recursion.

Ejercitar el razonamiento inductivo, recursivo y
la generalizacion.

10.

Explicar por escrito y verbalmente las soluciones
a los problemas propuestos

2.4 CONTENIDOS

Los principales contenidos matematicos de la innovacion propuesta son los

siguientes:

Conceptos:

e Conjunto, elemento, orden y permutacién; cardinal de un conjunto.

e Subconjuntos; union e interseccion de conjuntos. Conjunto total y vacio.
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e Particion de un conjunto.
o Grafo, vértices, aristas, relaciones binarias entre elementos de un conjunto;
bucles, caminos, circuitos, trayectoria, ciclo, orden y medida del grafo.
e Correspondencias y aplicaciones. Original e imagen de una aplicacion;
composicion de aplicaciones.
¢ Relacion de equivalencia.
e Simetria; movimiento, giro; distancia, centro, sentido de giro y angulo.
e Divisibilidad; multiplos y divisores.
Propiedades
e Subconjuntos excluyentes; complementarios.
e Correspondencias inyectivas, biyectivas.
¢ Inversa de una aplicacion; inversa de una permutacion.
e Vértices adyacentes; no adyacentes; opuestos.
e Camino cerrado, abierto; circuito o camino orientado.
e El nimero de circuitos cerrados debe ser divisor del nimero de vértices.
e Reglas de la sumay del producto.
e Recurrencia en la formacion de permutaciones.
Procedimientos:
e Enumeracion sistematica.
¢ Recuento.
e Clasificacion.
e Recurrencia.
e Composicion de aplicaciones o de permutaciones.
e Representacion grafica y simbdlica.
Argumentacion-razonamiento
e Inductivo.
e Anadlisis y sintesis.
e Analogia.

e Generalizacion.

Todos estos contenidos seran las herramientas matematicas para la resolucion de

los problemas planteados en la actividad.
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2.5 MATERIAL

La motivacion de la propuesta parte de los trenzados que se usan en la region de
Salta (Argentina) para elaborar sus artesanias. En la Figura 2.1 se muestran algunos
ejemplos de objetos de artesania que utilizan el trenzado y que se mostrarian al

comienzo de la actividad a los estudiantes para motivarlos.

La actividad propone una metodologia de indagacion en cuanto se pide a los
estudiantes que investiguen la practica de trenzar, analicen dicha practica y construyan

una representacion matematica de los movimientos que se realizan con los hilos durante

el proceso de elaboracion de un trenzado simple.

Ejemplo de trenzado; Soga Ejemplo de trenzado: Lapiz

Figura 2.1. Objetos con artesania de trenzado

Cada estudiante inventa su propia representacion y se discuten las propuestas de
cada uno para después consensuar la que se considere mejor en pequefios grupos.

La innovacion que proponemos se sitla tanto en la metodologia ludica, que parte
de la experiencia directa de los estudiantes en la realizacion de las trenzas para
introducirles en actividades de modelizacion de contenido combinatorio. Asimismo es
también innovador plantear este contenido en un contexto que focaliza la atencién hacia
tareas concretas.

Nuestro trabajo se apoya en algunos materiales construidos para la experiencia, en
concreto fichas de trabajo y material manipulativo. La construccion de fichas de trabajo
y la utilizacién de material manipulativo estan inspiradas en el trabajo de Gavarrete
(2012).

Dicho material manipulativo es el siguiente:
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e Una cantidad suficiente de hilos de cuerda de unos 40 cm de largo y un grosor
de unos 2 mm de dos colores diferentes. Se calculard el nimero necesario en
funcion del tamafio del grupo de estudiantes.

e "Lacarta" un cuadrado originariamente de madera -si bien nosotros utilizaremos
carton-vidrio-, de unos 5/8 cm de lado (no todas son iguales) con unas muescas
en cada lado para fijar los hilos y un hueco en el centro (Figura 2.2).

e Ademas seran necesarias unas bolsas de plasticos para rellenar con algin
material pesado, originariamente piedrecitas; en el aula se pueden también usar

los teléfonos moviles de los estudiantes.

Ya hemos mencionado que durante la actividad propuesta el estudiante construye
estos conceptos a partir de la practica de trenzar. Aqui detallamos la forma en que se
conecta esta practica con los contenidos de grafos y permutaciones. Para ello haremos
referencia principalmente a los resultados presentados en Albanese, Oliveras y Perales
(2012, 2014).

Como ya mencionamos, la elaboracion del trenzado por parte de los artesanos
argentinos necesita de un aparato que se llama "Carta". En la Figura 2.2 se muestra una
Carta montada sobre una mesita; esta posicion facilita el trabajo de trenzado.

Los hilos (en el caso de la Figura 2.2 b, son ocho) se atan por uno de sus
extremos. El nudo formado al atarlos se inserta en el hueco del centro de la carta y se le
pone un peso para que queden fijos sobre ella. Los otros extremos de los hilos se ubican
en las muescas de la carta; debemos contar con el mismo nimero de muescas por cada

lado de ella.

2.2 a) La Carta, herramienta necesaria para 2.2 b) La Carta sobre una mesita
realizar el trenzado

Figura 2.2. Variantes de la Carta.
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Esta situacion inicial se puede representar sobre papel con puntos ubicados en los
lados de un cuadrado, un punto para cada muesca en uso; estos seran los vértices del
grafo, que se simbolizardn con letras correlativas. En la Seccién 2.7 describimos las
tareas planteadas dentro de la actividad.

Ademas del anterior material manipulativo se proporcionard a los estudiantes,
para cada una de las tareas, unas fichas de trabajo similares a las representadas en las
Figuras 2.3 y 2.4 (ver descripcién completa del desarrollo de las tareas en el apartado
2.7).

2.6. METODO

En la propuesta de innovacion se disefia una serie de tareas. La actividad en cada
una de las tareas propuestas se organiza en cuatro momentos, que en cierto sentido
reproducen los tipos de situaciones considerados en la teoria de Brousseau (1997). Cada
una de ellas se caracteriza por la actividad matematica desarrollada y una interaccion
distinta entre los participantes:

e Primero se trabaja de forma individual, resolviendo un “problema” (situacion de
accion, de acuerdo a Brousseau, 1997); para que se trate de un verdadero problema,
la solucién no ha de ser inmediata al estudiante. Ademas, el estudiante debe
interesarse personalmente por la tarea (conseguirse la devolucion del problema).
Pensamos esto se consigue en nuestra actividad al ser fuertemente motivadora para
el estudiante.

e Seguidamente se representan grafica y verbalmente sus resultados (situacion de
comunicacion); al considerar la matematica como un lenguaje, es importante que los
estudiantes adquieran habilidad en el uso del lenguaje matematico, compuesto de
términos, expresiones simbolicas y graficos. La situacion de comunicacion se
orienta a la préactica del lenguaje matematico.

e Después los participantes trabajan en pequefios grupos para llegar a una solucion
comun (situacion de validacion). Cada uno debe convencer a su oponente de las
ventajas de su propuesta; eventualmente es necesario un debate. En este tipo de
situacion se practica la argumentacion y razonamiento matematico para llegar a una
“prueba”.

e Al final los grupos interaccionan con el profesor en el gran grupo para la puesta en

comun de los resultados de cada grupo; se aprovecha para reflexionar sobre la

35



Capitulo 2

matematica que se ha trabajado, aceptando lo que es correcto desde el punto de vista
de la institucion matematica (situacion de institucionalizacion). El profesor resalta
los puntos siguientes:
— Los diferentes tipos posibles de representacién (grafica o simbdlica), cuél
elegiria el artesano y el matematico.
— Las diferencias y semejanzas entre las representaciones de todas las parejas
de estudiantes. La conveniencia de cada una.
— Larepresentacion en los grafos del sentido del movimiento de trenzado.
— El nmero de movimientos y como se representan los hilos y muescas de la

carta en el esquema grafico.

Secuenciacion del trabajo en el aula

La secuenciacion del trabajo en el aula que se presenta en el Cuadro 1 esta
descrita a continuacion.

La primera tarea lleva aproximadamente dos horas, pues los estudiantes no habian
trabajado anteriormente esta actividad y la realizamos en tres fases. La segunda tarea
corresponde a la fase 4 y la tercera a la fase 5. Hacemos notar que las tareas 2 y 3
también podrian trabajarse en tres fases segin el tiempo a disposicion. En nuestra
experiencia se dispone de hora y media para las dos ultimas tareas.

Cuadro 1: Desarrollo de la actividad con las interacciones

Tarea 1

Fase 1. Describir de la realizacion del trenzado: individual.

Fase 2. Representar de forma creativa y consensuada: en pequefios grupos.

Fase 3. Confrontar las representaciones con la modelizacién artesanal: en el gran
grupo.

Tarea 2

Fase 4. Reconocimiento de patrones en los grafos de las trenzas de 8 hilos.

Tarea 3

Fase 5. Inventar trenzas de 16 hilos, representarlas con grafos o pemrutaciones.

2.7 DESCRIPCION DE LAS TAREAS

Siguiendo la secuenciacion detallada en la seccion anterior pasamos ahora a la

descripcién de las tareas.

Tarea 1, Fase 1: se comienza mostrando a los estudiantes algunos objetos de

artesania (Figura 2.1.) y pidiéndoles examinen el trenzado. A continuacion practican
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ellos mismos la elaboracién de una trenza usando la carta. Se proporciona a los
estudiantes el material necesario para la realizacion de un trenzado simple y se les
muestra como elaborar el trenzado de la primera tarea que denominamos cruz de cuatro
hilos (T1) reflexionando sobre los movimientos necesarios y la forma de permutar los
hilos. Entonces se les solicita que, individualmente, describan el proceso, primero de
manera grafica y después con palabras.

Esta tarea es guiada por la primera hoja de la Figura 2.3. En la parte superior de la
hoja se representa esquematicamente una carta de 4 muescas y 4 hilos en el trenzado
correspondiente a la cruz de cuatro hilos. La pregunta 1.1 pide a los estudiantes
representar esquematicamente sobre un conjunto de seis esquemas de la Carta los pasos
que se siguen (en forma recursiva) para elaborar el trenzado de 4 hilos. Se espera que el
estudiante represente con flechas el cambio de posicién (permutacidn) sucesiva de cada
hilo del trenzado; los extremos de las flechas indican el sentido de la permutacién. De
este modo tendriamos los caminos posibles en un grafo que representaria el movimiento
de trenzado. Posiblemente pueda afadir simbolos (letras o nimeros) para designar la
posicidn inicial de cada hilo (serian los vértices del grafo).

En la pregunta 1.2 se pide al estudiante explicar su representacion esquematica en
lenguaje verbal escrito y justificarla. Se espera también que el estudiante compare esta

justificacion con la tarea manual y el esquema grafico.

!! Albauese Veroica - Doctoranda UGR. 'm
Fichas para actividad con frenzade de Salta ST Albanese Vi - Doctoranda UGR.
P para actid con ensac ge Sl
Hoja 1: Realizacién y Descripcién del trenzado de 4 hilos
. Hoja 2: Representacion creativa del trenzado de 4 hilos

Material
—_— Ahora trabaja en pareja:
— 2.1. Compara con tu compaiiero/a lasdmwsulpmollApum semejanzas y diferencias y trata de
—— ierioman wmtagae y dusmetaion da cod elores

1.1. Explica a través de dibujos el proceso de real trenza de 4 bl s escribir Consensiia con fu compafiero/a wma representacién con dibujos, figuras el proceso de realizacién de la trenza
1mas instrueciones para un manual) de4 hilos

2.2. Compara con tu compafiero/a la descripeién verbal del punto 1.3

. - Comsrye y consensiacon t compafiera un foma simbéliea que represente ol proceso de reliacién de s
1.2. Explica con palabras el de realizacion de Ia trenza de 4 hilo
2 con palabras el proceso ce reaii o mzadzlhﬂns(msn;mmml utilizacion de las letras a, b, ¢, 4 y/o de los nfmeros 1, 2, 3, 4).

&

Observacin: §Qué representan la letas 370 los mimeros y los otras simbolos que urilizaste?

Observacidn: explica el significado de los signos o cédigos que urilizas. (Ef. Si utilizas lneas o colores jqué
significan?)
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Figura 2.3. Las Fichas disefiadas para guiar las fases 1 y 2 de la actividad (Tarea 1).

Tarea 1, Fase 2: los estudiantes realizan una representacion creativa dirigida hacia

la construccion de una modelizacion (Segunda hoja de la Figura 2.3). Es decir, a partir
de la descripcién individual realizada anteriormente, los participantes llegan a un
consenso dentro del pequefio grupo sobre una representacion grafica y después
simbdlica que sintetice y describa el proceso de trenzado. Para ello reflexionan
criticamente sobre las ventajas y limitaciones de las decisiones tomadas en la utilizacion
de las notaciones. Aqui también la tarea es guiada por una hoja de trabajo.

En la segunda hoja de la Figura 2.3 los estudiantes interactlan para comparar sus
producciones en la primera parte y llegar a un convenio colectivo. La pregunta 2.1 trata
de comparar los esquemas graficos y producir un esquema conjunto, explicando los
convenios del nuevo gréfico (o del grafico que se ha tomado de la parte anterior de la
actividad). Se pide expresamente explicar los simbolos utilizados. En la pregunta 2.2 se
pide comparar las justificaciones de los dos estudiantes, para llegar a una representacion
comun. En esta fase, los posibles errores se debieran superar con el trabajo conjunto. La
parte final de la pregunta da orientaciones mas concretas sobre los simbolos a utilizar
para llegar a la representacion simbolica esperada por el profesor.

Tarea 1, Fase 3: en la puesta en comun de las representaciones consensuadas se

promueve una nueva reflexion sobre las decisiones tomadas por cada pequefio grupo.
También para la fase de la puesta en comdn se proporciona a los estudiantes un guion de
reflexion (véanse el Anexo 2) para que los estudiantes focalicen su atencién en la
conveniencia de las diversas representaciones grafica, simbdlica y verbal, el significado
de cada simbolizacion utilizada y como se simbolizan algunos elementos especificos
que resultan de interés para la modelizacién de la situacion. Finalmente se presenta la
modelizacion artesanal del trenzado de cuatro hilos que involucra el concepto
matematico de grafo y la posibilidad de describirlo como una permutacion (Pregunta 4.1
de la Figura 2.4).

Tarea 2, Fase 4: se propone a los estudiantes la modelizacion artesanal de tres

trenzas de 8 hilos (T2.1, T2.2, T2.3 de la Seccidn 2.7), es decir se les muestran los
grafos que representarian cada uno de los trenzados propuestos en esta segunda tarea.
Aqui no se proporciona a los estudiantes el material para realizar concretamente las
trenzas, ya que el aumento del nimero de hilos hace que se necesiten ciertas destrezas

manuales y cierto entrenamiento para una exitosa realizacion de las mismas. Mas bien
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se pretende que el estudiante trabaje en forma abstracta, imaginando los movimientos
que haria para realizar la trenza, pero sin realizarla concretamente.

La tarea propuesta consiste en reconocer los patrones comunes a todos estos
grafos, a partir de su observacion (Pregunta 4.2 de la Figura 2.4). La conexion que se
establece con la practica se sitla en entender que el cumplimiento de ciertos patrones en
la construccion del grafo se refleja en determinadas caracteristicas de las trenzas
productos entre las cuales destaca la resistencia. Algunos de los patrones en cuestion se
describen en la seccion 2.7. Esta tarea también se realiza siguiendo los tres momentos
con las diferentes interacciones, primero con trabajo individual, después en pequefios

grupos y finalmente se cierra con una discusion entre todos los estudiantes y el profesor.

R Albanese Veronica —Investigadora y Doctoranda
UGR - Universidad de Granada UBA - Universidad de Buenos Aires

Hoja 4: Los artesanos

Los artesanos de Salta manejan la representacion que ahora te presento.

Desde la perspectiva del lenguaje matematico se interpretan estas figuras con la terminologia de la teoria de
grafos. Asi se asigna:
— un vértice por cada posicién de la carta. (Una posicion es el lugar donde pones el hilo, 1a muesca).
— una arista a cada cambio de posicion de un hilo.
De esa manera
— se dibuja un circuito por cada intercambio de posiciones de los hilos.

4.1 ;Cémo representan entonces los artesanos esta trenza de 4 hilos que aprendiste a hacer?

4.2 Identifica los patrones, los elementos comunes que tienen todos los grafos que representan trenzas.

4.3 Siguiendo estos patrones disefia por 1o menos un grafo que representa una trenza de 16 (si se te ocurren
mas, mejor...)

Figura 2.4. Las Fichas disefiadas para guiar las Tareas 2 y 3 de la actividad.
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Tarea 3, Fase 5: A partir de los patrones identificados en la tarea anterior, los

participantes inventan grafos y/o permutaciones de trenzas de 16 hilos (T3; pregunta 4.3
de la Figura 2.4). Tampoco aqui se proporciona el material para la elaboracion manual
de las trenzas (todavia méas complicado seria manejarse con tantos hilos), pero de nuevo
se espera que los estudiantes tengan en mente la correspondencia de los grafos y
respeten los patrones para que la trenza producto resulte Util y resistente. En esta tarea
también se propone el desarrollo segun las diversas interacciones. En el gran grupo se
plantea la pregunta si los trenzados inventados son todos los posibles que se pueden
elaborar con 16 hilos.

2.7.1 ANALISIS DE LOS TRENZADOS Y ANALISIS DE INSTRUCCION DE LAS TAREAS

A continuacion analizamos las tareas de nuestra innovacion. Por un lado
analizaremos su contenido matematico describiendo los trenzados involucrados y su
relacion con los grafos, permutaciones y particiones. Por otro, la funcion que
desempefan las tareas en el aprendizaje del estudiante de acuerdo a la clasificacion
realizada en el analisis de instruccién del Capitulo 1 (Rico, Lupiafiez y Molina, 2013;
Caraballo, Lupiafiez, y Rico 2011).

Resaltamos que todas las tareas que proponemos podrian considerarse como
tareas para motivar y de relacion con el entorno ya que motivan y vinculan los
conocimientos que vamos a tratar con contextos y situaciones reales. Estas tareas
generalmente dotan de utilidad y sentido al contenido y despiertan el interés y la

curiosidad de los alumnos en lo que van a estudiar.

T1. Trenzado de una cruz de cuatro hilos y su modelizacion

Con el método descrito en el apartado 2.6, se comienza con el caso mas simple, la
cruz de cuatro hilos. Este trenzado se realiza con 4 hilos, cada uno viene insertado en
una muesca ubicada en el centro de cada lado de la Carta. La accidn de trenzar consiste
en intercambiar la posicion de los hilos de los lados opuestos de la Carta, una vez en
sentido horario y otra en sentido anti horario. De la repeticion de este proceso se genera
el trenzado.

Representamos las cuatro muescas de la carta con letras consecutivas (a, b, c, d).
Al pasar el cabo que esta en la muesca a a la posicion opuesta ¢ se genera un camino a-

c; igualmente cambiando el resto de hilos a la posicion opuesta se generan otros
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caminos c-a, b-d y d-b. En la Figura 2.5 representamos estos movimientos, que
matematicamente se modelizan por un grafo de vértices a, b, ¢, d y cuatro caminos
posibles. Cada dos caminos constituyen un circuito.

Los vértices del grafo que representa este trenzado se posicionan en cruz, y la
accion de trenzar se representa con arcos orientados entre los veértices opuestos, creando
dos circuitos recursivos. Se trataria de un grafo con cuatro vértices (de orden 4) con 4
aristas (medida 4) y dos circuitos que unen los vértices opuestos.

El mismo proceso se representa con una particion del conjunto de vértices en dos
subconjuntos {a, c} {d, b}, Dentro de cada conjunto de la particion se pueden permutar
sus elementos, pero no con los del otro conjunto. Representamos esta permutacion
doble como Sgpcaqp que también escribimos asi (a, ¢) (d, b), pues intercambiamos la

posicion del hilo que estaba en la posicion a a la posicion cy el dalab.

a

Figura 2.5. Grafo del trenzado cruz de cuatro filos.

Para la actividad de trenzado se adopta la convencidn que si la primera letra en los
pares anteriores es menor en orden alfabético que la segunda, el intercambio se realiza
en sentido horario, mientras si es mayor, el intercambio es en sentido anti horario®. El
cambio de posicion puede igualmente verse como una aplicacion a—b; b—a
(igualmente en el segundo conjunto de vértices); la segunda vez que se aplica seria la
inversa de la misma. Seria una aplicacion biyectiva cuyos conjunto original e imagen
coinciden. Cabe destacar que el grafo de la Figura 2.5 representa el proceso completo de
trenzar -que se realiza de forma recursiva repitiendo ordenadamente los intercambios
determinados por los circuitos- solo en el caso que las letras representen las posiciones

de los hilos, es decir las muescas, y no los propios hilos.

! Es necesario precisar esto solo para los ciclos de dos elementos.
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De hecho podemos representar los hilos con unos numeros 1, 2, 3, 4, para
distinguirlos de las posiciones o muescas en la carta. En la configuracion inicial los

hilos se posicionarian consecutivamente en las muescas.

Tabla 2.2 Recorrido de los hilos respeto a las posiciones 0 muescas en el trenzado de la
cruz de cuatro hilos.

a b © d Movimiento con respecto a la Permutacion de
posicién de las muescas hilos

1 2 3 4 (a,¢)(d, b) (1,3) (4,2)

3 4 1 2 (a,¢)(d, b) (31) (2,4

1 2 3 4 - -

En la Tabla 2.2. se describe como va cambiando la posicion de los hilos en las
muescas durante el proceso de trenzado. Observamos que al segundo intercambio de
hilos los hilos vuelven a encontrarse en la configuracion inicial. Se puede definir que
este trenzado tiene orden dos (orden del grafo asociado). A partir de la tercera fila de
esta matriz se repiten las filas recursivamente.

Finalmente, respecto a la complejidad de esta tarea podemos afirmar que se trata
de una tarea de reproduccion, mientras la funcion de esta tarea en el proceso de
aprendizaje es de motivacion en Fase 1 ya que los estudiantes se encuentran con un
contexto real estimulante que despierta su curiosidad, exploratoria en su Fase 2, pues
aqui se fomenta la adquisicion por parte del estudiantes de nuevos conocimientos a
partir de la investigacion o el descubrimiento, y de construccion y elaboracion de
significado en su Fase 3 cuando el profesor realiza en la puesta en comun la

institucionalizacion del conocimiento construido.

T2. Trenzados de ocho hilos

Describimos ahora los tres trenzados de ocho que utilizaremos durante la Tarea 2
(Fase 4) de la actividad. En los trenzados de ocho los hilos se posicionan dos por cada
lado de la Carta. Con el mismo razonamiento llegamos a los correspondientes grafos
que los representan, los vértices se ubican dos por cada lado de un cuadrado y se
nombran con las letras a, b, ¢, d, e, f, g, h. Estos grafos se proporcionan ya construidos a
los estudiantes. Se van a utilizar distintos tipos de trenzado de ocho hilos, el primero lo

llamamos cruz de ocho hilos.
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Esta tarea se sitla a un nivel de complejidad de conexion, pues los estudiantes
relacionan los diferentes sistemas de representaciones y descubren las relaciones entre
ellos analizando tres trenzados distintos y sus modelizaciones, identificando asi los
patrones que permiten el trenzado. Asimismo en el proceso de aprendizaje se trata de
una tarea de ejercitacion, mediante las que los estudiantes afianzan y consolidan los

nuevos aprendizajes adquiridos.

T2.1. Cruz de ocho hilos

En el trenzado de la cruz de ocho hilos, los dos pares de hilos que se posicionan
en las muescas de los lados opuestos de la Carta se intercambian de posicion,
generando, en el grafo que representa el trenzado, dos circuitos de cuatro vértices cada
uno de ellos.

Entonces el conjunto formado por los Vértices del grafo se divide en una particion
de cuatro vértices cada uno {a, b, e, f} {c, d, g, h}, de forma que en cada subconjunto de
la particion se van a ir cambiando los hilos de posicion, mediante una permutacion de
cada elemento con el que le sigue y del dltimo con el primero. Cada hilo se pasa a la
posicion del siguiente a—»b—»e—>f—»a. De nuevo los movimientos se pueden ver como
una aplicacién biyectiva dentro del subconjunto. Para el subconjunto {c, d, g, h}, se
cambian también los hilos de posicion dentro del mismo y en la forma anterior, teniendo
en cuenta el sentido del circuito, se define la aplicacion biyectiva c—h—>g—d-—c.
Igualmente se permutan los elementos dentro de este subconjunto en la forma descrita.

Por tanto tenemos de nuevo una permutacion (a, b, e, f) (c, h, g, d), ahora de los
cuatro elementos de cada subconjunto. En resumen se realizan dos intercambios, cada
uno entre cuatro hilos, que forman dos circuitos de cuatro vértices y cuatro caminos
cada uno; uno de los circuitos esta dirigido en sentido horario, el otro en sentido anti
horario, como se muestra en la Figura 2.6 que representa el grafo, sus vértices, las
posibles permutaciones y la particion asociada. Todo ello los simbolizamos con la
permutacion de Sgpcdefghy O POr (a, b, e, f) (c, d, g, h). El grafo resultante seria de

orden ocho, medida ocho y dos circuitos.
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pelies

Figura 2.6. Grafo del trenzado cruz de ocho hilos.

Como en el caso precedente indicamos los hilos con unos ndmeros y
observamos sus movimientos sucesivos en las muescas en la Tabla 2.3. Afirmamos
entonces que el trenzado asociado tiene orden cuatro ya que se necesitan cuatro vueltas

hasta llegar a su posicién inicial.

Tabla 2.3 Recorrido de los hilos respeto a las posiciones o muescas en el trenzado de la
cruz de ocho hilos.

a b c d e f g h Movimiento con Permutacion de
respecto a la posicion hilos
de las muescas

(a,b,e f)(hg,dc) (1,2,5,6) (8,7,4,3)

(a,b,e f)(hg,dc) (6,1,2,5) (3,8,7,4)

(a,b,e f)(hg,dc) (5,6,1,2) (4,3,8,7)

(a,b,e f)(hg,dc) (2,5,6,1) (7,4,3,8)
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T2.2. Trenzado estrella

En el trenzado estrella se realizan cuatro intercambios entre los vértices opuestos;
en otras palabras cada vértice se une con el opuesto con respecto al centro del cuadrado
que representa la Carta.

El conjunto de vértices se divide asi en una particion de cuatro conjuntos dos
vertices cada uno que se permutan entre si: {e, a} {b, f} {g, c} {d, h}; las aplicaciones
entre los vertices de cada subconjunto se describen de la siguiente manera: e—»a—e,
b—f—>b, g—>c—g, d—>h—d, formando en el grafo cuatro circuitos de dos caminos cada
uno, y de sentido alternado, como se muestra en la figura 2.7.

Sigue siendo un grafo de orden y medida ocho. Estos cambios se representan con
la permutacion de Sgap,cdetgny que e escribe (e, a) (b, f) (g, c) (d, h) siguiendo la misma

convencion que utilizamos en el grafo de la Tarea T.1 para los sentidos de los circuitos.
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f e

Figura 2.7. Grafo del trenzado estrella.

Si observamos el recorrido de los hilos en la siguiente Tabla 2.4 vemos que el
orden de este trenzado es dos ya que se necesitan dos aplicaciones de la permutacion

para volver a la configuracion inicial.

Tabla 2.4 Recorrido de los hilos respeto a las posiciones 0 muescas en el trenzado
estrella.

a b c d e f g h Movimiento con respecto a | Permutacion de hilos
la posicion de las muescas

1| 2|34 |5 |6]|7]8 (b, ) (d, h) (e, @) (g, ©) (2,6) (48) (5,1) (7,3)

5 6 7 8 1 2 3 4 (b, ) (d, h) (e, a) (g, ©) (6,2) (8,4 (1.5 (3.7)

1 2 3 4 5 6 7 8 - -

T2.3. Trenzado doble cuadro

En el trenzado doble cuadro, se realizan dos intercambios entre los hilos de cada
lado del cuadrado, en particular si establecemos un orden para los vértices de cada lado
segun un sentido de giro, por ejemplo el horario, en el mismo subconjunto ponemos el
primer vértice de cada lado y en el otro subconjunto los Gltimos vértices de cada lado;
entonces el conjunto de veértices se divide en una particion de dos subconjuntos, cada
uno de cuatro elementos {a, c, e, g} {b, d, f, h}; se determinan asi las aplicaciones entre
los vértices de cada subconjunto, a—»c—»e—>g—»ay b—»d—>f—>h—-b, conformandose asi
en el grafo de orden y medida ocho y dos circuitos de cuatro veértices cada uno y cuatro
caminos, de nuevo de sentido alternado, como se muestra en la Figura 2.8.

Este trenzado se representa con la permutacion de Sgapcdefgn que se escribe
(a, c,e q) (b, h,f d).
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Figura 2.8. Grafo del trenzado doble cuadro.

De la tabla 2.5 del recorrido de los hilos se deduce que el orden del trenzado es
cuatro. Cabe destacar que estas son todas las posibles trenzas de ocho hilos que existen

en esta artesania y que se pueden representar con un dnico grafo®.

Tabla 2.5 Recorrido de los hilos respeto a las posiciones 0 muescas en el trenzado doble

cuadro
a b c d e f g h Movimiento con Permutacion de
respecto a la posicion de hilos
las muescas
1 2 3 4 5 6 7 8 (a,c,eg)(hfdb) (1,3,5,7) (8,6,4,2)
7 4 1 6 3 8 5 2 (a,c,eg)(hfdb) (6,1,2,5) (3,8,7,4)
5 6 7 8 1 2 3 4 (a,c,eg)(hfdb) (5,6,1,2) (4,3,8,7)
3 8 5 2 7 4 1 6 (a,c,eg)(hf,db) (2,5,6,1) (7,4,3,8)
1 2 3 4 5 6 7 8 - -

Para que la trenza producto sea util, esta tiene que ser de alguna forma
equilibrada; en termino matematico esto se traduce en un conjunto de reglas y patrones
que tiene que cumplir el grafo que describe el trenzado. Observamos entre ellos:

e Todos los vértices pertenecen a uno y un solo circuitos (esto permite definir la
particion y la permutacion).

e Los circuitos que constituyen un grafo contienen siempre el mismo nimero de
hilos.

e El grafo es invariante por la rotacion de dngulos rectos.

e Los sentidos de los circuitos siempre son alternados.

2 Existen mas trenzados pero para representarlos se necesitan mas de un grafo.
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T3. Inventar un posible trenzado con 16 hilos y modelizarlo
La ultima tarea propuesta consiste en que los estudiantes imaginen la realizacion

de diversos trenzados, en el caso se disponga de 16 hilos y una carta con 16 muescas.
Los estudiantes no realizan la actividad concreta de trenzar, ni disponen de la Carta.
Tienen que imaginarla y trabajar directamente con la modelizacion. La finalidad es que
generalicen lo aprendido de los patrones anteriores, practicando el razonamiento
inductivo y la generalizacion.

El punto de partida clave es que los estudiantes determinen la cardinalidad y el
nimero de los subconjuntos de las posibles particiones que respeten los patrones
observados en los grafos correspondientes a las trenzas de ocho hilos. Si todos los
vértices tienen que estar en un circuito y tienen que respetar las simetrias que hemos
descrito, resulta claro que cada subconjunto de la particidn tiene que tener el mismo
namero de vértices. Es decir, que el nimero de elemento del subconjunto y el numero
de subconjunto de la particion tienen que ser divisores del nimero total de hilos. Siendo
el numero total de hilos 16, y teniendo en cuenta los divisores de 16 (8, 4, 2) las
particiones posibles puede ser de las tres siguientes formas:

e 8 subconjuntos, cada uno de 2 elementos.

e 4 subconjuntos, cada uno de 4 elementos.

e 2 subconjuntos, cada uno de 8 elementos.

Como veremos en el andlisis de los resultados de la experimentacion, para cara
uno de estos tipos de agrupaciones existen varias posibilidades. No las analizamos aca,
debido a la limitacion de espacio y porque se estudian al analizar las producciones de
los participantes a la experiencia que presentamos en el proximo capitulo.

Esta tercera tarea propuesta tiene una complejidad de reflexion y es una tarea de
sintesis, pues se resumen Yy generalizan todos los contenidos aprendidos en las

anteriores, aplicandolos a una nueva situacion (trenzados de 16 hilos).
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CAPITULO 3. EVALUACION DE LA EXPERIENCIA

3.1 INTRODUCCION

En este capitulo presentaremos algunos resultados de la evaluacion de una
experiencia realizada con la innovacion propuesta. Puesto que los datos recogidos
fueron muchos, debido a la limitacién de espacio analizamos Unicamente una parte de
los mismos.

Considerando este trabajo tanto como una propuesta de innovacion docente, como
una actividad de iniciacion a la investigacion, en este capitulo seguiremos los apartados
esperados en una investigacion llevada a cabo en el aula. Por tanto se comienza
describiendo el contexto en que se realizé la experiencia y la muestra participante; a
continuacién se incluyen algunas consideraciones sobre la metodologia seguida. Se
analiza luego una parte de la informacion obtenida y se finaliza exponiendo nuestras
conclusiones.

Aunque la propuesta estd pensada para alumnos de Bachillerato, slo la hemos
podido evaluar (como se vera en este capitulo) en cursos orientados a la formacion de
profesores. El razonamiento combinatorio de futuros profesores o de profesores que no
han tenido mucha experiencia con la combinatoria no se ha mostrado muy diferente al
de los estudiantes de Bachillerato o incluso de educacion secundaria, como se ha
mostrado en la investigacion de Roa (2000), realizada con futuros profesores de
educacion secundaria, que habian cursado una licenciatura completa (5 afios) de
matematica.

A pesar de su alta preparacién matematica, estos futuros profesores mostraron
dificultades en la enumeracion sistematica, errores al considerar la importancia del
orden y en el recuento de configuraciones combinatorias. Por tanto, ademas de la
utilidad que se mostrara en este capitulo, de nuestra propuesta, para cursos dirigidos a
profesores, pensamos que es posible extrapolar los resultados relacionados con la
actividad matematica esperada al caso de alumnos de Bachillerato.

3.2 FASE PILOTO

El disefio de la innovacion se puso a prueba y se validd previamente en una

experiencia piloto, realizada en un curso de Etnomatematica que forma parte del Master
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en Didactica de la Matemética de la Universidad de Granada, durante el curso 2012-
2013. Los estudiantes que siguen este master son licenciados en matematicas (en el caso
de los participantes espafioles) o en ensefianza de la matematica (en el caso de los
alumnos latinoamericanos, que son la mayoria). La segunda licenciatura incluye
contenidos de matematicas y didactica de la matematica. Por tanto, su formacion es muy
similar a la de los sujetos que participaron finalmente en nuestra experiencia y por ello
nos parecieron adecuados para realizar una experiencia piloto.

En esta experiencia piloto participaron nueve personas de las cuales seis actuaron
como estudiantes y cuatro como evaluadores de la experiencia (uno de ellos vistiendo
ambos roles). Entre los evaluadores se encontraban tres expertos en Etnomatematica y
una experta en metodologia educativa. Por el reducido tiempo a disposicion se presentd
solo la Tarea 1 descrita en el capitulo anterior, trabajando en la forma prevista para la
experiencia definitiva. A raiz de las observaciones de los evaluadores recogidas en unas
fichas disefiadas previamente y de las reflexiones que aportaron en el aula los que
actuaron como estudiantes, se realizaron las siguientes modificaciones:

1. En la fase 3 de la Tarea 1 inicialmente se proponia la modelizacion con grafo de
una trenza simple de tres hilos (la clasica del pelo); a partir este primer trenzado
los estudiantes debian realizar el grafo del trenzado de la cruz de cuatro hilos. La
actividad inicial de trenza de tres hilos se omitid en el disefio final de la
innovacion, porque no proporciond nueva informacion y de todas forma el
ejercicio resultaba demasiado simple.

2. El texto de la hoja 2 que tuvo una intensa revision fue reformulado para hacer
mas claro el enunciado a los estudiantes.

3. Se decidid utilizar hilos de dos colores diferentes. En la experiencia piloto todos
los hilos eran del mismo color y esto no facilitaba la distincién en subconjuntos de

la particion del conjunto inicial ni la identificacion de los ciclos.

3.3. CONTEXTO Y MUESTRA

Finalmente la innovacion se llevd a cabo dentro de un curso optativo denominado
Taller de Modelizacién y Produccion Matematica que formd parte de la carrera de
Profesorado en Matemaéticas de la Universidad de Buenos Aiires.

Esta carrera prepara profesores de matematicas del nivel de secundaria, que en

Argentina tiene los mismos cursos que en Espafia. Para entrar en cualquiera de las
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carreras de la UBA (menos la de ciencias econdmicas) es obligatorio cursar el CBC,
ciclo basico comun, que es un curso anual donde se repasa a los estudiantes las
asignaturas basicas y comunes, entre ellas las de Matematica.

La carrera del Profesorado de Matematica depende del CeFIEC, Centro de
Formacidn e Investigacion en Ensefianza de las Ciencias, y del CCPEMS, Comision de
Carrera de los Profesorados de Ensefianza Media y Superior.

La carrera abarca asignaturas tanto del bloque pedagdgico genérico (seis de ellas
son obligatorias) como de ciencias exactas. Estas Gltimas asignaturas son comunes a la
licenciatura en Matematicas (ocho de estas materias son obligatorias). Encontramos
materias de Algebra, Analisis, Geometria, Estadistica y Probabilidad, Topologia, etc.
Hay dos asignaturas obligatorias de contenido didactico matematico y una oferta de
hasta seis optativas también de tipo didactico, que se dictan dependiendo de los afios
académicos y de las cuéles deben elegir tres. Todas ellas estan dirigidas a reforzar los
conocimientos sobre el curriculo, teorias de aprendizaje, evaluacién, dificultades y
errores y materiales didacticos.

Existe un cronograma sugerido para cursar estos estudios donde se distribuyen de
manera bastante uniforme las asignaturas de los dos bloques pedagdgico y de ciencias
exactas, que los estudiantes van realizando a la vez. La duracion total de la carrera es de
4 afios, sin contar el ciclo basico comun.

Cabe destacar que el curso Taller de Modelizacién y Produccion Matematica
donde se inserta la innovacion propuesta es muy afin a esta por metodologia y
contenidos. De hecho, el trabajo se desarrolla mediante descubrimiento, con una
orientacion investigativa: los estudiantes se enfrentan a algin tema de matematicas
presente en aspectos de la naturaleza, de la sociedad o de la misma matematica y se
hacen sus propias preguntas al respecto que intentan responder con pequefias
investigaciones.

Algunos temas de estas investigaciones fueron: las ecuaciones de las ondas de
sonido en relacion con las notas musicales, la relaciones aritméticas en los parametros
utilizados para dotar de estética la arquitectura y escultura antigua, las relaciones
geométricas en la perspectiva, los aspectos matematicos del célculo de interés de los
préstamos bancarios, y problemas de sistemas de ecuaciones cuadraticas con resolucion
gréfica en Geogebra). Este clima abierto hacia el planteamiento de cuestiones sin
preguntas -ni respuestas- prefijadas, es tierra fértil para la buena acogida del tipo de

trabajo propuesto en la innovacion y enriquece mucho el debate.
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Muestra
En el taller que incluye la innovacion participaron un grupo de 13 personas -de

aqui en adelante nos referiremos a ellos como los participantes-, compuesto por los 11
estudiantes del curso que hemos citado, que estaban en el cuarto curso de su carrera y
por tanto tenian una buena formacién matematica y de didactica de la matematica.
También participaron las dos profesoras del mismo.

Los estudiantes estaban interesados en los aspectos educativos ya que, si bien el
taller era abierto también a estudiantes de la Licenciatura en Matematicas, todos los
participantes en la experiencia eran de la Carrera de Profesorado o aspiraban a la doble
titulacion (Matematicas y Profesorado).

En la primera parte de la experiencia participaron también otros tres profesores de
la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales que no concluyeron el taller por
incompatibilidad de horarios con sus compromisos académicos, asi que proporcionaron
datos incompletos que descartamos del andlisis. Lo mismo ocurrid con otra estudiante
que lleg6 al taller con un considerable retraso.

Cuando realizamos la innovacion las clases se encontraban casi al final del
semestre y los estudiantes venian trabajando juntos desde hacia cuatro meses; el grupo
estaba muy unido -la investigadora tuvo la oportunidad de realizar un pequefio
seguimiento del curso-. Las profesoras, que se revelaron muy disponibles actuaron de
guia y mediadoras en los debates. Proporcionaremos en lo que sigue informacion de los

trece estudiantes participantes.

3.4 METODO

Se dedicaron en total de dos sesiones a la realizacion del taller, la primera de ellas
con una duracion de tres horas y la segunda de dos horas. En cada una de las sesiones
los participantes completaron por escrito fichas similares a la presentada en el Capitulo
2 (Figura 2.4 y 2.5) para cada una de las actividades propuestas.

En la primera sesion se propuso realizar la que definimos como Tarea 1, es decir
los participantes aprendieron a elaborar el trenzado simple de la trenza de cruz de 4
hilos; a continuacion describieron esta accién usando como guia la ficha de trabajo, con
el objetivo de ir construyendo una representacion del movimiento de los hilos para
hacer la trenza. Se pretendia que llegasen a un grafo o a describir una permutacion o

particion de los hilos.
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Una vez el alumno ha propuesto una representacion del trabajo de trenzado, los
participantes comparten sus modelos en parejas y, analizando las ventajas y desventajas
de las elecciones de cada uno, consensuan una representacion compartida. Finalmente
se pone en comun en el gran grupo los modelos que se han construido. De nuevo se
analizan las elecciones de cada pareja, observando que no se diferencian mucho entre si,
sino por el nivel de abstraccion. Para finalizar la sesiéon la profesora explica a los
participantes que es un grafo, cuales son sus elementos principales y se presenta una
solucidén experta (la presentada en el capitulo 2) de la modelizacion del trabajo artesanal
propuestos que hace uso de estos grafos y del concepto de permutacion.

En la segunda sesidn se propusieron las tareas 2 y 3, que recordamos consisten en
identificar los patrones que los grafos tienen que respetar para representar un trenzado, a
partir de la observacién de tres grafos de trenzas de 8 hilos. Se siguen los mismos pasos
que en la tarea 1: trabajo individual, consenso por parejas, y discusiébn comun,
finalizando con institucionalizacion por parte de la profesora. Durante esta actividad, en
particular en la puesta en comun, se presenta a los participantes la terminologia y
propiedades de los grafos que corresponden a los trenzados propuestos. Finalmente se
anima los participantes a inventar trenzados de 16 hilos, manejando la modelizacion con
grafos o con permutaciones (ya sin indicacion de la profesora).

Los instrumentos de recogida de datos utilizados fueron los siguientes:

e Fichas de trabajo de los participantes y de los grupos de participantes,

similares a las mostradas en las Figuras 2.4y 2.

e Ademas se completd un cuestionario sobre las concepciones respecto a la
naturaleza de las matematicas y en particular en el cambio con la actividad
(Albanese, 2014).

e Se grabo también la experiencia en video y se analizO posteriormente la

transcripcion.

En este trabajo nos limitamos a analizar algunos apartados de las fichas
completadas por los participantes. Se ha analizado el contenido de las respuestas de
estas fichas siguiendo un método propio de la investigacion cualitativa. Segun Bisquerra
(1989), el proceso de investigacion que se ha desarrollado es inductivo, pues se parte de
casos particulares (los trabajos de los estudiantes) con el fin de obtener generalizaciones
a partir de estas observaciones. La investigacion realizada es aplicada, descriptiva y
exploratoria ya que estda encaminada a obtener criterios de mejora de nuestra
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innovacion, para ser utilizada en el futuro. Pero no hemos llevado a cabo
manipulaciones sobre las variables ni hemos tratado de contrastar hipdtesis de tipo
estadistico. Siguiendo a Ldpez-Noguera (2002), nuestro trabajo utiliza un método
intensivo, pues estudian con detenimiento las producciones de algunos sujetos en lugar
de recurrir a una muestra mas amplia pero analizada superficialmente (métodos
extensivos).

El andlisis de contenido supone que un texto puede dividirse en unidades que
pueden clasificarse en un numero reducido de categorias en funcion de variables
subyacentes, y que permiten realizar inferencias sobre su contenido (Krippendorff,
1997). Su diferencia con otras técnicas es que sustituye en lo posible las
interpretaciones y subjetividad del estudio de documentos por procedimientos
estandarizados, con el fin de convertir en datos los contenidos analizados en los
documentos (Ledn y Montero, 2002).

Para realizar el andlisis de contenido se determinan las categorias y codigos de
interés. Estos se definen mirando los datos en relacion a la pregunta que se pone desde
la investigacion. El proceso para la definicion de categorias y codigos es el siguiente:
los datos se organizan en unidades de analisis y a estas se les asocias codigos. Un
mismo codigo se asocia a unidades de andlisis que se considera tienen un significado
parecido o equivalente. Un conjunto de cddigos de la misma naturaleza se incluyen en
una categoria. Tanto los codigos como categorias pueden ser definidos a priori, 0
emergentes, segun si se determinan con anterioridad o durante el analisis. En ocasiones,
como aqui haremos, es interesante mirar la frecuencia de ciertos codigos, entonces se
definen variables numéricas que cuentan el niUmero de veces que se presenta cierto dato

0 unidad de informacién.

3.5 ALGUNOS RESULTADOS DE LA EVALUACION

A continuacion se analizan los datos relativos a la Tarea 2, donde se proponia la
identificacion de posibles grafos para representar las trenzas de 8 hilos y posterior
analisis de los patrones comunes a todos los grafos posibles y a la Tarea 3, sobre la
generalizacién de los descubrimientos anteriores para creacion y analizar posibles
trenzados con trenzas de 16 hilos. Los datos se concretan en las producciones de los

participantes que cumplimentaron las fichas de trabajo.
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Para la Tarea 2 analizamos los patrones identificados por los estudiantes, una vez
identificado el grafo que modeliza el trabajo de trenzado propuesto definiendo codigos
para cada patrén distinto. En la Tarea 3 definimos variables y contamos los grafos y/o
permutaciones inventadas por los participantes y después distinguiremos entre los que
permite la realizacion del trenzado y los que no. Asimismo observamos si hay alguna

relacion entre la identificacion de patrones y los trenzados inventados.

3.5.1. IDENTIFICACION DE PATRONES

En la tarea 2, los participantes analizan los tres grafos de los tres distintos
trenzados de ocho hilos (Pregunta 4.2 de la Figura 2.5). En esta tarea ya no se realiza
manualmente la actividad de trenzado (que han hecho en la Tarea 1), sino que se les
presentan los grafos de las trenzas propuestas con unas diapositivas proyectadas en el
aposito panel que dispone el aula. Estos trenzados se han descrito en la seccién 2.7 del
capitulo anterior: cruz de ocho hilos, trenzado estrella y trenzado doble cuadro.

Para facilitar la comprension de los resultados reproducimos en la Figura 3.1 los

tres grafos que se espera el participante analice (T2.1, T2.2, T2.3).

a b a b
h c
g d
g d
f e
f e
Cruz de ocho hilos. Trenzado estrella Trenzado doble cuadro

Figura 3.1. Grafos que representan los trenzados propuestos en la Tarea 2.

Lo que se pretende en esta Tarea es que los participantes identifiquen los patrones
que se observan en los grafos de los tres trenzados de 8 hilos. Esta tarea es
indispensable para poder después inventar trenzas de 16 que sean aceptables desde el
punto de vista artesanal.

La recogida de las fichas completadas por los participantes es posterior a la puesta
en comun en el gran grupo. Esto significa que los patrones que analizamos en cada ficha
no son solo los que inicialmente ha identificado el participante al cual pertenece la

ficha, sino los que han considerado relevantes entre los patrones que han propuesto
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otros participantes. Esta observacion es determinante en cuanto no queremos valorar la
cantidad de patrones identificados por cada participante, sino los que cada uno ha
considerado a la hora de realizar la siguiente tarea de inventar trenzas de 16.

En la Figura 3.2 reproducimos algunos ejemplos de respuesta de los participantes.
Como vemos cada estudiante ha propuesto mas de un patron. Realizamos a
continuacion algunas observaciones generales sobre estas respuestas.

En las respuestas de los participantes A y B se recogen casi todos los patrones
reconocidos por los participantes, aungue el lenguaje es a veces impreciso; por ejemplo,
el sujeto A indica “los grafos son disjuntos” pero quiere decir; “los vértices que forman
cada circuito en el grafo constituyen conjuntos disjuntos”. Es decir, este sujeto esta
identificando una particion en el conjunto de vértices del grafo, pero no lo sabe
expresar. Por otro lado, en la respuesta de A el dltimo patrén es muy genérico, porque
no se explicita en qué sentido los circuitos son iguales (creemos que se refiere a que
tienen igual nimero de vértices). Del mismo modo, en la respuesta de B el patrén sobre
los 4 vértices no es del todo correcto, si bien evidencia que el participante ha
reflexionado sobre que el nimero de vértices en cada circuito es igual, pero como
observamos en la Figura 3,1 no se pueden elegir cuatro vértices cualquiera para producir
el trenzado. Notamos que este sujeto identifica y explica correctamente la propiedad de
que los conjuntos de vértices de cada circuito son disjuntos.

En las respuesta del participante D , de nuevo usa un lenguaje impreciso (grafo en
lugar de circuito); es relevante notar que se destaca que el nimero de circuitos posible
es par, aunque lo expresa con duda. También vuelve a sefialar que los conjuntos de
vertices de los diferentes circuitos son disjuntos (idea de particién). También aventura
una conjetura: si el nimero de vértices de cada circuito ha de ser un namero primo.

En la respuesta del participante E se menciona que el nimero de vértices de cada
circuito tiene que ser par. De nuevo se expresa la idea de particion (grafo desconexo o
disjunto) refiriéndose a los circuitos del grafo. También identifica una propiedad
geométrica: hay cierta simetria en los circuitos y se habla de los posibles sentidos de

giro.
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4.2 Identifica los patrones, los elementos comunes que tienen todos los grafos que representan trenzas.
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Figura 3.2. Respuestas de algunos participantes sobre la identificacion de patrones.
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Finalmente en la respuesta F cabe destacar que el participante hace explicita la
relacion entre el patron y la posibilidad de realizar la trenza en cuanto declara "si no, no
trenza". Este participante repite los patrones descritos anteriormente.

En la Tabla 3.1 se presentan la lista de todos los patrones que se han evidenciado
en las fichas con el correspondiente nimero de participantes que los han detectados, si
bien —como hemos visto— no siempre con las mismas palabras y con frecuencia con
lenguaje impreciso. En términos del analisis cualitativo, cada patron descrito por los
participantes es una unidad de andlisis y se le asigna, segun el significado de la misma,
uno de los cddigos entre los que aparecen en la tabla (los cddigos son emergentes).
Todos estos codigos se agrupan en la categoria de "patrones”. Cada uno de los
participantes propone mas de un patron. El total de patrones identificados fue de 57, lo
que da una media de 4,38 patrones diferentes propuestos por cada participante.

Lo mas frecuente fue observar que los circuitos de los grafos que describen los
trenzados son disjuntos entre si, lo que seria equivalente a identificar una particion del
conjunto de vértices en dos subconjuntos del mismo nimero de elementos. Otro patrén
muy frecuentemente identificado fue que los sentidos de giro son alternados (84, 6% en

cada caso). Este ultimo patrén expresa la recurrencia en el trenzado.

Tabla 3.1. Patrones identificados y nimero de participantes (n=13)

Caracteristicas del grafo Frecuencia Porcentaje
de sujetos
Los circuitos pasan por el mismo nimero de vértices 9 69,2
Los circuitos pasan por un nimero par de vértices 3 23,1
Los circuitos son cerrados 8 61,5
Los circuitos son disjuntos 11 84,6
No hay vértices sueltos 7 53,8
Los sentidos de giro son alternados 11 84,6
Hay un nlmero par de circuitos 4 30,8
En cada circuito intervienen vértices cercanos y/o los opuestos 1 7,7
Hay simetria en cada circuito 2 15,4
El nimero de circuitos divide al nimero de vértices 1 7,7

Total patrones 57

Fue sencillo también identificar que cada circuito pasa por el mismo nimero de

vertices (69%) que un participante expresa también como que el nimero de veértices es
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maltiplo del nimero de circuitos (y reciprocamente el nimero de circuitos divide al de
vertices) .

Es frecuente también observar que los circuitos son cerrados (61,5%) y que no
hay vértices aislados (53,8%). El resto de las propiedades aparece con menos
frecuencia.

En general los resultados en esta parte de la tarea muestran que se alcanzan los
objetivos pretendidos, pues los estudiantes fueron capaces de identificar propiedades y
patrones comunes a los grafos que resultaron de la actividad previa de modelizacion del
trenzado en las trenzas de ocho hilos. Ademas, cada estudiante identifica de 4 a 5
patrones, lo cual también muestra la actividad de analisis realizada por ellos. El Gnico
punto algo negativo que hemos observado fue el lenguaje impreciso en algunos casos,
sin discriminar circuito y grafo; esto seria un punto al que dedicar més atencion en

proximas reproducciones de la actividad.

3.5.2. DISENO DE TRENZADOS Y GRAFOS ASOCIADOS PARA TRENZAS DE 16 ELEMENTOS

Como se indico en el Capitulo 2, en la Gltima tarea, la 3, los participantes inventan
trenzados de 16 hilos sin realizarlos materialmente. Por tanto es otra tarea abstracta, en
cuanto los participantes han de generalizar lo hecho hasta el momento sin el apoyo del
material manipulativo. El objetivo es que los alumnos generalicen lo aprendido en las
actividades anteriores.

Para analizar los resultados en esta tarea hemos considerado las siguientes
variables:

e Numero de grafos propuestos por el participante: Como en el trenzado de 16
hilos serian posibles al menos 8 versiones diferentes, cada participante podria
identificar mas de una. Aunque no se pretende que las encuentre todas, pues el
tiempo disponible no fue excesivo, si nos interesa ver si proporcionan mas de un
ejemplo. Por ello, se ha contado el numero de grafos propuestos por cada
participante ya que, en general, presentan mas de uno.

e Numero de grafos con vértices simbolizados: algunos participantes atribuyen
simbolos a los vértices de algunos de los grafos que disefian. Para nosotros esto
supone una actividad mas algebraica, al considerar simbolos con los que luego

pueden trabajar para responder el resto de preguntas.
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Ndmero de grafos o permutaciones o particiones que permiten el trenzado: No
todos los grafos creados se adecuan a los patrones descritos en la tarea anterior y
no los consideramos como trenzados; Un ejemplo de ello se muestra en la Figura
3.1. Algunos de estos trenzados propuestos no podrian realizarse fisicamente;
por tanto tratamos de ver cuantas de las propuestas cumplen las condiciones
pedida. Una minoria de participantes, exactamente dos, presentan las
permutaciones en lugar de, o ademas de, la representacion del trenzado por
medio del grafo. Asimismo contabilizamos aqui las permutaciones o particiones
propuestas, validas segln los patrones descritos, y que no han sido ya contada
por no ser expresada también con un grafo.

Namero de vértices en cada circuito del grafo (o nimero elementos que forman
cada particion, o permutacion) en el trenzado propuesto: para elaborar el
trenzado, respetando todos los patrones que se describieron en la seccion
anterior, solo es posible intercambiar los elementos dos a dos, cuatro a cuatro u
ocho a ocho. Algunos participantes se limitan a un solo tipo de particion, por
ejemplo, tomado los elementos dos a dos y otros realizan varias posibilidades.
No contabilizamos aqui aquellos grafos que no representan un trenzado por no

respetar los patrones.

Describimos aqui un ejemplo de cdmo se ha realizado el anélisis. En la Figura 3.3

se muestra la produccion de un participante. Este propone: un grafo y tres

permutaciones/particiones posibles de los hilos para formar el trenzado, la primera de

las cuales describe los dos circuitos que se han representado en el grafo.

De las tres permutaciones propuestas la Unica que no representa un trenzado, por

no cumplir los patrones de simetria, es la ultima permutacion. Entonces este participante

ha logrado inventar dos trenzados utilizando particiones respectivamente de 8 y 4

elementos. Ademas ha simbolizado los vértices del grafo dibujado y utiliza estos

simbolos para describir luego particiones y permutaciones.
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Figura 3.3. Grafos y permutaciones realizados por un participantes.

Numero de grafos propuestos

En la Figura 3.4 presentamos la distribucion del nimero de grafos propuestos por
cada participante (que ademas podria haber propuesto alguna particién o permutacion).
Observamos que algunos llegan a proponer hasta seis grafos diferentes; siendo lo mas
frecuente que se propongan tres. Solo tres de los participantes propone sé6lo un grafo. En
total se proponen 40 grafos entre los 13 estudiantes, que supone una media de 3,3 grafos

por estudiante.

Distribucién del namero de grafos propuestos

Frecuencia de estudiantes

1 2 3 4 5 ]

Mimero de grafos propuesto

Figura 3.4. NUmero total de grafos propuestos por participante.

Numero de grafos y permutaciones que permiten el trenzado
En la Figura 3.6. obtenemos la distribucion de nimero de grafos que permiten el
trenzado por participante. Observamos que dos participantes proponen hasta seis grafos

distintos que permiten el trenzado, siendo tres lo mas comdn y s6lo dos hacen una sola
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propuesta que permite el trenzado. Igualmente aca se obtienen 40 propuestas en total
(media de 3,3 por participante).

MNdmero de grafes que permiten el trenzado

Frecuencia de estudiantes

1 2 3 4 5

o

Numero de grafos correctos

Figura 3.6. NUmero total de grafos que permiten el trenzado por participante.

Cabe destacar que practicamente casi todos los grafos propuestos representan un
trenzado. Sélo dos de los trece participantes y ambos en un solo grafo, respectivamente
de los 2 y 5 que realizaron, producen uno que no respecta los patrones para la creacion
del grafo para un trenzado. Este resultado es bastante sorprendente considerado que,
excepto por las dos profesoras del curso, los participantes no habian manejado nunca el
concepto de grafo en sus estudios anteriores ni tenian practica con la actividad artesanal.

Ademés en ambos casos los dos grafos en cuestion siguen los patrones que
salieron en la clase; el error se produce porque no respetan el Unico patron que no se ha
evidenciado directamente ni en las fichas, ni en la puesta en coman: que el grafo debe
ser invariante para la rotacién de 90° y sus multiplos. El patrén que mas se acerca a este
es el que detecta ciertas simetrias en el grafo pero sin especificar cuéles son estas
simetrias.

De hecho, un participante propone un grafo bien complejo (que no permite el
trenzado) pero él mismo no se queda conforme, dejando unos puntos interrogativos

cerca del dibujo (Figura 3.5), expresando su duda sobre la correccion.
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Figura 3.5. Grafo que no representa un trenzado. Extraido de la ficha de un participante.

NUmero de vértices en cada circuito del grafo

También hemos analizado los tipos de grafos que usan los participantes para
proponer los trenzados, segin el nimero de vértices de cada circuito. El minimo nimero
de veértices en cada circuito necesario para que se pueda realizar un intercambio de hilos
debe ser 2. En la Figura 3.7 presentamos un ejemplo de este tipo de grafo, en este caso
sin simbolizar los vértices.

El grafo tiene en total 8 circuitos por cada uno de los cuales solo pasan dos
vertices; o, dicho de otro modo, se ha hecho una particion del conjunto de vértices en
ocho subconjuntos binarios. Si se simbolizan los vértices con letras correlativas, la
particion correspondiente es (a, i) (j, b) (c, k) (1, d) (e, m) (n, f) (g, 0) (p, h); también
puede verse como un conjunto de permutaciones recurrentes de los vértices de cada

particion entre si.

»

Figura 3.7. Grafo con particion de 2 elementos. Extraido de la ficha de un participante.

Respecto a los grafos con particiones de 4 elementos encontramos seis variantes
algunas de las cuales se reproducen en la Figura 3.8, los dos primeros con vértices no

simbolizados y el tercero si.
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Figura 3.8. Grafos con diversas particiones de 4 elementos. Extraidos de las fichas de
varios participantes.

En el primer grafo (sin simbolizacion) encontramos cuatro circuitos con cuatro
vertices cada uno, es decir una particion de los vértices con cuatro subconjuntos de
cuatro elementos cada uno. Si se simbolizan los vértices con letras correlativas, la
particién seria es (a, b, i, ) (d, c, I, K) (e, f, m, n) (h, g, p, 0), donde se permutan los
elementos de cada subconjunto en orden correlativo y recurrentemente.

Los vértices que se encuentran en el mismo subconjunto se sitian de dos en dos
sobre los lados opuestos de la Carta. Los que se encuentran en el mismo lado de la Carta
son adyacentes y se conectan con los que se sitlan segun en el lado opuesto segun la
diagonal. En concreto dos Vvértices adyacentes del lado superior y la izquierda se unen
con los dos que se encuentran en el lado inferior pero a la derecha (y viceversa), y los
dos que se sitian en el lado derecho en la parte superior se unen con los que se
encuentran en el lado izquierdo en la parte inferior (y viceversa). Después se les asignan
sentidos de permutacion o de recorrido alternados a los circuitos sucesivos asi definidos.

En el segundo grafo, encontramos cuatro circuitos formados por cuatro vértices
cada uno, sin simbolizar; es decir una permutacion en cuatro subconjuntos de cuatro
elementos cada uno. Si se simbolizan de nuevo los vértices con letras correlativas, la

particion seria (a, e, i, m) (b, n, j, f) (c, g, k, 0) (d, p, |, h); en cada uno de ellos se define
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una permutacion recurrente, donde cada vertice se intercambia con el siguiente y el
ultimo con el primero. Aqui el mismo subconjunto hay un vértices de cada lado de la
Carta (se toma un elemento de cada cuatro, en orden sucesivo del alfabeto); si les damos
un orden progresivo en un determinado sentido, por ejemplo horario, a los vértices
dentro de cada lado, se trata de conectar los primeros vértices de cada lado entre si, los
segundos entre si, etc. Y después se les asignan sentidos alternados a los circuitos
sucesivos.

En el tercer grafo, también forma una particion con cuatro subconjuntos de cuatro
elementos (cuatro circuitos), esta vez simbolizada; la particion es (a, c, j, I) (d, b, k, i) (e,
g, n, p) (h, f, o, m). Aqui se unen los vértices de cada lado, en lugar que con el
adyacente, como en el primer grafo, con el siguiente en orden alfabético. Si les
queremos dar un orden a los vértices de cada lado, segin un sentido, unimos el primero
con el tercero y el segundo con el cuarto. Después unimos las parejas asi definidas con
las simétricas del lado opuesto respecto a un eje central paralelo a los lados en cuestion.
Cabe destacar que en este Ultimo grafo el participante no ha posicionado los vértices
sobre los lados del cuadrado de la Carta, sino los ha ubicado de forma tal que sea mas
sencillo visualizar la particion

También de los grafos con particion de 8 elementos encontramos diferentes
variantes, todas con particion en dos subconjuntos sin simbolizacién. En total en las
fichas encontramos tres propuestas distintas y en la Figura 3.9 se muestran todas ellas.
En el primer grafo, , si lo simbolizamos con letras correlativas tenemos una particion en
dos subconjuntos (a, b, ¢, d, i, j, k, I) (h, g, f, &, p, 0, n, m). El movimiento de trenzado
siempre asignando letras en sentido horarios a los vértices, determina una permutacion
en cada subconjunto de ocho elementos, donde cada vértice (hilo) se pone en la posicién
del siguiente y el Gltimo en la del primero. Para conseguir tales subconjuntos se unen
todos los Vvértices de cada lado entre si y despues con los del lado opuesto. Finalmente
se asignan sentidos alternados a los dos circuitos.

El segundo grafo podemos representarlo con la particion (c, a, o, m, k, i, g, €) (b,
d, f, h, j, I, n, p) de donde se deduce la correspondiente permutacion como en los casos
anteriores. Observamos que esta equivale a la primera de la Figura 3.3 con la Unica
diferencia que se invierten los sentidos de los circuitos, pero ambos representan el
mismo trenzado. Si se consideran ordenados todos los vértices seguin un sentido de giro,

se ponen en el mismo subconjunto, vértice si y vértice no, de manera alternada.
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Figura 3.9. Grafos con diversas particiones de 8 elementos. Extraidos de las fichas de los
participante.

En el tercer grafo se representa la particion (b, a, n, m, j, i, f, e) (c, d, g, h, k, |, o,
p) y correspondiente permutacion. Aqui se unen dos vértices consecutivos de cada lado,
en particular si consideramos siempre un orden segun un sentido de giro, los dos
primeros de cada lado entre ellos y los dos ultimos de cada lado entre ellos, formando
asi los dos subconjuntos se ocho elementos. Siempre se asignan sentidos alternados a
los circuitos.

En la siguiente Figura 3.10 se muestra el numero de grafos separado por tipo de
particién (dos subconjunto de ocho elementos, en verde; cuatros subconjuntos de cuatro
elementos, en rojo; ocho subconjuntos de dos elementos, en azul) que inventan los
participantes. Es decir el numero de trenzas de dos, cuatro y ocho elementos
correctamente simbolizada por estudiante.

Observamos que lo mas comin es proponer sélo una trenza de cada tipo,
correctamente representada en un grafo que cumple las condiciones. Y dentro de ello, la
mayoria de los estudiantes proponen una trenza formada por particion de los 16 hilos en
dos elementos (8 de los 13 estudiantes), seguido por una trenza de cuatro hilos (siete

estudiantes).
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Numero de grafos de diferente tipo por
participante

Wtrenzas de 2

Wtrenzas de d

Wtrenzas de 8

Freciencia de estudiantes
[T R SR Y R N & I R Y v I V]

1 2 3
Numero de grafos

Figura 3.10. Numero de grafos que permite el trenzado por participantes y por
caracteristica de la particion.

El total de trenzas de dos hilos propuestas es de 8; sumando las 16 de 4 hilos y las
17 de ocho se obtienen 41 trenzas, es decir, de nuevo una media de alrededor de tres por

participante.
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4. DISCUSION E IMPLICACIONES DIDACTICAS

Analizamos diferentes cuestiones:

v Conclusiones generales de la experiencia: evidenciamos, como ya vimos en los
parrafos anteriores, que casi todos los participantes crean mas de un grafo y la
mayoria de grafos propuestos representan trenzados, porque cumples los patrones
determinados para ello. Estos resultados son muy satisfactorios pues demuestran que
los participantes han interiorizado el concepto de grafo, manejan las propiedades, y
realizan un proceso de generalizacion para crear trenzados de un nimero elevado de
hilos. Ademas en las actividades iniciales se ha visto como los participantes son
capaces de identificar patrones en los grafos y de establecer una simbolizacion
adecuada de los mismos. En conjunto la actividad les ha llevado a trabajar con
muchos objetos matematicos diferentes y conectarlos entre si, en especial los de
grafo, particion, aplicacién y permutacion, asi como sus propiedades.

v Posibilidad de adaptarlo a cursos de bachillerato: al principio del Capitulo 2 hemos
visto como la innovacion propuesta contribuye al alcance de varios objetivos de
etapa y de area y favorece al desarrollo de diversas competencias, en particular de
numerosas facetas de la competencia matematica. Insistimos en particular en que a
través de esta actividad se aprende de manera constructiva los conceptos
matematicos implicados a partir de una actividad practica real y se fomenta el
desarrollo del pensamiento matematico y sobre todo del razonamiento combinatorio,
asi como la actividad de modelizacion. Como hemos subrayado en el Capitulo 1,
esto es parte fundamental para el desarrollo del pensamiento del adolescente. El
planteamiento de la actividad estd al alcance de estudiantes de Segundaria y
Bachillerato, ya que no requieren conocimientos previos de gran complejidad
matematica. Si bien cabe mencionar que la formulacion abierta de las tareas
disefiadas, donde la respuesta no es unica, y el hecho de que se plantean retos que
implican cierta creatividad, hace que resulte especialmente adapta a estudiantes de
altas capacidades. Finalmente no hay que olvidar la fuerte componente motivadora
de la elaboracion manual de las trenzas, pasatiempo comun, sobre todo entre las
alumnas, en esas edades.

v Potencialidades para los cursos de formacion de profesores: de la experiencia que

hemos relatado resulta evidente que esta innovacion es interesante para la formacion
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del profesorado. Aunque consideramos que en estos niveles hay que complementar

el aprendizaje de los contenidos matematicos con la reflexion sobre los aspectos

sociales y culturales sobre la concepcion de la matematica, enmarcandolos en la

investigacion etnomatematica (Albanese, 2014). Asimismo creemos que esta

innovacion tiene cierta potencialidad para que surja una reflexionar sobre el empleo

de diversas metodologias de ensefianza-aprendizaje y la relacion de la matematica
escolar con su aplicacion a la vida diaria.

Para terminar quiero poner de manifiesto la importancia para el profesor de

innovar en el aula y de ser capaz de evaluar tales innovaciones. Este es un aspecto

fundamental del desarrollo profesional de un docente que le permite seguir aprendiendo

de su propia préctica a través de la reflexion (Schén, 1992).
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