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NOTACION

® — conjunto vacio.

IN — conjunto de los nimeros naturales.

IR — conjunto de los niimeros reales.

IR* — conjunto de los nimeros reales estrictamente positivos.
IR~ — conjunto de los nimeros reales estrictamente negativos.
st = max{0, s} , donde s € IR.

s~ = min{0, s} , donde s € IR.

- — producto escalar usual de RN,

|lz|]| — norma euclidea del vector z € RN.

Q — dominio (conjunto abierto y conexo) acotado de RN con frontera

0Q1 suficientemente regular.

o]
A — interior de A, subconjunto de un cierto espacio topoldgico.

A — clausura de A, subconjunto de un cierto espacio topolégico.

0A — frontera de A, subconjunto de un cierto espacio topoldgico.

|| — medida de Lebesgue de Q.
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2 NOTACION

long (I) = sup I—inf I — longitud del intervalo I acotado de niimeros

reales.

c.t. ¢ € Q) — propiedad que verifican todos los puntos de 2 salvo un

conjunto de medida cero. -

A+B:={a+b:a€ A;be B} — suma de los subconjuntos Ay B

de un espacio normado X.

X = X1 X, — significa que el espacio normado X es suma topoldgica-

algebraica de los subespacios vectoriales Xy y X».

91’ Bz " Bxy

Vu = (8“ Ou 8—“) — gradiente de u : @ — RR.

8%
2

— 8%u | 9%
Au + 502 + ...+ o2,

= 53 — laplaciano de v : @ — IR.
x1

llu|lx — norma de u en el espacio normado X.

B.(0) = {u € X ,||u]lx <r} — bola abierta en z centrada en cero
de radio » > 0.

deg(F,G,a) — grado de la aplicacién F : X — X, de la forma
identidad menos compacto, en el abierto G C X con respecto al punto
a € F(X)\ F(0G).

i(F,a) — indice (o grado local) de la aplicacién F : X — X, de la
forma identidad menos compacto, en la solucién aislada a de la ecuacion
F(z)=0.

— — convergencia débil.

C(X) — espacio de las funciones f : X — IR continuas en el espacio

topolégico X dotado de su norma usual.

Co*(Q), C2*(0) — espacios usuales de Holder dotados de sus nor-

mas usuales.

C*¥(X) — espacios de las funciones f : X — IR continuas y diferen-

ciables usuales dotados de sus normas usuales.



NOTACION 3

LP(Q)) — espacios de Lebesgue usuales (1 < p < o0).
| |[, — norma usual de LP(Q) (1 < p < o).
Norma uniforme de u — ||u||c, u funcién acotada.

HY(Q), WhP(Q), H} ()~ espacios usuales de Sobolev dotados de

su norma usual.
H~1(Q) — espacio dual de H}(Q).

X inmerso en Y — significa que la inclusién del espacio X en Y es
una aplicacién continua. Cuando ademés sea compacta, diremos que la

inmersion de X en Y es compacta.

A1, Ag, ... — valores propios de —A con condiciones de tipo Dirichlet

o Neumann.

®; — autofuncién positiva normalizada en C!(§) del primer auto-

valor A\; de —A con condiciones de tipo Dirichlet.

(PS) — condicién de compacidad de Palais-Smale.



INTRODUCCION

Podemos encontrar en casi todas las disciplinas de la Ciencia, e incluso en
alguna aparentemente ajena a ella, numerosos problemas que se pueden
modelar por ecuaciones diferenciales. Es tal la inmensidad de problemas
que podemos plantear en este campo, que resulta de todo punto inabar-
cable analizar de manera genérica cualquier ecuacién. Esta Memoria
estd dedicada al estudio de una clase de problemas de contorno elipticos
que surgen comos modelos estacionarios de procesos de difusién. Para

fijar ideas, consideremos el problema de contorno

-Au = f(z,u), z€Q
(0.1)
B(u) = 0, z €02
donde § es un dominio acotado de R™ (N > 1) con frontera 9 regular,
f: QxR — R es una funcién continua, no lineal en general, y B es
una condicién de contorno (que serd bien de tipo Dirichlet, B(u) = u, o
bien de tipo Neumann, B(u) = 3%).
El que hayamos considerado el operador laplaciano no es, en ab-
soluto, restrictivo, y los resultados que expondremos a lo largo de la
Memoria son igualmente vélidos si consideramos operadores elipticos de

segundo orden mds generales. De hecho, nuestra forma de estudiar el

5



6 INTRODUCCION

problema (0.1) es la propia del Andlisis Funcional No Lineal. Es decir,
transformamos (0.1) en una ecuacién funcional planteada en un espacio
adecuado de funciones con dimensién infinita y ésta es resuelta mediante

distintos métodos.

Entre las principales técnicas del Andlisis No Lineal para el estudio
de ecuaciones diferenciales podemos citar la Teoria de Bifurcacién y los

Métodos Variacionales.

La Teoria de Bifurcacién se basa en transformar (0.1) en una ecuacién
del tipo F'(u) = 0, siendo F' un operador definido en un adecuado es-
pacio de Banach de dimensién infinita; para, con posterioridad, estu-
diar la existencia de ceros de F' dependiendo de un cierto pardmetro
A, normalmente con cierto significado dentro del fenémeno fisico que
modela (0.1). Entre los primeros resultados en esta linea, cabe citar el
famoso trabajo de Leray y Schauder [36], donde ademéds de introducir el
grado topoldgico (llamado desde entonces en su honor, grado de Leray-
Schauder), para operadores definidos en un espacio de Banach con la
forma identidad menos compacto, ya se presentan también los primeros
resultados de existencia de continuos (conexos y cerrados) de soluciones
(véase Théorém fondamental en dicho articulo). En [30], Krasnosel’skii
prueba que, si denotamos la dependencia de F respecto del pardmetro A
de la forma F(A, ), entonces, suponiendo que F(A,u) = u — A u, con
K operador compacto verificando K0 = 0, se obtiene que cualquier valor
caracteristico A* de X' con multiplicidad algebraica impar es un punto
de bifurcacién de la linea de soluciones triviales u = 0, esto es, {A*,0) es
un punto de acumulacién de ceros (A, u) de F' con u # 0. Este resultado
se basa en un cambio de indice de F(}, ) cuando X "atraviesa” A = A*.
Posteriormente, en [43], usando el caricter global del grado topoldgico,
Rabinowitz probd atin mds: de cada valor caracteristico \* de K con
multiplicidad algebraica impar bifurca un continuo Ly contenido en la

clausura del conjunto de ceros (A, u) de F con u # 0 tal que, o bien X
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es no acotado, o bien (A, 0) € &y para otro valor caracteristico Ay # \*
de K.

Por otra parte, y a grosso modo, podemos decir que los Métodos
Variacionales consisten en asignar a cada ecuacién diferencial (junto con
sus condiciones de contorno) un funcional I definido en un adecuado
espacio de funciones, de tal manera que el conjunto de las soluciones de
la ecuacién coincida con el de los puntos criticos de dicho funcional, es
decir, los puntos u tales que I'(u) = 0. Haciendo un recorrido histérico,
quizds los primeros trabajos basados en Métodos Variacionales sean
atribuibles a Bernoulli y Euler. Desde entonces, la lista de matematicos
que se han ocupado de esta teoria es interminable, siendo una mues-
tra de la importancia que histéricamente los métodos variacionales han
tenido en la Matemética, el que Hilbert dedicara dos problemas, el de-
cimonoveno y vigésimo, de su célebre lista al estudio de las condiciones
necesarias y suficientes para que un funcional tenga minimo (lo que, en
nuestro caso, proporcionaria uno de los buscados puntos criticos). Fue
Tonelli [52] quien, a comienzos del siglo XX y basdndose en las técnicas
modernas desarrolladas previamente por Lebesgue y Hilbert, formalizé
con rigor y desarrollé una teorfa completa en lo que se conoce como
Método Directo del Célculo de Variaciones. Uno de sus resultados mas
notables establece la existencia de minimo global de un funcional coer-

civo y débilmente inferiormente semicontinuo.

Un poco después aparecieron las memorias de Morse [38] y de Lus-
ternik y Schnirelmann [37], quienes se dedicaron al estudio de la exis-
tencia de puntos criticos distintos de minimos para funcionales con cier-
tas propiedades de simetria. Mediante sus teorias se pudieron obtener
soluciones elegantes de problemas que, hasta entonces, habian sido con-
siderados de gran dificultad. Por ejemplo, la existencia de geodésicas
cerradas en una variedad compacta o el problema de las superficies mi-

nimales. Otro resultado a destacar se refiere a problemas variacionales
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condicionados: La restriccién a la esfera SN~' de dimension N ~ 1 de
todo funcional real definido en RN que sea par posee, al menos, N pares
de puntos criticos. Asi, debido a su amplio rango de aplicabilidad, la
investigacion en este campo ha sido incesante hasta llegar a la extensién
de la teoria a funcionales definidos en variedades de dimensién infinita.
Dicha extensién se debe, entre otros, a Browder [16], Krasnosel’skii [30],
Palais [39], Palais y Smale [40], Schwartz [50] y Vainberg [53].

El articulo de Ambrosetti y Rabinowitz [6] fechado en 1973 supuso un
contribucién sustancial al estudio de los puntos criticos de funcionales
indefinidos, es decir, no acotados ni superior ni inferiormente. Entre
otros resultados destacamos el famoso Teorema de Paso de Montaiia
que establece la existencia de un punto critico no nulo para funcionales
satisfaciendo la condicién de compacidad de Palais-Smale y poseyendo
un minimo local no global en cero. A partir de éste, la investigacién de
nuevos teoremas de existencia de puntos criticos como, por ejemplo, el
Teorema de Punto Silla de Rabinowitz [42] y el Teorema Linking [46],
ha proseguido sin cesar hasta nuestros dfas. Los surveys [2, 47] suponen
una buena recopilacién de la mayoria de resultados que han aparecido.

En nuestro problema (0.1), el espacio de funciones considerado serd
un conveniente espacio de Sobolev. A saber, H(Q) en el caso de condi-
ciones de Neumann en la frontera, y H}(Q) si las condiciones son de
Dirichlet. El funcional asignado a (0.1) (llamado de Euler, en justicia)
es el que hace corresponder a cada funcién u del espacio de Sobolev

adecuado, el nimero real

I(u) = %/{;]Vuﬁda: —/QF(:c,u(z)) dz ;

donde F(z,s) = [y f(z,t)dt, para z € Q, s € R. Es bien conocido que,
bajo ciertas hipdtesis que limitan el crecimiento de f en el caso N > 1,
el funcional I es diferenciable y sus puntos criticos coinciden con las

soluciones débiles de (0.1).
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Puesto que, como es natural, nuestro conocimiento de un problema
no-lineal no puede, ni mucho menos, ser méas completo que el que po-
damos deducir para el problema lineal o afin, parece conveniente, como
un primer acercamiento al estudio del problema (0.1), analizar el afin.

Consideremos, por tanto, para A € IR y h € L%(Q) el problema

—Au

Au+ h(z), €
(0.2)

B(u) 0, €00

Como es bien conocido, por el Teorema de la Alternativa de Fredholm
[13], (0.2) tiene solucién tnica para cada h € L2(Q)si A # Ap k = 1,2...
(los autovalores del operador laplaciano con la condicién de frontera
Bu = 0), mientras que si A = Ax para algin k € IN, entonces (0.2)
tiene solucién si, y sélo si h es ortogonal en L?(Q) al subespacio propio
asociado a Ag, en cuyo caso hay todo un subespacio afin de soluciones.
Este ejemplo sugiere que, en el estudio del problema general (0.1), es
fundamental la relacion de la no-linealidad con el espectro del operador
diferencial.

En 1930, Hammerstein [27], en un articulo que bien puede considerar-

se pionero en su campo, obtenia, entre otros, el siguiente resultado: sea

f: QxR — R una funcién continua verificando que los ugrilm j_(a;,_u)
estdn acotados superiormente por un nimero o menor que Ay, entonces
(0.1) tiene solucion. Hoy en dia, este resultado es ficilmente deducible.
Efectivamente, en este caso se puede comprobar que el funcional de Euler
asociado a (0.1) es coercivo y débilmente inferiormente semicontinuo, lo
que implica, por el Método Directo del Célculo de Variaciones, que tiene
un minimo global, y en consecuencia, un punto critico. Posteriormente,
en 1933, Iglisch [28] mejoré estos resultados utilizando técnicas de punto
fijo de Schauder. Hasta aqui, la no-linealidad, o mds concretamente
la derivada de ésta, no interacciona con el espectro de —A, ya que se

encuentra "por debajo” de A;.
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Hacia 1949, Dolph dio un salto cualitativo en el estudio de este tipo
de problemas. En [23] obtuvo una mejora de los resultados de Hammer-
stein. En concreto, se demuestra existencia de solucion de (0.1) si los
ulirrzll:loo j(—q;’t—t) estdn contenidos en un subintervalo cerrado de (Mg, Agt+1)
para algin natural k. Dolph desarrolla su trabajo en un dominio @ C R?,
pero realmente se puede considerar cualquier dimension. Estos resulta-
dos se pueden probar mucho mas ficilmente si hacemos un tratamiento
mas moderno y utilizamos el Teorema de Punto de Silla de Rabinowitz
(véase [19] para los detalles). Recalquemos que, aiin en este caso, sigue
sin haber interaccién entre el espectro y la no-linealidad.

El primer trabajo resefiable en el que se estudia el problema (0.1) con
interaccién con el espectro es debido a Ambrosetti y Prodi [5]. Concre-
tamente, los autores consideran el caso que M interacciona con el
primer valor propio y demuestran el siguiente tétorema:

Sean Q un dominio acotado en RN con frontera 0 de clase C** y

f € C*(R) una funcidn satisfaciendo:
1) £(0)=0;
it) f'(t) >0 Vi€ R;
ii6) limeo—oo f1(1) = I' € (0, A1);
i0) limy—too f(2) = 1" € (A1, A2).

Entonces eziste en C%*(Q) una C'-variedad M coneza, cerrada y de
codimension 1 tal que C%*(2) \ M consta de dos componentes conezas

A1 y Ay con las siguientes propiedades:
a) Si g € Ay entonces el problema
Au+ f(u) = g, €

(0.3)
u = 0, €090
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. ., 2,0(%0
no tiene solucion en C o ).

b) Si g € A, entonces el problema (0.3) tiene exactamente 2 solu-

. 2,a(9
ciones en Cj (),

c) Si g € M, entonces el problema (0.3) tiene solucidn inica en

Cg:a(g) )

La demostracién de este teorema estd basada en resultados de in-
version global de aplicaciones entre espacios de Banach generales. Este
articulo ha motivado un gran nimero de trabajos que lo han tratado
de generalizar y mejorar, pero, en la mayoria de los casos (a excepcion
del articulo {11] de Berger y Podolak), buscando una cota inferior del
ndimero de soluciones de (0.3) y no el resultado exacto de multiplicidad
de [5]. Entre éstos, cabe destacar el trabajo de Fucik {24], en el que
los principales resultados se obtienen utilizando el Teorema del Punto
Fijo de Banach, asf como el de Amann y Hess [8], en donde también se
utiliza teoremas de punto fijo. Lazer y McKenna se mostraron particu-
larmente interesados en este tipo de problemas, véase [33, 34] y el survey
reciente [35] donde realizan un estudio minucioso, considerando casos en
los que la no-linealidad puede "atravesar” cualquier ndmero finito de
autovalores.

La dificultad de este tipo de problemas de Ambrosetti-Prodi (es de-
cir, cuando lim,_, o, ﬂfful < M < limyyoo ﬂ%l) aumenta si consi-
deramos no-linealidades superlineales en +00. En este caso tendriamos
interaccién con un nimero infinito de valores propios. Entre los primeros
trabajos de esta clase podemos destacar los de Chang [17] y de De
Figueiredo y Solimini [22], en el que los autores obtienen interesantes re-
sultados aplicando el principio variacional de Ekeland. Concretamente,
usan este principio para probar que una solucién obtenida entre ade-
cuadas sub- y supersolucién ordenadas es un minimo local (véase [14]

para un resultado andlogo). Concluyen asi, por el Teorema de Paso de
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Montafia de Ambrosetti y Rabinowitz [6}, la existencia de una segunda
solucién ademds de este minimo local.

También podemos destacar los articulos de De Figueiredo y Ruf [21],
Ruf y Solimini [48], Ruf y Srikanth [49], y Kannan y Ortega [29], en los
cuales se consideran problemas en dimensién 1 con no-linealidades su-
perlineales en 4+o00. En [48, 49] se considera un crecimiento lineal en
—00, cuya pendiente puede encontrarse en cualquier intervalo (Ax, Axy1)
y se obtienen resultados de multiplicidad utilizando las técnicas de bi-
furcacién de Rabinowitz en [49] y, en [48], métodos variacionales. En
[29], los autores consideran un problema resonante en el primer valor
propio en —oo, es decir limy_,_oo -ﬂzﬂl = A;. De Figueiredo [20] con-
sidera un problema en cualquier dimensién en el que la no-linealidad es
superlinear en +00, sublineal en —co e impone un cierto ”equilibrio”
(bastante restrictivo) entre ambos comportamientos. Mediante métodos

variacionales se obtienen resultados de multiplicidad.

Por nuestra parte, dedicamos esta memoria al estudio del problema
(0.1) cuando la no-linealidad es asintéticamente lineal en —oo, concre-
tamente lim,_,_ f—(ftﬁl = A, con A > A y superlineal en +o00, es decir,
my—yoo HZ—UZ = +o00. Con el objeto de intuir el tipo de resultados que
cabe esperar para (0.1), conviene empezar con el estudio del caso parti-
cular en el que la ecuacién diferencial es auténoma (f no depende de z)
y N = 1. Por este motivo, el primer capitulo de esta Memoria ofrece un
método muy general para resolver ecuaciones diferenciales auténomas en
dimensién 1. Las demostraciones de los resultados utilizan técnicas muy
elementales de Andlisis. Laetsch [31], en 1970, obtiene algunos resulta-
dos particulares usando ideas similares. En la Seccién 2 de éste capitulo
se aplica este método al estudio de un problema auténomo unidimen-
sional con no-linealidad asimétrica, siendo los resultados presentados
aqui especialmente clarificadores de los que encontraremos para el pro-

blema general (0.1) en el dltimo capitulo. No obstante, dicho método

Y )
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puede ser 1til para otro tipo de situaciones. Concretamente, con ligeros
cambios podremos generalizar la técnica al caso de no-linealidades con-
tinuas no necesariamente localmente lipzchitzianas y usar ésta para re-
solver un problema abierto planteado por Ambrosetti, Brézis y Cerami

[3] (véase también el trabajo de Boccardo, Escobedo y Peral [12]).

En el Capitulo II estudiamos un problema en dimensién 1 con una
no-linealidad no necesariamente auténoma y con condiciones de contorno
de tipo Neumann. La motivacién surge del trabajo de De Figueiredo y
Ruf [21] en el que los autores estudian este caso cuando la no-linealidad
f(z,u) satisface una condicién de linealidad asintética en —oco y de su-
perlinealidad en +00. A lo largo del capitulo rebajamos sustancialmente
las hipétesis de sus principales resultados y demostramos que la super-
linealidad en +o00 no es, en absoluto, necesaria para la existencia de
solucidn, sino que surge de manera ”antinatural” al aplicar ciertas téc-
nicas. Para la obtencién de nuestros resultados utilizaremos métodos

variacionales, en concreto aplicaremos el Teorema de Paso de Montaiia.

Los resultados obtenidos en el Capitulo II imponen, entre otras
hipétesis, que la dimensiéon N sea uno. Ademds, aportan sélo la existen-
cia de, al menos, una solucién y, por tanto, no proporcionan informa-
cién cuando el problema posea una solucién trivial, es decir, constante
(recordemos que estamos con condicién de Neumann). En el Capitulo III
estudiamos dicho problema de Neumann con N > 1 bajo la hipdtesis de
existencia de una tnica solucién trivial, que sin pérdida de generalidad
podemos suponer que es la constante cero. Nuestro objetivo es obtener
condiciones suficientes para la existencia de una solucién no trivial. De
nuevo utilizaremos métodos variacionales, aunque en este caso, el fun-
cional de Euler asociado a nuestro problema no satisface las propiedades
geométricas del Teorema de Paso de Montafa al no ser la solucién cero
un minimo local del funcional. En este caso, aplicaremos un teorema de

punto critico debido a Silva [51] y valido para los casos que la solucién
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cero es un punto de silla del funcional. Demostraremos que, sorpren-
dentemente, la verificacién de las condiciones geométricas depende de
la dimensién de RY. Por dltimo, veremos un ejemplo que muestra que
este cambio en la geometria del funcional no es una cuestién técnica,
sino que es esencial para la existencia de solucién no trivial.

En el Capitulo IV nos planteamos un problema en derivadas par-
ciales con condiciones de contorno de tipo Dirichlet, cuya no-linealidad
es asintéticamente lineal en —o0o. En este caso, supondremos que el pro-
blema planteado tiene una supersolucién positiva. Podemos interpretar
que esta condicién hace el papel de la hip6tesis que se suele imponer a
la no-linealidad en 4+o00. De hecho, para la obtencién de nuestros resul-
tados sera indiferente el comportamiento de ésta en los valores que se
encuentren por encima de la norma uniforme de la supersolucién. Trun-
cando adecuadamente nuestro problema, y usando la hipotesis en —oo,
por Teorfa de Bifurcacién deduciremos la existencia de un continuo de
soluciones bifurcando desde A = A;. Posteriormente, demostraremos
convenientes cotas a priori de este continuo de soluciones del problema
truncado, lo que permitird probar que éstas son también soluciones del
problema original. Por dltimo, ofrecemos un ejemplo particular en el
que podemos desarrollar los resultados expuestos anteriormente; para
lo cual, utilizando sub- y supersoluciones y técnicas variacionales, de-
duciremos la existencia de la supersolucién necesitada.

Para finalizar, hemos creido conveniente incluir unas Notas Finales,
en las que mostramos ciertos problemas directamente relacionados con
los que desarrollamos en esta Memoria, susceptibles de ser estudiados
con més profundidad.

Algunos de los resultados de esta Memoria han sido expuestos en
diferentes congresos, y aceptados para publicacién en diferentes revistas

y series especializadas (véase [55, 54, 9, 10]).
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I.1. El problema de Dirichlet.

Nos proponemos en esta seccién estudiar el conjunto de las soluciones

del siguiente problema auténomo:

—u"(z) = f(u(z)), a<z<b
u(a) =u(b) =0 } (P)
donde f : IR — IR es una funcién localmente lipschitziana.

Por solucién de (P) entenderemos una funcién continua en [a,d] y
dos veces derivables en (a,b) satisfaciendo las condiciones ya expuestas.
Del hecho que #’ y u” sean extensibles a [a,b] se deduce que una tal
funcién u estd de hecho en C?[a,b]. Resaltemos que esta regularidad de
la solucién sélo requiere la hipétesis de continuidad de f. Clasificaremos
la soluciones de (P) segin su maximo, su minimo, su nimero de ceros
y la naturaleza de dichos ceros.

A continuacién exponemos un resultado que, a pesar de su simpli-
cidad, serd extremadamente 1til para el estudio de (P). En este caso,

como es usual, denotaremos por F a la funcién real de variable real
definida por F(s) = [5 f(t)dt, Vs € IR.

Proposicién 1 Supongamos que f es localmente lipschitziana. Toda

solucion u de (P) verifica:

(w)?
2

i) La funcién + F o u es constante en [a, b].

1) St u no es idénticamente nula, entonces u tiene un niumero finito

de ceros.

11t) O bien todos los ceros de u son simples, o bien ninguno de ellos lo

€S.

Demostracion. i) Basta observar que
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((’U;)Z + Fo u) (z) — U,(x)(u"(x) + f(u(:z))) _ 0’ Va ¢ [a,,b] .

i1) Supongamos que u se anula en un nimero infinito de ceros. De-
mostraremos que u es la funcién idénticamente cero. Sea zg un punto de
acumulacién del conjunto de los ceros de u, que, por tanto, debera veri-
ficar u(zo) = u/(20) = u"(z0) = 0. Asi, 0 = —u"(zo) = f(u(zo)) = f(0),
(adn cuando zg sea un punto de los extremos del intervalo [a, b], puesto
que como ya hemos mencionado v € C?[a,b]). Del hecho que f sea
localmente lipschitziana se deduce que el Problema de Valores Iniciales
(P.V.L.) asociado ala ecuacién diferencial de (P) con condiciones iniciales
u(zq) = v'(z¢) = 05 tiene solucién dnica. Al ser f(0) = 0, entonces las
funciones % y 0 son soluciones de dicho P.V.I. y, por tanto v = 0.

i7i) Supongamos que u posee un cero Tg € [a,b] no simple; es decir,
u(zo) = u'(z¢) = 0. Demostraremos que cualquier otro cero de u tam-
poco es simple. En efecto, evaluando la funcién % + Fouenz = zg,

deducimos, por el apartado ¢), que
(a2
)~ puy), ve e labl (1.1)

Asi, si z; es otro cero de u se concluye que u'(z;) = 0; es decir, que z;

no es un cero simple. §

Resaltemos que el apartado ¢) es cierto suponiendo dnicamente con-
tinuidad de f.

I.1.1. Soluciones con ceros no simples.

Dedicamos esta subseccién al estudio de las soluciones de (P) con
ceros no simples. Recordemos que la Proposicién 1-ii%) afirma que todos

los ceros de una solucién de (P) tienen la misma “naturaleza”. Puesto
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que en el apartado i¢) de la misma proposicién hemos demostrado que
cualquier solucién no nula u de (P) tiene un nimero finito de ceros, es
posible considerar una particién de {a, b] en subintervalos, de tal manera
que u tenga signo constante en el interior de cada uno de estos subinter-
valos. Por esta razdn, parece apropiado empezar buscando las soluciones
de (P) con signo constante en (a,b) y con ceros (en sus extremos) no

simples. Para ello necesitaremos una de las siguientes hipdtesis sobre f:

(f*) f(0) < 0y existe un nimero estrictamente positivo M satisfa-
ciendo F(M) = 0; f(M) > 0; F(s) < 0 Vs € (0, M).

(f7) f(0) > 0 y existe un nimero estrictamente negativo m satisfa-
ciendo F(m) = 0; f(m) < 0; F(s) < 0 Vs € (m,0).

Es inmedjato comprobar que si se verifica (f*), el nimero M es
inico. Se trataria del primer cero positivo de F. La condicién f(M) > 0
significa que M es un cero simple de F. Andlogo comentario podriamos
hacer de (f~) y m. En la definicién siguiente, fijaremos la notacién

conveniente para una exposicién clara de nuestros resultados.

Definicién 2 Si f es localmente lipschitziana y se verifica (1) defini-

mos

L+ L \/i/M ds
. o —F(s)
Andlogamente, si f es localmente lipschitziana y se verifica (f~)

definimos
0 ds
L= Vi [ s
m —F(S)
Observemos que bajo las hipStesis de localmente lipschitziana y (f+),

el nimero L¥ est4 bien definido, ya que —F'(0) = — f(0) > 0y —F'(M) =

—f(M) < 0. Andlogo comentario podriamos hacer para L.

Lema 3 Sea f localmente lipschitziana. Entonces
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1) El problema

—u(z) = f(u(z)), a<z<b
u(a) = u'(a) = u(b) = u'(b) = 0 (1.2)
u(z) > 0, a<z<b

tiene solucion si, y sélo si se verifica (f¥) y Lt =b—a.

Ademds, en este caso, la solucidn u es inica y verifica ||uloo = M.

1) El problema

—u"(z) = f(u(z)), a<z<b
u(a) = v'(a) = u(b) = u/(b) =0 (1.3)
u(z) < 0, a<z<b
tiene solucion si, y solo si se verifica (f~)y L™ =b—a.

Ademds, en este caso, la solucidn u es unica y verifica ||ufle =

—m.

Demostracion. Por cuestiones de simetria, basta demostrar ¢). Como en
la demostracién de la Proposicién 1-ii), la unicidad del P.V.I. asociado
a la ecuacién diferencial de (1.2) con condiciones nulas en @ implica la
unicidad del problema (1.2). Demostremos a continuacién la condicién
necesaria para la existencia de solucién. Supongamos que u es la solucién
de (1.2). La condicién f(0) < 0 es claramente necesaria. En otro caso, si
f(0) = 0, entonces la unicidad antes expuesta implicaria u = 0; mientras
que si f(0) > 0, entonces u”(a) < 0 y puesto que u(a) = u'(a) = 0,
obtendriamos que u seria negativa en un entorno a la derecha de g,
contradiciendo la positividad de u.

Sea M := max, u(z) > 0 y demostremos que este valor M es exac-
tamente el de la hipétesis (f*). Sea zo € (a,b) tal que u(zg) = M.
En primer lugar observemos que 0 < —u"(zg) = f(M). Ademis, si
f(M) = 0, entonces el P.V.I. asociado a la ecuacién diferencial de (1.2)

con valores iniciales u(zo) = M, u/(z¢) = 0 admitirfa como soluciones a
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u y a la constante M, contradiciendo la unicidad de dicho P.V.I. (evi-
dentemente la funcién constante M > 0 no verifica las condiciones de

frontera). Asi pues, deducimos f(M) > 0.

Teniendo en cuenta que u tiene ceros no simples, la expresién (1.1)
es vélida y, a partir de ahora y durante esta demostracién, haremos
referencia a ella. Tomando ¢ = z¢ en (1.1) deducimos F (M) =0. Es
mas, de esta misma expresién se deduce que F(u(z)) < 0, Vz € [a,b].
Como u([a,b]) = [0, M], obtenemos F(s) < 0, Vs € [0, M]. Falta ver
que la desigualdad es estricta en el interior del intervalo. Razonamos
por reduccién al absurdo suponiendo que para un cierto M € (0, M) se
verifica F(M) = 0, en cuyo caso M serfa un méximo absoluto de F en
[0, M]y por tanto F'(M) = f(M) = 0. Sea T € (a,b) tal que u(Z) = M.
Tomando 7 en (1.1) deducimos 35,—:@ = F(M) = 0 y por tanto la
derivada de u se anula en T. Argumentando de nuevo por la unicidad
del P.V.I. asociado a la ecuacién diferencial de (1.2) con condiciones
iniciales u(Z) = M, u'(ZT) = 0; obtenemos que © = M (ya que ambas
funciones satisfacen este problema, recuérdese que f(M) = 0); lo cual

es una contradiccién.

Para terminar de demostrar la condicién necesaria resta por ver tni-
camente que LT = § — a. Para ello, comencemos observando que los
dnicos puntos criticos de la funcién u en [a,b] son a,b y zo. Efecti-
vamente, puesto que F' no se anula en (0, M), se deduce de (1.1) que
cualquier punto critico z € (a,b) de u verifica u(z) = M, y asi es un
méaximo relativo estricto (ya que f(M) > 0). En consecuencia, u posee
un dnico punto critico en (a,bd), correspondiente a un dnico maximo

absoluto de u; quedando probada la afirmacién anterior.

Por otra parte, se puede deducir que la funcién u es simétrica (res-
pecto de la recta z = %ﬁ) Efectivamente, es inmediato comprobar
que la funcién u(a + b — z) es también solucién de (1.2). Por unicidad,

u(z) = w(a+b-1z), Vz € [a,b], que es exactamente la simetria buscada.
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Asi queda demostrado que el punto donde se alcanza el maximo es
To = “—‘*21 y que la funcién u verifica v’ > 0 en (a,“—‘*zﬁ) yu < 0en
(%i, b). Por lo tanto, de (1.1) se deduce que

Y@y vpe(e tF?
TGy el

Integrando esta expresion entre a y “—',‘J,E—b- se obtiene

atb '
z v (x) dr = b—a
e =2F(u(z)) 2

y haciendo el cambio de variable s = u(z) en esta integral se obtiene

que Lt =b—a.
Reciprocamente, demostremos ahora que si se verifica (f*)y Lt =
b — a entonces (1.2) tiene solucién. Para ello vamos a construir explici-

tamente dicha solucién. Sea h : (0, M) — IR la funcién definida por

z ds

1

V=2F(z)

Asi, h es estrictamente creciente. Aplicando que Lt = b — a se puede

h esta bien definida, es derivable y h'(z) = > 0,Vz € (0,M).

obtener el comportamiento de h en sus extremos:

a+b

lim A{z)=a; & =
m h(z)=a; z:ﬁ_h(x) 5

z—0+

Por lo tanto, podemos extender i de manera continua a [0, M], obte-
niendo que h es homeomorfismo continuo y creciente de [0, M] sobre
[a, %£8]. Definimos u : [a, e+] [0, M] como su funcién inversa. Se ob-
tiene de manera inmediata que u es continua en [a, _q_%—_b] y derivable en
su interior con derivada u'(z) = /—2F(u(z)). Derivando esta expresién
y posteriormente extendiendo v de manera simétrica a todo el intervalo

[a,b] se demuestra que u es solucién de (1.2). B
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Corolario 4 Sea f localmente lipschitziana. Entonces el problema (P)

no admite ninguna solucion con ceros no simples que cambie el signo.

Demostracion. Razonamos por contradiccién suponiendo que existe una
solucién « de (P) con ceros no simples y zg, 3 € (a,b) con u(zo) <
0 < u(zy). Sean a; y by los ceros més cercanos a izquierda y derecha
respectivamente de z;. Entonces, por la Proposicién 1-ii¢), a; y by son
ceros no simples, y asi u es solucién de (1.2) con a = a3 y b = b;. Por
lo tanto, por el Lema 3-7), f(0) < 0. Haciendo el mismo razonamiento
en zo, y utilizando el Lema 3-i¢), obtenemos f(0) > 0, contradiciendo lo

anterior. 1

Una vez vistos los resultados de existencia de solucién con signo
constante en (a, b), serd ficil demostrar el siguiente teorema, que clasifica

todas las soluciones de (P) con ceros no simples.

Teorema 5 Sea f localmente lipschitziana. Entonces el problema (P)
tiene solucion con ceros no simples si, y solo si se da uno de los tres

siguientes casos:
i) f(0) = 0. En este caso, la tinica solucidn es u = 0.

i1) f(0) < 0 y eziste un natural n tal que

b—a
— -

Lt =

En cuyo caso u es inica, no-negativa, tiene exactamente n + 1
—-a

ceros en [a,b], es -periddica y verifica ||ul|co = M.

1) f(0) > 0 y eziste un natural n tal que

b—a
n

L™ =

En cuyo caso u es unica, no-positiva, tiene exactamente n+1 ceros
—-a

b
en [a,b)], es -periddica y verifica ||ul|lco = —m.
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Demostracion. Empezamos observando que en caso de existir una solu-
cién de (P) con ceros no simples se verificard u'(a) = 0, con lo que,
de nuevo, la unicidad de una tal solucién es una clara consecuencia de
la unicidad de solucién del P.V.I. asociado a la ecuacién diferencial de
(P) con condiciones nulas en el punto a. Asi, la demostracién de ¢)
es inmediata. Por otra parte, por el Corolario 4, cualquier solucién no
nula y con ceros no simples de (P) es, o bien no-negativa (en cuyo caso
necesariamente f(0) < 0), o bien no-positiva (y entonces forzosamente
f(0) > 0). Por tanto, y teniendo en cuenta la analogia existente entre
i1) y iii), bastard probar que la existencia de una solucién de (P) no
nula, con ceros no simples y no-negativa equivale a la condicién z).

Para ello, comencemos por la condicién necesaria para la existencia
de solucién. Si (P) posee una solucién u no-negativa y no nula con ceros
no simples, entonces, en virtud de la Proposicién 1-i:), ésta tiene un
nimero finito de ceros en [a,b]. Supongamos que este nimero es n + 1
con n un determinado natural, y sean a = ag < a1 < ... < ap = b los
distintos ceros. Aplicando el Lema 3-i) en cada subintervalo [a;, ait1]
(i€ {0,1,...,n— 1}) se deduce que f(0)< 0y

Lt = aj4 —o; .

Asi, se obtiene que o;41 — «; es constante para cada i € {0,1,...,n— 1}

b—a

¥, en consecuencia, debe valer =2%; es decir Lt = a4 — o = be

(2

quedando probado #1).

Reciprocamente, supongamos que se verifica la condicién ). Con-
sideremos el intervalo [a,a + 2=2]. Observemos que 43) es exactamente
la condicién necesaria y suficiente del Lema 3-i) para la existencia de
solucidn positiva u de

—u"(2) = f(u(z)), a<z<a+ 9;—“ }
u(a) = v'(a) = ua + b_T“) =u'(a+ b_Ta) =0

Extendiendo u por periodicidad a todo [a, b] obtenemos la solucién de
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(P) con n + 1 ceros no simples, — a-periédica y satisfaciendo ||ullee =

M. 1

1.1.2. Soluciones con ceros simples.

En esta subseccién estudiaremos soluciones de (P) cuyos ceros sean
todos simples. De nuevo empezaremos por el estudio de las soluciones
que tengan signo constante en el intervalo (a,b). Una vez mds, para
comodidad del lector, introducimos unas definiciones que hardn més

fluido el enunciado de nuestros principales resultados.

Definicién 6 Para una funcién localmente lipschitziana f definimos
ti={M>0: f(M)>0; F(s) < F(M), ¥s € [0,M)} .

Supuesto At # (), denotamos

L+(M)—\/”/ \/JTM")TF—(— VM € At .

Andlogamente definimos
Ti={m<0: f(m)<0; F(s) < F(m), Vs € (m,0]} .

Si A= #£ 0, denotamos

YmeA™ .

_ 0 ds
L7 (m) = ﬁ/m T(m) - F(s)’

Se puede comprobar, siguiendo las ideas de las observaciones que
preceden a la Definicién 2, que las funciones LT (M) y L™(m) estén bien
definidas.

Teorema 7 Sea f una funcion localmente lipschitziana.
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1) Consideremos para cada M > 0 el problema

—u’(z) = f(u(z)), a<z<b
u(a)=u(b)=0
u'(a) > 0> u'(b) (1.4)
u(z) > 0, a<z<b
maXg<z<p u(C) =M

Entonces, (1.4) tiene solucion si, y sélo si M € AT y LT (M) =
b—a.
Ademds, en este caso, la solucién es unica.

1) Consideremos para cada m < 0 el problema

—u"(z) = f(u(z)), a<z<b

u(a) = u(b) =0
u'(a) < 0 < u'(b) (1.5)
u(z) < 0, a<z<b

MiNgez<p u(T) = m

Entonces, (1.5) tiene solucidn si, y sélo si m € A~ y L=(m) =

b—a.

Ademds, en este caso, la solucion es unica.

Demostracion. Por cuestiones de simetria trataremos solamente el apar-
tado ¢). Demostremos la unicidad de solucién, en caso de existencia.
Empezamos observando que si u es solucién de (1.4) y 2o € (a,b) tal
que u(zg) = M, entonces aplicando la Proposicién 1-¢) y evaluando la

sy .
funcién %~ + F ou en 2 = z¢ deducimos que

_'LU;)@ = F(u(z)) - F(M), Yz € [a,}] . (1.6)

Tomando z = a en esta expresién se deduce u'?(a) = 2F(M). Esto, junto
con v/(a) > 0, proporciona F(M) > 0y que M determina univocamente

a u'(a). Asi, por la unicidad del P.V.I. asociado a la ecuacién diferencial
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de (1.4) con condiciones iniciales en a, obtenemos que u es tinica en caso
de existir.

La demostracién de la condicién necesaria y suficiente para la exis-
tencia de solucién de (1.4), se basa en utilizar la expresién (1.6) de
forma analoga a como lo hacfamos en la demostracién del Lema 3-1) con

la expresién (1.1). 1

Estamos ya en disposicién de afrontar el problema de la existencia
de soluciones de (P) cuyos ceros son simples, con a subintervalos donde
es positiva y 3 subintervalos donde es negativa. Observemos que nece-

sariamente la — 8] < 1.

Teorema 8 Sea f localmente lipschitziana. Sean m, M dos nimeros
reales satisfaciendo m < 0 < M y a, dos nimeros naturales iguales o

consecutivos; es decir, verificando |a — 3| < 1. Entonces el problema

~u'(z) = f(u(z)), a<z<b
ua)=u(b)=0
Milg<r<h (T) = m
MaXeezcp U(z) =M

(1.7)

tiene solucion cuyos ceros son simples, con o subintervalos donde es

positiva y 3 subintervalos donde es negativa si, y sélo si se verifica

MeAt, meA~, F(M)=F(m), aL*(M)+BL (m)=b—a.
Ademds, cualquier solucion de (1.7) es (L*(M) + L~(m))-periédica,
siendo todos los subintervalos donde la solucion es positiva de longitud
LT (M) y los subintervalos donde dicha solucidn es negativa de longitud
L=(m). Mds ain, si |a — ] = 1 una tal solucidn es tnica; mien-
tras que st @ = [3 entonces hay exactamente dos soluciones u y v, con
v(z) = u(a+ b~ z), Vz € [a,b].

Obsérvese que en el caso a = 3, las dos soluciones son “esencial-
mente” la misma, pues una resulta de la otra al parametrizar el intervalo

[a,b] pora+b—z.
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Nota 9 Obsérvese que de la Definicién 6 se deduce que F’ no toma
dos veces el mismo valor en A* (andlogamente en A~). Asi pues, si
fijamos m € A~, existe a lo mas un M € At verificando F(M) = F(m)
(reciprocamente también). Asi, del teorema previo se puede deducir que
en cualquier solucién del problema (P) que cambie de signo y cuyos ceros

sean simples, el maximo determina al minimo y reciprocamente.

Demostracion del Teorema 8. Comencemos por la condicién necesaria
para la existencia de solucién u de (1.7). Demostraremos, en primer
lugar, que en los o subintervalos donde u es positiva se alcanza el maximo
valor M. Para ello tomemos dos de estos subintervalos I; e I3 y supon-
gamos que el méximo valor tomado por la funcién v en I1 e Iy es My y
M,, respectivamente. Se trata de probar que M; = M,. Si aplicamos el
Teorema 7-7) a los intervalos I; e I obtenemos que My € A*, M, € At;
L+ (M) =long(I1); Lt (M) =long(I2). Aplicando ahora la Proposicién

'lL'2
2
los maximos locales obtenemos F(M;) = F(Mz). De aqui deducimos

1-7) y evaluando la funcién + F o u en los puntos donde se alcanzan
en primer lugar, que M; ha de ser igual a M, (véase la Nota 9), y asi,
por la arbitrariedad de los subintervalos I1 e I, que M = M; = M,.
Ademds, se obtiene que dichos subintervalos tienen la misma longitud,
e igual a LT(M). La unicidad establecida en el Teorema 7-¢) implica
que u es, salvo una traslacién de la variable z, la misma funcién en los
o subintervalos donde es positiva.

Un estudio andlogo en los # subintervalos donde u es negativa pro-
porciona que u tiene un comportamiento idéntico en dichos subintervalos
¥ que la longitud de éstos es exactamente L~ (m) (también se comprueba
que m € A7). Por lo tanto, se deduce sumando longitudes de intervalos
que aLt(M)+ BL~(m) = b~ a. De las propiedades anteriores se deriva
que u es (L*(M) + L~ (m))-periddica. Aplicando la Proposicién 1-7)

ul2

y evaluando la funcién %+ F o u en los puntos donde u alcanza sus

extremos absolutos, se infiere que F(M) = F(m).
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Por otra parte, los razonamientos anteriores aseguran que u es tinica
si prefijamos el orden de los cambios de signo. Asi, por ejemplo, si
o = 34 1 entonces u estd forzada a empezar y acabar siendo positiva
¥, por tanto u es Unica (andlogo razonamiento en el caso o = 3 - 1).
Si, por el contrario, @ = 3, entonces tendremos dos soluciones, segun u

empiece siendo positiva y termine siendo negativa u ocurra al revés.

Probemos ahora que la condicién es suficiente. Construyamos ex-
plicitamente una solucién de (1.7) cuyos ceros sean simples, con « subin-
tervalos donde sea positiva y § subintervalos donde sea negativa. Para
ello dividimos el intervalo [a,b] en o subintervalos de longitud L*(M)y
B de longitud L~ (m) (de modo alternativo). Obsérvese que si ja— 3| = 1
entonces hay un unico modo de hacerlo, mientras que si a = 3 entonces
hay dos formas de efectuar esta divisién. Definamos u en cada uno de
estos a subintervalos (respectivamente § subintervalos) como la tnica
solucién con signo positivo (respectivamente negativo), con ceros sim-
ples en sus extremos y con mdximo M (respectivamente minimo m).
Esto es posible hacerlo en virtud del Teorema 7. Lo tinico que falta para
demostrar que u es la solucién buscada en todo [a,b] es comprobar que
en esta construccién de u los trozos se "pegan” bien; es decir que la
derivadas por la izquierda de orden primero y segundo en el extremo fi-
nal de cada subintervalo coincide con las correspondientes derivadas por
la derecha del extremo inicial del siguiente. Por ejemplo, supongamos
(no hay pérdida de generalidad en ello) que un punto zg € (a,b) es el ex-
tremo final de un subintervalo I donde u es positiva y el extremo inicial
de un subintervalo J donde u es negativa. Aplicando la Proposicién 1 en
el intervalo I y evaluando la funcién “2—Iz + Fouen zp y en el punto donde
u se hace mdxima, deducimos que la derivada lateral por la izquierda de
u en o verifica (u/(zo—))2 = 2F(M). Haciendo el mismo razonamien-
to en J se deduce que (¢'(zo+))? = 2F(m). Teniendo en cuenta que

F(M) = F(m) (obsérvese que es la primera vez que se utiliza) y que
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u'(zo—) y w'(zo+) tienen signo negativo concluimos que ambos valores
coinciden. Por dltimo, teniendo en cuenta la ecuacidon diferencial que

verifica u en I y en J, obtenemos que u”(zo—) = ¢”(zo+) = — £(0).

Si recopilamos los resultados hasta ahora obtenidos en esta seccién,
observamos que el problema (P) queda completamente estudiado, en lo
que respecta a la existencia y multiplicidad de soluciones, en los Teore-

mas 5, 7y 8.

Veamos ahora un ejemplo donde podamos aplicar esta teoria.

I.2. Un ejemplo de problema de contorno asimétrico.

Consideremos el problema

—u'(z)=Adu"(z)+1, a<z<b } (Py)

uw(a) =u(b)=0
donde A es un pardametro real. Estudiaremos la estructura de los pares
(A, u), donde u es solucién de (P), en el espacio R x C([a, b]).

Nota 10 En primer lugar observemos que la dnica solucién positiva de
(Py) serfa la tdnica solucién v; del problema —u"(z) = 1, Vz € (a,b)
con u(a) = u(b) = 0; es decir, v1(z) := %l(m —a)(z —b), Vz € [a,b].
Asi, teniendo en cuenta que en el caso A < 0, toda solucién u de (Py)
es positiva (pues —u"” > 0 en (a,b)), deducimos también que la tdnica
solucién de (Py) con A < 0 es v;. En definitiva, hemos obtenido que para
cualquier A la inica solucidn positiva de (Py) viene dada por vy(z) :=
—_2—1(:1: —a)(z —b) ,Vz € [a,b]. Ademds, para cada A < 0 no hay mds

solucion (positiva o no) que ésta.
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En consecuencia, de ahora en adelante, consideraremos valores de A
estrictamente positivos y soluciones no-positivas de (Py). Dado que la
funcién fi(s) = As™ +1 es localmente lipschitziana para cualquier valor
del pardmetro A, podemos aplicar los resultados de la Seccién 1. En este
caso, F)\(s) = 5(3_)2 +s,Vs € IR. Comencemos con el estudio de las
soluciones con ceros no simples. Observemos que, independientemente

del valor de A, se verifica f,\(O) > 0 y la hipdtesis (f~) con m = —_—5\——,

siendo L~ \/_/ ——— 2_7r Por lo tanto, en virtud del
—2 _(Asz + 8 \/X

Teorema 5 obtenemos que cualquier solucién con ceros no simples sera

no-positiva y que los iinicos valores de A para los que (Py) tiene solucién

4ny
son Ay, = ———)2 ,n € IN; que son precisamente los autovalores pares
—a

(

_ . ..
del operador d—;i;— con condiciones nulas de Dirichlet (recordemos que
n2m2

R n € IN).

(b-a)?

los autovalores asociados a dicho problema son A, =

Asi, deducimos la siguiente

Proposicién 11 Sea A > 0. Entonces el problema (Py) tiene solucion
con ceros no simples si, y sélo si A = Ay, para algin natural n. Dicha
solucion, dnica de este tipo, y a la que denotaremos por w,, viene dada
por

2
wy(z) 1= (4 5 3 (cos?nﬂ'b—_-_—:j—l), Vn e IN,Vz € [a,0] .

Observemos que la solucién w, es no-positiva, tiene n + 1 ceros en
(b—a)?
[a,0] y ||wnlloo = 55— S Vel
Estudiemos a continuaci(')n las soluciones con ceros simples (seguimos
suponiendo A > 0). En este caso, y siguiendo la notacién de la Defini-

cién 6:

At =R"*;
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_ -2
A” = (=00, )

L+(M)=\/§/0M =2V2VM, M>0;

ds
VM —s

- = ° ds ——i T arcen————1
L(m)—ﬁLJamz_ssz_s‘ﬁ(z* D

para todo m < —.
A I3 . 3
Busquemos en primer lugar soluciones con signo constante. Dado
que las soluciones positivas ya han sido estudiadas en la Nota 10, nos
centramos a continuacién en las negativas. Por el Teorema 7-i¢) se ob-
tiene que, fijado un A positivo, existe una solucién de este tipo de minimo

m si, y sélo si m < Y se verifica

l(£+ arcsen———l———>—b—a
VA \2 —-(mA+1))

Utilizando herramientas de andlisis elemental llegamos a la con-

clusién de que esto ocurre cuando A; < A < Ag, en cuyo caso obtenemos
X(b—
1 — cos Y2 5

)\cosﬂ;’;“2

la siguiente

m = . Estamos, por lo tanto, en condiciones de enunciar

Proposicién 12 Sea A > 0. Entonces el problema (Py) tiene solucion
negativa con ceros (en los extremos) simples si, y solo si Ay < A < Aq.
Dicha solucion, iinica de este tipo, y a la que denotaremos por u}\—, viene

dada por

sen vV Nz —a)+ sen VA(b—z)— sen VA(b-a)
A sen VA(b — a)

uy (2) = :

para cada a <z < b. 11

)
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Nota 13 La expresién obtenida para ui" permite estudiar de una forma
facil el comportamiento de la ”curva” A — u}~ en el espacio R x C([a, b]).
En efecto, la aplicacion de (A1, )2) en C([a,b]) que a cada X le hace
corresponder u}\— es continua. Ademds,

w(z) _

lim JJul||eo = 400 ; lim 2~ = —4(z
o, 2" lloo BN $1(z)

lim ui™(z) = wi(z);
—A;

(uniformemente en x € [a,b]), donde ¢1(z) = sen T2, Vz € [a,b] (la

primera funcién propia positiva de norma uniforme 1).

Estudiamos ahora las soluciones que cambian de signo. Concreta-
mente, para A > 0 fijado, buscamos las soluciones de (P)) con « subin-
tervalos donde la funcién es positiva y 8 subintervalos donde es negativa,
donde a y § son nimeros naturales iguales o consecutivos. Aplicando
el Teorema 8, dicha solucién, de méximo M y minimo m, existird si, y

solo si

28 (= 1 o
2\/501\/H+ ﬁ ('2— + arcsen j(m) =) a .

Es decir, si fijamos m < :)‘2, esta expresion es equivalente a

A 28 [« 1
- 22 Sl i —— ) =b-a.
p(m) 2\/§a”2m +m+ 7 (2 + arcsen —(m)\+1)) a

(1.8)
Es necesario, por tanto, estudiar el comportamiento de esta funcién

p asi definida en (—o0, 52). Este dependerd de los valores de a y 8.
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Concretamente, empezando por el caso a > 3 y dejando el caso o < 8

para un estudio posterior, se obtiene que p es estrictamente decreciente

en(—o00,52)y lim p(m) = +oo. Por consiguiente, la ecuacién p(m) =
m=—+—00

b — a tendrd solucién (dnica) si, y s6lo si

b—a> lim p(m):—zlé'
s —

que equivale a A > Azg. En resumen, hemos probado

Proposicién 14 Sean A > 0, a,8 € IN verificando o = 3 6 a =
B + 1. Entonces el problema (Py) tiene solucion con ceros simples, con

o subintervalos donde es positiva y 8 donde es negativa si, y solo si

A> Ayg .

Ademds, en el caso o = 8 + 1 dicha solucion serd unica y la no-

;’f‘"’ﬁ—. Si, por el contrario o = 3 entonces tendremos 2

f+’ﬂ— y ug—’ﬁ“"; las cuales verifican

taremos por u

soluciones a las que llamaremos u
duﬁ"’yﬁ_ _ _
—’lx———(a) >0 yul PH(e) = uf"”’ﬁ (a+b-1z), Vz € [a,b].

d

Obsérvese que en el caso a = f, las dos soluciones u§+’ﬁ ~ (que
”empieza” siendo positiva y "acaba” siendo negativa) y ug_,,g + (ala que
le ocurre lo inverso) son ”esencialmente” la misma, pues una resulta de

la otra al parametrizar el intervalo [a,b] por a + b — .

A continuacién, y para comodidad del lector, definimos unas fun-
ciones auxiliares para llevar a cabo el estudio del comportamiento asin-

tético de ramas de soluciones de (Py):

Definicién 15 Para cada natural § definimos la funcion real vg en [a, b]

por
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-1 .
vp(2) 1= (2 - pe)(@ ~ Pra1) , sipk ST <pesrs (0<k<f)
donde pr, = a + k%—", (k=0,1,..,0).

Observemos que la funcién vg resulta de "pegar” B pardbolas posi-
tivas con ceros py y pk+i. En virtud de la Nota 10, éstas son soluciones
positivas de (Py) tomando como intervalo [a,b] = [pk, pr41]. Obsérvese
también que, exceptuando el caso 3 = 1 estudiado en la Nota 10, ninguna
de estas funciones son derivables y, por tanto, nunca seran soluciones de
ningin problema (P)) en todo [a, b].

Con esta notacién, y haciendo un minucioso estudio sobre las lon-
gitudes de los subintervalos con signo constante de las soluciones men-
cionadas en la Proposicién 14, es posible describir el comportamiento de
las tres curvas de soluciones en el espacio IR x C([a,b]) que aparecen en

la citada proposicién.

Nota 16 Sea 3 € IN. Las aplicaciones de (Ay5,+00) en C([a,b]) que

a cada X le hacen corresponder uf\ﬂ“”’ﬁ—, uf\3+’ﬁ_ y uf—"@+ respecti-

vamente, son continuas. Ademds, se tiene el siguiente comportamiento

asintotico:

lim u('g+1)+’ﬁ_ )= lim «?** (2)= lim «®fH(2) = wa(z
A—=dgpt A (@) Aodgpt A (=) A=At A () a(e)

im uf\ﬁ““’ﬂ‘(w)

Jm = vg41(2);

Jm P (@) = lim w7 (2) = vp(a) ;

donde todos los limites tomados son uniformes en z € [a,b].



36 Cap. |. El problema de contorno auténomo unidimensional.

En definitiva, hemos concluido que de cada solucién wg (8 > 2) "bi-
furcan” al menos 3 ramas de soluciones, con comportamiento en 400
determinado. Puesto que, como ha sido estudiado, de w; salen 4 ramas
de soluciones, cabe pensar que, también para 3 > 2, son exactamente 4
las ramas que bifurcan desde cada wg. En efecto, la cuarta rama estd
formada por las soluciones que toman valores negativos en 3 subinter-
valos y positivos en § — 1 subintervalos. Estudiamos ésta aparte porque
en este caso, y en contraste con el caso § = 1, la cuarta rama ”"empieza
retrocediendo hasta un determinado valor para girar irremisiblemente
hasta el infinito”.

Para el andlisis de este tipo de soluciones retomamos la ecuacién (1.8)
en la que se trataba de, fijado A > 0, encontrar el nimero de soluciones
de p(m) = b — a para m < 2. Recordemos que estamos analizando el
caso a = #—1;08 > 1. En este caso, la funcién p es estrictamente decre-
—1- \/;_L_’_T

3 y estrictamente creciente en

ciente en el intervalo (—oo,

1=/ 2
(———-——)\ﬁ, T) . Dado que

lim p(m) = +oo ;

» (—1__/\;—9_1) - % [\/ﬂ__1+ﬂ (g+ arctg\/ﬂ_—_l>} ;

27
li = —,
i, _p(m) 7

A

se obtiene que, si definimos

- Z + arc — 2
. 2(/B Hﬂ((sza)z ®VF-DI' semy, (19
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entonces py = ,\1, )\Zﬁ—l < ppg < )\2[3 V,B >1 y la ecuacién p(m) =b—a

tiene:

g

—1—./L :
e solucién (tdnica) en (—oo, —A—ﬁ_l) si, y s6lo si A > pg.

8

p=1 -2

-1-
e solucién (tnica) en {—)\——,T> si, y s6lo si pg < A < Agp.

En resumen, hemos probado que

Proposicién 17 Sean A > 0 y 8 > 1 un nimero natural. Entonces
el problema (Py) tiene solucidn con ceros simples, con 3 subintervalos

donde es negativa y § — 1 donde es positiva

B

—1-yF3
A

cion, unica de este tipo, la notaremos por u

o de minimo m < si, y solo st A > ug. A dicha solu-

ﬁ"»(ﬁ“l)'}'y_’
S .
. s = ) W
e de minimo m € — | shY solo st pg < A< Agp. A
dicha solucidn, inica de este tipo, la notaremos por ug_’(ﬁ_l)"_"_. |
De nuevo, un andlisis pormenorizado de las longitudes de los subin-
tervalos de positividad y de negatividad de estas soluciones permite
obtener las siguientes propiedades asintéticas de la curva formada por

dichas soluciones:

Nota 18 Sea 3 > 1 un ndmero natural. Las aplicaciones de (ug, +00)

y [1g, A2g) en C({a,b]) que a cada A le hacen corresponder uf_’(ﬁ_1)+’_'

—{(B=1)+, . . . . .
y uf (B=1)+,— respectivamente, son continuas. Ademds, se tiene el si-

guiente comportamiento asintdtico:

H ﬁ—v(ﬁ“l)""i—’ —_ ﬁ—1(ﬁ-1)+,4—
Jim o (2) = o ()
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Iim u

ﬁ—i -1 +)_’ . : ﬁ'—v ﬁ_l +1‘_ J— .
Jim 7O @) = () lim ofTOTR(@) = wpla)

—A23
donde todos los limites anteriores son uniformes en z € [a, b].
Estamos ya en disposicién de obtener un resultado de multiplicidad

de solucién para (Py). En efecto, de las proposiciones anteriores se

deduce el siguiente resultado de multiplicidad para (Py):

Corolario 19 Sea 8 € IN. Consideremos los nimeros pug definidos por

(1.9). El problema (Py) tiene ezactamente

1 solucion si A < Ay = py;

43 — 3 soluciones st A = pg;

43 — 2 soluciones si ug < A < Agg;

48 soluciones st Ayg < A < pgt1.

A modo de resumen, y reconociendo de antemano la imposibilidad de
representar correctamente en el plano el espacio R x C([a, b]), podemos
concluir de los resultados expuestos a lo largo de esta seccién, que la
estructura del conjunto de los pares (A, u) € R x C([e,]), tal que u es
solucién de (Py) es como se muestra en la Figura 1. En ésta vemos que
existe una rama de soluciones triviales {(A,v;); A € IR} y una sucesién
de puntos (Agg,wg) (B € IN), de los cuales ”brotan” cuatro ramas de
soluciones. En el caso f > 1, tres de estas ramas ”van” directamente
hacia la derecha, mientras que la cuarta empieza retrocediendo hasta un
determinado valor y después gira hacia la derecha indefinidamente. Por
ello, en las tres primeras ramas habrd unicidad de solucién para cada

A > Agp, mientras que en la cuarta existe un intervalo de valores de A’s,



Figura 1
Soluciones de ( Py, )

C ({a,b])
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concretamente (ug, A2g), para los cuales hay dos soluciones. Por el con-
trario, si # = 1, la cuarta rama "retrocede hasta (A1, —00)”, y por tanto
en las cuatro ramas habra unicidad de solucién para cada valor .

Cuando A tiende a 400, estas ramas tienden hacia unas funciones
vg (no soluciones de ningtn problema (Py) para § > 1), de modo que
todas las ramas quedan ”entrelazadas”. También observamos que tanto
las funciones wg como las vg tienden a cero (uniformemente) cuando g8
tiende a. +4o0.

Observemos, adem3s, que cada rama est4 formada por soluciones con
ceros simples y cuyos subintervalos de signo constante tienen la misma
naturaleza, en el sentido de empezar teniendo el mismo signo y tener
el mismo nimero de ceros. Estas ramas se unirdn entre sf en los casos
criticos: las soluciones con ceros no simples, que son exactamente las
funciones wg.

Generalmente, cuando obtenemos un resultado de existencia de una
rama de soluciones de un determinado problema, cabe pensar en un
conjunto homeomorfo a IR. El ejemplo anterior muestra, atin en los
casos mds sencillos que podamos imaginar, que esto no tiene por qué ser
as{. Concretamente, en el ejemplo anterior, se obtienen distintos puntos
de bifurcacién secundarios.

Por dltimo, me gustaria hacer una interpretacién de por qué precisa-
mente son 4 las ramas obtenidas. Hablando informalmente, podriamos
decir que cada solucién wg (que tiene derivada en los extremos nula)
se puede "deformar” de cuatro maneras diferentes, segun las derivadas
en los extremos sean positivas o negativas, Jo que automaticamente de-
terminard el ndimero y el orden de los intervalos de positividad y de

negatividad, que es lo que caracteriza a cada rama.
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I.3. El problema de Neumann.

En esta seccién nos proponemos estudiar el problema con condiciones
de contorno nulas de tipo Neumann. Nos limitaremos a enunciar los
resultados sin demostrarlos, pues las demostraciones van en la misma
linea que las desarrolladas para el problema de Dirichlet en la Seccién 1.

Concretamente consideramos el problema

—u'(z) = f(u(z)), @<z <b } @)

w(a)=d'(b)=0
donde f :IR — IR es una funcién localmente lipschitziana.
El concepto de solucién serd anilogo al considerado en la Seccién 1.
De nuevo, clasificaremos la soluciones de (@) segin su maximo, su

minimo y el ndmero de subintervalos de monotonfa.

Lema 20 Sea f localmente lipschitziana y v una solucion no constante
de (Q). Entonces existe un natural n tal que u es estrictamente mond-

tona en [a,a+ 2=2]. Este subintervalo determina de manera impar a la

N

Juncidn u en todo el intervalo [a,b]; i.e.

b-—-a), Vme(a+ib—
n n

u(z) = (—1)'u(z—1
|

a,a+(i+1)?——;—a]l, 1<i<n.

Es decir, cualquier solucién u no constante de (@), contiene un
nimero finito de subintervalos de monotonfa, siendo estos subintervalos
de idéntica longitud. El comportamiento de u en el primer subintervalo

de monotonia determina a u en el resto de los subintervalos.

Teorema 21 Sea f localmente lipschitziana, m, M € R yn € N. En-
tonces (Q) admite solucidn no constante con n subintervalos de mono-

tonia de minimo m y mdzimo M si, y sdlo si se verifican

m< M; f(m)<0< f(M); F(s)< F(m)=F(M), Vs e (m,M)
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y
1 /M ds _b-a
V2m VE(M)=F(s) =

Ademds, en este caso hay ezactamente dos soluciones de este tipo, segun

la solucion sea estrictamente creciente o estrictamente decreciente en
b—

[a,a+ =2]. 1

1.4. Problema de Dirichlet con no-linealidad continua.

En la Seccién 1 hemos tratado el problema (P) donde f era cualquier
funcién localmente lipschitziana. En esta seccién pretendemos analizar
este problema cuando a f sélo le exigimos continuidad. La principal di-
ficultad con la que tropezamos es la falta de unicidad para los correspon-
dientes problemas de valores iniciales. Recordemos que este argumento
fue muy socorrido en la mayoria de resultados obtenidos en la Seccién 1.

Concretamente, supondremos
(f*) f es una funcién continua e impar verificando f(R%) Cc R*.

El concepto de solucién serd el mismo que el considerado en la Sec-
cién 1. Del mismo modo, las soluciones se encontrardn a la postre en
C?[a,b]. De nuevo, F(s) = [ f(t)dt, Vs € R. Clasificaremos las solu-
ciones de (P) segiin su norma uniforme y su niimero de ceros.

Como fue observado en la Seccién 1, la Proposicién 1-i) es valida
cuando sélo exigimos continuidad a f. De nuevo ésta serd la clave para

el estudio de (P). Asi, por ejemplo, se puede deducir el siguiente

Lema 22 Supongamos que f verifica (f*). Entonces cualquier solucion
no trivial de (P) tiene todos sus ceros simples. En particular, tiene un

ndmero finito de ceros.
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Demostracion. Sea u una solucién de (P) y zo un cero no simple de .
Evaluando la funcién # + Fouen ¢ = xg, deducimos por la Proposicién
1-7) que
AV
F(u(z)) = __(‘_‘5)@ <0, Vz€a,b]. (1.10)

De la imparidad de f y la positividad en R* se deduce que F(s) > 0
para todo Vs # 0. Esto, junto con (1.10), concluye que u = 0.

Para la claridad en la exposicién de los resultados, y siguiendo las

ideas de la Seccién 1, es interesante hacer la siguiente

Definicién 23 Para una funcion f verificando (f*) y M > 0 definimos

la funcion

L) = f/ \/——.F(M) F(s)

Comencemos estudiando las soluciones positivas.

Lema 24 Sea f satisfaciendo (f*) y M > 0. Entonces el problema (P)

tiene solucion positiva (o negativa) con norma uniforme M si, y sélo si

L(M)=b-a.

Ademds, en caso de ezistir una solucion de este tipo, es unica.

Demostracion. Obsérvese que, de la imparidad de f, se deduce que u
es solucién de (P) si, y s6lo si —u lo es. Por lo tanto, basta demostrar
dnicamente la parte correspondiente del Lema para soluciones positivas.

Observemos que si » una solucién positiva de (P) y evaluamos la
funcién -’% + F ou en el punto donde » alcanza su méximo, obtenemos,

aplicando la Proposicién 1-7), que

u'(z) = 2[F(M) — F(u(z))] , Yz € [a,b)]. (1.11)
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Demostremos a continuacién que necesariamente u es simétrica (res-
pecto de z = &£b), j.e.

u(z) = u(a + b— z), Yz € [a,b].

Para ello basta demostrar que v(z) = u(z) —u(a+b—-2) =0, Vo €
[a,%ib]. Razonemos por contradiccidn. Efectivamente, si v # 0, en-
tonces existirfa to € (a,2$2) tal que v'(t0) = 0 # v(to). (Obsérvese
que v(a) = v(%b) = 0). Asi, v'(to) = —v'(a + b — to) y, por (1.11),
F(u(to)) = F(u(a + b — tp)). La monotonia de F implica que v(tp) =
u(to) — u(a + b — 1) = 0 lo cual es una contradiccién y se concluye la
simetria de u.

Ademis, teniendo en cuenta que —u”(z) = f(u(z)) > 0 Vz € (a,b),

deducimos que v’ > 0 en (a, %"—b) y en consecuencia de (1.11) se obtiene

u'(z) _ v ela a+b
VAROn - Faoy - 0 e

Integrando esta expresién entre a y a_-2& se deduce L(M) = b — a,

).

obteniéndose la condicién necesaria para la existencia de solucién. La
unicidad de una tal solucién también puede ser deducida integrando la
expresién mencionada entre a y un valor arbitrario z € (a, 5‘—“2'—1’)

Para la condicién suficiente, supongamos que L(M) = b — a. En-
tonces, se puede construir explicitamente una solucién positiva de (P)
con maximo M. Esto se puede hacer de manera andloga a la construccion

que hacemos en la demostracién del Lema 3-7). B

Hemos caracterizado la existencia de soluciones con signo constante
de (P). Dado que, por el Lema 22, cualquier solucién no trivial tiene
un nimero finito de ceros, basta con estudiar la solucién en cada uno
de los subintervalos donde mantiene el signo. Estamos por lo tanto en

disposicion de enunciar el siguiente
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Teorema 25 Sea f satisfaciendo (f*); M > 0 y n € IN. Entonces el
problema ( P) tiene solucion con norma uniforme M y con exactamente

n+ 1 ceros en [a,b] si, y sélo si

=22

Ademds, en este caso, ezisten ezactamente 2 soluciones, una opuesta a
la otra.

Demostracion. El caso particular n = 1 es el Lema 24. Supongamos,
por tanto, n > 1.

Empecemos por la condicién necesaria para la existencia de solucidn.
Sea u una solucién de (P) con norma uniforme M y con exactamente
n+lcerosa = ag < ay < ... < ap = b. Teniendo en cuenta que F(M) =
F(—M) y evaluando la funcién 1‘22 + Fou en un punto z = z¢ € (a,b)
tal que |u(zg)| = M, obtenemos, aplicando la Proposicién 1-i), que

u'(z)? = 2[F(M) - F(u(z))], Vz € [a,b]. (1.12)

Asi, si M es cualquier valor critico de u, se deduce que F(M) =
F(M). Teniendo en cuenta que F es par, estrictamente decreciente en
IR~ y estrictamente creciente en IR se obtiene que M = +M. En
particular si llamamos M; al minimo de u, M, a su méximo (que serdn
respectivamente estrictamente negativo y estrictamente positivo pues
n > 1) se verifica M = My = — M.

Tomemos un subintervalo arbitrario (a;,a;41) (i € {0,1,...,n — 1})
en el que u tiene signo constante. Por lo anteriormente expuesto, cam-
biando, si es necesario, u por —u, podemos suponer que u > 0 en este
subintervalo y que

max u(z)=M .
o <T<L<oi4

Aplicando la Proposicién 24 al intervalo [a;, @;41] deducimos que

L(M)=qaiy1 —a; .
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Por consiguiente a;4; — a; es constante para cada ¢ € {0,1,...,n — 1}
y, en consecuencia, su valor debe ser Q;—“—, lo que concluye la condicién

necesaria.

b—a

=& Construimos una solu-

Reciprocamente, supongamos L(M) =
cién de (P) con norma uniforme M y exactamente n + 1 ceros del si-
guiente modo: Sia < z < a+ b—:ﬁ—, por la Proposicién 24, sea u(z)

la tnica solucién positiva de méximo M del problema del tipo (P) en

b—a
n

el intervalo [a,a + °=2]. Extendemos u(z) a todo el intervalo [a,b] por
imparidad; es decir

b;a)’ Vze(a-{—ib_a

w(z) = (=1)u(z—i ,a+(i+1)b—:;f—] , 1<i< n.

n

Es de inmediata comprobacién que u es una de las soluciones re-
queridas.

Por otra parte, de la existencia de exactamente dos soluciones (opues-
tas entre si) para el caso n = 1, se puede inferir el mismo resultado de

multiplicidad para cualquier n > 1.

1.5. Sobre un problema abierto de Ambrosetti, Brézis y
Ceramai.

Nos proponemos en esta seccién resolver un problema abierto plan-
teado por A. Ambrosetti, H. Brézis y G. Cerami en [3] (véase Remark
(d) de la Seccién 6). Este consiste en obtener un estudio pormenorizado

de la estructura del conjunto de soluciones del problema de contorno no

lineal

u(a) =u(b)=0 (P3)

donde 0 < g<1<pyA>0.

—u" = AMul" lu + [ufP~lu, a<z<b }
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Observamos que la no-linealidad fy(s) = Als|771s + |s|P~1s (s € R)
se obtiene como combinacién de una funcién céncava y otra convexa.
Ademds, no es localmente lipschitziana en el origen (para A > 0), lo que
complica el estudio de (P,). Sin embargo, dado que es continua, impar
y estrictamente positiva en los valorés estrictamente positivos, se puede

aplicar la teoria desarrollada en la Seccién 4. En este caso, la primitiva

+1 +1 .
Fy(s) = _?TT' + l—;‘—_’;_l— para cualquier real s.
Para facilitar la exposicién de los resultados serd de gran utilidad

hacer las siguientes definiciones

Definicidén 26 Sean

M = [2(p+ Y M, =n"M; (n€N).

2] 53
(b= a)y (/ T +) ] ;
Asimismo, definimos para cada M >0 y A > 0 la funcidn

1 ds
W(M, ) = \/5/ _ _ .
0 \/A_I;/%_‘(l — sat1) 4 _J\%l_l(l — sptl)

Para cada M € (0, My] definimos A\y(M) como el inico nimero po-
sitivo satisfaciendo ¥(M,A(M))=b— a.

Nota 27 Obsérvese que si consideramos la funcién fy en la Definicién
23, entonces L(M) es la funcion (de M) ¥(M, ). Esta es la razén que

motiva la definicién de la funcién A;(M).

Nota 28 La funcion A;(M) estd bien definida. Efectivamente, dado
que la funcién ¥(M, \) es continua, estrictamente decreciente en A > 0
y limy 400 ¥(M,A) =0, VM > 0; se deduce que la existencia de X tal
que ¥(M,)A) = b — a equivale a

p—t

¥(M,0) = (b— a) (%) " >b-q,
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es decir, si, y sélo si M < Mj. De hecho, el intervalo (0, M;] es el més
amplio en el que podemos definir la funcién A;(M). Por otra parte, se

puede comprobar que dicha funcién es continua.

A continuacién podemos enunciar un resultado que describiré la es-

tructura de todas las soluciones (A, u) de (Py).
Teorema 29 Sea M >0 yn e IN.

i) Si0 < M < M, entonces (Py) tiene solucion de (P) con norma

uniforme M y con ezactamentie n + 1 ceros en [a,b] si, y sdlo
. 2p-g) , . .
st A = A(M) = n7r T Ay ]_"!2_1_) Ademds, si se satisface esta
.., . np= . .
condicidon, existen ezactamente dos soluciones de este tipo, una

opuesta a la otra.

i1) VM > M, no eziste ninguna solucion de (Py) con norma uniforme
M y con ezactamente n + 1 ceros en [a,b] para cualguier valor de
A>0.

Demostracion. El cason = 1 es una consecuencia inmediata del Teorema
25 y las Notas 27 y 28.
El caso n > 1 se puede deducir ficilmente de este mismo Teorema y

de la identidad

M A
— =)
nr-1 n pr—i

1
Y(M,A) = —-9(
n
que proporciona la equivalencia entre las ecuaciones

b—a M A
vy U apeg) =tk

ne-t 5 p-1

(M, \) =

Podemos, por tanto, describir perfectamente la estructura de los
pares {(A\,u) € Ry x Cla,b] : wu es solucién de P\}. En concreto, si

representamos los pares (A, |ulo) en el plano, obtenemos exactamente
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las curvas (M, A,(M)). Cada punto de estas curvas representara a dos
soluciones, una opuesta a la otra. (Ver Figura 2).

Puesto que todas estas curvas son, en algin sentido, homogéneas,
toda la informacién de la estructura del conjunto de soluciones reside
en el comportamiento de la funcién M +— A\ (M), 0 < M < M;. Aqui
ofrecemos algunos resultados que ayudan a comprender mejor dicho com-

portamiento:

i) Usando ¥(M,\;(M)) = b—aylas desigualdades l;f::l < 1-;::1:1 ;

1- 59 <1~ P+l Vs € (0,1), se puede deducir

(¢+1)g(M) < M(M) < (p+1)g(M), VM € (0, My),

y
G(M) < (M) < g(M) + f)’—;—%w—q, VM € (0, My).
donde
2 1 ds 2 pMre

M) = Ml‘q(/ )— , 0< M < My;
9(M) (b~ a)? o V11— spHl p+1 1
y
o 2q+ )M/ 1 (s 2 _
g(M)“ (b——a)2 (/0 m) —Mpq, O<M<M1.

it) De las anteriores estimas de Aj(M) podemos estudiar el compor-

tamiento de la funcién tanto en M = M; como en M = 0.

o Al(M)_z(qH)(/l ds )2
A(My) = 0 J\lf}r—{»lo M-1 — (b—a)? \Jo VI—se¥1/ °
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ii1) Finalmente, para concluir, veamos que A;(M )M~ + MP~1 es es-
trictamente creciente y Aj(M)M?7! + g—}M P~1 g5 estrictamente
decreciente. En efecto, si 0 < M < M < M;, usando que
U(M,\i(M)) = ¥(M), 1(M)), podemos asegurar la existencia
de sp € (0,1) tal que
Ma(MIMIZ2 () oq+ly | MPZL) oDy M (O (1— 2

q+1 r+1 q+1

—p—1
M p+1
+oa (l—s) -

Asi

MMMt - (DM 41 1- sV (q +1 1)
P - M-t Cp+1l 1T T \p+17T)7

ie.

A(M)MI™ 4 MPY < (DM + P

- +1 — g1 @+ 1pt
MMMt 2 3Tyt o a5t
1(M) +p+1 1(M) +p+1

que representa la monotonia requerida.
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I1.1. Planteamiento y enunciado de los resultados princi-
pales.

En este capitulo tratamos la existencia de solucién del siguiente pro-

blema de Neumann:

-u"’ = f(z,u)+ h(z), z €(0,1)
u'(0) = ¥/(1)=0 } (P)

donde h € L?(0,1)y f € C([0,1] x R,IR). En este caso, por solucién
de (P) entenderemos una funcién » € H!(0,1) (el espacio de Sobolev

usual), satisfaciendo

1 1 1
/ u'v'dw—/ f(:v,u)vda:—-/ hvdz =0, Yv € H(0,1);
0 ) 0

es decir, consideraremos soluciones en el sentido débil. Recordemos que
en el caso que h sea continua, los conceptos de solucién débil y solucién
clasica son equivalentes. La principal hipétesis que supondremos sobre
f es la siguiente: existen € > 0y s’ < 0 tales que Vs < &/, Vz € [0,1] se
verifica

(F) f(‘”’s)_lj;_g.

f(z,3)
S

[0, 1]}, una condicién equivalente para esta hipétesis es que dicho limite

Observemos que, cuando exista lim uniformemente en z €

§—+—00
satisfaga

lim /(2,9 < er )
s 4
De Figueiredo y Ruf [21] estudiaron este problema en el caso que el
limite uniforme en z € [0,1], A := lim .__._f(Z"s)
8—>—00

tamente, ellos demuestran los siguientes teoremas:

5300

es no negativo. Concre-

1Este limite podria tomar el valor —oo.

.

RESEE EY
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Teorema A (De Figueiredo y Ruf, [21]) Supongamos que f
2
verifica lim La:ﬁ =AE€ (0,14—) (uniformemente en z € [0,1]). Sea
§—r =00
F(z,s) = [ f(z,t)dt, Vs € R, Vz € [0,1]. Supongamos también que

existen so > 0 y 6 € (0,%) tales que
0 < F(z,s) < 0sf(zx,s), Ve €, Vs> sp . (2.1)
Entonces, para cualquier h € L%(0,1), (P) tiene solucidn.

Teorema B (De Figueiredo y Ruf, [21]) Supongamos que f ve-

rifica f(z,s) > 0,Y(z,s) € [0,1] xR, lim f(z,s) =0 (uniformemente
§——00

en z € [0,1]) y la hipétesis (2.1). Entonces, dada h € L*(0,1), el pro-

blema (P) tiene solucion si, y sdlo si [} h(z)dz < 0.

Nota 1 La hipétesis (2.1) es una condicién de superlinealidad de f que
fue introducida por primera vez en [6]. Se puede deducir que dicha

condicién implica la existencia de K > 0 tal que

f(z,8) > Ks%_l, Vs > so,Vz € [0,1]; (2.2)
y, por tanto, Hlll IQ—ES’—S—) = +oo (uniformemente en z € [0,1]).

Observemos que, bajo las hipdtesis de los Teoremas A y B, la derivada

de la no-linealidad f(z,-) interacciona con todos los valores propios del
2

operador # (con condiciones nulas de Neumann en el borde), salvo
un nimero finito de ellos.

En este capitulo veremos que la condicién técnica (2.1), e incluso
la superlinealidad de f en 400, no son esenciales para la existencia de
solucién de (P). De hecho, sélo consideraremos la siguiente condicién
de tipo Landesman-Lazer [32]: existen ¢ > 0 y &' < 0 (que podemos
suponer sin pérdida de generalidad que son los mismos que aparecen en

la condicién (fy)) tales que Vs < &, Vz € [0, 1] se verifica
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(f2) f(x,s)-i;es—-/Olh(x)def(a:,s)—s.

En analogia con los comentarios hechos para la hip6tesis (f;), una
condicién equivalente para ( f2) es que existan los limites lims— 10, f(z,5)

uniformemente en z € [0,1)% y verifiquen

Jimf(a,0)< = [ be)dz < limS(a,9)

Obsérvese que, en el caso que exista el limite uniforme en z € [0, 1],
A= Er_n M > 0, entonces la primera desigualdad de (f;) es re-
dundsaurlte(i<> La Scondicién (f2) no es especialmente restrictiva. De hecho,
si f(z,s) = f(s)es una funcién estrictamente creciente, entonces se trata
de una condicién necesaria para la existencia de solucién del problema
(P). Efectivamente, considerando en este caso una solucién u de (P),
se obtiene, integrando la ecuacién diferencial y teniendo en cuenta las
condiciones de contorno, que fy f(u(z))dz = — J2 h(z) dz, de donde se
deduce, por la monotonia de f, que se satisface (f2).

Por otra parte, notemos que, bajo nuestras hipétesis, la no-linealidad
f(z,-) podria ”atravesar” cualquier nimero (finito o infinito) de autova-
lores de —d?/dz? en (0, 1) con condiciones de frontera de tipo Neumann.

A continuacién enunciamos nuestro principal resultado.
Teorema 2 Supongamos (fi) y (f2). Entonces (P) tiene solucidn.

Como se puede comprobar ficilmente, este teorema mejora fuerte-
mente los Teoremas A y B. (Véase Corolarios 9, 10).
La prueba de este teorema estd basada en métodos variacionales.

Consideremos, por tanto, el funcional de Euler asociado a (P)

I(w) = % /0 N (W) do — /0 ' P, u(z)) dz - /0 " h(a)u(2) dz

2Estos limites podrian tomar el valor —o0o o +00.

B T R W T ey g e o wa w T ws e P .- B T T T e
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para toda funcién v € H1(0,1). Es bien conocido que I es de clase C!
con derivada (de Fréchet) I'(u) en cada u € H'(0,1) dada por

I’(u)(v):/Olu'v’dx—/Olf(x,u)vda;—/olhvdx, Vv € H'(0,1).

Por consiguiente, los puntos criticos de I son exactamente las soluciones
débiles de (P). Con el propésito de buscar este tipo de puntos, aplicare-
mos el Teorema de Paso de Montafia de Ambrosetti-Rabinowitz [6]. Para
ello, necesitaremos previamente demostrar algunas propiedades geomé-
tricas y de compacidad del funcional I. Generalmente, y como se puede
comprobar en una gran mayoria de trabajos basados en métodos varia-
cionales, la naturaleza del problema determina la geometria del funcional
de Euler, mientras que para obtener condiciones de compacidad se im-
ponen hipdtesis técnicas y, en ocasiones, poco naturales como, por ejem-
plo, (2.1). Por el contrario, aqui veremos que no necesitamos imponer
ninguna condicién técnica. De hecho, en la demostracién de ambos tipos

de propiedades usamos una caracterizaciéon natural e intrinseca de 72 /4:
Teorema 3 Sea M := {u € H'(0,1) : maxgepju(2) = 0}. Entonces

1,12 2
v'Ydr 7
min Iol(—) =—.
weM\{0} [y u?dx 4
Ademds, las funciones minimizantes son {asen ZT 1 a€ R~} y
{acosZz : a e R™}.

En [21] se obtiene una caracterizacién variacional equivalente de este
valor:
Teorema C (De Figueiredo y Ruf, [21]) Sea X; := {uv €
HY(0,1) : [ udz = 0}. Entonces
72 . Jo(u')dz

min *
4 wexo\{0} [ w2 dz + ||u||%
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Ademds, las funciones minimizantes son {a (% — sen %x) @€ IR} y

{a (% —cos%z) ta€ ]R}.

Para probar la equivalencia entre los Teoremas 3 y C, basta consi-
derar la siguiente biyeccién entre M y X,: a cada u € M le hacemos
corresponder la funcién u — fol udz; cuya inversa es la que hace corre-
sponder a cada u € X3 la funcién u—max,epp 1 u(z). En la demostracién
del Teorema C, los autores utilizan técnicas complejas que abarcan el
concepto de subdiferenciabilidad. En la siguiente seccién ofrecemos una
demostracién del Teorema 3 mucho més breve, utilizando técnicas muy
elementales.

Posteriormente, y utilizando este teorema, demostraremos que bajo
las hipétesis (f1) y (f2), el funcional I satisface la condicién de compaci-
dad de Palais-Smale. Esto, junto con las propiedades geométricas que
verificaremos, conducird a la demostracién del Teorema 2.

Finalmente, extenderemos los resultados obtenidos al caso de pro-

blemas de contorno asociados al operador p-laplaciano.

I1.2. Un problema de minimizacién.

En esta seccién demostraremos el Teorema 3. Para comodidad del

lector, demostraremos previamente algunos lemas.

Lema 4 Sea
o s
weM\{0} [juldz

FEntonces, este infimo se alcanza, es decir, existe una funcion ug € M \

1 Y2 dr
{0} tal que—fi’—%—=7>0.
0
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Demostracion. Sea {u,} C M \ {0} una sucesién minimizante. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que fol u2 dr = 1. Entonces
Jo (ul)? dz — « y por tanto, {||u| 71} estd acotada. Asi, pasando a una
parcial (ala que, por comodidad, seguiremos llamando {u,}) obtenemos
que u, — ug en HY(0,1) y u, — up en L2(0,1) y L*°(0,1). De la
convergencia fuerte en L2(0,1) y L*(0,1) se deduce que fol uddr =1
¥ uo € M. La convergencia débil en H(0,1) implica fj (uf)?dz <
lim inf fol (ul,)? dz = 7. Por consiguiente, ug es una funcién minimizante.

Puesto que ug no es constante, se obtiene que v > 0. §

Nota 5 De manera andloga definimos para cualquier intervalo [a,b] C
IR el conjunto de funciones M, = {u € H*(a,b) : rg[a)i]u(m) =0} yel

valor
ce Lo (W)dz
ueM\{0} [PuZdz

Dado que la aplicacion u + i(z) := u(F=5) es una biyeccién entre M y

Yab =

M, se deduce que

v

Yab = Goap - (2.3)

Lema 6 Si ug es un minimizante del Lema 4, entonces uo(z) < 0 para

cualquier z € (0,1).

Demostracion. Razonemos por reduccién al absurdo y supongamos, por
tanto, que existe zo € (0, 1) tal que ug(zg) = 0. Dado que la restriccién
de up a [0, z0) (respectivamente [zo,1]) pertenece a My, (respectiva-

mente M, 1), se obtiene por (2.3) que

Jo (uh)?dz  J5° (up)?da + leo (uph)? d
fol ug dr fol ug dz

1
- Jo u§de = e’ (1~ 20)? ’
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lo cual es contradictorio. §

Demostracién del Teorema 3.

Observemos que no perdemos generalidad si suponemos que ug €
Xo = {u€ HY(0,1) : u(1) = 0}. En efecto, si no fuera asi, por el lema
anterior, ug(1) < maxgefo,1j%0(z) = 0 = uo(0) y bastarfa considerar la
funcién up(1 — z) en lugar de uo(z).

Por otra parte, A = 72/4 es el primer autovalor del siguiente proble-

ma con condiciones de frontera de tipo mixto:

u'(0) = u(1)

0

Au z € (0,1) }
que puede ser caracterizado como

fo (w)*de _ 7%

min T =T
weXo\{0} [y uldz

siendo {acos 3z : @ € IR \ {0}} el conjunto de las funciones minimizan-
tes. Dado que este conjunto contiene funciones de M \ {0}, concluimos
que

1,012 1/ 1 24
v = min fol(u) d:z:: i fol(u) T
ueM\{0} fO w2 dx ueMnXo\{0} fO w2dz

Jo (W)*de _ n?

min =
u€Xo\{0} fol u?dzx 4

’

lo que prueba el teorema.
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I1.3. La condicién de Palais-Smale.

Recordemos que un funcional I : H1(0,1) — IR satisface la condi-
cién de Palais-Smale si para toda sucesién {u,} C H(0,1) con {I(u,)}
acotado y I'(u,) — 0 en H1(0,1), admite una parcial convergente.

Aqui probaremos una condicién ain mds fuerte.

Lema 7 Supongamos (f1) y (f2) y sea {u,} C H(0,1) una sucesion
verificando I'(u,) — 0 en H™1(0,1). Entonces {u,} admite una parcial

convergente.

Demostracion. Consideremos una sucesién {u,} C H!(0,1) satisfa-

ciendo

1 1 1
/ u,v' dzx -—/ f(x,un)vd:z:—/ hvdz
0 0 0

donde €, — 0y || - || denota la norma de H(0,1), es decir

1 1
||u||2=/ u2dz+/ W dz .
0 0

Por argumentos ya conocidos (véase Lema (6.2) en [19]), es suficiente

<enllv|l, Yve H; (2.4)

demostrar que {u,} estd acotada. Razonemos por contradiccién. Su-
pongamos que {u,} no estd acotada en H'(0,1). Sin pérdida de gene-
ralidad podemos suponer que ||u,|| — 4o00. Definamos 2z, = un/||un|.
Claramente ||z,|| = 1,Vn € IN y, por tanto, es posible obtener una
parcial (a la que seguiremos llamando {z,}) convergiendo débilmente a
una funcién 29 € H(0,1), y fuertemente en C[0, 1.

Dividiendo (2.4) por ||u,|| obtenemos

f(z, un) 1
Awde= | Tuall "% /nunu”‘”

< Enllol
= el

(2.5)
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para cualquier v € H. Tomando respectivamente v = 1,v = 25,y v = 2,

en (2.5) y tomando limites cuando n — oo, deducimos

/ f(””;jl") de — 0, (2.6)
1
T2 f(.'L' un)zn

Obsérvese que la condicién (f;) implica que existe un ntimero sg > 0
tal que f(z,-) + fol h(z)dz es positiva en (sg,+00). Ademds, de (f;)

se puede deducir la existencia de una constante positiva K tal que
2

[f(z,s)] < —73-4—(|s_l + K),Vs < so, Vz € [0,1]. Por consiguiente,

f(zaun) f(:l:,un)

1
dz < / dz + - dz
/0 Ilun]] un<so | ||tn| un>so ”“n”
n f(x,un)—i—hdm
un>so ”un”
< 2 Harun)l 4 yo — | de
un<so | ||%nl] un>s0 | |[%nl]
+/ f(z, un)
[lunl|
< —(/ Iz;|+— da)
2 \o 1 F )
L [ ) g (2.9)
o fuall

De esta tltima desigualdad y (2.6) se deduce que {f(z,u,)/||unl|} estd
acotada en L(0,1). Asi, puesto que 2, converge a 2 en C[0, 1], obte-

nemos que

/1 f(z, uﬁ)(zn 20) de — 0.
un |
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Esta convergencia, junto con (2.7) y (2.8) implica que el limite de la
sucesién { Jdat? dx} es i zt?dz. Por consiguiente, z, — zo # 0 en
H(0,1).

Tomemos ahora v = 1 en (2.4), para obtener

/: f(z,up)de — — /01 h(z)dz . (2.10)

Esto, junto a (f2), implica que 2o se anula en algin punto. Efecti-
vamente, en otro caso, zp > 0 (respectivamente zp < 0) y entonces
{mingepo 1) tn(2)} — +oo (respectivamente {max,¢fo,1)un(z)} — —00),
¥, por (f2), obtendriamos una contradiccién con (2.10).

Veamos ahora que z; € M \ {0}. Si no fuera asi, 2 > 0 y dado
que la funcién zo se anula en algin punto, entonces min (o 1] zo(z) = 0.
En este caso, si tomdramos limite cuando n — oo en (2.9) deducirfamos
de (2.6) que {llilzTulrIll} converge a 0 en L'(0,1). Por consiguiente, de
(2.7), concluirfamos que zp es una funcién constante y, por tanto, idén-
ticamente nula, lo cual es contradictorio con lo obtenido hasta ahora.

Por otra parte, por (f1) existe una constante K’ > 0 tal que

flz,uy) > (— —5) u, — K. (2.11)

Por lo tanto, si tomamos v = 2z en (2.5) y hacemos uso de (2.11),

deducimos que

/01 d:c..nlgrgo{/ f(i";n’l‘ln) 27 da } (%2-5)/012«52@,

lo que contradice el Teorema 3. 1§
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I1.4. Existencia de solucién.

Una vez discutida la condicién de compacidad (PS) para I, dirigimos

nuestra atencion al estudio de la geometria de éste.

Proposicion 8 Supongamos (f;). FEntonces I estd acotado inferior-

mente en M.

Demostracion. De nuevo, por (f;) se verifica (2.11) con v € M en lugar
de u;;. Asfi, integrando se obtiene (K’ > 0):

1 (=2 2 -
F(x,u)§§ Z_E uw' — K'u,Vue M.

Esto y el Teorema 3 proporcionan la siguiente estima inferior de I:
e f1 1 1
I(v) > 5/ w*(z)dz + K’/ u(z)dw—/ h(z)u(z) dz , Vu € M,
0 0 0

de donde, usando la desigualdad de Hélder deducimos

E e
I(u) 2 Slullf = (K" + ||k]l2) llullz, Vo € M,

quedando asi probada la proposicién. §

Demostracion del Teorema 2

De la condicién (f;) podemos deducir que

hmsupI(k) hmsup[ (/ F(z, k)dx-{-k/ h(:c)dx)] =

k—too

- —]iminfk(/olfgg’—k—)—dm+/ol h(m)da:) = .

k—too

Por lo tanto, hemos obtenido que
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lim I(k)= lm I(k)=~o0,

k——o00 k—4-00
donde k denota a la vez el nimero & € IR y la funcién constante k.

Por lo tanto, por la Proposicién 8, existe Ko > 0 tal que
max {I(—Ko), [(Ko)} < 1‘151]1"/11(u) . (2.12)

Consideramos ahora el conjunto M de los caminos 7 que "unen” Ky y

— Ky; es decir,

T:={y:[0,1] = H : 7 es continuo ,7(0) = — Ko, v(1) = Ko} .

Desde un punto de vista topoldgico, M ”separa” las funciones cons-
tantes Ko y —Ko. Mds precisamente, v([0,1])N M # 0, Vy € T. Por

consiguiente, (2.12) implica que

:= inf I(u) > inf I I(~Ko), I(K
ci=inf max (v) 2 inf I(w) > max {J(~Ko), I(Ko)}

¥, por el Teorema de Paso de Montafia [6], ¢ es un valor critico de I.

A continuacién presentamos algunas consecuencias inmediatas del
Teorema 2 que permiten compara nuestros resultados con los Teoremas

previos A y B.

Corolario 9 Supongamos que eristen (uniformemente en z € [0,1]) los
limites

A:= lm —Jl:i’—s), lim f(z,s)= 400 .

§——00 s—400

Entonces, si 0 < A < n2/4, (P) tiene solucidn para cualguier funcion
h € L%(0,1). |
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Este resultado mejora sensiblemente el Teorema A. Como ya hemos
observado en la introduccién, queda asi de manifiesto que la superlinea-
lidad de f es una condicién técnica, pero ni mucho menos esencial para

la existencia de solucién de (P).

Corolario 10 Supongamos que ezisten (uniformemente en z € [0,1])

los limites
Jm fe9=0, [l 0= teo.

Entonces, (P) tiene solucién para cualquier h € L%(0,1) que satisfa-
ga [} h(z)dz < 0.1

Noétese que si, ademds, f es una funcidén positiva, entonces (inte-
grando (P)) se deduce de manera inmediata que [ h(z)dz < 0 es tam-
bién una condicién necesaria para la existencia de solucién de (P). Por

lo tanto, el Corolario 10 mejora estrictamente el Teorema B.

I1.5. Extensién al operador p-laplaciano.

Se puede observar que el hecho crucial en las demostraciones de los
resultados obtenidos es la inmersién compacta del espacio de Sobolev
H'(0,1) en el espacio de las funciones continuas en [0,1]. Como es cono-
cido, esta es una propiedad exclusiva del caso unidimensional. Por esta,
razén, nuestros argumentos no funcionarian para la versién en derivadas
parciales de (P) en un dominio regular general @ C IRY; i.e. cuando
reemplazamos el operador diferencial j‘%— en (0, 1) por el operador lapla-
ciano A en 2 y las condiciones de frontera u/(0) = v/(1) = 0 por §¢ =0
en 0). Sin embargo, dado que el espacio de Sobolev W1P(Q) est4 (com-

pactamente) inmerso en C(Q) para p > N, es posible obtener algunos
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resultados para el p-laplaciano A, = div (|V(-)|P~2V(-)). Concretamen-

te, consideremos el problema

—Apu f(z,u)+ h(z), 2€Q

gu 0, z €09 } (7

donde p> N, he LP(Q)y fe C (ﬁ X IR,IR). Anidlogamente al caso
p =2, N =1, definimos el valor v, o dependiente de 2 C RVyp>N

por

Jo VulP dz
T wema\©) fo [uPdo
donde M, o := {u € W'P(Q) : max gu(z) = 0}. Siguiendo ideas
analogas a las del Lema 4, se puede comprobar que 7,0 es un nimero
positivo bien definido.
El siguiente teorema puede ser probado de forma andloga al Teo-

rema 2:

Teorema 11 Seap> N,he LP(Q)yfeC (—Q X IR,IR) satisfaciendo
(f2) y supongamos que ezisten € > 0 y s’ < 0 tales que Vs < &', Yz € Q

se verifica

f(z,s)

|s|P=2s

()

<Yp2—E .

Entonces (P') tiene solucién. i
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II1.1. Planteamiento y enunciado de los resultados prin-
cipales.

En este capitulo consideramos el problema

-Au = f(z,u), €N

o (3.1)

an
donde € es un dominio acotado de RN (N > 1) con frontera 8 regular,

= 0, z€00

y f: QX — IR es una funcién continua con una fuerte asimetria en su
comportamiento asintdtico en —oo y +00. Dado que nuestros resultados
se basardn en métodos variacionales, en primer lugar habremos de exigir

a f un crecimiento subcritico, i.e.

(f1) Si N > 2, existen constantes o € (1,2*) y Ky, Ko > 0 tales que

|f(:c,s)| <Ky + Kgl.sl” , Vz e _ﬁ, Vs e R
(donde 2* = {2 para N > 3,y 2* = 400 para N = 2).

La asimetria de f a la que haciamos referencia viene dada por las

dos condiciones siguientes:
(f2) Existe A > 0 tal que

lim f(z,s)— As = 0, uniformemente en z € 9.
$——00

(f3) Existen so > 0y 6 € (0,3) tal que

0< F(z,s) < 0sf(z,s), Yz €, Vs> sg

donde F(z,s) = [; f(z,t)dt, paraz € 9, s € R.
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Como es bien conocido, la condicién ( f3), que ya aparecia en el capi-
tulo anterior, es una condicién de superlinealidad de f en +o0o (véase
Nota 1 del Capitulo II, mientras que (f2) implica que f es asintoti-
camente lineal en —oo. Asi, a grosso modo, podriamos decir que la
derivada de la no-linealidad f ”atraviesa” todos salvo un numero finito
de autovalores de —A con condiciones de contorno de tipo Neumann.

En el capitulo anterior estudidbamos el caso unidimensional (Q =
(0,1)) cuando A € (0,72/4). Obsérvese que, como consecuencia del
Corolario 9 del capitulo I, en este caso, (3.1) tiene solucién si f satisface
las hipétesis (f2)—(f3). Recuérdese que en la obtencién de los resultados
para el caso N = 1, utilizdbamos también técnicas variacionales y era
esencial el hecho que H1(0, 1) estd compactamente inmerso en el espacio
de las funciones continuas, lo que condicionaba fuertemente el estudio
del funcional de Euler asociado a (3.1).

En cualquier caso, el resultado antes expuesto es trivial si f(z,u) =
f(u). De hecho, en este caso las hipétesis (f2) y (f3) implican la exis-
tencia de una constante £ € R tal que f(k) = 0 y, por tanto, la solucién
constante k serfa una solucién trivial de (3.1). Nos proponemos en este
capitulo estudiar soluciones no triviales (es decir, no constantes) de (3.1).
Obsérvese que, caso de existir una solucién trivial de (3.1) y via un cam-
bio de variable elemental, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que ésta es v = 0. Mds aiin, consideramos
f(z:3)

s

(f4) >0, VzeQ, VseR -{0},

y la siguiente hipétesis del comportamiento local de la no-linealidad
f(z,u)en u=0:

(fs) Existen € > 0y a € (0, A1) tales que

f(J;,S) S a, Vz € ﬁ, Vs € (—575) - {0}’
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donde A; > 0 es el primer autovalor estrictamente positivo de —A en
H'() con condiciones nulas en la frontera de tipo Neumann.
Los resultados de existencia que demostraremos a lo largo de este

capitulo son los siguientes:

Teorema 1 Sea N > 2 y supongamos que se verifican (f;) — (fs). En-

tonces, el problema (3.1) tiene, al menos, una solucién no trivial.

Teorema 2 Sea N = 1 y Q@ = (0,1). Supongamos (f2) — (fs) con
A > %. Entonces, el problema (3.1) tiene, al menos, una solucion no

trivial.

Obsérvese, que al contrario que en el caso N > 2, en el Teorema 1 hay
un intervalo de valores A > 0 que no cubre el Teorema 2, concretamente
A€ (0, ’;—2] Sorprendentemente, para este intervalo de valores y para
N =1, el resultado de existencia no es cierto general. De hecho, en
este caso, daremos un ejemplo de no existencia de solucién no trivial de
(3.1).

Como ya hemos mencionado, las demostraciones de los Teoremas 1
y 2 estdn basadas en métodos variacionales. Consideremos, por tanto,
el funcional de Euler I asociado a (3.1) y definido en H!(§2) mediante

I(w) = %/ﬂWulzdz—/QF(x,u(x))dz, Vue H\(Q).  (3.2)

Es bien conocido que, por la hipétesis (f1) que limita el crecimiento
de f, I es de clase C! con derivada (de Fréchet) I’(u) en cada u € H' ()
dada por

I'(u)(v):/QVu-Vvdw—/s;f(m,u)vd:c , Yo e HY(Q) .

Por consiguiente, los puntos criticos de I son exactamente las soluciones

débiles de (P). Cuando conocemos una solucién trivial, como es nuestro
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caso, una de las técnicas més dtiles para probar la existencia de una
segunda solucién es el Teorema de Paso de Montaha de Ambrosetti y
Rabinowitz [6]. Dicho teorema requiere ciertas condiciones de compaci-
dad y geométricas del funcional de Euler asociado a (3.1); a saber, la
condicién de compacidad de Palais-Smale (PS) y la siguiente condicién
geométrica: la solucidn trivial es un minimo local no global.

Con respecto a la verificacién de las propiedades de compacidad del
funcional, queremos hacer hincapié en que los resultados correspondien-
tes en el Lema 7 del Capitulo II (véase también [21]) se aplican sélo
para A € (0, ’;—2) y, como ya ha sido mencionado, se utiliza fuertemente
el hecho que N = 1. Aqui se probard la condicién (PS) para cualquier
N > 1y A > 0. Respecto de la geometria del funcional, observemos que
la condicién (f4) implica que la solucién trivial « = 0 no es un minimo
local del funcional de Euler. Para superar esta dificultad y demostrar
el Teorema 1, aplicaremos una generalizacién del Teorema de Paso de
Montaifia debida a Silva que, para comodidad del lector, recordamos a

continuacion:

Teorema D (Silva, [51]) Sea H = X1 & X3 un espacio de Banach
real con Xy un subespacio de dimension finita. Supongamos que I €
C1(H,R) satisface

(I) I(u) £0,Vu € X;.
(I2) Eziste p > 0 tal que I(u) > 0 para cualquier u € B,(0) N X,.

(I3) Ezistene € Xo — {0} y B > 0 tal que I(u) < B para cualquier
u€e X+ Rte.

Si, ademds, I satisface (PS), entonces, I tiene, al menos, un punto

critico en H distinto de cero.

Al contrario queenel caso N > 2,si N = 1y Q@ = (0,1), la geometria

del funcional de Euler asociado a (3.1) depende del pardmetro A > 0 que
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indica el comportamiento asintético de f en —oo y que aparece en ( f2).
Precisamente, el funcional verifica las propiedades del teorema de Silva
si, y sdlo si A > ’;—2. Asi, de nuevo podemos usar dicho teorema para
probar el Teorema 2 de forma andloga a la demostracién del Teorema 1.
Hasta donde alcanzan nuestros conocimientos, este es el primer resultado
donde la geometria del funcional de Euler cambia con la dimensién. El
ejemplo final, demostrando la no existencia, en general, de solucién no
trivial de (3.1) cuando © = (0,1),0 < A < ’;—2; muestra también como

el cambio sufrido por la geometria es esencial para dicha existencia.

II1.2. La condicién de Palais-Smale.

A continuacién, y utilizando solamente las hipétesis (f1) — (f3), de-
mostraremos que el funcional I satisface la condiciéon de compacidad de
Palais-Smale. Las hipétesis (fa) y (f5) aparecerdn en la verificacién de

las propiedades geométricas.

Lema 3 Supongamos que se verifican (f1)—(f3). Entonces el funcional
I satisface la condicidn de Palais-Smale (PS).

Demostracion. Sea {u,} C H'(Q) una sucesién de funciones verificando

para cada natural n:

ll/ IVunlzd:c—/ F(z,up)de| < C (3.3)
2Ja Q

l/ Vu,Vode -—/ f(z,un)vde| < eqllvl] ,Vv € H'(Q) (3.4)
Q Q

donde C > 0 es una constante positiva y {¢,} C R es una sucesién

convergente a cero. Por argumentos ya mencionados en el capitulo an-

terior (véase Seccién II.3), para demostrar la existencia de una parcial
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convergente de {uy,}, basta probar la acotacién de {u,} en H}(£). Ra-
zonamos por reduccién al absurdo, y suponemos que una parcial, a la

que, por comodidad, seguiremos notando por {u,}, verifica

fim_[|us| = 400
n—00

donde, de ahora en adelante, ||-|| denotaré la norma usual en H1(Q). Sin
pérdida de generalidad podemos suponer |ju,|| > 1 para cada natural
n y definir z, = u,/||lu,]|. Dado que {2} es una sucesién de la esfera
unidad, es posible tomar una parcial suya, a la que seguiremos de nuevo

lHamando {z,}, tal que

{2,} — 20 en HY(Q) (3.5)
{z,} = 20 en L*(Q) (3.6)
{2a(2)} = 20(z) ct. z €Q (3.7)
|2n(2)] < g(z) ct. 2 € Q (3.8)

donde zp € HY(Q) y g € L*(Q).
Dividiendo la desigualdad (3.4) por ||u,|| obtenemos

f(:v,un)

/Vzn-Vvdz— vda ;_ En |
Q l|enl]

para cualquier funcién v € H1(Q2). Pasando al limite, la convergencia

débil (3.5) implica que

3 lim / J@ ) o /QVzO-de (3.9)

n—00 |un”

para toda v € H(Q).
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Nos proponemos ahora demostrar que zgp = 0 para llegar posteri-
ormente a una contradiccién. Para verificar que zp es la funcién nula
procederemos en dos pasos: probaremos que zo(z) < 0 c.t. z € Q (Paso

1)y fqzodz > 0 (Paso 2). Claramente estos dos pasos implican zg = 0.

Paso 1: Veamos que zp(z) < 0 e.t. z € Q. Observemos en primer

lugar que escogiendo v = z§ = maz{2,0} en (3.9) obtenemos

lim f(z, )

n=eo Jat - fual

donde Q% = {z € Q/z0(z) > 0}. Por otra parte, de (f2) y (f3) se deduce

zodz = / [Vzo|2dz < +o00 (3.10)
Q+

f(z,un(2))

l[a]]

Aup(z) — K,

>
o) 2 =

z0(z) > (= Ag(z)~K1)zo(z) ct.z € QF

para alguna constante positiva Ky > 0.
Usando que limpoo un(z) = +00 c.t. 2 € QF (por (3.7)) y la su-

perlinealidad de f, se tiene

lim M_(_x)_)zo(w): lim f(x,un(:z;))

n = 1. Ot
e ”un” n—oco ’U/n(m) z (x)zo(w) 4+ cil.z €

Por lo tanto, si la medida de Lebesgue || > 0 obtendriamos por

el Lema de Fatou que

]jm Mzo d$ — +w
n—oo Ja+ [fun|

contradiciendo (3.10). Asi-|Q2*| = 0 y el Paso 1 queda concluido.

Paso 2: Veamos que [ zodz > 0. Empezamos multiplicando (3.4)

con v = u, por 1/2 y restdndalo de (3.3) para obtener

L2t pe, ) de] < €+ L
9) 2 2
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para todo natural n. Dividiendo esta desigualdad por ||u,|| y pasando

al limite deducimos que

N g (C)

n—oJQ lluall

dz =0 (3.11)

Por otra parte, si consideramos ¢ > 0 arbitrariamente pequefio, la

condicién (f;) asegura la existencia de una constante K, > 0 tal que

‘f(z_éu)_u - F(z,u)

<elul+ K., VYu € (—00, o]

por lo que
f(l’y’u-nlun _ -
/ [ 2 F((I;,un)] d.'L' S € lu"nl d.’I:+ AE‘Q'
un(z)<s0 [lunll a ||unll flunl]
< elapz 4 Kl

flunl

para todo n € IN. Tomando limites cuando n tiende a infinito se deduce

f!z,un!un - F
0 < lim sup / 75 (2, un)] dz| < €|Q[/?
nmoo un(2)<s0 lluall
para € > 0 arbitrario. Por lo tanto
f!$sunlun - F
lim o (2, un)] o (3.12)
=90 Jun(z)<s0 [funll

Por otra parte, la condicién (f3), junto con (f;), proporciona las

siguientes desigualdades:

[({Ealin _ p(g, u,)] 1 f(2, u)un
/ z > (=-106) — T dx
un(z)>s0 lall 2 un(z)>s0 ”un”
1 flz,un)
> (=—0)s / — —dx
(2 Jso un(z)>s0 flunll
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> (%—G)Soj;f(z,un)dx

[[enll

—E Zg)son 2n() dz
2 un{z)<so0
1 K,
(L gy B2 (3.13)
(G = o]

donde K; > 0 es una constante positiva (que depende de la cota de
|f(z,u)— Au| en Q% (—00, 50]). Si consideramos (3.9) con v = 1, (3.11) y

(3.12) y tomamos limites cuando n tiende a infinito en (3.13) deducimos

0> —(—;——0)30)\/ zpdz
Q

Concluimos, por lo tanto, que

/zodmZO
Q

y con ello el Paso 2.

Finalmente, obtendremos una contradiccién utilizando que zy = 0.
Para ello, consideramos v = z, como funcién test en (3.4) y dividimos

por ||u,||, para obtener, utilizando ||z,|| = 1, Vn € IN, que

'1—/zn2dx-— M dw—-——l——/hznd:c
Q lunll Ja

z
Q ””n” "

En
< ———
= [luall
Tomando limites cuando n tiende a infinito deducimos
lim Mzn dz =1 (3.14)

n=oo o flunl|

Por otra parte, este limite se puede calcular utilizando las siguien-

tes estimas, que deducimos aplicando (f2) y la primera desigualdad de
(3.13):

o
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Tt < [ e, Sl
un(z)<so

Z. X
o Jlua] T T |
1 / [ﬁf%n)_“_n_ ~ F(z,u)]
un(z)>s0

-0 [[n ]

dz

+

Utilizando (3.11) y (3.12), deducimos lim sup %ﬁzn der <0,
n—oo  JQ n

lo cual contradice (3.14). Asi pues, la sucesién {u,} ha de ser acotada y,
como ya ha sido mencionado, es posible concluir entonces la existencia

de una parcial suya convergente. il

I11.3. El caso N > 2.

Dedicamos esta Seccion a la demostracién del Teorema 1. Para
ello aplicaremos el Teorema D al funcional de Euler I asociado a (3.1)
definido en el espacio de Sobolev H = H(Q2) por (3.2). Dicho teorema
requiere una conveniente descomposicién del espacio. Nosotros conside-
ramos H = H1(Q) = X;® X2, donde X; es el subespacio de las funciones

constantes y X, es el ortogonal de X; en H}(R) , i.e.

X2={ueH1(Q) : /Qudx:O}

Dado que I satisface (PS) por el Lema 3, las dnicas hipétesis del teo-
rema de Silva que nos faltan por comprobar, y asi demostrar el Teorema
1 son las referidas a la geometria del funcional, esto es (I1), (12) e (I3).
Queremos hacer especial hincapié en que la verificacién de (I1) e (I2) es
vélida igualmente para el caso N = 1. No asf (/3). De hecho, para esta

hipétesis, usamos fuertemente el hecho que H(f2) no estd inmerso en
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L>(R2) si N > 2. Esto permitird tomar como e en (I3) una conveniente

funcién que no estd acotada superiormente.

Verificacién de (I;):
Sea k una funcién constante de X;. Observemos que de (f3) se
deduce

F(z,5) >0 (3.15)
paratodoz € @y s € R. Asf pues

I(k) = —/QF(:c,k) dz <0

que es exactamente (7).

Verificacién de (I,):

Comencemos observando que por (f1) y (fs) obtenemos

|F(,s)| < gsz + K|s]°t! VseR (3.16)

donde I > 0 es una constante positiva. Utilizando ésto, la caracteri-
zacién variacional de A y el teorema de inmersién de Sobolev [1, 13]; se

deduce

I{u) > —1-/ |Vu|2dx--oi/ u? dm—-K/ |u|o*! dz
2 Ja 2 Ja Q
> Lo -‘3‘-)/ Va2 dz - K|[u2t!
- 2 /\1 Q o+1
> ra- —“—)/ IVal2de — Kyflul”+! ,Vu € X,
2 A Ja

donde Ky > 0 es una constante positiva (independente de u € X5).
Teniendo en cuenta que ([ |[Vul? dz)% define una norma equivalente
en Xz al|l-||yque a< Ar,o+ 1> 2, se prueba ficilmente que para

una cierta constante positiva p > 0,
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I(u)>0

para cualquier u € X3 con Jju|| £ p. Consecuentemente, obtenemos (I3).

Verificacién de (I3):

Como ya hemos mencionado anteriormente, la dimensién N > 2
juega un papel importante, puesto que permite afirmar que el espacio
de Sobolev H(Q) no est4 inmerso en L*°(Q2), y por tanto podemos

considerar una funcién e € X3 no acotada superiormente. Denotemos

A = fo |Ve|?dz
Jqetde
Observemos que cambiando e por te con t > 0 pequefio, podemos

suponer sin perder generalidad que

(M — )\)/962 dz < A9 (3.17)

Por otra parte, por (f3) (véase Nota 2 del Capitulo IT) existen cons-

tantes positivas K1 > 0y 53 > sp tales que

2
s
F(z,s)2 A5 + K158 >0, Vs> s (3.18)
Analizando ahora el comportamiento de F' cuando s < s;, podemos
asegurar que por la condicién ( f;) existe una constante positiva Ky > 0
satisfaciendo

A
F((L‘,S) - 582 < K2|s| ; Vs < 81 (319)

Nuestro objetivo no es otro que el de probar que I esta acotado
superiormente en X; @ Rte. Sea pues k4 te € X; @ R*e (k es una
funcién constante y ¢ > 0). Utilizando (3.18) y (3.19) se tiene
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As 2 2
I(k+te) = -—2—t /e d:v—/F(k—i—te)dw
Q Q
Ax
< —tz/ezdz—-i/(k-i-te)zdx
2 Ja 2 Ja
+K2/ [k+te|dz—K1/ (k+te)15dz
k+te(r)<s1 k+te(z)>s1
1 1
< 12 L2y / 2
< 2k AlQ| + 2t (A=) e dx

+K; (t/ﬂ[e[dm—l- |kHQ|)
—Kl/ (k + te)oda (3.20)
k+te(z)>s1

Si A. < A entonces la verificacién de (I3) es inmediata. Supongamos,

por tanto, A, > A. Podemos considerar dos casos para k y t:
a) k+t< s

b) k+t>81

En el caso a), i.e., t < 85 — k tenemos que 12 < s2 — 25,k + k% y por
la desigualdad (3.20) obtenemos

Ik+te) < %kl’ [(/\* - )\)/ e2dz — ,\191] — ks - A)/ e2dz
Q Q
1
+§sf()\* - )\)/Q e? dz
+Ko[(s1 — k)/Q leldz + || |] (3.21)

Teniendo en cuenta que el segundo miembro de esta desigualdad
tiene un crecimiento cuadrético en k con (A=) [ e2dz—A|Q] < 0 (por

(3.17), se deduce que I(k + te) estd acotado superiormente si k+¢ < s;.
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Con respecto al caso b), i.e. k+¢ > sy, si consideramos Q; = {z €
Q /e(z) > 1} se tiene [©21] > 0 (porque e no estd acotado superiormente),

y k+te(z) > k+t> s ,Vz € Q. Asi pues, por (3.20):

_L
2
+Eoft [ el do+ ] 190) = Ka(k + 1)}

I(k + te)

IA

B9 + ~2(\ — A)/ ¢ da
2 Q

1., 2 ]
= - - - .22
ok [(,\* )\)/Qe dz — A|Q] (3.22)
+-1~(k+t)2(/\*— ,\)/ e’ dx
2 Q
—k(k-|-t)()\*——)\)f ¢? dx+]x'2(k+t)/ le| do
Q Q
+ K (|| lQ[—k/ﬂ|e[ de) - Ki(k+0)%|0]  (3.23)

Por lo tanto, por (3.17) y notando s = k+1, obtenemos que I(k+te)

estd acotado superiormente por una funcién (de k y s) de la forma:

I(k + te) < —I(gkz + I§'4|k| -+ I(582 + Kgs + K7s|k| - Ii’ss%
= IX’4 + 1{7312
= - | JEgk| - AT 278
[ ik -
(1(4 + ](78)2
4K
< I§—982 + K108 + I{11 — 11'88719‘ (324)

+ .K582 + Kgs — ](8815

de donde se deduce (puesto que § > 2) que I(k + te) estéd acotado

superiormente si k +¢ = s > s1. Consecuentemente, en ambos casos
hemos probado que I estd acotado superiormente en X; @ R¥e. Acaba

asf la verificacién de (I3) y, con ella, la demostracién del Teorema 1. |

Nota 4 Observemos que si A > Ay entonces se puede comprobar ([3)

de una manera mas simple. De hecho, en este caso podemos tomar
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e € X3 — {0} como una autofuncién asociada a Az y, de (3.20) con
As = A1, se deduce que I estd acotado superiormente en X; @ R*e. Por

supuesto esta elecciéon de e no sirve en el caso A € (0, Aq].

Nota 5 Debemos notar que en la demostracién anterior hemos usado
(f4) y (fs) para probar (3.15) y (3.16). De hecho, estas condiciones més
generales (3.15) y (3.16) pueden ser sustituidas respectivamente por las

condiciones (fs) y (fs) en el Teorema 1.

II1.4. El caso N = 1.

En esta seccién estudiaremos el problema (3.1) cuando N = 1. Por
consiguiente {) es un intervalo abierto y acotado. Por simplicidad supon-
dremos €2 = (0, 1), pero no habria ningtin cambio sustancial si considera-
mos un intervalo general (a,b). Como ya hemos comentado en la Seccién
1, ]a principal diferencia entre los casos N > 2 y N = 1 se encuentra en
las propiedades geométricas del funcional asociado. Concretamente, la
condicién (I3) que hemos demostrado en la Seccién anterior para N > 2,
no siempre se satisface en el caso N = 1. Depende del pardmetro A > 0

que aparece en la condicién (f2), como demostramos en el siguiente lema:

Lema 6 Sea Q2 = (0,1) y supongamos ( f2)—(f3). Entonces el funcional

I satisface (I3) si, y sélo si, A > i:—.

.. 2 .
Demostracion. Sea A > I-. Demostraremos que, efectivamente, I ve-
rifica (I3). Para ello, elegimos como e € X; la funcién e(z) = 2 —
sin Zz,z € [0,1]. Entonces

e

4 Joetde+|leliZ,
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Tomemos o € (0, [|€]|) suficientemente cercano a ||e||, de tal ma-

nera que

1/.1n\2
_ho(€)dz (3.25)
Jo etdz + o?

Consideramos también s; > sg satisfaciendo (3.18). Recordemos

que nuestro objetivo es demostrar que I estd acotado superiormente
en Xy ® Rte = {k+te: keR,te RT}. Usando (3.19) y razonando

como en (3.20):

1 1
I(k+te) < —ik2x4 g2 (/ (e')2d:c—/\/ ezdx>
2 2 0 0

1
1K, (t [ el e+ |k|)
0

_K; / (k + te)% dz (3.26)
k+te(z)>s1

para cualquier ¥ € R, t > 0. En el caso que [j(e')?dz < A f) e*dz
entonces se deduce inmediatamente de la dltima desigualdad que I esta
acotado superiormente. Si, por el contrario [ (¢')2dz > A f; €2 dx, con-

sideramos dos casos para k y t:
a) k+at < s
b) k+at> s

En el caso a), t2 < gs’—;ﬁﬁ y se deduce de (3.26) que

1 1
I(k+te) < —%kz [/\ (a2+/ e2dz> —/ (e')zdm]
2a 0 0
- Loky L (/1(’)2d —/\/l 24
sk + 53 () de € x)

_k 1
+K, (31 / le] dx-{-lkl),
a Jo




§
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¥y, por (3.25), I(k + te) estd acotado superiormente parak € Ryt > 0
tal que k + at < 5.

En el caso b), teniendo en cuenta que

k+te(z)>k+ta>s, VoeQ:={zel0,1]/e(z)> a}

deducimos de (3.26) que

1 1
I(k+1te) < —lkzz\+lt2(/ (e')zdm-—/\/ e? dz)
2 2\ o A
1
Kt [ lelda + b)) = Kk + at)b1|
4]

y por lo tanto, puesto que |Q;| > 0, un argumento similar al expuesto
en la Seccién 2 (en (3.22) y (3.24)) concluye que I(k + te) estd acotado
superiormente para k € IR y t > 0 tal que k+at > s;. Consecuentemente

I estd acotado superiormente en X; @ Rte, i.e. I satisface (I3).

Por el contrario, se puede demostrar que I no satisface (I3) si 0 <
A< 7—743. Para ello, sea A € (O,%] y e € HY(0,1) — {0} verificando
fol edr = 0. Debemos probar que I no estd acotado superiormente en
el semiplano X; @ IR*e. Aqui probaremos ain mds: I no estd acotado
superiormente en la semirrecta k + t||e||cc = 1 (¢ > 0) incluida en dicho
semiplano. Para ello, apliquemos en primer lugar el Teorema C del

Capitulo II para obtener:

I(k + te)

1 1
-1—t2/ (e')2da:—/ F(z,k+te)de
2 Jo 0
72

1 1
> —8—t2 (/ e’dz + ||e||(2x,) - / F(z,k + te)dz(3.27)
0 0

paratodok € R, > 0.
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Consideremos ahora ¢ € (0,)). La condicién (fz) garantiza la exis-

tencia de una constante K3 > 0 tal que

F(z,5) < 587 +elsl 4 K3, Vs < 1, Ve €[0,1)

Esto, junto con (3.27), permite obtener la siguiente estimas:

72
M- tlelel 4 10) 2 T ] [t el
~ [ F@ 1+ teta) = el do
71'2
s -ne [ [ ot el

A ,
+lelloo(A ~ €)= 5 — € = K3

v

en la que el tdltimo término no estd acotado superiormente puesto que
E<A< T yt>0.1

Demostracién del Teorema 2. Como hemos mencionado en la Seccién
2, la verificacién de (1) e (I2) es igualmente valida para N = 1. Asi,
por el Lema 6 y aplicando el Teorema D se concluye la demostracién del

Teorema 2. 1

Finalmente, estudiemos (3.1) en el caso 0 < A < %. El siguiente
ejemplo muestra que, en general, no cabe esperar un resultado similar

al del Teorema 2.

Ejemplo: Sea f :[0,1] x R — R una funcion continua satisfaciendo

(fa) y

flz,u)=Au, Ve €[0,1], Vu <0

con X € (0, i}] FEntonces la inica solucion de (3.1) es la solucion trivial

u=0.
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Para demostrar dicha afirmacién, razonamos por reduccién al ab-
surdo. Supongamos que (3.1) admite una solucién u # 0. Tomando
v = 1 como funcién test en la correspondiente expresién asociada a la

ecuacion (3.1) se deduce que

/01 f(z,u(z))dz = 0

¥, Por (f4), u debe cambiar el signo en (0,1). Por lo tanto la funcién u

deberd verificar al menos uno de los dos siguientes casos:

a) Existe & € (0,1) con u(&) = 0 y tal que o bien u < 0 en (0,&;),
o bien u < 0 en (£1,1).

b) Existen £1,€2 € (0,1) con & < &, u(1) =0=1u({) y u < 0en
(&1,62).

En el primer caso, u satisface o bien
~u" = Au, @ €(0,6)

w(0) = 0 = u(&y)

o bien
—u' = Au, z € (61’1)

u(&1) = 0=14'(1)
lo que implica que A es un autovalor de ——a‘% con condiciones de frontera
. . . 72 . 72
de tipo mixto. Por lo tanto, o bien A > e © bien A > Tl En
cualquier caso A > 1'43, contradiciendo la hipdtesis sobre A.

Respecto al caso b), observemos que u satisface

—u" = du, z € (§,&)

u(§1) = 0 = u(&)
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por lo que de nuevo A es un autovalor de —% en (£1,&2), en este caso
con condiciones de frontera de tipo Dirichlet. Se deduce pues que A >

(Efiéfﬁ > ’;—2 contradiciendo de nuevo la hipétesis sobre A.

Asi, en ambos casos hemos llegado a contradiccién, quedando de-

mostrada la afirmacién enunciada en este ejemplo.
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IV.1. Planteamiento y enunciado de los resultados prin-
cipales.

En este capitulo estudiamos la existencia de solucién de problemas

de Dirichlet del siguiente tipo:

-Auy = f(z,u), 7€Q } (4.1)

u = 0, €00
donde § es un dominio acotado de RN con frontera 99 regular y f
es una funcién real localmente lipschitziana en  x IR satisfaciendo el

siguiente comportamiento asint6tico en —oo:

(f1) Existe A € IR tal que

z,s _
lim /(z9) = A, uniformemente en z € Q.
s

§——00

Nuestra idea es usar Teoria de Bifurcacién en el pardmetro A vy,
para un adecuado truncamiento del problema (4.1), demostrar que la
condicién ( f1) implica la existencia de una rama de soluciones bifurcando
desde infinito en A;, el primer autovalor del operador laplaciano con
condiciones en la frontera de Dirichlet. El comportamiento de esta rama
puede ser mds detallado si, ademds, se satisface que f(z,0) > 0 para
cualquier z € Q y (4.1) tiene una supersolucién positiva. En este caso,
es posible deducir por métodos iterativos la existencia de una solucién
positiva de (4.1). Por otra parte, dicha solucién no se encontrari en la
rama, puesto que, como probaremos mas adelante, la rama no contiene
soluciones positivas. Adem4s, ciertas cotas a priori de las soluciones de

dicha rama nos conducirdn a la demostracién del siguiente

Teorema 1 Sea f una funcidn localmente lipschitziana en Q x R satis-
faciendo (f1), f(z,0) > 0 para cualquier z € Q, y supongamos que (4.1)
admite una supersolucion positiva ug. Entonces, para cada A > A1, (4.1)

tiene una solucion u < ug, tal que u(zo) < 0 para algin zo € Q2.
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Ademais también estudiamos la existencia de solucién cuando A = Aq.
Para ello, notemos por ®; a la autofuncién positiva asociada al primer

valor propio A; con norma 1 en C1(Q).

Teorema 2 Si, ademds de las hipdtesis del Teorema 1 con A = Ay,
suponemos que

limsup [f(z,s) — A18]P1de < 0

Q s——00

entonces eziste una solucion u < up de (4.1) tal que u(zo) < 0 para

algin zq € 2.

En la siguiente seccién demostramos los resultados expuestos. Pos-
teriormente ofrecemos algunos corolarios, y analizamos la relacién de

éstos con algunos problemas de la literatura.

IV.2. Los principales resultados.

A continuacién ofrecemos una demostracién del Teorema 1. Sean,
por tanto, f(z,s) una funcién real localmente lipschitziana en @ x R
satisfaciendo (f1) y uo € C*(Q) una supersolucién de (4.1). Sea M =

max, g Uo(z) y consideremos el siguiente truncamiento de la funcién

f(z,9)

f(z,8) sis<M,zeq

folz,s) := _

flz, M), sis>M, z €.
Observemos que podemos escribir fo(z,s) = As™ + g(z,s) (z € Q, s €
R), siendo g(z, s) una funcién continua en  x IR, acotada en  x R*

y, por (f1), satisfaciendo

0000000000000 0000000000000 000000000000O000O0C0O0C0O0CKOCKOCKFCS
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lim @ =0, unif. en z € Q. (4.2)
§——00

Nuestro punto de partida consiste en probar la existencia de una

rama de soluciones bifurcando desde el infinito del problema truncado

-Au = AuT +g(z,u), z€Q } (P)

v = 0, z€00
En primer lugar demostramos que el #inico posible punto de bifurcacién
desde el infinito para (Py) es A;. Recordemos que )\, es un punto de
bifurcacion desde el infinito para (Py) st existen {A,} — Ao ¥y {un} C
X = CYQ) tal que u, es una solucion de (Py,) para cada n € N
con ||un||x — 4o0o. En lo que sigue, el operador de Green de —A con
condiciones de tipo Dirichlet en la frontera se denota por K : C(Q) — X.

Con esta terminologia, el problema (Py) es equivalente a

Fluy=u— KM 4+ g(z,u)]=0, ueX.

Resaltamos que, con el propésito de hacer més cémoda la notacién,
utilizamos el mismo simbolo para denotar la funcién y el operador de
Nemytskii asociado. Recordemos que K es continuo y compacto, y por

tanto tiene sentido considerar el grado topoldgico de F()\, u).

Lema 3 Sea g una funcidn real continua en QxR verificando (4.2). Sea
{An} = Ao ¥y {un} C X satisfaciendo F(Ap,un) = 0 y ||Jun]lx — +o0.

Entonces Ao = A1 y la sucesion {u,/||unllx} converge a —®,.

Demostracion. Es suficiente demostrar que si {A,} — Ao v {un} C X
satisfacen F'(An,un) = 0y |jun||x — +o00, entonces Ay, = A; y existe
una parcial wy, de w, = un/||un||x que es convergente en X a —®;.

Comencemos observando que w, satisface

oz )

wn = K (Anw; +
llunllx
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De (f1) se obtiene que g(z, uy)/||un||x converge a cero en la topologia de
C(Q) y, por la compacidad de K, se deduce la existencia de una parcial
Wy, de w, que converge en X a alguna funcién wp con wg = K(Awg ).
Dado que wg # 0, por el principio del maximo [26, 41] obtenemos que

Aoo = A1 ¥ wo = —®, lo que concluye la demostracién del lema. B

A continuacién comprobamos que A es, de hecho, un punto de bi-
furcacién desde el infinito. Para ello, denotamos por ¥ el conjunto de
soluciones de (4.1), es decir, & = {(A,u) € R x X / F(A,u) = 0}.

Lema 4 Sea g una funcion real localmente lipschitziana en @ x IR ver-
ificando (4.2) y g(.,0) # 0. Entonces, Ay es (el unico) punio de bi-
furcacion desde el infinito para (P\). Mds especificamente, existe un

conjunto X, C X que bifurca desde el infinito y satisface

a) {(X2) € Rx X /2 # 0y (\zllz]|7%) € Zeo} U{A1,0)} es un

conexo.

b) Para todo par (A, u) € X, u no es una funcion positiva.

Si ademds g(z,0) > 0,Vz € §, entonces

¢) Proyy Yoo = {A € R/3Ju € X con (A, u) € T} estd acotado

inferiormente y no superiormente.

Demostracion. Para demostrar la existencia de X, bifurcando desde el
infinito seguimos las ideas de [4, 44]. En primer lugar, observemos que el
problema de encontrar una bifurcacién desde el infinito se puede reducir
a un problema de bifurcacién desde el cero usando la transformacién
de Kelvin z = u||u||~2 (u # 0). Concretamente, si definimos F(},z2) =
lull=2F(X,u) si u # 0y F(X,0) = 0, entonces \; es un punto bifurcacién
desde el infinito para (P, ) si, y sélo si es un punto de bifurcacion desde

la solucién trivial z = 0 para la ecuacién F(),z) = 0.
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Asi, si demostramos que el indice de F(),-) cambia cuando A atra-
viesa” A;, deducimos por el Teorema de Bifurcacién Global de Rabi-
nowitz [45] que A; es realmente un punto de bifurcacién desde z = 0
para F(}, z) = 0. Con el objetivo de comprobar este cambio de indice,

consideramos A < A; < A. Por el Lema 3 existe rg > 0 tal que

F(Xt,0)#0, Vie[0,1], V0 < |zllx <ro

(1-38)2+sF(0,2)#£0, Vsel0,1], Y0 < |zllx < ro

Por lo tanto, por la propiedad de invarianza homotépica del indice,

se obtiene que el indice de F(),-) en la solucién (aislada) trivial u = 0

es
i(F(X,),0) = deg(F(},), B;o(0),0) = deg(F(0, ), B,,(0),0)
= deg(Id, B,,(0),0)=1
Por otra parte, tomemos Ry > 0 tal que para cada t € [0,1] el
problema

—Au = du” + g(z,u) - tdy, xEQ}

u = 0, z€d0 (4.3)

no tenga solucién u € X con ||u||x > Ry'. Entonces, deducimos otra

vez por la invarianza del grado por homotopias que

l(F(x, )’O) = deg(F(_)‘-’ )7BR0(0)’0) = deg(F(X7 ) - élaBRo(0)7O) =0

Por consiguiente, por el Teorema de Bifurcacién Global de Rabi-

nowitz, existe un subconjunto conexo y no acotado $o en la clausura
de £ = {(\z2)e RxX/z# 0, F()2) = 0} tal que (A\,0) € o.
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Puesto que g(.,0) # 0, v = 0 no es solucién de F(A,u) = 0, o equiva-
lentemente, F(A, z) = 0 no tiene puntos de bifurcacién desde el infinito.
Por lo tanto, ProyyEo no est4 acotado. Asi, tomando Eo, := {(\,u) €
RXX/u#0, (A2 = (\ullu)|"2) € To} queda probado a). Ob-
servemos que este conjunto X, no contiene ninguna solucién positiva.
Efectivamente, en otro caso, por el Lema 3, existiria un entorno de (A1, 0)
en X formado exclusivamente por soluciones negativas; y obtendriamos
que $o ”conecta” soluciones positivas y negativas. Notando por P el
cono de las soluciones no negativas de X, un argumento elemental de
conexién de Eg nos proporcionarfa la existencia de un par (A, w) € %o
con w € AP\{0}, i.e. (A, w||w||~%) € To con w||w]|~2 € dP\{0}. Esto
serfa una contradiccién con el principio del méaximo probando b).

Para probar c) basta ver que ProyyXo. = Proyx (i;; - {(/\1,0)})

esta acotado inferiormente. Para ello, sea

)\*:sup{/\<0/@<—)\, Va:Eﬁ,Vs<0}

Observemos que tal ndmero ), existe porque g(z,0) > 0,Vz € Q, y
que, si A < A, entonces g(z,s)+ As > 0 para todo z € Qys<Oo.
Por consiguiente, toda solucién u de (P») con A < A, verifica, uti-
lizando el principio del méximo, que u € 1‘5 Teniendo en cuenta que
Yo NO contiene ninguna solucién positiva, concluimos por tanto que
ProyrTo C [Ax,00). 1

Nota 5 Es posible dar una descripcién maés precisa del conjunto X.
Definamos a(z) = lsig_i{gg(w,s) y a(z) = lir_rifgopg(:c,s) para todo
z € Q. Multiplicando (Py) por ®; e integrando, obtenemos que para

cualquier solucién u de X, se verifica

/Q (g(z,u)+Au™ — Mu) ®1dz =0

de donde, para valores de A suficientemente préximos a Aj, y teniendo

en cuenta que entonces las soluciones de ¥, son negativas, deducimos
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/Qg(:z:,u)<I>1 dz = (M — )\)/Qu(In dx

De esta iltima expresién podemos deducir el siguiente resultado:

a) Si/ a®;dxr > 0 entonces X, bifurca desde la dcha. de A = ).
Q

b) S'z'/ a®, dr < 0 entonces X, bifurca desde la izda. de A = A;.
Q

Podemos contrastar los resultados generales obtenidos en el Lema 4
y la Nota 5, con el ejemplo concreto de la Seccién 1.2. En ésta, con-
si-de-rd-ba-mos el problema (P) cuando g =1y Q = (a,b) C IR, es
decir en el ambiente del Lema 4. En este caso, como consecuencia de
los resultados expuestos en dicha seccién, y como bien se puede apreciar
en la Fig. 1 (Seccién 1.2), el mayor conexo X, que podemos considerar
es el formado por la funcién w; y las cuatro ramas que bifurcan desde

ésta; es decir, siguiendo la notacién de la Seccién 1.2.,

S = {87200 u{ufP A Mol s n )
U {ui“‘ > Al} U{wi} .

Demostracion del Teorema 1. Estamos ya en disposicién de llevar a cabo
la prueba completa del Teorema 1. Por el Lema 4, existe un conjunto
Y de soluciones de (Py) bifurcando desde el infinito y satisfaciendo a),
b) ¥ ¢). Recordando qu f; es el truncamiento por M de f basta, por

tanto, para concluir la prueba, verificar que
u(z) < up(z) (< M), Vz e

para cada (A,u) € L. El argumento que utilizaremos es similar al

usado en [25]. Razonamos por contradiccién suponiendo que existe
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(X,ﬂ) € Y tal que up — 4 ¢ P. Ademds, utilizando que ¥, bifurca
desde el infinito y el Lema 3, existira un par (X, %) € Zoo con @ < 0 < g
en Qy g—z > 0 en 9. Por consiguiente, ug — @ 6103. De nuevo, un
argumento de conexién proporciona la existencia de (A, u) € X con
ug— u € OP.

Por otra parte, puesto que f es localmente lipschitziana, es posible

tomar o > 0 tal que

—A(ug —u)+ alug—u) = [auo + Aug + g(z, uo)]
— [au + Au™ + g(z,u)] >0, en Q.

Por el principio del méximo, u = ug > 0, lo cual es una contradiccién
con b) del Lema 4. 1

Demostracion del Teorema 2. Basta observar que por la conexién de 3o

y la Nota 5-b) el conjunto ¥, atraviesa A = A;. 1

IV.3. Un caso particular.

Entre otras hipétesis, para aplicar los Teoremas 1 y 2 necesitamos
la existencia de una supersolucién positiva ug de (4.1). A continuacién
indicamos un caso particular especialmente interesante en el que esto
ocurre. Sea f(z,s) = yg(z,s)+ As™ con 7 > 0 y sea ¢ una funcién
localmente lipschitziana en  x IR satisfaciendo g(zx,0) > 0 para todo
z € (). En este caso, demostraremos que existe 7y > 0 tal que el

problema

—Au = 7v¢(z,u), €Q
0, z €00 (44)

e
1
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tiene alguna solucién poSitiva para v € (0,vp). Efectivamente, probare-
mos este resultado por el método de las sub-supersoluciones. La hipéte-
sis g(z,0) > 0 para todo = € ), es equivalente a que 0 es subsolucién
del problema anterior para todo 4 > 0. Por otra parte consideremos la

dnica solucién e del problema de Poisson

—-Ae = 1, z€Q }
e = 0, €99
La funcién e (positiva, por el principio del méximo) serd supersolu-
cién de (4.4) si, y sélo si vg(z,e(z)) < 1,Vz € Q. Por lo tanto si
tomamos 7o > 0 tal que g(z,e(z)) < % , Vz € Q, obtendremos que e es
una supersolucién positiva de (4.4) para todo v € (0,70), obteniéndose

asi el resultado requerido.

Por lo tanto, considerando la solucién positiva obtenida de (4.4),

como supersolucion del problema

- Ay
u

vg(z,u)+ Au—, z€Q
0, z €00 (4.5)

deducimos de los Teoremas 1y 2:

Corolario 6 Supongamos que g es una funcion localmente lipschitziana
en O x IR satisfaciendo que g(x,0) > 0 para todo z € Q y que (uniforme-
mente en v € Q) se verifica im,_,_ g(z,s)/s = 0. Entonces, existe

Yo > 0 tal que para v € (0,70) el problema (4.5) tiene, al menos, una

solucion positiva. Ademds, si se verifica bien
i) A> A,
o bien
i) A= X y Jolimsup, ,_ g(z,s)P1(z)dz <0,

entonces (4.5) tiene otra solucion u tal que u(zg) < 0 para algin zo €

1 |
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Incluso podemos afirmar un poco mads: si f tiene crecimiento super-
lineal en +oo (en concreto si f verifica la condicién (f3) del capitulo
IT), pero subcritico, entonces existe una segunda solucién positiva de
(4.4). Efectivamente, para demostrar este resultado, observemos que la
primera solucién positiva encontrada se halla estrictamente comprendida
entre una subsolucién y una supersolucién. Esto significa que dicha solu-
cién es un minimo relativo del funcional de Euler restringido a C*(Q2).
Un resultado de Brézis y Nirenberg [15] muestra que, de hecho, es un
minimo relativo en la topologia de H}(Q). La superlinealidad de f im-
plica que el funcional de Euler no estéd acotado inferiormente. Deduci-
mos, entonces, que dicho funcional verifica las condiciones geométricas
del Teorema de Paso de Montafia. Por otra parte, la condicién (f3)
del capitulo anterior antes mencionada, garantiza la condicion de com-
pacidad de Palais-Smale. Concluimos, pues, la existencia de la segunda

solucién positiva de (4.4).
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NOTAS FINALES

Esta dltima parte de la Memoria estd dedicada a la exposicién de
algunas cuestiones que surgen de manera natural al hacer un detallado
andlisis de los resultados obtenidos en los capitulos anteriores. Algunos
de los problemas que plantearemos se pueden considerar posibles lineas
en la continuacién de nuestro trabajo de investigacién. Otras cuestiones,
sin embargo, podemos considerarlas como resultados puntuales que ven-
drian a cerrar con mds detalle la teorfa desarrollada a lo largo de esta

Memoria.

e Seria interesante estudiar las propiedades de monotonia de la fun-
cién A(M) de la Definicién 26 del Capitulo I, para obtener resul-
tados exactos sobre la multiplicidad del problema (P)) para cada
A > 0 fijado. Por ejemplo, si se consiguiese probar que A;(M)
es estrictamente creciente en un intervalo (0, M') y estrictamente
decreciente en (M’, M;) entonces el niimero de soluciones de tal
problema (considerando el nimero de ceros en [a,b]) dependeria
de la posicion de A > 0 con respecto a los valores n = Ar(MD).
Concretamente obtendriamos que, fijado n € IN, (P)) tendria ex-

actamente dos pares de soluciones opuestas entre s{ con n + 1
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ceros en {a,b] si A < ngpﬁ:—lql A1(M'); un par de soluciones de este
tipo si A = ngf—__fl/\l(ﬂl'); y ninguna solucién de esta clase si
A > 0S5 (M.

Con la notacién expuesta a lo largo del Capitulo 1I, el Tzeorema 3
de dicho capitulo se puede enunciar como que 7, (0,1) = 14— Parece
demasiado descabellado obtener en general un célculo explicito de
p,02. Sin embargo, siguiendo las ideas del Teorema 3, es posible
obtener este valor en el caso unidimensional. Concretamente, para

cuaquier intervalo (a,b) C IR y p > 1, se obtiene

_op—1 /1 ds ’
T ey \Jo (1—eyF )

que es exactamente el primer autovalor del p-laplaciano en (a,b)

con condiciones de frontera mixtas.

Una cuestién natural es plantearse si el Teorema 2 del Capitulo 11
es valido si reemplazamos el ntimero 72/4 por un valor mayor a.
Mas atn, seria deseable obtener el valor éptimo a para el que cabe
esperar existencia de solucién para cualquier A € L2(0,1). Desde
este punto de vista, el Teorema 2 asegura que 1';— < a. El siguiente

ejemplo muestra que a < 72.
Jemp q

Ejemplo. Consideremos el problema

—u” m2u + h(z), z €(0,1) }
u'(0) w'(1)=0

donde k € L?(0,1). Como es conocido, puesto que 72 es el segundo
autovalor de —d?/dz? con condiciones de Neumann en la frontera,

este problema tiene solucién si, y sélo si fj h(z) cosmz dz = 0.
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e En este mismo Capitulo II cabe plantearse el correspondiente pro-

blema en E.D.P.. En el Capitulo III se estudia este problema
una vez conocida una solucién trivial, pero una futura linea de
investigacion consistiria en eliminar esta hipétesis. De hecho, la
condicién de Palais-Smale del funcional de Euler no representaria
ningtin problema, porque es posible demostrar que el Lema 3 del
Capitulo III es igualmente vdlido si afiadimos un término h €
L*() a la no-linealidad f (véase [9]).

En el Capitulo IV obtenemos una rama de soluciones que comienza
siendo negativas y no contiene a ninguna funcién positiva. Seria
muy interesante estudiar si esta rama siempre contiene funciones
que cambian de signo. Asi ocurre, por ejemplo, en el problema

desarrollado en la Seccién 1.2.
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