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Memoria






Capitulo 1

Introduccion

La construccion de modelos en la ciencia, y concretamente en fisica, para repre-
sentar la naturaleza y hacer mas sencillo y comprensible su estudio data de muy
antiguo: por ejemplo, en el siglo II d.C. Claudio Ptolomeo desarrollé el modelo
geocéntrico para el universo. La mecédnica estadistica es la parte de la fisica que
trata de entender las propiedades macroscépicas de los sistemas fisicos compues-
tos por muchas particulas, a partir del analisis de la dinamica microscopica de sus
constituyentes elementales. La complejidad de las interacciones existentes en los
sistemas macroscopicos, hace atn si cabe mas necesario el uso de modelos sencillos
que permitan la conexién micro-macro tipica de la Mecanica Estadistica. En mu-
chas ocasiones, se parte de lo que se denomina una descripcion mesoscopica o de
grano grueso, en la que ya se ha integrado sobre ciertos grados de libertad, cuyo
efecto se incluye en ciertas componentes estocasticas de la dinamica al nivel me-
soscopico. Un ejemplo prototipico es la ecuacion de Langevin para el movimiento
browniano [1], en que el efecto de las particulas del medio en que estd inmer-
sa la particula browniana se modela mediante una fuerza estocastica. Aunque
la dinamica microscopica es reversible, la descripcién mesoscépica es tipicamen-
te irreversible: independientemente de su configuracion inicial, el sistema alcanza
el estado de equilibrio termodinamico que le corresponde para tiempos suficien-
temente grandes. La irreversibilidad del proceso se mide mediante los llamados
coeficientes de transporte, en el caso de la particula browniana el coeficiente de
friccién para la particula browniana en el fluido. En este contexto, se usan a veces
indistintamente los términos irreversible y disipativo, de hecho a la relacién entre
los coeficientes de transporte, medida de la irreversibilidad, y las fluctuaciones del

sistema en equilibrio se las conoce como relaciones de fluctuacién—disipacion.
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En esta memoria vamos a investigar el comportamiento de sistemas disipativos,
pero con un matiz en el uso de este término. A lo largo de este trabajo, un sistema
disipativo es un sistema fisico cuya dindmica microscopica no es reversible. Un
ejemplo tipico son los medios granulares: debido a que las colisiones entre granos
son inelasticas, la dindmica microscépica es irreversible: si no hay algin mecanismo
externo de inyeccion de energia, todos los granos terminan en reposo en el limite
de tiempos grandes. Esto introduce un elemento adicional de complejidad en la
descripcién mesoscépica, ya que algunos resultados bien establecidos (por ejemplo,
la llamada condicién de balance detallado) son consecuencia de la reversibilidad
de la dinamica microscopica. Se hace por tanto indispensable utilizar modelos
sencillos y tratables analiticamente de los sistemas que queremos estudiar. Por
supuesto, estos modelos deben incluir los ingredientes principales de muchos de los
sistemas disipativos, en el sentido anteriormente dicho, presentes en la naturaleza:
(i) disipacién en la dindmica microscépica, (ii) un mecanismo de difusién no lineal y
(iii) un mecanismo externo de inyeccién de energia que lleva al sistema a alcanzar
un estado estacionario en el limite de tiempos grandes. De nuevo, un ejemplo
prototipico son los medios granulares, pero debemos insistir en que nuestra idea
no es tratar de abordar el problema “realista”, sino una clase general de modelos
muy simplificados que, reteniendo los ingredientes fundamentales (i), (ii) y (iii),

permita un tratamiento analitico.

1.1. Sobre fluctuaciones y curiosidades, con algo

de historia

“El cientifico no estudia la naturaleza por la utilidad que le pueda reportar; la
estudia por el gozo que le proporciona, y este gozo se debe a la belleza que hay en
ella. ... La belleza intelectual se basta a si misma, y es por ella, mas que quiza por el
bien futuro de la humanidad, por lo que el cientifico consagra su vida a un trabajo

largo y dificil.” Henri Poincaré

En la ciencia, pequenas cuestiones en apariencia secundarias, se han convertido
en el inicio de grandes innovaciones del pensamiento. En 1827, el botanico escocés
Robert Brown observé un fenémeno al microscopio que le llamoé la atenciéon. Los
granos de polen suspendidos en el agua se desplazaban en zigzag por el medio. En
principio, se penso6 que ésta era una actividad peculiar de las células masculinas de
las plantas. Durante décadas, este fenémeno fue considerado algo que no pasaba

de ser una mera curiosidad. Entonces comenzd a atraer la atencidén de cientificos
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importantes como Poincaré. A finales del sigo XIX y principios del siglo XX, a
pesar del éxito en determinadas areas, como la quimica y la teoria cinética, la
hipotesis atomistica no estaba totalmente aceptada. Algunos cientificos reputados
como Oswald y Mach esperaban poder evitar tales hipdtesis para una descripcién
completa de la naturaleza; segin Mach “La teoria atémica juega un papel similar
en la fisica a ciertos conceptos auxiliares en matemaéticas; es un modelo matemati-
co para facilitar la reproduccién mental de los hechos.” Esta es una de las razones
por las que Einstein y Smoluchowski se interesaron por la mecanica estadistica:
encontrar evidencias de la veracidad de la hipdtesis atomistica. En cuanto al con-
cepto de fluctuacién, ya era conocido por Gibbs y Boltzmann, que indicaron que
la desviacion cuadratica media de la energia seria muy pequena para ser observada
en los sistemas macroscépicos. Citamos textualmente [2]: “En la teorfa molecular
asumimos que las leyes que rigen los fenémenos encontrados en la naturaleza no
se desvian esencialmente de los limites a los que se aproximarian en el caso de
un nimero infinito de moléculas infinitamente pequenas” “(las fluctuaciones) de-
berfan ser en general cantidades despreciables, puesto que tal fenémeno no debe
ser suficientemente grande para explicar las desviaciones mas considerables respec-
to de los valores medios.” [3] Los trabajos independientes y pioneros de Einstein
[1, 4] y Smoluchowski [5] resolvieron este problema. Su aportacién genial y nove-
dosa fue considerar el papel central de las fluctuaciones como reflejo de la hipétesis
atomistica: “La ecuacion obtenida finalmente llevaria a determinar el valor de la
constante universal N4 (nimero de Avogadro), si fuese posible determinar el valor

cuadratico medio de las fluctuaciones de la energia del sistema ..." [1].

Einstein, en su articulo revolucionario de 1905 considera el movimiento de pe-
quenas particulas de tamano visibles al microscopio, las particulas brownianas,
suspendidas en un liquido. Estudia su comportamiento basandose en la “teoria
cinética molecular del calor”: el movimiento de las particulas brownianas es alea-
torio como consecuencia de su interaccién con los atomos del fluido en el que

estd inmerso. Asi, obtiene la expresién
Va2 = V2Dt (1.1)

Esta expresion relaciona desplazamiento cuadratico medio x? de la particula brow-
niana con su coeficiente de difusiéon D, que a su vez es funcién del ntimero de

Avogadro
RT 1

= N, 67kP’

siendo k la viscosidad del fluido, P el radio de la particula y R la constante de los

(1.2)
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gases. Las expresiones (1.1) y (1.2) permiten el célculo del nimero de Avogadro a
partir de la medida del desplazamiento cuadratico medio de la particula browniana,

lo que hizo posible la verificacién experimental de la hipotesis atomistica.

Dada la importancia del estudio de las fluctuaciones, Lev Landau generalizo el
concepto de fluctuaciones de las magnitudes termodindmicas en torno al equilibrio
[6]. Consideremos cierta cantidad fisica x, Landau argumenté que la probabilidad
de encontrar al sistema con un valor de esta cantidad entre x y x + dx debe ser
proporcional a e donde S(z) es la entropia considerada formalmente como
funcién del valor exacto de z.! Usando la notacién P(z)dz para esta probabilidad,

puede escribirse que
P(z) oc e29@), (1.3)

donde AS(x) es la variacién de entropia en la fluctuacion. En lo que sigue, admiti-
mos que x tiene valor medio nulo en el equilibrio o, alternativamente, redefinimos
x haciendo que * — = — . Si la cantidad en la que varia x es muy pequena en
una fluctuacién dada, podemos desarrollar AS(z) en serie de potencias alrededor

del valor de equilibrio z = 0,

AS(z) = —%xQ, v =5"(x)|eq > 0. (1.4)

La constante v una constante positiva, ya que la entropia S tiene un maximo en

el equilibrio. Normalizando la probabilidad, tenemos que
P(x) = L et/ (1.5)

Este es un resultado general importante: las fluctuaciones pequenas de una mag-
nitud en torno a su valor de equilibrio estan distribuidas de manera gaussiana. La

varianza de x esta dada por

(Az)2 =471 (1.6)

Como la entropia es extensiva, si x es una magnitud intensiva se tendra que gamma
es extensiva, proporcional al nimero de particulas en el sistema. FEn consecuencia,
la desviacién cuadratica media verificard que ¢/ (Ax)? < N ~1/2 que es el esca-
lamiento tipico de las fluctuaciones de las magnitudes intensivas en un sistema

macroscopico.

1TLa idea fisica es relativamente sencilla, ya que e¥(*) es proporcional al nimero de microes-
tados accesibles al sistema para ese valor de x.
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El esquema anterior es facilmente generalizable a la fluctuacion simultanea de
varias magnitudes termodinamicas. Lo que se obtiene en general para un conjunto

de variables z;, i = 1,n, es una distribucién gaussiana para esas n variables,
;>
P(zx) o< exp <—§ Z; %-j:z:i:vj> , (1.7)
donde ;; son los elementos de una forma cuadratica definida positiva,

L 928
T = aIZaZL‘]

(1.8)

eq

Hemos admitido también, sin pérdida de generalidad, que todas las x; tienen valor

medio nulo. Por ejemplo, para la temperatura 7"y el volumen V' se obtiene que [6]

P(x) o e 2z AT ar (Gr)r(AV)? (1.9)

Asi, las expresiones para los varianzas de las fluctuaciones de la temperatura Ty

el volumen V son

(AT)* = 2—2 (1.10a)
(AV)2=-T <Z—JVD>T. (1.10b)

En las expresiones anteriores, se han usado unidades tales que la constante de
Boltzmann kg = R/N4 = 1, C, es la capacidad calorifica (extensiva) a volumen
constante y P es la presion. Hemos usado la notaciéon habitual en termodinamica,
indicando con un subindice la variable que es constante al tomar la derivada par-
cial. Las fluctuaciones pequenas de temperatura y volumen son independientes,
ya que AT AV = 0, y no correlacién implica independencia estadistica para una
distribucién gaussiana. Obsérvese también que como la temperatura es una varia-
ble intensiva, se tiene que y/(AT)2 escala como N~Y/2 | ya que C, es extensiva.

Sin embargo, para el volumen 4/ (AV)2 escala como N'/2. Esto no es extrafio, ya

que V es extensiva y para encontrar el escalamiento habitual, como N~1/2

, hay
que considerar una cantidad extensiva, por ejemplo, el volumen especifico V/N.
Asi, vemos que la concentracién de la probabilidad en un sistema macroscopico, en
una estrecha franja alrededor del valor medio, esta bien definida matematicamente

para las magnitudes intensivas.

En el siguiente capitulo de esta tesis, veremos como pueden generalizarse algunas
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de estas ideas a una situacion arbitrariamente lejos del equilibrio, utilizando las

herramientas de la teoria de las grandes desviaciones.



Capitulo 2

Teoria de las grandes desviaciones

y mecanica estadistica

A lo largo de los ultimos 30 anos, se ha utilizado la teoria de las grandes des-
viaciones (large deviation theory, LDT) para tratar de establecer los fundamentos
matematicos de la mecanica estadistica de equilibrio de manera rigurosa. En este
contexto, la LDT aparece como la teoria matematica “natural” para abordar la
mecanica estadistica. Mas recientemente, un enfoque analogo se ha desarrollado
para los sistemas fuera del equilibrio. En este capitulo mostramos las bases de
dicho enfoque de una manera intuitiva, resaltando las diferencias y similitudes de
la LDT para el estudio de ambos tipos de situaciones fisicas, esto es, de equilibrio
y no-equilibrio. A lo largo del mismo, usaremos repetidamente algunos concep-
tos. Por ejemplo, las ideas de hidrodinamica, macroscopico, limite termodinamico,
y limite de tiempos grandes son completamente analogas a las usadas en le bi-
bliografia propia de la mecénica estadistica, mientras que otras como la nocién
de colectividad estadistica necesitan ser generalizadas para los sistemas fuera del

equilibrio.

Recientemente, han comenzado a estudiarse los sistemas fisicos fuera del equili-
brio (SFE) con los métodos de la teoria matematica de las grandes desviaciones,
desarrollados en las décadas de los 60 y 70 por Donsker y Varadhan, y Fridlin y
Wentzell [7-9]. En estos estudios de SFE [9-11], su dindmica se modela a nivel
mesoscopico como un proceso de Markov con tiempo continuo o discreto, y se ana-
liza tipicamente el estado estacionario de no equilibrio cuando se inyecta energia
(o particulas, etc.). Para la descripcion estadistica de estos estados, son necesarios

los conceptos centrales de la teoria de grandes desviaciones, como el principio de

11
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grandes desviaciones (large deviation principle, LDP), la funcién de tasa o ritmo
(rate function, RF), la funcién generatriz, etc. Esto no es tan sorprendente, puesto
que la LDT ya se habia utilizado con éxito como el marco mateméatico “natural”
para la mecdnica estadistica de equilibrio durante mas de 30 anos [9, 12-14]. Sin
embargo, hay mas, en ambos escenarios se comparten muchas ideas, conceptos e
incluso la estructura tedrica, que encuentra un reflejo claro y concreto en el len-
guaje de las grandes desviaciones, que puede considerarse el marco matematico

“natural” de ambas teorias.

Centrandonos primero en la mecanica estadistica de equilibrio desde el punto de
vista de la LDT, adquiere un sentido claro, por ejemplo, la conexién mediante una
transformada de Legendre de la entropia y la energia libre, asi como la validez
de dicha transformacién. Asimismo, dentro del marco de la LDT, se entiende
la relacion entre las nociones de concentraciéon de la probabilidad y tipicalidad
de un estado, y las conexiones con principios variacionales como el principio de
maxima entropia o el de minima energia. Es natural entonces comenzar con un
repaso de los conceptos esenciales en la mecanica estadistica de los sistemas en
equilibrio, estableciendo analogias con los SFE cuando sea pertinente. En la seccién
2.2, expresaremos estos conceptos en el lenguaje de la LDT para definirlos de
forma precisa en este marco matematico, a fin de enfatizar la estructura tedrica

subyacente en la mecanica estadistica tanto de los SE como de los SFE.

2.1. De los sistemas en equilibrio a los sistemas

fuera del equilibrio

Antes de discutir cémo los conceptos de las grandes desviaciones aparecen en la
mecanica estadistica de equilibrio y no-equilibrio, repasaremos la base de cada
teoria y enfatizaremos los conceptos compartidos por ambas. En este sentido,
es importante tener en la mente el concepto de tipicalidad, que esta conectado
matematicamente con la Ley de los Grandes Numeros y la concentracién de las

distribuciones de probabilidad.

2.1.1. Sistemas en equilibrio

El objetivo de la mecanica estadistica de equilibrio, como es bien sabido, es expli-

car y predecir como emergen los estados macroscopicos de equilibrio de sistemas
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compuestos de muchas particulas, a partir de una descripciéon probabilistica de
los estados microscopicos compatibles con el macroestado. Los estados de equi-
librio tienen ciertas caracteristicas fundamentales, que podriamos resumir en las
siguientes: (i) son estados estacionarios en el tiempo, (ii) son estables frente a
pequenas pertubaciones y (iii) se describen mediante unas pocas variables. Este
ultimo punto es fundamental: para un sistema con un gran nimero N de consti-
tuyentes elementales (particulas, moléculas, ...), la dimensionalidad del espacio de
las variables relevantes es proporcional a N en la descripcién microscopica (tipi-
camente: dimensién del espacio de las fases) mientras que es independiente de N

en la macroscépica (tipicamente: presion, volumen, energia, ...).

Vamos a comenzar repasando cémo se modelan matematicamente los estados de
equilibrio en mecénica estadistica. Por simplicidad y concrecion, haremos la pre-
sentaciéon del caso clasico. Consideremos un sistema de N particulas, y denotemos
mediante w = {wy, wy, ...., wy} cada configuracién microscépica o microestado del
sistema, donde w; es el estado de la i-ésima particula. Tipicamente, w; contendra la
posicién y velocidad de la particula i, pero la eleccién de variables candnicas no es
unica. Para estudiar las propiedades de este sistema en equilibrio, se introduce una
distribucién de probabilidad a priori P(w). Esta distribucién de probabilidades se
interpreta como la distribucion estacionaria de la ecuacién que determina la evo-
lucion de la distribucion de probabilidades a partir de la dindmica microscépica,
tipicamente la ecuacién de Liouville en el caso clasico. Si introducimos la notacién
A para el espacio de estados de una tnica particula, tendremos que P(w) es una

distribucién de probabilidad en el espacio de las N particulas Ay = A,

Ahora, consideramos un cierto macroestado My, que esta definido mateméatica-
mentea partir de una funciéon My (w) de los microestados. Por ejemplo, My (w)
puede ser la energia o la magnetizacion correspondientes al microestado w con-
siderado. La probabilidad de que esta variable aleatoria My adopte cierto valor
m, P(My = m), puede calcularse a partir de la distribucién a priori P(w): es
igual a la suma de P(w) sobre todos los microestados compatibles con el valor

macroscopico considerado m, esto es,
P(My =m) = / dwP(w) = / dwP(w)d(My(w) —m). (2.1)
wEAN:Mpy (w)= weEAN

Si P(w) es una distribucién valida para un SE y el macroestado My se elige
de manera apropiada, se observarda que P(My) se concentra alrededor de ciertos
valores altamente probables y que esta concentracion se hace mas pronunciada

cuanto mayor es N. Estos seran los valores de concentracion o mds probables de
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M,, que llamamos puntos o valores o estados de equilibrio de My. Por supuesto,
P(My = m) esté bien normalizada: si integramos sobre todos los posibles valores

de m,

/\7 dm P(My =m) = /w L dw P(w) =1, (2.2)

ya que la integral de la delta de Dirac en (2.1) es igual a uno, [, dm §(M,(w) —
m) = 1.

Matematicamente, la concentracién de P(My) es similar a la Ley de los Grandes

Numeros, en el sentido de que existe un conjunto B de valores de My tales que

A}Lngo P(My € B) =1, y ]\}51(1)0 P(My ¢ B)=0 (2.3)
El conjunto B es el conjunto de valores de equilibrio de My, o el conjunto de
estados de equilibrio del sistema para la variable macroscépica My que estamos
considerando. Como veremos en la proxima seccion, una propiedad esencial de la
concentracion de P(My) en B es que es exponencial como funcién de N o, més
en general, como funcién del volumen del sistema. Dicho de otro modo, lo que
esto significa es que la probabilidad de que My sea igual a un valor distinto de
uno de sus valores de equilibrio (en B) se anula exponencialmente con el tamano
del sistema. En la fisica, las posibles separaciones del valor de una magnitud fisica
respecto a su valor de equilibrio se conocen como fluctuaciones. De esta forma, po-
demos afirmar que la probabilidad de de que el valor de la magnitud macroscopica
My fluctie alrededor de sus estados de equilibrio es exponencialmente pequena

en un sistema de tamano grande, N > 1.

La concentracién exponencial de P(My) explica por qué la LDT se utiliza en la
mecanica estadistica de equilibrio. A un nivel mas fisico, es también la razén por
la que los estados de equilibrio corresponden a valores tipicos de My y no, como
usualmente se dice, a valores promedios de My. La propiedad fundamental de los
estados de equilibrio es que las fluctuaciones alrededor de los mismos son alta-
mente improbables en un sistema macroscépico, que tiene en consecuencia valores
bien definidos de las magnitudes que describen el macroestado considerado. Asi,
el hecho de que My tenga un promedio bien definido no es suficiente: la proba-
bilidad de My debe converger a algunos puntos de concentracion, en el sentido

anteriormente expuesto.

. Por qué se utilizan habitualmente los valores promedio en mecanica estadistica
en lugar de los valores tipicos, correspondientes a los puntos de concentracién de

probabilidad?. Una primera razon es que, en el caso mas sencillo, en el que My
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tenga un unico punto de concentracién, el valor medio es igual al valor mas pro-
bable. Otro motivo es que, en general, es mas sencillo escribir las ecuaciones que
satisfacen los valores medios, que se definen como integrales de la distribucion de
probabilidad, que las que satisfarian los puntos de concentracién de la probabili-
dad, que corresponden a los maximos de la distribucion. Sin embargo, el uso de
promedios puede llevar a veces a confusién, enmascarando la propiedad esencial
de los valores de equilibrio, que no es otra que su correspondencia con los valores
en los cuales se concentra la probabilidad. Por consiguiente, en esos casos el en-
foque habitual de la mecanica estadistica involucra una descripciéon en términos
de los puntos de concentracion, aun cuando no se use explicitamente el lenguaje
propio de la LDT. Un ejemplo prototipico es una transiciéon de fase de segundo
orden. Por encima de la temperatura de transicion 7, sélo tenemos un estado de
equilibrio, cuya magnetizacion es nula, en el cual se concentra toda la probabili-
dad: encontramos el macroestado con m = 0 con probabilidad igual a la unidad
! Por debajo de la temperatura de transicién tenemos dos posibles valores de la
magnetizacién, m oc £(T —7T.)'/?, la distribucién de probabilidades de m tiene dos
maximos simétricos, en cada uno de ellos se concentra una probabilidad 1/2. Evi-
dentemente, no tiene sentido una descripcién de esta bifurcacion tipo “pitchfork”
con valores medios: por debajo de la temperatura de transicién se sigue teniendo
que el valor medio de m es nulo. Los estados de equilibrio son en primer lugar
y sobre todo estados tipicos que surgen del escalamiento caracteristico de las dis-
tribuciones de probabilidad en el limite de sistemas de tamano muy grande. Este
limite, en el que se considera un sistema de tamano muy grande, de manera que la
probabilidad del macroestado se concentra en unos pocos puntos, se corresponde

con el denominado limite termodindmico en mecénica estadistica [15, 16].

En este punto clave, es relevante discutir el distinto comportamiento de las va-
riables extensivas e intensivas. El cardcter extensivo/intensivo de una magnitud
depende de su comportamiento cuando el sistema fisico considerado se subdivide
en un conjunto de subsistemas, que todos juntos forman el sistema original. Una
variable es intensiva cuando su valor es el mismo en el sistema original y en ca-
da uno de los subsistemas que lo componen, su valor es por tanto independiente
del tamano del sistema. Un ejemplo tipico es la temperatura. Por otra parte, una
variable es extensiva cuando su valor en un sistema macroscopico es igual a la su-
ma de sus valores en los subsistemas que lo componen. El valor de una magnitud
extensiva si depende del tamano del sistema, es proporcional al mismo. Ejemplos

tipicos son la energia, el nimero de particulas, el volumen, etc. El cociente de

1Usamos el lenguaje magnético por concrecién, pero en general hay que sustituir la magneti-
zacién por el pardmetro de orden que sea fisicamente relevante en cada caso.
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dos magnitudes extensivas es intensiva: puede usarse este hecho para definir una
magnitud extensiva como aquella cuyo valor en un sistema macroscopico es pro-
porcional al nimero de particulas que componen el sistema o, de modo alternatvo,
a su volumen. Por ejemplo, la energia total Hy de un sistema de N cuerpos con
interacciones de corto alcance no se concentra en el limite termodinamico, sim-
plemente porque la energia es extensiva, y su valor tipico diverge con N. Como
resultado de esto, uno no puede formalmente decir que el sistema tiene una energia
de equilibrio en el limite termodinamico. En lugar de eso, la manera matemati-
camente correcta de definir el macroestado es introducir la magnitud energia por
particula hyy = Hy /N, cuya probabilidad si se concentra en el limite termodinami-
co en un estado o valor independiente del tamano del sistema, como corresponde

a una magnitud intensiva.

Para explicar esto con mayor claridad, vamos a considerar la suma

N
Sn=>Y X (2.4)
i=1

de N variables aleatorias independientes e igualmente distribuidas { X7, Xo, ...., Xy }.
Sila media (X;) = u de esas variables aleatorias es finita, entonces cuando N — oo

la distribucién de Sy /N se concentra hacia la media de la forma
lim P(|Sy/N —u| >¢€) =0 (2.5)
N—o00

para todo € > 0, de acuerdo con la Ley de los Grandes Ntumeros. Es importante
resaltar que este resultado es equivalente al mostrado en la ecuacién (2.3), que es
correcto para la suma de las medias S /N pero no para la suma Sy: la distribucién
de P(Sy) no se concentra o, dicho de modo més formal, es “plana”. De hecho, en
el limite termodindmico N — oo puede demostrarse que la distribucién de Sy /N
es plana para todo o € (0,1) y se concentra de manera trivial para a > 1, en
cero. De ahi, que la tinica normalizacion de la suma de Sy variables aleatorias con

media finita que lleva a un punto de concentracién no trivial es Sy /N.

El mismo tipo de esquema es aplicable a los estados de equilibrio. De nuevo, la
razén de por qué los estados de equilibrio son estables a nivel macroscépico es
que las fluctuaciones alrededor de esos estados son muy improbables y, ademés,
se vuelven més improbables cuanto mas grande es el sistema. La forma de darle
sentido matematicamente a esta afirmacion es considerar variables aleatorias que
tienen la propiedad de concentrarse en el limite termodindmico N — oco. Desde

este punto de vista, la energia total Hy no es una buena variable para definir un
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“macroestado”, ya que no se concentra en este limite. De manera equivalente a Sy,
si en lugar de la variable intensiva Hy /N se considera (i) Hy/v/N o (ii) Hy/N?,
el escalamiento no es el correcto. En el caso (i), la distribucién se vuelve plana,?
mientras que en el segundo caso la distribucién se concentra en el valor cero. Por
tanto, tenemos una concentracién no trivial sélo para Hy/N, lo que es cierto
en general para sistemas con interacciones de corto alcance. Para interacciones de
largo alcance, como por ejemplo los sitemas gravitacionales o los de campo medio,
el escalamiento “bueno” puede ser diferente, para tener un buen macroestado
puede tener que considerarse Hy/N? o, de manera general Hy/N® con o > 2
[17]. La eleccién de o dependerd de los detalles del sistema considerado, pero el
requerimiento siempre sera que la distribucion de los macroestados estudiados debe

concentrarse no trivialmente en el limite termodinamico N — oo.

2.1.2. Sistemas fuera del equilibrio

El estudio de los SFE es conceptualmente més dificil que en los SE porque esta-
mos interesados en describir no sélo las fluctuaciones en el estado estacionario, sino
también las fluctuaciones para un instante arbitrario en la evolucion dinamica del
sistema o las fluctuaciones de magnitudes integradas en un intervalo de tiempo.
Por tanto, ademas de considerar el niimero de particulas N del sistema o su volu-
men V, también es necesario considerar como parametro el tiempo ¢ Esto implica
que aumenta el niimero de posibles escalamientos relevantes, que ademas pueden

depender del macroestado u observable estudiado.

Consideraremos aqui SFE cuya dindamica se modela mediante un proceso de Mar-
kov. Para simplificar la presentacion de estos modelos, asumamos por ahora que el
tiempo es discreto. Es este caso, el microestado w que representaba antes la confi-
guracion de un SE en un instante fijo de tiempo, es ahora un trayectoria completa
durante en n pasos de tiempo w = {w;} ;. El hecho de considerar un proceso de

Markov nos permite descomponer la distribucién de probabilidad a priori P(w),
P(w) = P(wp|w,_1) - - P(wa]wy) P(wy), (2.6)

con una distribucién inicial P(w;) y los elementos de la matriz de transicién
P(w;|w;_1), los cuales, en la mayoria de los casos, se asumen que son indepen-

dientes del tiempo. Formalmente, esto significa que estamos restringiéndonos a

2Esta es la variable estocdstica que se define para obtener el teorema del limite central, para
la cual todos los posibles valores de la variable tienen una probabilidad del orden de la unidad,
independiente de N.
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procesos de Markov homogéneos en el tiempo, la distribucién de un tiempo P(w;)
puede depender explicitamente del tiempo discreto ¢, mientras que la probabili-
dad de transicién P(w;|w;_1) s6lo depende de los valores de la variable estocastica
(inicial y final) considerados, pero no del tiempo. A partir de la ecuacion (2.6),
el proceso de Markov esta caracterizado de modo completo. Asi, el formalismo
abstracto es el mismo que para los sistemas de equilibrio: un sistema esta descrito
por su microestado w y su distribucién de probabilidades P(w) en el espacio de
los microestados. Lo que es nuevo para los SFE es la interpretaciéon de w como

una trayectoria en el tiempo del sistema que estemos considerando.

Esta diferencia nos permite considerar varios tipos de observables, que a su vez
permiten definir distintos tipos de macroestados. Por ejemplo, se puede considerar
un observable M (w;) para un instante de tiempo fijo o estdtico, que estd com-
pletamente determinado por el estado del sistema w; en el instante de tiempo ¢
considerado. O bien estudiar observables dinamicos que corresponden a integra-
les sobre un intervalo temporal dado. En nuestro caso de tiempo discreto, estas

integrales son sumas sobre un cierto rango del tiempo discreto i, 1 <7 < N,
1 n
My(w) = =3 fluwn). 27)
i=1

En matematicas, estas magnitudes se denominan observables aditivos o funcionales
aditivos [9]. Un ejemplo fisico puede ser la energia E(t) de un SFE promediada
sobre un intervalo de tiempo 7, L [ dt’ E(t'). Otro tipo de observable dindmico,
conectado con el concepto de las corrientes (de energia, particulas, etc.) que surgen
en los SFE es

Mn<w) = %Z f(wi> wi+1)- (2.8)

Sea cual sea el observable elegido, el objetivo cuando estudiamos un SFE es calcular
la distribucién de probabilidad P(M = m) de un observable dado M empezan-
do por una distribucién a priori P(w) que caracteriza el proceso de Markov que
describe la dindamica de nuestro sistema. Ademas, tendremos que ver si en algin
limite de escalamiento esta distribucion se concentra en valores especificos de M.
Como hemos dicho antes, el limite de escalamiento a considerar depende del sis-
tema y el observable elegido. Tipicamente, puede ser el limite de volumen infinito
N — oo para un observable fijado en el tiempo M (w;), mientras que es el limite
de intervalo de tiempo infinito n — oo para un observable aditivo o tipo corriente,

o una combinacion de estos dos limites si el observable aditivo implica muchas
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particulas. Este es el caso para la energia media de un sistema de particulas inte-
grada sobre un intervalo de tiempo 7, que es un observable que consideraremos en
esta memoria. También pueden ser relevantes otros limites, por ejemplo, el limite
de ruido pequeno en sistemas dinamicos en los que se anade una fuerza estocastica
o ruido, el limite de tiempo continuo de sistemas discretos, o el de espacio continuo
para sistemas con espacio discreto [9]. Por supuesto, en ciertos sistemas algunos
de los limites anteriores pueden ser equivalentes, una vez se tengan en cuenta los

detalles de los mismos.

La idea fundamental en los SFE es que esperamos que exista una descripcién ma-
croscopica, esto es, que existan ciertos limites de escalamiento que den lugar a
una concentracién de la distribucién de probabilidad P(M) similar a la discutida
en los sistemas de equilibrio. Este comportamiento tipico toma diferentes formas,
dependiendo de la naturaleza de M: puede ser una evolucion tipica de un obser-
vable fijado en el tiempo o un valor tipico de un observable aditivo que aparezca
en el limite de tiempos largos. En el primer caso, a la evolucion tipica de M se le
denomina evolucion hidrodinamica o modo hidrodindmico, mientras que al segun-
do, se habla de un wvalor o estado estacionario. Como en el caso de los sistemas de
equilibrio, estos modos hidrodindmicos o valores estacionarios surgen matemati-
camente a partir de una Ley de los Grandes Numeros para la variable estocastica

que define el macroestado de interés.

2.1.3. Sistemas en equilibrio frente a sistemas fuera del

equilibrio

Hasta ahora no hemos intentado distinguir entre SFE y SE de otra manera mas
precisa que con lo que nos sugiere la distribucion de probabilidades relevante en
cada caso. Para los SE, tenemos una distribucién P(w) que describe una variable
aleatoria “estatica” w, mientras que para los SFE tenemos una variable aleatoria
“dinamica” , es decir, un proceso estocastico w descrito por la distribucién P(w).
Pero, jqué distingue que un sistema esté en equilibrio o fuera del equilibrio? Evi-
dentemente, si hay evolucién temporal de la distribucién de un tiempo, P(w; = w)
depende del tiempo i, el sistema esta fuera del equilibrio. Pero, ;y si estamos en
un estado estacionario, en el que P(w; = w) es independiente del tiempo? ;Cémo
distinguir un SE de un SFE? La respuesta a esta pregunta desde un punto de vista
fisico es que la diferencia entre SE y un SFE es que en el primer caso no hay flujos,
de masa, carga, energia, etc., mientras que en el segundo si los hay. Para responder

esta misma pregunta desde un punto de vista matemaético, necesitamos considerar
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la evolucion estocéastica en el tiempo de un sistema y estudiar como se compor-
ta la distribucién a priori P(w) de su trayectoria completa w cuando se invierte
el orden de los tiempos. Para ser mas precisos, considermos una trayectoria en
tiempo discreto w = {wy, wo, ..., w,_1,w,}, correspondiente a n pasos de tiempo

R

consecutivos. Definimos la trayectoria inversa en el tiempo w' como la trayectoria

obtenida a partir de w al reordenar los estados de w en orden inverso, es decir,
wf = wy, w,_1, ..., ws, w;. Mateméaticamente, se dice que el sistema modelado por
P(w) se encuentra en equilibrio si P(w) = P(w?) para todas las posibles trayec-
torias w [10]. Légicamente, si no se satisface esta condicién diremos que el sistema
estd fuera del equilibrio. Esta condicién matematica estd intimamente relacionada
con las nociones de reversibilidad o balance detallado, pero aqui esta expresada a
nivel de trayectorias en lugar de la manera usual con probabilidades de transicion.
Por lo tanto, en la bibliografia mas “matemética” de procesos estocasticos [10]
puede encontrarse la afirmacién de que la dindmica estocastica de un SE satisfa-
ce balance detallado, mientra que el de un SFE no lo hace. Esto es, en un SFE

tendremos que
P(w|w") Py (w') # P(w'|w) Py (w), (2.9)

donde Py (w) es la distribucién de probabilidades estacionaria de la dindmica es-
tocastica. Un ejemplo especialmente sencillo de esta situacién aparece en la difu-
sién o camino aleatorio simétrico en una red monodimensional discreta [18] . En
ese caso puede verse de modo practicamente trivial que hay soluciones estaciona-
rias de la dindmica estocastica de dos tipos: (i) sin flujo neto de particulas, J = 0,
en ese caso la distribucién estacionaria verifica la condicién de balance detalla-
do, y (ii) con flujo neto de particulas, J # 0, para esa situacién la distribucién

estacionaria no verifica balance detallado.

La razén que hay detras de esta definicion es que las distribuciones a priori de equi-
librio, tales como la microcanoénica y la candnica, son distribuciones estacionarias
de la dindmica estocastica. Usando el lenguaje habitual de la fisica, las probabi-
lidades de transicién verifican balance detallado con la distribucién de equilibrio
relevante para la situacion considerada. Las demostraciones de la condicion de ba-
lance detallado siempre involucran una referencia a la reversibilidad de la dindmica
microscopica del sistema; en un sistema en equilibrio sus fluctuaciones surgen sin
direccién “preferente” en el tiempo. Los SFE tienen con frecuencia distribuciones
estacionarias similares a las de equilibrio; pero la forma de esas distribuciones es
en general mucho més complicada que en equilibrio. Retomando el ejemplo del
camino aleatorio simétrico antes mencionado: para el caso de equilibrio, todos los

nudos de la red tienen la misma probabilidad, mientras que para el caso de no
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equilibrio, la distribucion de probabilidades es mas compleja, y depende del flujo

de particulas J impuesto en el sistema.

2.2. Elementos de la teoria de las grandes des-

viaciones

En esta seccién mostraremos como la LDT expresa la observacion de que las
distribuciones de probabilidad de las variables que definen los macroestados se
concentran ezxponencialmente con algin parametro de escala: nimero de particu-
las, volumen, tiempo de integracién, intensidad del ruido, etc. Esta concentracién
exponencial es el origen, para los sistemas de equilibrio, de la aparicion de la trans-
formada de Legendre que conecta la entropia y la energia libre, y por tanto, de la
estructura de Legendre de la termodinamica. Para los SFE, también da lugar a la
transformada de Legendre entre cantidades que son las andlogas en no-equilibrio

a la entropia y la energia libre en el equilibrio.

2.2.1. Resultados generales

Para explicar las ideas centrales y resultados de la LDT, primero consideremos una
variable aleatoria general A, donde n puede ser el nimero de particulas, el niimero
de pasos de tiempo, etc. El punto de partida de la LDT es la observacion de que
la distribucién de probabilidad P(w) de A, decae a cero exponencialmente rapido
con n para muchas variables de interés. En general, el decaimiento exponencial no
es exacto, pero con frecuencia sucede que es el término dominante en la expresién

de P(A,). En este caso, podemos escribir
P(A, =a) = e ™M@, (2.10)

donde I(a) se denomina funcién tasa de decaimiento (rate of decay function)
o simplemente funcién de tasa (rate function). Cuando P(A,,) tiene esta forma,
decimos que P(A,) o A, satisface un principio de grandes desviaciones (LDP).
Para ser mas precisos, decimos que P(A,) o A, satisfacen un LDP si existe el
limite

lim —~1In P(A, = a) = I(a), (2.11)

n—oo n
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que define rigurosamente la funcién de tasa I(a). El pardmetro n en el exponente,

cuyo aumento provoca la concentracién de la distribucion de probabilidades, se
llama velocidad del LDP [8, 9, 14, 19].

No todas las variables aleatorias satisfacen un LDP, la razén de por qué hay toda
una teoria basada en que una variable estocastica satisfaga un LDP es que muchas
de las variables aleatorias y procesos estocasticos lo hacen [9]. El objetivo de la
LDT, en este contexto, es proporcionar métodos para probar que una variable
aleatoria dada o proceso satisface un LDP y para obtener la funcion de tasa que

controla el decaimiento del LDP.

Entre estos métodos, vamos a mencionar dos que son especialmente ttiles. El
primero es conocido como el Teorema de Gdrtner-Ellis [14] y se aplica calculando
la siguiente funcion:

1
Ak) = lfm — In(e™ ), (2.12)

n—oo 1
conocida como la funcién generadora de cumulantes escalados (scaled cumulante
generating function, SCGF). En su forma mas sencilla, que es la que presentamos
aqui, el Teorema de Gértner-Ellis establece que si A(k) es diferenciable para
todo k € R, entonces A,, satisface un LDP con una funcién de tasa dada por la
transformada de Legendre-Fenchel de \(k):

I(a) = méx{ka — \(k)}. 2.13
(a) = méx{ka — A(K)} (213)
En muchas aplicaciones fisicas, la funcién generadora de cumulantes A(k) es di-
ferenciable y estrictamente convexa®. En ese caso, la transformada de Legendre-

Fenchel se reduce a la mas conocida transformada de Legendre, esto es,
I(a) = ka — A(k(a)), (2.14)

con k(a) la tnica solucién de X' (k) = a. El teorema de Gértner-Ellis es 1til en la
préactica puesto que evita el cdlculo directo de P(A,,). Al calcular la SCGF A(k) de
A,, y comprobar que esta funcion es diferenciable, (i) probamos que P(A,,) satisface
un LDP y (ii) obtenemos su funcién de tasa, que controla la concentracién de la

distribucién de probabilidades P(A,,) en el limite n — oo.

3Una funcién f(z) de variable real z € R es convexa si el segmento de linea entre cualesquiera
dos puntos de su gréfica estd siempre por encima de su gréfica. Si f(x) es dos veces derivable, es
convexa si y sélo si f/(z) > 0. En el caso f”(x) > 0, excluyendo la igualdad, la funcién se llama
estrictamente convexa.
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Para determinadas variables, A(k) puede calcularse pero no es diferenciable, constlte-
se la Ref. [9] para ver ejemplos concretos. En este caso, puede probarse que la
transformada de Legendre-Fenchel de A(k) proporciona lo que se conoce como la
envolvente convexa de I(a). Asi, para caracterizar completamente la funcién de
tasa, hay que usar otros métodos, como el principcio de contraccion 8,9, 14, 20]
. La base de este principio es expresar A, como una funcién de f(B,) de alguna
variable aleatoria B,, que sepamos que satisface un LDP con una funcién de tasa
J(b), es decir,

P(B, =b) ~e ™0, (2.15)

El principio de contraccién establece que A,, también satisface un LDP con una

funcién de tasa dada por

I(a) = min J(b) (2.16)

La minimizacion en esta expresion aparece como una consecuencia natural de la
utilizaciéon del método conocido como principio de Laplace [8, 9, 14] aplicado a la

integral
P(A, = a) = /ww: db P(B, = b) — /db P(B, = b)s(a— (). (2.17)

Asumiendo que la distribucién de probabilidad P(B,) decae exponencialmente
con n, como da (2.15), esta integral esta dominada por el término exponencial

més grande tal que f(b) = a. En consecuencia, puede escribirse que

P(A, =a) = exp(—n min J(b)), (2.18)

b:f (b)=a
donde, en el espiritu propio de la LDT, no escribimos términos que sean subdo-
minantes con respecto a la exponencial en n, ya que en rigor la funciéon de tasa
estd definida a partir del logaritmo de la distribucién de probabilidades, véase su
definicién rigurosa (2.11). La ecuacién (2.18) implica que P(A,,) satisface un LDP

con una funcién de tasa dada por la ec. (2.16), esto es, el principio de contraccién.

El nombre de “contraccion” surge en el contexto de este resultado por el hecho de
que la funcion f puede ser en general una funcién multivaluada, en cuyo caso esta-
mos contrayendo las fluctuaciones de B,, a las fluctuaciones de A,, de tal forma que
la probabilidad de la fluctuacién A,, = a, es la probabilidad de la fluctuaciéon mas
probable, aunque exponencialmente improbable, B, = b que da lugar a A, = «a.
Esta relacién entre la aparicion de un término exponencialmente pequeno en las
integrales y la posibilidad de aproximar esas integrales por sus términos dominan-

tes usando el principio de Laplace explica también la aparicién del méaximo en
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el teorema de Gartner-Ellis y, de ahi, la transformada de Legendre-Frenchel que
conecta las funciones de tasa y las SCGFs [9]. En este sentido, la LDT se puede
ver como el “calculo” apropiado para las distribuciones de probabilidad que de-
caen exponencialmente, un célculo que conecta las propiedades de integrales del
tipo (e™4n)  que son exponenciales en n, con las propiedades exponenciales de la

propia distribucién de probabilidades P(A,,).

2.2.2. Grandes desviaciones en equilibrio

La aplicacién de los resultados presentados en la seccién anterior a los SE es di-
recta. Consideremos un macroestado general, definido a partir de una magnitud
fisica My (w), en un sistema de N particulas. En concreto, investiguemos su dis-
tribucién de probabilidades P3(My) en la colectividad candnica, que se define por

la probabilidad a priori

efﬂHN(w)

Ps(w) = I

C Zn(B) = /A d ¢~ FFN () (2.19)

donde 3 = (kgT)™!, siendo T la temperatura del foco térmico con la que el sistema

estd en equilibrio. Si Ps(My) satisface un LDP, es porque exista el limite

1
lim —NlnPﬁ(MN =m) = Iz(m), (2.20)

N—oo

que define la funcién de tasa Ig(m) de la magnitud My en la colectividad candnica

para una temperatura fijada 8. LA SCGF asociada con esa funcién de tasa es

1
As(h) = Jim ey, (221)
donde
(eNkMN>5:/A dw e™"MMN Py(w). (2.22)
N

Si Ag(k) fuera diferenciable en k, entonces por el teorema de Gértner-Ellis tendria-
mos que Ig(m) serfa la transformada de Legendre-Fenchel de Ag(k). La conexién
entre el LDP de My y sus valores de equilibrio viene directamente de escribir el

LDP informalmente en la forma

Ps(My = m) ~ e Ne(m), (2.23)
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Siendo las funciones de tasa siempre positivas, este resultado muestra que Pz(My)
decae exponencialmente rédpido con N excepto en los puntos donde se anula I5(m).
Por conservaciéon de la probabilidad, esos puntos deben corresponder a los puntos
donde Pz(My) se concentra en el limite N — oo, por tanto a los valores de
equilibrio de My . Matematicamente, definimos el conjunto de valores de equilibrio
m;q de My en la colectividad canénica como el conjunto de minimos globales y

ceros de la funcién de tasa Ig(m):
my' = {m : Ig(m) = 0}. (2.24)

Una definicion similar se puede dar para los valores de equilibrio de My en la
colectividad microcandnica o cualquier otra colectividad, reemplazando Ps(w) con
la distribucién de probabilidad a priori que define esas colectividades; véase la Sec.
5.3 de la Ref. [9].

La funcién de tasa describe por supuesto no soélo los estados de equilibrio sino
también las fluctuaciones alrededor de esos estados. En particular, si la funcién de

tasa Ig(m) admite una expansion serie de Taylor de la forma
Is(m) = a(m —mg")* + O(Jm — m3'*) (2.25)

alrededor de un valor de equilibrio dado m%q, entonces las fluctuaciones pequenas
de My alrededor de m%q estan distribuidas de forma gaussiana. Sin embargo,
como muestra la fig. 2.1, la funcién de tasa es raramente una parabola exacta,
lo que significa que las fluctuaciones grandes de My en torno a m‘;q no estan
distribuidas de manera gaussiana en general. Su distribucién estd determinada
por la forma concreta de la funcién de tasa Ig(m) en todo el rango de valores de

m, que dependera del sistema estudiado.

Esto explica el término grande en grandes desviaciones: al contrario que ocurre en
el teorema del Limite Central, que da inicamente informacién sobre la distribucién
de las variables aleatorias cerca de su media, la LDT da informacién sobre las
fluctuaciones o desviaciones tanto grandes como pequenas alrededor de los valores
mas probables de variables aleatorias. Desde este punto de vista, la LDT puede
verse como una generalizacién del teorema del Limite Central y/o de la Ley de los

Grandes Numeros.

Las observaciones anteriores son validas para cualquier variable aleatoria. Se puede

establecer una conexion mas concreta con los SE estudiando la funcién de grandes
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I

FIGURA 2.1: Representacién de una curva tipica de una funcién de tasa I(x)

(linea azul), junto con su aproximacién gausisana (linea roja), valida para fluc-

tuaciones pequenas. Vemos que la probabilidad de un valor x >> T es tipicamente
mayor para la funcién I(z) que para la aproximacién gaussiana.

desviaciones de la energia por particula hy = Hy/N. Admitamos que la distri-
bucién a priori en el espacio de las fases viene dada por la distribucién candnica

(2.19), la probabilidad de que hy = e vendrd dada por

efNBe
Polhy =€) — /deg(w)cS(e—hN(w)):m/dwé(e—fw(w})
B Qn(e)e Noe
- (2.26)

Hemos definido la densidad de estados
Qw(e) = / dw 5(e — by (w)), (2.27)

como es habitual en mecanica estadistica de equilibrio, Para practicamente la
totalidad de SE, se sabe que esta densidad de estados crece exponencialmente con

N o, en general, con el volumen. Mas concretamente, esto quiere decir que

1
NIDQN(G) — s(e), N>1, (2.28)

donde s(e) es independiente de N en el limite termodindmico que estamos con-
siderando. La magnitud intensiva s(e) es la entropia especifica (por particula)
correspondiente al valor de la energia considerado e, una manera mas laxa de es-
cribir la ecuacién anterior seria Qy(e) ~ exp[Ns(e)], N > 1. Esta tltima igualdad

asintética habria que entenderla como que puede sustituirse 2y (e) por exp[Ns(e)]
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dentro de las integrales tipo Laplace o punto de silla que aparecen al calcular
los valores medios de funciones de la energia. Teniendo en cuenta la definicién
de entropfa por particula, ecs. (2.27)-(2.28), y la definicién de energfa libre por

particula,

o) = —Niﬁ In Zy(8), (2.29)

se pueden relacionar ambas, ya que
Zn(B) = /de QN(e)e_ﬁN6 ~ /de eNlste)=Be]  oNméxe{s(e)=fe} (2.30)

Combinando las ecuaciones (2.29) y (2.30), llegamos finalmente a que la energia

libre ¢ es proporcional a la transformada de Legendre-Frenchel de la entropia s,

L = l in e —s(e
wo(B) = — g nix {s(e) — Be} = 3 nf {fe —s(e)} . (2.31)

Vamos a usar el teorema de Gartner-Ellis para intentar calcular la funcién de
tasa de la energia Ig(e). En primer lugar, calculamos la funcién generatriz de

cumulantes A\g(k), definida en la ecuacién (2.12). En el presente contexto,

1
Ag(k) = lim N In{e™*) 5. (2.32)

N—oo

En la igualdad, el valor medio se toma con la distribucién de probabilidades

P(hx =€) que hemos calculado en el parrafo anterior. Por tanto,
(eNFe) 5 = /de e Py(hy = e). (2.33)
Ahora tenemos en cuenta las ecuaciones (2.26), (2.28) y (2.29) para escribir

(eNk) 5 /de eNlke—Bets(€)+Be0(B)] , NV mixe {ke—Bets(e)+Bpo(B)} (2.34)

lo que es vélido en el limite termodinamico N > 1. Combinando las ecuaciones
(2.32) y (2.33) obtenemos que

As(k) = méx {ke — Be + s(c) + Boo(8)} (2.35)

se tiene que Ag(k) tiene la forma de una transformada de Legendre-Frenchel, en

concreto de la funcién

I5(e) = Be — s(e) - BgolB). (2.36)
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Hemos denominado esta funcion Iz(e), que es el nombre intuitivo para la fun-
cién de tasa de la energia, ya que coincide con ella. Con bastante generalidad, la
transformada de Legendre-Frenchel es con bastante generalidad autoinversa o invo-
lutiva [20]: la transformada de Legendre-Frenchel de la transformada de Legendre-
Frenchel de una funcion es igual a esa misma funcién. Si se cumplen las condiciones
matematicas para este resultado, tendremos que se verifica un principio de grandes
desviaciones para Pz(hy =€),
s(e)

Py(hy =€) ~e Mo Ig(e) =B |e— 5 wo(B)| - (2.37)

Su funcién de tasa Ig(e) puede interpretarse como proporcional a la diferencia
entre la energia libre correspondiente a cualquier estado de energia e, e — ﬁ, y
la energia libre py(8) en los estados de equilibrio?. Los posibles valores o esta-
dos de equilibrio se corresponden a las energias por particula que maximicen (y
anulen) Iz(e): derivando con respecto a e se obtiene la relacién termodindmica
B = 0s(e)/0e. Esto es consistente con el crecimiento exponencial de Qy(e) pro-
puesto en la ecuacion (2.28), ya que tanto 5 como las entropia s(e) y energia e
por particula son magnitudes intensivas. Si, ademés, usamos la ecuacién (2.31),
obtenemos que I3(e) se anula en los valores de equilibrio de la energia por particu-
la, consistentemente con la concentracion de la probabilidad en esos valores que

predice la LDT en el limite termodinamico.

2.2.3. Grandes desviaciones fuera del equilibrio

Vamos a considerar ahora un macroestado fuera del equilibrio u observable M, (w)
que involucra n pasos de tiempo, para un proceso de Markov w = {wy, wo, ..., w, }
descrito por los elementos de la matriz de transicion P(w’|w). Las propiedades de
las grandes desviaciones se pueden estudiar de manera similar a como lo hemos he-
cho en el caso de los macroestados de equilibrio calculando la SCGF A(k) asociada
con la magnitud de interés M,,. Después, si A(k) es diferenciable, podemos obtener
la funcién de tasa de M, como su transformada de Legendre-Fenchel. Como esta-
mos asumiendo que el proceso estocastico que describe la dindmica microscopica es
markoviano, podemos usar esta propiedad para obtener una expresion mas explici-

ta de A\(k). Por ejemplo, en el caso de un observable aditivo como el introducido

4Todas las energias en esta afirmacién se entienden por particula. La constante de proporcio-
nalidad es .
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en la ec. (2.7), tenemos

A(k) =n¢(P), (2.38)
donde ( (ﬁk) el autovalor mayor de la llamada matriz de transicion modificada }Njk,
cuyos elementos vienen dados por

Py(w'|w) = P(w'|w)e ™). (2.39)

Para los observables de tipo corriente M, mostrados en la ec. (2.8), tenemos el

mismo resultado, pero con la matriz de transicion modificada P, dada por

Py(w'|w) = P(w'|w)e™ @), (2.40)

Para los procesos de Markov en tiempo continuo, los resultados de arriba se tra-

ducen como sigue. Para un funcional aditivo

M (w) = © / "t (), (2.41)

T Jo
la SCGF \(k), calculada en el limite 7 — oo, estd dada por el autovalor més

grande del generador de la dindmica modificado,
Gr(w' ,w) = Gw', w) + kf(w)6u v, (2.42)

siendo G(w’, w) los elementos del generador original del proceso. Nétese la ausencia
aqui del logaritmo, dado que estamos trabajando con el generador, no con la matriz

de transicion. Para observables tipo corriente tenemos andlogamente la forma

N(r)—1

Z f(wtw wti+1> (2'43>

1=0

M. (w) =

R

donde la suma se hace sobre las N(7) transiciones aleatorias wy, — wy,,,, entre
diferentes estados. De nuevo, A(k) esta dado por el autovalor mas grande del

generador de una dinamica modificada, cuyos elementos son

Gr(w, w') = G(w,w")ek @), (2.44)

Otros observables que involucren otros parametros de escalamiento, ademas del
nimero de particulas o el tiempo, se pueden tratar de una manera similar. En to-

dos los casos, los LDPs que obtenemos nos dan informacion sobre las fluctuaciones



30 Capitulo 2 Teoria de las grandes desviaciones y mecanica estadistica
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FIGURA 2.2: (a) Fluctuaciones de la densidad en un subsistema con volumen

v para un sistema en equilibrio. (b) Convergencia de la corriente integrada en

el espacio y el tiempo a su valor tipico (¢) para diferentes realizaciones del

sistema (nube de lineas superior), y una representacién de la concentracién de

la probabilidad asociada con el LDP cuando el tiempo crece. (¢) Curva tipica

de una funcién de grandes desviaciones. (d) Esquema de una situacién tipica en
un sistema fuera del equilibrio con un gradiente de temperatura.

del observable de interés, de manera similar a como ocurre en los LDPs para el
equilibrio. En particular, el minimo global y los ceros de la funcion de tasa deter-
minan los valores tipicos del observable, que se interpretan fisicamente como los
estados estacionarios tipicos o ecuaciones o estados hidrodinamicos, dependiendo
del observable considerado. Analogamente, la forma de la curva de la funcién de
tasa alrededor del minimo determina el comportamiento de las fluctuaciones gran-
des y pequenas del observable alrededor de sus valores tipicos, como se ve en la

figura 2.2.

Con el conocimiento de la funcién de tasa de un observable, es posible por ejemplo
determinar si ese observable satisface una relaciéon de simetria de fluctuacion. Para
ser mas concretos, consideremos un observable M, integrado sobre el tiempo 7 y
asumamos que satisface un LDP con una funcién de tasa I(m). Decimos que M,
satisface una relacion de fluctuacion de tipo Gallavotti-Cohen si se verifica para

todo valor m que

~ e2Tem (2.45)
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siendo € una constante positiva. Fisicamente, esto significa que las fluctuaciones
positivas de M, son exponencialmente méas probables que las negativas de igual
magnitud. En términos de grandes desviaciones, es facil ver que una condicién
suficiente, pero no necesaria, para tener este resultado es que la correspondiente

funcién de tasa I(m) satisfaga la siguiente relacién de simetria,
I(—m) — I(m) = 2em. (2.46)
En términos de la SCGF, la condicién suficiente equivalente a la anterior es que

A(k) = M~k — 2e). (2.47)

2.3. Estadistica de la corriente en sistemas con-

servativos difusivos fuera del equilibrio

2.3.1. Teoria de las fluctuaciones macroscépicas

En una serie de trabajos recientes [11, 21-23|, Bertini, De Sole, Gabrielli, Jona-
Lasinio, y Landim han introducido una teoria de fluctuaciones macroscépicas
(MFT) que describe las fluctuaciones dindmicas en sistemas difusivos con inyec-
cion de energia, asi como sus LDFs asociadas. Para ello, parten de una descrip-
cion macroscopica reescalada del sistema de interés, tipicamente una ecuacion
hidrodindmica, donde los tinicos parametros a determinar son los coeficientes de
transporte. Este enfoque es muy general, pero se traduce en un problema varia-
cional muy complejo para obtener las LDF de las magnitudes relevantes. Por lo
tanto, para poder avanzar en esta teoria, se han explorado diferentes esquemas
para las soluciones y propuesto hipétesis que simplifiquen el problema variacional
resultante. Un ejemplo es el llamado principio de aditividad, que es aplicable ba-
jo determinadas condiciones y que ha permitido el calculo explicito de las LDF
relevantes, abriendo la puerta a un procedimiento sistematico para el calculo de
las mismas en sistemas fuera del equilibrio. Esta conjetura de aditividad se pue-
de violar, esto es, dejar de ser valida, para fluctuaciones extremas mediante una

transicién de fase a nivel fluctuante que produce una ruptura de simetria [24].

Procedemos ahora a describir la MFT en detalle. Consideramos una clase amplia de
sistemas caracterizados por una magnitud que se conserva localmente. Por tanto,

nuestro punto de partida es una ecuacién de continuidad para dicha magnitud:
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energfa, particulas, momento, carga, etc. [10, 11, 21-23, 25]

Oip(r,t) = =V - [Qp(p(r, 1)) + &(r, 1)]. (2.48)

Esta ecuacién se obtiene tras hacer el limite apropiado, en el que las coordenadas
de tiempo y de espacio microscépico, t y 7, se reescalan difusivamente: t = t/N?,
r = r/N, donde N es el tamano del sistema [26]. Por consiguiente, las coordenadas
macroscépicas son (r,t) € A x [0, 7], donde A = [0, 1]¢ es el dominio espacial y d
es la dimensionalidad del sistema. En la ec. (2.48), p(r,t) representa el campo de
densidad, y j(r,t) = Qg(p(r,t)) + £(r,t) es el campo de corriente fluctuante, con
una promedio local dado por Q(p(r,t)) que puede incluir en general el efecto de

un campo conservativo externo E,

Qp(p(r,t)) = Qp(r, 1)) + o (p(r, 1))E (2.49)

El campo £(r,t) es un ruido gaussiano y blanco caracterizado por una varianza

o(p(r,t)), que se suele denominar movilidad en este contexto

(6, 1)) = 0 (G DG ) = sz0(0sd— 1)t —1), (250)

siendo (7,7) las componentes de las coordenadas espaciales, 1 < i,j < d. Este
término de ruido da cuenta de las fluctuaciones aleatorias que existen en el siste-
ma a nivel microscépico: representa los grados de libertad microscépicos rapidos
que se promedian para obtener la ec. (2.48), y cuyo efecto neto en la evolucién
macroscépica es esta perturbacién aleatoria gaussiana, consistentemente con el teo-
rema del limite central. La ecuacién (2.50) indica que &(r,t) escala como N~%2.
Para sistemas de tamano grande pero finito, N > 1, nos encontramos en el limite
de ruido débil, solamente en el limite N — 0o se recupera exactamente la ecuacién

hidrodinamica determinista, sin ruido.

Los ejemplos que incluyen los sistemas descritos por la ec. (2.48) son fundamen-
talmente sistemas difusivos [10, 11, 21-24, 27-30], donde Q(p(r,?)) estd dado por
la ley de Fourier si p es una densidad de energia o por la ley de Fick si p es una

densidad de masa
Q(p(r,t)) = —=D(p)Vp(r,1). (2.51)

El coeficiente de transporte D(p) se denomina difusividad. Para definir completa-
mente el problema, hay que anadir a las ecuaciones (2.48)-(2.49) las condiciones

de contorno apropiadas. Dependiendo de la situacién fisica considerada, pueden
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ser periddicas, en cuyo caso A es un toro de d dimensiones, o no homogéneas con

@(p(rvt)) = @O(r>? r € oA (2'52>

cuando existe inyeccion de energia a través de los contornos y posiblemente un
gradiente externo: JA es el contorno de A y g es el potencial quimico de los
reservorios en 0A. Los coeficientes de transporte que aparecen en la ecuacion (2.48)
pueden medirse en experimentos o en simulaciones, y nos ofrecen una descripcién
cerrada del comportamiento de las fluctuaciones macroscopicas del sistema. Para
los sistemas difusivos gobernados por la Ley de Fourier (2.51), el coeficiente de

difusién D(p) y la movilidad o(p) satisfacen una relacién de Einstein local

Dip) = 22 (2.59)
k(p)
donde k(p) es la compresibilidad, k(p)™' = f(p), y fo(p) es la energfa libre del
sistema en equilibrio. Las ecuaciones de arriba describen un sistema en equilibrio
cuando el estado estacionario esté caracterizado por una corriente nula. Esto es
lo que sucede cuando tenemos condiciones periédicas de contorno y no hay cam-
po externo, o cuando, con condiciones de contorno no periodicas, los potenciales
quimicos en los contornos son los mismos. Cuando la corriente en el estado esta-

cionario sea no nula, el sistema estara fuera del equilibrio.

Consideremos ahora la probabilidad de observar una historia {p(r,t),j(r,t)}] de
duraciéon 7 para los campos de densidad y corriente, que puede ser diferente de
la trayectoria hidrodinamica promedio. Esta probabilidad puede escribirse como
una integral de camino sobre todas las posibles realizaciones del ruido {{(r,?)}7,

pesadas por su medida gaussiana. Mas concretamente,

PUpi) = [ Deeay (-3 [Car [ tommate— G- Quen). 230

esta integral esta restringida a las realizaciones compatibles con la ecuacion de
continuidad (2.48), que debe verificarse en cada punto del espacio y el tiempo,
esto es

Ohp+V-j=0. (2.55)

Ademas, hay que tener en cuenta las condiciones de contorno, como hemos discuti-
do anteriormente. Nétese que el acoplamiento entre p y j expresado por la ecuacién

de continuidad no determina uno de estos campos univocamente a partir del otro®.

SPor ejemplo, po(r,t) = p(r,t)+x(r) y 2(r,t) = j(r,t)+g(r,t), con x(r) y g(r,t) con divergencia
nula, satisfacen la misma ecuacion de continuidad. En otras palabras, esto significa que a partir de
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Esta no unicidad en la descripcién macroscopica aparece como consecuencia de los
promedios sobre las variables rdpidas o grano grueso que conducen desde la dindmi-
ca microscopica determinista a la dindmica mesoscépica estocastica. La ec. (2.54)

naturalmente lleva a [25]

P({p,i}}) ~ exp (+NI.(p.})) (2.56)

que tiene la forma de un LDF. El funcional de tasa I,(p,j) esta dado por

L(p.j) = —/OTdt/Adr(j(r’t)Q;(%E(p)) | (2.57)

Este funcional juega un papel importante en la MFT y sus extensiones, ya que
contiene toda la informacion necesaria para calcular las LDFs de los observables
macroscéopicos relevantes, haciendo uso del principio de contraccién, que vimos en
la seccion 2.2.1. Por ejemplo, Bertini y sus colaboradores han investigado las fluc-
tuaciones del campo de la densidad fuera del equilibrio, obteniendo una ecuacién
de Hamilton-Jacobi para el problema variacional que permite calcular la LDF co-
rrespondiente [11, 21-23]. Ademés, la MET nos muestra que el camino dptimo que
lleva a una fluctuaciéon macroscépica de la densidad dada es el inverso en el tiempo
del camino de relajacién desde esta fluctuacion de acuerdo con cierta ley hidro-
dindmica adjunta, no necesariamente igual a la original[11, 21-23]. Este resultado
general, valido para una situaciéon arbitrariamente lejos del equilibrio, se reduce a
la teoria de Onsager-Machlup [31] cuando las desviaciones respecto al equilibrio

son pequenas, y es licito linealizar las ecuaciones alrededor del equilibrio.

2.3.1.1. Termodinamica de las corrientes

Ahora vamos a centrarnos en la estadistica de las corrientes. Comprender como la
dindmica microscopica determina los promedios a tiempos largos de las corrientes
y sus fluctuaciones es uno de los principales objetivos de la fisica estadistica de
sistemas fuera del equilibrio. Con mucha generalidad, se puede decir que un es-
tado estacionario de no equilibrio se diferencia de un estado de equilibrio por la
presencia de corrientes en el sistema. En consecuencia, la corriente es un obser-
vable que caracteriza el comportamiento macroscépico de muchos sistemas fuera

del equilibrio. Nos centraremos en la probabilidad P, (J) de observar una corriente

un campo de densidad podemos determinar el campo de corriente mas un vector con divergencia
nula.
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promediada en el espacio y el tiempo

_ %/OTdt/Adrj(r,t). (2.58)

Esta probabilidad se puede escribir como

P0) = [ DmiP({p. )0 (J [/ drj(nt)) |

donde el asterico quiere decir que la integral de camino esté restringida a las histo-
rias {p,j}§ que verifican la ecuacién de continuidad (2.55). Dado que el exponente
de P({p,j}7) es proporcional tanto a 7 como a N%, véase la ec. (2.56), para tiempos
y tamanos de sistema grandes la integral de arriba estd dominada por el maximo
del exponente. Esto lleva a un célculo tipo “punto de silla”, a partir del cual la
probabilidad P.(J) verifica el siguiente LDP

P (J) ~ exp (+7N'G(J)), (2.59)

donde el funcional de tasa de la corriente G(J) es

G(J) = —;{rgjlﬁ {/ dt/dr i(r,1) Q)E( ) } (2.60)

sujeto a las condiciones (2.55) y (2.58). La LDF G(J) mide el decaimiento expo-

nencial con el que la corriente tiende a su valor estacionario, J — J.4, en el limite

N4t > 1. Aunque por simplicidad no se ha indicado explicitamente en la notacién
empleada, la LDF depende paramétricamente del intervalo de tiempo considerado
7. Alternativamente, podemos considerar que la LDF G(J) de la ecuacién (2.60)
se calcula para un intervalo de tiempo 7 muy grande, esto es, en el limite 7 — oo.
Los campos de densidad y corrientes éptimos soluciones del problema variacional
de la ec. (2.60), que denotaremos por p;(r,t) v j;(r,t), pueden interpretarse como
los caminos éptimos que el sistema sigue en el espacio de las fases mesoscopico con
objeto de mantener un cierto valor de la corriente integrada J en el espacio y en

el tiempo.

A pesar de su complejidad, la LDF de la corriente G(J) obdece una propiedad
de simetria que aparece como consecuencia de la reversibilidad de la dinamica
microscopica subyacente. Esta relacién de simetria se conoce como el teorema de
fluctuaciéon Gallavotti-Cohen [32], que como hemos visto en la seccién anterior,
relaciona la probabilidad de observar un fluctuacién de la corriente integrada J

durante un tiempo 7 con la probabilidad del evento inverso, en que la corriente es
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igual a —J,

1 PU)Y _
TILIEOTNdln (PT(—J)> =2e-J, (2.61)

donde € es cierto vector constante, que depende en general de las condiciones
de contorno impuestas —fisicamente, de los bafnios con los que el sistema esté en
contacto en su contorno— y del campo externo aplicado [33]. La ecuacién anterior

es la particularizacién para las fluctuaciones de la corriente del resultado general
(2.45).

2.3.2. Aditividad de las fluctuaciones de la corriente

La ecuacién (2.60) define un problema variacional complejo, para los campos de
corriente y densidad [10, 11, 21-23]. Las siguientes hipdtesis, cuya imagen fisica
discutiremos mas adelante, simplifican la complejidad del problema variacional

asociado:

1. Los perfiles 6ptimos de corriente y densidad que soportan una fluctuacién
dada son independientes en el tiempo, p;(r) y j;(r). Esto, junto con la ecua-
cién de continuidad (2.55) que acopla ambos campos, implica que el campo

vectorial de la corriente tiene también divergencia nula, V - j;(r) = 0.

2. Una simplificacién mas, consiste en asumir que este campo de corriente 6pti-
mo no tiene estructura espacial, es decir, que j;(r) = J. En el caso unidimen-
sional, esta hipdtesis 2 no es independiente de la primera, ya que la condicion

de divergencia nula implica que dJ(z)/dxz = 0, esto es, J es constante.

La imagen fisica detras de estas hipodtesis se corresponde a un sistema que, des-
pués de un tiempo transitorio, muy pequeno sobre la escala difusiva 7, el sistema
se sitia en un estado independiente del tiempo con un campo de densidad deter-
minado y un campo de corriente espacialmente uniforme igual a J. Se espera que
este comportamiento minimice el coste de una fluctuacion, al menos para desvia-
ciones pequenas y moderadas respecto del comportamiento promedio en el estado
estacionario de no equilibrio, para el que las hipotesis 1 y 2 se cumplen trivial-
mente. Estas hipdtesis son las generalizaciones a dimension arbitraria del principio
de aditividad introducido por Bodineau y Derrida para un medio unidimensional
difusivo [27]. La validez de de esta conjetura ha sido comprobada numéricamente
por Hurtado y Garrido con un gran grado de precisién en un intervalo amplio

de fluctuaciones de la corriente en algunos sistemas sencillos [24, 28, 29, 34, 35].
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Por otro lado, también se sabe que para fluctuaciones suficientemente grandes el
principio de aditividad deja de ser valido, y los caminos 6ptimos soluciones del

problema variacional se vuelven dependientes del tiempo.

A partir de las hipotesis del principio de aditividad, podemos escribir la LDF para
la corriente, dada por la ec. (2.60) como [10, 25, 27, 36|

G(J) = —ml’n/ drw. (2.62)
p(r) JA 20(p(r))

Aunque el ruido de la corriente, que esta en la base del procedimiento matematico

que lleva a la LDF en la ecuacion anterior, es gaussiano, la distribucién de la

corriente integrada tiene colas no gaussianas [10, 11, 21-23, 28, 29]. La forma

concreta de estas colas se deduce a partir de la solucién de la ecuacién de Euler-

Lagrange complicada, no lineal, que se sigue a partir del procedimiento variacional

implicito en la ecuacién (2.62). El perfil de densidad éptimo p;(r) es entonces la

Imalp() _, mlpt)) | o8molp(r)

solucién de

— =0 2.63
3p(¥) o) ) o) (269
complementada con las condiciones de contorno apropiadas. Hemos usado la no-
tacion % para la derivada funcional, y definido
Qg(p(r))

ma(p(r)) = / W, (o), Wa(p(r)) = (2.64)

a(p(r))
Para los modelos difusivos en ls que estamos interesados, se tiene que Qg(p(r)) =
—D(p)Vp, por tanto la ecuacién diferencial (2.63) para el perfil 6ptimo toma la

forma
J2d (py) — ¢ (ps)(Vp3)? = 2c(ps)V?py = 0, (2.65)

donde a(py) = (20(p3)) ™Y, c(py) = D*(ps)a(py) vy la prima denota la derivada con
respecto al argumento. Multiplicando la ecuacién de arriba por Vpj, obtenemos
tras integrar

D(ps)*(Vps)* = I [1 +20(ps) K (J%)] (2.66)

donde K(J?) es una constante de integracién que garantiza la aplicacién de las
condiciones de contorno para py. Las ecs. (2.62) y (2.66) determinan completa-
mente la distribucién de corriente P,(J) en un medio difusivo que, recordemos, es

en general no gaussiana, excepto en el limite de pequenas fluctuaciones.
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Originalmente, el principio de aditividad se present6 para sistemas difusivos uni-
dimensionales [27]. A continuacién, esquematizamos esta presentacién, que pos-
teriormente se ha demostrado que es equivalente a nuestras dos hipétesis 1 y 2
[11, 21-23|. Sea Pn(J, pr, pr, T) la probabilidad de observar una corriente prome-
diada en el tiempo J durante un tiempo grande 7 en un sistema unidimensional
de tamano N en contacto con dos reservorios a densidades pr v pr. El principio
de aditividad relaciona esta probabilidad con las probabilidades de mantener una

fluctuacion de la misma corriente en dos subsistemas de tamano N —1[ y [, es decir,
PN(Ja PL; PR, T) = m;ix [PN71<J7 PL; P, T) X PZ<J7 P> PR, T)] : (267)

La maximizacién sobre la densidad de contacto p puede racionalizarse escribiendo
esta probabilidad como una integral sobre p del producto de las probabilidades pa-
ra los subsistemas, y admitiendo que éstas deberian obedecer también un principio
de grandes desviaciones. A partir de ahi, un calculo de punto de silla en el limite
de tiempos grandes 7 nos lleva a la expresion anterior. El principio de aditividad

puede reescribirse para la LDF de la corriente como
NG(‘]v PL; PR) = mELX [(N - l)G(J7 PL; p) + ZG(‘L Ps pR)] : (268)

Dividiendo reiterativamente el sistema de tamano N en segmentos cada vez mas
pequenos, v asumiendo fluctuaciones locales gausianas, es facil demostrar que en
el limite continuo se puede obtener una forma variacional para G(J, pr, pr) que es

una expresién andloga a la ec. (2.62).

2.3.3. El modelo KMP en el caso conservativo

En 1982, C. Kipnis, C. Marchioro y E. Presutti [37] propusieron un modelo de red
(modelo KMP) simple con objeto de entender de una manera mateméticamente
rigurosa el transporte de energia en sistemas con muchos grados de libertad. Una
de las caracteristicas que ha contribuido a la “popularidad” del modelo KMP es
la posibilidad de demostrar rigurosamente la ley de Fourier en el caso unidimen-
sional, para un gradiente de temperaturas arbitrario. Ademas, la aproximacién de
equilibrio local es exacta en este estado estacionario de no equilibrio. Estas y otras
propiedades interesantes del modelo KMP lo convierten en un campo ideal para

probar la MFT y sus posibles extensiones.
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FI1GURA 2.3: Representamos el modelo de Kipnis-Marchioro-Presutti de trans-
porte en redes 1D bajo diferentes condiciones de contorno. Arriba: Sistema aco-
plado a banos térmicas a diferentes temperaturas 17, # Tr. Abajo: Condiciones
de contorno periddicas. Cada sitio de la red estd caracterizado por una energia
pi > 0,i € [0, N], y la dindmica se introduce mediante colisiones entre los vecinos
mas proximos, redistribuyéndose la energia dentro del par que colisiona.

Originalmente, el modelo de KMP esta definido en una red unidimensional con
N sitios, véase la figura 2.3, aunque se puede generalizar facilmente a una red de
dimension arbitraria. Cada sitio de la red estd caracterizado por su energia, de
modo que la energia total del sistema es la suma de las energias de todos los sitios.
De esta manera, no hay interacciéon entre los sitios de la red a nivel “estéatico”,
pero si en la dindmica. Esta se modela mediante una cadena de Markov (el tiempo
es discreto): en cada paso de tiempo se redistribuye la energia localmente, dentro
de una pareja de vecinos mas préximos escogida al azar. Siendo mas concretos, la
configuracién microscépica se define en cada instante por el conjunto p = {p;, i =
1,...N}, donde p; > 0 es la energia del sitio i. En un paso de tiempo, se escoge
completamente al azar una pareja de vecinos mas préximos (i,i+1), y sus energias

evolucionan desde (p;, pit1) a (0}, piy1) con la “regla de colisién”

o =plpi+piv1), i = (1 =p)(pi+ pir), (2.69)

donde p es un niimero aleatorio uniformente distribuido en el intervalo [0, 1]. Esta
dindmica conserva la energia, se verifica que p; + pit1 = p} + pi1, Vp. En este
caso conservativo, las probabilidades de transicién del proceso de Markov verifi-
can balance detallado con la distribuciéon microcanodnica: en un sistema aislado,
sin inyecciéon de energia, el sistema alcanzaria el estado de equilibrio descrito por

la distribucién microcanénica en el limite de tiempos grandes. En este sentido, se
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dice a veces que la dindamica es “reversible”, porque la probabilidad de una tran-
sicién (ps, piv1) = (), piy1) es igual a la del proceso inverso (o, pi 1) = (ps, Pit1)
. Sin embargo, el estado estacionario al que tiende el sistema no es siempre el
correspondiente al colectivo microcandnico: en general depende de las condiciones
de contorno. En el articulo original [37], y en otros estudios del transporte de
energia, se consideran contornos abiertos en el modelo KMP con extremos en las
posiciones ¢ = 1, N de la cadena unidimensional conectada a dos banos térmicos
a diferentes temperaturas, véase la figura 2.3. En este caso, los sitios extremos
pueden intercambiar energia con los banos térmicos, a temperaturas 77, en ¢ = 1

y Tr en i = N, es decir, p; y — p) y con la siguiente regla

p/l,N =p(pr,L + p1.N) (2.70)

donde p € [0, 1] es de nuevo un nimero aleatorio uniformente distribuido y pg 1,
es otro numero aleatorio independiente tomado de una distribuciéon de Gibbs a la
temperatura correspondiente, P(py.) = Srexp(—pPi), k = L, R, con B = T}, ' si
medimos la temperatura en unidades de energia, esto es, tomamos la constante
de Boltzmann igual a la unidad. Alternativamente, podemos pensar que hemos
introducido dos sitios extra en la red, ¢+ = 0 para la izquierda e ¢ = N + 1 para la
derecha. Cuando se escogen las parejas (0,1) o (IV, N + 1) tenemos una colisién
“normal”, pero las energias de los sitios de los banos son aleatorias, y siempre
estan distribuidas de acuerdo con la distribucion canoénica correspondiente. Para
T, # Tg, se ha demostrado rigurosamente que el modelo KMP alcanza un estado
estacionario de no equilibrio en el limite de escalamiento hidrodinamico N — oo,
con una corriente de energia promedio no nula descrita por la ley de Fourier,
dpest ()

Jest = D(p)T, x € [0, 1] y (271)

donde D(p) = 1/2 es la conductividad (o difusividad) para el modelo KMP, y

pest(x) es un perfil estacionario lineal
pest(x) = TL + x(TR — TL) (272)

Ademas, también se ha probado la convergencia hacia la medida de Gibbs en
este limite [37], esto es, que p;, i € [1, N], tiene una distribucién exponencial con

la temperatura local pes (wz = en el limite termodinamico. Esto es lo que

i
N+1)
se conoce como la aproximacion de equilibrio local en la bibliografia de la fisica
estadistica de no equilibrio. Por tanto, en un lenguaje mas fisico, podemos decir que

la aproximaciéon de equilibrio local es exacta para el modelo KMP. Ademas, esta
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afirmacion es cierta en un estado estacionario del modelo KMP arbitrariamente
lejos del equilibrio, ya que el valor del gradiente de temperaturas no tiene por

qué ser pequeno.

La ecuacién de evolucién mesoscopica para este modelo es

1
Op + 0y (—iﬁxp%—f) =0 (2.73)

que es la expresion de la ley de Fourier fluctuante, compérese con la ec. (2.48). La
amplitud del término de ruido viene dada por o(p), véase la ec. (2.50), que es el
segundo coeficiente de transporte que necesitamos para completar la descripcién
macroscopica del sistema. La movilidad, que mide la varianza de las fluctuaciones
de la corriente de energia en equilibrio, esto es, cuando no imponemos un gradiente

de temperatura en el sistema, p;, = pg, tiene la expresién o(p) = p?.

El modelo de KMP es un candidato éptimo pata probar y estudiar la MFT y sus
predicciones porque: a) Las ecuaciones de la MF'T para este modelo son suficien-
temente simples para obtener soluciones analiticas, y b) su dindmica microscépica
simple permite un estudio numérico detallado de las fluctuaciones de la corriente.
Las fluctuaciones “tipicas”, que corresponden a la aproximacién gaussiana alre-
dedor del valor medio de la corriente, pueden obtenerse con una simulacién de
Monte Carlo estandar. Sin embargo, para investigar numéricamente las grandes
desviaciones de la corriente, hay que usar un método computacional novedoso que
permite aumentar la estadistica de los eventos raros que conducen a estas grandes
fluctuaciones [38, 39]. Una descripcién detallada de este procedimiento numérico,
asi como de su base tedrica, puede encontrarse en el apéndice F. En la figura 2.4
podemos observar que existe un buen acuerdo entre los resultados analiticos y los
resultados de las simulaciones en el rango de validez del método computacional.
La funcién p(\) es la transformada de Legendre-Frenchel de la funcién de grandes

desviaciones de la corriente.

A lo largo de esta tesis, extenderemos este modelo KMP al caso disipativo y no
lineal, introduciendo (i) un mecanismo de disipacién de energia en las “colisiones”,
que rompe la condicion de balance detallado con la distribucién microcandnica o,
usando otro lenguaje, la reversibilidad de la dindmica, y (ii) una eleccién de la
pareja de vecinos mas préximos que colisiona que no es completamente al azar,

sino con una probabilidad que depende de la energia del par. El punto (ii) lleva

6Para aclarar la notacién, en relacién con el caso general expuesto en la seccién 2.2, por
ejemplo en la relacién de Gallavotti-Cohen (2.47), aqui A juega el papel de k en la teoria general
mientras que p juega el papel de .
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FI1GURA 2.4: (a) Transformada de Legendre de la LDF de la corriente para
el modelo KMP en una dimensién con un gradiente de temperatura (p; =
2,pr = 1) y (b) en equilibrio (pr, = 1,5 = pr). Los simbolos se corresponden
con las simulaciones numéricas, las lineas continuas con las predicciones teéricas
basadas en la conjetura de aditividad, y las lineas discontinuas a la aproximacion
gausiana. Las lineas verticales senalan la transicion entre los perfiles monétonos
(regién interna) y no mondtonos de los perfiles 6ptimos (regién externa). Notese
que los perfiles en equilibrio no son mondtonos para todas las fluctuaciones de
la corriente. Los “inset” de los paneles (a) y (b) miden la relacion de Gallavotti-
Cohen representando la diferencia p(A) — p(—XA — 2¢) en el caso (a) y pu(A) —
u(—X) en el caso (b). Los paneles de la derecha se corresponden al exceso de
temperatura en los perfiles para diferentes fluctuaciones de la corriente, (c)
para un sistema sujeto a un gradiente de temperatura, (pr, = 2,pr = 1) y (d)
en equilibrio (pr, = 1,5 = pg). En todos los casos existe un buen acuerdo entre
las predicciones tedricas basadas en la hipétesis de aditividad y los resultados
numéricos, en el rango de validez del método computacional.

a una difusividad no constante, que depende de la densidad de energia p, esto es,
a una ley de Fourier no lineal. Asimismo, también generalizaremos la MFT y el

principio de aditividad para esta clase general de sistemas disipativos.
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Una clase general de modelos

disipativos

Los sistemas disipativos estan presentes en contextos muy diversos, como la biofisi-
ca, la materia activa, la electronica, la combustién, los medios granulares, o las
reacciones quimicas, por nombrar sélo algunos. Su dindmica mesoscépica estd ca-
racterizada por ecuaciones de tipo reaccién-difusion, las cuales presentan competi-
cién entre los mecanismos de difusion y disipacion, que tipicamente lleva al sistema
fuera del equilibrio. Por consiguiente, es necesaria una inyeccién de energia en el
sistema para mantener un estado estacionario. Por otra parte, las ecuaciones que
describen la evolucion espacio-temporal de muchos de estos sistemas son altamen-
te no lineales, y sus coeficientes de transporte dependen de la densidad de energia

local.

La fisica de estos sistemas disipativos no lineales es un campo de estudio abierto
por varios motivos. Son sistemas intrinsecamente en no equilibrio, y no hay una dis-
tribucion general que describa la estadistica de las configuraciones microscépicas,
como es el caso de la distribucion de Gibbs para sistemas en equilibrio. Ademaés,
hay corrientes de masa o energia inducidas por gradientes locales producidos por
la disipacién y no unicamente por las condiciones de contorno, como ocurre en
los sistemas conservativos en no equilibrio. Ademaés, su dindmica microscopica es
tipicamente irreversible, lo que anade dificultad a su descripcién estadistica. En
esta seccion analizamos una clase general de sistemas, tanto a nivel microscépico
como hidrodindmico, cuyas principales caracteristicas son la difusion, la disipacién
y la inyeccién de energia por sus contornos. Esto, junto con el comportamiento no

lineal son elementos claves para la modelizacién de numerosos sistemas disipativos

43
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reales. En nuestra familia de modelos hay una particula en cada posiciéon de una
red d-dimensional, y el estado de cada particula estd completamente caracterizado
por su energia. La dindmica es estocastica: los vecinos mas proximos colisionan con
una probabilidad que depende de la energia del par. En cada colision se disipa una
fraccion de la energia del par y la cantidad restante se redistribuye aleatoriamente
entre las dos particulas que han colisionado. Por otra parte, el sistema puede estar
acoplado a banos térmicos por sus extremos. En el limite de tamano muy grande,
se pueden introducir variables de tiempo y de espacio continuas, asi como los ‘los
campos hidrodindmicos”: densidad de energia p(z,t), corriente j(z,t) y disipacién

d(x,t). La evolucién de la densidad de energia obedece la ecuacién (en promedio)

Debemos senalar que, como veremos en el desarrollo de este capitulo, la dinamica
microscopica debe ser cuasielastica para asegurar que la difusion y la disipacién

tengan lugar en la misma escala de tiempo en el limite continuo.

La clase de modelos introducidos en este capitulo representa a nivel mesoscopico
la fisica de muchos sistemas disipativos de interés, tanto teérico como tecnoldgico,
cuya dindmica estd regida por la ecuacién (3.1). De hecho, puede considerarse co-
mo una generalizacién del modelo KMP (vedse la introduccién sec 2.3.3 y también
la ref. [37]) para la conduccion del calor, en el que se puede obtener explicitamente
la ley de Fourier. Este modelo se ha usado como “campo de pruebas” para obtener
algunos avances tedricos recientes. Como hemos dicho antes, nuestra clase general
de modelos contienen los ingredientes esenciales de la mayoria de los sistemas disi-
pativos, esto es: (i) dindmica difusiva no lineal, (ii) disipacién en el ”bulk” (seno del
sistema) y (iii) inyeccién de energia por los contornos. Ademds puede verse como
un modelo de juguete para un medio granular denso: las particulas no pueden mo-
verse libremente pero pueden colisionar con sus vecinos mas proximos, perdiendo
parte de su energia e intercambiando el resto aleatoriamente. En este contexto,
el parametro de inelasticidad que introducimos en la dindmica microscopica se

podria identificar con el coeficiente de restitucion de los medios granulares.
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3.1. Definicion de los modelos

3.1.1. Modelo microscépico

Por simplicidad, consideremos el caso unidimensional, siendo la extension a dimen-
sion arbitraria inmediata. El sistema esté definido en una red unidimensional con
N sitios. Una configuracion en el tiempo p viene dada por p = {p;,}, l=1,..., N,
donde p;, > 0 es la energia del sitio [-ésimo en el instante p. Por tanto, la energfa
total del sistema es F, = Zf\il pip- La dindmica es estocastica y la describimos a
continuacién. En un paso elemental, un par de vecinos préximos en las posiciones
(1,1 + 1) colisionan con probabilidad

Pp(p) = LJC(LJ;)’ Xip = Pip T Pl (3.2)

211:1 f(zl’,p)

q donde f es una funcién dada de la energia del par ¥;,, y L es el nimero de
posibles pares. Claramente L ~ N, pero la relacién concreta entre L y N depende
de las condiciones de contorno consideradas en el problema (por ejemplo, L = N+1
para el caso de un sistema abierto y L = N para el caso periédico). Una vez se
ha escogido el par, una fraccién de su energia, (1 —a)%,,, se disipa al entorno. La

energia restante X, es distribuida aleatoriamente entre ambos sitios,

Prp+1 = 2081, Priipr = (1 — zp)aXy, (3.3)

siendo z, un nimero aleatorio distribuido homogéneamente en el intervalo [0, 1].
Esta dinamica define la evolucién de los pares distintos a los de los extremos
(l=1,...,N —1), que denominamos de “bulk”. Ademds, y dependiendo de las
condiciones de contorno impuestas, los sitios de los extremos pueden interactuar
con banos térmicos, de temperaturas T, (izquierda) y Tk (derecha). Para estos

pares, la dinamica es

PLp+1 = Zpa(erp +€r), PNp1 = Zpe(enp + €R), (3.4)

cuando el primero o el ultimo sitio interactian con el vecino proximo correspon-
diente al bano térmico. Aqui €, v = L, R, es una energia escogida aleatoriamente
en cada instante de una distribucién candnica a temperatura 7,,, es decir, con pro-
babilidad prob(e,) = T, exp(—¢,/T,),! véase la fig. 3.1. Por otra parte, podemos

también considerar un sistema aislado con condiciones de contorno periodicas, tal

Inuestra temperatura unidad est4 fijada haciendo kg = 1.
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“‘p_'}—@—_%L... ...M—T_Rl

FI1GURA 3.1: Esquema de la clase de modelos de red monodimensionales descrita

en el texto. La variable p; denota la energia del sitio [-ésimo, | =1,..., N,y 1},

v Tr son las temperaturas de los banos térmicos a los que se encuentra acoplado

el sistema. La dinamica es estocédstica y consiste en colisiones aleatorias entre

pares de vecinos més proximos, en las que parte de la energia se disipa al entorno
y el resto se redistribuye aleatoriamente dentro del par.

que L = N y las ecuaciones (3.2) y (3.3) siguen siendo validas para { =0 (I = N)

reemplazando po, = pnp (PN+1p = P1p)-

La situacion mas sencilla corresponde a la eleccién f(X;,) = 1 en la ecuacién
(3.2). En este caso todos los pares (de vecinos méas préximos) chocan con la misma
probabilidad P, = L™, independientemente de su energfa. Esta eleccién es simi-
lar a la realizada en la teoria cinética de los gases para definir las denominadas
moléculas de Maxwell [40], y en el caso eldstico (o = 1) corresponde al modelo
de Kipnis-Marchioro-Presutti (KMP) de conduccién del calor (introduccién sec.
2.3.3). El modelo KMP proporciona una descripcién cualitativa de una clase ge-
neral de sistemas difusivos unidimensionales [37], y se ha usado para investigar
la validez del principio de aditividad para las fluctuaciones de la corriente [27],
el teorema de fluctuacion de Gallavotti-Cohen [32] y sus generalizaciones [28, 36].
Otro ejemplo simple, pero fisicamente relevante, es f(X;,) = %;,, de forma que
P, ~ %,,/(2E,) para sistemas grandes. Se ha usado recientemente una variante
de este modelo para estudiar la propagacién de ondas compactas en un problema
de difusién microscopica no lineal [41]. En general, tipicamente esperamos que
P, o< L™', como sucede en los dos casos particulares que hemos descrito. Esto
se debe a que el denominador de la ecuacién (3.2), que es la suma de L térmi-
nos, sera extensivo para una configuracion tipica. Por consiguiente, es conveniente

escribir

Polp) = L )= 7Y, (3.5)

de modo que €,(L) permanece finito cuando L — oco. A lo largo de esta seccién,
analizaremos el proceso estocdstico que genera la dindmica (3.2)-(3.3) con sus
condiciones de contorno correspondientes. Estas vendran dadas por la ecuacion
(3.4), si el sistema estd en contacto con un bano térmico en cada uno de sus

extremos.
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Notese que la energia se conserva en la dindmica para o = 1, mientras que parte de
ella se disipa continuamente para cualquier 0 < « < 1. De esta forma, el pardmetro
a se puede considerar como el analogo al coeficiente de restitucién utilizado para
parametrizar la inelasticidad de las colisiones en los medios granulares. Asi, en un
sistema aislado (sin inyeccién de energia) la energia decrece monétonamente en el
tiempo. Sin embargo, si se inyecta energia (por ejemplo, acoplando banos térmicos
a los extremos, como hemos descrito antes) se alcanza un estado estacionario
donde esta inyeccion de energia compensa la disipacion en las colisiones. En el caso
conservativo a = 1, las probabilidades de transicién antes introducidas verifican
balance detallado con la distribucion microcanoénica, es decir, la distribucion que da
igual probabilidad para todos los microestados compatibles con la energia total del
sistema FE. Esto implica que un sistema cerrado se aproximara a la distribucion de
equilibrio microcanénica para cualquier eleccién de la funcién f que aparece en las
probabilidades de transicién. Asi, un subsistema pequeno, compuesto por n < N
sitios consecutivos, esta descrito por la distribucién canodnica, cuya temperatura
esta determinada por el resto del sistema, que actiia como un reservorio térmico.
De esta forma, en una situaciéon donde existan gradientes, es razonable desde un
punto de fisico que el sistema se aproxime a la distribucion de “equilibrio local”
. Esto es, en primer lugar el sistema tiende a un estado en que la distribucion
de probabilidades de un subsistema viene dada por la distribucién de equilibrio
correspondiente a la densidad de energia (temperatura) local. Sobre una escala
de tiempo mucho mas lenta, la escala hidrodinamica, esta densidad de energia
evoluciona al estado estacionario compatible con las condiciones de contorno del
sistema. La validez de esta imagen se ha demostrado para un conjunto amplio de

sistemas monodimensionales [42].

3.2. Limite continuo (Hidrodinamica)

La dindmica definida en las ecuaciones (3.3) la podemos escribir como

) (R K (%) (%)
Plp+1 = Pip (1 — 0y, — 5y§“),l*1> + 20 (p“’ + pl“’p) O

+(1 = =a [, + 05 00 (3.6)

para cada realizacién (o trayectoria) & del proceso estocéstico. Aqui d;; es la
delta de Kronecker, z;(f) un nimero aleatorio homogéneamente distribuido en [0, 1]
que controla el intercambio de energia local e y]g'i) € [1, L] es un entero aleatorio

independiente que selecciona el par de vecinos mas préximos que colisionan. La
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probabilidad condicionada de que y, sea igual a [, para cierta configuracién dada

p, €s igual a ‘Pl,p(p)a

f(zl,p)

{0y, )0 = TO(L) (3.7)

de acuerdo con las ecuaciones (3.2) o (3.5). El segundo término de la ec. (3.6)
proporciona la densidad en el sitio [ en el paso de tiempo p + 1 cuando se escoge
en par 1-ésimo (I,l + 1) en el instante p, mientras que el tercero corresponde a la
eleccién del par (I — 1,1). Por otra parte, si no se escoge uno de estos pares, la
densidad del sitio [ permanece invariable, lo que viene dado por el primer término

de dicha ecuacién.

La corriente de energia involucrada en una colisién del par (I,[+ 1) la denotaremos
por ji,, y es justo la energia neta que se transporta por unidad de tiempo hacia
la derecha, una vez que la colisién ha tenido lugar. Matematicamente, de nuevo
para cada trayectoria k del sistema, la corriente jl(;) del nudo [ al nudo [ + 1 es
ity = (aply) = o0, = o [ =2l =000, 0 38)
donde hemos usado en la segunda igualdad la ecuacién (3.3). Sélo hay corriente

entre los nudos [ y [+ 1 cuando colisiona dicho par. De forma equivalente, se define

la energia disipada en la posicion [ y en el tiempo p sobre cada trayectoria como

dl(;) =—(1- a)pl(;) <5y§,“>,l + 5y§)ﬂ)’l_1> . (3.9)

cuando el par que colisiona es (I,l + 1) o (I — 1,1). Nétese que, al contrario que
en el término de corriente, la disipacion se define para cada sitio en lugar de para
cada par (I,] + 1). Esta definicién simplifica el andlisis que sigue y tiene sentido
fisico: la corriente corresponde a un flujo de energia entre sitios. Haciendo uso de
las definiciones de la corriente y la disipacion, la ecuacién de evolucién (3.6) la
podemos reescribir en la forma,
(k) (k) _ (k) () (k)

Plpsr = Prp = Jimip = Jip Ty, (3.10)
que se corresponde a una ecuacion de reaccion difusién discreta, con una contribu-
cion difusiva j;—1, — jip ¥y un término de pérdida d;,. Este dltimo es proporcional

a 1l — «, y se anula en el caso elastico a = 1.

La ecuacién de evolucién hidrodindmica (o promedio), se obtiene sumando sobre
todas las posibles trayectorias del sistema k. Es decir si A es cierta propiedad

fisica del sistema, (A) = SN AW /Ny, donde A® es el valor de A en la k-ésima
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realizacion del proceso estocastico, y el nimero de trayectorias Ny — oo. Este
procedimiento es equivalente a promediar sobre todas las posibles secuencias de
los pares de nimeros aleatorios (z,,y,) que determinan la dindmica microscépica.
Dicho esto, y con objeto de no complicar nuestras féormulas, omitimos el superindi-
ce Kk en el resto de secciones, asi todas las expresiones en las que aparezca el par
de numeros aleatorios (z,,y,) son vélidas para cada trayectoria del sistema. Pro-

mediando de esta forma en la ecuacién (3.10) se obtiene que

<pl,p+1 - pl,p> = <jl—1,p - jl,p> + <dl,p> . (3'11>

Vamos a considerar primero el valor promedio de la corriente de energia. De la

ecuacion (3.8),

<jl,p> _ %< (pl,p B g;—(lz)))f(zlm) >7 (312>

donde hemos tenido en cuenta la ecuacién (3.7) y (z,) = 1/2. Por otro lado, el

valor promedio de la disipacién es

<dl,p> _ 1 za<Pl,p {f(zl,p)g;;(é()zll,p)} > (3.13)

En el limite de tamano grande L — oo, estamos interesados en los campos de
densidad, corriente y disipacién, que seran funciones suaves de la variable espacial
continua

1
T=7-3 szxl+1—xlzz<< 1, (3.14)

con x € [—1/2,1/2]. En este limite continuo, la densidad promedio (p;,) se rem-
plazara por pay(z,t),
(Prp) = pav(,1), (3.15)

donde t es un tiempo continuo que se introducira mas adelante. Por otro lado, debi-
do a que tenemos una derivada discreta dentro del promedio en (3.12), esperamos

que (j; ) escale como L2,

(i) = L Tpjav (@, 1), (3.16a)
_ 17 -1
7p = lim (2,7(L)). (3.16b)

Por conveniencia, hemos introducido 7, porque (€,*(L)) tiene limite finito cuando
L — o0, como discutimos anteriormente. El pardmetro 7, determina una escala de
tiempo microscépica, independiente de L, pero que depende de la eleccién de la

funcién de probabilidad de colisién f(3). Para el caso més sencillo, en que f(X) =1
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(KMP o moléculas de Maxwell), tenemos que 7, = 1. Siguiendo esta discusién, el
término difusivo en la ecuacién de evolucién para la densidad promedio (3.11) ,

(ji—1p — Jip), deberfa escalar como L3,
Uiy = Jip) = — L7700 Ja (7, 1). (3.17)

Finalmente, el término disipativo (d;,) en la ecuacién (3.13) escala como (1 —
a)L~!. Por tanto el término difusivo deberfa despreciarse en el limite termodindmi-
co, a menos que el coeficiente de disipacién microscépica escale como 1 —a oc L™2.
De hecho, este es el escalamiento correcto para la“inelasticidad” microscopica 1 —a
en el limite de tamano grande, siendo la tnica que garantiza que la difusién y la

disipacién actien en la misma escala de tiempo a nivel mesoscopico [43]. Asi,

v

<dl,p> — L73Tpdav(x, t), 1l—a= YFL

(3.18)

donde v es el coeficiente de disipacién ”"mesoscépico” que permanece finito en el
limite L — oo. La ecuacién (3.18) implica que la dindmica microscépica es cua-
sielastica, lo que simplifica ciertos aspectos del problema, como veremos a lo largo

de los préximos apartados.

3.2.1. Aproximacion de equilibrio local

Con objeto de ser mas concretos, hemos evaluado los promedios del segundo miem-
bro de las ecuaciones (3.12) y (3.13). Esto se puede hacer usando la “aproxima-
cion de equilibrio local”, que esperamos que sea valida en el limite termodindmico
[21, 44]. Para sistemas de tamafio grande, aparece una separacion clara de escalas
de tiempo entre la escala (del orden de varias veces 7,) sobre la que el sistema
se aproxima localmente a la distribucién de equilibrio local (es decir, el produc-
to de medidas de Gibbs con temperaturas (p;,) ) v la escala de tiempo mucho
mayor sobre la que el promedio de la densidad evoluciona siguiendo la ecuacién

hidrodinamica.

Los promedios que aparecen en esta tesis, a partir de los cuales calculamos los
comportamientos hidrodinamicos de las diferentes magnitudes de interés, corriente,

densidad y disipacién, son de la forma general

<9(Pl,p7 /;;:Ez))f(zl,p)> (3.19)
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donde g(pip, pi+1,) son diferentes funciones de las energias {p;,, pi+1,}, mientras
que ¥, v €,(L) las hemos definido en las ecuaciones (3.2) y (3.5) respectivamente.

Por lo tanto,

; , ot ,
<9(Pl,p /?z+1p)f(/?1p Pl+1,p > /dpl/dplﬂg(pl,plﬂ)f(pl+pl+1)P(pl,pl+1 p)

/dpl /dpz 1/dpz+2/de o1, 1 1’pl+z")">pN’Plvpl+1, p)

(3.20)

Hemos usado el teorema de Bayes para escribir esta ecuacién: la probabilidad de
que el sistema esté en una configuracién p = {p1, ps,..., pn} en el paso de tiempo
pes P(p, pry; p)P(pis- .oy ooty P2, - - -5 P8I0 prya; p); donde P(py, prys;p) es la
probabilidad de encontrar a las posiciones [ y [ + 1 en el instante p con energia
Py pie1 respectivamente, independientemente de la configuracién de las restantes
posiciones, y P(p1, ..., pi—1, Pi+2, - - - » PN|p1, pro1; p) es la probabilidad condicionada
de encontrar a los sitios restantes en la configuracién {p1,..., -1, P142...,pn} €n

el instante p, dado que los sitios [ y [+ 1 tienen energias p; y p;11, respectivamente.

Primero vamos a calcular la integral sobre {p1, ..., pi_1, pr42 - .., pn} en la ecuaciéon
(3.20). De la definicién de €2,(L), Eq. (3.5),

-2 L
1
QL) = 7 [Z flovr + prsr) + flpr1 + praz) + Z flpr + pl/+1)]
=1 =142
1+1

> Flov + prat) = Flpri + prsa)

r=i-1

(3.21)

Notese que en la ecuacién (3.21), escribimos Q(L) y p, omitiendo el subindice
correspondiente al paso de tiempo p. Esto es asi porque insertamos la ecuacién
(3.21) en (3.20), donde las variables de integracién {pi, ps,. .., py} son mudas, y
la dependencia temporal aparece en las distribuciones de probabilidad. De hecho,
tambien hemos usado esta notacion en la ecuacion (3.20) para ,(L), pero también

para las funciones g y f. La ecuacién (3.21) implica que

I —9 1 +1

Q(L) = TQ*(L -2)+ T Z Jlov + prs1) — flp—1 + pig2) | (3.22)
r=1—1
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donde Q*(L — 2) corresponde a un sistema de tamano L — 2, sin las posiciones [ y

[ 4+ 1. La ecuacién (3.22) sugiere que, en el limite de tamano muy grande,

/ dpy - / dpi / dpria-- / Ao (L)P (o1, ity proos - piclpt proa: p)
0
Q* 1

~ T, (3.23)

ya que 7, = (Q (L)) para L — oo, como definimos en la ecuacién (3.16b).
El subindice p reaparece en 7,, porque el valor promedio estd calculado en el
instante p, con la distribucién de probabilidad P(p1, ps, ..., pn;p). Fisicamente,
podemos entender el resultado (3.23) como que (i) para una configuracién tipica,
Q(L) ~ Q*(L — 2), su diferencia es de orden L™ (ii) los sitios (I,/ + 1) en (3.23)
actian como unas condiciones de contorno “extra”, que no afectan el valor medio

para L — oo. Asi, sustituyendo la ecuacién (3.23) en (3.20),

<g(pz,p, priip) f(Prp + pritp) > N
(L)

Tol 9 (Pips Pr41,p) f(PLp + Pri1p))- (3.24)

Este es un resultado importante y que vamos a usar repetidamente en el desarrollo
de esta tesis, ya que simplifica mucho los cédlculos. Para seguir avanzando, tenemos

que calcular el promedio

(9(o1p, 1) f (Prp + Pro1p)) = / dpz/dpm 9(p, pre1) f(pr + pie) P, prens p),

B (3.25)
para lo que necesitamos conocer la funcién de distribucién P(p;, pi1;p). En este
punto, y para calcular estos promedios, introducimos la aproximacion de equilibrio
local, es decir, asumimos que la distribucién de probabilidad P(p;, pi+1;p) dentro

de la integral en la ecuacién (3.25) se puede sustituir por

1 P Pr+1
Pl o) = ) 0 (‘ o <,ol+1,p>) - (329)
Esta hipotesis de equilibrio local, nos permite calcular expresiones para los pro-
medios en términos de las densidades locales de energia (p;,) ¥ (pit1,). Ademas,
asumiremos cuando sea necesario que (p;+1,—p1p) = O(L™1), lo que es consistente
con el limite continuo introducido en la seccion 3.2. El promedio en la ecuacion
(3.25) se convierte en un funcional del campo de densidad de energia pa(z,t), ya

que

1 <pl+1,p - pl7p>

N ~ pay (T, 1) + L7 0y pay (7, 1). (3.27)

(prr1p) = p1p) + L™



Capitulo 3 Una clase general de modelos disipativos 53

Hemos utilizado que
{Privp = Prp) N
Ax

en el limite continuo de espacio y tiempo que estamos considerando en esta seccién.

o Pav (T, 1) (3.28)

Para calcular la corriente promedio nuestro punto de partida es la ecuacién (3.12),

y aplicando (3.24) llegamos a

li) = 5 (Lol E) © S = pa ) ), 629

Ahora, tenemos que evaluar el promedio ((p1, — piy1p)f(Z1p)) en la aprozimacion

de equilibrio local. Tenemos que, por definicién, usando (3.26)

1 [ee) oo
<(pl,p - Pl+1,p)f<zl,p>>LE = —/ dpl/ dPlH(Pl - Pl+1)f(ﬂl + Pl+1)
> Pl+1,p 0

{p1p)(
Xexp(—<pl e ) (3.30)

Pl,p> <pl+1,p>

Sustituimos (3.27) en la ecuacién anterior, y desarrollamos hasta orden L', que

es el dominante, ya que la contribucién de orden cero,

[oe) oo +
[ o [ ot et e (<212 0
0 0 av

debido a la simetria del integrando ante el intercambio p; <+ p;11. Por consiguiente,

hasta primer orden en L1,

(o = pssdf i ~ =52 [ s = ) (1= 222)

+
X f(pi + piy1) exp (—%)3.32)

Intercambiando las variables mudas de integraciéon p; y pj11, obtenemos una expre-

sién similar a la anterior. Promediando las dos expresiones equivalentes, obtenemos

PLtPI+1

wpaV —
((prp — pro1p) f(Eip)) e ~—L7! / dﬂl/ dpii(pr— pr1)’ flpi+ prar)e v

o p/ d:c/ dy(z — 1) F(pa (& + 1)),
(3.33)

Para obtener la ultima igualdad en la ecuacién (3.33), hemos introducido el cambio

de variables p; = payr, pri1 = pavy. Podemos simplificar esta expresién utilizando
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coordenadas polares (7, ¢), y definir z = a?, y = b%, con a = rcos ¢, b = rsin ¢. Asi,

podemos realizar la integral sobre la variable angular ¢, con el siguiente resultado:

az av > —r2
(0 = s S = =20 [ plpur®ie ™. (339
0

Por lo tanto, usando la aproximacion de equilibrio local, la ecuacién (3.29), se

transforma en
<jlvp> ~ _L_QTpD@av)@zPav, (335)

donde la difusividad D(p) esta dada por

1

D(p) = 6 /000 drr” f(pr¥)e™"". (3.36)

La ecuacién (3.35) es por tanto consistente con el escalamiento supuesto en la

ecuacién (3.16a). Ademas,

jav(l', t) = _D(pav)ampava (337)

esto es, se cumple la ley de Fourier con “difusividad” D(pay).

Por otro lado, para calcular la disipacién promedio, partimos de la ecuacién (3.13)

para la disipacion,

(diy) = “T“<p {f @lap)Qt(gzl_Lp)} > o (i) + F(B 1)
(3.38)

donde hemos usado de nuevo la ecuacién (3.24). De la misma forma que antes, cal-
culamos ahora el promedio (p;,, [f(X;,) + f(2i-1,)]) en la aproximacién de equili-
brio local. De hecho, tenemos ahora un caso maés sencillo, puesto que este promedio
es del orden de la unidad en el limite de tamano grande. Con el mismo procedi-

miento seguido antes, se obtiene que

(Piw (1) + F(Sr) e = pav / T e / " dy(e+ 9) f(ou (@ + ) E3.39)

Como hicimos al deducir la ecuacién (3.33), hemos tenido en cuenta (pi41,) ~
(prp) — pav(z,t), la ec. (3.27), e introducido el cambio de variable p; = payz,

Ple1 = Pavy. Ahora, realizando el mismo cambio de variable a coordenadas polares,
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y la integral sobre la variable angular, llegamos a

(o £(S) 4 F Sl =20 [ drr®flpur)e ™. (@40)
Esto implica, teniendo en cuenta la ec. (3.38), que
(dip) ~ =L 7,0 R(pav), (3.41)
con
R(p) = p/ooo drr® f(pr?)e". (3.42)

De nuevo, al ec. (3.41) es consistente con el escalamiento asumido en (3.18), con
Aoy (7,1) = —VR(pay) (3.43)

Es interesante observar que el nuevo coeficiente de transporte R(p), asociado a la
disipacién, se puede relacionar con la difusividad. Derivando en la ec. (3.42) con
respecto a p, y haciendo después del cambio de variables de integracion z = r,/p,

encontramos que
_ 1dR(p) | E(p)
6 dp 3p

De hecho, dado la difusividad, esta ecuaciéon puede considerarse una ecuacién

D(p) (3.44)

diferencial de primer orden para R(p). Su solucién, con las condiciones de contorno
apropiadas (normalmente R(p = 0) = 0), es equivalente a calcular la integral

(3.42). Ahora podemos reescribir la ecuacién (3.11) en la forma,

<pl,p+1 - pl,p> = _L_STpa:cjav(xa t) - L_3TpVR(pav)> (345)

usando las ecs. (3.41) y (3.17). Esta ecuacién sugiere la introduccién de un tiempo

hidrodindmico (o macroscopico) ¢, tal que su incremento en el paso p viene dado

por
p—1 p—1
At,=L77,, t=> At;=L") 7 (3.46)
j=0 =0
Asi, la ecuacion (3.45) es equivalente a
8tpav(x> t) = _axjav<$7 t) + dav(flf; t), (3.47)

donde la corriente promedio j..(x,t) verifica la ley de Fourier con difusividad

D(pay), ecs (3.36)-(3.37), y la disipacion promedio d,y(z,t) esta dada en términos
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del campo de densidad por las ecs. (3.42)-(3.43).

Las condiciones de contorno para la ec. (3.47) dependen de la situacién fisica que
estemos considerando. Por ejemplo, podemos considerar un sistema en contacto
con dos banos térmicos en x = +1/2; a la misma temperatura 7', de manera que
plx = £1/2,t) = T. En ese caso, el sistema alcanzard un estado estacionario
en el limite de tiempos grandes, para el cual la inyeccién de energia a través
de los contornos y la disipacion en el ”bulk”se compensan entre si. La solucién

(macroscopica) para los promedios de (3.47) verifica

Jue(@) + VR(pay(2)) = 0, Jar(2) = =D (pav(2)) i (7), (3.48)

donde las primas indican derivada espacial. La primera igualdad en la ecuacién
(3.48) se sigue de (3.47), mientras que la segunda es la ley de Fourier para la

corriente. De esta manera, podemos escribir una ecuaciéon de segundo orden para

P
d
d_ [D(Pav)Piw] = VR(paV)a (349)
x
con las condiciones de contorno p,,(£1/2) = T. Para resolver la ec. (3.49), po-
demos introducir un campo auxiliar y(z,t) que ademas nos serd de utilidad més

adelante,
y = R(p), (3.50a)

tal que
d(z,t) = —vy(z,t). (3.50Db)

Las ecuaciones (3.48) y (3.49) en la nueva variable y(x,t) son,

A

Jae(@) + vYar(@) = 0, Jav(2) = =D (yav(2))Yey (), (3.51)

con

- dy\ dR(p)\ "
D)= |- D(p)=—7+ D(p). 3.52
w=(2) o= ("52) o) (35
Asi, D acttia como una difusividad “efectiva”, es decir, es el factor que multiplica

al gradiente espacial cuando escribimos la ley de Fourier en la variable y. Teniendo

en cuenta la ec. (3.44),
1 1dlnp(y)

D(y) = 3.53
(y) 6 3 dlny (3.53)

Es importante senalar que D es constante, independiente de y, siempre que y =
R(p) dependa algebraicamente de p. Esta observacién serd muy util en la seccién

3.3, donde estudiaremos en detalle una familia particular de modelos. La ec. (3.51)
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también puede escribirse como una ecuaciéon de segundo orden para yay,

Dl = v v(1/2) = R(T), (3.54)

De aqui se obtiene la solucién promedio para el campo de densidad en la situacién
fisica de interés. Cuando D es constante, la ec. (3.54) es lineal en y y puede

integrarse de manera inmediata.

En el contexto de los sistemas conservativos de particulas interaccionantes se pue-
de encontrar una prueba rigurosa de la aprozimacion de equilibrio local [42, 44].
Su extensién aqui al caso disipativo se basa en que la dindmica microscopica es
cuasieldstica. Ademas, la validez de esta aproximacion sera confirmada a posterio-
r, mediante la comparacion de nuestras predicciones tedricas con las simulaciones

numéricas que presentamos en la subseccion siguiente 3.3.

3.3. Ecuaciones de los promedios. Soluciones analiti-

cas y numeéricas

Ahora aplicamos la teoria desarrollada en el capitulo anterior a una clase amplia de
modelos disipativos. Mas concretamente, nos restringimos a la siguiente eleccién

del ritmo de colisién,
2

f(p) = mﬂﬁa (3.55)

es decir, f(p) o< p?, con 8 > —3 pero arbitrario. Hemos introducido la constante
2/T(8 + 3) por conveniencia, ya que simplifica las expresiones de los coeficientes
de transporte. Para f = 0, f(p) = 1 y todos los pares son elegidos con idéntica
probabilidad, independientemente de su energia. Asi, tenemos una generalizacién
al caso disipativo del modelo KMP [45]. Para =1, f(p) = p/3 y se elige el par
que colisiona con probabilidad proporcional a su energia. El caso conservativo ha

sido estudiado recientemente en [41].

Para esta familia de modelos, los coeficientes de transporte se calculan facilmente.
El nuevo coeficiente de transporte relacionado con la disipacién, R(p), se obtiene

inmediatamente de la ec. (3.42),

2 > 2
R(p) = ————=p""! / drr®t?Pe " = pftt, 3.56
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lo que nos muestra el motivo de la eleccién de la constante en la ec. (3.55). La

difusividad se calcula sustituyendo la ec. (3.56) en (3.44), con el resultado

_ 543

B 3.57
o P (3.57)

D(p)
Por supuesto, se obtiene el mismo resultado si se usa la ec. (3.36). Para § = 0,
se tiene que D(p) = 1/2 y R(p) = p [45]. De manera interesante, la dependencia
algebraica de f(«) con la densidad de energia p aparece en sistemas reales. Por
ejemplo, en los medios granulares [46] el campo de densidad p puede identificarse
con la temperatura granular local. Ademds, para el modelo de esferas duras, la
frecuencia de colisién media es proporcional a la raiz cuadrada de la temperatura
granular. Asi, el caso de el gas granular deberia corresponder a § = 1/2, y de

1/2

hecho se encuentra que D(p) o p/* mientras que el término disipativo se comporta

3/2 Este 1ltimo es el responsable del decaimiento algebraico de la

como R(p) x p
temperatura granular (oc t=2 para tiempos largos; ley de Haff) observado en el
caso homogéno cuando el sistema esta aislado [46]. En la bibliografia también se
han investigado las llamadas moléculas de Maxwell, en las que la probabilidad de
colisién es independiente de la velocidad [40], que se corresponderia con el caso
B = 0. Por otra parte, también es importante senalar que la analogia con el caso
granular no es completa, ya que en nuestros modelos sélo tenemos el campo de
densidad de energia, mientras que en los sistemas granulares también se tienen los
campos de densidad de masa y de cantidad de movimiento, que son magnitudes

conservadas.

Vamos a investigar ahora el comportamiento promedio para la familia de modelos
definidos por nuestra eleccién de la tasa de colisién (3.55), cuyos coeficientes de
transporte vienen dados por las ecuaciones (3.56) y (3.57). Primero, analizamos la
evolucion temporal de un sistema aislado, con condiciones periddicas de contorno.
Debido a la disipaciéon, y asumiendo que no hay estructura espacial, el sistema entra
en un estado de enfriamiento homogéneo (HCS) caracterizado por una disipacién
continua de energia. La homogeneidad implica que p(x,t) = p(t), y esta densidad
de energia obedece d;p = —vp’t! de acuerdo con las ecs. (3.47) and (3.56). La

evolucién temporal de la densidad de energia en el HCS es

p
<1+V5(;)§t)”5 7Y
p(t) = (3.58)

poe™"" p=0
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FIGURA 3.2: Decaimiento con el tiempo de la energia promedio por sitio pa-
ra un sistema aislado en nuestra clase general de modelos disipativos. Hemos
representado datos para v = 1, L = 80, y valores diferentes de 5 € [0,2]. Un
comportamiento similar se observa para valores distintos de v y L. La lineas se
corresponden a las predicciones tedricas, véase la Eq. (3.58).

donde py es la densidad de energia inicial en el sistema, que esta fijada por las
condiciones iniciales. Nétese el decaimiento exponencial de la energia en el tiempo
para el caso lineal (8 = 0), mientras que todos los casos no lineales (8 # 0)
obedecen un la ley potencial. Esto es de hecho una generalizacion de la ley de Haff
para los gases granulares, que corresponderian a § = 1/2. La fig. 3.2 muestra la
evolucién temporal del promedio de la densidad de energia para diferentes valores
de £ y un valor concreto de v y L, medidos en simulaciones de Monte Carlo. El
acuerdo centre el resultado numérico y la ec. (3.58) es excelente en todos los casos,
confirmando la conjetura de homogeneidad propuesta. No esperamos que el HCS
se vuelva inestable en su evolucion en el tiempo, puesto que nuestro modelo no
contiene las velocidades, cuya correlacién tras la colision esta detras del origen de

la inestabilidad del HCS en los gases granulares d-dimensionales [46].

A continuacion estudiamos el comportamiento del sistema en el estado estacionario
que se alcanza cuando éste interactiia con dos banos térmicos a temperatura T
situados en sus extremos. Siguiendo el procedimiento introducido en la seccién

3.2.1 de este capitulo, es conveniente definir una variable auxiliar

1

y=p"" p=yF, (3.59)
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donde hemos usado las ecs. (3.50a) y (3.56). También calculamos la difusividad
“efectiva” D(y) definida en la ec. (3.52); usando la ecuacién (3.53) se obtiene que
A B+3
D=——, 3.60
6(8+1) (3.60)
Asi, mientras la difusividad “verdadera” D(p) depende de p, como nos dice la
ec.(3.56), la difusividad “efectiva’ es constante, D(y) = D. Esto nos permite
calcular explicitamente los perfiles promedio para la densidad y la corriente ya que
la ec. (3.54), que los determina, es lineal en y. La solucién estacionaria promedio

para este caso, donde existe inyeccion de energia, es entonces

Yav () =T77 ————=—, (3.61a)

sinh (:c %)

Jav(z) = =Dyl (x) = =TV vD (3.61b)

La densidad promedio se obtiene de manera inmediata a partir de (3.59) y (3.61),

1

EESS
14
cosh (x D)

Pav(w) =T (3.62)

14
cosh b

El campo de disipacién promedio es basicamente .y (), como expresa la ec. (3.50b)

oy () = —VYa (1) (3.63)

La ecuacién (3.62) muestra claramente una de las principales propiedades de los
medios disipativos: los gradientes estan controlados por la disipacién y no por las
condiciones de contorno. Aunque ambos extremos del sistema estdn en contacto
con dos banos térmicos a la misma temperatura 7', la densidad de energia p no es
constante en el sistema, como se observa claramente en la figura 3.3. Un coeficien-
te macroscépico de disipacion v mayor produce un gradiente espacial mayor: la
longitud caracteristica de nuestro espacio adimensional z escala como 1/v. En la
figura, los puntos correspnden a la simulacién Monte Carlo del modelo estocéstico

introducido en la seccion 3.1, mientras que las lineas son las soluciones analiticas
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FiGurA 3.3: Perfiles de la densidad de energia promedio para diferentes valores

de v € [1071,10%] y B = 0, 0,5, 1, en un sistema de tamaiio N = 160. La

temperatura de los banos es T = 1 siempre. Las lineas se corresponden a las

predicciones tedricas, y el acuerdo entre teoria y simulacién es excelente en todos
los casos.

de la teoria hidrodindmica, ec. (3.62). El acuerdo entre teoria y simulacién es ex-
celente en todos los casos. En el limite casieldstico v — 07, la densidad es casi
constante, ya que p'(z) &< v en ese limite. Para el caso v = 107!, en la figura se
observa una estructura espacial muy débil sobre la escala mostrada, para todos los
valores de [ considerados. Es interesante senalar que se ven perfiles similares en
sistemas de particulas con niicleo duro [47]. Cuando v aumenta, el sistema se aleja
del comportamiento “cuasihomogéneo”. De hecho, para los valores mas grandes
de v = 10%, hay dos capas limite cerca de los extremos, caracterizado por unos

gradientes internos grandes, mientras que p — 0 en el interior del sistema.

Una cuestién importante es saber cémo converge el sistema hacia la descripcién
hidrodinamica cuando crece su longitud. Para estimarlo, representamos en la figura
3.4 la diferencia App(x) = pgﬁl))(a:) — pav(x) entre los valores numéricos medidos
para la densidad y los correspondientes valores tedricos, para diferentes tamartios
del sistema en el rango 10 < L < 160, como una funcién de la coordenada espacial
x. Para ser concretos, mostramos los datos de v = 10 y 8 = 0,5, para los cuales
los gradientes espaciales son importantes en el sistema, como vemos en la fig.

3.3. El perfil de exceso Apr(x) exhibe una estructura no trivial pero, disminuye
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F1GURA 3.4: Perfiles de exceso de la densidad de energia promedio para v = 10,
B = 0,5, y diferentes valores de L € [10,160]. Las correcciones de tamano finito
disminuyen rapidamente a cero con el tamano del sistema.

rapidamente con el tamano del sistema, siendo muy pequeno en todo él para
L = 160. De hecho, incluso para el tamano mas pequeno L = 10, Ap;, es bastante
pequeno, ya que el error relativo esta por debajo del uno por ciento en todo el
sistema. Esto significa que la descripcion hidrodindmica desarrollada aqui es valida
a partir de tamanos del sistema “bastante pequenos”, aunque el limite concreto
depende del coeficiente de disipacién macroscopica v. Cuando v crece, se necesita
considerar un sistema de tamano mayor, puesto que los gradientes se hacen mas

importantes y se ve antes el caracter reticular del modelo microcépico subyacente.

Una caracteristica relevante de los modelos disipativos con inyeccién de energia
introducidos en esta seccion es la existencia de una resistencia de borde en los
extremos no trivial, que mide el salto entre la densidad de energia promedio en las
posiciones de los extremos y la temperatura correspondiente a los banos térmicos:
ATy, = pgﬁl))(x = +1) — T # 0, véanse las figuras 3.3 y 3.4. Curiosamente, esta
resistencia térmica en los bordes aparece sélo para  # 0, mostrando que la no
linealidad es esencial para que se produzca este salto térmico. Este fenémeno es
bien conocido en el transporte de energia no lineal, como resultado de la dispersién

de energia que tiene lugar en la interfase sistema-bano. Como ejemplos, pueden
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FIGURA 3.5: Resistencia térmica de borde como funcién del tamano del sistema

L, para distintos valores de v € [1073,10%] y 8 = 0,5, 1. En todos los casos el

salto témico en los contornos decae como L', con una amplitud que crece con
V.

citarse sistemas como la cadena de osciladores de Fermi-Pasta-Ulam, fluidos de
esferas duras, etc. [48]. La figura 3.5 representa el salto térmico medido en los
extremos como funcién del tamano del sistema para distintos valores de v y 5 > 0,
y muestra que ATy, decae como L~! para sistemas suficientemente grandes. La

amplitud aumenta con el parametro de disipacion v y el exponente de no linealidad

B.

En la fig. 3.6, mostramos el perfil de corriente promedio, medido en simulaciones
tras cada evento de colision, para diferentes valores del coeficiente de disipacién
macroscépico v. Para ser concretos y para hacer la figura méas simple y comprensi-
ble, hemos considerado 8 = 0. Otros valores de [ tienen el mismo comportamiento
cualitativo. La corriente no es constante a través del sistema, lo que es esencial-
mente distinto del comportamiento propio de los sistemas conservativos. Para un
sistema fuertemente disipativo, v > 1, la corriente promedio es nula excepto en
dos capas limite cercanas a los contornos, dentro de las cuales es muy grande.
Légicamente, esto es consecuencia de la forma de los perfiles de densidad y de la
validez de la ley de Fourier en nuestro sistema. De nuevo, observamos que el acuer-

do entre la expresién tedrica para la corriente (linea continua) que se corresponde
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FIGURA 3.6: Perfiles de corriente promedio para diferentes valores de v €

[1071,10%], B = 0 y N = 160. Nétese la estructura no trivial debido a la disi-

pacién en el seno del sistema, lo que contrasta con el comportamiento encon-

trado en los sistemas conservativos, donde el campo de corriente es homogéneo.

Las lineas se corresponden con las predicciones tedricas, y el acuerdo teoria-
simulacién es excelente en todos los casos.

a la ec. (3.61b) y la simulacién (puntos) es excelente en todos los casos.

La dependencia espacial del campo de disipacion promedio d,, () estéd representada
en la fig. 3.7. Notese que el eje vertical estd en escala logaritmica, para poder
mostrar con mas claridad su comportamiento en el seno del sistema cuando v > 1.
De nuevo, el acuerdo entre la teoria (linea continua) y la simulacién (puntos) es
excelente, incluso en el centro del sistema, donde |d,,(x)| es realmente pequeno en

el limite v > 1.

La simplicidad del modelo nos permite medir directamente los coeficientes de trans-
porte en las simulaciones. En particular, una implicacion importante de nuestra
descripcion hidrodinamica es que los coeficientes de transporte son funcién tni-
camente de la densidad de energia p, para sistemas de tamano grande y bajo
la hipétesis de equilibrio local, como expresan las ecs. (3.36) y (3.42). Hemos
comprobado la validez de nuestra teoria comparando los valores numéricos de los
coeficientes de transporte, medidos en simulaciones Monte Carlo, y las predicciones

tedricas para la clase general de modelos considerados en esta seccion, dadas por
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FIGURA 3.7: Perifles del campo de disipacién promedio para diferentes valores

de v € [1071,10%] y B =0, 0,5, 1, para N = 160. La temperatura del bafio es

T =1 en todos los casos. La lineas se corresponden con las predicciones tedricas,
que reproducen de manera excelente los datos numéricos.

las ecs. (3.56) y (3.57). Vamos a empezar por considerar la evaluaciéon numérica
de R(p), el coeficiente de transporte asociado a la disipacién. En la fig. 3.8, hemos
representado el campo de disipacién promedio local d,,(x) a lo largo de la cadena
de sitios frente a la densidad de energia promedio local p,.(z), es decir, hemos

combinado los puntos de las figuras 3.3 y 3.7. En concreto, dibujamos |day(z)|/v

11
272

en las figs. 3.3 y 3.7, hemos incluido puntos para tamanos mas pequenos, desde

frente a pu(z) Vo € | |. Aparte del tamano del sistema L = 160 considerado
L =10 a L = 80, de modo que pueda verse la convergencia al comportamiento
hidrodinamico. Para cada valor de 3, todos los puntos colapsan en una misma cur-
va, esto es, R(p) es funcién tnicamente de p. Ademads, la dependencia del nuevo
coeficiente de transporte R(p) con concuerda con la expresion tedrica (3.56). Es
llamativa la rapida convergencia a la descripcion hidrodinamica, ya que L = 10 es

suficiente para recuperar la prediccion tedrica.

También hemos medido numéricamente la difusividad, que es el valor que relaciona
la corriente local de energia con el gradiente de la densidad local de acuerdo con
la ley de Fourier. Para ello, hemos combinado los datos usados en las figs. 3.3 y

3.6: representamos —jay/ph,, donde la prima indica la derivada espacial numérica
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F1curaA 3.8: Coeficiente de transporte de la disipacién R(p) medido en las simu-

laciones, como funcién de la densidad de energia promedio local, para diferentes

valores de v, 8 y L. Para cada valor de 8 considerado, los datos numeéricos
colapsan con la prediccién teérica pBt! VY, L.

0.6
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FicuraA 3.9: Comparacién entre los valores tedricos y numéricos de la difusivi-
dad D(p) para =0, 0,5, 1. Hemos considerado distintos valores de v y L. El
acuerdo entre teoria y simulacién es excelente.
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del perfil de energia medido, frente a p,,. Igual que sucedia para el coeficiente
de transporte para la disipacién R(p), el acuerdo entre teoria y simulacion para
D(p) es muy bueno. Hay algunos puntos que se alejan de la prediccién tedrica,
pero esta discrepancia es debida a lo pequenio de los valores de ju () v ol ()
cerca del centro del sistema, donde p,, alcanza un minimo y por tanto p. tiende
a cero. Esto conlleva errores numéricos importantes en el cociente —j,,/p., cerca

del minimo correspondiente a cada perfil promedio pa, ().






Capitulo 4
Hidrodinamica fluctuante

Hemos visto en el capitulo anterior que la energia local p;, obedece la ecuacién de
balance (3.10), con un término difusivo, dado por la derivada espacial discreta de
la corriente microscépica, y un término disipativo. Promediando sobre todas las
posibles realizaciones de la dinamica, se ha obtenido la ecuacion hidrodinamica
(3.47), cuya estructura es similar, pero ahora en términos de los campos hidro-
dindmicos continuos (densidad, corriente y disipacién). El principal objetivo de
este capitulo es analizar el problema mas alla del comportamiento promedio, esto
es, estudiar las fluctuaciones locales de los campos de corriente y disipacion o,

dicho de manera equivalente, las propiedades de sus respectivos “ruidos”.

Afrontamos el problema de caracterizar los términos de ruido en el limite de ta-
mano grande L > 1, el mismo limite en el cual hemos demostrado que la ecuacién
(3.47) es vélida sobre la escala hidrodindmica definida en la ec. (3.46). La idea
es separar la corriente microscépica j;, en un término principal }l,p y un término
de ruido &, J1p = }l,p + & p- De manera equivalente, tendremos para el campo
de disipacién microscépico que d;, = glvl,p + M1 p, con el término principal &vl,p y el
ruido de la disipacién 7;,. La idea fisica de los términos principales es que co-
rresponden al promedio “condicionado” de la magnitud correspondiente para una
configuraciéon dada p y, en consecuencia, el valor medio de cada campo coincide
con el de su término principal correspondiente, () = (ji), <c71,p> = (d; ). Enton-
ces, ambos ruidos tienen valor medio nulo, (& ,) = 0, (n,) = 0. En este capitulo
encontramos que: (i) el ruido de la corriente es blanco y gaussiano, (ii) el ruido
correspondiente a la disipacion es subdominante respecto al ruido de la corriente
sil—a = O(L?), como viene dado por la ec. (3.18). Por lo tanto, el ruido de
la corriente es la principal fuente de fluctuaciones a nivel mesoscépico. Por otra

parte, las fluctuaciones del campo de disipacién estan ‘ligadas” a las del campo de

69
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densidad, ya que d;, = vR(p;,) al poder despreciarse el ruido propio del campo

de disipacion.

4.1. Definicion de los ruidos

4.1.1. La corriente fluctuante. Valores promedio y propie-
dades del ruido.

Vamos a considerar las fluctuaciones de la corriente microscoépica j; ,. Como hemos
descrito arriba, la idea es dividir la corriente en un término principal y otro de
ruido

.jl,p = jl,p + gl,p (41>

tal que (jip) = (jip). La eleccion siguiente,

G = a (pp = pry1p) f(Ep)
"L Q,(L) ’

(4.2)

garantiza la condicién anterior para la igualdad de promedios, vease la ec. (3.12).
Para aclarar la diferencia entre j;, y jl,p, notese que mientras el primero es exac-
tamente cero a no ser que colisione el par (I,[ + 1) en el instante p, como se
sigue de la ec. (3.8), el segundo puede tomar un valor no trivial incluso en au-
sencia de dicha colisién; sin embargo sus promedios coinciden. Puede entenderse
’jl’p como el promedio de j;, condicionado a un cierto perfil de densidad dado
Pp = {P1ps s PNpts }l,p = (Jip)p- Esto quiere decir que promediamos sobre los
nimeros aleatorios z, e y, en la ec. (3.8) pero no sobre p. La ec. (4.2) es la ley
de Fourier a nivel microscopico, j]lp es proporcional al gradiente de la densidad
local de energia. Queremos estudiar las propiedades del ruido &, = j;, — 3’17‘@. Co-
menzamos por su promedio y su funcién de correlacién (&, &y 7). De la igualdad

(Jip) = (J1p), tenemos inmediatamente que

(&p) =0. (4.3)
Para la funcion de correlacion del ruido, es facil mostrar que
<€l,p gl’,p’> = <jl,p jl’,p/> - <‘A7‘Jl,p;l/,p’>- (4-4)

Ademéds, a partir de la definicién de corriente, ec. (3.8), es facil probar también

que (&, &) = 0 para p # p', asi que no hay correlacién en el ruido de la corriente
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para distintos instantes de tiempo. Para tiempos iguales, p = p’, el segundo término
del segundo miembro de la ec. (4.4) es despreciable comparado con el primero en
el limite L > 1, puesto que es de orden O(L™?), mientras que, como veremos
a continuacién, el primer término se comporta como O(L™1) y es el dominante.

Usando la definicién de corriente microscépica (3.8), tenemos que

Jiprp = o [(1— 2p)Pp — ZpPis1p) [(1 = 2p) pvp — 2pprrs1,p] 0y, 10y, (4.5)
Ahora tenemos en cuenta que (z,) = 1/2, (22) =1/3, y que

b
<5yp,15yp,l’>p = [Jjg()p éi))

6[,[’ y (46)

llegando a

(4.7)

o a? [ (p? + p? - PrpPis1p) F(Xp)
(Gipdir p) ~ ( trlp  The i) P2 Vo,

3L 0,(L)

que es efectivamente de orden O(L™'). Por tanto, el término dominante del la

correlacion del ruido de la corriente en el limite L > 1 es

I
<§l,p gl’,p’> ~ Z:l,p(sl,l’ép,p’y (48)

donde hemos despreciado los términos O(L™2), y definido

(4.9)

:lvp = 3

—_ 04_2 (pl2+1,p + p12,p - Pl,ppl-i-l,p) f(Zip)
Q,(L)

En principio, la ec. (4.9) no puede expresarse en términos de (p;,), de modo que,
como cabia esperar, la ecuacién de balance fluctuante (3.10) no esta cerrada a
nivel microscépico. Usando de nuevo la aproximacién de “equilibrio local” [21] de

la seccion 3.2.1, obtenemos

2.2 oo
a
Sip~ Ty ?'i)a"/o drrT f(payr?)e™"".

(4.10)

En el limite continuo tenemos que tener en cuenta la ec. (3.16a), e introducir en
consecuencia el mismo escalamiento para la corriente fluctuante y su ruido, esto
es

Jip = L721j(z,t), &, — L721,6(x,t). (4.11)
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De este modo,
j(@,t) = j(z,t) + £z, 1). (4.12)
Con esta definicion, se obtiene inmediatamente que

(2, 1)) = Jav(2, 1), (4.13a)
(€(z,1)) = 0. (4.13D)

Ademas la funcién de correlacién del ruido de la corriente es, combinando las ecs.

(4.8)-(4.11), 1
(E(,DEW ) ~ Tolpu)dlw = 2)o(t — ), (4.14)

donde hemos tenido en cuenta la cuasi elasticidad de la dinamica microscépica,

1 —a=0(L?), véase la ec. (3.18). Asimismo, hemos introducido la ”movilidad”

2 o)
p 2
o) =3 / drr’f(pr*)e™ = 2p°D(p) (4.15)
0
y utilizado que
5l,l’ / 51)47’ /

donde Az y At, estdn definidas en las ecs. (3.14) y (3.46), respectivamente. Por
tanto, hemos demostrado que el ruido de la corriente es blanco: su valor promedio
es cero y esta delta-correlacionado en el espacio y en el tiempo. A continuacién,

probararemos que también es gaussiano.

La ecuacién (4.15), o(p) = 2p*D(p), es una relacién de fluctuacién-disipacién pa-
ra el caso disipativo. Relaciona la movilidad y la difusividad, y es andloga a la
existente en los sistemas conservativos [10, 21]. La validez de esta relacién de fluc-
tuacion-disipacién entronca con la cuasielasticidad de la dinamica microscopica
(estocéstica). Para un valor dado del coeficiente de disipacién mesoscépico v, el

valor correspondiente de la inelasticidad microscopica es o« = 1 — véase la ec.

v
207>
(3.18), asi que valores de v del orden de la unidad corresponden a una dindmica
microscopica cuasieldstica para L > 1. Se ha encontrado una relacién fluctua-
cién-disipaciéon similar en algunos sistemas disipativos, que incluyen los medios
granulares, para inelasticidades no muy grandes[49]. Por otra parte, para un coefi-
ciente de disipacién macroscopico suficientemente grande, para el que 1 —a = O(1)
y v ~ O(L?), la aproximacién de equilibrio local fallarfa y esperariamos una rup-
tura de la relacién de fluctuacién-disipacion, y posiblemente de la hidrodindmica,

como también sucede en otros sistemas disipativos [49, 50].
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4.1.2. Caracter gaussiano del ruido de la corriente

En el limite de tamano del sistema grande L > 1, el ruido de la corriente introduci-
do en la seccién 4.1.3 es blanco, como expresan las ecuaciones (4.13b) y (4.14), con
la movilidad o(z, t) dada por la ec. (4.15), independiente de L. Podemos introducir

un nuevo campo &(x,t) dado por

E(x,t) = L72(x, ), (4.17)

tal que &(z,t) permanece finito en el limite de tamano del sistema L — oo,

(€(z,1)) =0, &z, )&, 1)) = a(p)d(x — 2")o(t —1'). (4.18)

En esta seccién, mostramos que todos los cumulantes de £(x,t) de orden superior

al segundo se anulan en el limite de sistemas muy grandes.

Vamos a considerar un cumulante de orden n del ruido microscépico & ,, que es
igual al momento de orden n-ésimo de ¢ mas una suma de productos no lineales
de momentos de orden mas bajo de £&. Un célculo andlogo al llevado a cabo para
la correlacién (£ ,&y ) muestra que el comportamiento dominante de cualquier
momento es del orden de L~!, obtenido cuando todos los tiempos son iguales.
Por lo tanto, el momento de orden n (i ,ji - - - Jim pm) da el comportamiento
dominante, de orden L', para p = p’ = --- = p(™; cualquier otra contribucién al

cumulante es, al menos, de orden L~2. De esta forma,

(updvp =+ Juw) pm) ~ L7 7, (Cop) o Oy g - - Op(n=1) 1(m) Op,p Oy it + * * Opp(n=1) )
(4.19)
donde (C},) representa un promedio que permanece finito en el limite L — co. En
el limite continuo, cada corriente introduce un factor L?/7, debido al escalamiento

introducido en la ec. (3.16a), y

Sz —a') - 5(xn=h) — (M)
Ln—l

(= 1) (D — 1)
[3(n—1) ’

(€@, (@’ ) - (@™, t™)) ~ L2 = (O (a, t))

p

X

(4.20)
esto es,

(€@, e ) -+ (2,1 ™)) = L3O, 0)d(ax — 2)o(2" — ") - §(a" Y — 2)
X 0t — ot —t")--- 5 — (), (4.21)
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En estas ecuaciones, (C(z,t)) es el comportamiento finito dominante de (Cj,) en
el limite de tamano del sistema grande L > 1, bajo la aproximacién de equilibrio
local introducida en 3.2.1. También hemos tenido en cuenta la relaciéon entre la
delta de Kronecker y la delta de Dirac, ec. (4.16). Utilizando el ruido reescalado
del orden de la unidad &,

(E(@, e 1) - &, 1)) ~ L3O, 0))6(x — )52’ — 2") -+ §(xD) — 2™)
X 0(t — )5t —t")--- ot — ), (4.22)

Por lo tanto, en el limite de L — oo,

(E(z, OE ) - @™ ™)) =0 para todo n > 2, (4.23)

lo que completa la prueba.

El caracter gaussiano de las fluctuaciones del campo de corriente nos permitira,
como veremos en el siguiente capitulo, extender la teoria de las fluctuaciones ma-
croscopica recientemente introducida en la ref. [21] al caso de sistemas disipativos
no lineales [45]. Este esquema tedrico hace factible el estudio de las fluctuacio-
nes, tanto tipicas como raras, de observables macroscopicos en situaciones arbi-
trariamente lejos del equilibrio. Esto posibilita predecir las funciones de grandes
desviaciones que caracterizan la estadistica, asi como los perfiles optimos de los
campos hidrodinamicos que sostienen dichas fluctuaciones. La validez de la des-
cripcién hidrodinamica fluctuante deducida aqui y, en particular, de la aproxima-
cién de “equilibrio local”, puede ser probada a posteriori. Para ello, comparamos
las predicciones para la funcién de grandes desviaciones de la Teoria Macroscopi-
ca de Fluctuaciones asociada a nuestra descripcion hidrodinamica con resultados

numéricos.

4.1.3. La disipacién fluctuante. Valores promedio y propie-
dades del ruido.

Nuestro punto de partida es la ec. (3.9) para la disipaciéon macroscépica d;,, que

dividimos en dos términos: uno principal d;, mas un ruido 7, es decir,

dip = diy + My, (4.24a)

L—apyp[f(Cup) + [(Crp)]

=77 0,(L)

(4.24D)
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Claramente, el promedio del término principal verifica <cflvl’p> = (d; ), véase la ec.
(3.13), v asi el promedio del ruido se anula, (1,,) = 0. De nuevo, como en el caso
de la corriente, c?l,p puede considerarse como el promedio de d;, restringido a una
configuracion dada de la densidad de energia p, glvl,p = (d;p)p- De las ecuaciones
(3.9) y (4.24), tenemos que

(i) + (1)
=—- 0 Oyp i1 — —— : 4.25
T,p ( Oé)plvp |: Yp>l + Yp,l—1 LQP(L) ) ( )
y entonces
f(Ep) + f(Bim1p)
My = (1= a)?pppry {%J + 0y, -1 — pLQp(L) n
']c(z:l/7 l) + f(zll_ , /)

X |:5ypul’ + 5yp/,l’_1 - pLQp/(L) Lp . (426)

Ahora, tomando promedios es claro que (1 ,nr ) = 0 si p # p', porque las varia-
bles y,, y, son independientes en ese caso y los términos entre corchetes tienen
promedio cero. Por consiguiente, nos restringiremos al caso p = p’. Realizando un

calculo similar al hecho para la corriente, obtenemos que

1—a)? /
e g) ~ =2 (G2 Y )0+ ) + fCp) e + 0]
(4.27)

después de usar la ec. (4.6) y despreciar los términos O(L~?). El término dominante

de la correlaciéon del ruido podemos escribirlo entonces como

1
(o) ~ 7 (RO + Oy + By G1r1) (4.28)

donde hemos definido

Rl = 2(1—a)2<pip‘g2(l£’))>, (4.29a)
Ay = (1—a)2<pz,ppz+1,pgz(l£’))>, (4.29b)
Ry = (1—@)2<pl1,ppl,p%>- (4.29¢)

Podemos dar una expresién para el promedio en (4.27) que sea funcién exclusiva-
mente del campo de densidad de energia local p(z,t), si introducimos la aproxi-
macion de equilibrio local, al igual que hicimos para la corriente. Como el célculo

es completamente andlogo, no presentamos los detalles aqui, limitandonos a dar
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los principales resultados. En particular, la estructura de la ec. (4.27) y la relacién
1 — a = 575 implican que

() ~ L=02, (k) 00 + K8 + K0, ) Sy (4:30)

(@)
Lp’
surgen al introducir la misma en las &%), y que se mantienen del orden de la unidad

donde k; 7, i = 1,2, 3, son promedios en la aproximaciéon de “equilibrio local”, que

en el limite L — oco. Se obtiene

1 [ee]
iy ~ 3P / drr7 f(r*pa)e", (4.31a)
0
@ _ 6 _1 @
Kip = Kip = 7hip, (4.31b)

La igualdad de /<o§72p) y Iil(?p) es consecuencia de que la diferencia entre £ Ip ¥ K2 Ip
es de orden L1, ya que se corresponden a dos promedios completamente analogos,
pero desplazados un sitio de la red. Con la definicién n(z,t) = L?n,,/7,, véase la
ec. (3.18), introducimos el limite continuo del ruido de la disipacién, y su funcién

de correlacién es
(n(, (@', ) ~ L(p)3(x — ') (t — ), (4.32)

donde hemos usado de nuevo la ec. (4.16), y definido x(p) como el limite continuo

() ecC.

Lp
(4.31a) es exactamente igual a o(p), mientras que cada término no diagonal /fl(?p’g)

de Z?:l /@1(2 Podemos ver que el limite continuo del termino diagonal s

Y

dado por la ec. (4.31b), contribuye o (p). Por tanto,

k(p) = 50(p). (4.33)

La ecuacién (4.32) nos dice que el ruido de la disipacién (o< L=3/%) es mucho mas
débil que el ruido de la corriente (o< L™'/2) en el limite de tamaiio del sistema
grande L > 1. Por tanto, lo despreciaremos en lo que sigue, es decir, el campo de
disipacion es

d(xz,t) = —vR(p), (4.34)

sin ruido “propio”. La cuasielasticidad de la dindmica microscopica, 1 — a = 573,
es la responsable del caracter subdominante del ruido de la disipacion frente al
ruido de la corriente en el limite de tamano de sistema grande. Para estudiar los
momentos de orden superior del ruido, seguimos el mismo procedimiento que en

la subseccion 4.1.1. Teniendo en cuenta que el término dominante del ruido es de
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AB=1.0

FIGURA 4.1: Comparacién entre las medidas numéricas de la movilidad o(p),

obtenidas a partir de la igualdad (4.36), y la prediccién tedrica, dada por las

ecs. (4.15) y (3.57), para § = 0, 0,5, 1. El acuerdo es excelente en todos los

casos, incluso para tamafios del sistema relativamente pequenos (L = 10). Las

curvas para 3 = 0,5 (8 = 1) se han desplazado verticalmente 0,3 (0,6) unidades.
El recuadro muestra la misma figura en escala logaritmica.

orden L~'/2 definimos el ruido escalado 7j(z,t) = n(x,t)LY?. Puede demostrarse

que (para mas detalles véase el apéndice A)

(e, (!, ) - (™ #0)) ~ L7220 (D (w, 0)8(x — a') - 6«7 — 2™)
x8(t =)ot —t")--- 5t — ™) (4.35)

donde (D(z,t)) es un promedio que permanece finito en el limite L — oo. Igual
que sucedia para ruido de la corriente, el ruido del campo de disipacién es gaus-
siano, pero esto es mayormente irrelevante para nuestro estudio. Lo importante
es que las fluctuaciones dominantes a nivel hidrodinamico son las de la corriente:
todos los momentos del ruido escalado 77 se anulan para L — oo, luego para un
sistema grande puede despreciarse el ruido de la disipacién. La ecuacién (4.34) nos
dice que, las fluctuaciones de la disipacién d(x,t) estan “ligadas” a las de el cam-
po de energia p(z,t), como consecuencia de la “cuasi-elasticidad” de la dindmica
a nivel microscopico. Este caracter cuasielastico de la dinamica microscépica es
compatible con la existencia de una disipacién finita a nivel mesoscopico, como

expresa el valor finito del coeficiente macroscépico de disipacién v.
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4.2. Resultados. Comparacioén teoria simulacién.

Para finalizar este capitulo, mostramos las comparaciones de las predicciones tedri-
cas de las amplitudes del ruido con los resultados numeéricos, obtenidos mediante
simulaciones de Monte Carlo de la dindmica microscépica. La figura 4.1 muestra
la amplitud de las fluctuaciones de la corriente, esto es, la movilidad o. De la

combinacién de las ecuaciones (4.8), (4.9) y (4.15), resulta que

2

K)oy (430
Por lo tanto, hemos representado el primer miembro de esta ecuacién como funcién
de la densidad promedio a lo largo de la cadena, ambas medidas numéricamente
en las simulaciones. Esto se ha hecho para los mismos valores de 5 =0, 0,5, 1 que
venimos usando a lo largo de esta memoria, y para varios valores del coeficiente de
disipacion macroscopico v y del tamano del sistema L. En el recuadro de la figura
4.1, se muestra el mismo grafico en escala logaritmica. Se observan lineas rectas
con pendiente 3 + 2, de acuerdo con el comportamiento algebraico de o oc p?+2
predicho por la teorfa hidrodindmica, ecs. (4.15) y (3.57). El excelente acuerdo
entre teoria y simulaciéon y, en concreto, el colapso de los datos correspondientes a
diferentes valores de L son una prueba clara de que el escalamiento predicho del
ruido de la corriente con el tamartio del sistema, (¢(xz,¢)(x',t')) oc L7 ec. (4.14),

es el correcto.

De manera andloga, la fig. 4.2 muestra la medida de las fluctuaciones diagonales,
dadas por el término /@}J, del ruido de la disipacién, como funcion de la densidad
local promedio. A partir de las ecs. (4.30)-(4.32) y la discusién que les sigue, estas

fluctuaciones diagonales estan definidas como

L>(n7,)

2
VeTp

= Hdiag (pav) (437)

De nuevo, el acuerdo entre la teoria y los resultados de la simulacién es excelente.
Los efectos de tamano finito, especialmente a densidades grandes, son més evi-
dentes aqui que para las fluctuaciones de la corriente, comparese con la fig. 4.1.
Esto es natural puesto que las fluctuaciones de la disipacién son muy pequenas
y tienen que ser escaladas como L° en el limite continuo, lo que amplifica fuer-
temente los efectos de tamano finito que afectan a las medidas de simulacién. La
fig. 4.2 confirma el escalamiento de las fluctuaciones de la disipacién, es decir que

(n(z,t)n(z’,t')) o« L3, en el limite continuo, como viene dado por la ec. (4.32).
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FiGurA 4.2: Comparacién entre la medida numérica de la parte diagonal de

k(p), segin la Ec. (4.37), y la prediccién tedrica de la ec. (4.31a), para § =

0, 0,5, 1y diferentes valores de v y L. Las curvas para = 0,5 (= 1) se han
desplazado verticalmente 0,3 (0,6) unidades para una mayor claridad.

Esto apoya nuestra idea de que las fluctuaciones de la disipacién son despreciables
en el limite . — oo, para el que la unica fuente de fluctuaciones relevante sera la

asociada al campo de corriente.






Capitulo 5

Fluctuaciones raras y tipicas en
un sistema difusivo con disipacion

e inyeccion de energia

5.1. Teoria de las fluctuaciones macroscépicas pa-

ra sistemas disipativos

En este capitulo analizamos un clase general de sistemas cuya dinamica a escala

mesoscopica viene descrita por la siguiente ecuacién de evolucién fluctuante

Op(x,t) = —0,j(x,t) + d(z,1). (5.1)

Aqui nos centramos en el caso monodimensional por simplicidad, pero nuestro
analisis puede extenderse de modo sencillo al caso general de dimensién d. En la
ec. (5.1), p(x,t), j(z,t) y d(z,t) son los campos de densidad, corriente y disipa-
cién, respectivamente, y x € [—1/2,1/2] y ¢ son las variables macroscépicas de
espacio y tiempo. Como vimos en los capitulos anteriores, estas escalas espaciales
y temporales promediadas emergen del escalamiento adecuado de la dinamica mi-
croscopica del sistema [51]. El campo de corriente es una cantidad fluctuante, que

se puede escribir como

j(fE,t) = —D(p)@xp(x,t) ~|>§(:L“,t). (52)

81
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El primer término corresponde la ley de Fourier, donde D(p) es la difusividad (que
puede ser una funcién no lineal de la densidad local de energia), y £(x, t) es el ruido

de la corriente que es blanco y gaussiano,

(€(x,1)) =0, (ﬂ%ﬂﬂﬂfﬁzz%%@—fﬁ@—f% (5-3)

siendo o(p) la movilidad. Se espera que este campo fluctuante gaussiano emerja en
la mayoria de las situaciones en el limite mesoscépico apropiado como resultado del
teorema del limite central: aunque las interacciones microscépicas para un modelo
dado puedan ser tremendamente complicadas, las fluctuaciones resultantes de los
campos en la escala hidrodindmica lenta surgen de la suma de una enorme cantidad
de eventos aleatorios en la microescala. Esto da lugar a una estadistica gaussiana,
con una amplitud del orden de L=/2, en el régimen mesoscopico para el que la ec.

(5.1) es valida. Por otro lado, el campo de disipacién d(z,t) es
d(z,t) = —vR(p(z,1)), (5.4)

donde v es el coeficiente dee disipacién macroscépico, y R(p) es cierta funcién de la
densidad de energia p. Para el calculo que sigue en esta seccion, es ttil introducir

de nuevo la variable y, tal que

y = R(p), (5.5a)
d(xz,t) = —vy(x,t). (5.5b)

El campo de disipacion aparece a escala mesoscopica porque la dindmica estocasti-
ca microscopica es disipativa. Esto es, en los modelos de interés tenemos un coe-
ficiente equivalente al coeficiente de restitucion microscépico «, de modo que la
cantidad de energia disipada es proporcional a 1 — a. En consecuencia, el coefi-
ciente de disipacion macroscopica v es también proporcional a 1 — a. Notese que,
sin embargo, no hay término de ruido en la ec. (5.4): las fluctuaciones locales del
campo de disipacion estan ligadas a las de la densidad de energia p. La razon fisica
para ello es que la dindmica microscépica debe de ser cuasieldstica para asegurar
que la disipacién y la difusién tengan lugar sobre la misma escala de tiempo en el
limite termodindmico. Tipicamente, 1 — « debe escalar como L2, esto es, el orden

de magnitud del término difusivo en un sistema de longitud L [45, 51].

Las condiciones de contorno para la ec. (5.1) dependen de la situacién fisica de

interés. Por ejemplo, podemos considerar que el sistema permanece en contacto con
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dos banos térmicos a z = +1/2 a la misma temperatura 7', asi p(£1/2,t) = T.
En tal caso, el sistema alcanza un estado estacionario en el limite de tiempos
grandes, en el que la inyeccién de energia a través de los contornos y la disipacién
se compensan en promedio. Los perfiles medios (macroscépicos) solucién de (5.1)

verifican
(@) F VR(pay () = 0, Jav(x) = =D (pay(2)) ply (), (5.6)

donde las primas indican derivada espacial. La primera ecuacién en (5.6) se sigue
de (5.1), y la segunda es la ley de Fourier para los promedios, obtenida a partir
de (5.2). De manera equivalente, podemos escribir una ecuacién de segundo orden

cerrada para p,
d
— D av = av ) .
7 [D(pav) pi] = v R(pay) (5.7)

con las condiciones de contorno p,,(£1/2) = T'. Las ecuaciones (5.6) y (5.7) se

puede escribir también para la variable y introducida en la ecuacién (5.5a),

A

Dly) = (j—i) D), (5.9)

donde

Jav(T,t) = _D(yaV)amy($a t). (5.10)
De esta forma, vemos que D es una “difusividad efectiva”: esto es, el factor que
multiplica al gradiente espacial cuando escribimos la ley de Fourier en términos
de la nueva variable y. La ec. (5.8) también puede reescribirse como una ecuacién

diferencial de segundo orden para y,y,
R /
D(ge)¥| = Vs ynlE1/2) = R(T). (5.11)

De manera interesante, se puede mostrar que D es constante, independiente de v,
cuando y = R(p) depende algebraicamente de p (el caso que estudiamos detallada-
mente en el capitulo 3). Esta observacion simplifica considerablemente el andlisis,

como veremos mas adelante.

La probabilidad de observar una historia {p(x,t), j(z,t)}§ de duracién 7 para los
campos de densidad y corriente, empezando desde cierto instante inicial ¢t = 0, se
puede escribir como una integral de camino sobre todas las posibles realizaciones
del ruido de la corriente {£(z, )}, pesada por su medida gaussiana, y restringida

sobre las realizaciones compatibles con la ec. (5.1) en cada punto del espacio tiempo
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[29]. Esta probabilidad obedece un principio de grandes desviaciones de la forma

[9, 10, 14, 21, 27-29, 34, 45]

P({p.j}c) ~ exp (+LZ[p, j]), (5.12)

con un funcional Z, dado por [10, 21]

/ dt/m 9+Dp)a”"p]2. (5.13)

1/2 20(p)

Los campos estén p(z,t) y j(z,t) acoplados por medio de la ecuacién de balance
(5.1), y el campo de disipaciéon viene dado como funcién de p(z,t) por (5.4). La
ecuacion (5.13) expresa la naturaleza gaussiana de las fluctuaciones locales de la
corriente alrededor de su comportamiento promedio (ley de Fourier). El funcional
en la ec. (5.13) es el mismo que en el caso conservativo (es decir, sin disipacién
en el “bulk”), debido a la cuasielasticidad de la dindmica microscépica. Como
demostramos en los capitulos anteriores, esto hace que el ruido de la corriente sea
el tnico relevante en la descripcién hidrodindamica. Nosotros nos centramos en las
fluctuaciones de la energia disipada en todo el sistema en un intervalo de tiempo
7. Para ello, definimos la disipacion integrada d, que es proporcional a la integral

del campo de disipacion sobre el espacio y el tiempo

1/2 1/2
:——/ dt/ dx d(z,t) /dt/ dx R(p(z,t)) >0,
1/2 1/2

donde hemos introducido un signo menos por conveniencia, para que d sea positivo.
Como hemos discutido con anterioridad, este es un observable fundamental para
entender la fisica estadistica de los medios disipativos. La probabilidad de tal

fluctuacién P, (d) escala en el limite de tiempos grandes como

Po(d) ~ exp[+rL G(d)], Gld) = % wix L [p. ). (5.14)
Esto define un principio de grandes desviaciones nuevo para d, véase la figura 5.1,
tal que G(d) se obtiene de Z.[p, j] mediante un célculo de punto de silla en el limite
L7 > 1. Para calcular P,(d) hay que sumar (5.14) sobre el subconjunto de perfiles
{p, 7} que llevan al valor de d considerado, de modo que en un sistema grande (L >
1) sélo contribuye el maximo de Z. condicionado al valor de la disipacién integrada
d. En la teoria matematica de las grandes desviaciones, esto se conoce como el
principio de contraccién de la funcién de grandes desviaciones original Z, [9] .

Por tanto, los campos 6ptimos po(z,t;d), jo(z,t;d) son la solucién del problema
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FicuraA 5.1: Convergencia de la disipacion integrada en el espacio y en el tiem-

po a su valor promedio para diferentes realizaciones. También presentamos un

esbozo de la concentraciéon de la probabilidad con el tiempo, asociada con el
principio de grandes desviaciones.

variacional (5.14) y deben ser consistentes con (i) el valor de la energfa disipada
d en (5.14), (ii) la ecuacién de balance (5.1) y (iii) las condiciones de contorno
apropiadas. Estos perfiles 6ptimos se pueden interpretar como los que adopta el
sistema para mantener una fluctuacién durante un tiempo dado de la disipacién
integrada d. Para una mayor sencillez, no introducimos en nuestra notacion la
dependencia paramétrica de la LDF G(d) y los perfiles éptimos asociados con la
temperatura en el contorno T, debemos tener esto en mente para las referencias

posteriores a este respecto.

Ahora asumiremos que esos perfiles éptimos no dependen del tiempo. En los siste-
mas conservativos, se ha demostrado que esta conjetura es equivalente al denomi-
nado principio de aditividad [21], introducido para estudiar las fluctuaciones de la
corriente en un medio difusivo [27]. La validez de este principio se ha confirmado
recientemente mediante simulaciones numéricas para un intervalo grande de fluc-
tuaciones [28, 36], pero hay que tener en cuenta también que puede romperse esta
relacion para fluctuaciones extremas, por medio de una transicién de fase dinamica
[24, 30, 35]. Nuestra generalizacién a sistemas disipativos se basa en la cuasielasti-
cidad de la dindmica microscopica, y su validez se confirmard a posteriori mediante
la comparacién de las predicciones tedricas con los resultados numéricos. Bajo esta

simplificacién, la ecuacién de balance fluctuante (5.1) se reduce a

J'(@) +vyle) =0, y(z)=—j'(x)/v, (5.15)
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haciendo uso de la variable y definida en la ec. (5.5a). Ademds, podemos integrar

en el tiempo en la definicién (5.14) de la disipacién integrada d,

1/2
d= V/ dry(z), (5.16a)
—1/2
o, de manera equivalente,
1/2
i —/ de j'(x) = j(—1/2) — j(1/2) > 0. (5.16b)
~1/2

De esta forma, usando la hipétesis de aditividad, podemos eliminar p(z) y escribir

G(d) en términos de sélo una variable

1/2

G(d) = —minslj). Sl - / AL, (5.17a)

j— D(—j'/w)i
2w(gfr)

donde D es la difusividad efectiva definida en la ec. (5.9), y & es la movilidad, defi-

L(5,5,7") = (5.17b)

nida en la ec. (5.3), ambas escritas en funcién de y = —j'/v. La funcién L(j, 5/, j")
es un Lagrangiano generalizado con dependencia en las primeras y la segundas de-
rivadas, mientras que S[j] juega el papel de la accion. Si estuviésemos tratando un
problema variacional sin restricciones, su solucion verificaria la siguiente ecuacién

generalizada de Euler-Lagrange [52] (véase el apéndice B),
d* (0L d (0L oL
Sl - (= = =0. 5.18
i <8j”> iz (8]”) "5 (518)

Sin embargo, el calculo de G(d) implica la solucién de un problema variacional

restringido, esto es, encontrar el minimo de S[j| para el valor de la disipacién d
considerado. Por lo tanto, debemos utilizar el método de los multiplicadores de
Lagrange [52]. Sin embargo, podemos tener en cuenta ciertas consideraciones de
simetria para simplificar el analisis y trasladar las restricciones a las condiciones
de contorno: presentamos aqui un discusion breve. Como los reservorios de ambos
extremos del sistema son idénticos, esperamos que los perfiles 6ptimos tengan
paridad bien definida: p(z) deberia ser par y j(z) impar como funciones de x.
Entonces, la ec. (5.16b) nos muestra que j(—1/2) = —j(1/2) = d/2, el valor de
la disipacién integrada d fija las condiciones de contorno para la corriente. Puede

admitirse entonces que la solucién del problema variacional para un valor fijado
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de d viene dado por la solucién de la ecuacion de Euler-Lagrange sin restricciones

(5.18) con las condiciones de contorno
J(E1/2:d) = —vR(T), j(-1/2:d) = —j(1/2:d) = df2.  (5.19)

La bondad de este enfoque “naif” se demuestra en los apéndices C y D.

Existe también una descripcién Hamiltoniana equivalente para un Lagrangiano
con derivadas de segundo orden [53]. De esta forma se obtienen cuatro ecuacio-
nes diferenciales de primer orden que son totalmente equivalentes a la ecuacién
de Euler-Lagrange de cuarto orden (5.18). El procedimiento matemético completo
estd en el apéndice E. Por claridad, aqui sélo presentamos los resultados princi-
pales. Hemos considerado y y j como las coordenadas canodnicas, con la definicién

apropiada de los momentos conjugados p, y p;, tenemos

_oc oL d(@ﬁ). (5.20)

=—v— == — =
Dy aj//’ Dj 8]’ dr 8]'”

Podemos ver que la definicién de p; nos permite escribir la ecuacién de Euler-
Lagrange como dp;/dx = 0L/0j, como en el caso habitual de un Lagrangiano
con derivadas de primer orden. El Hamiltoniano se obtiene de la forma usual,

H = ypy + jp; — L, con el resultado

H= %Q(y)pf, — D™ (y)jpy — vup;. (5.21a)
W=7l (5.21b)

Los perfiles 6ptimos se determinan por medio de las cuatro ecuaciones “canénicas”

de primer orden,

OH A
= = — D (y)j 22
y . (¥)py ()4, (5.22a)
oH
v 9t _ 22h
J o, vy, (5.22b)
) OH dQ(y) r;  dD '(y) .
_ ot _ Py (7 ) . 22
py ay dy 2 + dy jpy—l-Vp], (5 C)
. OH
b= = D™ (y)py, (5.22d)

cuyas condiciones de contorno son

y(£1/2) = R(T), j(~1/2) = —j(1/2) = d/2. (5.23)
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De manera idéntica a lo que se obtiene en la mecénica clasica, se tiene una relacién
entre los momentos canénicos y las derivadas parciales de la accién S[j] evaluada
sobre la solucién del problema variacional (en nuestro caso, los perfiles 6ptimos;

en mecdnica, las trayectorias reales),

oG oG | dR(T)
como se muestra en el apéndice D.
La LDF (5.17) se puede escribir ahora en la forma
1/2 1 12 ,
Gld) —/ do L — —5/ dx Q(y)p?. (5.25)
~1/2 ~1/2

donde y y p, estdn evaluados sobre las soluciones de las ecuaciones canénicas para
el valor dado de d. Ademds, hemos usado la expresion del Lagrangiano en funcién
de las variables canénicas, £ = Q(y)pf/ /2, que se deduce en el apéndice E. Hay que
destacar que las ecuaciones canonicas (5.22) tienen una solucién particular con
momentos canonicos nulos, p, = 0y p; = 0 para todo z, que lleva a una G(d) nula
también y, por tanto, al comportamiento promedio. De hecho, sustituir p, = 0
y p; = 0 en (5.22) implica que y = —j/ﬁ(y), j = —vy, lo que es equivalente
a la ecuacién (5.11) para los perfiles promedio. El valor corespondiente para la

disipacion integrada d,, resulta

1/2
dy = 1// AT Yoy () = 2jay(—1/2). (5.26)
~1/2
Un modo alternativo de encontrar el comportamiento promedio es pensar que
el mismo estd asociado a la solucion del problema variacional sin restricciones,
esto es, sin fijar un valor dado de d. Por otra parte, en ese caso, solo los valores
de p (6 y) estén fijados en los contornos y puede parecer que faltan condiciones
para resolver el problema variacional. Sin embargo, como se discute en [53], la
propia deduccién de las ecuaciones candnicas (o de la ecuacién de Euler-Lagrange
equivalente) proporciona la solucién: si una variable candnica (en nuestro caso seria
la j) no estd fijada en los extremos del intervalo, su momento candnico asociado
(en nuestro caso p;) debe anularse en los contornos. Una mirada réapida a las
ecuaciones (5.22) nos dice que la solucién compatible con estas condiciones de

contorno es aquella en la que tanto p, como p; son nulos en todo el intervalo.



Capitulo 5 Fluctuaciones raras y tipicas 89

5.2. Analisis de la funcién de grandes desviacio-

nes en algunos casos limite

En las siguientes subsecciones de este capitulo, analizamos la forma de la LDF en
algunos limites de interés, para los cuales encontramos algunos resultados genera-
les. Primero, estudiamos el comportamiento de G(d) para fluctuaciones pequenas
alrededor del promedio, donde esperamos un comportamiento cuadratico de la
LDF (correspondiente a las fluctuaciones gaussianas). Luego analizamos el limite
de sistemas débilmente disipativos, v < 1, para el cual un desarrollo perturbativo
adecuado nos permite obtener un escalamiento no trivial de la LDF. Finalmente,
consideramos el limite opuesto de sistemas fuertemente disipativos, v > 1, para

los que encontramos un escalamiento diferente de la LDF.

5.2.1. Fluctuaciones pequenas alrededor del promedio

Hemos visto que el comportamiento promedio se corresponde con la solucién par-
ticular de las ecuaciones canodnicas cuando se anulan los momentos conjugados
p; = 0, p, = 0. Por tanto, las fluctuaciones pequenas pueden analizarse asumiendo

que estos son pequenos. Definamos el parametro adimensional

(5.27)

para medir la separacion de la disipacion integrada respecto a su promedio d,.
Como hemos discutido, los momentos canénicos se anulan para € = 0. Escribimos
entonces

Y = Yav T EAya ] = jav + EAj, Py = EApya p; = eApja (528)

y linealizamos las ecs. (5.22) alrededor de la solucién promedio, es decir, nos que-

damos sélo con los términos lineales en €. Entonces,

N — . . dﬁil Yav
Ay/ = Q(yav)Apy - D 1(yav>Aj - ]a\/%Ay, (529&)
Aj = —vAy, (5.29Db)
AD ™ (Yay
Ap; = jav%Apy + VApjv (5‘29C)

APy = D7 (yar) Apy. (5.29d)
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Las condiciones de contorno para estas ecuaciones son Ay(£1/2) =0, Aj(—1/2) =
—Aj(1/2) = day /2. La solucién de este sistema de ecuaciones la introducimos en

la ec. (5.25) para la LDF, y obtenemos

1/2

G(d) ~ —= / A Q(yar) AP, (5.30)
2 J 1

para fluctuaciones pequenas de la disipacion alrededor del promedio. Teniendo en

cuenta (5.27) y el principio de grandes desviaciones (5.14), esto significa que la

probabilidad de las fluctuaciones pequenas de la disipacion integrada d es aproxi-

madamente gaussiana,

(d — day)?
2d2 A2

av: v

P.(d)oxexp |:—L7’ } : le| < 1, (5.31)

con A2 dado por

1/2 -1
Ay = (/_ dx Q(yav)Ap§> : (5.32)

1/2

De esta forma, la estimacion gaussiana para la desviacién estandar de la disipa-
cién, viene dada por x = d A,/ V/7L. Para hacer un estudio més detallado de la
LDF, tenemos que tener en cuenta la dependencia concreta con la densidad p de
la difusividad D, la movilidad o y el coeficiente de transporte de la disipacién R.
Esto lo haremos en la siguiente seccion de este capitulo, donde consideramos la
misma familia general de modelos considerados en la seccién (3.3). Por otro lado,
es importante resaltar que la estadistica gaussiana se espera solo para fluctua-
ciones pequenas alrededor de los promedios. En general, la solucién al problema
variacional dado por la integracién de la ec. (5.22), cuando lo insertemos en (5.25),
nos dard como resultado una estadistica no gaussiana (es decir, una dependencia

no cuadratica de la LDF) para una fluctuacién arbitraria de la energia disipada d.

5.2.2. Sistemas débilmente disipativos v < 1

Ahora analizaremos las ecuaciones candnicas (5.22) en el limite v < 1. Un desa-
rrollo regular en potencias de v falla, puesto que no es posible imponer la condicién
de contorno para la corriente. Esta singularidad del limite elastico es de esperar
desde un punto de vista fisico: no es posible obtener el comportamiento de disi-
pacion débil (¥ < 1) como una correccién alrededor del caso conservativo v = 0,
para el que p(z) = Ty j(x) = 0. Por lo tanto, es necesario un andlisis de per-

turbaciones singulares, buscando un reescalamiento adecuado de las variables. La
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ecuacion (5.8) para los promedios implica que
Yor = R(T) + O(V), jay = —vR(T)z+ 0O, v<I1. (5.33)

Légicamente, la corriente promedio tiende a cero linealmente con v en el limite
v — 07. Ademds, combinando las ecs. (5.26) y (5.33), obtenemos la disipacién
promedio,

doy = VR(T) + O(?). (5.34)

Por consiguiente, tiene sentido proponer las siguientes variables reescaladas

j(@) = vila), ) = @) (5.35)

14

lo cual es consistente con las ecuaciones candnicas (5.22), donde

1, 10"  OH

V= o= op; 0T, (5.36a)
, , oH U

con el mismo Hamiltoniano H. Dicho de otra forma, la ec. (5.35) define una “trans-
formacién candnica” del par de variables conjugadas {j,p;} a {1, I1;}, una trans-
formacién que soluciona el problema del comportamiento singular en el limite

v — 07. El Hamiltoniano lo podemos escribir ahora como

1 o
H = §Q(y)pf, —yIl, —vD(y) Up,, (5.37)

en las variables reescaladas. Notese que la transformaciéon introducida es esencial
para obtener el “balance dominante” correcto [54] al orden més bajo. En particular,
antes del reescalamiento, el término proporcional a yp; era del orden de v y el
término proporcional a jp, era de orden unidad; despues del reescalamiento los
6rdenes de magnitud se intercambian, el término proporcional a yII, es de el orden

de la unidad mientras que el término proporcional a 1p, es del orden de v.

Comenzamos estudiando el Hamiltoniano a orden cero, sustituyendo v = 0 en la

ec (5.37), '
Ho = 5@(?/)195 — ylly. (5.38)
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A partir de él, las ecuaciones candnicas al orden mas bajo son

, OH
v o= 5, =QWr, (5.39)
Y
;o _8H0 _ _1 dQ(y) 2
Py = Ty T T2y P + 1y, (5.39b)
, oH
) OH,
H = —_——_— = . .
? 55 =0 (5.39d)

Para no complicar nuestras féormulas, no introduciremos una notacién diferente
para las variables candnicas al orden més bajo, aunque las ecuaciones canoénicas
aproximadas (con Hg) son diferentes de las exactas (con H). Sélo tenemos que
recordar que nuestros resultados son validos al orden mas bajo en v. Las ecuaciones

candnicas aproximadas (5.39) tienen las siguientes condiciones de contorno

y(£1/2) = R(T),  $(=1/2) = —b(1/2) = A/2, (5.40)
donde
A= g = R(T)di (5.41)

asumimos que es de orden unidad; esto es, d = O(v) o d/d,, = O(1). Asi, nuestro
reescalamiento nos permite obtener una solucién para los perfiles 6ptimos {p, j}
de la densidad y la corriente, teniendo en cuenta que y = R(p) y j = v, para una

disipacion integrada d muy diferente de su valor promedio d,,.

Es necesario comentar que v es una variable ciclica y, por tanto, su momento con-
jugado es constante, I, = I, = const., véase la ec. (5.39d). Esta integral primera
puede usarse para obtener una ecuacién diferencial de primer orden cerrada para

y(x) en el limite v < 1. Ademads, del reescalamiento de la ec. (5.24) se deduce que

oG

IL,,= —
(TN

(5.42)
lo que nos da una interpretacion fisica de esta integral primera de las ecuaciones
candnicas aproximadas: es la derivada parcial de la LDF con respecto a la disi-
pacién reescalada. El Hamiltoniano Hy también una integral primera, ya que no

depende explicitamente de x. Combinando las ecs. (5.38) y (5.39a),

Y =2Q(y)(Ho + yTyo),  y(+1/2) = R(T). (5.43)
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Una vez resuelta esta ecuacion, la corriente reescalada i se puede obtener de

(5.39¢)
d

2day’

asi que las dos constantes H y Il vendran dadas en términos de la temperatura

V=—y,  0(=1/2) = —(1/2) = R(T) (5.44)

Ty d/d,. No hay més constantes que ajustar en las soluciones de las ecuaciones
(5.43) v (5.44) debido a la paridad de (y,v): y es una funcién par de = y ¢ es
una funcién impar en el intervalo [—1/2,1/2]. Por supuesto, los perfiles promedio
Yav(T) ¥ Jav(x) se reobtienen de las ecuaciones candnicas sustituyendo en ellas
II, = 0y p, = 0. La ecuacién (5.38) implica que Hy = 0 si consideramos los

perfiles promedio!.

La forma sencilla de la ecuacién diferencial (5.43) nos permite inferir algunas
propiedades del perfil 6ptimo y(x) asociado a un valor dado de la disipacién inte-
grada. En primer lugar, nétese que en general la solucién de la ec. (5.43) serd no
mondtona, mostrando un maximo en el intervalo x € [—%, %] Ademas, si tenemos
en cuenta que la funcién Q(y) es definida positiva, se sigue que los perfiles en el

extremo tomaran un valor unico
Yo = ———. (5.45)

Para d # d,, se tiene que Il # 0, de modo que y, estd bien definido. Ademas,
[Ty # 0 debe tener diferente signo que Ho, sgn(Ilyg) # sgn(Ho), ya que y(z) > 0,
V. También es claro que el perfil 6ptimo y(x) sélo puede tener un tnico extremo
(méximo o minimo), localizado en x = 0 por razones de simetria. Escribiendo la
ec. (5.43) como

y*? =2Q(y)Ho (1 - i) (5.46)

concluimos que las constantes Hy e yo — y(z) deben tener el mismo signo Vz €
[—3, 3] Asi, para Ho > 0 el perfil y(z) tiene un tinico maximo, y(z) > y(+1/2) =
R(T), Vz,y de esta forma d > d,,. Por otro lado, Hy < 0 implica un tinico minimo,
y(x) < R(T), Vo, y d < d,,. Todas estas propiedades las veremos més adelante

con ejemplos concretos, tanto analiticos como numéricos.

De forma interesante, el término dominante en el comportamiento de la LDF

también puede obtenerse en términos de las integrales primeras Hy y Ilyo. De

'El Hamitoniano exacto H también se anula sobre la solucién promedio, como se ve a partir
de la ecuacién (5.37).
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hecho

1 [1/2 - 1 U2 y’2
oy [, = g o4

y haciendo uso de la ec. (5.43),

1/2
G(d) ~ —<Ho+nwo / dmy<x>)

1/2
(Mo + Tiyed) — —Hq (1 - é) | (5.48)
Yo

Por tanto, s6lo nos queda escribir las constante Hy e yo (0 de manera equivalente
Ho y Iy ) en términos de la disipacién integrada d y de la temperatura 7" en
los contornos. Una vez hecho esto, la LDF se obtiene de la expresion dada por
la ec. (5.48). Ademds, podemos acotar los extremos de los perfiles yy teniendo en
cuenta que G(d) < 0 para d # d,,: (i) para Ho > 0 sabemos que gy es un maximo,
pero ademds G(d) < 0 implica que yo > A, (ii) para Hy < 0 sabemos que yq se
corresponde con un minimo, que ha de verificar yy < A. También podemos usar
la ec. (5.48) junto con la ec. (5.42) para obtener una relacién sencilla entre H,, G

y 0G/0d, esto es
oG 0G(d)

— = A— = 7
Ho =G + G(d)+d ¥

A = const. (5.49)

Debemos resaltar que esta relaciéon es tnicamente valida para sistemas débilmen-
te disipativos, en el sentido de que el coeficiente de disipaciéon macroscopico es

pequeno, v < 1, y para valores de la disipacién integrada d tales que d = O(d,y).

Para muchos sistemas de interés, la funciéon Q(y) es tipicamente un funcién ho-

mogénea de y de grado -,

Q(cy) = 'Q(y), (5.50)

donde ¢ es un nimero real arbitrario, esto es, Q(y) o y”. Este tipo de dependencia
es comun en muchos sistemas disipativos con inyeccién de energia, como distin-
tos sistemas de reaccién-difusién [55] o la familia general de modelos que hemos
presentado en el capitulo anterior. Sin embargo, es importante resaltar que no
todos los sistemas fisicos obedecen esta condiciéon de homogeneidad. Por ejemplo,
el proceso de exclusién simple asimétrico (asymmetric simple exclusion process)

tiene una ((y) no homogénea [10, 43]. Introduciendo el escalamiento

y(x) = R(T)Y (2), yo=R(T)Ys, Ho=R(T)*"H, (5.51)
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la ec. (5.43) se transforma en

Y(x)
Yo

Y'(z)® = 2HQ(Y) (1 - ) . Y(£1/2) = 1. (5.52)

Esta transformacion es muy natural: escalamos la variable y con su valor R(T") en

los contornos. Introducimos un escalamiento analogo para la corriente,

U(x) = R(T)¥(x), \If’(:cA) = —Y(2), (5.53a)
U(-1/2) =¥(1/2) = R(T) = QCZV‘ (5.53b)

La solucién (par) de la ec. (5.52) tiene la forma
Y =Y (z,H,Yp). (5.54)

Como dijimos antes, no hay mas constantes de integraciéon cuando resolvemos las
ecs. (5.52)-(5.53), donde Y (respectivamente W) es una funcién par (resp. impar)

de z. Las condiciones de contorno para Y,

Yz =1/2,H,Yy) =1, (5.55)

implican que Yy = Yy(H), el méximo escalado Yy es funcion sélo del hamiltoniano
escalado H. Ahora, teniendo en cuenta que la solucién (impar) de la ec. (5.53)

tiene la forma
U =U(z,H,Yp), (5.56)

tenemos que

U(r=—1/2,H,Yy(H)) = T (5.57)
Por consiguiente,
H="=H (di) : (5.58)

esto quiere decir que H es funcién sélo de la disipacién integrada d relativa a su

valor promedio d,.

Esta observacion se usara en lo que sigue para encontrar un escalamiento para la

LDF de la disipacién. De hecho, la ec. (5.48) se puede reescribir como

L

RIYG(d) ~ = (1= T2

(5.59)
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La ecuacion anterior da el escalamiento general de la LDF para sistemas débilmente

disipativos. En el limite v < 1 donde tanto H como Yy son funciones tinicamente

de d/dy,,
day "™
() o=

es solo funcién de d/d,, (hemos usado aqui la ec. (5.34) para R(T)). Este es un

- Y

e (5.60)

resultado importante: significa que, para cada valor de v, todas las curvas de
(d/d.)72G(d) representadas como funcién de d/d,, se superponen en una curva
“maestra” para todos los valores del coeficiente de disipacion v, para sistemas
débilmente disipativos (v < 1). La tnica hipdtesis necesaria es que Q(y) sea
una funciéon homogénea de y de grado arbitrario v. Es importante resaltar que la
ecuacién diferencial (5.52) para Y (x) contiene la funcién Q(Y'), que tiene como
pardmetro a . Asi, (Y, ¥) y el segundo miembro de la ecuacién (5.60) también
contiene como parametro a 7; en principio, cada modelo fisico (correspondiente a
cierto valor de ) tendrd una funcién Q(y) distinta y por tanto un escalamiento
diferente. La situacién més sencilla aparece cuando v = 2, en tal caso la ec. (5.60)
predice que G(d) sélo es funcién de la disipacién relativa d/d,,, sin dependencia

adicional en v.

Finalmente, es interesante resaltar que los perfiles 6ptimos y y 1 también poseen

un escalamiento simple. De hecho, la ec. (5.54), junto con (5.51), implican que
dav Y Y
yle) = —=Y (2,1, Yo(H)). (5.61)
Por otro lado, la ec. (5.56), junto con las ecuaciones (5.53), llevan a
dav 7 77
W(x) = T\Il(m,”;‘-[,Yo(H)). (5.62)

En consecuencia, si representamos como funcién de x los perfiles 6ptimos de densi-
dad y corriente y(z) y ¥ (x) multiplicados por v/d,, (esto es, divididos por R(T)),
colapsan en una unica curva los correspondientes a un valor dado de d/d,,, inde-
pendientemente del valor del coeficiente de disipaciéon macroscépico v. Igual que
para la LDF, estas curvas maestras son diferentes para distintos valores de -, el
grado de homogeneidad de Q(y). De las ecuaciones (5.61) y (5.62), se obtienen di-
rectamente los perfiles 6ptimos para la densidad de energia y la corriente, ya que

y = R(p) y j = vi. Por otro lado, las integrales primeras Hy y I, se deducen a
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partir de las ecs. (5.45) y (5.51),

dav S Y7 dav it
Hy = (—) A, Tl = — <—> L (5.63)

5.2.3. Sistemas fuertemente disipativos v > 1

Ahora procedemos a analizar el limite v > 1, es decir, el limite donde la dinamica
es fuertemente disipativa. La ec. (5.11) para el perfil promedio implica que Y.y ()
posee dos capas limite de espesor £, ~ v~1/2 cerca de x = £1/2, donde estard loca-
lizada la mayor parte de la energia del sistema. Esto es razonable desde un punto
de vista fisico: para v > 1 se espera que la inyecciéon de energia a través de los
contornos esté limitada a las regiones cercanas a ellos. Entonces, la mayor parte
de la energia se disipa antes de alcanzar el seno del sistema, y de modo efectivo
el sistema se desacopla en dos mitades independientes. Esta imagen puede usarse
para simplificar la integracién de las ecuaciones canénicas del sistema (5.22): po-
demos restringirnos a la mitad del sistema = € [—1/2,0] y utilizar las condiciones

de contorno

y(=1/2) = R(T), j(=1/2) = d/2, y'(0) = 0, j(0) =0, (5.64)

debido a la simetria de las soluciones del problema variacional (y par, j impar).
Ahora, introduciendo el siguiente escalamiento (sugerido por la escala de longitud

tipica £, oc v71/2),

=y, X = (az n %) L b= VAL, (5.65)

obtenemos el sistema de ecuaciones equivalente

dy Pl
d—X—Q(y)Hy D™ (y)y, (5.66a)
d
% = —y, (5.66D)
dIl dQ(y) 11}  dD'(y)
dX%’ =~ 2 +d—y¢ny+pj, (5.66¢)
dp; _ D7y, (5.66d)
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con las condiciones de contorno

dy
X =0) = R(T), W ~0, 5.67a
WX =0 =rm, (5.7
WX = 0) = 2 WX = /2) = 0. (5.67b)

De manera interesante, v no aparece explicitamente en las ecuaciones candnicas
reescaladas (5.66), sélo lo hace en las condiciones de contorno. Por tanto, en el

limite ¥ — oo tenemos que resolver (5.66) con las condiciones de contorno

y(X =0)=R(T), (X =0)=d, (5.68a)
. dy . B
oax —0 vl (5650)

donde hemos definido
(5.69)

que asumimos que es de orden unidad. De hecho, de la ecuacién (5.16) se obtiene

0 N
d= 2y/ dry(z) = 2\/;/0 dX y(X), (5.70)

~1/2

esto es,

dN/ dXy(X), v>1. (5.71)
0

En este régimen de disipacion grande, las ecuaciones candnicas no se simplifican,
pero emerge una imagen fisica interesante: el sistema se desacopla en dos capas
independientes de grosor £, = O(v~'/2) cerca de los contornos, donde la variable

reescalada X = O(1) 2. Ademads, un escalamiento simple se puede deducir para la
LDF G(d), a partir de la ec. (5.25),

0 [%S)

Gld) =~ [ aQuit ~ v [ axQu (5.72)
-1/2 0

En esta expresién, y y I, son soluciones de (5.66) con las condiciones de contorno

(5.68). Por lo tanto, ambos dependen de R(T) y d a través de las condiciones de

contorno, y G(d) = /vF(R(T),d), donde F es cierta funcién.

Una situacién especialmente simple aparece cuando la movilidad o(y) y la difu-

sividad D(y) son proporcionales a una potencia de y, de modo que (i) la funcién

2nos hemos restringido a el semiintervalo [—1/2,0], para la solucién del intervalo restante
podemos usar de nuevo los mismos argumentos de simetria
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Q(y) es homogénea, Q(y) o y?, como en la ec. (5.50), y (ii) la difusividad efectiva
D no depende de y, ﬁ(y) = D = const.. De hecho, este es el caso para la clase

de modelos que desarrollamos en los capitulos anteriores. La disipacién promedio

du ~ 2V vDR(T) = d =V DR(T) (5.73)

dav

Las ecuaciones candnicas (5.66) se pueden analizar siguiendo un razonamiento

para v > 1 es

similar al utilizado en el limite de sistemas débilmente disipativos. Obviando los

detalles, presentamos aqui directamente la LDF, que resulta

= —\/%]-" ([R(T)]V2 : d%) : (5.74)

donde F es cierta funcién, que no necesitamos conocer (esto exigiria la resolucién
de las ecuaciones candnicas) para discutir el escalamiento de la LDF, que es mas
complejo que el del caso de disipacién débil. Por ejemplo, es el caso de v = 2
tendremos que G(d) = mf(l,d/dav), asi que las curvas de la LDF, una

12 colapsan para todo v > 1 cuando las representamos

vez reescaladas con (D /v)
como una funcién de la disipacién relativa d/d,,. El factor /v delante de la funcién
escalada da cuenta de la supresion fuerte de las fluctuaciones de la disipacién en
los sistemas con disipacién grande: para un valor dado de la disipacion relativa

d/d,y, la probabilidad de tal fluctuacién decrece exponencialmente con /v.

5.3. Grandes desviaciones de la energia disipada

Para investigar en detalle la validez del marco general para el estudio de las fluctua-
ciones presentado en la seccion anterior, lo particularizaremos para la clase general
de modelos presentados en el capitulo 1. En ella, analizaremos explicitamente las
fluctuaciones tipicas y raras de la disipacion integrada d, utilizando técnicas de per-
turbaciones singulares y de simulaciéon de Monte Carlo avanzadas. Antes de pasar
a este analisis, recordemos que la probabilidad de un cierto valor de la disipacion
integrada obedece un principio de grandes desviaciones P, (d) ~ exp [+7L G(d)],
donde la LDF G(d) se obtiene solucionando el problema variacional de los perfi-
les 6ptimos {p(z;d), j(x;d)} que mantienen la fluctuacion considerada. Asi, G(d)
viene dada por la ec. (5.25), siendo {y(z), p,(x)} las soluciones de las ecuaciones

candnicas (5.22) con las condiciones de contorno apropiadas,

Y2 =T, j(-1/2) = —j(1/2) = 5, (5.75)
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que particularizan la ec. (5.23) para nuestra familia de modelos. También tenemos
que calcular la funcién Q(y) que aparece en el Hamiltoniano, ec. (5.21a). Usando
la ec. (3.60) junto con la ec. (5.21b),

Y 12(1 2 9
Qy) = Ug;) — éjﬁﬁ) = (5.76)

La principal simplificacién con respecto al caso general considerado en la seccién
(5.1), viene de que D es constante y no funcién de y. La funcién Q(y) es propor-

cional a la movilidad o(y) y, ademds, es una funcién homogénea de grado =,

2+5

et (5.77)

Q) =cy’, ~v=
con ¢ = 12(1 + B)?/(3 + ). El pardmetro v varia desde v = 2 para 3 = 0, que
corresponde al modelo KMP disipativo, hasta v = 1 para el limite § — oo.. Por
supuesto, como en el caso general, las ecuaciones canodnicas tienen una solucién

particular con los momentos nulos, p, =0, p; = 0,
r j .
Yy =—=, j =-vy, (5.78)

que es de nuevo la particularizacién de la ec. (5.8) para nuestra familia de modelos.
Sus soluciones son los perfiles promedio, que vienen dados por la ecs. (3.61a) y
(3.61b).

5.3.1. Comportamiento gaussiano y fluctuaciones tipicas

Como hemos descrito en la seccion 5.2.1, esperamos la existencia de fluctuaciones
)
gaussianas para pequenas desviaciones alrededor de la disipacién promedio. De la

ec. (5.26), y haciendo uso de la ec. (3.61a), la disipacién promedio es

1/2 B
Aoy = 1// Az Yoy (z) = TPV 4v D tanh | | 4%. (5.79)

1/2

Siguiendo la teoria general, las fluctuaciones pequenas se corresponden con mo-
mentos candnicos pequenos, ya que el comportamiento promedio se obtiene para
py = 0, p; = 0. Linealizamos las ecuaciones canodnicas introduciendo el parametro
€ = (d —da)/da < 1: escribimos las variables canénicas como sus promedios més

una correccién en €, véase la ec. (5.28). A primer orden en ¢, tenemos el siguiente
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0.5 T T T
0 v=10"
0.4 v=10"
v=10"
A y=l
<4 v=10
0.3
) v v=10°
~ > v=103 0
o o2k (d-d,)ix
0.1 |
1 N 1

0 2
(d-d_)/x

FigurA 5.2: Distribucién de probabilidad de la disipacién integrada d, inte-

grada en el espacio y el tiempo 7, representada frente a la variable reducida

(d — day)/x (de varianza unidad) para diferentes valores de v € [1073,103], pa-

ra el caso f = 0. Recuadro: grafica semilog con los mismos datos. En ambos

casos la linea es la distribucién gaussiana, que ajusta bien los datos para las

fluctuaciones tipicas. Por otra parte, se observa cierta asimetria en las colas,
que comienzan a alejarse del comportamiento gaussiano.

conjunto de ecuaciones

/ I
Ay' = Q(Yav) Apy — EAL (5.80a)
Aj = —vAy, (5.80b)
Ap,, = vAp;, (5.80c¢)
1
Ay, = =Ap,, 5.80d
Py = 5Py ( )

que particularizan la ec. (5.29) para nuestra familia de modelos. Las condiciones
de contorno son Ay(£1/2) = 0, Aj(—1/2) = —Aj(1/2) = da /2. La solucién
de este sistema debe introducirse en la ec. (5.32), lo que nos da la varianza de
la distribucién gaussiana, x* = d2,A%/L7. El momento canénico Ap, se obtiene

directamente de la integracién de las ecs. (5.80c) y (5.80d),

Ap, = K sinh (x1 /%) : (5.81)

que es una funcién impar de x como consecuencia de la paridad de y (o de Ay).
La constante K se determina utilizando las condiciones de contorno, cosa que

solo podemos hacer tras resolver las ecs. (5.80a) y (5.80b), habiendo insertado
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previamente en ellas la ec. (5.81). Sustituyendo la ec. (5.81) en la ec. (5.32) tenemos

1/2 -1
2 72 12 v
A=K (/1/2 dx Q(Yay) sinh (x ﬁ)) . (5.82)

Para evaluar la integral, tenemos que usar la ec. (5.77) para Q(y), Q(y) x y7,
siendo v un parametro funcién de g, 1 < v < 2. Ahora analizaremos el caso mas
simple, la versién disipativa del modelo KMP introducida en [45], que corresponde

a =0o0~v=2, En este caso, los calculos son mas sencillos y tenemos

A2 sinh(2v/2v) — 2v/2v
Y 4 2usinh?(V2r)

(5.83)

Es interesante ver que A2 ~ 1/3, independiente de v, en el limite de sistemas
débilmente disipativos v < 1. Esto se puede entender como una reminiscencia
del escalamiento de G(d) deducido en la seccién 5.2.2. De hecho, la ec. (5.60) nos
dice que G(d) es funcién sélo de d/d,, para v = 2. En la aproximacién gaussiana,
esto implica la convergencia de A% hacia un valor constante cuando v — 07. Por
otro lado, A2 ~ (2v/2v)! para v > 1, lo que es consistente con la supresién de
las fluctuaciones de la disipacién que encontramos anteriormente en el régimen de
sistemas fuertemente disipativos, como expresa el escalamiento de la LDF de la

ec. (5.74). El mismo comportamiento cualitativo se producird para otros valores
de (.

Hemos comprobado estas predicciones en simulaciones Monte Carlo estdandar del
modelo KMP disipativo descrito en el capitulo 1, para el caso particular de g = 0.
La figura 5.2 muestra la funcién de densidad de probabilidad (pdf) para la energia
disipada, integrada sobre todo el sistema y sobre un tiempo 7, para diferentes
valores del coeficiente de disipacién macroscépica v € [107%,10%]. Para minimizar
los efectos de tamano finito en las medidas, hemos incrementado el tamano del
sistema con v en las simulaciones, L oc £, de tal forma que el niimero de po-
siciones de la red por unidad de longitud es constante y suficientemente grande
para que sea valido el régimen hidrodinamico. Ademas, el tiempo de integracién
7 = O(1) para el limite continuo, difusivo, que es la escala de tiempo sobre la cual
las predicciones hidrodindmicas deben ser correctas. La simulaciones de tipo Mon-
te Carlo estandar no permiten obtener las cola de la distribucién, pero son ttiles
para obtener el comportamiento de las fluctuaciones tipicas en las que estamos

interesados aqui (en torno a 5 desviaciones estandar alrededor del promedio). La
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FicuraA 5.3: Disipacién promedio y varianza medidas en las simulaciones, como

funcién de v para 8 = 0. La linea continua representa la prediccion tedrica para

day, ec. (5.79), mientras que la discontinua es la estimacién gaussiana para el

pardmetro de la varianza de la disipacién, A2, véase la ec. (5.83). El acuerdo

es excelente en todos los casos. Nétese en particular el escalamiento con v de
ambos observables en los limites v < 1y v > 1.

figura 5.2 nos muestra que, cuando representamos la pdf frente a la variable reduci-
da z = (d — day)/x, la distribucién de probabilidad P, (z) tiene el comportamiento
aproximado de la distribucién normal para la fluctuaciones tipicas. Ademads, todas
las curvas para los distintos v colapsan en este régimen. Sin embargo, incluso en
estas simulaciones estandar, se ve que las colas de la distribucién (correspondien-
tes a unas fluctuaciones moderadas de la disipacién) son asimétricas y se desvian
del comportamiento gaussiano. Esto se observa claramente en el recuadro de la
figura 5.2. De hecho, el anélisis de la LDF en la siguiente subsecciéon muestra que
la estadistica de las fluctuaciones grandes es muy distinto de una distribucién de

Gauss.

Para comprobar nuestra teoria, también hemos comparado en la fig. 5.3 la disipa-
ciéon promedio medida y su varianza con los resultados analiticos. Representamos
day ¥ A% como funcién del coeficiente de disipacién macroscépica v, variando en un
rango que cubre 6 érdenes de magnitud, y el acuerdo teoria-simulacion es excelente
en todos los casos. En particular, la disipacién promedio crece con v (resp. con
v'/2) en el limite v < 1 (resp. v >> 1), mientras la varianza permanece constante
para v < 1 pero decrece como v~ /2 para v > 1. La aproximacién gaussiana para
la varianza proporciona una estimacién excelente de la varianza de la pdf de la
disipacion integrada. Para LT > 1, sus fluctuaciones son muy poco probables y la
mayoria de la probabilidad se concentra en una region con una anchura proporcio-

nal a (L7)~'/? alrededor del promedio, un régimen descrito por la aproximacién



104 Capitulo 5 Fluctuaciones raras y tipicas

gaussiana.

5.3.2. Espectro completo de las fluctuaciones de la disipa-

cién integrada

Ahora investigamos el espectro completo de las fluctuaciones (tanto tipicas como
raras) de la disipacién integrada. Por tanto, necesitamos evaluar la LDF G(d)
para valores arbitrarios de d, que en general no tienen por qué ser cercanos al
promedio d,,, tanto analitica como numéricamente. Como hemos visto, no es una
tarea sencilla explorar con simulaciones de Monte Carlo estandar las colas de las
distribuciones de probabilidad de la disipacién, que segtin la LDF corresponden a
eventos raros, exponencialmente improbables, véase la ec. (5.12). Esto se observa
también en la fig. 5.2, donde la distribucién de la disipacion integrada se ha medido
directamente, pero somos incapaces de obtener suficiente estadistica en las colas de
la pdf para analizar con claridad los resultados en el régimen no gausiano. Una serie
de trabajos recientes han solucionado este problema, disenando un método eficien-
te para medir directamente las LDF en una clase amplia de sistemas de muchas
particulas [38, 39, 56]. El método esta basado en una modificacién adecuada de la
dindmica que depende de la magnitud de interés y que consigue que estos eventos
“raros” no lo sean tanto [38] (véase el apéndice F'). Ha sido desarrollado tanto pa-
ra dindmica markoviana en tiempo discreto [38] como para tiempo continuo [39].
Este método proporciona la transformada de Legendre-Frenchel de la LDF de la
disipacion, que se define como pu(s) = méx,[G(d) + sd]. [9] En particular, si Uqe
es la probabilidad de transicién de la configuracion C' a C” del proceso estocasti-
co asociado, la dindmica modificada se define como U(;/C(s) = Ucrcexp(sderc),
donde deio es la energia disipada en la la transicién elemental C' — C’. Se puede
demostrar [28, 29, 38, 39, 56| que el logaritmo del autovalor més grande de la ma-
triz U(s) nos da pu(s), y mediante la inversién de esta transformada de Legendre
se obtiene el valor numérico de G(d). En concreto, la transformada de Legendre
1(s) se mide evolucionando un nimero grande de copias o “clones” del sistema
usando la dindmica modificada U(s) refs. [38, 39, 56]. Este método es exacto en
el limite M — oo, pero en la practica sélo somos capaces de simular un niime-
ro grande de la poblacién de clones, tipicamente M € [10%,10%]. Esto introduce
efectos adicionales de tamano finito relacionados con la poblacién de clones, que
deben ser considerados con cuidado, véase [34] para una discusiéon mds profunda
al respecto. Los resultados numéricos de la LDF de las secciones siguientes se han

obtenido usando esta técnica avanzada de Monte Carlo.
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5.3.2.1. Sistemas débilmente disipativos v < 1

Ahora centraremos nuestra atencién en el analisis de la LDF de la disipacién inte-
grada para v < 1. En el caso general desarrollado en la seccién 5.2, encontramos

la propiedad de escalamiento para G(d) dada por la ec. (5.60),

donde v = (24 8)/(1+ ), Yo(H) esta determinado por la ec. (5.55), y la constante

H depende s6lo del cociente d/d,y, como nos dice la ec. (5.57).

d/d
1— /av

Vi H, (5.84)

Para una mayor sencillez, vamos a considerar el caso “lineal” § = 0, que corres-
ponde al modelo KMP disipativo introducido en la ref. [45]. La ecuacién (5.52)
para el perfil de densidad queda ahora

Y'(z)? = 8HY? (1 - ;) . Y(£1/2) =1, (5.85)

que puede ser integrada explicitamente, con la solucién

Y (z,H) = Yosech?(zV 2H), Yo = cosh? \/ %, (5.86)

donde hemos usado también que Y (z) tiene que ser una funcién par de z. El perfil

reescalado de la corriente W(z) introducido en la ec. (5.53) es

~ cosh? % =
U(x,H) = —————=——tanh(z V 2H). (5.87)
V2H
Los perfiles 6ptimos para la densidad y la corriente pueden escribirse ahora facil-
mente combinando las dos ecuaciones anteriores con las ecs. (5.61)-(5.62), obte-

niéndose

p(x) = TY (z) = T cosh? \/gsechz(x\/ﬁ), (5.88a)

cosh? \/g =
j(x) = doy¥(x) = —doy————=——tanh(zV 2H) (5.88Db)
2H
en funcién de H = ﬁ(d /day). Aqui hemos tenido en cuenta que y = p para 8 = 0.
Nétese que las curvas p(z)/T = Y (x,H) para distintos valores de v representados

como funcién de x sélo dependen de la disipacién relativa d/d,,. La ec. (5.57)
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v
T
5

FIGURA 5.4: Escalamiento de la LDF en el limite v < 1 para N = 50, T =1,
B8 = 0, 0,55, 1y dos valores diferentes de v, v = 0,01 (simbolos rellenos) y
v = 0,1 (simbolos huecos). Las lineas continuas son las predicciones de la MFT.
Las curvas se han desplazado verticalmente por conveniencia, G(day) = 0, Vv, 5.
Para el caso de 8 = 0, las curvas de las simulacién se han representado para
d < dj, con dj el punto de inflexién en el cual G(d) cambia su convexidad (véase
también la Fig. 5.5). Recuadro: Comparacién de la G(d) tedrica de los distintos
B, donde puede verse claramente que un aumento de g favorece las fluctuaciones
grandes de la disipacién.

implica que

d _ow(—1/2) = smh\/Q/H’

oy VoH

que nos da la constante H implicitamente en términos de d/d,,. Finalmente, parti-

dpy ~ VT, (5.89)

cularizando la ec. (5.84) para el caso de 7 = 2 que estamos analizando (recuérdese

que 3 = 0), obtenemos

G(d) = V2H tanh @ . (5.90)

La ecuacion (5.89) para H(d/dy,) requiere de un andlisis cuidadoso. Del caso ge-
neral discutido en la sec. 5.2.2, tenemos que H >0 para d > d,,, y por tanto 2H
es un nuamero real, mientras que H>0 para d < d,, y V 2H es imaginario. Esto

ultimo no causa ningin problema para G(d), que siempre es real. De hecho, si

escribimos VH = ir/|H|, legamos a G(d) = —\/2|H| tan ﬁ;' + |H| para H < 0.

En el limite de d — 0T, tenemos que H — —m2/2, y de esta forma obtenemos

G(d) — —o0, como se prevé desde un punto de vista fisico.

La ecuacién (5.90) da una forma de escalamiento sencilla para G(d), independiente
de v, para el caso lineal 5 = 0 (el modelo KMP disipativo) en el limite v < 1 [45].

Como anticipamos en (5.84), la curva de G(d) respecto de la disipacién relativa
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FicuraA 5.5: Grafico escalado de la transformada de Legendre de la LDF de la
disipacién, p(s) = méxy[G(d)+sd], en el limite v < 1 para N =50,7 =1, =0
y dos valores distintos de v, v = 0,01 (circulos) y v = 0,1 (tridngulos). La linea
continua es la prediccion de la MTF, ec. (5.95). Nétese que p(s) estd definido
hasta el valor umbral s; = 0,878458/d,y, més alld del cual la transformada
de Legendre-Fenchel diverge. El recuadro de arriba-derecha muestra un zoom
alrededor de dicho umbral s;, que estd relacionado con el punto de inflexién
de G(d) en di = 2,27672d,,. En el recuadro del centro-izquierda se ve que
G"(dy) =0, para d > d; la LDF de la disipacién no es convexa.

d/d,, es independiente de v en este régimen cuasieldstico. Este escalamiento se
confirma totalmente en la fig. 5.4, en la cual representamos G(d) para distintos,
valores pequernios de v € [1072,107!], medidos en las simulaciones del modelo KMP
disipativo usando las técnicas avanzadas de tipo Monte Carlo descritas al principio
de esta subseccion. En particular, el acuerdo entre teoria y simulacién es excelente
en todo el rango de fluctuaciones que podemos estudiar. La LDF esta fuertemente
sesgada con un decrecimiento rapido para las fluctuaciones con d < d,, y no tiene
rama negativa. Asi, los teoremas de fluctuacion que relacionan las probabilidades
de la disipacion integrada dada d y de su evento inverso —d no son validos para este
caso [32, 42]. Por supuesto este resultado es algo esperado, dado que la reversibi-
lidad de la dinamica microscopica es una condicién necesaria para que el teorema
sea aplicable [57]. El limite H > 1 corresponde a las fluctuaciones grandes de
la disipacién, donde G(d) ~ —3[In(d/d.y)]?, esto es, un decrecimiento logaritmico
muy lento, lo que muestra que las fluctuaciones grandes son mucho mas proba-
bles que las predichas por la estadistica gaussiana (~ —2(d/day)?). De hecho, ese
decaimiento lento implica la presencia de un punto de inflexién en G(d): hay un
valor d; tal que G”(d;) = 0. La convexidad de G(d) cambia en d = d;, G"(d) < 0
para d < d; mientras que G”(d) > 0 para d > d;. Concretamente, las ecs. (5.89)
y (5.90) implican que d;/d., = 2,27672, véase el recuadro en el centro-izquierda
de la fig. 5.5. No es posible, con el estado actual del conocimiento, medir LDF

no convexas mediante técnicas avanzadas de Monte Carlo. La razén es que, como
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describimos al principio de esta seccién, este método de Monte Carlo avanzado se
basa en la medida de la transformada de Legendre-Fenchel de la LDF de interés,
que no esta bien definida cuando la LDF no es convexa [9]. Para comprender mejor
este punto, recordemos que la transformada de la LDF de la disipacion se puede

escribir como

p(s) = mczlix[G(d) + sd] = G[d*(s)] + sd*(s), (5.91)
donde d*(s) es solucién de la ecuacién

0G(d) _
= (5.92)

Notese que, matematicamente, p(s) es la transformada de Legendre-Fenchel de
—G(d), que es la funcién convexa®. La derivada parcial de G(d) con respecto a
d estd relacionada con la integral primera de las ecuaciones de Hamilton I,

véase la ec. (5.42), que a su vez puede obtenerse de las ecs. (5.63) y (5.86), con el

resultado
Ty = V% = —% sech? % (5.93)
De forma equivalente,
G H H
= ——— = —gech?{/ —=. .94
s 50— oT > 5 (5.94)

Haciendo uso ahora de las ecs. (5.89), (5.90) y (5.94), la transformada de Legendre

de la LDF de la disipacién se puede escribir como

u(s) = 2V/2H tanh \/g A, (5.95)

en funcién de H = H(s), como viene dado por la ec. (5.94). Nétese que el escala-
miento de G(d) con d/d,y, véase la ec. (5.84), implica un colapso similar para p(s)
cuando lo representamos como una funcién de sd,,. La ec (5.92) tiene una sola
solucién d*(s) para s < 0 y no plantea ningiin problema. Por otro lado, debido
a la existencia de un punto de inflexién, G’(d) exhibe un minimo en dj, incre-
mentdndose suavemente después para tender asintoticamente a cero en el limite
d — 00, véase el recuadro en el centro izquierda de la fig. 5.5. Entonces, para s > 0
existen dos soluciones dj(s) < dy < dj(s) para la ec. (5.92), pero sélo la primera

maximiza la ec. (5.91). Esto significa que no podemos obtener G(d) invirtiendo

3 Aunque hay cierta ambigiiedad en la bibliograffa al definir convexidad/concavidad, el criterio
mas extendido en matemdticas es llamar convexa a aquellas funciones con derivada segunda
positiva.
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la transformada de Legendre de p(s) para disipaciones por encima del punto ed
inflexién d; = 2,27672 d,,. De hecho, p(s) estd definida hasta un s; critico, tal que
sy = 0,87845/d,, (la pendiente de —G(d) en el punto de inflexién), mas alld del
cual u(s) diverge. Esto se puede ver atendiendo a las propiedades principales de

1(s), esto es

N il v (5.96)

Por tanto, p tiene una singularidad en el valor correspondiente al punto de inflexién

op_, Pp_ {020]1

dr, donde 9*u/ds* diverge. La transicién al comportamiento no convexo implica
que solo podemos medir la estadistica de las fluctuaciones raras de la disipacién
hasta d; usando el algoritmo avanzado de clones [38, 39, 56]. La fig. 5.5 muestra
una comparacién entre la transformada de Legendre p(s), medida para dos valores
diferentes de v < 1 y los valores tedricos, hasta el valor critico s;. El acuerdo es
excelente en todos los casos, confirmando el colapso de p(s) cuando se representa

frente a sd,, .

Podriamos resolver de la misma forma la MFT para la disipacion integrada para
valores arbitrarios de los exponentes 3, pero las expresiones matematicas son mas
complicadas que para el caso ilustrativo que hemos tratado aqui. La figura 5.4
muestra también la LDF de la disipaciéon para otros exponentes S > 0, asi como
los resultados de los experimentos numéricos en estos casos. Cualitativamente,
los resultados son similares, siendo independientes de v las LDF escaladas en el
limite v < 1, que tienden réapidamente a cero cuando d — 0% y tienen una cola
que decae lentamente para d > d,,. A partir de los resultados numéricos, esta
cola “pesada” cambia su convexidad para una disipacién integrada grande d; que
crece con (a) v para un f fijado (b) f§ para un v fijado. Para = 0, tenemos
dr/dy ~ 2,8 con v = 1, mientras que d;/d,, > 6 para v = 10. Por otro lado, para
B =1 se tiene que G”(d) < 0 en la regién considerada. Para § = 0,5, los valores
positivos de G”(d) son tan pequenios que hemos escogido no eliminar los puntos
méas alld del valor numérico del punto de inflexién, d;/d,, ~ 3,2 para v < 1y
dr/dy ~ 5,1 para v = 1, aunque coinciden aproximadamente con los valores en
los cuales la predicciéon tedrica y las curvas de simulaciéon empiezan a separarse.
La comparacién con los resultados numeéricos es excelente en todos los casos. En
el recuadro en la fig. 5.4, presentamos los resultados tedricos para la LDF G(d)
para los tres valores de [ considerados. Se observa que las fluctuaciones grandes

de la disipacion se hacen mas probables al aumentar .

También hemos medido los perfiles tipicos de energia asociados con una fluctua-

cién de la disipacion dada para el caso § = 0, véase la fig. 5.6, encontrandose
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FIGURA 5.6: Arriba: Perfiles de energia 6ptimos al variar d/d,y, medidos para
v = 1073 (simbolos) y v = 1072 (lineas discontinuas), y las predicciones de la
MFT (lineas continuas). Todas las curvas corresponden al caso lineal § = 0.
El acuerdo entre teoria y simulacion es excelente en todos los casos. Abajo:
Predicciones de la MFT para los perfiles 6ptimos de energia, variando d/d,y.

un acuerdo muy bueno con la MFT desarrollada en esta tesis. Notablemente, los
perfiles éptimos para diferentes ¥ < 1 también colapsan para un d/d,, constante
(todas las simulaciones las hemos realizado para el mismo valor de la temperatura
en los contornos de 7" = 1), como predice la ec. (5.88a). Los perfiles exhiben la
simetria x <> —x conjeturada para simplificar el problema variacional. Adem4s,
presentan un unico extremo que puede ser minimo o maximo dependiendo del
valor de la disipacién relativa d/d,,, una propiedad que dedujimos del formalismo
general en la seccion 5.2.2. Los perfiles asociados a las fluctuaciones de la disipa-
cién por encima del promedio muestran una sobreinyeccién de energia en el seno
del sistema. Esta observacion sugiere que el mecanismo responsable de una disi-
pacién integrada grande consiste en una sobreinyeccion de energia desde el bano
térmico, que se transporta hasta el seno del sistema donde es disipada. La misma

observacion cualitativa, y un buen acuerdo entre teoria y simulacién, es vélida
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FiGurA 5.7: Colapso de los perfiles 6ptimos de la energia medidos para N = 50
y T = 1, como funcién de la disipacién relativa d/d,y, para diferentes valores
de v <« 1. Concretamente, hemos representado los perfiles correspondientes a
v = 1072 (lineas punteadas) y v = 107! (lineas discontinuas), para 8 = 0
(arriba, verde), 8 = 0,5 (en medio, rojo) y 8 = 1 (abajo, azul). Todas las curvas
estan desplazadas verticalmente para facilitar su visualizacién, p = 1 en los
extremos siempre. Para un valor dado de la disipacién integrada relativa d/d,y,
la sobre inyeccién central es menos pronunciada cuanto mas grande es 3. Las
lineas continuas son las predicciones de la MFT.

también para otros valores distintos del exponente 5 > 0, véase la fig. 5.7. Nétese
el colapso que ocurre para distintos valores de v < 1 pero la misma disipacion
relativa. Es interesante senalar que los perfiles éptimos son menos pronunciados
conforme aumenta la nolinealidad, esto es, el exponente 3, véase la fig. 5.7. Esto
da una interpretacion fisica de la variacién de la anchura de G(d) con ( obser-
vada en la fig. 5.4: para el mismo valor de d/d,, y un 8 mayor, el perfil 6ptimo
asociado estd mas cerca de la solucion hidrodindmica promedio, y de ahi que sus

fluctuaciones decrezcan menos y tengan una probabilidad asociada mayor.

5.3.2.2. Sistemas con coeficiente de disipacion arbitraria v

En principio, para valores arbitrarios de v 2 1, no se puede deducir un escalamien-
to general para la LDF G(d). Para cada caso particular, tenemos que resolver el
problema variacional completo, que en general es intratable analiticamente. Para
seguir avanzando, nos apoyamos en la evaluacién numérica de los perfiles 6ptimos,
que después usamos para calcular la LDF. La fig. 5.8 muestra las predicciones
tedricas de G(d) para valores crecientes de v y distintos valores de /3, junto con los
resultados numéricos de las simulaciones. Al igual que para el limite de sistemas
débilmente disipativos, el acuerdo entre teoria y simulacién en la figura 5.8 es muy
bueno. Atribuimos las diferencias observadas entre la teoria y la simulacién a efec-

tos de tamano finito, que se hacen méas apreciables al aumentar v, comparese con
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FiguraA 5.8: La LDF de la disipacion para N =50, T =1, §=20,0,5,10y
v € [1072,10]. Las curvas para 3 = 0,5 y 0 se han desplazado verticalmente
por conveniencia (recuérdese que G(d,y) = 0 Vv, 3); los valores 5 =1, 0,5y 0
se corresponden con las curvas de arriba (azul), centro (rojo) y abajo (verde).
Las predicciones de la MFT se representan con lineas continuas para § = 1,
discontinuas para g = 0,5, y punteadas para g = 0. Igual que en la fig. 5.4, para

un v fijado, aumentar j facilita las fluctuaciones grandes de la disipacién.

la fig. 5.4 (véase también [51]). Estos efectos grandes de tamano finito son previ-

sibles, dada la escala natural de longitud asociada con un v dado, ¢, = 4/ D/ v,
que decrece con v. Asi, es necesario considerar sistemas mas grandes para mante-
ner la convergencia al limite macroscépico. Ademas, los efectos de tamano finito
relacionados con el nimero de clones M, usados para desarrollar el método de

simulacién, se vuelven un problema en este limite [24, 34].

En cualquier caso, la forma de las curvas de G(d) cuando incrementamos v para
un valor de # dado muestran una supresion fuerte de las fluctuaciones grandes de
la disipacién para v > 1, como argumentamos en general en la secciéon 5.2.2. En
este limite fuertemente disipativo, la longitud caracteristica ¢, — 0, y el sistema se
desacopla en dos mitades independientes. De esta forma, la energia se concentra
en dos capas limite de anchura ¢, en las cercanias de los banos térmicos, una
imagen esta de nuevo de acuerdo con los resultados generales de la sec. 5.2.2. Este
comportamiento se refleja en los perfiles 6ptimos de energia medidos para una d
dada cuando v = 10, véase la fig. 5.9. Obsérvese el contraste con el comportamiento
para v < 1, que mostramos en las figs. 5.6-5.7. El acuerdo de los perfiles numéricos
con la predicciéon tedrica de la MFT es muy bueno, mas teniendo en cuenta los
efectos de tamafio finito que acabamos de discutir. La fig. 5.9 (inferior) muestra
los perfiles de densidad de energia medidos para distintos valores del exponente [,
como una funcién de la disipacién relativa d/d,,. A partir de esta figura, es claro

que, para una disipacién relativa dada, la localizaciéon de la energia alrededor de
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F1GURA 5.9: Arriba: Perfiles éptimos de la energia como funciéon de la disipacién
relativa medida para v = 10, N = 50 and 7" = 1, en el caso particular 8 = 0. La
lineas discontinuas verdes corresponden a la simulacion mientras que las lineas
continuas son las predicciones de la MFT. Abajo: Perfiles 6ptimos de la energia
para v = 10, N =50 y T' = 1, al variar el exponente /3, 8 = 0 (linea de puntos
verde), f = 0,5 (linea discontinua roja), y § = 1 (linea continua azul). La
curvas se han desplazado verticalmente por conveniencia, p = 1 siempre en los
contornos. Para una disipacion integrada d dada, la concentracién de la energia
cerca de los contornos disminuye al crecer 3.

los banos térmicos decrece cuando 3 crece. Esto sugiere de nuevo que, al igual que
en el limite v < 1, la probabilidad de una fluctuaciéon de una disipacion relativa
d/d,y, fijada crece con 3, dando lugar a la mayor anchura de G(d) al crecer 5 que

se observa en la fig. 5.8.






Capitulo 6
Conclusiones

En esta tesis, hemos estudiado en detalle la hidrodindmica fluctuante y las fluc-
tuaciones, tanto tipicas como raras, de la energia disipada en una clase general
de modelos de red difusivos (i) caracterizados por la presencia de disipacién en su
seno (ii) forzados a través de sus contornos. La dindmica es estocdstica: parejas de
sitios préximos vecinos colisionan con una frecuencia que es una cierta funcion de
la energia del par. Una parte dada de la energia del par se disipa al medio circun-
dante, mientras que el resto se redistribuye aleatoriamente dentro del par. Ademas,
los sitios de los contornos pueden estar acoplados a banos térmicos que inyectan
energia en el sistema, de modo que el sistema alcanza un estado estacionario de
no equilibrio en el limite de tiempos grandes. Esta clase de modelos disipativos
forzados es una generalizacion del modelo KMP de conduccién del calor al caso
no lineal y disipativo, y pueden considerarse como una manera extremadamente
sencilla de modelar ciertos aspectos de los sitemas disipativos reales, tales como
los fluidos granulares. De hecho, y de modo interesante, sus descripciones hidro-
dinamicas fluctuantes presentan analogias llamativas, como hemos visto a lo largo

de esta tesis.

A continuacion, enumeramos las principales conclusiones de nuestro trabajo:

1. En el limite de tamano del sistema grande, hemos mostrado que la densidad
de energia p(z,t) obedece una ecuaciéon de balance fluctuante, que contiene
dos campos adicionales fluctuantes de corriente y disipacion, j(z,t) y d(z,t),
respectivamente. El campo de corriente promedio obedece localmente una
ley de Fourier no lineal, con un coeficiente de difusiéon que depende de la
densidad, mientras que la disipacion promedio es una cierta funcion de la

densidad local.
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El ruido de la corriente es blanco y gaussiano, mientras que el ruido de
la disipacién es subdominante debido a la cuasielasticidad de la dinamica
“microscopica”. Esta cuasielasticidad de la dinamica microscopica asegura
una competicion no trivial entre la difusién y la disipacion de energia, que

actian sobre la misma escala de tiempo.

Asimismo, hemos obtenido expresiones explicitas para los coeficientes de
transporte, usando una aproximacion de tipo equilibrio local, cuya validez
hemos comprobado a posteriori. De modo interesante, la amplitud de las
fluctuaciones de la corriente (la movilidad) o(p) estd relacionada con la difu-
sividad D(p) por una relacién de fluctuacién-disipacién, o(p) = 2p2D(p), a
pesar de que estamos estudiando un sistema que se encuentra intrinsecamen-
te fuera del equilibrio. Ademas, el nuevo coeficiente de transporte asociado a
la disipacién, R(p), no es independiente del coeficiente de difusién, sino que

estd relacionado con el mismo por una ecuacion diferencial de primer orden.

Hemos particularizado los resultados obtenidos para una elecciéon concreta
del ritmo de colision, cuando éste depende algebraicamente de la energia del
par. Esta eleccion es interesante porque (i) este tipo de dependencia alge-
braica aparece en muchos sistemas fisicos reales, por ejemplo en un fluido de
esferas duras el ritmo de colicion es proporcional a la raiz cuadrada de la den-
sidad de energia local, y (ii) con esta eleccién podemos obtener expresiones

explicitas para los coeficientes de transporte.

Hemos comprobado las predicciones de la hidrodindmica fluctuante, com-
parandolas con simulaciones de Monte Carlo de la familia de modelos pro-
puesta. Se encuentra un acuerdo excelente, incluso para sistemas de tamano
no tan grande, L 2 10, lo que apoya la validez de la teoria hidrodindmica
fluctuante presentada. Dada la generalidad de la familia de modelos propues-
ta, esperamos que la misma situacion se encuentre para cualquier eleccion

no patoldgica de la funcién que determina el ritmo de colision.

. A continuacion, hemos desarrollado un marco tedrico general para calcular

la probabilidad de las grandes desviaciones de la energia disipada a partir
de la hidrodinamica fluctuante elaborada en la primera parte de la tesis. El
punto de partida es la ecuacion de evolucion hidrodinamica fluctuante para
la densidad, que incluye un término de corriente y un término de sumidero.
En una primera parte, no necesitamos que esta hidrodindamica fluctuante
provenga de la clase general de modelos central de esta memoria, sino que

la tomamos como punto de partida.
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10.

11.

12.

Comenzando con una formulaciéon de integral de camino del problema, se
puede escribir la probabilidad de una trayectoria en el “espacio de las fases”
mesoscopico, esto es, el espacio generado por los campos hidrodinamicos len-
tos. Como consecuencia de la cuasielasticidad de la dindmica “microscépica”,
la accién asociada con cada posible camino tiene exactamente la misma for-
ma sencilla que se encuentra en otros sistemas difusivos sin disipacion de

energia.

Hemos usado este funcional de accién para investigar la funcién de grandes
desviaciones de la energia disipada. Una hipétesis de aditividad simplifica
el problema variacional, pudiendo obtenerse la ecuacion de Euler-Lagrange
que satisfacen los campos 6ptimos, de densidad de energia y corriente, que
sostienen una fluctuacion arbitraria. El problema variacional admite una
reformulaciéon hamiltoniana, que es adecuada para analizar la teoria general

en ciertos limites de interés.

Hemos desarrollado una solucién perturbativa del problema variacional que
muestra que las fluctuaciones pequenas alrededor del comportamiento pro-
medio estan distribuidas segiin una ley gaussiana, consistentemente con el
teorema del limite central. Ademads, la varianza de esta distribucion gaussia-
na concuerda muy bien con la obtenida en la simulacién de Monte Carlo de

la dinamica del modelo “microscopico”.

La funcion de grandes desviaciones presenta una separacién clara del com-
portamiento gaussiano para las fluctuaciones grande de la disipacién, con una
distribucién que no presenta rama negativa. Ademds, encontramos formas
de escalamiento generales en los limites de sistemas débilmente y fuertemen-
te disipativos, que pueden analizarse parcialmente sin conocer la solucion

explicita de las ecuaciones canodnicas.

En una segunda parte de esta seccién, hemos aplicado los resultados anterio-
res a la clase general de sistemas disipativos que hemos considerado en esta
tesis. Las predicciones tedricas, que incluyen expresiones explicitas para la
funcién de grandes desviaciones en ciertos casos, se han comparado con si-
mulaciones de Monte Carlo de los modelos microscépicos. Hemos encontrado
un acuerdo excelente en todos los casos, tanto para las fluctuaciones tipicas

Como para las raras.

En particular, hemos confirmado el escalamiento simple de la funciéon de

grandes disipaciones en los sistemas débilmente disipativos para distintos
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13.

14.

15.

16.

valores del exponente de no linealidad . Esta funcién de grandes desviacio-
nes muestra un comportamiento no convexo para fluctuaciones muy grandes.
Ademas, los perfiles de densidad de energia tienen un maximo en el seno del
sistema, que proviene de un exceso de inyeccién de energia desde los banos

térmicos.

En el limite de sistemas fuertemente disipativos, la longitud de escala tipica
tiende a cero y el sistema se divide de modo efectivo en dos zonas practi-
camente desacopladas. Esto da lugar a un escalamiento diferente para la
funcién de grandes desviaciones, que predice una fuerte supresién de las

fluctuaciones de la disipacién en este régimen.

Resumiendo, nuestros resultados muestran que una generalizaciéon adecuada
de la teoria de las fluctuaciones macroscopicas de Bertini y colaboradores
permite describir en detalle el comportamiento fluctuante de una clase ge-
neral de medios disipativos forzados no lineales. En este esquema, la funcion
de grandes desviaciones se obtiene a partir de un problema variacional, cuya
solucién proporciona los perfiles éptimos que el sistema adopta para sostener

la fluctuacién considerada.

El marco tedrico propuesto es muy general, ya que esta teoria de las fluc-
tuaciones macroscopica se basa tnicamente en el conocimiento de (a) las
ecuaciones de balance para los campos fluctuantes y (b) los coeficientes de
transporte que aparecen en estas ecuaciones de balance. Esto puede abrir
la puerta a nuevos resultados generales en la mecanica estadistica de no

equilibrio de los medios disipativos.

En el futuro, algunos problemas que no han sido abordados en esta memoria

merecerian la atencion:

a) Serfa interesante explorar la existencia de transiciones de fase y ruptu-
ras espontaneas de simetria a nivel fluctuante en esta clase general de
sistemas disipativos, para ver si también esta presente este fenémeno

encontrado en sistemas conservativos.

b) Ademés, como las magnitudes relevantes para caracterizar el comporta-
miento de no equilibrio en estos sistemas disipativos son tanto la energia
disipada como la corriente, seria interesante analizar las fluctuaciones
conjuntas de estos dos observables dentro del enfoque general de la

teoria de las fluctuaciones macroscopicas.
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Apéndice A

Propiedades de los cumulantes

del ruido de la disipacién

En la seccién 4.1.3 hemos visto que el ruido de la disipacién es blanco ec. (4.30)
en el limite de tamano del sistema grande L > 1, con su amplitud « dada por la

suma de la contribuciones en las ecs. (4.31a) y (4.31b). Definimos
7= L', (A1)

de modo que 7 es el ruido de la disipacién escalado con el tamano del sistema, de

modo anélogo a lo que hicimos para la corriente. Con esta definicion, tenemos
(e 0) =0, (ia, i, ¢)) = L22w(p)5(a — )5t — ). (A2)

El cumulante de segundo orden del ruido escalado se anula cuando L — oo, como
se ve claramente en la ec. (A.2). A continuacién, vamos a demostrar que esto

también es cierto para todos los cumulantes de orden superior cuando L — oc.

Consideremos un cumulante de orden n del ruido microscépico 7, que es igual
al momento de orden n-ésimo de 1 mas una suma de términos no lineales en sus
momentos de orden inferior. Sabemos que en la correlacion (n;,ny /) €l comporta-
miento dominante es L™°, como expresa la ec. (4.30)'. Andlogamente, el momento
de orden n (d;,dy . ..dl<n)’p(n)> tiene un comportamiento dominante de orden

L~17%" para todos los tiempos iguales p = p' = ... = p™, que proviene del factor

'Esto proviene de que el término dominante, que aparece para p = p’, se comporta como
(1 —a)?/L, y 1 — «a escala como L~2, como hemos usado repetidamente a lo largo de esta
memoria.
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(1 —a)™/L. De esta forma,

(dypdy g - dyny ) ~ L7207, (Di ) 810 -+ -+ Gyt 40 Oy Oyt =+ + By i

(A.3)
donde (Dy,) es un promedio que permanece finito en el limite L — co. En el limite
continuo, cada campo de disipacién introduce un factor L? /7, como podemos ver en

la ecuacién (3.18), por lo tanto para el momento de orden dominante obtendremos

5({[; — x/) RPN 5(3:‘(”_1) — I(n))

(na tn(a’, 1) - n(@™, ™)) ~ L5 (D(a, 1)) =
TSt — 1) - (D) — ()
x L 730D , (A.4)

donde (D(z,t)) es el comportamiento dominante finito de (D;,) para L > 1.
Ademds, hemos utilizado la “aproximacién de equilibrio local” (seccién 3.2.1) y
la relacién entre las deltas de Kronecker y las deltas de Dirac, dadas por la ec.

(4.16). Usando ahora el ruido reescalado 77, obtenemos la expresién 4.35

(i, )i’ ) - 772 40)) ~ L7520 (D(, 1)8(x = a) - - §(2" 7 = 2™)
xO(t —tYo(t —t") -6t — ™). (AL5)

Observamos que todos los momentos y cumulantes tienden a cero cuando L — oo,
lo que prueba el caracter subdominante del ruido del campo de disipacién en el
limite hidrodinamico, donde el tinico ruido relevante sera el de la corriente. Final-
mente, hay que hacer notar que si hubiéramos escalado el ruido de la disipacién
con su propio exponente, esto es, con L*? en lugar de L'/? en la ecuacion (A.1),
el prefactor en la ec. (A.5) cambiarfa de L3~°"/2 a L3732 Con este escalamiento,
de nuevo sélo seria distinto de cero el cumulante de segundo orden: el ruido del
campo de disipacién también es gaussiano en el limite hidrodinamico. En cualquier
caso, es importante senalar que el caracter gaussiano o no gaussiano del ruido del
campo de disipacién es anecdético en este contexto, una vez que la ecuacion (A.5)

muestra que es despreciable para L > 1.



Apéndice B

El problema variacional para un
Lagrangiano con derivadas

segundas

Vamos a analizar un problema variacional en el cual la accién estd definida como

la integral de un Lagrangiano con derivadas segundas,

2

slj) :/ dz £(j, §',7"). (B.1)
1

La acciéon S[j] es un funcional del perfil j(z) en el intervalo z; < x < z,. El

problema variacional surge cuando se busca el perfil 6ptimo j(z) para el que el

funcional S[j] es un extremo. Vamos a considerar un problema similar al analizado

en esta tesis: estamos interesados en calcular G, definida como

G = —min S[j]. (B.2)
J(x)

Entonces, consideramos la variaciéon dS del funcional cuando variamos un perfil

dado de j(z) a j(z) + 0j(x),

2 oL oL oL
_ . Y Zan B.
0S /gg1 dx (—aj (5]+—aj,(53 + 8]’”5‘7 ) (B.3)

Ahora, tenemos en cuenta que debe verificarse que

, d : 2
6 = %(53, 57" = @(53, (B.4)
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para integrar por partes (i) una vez el término proporcional a §j" y (ii) dos veces

el término proporcional a §7”. Llegamos asi a

oL d (0L oL T2 oL d (0L d? oL
55—{{@‘@(@//)]5 0 "‘”} +/ e {%‘_<aj)+@(aj"
(B.5)

donde hemos introducido la notacién [f]7? = f(x2)— f(21). Por analogfa con el pro-

blema habitual donde el Lagrangiano tiene sélo primeras derivadas, introducimos

los momentos generalizados

oc d (0L oL
P70 da (6j") ST ()

De esta forma, el término de contorno tiene la forma usual, y la ec. (B.5) se puede

escribir

S s T do |5 — = e - (B
5S [p](S] + p; 07 ]x1+/ X {8] (8])+d$2 (8]”)} 0j ( 7)

1

La condicién de extremo es 6S = 0. Si los valores de j y 7’ estan fijados en los
contornos, tanto dj como J;j’ son cero en x; o y los términos de contorno son cero.
En ese caso, como §j es arbitrario para x; < x < x3, el perfil éptimo solucion del

problema variacional obedece la ecuacién de Euler-Lagrange

d? oL d (0L oL
e (aj") "I <ay ) T 0 (B8)

que es una ecuacién diferencial de cuarto orden. La ecuacién (B.8) se puede es-

cribir como dp;/dx = 0L/0Jj, que es formalmente idéntica a la ecuacién de Euler-
Lagrange usual. Las condiciones de contorno para la ecuacion de Euler-Lagrange
son los valores impuestos de j y j’ en los contornos; cuatro condiciones para la
ecuacion diferencial de cuarto orden. Sin embargo, en algunos problemas fisicos
puede parecer que hay menos condiciones de contorno de las necesarias para deter-
minar una solucién unica del problema variacional. En ese caso, como puntualiza
Lanczos [53], la condicién de extremo 6S = 0 nos proporciona las condiciones
de contorno “extra”. Po ejemplo, si s6lo tenemos fijados los valores de j' en los
contornos (como es el caso del problema de la LDF que tratamos en esta tesis),
tenemos que 05’ (z1) = 65'(x2) = 0 pero dj(x1) y 0j(z2) son pardmetros libres. En

este caso, 0.5 = 0 nos implica que

pi(z1) = pj(a2) =0, (B.9)
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usando la ecuacion (B.7). La solucién del problema variacional satisface entonces la
ecuacién de Euler-Legrange (B.8) con los valores impuestos por j’ en los extremos
y las condiciones extra que nos da la ec. (B.9). De esta forma, obtenemos las cuatro
condiciones necesarias para determinar completamente la solucién de la ecuacién
de Euler-Lagrange. En general, el momento generalizado conjugado de la variable

que no estd fijada en los contornos debe anularse en los mismos.

La funcién G definida en (B.2) depende de los valores de j y j' en los contornos.
Haciendo uso de la ec. (B.7), y teniendo en cuenta que el perfil éptimo j(x) verifica

la ecuacién de Euler-Lagrange, tenemos que sobre la soluciéon del problema,
0G = —pj20ja — Pjr.20Jy + pj1dj1 + P 107 (B.10)

Donde hemos introducido la notacién p;; = p,(z;), 0j; = 6j(z;), i = 1,2. La

ecuacién (B.10) implica que

.o o _ o o G
Pj2 = aj27 Pjr2 = 8]57 Pj1 = ajl’ Pjr1 = a]i

(B.11)

La ec. (5.24) de esta tesis es la particularizacién de este resultado para (i) xo =
—x1 = 1/2, (ii) soluciones de la ecuacién de Euler-Lagrange con paridad bien
definida, en las cuales p;2 = p;1, pj2 = —pj1 y (iii) las condiciones de contorno

de la ec. (5.19).






Apéndice C

El problema variacional con

restricciones

Nuestro objetivo es encontrar el perfil 6ptimo de la corriente j(x; d) que es la solu-
cién del problema variacional (5.17), con la condicién adicional de que la disipacién
integrada d tenga un valor definido, como viene dado por la ec. (5.16). Entonces,
debemos usar el procedimiento de los multiplicadores de Lagrange [52, 53] para

buscar el extremo de

1/2 1/2

d (' + d) = / dx £2(7,7,7") (1)

—-1/2

Silj] = S - A /

~1/2
donde
L2, 53" = L3, 7.5") = Ay + d), (C.2)

y A es un multiplicador de Lagrange. El extremo de Sy se obtiene de dos condi-

ciones: (i) 68, =0, y (ii) 95,/0X = 0. La primera implica que

d> (0L, d (0L, 0Ly
i (o)~ (57)+ 5 o o

que es la ecuacién de Euler-Lagrange para el Lagragiano Ly que contiene derivadas
de segundo orden (véase el apéndice B). La condicién (ii) nos lleva a la restriccién
sobre la disipacién integrada, propocionada por la ec. (5.16). Las condiciones de

contorno para la ecuacién de Euler-Lagrange son

J(£1/2) = —vR(T),  py(£1/2) =0, (C.4)
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donde hemos introducido el momento generalizado conjugado de la corriente para

el nuevo Lagrangiano £, como

oL, d (0L,
Pxj = a5’ dr <a]//) ) (C5>

Estas condiciones de contorno tienen su origen en (i) los valores de la densidad de
energfa impuestos por los batios térmicos en los extremos, p(+1/2) = T y (ii) la
condicién de minimo 0S5y = 0, que nos da las condiciones adicionales necesarias
cuando los valores de algunas de las variables no estan fijados en los contornos.

Una discusién mas detallada de este punto puede verse en el apéndice B, y también

la ref. [53].



Apéndice D

Traslacion de las restricciones a

las condiciones de contorno

Los momentos generalizados conjugados respectivos para la corriente, py;, para el

Lagrangiano £ y p; para el Lagrangiano original £, verifican

Prj =DPj — A, (D.1)

donde hemos tenido en cuenta la relacién entre £, y L, ec. (C.2), y la definicién

de los momentos, ec. (B.6). Por otra parte, la ecuacion de Euler-Lagrange (C.3)

d> (oL d (0L oL
_ [ Z= = 0. D.2
da? <aj"> da (aw)*aj ’ (B-2)

El decir, también obtenemos la ecuaciéon de Euler-Lagrange correspondiente al

para L, implica que

Lagrangiano original £. Las condiciones de contorno (C.4) se pueden escribir como
J(£1/2) = —vR(T), p;(£1/2) = A, (D.3)

para lo que hemos utlizado la ec. (D.1). En consecuencia, nuestro problema va-
riacional con restricciones se puede transformar en un problema sin restricciones,
con el Lagrangiano original £, su ecuacién de Euler-Lagrange (D.2) y las condi-
ciones de contorno (D.3). Después, ha de determinarse el valor desconocido en los
contornos A para el momento generalizado p; imponiendo el valor de la disipacién
integrada d, ec. (5.16), de modo que A = A(d). Segun la discusién del apéndice
B, A = 0 es equivalente a no imponer restricciones en el problema variacional. De

este modo, recuperariamos los perfiles (y la disipacién integrada) promedios, que
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corresponden al minimo absoluto de G o, equivalentemente, al maximo absoluto
de la probabilidad. En este sentido, un valor distinto de cero de A = p;(£1/2) es
una medida de la distancia a la que estamos del comportamiento hidrodindmico

promedio.

Debido a la simetria existente en el problema (los dos banos térmicos en los extre-
mos tienen la misma temperatura 7"), esperamos que los perfiles éptimos corres-
pondientes sean una funciéon par de x. De hecho, la ecuacion de Euler-Lagrange
(D.2) admite soluciones con paridad bien definida. Como el Lagrangiano posee
la propiedad de simetria £(—j, 5", —j") = L(j,7',7"), la ec. (D.2) tiene soluciones
en las que j es una funcién impar en x, lo que implica que y (y por tanto p) es
una funcion par en x. Por consiguiente, a partir de ahora nos centraremos en las

soluciones simétricas del problema variacional. Asi, la ec. (5.16) se reduce a
d=2j(-1/2;d) = -2j(1/2;d), (D.4)
y las condiciones de contorno para la ecuacién de Euler-Lagrange quedan
J(£1/2:d) = —vR(T),  j(=1/2;d) = —j(1/2;d) = d/2, (D.5)

mucho mas simples que las ecs. (D.3), ya que hemos eliminado el multiplicador
de Lagrange A del problema. Esto proviene del cardcter par de p;(z) para las
soluciones con paridad bien definida que estamos considerando. En resumen, hemos
transformado nuestro problema variacional con la restriccién de que la disipacién
integrada tenga un valor dado d a un problema sin restricciones, con el Lagrangiano

original L(j, ', ") y valores dados de j y j’ en los contornos.

Una vez hemos obtenido los perfiles éptimos de la corriente, el perfil éptimo
de la densidad se calcula facilmente a partir de la ec. (5.15). Por supuesto, el
perfil de densidad obtenido de esta forma cumple las condiciones de contorno
p(£1/2;d) = T. Debemos insistir en que la ecuacién de Euler-Lagrange (D.2)
con condiciones de contorno (D.5) proporciona la solucién correcta al problema
variacional con restricciones siempre que los perfiles tengan una paridad bien de-
finida. Sin embargo, no podemos descartar la existencia de soluciones que rompan
la simetria y que no tengan paridad definida ya que, en general, un problema va-
riacional puede tener varias soluciones [52]. Si ése fuera el caso, tendriamos que
resolver el problema variacional completo, méas complejo, constituido por la ec. de
Euler-Lagrange (D.2) con las condiciones de contorno (D.3), donde el multiplica-

dor de Lagrange A = A(d) estd impuesto por la ligadura (5.16). Sin embargo, todas
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las simulaciones que hemos realizado apuntan a que las soluciones adoptadas por

el sistema son simétricas, como se discute en el texto principal de esta memoria.

La LDF G(d) depende de d y T a través de las condiciones de contorno. En este
punto, es conveniente recordar que omitimos la dependencia en T" para simplificar
nuestra notacién. Particularizando la ec. (B.10) para las soluciones con paridad

bien definida,
dR(T)
dT

lo que ofrece una interpretacién geométrica para los valores de los momentos ge-

0G(d) = pj(1/2)0d + 2v

pj(1/2)0T, (D.6)

neralizados en los contornos. Estédn relacionados directamente con las derivadas

parciales de la LDF,

oG oG dR(T)

2 = p;(1/2), T = 2v 0T

pi(1/2). (D.7)

Los momentos generalizados p; y p; son funciones par e impar de x, respectiva-

mente.






Apéndice E

Formulacion hamiltoniana del

problema

En general, la ecuacién de Euler-Lagrange para el perfil éptimo j(z;d) es una
ecuaciéon diferencial de cuarto orden. Podemos por tanto desarrollar una formu-
lacién equivalente “Hamiltoniana”, en la que tendremos un conjunto de cuatro
ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas. Para el problema que nos ocu-
pa, esbozamos a continuaciéon el procedimiento para introducir el Hamiltoniano a
partir de un Lagrangiano con derivadas de orden mayor que uno [52, 53|. Como
hemos comentado antes, la ecuacion de Euler-Lagrange es una ecuacion diferencial
de cuarto orden, y tenemos dos coordenadas candnicas y dos momentos generali-
zados asociados. La primera coordenada candnica es la corriente j y elegimos que
la segunda sea y, la cual es proporcional a j’, como viene dado por la ec. (5.15).
Esta eleccién la sugiere la estructura de el Lagrangiano en la ec. (5.17). Ahora, in-
troducimos los momentos canénicos p, y p; conjugados de y y j, respectivamente.
Consistentemente con la deduccién de la ecuacion de Euler-Lagrange del apéndice

B, la ec. (B.6) nos da directamente p;, mientras que p, estd dado por

oL

Py = —VW, (E.1)

que se sigue de la definicién de p; y de la relacién entre y y j, ec. (5.15). El

Hamiltoniano se introduce del modo habitual,

H = y’py + j’pj — L= y’py —vyp; — L. (E.2)
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Tras algunas transformaciones algebraicas sencillas, se obtiene
! 2—D\y)j E
H =50, — D™ (y)ipy — vyps, (E.3a)

Qy) = Z;(ygj) (E.3b)

(
donde hemos definido la funcién auxiliar Q(y), con Q(y) > 0 para todo y. También

hemos usado la expresion de p,

Py = f?(y)%y()y)y/, (E.4)

obtenida a partir de su definicién (E.1), y del Lagrangiano

_olypy 1 )
L= = " 5 QWP (E-5)

escrito en funcién de las variables candnicas con ayuda de la ec. (E.4). Como debe
ser, 1 es funcién de (y, J,py,pj), que obedecen el siguiente conjunto de cuatro

ecuaciones diferenciales “canoénicas” de primer orden,

,  OH A

= = — D7 (y)j E.
Y=o Q(Y)py (Y)J, (E.6a)
,  OH
J = % = vy, (E.6b)
J
., OH _ dQ(y)p; dD7\(y) . |
P T a2 + a ipy + vpj, (E.6¢)
R VA
p; = _8_j =D l(y)py' (E.6d)

Estas ecuaciones candnicas son equivalentes a la ecuacion de Euler-Lagrange de
cuarto orden (D.2). Nétese que, como es normal en fisica y con objeto de no com-
plicar las férmulas, usamos la misma notaciéon para las variables candnicas en el
Hamiltoniano y para las soluciones de las ecuaciones candnicas, que proporcionan
los perfiles 6ptimos solucién del problema variacional. Por otro lado, el Hamilto-
niano es una integral primera del sistema (E.6), ya que no depende explicitamente
de x. Esto se traduce en que H = const., independiente de x, sobre cualquier so-

lucion. Esta propiedad puede usarse para simplificar la integracion del problema.



Apéndice E Formulacién hamiltoniana del problema 135

En general, para un valor dado de la disipacién d, tenemos que resolver el sistema

de ecuaciones (E.6) con las condiciones de contorno

y(£1/2) = R(T),  j(=1/2) = —j(1/2) = d/2, (E.7)

que son equivalentes a las de la ec. (D.5) De nuevo, tenemos que buscar soluciones
con paridad bien definida: y y j funciones par e impar de x, respectivamente
(ademds, p, es impar y p; es par). Dicha solucién se inserta posteriormente en
la expresién de la LDF G(d), que se puede escribir como funcién de las variables
canonicas,
1/2 1 12
G(d) = —/ dx L = —5/ dz Q(y)ps, (E.8)
—1/2 ~1/2
combinando las ecs. (5.17) and (E.5). De esta forma, obtenemos la LDF para
un valor arbitrario de la disipacién integrada d en la formulacién Hamiltoniana
del problema variacional. La ec. (E.8) nos muestra claramente que los perfiles més
probables (promedio) se corresponden con una solucién en la que p, = 0 para todo
x, que es una condicién necesaria y suficiente para que G(d) se anule. Sustituyendo
py = 0 en las ecs. (E.6¢)-(E.6d), vemos que necesariamente p; = 0, también para
todo z. Ademds, las ecs. (E.6a) y (E.6b) se simplifican y dan lugar a la ec. (5.8),
obteniéndose los perfiles promedio. Por lo tanto, siempre existe una soluciéon de las
ecuaciones canénicas (E.6) con los momentos candnicos nulos, que corresponde a la
solucién promedio de la ecuacién hidrodindmica (5.8). Esos perfiles hidrodindmicos

{pav, Jav} llevan al valor promedio de la disipacién integrada

1/2 1/2
Aoy = l// dx R(pay) = 1// AT Yoy () = 2y (—1/2). (E.9)
~1/2 ~1/2
Esta discusién es consistente con la desarrollada a continuacién de la ec. (D.3),
hecha en el ambito de la formulacién Lagrangiana equivalente. Las fluctuaciones
llevan por tanto asociadas un valor no nulo de los momentos candnicos, cuyas mag-
nitudes son una medida de la distancia (d — d,y)/day respecto al comportamiento
promedio. Las ecs. (E.8) y (E.9) son idénticas a las ecs. (5.25) y (5.26) del texto

principal de la memoria.






Apéndice F

Simulacion de Monte Carlo de
eventos raros: Evaluacion directa
de la funciéon de grandes

desviaciones

La observacién y caracterizacion de los eventos raros en simulaciones por ordenador
es una tarea dificil. Como su propio nombre indica el hecho de que sean raros hace
que la estadistica de los mismos sea pobre, ya que son exponencialmente impro-
bables en el tiempo de observacion y en el tamafio del sistema, P(d,t) ~ 9@,
Con las técnicas usuales de simulacién Monte Carlo esto se hace impracticable
puesto que deberiamos realizar N ~ e! simulaciones para tener una estadistica
suficiente. Por tanto se hace necesario recurrir a estrategias diferentes en las que
podamos reducir este nimero. Para acceder a los eventos poco probables existe
una estrategia general de simulacién Monte Carlo (MC) denominada ”Go with the
winners” [58] basada en el control de una poblacién de clones del sistema que nos
interesa estudiar. Para ello se favorece la clonacion de las copias del sistema que

nos interesan y se suprimen los que no evolucionan adecuadamente.

Recientemente, Giardina, Kurchan y Peliti [38] han introducido un algoritmo efi-
ciente para medir la probabilidad de una desviacion grande para observables aditi-
vos promediados en el tiempo, como la corriente, o la disipacién (nuestro caso) en
sistemas de muchas particulas. El algoritmo esta basado en la modificacion de la
dindmica microscopica del sistema para que dichos eventos raros responsables de

una desviacion no lo sean tanto y ha sido extendido para la dinamica estocatica a
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tiempo continuo [39]. Sea Ugqic la probabilidad de transicién de pasar de una con-
figuracién del sistema C' a otra C’. La probabilidad medir una dispacién integrada
D; después de un tiempo t partiendo de una configuraciéon Cy se puede escribir

cOomo

t—1

P<Dt7t; CO) = Z UCtCt—l T UClco(s(Dt - Z DCkACk)? (Fl)
Cy---Cq

k=0

donde D¢ es la disipacion elemental involucrada en la transicién C' — C'. Pa-
ra tiempos largos esperamos que la informacién del estado inicial Cy se pierda,
P(Dy,t;Cy) — P(Dy,t). En este limite P(Dy,t) obedece un principio de gran-
des desviaiones P(Dy,t) ~ exp[+tLG(d = D;/t)]. En la mayoria de los casos es
conveniente trabajar con la funcién generadora de momentos de la distribucién

anterior

H()U t) - Z eDtP(Dt, t) = Z UCtCt—l s UCICOBZZ_:B Deoy_104 (F2)
Dy Cy--Cq

Para tiempos t grandes, tenemos que II(\, t) — exp[+tu(N)], con () = maxy[G(d)+
Ad]. Podemos definir ahora la dindmica modificada, UC/C = ePercUgie, por lo tan-

to

Ot = > Uce,, - Ucycy (F.3)
Cy--Cq

Es importante hacer notar que sin embargo esta dinamica no estd normalizada,

ZC’ UC/C # ]_

Ahora introducimos la notaciéon de Dirac de “bra”, y “ket”, 1util en el contex-
to del formalismo cudntico hamiltoniano de la ecuacién maestra [59, 60|, véase
también [39, 61]. La idea consiste en asignar a cada configuracién del sistema
C' un vector |C) en el espacio de las fases, junto con su vector transpuesto (C/,
formando una base ortogonal para el espacio complejo y su dual [59, 60]. Por
ejemplo, en el caso mas simple de un sistema con un ntumero finito de confi-
guraciones (ndtese que no es el caso de nuestro modelo), uno podria escribir
ICYT = (C| = (---0---0,1,0---0--), es decir todos los componentes igual a
cero, excepto 1 para la componente que se corresponde con la configuracién C'.
En esta notacién, Use = (C’'|U|C) y la distribucién de probabilidades se puede

escribir como un vector de probabilidades
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[P(t)) =) P(C,1)[C), (F.4)

donde P(C,t) = (C|P(t)) con el producto escalar (C'|C) = ¢ Si (s| = (1---1),

la normalizacién implica que (s|P(t)) = 1.

Con esta notacién podemos escribir la descomposicién espectral U AN => i e
|AF(N))(AF(X)| donde asumimos que existe una base completa biortogonal de au-
tovalores a derechas y a izquierdas para la matriz U, U!Af()\)) = MWVIAR(N) y
(AJL()\)W = MW (AF(N)]. Llamando ¢*™ al autovalor mas grande de U,y a
sus vectores por la derecha [Af (X)) y por la izquierda (A} (\)| respectivamente, y

escribiendo TI(A, t) = ., (Cy|U*|Cy), encontramos para tiempos largos

(A, 1) = MM OATN)[C) D _(CHAFV)). (F.5)

Cy

De esta forma tenemos p(A) = A(X), por tanto la transformada de Legendre de
la funcion de grandes desviaciones de la corriente esta dada por el logaritmo del
auto valor més grande de U (A). Con objeto de evaluar este autovalor, y dado que
la dindmica U no est4 normalizada, introducimos la probabilidad de escape del
sistema Yo = Y Uore y definimos la dndmica modificada Ul = 05;0. Por
consiguiente, con esta dindmica modificada convenientemente normalizada

I = > Yo Ube, - YaUbe, (F.6)
Ci--Ch

Esta suma sobre las tratectorias que sigue el sistema se puede realizar considerando
un conjunto de M > 1 copias o clones del sistema, evolucionando secuencialmente

de acuerdo con el siguiente esquema de simulacién Montecarlo [38]:

1. Cada copia evoluciona independientemente de acuerdo con la dinamica mo-

dificada Ul

2. Cada copia m € [1, M] (en una configuracion Cy[m] en el tiempo t) se clo-
na con probabilidad Y¢, ). Esto significa que, para cada copia m € [1, M],
generamos un ntimero K¢, = |Ye,m)] + 1 de clones idénticos con proba-
bilidad Ye,im) — [Yeum)l: © Keym) = [Ye,m)) en caso contrario, donde |x]
representa la parte entera de x. Noétese que si K¢, = 0 la copia debe ser
eliminada y no producir descendencia. Este procedimiento produce un total

de M| = Z%:I K¢,m) tras clonar todas las copias originales M.
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Gl
Gl1]
C[1] Gl11 | X2 Gl3] Gl1]
t—1
cl2] gz X9 Gla] Gl2]
t—1
cla] Gla] |x3 Gla] G3]
t—1 U’
o | — P [ hd XFM/Mt o
CIm GIMI| > . GIM]
M M . M
GIM]
M;

FI1GURA F.1: Representacion de la evolucién y clonacién de las copias durante
la evaluacion de la LDF

3. Una vez todas las copias han evolucionado y se han clonado, el nimero total
de copias M| se lleva de nuevo al valor original M con una probabilidad
de clonacién uniforme X; = M/M], manteniendo asi el nimero de clones

constante.

La figura F.1 esboza este procedimiento. Se puede demostrar que, para tiempos

grandes, podemos recuperar p(\) por medio de la expresién

O\ = —%m(xt---xo), > 1. (F.7)

Para derivar esta expresion, consideremos primero la dinamica anterior, pero sin
mantener el nimero de clones constantes (saltdndonos el paso 3). En este caso,
para una historia dada {Cy, - - - , Cp}, el nimero de clones N(C} - - - Cy, t) en la confi-
guracion C; en el instante t serd N(Cy--- Co,t) = Yo, \Ug, ¢, N(Ci—y - - - Co, t —1),

asi que

N(Ct e CO? t) = YthlUétCt_1 T YCOUélcON(C()? O) <F8>
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Sumando sobre todas las historias de duracion t, véase la eq. (F.6), encontramos
que el nimero total promedio de clones para tiempos largos, muestra un com-
portamiento exponencial, (N(t)) = > . .o, N(C; - Co,t) ~ N(Co,0)exp[+tu(N)].
Ahora, volviendo al paso 3, cuando el nimero fijado de copias M es suficiente-
mente grande, tenemos el factor global de copias X; = (N(t — 1))/(N(t)), por
tanto Xy --- X7 = (N(Cy,0))/(N(t)) y recuperamos la expresion (F.7) para u(X).

En esta tesis hemos usado el este método para medir la LDF de corriente para
la clase general de modelos descritos en el capitulo 3. Para este modelo, la pro-
babilidad de transicién de una configuracién C' = {p; - - - py} a otra configuracién
Cy =Ap1- 0y pys1--pn}, cony € [0, N] donde el par (p, o} 1) ha colisiona-
do segun las ec. 3.3 y 3.4, por simplicidad consideramos el caso g = 0, se puede

escribir como eq. 3.5

(N+1)"Y ye[1.N —1]
o8
Ucjo = 6N+p11 Eq[Bmazx(p1, p})], y =0 (F.9)
eBr
St BalBmaz(py, 1)), y = N
Donde Fi(x) = —FEi(—xz), y Ei(z) es la funcién integral exponencial, o
o0 e—u
Ei(z) = / du— (F.10)
. u

Que aparece cuando integramos sobre todos los posibles pares (p, fr r) que pueden
dar como resultado un p} y dado, véase la eq. 3.4. Es facil ver que Ucyc esta nor-
malizado. Con objeto de medir las fluctuaciones de la disipaciéon recordamos la
definicion de la disipacion que se produce en cada paso microscopico. Teniendo en

cuenta la ecuacion 3.9, podemos escribir

—(1-c)py 1.N -1
Doy =4 51 Y€ 1, ] (F.11)
v 0y=0,N

De esta forma podemos medir la energia que se disipa en el seno del sistema, usando

esta definicién de la energia disipada , podemos escribir la dindmica modificada
Uc;c

AD
reie
Yo

normalizada U(’%C = e que para y € [1, N — 1] queda

e_x(l_a)py

ST (F.12)

/ —
Ugye =
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Uct e L

con A = A/(N — 1), mientras que para y = 0, N tendremos Ué};C = L.

probabilidad de escape del sistema quedara

2 N—-1
Vo= —2
© N+2+;

e_x(l_a)py

N +1

Yo

(F.13)
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