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Introduccidn

E1l futuro estado de un sistema fisico depende, en muchos
casos, no sélo del estado presente silno también de su estado pasado.
Las ecuacliones diferenciales funcionales son un modelo matem&tico
para sistemas f{sicos en los cuales el cambio del sistema puede de-
pender de la influencia de sus efectos hereditarios. El ejemplo mas
simple de tales sistemas es dado por una ecuacién diferencial en di-

ferenclas de tipo retardado

(1) x(t) = ax(t) + bx(t-r)

donde r >0 es una constante y X es la derivada dx/dt. Evidentemente,
si r=0 tenemos una ecuacién diferencial ordinaria.

Un problema fundamental en el estudio de ecuaciones dife-
renclales funcionales es el problema de los valores iniciales. Por
ejemplo, si deseamos resolver la ecuacidn (1) para todo t=2 0, enton-
ces puede suceder que t-r=0, para algin valor de t20. En este caso,
x(t-r) tendria que estar definida para todo t 20, para el cual t-r=0.

Asi, si1 especificamos x(t-r) por una funcidn é(t-r) para aquellos
valores de t2z 0 para los cuales t-r£0, esto es, por ¢(8) con 8E[-r,0],
tendremos los datos para un problema de valores iniciales, el cual
es anédlogo al problema de Cauchy para ecuaciones diferenciales ordi-
narias.

Hasta hace pocos anos, la mayocria de los resultados con-
cernientes con ecuaciones diferenciales en diferencias hablan sido

obtenidos tratando la variable dependiente como un punto en un es-
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pacio euclideo y empleando tecﬁicas andlogas a las usadas en ecua-
ciones diferenciales ordinarias. Krasovskii [26] fué el primero en
tratar estos problemas en espaclos de funcilones, siendo continuado
por J. Hale quien, Junto con sus colaboradores, a llegado a ser el
mdximo contribuldor a la teoria de ecuaciones diferenclales funclo-
nales,

Sea C = C([-r,0],E™) el conjunto de las funciones conti-
nuas con dominio en [-r,0], r>0, y rango en E". Supongamos que
x€C([<r,=),E?) v sea x, la restriccion de x al intervalo [t-r,t].
Asi, para t;;O,xt;definida por xt(e)= x(t+8),0€[-r,0], es el grafo
de x feétringido a [t-r,t] y trasladado a [-r,0], esto es xtEEC,

tal y como se explica en la figura,

AY
{fl

b - . e - . m o

o
o
i
i
ct

i -~
>
o
Il
-

Con la notacién de J. Hale, una ecuacidén diferencial

funcional se define como %(t) = f(t,xt), donde f: RxC—E™. Si f no

depende de t y es lineal entonces, por el teorema de representacidn

de Riesz, tenemos que

(2) 2(6) = Llxy) = [ Lan(o)Ix(e+e)
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donde n es una funcidén de variacidn acotada en [-r,0]. Observemos
gue (2) incluye las ecuaclones diferenciales en diferencias de tipo
retardado. Por ejemplo, si definimos
a+ b,0 =0

n(o) = b ,06 € (-r,0)
0 ,0 = -r

entonces, (2) es equivalente a (1).

Una generalizacidn de las ecuaciones diferenciales fun-
clonales son las ecuaciones diferenciales funcionales de tipo neutro,
en las que el retraso aparece tambien en la derivada. Para represen-
tar estas ecuaciones, J. Hale, creador de la teoria para este tipo

de ecuaclones, utiliza la notacidn
(3) 9 p(x,) = L(x,)
t t

para una ecuacidén diferencial funcional lineal y auténoma de tipo
neutro. Un ejemplo de estas ecuaciones, lo constituye la ecuacidn

diferencial en diferencias de tipo neutro
(L) x(t) - x(t-r) = ax(t) + bx(t-r)

donde D(Xt) = x(t) - x(t-r) vy L(xt) = ax(t) + bx(t-r) son fun-
cionales lineales aplicando C—*En, supuesto que xtéEC. Observemos
que si x(t-r) = 0, tenemos una ecuacién diferencial funcional.

E1l hecho de que la derivada de la funcidén desconocida
puede depender de los valores pasados de la funcidn asi como de su

derivada hace el problema mas complicado, cuando la existencia de
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de la derivada se plantea. Paré tener esto en cuenta, hace falta
definir una norma que dependa de la norma de %. Melvin [28] resuel-
ve este problema estudiando la ecuacidén en espacios de Sobolev,
W;([—r,O],En), lsp<w, esto es, en espacios de funclones las cuales

Junto con su derivada estan en Lp([—r,O],En).

Al estudiar ecuaciones diferenciales funcionales en espa-
cios de funciones, los argumentos usados para ecuaciones diferencia-
les ordinarias llegan a ser mas naturales para nuestro tipo de ecua-
clones. Asi, por ejemplo, consideremos la ecuacidén diferencial ordi-

naria
(5) %x(t) = Ax(t), x(0) = X

donde A es una aplicacidén lineal del espacio E" en si mismo.

Sabemos que la solucidn es dada por T(t)X = eht. X, donde

Puesto que T(t+s) = eA{E+S) - At As

= T(t)- T(s), t,s20,
T(0) = I, vemos que la solucidn {T(t),i:é O} es un semigrupo. Es f4cil
probar que la familia de operadores {T(t),t2 O} es un semigrupo uni-

formemente continuo en [0,«). Entonces (Dunford-Schwartz [7]) existe

un opéradOr lineal,A: En—*En, tal que T(t) = At y A es dado por
A = lim;ELElE:—E— . E1 operador A se llama generador infinitesimal
e—-0

del semigrupo {T(t),t;()}. Es sabido que las propiedades de esta-
bilidad de las soluciones de (5) dependen de los valores propios de
A.

En analogia con esto, si é es una funcidén dada en C y x(¢)



5
es la Unica solucién de (3) con valor inicial ¢ en cero, se define

la aplicacion T(t): C—C, para cada t fijo, por la relacién
T(t)e = x ()

y se puede demostrar que {T(t),t2 0} es un semigrupo fuertemente
continuo en la topologia de operadores aplicando C en si mismo.
Este semigrupo tendrd un generador infinitesimal A. De la situa-
cidén del espectro de A dependerdn las propiedades de estabilidad

de las soluciones de (3). Debido a que el operador A no es com-
pacto (caso gue no ocurre en ecuaciones diferenciales funcionales
del tipo retardado),este problema es mas dificil que en ecuaciones
diferenciales ordinarias. No obstante, se demuestra que el espec-
tro puntual de A coincide con las raices de la ecuacién caracteris-

ca, que para el caso de la ecuacién (U4) es

Ar Ar

A= 2e™" - a-be™ =0,

Observemos que se trata de una funcién entera y, por
tanto, tiene infinitas raices, cosa que no sucedia en el caso de
ecuaciones diferenciales ordinarias cuya ecuacién caracteristica
era un polinomio de grado n. Asi queda puesto de relieve la difi-
cultad del estudio de ecuaciones diferenciales funcionales y la

diferencia con ecuaciones diferenciales ordinarias.

En esta tesis, tratamos ecuaciones diferenciales funcio-
nales de tipo neutro. Los principales resultados estan relacionados

con un problema de lineas de trasmisioén sin perdidas, el cual es
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descrito por ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de ti-
po hiperbélico, para las cuales se define un problema mixto, esto
es, se dan condiciones iniciales y en la frontera. Brayton [2] re-
duce este problema a un problema de condlclones inliclales para un
sistema de ecuacilones diferenciales’en diferéncias de tipo retarda-
do asociadas con ecuaclones en diferencias. Se ha hecho mucha 1n-
vestigaclon sobre la cuestion de la estabilidad de este sistema.En
este,ﬁrabajo, intentamos aclarar, extender y completar los resulta-
dos obtenidos, asi como dar condiciones para la existencia de solu-
ciones periodicas de tal sistema. Para hacer esto, reducimos el sis-
tema a una ecuacion diferencial funcional de tipo neutro.

Asi, en el capitulo I, tratamos la teoria general de este
tipo de ecuaciocnes. En la seccién I.1l. se dan teoremas de exlstencia,
unicidad, dependencia continua y prolongacidén de las soluciones con
las condiciones de Caratheodory. Estos teoremas se pueden encontrar
en Cruz-Hale [4], Hale [17] y Melvin [28],[29]. Aqui los damos, so-
lamente, por completar nuestro trabaJo sobre ecuaciones diferencia-
les funcionales de tipo neutro. En la seccidén I.2. se trata la repre-
sentacidén de las soluciones y la teoria adjunta para los casos autéd-
nomo y nb auténomo. Se estudia especialmente el caso autdénomo con
vistas a su aplicacion al problema‘de lineas de trasmisién. En 1la
seccldén I.3. extendemos el método de Popov para la estabilidad ab-
soluta de las soluciones a ecuaciones diferenciales funcionales de
tipo neutro, siguiendo las lineas como lo hace Halanay [8] para e-
cuaciones diferenciales funcionales de tipo retardado. Esto es po-

sible utilizando la férmula de representacién de las soluclones da-



da en la seccidn I.2.

Una vez que tenemos la base del capitulo L, podemos abor-
dar el problema de lineas de trasmisidn en el capitulo IT. En la
seccion IT.1l. tratamos el problema lineal. El sistema que describe
el problema se reduce a una ecuacidn diferencial funcional de tipo
neutro, para la cual se calcula el generador infinitesimal. Después,
definimos una funcién de Liapunov con la cual se establece 1la esta-
bilidad asintética de las soluciones. En la seccidén II.2. considera-
mos el sistema no homogeneo y derivamos para el una férmula de va-
riacidn de constantes, hallamos unas determinadas acotaclones expo-
nenciales y comparamos los resultados coﬁ los obtenidos por Rasvan
[33].En la seccidén II.3. se obtienen diversos teoremas para la es-
tabilidad absoluta de las soluciones con 1la ayuda de la formula dé
variacidén de constantes obtenida en la seccion anterior.

E1l capitulo III trata sobre las soluciones periodicas del
sistema lineal no homogeneo. Asi, en la seccidén III.1. la férmula
de variacidén de constantes es descompuesta con ayuda de la ecuacién
adjunta y una cierta forma bilineal que alli definimos. Una vez que
tenemos esta descomposicidén, damos un teorema tipo alternativa de
Fredholm para la existencia de soluciones periddicas. En la seccidn
III.2. se trata la existencia de soluciones periédicas del sistema

conteniendo un pequefio parédmetro. Se estudian los casos critico y

s .
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Capitulo T

TEORIA GENERAL DE ECUACIONES DIFERENCIALES FUNCIONALES
DE TIPO NEUTRO

I.1l.- Teoria fundamental: existencia, unicidad, depen-

dencia continua y prolongacidén de las soluciones.

Sea E" el espaclo euclideo de n-vectores columna de nfi-
meros reales & complejos y sea r >0 un nfimero real dado. c([a,b],E™)
es el espacio de funciones continuas que aplican [a,b] en En,~con
la norma [[¢]l = sup{|¢(8)|,0€[a,b]}, ¢€C, donde |6(8)| representa
la norma en E". Ll([a,b],En) es el espacio de funciones integrables
Lebesgue que aplican [a,b] en E™, con norma Il o]l =\f§[¢(6)|de,(be
Ll([a,bJ,En). L ([a,b],E™) es el espacio de funciones esencialmente
acotadas, con norma |[¢|| = esen.sup |¢(8)|, 6 € [a,b]. Lioc(A,En),
ACR, representa las funciones A—E® que son integrables Lebesgue
sobre conjuntos compactos. Finalmente, Bo([a,b],En) representari
el espacio de funciones de variacidn acotada que aplican [a,b] en
E?, con norma 6]l = Var ¢ donde Var ¢ es la variacidn total de

[a,b] ° la,b]
¢ sobre [a,b].

Si x es una funcién que pertenece a C([a—r,b),En), a fi-
nito, entonces para cada fijo t€ [a,b), el simbolo x. denota un
elemento de C = C([-r,0],E™) definido por xt(e) = x(t+6), ~r=<0=0.
Estoés, X, es la restriccidén de x al intervalo [t-r,t] y trasladada
al intervalo [-r,0].

Sean g,L: RxC—E" y deflnamos el operador fﬁncional en
diferencias D(+,¢): RxC—E" por D(t,$) = ¢(0) - g(t,%). A lo largo

de nuestro trabajo, supondremos que g(t,*) y L(t,*) son operadores
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lineales acotados que aplican C en jok
Se define una ecuacidn diferencial funcional homogenea de

tipo neutro por una relacidn de la forma

(1.1.1) ED(t,x,) = Llt,x,).

0 entonces tenemos una ecuaclion di-

f1

Observemos que si g
ferencial funcional de tipo retardado.
Junto con la ecuacidh homogenea (1.1.1) consideraremos la

ecuacich no homogenea
, d
(1.1.2) EED(t’Xt) = L(t,xt) + h(t)

donde, para un dado s€R, hE Lioc([s,w),En).

Dados s€ R, ¢€C, diremos gque X = x(s,9) es una solucidn
de (1.1.2), con valor iniciai ¢en s, si existe un A>0 tal que
xEEC(Es—r,s+A),En), esto es, xt(¢)€ C, tE[s,s+A), Xg = ¢, D(t,xt)
es continua diferenciable en [s,s+A) y satisface la ecuacidén en
[s,s+A). S1 s = 0 designaremos la solucidn por x(¢).

Por el teorema de representacién de Riesz, los funclonales

D y L pueden ser representados por las Integrales de Stieltjes

D(t,0) = ¢(0) - [ O [agu(t,8)10(0), L(t,0) = [ [dgn(t,0)18(0),

donde tER y ¢EC.

Las siguientes hipotesis seran mantenidas:
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2 n2
A) n: R"—=E" , esto es, n(*,*) es una matriz nxn de funciones va-
loradas, que es medible en (t,0) ERxR y normalizada de la forma
n(t,8) = 0 para & 20, n(t,?®) = n(t,-r) para 6 = -r,
Observemos que n(t,s-t) = 0 para s2t y n(t,s-t) = n(t,-r) pa-
ra sst-r.
Ademés, supongamos que n(t,8) es de variacidén acotada en © ,
para cada t, con Var n(t,*)=<m(t), donde m(t) es localmente
[_P’O] 1OC

integrable, es decir, meEL, ¥ n(t,8) es continua a la iz-

quierda en 6 sobre (-r,0).

2
B) wu: R® g , esto es, U(*,*) es una matriz nxn de funciones va-

loradas que es medible Borel en (t,e)GER2 y normalizada de la
forma

u(t,6) = 0 para 620, p(t,0) = u(t,-r) para 6= -r,
Suponemos que u(t,8) es de variacidén acotada en 0, uniformemen-
te en t, continua a la izquierda en 6 en (-r,0) y tal que la
aplicacidén t —g(t,d) =_£g [deu(t,e)]¢(6), para cada ¢&€ C, es

continua en t&R. Por tanto, g(t,¢) es continua en t y ¢.

C) p es una medida uniformemente no atdmica en cero, es decir,
existe una funcidn Yy, continua, no decreciente en [O,“) tal
gue y(0) = 0 y Var u(t,*)=y(e), tER, e€[0,r].

["E,O]
Observemos que, entonces, u(t,*) es continua en 0,pues

|f_‘i [dgu(t, ®)T0(8)| 5 v(e) |

¢|]| ¥y por tanto

[° deu(t,e)‘—' 0

+
cuando —0 .

Cuando L: RxC—E" es un funcional continuo, el
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problema de los valores iniciales

a -
a—t—D(t,xt) = L(t,xt), t € [s,s+A)

¢

(1.1.3)

X
s

es equivalente a resolver la ecuacidén integral

D(t,x,) = D(s,¢) + f‘s’ L(0,x,)d0, t€ [s,5+A)

(1.1.4)
s ¢.

X

En efecto, si xt(¢) es una solucidn del problema
(1.1.3),integrando entre los limites s y t, obtenemos (1.1.4).
Reciprocamente, si xt(¢) es una solucidn de (1.1.4), haciendo
t = s, obtenemos D(s,xs) = D(s,$). Ademis, D(t,xt) es continua,
puesto que toda integral es una funcidén continua de su limite
superior. Por tanto, L(t,xt) es continua. De (1.1.4) se deduce
que D(t,xt) es diferenciable y satisface (1.1.3).

La ecuacidén (1.1.4) es mas Util para una clase més
general de funcionales L si1 no se requlere que D(t,xt) tenga
una primera derivada continua. Nuestro fin es generalizar a
ecuaciones diferenciales funcionales de tipo neutro las con-
diciones de Caratheodory para ecuaciones diferenciales ordina-
rias. Nuestras demostraciones siguen a las dadas por Cruz-Hale
[4] y Hale [17].

Supongamos que U es un conjunto abierto de RxC. Una
funcidn L: U—E" se dice que satisface la condicidén de Cara-

theodory sobre U, si L(t,¢) es medible en t, para cada fijo ¢,
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continua en ¢ para cada fijo t y para todo fijo (t,0) existe

un entorno V(t,¢) y una funcidn integrable Lebesgue m tal que
Lo, ¥ = m(o), (o,P)EV(t,9)

St L: U—E" es contlinua, automaticamente, satlsface
la condicidn de Caratheodory sobre U.

Si L satisface la condicidén de Caratheodory sobre U,
(s,$)E€ U, decimos que una funcién x = x(s,9) es una solucidn de
(1.1.4) a través de (s,¢) si existe un A >0 tal que xE€C([s-r,s+A),
, X = ¢, tE[s,s+A) vy D(t,xt) satisface (1.1.3) en [s,s+A),
excepto en un conjunto de Lebesgue de medida cero.

Observemos que la hipdtesis A) hecha sobre n satisface
la condicidn de Caratheodory.

Nos disponemos ahora a probar teoremas de existencla,
unicidad, dependencia continua y prolongacidén de las soluciones
para el caso donde L satisface la condicidén de Caratheodory. Pa-
ra ello,necesitamos algunos teoremas del punto fijo los cuales

pueden ser encontrados en Cruz-Hale [4].

Definicidén. Sea X un espacio de Banach. Una funcién
continua T: 'CX—X,definida sobre un conjunto I'CX,es comple-
tamente continua si transforma conjJuntos acotados en conjuntos

precompactos, es decir, de clausura compacta.

Teorema. (Schauder) Si T: I'—T es completamente con-
tinua y T es un conjunto convexo, acotado y cerrado de un espa-

clo de Banach X, entonces T tiene un punto fijo.

Teorema. (Krasnoselskii) Supongamos que T &s un con-
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junto convexo, acotado y cerrado de un espacio de Banach X. Si
T: ' - X es una contraccion, S: ' =X es completamente continua y
T(r) + S(r) = {Tx+sy, X,yET|CT, entonces T+S tlene un punto fi-
jo enrT.
El préximo teorema nos dice que si1 S y T dependen conti-
nuamente de clertos parémetros, entonces todo punto fijo, que sea

Unico, de T+S tambien depende contlnuamente de esos parémetros.

Teorema. Sean Ty, S, dos sucesiones de funciones que sa-

k
tisfacen las hipotesis del teorema anterior, asi como T y S. Supon-
gamos que la constante de contraccién de Tk no depende de k, que

U S,(r) es precompacto y que S, —S, T, —T siendo la convergencia
Kzl X x k
uniforme en conjuntos compactos. Tambien, supongamos que T+S tilene

un unico punto fijo x Entonces, s1 x, es una sucesién de puntos fi-

0" k

Jos de Ty+3y, tenemos que xy —Xq.

Teorema. (Existencila) Supongamos el problema de valores
iniciales (1.1.4) con las hipotesis A),B) y C). Sea U un conjunto
abiefto de RxC, entonces para todo (s,¢$)E U existe un entorno V
de -(s,¢) y o >0 tales que para todo (t,y)E V existe una solucién

de (1.1.4) que pasa por (T,y) y esta definida en [r,T+c]l.

Demostracion: Para toda Y &€C, definamos $EEC([;r,m), E?)

por $(8) = ¥(8),6 <0 y $(6) = w(0),8 2 0. Observemos que xEC([r-r,
T+a),En) es una solucién de la ecuacién que pasa por (T,¥) si y
solamente si la funcién z definida por z(t) = x(t+t)-U(t), -rst=<a

satisface:



"7.
"~ o - —_ ™ Y ™ .Y 2 { T e r .
TR,z ) = =Dlttt, ) + DT, 9) + | h(r+0,w6+zc}do, t€ [0,al
v o 5 .
AN
5= O

Puesto gue D{%,¥) = ¥(0) - git,¥), la igualdad anterior se puede

Consideremos el conjunto;{(a,s) definido por

oY
IIA

te conjunto es cerrado,acctado y convexo (Hale [12]). Definamos

N
]

. . : . \ - e . = on
ahora las transformaciones 7. &, que aplican of{(a,B) en C([-r,al,E"),

ae La sigulente forma:

S ey N A S 3 3 o N -3
(Tz){t) rotHb,ze) 4+ DO, 0 - T{t#5,{.), S€L0,a]
v

3
o3
ey
]
e
[
M
m
&}
@
3
a
‘\
e}
oo
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1) Vamos a demostrar que V, o y B pueden ser escogidas dé forma
que T y S esten bien definidas. Como g y D son lineales en y para
que T este bien definida es suficiente tomar V y o pequenos. Como
U es abierto y (s,¢) €U, existe un € >0 tal que todas las desigual-
dades |1-s|<e, |E-¢|<e implican (1,E)€EU. Seaft m(o) do = M(t)
t€ [0,a] y elijamos M tal que |M(t)| =M. Por la condicién de Cara-
theodory, elegimos € de tal forma que Hg L(T,w)dTI =My (1,9)EV(s,d)
Como ¢ es uniformemente continua, existe a >0,a=¢e/2 tal que
|¢(o+h)-¢(0)| = €/3, Yh con |h| S a. Vamos ahora a comprobar que si

|¢-v| £ /3 entonces |J -] =2/3e, 0€[0,a]

En efecto, como

. jw(c+e>—¢(e), si g+8 =0
(wc—¢)(e) =
[w(o)-¢(e), si -cs6=<0 (|8]|=

Ahora,

W (o+8)-¢(8) | = |p(o+8)=¢(o+8)| + |4(o+0)-0(0)] = 3*, si 0485 0,0€[0,a]
9 (0)=¢(6) | = |w(0)=(0)| + |¢(0) ¢(e)l<2€, si 0S0+6,|6]|s0sa

lo que prueba nuestra afirmacién.

Finalmente, tomemos B =¢/3, entonces si [¢-y| Se/3 [s-1|=e/2y
zE€gf(a,B) obtenemos que

|t+o-s| s |t-s| + 05e/2 + 0S¢

[Tgtzg=ol s [T-0] + |2_|S58+e/3 = ¢
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de lo cual concluimos que T y S estan bien definidas.

2) o vy p se pueden elegir de forma que Tx+Sy€d(a,B), V(X,y)E‘d.(oc,B)
xof(a,B8).

En efecto, como la funcién (c,np)——.ﬁig es continua,‘ la funcién (f,t,w)
—D(t,y) - D(T+t,@t) tambien es continua y se anula en (0,0,¢). Por

tanto, exlisten a,8=<¢/2 tales que:

ID(1,9)=D(r+t,7.) |

A

e/12, t€ [0,a] c¢uando |y-¢|=8, |1-s| =6

Tambien
l%(ﬁt,xt)} = ‘ [: Edeu(1+t,0)]x(t+e) | éy(‘r+t)ﬂxt][§e/12, t€[0,0]

para o pequefio, puesto que y es continuaken cero.
Por tanto, |Tx|se/6. Igualmente |Sy|=Mase/6 si a Se/6M. Luego
|Tx+Sy | < ¢/3 y por tanto Tx+SyE€gl(a,B) con lo cual queda verifica-

da una de las hipdtesis del teorema de Krasnoselskii.

3) oy V se pueden elegir de forma qﬁe T sea una contraccidn

Vit, W) E V.
0, t

A

0
En efecto, para x,y€dl(a,B8), (Tx-Ty)(t) =1 '

' glttt, xp=yy), £20
Asi, [(Tx)(£)-(Ty)(t)|= y(t,+t)||x-y || ¥ como y es continua podemos
elegir y(£,7t+t) <1 para un o suficientemente pequefo.

Finalmente, S es completamente continuo pues
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) t :
[(sy) (£)-(sy) (£ 1) ] =|§ L0, bty )do|SM(£)-M(t'), Vt,t'€ [0,q]
tl

Puesto que M es continua en[0,a],es uniformemente continua y por
tanto, el conjunto S(of(a,B)) es equicontinuo en C([—r,a],En). Tam-
bién estd uniformemente acotado. Por tanto S(of(a,B)) es precompac-
to.

Vemos pues, que los operadores T y S satisfacen todas
las hipétesis de Krasnoselskii y concluimos afirmando que T+S tie-
ne‘un punto fijo en<ﬂ(a,8) que coincide con las soluciones de (1.1.4)

que pasan por (T,V).

Teorema.(Unicidad) Supongamos el problema de valores i-
niciales (1.1.4) con las hipdtesis A), B) y C). Sea U un conjunto a-
bierto de RxC y supongamos que para cada conjunto compacto W en U

existe una funcidn integrable kw(t) tal que
: LCo,x0)-Llo,y sk, (6) ]lx ~y I, (o,x4),(0,y )EW.

Entonces, V(s,¢)EW existe una unica solucidn de (1.1.4) que pasa

por (s,¢).

Demostracidn: Sean x,y dos soluclones definidas en [s,s+a]

con x, = ¢ = yg. Entonces, procediendo como en el teorema anterior,

podemos escribir

t
x(£)-y(t) = g(t,x-y ) + | [L(o,x )= L(o,y,)1do, tE [s,s+al.
S

t
Sea K(t) = f k(o) - do, donde k(t) representa la constante de
s ofla,B) of(a,B)
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Lipschitz en el conjunto compactofj(a,B). Entonces
x(£)-y(t) ] éy(t—s,t)-l]xt —ve l + K(8)a [Ixe-ve |

Elijamos o tal que yY(t-s,s)+K(t)a<l, VtE€[s,s+a]l. Esto implica
que x(t) = y(t) y asi tenemos la unicidad local. La unicidad glo-

bal se prueba como en ecuaciones diferenciales ordinarias.

Teorema. (Devendencia continua de las soluciones) Conéi—
deremos una sucesidén de ecuaciones diferenciales funcilonales de
tipo neutro <Ek>%€ Dk(t,xt) = Lk(t,xt), k =1,2,... vy la ecuacién
del mismo tipo (E)%ED(t,X) = L(t,x). Sea U un conjunto abilerto de
RxC vy D,D,, L,Ly: 18", Sea (Sk’¢k) una sucesidn de elementos de
Uy (s,9)EU.

Hagamos las sipuientes hipdtesis: ‘
1) Todos los Ly, vy L deben satisfacer la condicion de Caratheodory,
Ly (s,¥) — L(s,9¢) cuando, k—ey (s,¥)—(s,$), Dy {s,4)-D(s,¢) cuando
k—w, V(s,0)EU uniformemente en conjuntos compactos de U.

2) Var uk(t,')—+0 cuando ¢—0 uniformémente en conjuntos compac-
tosg_gégg es, W, es uniformemente no atémica en cero.
3) (Sk,¢k)—*(8,¢) cuando k —o.

) Para todo conjunto compacto W en U, existe un entorno ablerto

V(W) de W y una funcidn integrable Lebesgue M tal que las funciones

Ly y L satisfacen

Ly (o, ¥) | =m(o), |L(o,¥)| =M(0), (o0,¥)EV(W), k =-1,2,....
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5) La solucidén x de (E) que pasa por (s,¢) es uUnica y estd defini-
da en [s-r,bl.

Entonces, exlste un entero ko tal que Xy para kzk pue-

O,
de ser definida en [sy-r,bl y xk(t)—~x(t) uniformemente en [s-r,b].
Puesto que Xy puede no estar definida en [s-r,b], por Xy —»X unifor-
memente, entendemos que ve >0, existe un k, = k (e) 20 tal que xk(t),

kél&v estd definida en [s-r-¢,b] y xk(t)-axo(t) uniformemente pa-

ra t€ [s-r-¢,b].

Demostracicn : Vamos a efectuar la demostracidn de forma

que se verifiquen las hipctesis del teorema siguiente al de Krasno-
selskii. Para ello vamos a reconstrulr las tres partes del teorema
de existencla y verificar que existe ko tal que o y B pueden ser
eleglidos los mismos para todo ké]{o.

Respecto a la parte 1) no hay nada que verificar puesto
que los argumentos utilizados solo dependen de las condiciones ini-
clales y no de la ecuacion.

Para verificar la parte 2) observemos que la existencia

de oy ko tales que
Dy (s 8, =Dy (sptt, o) | s /12,  t€[0,0], kzko

se deduce del hecho: si una sucesicn de funciones hy(t) converge a
una funcion continua h(t), uniformemente en conjuntos compactos y
h(0) = 0, entonces, dado e:>0,aa;ko tales que Ihk(t)l sSe/12, vte [0, a]

Tambien
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o]
|y (84t x )] = \[t[de”k(sk+t’e)]X(t+e) s ¥(t,s, +8) x| se/12

para k 2k, t€ [0,a], para clertos ko yoo-debldo a que la conver-
gencla de Yy €S unlforme en conjuntos compactos.

Tgualmente [Skylél\’[océe/6 si o se/6M. Asi [Tkx+sky[ <e/3
y por tanto Tkx+SkyEigKu,8).

Finalmente, la parte 3) se deduce de

Tyx(t)-T,y(t) | = v(t,s +t)||x~y| si k es grande y o es pequefo.
k? k k
Para aplicar el teorema siguiente al de Krasnoselskii,

s6lo queda por verificar que USy( f(a,B)) es precompacto, pero es-

to se deduce del hecho
t ~ .
(j"Lk(s+o,wo+yU)do = M(t)-M(t') que nos dice S, (ofa,B))

es precompacto y la unidén de precompactos es otro precompacto.
Aplicando el mencionado teorema, la demostracidén queda
terminada, para pequefios intervalos de tiempo. La globalizacidn de
este resultado se hace a traves de un argumento de compacidad que
es el mismo que se utiliza en ecuaciones diferenciales ordinarias.
Este teorema sobre la dependencita continua de las soluciones res-
pecto a los pardmetros y condiciones sdlo se cumple cuando el re-
traso es constante. El1 caso cuando el retraso es variable ha sido
estudiado por Melvin [287, [29]. Una demostracidn mucho mas gene-

ral y que incluye los casos anteriores, se puede encontrar en Hale

[167.



22

Definicidn. Sean x y X dos soluciones del problema de va-
lores iniciales (1.1.4) con las hipdtesis A), B) y C), definidas
en {s-r,a) y [s-r,b). Decimos que X es una prolongacidén de x si b>a
y x(t) = x(t) para t<a. La soluciSn x es no prolongable si no ad-
mite una prolongacidn, esto es, si [-r,a) es el intervalo maximal
de existencia de la soiucién x. La existencia de soluciones no pro-

longables se deduce del lema de Zorn.

Teorema. (Prolongacidn de las soluciones) Sea x(t) una
solucion no prolongable del problema de valores iniciales(l.l.h),
definidaApara te[s-r,b). Sea U un conjunto abierto de RxC y WCU
cerrado y acotado. Supongamos que D(t,*) estd definido en [s,b).

Entonces, existe un £€L[s,b) tal que (t,xg)¢w.

Démostracidh: Puesto que W esta acotado, podemos suponer
b< o, Para demostrar el teorema es suficlente probar que si (t,xt)EEW
‘tE[er) entonces lim _x(t) existe, pues entonces x puede ser‘prolon—
gada a [o,b] defingg;go x(b) = ¢(0). Puesto qué entonces (b,xb)EIJ
se puede definir una solucicdh de (1.1.4) que pasa por este punto y
a la derecha de b, Estd contradecirg la hipdtesis de no prolonga-
bilidad de x,.

Puesto que D(t,xt) = x(t)-g(t,xt). Llamemos D(t,x;) = h(t)
y vemos que h es uniformemente continua en [s,b), pues su derivada

estd acotada. (Hipotesis A).

Entonces podemos escribir

]

x(t)=-x(1) g(t,xt)—g(r,xT) + h(t)=h(r)

1

el x)-g(b,xe) + glb,xe-x.) + glb,x)-g(1,x.) + h(t)-h(1)
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o-
Sea ¢ >0. Existe o,>0 tal que j deu(t,e)¢(e) svlo )l selell
o-
para t€ [s,bl. Tlamando w,,(t,d) =J' dgu(t,0)6(0),como thﬂébﬁ
-0
0

vemos que los términos

woo(t,xt), ﬂgo(b,xt), Wgo(b,XT), WGO<T,XT) estan dominados por e°'M,

igualmente [n, . (b,xy-x.)| S 2eM. Para ese o,, consideremos
g: [s,0IxC([-r,-0,],E") —~E" definida por
- =T - - :
g(t,$) = f [dgu(t,6)16(6). Es claro que el conjunto {xg,oGE[s,b]]
-r

donde ig es la restricecién de X al intervalo [—r,—oo],es compacto
porque la funcién =x(¢) es uniformemente continua en [s,b—oo]. Por

tanto existe &§(e) >0 tal que
le(t,%)-g(0,X, )| s elgb,X - )| se v
lg(r,iT)—g(b,iT)[é e cuando b-§=t, tsb, pues g(t,$) es uniforme-

mente continua en el compacto [s,b]x{ic,ce [s,b]}.

Finalmente, elijamos & de forma que |h(t)-h(t)| <e, para b-§=t,

A

T=Dh.

Entonces tenemos que

%X(t)—X(T)‘é 6eM+le lo cual implica que lim x(t) existe.
A e



I.2.- Representacidén de 1las soluclones y teoria adjunta: Caso no
auténomo. Solucidén semigrupo, teoria adjunta y propiedades:

Caso autdénomo

Consideremos el problema de los valores iniciales

(1.2.1)
d_ D(t,xt) = L(t,xt) + h(t)
dt
bajo todas las hipdétesis hechas en la seccién anterior.
Si x(s,¢,h) es la solucidén de (1.2.1) con valor inicial ¢
en s, entonces la linealidad de L y unicidad de las soluciones de

(1.2.1) implica
x(s,¢,h) = x(s,¢,0) + x(s,0,h)

donde x(s,9,0) representa la solucién de la ecuacién homogenea y
x(s,+,0)(t),t2zs es un operador lineal y continuo C en E? x(s,0,h)

representa la solucién de la ecuacién no homogenea y x(s,0,:)(t) es

loc

i ([s,t1,E®)—E™. E1 hecho

un operador lineal continuo Que aplica L
de que x(s,¢,0)(t) y x(s,0,h)(t) son continuos para cada fijo t y con-
tinuos en t,s para sst<o significa que nosotros podemos escribir

xt(s,¢,0) = T(t,s)o, xt(s,O,h) = K(t,s)h

definlendo de esta forma dos familias de operadores lineales que
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>
[

son continuas en la topolcogia fuerte de operadores
loe n
T(t,s): C--C, K{t,s): Ll ([s,t]1,E")—C, tzs.

Observemos que K(t,s)h depende de la restriccidn hl[s,t].
(Continuidad en la topologia fuerte de operadores significa
|| T(t+at,s+A8)¢-T(t,s)¢ || =0 cuando At,As—0, tzs)

Por unicidad tenemos

T(t,t) = I, T(t,s)T(s,o) = T(t,0), o<s=<t
(1.2.2)

K(s,s) = 0, T(t,s)K(s,0)h = K(t,0)h - K(t,s)h, o=<s<t

El sigulente teorema de representacidén de las soluciones

de (1.2.1) se puede encontrar en Henry [22].

Teorema. Sea x = x(s,¢,h) la solucidn de (1.2.1) en [s,)

tal que xg = ¢€C, bajo las hipdtésis A), B) y C). Entonces para t2s

- £t
(1.2.3) x(t) = Y(s,t)D(s,¢) - f [dé Y(s+8,t)]e(B) + J. Y(a,t)h(a)da
-1 s

donde Y(s,t) es la nxn matriz de funciones valoradas definida por

Y(s,t)

0 sl s>t, Y(t,t) =1

(1.2.4) +

t , , t ‘
I+ j [daY(a,t)]u(a,s-a)—f Y(a,t)n(o,s-a)da, s<t
s s ;

.

Y(s,t)
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Ademas, Y(s,t) es continua a la izquierda en s y

Var Y(.,t) <o, Vvs=st
[s,t]
Todas las integrales se entlenden en el sentido de Lebesgue-Stieltjes.

Observemos que x(t) puede ser escrita

t+

[0 .
(1.2.5)  x(t) = ¥(s,6)D(s,0) + [ a - [ [d ¥(a,t)Iulo,s+p-a)+
-r S

£ t
| ¥(a,t)n(a,s+p-0)da}e(8) +[ ¥(a,t)h(a)da, t2s.
S ’ S
La matriz Y(s,t) se puede considerar como matriz funda-
mental de (1.2.1). En efecto, para las condiciones iniciales (s,0)
se deduce de (1.2.5) que
t

x(t) = f Y(o,t)h(a)do
S

Por el teorema 2 en Hale-Meyer [19], tenemos que

t . .
x(t) = j' X(t,0)h(a)da
s

esto implica que X(t,s) = Y(s,t) a.e. en s,

: ) 2. §
Aqul X(t,s) es tal que X(t,‘)EELw([s,tJ,En y ¥ para cada t

X(t,s) = éﬂigéél a.e., donde W(t,s) es la unica solucién de w§-,s)= 0

0

t 0 E
_jr [dgu(t,0)IW(t+6,s) + js Jr[_den(E,GBW(G*#E,S)'dQ—(t-S)I,

W(t,s)

a<t
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31 derivamos con respecto a s bajo el signo integral y teniendo en

cuenta que para s>t W(t,s) = 0, obtenemos

[¢) £ )
X(t,s) = I + j [dou(t,0)IX(t+0,s) + j j [dgn(E,0)1X(0+E,s)dE
-1 S -r

¥y por. tanto

0 t 0
¥(s,t) = T+ [ [dou(t,8)]¥(s,t40) + [ [agn(g,0)1¥(s,0+E)dE
-r S .

Comparando esta Gltima ecuacidn con la forma integrada de la ecua-~

cién (1.2.1) con h = 0

t
x(t) = D(s,xs) + g(t,xt) + f L(E,Xg)di
s

0 t 0
D(s,xg) + | [dgu(t,0)Ix(c+6) + [ [ [dyn(£,0)Ix(£+0)dE
-r S -r . ’

podemos ver que es correcto considerar Y(s,t) como matriz fundamen-
tal de (1.2.1)

A la misma conclusién podemos llegar de la siguiente for-
ma: Sea X(t,s) la matriz fundamental de (1.2.1) como una funcién de
t para t>s y X(t,s) = 0, t<s, X(s,s) = I.

Por la férmula de representacién (1.2.5) tenemos que las

filas xi(t) de X(t,s) son de la forma

x, () = x, (s)¥(s,t), £>s
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Por tanto, tenemos que X(t,s) = X(s,s)Y(s,t) 6 X(t,s) = Y(s,t),
t>s. De las definiciones de Y y X para s 2t vemos que X(t,s) =
Y(s,t), ¥s. Asi la representacién de las soluciones tiene la for-
ma .

+

O t ,
(1.2.6) x(t) = X(t,s)D(s,d) + j ds{—j [a X(t,a)Jula,s+B-a)
-1 S

t | t
+ | X(t,a)n(a,s+8—a)da}¢(8) + [ X(t,a)n(a)de, t2zs.
S )

» Para poder discutir los operadores adjuntos de T(t,s) y
K(t,s) es esencial que la aplicacidén (s,t)—Y¥(s,t) sea medible Bo-
rel. Esto se necesita para usar Y como una medida en un teorema
del tipo de Fubini para poder intercambiar el'orden de integracién.
Henry [22] demuestra que si la fﬁncién ﬂ no tiene parte singular
entonces la funcién Y definida por (1.2.4) es medible Borel. Recor-
demos (ver Riesz-Nagy [3U4]) que toda funcidn de variacién acotada
se pueae descomponer en tres sumandos:
a) una fungién escalonada con un conjunto de discontinuidades nume-
rables, b) una funcidn absolutamente continua, y c¢c) una funcidn sin-
gular, esto es, una funcidn continua de variacidn acotada cuya deri-
vada es cero a.e. Por tanto, si ﬁ'puede ser escrita

0 0

[ [agu(s,6)10(8) = [ A(t,E)e(E)aE + él A (£)6 (=)

-r -r

[o+} 0
donde O=w, sry 3 [a (t)]|+ [ ] At,8)de <=
k=1

entonces Y es medible Borel. En lo sucesivo supondremos que u no
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tiene parte singular.
Sea BO el espacio de Banach de las funciones de varia-
cidén acotada w:-[—r,O]—4En (n-vectores fila) que son continuas a

la lzquierda en (-r,0) y se anulan en 0, con norma ||¢|| =Var  y.
-r,0

Como es bien conocido (Teorema de representacidén de
Riesz), BO puede ser identificado con el espacio conjugado de C,

por medioc del apareamiento

(0]
(v,0) = [ Law(e)le(s), VEB_, s€EC,
Zr

Recordemos que la solucidn de (1.2.1), x(s,¢,h) puede

ser escrita de la forma
xt(s,¢,h) = T(t,s)¢ + K(t,s)h

donde T(t,s): C—C, K(t,s):L}oc([s,t],En)—*C son operadores
lineales y continuos con T(s,s) = I y K(s,s) = 0.
Por tanto, podemos considerar los adjuntos de T(t,s) y

K(t,s) como operadores sobre Bo' Asi, por definicién,
T*(s,t): BO—»BO, K¥(s,t): BO—~Lm([s,t},E )
donde

<T*(S,t)\l},¢> = (IP,T(t,S)‘I’}

t : '
[ (K*¥(s,t)¥)(0)n(o)do = (Y,K(t,s)é) ¥

S
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cuando ¢€C, YEB_, hEL%OC([s,t],En), t2s.

Consideremos ahora la ecuacidn adjunta.de (1.2.1) con h =

(1.2.7)  Lla(s) - [ [az(@InCa,s-a) + [ z(a)n(a,s-)] = o,
6 bien '

z(s) - iw [dz(a)]Ju(a,s-a) +_£w z(a)n(o,s-a) = constante

donde p y n estan normalizadas como en las hipdtesis A) y B).

Teorema. Para todo tEgR, YEB,, exlste unarﬁnica z: R—*En*
de varlacién acotada en intervalos finitos, que se anula en [t;w),
satisface (1.2.7) en (-wo,t-r] y tal que Ze = V.

Si esta solucidén es z = z(t,¥), definiendo

zs(e)

z(6)

z(s+0), € [-r,0)

0, . 8 =0

se deduce que zs(t,w)GEB zs(tlw) = 'f'(s,t)zt = T(s,t)¥, sst, donde

OS

'f‘(s,t):.Bo-*Bo es un operador lineal acotado en By

La demostracién de este teorema puede ser encontrada en
Henry [22].
31 observamos las ecuaciones (1.2.7) y (1.2.4), vemos que

son de la misma forma, teniendo en cuenta la normalizacion de p y n.

El principal resultado, por el que se relaciona el ope-

0,
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rador adjunto T#(s,t) de T(t,s) con la solucién operador T(s,t) de
la ecuacién adjunta (1.2.7) es debido a Henry [21]. En efecto,

Henry prueba lo siguiente:

Para s =%t

(1.2.8) T¥(s,t) = (I+Q(s))'T?(s,t)(I+Q(t))'l

donde Q(o): B, B, es un operador cuasi-nilpotente definido por

O [o]
(1.2.9)  (2(o)w)(8) = - [ [ay(B)Iu(o+B,8-8) + jé ¥(B)n(o+p,0-8)dB
8 .
6E€[-r,0) '
(o)) (0) =0

para 0 &R, wEBO. |

El hecho de que (o) es cuasi-nilpotente es debido a
que es un operador de Volterra y entonces todo numero complejo 2 ;4/’0
pertenece al conjunto resolvente (Riesz-Nagy, p. 419). Puesto que
un operador T es cuasi-nilpotente si lim \n/HTnll = 0 entonces T es
cuasi-nilpotente si y solo si o(T) = ?O—.}m

Como un corolario, Henry, tambien, demuestra que el adjun;
to K¥(s,t) de K(t,s) satisface

(K*(s,8)9) () = ~(T*(E,6)¥)(07), WEBy, EEls,t]

Finalmente definamos la forma bilineal
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(1.2.10)  [wlely = ((T+a(t))v,¢), VEB, 9EC.

Usando (1.2.8), tenemos

((I+Q(£))¥,T(t,s)9)
(T*(s,t) (I+Q(t))V,¢)
((I+Q(£))T(s,t)¥,9 )
[T(s,t)vlel, . tzs

[wiT(t,s)0],

Otros autores utilizan otra forma bilineal. Esto lo ve-
remos en el caso autdénomo.

Para ecuaciones auténomas, el estudio de la anterior te-
oria adjunta se puede tratar con-mas detalle. Aquil damos una expo-
sicién condensada de la teoria de ecuaciones diferenciales funcio-
nales lineales,autonomas de tipo neutro. Seguimos a Hale-Meyer [19]

y Henry [21] e intentamos aclarar algunos resultados.

Consideremos la ecuacidén (1.1.1) con L y g 6 equivalen-
temente, con las medidas u y n.independientes de t. Puesto que se
trata del caso auténomo, no es restriccién tomar el tiempo inicial

s = 0. Entonces el problema de los valores iniciales es

b

o = ¢
(1.2.11) .
T D(xt) = L(Xt_)’ £tz20

Q-:,Q-:

donde
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0 0

D(6) = ¢(0) - [ [au(e)Ie(e), L(¢) = [ [an(8)1s(8), ¢ EC
-r -r

Wy n son matrices de funciones valoradas de variacidn acotada que

se anulan en 0 = 0 y son continuas a al izquierda en (-r,0). Ademas

U es continua en 0. Anteriormente, hemos visto que si ¢EC y

x(s,6) es la Gnica solucidn de (1.1.1), entonces tenemos

donde T(t,s): C—C es una familia de operadores continuos en 1a to-
pologia fuerte de operadores.

Puesto que, ahora estamos considerando el caso autdnomo
podemos escribir T(t,s) = T(t-s,0), t2s (por unicidad).

Sea T(t) = T(t,0), t20. Asi T(t): C—C estd definido

por T(t)¢ = Xt(¢). Tambien por (1.2.2), tenemos
T(o) = I, T(£)T(s) = T(t+s), t,s20

y por tanto, {T(t), t:éO} es un semigrupo de operadores continuos
en la topologia fuerte de operadores que aplican C—C. De esta for-

ma, podemos definir el generador infinitesimal A del semigrupo

{T(t),t20} como

A¢ = 1im
t—-0

ot

(T(t)o-¢]
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cuando este limite existe en la topologia normada de C. Entonces,
puede ser demostrado que el generador infinitesimal y su dominio
2(aA) son dados por

AM9)=g§¢(M =$m>, -r£0s0

g(6) + L(¢)]
L{¢)}

{o€cs/ 6eC, 6(0)
{6€c/ s€Ct, D(o)

(1.2.12) (1)

Adémas, A es un operador cerrado, Z(A) es denso en C y para ¢€ Z(4a)

se verifica
S T(6)6 = T(£)A¢ = AT(t)

Ahora, procederemos a analiéar el espectro de A. Para

ello recordemos las siguientes definiciones: Sea A un operador lineal
que aplica un espacio de Banach X en si mismo.

' El conjunﬁo resolvente p(A) es definido como el con-
Junto de numeros complejos A para los cuales el operador resolven-
te R(A,A) = (XI—A)-l existe como un operador acotado denso en X.
El complemento de p(A) en el plano eomplejo es llamado el espectro
de A, 0(A). El espectro puntual, oP(Al consiste de aquellos A en
0(A) para los cuales R(A,A) no existe. Los elementos de oP(A) son
llamados valores propios de A. A cada valor propio corresponde un

vector propio de A, dado por aquellos ¢E€X, ¢ # 0 tales que
(AI-a)¢ = o.
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E1 espectro continuo, OC(A), estd formado por aquellos A
para los cuales R(A,A) existe pero no estd acotado y con dominio
denso en X. TFinalmente el espectro residual OR(A), es el conjunto
de aquellos A para los cuales R(A,A) existe pero su dominio no es
denso en X.

El espacio nulo de A, #(A), es el conjunto de todos los
¢ € X tales que Ad = 0. Para un dado xééc(A), el subespacio pro-
pio generalizado de A es definido como el mas pequefio subespacio
cerrado de X conteniendo los subespacios ,IKAI—A)k, k = 1;2,... y
es denotado por .A&(A).

Nuesfro fin es determinar la naturaleza de los espectros
o(A) vy o(T(t)). Puesto que el operador T(t) no es conocido, espera-
mos discutir la mayoria de las propiedades de T(t) usando las pro-.
piedades de su generador infinitesimal A, dado por (1.2.12).

Podemos calcular el operador resolvente R(A,A) = (AI—A)-I
integrando la ecuacidén diferencial ordinaria (AI-A)¢ = ¥. En efecto
la constante X pertenecerd a p(A) si y solo si esta ecuacidn tiene
una solucidn ¢€ZP(A), vwEEC y la solucidn depende continuamente de y.

La ecuacibén (AI-A)d = ¥ es
Ap ()= ¢(8) = $(B),  -r=0sS0
vy la solucidn es dada por

e}
ROLAW(B) = ¢(8) = b + I, MO=EDy (£)ae
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donde be&eR" y es dado por

9] (0]
(1.2.13)  a(0)b = D) * [ aau(e)f MO Fyera +
8

ir
(o] (o]
v ance) [ rCBly(erar
8

-r

(1.2.14)  A(A) = AD(e*)-L(e}*) = AT-A jo e*an(e) - jo e*%an(0)
Zr -r

el quasi-polinomio caracteristico asociédo a la ecuacidén (1.2.11).
Asi, si detA(X) # 0, la ecuacidn (AI-A)¢ = ¥ tiene una solucidn
para todo YEC. Esto es, {A/detA(A) # 0}Cop(A).

Si det A(A) = 0 entonces existe una solucidn no nula
para ¥ = 0, esto es, AEEOP(A). Asi o(A) = GP(A).

Como hemos visto, si X es tal que detA(A) = 0 y b es
tal que A(A)b = 0, entonces exeb es un vector propio de A y to-
do vector propio es de esta forma.

R Si cada punto X en o(A) es un.cero de multiplicidad

finita m de detA()A), entonces es un polo de orden no mas grande
que m del operador resolvente. Se deduce (ver A. Taylor [35], p. 305)

que

/V(A_A)k =,WKA-A)m, £2(A—A)k =£?(A-A)m para todo kzm, y

C = A#2=-A)" dR(A-1)"

La ecuacidén (A-A)"¢ = 0 es una ecuacidn diferencial ordi-

narla de orden m con coeficientes constantes que, junto con el re-
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querimiento ¢€£@(A-A)m, no puede tener mas que m.n soluciones 1i-
nealmente independientes. Por tanto_A«A—A)m es finito-dimensional.
Levinger ha demostrado que dim A#(A-A)" = m (ver Hale [11], p. 110)

Asl pues, el subespacio propio generalizado correspon-

diente a A es
A, () = A A-A)"

ademas, T(t) es completamente reducido (A. Taylor [35], p.268)
porglk(A) y R(A-1)", esto es,,l&(A) y R(A-A)" son invariantes

bajo T(t):
T(t)A4 (A)C 4 (A), T(£)RA-2)" CR(A-1)"

y la proyeccidn Py sobre,lk(A) a lo largo de R(A-A)" es

1 -1
Py = §;§‘f (U-é) dr = Res (u-A)

Sea ¢A un m-vector fila cuyos elementos forman una ba-
se para_l&(A). Puesto que T(t) y A conmutan, se tiene Aﬁ&(A)Q,li(A).
Entonces existe una m.m matriz de numerocs complejos BA tal que
A%, = ¢,B,. Se deduce que (A-—A)m@A =0 = <I>>\(>\—B)\)m asi que
'O(BA) = {1},

De 1la definicion de A y de AQA = QKB se deduce que

_ B, 6
2,(8) = 2, (0)e™A%,
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Tambien, %f T(t)®k = T(t)A@A = T(t)QABA y por tanto

B,t
e A s tz20
Bx(t"e) .
[T(t)cb}\](e) =<I>)\(O)e , tz0, o €[-r,0]

T(t)QA = ¢A

Esta relacidén nos permite afirmar que la ecuacidén (1.2.11) sobre el
subespacio propio generalizado.ﬂk(A), tiene la misma estructura que
una ecuacidén diferencial ordinaria. |

Toao lo que hemos dicho puede ser obtenido para todo con-

Junto finito ASo(A). En efecto, sea ¢,= (QA seene®y ) B, =

A
1 P
= diag(B, ,...B, ) donde ¢ es una base para.#, (A) y B es la ma-
Al Ap Ai Ai Ai
triz definida por AQA = QA BA , 1 =1,...p. Para todo vector a de

i i i
la misma dimensién que QA’ la solucidn T(t)@Aa de (1.2.11) con va-

lor inicial @Aaven t = 0, es dada por la relacibn

th BAG
T(t)@Aa = 0,e a, ¢A(6) = ¢A(0)e

, 8 € [-r,0]

Ademas existe un subespacio Q) de C, tal que ’I’(t)QAQQA tz20

C = PAG)QA, PA= {¢€EC|¢= ¢Aa para algun vector fijo a}, esto es,

Lav)
]

conjt. generado por lJJ¢X(A).
AEA
La obtencidén del conjunto finito A es extremadamente difi-
cll. Para ecuaciones retardadas esto no es problema, puesto que T(t)

- es compacto y entonces el conjunto A= { A€o (A)[Rer 2 B}es finito pa-

ra todo
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numero real dado B. (Ver Hale [11], p. 114).

Para ecuaciones neutras, si nosotros hacemos la hipé-
tesis de que el operador en diferencias D sea estable (ver siguien-
te seccidén) cntonces es demostrado (Cruz-Hale, lema 3-5,[5]) que
A ={XE0o(A)/Rex 2 B}es finito. En un estupendo artfculo Henry [20]
ha obtenido 1la descomposicidén anterior para un conjunto infinito
de valores propios, Tambien demuestra que si Reoc(A) £ -8 <0 entonces
existen >0, k>1, tal que HT(t)lIéke—ut, con lo cual obtiene un
importante resultado de estabilidad exponencial.

Para hacer todo esto, es necesario un conocimiento de
o(T(t)). Como es conocido por la teoria de semigrupos (Hille-Phillips,
[24]) el espectro puntual OP(T(t)) = eUP(A)t, mas posibleménte ce;‘
ro. Puesto que A no tiene espectro residual, oR(T(t)) = ¢, Asi el
problema es determinar oC(T(t)). Para ecuaciones retardadas esto no
es problema, puesto que es conocido que T(t) es compacto, el espec-

tro continuo si existe es {O}. En ecuaciones neutras T(t) no es com-

pacto. Para resolver el problema, Henry recurre a la ecuacién en

diferencias

[o o]

»
~~
t
~—r
I

A x(t-w, ) -~ tz0
=1 k k’?

()

donde, O<w, sr, T[A |<®, D ($) = ¢(0) - kzlAk¢(-Wk)’ o€ C

Recordar que )
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0 © 0
Jooaue)e(e) = T ae(-w) + [ A(8)e(8)
-r k=1 -r
la suma de una funcidn salto y una funcién absolutamente continua.
Esta funcidén define un semigrupo de operadores {To(t),'té 0} que
es continuo en la topologia fuerte de operadores sobre C, = CFWJV(DO).
El espectro de To(t) entonces se localiza, Usando un teorema de
Hale [9], se puede demostrar que T(t) y To(t) difieren en un ope-
rador compacto y por tanto la adicidn de este operador compacto no
cambia el espectro continuo. Asi se llega al conocimiento y locali-

zaclidn del espectro de T(t).

Ahora vamos a obtener 1la caracterizacidn del subespacio-
complementario QA por medio del operador "adjunto" de A respecto a
una clerta forma bilineal. Nosotros seguimos de nuevo a Hale-Meyer
[19] con el fin de comparar mas tarde sus resultados con los obte-
nidos por Henry [21] y tratar de aclarar y relacionarlos en lo po-
sible.

*
Sea C* = C([0,r],E" ). Para toda YEC*, ¢ EC definamos

0

o .
v(0)Dg + | jg v (6-g)[du(e) e (5)aE +

-r

(1.2.15) (v,¢)

+

[e] 6]
f fe Y (8-g)[an(0) e (g)aE.
-r

Esta forma bilineal aparecid ya en la férmula (1.2.14). Nosotros
*

usamos esta forma bilineal para intentar determinar un operador Al

con dominio denso en C¥ tal que
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(1.2.16) (b,A¢) = (A% y,0) para GE€E D (A), vE D(A¥).
Si ¢y tiene primera derivada continua y desarrollando (V,A¢) en-

tonces, despues de usar la integracién por partes (Ver Hale [11]

p. 105), se tiene la igualdad (1.2.16) si A¥ y su dominio son de-

1
fidos por
(A%U)(s) = -i(s), oss=sr
. . 0 . 8}
2(13) = {vEcr/BECH,~y(0) = - [ dterane) + [ b(-6)an(e) }

Despues de esto, tomaremos (1.2.16) como la relacidén que define Ai

como el "adjunto" de A respecto a la forma bilineal (1.2.15).
Para todo Y E€C¥, consideremos la ecuacidn

o] 0

| y(s-8)au(e) - [ y(s-8)an(8) , s=0

(1.2.17) y(s)

n

y(s) = ¥(s), O<ssr

Si y®€c* definida por y (£) = y(s+f), 0SE<r y representamos la
solucidn de (1.2.17) por y(¥), entonces la familia de operadores
{Ti(s),sé 0} definida por ys(w) = Tf(s)w, s <0 es un semigrupo con-
tinuo en la topologlia. fuerte de operadores para el cual -Ai es el

generador infinitesimal.

La ecuacidn (1.2.17) se dice ser la ecuacidn adjunta de

(1.2.11),
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Si y(¥), Y€ Z(A%) es una solucidn de (1.2.17) en (-=,04r]

y x(¢) es una solucidn de (1.2.11) en [w-r, ®) donde 9 >w, entonces
(1.2.18) (yt,xt) = constante, vt € [w,0 ]

Otra interesante propiedad es

ad i (s)y
@ L \S)V_ _ax.mx = _T¥ * U] *
15 Al Tl(s)w Tl(s)Alw, A4 EE@(Al)
Un namero complejo XEEOP(Af) si y solo si, p(8) = e Aeb

donde b es un vector no nulo satisfaciendo bA()X) = 0, esto es,

detA(X) = 0. Por tanto

A€ o(A) = A€o (A})

De forma andloga a todo lo anterior, se tiene o(Ai) = O'P(Af) y el
subespacio propio generalizado /A(Af) es finito dimensional. Igual-
mente, se puede probar que una condicidn necesaria y suficiente
para que (AI—A)koc = ¢, ¢ E€C tenga una solucidn a en C, 8 equiva-
lentemente que ch@(X—A)k es que (Y,¢) = O,VWE/V(A—A?E)R. Ademas
se tiene dim #(AT-A)¥ = dim /V(AI—A:’E)k, vk.

Finalmente, damoé la descomposicidn de C para AE g(A).

Sea ¥, y % dos bases de /}\(Aii) yl)\(A) y sea (‘PA,<1> Entonces

A)’
C = PA + QA |

Q) = {9€c/(¥,,9) = 0]}

Py

t dEC/p = Q)\(\l})\,q)) }
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Andloga descomposicidn puede ser obtenida para un conjunto finito
ASo(h).
Observemos que C¥*¥ tambien puede ser descompuesto de una

forma 1igual a la anterior para obtener
C¥ = #OI-2)" & RO -A8)"

Ahora vamos a ver los resultados que se obtilenen con-
siderando la verdadera teoria adjunta expuesta anteriormente.

En el caso autdnomo, la ecuacidén (1.2.7) toma la forma
(1.2.19) y(s) - fw[dy(a)]u(s—u) + fa)y(a)n(s—a) = constante

S S

donde u y n son continuas a la iz@uierda en (-r,0), se anulan en
[0, y son iguales a sus valores en 8 = -r en (-o,-r]. Con estgs”
condiciones de normalizacidén, la ecuacidén (1.2.19) coincide con la
ecuacidén (1.2.17).

Sea Bo el espacio de Banach de las funciones de varia-
cidn acotada y: [—r,O]«*En* (n—vectoreé fila) que son continuas a
la izquierda en (-r,0) y ¥(0) = 0. Recordemos que Bo puede ser i-
dentificado con el espacio conjugado de C con el apareamiento

0

(v,9) = [ [aw(e)Ie(8), v €EB_, ¢ € C.

-r

Usando este apareamiento, podemos considerar el verdadero



by

adjunto T*¥(t) de T(t) donde T¥(t): Bo—*BO, definido por

<T*(t)w,¢>=<w,T(t)¢), ‘bEBO’ ¢ € C, tz20.

De la teoria general de operadores adjuntos sabemos que

si T(t), T(s): C—C entonces se verifica
(T(£)T(s))* = T(s)*T(t)*

Puesto que {T(t),t 20} es un semigrupo, entonces T(t).T(s) = T(t+s)
= T¥(s) -T¥(t) = T*(s+t).
T(0) = I=T¥(0) = I*¥ la identidad en By, ¥ esto implica que

{T*(t),té O} es un semigrupo de operadores en BO.

Por otro lado, por el teorema de la pagina 30 tenemos

que la solucidn operador (1.2.19) es dada por

1l

ys<w) T(s-t,0)¥ para s<t

ys(w)

IIA
(@)

T(s)¥ para s

definiendo asi un semigrupo de operadores {T(s),sé()} sobre B .

La férmula (1.2.8) es en el caso autdnomo
(1.2.20) T*(t) = (I+Q)T(~t)(T+0)"1

donde 9: Bo—*BO es el operador quasi-nilpotente definido por
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0 0
(1.2.21) au(e) = - [ [ap(B)Ju(e-8) + [ w(B)n(o-B)aB, -rseso0,
0 8
veB, .

Desafortunadamente, el semigrupo adjunto no es continuo
en la topologia fuerte de operadores, pues la aplicacidn T(t)—»T*(t)
no conserva necesariamente la continuidad en t. (Ver Yosida [36]
VII, proposicion 1 p. 195). Para que el semigrupo adjunto fuese
continuo en la topologia fuerte de operadores seria necesario que
el espacio C sea reflexivo (Ver Hille-Phillips, cap XIV), pero éste
no es nuestro caso, puesto que C¥*¥ = Bg, que es mas grande que el
espacio C. (Ver Riesz-Nag [34], cap 87, p. 211).

Tampoco T¥(t) es continuo en la topologia débil de o-
peradores, puesto que de serlo, entonces seria continuo en la topo-
logfia fuerte de operadores. Una contradiccién (ver Yosida [36], cap
IX, p. 233, y Hille-Phillips [24], cap X, p. 306).

Sin embargo, si definimos la convergencia en Bo’ en el
sentido de la topologia j7(BO,C), la cual nosotros representaremos,
por w¥-topologia, como

9, %y en B cuando (V_,6)—(¥,6) ¢E€C

entonces la teoria anterior estd muy relacionada.
Se puede demostrar que T¥(-) es w¥_continua en C, por
tanto, segin (1.2.20), T(+) es w¥-continua en Bo’

Es conocido (ver Riesz-Nag, cap. 55) que ¥ —U en B/ si
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y sblo si wn(e)-»w(e) en 8 = 0,-r y para un conjunto denso en (-r,0)
y Var ¢ _ es acotado cuandoc n—w,

[_r,oj n
Por tanto definimos el w¥-generador infinitesimal

SR o= wk - lim _ E[T(s)y-v]

s—0
con el 9(A) formado por el conjunto de wEEBO para las cuales el
w¥-1imite existe.

Entonces, puede ser probado gue VED(A) si y sbélo si, ¥
es absolutamente continua en [-r,0) con @EEBO. @ representa la de-

rivada a la izquierda.

Para YED(A), tenemos que EU)EBO definido por

Ay(8) = —(8), 8 € (-r,0]

~ o . . 0
Ey(-r) = = [ w(-r-8)au(8) + [ y(-r-6)dn(e)
-r -r

+

Observemos que A es cerrado, pero<9ﬂﬂ) no es denso en Bo' En efecto,

D(h) es el espacio de las funciones absolutamente continuas que a=-
L3

plican [—r,O]—*En (ver Hille-Phillips, p. 534, Dunford-Schwart [7]

cap. IV.12)

Henry [21] prueba ésto utilizando la forma bilineal de-

finida en (1.2.10) y que en el caso auténomo es de la forma
[v[e] = ((T+Q)y,0), wEB , ¢EC.

Usando (1.2.20) tenemos
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((IT+2)¥,T(t)¢)

[y [T(t)e]

(T*(E) T+, 0

((T+Q)T (=t)¥,0 )

[T(-t)v]e], £t2z0

Entonces, define A como el adjunto de A respecto a la forma bili-

neal [+]-], esto es, [Ay]|o]

[v|as].

rd

Ast [Ad]e] = ((I+0)Av,d)

((I+Q)y,A¢) = ( A¥(I+Q)Y,0)

donde A* es el adjunto de A respecto al apareamiento [-|:], y esto

implica que

(I+Q)E = A¥(T+Q)

es decir A% = (I+Q)E(I+Q)—l

Asi tenemos que A¥ es semejante a A ( recordar que  es
un operador quasi-nilpotente, o(Q) = {b} ) y por tanto o(A*) = o(A).

Pero por un teorema de Phillips o(A) = o(A¥) (ver Dunfor-
Schwartz [7], p. 568).

En resumen, 0 (A) = o(A) = o(A¥)

to. (F)F
- ' oP(A
y o oop(T(-t)) = o, (T*(t)) = op(T(£)) = e , mas posiblemente ce-

o (A) = {A]detA(r) = 0}
)

En lo anterior, se han establecido algunas propiedades

del semigrupo adjunto T¥(t). Ahora vamos a dar algunos resultados
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sobre este semigrupo que generalizan los de Henry [23].

Teorema. Si A es el generador infinitesimal del semi-
grupo {T(t),té 0 }, A es el w¥-generador infinitesimal del semigrupo
{'f‘(s),séO}, entonces YEP(A*) si1 y sbdlo si Yy es absolutamente con-
tinua en [-r,0), con ILEB y v(0) = 0. D(A*) =D(L). Ademas para
VED(A*), tenemos

A*y(0)

0, A¥Y(-r) = -p(0 In(-r)

A¥Y(8) = —y(8) + Y(0T)[n(8) - n(8)l, 6 € (-r,0)

Demostracidn: Supongamos que YED(A¥) y sea A¥y = aEBo.

Entonces, para toda ¢ E€QD(A), (V,Ad) = (A¥Y,¢) = (a,0). Como ¢€ D(A),

¢ es continua diferenciable y D(¢) L(¢), es decir

. 0 . 0
$(0) = [ [au(8)le(e) + [ [an(e)le(e).

-7 -r
Por tanto, las igualdades anteriores se pueden escribir

0 o] .
J [da(8)16(8) = a(0)6(0) —al-r)o(-r) - [ a(6)¢(8)do

-7 -r

(U,0) = (a,0)

11

(0] .
—o(-r)¢(-r) - [ a(8)¢(8)d6

-r

it

ya que A*¥yY(0) 0 = a(0).
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Definamos la funcidn

8

B(6) = w(8) + [ a(£)dg, 8e&[-r,0)
-

B(0) = B(07)

0 . ‘

Calculemos la integral f [(dB(6)]o(B) para $ED(A). Teniendo en
~r

cuenta que B es continua en 0, mientras que ¥ presenta un salto en

0, es decir, ¢ pasa de ¥(07) a y(0) = 0, obtendremos

0

[ [a8(8)16(9) = v(07)4(0)

0 . 0 e .

= + [ fav(e)le(e) + [ [a [ a(£)agle(o)

-7 -r -r -r
. 0 . 0 .
= $(07)6(0) + [ [aw(e)e(s) + [ a(e)e(s)de
-r -r
= B(0TIO(0) + (V,8) = al-r)o(-r) —(a,0)
= $(07)6(0) = a(-7)(-r)

Por tanto

[d8(8)16(e)

0
i

I 1

-

0 . 0
—a(-r)¢ (-r)+p(07)| [ [au(e)Je(e) + [ [dn(8)1e(6)
-r

-r

1

o} .
= —a(-r)¢ (-r)+y(07)| [ [au(e)le(e) -

L T

6] .
n(-r)o(-r) - | n<e>¢<e>de]

-r

Asi obtendremos
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0 .
f { aB(0)+y(07)[-du(e)+n(8)del}e(8) = ~Loal-r)+p (07 In(-r)]é(-r)

-r

que es una ecuacién que tlene lugar para toda ¢ED(A).
Como ¢&C y ¢(-r)€ E" pueden varlar independlentemente,

los dos miembros de la igualdad anterior deben ser cero. Esto es,

a(~-r) = -y(0 )n(-r)

o - .
[ {as(e)+y(07)[-au(8)+n(e)dael}e(e) = O

-r

Puesto que esta Gltima igualdad se verifica v¢eEP(A), tenemos
dg(8)+p (07 )[~du(e)+n(6)de] = 0
De aqui obtenemos que
_ )
B(8) = —w(07) [ [-du(&)+n(g)ag]
~r
y por tanto, B es una integral indefinida, lo cual implica que es
absolutamente continua. Esto implica que Y tambien es absolutamente

contlinua.

Tambien, tenemos que

dB(8) = -y (07 )[-du(e)+n(8)de] = w(0)[u(8)-n(8)]a6
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De la definicidn de B se tiene

p(0)+a(0) = $(0T)[R(8)-n(8)],  a.e. en (r,0)

Esto nos dice que wEBO.

Igualmente, obtenemos que

a(8) = 9 (8)+u(07)[1(8)-n(8)], a.e. en (-r,0)

Como o = A*y, resulta

A¥p(8) = = (8)+0(07)[n(8)-n(8)], a.e. en (-r,0)

y tambien

A*y(0) = 0, A¥y(-r) = -9 (0 )n(-r)
Asi hemos probado que YED(A¥) con Y(0) = 0, implica
que Y es absolutamente continua v IJ.JEBO.
Reciprocamente, si ¢y es una tal funcidn, entonces, defi-
niendo OLEBO como en las ecuaciones anteriores, se deduce que
(0,0) =(¥,A¢), v¢€D(A) y por tanto, YED(A*¥), o = A*y,
De todo lo anterior se tiene que Q(A¥) = Q(A).
Consideremos las llamadas aproximacilones de Yosida

A =

n [T(h)-I] para h>0. Entonces para YyED(A¥), ¢ € P (A), tenemos

oI
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P +
tomando limites cuando h—0 :

(AFU,0) = (U,A 0) —(V,A0) = (A¥y,0)
¥y

( ELT* (+h)Y=T* (£)9],0)

( ELT*(£)[T*(n)-I00,0)

1]
i

(T*(t)v,A0) = (AkY,T(E)9) -

- ( A*W,T(t)(b)

T*(t)y,Ad)

De aqui vemos que T*(t): Q(A¥)—~D(A¥) y T¥(L)A*Y = A¥T*(t)y
para YED(A¥*),
Tambien sabemos que para YED(A¥), ¢€ D(A), (T*(t)y,d)

es continuamente diferenciable para t 2 0 con

d

gE (T*(6)U,0) = (TX(t)A%y,0)
De la ecuacidén adjunta (1.2.19) es claro que si we@(fx), entonces
la solucidén (T(-t)y)(8) es absolutamente continua como una funcién
de t20 y fijado 8. Consecuentemente, por las propiedades de Q,

(T*¥(t)v)(6) es absoclutamente continua en t 20 para cada 6. Se dedu-

ce entonces que si YED(A¥)
SL(T*(£)p) ()] = (A*T*(£)p)(8) a.e. 20,

Observemos que hasta ahora no hemos dicho nada acerca
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de que A* sea el generador infinitesimal del semigrupo |{T*(t),t20}.
Veamos las condiciones que habremos de imponer para que podamos ha-
blar de un generador infinitesimal.

Hemos visto que T(t): C —»C es un semigrupo continuo de
operadores en la topologfa fuerte y que T¥(t): B,—B, es tamblen
otro semigrupo. Sin embargo, el semigrupo T¥(t) no es continuo en
la topologia fuerte de operadores, puesto qﬁe C no es reflexivo.

Para evitar esta dificultad, se puede tomar el semigru-
po adjunto como la restriccidn de T¥(t) a un subespacio B:CIBO que
sea el dominio mas grande en el cual T¥(t) sea continuo en la to-
pologia fuerte. El generador infinitesimal del semigrupo A+, seri

3 . » » . . +
la maxima vrestriccidn de A¥* con dominio y rango Bo’

Para ser mas precisos, sea BZ =D (A¥%) y (4 = T*(t)|BZ;
El siguiente resultado puede ser encontrado en Phillips [32]:

Si T(t) es un semigrupo continuo en la topologia fuerte,
entonces T+(t) es tambien un semigrupo continuo en la topologia
fuerte de operadores, definido en B:. Ademas si A+ es el generador

infinitesimal de T+(t), entonces
20" = {e€a%)|aroer’ | vy AT = ax|a(aT)

A este semigrupo continuo T+(t) le corresponderi otro se-
migrupo continuo en la topologia fuerte {Tf(t),t;éo} por medio de

la transformacidn

TH(£) = (I+Q)T#(-t) (I+), t20,
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Este semigrupo {Ti(s),sé()}es el considerado por Hale-Meyer, en el
estadio de su teoria "adjunta". Por tanto el semigrupo{Ti(t),t§ o}

de llalc-Meyer es el semlgrupo {f(t),t §O} con las correspondientes

restricciones.

Quedan asi relacionadas, ambas teorias adjuntas.



I.3. Estabilidad: Método de Liapunov. Generalizacién del método de

Popov a ecuaciones diferenciales funcionales de tipo neutro.

En esta exposicidn, de la teoria de estabilidad en ecua-
ciones diferenciales funcionales de tipo neutro, seguimos el arti-

culo de Cruz-Hale [6].

Consideremos la ecuacién diferencial funcional auténoma

de tipo neutro

d _ > -
(1.3.1) It D(Xt) = L(xt), tz0, X, ¢
donde D(¢) = ¢(0)-g(9), g: c—E" es lineal y continua, L: c—E" es
continua, lineal y transforma conjuntos acotados en conjuntos aco-
tados.
Sea el operador D definido anteriormente y HEEC([O,m),En).

Consideremos la ecuacidn en diferencias

(1.3.2) D(x,) = D(¢) + H(t) - H(0), tz0

¢

X
0

Definicién . Sea & un subconjunto de C = C([o,m),En). Se

dice que el operador D es estable con respecto a & si existen dos
constantes K y M que para todo ¢E€C y HE& la solucidn x(¢,H) de
(1.3.2) cumple

Iz, (o, <Kol + M sup |H(u) - H(O)|, tz0
o=ust

Los siguientes lemas se pueden encontrar en el articulo de
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Cruz-Hale. Las demostraciones no las damos por ser demasiado largas.

Lema. Sea la ecuacidn diferenclal en diferenclas de ti-

po neutro

N
%E[x(t)—kElAkX(t-Tk)] = Lixy)

donde cada Ak es un nxn matriz y O<'H(§IN Definamos el operador

funcional en diferencias
_ N
D(¢) = ¢(0) - TAG(-T, ), $EC
k=1

Si existe un 8§ >0 tal que todas las raices de la ecuacidn

N -T

det[I- 3 A0 Ky

=0

k=1
tieneﬁ mbédulo menor o‘igual que 1-8, entonces D es estable respecto
a C. Esto es equivalente a decir, si existe un §>0 tal que todas
las raices de la ecuacidn

N -AT

det[I- T A e
K=1

k] =0

cumplen Rel £ -8, entonces D es estable respecto a C.
i
Cruz-Hale demuestran este teorema cuando el cociente T
k
es racional. Cuando este cociente es irracional la demostracidn es
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mas complicada y ha sido obtenida por Henry [20].

Un ejemplo de operador estable es D(¢) = ¢(0)=Ad(-r),
donde A es una nxn matriz cuyo radio espectral es menor que uno.
Igualmente observemos que D(¢) = ¢(0) corresponde a una ecuacidédn

diferencial funcional de tipo retardado (A=0) y siempre es estable.

Lema. Consideremos la ecuacidn funcional en diferencias

D(Xt) = 0, tz0
(1.3.3)

x, = ¢, D($) =0, ¢€&C,

Si D es estable respecto a C entonces, existen dos constantes K y a>0

tal que para todo ¢&C, la solucibn de esta ecuacidn cumple

-at

v

0

Ixg (o) =xe™ o), ¢

Observemos que si x(¢) es una solucién de (1.3.3), podemos escribir
= >
x, (¢) T, (t)e, tz0

definiendo asi, un semigrupo continuo en la topologia fuerte de

operadores {To(t),t;éo}. Sea ap el orden de este semigrupo, esto es

t

ap = inf{a€R| 3K tal que ||T (t)[|=ke™, t2z0]}
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Del lema anterior, se deduce que D es estable si aD<:O.

Teorema. El1 operador D es estable si y sélo si, existen
dos constantes a>0, b>0, tales que h&C, toda solucién x(¢,h) de

la ecuacién

D(x,) = h(t), x_ =4¢, tz0

satisface
Ixg (6,n) IS 0e™ 0]l + b sup |n(u)|
0=sust
Consideremos la ecuacién
d .

con valor inicial ¢ en o, esto es, Xy = ¢.

Definiciones. Se dice que la solucién x = 0 de (1.3.4)

es estable s1 e>0y o¢>0, 3§ = 6(e,0)>0 tal que ||¢]|<6 implica

”Xt(0,¢)|l<€ t 20. La solucibén x = 0 es uniformente estable si

es estable y § puede ser tomado independientemente de o. La solu-

cién x = 0 se dice ser asintoticamente estable si es estable y exis-

teun b = b(c)>0 tal que |[¢]|]<b implica %, (o,4)]| ~0 cuando t—w.

La solucidn x = 0 se dice ser uniforme asintoticamente estable si
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si es uniformemente estable, si b en la definicidn de estabilidad
asintdtica puede ser tomado independiente de o y si para todo n >0,
existe T(n) >0 tal que [[¢||<b implica || xt(o,qb)llérn para t2o0+T(n).

La solucidn x = o se dice ser exponencial asintdticamente estable

sl exlsten dos constantes XK >0, a>0 tales que ”xt(o,¢)||§Ke_a(t_0)”¢”,

tzo,

Para ciertos sistemas lineales, la estabilidad uniforme
asintdticamente es equivalente a la estabilidad exponencial asin-
téticamente. La demostracidn de esta equivalencia es la misma que
en ecuaciones diferenciales ordinarias (ver Hale [12], p. 84 &
Halanay [8], p. 346).

Sin embargo, en ecuaciones diferenciales funcionales au-
ténomas de tipo neutro no ocurre lo mismo que en ecuaciones diferen-
ciales ordinarias o retardadas autdénomas en las cuales la estabili-
dad (estabilidad asintdtica) implica la estabilidad uniforme (esta-
bilidad uniforme asintéticamente). Brumley [3] ha dado un ejemplo
donde la solucidn es asintOticamente estable pero no es exponencial
asintdticamente estable y por tanto, no es uniforme asintéticamente
estable. No obstante, si D es estable, entonces la estabilidad a-
sintdtica es equivalente a la estabilidad asintdtica uniformemente

(ver Hale y Cruz [18], Cruz-Hale [6])

Definicidn. Si V: C >R es continua, se define V(¢) (de-

rivada de V a lo largo de las soluciones de (1.3.1)) como
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V(6) = Viy 5.0y(8) = lin LIV (x, (6)) = V(9)1, x (8) = ¢.

Definicidén. S1 x(¢) es una solucién de (1.3.1), la 6r-

bita Y+(¢) de x(¢) que pasa por el punto ¢&€C, se define como

yte) = U x, (9)
£t 20

Teorema. Sea D estable y D(Xt) acotado para tz 0. Si
x(¢) es una solucién de (1.31) entonces la drbita U xt(¢) es pre-

tz20
compacta, esto es, tiene clausura compacta.

t
Demostracidn: Puesto que D(xt) = D(¢) + J L(xs)ds y
t o}
D(Xt) es acotado, se deduce que J L(xs)ds es acotada. Como D
0

es estable se deduce que x, estd acotada para t 0. Puesto que L

t
transforma conjuntos acotados en conjuntos acotados, existe una
' constante N tal que |IL(x )| <N, £20.

Para todo 120 y t 20 podemos escribir

t+1

D(xt+1) = D(xT) + JT L(xs)ds

t
D(x,) D(¢>)+J L(x,)ds
(0]

de donde

t
L(xs)ds - Jo’ L(xs)ds

t+T
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Por la definicidén de operador D estable podemos escribir
” e %t Il = K“ XT'cb | + M2Nt

Como X, = ¢ y la funcién X, es continua,ve > 0 existe
§>0 tal que ”xT—cb | <e/2K, 2tN<e/2M para 0 St <6,

Por tanto, th+r_xt l<e para 0<t=<6, t20 que nos dice
que la funcién X, es uniformemente continua en t para t € [0,®).
Este hecho, junto con el de que X, es uniformemente acotada para t20

implica por el teorema de Ascoli-Arzela que U xt(cp) es precompacto.
t20

Definicién . EI1 conjunto w-limite w(y+(¢>)) de una 6rbi-

ta Y+(¢) se define como

+
oly ™ (¢)) = MO U (@)
T>0\tzr
esto es, un elemento YEC se dice que pertenece a w(y+(¢)) si exis-
te una sucesidén de numeros t — o cuando k —o tal que xtk(qs)—up

k
cuando k —,

Definicién. Un subconjunto T de C se dice que es inva-
riante para la ecuacidén (1.3.1) si, para cada ¢ET, se puede encon-

trar una solucidén x definida sobre R, X, = ¢, xtER, t ER.

Lema. Si D es estable y D(xt) es acotado para t 20, en-

+ . . .
tonces w(y (¢)) es no vacio, compacto,conexo e invariante.
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Para la demostracién, ver Cruz-Hale [5].

Definicién. Una funcién V: C—R se dice que es una funcién
de Llapunov sobre un conjunto G, s1 V es continua sobre G y V=0

en G.

Sean S ={ $€ G/ V(¢) = 0} y T el mayof conjunto en S

que es invariante para la ecuacién (1.3.1)

Teorema. Sea D estable y V una funcidén de Liapunov sobre
G. 31 x(¢) es una solucién de (1.3.1) que permanece en G y D(Xt)

es acotado para t 20, entonces xt(¢)—~r cuando t—w,

Demostracidén: Sea A_ = |J x,.(¢). Como A_ es compacto
n tzrxt n
= B +
y A DA ., entonces x, (¢)—A, donde A —-rJQOAn = w(y (¢)) que es

invariante y estd contenido en G.
Por tanto, pafa probar el teorema, es suficiente con
' pfbbar que si WEEw(Y+(¢)) entonces Q(w) = 0 6 lo que es lo mismo,
que V(xt(w)) es constante. |
Observemos que V(xt(¢)) es decreciente y acotada y por

tanto existe lim V(xt(¢)). Sea f este limite. Entonces

-

@ k—o

Vix (p)) = V[-xt(f;im xtk(¢))] = lim V(Xt+tk(¢)) = 2

CorolarioQ Sea D estable y V una funcidn de Liapunov en

G = Gl ={ dEC/V(g) < z}. Si existe una constante K = K(1) tal que
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$E€G, implica ID¢|< K, entonces toda solucién xt(qa) con d)EGl

tiende a T cuando t — o,

Demostracidn: Para aplicar el teorema anterior, basta con

probar que xtEG y D(xt) es acotado para t=20.

Puesto que V=0 = V(xt)§V(¢)< £, luego xtEG para t 2 0.

Tambien [Dxt | < K para todo tz 0.

Si conocemos que la solucidn x = 0 de (1.3.2) es esta-
ble, entonces puede ser probado que la estabilidad se conserva bajo
perturbaciones de los coeficientes. Lo mismo es verdad con respecto
a perturbaciones en los retrasos del miembro de la derecha de (1.3.2).
Sin embargo, la conservacidén de la estabilidad con respecto a per-
turbaciones en los retrasos en el operador funcional en diferen-

cias D, definido por (1.3.3) es mucho mas dificil.

Definicidén. Se dice que el operador D es estable local-
mente en los retrasos si existen intervalos Ik (con puntos interio-
res) conteniendo a Tyes k=1,..... N, tal que D es estable para
cada T €71

R

Para el caso de una ecuacidn escalar, Melvin [30] ha de-

mostrado que D es estable localmente en los retrasos si y s6lo si
N

> 1A |<1.
k=1 K

Para el caso matricial, D es estable si
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N
2. sup |Apx|<1.
k=1 |x|=1

Para el caso matricilal, la ecuacidn caracteristica de

(1.3.3) es
> -A ) n,.T
(1.3.5) 1= 2 a,e "= "Jjkk

donde cada njk es entero no negativo.

Definicidén. Se dice que D es estable localmente en los
retrasos si 36 >0 e intervalos Iy tales que VT, €Iy, las raices de
(1.3.5) satisfacen Rel < -8. Decimos que D es estable globalmente en
los retrasos si V1, 38§ >0 tal que las raices de (1.3.5) satisfacen
Rel < -6.

Hale [15] ha demostrado lo siguiente:

El operador D es estable localmente en los retrasos si
v Eolamente si es estable globalmente en los retrasos.

Vamos ahora a dar una generalizacidén del método de Po-
pov para ecuaciones diferenciales funcionales de tipo neutro.

Supongamos que un sistema fisico es gobernado por 1la
ecuacién (1.3.1) y que el sistema es asintdticamente estable. Du-
rante el funcionamiento del sistema fisico pueden surgir perturba-
ciones que ocasionen desviaciones de la solucion x = 0. Entonces,
para mantener el sistema cerca del origen y hacer que la solucidn
trivial tienda a cero mas rédpidamente que en el sistema que tenemos

(incontrolado) nosotros ahadimos un control externo (sistema contro-
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lado). Esto es hecho matemiticamente de la siguiente forma:
Reemplazamos el sistema (1.3.1) por

(1.3.6) % (Dxy) = L(xy) + b-f(o),

donde b es un n-vector constante, f es una funcién escalar Que de-
pende del estado del sistema y ¢ = (C,i), el producto escalar en
En, donde ¢ es un n-vector columna constante.

o(t) es llamada la sefial de control feedback y f(o) es
la llamada funcién caracteristica del mecanisme que efectua el
control y normalmente, es no lineal.

Nosotros supondremos que f pertenece a la clase ¥ de
funciones caracteristicas admisibles satisfaciehdo las siguientes
hipbtesis: |

1) fEIJlloc,(Qw,oo)

2

2) hlo £ 0f(o)Y=Zh 0<h;=£h,<h

2"5 1= 9
La segunda hipdtesis, llamada la condicidn de sector implica que
£(0) = 0, hy y h, dependen de f pe;o h es el mismo para toda la
clase. | '

El problema consiste en determinar las condiciones su-
ficientes respecto a los coeficientes que aparecen en el sistema
tales que para toda funcidn caracteristica admisible f en la cla-

se %, toda solucidn del sistema (1.3.2) tienda a cero cuando t— =,

El sistema se dice,entonces, que es absolutamente estable.
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La solucidn x = 0 del sistema se dice que es asintética-
mente estable en grande (o estabilidad completa) si es asintética-
mente estable para arbitrarias condiclones iniclales, esto es, si
la regidén de estabilidad asintética es todo el espacio C, o lo que
es lo mismo, sl toda solucidén es asintéticamente estable. Por tan-
to el sistema es absolutamente estable si la solucidn x = 0 es a-
sintéticamente estable en grande para toda funcién f de la clase S

Para ecuaciones diferenciales ordinarias este proble-
ma  fué estudiado por A. Lurie en 1.935 usando funciones de Liapunov.
El estudio de Lurie tuvo éxito y en algunos casos da muy buena in-
formacidén sobre el dominio de estabilidad. Sin embargo, tiene el
Inconveniente, como sabemos, que la eleccidén de una apropiada fun-
cidn de Liapunov es un arte y el criterio de estabilidad depende
de la funcidén de Liapunov elegida.

En 1.958-59, V. Popov descubrié un nuevo método para
estudiar el problema. Adeﬁas, Popov probd que si existe una fun-
cién de Liapunov de 1la f&rma usada por Lurie y otros, entonces las
condiciones de su método son satisfechas. Es claro, que el método
de Popov no es peor que el método de las funciones de Liapunov y
cuando los resultados de Popov fueron conocidos esto supuso un me-
nor uso de las funciones de Liapunov en el estudio de la estabilidad
absoluta. Pero esto no es todo; algunos anos mas tarde Yakubovic,
Kalman y el mismo Popov probaron un teorema tal que si las condicio-
nes del método de Popov son satisfechas entonces, existe una funcién

de Liapunov de la forma considerada. Esto significa que las condi-
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cilones de Popov equivalen a la mejor eleccidén de la funcién de

Liapunov.

Aqul nosotros establecemos el método de Popov para ecua-
clones diferencilales funcionales de tipo neutro siguiendo muy de
cerca la forma en que lo hace Halanay [8] cap. U46. para ecuaciones
diferenciales funcionales retardadas.

Para el estudio de la estabilidad absoluta hay que te-
ner en cuenta que las soluciones del sistema lineal se aproximen
exponenclalmente a cero.

En la demostracidén de sus teoremas, Halanay hace la hi-
pétesis de que la solucidn del sistema lineal sea asintdticamente
estable. Esto es asi, porque en ecuaciones diferenciales funciona-
les autdénomas de tipo retardado, la estabilidad asintdética impli-
ca la estabilidad asintdtica uniformemente que, como sabemos, es e-
quivalente a la estabilidad asintdtica exponencialmente. Sin em; ’
bargo, esto no ocurre en ecuaciones diferenciales funcionales auté-
nomas de tipo neutro ya que la estabilidad asintética no implica
la estabilidad asintética uniformemente. Pero si nosotros hacemos
la hipdétesis de que D sea estable, entonces si se verifica la impli-
cacidén anterior, y por tanto, tendremqs la estabilidad asintética
exponencialmente.

Por 1la férmuia de representacidén de las soluciones (1.2.6)

se deduce que la solucidén de la ecuacidn (1.3.6) es dada por
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(131 x(e) = x@ne) + | apf- [T ta x(s- sy +
, , -r o
ot t l : '
ot J X(t—a)n(B-a)}¢(B) + J X(t-a)b-flo(a)lda
o . 0 :

Hemosrusado en esta representacién el hecho de que el
sistema es auténomo, esto es, U y N son independientes de t y por
tanto 1armatriz fundamental,kque valia cero para t<a y era la ma-
triz unitaria para t =ka s6lo depende de la diferencia t-a.

‘Puesto que 0 = (¢,x) = c'-x tenemos

o(t) = e¢'X(t)D(o) + c'JO- d {-'Jt' [d X(t-a)u(B-a) + ft x(t-a)n(s-a)I
) o -I’ B 0 o 0 J
: t : _ ,
*o(B) + J c'X(t-a)b-flo(a)lda.
(6] .
Sea
z(t) = ¢'X(t)D(d) + C'Jo_ dB‘{; Jt+td X(t-a)u(B-a) + Jt X(t—a)n(B-a)}M(
: -r o ¢ : 0
k(t) = ¢'X(t)b
entonces obtenemos
' ’ - Tt ;
(1.3.8) o(t) = z(t) + J K (t-0 )£ [0 (o) Ido
- 0

Supongamos ahora que el espectro del generador infini-

tesimal de la solucidn semigrupo estid contenido en el semiplano de
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de la izquierda, esto es, existe un 6 >0 tal que Reo(A) = —5€IO, es
decir, las raices de la ecuacidn caracteristica detA()) = 0, donde
AX)Y = AD(ex') - L(ek'), estan contenidas en el semiplano (-=,-6§].
Como ya menclonamos, la hipétesis de que el espectro
del generador infinitesimal este sltuado en el semiplano de la iz-
quierda implica (Henry [20]) que la solucién semigrupo (equivalen-
te a la matriz fundamental) y por tanto sulderivada, tiende a cero
exponencialmente cuando t — .

dz(t)

De todo esto se deduce que z(t), —Fz—, k(t) y dk(t)

dt
tienden a cero exponencialmente. Por tanto, podemos suponer que

existen constantes positivas o y K tales que

dz (%)
dt

lz(t)| +

‘ + |k(t)| + ]ggézll < gke ot para t 20
Puesto que z(t) y k(t) son iguales a cero para t<0 (por serlo X(t))
sus transformadas de Fourier estan bien definidas, lo mismo que

para la funcion f(o) por pertenecer a la clase ¥

Definamos ahora las funciones

| (¢[o(t)] OStsST
fT(t) = <
0 t>T
\
e 0stsT
GT(t) = < 7
0 t>T




T
+ J k(t-a)f{o(a)] t>T

y consideremos

T
X(T) = jo {oc)-z(e)- £ elo(6)] + q 82D _ a2Chylergqey,
© do (t) daz, (t)
- JO {op(0r-2p(6) = & £0l0()] + al—F— - -1} (o)

Ahora tomamos la transformada de Fourier, que denotamos

por -~ , y recordamos que la transformada de la derivada f' de f es

[o 0} . -
J e 10%e1 (tyat = luf(w)-£(0), f',fEL,

- 00

La formula de Porseval dice que si fl,f2€EL1f1L2 y existen defini-

das er [0,) entonces

=

[s o] o'} _ -
jo fl-f2dt = 5= J_G)Refl(w)f2(-w)dw

it

Asi pues, como OT(O)—ZT(O) 0, tenemos

oales

[o0]
-1 " o~ - . =,
X(T) = 5 J—w Re{[OT_ZT - £ + qiw(oT zT)] fT} dw

donde ' denota la transpuesta.
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Como
t
OT(t)—zT(t) = jo k(t—a)fT(a)da

el teorema de convolucldn para la transformada de Tourler dice que

Esto es clerto para la transformada de Laplace. Puesto
gue ¥ = 0 y fT = 0 para t <0 tambien es cierto para la transforma-

da de Fourier.

Entonces
my = [T == _ 1z W iET
X(T) = 5~ Re{lk-fq - & fn + iwgk £l £ f duw
—
=1 fm Re{[g(l+4wq) L 1F LF }dw
2 J_o - h T T
1 (7 - 1 L= 2
= 5 j_m [Re(1l+iwg)k - T ]lle dw

Por tanto, si Re(l+iwg)k -

=

£ 0, entonces ¥(T)=0. Pero esto sig-

nifica que

sl

(1.3.9) J {O(t) - % flo(s)] + q dgét) }f[c(t)]dt <
o]

i face) + o ZE Y eroe)lat
‘o

: - 2
De la condicidn de sector hlc"écf(O)éhgog, hl§h2‘< h, deducimos



2
h,o h-h
f(o)) _ 2 of (o) 2 2 _ 2 .
o =g - Z 0 - i = 5 g y asi
h-~h h-h h-h

c2f(c)(o— % f(o)); = 2 g f(0) = 5 g (of(oc)) 2 R 2 o hlo

y por tanto

£(0) (c- % f(c));

Entonces de (1.3.9) resulta

T T
o2(t)dt + g j dgét)[f(o(t))]dtzéj {z(t)+ngét)}f[o(t)]dt
0] o]

{z(t)+qd§ét) }f[o(t)]dt

5 o(T) T
o2 (t)at + qj flo(t)]do < J
c(0) o}

o -
Sea F(o) = J f(o)do
0

entonces obtenemos

T 5
(1.3.10) n, j 62(t)dt + qF[o(T)]
(o]

_ o(T)
f(o)>chl=o F(o) = f f(o)do>h
0

IA

T
f {Z(t) + ngét)}fEO(t)Jdt
o}

+ qF[o(0)]

Sea o(T)>0. Para O0<o<c(T) tenemos cf(o)>-02h1, esto es

oy

o(T)
M2
1JO odo = 5= 0 (')
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Por tanto la desigualdad (1.3.10) se puede escribir

hy

T
2‘

dt

_ T
02 (t)dt sqF[o(0)] + J {Z(t)fqdz(t)},
° V o

. flo(t)]dt
Por otro lado, tenemos que .
|z(t)] s K e T o]l |9§§3’— éng'“thHy

y of(o)s h202 = [f(0)] =h,]0|

y asi

T -0t
<K smﬂc@)?”¢“' e~ dt

] o
dz(t) .
JO {z(t)+q 2 } flo(t)]at 3, el i

De esta forma y de la desigualdad (1.3.11) obtenemos

arhy o T 2 o RS
(1.3.14)  ——= o°(T) + hy J c“(t)dt £qF[c(0)] + Ku-[[q)[l,- sup|o(t)]
0 0St=sT

Puesto que 02(t) 2 0, tambien tenemos la siguiente

desigualdad

ahy 5
= 0°(T) sqFla(0)] + Kq'"¢u' suplo(t)]
0=t="T

Como la desigualdad ha sido establecida para todo T, po-
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demos escribir

gh
—glsup F(t) cqf[a(0)] + Ky lloll sup|o(t) |
' 0=t="T 0t =T

pero ( sup]o(t)[)2 < sup. gz(tj y entonces

) Ot=T OD=EtsT

. () )% < qFL6(0)] + K (t) '
—_ + i
5 guépé )" < aFlo shell éuglgcT |
ah;
—=(swp_|o(6) P? - Kyl suploce)] - qF[o<o>J<o

o=t =sT - 0sts=sT

Considerando la Ultima férmula como una ineéuacidn de

Kc(t)l tenemos

2% grado en sup
v 0=t=T

Ky llo ] +\V/K2 ¢]2 + 2q2h Flo(0)]
sup. lc(t)lé uu | u” l ; 1
0StsT q-hy |

y por panto[g(t)] = K5~[¢{

Ahora, teniendo en cuenta la- representacidn de la solu—

cién (1. 3 7) tenemos que [X(t)l’§K6”¢u

_ ; 7 » _ £

De la formula (1.3.8), es decir, de o(t) = 2(t) + f K(t-a)ffo(«)Ida
del h d (t) < g o0t °

y del hecho de que K, H¢H deducimos que

|22 s ¢ po))



v por tanto, de (1.3.14) tenemos que

T 2
J o (t)dt = K8|] ¢

o]

Esto implica (ver Halanay (8], p. 167-168) que

lim o(t) = 0. Por tanto lim rlo(t)] = 0.

- t,—

De aqui deducimos, por la formula (1.3.8) que

lim x(t) = 0
t—#OO

Asi hemos obtenido el siguiente

Teorema. 1.3.1. Supongamos el sistema (1.3.6), si el

espectrec del generador infinitesimal A de la ecuacidén homogenea
estd contenido en el gemiplano de la izquierda o equivalentemen-
te, s1 D es estable y la solucidn trivial del sistema homogeneo‘eg
asintdéticamente estable y si existe un q >0 tal que

Re (1+1iwq)k - <0, donde k = ¢'Xb

1
h
entonces la solucidn cero del sistema (1.3.6) es asintdéticamente
estable en grande para toda funcidn £ de la clase . Es decir, el
sistema es absolutamente estable, es decir, toda solucidn tiende
a cero cuando t— o,

De la misma forma, nosotros podemos estudiar el problema

de estabilidad para sistemas de la forma
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(1.3.15) %E D(xt) = L(xt) + bflo(t-r)], o = (c,x) = e¢'x

es decir cuande la sefial de control aparece con retraso.

Teorema.l.3.2. Supongamos el sistema (1.3.15), si el

espectro del generador infinitesimal, o(A), correspondiente a la
ecuacidn homogenea, es tal que existe un 6§ >0 para el cual
Rec(A) -8 <0 , si existe un q>.0 tal que

1er_l

= 0, donde k = ¢'Xb

Re(1+iwqg)e” 7

entonces el sistema es absolutamente estable.

Demostracién: La férmula de representacién de las solu-

ciones de (1.3.15) es

+ :
Xx(n(s) + | ayf- [© txtemadu(e-a) + jt X(t-a)n(B-a)} 6 (8)

-r 0 0

.,

x(t)"

t
+ J X(t-a)bf{o(a-r)lda
)

Los mismos c&dlculos que antes conducen a

o-
o(t)

i

¢X(£)D(¢) + dJ
‘—I'
t t
j X(t-a)n(8-a)} 6 (8) + J ' X(t-a)bf[0(a-r) lda
(o]

0

dB{—JO [dy X(t-0)Ju(B-a)

-+
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por tanto

t
o(t) =‘z(t) + [ k(t-o)flo(a-r)]da
0

Definamos la funcidn

, k(t-r.) tzr
(1.3.16) kl(t) =
0 0st«r

entonces obtenemos despues de hacer a-r = s

t-r t-r
o(t) = z(t) + J k(t-r-s)flo(s)lds = z(t) + J kl(t—s)f[c(s)lds
-r - .
0 t-r
= z(t) + J kl(t—s)ffc(s)]ds + J : kl(t—s)f[o(s)]ds
-r 0
Denotemos
o}
zl(t) = z(t) —J kl(t-s)f[o(s)]ds
, -r <
entonces

t-r
a(t) = z, (%) + JO kl(t—s)f[d(s)]ds

Como para s >t-r se tiene t-s<rypor (1.3.16), k,(t-s) =0

nosotros tenemos
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t

o8] = 2y (6) + | Ky (b-s)ela(s)]ds

0
que es una ccuaclén integral de la misma forma que (%.3.8).
La demostracién ahora continua lo mismo que antes.

Finalmente, observemos que

[+ o B8

S . . . @ - .
k. o= J e‘l‘”tkl(t)dt = j e~ 10ty (b ryat = J e~ 1o (t+r)y (oyae =
0 S Jo

r

@ .
= elur f e™ 1% (t)at = e7IwIf
o]

y de aqui la conclusién del teorema.

En la préctica, el control del sistema %€ (Dyt) = L(yt)
puede ser realizado de diferentes formas que corresponden a varias se-
1écciones- de la funcién caracteristica (ver LaSalle-Lefschetz [27]
pP. 76). Una tal forma es détéfminar la funcibn daracteristica a
pértin de una ecuacidn diferencial escalar de la fdrma

L) - £lo(t)] donde o(t) = c'y(t)-pE(t)

Asi, nosotros ahora consideramos el siguiente sistema

,controlado
(1.3.17) & plyy) = Ly +oe(e), B - rro(e)7,

o(t) = c'y(t)-pe(t), p>0
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el cual aparece con frecuencia en la teorfa de control automitico.

Teorema.l.3.3. Supongamos el sistema (1.3.17) y que la

funcién inicial tilene la segunda derivada continua. Si el espectro
del generador infinitesimal o(A) correspondiente a la aproximaciédn
lineal de (1.3.17), esto es, correspondiente a %f D(yt) = L(yt) es-
t4d contenido en el semiplano de la izquilerda, si existe una constan-

te g >0 tal que

IIA

1 = 1
— Je'¥b - gq+p - =
Re(q+iw Je'Xb - gq-p = =0,

©
si j f{o)do == y si p >Jd§ c'X(t)bdt, entonces la solucidn tri-
Vialodel sistema (1.3.17) eg asintéticamente estable en grande para-
toda funcidén f que cumple 0=2of(g) = ho? (la condicidén de sector).
Observemos, que la hipbtesis de que la funcidn inicial
tenga segunda derivada continua implica‘que la solucidén tambieﬁ lg

es, excepto en los puntos t = kr, k = 0,1,... (ver Hale [11], p.5-6)

Demostracidén: 1,5 formula de representacién para las so-

luciones de (1.3.17) es

0- £
g0 =x@ne) + [ af- [ taxe-e)u(s-a) +
0

-r

[

{ t
] xeedn(s-a)}e(8) + J X (-0 )bE (o )da
o] (0]

Puesto que o(t) = c'y(t) - p&(t) tenemos
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' +
o= L
(1.3.18) o(t) = c'X(t)D(¢) + c'f dB{— j [d X(t-a)lnu(g-a)

-r o]

g t
| xGnte-a)fs(e) + [ orx(s-adpE(adan - pE(H)
[¢]

o

Sea ko(t) = ¢'X(t)b. Por la continuldad de las soluclo-
nes, ko(t) es continua para t2 0 y por la hipdtesis hecha sobre la
establlidad exponencial se tiene |k _(t)[= Moe—at. Por tanto la in-
tegral Jj kO(B)dB es convergente.

Definamos

@

k(t) = J k,(B)dB. Por tanto [k (£) | = Me™
t

at

Asi, la dltima integral en (1.3.18) verifica

[}

t t t d
J e'X(t-a)bE(a)do J ko(tga)g(a)da = J E(a)aa k(t-a)da = (partes)
0 : 0 0

t

t
E(a)k(t-0) - J k(t—u)ggégl da
0

0

t
K(0)E(t) - k(£)E(D) - j k(t-a)r[o(a)lda
. o]

Entonces (1.3.18) se puede escribir como

5(t) = ¢'X(£)D(6) + c'jo— aof- jt+ [d X(t-a)Iu(B-a) +
- B 0 o
(t t
] X(eman(e-a)}a(8) - k(£)5(0) - j K(t-0)flo(a)lda
O 0

Le-k(0)]E(L)
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Llamemos
o- t+ . t
2(6) = o x(op(e) + of  agf[ fae-a)Tue-a) + [ xCt-ainCe-ar}eC
- 0 (¢]
- k(£)E(0)
Y = p - k(0)
entonces

t
(1.3.19) o(t) = 2(t) - j k(t-a)flo(a)lda - YE(t)
[}

o) - ro(e))

donde

[e o]
Supongamos y >0, esto es, p>k(0) = [ c'X(t)bdt y sean
o R

fla(t)] 0St=T
rplt) = |
0 v t >T
o(t)+YE(t)=-2(t) 0=t T
wT(t) = T ’
- J k(t-o)f[o(a)lda t>T
o]
Entonces t
wT(t) = —J k(t—a)fT[c(a)}du
: 0

Consideremos. ahora la funcidn



X(t)

n
—_—
o 3
p——
£
3

|

f dw
T T

fT dwT
= j {wT -5t q( —_ - YfT) }det = (tomando transformada de

- Fouriler)
@© b
1 ~ T L~ ~ ~'}d
= 57 J Re{[wT - 5t lequp - qyfT]fT w

-

Por el teorema de convoluciédn, GT = —ﬁ}fT y asi
l [s0)
x(t) = ?ﬁJ ) {Re(l+1wq)k + (qy+s )}lle

Si Re(l+iwq)ﬁ + (qY+%)§(3 entonces x(t)=0. Esto sig-

nifica que

T
fo~ {o(6)E(0)-a(6)-Lelo(5)] + q(%% v - - Yf[o(t)])}f[c(t)]dt§

= flo(t)] y asi

JT {o(t)-%f[o(t)]}f[o(t)]dt+ij;

T ,
e ()85 Har + af  rlo(t)laa(t) s
(o} . o}
T T
[ {zoa®2 8 Y erocertas - [" (z+a§Brag = (vartes)
0 o]

T 2
- Lo+ 22D Je(e) — [2(0)+q 2200 3oy - j (& + o%gf)s(erar +
o)

n dz(tz) dz(th) ,
+qZ( at dtl)

donde n es determinado por aquellas ti =k k = 0,1,....n que
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son menores o iguales que T.

De nuestras hipotesis se deduce (ver Datko [6a])

a\ o(T) .
j {o(t)—% f[o(t)]} rlo(t)lat + § £2(T) + qJ £(o)do s
0

o

A
=

+ M, sup |&(t) ]
- 0st=T

y por tanto, puesto que el resto de los términos son positivos,

Y 2
5 ET(T)=M, + M, sup |&(t)]
5 1 o<t

¥y, por el mismo razonamiento cue en el teorema 1.3.1

[£(e) |=Mg

Ademas

T 1 T
J foce) - L £lo(t)1] rlo(t)lat + qJ r(o)do M,
0 : (o]

e o]

de donde |0(t)|§1W5, si J f(o)do = o
0

De la igualdad (1.3.19) tenemos

- dz [V @eltme) ro(a)lan - k(0)200(6)] - yElo(t)]

DJICL
i Q
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y por tanto

do
| = Mg

(e o]
De la convergencia de la integral J { o- % f(c)}f(c)dt
)

se deduce que 1im o(t) = 0. Por tanto, y por nuestras hipétesis
t — o .

1im { Z2(t) - ft k(t-a)f[o(a)]aa} =0
(o]

t— o

es'decir, por (1.3.19), 1im g(t) = 0

t— o

Asi de (1.3.18) se deduce que lim y(t) = 0

t— o
m -
Puesto que k(t) = J ko(B)dB, tenemos k(t) = -ko(t)

t

y tomando la transformada de Fourier

iwk - k(0) = -k , kK = - ;L [E - k(0)] y asi la condicién

0 iw 0
Re(1+iwg)k + qy + % 20 llega a ser

Re {(1+iwq) % [fio k(0)] } + qlp-k(0)] + %go‘

iw iw

Ref(a + 15 )(-K,) + k(0)a + 55+ ap = ak(0) + £z 0

1y,.7 1 1%
Re(q + 75)(-k )z -ap - £ —Re(q + y5)k =ap +

= =

y por tanto
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1y 1< X = o'y
Re (g+ iw)ko qp n = 0 ‘donde ko c'Xb

El teorema estd demostrado.

Finalmente, consideremos un slstema de la forma

a’t

at

d

(1.3.20) $0(y) = Liy,) + bE(E), = £lo(t)],

d
o =c'y + pt + odi, p<O

La férmula de representacidn para las soluciones de

(1.3.20) es
y(£) = X(£)D(o) + jO_ ag | - jt+ Td X(t-a)u(8-a) + Jt X (t-a)n (8-a)} 6 (¢
-r B o] o (e} ]
t
+ J X(t-a)bf(a)da
(6]
Por tanto
' 0- gt '
(1.3.21) of(t) = c'X(t)D(¢) + C'J—r ds{ - JO [daX(t—a)]u(B-a) +
. -
+ J X(t-a)n(B-a)} ¢ (8) + f. ¢ ' X(t-a)bE (a)da
0 | ’ Jo : ‘
+opE(t) + odg(t)
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-at

Sea k (t) = ¢'X(t)b, para t20 Iko(t)|§Moe , despues

de suponer que la solucién trivial de la aproximacién lineal es ex-

[o0]
ponencialmente estable. Asi la integral J ko(B)dB es convergen-
o t
te y si kl(t) = J ko(B)dB entonces Ikl(t)lélwle'at. Analogamente
£

la integral .
(o0}
J kl(B)dB es convergente y por tanto la funcién
t
® £
k(t) = J k,(B)dB verifica |k(t)] s Me™®
t .

De esta forma la dltima ihtegral en (1.3.21) puede ser
escrita como
t dv=ko(t—a), v=kl(t—a)

t : , ,
[ c'X(t-a)b&(a)do J ko(t—u)g(a)da = . =
uzg(u), du= M da

t t
_ J k (t—a) dE(a)
0 (o)

kl(t—a)ﬁ(a)

t

ki (0)E(t) - ky(£)E(O) - J kq (t-a) dg(“) da

0
dv=k; (t-a), v=k(t-a)

u=~g§iﬁl, du=flo(a)lda

Ky (0)E(8) - kg (£)£(0) - k(0)3ELE) 4 yo(4)dE(0)

t
+ I " k(t=a)f[o(a)]lda
o
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Entonces (1.3.21) toma la forma

t+

0=
a(t) = e¢'X(E)D(d) + ¢ J . dB{ - J [daX(t-a)u(B-a) +

-T 0

t t
| xmainta-a) 60 1 (0E0) + [ (e-aelota)laa 4
; .

o

+ k(t)%%@' + [p+k  (0)E(E) + [p-k(oﬂdgét)

Llamemos

+

o} t
z(t) = ¢'X(£)D(¢d) + ¢! J dB{— J [daX(t—a)u(B—a) +
-r 0

t
+ jo X(t-a)n(8-a)}8 (8) - ky£(0) + k(t)85{0)

P+ (0) = —a, p-k(0) = -8,

Q'Q
oty

n. Asi se tiene

t
(1.3.22) o(t) = z(t) + J k(t-s)f[o(s)lds - af(t) - Bn(t)
o

jon

an -
n, - flo]

Ql Qa
ey
]

De aqui podemos deducir

t
3¢ = at t JO Q(=5) 1o(s)Tds + k(0)fLo(6)] —an(t) - Bflo(t)]

€
= 5% - JO kl(t-s)f[c(s)ds + pflo(t)] - an(t)



88 -

Sean
flo(t)], 0StsT
fT(t) =
0 t>T
%%-g—Z-pf[o(t)] + an(t) OSt=T
wT(t) = T
_J k, (t-5)f[o(s)lds E>T
(¢]
entonces
T
wT(t) = - fo kl(t—s)f[c(s)]ds

cuya transformada de Fourier es, por el teorema de convolucidn

~

. = -k f

T 1747
Consideremos de nuevo la funcidn
T do dz - T
xm = | (a—g +on - §2) etoe)dar = [ fog(e) + ergla(e)]rq(edat
1 (% 1 (% ~ 2
= 5= J_w Re (Sp+ pr)dew = 5= J_m (p—Rekl)IfT] dw

Si p—ReElé 0, entonces x(T) =£0. Esto significa que

T T T
J g—% £(o)dt + J a-nf(o)dt éJ 42 ero(t)Jdt, como IE) - £ro(e)]
(o] 0

o(T) T T
j f{o)do + J ndn §.j %% %% dt
o(0) 0 o)
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2.y 0
n(r) - $n2e0y=922I) n(py o 4200) gy .
: 2 dt dt
g(0)
T 2
- J Q—% n{t)ds
o dt°f
despues de supomer que la funcidn inicial tiene 2
tinua.

derivada con-

-

Por tanto

g(T)
J f(o)do + % n2(T)§M2 + M
(9] .

3 sup |n(t)]
ST

0=

A

donde la constante M, depende de n(0)y y de o(0).

Qo

Si o >0, esto es, p+kl(0)< 0, p+ j ko(s)ds'<0‘y pues-
0

to que los otros términos son positivos, se tiene

In(t)léMu

o0
y si J f(o)do == tambien se deduce que
ae| .y

dat

Io(t)léMS,

se tiene la estabilidad uniforme.)

7 (asi

Ahora si p—ReEl< 0y 1lim (p-ReEl)< 0, entonces

W|—o

@ T
X(T) < - g—ﬂ J_w If'ledw = -eojo £2[o(t)]dt

T
por tanto, J fg[o(t)] s Mg.
0

Asi 1im o(t) = 0 y tambien 1lim £(t) = 0 = 1lim n(t)
t— £t~ o0

t—o
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(Ver Halanay [8], cap. 2-3).
Puesto que k, (t) = j ky(8)d8 se tiene k(%) = —k_(t)
t

y aplicando la transformada de Fourier

lwky = -k + %k (0), ky =TTk +

y entonces, la condicién p-ReRl<:O es

o +Re = & <0
1w O

Asi hemos obtenido el siguiente teorema

Teorema. 1.3.4. Supongamos el sistema (1.3.20) que tie-

ne la funcidén inicial segunda derivada continua. Supongamos que las
raices de la ecuacién caracterfstica correspondiente a la aproxima-
cion lineal de(1.3.20) estén situadas en el semiplano de la izquier-

da .51

(o]

(e o]
J f(o)do =» , p+ J ko(s)ds <0
0 0

1 —~

y si p+Re§E ko< 0, donde Eo(t) = c'i(t)b, entonces, la soluciédn
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cero del sistema (1.3.14) es asintdéticamente estable en grande pa-

ra toda funcidén f con of(c)>0 para o # 0.



Capitulo 1IT

UN PROBLEMA DE LINEAS DE TRANSMISION DESCRITO POR ECUA-

CIONES DIFERENCIALES DE TIPO NEUTRO.

II.1. Problema lineal. &Establilidad asintétilca.

El problema de lineas de transmisién se describe por
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales lineales de tipo
hiperbélico para las cuales se define un problema mixto (es decir
condiciones iniciales y en la frontera son dadasL Brayton [2] re-
duce este problema mixto a un problema de valores iniciaies para
una ecuacién diferencial en diferencias de tipo retardado asocia-
da con una ecuacidén en diferencias.

Cooke-Krume obtuvieron un método sistemitico para efec-
tuar esta reduccidén, basado en el método de las caracterfsticas.
Aplicando este método, el siguiente sistema de ecuaciones diferen-
clales en diferencias de tipo retardado asociado con ecuaciones en

diferencias se obtiene:

x(%)

Ax(t) + BJy(t-r)
(2.1.1)

y(t) = E'x(t) + FJy(t-r)

con los valores iniciales x(0) = aEEEn, Vo = wEEC([—r,O],En), es-
to es, (a,p)e E"xC = X. Observemos gue los valores iniciales son
una constante en- la primera coordenada, puesto que en ella no apa-

rece el retraso, y una funcidén ¢ en la segunda coordenada.
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J es la matriz [i z] y A, B, E', (' denota la transpues-
ta) y F son matrices, que supondremos cuadradas. r es el vector for-
mado con los retrasos ro

Una cucstién natural que surge de la observacién del sis-~
tema (2.1.1) es preguntarse por cuales son las condiciones suficien-
tes para la estabilidad asintdética del estado de equilibrio x =0
y = 0. Usando el principio del argumento de la teoria de las fun-
ciones de variable compleja, Brayton ha investigado esta cuestién.

El estudia la distribucidén de los ceros de la ecuacidén carac-
teristica asociada con (2.1.1), es decir, las raices de

AT-A _BJe T

“E' I-Fje T

Sin embargo, Rasvan [33] dice que los resultados de Bray-
ton no son completos porque é1 no tiene en cuenta el operador es-
table definido por Cruz-Hale [6] que, como vimos, en la seccién
I.3. del Capitulo I, es una condicidén suficiente para la estabili-
dad de las soluciones de ecuaciones diferenciales funcionales de
tipo neutro, y la ecuacidn (2.1.1) es de este tipo, como veremos
mas adelante.

Ademas Brayton, solo estudia la ecuacién homogenea (2.1.1).
En la seccidn siguiente estudiaremos la ecuacién no homogenea y ob-
tendremos una representacién de las soluciones para, a partir de
ella, deducir algunas acotaciones exponenciales y obtener la esta-

bilidad de las soluciones de la ecuacidn no lineal. Finalmente,
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usamos el método de Popov de la seccién I.3. del Capftulo I para
obtener la establlidad absoluta del slistema de control asoclado
a (2.1.1).

En la presente secclén, la teorfa de estabilidad de Cruz-
Hale se aplica a la ecuacidén (2.1.1) y obtenemos condiciones su-

ficientes para la estabilidad asintética de la solucidn trivial

Consideremos el sistema (2.1.1) en forma integrada, es-

to es,
t
x(t) = x(0) + J [Ax(s) + BJy(s-r)lds
0
y(t) = E'x(t) + FJy(t-r)
Si introducimos un nuevo vector z(t) = [x(t),y(t)]',
Z, = [a,¥]" el sistema se puede escribir de la forma
I 0 0 0 I 0 t|[A O 0 BJ
z(t) - z(t-r) = z, + J z(s)+ z(s-r)}ds
E' I 0 FJ 0 0 o|lL0 O 0 0

Llamemos

I 0 0 o A O 0 BJ
= K, =M, = N, =P
-E' 1} 0 FJ 0 o 0 0

Entonces la ecuacidn tiene la forma
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t
(2.1.2) D(Zt) = D(zo) + J L(zs)ds
0
donde
derl def
D(Zt) = Kz(t) - Mz(t-r), L(Zt) = Nz(t) + Pz(t-r)

Observemos que

x(0)
D(z ) = Kz(0) - Mz(-r) = [ ]
° -E'x(0)+y(0)-FJy(-r)

y esto debe ser igual

Por tanto, en la ecuacién (2.1.1) debemos poner la con-

dicién de que los valores iniciales verlfiquen
-E'x(0) + y(0) - FJy(-r) =0

es decir,

(2.1.3) y(0) = E'x(0) + FJy(-r)
Por tanto, nuestro espacio integral debe ser

X, = {(a,0)[p(0) = E'a + FIY(-r)}



donde, XOCZX = E xC

Asl trataremos con la ecuacién

d - - '
(2.1.4) I D(Zt) = L(Zt)’ Z, = fa,y] € X,

que como ya sabemos, es una ecuacidén diferencial funcional lineal,
homogenea y autdénoma de tipo neutro.

Sin embargo, sufge una cuestién. Si calculamos la ecua-
cidén caracteristica de (2.1.4) obtenemos

. N AT-A ~BJe™AT
det[A(De” I - L(e" ' I)]= e 0
-E'+A AI-AFJe

que como podemos ver, no es equivalente a la ecuacidn caracteristica
considerada por Brayton. 4

Puesto que la ecuacién (2.1.4) define un semigrupo T(t)
en X, tambien define un semigrupo To(t) en X tal que To(t) = T(t)IXO.

Si recordamos la definicidén de generador infinitesimal

(seccidén I.2. Capitulo I) y observamos que de (1.2.11) se tiene

x(0)
v (0)

Aa + BJyp(-r)

E'x(0) + FJU(=1)

vemos que el generador infinitesimal ¢f del semigrupo T(t) y su do-

minio 2(¢f) son dados por



¢ = Aa + BIY(-r)
o (a,v) =‘: :
Y

DA = {(a,w>ezxo]¢ezc, $(0) = E'(Aa+BIp (= W+FIY (=) )

Observemos que $(0) = E'c + FJy(-r), es decir, ¢ y C sa-

tisfacen (2.1.3) y por tanto, automidticamente,
(c,w)EEXO, esto es, el rangoé@@ﬁ)(ﬁXo.
Asi g DhHCx, —X .

De esta forma, el generador infinitesimalSﬂo del semi-

grupo es dado por
S%) =9(”)(0
y su dominio es 9(;40) = | (a,lp)E 9(9¢)0X0}.

Lema. Sobre Xo la ecuacidn caracteristica correspondiente

a (2.1.4) es

AI-A  -BJe~ T

_E' I-FJe M
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Demostracién: La ecuacidn

i
@]

(AI-of )a

(AI-¢f)(a,y) = 0, si y solo si
° (AT-gf )u

n
(@]

Por otro lado, o a = Aa + BJy(-r). Sabemos (seccibn I.2.

capitulo I) que si la ecuacidn (AI—Q%)W = 0 tiene una solucién di-

ferente de cero, entonces esta solucién es de la forma y(8) = exe-b

A0

y solo de esta forma (e” ‘b es un vector propio de_g%), b es un

vector constante dado por ¥(0) = b. Como Y(0) = E'a + FJy(-r),

-Ar,

b = E'a + FJY(-r) y puesto que, y(-r) = e b, tenemos

(A\I-¢f)a = 0
(A\I-¢)(a,¥) = 0 = °
(AI-gl )y = 0
Aa-Aa-BJy(-r) = 0
b = E'a+FJy(-r), p(e) = e 0.y

(AI-A)a - BJe *.p = 0

_E'a + (I-FJe )b = ¢

esto es, si y solo si la ecuacidn

AI-A  -BJe M a]==o
-E' I-FJe"A") [b

tiene una rolucidn distinta de la trivial. Pero esto es equivalente
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a que el determinante

=0

AT-A —BJe T
-E! I-FJe AT

Asl vemos que, sobre nuestro espacio integral Xo’ la ecua-
cién (2.1.4) tiene la misma ecuacién caracteristica que la consi-

derada por Brayton.

Vamos ahora a dar condiciones suficientes para que la so-
lucién z = 0 de (2.1.4) sea asintbé6ticamente estable.

Consideremos la funcién V: Xo—eR definida por

(o]
(2.1.5)  V(s) = (Do)' (Do) + J 6" (8)Ko(0)de
-1

donde ¢ = z, = [a,y]€X, y D(6) = K¢(0) - Mo(-r), ¢ D(o) =

t
L(¢) = N¢(0) + Po(-r)

Calculemos la derivada V a 1o largo de (2.1.4),

Vioq.4y(®) = (D6)'.D(8)+(D§)" (D6)+' (0)KH(0)=¢ " (~)Ké (~r)

[N¢ (0)+Pp (-r)T'[K¢(0)-Mp (-r)] + [K¢ (0)-M¢(-r)]"
[N$(0)+Pop (-r)] + ¢'(0)K$(0) - ¢'(-r)Ko(-r)

[6"(0IN"+¢' (-r)P'J[K$ (0)-M$p (-r)] + [¢'(0)K'=¢"'(-r)M']-
[No (0)+P¢p(-r)] + ¢'(0)K$(0) = ¢'(-r)K¢(-r)
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= —¢'(0)[-N'K - K'N - KJ¢(0)
-0'(-r)[P'M + M'P + K]o(-r)
- ' (O)[N'M - K'PJ¢(-r)
-4 ' (=r)[=P'K + M'NJ¢$(0)

tenlendo en cuenta que

I 0 0 0 A O 0 BJ
K = s M = , N = Py P =
-E'" I 0 FJ 0 O 0 0

se deduce que

é(?.l.&)(¢) = -¢'(0)[~N"=-N-KJ$(0) = ¢'(-r)Ké (-r) - ¢'(0)P¢(-r)
- ¢'(-r)P'$(0)

Ahora introducimos la condicidn que deben satisfacer los

valores' iniciales para estar en Xo’ esto es,
y(0) = E'a + FJy(-r)

que, en forma matricial, toma la forma

{TE z] [;(10)] ) [2 Z][w:r)] ' {Z Fﬂ [w:ﬂ] =[(I) Fi] [‘“:)

esto es,
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I O
Ko (0) = M¥¢(-r), donde M¥ = [ ]
0 FJ

Por tanto, como ¢(0) = K”lM*¢(-r), o' (0) = ¢'(-r)(K_1M*)',

tenemos

%(2.1.u)(¢) = =61 (-r) (K7IM*) [N -N-KD(KTIME) ¢ (-r) - ¢' (-r)Ké(-T)

—0" (-T) (KTIM*) 1Py (~r) = &' (-r)P' (K 1M* )¢ (-r) °

Despues de hacer todos los cidlculos indicados con las

matrices llegamos a

: M-A-A'-T -EFJ I 0
(2.1.7) Vip 4 4y(6) = =6' (-r) ]- ¢ (-r) $ (=

f

0 -(FJ)'FJ -E' I

-

[0 BJ 0 0 )
-¢'(-r) ¢(-r) - ¢'(-r) [ ¢(-rY

0 0 (BJ)' 0O
~
~A-A" -EFJ+BJ
= ~¢'(-r) ¢ (-r)
L-E'+(BJ)W -(FJ)'FI+I
Sean
~A-A" ~ERJ+BJ -A-A" -E+BJ
Ql = s Qi =

-E'+(BJ)’ -(FJ)'FJ+I ~(FJ)'E'+(BJ)" =(FJ)'FJ+I

y definamos
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—A-A" -E(FJ+T)

, ' 5 + BJ

LD ALIED o () (7)) 'FI+T

.

Considerando V(2 1 M)(¢) como una forma cuadrédtica en
¢(-r), la condicién de que V(2 1 M)(¢) sea definida negativa es que
la matriz Q sea definida positiva.

Podemos ya dar el siguiente

Teorema.2.1.1. Si

1) el radio espectral r(FJ)< 1
2) K+ K'20
3) Q es definida positiva

entonces, la solucidn trivial z = 0 de (2.1.4) es asintéticamente

estable,

[}

Demostracidén: Puesto que D(Zt) Kz(t) - Mz(t-r)

I 0 0 0
[ ]z(t)-[ ]z(t—r)
~E!" T 0 FJ

su ecuacidn caracteristica es

I 0 X 0 0 I 0
(2.1.8) —e M oy
-E'" I 0 FJ -E' I-FJe

= |1-F3e7*T| = 0o
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Por la hipdtesis 1) esto es, si el radio espectral de FJ
es menor que 1, se deduce que el operador D es estable. Por la hi-
pdtesls 2) y teniendo en cuenta (2.1.5) se deduce que V(¢) 2 (Do)'(D¢),
es deelr, V(p) 2 ]1>q>}2.

De (2.1.7) obtenemos

Vo q oy (#) = =47 (-r)Qs (-r)

y por la hipdtesis 3), V(2 1 u)(¢)§—c[¢(—r)l2, donde ¢ > 0.
Asi, V es una funcidn de Liapunov.
Por otro lado, de (2.1.5), se tiene V(¢)= b2”¢||2, para al-

gun b >0. Vemos que para todo a>0 con |[¢]||<a implica que

252 ¥y, puesto que, |D¢]2§V(¢>) tenemos |Dé¢| = b-a. Por tanto

si tomamos 1 = a2-b2 y K = a*b las condiciones del corolario en la

V(¢) =D

seccidén I.3. del capitulo I son satisfechas.

Asi, toda solucidn z (¢) de (2.1.4) con lo]]<a se aproxi-
ma al conjunto invariante TI', cuando t —,

Si ahora probamos que T = {0}, entonces la solucidn se-
ria asintdticamente estable.

Puesto que I’C{cp € G }\./’(d)) = 0 } tenemos que
\}(¢)§—C|¢(-r)‘2§0, (c>0) entonces TC{¢ET|¢ = 0}. Esto prue-

ba que I' = {O} y por tanto el teorema estid demostrado.

Corolario. Supongamos que las hipdtesis del teorema an-

terior son satisfechas. Si T,u;r I(FJ)X|< 1, entonces la solucidn
xi=1

1)
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z = 0 de la ecuacidén (2.1.4) es asintéticamente estable y la esta-

bilidad se conserva bajo perturbaciones en los retrasos.

Demostracidn: Observando (2.1.8) la condicidén impues-

ta implica que D es estable localmente en los retrasos y por tan-
to, tambien es estable globalmente en los retrasos.

Pudiera ocurrir que las condiciones impuestas en le teo-
rema fuesen tan fuertes que no hubilese ninguna ecuacidn que las ve-

rificase. Para ver que esto no ocurre vamos a dar un ejemplo.

Ejemplo. Consideremos que el sistema es dado por las

siguientes matrices:

M a 0] b 0 e 0 f 0
[ © a1 0 bl ‘ 0 el 0 fl s

f 0 0 1 0 r 0 b
0 f‘1 1 0 fl 0 bl 0

Ahora, intentaremos satisfacer las hipdtesis del teorema:

1) si Ifo+f1]< 1, entonces D es estable.
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I 0 0 0 '
[ ] $(0) - [ ] ¢(-r), entonces
-E' I 0 FJ

En efecto,

D(¢) = K$(0) - Mo (-r)

I 0 0 0 I 0
det [ j| AT [ ] = det [ _M] = |1-F3e”?| = 0
~-E' T 0 FJ -E' I-FJe
. -A
implica, con e =p,
-r
1 - p
| 1-r707 7| = I = 1-p T (f +f) = O
—flp 1

esto es p' = fo+f1‘ Por tanto, si |f0+fl|< 1 entonces todas las

raices p tienen modulo menor que 1.

2) Si |eol<l, |el|<l entonces K+K' 2 0.

Tenemos que

1 0 0 0 1 0 —eO 0
I 0 0 1 0 o0 I <E 0O 1 O —e1
K:: = K': =
-E' I —eOO 1 O 0 I O 0 1 0o
_O —elO l_ LO c 0 1 i
1l O -€, 0
0 1 0 -e
K+K' = 1
- 0 1 O
L 0 -e4 0 1 ]
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K+K' sera definida positiva si y solo si cada de uno de sus menores
principales es positivo (Teorema de Sylvester).
Los dos menores principales son pesitivos.

El tercer menor principal es

1 0 -e
0 1 o = l-eg. Este menor sera positivo si [e0|<1 (*)
-€, 0 1

El cuarto menor principal es
|K+K' | = (1—e§)(1—e§), que sera positivo si |e [<1y le;1<1 6 si
]eo|>l y ]e1|>-l. Tomamos la primera condicidn para que sea compa-
tible con (%),

Asi, si |e0|<1 y |e1I< 1 la matriz K+K' es definida po-
sitiva.

e f e, f

. _ 070 _ 171

3) 8i a, <0, a; = ——, by = 5=
2

ey >8[a0[(1—f§), entonces Q es definida positiva.

<0, b , |fol<1, lf1|<1.y

En efecto, calculemos la matriz Q

—-A-A' TELE%ill— + BJ |
Q =
-[(FJ%'+I]E' + (BJ)'  —(FJ)'FJ+I
. ' J
0 -2a, f1 4 1 4



~E(FJ+1)
2

-[(FJT)"+1] ,
— + (BJ)

asi

-
%o ~€o%s
2 2
+ BJ =
-e. . f
171
ot
% _elfl + b
2 2 1
~€,T, £ b !
2 o] 2
.
C P
-e, f
- 171
—2ay > *by
e, f '
171 2
L———-+bl l—fl
o, 2 0

Q sera definida positiva si y solo si cada uno

cipales es positivo. Estos menores principales

Ql - -2ao
o - —2ao
- 0

Si ao< 0 entonces Q1> 0

0
= Maoal.

—2a1

-(FJ)'FJ+I =

de sus menores prin-

son:

Puesto que debemos tener a, < 0, entonces Q2 >0 si aq< 0



—280 0 —2——
-e,f
— 171
Q3 = 0 —2al 5 +bl
-e -e.f

0 171, 2

3 5—+by  1-f)
e, f
si % 1

Q3 = Maoal{l—fi) + 2a1 —% . Puesto que a, <0, a

2
e

_ 2
= Naoal(l—fl) + Zal

1

2
e

o f
— + 2ao(

171
2

~-e

= by, lfl] <1l vy eg >8|ao|(1—f§), entonces

<0, si lfl|< 1 el

primer término es positivo y el segundo es negativo. Pero

2
Q3> Maoal(l—fl) + 2al

Por tanto Q3I>O

2
Q = lal = (2-r5)lhaja,

—2a0
e
1
- -5 0
1
2
0
-e
0"o
- ¢ 5 tb,) —2al
-e_ T
171
5 +b

2
(1-£7)

8la, |
0 2y _
—T— (l—fl) = 0
2
e -e, f
] 0 171
+ 2al—E + 2ao( 5

—egfo +bo
by :;l
0
—egfo +bo
by :;l
0

2
+by) ]

+

b

1

,
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2
f 2
_ 2 2 o €10
= (1-1) [Maoal(l-fl) + 22, — + 2a ( = + b;) ]
2
e e e -e,f -e T
1 0 1 o} 171 0" o 2
-5 - . S5+ 5 (5= + b )(—5— *+ b )~ aje; (1-r])]
-e T e,e -e. T -e f
o°o 1 171 o o]
- (—5 +b)[u (—> +b)-2a(1f)( + b,y
-e,f 2 =-e T
171 0~ 0
- (—5= + by) (—5— + b)]
2 2 2
- (1-£2)[ha a. (1-£2) + 22,0 + 2a (—elfl + by )2] s o0 2l
0 0”1 1 1'% 0 I 4
2
e e -e. f -e T a.e e e
071 171 00 o 1 o1
- ( > +bl)( +bo)+ (lf)——'[r-'
-e T -e, -e T 2 =-esf
0-0 171 2 070 171 |
( ~ + bo)(-—§— + by )+ 2a,(1-17) ( + b)) +( +b.
-e T 2
00
( 5 +bo)
e e, f
. 0°0 171 2 2
81 —— = b, —5 = by, |y 1<1, |f0|<1yeo>8|ao[(l—fl)
entonces -
e2 e2 e2 a 2
lal = (1-r2)[ha 2, (1-r2) + 2a; -2 T + o + 25+ L (-r?)

Si [f0|< 1, por la parte anterior, el primer término es

positivo. Respecto a los otros dos sumandos, y como ao< 0, tenemos

2 2 2 2 2 2

e e a el e e 8[a [

oL il a-e2y = 2 (Fra -rd)> S 121D + a (1-£5) =0
Asi, Q] >0

Podemos enunciar el siguiente teorema
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Teorema.2.1.2. Sea

x (%)

Ax(t) + BJy(t-r)

y(t) E'x(t) + FJy(t-r)

El estado de equilibrio x = 0, y = 0 es asintdticamente

estable si las siguientes condiciones tienen lugar:

e f
(o]
a,< 0, a;<0, |f0+fl|<l, lf0|<l, |f1l< 1, ]eo[<l, le;l<1, b = 5 °.

f

e
bo- o1t

1 2

2 2
y eg >8la [(1-£])

Observemos que si nosotros sustituimos las condiciones
|f0+fl]< 1, £, l<1, |£11<1 por |£,1+] £1]< 1 entonces el o-
perador D es estable localmente en los retrasos y por tanto, es es-
table globalmente en los retrasos.

Por tanto tenemos el

Corolario. Sia <0, a;<0, |f |+ If,l< 1, ]e0|<l, lejl<1
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p o= —0 b, = Slfl 23>8| | (1 f2) entonces la solucidn
T T2 P11t TS I € aolii=147,

x =0, y =0 es asintbticamente estable y la estabilidad asintéti-

ca es conservada bajo perturbaciones en los retrasos.

Como un ejemplo numérico consideremos

_1 1 1 1

-5 0 rg O 5 O 7 0
A = B = E = F =

0 -1 0 11‘(95 0 % ol—g-

N

81) _ 19

1 -1
e =7 > 8 |55 1 (1- 55 100

y por tanto, la solucidn sera asintdéticamente estable y la estabili-

dad es conservada bajo perturbaciones en los retrasos.



I1.2. Problema no homogeneo. Férmula de variacién de constantes.

Consideremos el sistema no homogeneo correspondiente a

(2.1.1)

x(t) = Ax(t) + BJy(t-r) + £(t)
(2.2.1)

y(t) = E'x(t) + FJy(t-r) + g(t)
donde

1
rEL®°([0,=),E"), gE€C([0,),E™)
Este sistema es equivalente al siguiente

x(t) = Ax(t) + BJy(t=r) + £(t)

d

|

= [y(t) - E'x(t) - FIy(t-r) - g(t)] = 0

o,

con la condicidn
(2.2.2) y(t) - E'x(t) - FIJy(t-r) = g(t), t=20, Vvf,g.
81 llamamos z(t) = [x(t),y(t)]] resulta

(2.2.3) 0 - £(t)
{D(zt) Lty }= L(z,) + [ O ]
2

Jonde

QIQ
<t
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D<Zt) = Kz(t) - Mz(t-r), L(zt) = Nz(t) + Pz(t-r)

con K, M, Ny P siendo las matrices consideradas en la seccidn an-

terlor.
]
Por la seccidén anterlor, sabemos que si u = es
u
la solucidén de la ecuacidén homogenea asociada a (2.2.3),2 con

a
valores iniciales [ ] s, entonces se debe verificar la condicion

v
(2.1.3), esto es,

u,(0) = E'y (0) = Flu,(-r) = 0
es decir,
p(0) - Eta - FJy(-r) = 0

Evidentemente, y(a,y) es lineal en los valores 1lniciales.

Supongamos ahora que

[vl(G) f
v(G) = ] , donde G = [ J
v, (G) g

es una solucidén de la ecuacidn no homogenea (2.2.3). Entonces 1la

condicidon (2.2.2), toma la forma

y en particular para t = 0
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(2.2.4) v2(0) - E'vl(O) - FJV2(—r) = g(0), vf,g.

Por la teorfa general de sistemas lineales no homogene-
os (ver Hale [11] eap. 16) sabemos que v(G) es llneal y contlnua
en G y que sl z es la solucldén general de (2.2.3) entonces la linea-

lidad de L y la unicidad de las soluciones de (2.2.3) implica que

z =u+v, es decir

<
"
e
o
+
<
[a®]

con datos iniciales (a,wl). Observemos que solo hemos cambiado el
valor inicial en la segunda coordenada, pues en la primera no hay
necesldad de cambiarlo ya que en ella la ecuacién diferencial es

ordinaria. De hecho, el segundo valor inicial tambien es el mismo

que en el sistema homogeneo. En efecto, puesto que x(0) = a = a+vl(0)

==V1(O) = 0. El valor inicial vy = wl(w,G) con G = 0 (ecuacién

homogenea) debe coincidir con Y, esto es wl(w,O) = v, Pero,

) qué es wl(O,G) ?. Puesto que la condicién (2.2.4) toma la forma
Wl(O,G)(O) - E'.O - Fle(OsG)(_r) = g(O), Vf,g

es decir

¥7(0,6)(0) - 73y, (0,6)(-r) = g(0), Ve,g
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y puesto que wl es continua en [-r,0] si tomamos wl(o,G)(e) = Yy

y_, = constante, 6&€[-r,0], entonces

0

Vo = Ty, = &(0)

0

S1 ponemos la condicidn de que el operador D sea estable,
es decir, que el radio espectral r(FrJ) = 1, lo cual es equivalente
a que todos los valores propilos de FJ esten en el semiplano de la

izquierda, entonces existe una unica Vo(&), tal que
Vo(e) - FIy (g) = g(0), y_(0) =0
Asi, tenemos que (I—FJ)"l existe y que
_ -1
vy, = (I-FJ)"~ g(0)

0

Ahora bien, podemos suponer que g(0) = 0, pues de otro
modo, sea y— z + (I—FJ)_I g(0), esto es, y(t) = z(t) + Yo Enton-

ces (2.2.1) toma la forma

x(t)

Ax(t) + FJz(t-r) + £(t)+FI(1-F3)"L £(0)

z(t)

E'x(t) + FJz(t-r) + g(t) - Yo + FJyO :

E'x(t) + FJz(t-r) + g(t) - g(0)
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‘que es un sistema del mismo tipo, con

P () + FI(I-FJ) Tg(0)

g —e(t) - g(0)

para lo cual debemos tener g(0) = 0. |

Por tanto, y = wl(O,G) = 0 y por consiguiente, los va-
lores iniciales son (a,y). A esta conclusién tambien se puede lle-
gar si exigimos que (a,w)EIXO, pues como Y(0)-E'a+yp(-r) = g(0) y
v(0)-Eta+y(-r) = 0, para (a,w)EEXO, entonces g(0) = 0. Por tanto
consideremos la ecuacidn

& oz REETE o
' = z, ) - = L(z_ ) +
(2.2.5) dt t g(t) t 0

donde

z.= (a,9)€X CE" ¢, reL®® ([0,®),E"), g€C([0,=),E") y g(0) =
Por el teorema 2.2. en Hale-Cruz [18] existe una matriz

X de funciones valoradas de variacidn acotada en intervalos finitos,

que se anula en [-r,0) y tal que la solucién de la ecuacién no ho-

mogenea puede ser representada por

t t(s) gt T o
7(t) J X(t-s) ds - J [dSX(t—s)]

0 Lo 0 g(s)

Esta matriz X es, precisamente, la matriz fundamental de la que ha-

blamos en la seccidén I.2. del capfitulo I.



117

Puesto que, tenemos que satisfacer la condicidn
vg(t) - E'vl(t) - FJvz(t-r) = g(t), t=zz0, Vf,g

a partir de ella vamos a obtener vl(t) y v2(t).

Sea
Xll(t) Xlz(t)
X(t) =
Xop () Xpo(8)
entonces
£ [x)q(k-8) X ,(t-s) £(s)
v(t) = | . ds
gt Xy, (t=s8) X, (t-s) 0
‘ 11 12
[ .
o X21(t—5) X22(t—S) g(S)
t Xll(t—s) t dSX12(t—s) vl(t)
= J f(s)ds - g(s) =
o le(t—s) : dSX22(t-s) v2(t)

o]

por tanto

t gt
vi(t) = JO Xll(t-s)f(s)ds - Jo [dsxlg(t-s)]g(s)
‘ +

t t
JO X, (t-8)f(s)ds - JO (4 X, ,(t-5)1g(s)

Vz(t)
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Asi, la condicidén anterior toma la forma

+ t

t t
J X2l(t—s)f(‘s)ds - JO [dgX,5,(t-8)g(s) - E! Jo Xll(t—s)f(s)ds +

t t
+ E!' JO [dsxlz(t~s)g(s) - FJ JO X2l(t-s-r)f(s)ds +

t
+ FJ jo [dSX22(t—s—r)g(s) = g(t)

(2.2.6) J [Xgl(t—s) - E'Xll(t—s) - FJX2l(t—s-r)]f(s)ds

t
-7 i (ts) - BYX ,(5m8) - X, (bmsr)Ta(s) = g(b)

tz0, V£,

Puesto que (2.2.6) es cierta para toda f y para toda g,
esto es, f y g pueden variar independientemente, usando g = 0 y to-

da f, tenemos

1\%
]

X21(t—s) - E'Xll(t-s) - FJX21(t-s—r) =0, t

5 bien

le(t) - E’Xll(t) - FJX2l(t-r) =0, £t >0

Si elegimos Xli(O) = I y como le(—r) = 0 (ya que X se
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anula en [-r,0)), tenemos que X21(O) = E',

Usando en (2.2.6), £ =0 y‘toda g, tenemos

+

t .
(2.2.7) - JO ds[X22(t—s)-E'X12(t—s)—FJX22(t-s-r)]g(S) = g(t), t=20
Consideremos la funcidén de Heaviéide

-I t2s

H(t-s) ={
0 t <s

Entonces encontramos que

t+
] [a_H(t-s)](s]= g(t)
(¢]

puesto que

t* t t*
| tagu-o)lsts) = | LagaCe-9)lals) + | (4 H(b-0)1g(e)
0 0 t

[H(0T) - H(0)lg(t) = g(t)

ya que H(t-s) es constante con un salto en t = s y H(0") = 0, H(0) = -I.

Asi, podemos escribir (2.2.7) en la forma

t
- JO ds[X22(t~s)-E'X12(t—s)—FJX22(t—s—r)+H(t—s)]g(s) = 0, =

esto implica que
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X22(t—s) - E'Xlz(t—s) - FJX22(t—s—r) + H(t-s) = constante, t2s

6 bien

(2.2.8) X22(t) - E'X ) - FJX22(t—r) + H(t) constante, t 20

12(t

Para t = 0, tenemos

0) - FJX22(—r) + H(0) constante

Si elegimos X22(0) =1y X12(O) = 0, tenemos
I - I = constante = 0
y por tanto, sustituyendo en (2.2.8), obtenemos

X22(t) - E'X, ,(t) - FJX22(t—r) =I, t=z0

12

Por 1o tanto, hemos probado el siguiente teorema de re-

presentacidén de las soluciones de (2.2.5)

Teorema.?2.2.1. Sea v(t) la solucidn de la ecuacidn no

homogenea (2.2.5). Si el operador D es estable, entonces

£ £(s) £ 0
v(t) = J X(t-s) [ ] ds - J [dgX(t-5)] [ ] , t20
o 0 0 g(s)
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donde X(*) es una matriz de funciones valorada de variacidén acota-

da que se anula en [-r,0) y en t = 0 estd definida por

10 %2080 Xpp(8)
X(0) = | Ademas, si ponemos X(t) =

Xp1(8)  Xpp(t)

entonces se cumplen las siguientes férmulas:

(2.2.9) le(t) - E'Xll(t) - FJX2l(t-r)

n
o
-
ct
I\
o

(2.2.10) X ,(t) - E'X;5(t) = FIX,,(t-r) = I, tz0

Ahora vamos a probar un resultado coccerniente con aco-

taciones exponenciales.

Teorema. 2.2.2. Si

1) el operador D es estable

2) el espectro del generador infinitesimal_g% estd conteni-
do en el semiplano de la izquierda, es decir, 38 >0 tal
que Rel=S-6< O,VAEO(%),

entonces las matrices Xll(t), X2l(t), Xll(t), Xl2(t), X2l(t) y X22(t)

tienden a cero exponencialmente.

Demostracién: Recordemos que el espectro del generador

infinitesimal _g% estd dado por o(g%) = { A|detH(A) = 0} donde
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AI-A ~BJe AT

H(A) =

_E' I-FJe M

Puesto que X(t) es la matriz fundamental, sus columnas
son soluciones de la ecuacidén homogenea asociada a (2.2.1). Ahora
bien, de las dos columnas [Xll(t), X21(t)j, [Xlz(t)’ X22(t)], sola-
mente la primera satisface la ecuacién homogenea en el espacio inte-
gral Xo, lo que no ocurre con la segunda columna, como se puede ver
en las formulas (2.2.9) yk(2.2.10).

Si derivamos en (2.2.10) obtenemos
(2.2.11)  X,5(t) - E'Xq,(t) - FIX,(t-r) = 0, t # kr, k= 0,1,2,...

y entonces observamos que X12-y X22 satisfacen la condicién en el
espacio integral Xo.

Puesto que X(t) es la matriz fundamental, tenemos

Xll(t) = AXll(t) + BJX21(t-r)
(2.2.12)

I
™
>~

X2l(t) ) = FIXyq(t-r) =0

Xy5(8) = AXq,(£) + BIX,,(t-r)
(2.2.13)

X55(t) - E'X)5(t) - FIX,,(t-r) =

[
o

De Bellman y Cooke [1], pag. 177, se deduce
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que los elementos de la matriz X(t) satisfacen a priori acotacio-
nes exponenciales. Entonces se puede aplicar la transformada de

Laplace a (2.2.12) y (2.2.13) y obtenemos

~ _}\r-~ _ —>\1" - - - 1
(AI-A)Xll(A) - BRJe X21(A) = I AI-A ~BJe Xll(x) I
= -Ar.3 _ e =AD = s
~E'X11(A) + (I-FJe )Xgl(x)—o -E! I-FJe X21(A)J OJ
. “Ars _ ’ -Ar - 1 .7
(AI-A)Xlg(A) - BJe x22(x) =0 AI-A -BJe xxlz(x) 0
) =
= -Ar 3 _ -Ar =
—E'AXlg(A) + (I-FJ)e ng(k)—I | -E! I-FJe AX?Q(A)d LI_

por tanto,

ill(x) xilg(x)

i21<x) AX ., (1)

Como el espectro del generador infinitesimal estd situado
en el semiplano de la izquierda H_l(k) existe y por tanto, por los
teoremas 12.19 y 12.20 en Bellman-Cooke [1] se deduce que existe
un §'y 0<§8'<§ tal que

-8'¢t
e

-8
[ X () =K > X5 (8) ] o

: - -8
s1€ R |X12(t)|§Kize

1A
=~

La Gltima acotacidén es debida a que la transformada de
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de Laplace de X12 es AXIE. No ocurre lo mismo con X22 ya que su

transformada de Laplace es Aize—l. No obstante de (2.2.11) y de 1la

hipétesis de que el operador D es estable se deduce que [X22(t)|§
\ C—G't

s K22' .

De la primera ecuacién en (2.2.12) se obtiene que

y -8t
<K?!

lel(t)l_Klle .

De la segunda ecuacién en (2.2.12) obtenemos

k2l(t) - E'Xll(t) - FJkZl(t—r) = 0 y puesto que D es estable
llegamos a la conclusién de que Ikzl(t)lé Kéle_a't. El teorema esta
demostrado.
Este mismo problema ha sido tratado por Rasvan [33],
con gquien deseamos comparar nuestros resultados.
Usando la ecuacién adjunta, Rasvan obtiene la siguiente

representacién de las soluciones de la ecuacidn no homogenea.

t t
(2.2.14) vy (t) = Jo z11(t-s)f(s)ds +JO z),(t-s)g(s)ds
| t . 4 (F
(2.2.15) V2(t) = Jo z2l(t—s)f(s)ds+ IE JO 222(t—s)g(s)ds
londe las matrices Zij(t)’ (i,j = 1,2) son definidas por las ecuacio-
es

éll(t) = 2, (£)A + 2, (£)E

zlz(t) - zlz(t—r)FJ - zll(t-r)BJ =0
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z2l(t) = z2l(t)A + Z22(t)E'

222(t) - zzz(t—r)FJ - z2l(t—r)BJ =T

con los datos iniciales

zll(e) z12(6) I 0
z(0) = = 9 = 0, 2(8)
221(6) 222(6) 0 I,

0, 8 € [-r,0)

6 bilen en forma matricial

210 (8)  7q,(t)

zll(t) zl2(t) A 0
(2.2.16) - +
Z2l(t) zgg(t) 221(t) z22(t) E' 0
zll(t—r) z12(t—r) 0 BJ Q ,O
+ +
Z21(t'r) 222(t—r) 0 FJ 0 I

Nosotros, usando la férmula de variacidn de constantes, hemos ob-

tenido

+

t
(2.2.17) vl(t) = Xll(t—s)f(s)ds - J [dsX12(t—s)]g(s)
o

|
—
o ct

t+

t
J le(t—s)f(s)ds - Jo [dSX22(t—s)g(s)

(2.2.18) V2(t)

donde las matrices Xij (i,J = 1,2) estan definidas por las ecuaciones

)
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X11(8)

X5y (t)

X12(

X t) E'Xlz(t)

22(
con las condiciones iniciales

Xp5(60)  X;,(6) I
X(8) =

X, (8) X,y () E'

6 bien en forma matricial

X11(8) X 5(8)

(2.2.19)
X1 (8) X5 (%)

E'Xll(t) - FJX2l(t—r)

EY

BJ

¥

AXll(t) + BJX2l(t—r)

]
o

t) = AXlQ(t) + BJX22(t—r)

- FJX22(t—r) =0

=0, X(8) =20, 6€E [-r,0)

X11(8)
Xop ()
Xll(t—r)

X2l(t—r)

X (%)
Xoo (1)
X12(t—r)

X22(t-r)

Comparando las formulas (2.2.14) y (2.2.17) tenemos que
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211 (t) = X9 (), £20. Parat =0, z;,(0) =1 = X;;(0)

Puesto que (2.2.17) se puede escribir de la forma

'C+

t .
vl(t) = JO Xll(t-s)f(s}ds + JO Xlz(t_s)g(s)ds

tambien tenemos que z..(t) = (t), t=z0. Para t = 0, zl2(0) = X12(Oj

X
12 12

=0

Ahora calculamos la segunda integral en (2.2.15)

lCL

t t
. Jo 25, (6-5)g(s)ds = z,,(t-t)g(t) + Jo (35 2,5(6-5)Je(s)ds =

t
e(t) + JO (3 z,,(t-5)1g(s)ds

d

Puesto que (t=s) = - It z22(t—s) una integracidn

por partes conduce a

. s=t t .
g(t) - [222(t—8)g(s)] I J Z,5(t-s)g(s)ds
s=0 0

IQa

t
T j zgz(t—s)g(s)ds
0

t .
= B(8) - B(8) + 2,5(8)8(0) + [ zpy(t-s)e(s)as
o]
ot :
= 2,,(t)g(0) + [O 255 (£-5)g(5)ds

Asi (2.2.15) llega a ser

t . 't .
(2.2.15)" v, (L) J zgl(t—s)f(s)ds + 2,,(t)g(0) + J Z,,(t-s)g(s)d:
(o]



128
Ahora calculamos la segunda integral en (2.2.18). Inte-
grando por partes,
+ +

t s=t t .
-7 tagx,,(e-9)lats) = ~Dxyy(s-s)p(s)] o] xppeeoatadas
o] S= 0

t

= -X22(t-t+)g(t) + X22(t)g(0) + J X22(t—s)é(s)u

0

+ — - —
pero X22(t—t ) = X22(O )y =0

Asi, que (2.2.18) toma la forma

t

t .
(2.2.18) vg(t) = JO le(t-s)f(s) + X22(t)g(0) + j X22(t—s)g(s)ds

0

Comparando (2.2.15)' con (2.2.18)' tenemos que
, Y = ‘ = = ) = = '
Z57(E) = X571 (8) t20. Para t =0, z,1(0) = X,,(0) = E

. = =
Tambien, tenemos que X22(t) zgg(t)’ tz0

De esta forma llegamos a la siguiente conclusién

212(8) Zp, (%) X1 (8) 0 Xy5(%)
71 (8] Z55(8) Xpr(8) Xpp(t)
Observando las formulas (2.2.16) y (2.2.19) vemos que

nuestra conclusién dice que nuestra matriz fundamental conmuta con

las matrices de los coeficientes.
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Para afirmar esta curiosa deduccidn nosotros ahora damos:

el sipguiente teorema

Teorema. 2.2.3. Consilderamos la ecuaclédn x(t) - x(t-r) =

= Ax(t) + Bx(t-r), donde x es un n-vector y A y B son matrices de
dimensidén n. Sea X{t) su matriz fundamental. Entonces se verifica que
que

AX(t) = X(t)A y BX(t-r) = X(t-r)B.

Demostracién: Conslderamos la ecuacidén adjunta

z(t) - z(t+r) = —z(L)A - z(t+r)B
Por el capftulo I, sabemos que, en el caso no auténomo,
si X(t,s) es la matriz fundamental de la ecuacidn dada y que si
Z(s,t) es la matriz fundamental de la ecuacidén adjunta, entonces

X(t,s) = Z(s,t)

Puesto que, en el caso no autdénomo, X(t,s) es la matriz

fundamental, verificari
(2.2.19) = [X(t,s) - X(t-r,s)] = AX(t,s) + BX(t-r,s)

Puesto que Z(s,t) es la matriz fundamental de la ecuacidn

adjunta, verificari
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(2.2.20) & [2(s,t) - Z(str,t)] = -Z(s,t)A - Z(s+r,t)B

o)
IQ

Puesto que Z(s,t) = X(t,s) = X(t,s) = Z(s,t)

ds

e

(o8

<
(el

y sustifuyendo en (2.2.20), tenemos

(2.2.21) &= [X(t,s) - X(t,s4r)] = -X(t,5)A - X(t,s+r)B
Pero, en el caso autdnomo, se tiene que
X(t,s) = X(t-s) y X(t,s+r) = X(t-s-r)

y asi (2.2.19) es

(2.2.22)  X(t-5) = X(t-s-r) = AX(t-s) + BX(t—s—1)

d_

s X(t-s) = —k(t—s)

y (2.2.21) es, teniendo en cuenta que

(2.2.23)  X(t=-8) = X(t-s-r) = +X(t-5)A+ X(t-5-1)B

Comparando (2.2.22) y (2.2.23) se tiene el teorema probado.
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Una forma mucho mis simple de obtener el teorema 2.2.1

es la siguiente: como ya sabemos, el sistema

X(t)

y(¢t)

Ax(t) + BJy(t-r)

E'x(t) + FJy(t-r)
x(0) = aEEEn, Vo = vEC, es equivalente a

X(t) = Ax(t) + BJy(t-r)

Iy(t) - E'x(t) + FIy(t-r)] = 0

con la condicidn
(2.2.24) v(0) - E'a - FJY(-r) = O.

Con la notacién z(t) = [x(t),y 1" , este sistema se pue-

de escribir de la forma

(2.2.25) %ED(zt) = L(z,), z, = ¢ = (a,)) EE™C

0

donde D(z_) = Kz(t) - Mz(t-r), L(z.) = Nz(t) + Pz(t-r).

S1 definimos Kz(t) = Z(t) entonces (2.2.25) toma la forma

D(z,) = L(E), &, =3

QIQ
ot

donde T(3) = 3(0) - MK~ 15(-r), T(3) = NK™1F(0) + PG (-1).
Para esta Gltima clase de ecuaclones, enlas que el coefl-

ciente de $(0) es la matriz unitaria, es bien conocido (ver, por
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ejemplo Hale [14], [17a] ) que la matriz fundamental X(+) verifica

o

_ I 0
X(t) = 0, t<0, X(t) = [ , t =
o I

Sea X(+) la matriz fundamental de (2.2.25). Entonces

KX(t) = X(t) y, en particular, para t=0

T 0o 4, [T o
KX(0) = y por tanto X(0) = K — =
0 I E' I

Puesto que X(t) es la matriz fundamental de (2.2.25) se

debe verificar
%[X(t) - E'X(t) - FIX(t-r)] = O

es decir, X(t) - E'X(t) - FJX(t-r) = constante. Como las columnas

de X(t) son soluciones del sistema, tenemos

X21(t) - E‘Xll(t) - FJX2l(t—r) = (constante)1

X22(t) - E'X12(t) - FJX22(t—r) = (constante)2 .

Asil, para t=0, resulta que (constante)1= 0y (constante)2= I

y llegamos a las férmulas (2.2.9) y (2.2.10).

Ahora vamos a probar un importante resultado sobre la esta-

billidad exponencial de la solucién nula del sistema no lineal

x(t)

i}

Ax(t) + BJy(t-r) + f(x(t),yt)

y(t) = E'x(t) + FIy(t-r) + glx(t),y,)
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- 11 - . . .
x(0) = acE", Vo = Y& C, donde f,g son funclones continuas que

. ~n N
aplican E"'xC en E .

Este sistema es equlvalente a

0 f(z,_ )
(2.2.26) gg {D(zt) -[ J } = L(zt) +[ t]

g(zt 0

Z, = ¢ = (a,W)EEEnxC, con la condicién
(2.2.27) y(0) - Eta - FJY(-r) - g(¢) = 0.

Observemos que no exigimos que los datos iniclales (a,y)
pertenezcan al espacio integral Xo, pues esto implicaria g(¢) = 0,

que carece de interes.

La solucidn de (2.2.26) es de la forma z(t)=u(tl+v(t},
donde u(t) y v(t) representan las soluctiones de la ecuacildén homo-
genea y no homogenea, respectivamente. La férmula de variaclén de

constantes para (2.2.26) (ver Hale-Cruz [18], Hale [17a] ) es ahora

t f(zs)
u(t) + J X(t—s)[ ' és -
0 0

(2.2.28) z(t)

t+

' : 0 0
J [a X(t-s)] ‘ - ‘
0 gz g(o)
t (z ) t Q0
u(t) + f X(t—s)[ S]d.s - J [dsx(t—s)J[g ]-
‘ 0 0 0 (zg)
‘ 0 0
X(t)[ ]+ X(O)[ ]
g(¢) g(z,)

t f(zs) t 0
J X(t-38) ds + f X(t-s) s
0 0 0 . dg(z )

u(t)

+
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para t 20. Es conveniente tener escrita la formula de variacion de

constantes de otra forma. Para t+ 2 0, tenemos

(b0 f(zg) t+ 0
z(t#0 ) = u(t40) + Jo X(t+0 —s)[ . ]ds +fo X(t49 -s) ag(z.)
S

como X(t4# -s) se anula para s >t# , podemos escribir

t f(zs) t 0
z(t9 ) = u(t®H ) + JO X(t40 —s)[ . ds +Io X(t4 -s) a(z.) ,t20.
s

Usando la definicidn de zt(e) = z(t+0), Xt(e) = X(t+6), tenemos

t f(z_) t 0
2,(0) = ug(e) + | x, (e)[ S]ds o[ x, (e)[ ] £20,
o °78 0 o 7 lae(zy)

Para simplificar, suprimimos 1la explicita dependencia de 6 y obte-

zZ, = u, + f X + j X tz20
t t 0 t-s 0 0 t-s dg(zs) ’

donde se entiende que las integrales estan en el espacio euclideo.

nemos

Esta es la férmula de variacién de constantes en forma funcional.
Puesto que u(+) satisface la ecuacidn homogenea,podemcs escribir
u, = T(t)¢. Tambien X(+) satisface la ecuacidn homogenea y, por

tanto, es correcto escribir T(t)XO = X, , donde

I 0
X (8) =0, -r£0<0, x(e)=[ ],e=o.
© ° E' T

Observemos que al escribir T(t)XO = Xt hemos extendido 1la

definicién del semigrupo T(t) a funciones con una discontinuidad
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en 6= 0. Con estas observaciones, la foérmula de variacidn de cons-

tantes es

t f(zs) t 0
Zy = T(t)¢ + jo T(t—S)XO ds + J T(t—s)Xo

, t20
0 0 dg(zs)
4 bilen
(t) Jt<>[f(zs)] jtt( )JO]
z, = T(t) + T(t-s)X ds - d T(t-s)X -
E 0 °L o o °® ° [g(zs)
0 0
-xt[ ]+xo[ ], t2z0
g(¢) gz, )
de donde se obtiene
0 0 t
(2.2.29) 2, - xo[ ]= T(t)(cb-Xo[ ]) ¥ f (t-5)% [T(%s )4
g(z,) g(9) 0 0

It 0 ]
- | [a.T(t-8)X , t=0.
o °© O[g(zs)

0

o - X [ ]. Entonces T(t)¢ es una

0
g(d)

Sea & = [a,¥]"'
solucldn de la ecuacién
d

(2.2.30) It D(zt)

L(zt), z, = o,

Lema 2.2.1. Supongamos que D es estable y que el espectro

del generador infinitesimal _g% del semigrupo {To(t)ﬂ:ZO } satisface
Re c(g%)é -§ < 0. Entonces la solucidén T(t)® de (2.2.30) tiende ex-

ponencialmente a cero cuando t =+ o,

0
Demostracibn: Como ¢ = ¢ - XO[ ] tenemos
g(¢)

Ll “ Lol = LAl = Lol
= - = . Definamos
¥(0) Y(0) E' Tllg(¢) p(0)-g(e)]
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(), -r=6<0
w(O)-—g((b), 6 =0

Vamos a probar que ¢ satisface la condicidn (2.2.24). En

¥(e) =

efecto, Y¥(0) - B'a - FJY¥(-r) = y(0) - g(¢) - E'a - FJY(-r) = 0,por
(2.2.27). Ahora la conclusién del lema seria immediata a partir de
la teoria de semigrupos si T(t)% perteneciese al espacio integral Xo’
pero esto no ocurre puesto que ¢ tiene una discontinuidad en 6=0.
Como ¥(0) ~ E'a - FJ¥(-r) = 0 la ecuacidn (2.2.30) es e-

quivalente g

x(£) = Ax(t) + BJy(t-r)

y(t) E'x(t) + FJy(t-r)

Aplicando la transformada de Laplace tenemos

0
X(A) - AR()) =~ BJe_Ary(A) = a + BJe AT f W(t)e—ktdt
~ ~ -Ar~ ap (0 °-T -t
v(A) - E'X()) - FJe y(A) = FJe f Y(t)e dt
. -
¥y por tanto
. X(X) a+BJY ()
H(X) =
yx) FIY(X)
e (00 I-A -BJe ™M
donde Y(X) = e f?(t)e dat, H())== Ar
- ~E! I-FJe
Como o(g%) = { A/ det H(X) = 0} esta contenido en el semi-

plano de la i1zqulerda, H-l(l) existe y tomando la inversa de la trans-
formada de Laplace obtenemos

x(t) S+l a+BJY(A)
[ ] - f 1 L) [ ]extdt.
y(t) S+ic FJY(2)
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Por el teorema 12.19 en Bellman-Cooke [1] existe una cons-
-8t

tante K tal que |x(t)]|, ly(t)] =XKe , 0<8'< 8. Esto prueba el

lema.

La observacién de la férmula (2.2.29) suglere el cambio
de varlables zt—XO [ ’ J=wt que transforma funclones continuas
en [-r,0] en funcioneg(ig% una dlscontinuidad en cero. Esto nos
obliga a introducir algunos conceptos (ver Hale [17a]).

Supongamos que g(¢), ¢=(a,P), no depende de y(0) en el
siguiente sentido: Para todo b EE" vy para tods sucesién wHEEC,
wn(0)=b, que converge a Y &C uniformemente en conjJuntos compactos
de [-r,0), el limite de g(a,wn) existe cuando now y iig g(a,wn)=g(a,w).

Sea PC el espacio de funciones en [-r,0] que son unifor-
memente continuas en [-r,0) y que pueden ser discontinuas en cero.
Con la matriz XO definida anteriormente es claro que

PC = E™xC + (X))
donde (XO> es el espaclo engendrado por las funciones Xo » €sto es,
toda ¢ &PC es dada por ®=¢+Xoc, donde ¢€EEHXC y ¢ €E". Convertimos
PC en un espacio normado definiendo la norma |¢] = sup |®(8))
. 6e[-r,0]

Puesto que g(¢) no depende de $(0), la aplicacidn

h : E'xC +PC definida por
¢(08), -r=<6<0

0(0)%,(0) [y] 0 = 0

h(¢)(6)

es un homeomorfismo. Si W, = h(zt), ¢ % h(¢), entonces la ecuaclédn

(2.2.29) toma la forma

10 + [“2(s-s) [f(h_l(ws)) [* ra,2ce-) ][ : ]
w, = T(t)o + T(t-8)X ds - d . T(t-s)X
¢ 0 ° 0 } ° o ° . 0 g(h'l(ws))'
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» £ [f(h_l(ws))] £ . 0 ]
w, = T(t)d + f X ds + J X ds, t 20.
k o b-s 0 0 t‘s[g<h'l<ws>>

Tcorema 2.2.4. Suponpamos que D es estable ¥y que exlste un

§ >0 tal que Re c(g%)é -8. Supongamos que f y g son funcionales con-
tinuos que satisfacen £(0) = g(0) = 0,
[£08) = £(o ) |=ulo) ]l ¢ - o4l

vara || 6 Il || ¢4l 5o
[2(8) - (o) =su(a) ]l & - o]

donde u(o) es una funcién continua no decreciente tal que u(0)=0.
Entonces la solucidn trivial z=0 de la ecuacion (2.2.26) es expo-

nencialmente estable.

Demostracidn: Las hipbtesis de que T es estable y de que

Re c(¢%)§ -6 <0 1implican, por el teorema 2.2.2 y el lema 2.2.1, que
se puede elegir un &' tal que 0<8'< 8 y que existen constantes po-

sitivas Kl’ K2, K3, tales que

st ie . e (ee
posl S e B s g e (Ems)

En la segunda acotacidn se supone que ya se ha efectuado el producto

Xt-s [g] . Por otro lado, puesto que g(¢) no depende dey(0), la apli-

Ircerel s ke ® S oy, |x

cacidén h EnXC + PC es un homeomorfismo en un entorno de ¢=O€EEnXC,
¢=0 €EPC. Por tanto, existen constantes kl:>O, k2:>0 tales que en ese
entorno ¢ = h(¢) implica que || ¢ || = keIl ¢ s o §]<2H o | .

De esta forma, para aquellos valores t 20 para los cuales

lw.ll< 0 se tlene de la formula de variacion de constantes

' t . t el
lwell = Kle—a tII@H + foKze“G (e S)u(o)kzﬂwSHds + foK3e (e S)n(o)kzﬂwgb,
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£
— ' — -
= Ke e |+ J K,e $1(E=8) (o) | w llas,
0

donde Ku = K2k2 + K3k2 . Asl se tlene

t - t €3
Iw, | 8 <k fell + x,u(o) d's lw_Ill ds. Liamemos m(t)= |lw, |l ea'l
t 1 ] 0 s t

t
entonces m(t)= Kl|f¢” + Kyu(o) f m(s)ds.
0

Aplicando la desigualdad de Gronwall tenemos
t

Kuu(c) J ds

m(t) = Kl||®H e o =K el KyH (o)t , ¥ por tanto

(2.2.31) [l I < %, Vel L8 -K)u(o) ]t

Como p es continua, podemos elegir ¢ >0 tal que 6':>Kup(0).
Entonces (2.2.31) implica que Hth<:U para todo t 20, supuesto
que | ¢]| < d/K; . Por tanto (2.2.31) se cumple para todo t 20 cu-
ando || ¢]] < cr/K1 . La desigualdad (2.2.31) implica que W, tignde a
cero exponencialmente cuando t-=x,. Puestd que z, =W +Xo[ ]

B lg(n T ew, )
se tiene

hz o= Nw b+ Il 1 ucodk, lwli

y por tanto zt tiende a cero exponencialmente cuando t - « , E1l
teorema esta demostrado.

Una generalizacldn del teofema 2.2.4 a eéuaciones diferen-

clales funcionales de tipo neutro en una forma mas general puede ser

encontrada en [18a].



IT.3. Estabilidad absoluta.

Conslderemos el problema de control de Rasvan

x(t) = Ax(t) + BJy(t-r) + by Lo (t)]

(2.3.1)

y(t) = E'x(t) + PIy(t-r) + b,rlo(t)]
donde la senal de control feedback se define por el producto inter-
no ¢ = (¢c,x) =c'+x, c es un n-vector constante y <la funcién ca-
racteristica satisface la condicidn de sector

2

h.c“20f(0)=h

2
1 g

<
hl_h <h.

2 2

bl y b2 son n-vectores constantes.

Nos proponemos aplicar el método de Popov al sistema
(2.3.1) utilizando 1la generalizacién hecha en la seccidn I.3. del
capitulo I, a ecuaciones diferencilales funcionales de tipo neutro
para obtener las condiciones para la estabilidad absoluta del siste-
ma (2.3.1). |

Observemos que 0(0) = ¢'x(0) = c¢'a, asi que la férmula de

variacién de constantes debe ser (2.2.28), esto es,

[x(t)} [ 0 ul(t) 0
- X(0) ] = [ - X(t)[ +
y(t) b,fLo(t)] u, () b,fla(0)3 ]

rt b,flo(s)] t 0
+ J X(t-s) ds - J [d X(t-s)
0 | 0 o S ,fLo

donde u = (ul,uz)' es la solucibn de la ecuacildén homogenea y la matriz

%X(+) satisface



141

I 0
X(t) = 0, t<o, X(0) = [ ] .
E' I

Esta férmula de variacidén de constantes se puede descompo-

ner de la forma

x(t) = ul(t) - Xlz(t)b2f[0(0)] +£jx11(t-s)blf[c(s)]ds -
- E [dlez(t-s)]bzf[o(s)]
f
y(£) = byflo(t)] = uy(t) - X,,b,flo(0)] + J le(t-s)blf[cr(S)]ds -
0

- % [d X,,(t-5)Tb,f[o(s)]

Como en la seccildn anterior, efectuamos el cambio de variables de
E'xC + PC definiendo xp(£) = x(t), y(t) = y(t) - b,flo(t)], wy(t) =
ul(t) - Xlz(t)bgf[c(O)], w2(t) = u2(t) - X22(t)b2f[o(0)]. Entonces

la férmula de variacidén de constantes es

(2.3.2) xl(t) wl(t) +f§xll(t-s)blf[c(s)]ds -iz[dsxl2(t_s)]b2f[°(§)]

(2.3.3) yl(t) wz(t) +IZX21(t—s)blf[o(s)]ds -Jz[dSXQZ(t—s)]b2f[o(s)].

Si el operador D es estable, esto es, si el radio espectral
r(FJ)<1 y existe un 6§ >0 tal que ReA =<-§ <0, para todo )‘60(9/0)’
entonces por el lema 2.2.1 sabemos que wl(t) y w2(t) tienden a cero
exponencialmente cuando t + «. Igualmente, por el teorema 2.2.2, las
matrices Xll(t)’ le(t), Xlz(t)’ X22(t) tienden a cero exponencial-
mente cuando t > o,

Vamos a demostar que xl(t), yl(t) y flo(t)] tienden a cero
cuando t + » 1o cual implicard que x(t), y(t) tambien se aproximan

*

a cero cuando t > «
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Consideremos (2.3.2). Como o(t) = c'x(t) = c'xl(t)

tenemos

o(t) c'wl(t) + JO c'Xll(t—s) blf[o(s)]ds -

- Jo c'[d X ,(t=-5)] b,flo(s)]

c'wl(t) c'Xll(t—s) blf[o(s)]ds -

+
-
o

+ Jo c'X,,(t-s) b2f[0($)]ds .

] = ! - = -
Sean ¢ wl(t) ’z(t), ¢ Xll(t s)b1 kll(t S),
C'Xle(t-s)b2 = ky,(t-s). Entonces

t

(2.3.4) o(t) = z(t) + f kll(t—s)ffc(s)]ds +

0

t.
+ foklz(t-s)f[o(s)]ds.



143

dz(t)
dt ?

cero exponencialmente. Ahora definamos

Observemos que z(t), kll(t) y kl2(t) tienden a

rlo(t)], 0StsT
t1r[\(t> =
' 0 t>T
olt), 0Lt sT
oL(t) =
T 0 £>T
z(t) 0StsT
zp(t) =4 (T T .
JO ko, (t-s)rlolds + JO ki,(t-s)flolds, t>T
Asi

t t .
(2.3.5) OT(t) - zT(t) = J kll(t—s)foo(s)]ds + J kl2(t—s)fT[o(s)]d:
0 0

Sea
T
(2360 X = Jo fote) - 2te) - £ rlo(6)] + q (3L - AN MO
* Ao, (t) dzn,(t)
_ J(o{on _ap(s) = & rlo(6)] +a(—i— -2 )} Lo (8) 10

Por las hipbtesis hechas sobre el espectro de_g%, pode-

mos tomar la transformada de Fourier y obtenemos

=1 g _= l~ 3 5 -7 S,
x(T) = o | Re{[OT_“T- = fT + qlw(oT ZT)]} fT dw
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despues de tener en cuenta que cT(O) - zT(O) = 0y el teorema de
Parseval.

Aplicando el teorema de convolucidn a (2.3.5), tenemos

Om= Zm = Kqoof + koqfef, = kll.fT + iwk12'fT

Esto es cierto para la transformada de Laplace y si su-
ponemos que k = 0, f = 0, para t <0, tambien es cierto para la trans-
formada de Fourier. Observemos que kll(t) = c'Xll(t)bl =0y

kio(t) = ¢'X,,(t)b, = 0 para t<0. Entonces

o

_ 1 - = 1, . = = ~ 2
x(T) = 5 J—m Re{(kll+1wk12) -5t 1wq(kll+1wk12)}[fT| dw
1 °° ~ 1 2

= 5= J_w{Re[(l+1wq)(kll+iwkl2)] - H}lfT[ dw

Si se cumple que

Re[ (1+iwg) (K, +iwk, )] - £ = 0
/4%, 12 n o=

entonces x(T) £0. Esto quiere decir, por (2.3.6), que

{c(t) - £ flo(t)] + q & }f[o(t)]dt gJ dz (%)

{z<t>+q 2 }f[o(t)]dt

o]

Desde aqui la demostracidén continua lo mismo que en el

capftulo I, seccidén I.3. y obtenemos que
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lim o(t) = 0 y lim flo(t)] =0

t — o t—

Por la férmula (2.3.2) se deduce que limx1(t) = 0.

{—
Ahora constderemos (2.3.3). Por lo anterlor, tenemos que

Iim £lo(t)] = 0. lntonces, de (2.3.3) deducimos que 1lim ﬁ(t) = 0,

t—oow t—

Asi tenemos el siguiente

Teorema. 2.3.1. Si

i) el operador D es estable

ii) 38§ > 0 tal que Reo(;%o)§—6<0

iii) 3q >0 tal que

lIA

Re[(1+iwq)(ﬁll+iw§ 0

1
12)] “h

e = 1 = 'y '
donde Xk, ¢'Xy19bys Kyo c'X,,b,, entonces el sistema (2.3.1) es
absolutamente estable para toda funcidén f que satisface la condicidn

2

de sector, hlozéof(o)éhzo , h,<h.

Ahora vamos acomMparar-este resultado con el obtenido
por Rasvan. Las condiciones de Rasvan son las mismas que en el teo-
rema 2.3.1. excepto la condicion iii). Rasvan sustituye esta condicion

por
: 1 .
Re (1l+iwqg)y(iw) - 5= 0

donde y(iw) es la funcidén"transfer" del bloque lineal .de (2.3.1).
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Vamos a calcular y(iw). De (2.3.1) tenemos

—iwr~

1wX(iw) - AX(iw) - BJe ¥(iw) = blf(im)
= ~ ~lor~ _ =
~E'Xx(1lw) + y(1lw) - FJe y(ilw) = bzi(iw)
Por tanto
Ib _BJe 10T
1
-iwr iwI-A -BJe
' Ib, T-FJe - S
x(iw) = —o7 f(iw). Sea H(iw) =
iwI-A -BJe. ~-E! I-FJe
_E' I-FJe VT
by I _BJe VT
b,T I-FJe T
Entonces, G(iw) = c'X(iw) = ¢! fliw)
H(iw)
b, I -BJe T
1
b, I I-FJe YT
(2.3.7) y(iw) = ¢!
H(iw)
Ahora vamos a calcular Ell + iwﬁlg la cual aparece en
=) K = '~ k = '~
nuestro teorema. Como kll c Xllbl y k12 c X12b2 y Xll’ X

- facen el sistema

21

~iwr

-lwr

satis-
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Xll(t) = AXll(t> + BJXZl(t—r)

Xgl(t) - E'X, ,(t) - FJxel(t-r) = 0

11

tenemos
. = -lwrz _
(1wI—A)Xll - BJe X2l = I
= ~iwr,z _
—E'Xll + (I-FJe )X21 =0
entonces T _pJe-lwr by T _BJe iwr
3 0 I-FJe VT ) 0 I-FJe T
= 3 - '
X9y = , Ky = ¢
H(iw) H(iw)
Como X12’ X2? satisfacen el sistema
Xlz(t) = AX12(t) + BJX22(t—r)
X22(t) - E'Xlg(t) - FJX22(§-r) = I
tenemos
. iy -ilwrz _
(1wI—A)Xl2 - BJe X15 = 0
'Y -lwrg = L
-E X12 + (I-FJ)e X22 5
. -ilwr
entonces 0 ~BJe %Y 0 -BJe
) Tor-preTT| 3 h,I  I-FJe 1"
X12 = '.—m', iwk12 = ¢!
H(iw) + H(iw)
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Por tanto
b T ~BJe~tur

0 I-FJe 1wr

~1
~+
[N
€
~

i
(2]
+

(2.3.8)

11 H(ilw)

0 ~Bgetur
b, I  I-FJe~tur

H(iw)
b.I ~BJe
1p,T I-FJe

-lwr

-iwr

= ¢!
H(iw)

Comparando (2.3.7) con (2.3.8) obtenemos

+ 1wk

(2.3.9) Cov(iw) = kg,

12

oy pbr tanto el teorema 2.3.1 y el de Rasvan son equivalentes.

Ahora consideremos el problema

x(t)

Ax(t) + BJy(t-pr) + bif[o(t-r)]
(2.3.10)

y(t) E'x(t) ¥ FIy(t-r) + bzf[c(t—r)]
donde la senal de control aparece con retraso, esta definida por
0 =c¢'x y la funcidn caracteristica satisface 1la condicién de sector,
Por la férmula de variacidén de constantes, tenemos
t

{2.3.11) Xl(t) = wl(t) + J Xll(t—s)blffc(s—r)st +
O .

.
+ JO»XIZ(t_S)be[U(S_r)]dS
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t
z b

t .
X, (t=8)b,f[o(s-r) 1ds + JO X, b, 700 (s-r) Jds

Consideremos (2.3.11). Como o(t) = c'-;ﬁt), tenemos

t

t .
o(t) = cluy(t) + [O ¢'X) ) (6-3)b £lo(s-r)]ds + Jocvx b,rlo(s-r)]ds

12

t — -
Sean c'wy (t) = z(t), c'Xll(t)bl = kq,(t),

c'Xl2b2 = klz(t)' Entonces

t t .
o(t)=z(t) + JO kll(t—s)f[o(s—r)]ds + Jo klz(t—s)f[c(s-r)]ds

Definamos
- >
_ kll(t r) tzr
ki, (B)=
0 0=t<r
(2.3.13)
- >
B kl2(t r) . tzr
kyp(t)=
0 . 0=t<r
Entonces podemos escribir
t-r t-r .
o(t) = z(t) + J kll(t—s—r)f[o(s)]ds +J klg(t-s—r)f[c(s)]ds
-r -1
t-r

L-r .
z(t) + J—r Ell(t—s)f[c(s)]ds + J El2(t—s)f[o(s)]ds
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0 0 .
= z(t) + j Ell(t-s)f[c(s)]ds + J Elg(t-s)f[d(s)]ds
-r -r
Ler _ t-r .
Sl mpeerteeles « [ T E(esdrlota)as
Sea
0 _ 0 .. .
z(t) = z(t) + J kll(t—s)f[c(s)]ds + J klz(t—s)f[c(s)]ds
-r -r
entonces
t-r _ t-r .
(2.3.14) o(t) = Z(t) + j kll(t—s)f[o(s)]ds + J klz(t-s)f[o(s)]
0 )
S A t .
= z(t) + J kll(t—s)f[c(s)]ds + J klg(t—s)f[o(s)]ds
0 0

puesto que para s >t-r, es decir, para t-s<r por (2.3.13)
Ei2(t—s) = Eil(t—s) = 0. Asi (2.3.14) tiene la misma forma que (2.3.4).

Observemos que

i(iw)

i

m . —_ m _. m —'
f e_lwtkl (t)dt = J ™10ty (t_pyat = e~I0T J e~ iwty L(E)at
. 1 . 11 . 1

_ —iwrs
= e kll(t).

-iwr:s

De la misma forma klg(iw) = e kl2(iw).

Por tanto, tenemos el siguiente teorema

Teorema. 2.3.2. Consideremos el problema (2.3.10). Si



151

i) el operador D es estable
11) 3§ >0 tal que Reg(yf)s -§<0
0

111) 3q >0 tal que

—in

A
o

. ~ R 1
Re[ (1+iyxq)e (kll+1wk12)] - &

~

K = 'y = X ‘
donde Ky c'Xyqbys ko, c'Xy,b,, entonces el sistema (2.3710)

es absolutamente estable.

Finalmente, consideremos el primer casc critico, llamado

tambien de control indirecto. Supongamos el problema

x(t) = Ax(t) + BJy(t-r) + b, E(t)
(2.3.15)

y(t) = E'x(t) + FJy(t-r) + b2€(t)
dgi(:t) = flo(t)], o(t) = c'x(t) - pE(t), p>0

donde f satisface la condicion de sector o§0f(0)§h02.

Supongamos que los datos iniciales tienen segunda deriva-
da continua. Esto implica que la solucidn (2.3.15) tiene segunda
derivada continua, excepto en los puntos £ = kr, k = 0,1,...

Por la formula de variacidén de constantes tenemos

t t

X,1(t=s)b E(s)ds + J X, 5(t-5)b,E (s)ds

(2.3.16)  x(t) = wy(£) + J
- (0]

0
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t : t .
(2.3.17) x{t) = wz(t) + Jo le(t-s)b2€(s)ds + jo X22(t—s)b2£(s)ds
Como o(t) = c'&ft) - 0E(t), tenemos
. t
(2.3.18) o(t) = c'wl(t) + J c'Xll(t—s)bli(s)ds +
0

t .
+ Jo c'Xy,b,6(s)ds - pE(t)

= ot 2
Sea kll(t) c Xll(t)bl. Observemos que para t 20,
—a!
|k11<t)|§ l.e ¢ t, donde 1y a' son constantes positivas, suponien-
do que D es estable y que el 0(9%) estd contenido en el semiplano
[o0)

de la izquierda. Por tanto J kll(B)dB es convergente.
" :

[0 0]
—_ » —_ -a't
= <
Llamemos kll(t) Jt kll(e)ds. Por tanto, |kll(t)|_.Le

De la misma forma, sea klZ(ti = c'Xlz(t)bz. Para £tz 0
tenemos que !klg(t)lé moe_u't y que J klz(B)dB es convergente,
. 0] . t . ]
= _ = =o't
Llamemos k., = jt ky,(B)dB. Por tanto |k,,(t)]=s Me
Entonces

T

; ' ‘
}o c Xll(t—s)blg(s)ds

t t 4 =
jo kll(t—s)E(s)ds = jo £(s) is kll(t-s)ds

s=t

E(S)Ell(t—S)

t
= dg¢ (s)
- k., (t-s) ===~ ds
s=0 . jo 11 ds

t
Ky (026(6)-Fy ) (98 (0)= Ty (6-8)1T0(s) Jas
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Tambien

'("+
ry e ) (o ISt
fo C Xlg(t—u)b;}[)(u)du

[t}

£ . t 4 =
JO xlg(t—s)g(s)ds = JO C(s)ag klz(t—s)ds

3

t

E(s)k

t
= AE(s)
12(t—s) - J kl2(t-o)—ag—-ds
s=0 o}

. . t .
o (0)E(8)-E) o (£)60)=] ¥y, (b=s)1Lo(s) Jas
0
Entonces (2.3.18) se puede escribir de la forma
—_— L t —
o(t) = c'wl(t) - [kll(t)+k12(t)]£(0) - J kll(t-s)f[o(s)]ds -
0
L - ‘ — -
- JO K)o (t=s)rlo(s)]as — [o- (), (0) + Ky ,(0E(E)

Sea z(t) = etwy(t) = [k, (8) + k), (£)]E(0),

Y = p - [kll(o) + EIQ(O)]Q(O), entonces tenemos

t

t ) ,
o(t) = z(t) - JO Ell<t-s)f[o(s)]ds - f Elz(t—s)f[o(s)]ds - Y&(t)

o
Supongamos que Y >0, esto es

(o]

—12(0) = JO ko, (E)dt + Jo ke, ,(t)dt

y definamos
o(t)-z(t)-vE(L) 0St=sT

W (t) = t t = ’
T - | Ry emerrlo(e)las- [ Fap(tos)flos)las, e
0 (0]
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flo(t)], 0StsT
£q(t) =
o - t>T
Entonces
t _ t .
op(8) = = [ Ry (e tplo(eas= [ Ky p(e-s)rglota)las
Consideremos la funcidn
T 1 dwT
x(T) = JO {wT - B f'T + q ( =t~ YfT)}fT_’dt
1 (7 1
= = G- = F fwam - — . £
o J_w Re{[ o~ 7 fp * lwqwn, qyfT] fT}dw
Por el teorema de convoluciédn, Wy = —kll-fT - imklsz. Asi
1 (% = = = = 1015 2
x(T) = 5= J-w—Re{(kll+iwk12) + iwg(ky+inky,) + (qv+g)}lle dw
Si
2 g . 1),
(2.3.19) Re{(kll+1wk12)(l+1wq) + qy + h} z 0

entonces x(T) =0. Desde aqui, la demostracién continua lo mismo que
en el capitulo I, seccidn I.3. Por tanto, llegamos a la conclusidn

que lim o(t) = 0, 1im E&(t) = 0 y 1lim gﬁt) = 0.
t— > t— o t— o
Esto implica, por (2.3.17) que 1lim y(t) = O.
ft— o 1
Ahora debemos poner la condicién (2.3.19) en funcidn de

~l

11 Y %10
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m .
De kll(t) = J kll(B)dB tenemos Ell(t) = -kll(t) y
= - t = 11 kyy (0)
Lwkey g =ky  (0) = -kyy, esto es, ki = - 5 o
3 Cn - LI ) .
De klﬁ(t) = Jt klZ(B)dB’ tenemos k12(t) = -klz(t) y

2—'1 —_ 2 _ ~
(iw) k12 - 1wk12(0) - klZ(O) = —iwkl2 + k12(0), esto es

kio k(00 ky5(0) kg 5(0)
12 Tw T Tt st ——>
(iw) (iw)

=N
I
i

De vy = p - [Eil(O) + Elg(O)], tenemos qy = qp—qﬁll(o)—qﬁl20

Entonces en (2.3.19) tenemos

= = 1 kpp o kg (0) ~ =
(kll+1wk12)(l+1wq) + qy + H) = -t e - akyy + qkll(O)
. ky5(0) E12(0) _ . )
+ (l+1wq)[—k12+k12(0) o ]+ gp - gk, (0)= gky,(0)+ =
- 1 (0 - : 1% (0
= -kll(q+ TG) + o + qkll(0> - k12(1+1wq) +ap + 54 kl2( )y +

ky,(0) kg ,(0)

+ + =3 + 1wgk;,(0) + gk,,(0) + gk ,(0) - qk;;(0) = gky,(0;

1w 1w
Por tanto, la parte real (férmula (2.3.19))

1

= . = . 1 = =~ . 1
Re[(kll+f»k12)(l+1wq) + qy + H] = Re[~k,, (g+ Em )—k12(1+1wq) tagp + ot

11

+ & ,(0) + qky,(0)]

L3



156

ooPero kl2(0) = c'}(12(0)b2 = 0, puesto que X12(0) =0 y
kio(t) = Jt ki 5(B)dB = ky,(@) - ky,(t) = -k;,(t) puesto que

k1;2(°°) = 0 ya que k]2(t) tiende a cero exponencialmente,

t
Por tanto kl2(t) = - JO kl2(8)d8 = kl2(0) = 0.
Asi la condicidn (2.3.19) toma la forma

L

Re{(q+ e

ol
A
IIA
(@]

)kll + (1+iuuq)k12 - gp -
Tenemos pues €l siguiente

Teorema.2.3.3. Consideremos el problema (2.3.15) donde

la funcion inicial tiene segunda derivada continua. Si
i) D es estable
14 S -
‘11) 386 >0 tal que Reo(%) £-6<0.

iii) 39 >0 tal que
Re{(q+ Lk .+ (1+ieq)R,, - ap - l} <0
1w’ 711 12 hiy =

donde k c'¥X..b El.’:‘ = ¢'X, b entonces el sistema (2.3.15)

11 11°1° 12°2°
es absolutamente estable para toda funcidn f que satisfaga la condi-

cion de sector 0 =o0f(0) §h02.



Capitulo III

SOLUCIONES PERIODICAS DEL PROBLEMA DE LINEAS DE TRANSMISION.

ITI. 1. Descomposicién de la férmula de varlacidén de constantes.

Alternntiva de Pradholm para las soluclones perlodilcas,

Consideremos el sistema

x(£) = Ax(t) + BJy(t-r)

y(t) E'x(t) + FJy(t-r)

con los valores iniciales x(0) = a€E", Vo = yec([-r,01,E") 6 equi-

valentemente
(3.1.1) 4 p(z.) = L(z,)
i dt t t

a
donde z(t) = [x(t),y(t)]"', Z, = ¢ = [ ]EEYOC:Y = E<C con
¥

(3.1.2) Y= {(a,0)]vp(0) = E'a + FIy(-r)}

def def
D(zt) = Kz(t) - Mz(t-r), L(zt) = Nz(t) + Pz(t-r)

con K, M, Ny P definidas como en el capitulo II, seccidn II.1l.

Hemos cambiado la notacidén del espacio integral para evi-

tar confusiones en la notaciédn.
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El sistema (3.1.1) es
%E[Kz(t) - Mz(t-r)]= Nz(t) + Pz(t~-r)
6 bien
dra(t) - KMz (t-r)]= KNz (5) + K'lpzm»-r)

Puesto que

E'A 0
Por tanto, el sistema anterior eg
(3.1.3) _g_t.[z(t) - Mz(t-r)]= Nz(t) + Pz(t-r)
Definamos el sistema adjunto de (3.1.3) por
(3.1.4) %E[w(t) - w(t+r)Ml= ~w(t)N - w(t+r)P

De Hale-Meyer [19] se deduce que la solucién w(+) de (3.1.14)

es diferenclable en (-w,r]. Por tanto, (3.1.4) se puede escribir de
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la forma

(3.1.5) v}(t) - x,:r(t+r)M = ~w(t)N - w(t+r)P

S1 llamamos w(t) = [vl(t),v2(t)], entonces
[Gl(t),Gg(t)]—[&l(t+r),62(t+r)jm=-[vl(t>,vz(t>]N-[vl(t+r),vg(t+r>]P
de donde

v (t) = vy () = v, (£)E'A
(3.1.6) . .
vz(t) - v2(t+r)FJ = —Vl(t+r)BJ - v2(t+r)E'BJ

Observemos que la primera ecuacién de (3.1.6) es una e-

cuacidén diferencial ordinaria y determina v, en [o,0+r]. Asi los

1
: %
valores 1iniciales para (3.1.6) son vl(o) = peE" y V2(0+6) =a2(6),

* n*
aEEEC = C([O,r],E" ), es decir,
%
(b,a2)€EEn x C¥
La primera ecuacidn en (3.1.6) es equivalente a
v,(o+8) = -v,(o+8)A - v,(0+8)E'A, vl(c) = b, 6€[0,r].
Si llamamos vl(0+9) = al(e), entonces

&l(e) = ~a (0)A - a,(0)E'A, 8 € [0,r]

con la cendicién inicial al(O) = b.
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n¥ ¥ . 2
Para todo o = (b,a2)€§E xC , sea w(o,a). La solucidn de
(3.1.4) en (-w,0+r] con w(o,a)(c+6) = a(B8), 0 € [0,r]

*
Definamos wt(o,u)EIfGC*, t <o, por
w(0,a)(0) = w(o,a)(t+0), 0 € [0,r]

*
Para toda ¢ € Y y para toda o € E” x C¥, definamos la si-

guliente forma bilineal:

0 .
(3.1.7)  (a,6) = a(0)[6(0)=Mo(=r)] - j o (04r)MG (8)dD  +

-r

[o]
J a(6+r)Pe(0)ds
-r

donde a = (b,a,), o = (a,y)’

Lema 3.1.1. Si w(t) es una solucién de (3.1.5) en

(-=,0+r] y z(t) es una solucién de (3.1.3) en [-r,=), o > 0, entonces
(3.1.8) (w®,z

t) = constante

para todo t€[0,0].

Demostracién: Por (3.1.7), tenemos

. . t
w(0+1)Mz(8)de + J w(8+1)52 (8 )0

t
(wt,zt) = w0l 2(t) - Ma(t-r) ] - J
t-r

t-r
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Si derivamos con respecto a t, tenemos por (3.1.3) y (3.1.5)

i
=
N
~
i)

W(t)[z(6) = Mz(t-r)] + w(t)[Nz(t) + Pz(t-r)] - w(t+r)Mz(t)

Fow(Mz(t=r) + w(ttr)Tz(t) - w(t)Tz(t-r)

Q(L)z(t) - Q(t)Mz(t-r) + w(t)Rz(t) + w(t)Pz(t-r)-

il

- Q(t+r)Mz(t) + Q(t)Mz(t—r) + w(t+r)Pz(t) - w(t)Pz(t-r)

W(t)z(t) + [—w(t+r)M + w(t)N + w(t+r)Plz(t)

w(t)z(t) - w(t)z(t) = 0

lo cual implica la conclusidn del lema.

Consideremos ahora el sistema no homogeneo

i

X(£) = Ax(t) + BIy(t-r) + £(t)

it

y(t) E'x(t) + FJy(t-r) + g(t)

donde f,g(EC([O,w),En) y con valores iniciales x(O)=a€EEn, yO=WGEC.,

Este sistema es equivalente a
5 ) .
(3.1.9) $elD(z,) - G(£)] = L(zy) + F(t)

con los valores iniciales (a,V)EY satisfaclendo la condicidn
(3.1.10) Y(0) - E'a - FJY(-r) = g(0)
y donde F(t) = col(f(t),0), G(t) = col(0,g(t)).

E1l sistema (3.1.9) se puede escribir de la forma

(3.1.11) ~%€[z(t) - Mz(t-r) - K~Ya(£)] = Nz(t) + Bz(t-r) + K *F(t)

Lema 3.1.2. Si w(t) es una solucién de la ecuacidn adjunta

(3.1.5) en (==,0+r]}, 0>0, y z(t) es una solucidn de (3.1.11) en
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[-r,»), entonces
(3.1.12) b,z = w(e)KTIF(E) - wie)k ta(t)
para todo t€ [0 ,0].

Demostracién: De (3.1.7) se tlence

& t

w{0+r)Mz(06)de +
t-r

(w,z,) = w(t)la(t) - Ma(t-r) - K" la(t)] -J

t
+f w(8+r)Pz(6)ds
t-r

Teniendo en cﬁenta (3.1.5) y (3.1.11) y derivando con res-

pecto a t, tenemos

d_,t
dt

bz.) = w(t)[z(t) - Mz(t-r) - K~L6(t)] + w(t)[Nz(t) + Pz(t-v) +
KTIR(£)] = w(t+r)Mz(t) + w(t)Mz(t-r) + w(t+r)BPz(t) -
- w(t)Pz(t-r)

W(t)z(t) + [=w(t+r)M + w(t)F + w(t+r)Blz(t) +

+ w(E)K IF() - w(t)K 1a(t)

w(t)KTIP(t) - w(t)k™la(e).

Teorema 3.1.1. Si el sistema (3.1.11) tiene soluclones pe-

ridédicas de periodo T, entonces

T -1 T -1
f w(t)K "F(t)dt - J FTaw(t)X ~JG(t) = 0
0 0

para todas las soluclones T-periddicas w(t) del sistema adjunto (3.1.5).

Demostracidn: Sea z(t) una solucidn de (3.1.11) definida pa-

ra tz-r y w(t) una solucién de (3.1.5) definida para t € (-»,T+r]. Pa-
va 02t =T, tenemos por (3.1.12) que
T 0 T -1 * -1
(wTyzg) = O,z ) + f w(t)K™ 1R (t)ds. - f faw(e)k~11a(t).
0 0
31 z(t) y w(t) son T-peribdicas, entonces (wt,zt) es tambien
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T-peridédica. Por tanto, (wT,zT) = (wo,zo) y el teorema estéd probado.

Ahora vamos a proceder a obtener una descomposicidn de 1la
férmula de variacién de constantes con vistas a dar un teorems tipo
alternativa de Fredholm para las solucilones peribdicas de (3.1.9).

La soluclén general de (3.1.9) es dada por la férmula de
variacidn de constantes (2.2.29). Por tanto la solucidén Z de (3.1.9)
que pasa por £=(a,w)EEY satisface la ecuacidbn

Ct
(3.1.13) Z, - X,6(8) = T(£)[E - X_a(0)] + JO T(t-s)X F(s)ds -

. |
i} fo [4T(t-5)X, 16(s)

donde Et = col(x(t),yt) y T(t) Y + (Xo)dgr PC » (funciones en [-r,0])
Como en el capitulo II, seccidn II.2, vamos a simplificar

la férmula (3.1.13). Para ello cambiaremos la notacién en la matriz

fundamental XO.

Sea

X,, X
5 = [ 11 12} - [U,W]

o1 X5

donde U = col(X W = col(X

11°%217> 12:%p0)
Sabemos que U y W satisfacen las férmulas (2.2.9) y (2.2.10),
respectivamente. Puesto que U satisface (2.2.9),tambien satisface

la condicidn del espacio integral YO. Por tanto podemos eseribir
T(t—s)XOF(s) = T(t—s)Uof(s) = To(t—s)Uof(s)

teniendo en cuenta que F = col(f,0) y donde To(t) es la restricclédn

def

del semlgrupo T(t) a YO+ (XO) (PC)O, esto es, hemos extendido la

definicidén de To(t) a funcilones con una discontinuidad en cero.
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Como W satisface la ecuacidn (2.2.10) no cumple la condi-

cidn (3.1.2). Supongamos que D es estable y definamos la transfor-
' *

B % * ~
macién W - V, V = col(Xlz,X22), por X = X X

= x} v(1-Fn)?
12 12° = Xyt (I-FJ) ~I.

22
Entonces

* 4
22"

[}

) *
x22(0) - E xlg(o) ~ FIX - (-7) X22(O) - E'XlE(O) - FJX22(—r) -

—(I-F3)~11 + py(1-F3)~1

I - (I-FJ)(I-FJ)~% = 0.
As1 V satisface la condicidn (3.1.2) del espacio integral

Y . Por tanto y como G = ¢col(0,g) se puede escribir

[ T(t-5)% JG(s) = [d_T(t-s)W Je(s) = [d T (t-s)V Jg(s)

puesto que sdlo nos interesa la variacidn de T(t—s)Xo.

En (3.1.13) definamos el cambio de variables

z

g - X,0(8) =z, & - X, G(0) = ¢

de Y - PC. Entonces

I o) Lo, o) L, il
(b‘l‘ w X22,og(o) UJ"'X 2,0g(o) w_(X;Z’O'*'(I—FJ)—l)g(O)

2
Si definimos

y(8), -r=6<0
$1(8) =

B(0) = (X3, ((0)+(1-F1)"Hrg(0), o =0

entonces ¢ satisface la condiciédn en el espacio Yo' En efecto,

61(0) = B'a = FJg; () = $(0) - X;, ((0)g(0) - (I-F9)'g(0) - E'a -

- FIy(-r)

$(0) = Xy, ((0)g(0) + (I-FI) 'g(0) -

- (I-FI)"L1g(0) - E'a - PIy(-r)

'w<0> - g(0) - E'a - FJy(-r) = 0
por la condicidén (3.1.10).
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Asi, la férmula (3.1.13) se puede escribir de la forma

t t

(3.1.18) 2, = T (t)¢ +J T (t=5)U f(s)ds - J [a T (t-s)V_Jg(s)

0 0
Ahora, vamos a proceder a obtener 1la descomposicién de
la férmula de varlacién de constantes con vistas a dar el teorema
de alternativa de Fredholm para soluciones periodicas de (3.1.9).
De acuerdo con la teorfa general expuesta en el capftulo I
seccién II, si el operador D es estable, entonces el conjunto
A ={XEEO(ﬂ%), Rex 20} es finito y el espacio Yo se puede descompo-

ner como YO = PEQ.

S1 ¢ es una base para los valores iniciales de todas las
soluciones de la forma p(t)e>‘t y ¥ es una base para las correspon-
dientes soluciones del sistema adjunto, entonces,(¥,®) es no sin-
gular y se puede tomar igual a la identidad.

S1 ¢€E(PC)O,¢=¢P+ ¢Q, ¢PEEP, ¢QEEQ entonces ¢P = o (¥,d).

Tambien, como sabemos por la seccién II del capitulo I,

8(6) = o(0)e", T (t)e = 0e"%, [7_(£)8](0) = 5(0)eB(E+0) o
_B9

v(8) e ¥(0), donde la matriz B estd definida por la relacidn

n

g%@ = ¢B, donde g% es el generador infinitesimal del semigrupo
{T (t),t 20} definido sobre (PC),.

Por (3.1.12), tenemos

- vt N t
e,z ) = (v,0) + J e By (0)k tr(s)as - J [dge-BSy(0)x-1lacs)

0 Q

y por tanto
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£ £
Y(0)K~ 1r(s)ds -f [dseB(t_S)W(O)K_le(s).

Q 0
= b Q P _
Si Zy zy + Zy s 2y = @(W,zt) , entonces

(wszt) = eBt<\P3¢) +J eB(t_S)

I
1=
)

(3.1.15) Z

P—
t

[a 32(t=3)y(0)k~17a(s)

t
(¥,0) + f ¢eB(t’S)W(0)K‘1F(s)ds -
r
Jo t9s

t
T (t)o(¥Y,9) + J T (t—s)@W(O)K_lF(s)ds -
[e] 0 (0]

rt -1
- J [a_.T (t-s)o¥(0)K ~]G(s)
0 S 0

t t

To(t)¢P + f To(t—s)Ugf(s)ds - f [dSTO(t-s)VSJg(s)

0 0

donde Ugf(s) = o¥(0)K 1F(s) ¥ [a T, (t-5)8¥(0)K™1la(s) =
[dsTo(t-s)VSJg(s),.despues de tener en cuenta las transformaciones

anteriores y las formas de F y G.

Si en (3.1.15) hacemos u(t) = (W,zt), esto es, ZP = du(t),

t
entonces
t B(t-s)

(3.1.16a) u(t) = eBtu(O) + ] W(O)K—lF(s)ds -

0
¢ B(t-s) -1
- J [dse Y(0)K ~Ja(s)
0

lo cual implica que

(3.1.16) u(t) = Bu(t) + ¥(0)K™1R(t) + BY(0)K ta(t)
Q _ P Q _ P ' \
Definamos UO = Uo - Uo . Vo = VO - VO Entonces, de (3.1.14)

y (3.1.15), obtenemos

t t

(3.1.17) zf = To(t)¢Q + f

T, (6-s)03e(s)ds - [ [a T, (6-5)v3Te(s).

0 0

Sumarizando los resultados obtenidos, tenemos le siguiente
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Teorema 3.1.2. Consideremos la ecuacidén (3.1.9) con D es-

table. Supongamos que Yo se descompone por A = {kéEo(g%)/ReAé()}

de la forma YO = POQ y que ¢ es una base de P y ¥ es una base del

correspondiente espacio para el sistema adjunto. Entonces la solu-
P

clén z(¢) de (3.1.9) satisface (3.1.15) y (3.1.17). Ademé&s, si z, =

du(t), entonces u(t) satisface la ecuacién diferencial ordinaria
(3.1.16). |

Nos proponemos ahora dar un teorema tipo alternativa de
Frecholm para las soluciones periédicas de la ecuacidén (3.1.9) (ver
Hale [111).

Sea 4 el conjunto de funciones continuas y acotadas que
aplican (-«,=) en " con la norma del supremc. Sea 9% el conjunto
de ¥ de 1las funcioﬁes periodicas de periodo T.

Sabemos, por la férmula de variacidn de constantes, que
para todo sEE(—¥,W) la solucidbn z de (3.1.9), con valor inicial‘ésﬁ

en s, debe satisfacer

(3.1.18) 1z, = T (t=-s)z +J: T, (t=T)U_f(1)ar —J: [a T (t-1)V_Je(T)

Estamos interesados solamenté en las soluclones de (3.1.18)
que son acotadas en (-w,»), Entonces, sl D es estable se deduce de
[10] que la solucldn es continua y continuo diferenciable. Decimos
que z es una solucidn de (3.1.18) si z estd definida y es continua
en (-w,©) y para todo s €(-»,») la relacién (3.1.18) se verifica.

‘ Supongamos que D es estable. Entonces el conjunto

A= { kEEo(g%)/ReA 20!} es finito. Supongamos que A = Ao U Al’ don-—-

de Ao={x€d(9%)/ReA =0}, Ay = {AEolef)/Rer>0 }.‘ S1 el espacio
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YO = E'%C se descompone por A de la forma Yo = POEBPfBQ, donde PO y

Pl son los subespacios proplos generalizados asoclados con AO y Al’
P P

respectivamente, entonces la solucidn 72y = zto + ztl + z% de

(3.1.18) es cqulvalente a

PO PO t PO
3\ ol - - - —
(3.1.192) 2,°= T (t-5)2° + J T, (t-7)U °£(t)dr

S
t . PO
R VA LR
Pl Pl t Pl ‘
£3.1.19b) Z,0= To(t—s)zs + J To(t-T)Uo f(r)yar -
, s .
t Pl
- JS [dTTo(t—T)VO Jg(1) s t2s
t
(3.1.19¢) z% = To(t—s)zg + j ‘To(t-r)Ugf(ﬂdr -
S
K Q
o B R RO S 1S M
s

Lema 3.1.3. Supongamos que D es estable, f,g€ % . En-

tonces, la ecuacidn (3.1.19¢)tiene una fGnica solucién z% acotada en

-, ®) que satisface

Q t

t Q.
2, = J To(t-T)Uof(T)dT - j

—0 —

[, T, (t=T) V3 Jg(t)

Ademas, zg es una funcidn lineal y continua en % en el

sentido de jue existe una constante L >0 tal que
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lz¢l=nle] + [g]) t € (~e,)

Tambien, si f,gEEg%, entonces ZS es T-periddica, esto
QO _ .0
G55 Py T g
Demostracidn: Si z es una solucién de (3.1.18) en (-w, ),

entonces (3.1.19c)lse cumple para todo s € (-w,m). Como D es estable

A = {XEEo(g%)/ReAE;O} es un conjunto finito. Entonces, ver HaleA[IUJ,
todos los elementos u(t) del espectro o(To(t)) con |u(t)|=z e® =
pertenecen al espectro puntual, el nlmero de u(t) es finito y el sub-
espacio propio generalizado de cada u(t) es finito dimensional. El1
espacio Yo puede ser descompuesto en PHQ ¥y él espectro de To(t)
restringido a Q es o(To(t)) - {u(t)}, esto es, el espectro de To(t) Q
estd situado dentro del circulo unidad. Por tanto, existen constan-
tes positivas K, a tales gque

-at

ENOIN <ke™", tz0 6 bten |T (t)0%) ke 4%, tzo

me (e,

Asi, tenemos que HTO(t—s)zgﬂ <Ke t Zs para

todo s € (~w,x=). Si zg esta uniformemente acotada en s, tenemos

To(t—s)zg—»o cuando s—-wo y por tanto, tomando limites cuando s—-o

en (3.1.19c)obtenemos el lema. De Cruz y Hale [5], se deduce que

podemos eleglr K y o tales que ”To<t)U§” éKe_at, H%?To(t—T)VSH <

Ke“u(t—T). Entonces
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t . t
llzgllgj ke ®=Tlp(ryar - J ke~ (t=T)o(ryar

-0

B g sup |[f(t)| + K sup |g(t)]

T € (=0, @) T € (=, )
- K I Q<
Sea L = max | 5 K}, entonces zt|L=L(]f| + |gl) tE(-w )
Esto demuestra que zg esta acotada.
Si hacemos el cambio t-1 = -u obtenemos
Q _ [° Q ° Q
zy = j_mTo(-u)Uo £(t+u)du - j_w[duTo(-u)Von(“u)

y por tanto si f(t+4T) = £(t) y g(t+T) = g(t) tenemos que

Lema. 3.1.4, Sea D estable y f,gE€ %4 la ecuacién (3.1.19b)
P
tiene ina unica solucidn ztl acotada en (-o,o) que satisface

P1 t Pl t Pl

z,~ = Jm To(t—T)UO f(t)dr - Jm [dTTO(t—T)VO JglT)
P
t
el sentido de que existe una constante L >0 tal que

Ademis, =z es una funcidén lineal y continua en 4 en

Pl ‘
Iz tlsuiiel + Jgl), € (=)

Tambien, si £, g m> entonces ztl es T-peridédica.
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Demostracién: Sea ¢ una base de Pl y ¥ una base del sub--

espacio propio de la ecuacidn adjunta. Sea B la matriz cuyos valo-

res proplos colneclden con A1 y determinada por g%@ = ¢B. Para toda
P P

. B
¢ EPC, sea ¢ 1. o(¥,9), T ()¢ Lo T (£)o(¥,4) = ¢e t(‘i’,¢>)-

Haclendo las correspondientes sustituciones en (3.1.19b)

se deduce que

t t
o(¥,z,) = @eB(%_s)(W,zS) ¥ @f eB(t-T)(W,UO)f(T)dT - @J [d,
, S s g(1
entonces .

eB(t—T)(W,VO)

o
]

t
ol (¥,2,.) - eB(t_S)(W,zs) -J eB(t_T)(W,UO)f(T)dT +
)

t
B(t-1)
o rae (¥,7,)1g(t)]

oo
o[ (V,z. ) - eB(t's)(w,zs) - eB<t‘s)J eB(S‘T)(w,UO)f(T)dT +
S

£
St A L CA SEEE
S

t t
ol (¥,z.) - eB(t'S)(W, zS+J eB(S“T)UOf(T)dT—J [dTeB(S-T)VOJg(T))]
S S :
Por tanto

t
(W,zt) = eB(t_S)(W,ZS+JSGB(S—T)Uof(T)dT—f

t
[dTeB(S"T)VOJg(T)).
S

Como los valores propios de B tilenen parte real positiva,

existen constantes K >0, o >0 tales que [eBta|>>Keat[a[, va, tz0.
P

Si ztl estd acotada,entonces (¥,z,.) estd acotada puesto que (Y,zt) =
P

(W,ztl). Por tanto, si t = «, tenemos

t t
(W,ZS+JSeB(S_T)Uof(r)dT—JS[dTeB(s—T>V0]g(T)) > 0, cuando t-w,

Multiplicando por ¢ se tiene que
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r* B(s-1) o (Yes B(s-T)
Q(W,zs) + &(Y, J e Uof(T)dT-I [dTe Vo]g(T) Yy >0
S S
cuando t > «, es decir
P

zsl + of eB(S"T)(w,UO)f(r)dr - @J [d eB(s’T)(w,vo)]g(T) =0
S

s
) ® Py ® Py
2~ = —f TO(S—T)UO f(t)ar +f [dTTo(S_T)VO Je(T)
s s
s Pl s Pl
= JWTO(S—T)UO f(1)ar -Jw [doTo(s—T)Vo Jg(t), S € (-,)

que colncide con la férmula dada en el lema con la t sustitulda por s.

De los resultados de Cruz-Hale [5] y Henry [20] se deduce

que existen constantes K>0, a>0 tales que HT (t=-1)U 1”

l“ a(t—r)’

y
H T, (6=T)V t £0. Por tanto

t
f oL(1:—7‘-)jf‘(1‘)ci'r + J aKea(t_T)g(T)dT
K
o

m

0

sosup|f(t) |+ Ksuple(t)| s L(If]+lel), 1E€(-=,=).

Si hacemos el cambio t-1=-u, obtenemos

Py (O P, A 0 P,
z,~ = JwTo(_u)Uo f(t+u)du - Jw[duTo(-u)vo Jg(t+u)
P P
¥y, por tanto, si f,g(Eg% entonces Ztl = ZtiT

Teorema 3.1.3. Supongamos que D es estable y f,g€4%4. Una

condlcidén necesaria y suficiente para que la ecuacidén (3.1.9) ten-
ga una soluclidn en % es que la ecuacidn caracteristica asociada a

la ecuacidn homogenea no tenga raices en el eje imaginario.
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Ademas, la solucidn #(f,g) es Ginica, lineal en f y g y existe una

constante L tal que
(3.1.20) lw(r,e) =] + Jgl)
Ademas, si f,geg% entonces_ﬁﬂf,g)éfg%.

Demostracidn: Si la ecuacidn caracteristica tiene todas

sus raices con parte real distinta de cero, los lemas 3.1.3 y 3.1.4
dan la condicidn suficiente.

Supongamos ahora que (3.1.9) tiene una solucidn en 4,
Vi, €%, y supongamos que algunos elementos de o(g%) estén en el
eje imaginario. Descomponemos Yo = PO®PfBQ, y sea ® wuna base de
PO, ¥ una base del subespacio propio generalizado de la ecuacidn ad-
junta asociada con AO, y sea Q%@ = ¢B donde los valores propios de
B coinciden con AO, esto es, tienen sus partes reales iguales a céro.

Vamos a demostrar que exlsten dos funciones f,g€EH tales
que la solucidn de (3.1.19a)no esta acotada y por tantoPtendremos

)

una contradiccidén y el teorema estara-demostrado. Si Zy = du(t),

esto es equivalente a demostrar que la ecuacidn
(3.1.21) u(t) = Bu(t) + w(o)K'lF(t) + BY(0)K Ta(t)

tiene una solucién no acotada en (-w,o). Es suficiente considerar

el caso en que B esta en forma canbdnica de Jordan y asi, considerar
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que Ao tiene un solo elemento, el cual puede ser tomado igual a ce-
ro. Por tanto, suponemos A0 = {Oi. Sea a un n-vector distinto de
cero tal que aB = 0. Entonces a¥(0) % 0, pues sino fuese asi, la

~Bt=0)y (0) = ae™B%(0)

solucidn no trivlal de la ecuaclén adjunta ae
6 € [0,r] deberia ser igual a cero, lo cual es imposible por unicidad.

Entonces, multiplicando (3.1.21) por a, tenemos

au(t) = a¥(0)K  F(t)

1),

entonces au(t) = .laW(C)K"ll la cual tiene una solucién no acota-

Si consideramos la funcion F(t) = (a¥(0)X™

da cuando t— o, Asi (3.1.21) tiene una solucidén no acotada para es-
tas funciones particulares f,g. Esto completa la demostracidn del

teorema.

Teorema. 3.1.4. (Alternativa de Fredholm). Supongamos
D estable y f.gGEQ%. Entonces, una condicidn necesaria y suficiente
para que la ecuacidn (3.1.9) con valor inicial z, = ¢ tenga una so-
lucion en %, es que

T

T ; T
J W(t)K_]F(‘c)dt - J[dw(t)K_]]G(t) = 0
6] o}

para todas las soluciones T-periodicas w(t) de la ecuacidén adjunta

(3.15°)

Demostracién: Por el teorema anterior es evidente que
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s6lo necesitamos considerar la ecuaclidn (3.1.19a) con valor inicilal
z, = ¢, es decir,

P P rt P

t P
zt° = T, (£)9 ° 4 Jo To(t—T)UOOf(T)dT - fo [dTTo(t-T)Voo]g(T).

Con la misma notacidn que en el teorema anterlor, esta

ecuacidén es equivalente a (3.1.16), la cual es la misma que (3.1.16a)
t t

u(t) = eBtucoy + J By oy Lp(tyar - f [a.e®*=y(o)x1a(x).

0 0

Como eBtu(O) es T-periédica (los valores propios de B tie-

nen parte real igual a cero) en orden a que u(t) sea periddica es

necesario y suficiente que

& t
f BTy vk Tr(ryar - f

[dTeB(t_T)W(O)K_le(T)

0 0
sea T-periddica, esto es, requerimos que
T T
f e BTy (0)k tr(r)ar - f [a e >T¥(0)k a(t) = o.
0 ) 0

Como ¥(T1) e'—BT

¥(0), esta Gltima ecuacidn es equivalente a
T .

f - -

J Y(1)K 1F(T)dT - { [dTW(T)K l]G(T) = 0.

0 0 .

Puesto que Y es una base para las soluciones de la ecuacidn

adjunta, se deduce que z ©

& es T-periddica si y solo si

T 1 /T .
[ w(T)K “F(t)dTt - J [dw(T)X ~]G(T) = 0
0 0

para todas las socluciones T-periddicas w(t) de la ecuacién adjunta.



III.2. Sistema periddico con un pequefio pardmetro: Casos no

critico y critico.

Conslderemos el sistema

]

x(t)

y(t)

Ax(t) + BJy(t-r) + f(t,x(t),yt,e)
(3.2.1)

E'x(t) + FIy(t-r) + g(t,x(t),y,,e)

con las condlciones iniciales x(0)=a€EEn, yo=w€EC, donde f y g son
continuas en (t,x(t),yg,e) y € es un pequefio parimetro real. Supon-
gamos que la ecuacidn caracteristica correspondiente a la ecuacidn
homogenea no tiene raices con parte real igual a cero. Con la con-
diclén y(0) - E'a - FJyY(-r) = g(0,a,P,c) el sistema (3.2.1) es equi-

valente a

(3.2.2) %E[D(wt) - G(t,w,,e)] = L(w,) + F(t,w ,e), w = EEY

0

donde wt=(x(t),yt), D,L definidos como antes y G(t,wt,e)
c01(0,8(t,w, ,e)), F(t,w;c,e) = col(f(t,w, ,€),0).

Si los valores propios de la matriz FJ tienen médulo me-
nor que uno, entonces A = {A;Ec(gg)/ReA2>Of es finito. Si g(t,wt,e)
no depende de Y(0) en el sentido explicado en el capitulo II, seccidn
IT.2, la aplicacidén h: Y—PC, definida por wt-XOG(t,wt,e) = Zgs

E—XOG(O,g,e) = ¢, h(wt) = Zt, h(§) = ¢, es un homeomorfismo. Con las

observaciones hechas en la seccibén anterior, si el espacio'Yo se des-
compone por A de la forma P®Q, entonces la solucién de (3.2.1) cumple
(3.2.3) u(t) = Bu(t) + ¥(OK 'F(t,n 7 (z,),e) + BY(0)K™16(t,h 7 (2,) ¢)

t

(3.2.4) 23 = To(t)¢Q +f To(t-s)Ugf(s,h—l(zs),e)ds -

t
0 t Q -1
- [ tagr (e-s)v33es n7 2 ) o)
0 . ,
donde z, = zg + z% s ZE = du(t), B es una matriz cuyos valores proplos
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coinciden con A, To(t} es el semigrupo definido en (PC)O y 0,Y, Ug,

V%‘ defihidas en 1a seccion anterior.
Sca ,@,P el conjunto de funciones contlnuas y acotadas
que aplican (-w,®») en " tales que si1 x€Y,, x(t+T) = x(t), %Cfd
Supongamos Q(p,o)={¢'§5(PC)O/II¢|}§p, lelso}, n(p,0),
M(c), p 20, 020 son funciones continuas no decrecientes en ambas
variables, con n(0,0) = 0, M(0) = 0 y sea

Zip(n,M) = {q: R<@(p ,e,)—(PC)q continua, |a(t,0,e)|=M(|e]),

lalt, ¢,e) - alt,¢,e)[ =nlo,0)fo~l, V(t,6q,€), (t,6,e)ER xQ(p,0)

Observemos que q€%ip(n,M) implica que q(-,¢,e) esta aco-

tada y es continua en (-o,®), esto es, Q€% pues
la(t,6,e) ] = la(t,0,e) - a(t,0,e)] + |a(t,0,e)|=n(p,a)of+ M(|e])

para todo q(t,$,e)ERxQ(p,c). Tambien q(t,0,0) = 0

Teorema. 3.2.1. Supongamos D estable, A ={ )\Eo(yﬂo)/Re)\>O},

f,gegﬁfﬂ&ﬁp(n,M). Entonces, existen dos constantes >0, €,>0

P1 1
y una funcion z%(e) continua en € para 0= |e| = €1 con z,’é(O) =0
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z%(e)E&g% Iz¥ (e )l = 0,5, tal que z¥(e) es una solucibén de (3.2.1) y

es la Unica solucidén de (3.2.1) en _9% que tiene norma menor 6 i-

gual que py-

Demostracién: Sea Py dado de tal forma que O0< plé Po ¥

definamos 9%’01 = {ztELg%, Hztﬂépl } . Asi, .9%,01 es un subcon.
Junto cerrado y acotado del espacio de Banach .9%.

Observemos que si ztéig%,pl entonces las funciones f(',h-l
(z.),s);g(',h—l(z.),e)Q%.Como la ecuacidén caracteristica no tiene

railces reales en el eje imaginario, podemos definir la transforma-

cidn
,é?kt =#(f.g)
donde zt619%1p y AX'es la aplicacidn lineal definida en el teorema
2
. 1
3.1.3.

Asi, 91 %, — P, . Vamos a demostrar que Faplica P
Ty 7T Ty0q
en si mismo y que es una contracidén. Por tanto, existird un Gnico

punto fijo en 9% o, aue coincidird con la solucidén de (3.2.1) que
3
1
ertenece a & .
P Tseq

Como h es un homeomorfismo, en un entorno de cero existe

Puesto que f,g e

IIA

una constante k>0 tal que Hh—l(zt)H k |z

el
“Lip(n,M) tenemos que
1

1A

| £0t,h7 (2, ) ,e) | lf(t,h"l(zt),e) - £(t,0,e)| + |£(t,0,e)]



179

1)
Sea L la constante definida por la relacién (3.1.20)

y lo mismo ocurre para la g cuando (t,2,,e)€ RxQ(py,¢

en el teorema 3.1.3. y elijamos plé Py Y el;SCO positivas y

tan peguefias que

2L[n(pl,el)plk +M(el)] =04

Para esta eleccidn de Py ¥ € se deduce de (3.1.20)

1’
que para f,gec ¥ip(n,M)

IIA

(3.2.5) | Fz_lsL(|f| + [gl)=2Ln(e ez e +M(eq)]

1A

<
2L[n(pl,€l)olk +M(el)] 3

v £ 2 — .
y por tanto E?T,pl 9% 0,
2
Ahora, vamos a probar la propiedad contractil de &, es—

to es, que para [el suficientemente pequeno, existe un X < 1 tal

que Vzt,zéEEg%,pl se tiene
(3.2.6) [CZI ?zé”§)\|[zt—zé|l

Por (3.2.5) tenemos

192, - Fzlll=< 2Ln(py,e )z -2L | &
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Py - 2LM(€1)
Como 2Ln(pl,el)k§ < 1, si tomamos A = 2Ln(p,,e;)k la
p1
desigualdad (3.2.6) quedari verificada para 0= |g| = e, Por tanto &

es una contraccion en 9% o, ¥ exlste un uUnico punto fijo Zg(g) de &
71

‘en .9%'p1 , es decir, é?ét(e) = z¥(e). Puesto que f, g€ELp(n,M),

resulta que son continuas. De esta forma, de la continuidad de %

y de la propiedad contractil, se deduce que zg(e) es continua en e,

0= le|<e;-
Para completar la demostracidn, sélo tenemos que ver que

zg(o) = 0, pero esto es eyvidente puesto que, para € = 0, Zy E.O

es una solucidn de (3.2.1) y como el punto fijo es finico, debe ser

z§(0) = 0.

Caso critico

Nos proponemos ahora dar condiciones para la existencia
de soluciones T-periddicas de la ecuacidn (3.2.1) cuando existen
raices‘de la ecuacidn caracteristica correspondlente a la ecuacidn
homogenea con parte real igual a cero. Supongamos que D es estable,
que el espaclo Y, se descompone por A = {XEEU(Q%)/ReA =0} de 1la
forma P®Q y que la dimensidn p de P es igual é la suma de las mul-
tiplicidades de las raices con parte real igual a cero (divisores

elementales simples).

Vamos a aplicar a la ecuacidn (3.2.1) el método de Cesari
y Hale, desarrollado para ecuaciones diferenciales ordinarias (Hale
[13]), sigulendo la extensidn de Perelld a ecuaciones diferenciales

funcionales de tipo retardado.
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Para facilitar el estudio de la ecuacidén (3.2.1) vamos a

dar un lema para la ecuacién

(3.2.7)  TID(w) - 6(6)] = L(w )+F(), w = &= (a,PEY

con la condicién y(0) - E'a - FJy(-r) = g(0), donde G = col(0,g),
F = col(f,0) vy f, gEEg%. Con 1las observaciones hechas al principio'

de esta seccién, la solucidén de (3.2.7) es equivalente a

(3.2.8)  u(t) = Bu(t) + ¥(O)K™Ir(t) + B¥(0)K 1G(t)

(3.2.9) z

ot &2

t
T (t-5)Uor(s)ds -J (4T (t-5)V3le(s)

t
= Q
- 1 (0)0% 4 O

0

donde B es una matriz cuyos valores proplos coinciden con A.

Lema3.2.1. Si D es estable y f, gEig% , entonces una con-

dicién necesaria y suficiente para que la solucidn

t t
(3.2.10) z% = To(t)¢ +J To(t-s)Uof(s)ds -J [dSTO(t-s)VO]g(S)

0 0
de (3.2.7) sea T-peri6dica, es que
T 3 T P
(3.2.11) { T (-s)U_ f(s)ds —[ [4.T (-s)V Jg(s) = 0.
g © 0 0 s’ o 0

En este caso, para todo b€ EP existe una tnica z¥(b,f,g)

dada por (3.2.10) y tal que

(3.2.12)

=3l
]
o

T T
Jo e—BSuf(b,f,g)(S)dS - % Io[dse'BS]u§(b,f,g)(S>

donde ui v ug corresponden a las columnas de u obtenidas al efec-—
tuar el producto por F y G, respectivamente, segin el razonamiento

hecho para la obtencidn de la férmula (3.1.14).
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Ademés z%(b,F,G) - To(t)¢(I+B)-lb es un funcional con-
tinuo y lineal en f Yy g en el espacio de las funciones T-peridédicas

que cumplen (3.2.11).

Demostraclén: Observemos que (I+B)—l exlste por la hipé-

tesils hecha sobre los elementos de A. Sabemos, por el teorema 3.1.2,
que la condicién (3.2.11) es equivalente a
T

T
f e BSy(o)k~lr(s)as - J

[d e BSy(oyk~1ia(s) = o.
0 S

0

Como e_BSW(O) = ¥(s) es una base para las soluciones T-pe-
rifédicas de la ecuacién adjunta, el teorema de la alternativa de
Fredholm nos dice que esta condicién es necesaria y suficiente para
la existencia de una solucién T-periddica de (3.2.7).

S1 (3.2.11) se cumple, entonces u*(b.F,G)(t) =

-Bt -Bt
e

(e + B )—1(b + r(t)). En efecto, como (3.2.8) es equivalente a

(3.1.16a), tenemos

u*(b,F,0)(t) = e2F(u*(0) + fze—BSW(O)K—lF(s)ds -jz [dse'BSw(o)K‘lje(s)).
Puesto que e°" = ePP(14B)71(14B) = (e™B% 4+ Be™BY)~1(14B), resulta
u*(b,F,G6) (t) = (e‘Bt+Be‘Bt)‘1(I+B){ u*(0) + fz e BSy(0)k Ir(s)as -
- Jz[dse_BS?(O)K_l]G(s) -z IZJS e BSy(0)Kk IF(s)asdr +
v i jZ[; [a e Bv(0)x  1a(s)ar + & [zf; e By (o)1

T
+F(s)dsdr - % j fT [dse—BSW(O)K—l]G(s)dT}
0’0

= (e7%4Be %) L (oer(t))
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donde

Tt
b = (I+4B)(u*(0) + %-f [ {ePovorrs)as - [a e P%¥(0)x " 1a(s)) ar)

0’0
t
r(t) = (I+B)( J {e“BSw<o>K'1F<s)ds - [dse_BSW(O)K_l]G(s)} -
0
TeT ‘
1 -B -1 -B -1
- T—JOJO {e SY(0)K™'F(s)ds - [d_e T "¥(0)K ]G(s)}dr).

-Bt

Por tanto b = (e +Be_Bt)u*(b,F,G)(t) - r(t). Entonces

T B 1 T B
bds = J e” Su*(b,F,G)(s)ds + = J Be~ Su*(b,F,G)(s)ds -

0 T o

o3
n
=
—_—
-3
1
3

T .
- % I r(s)ds. De 1la relacidn que define r(t) se dedu-
T 0
ce gue %J r(s)ds = 0
0

ponde a la columna ui(b,f,g) y la segunda integral a la columna

y como la primera integral en u*(b,F,G) corres-

ug(b,f,g), resulta que
1 T

T
[ e, - [ 14, e -

que es (3.2.12). FBvidentemente, u*(b,F,G)(t) - eCU(I+B) 1o =

eBt(I+B)—1r(t) es una funcidén continua y lineal en f, g. Igualmen-
9 de (3.2.9) es-
ta unicamente definida y es continua y lineal en f,g. Como

te, por el lema 3.1.3, se deduce que la solucidn z

]

z#(b,F,6) - To(t)¢(I+B)'lb du*(b,F,G) + ng - 0eB¥(1+8) b

1l

s[u*(b,F,6) - e>°(14B) Tb] + 23°
obtenemos que z%(b,F,G) - To(t)®(I+B)_1b es continua y lineal en

f,g y el lema estd demostrado.

Consideremos ya la ecuacién (3.2.1) cuando exlsten railces

de la ecuacidn caracteristica en el eje imaginario de forma que la



184
suma de las multiplicidades de 'estas raices sea igual a la dimensidn
de P.
Sea ET = l Yy: R — (PC& / Yy es contlnua y T—periédica}
con la norma del supremo. Para toda vy € .‘JT, tER, tenemos y(t) =

y(t+T) = Hemos representado por Yt el valor de vy en t.

Yt = Yig
Esta notacidn es significante puesto que (PC)o es el espacio de las
funciones definidas en [-r,0]. Siy = (Yl,yg), definimos el opera-
dor proyeccidén @: o~ ET de la forma

T
1 B(t-s)
T Joq)e S’ (‘P

T
jas - & [ ragee® vy, )

(Ov)
¢ 0

=

’Yl,s
T

e

T
P 1
f To(t—s)yl,s ‘ds - ’TJ

P
. [dSTO(t~S)Y2’S ]

0
Para toda B8, Pys 0<B<1l, O§p0§p1 y para todo b € EP

B

que cumpla [le®’bll = Bp, definamos el conjunto

Bt
00,0 " fye =z, / (Ov), =0 "0, llyllseq}.

Asi Z " es un _subconjunto cerrado y acotado del es-
T,pl,b :

pacio de Banach ET

Lema 3.2.2. Supongamos D estable y f,gegTﬁ_Sfip(n,M) en

la ecuacién (3.2.1). Entonces existen dos constantes, p1> 0, el> 0,
tales que para todo bEEY con ||<I>eB'b|| = Bp, existe una tdnica

vy = y(b,e) en ET que cumple

’pl’b
t -1
(3.2.13) Ye = To(t)¢ + j To(t-s){ Uof(s,h (YS),e) -
1 (T 5 .1 [t
~ & J TO(S—T)UOf(T,h (YT),e)dT}ds - J dSTo(t—s)-
0 0
T
[aT (s-0)V:]g(t,h "y ) ,e))

{Vog(s,h'l(ys),e) .- JO

=]

para toda € con 0=le|=c¢ Ademas y(b,e) es continua en (b.g).

1
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Demostracidén: Para facilitar la notacién, llamemos

-1 1 [T P, -1
Yi,5 = U f(s,h (v ),e) - 5 T (s-T)U_ f(1,h “(y_),e)dr
0
T
_ -1 1 P -1
Yos T Voels,h “(y ),e) - 7 IO[dTTO(s—T)VOJg(T,h (v ),e).

Asi (3.2.13) se puede escribir
t t

(3.2.14) v, = T ()6 + j

t To(t_S)Yl,s ds - J [dSTO(t—s)yz,s ]

0 0
que es de la misma forma que (3.2.10) con Uof(s) y Vog(S) sustitul-
das por Yl s YV Yo o s respectivamente. Entonces

9 {_’L

T T T
p P, 1 P
[O To(_S)Yl,s ds - JO L-dsTo(_S),Y2,s 1= T IO To('s)Uo

F3H
=

T i
£(s,n" (y ),edds - & J T (-s)2 | T (s~n)uie(r,n (v, ),e)dtds -
S T 0 0 T 0 o] 0 T

T T
- b [ ren cordiate n g +

1 (T p
. T dsTo(_s)T fo[dTTo(s-T)Vo]~

0 -1 :
g(t,h 7(y ),e)=0,
despues de introducir To(—s) en la s;gunda integral de las integré-

les dobles y tener encuenta que % Joads = a.
Por tanto podemos aplicar el lema 3.2.1 y llegamos a la

conclusidn de que para cada b €E" existe una Gnica vy¥(b,e)E ET,que
satisface (3.2.14).

Definamos ahora el operador %(b,e): X — Z . de 1la
T,pl,b T

forma FH(b,e)y = vy¥*(b,e), YEEET Vamos a demostrar que F(b,e)

5P 15D
aplica ET o ,b en si1 mismo y que es una contraccién. Entonces exis-
3 l,

tird un dnico punto fijo de H(b,e) en Zo p aue coincidiréd con

N
la solucién de (3.2.13). Como
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1 P 1 P
% = = - * - = — *
(Ov (b,e:))t T JOTO(t S)Yl,s ds T JO[dSTO(t S)Y2,s]

(ﬁ?(b,e)Y)t

1 T 1 T
= -5 * - = - *
0w JOTO(t o)¢ul ds T jO[dsTo(t s)@u2]

: T .. T -
¢0Bt( % J e_B”uf ds - % j [a C-Buu*] )
0 ik 0 s 2

resulta (ﬁ?(b,s)y)t = <I>eBtb, después de aplicar (3.2.12).
Por el lema 3.2.1, la férmula (3.2.13) y estimaciones ané-

logas a las realizadas en el caso no critico, se tiene

Bt -
| #(o,e)y - 0e°*(1+B) lb” < ULIn(py,e )ke, + M(e)], P =0y, €15 €,

Entonces

(3.2.15) || F(b,edvl = Jlee®C(z+B) " Tv| + HLIn(py,eq)koy + M(e )]
SBpqky + 4LIn(py e dkoy + M(e)].

Eligiendo Py Y E tan pequefios que

1

obtenemos que || F(b,e)y|l=p, , 1o cual nos dice que F(b,e): o
1l ,pl,b
-—*ET 0.,b ° Ahora vamos a probar que %(b,e) es una contraccidn.
3 1,
De (3.2.15) deducimos que, para vy, vy'€ X ’
T,pl’b
| F(b,e)y - F(b,e)y' |l = 4Inloy,e k|l y=v']

Como MLn(pl,el)ké = A< 1, tenemos que

Py

Por tanto Z(b,e)

| F(b,e)y -Fo,edv'|l sally=y']] , 0s]¢] Sey

es una contraccién en I tal que FH(b,e)y(b,e) = y(b,e).

Tspq5b
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De la continuidad de ¥ y de la propiedad contractil se deduce

que v(b,e) es continua en (b,e).

Teorema 3.2.2. S1i para (b,e) cumpliendo las hipdtesis

del lema 3.2.2, la soluciébn y(b,e) de (3.2.13) cumple las relaclones

T
1 P -1 =
T J TO(S—T)UOf(T,h (YT),E)dT —VO

0
(3.2.16) T
1 P -1 -
L fo [a,7, (s-0)V Jg(t,h ™ (v ) ,e) = 0
entonces la funcion zt(b,e) def Yt(b,e), t€ (-»,»), es una soluciébn

T-periddica de (3.2.1) y, reciprocamente, si Et(b,e) es una solu-

cién T-peridéddica de (3.2.1) en X entonces zt(b,e) = Et(b,e),

Typq5D

bEeEP, 0=le|<e;

Demostracién: La primera parte del teorema es evidente

con observar la férmula (3.2.13). La segunda parte se deduce de
que Et(b,e) satisface (3.2.1) y tambien ha de satisfacer (3.2.13,16).

Por la unicidad de las solucliones en qu se completa la de-

’pl’b
mostracién del teorema.

Las ecuaciones (3.2.16) se conocen con el nombre de
"ecuaciones de bifurcacién'" de (3.2.1). Observemos que el caso
no critico es una consecuencia del caso crifico, pues si supone-
mos que A es vacio, es decir, no existen raices en el eje imagina-
rio, entonces el unico elemento de P es cero y, por tanto, la re-
lacidén (3.2.16) siempre se verifica. Consecuentemente, existe una
unica solucldén T-peribdica zt(e) que depende continuamente de ¢
v zt(O) = 0, esto es, cero es la Unica solucién de la equacién

homogenea.
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