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PREFACE.

Ce petit Volume a été rédigé par M. Maurice Fréchet, daprés
un cours que jlai fait 4 I'licole Normale, pendant le semestre
d'hiver 1903-1g04; ce cours élait consacré aux séries de po-
lynomes; on ne trouvera ici que la partie relative aux variables
véelles; J’espere développer et publier ultérieurement la partie
relative aux variables complexes. D’ailleurs, comme il arrive
souvent, la distinction entre variables réelles et variables com-
plexes ne peut pas toujours étre faite d'une maniére précise; il y
a des domaines mixtes; les belles méthodes de M. Painlevé, no-
tamment, devaient éire mentionnées a la fois 4 propos des va-
riables réelles et & propos des variables complexes. A l'aide de la
représentation conforme, c¢’est-d-dive d'une méthode du champ
complexe, M. Painlevé est en effer tout d’abord arrivé a des
vésultats du plus haut intérét dans le champ réel (intégration des
équations de la Mécanique et de "’Astronomie) pour retourner
enlin au champ complexe et y étendre les résultats obtenus pour
le champ réel. On trouvera 'exposition synthélique de ces mé-
thodes dans une Note que M. Painlevé a bien voulu rédiger; je
tiens & lui exprimer mes vifs remerciments pour cette marque
d’amitié; tous les mathématiciens seront heurcux de trouver ici
la démonstration des résultats si remarqués que M. Painlevé avait
énoncés dans les Comptes rendus.

Je dois adresser aussi mes remerciments a M. Lebesgue qui,
non seulement a écrit une Note des plus importantes, mais a bien

voulu lire enti¢rement les épreuves et me faire de nombreuses
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observations, judicicuses et profondes, qui m’ont é16 souvent trés
utiles. Enfin, je ne dois pas oublier M. Maurice Fréchet, qui a
apporté tous ses soins a la rédaction el a la revision des épreuves.
Il a notamment mis au point quelques démonstrations dont Jlavais
seulement indiqué la marche générale.

Ce Volume estle sixieme de ceax que j'ai publiés sur la 7%éorie
des fonctions; il est le huitiéme de la Collection de Monogra-
phies dont M. Gauthier-Villars a bien voulu me confier la direc-

tion et dont on voudra bien m’excuser de dire ici quelques mots.

Tout d’abord, hien qu'il soit devenu banal de parler de Paccueil
excellent que regoivent 4 la maison Gauthier-Villars toutes les
publications scientifiques, je considére comme un devoir de men-
tionner ici toute la part qui revient & M. Gauthier-Villars dans la
création de cette Collection et dans la maniére dont elle est pré-
sentée au public.

Comme je ai dit dans la Préface du premier de ces Volumes,

=

il m'avait semblé qu’il y avait place, entre les Traités d’Analyse
et les Mémoires originaux, pour des publications moins étendues
que les Traités et plus accessibles que les Mémoires. Une telle
forme de publication me paraissail éminemment de nature i fayo-
riser la recherche et I'événement n'a pas décu mes espérances.
J'ai été ainsi encouragé a continuer ces publications el, ne pou-
vant trailer toutes les parties de la Théorie des Jonctions, i
m’adjoindre des collaborateurs. Ceux dont on a pu live les noms
4 la page précédente sont assez connus pour qu’il n'y ait pas lieu
de les présenter au public mathématique. Chacun d’eux a choisi
son sujet; car, pour que cette Collection conserve le caraclore
vivant qu’on a bien voulu généralement lui reconnaitre, il a paru
nécessaire de ne pas découper arbitrairement la science en mor-
ceaux dont chacun serait attribué a un auteur, mais de laisser
chaque auteur déterminer lui-méme le cadre dans lequel il pour-

rait le plus aisément développer sa pensée : sous la seule réserve

PREFACE. i
d’éviter qu'un Volume fasse double emploi. Mais il a paru préfé-
rable d’admettre parfois quelques bréves redites plutét que de
renoncer a l'indépendance des Volumes de la Collection, chacun
d’eux devant pouvoir étre lu isolément par un lecteur ayant des
connaissances générales d’Analyse. Sans ce principe d’indépen-
dance, on aurait eu tous les inconvénients d'un grand Traite,
sans en avoir les avantages.

Je ne pense pas qu'il y ait licu de justifier, auprés des lecteurs
habituels de cette Collection, P'intérét primordial qui s'attache a
la Théorie des fonctions, qui est la base de I’Analyse moderne.

A ceux qui penseraient que cette Théorie s’éloigne trop de la
pratique pour conserver de I'intérét dans un siécle o les applica-
tions prennent de plus en plus d'importance, je me permettrai de
signaler, en particulier, dans ce Livre, les quelques pages consa-
crées a linterpolation (p. 73 & ga). Ils reconnaitront, je pense,
que les recherches, en partie nouvelles, qui s’y trouvent exposées
et qui sont basées sur les parties les plus modernes de la Théorie
des fonctions, sont susceptibles d’applications presque immé-
diates & des questions pratiques de natures trés diverses. 11 Y a,
il est vrai, bien des parties de la théorie moderne des fonctions
dont la portée pratique n’apparait pas immédiatement; mais,
outre 'intérét qui s’attache a leur beauté propre, qui nous assure
que cette portée n’apparailra pas un jour? Pourquoi limiter arbi-
trairement le champ des Mathématiques que l'on juge suscep-
tbles d’applications?

Enfin, en terminant cette déji trop longue Préface, je crois
devoir faire remarquer que, sur les six Volumes que j’ai publiés
dans la Collection, quatre ont été rédigés d’aprés des Legons
faites a I'icole Normale supérieure.

Si j'al pu organiser a I'Ecole cet enseignement, c’est grace a
I'esprit libéral de Padministration, et particulitrement du sous-

directeur de la Section scientifique, M. Jules Tannery, toujours
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plus préoccupé d’encourager les initiatives qu'il juge bonnes que
de faire strictement observer la lettre des réglements. Au nom de
M. Jules Tannery je tiens 4 associer ceux de tous les autres mathé-
maticiens 4 cOté desquels j’ai eu ’honneur et le plaisir d’enseigner
a PEcole : M. Goursat, M. Painlevé et M. HMadamard. Car c'est
seulement grice i la collaboration amicale de collégues. unique-
ment guidés dans leurs rapports mutuels par le désir de tout
organiser au mieux des intéréts des éléves et de la Science qu'il
a pu étre possible de trouver la place de ce nouvel enseignement.
Cest pour moi un agréable devoir de rendre publiquement ce
témoignage.

Saint-Paul-des-Fonts (Aveyron), 15 aott 1gof.
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LECONS SUR LES FONCTIONS

DE VARIABLES REELLES

ET LEUR REPRESENTATION

PAR DES SERIES DE POLYNOMES.

CHAPITRE L

NOTIONS GENERALES SUR LES ENSEMBLES.

Puissance d’un ensemble. — L'idée d’ensemble est une notion
primitive dont nous ne donnerons pas de définition ('). Citons
seulement quelques exemples d’ensembles : 'ensemble des points
d’une droite, 'ensemble des polynomes en z, 'ensemble des
surfaces minima, etc.

On peut raisonner sur les ensembles sans s’occuper de la nature
des objels qu’ils contiennent. Lorsqu’un ensemble est fini, on est
ainsi amené a distinguer, parmi les propriétés abstraites de cet
ensemble, le nombre des objets qu’il contient. Deux ensembles
finis contiennent chacun le méme nombre d’objels si, a tout
¢élément de I'un, on peut faire correspondre un élément de 'antre
et réciproquement. S’ifl en est encore ainst pour deuxr ensembles
querconques B, By, nous dirons avec M. Cantor que & a méme
ruissance que E;. Nous pouyons maintenant nous proposer de
comparer, au point de vue de la puissance, un ensemble quelconque
a quelques ensembles qui nous sont familiers et que nous pren-
drons pour types.

(') Voir, pour la discussion de l'idée d'ensemble, EyiLe Borer, Legons sur la
théorie des Fonctions, Chapitre [ et Notes. ( Paris, Gauthier-Villars.)

E. B. 1




2 CHAPITRE I.

Ainsi, un ensemble E qui a méme puissance que 'ensemble
des nombres enliers : 1, 2, 3, ..., n, ..., est un cnsemble dé-
nombrable. 5i E a méme puissance que ’ensemble des nombres
compris entre o et 1 (limites comprises), on dira que E a la
puissance duw continu.

Donnons des exemples de I'un et de l'autre cas. Un ensemble
de nombres : Uy . qui se distinguent par la suite de leurs
kindices entiers my ..., my est un ensemble dénombrable. 11
suffit, pour le yoir, de montrer que l'on peut ranger ces nombres
dans l'ordre 1, 2, ..., n, ..., de facon a les obtenir tous, chacun
une seule fois. Pour cela, considérons tous cenx de ces nombres
dontla somme des indices est égale d 7. 1l y en a un nombre fini, on
peut donc les numéroter. Sil’on opére ainsi pourn =1,n=2, ...,
on pourra les numéroler tous a ])ul‘lil‘ de 1.

Ainsi les nombres rationnels gformenl un ensemble dénom-
brable, car up ;= § est bien déterminé par les indices entiers p
etg (*)

De méme, on peut démontrer (*) que l'ensemble des points
compris dans un carré de cété égal a v a méme puissance que
Uensemble des points situés sur un de ses cotés, c'est-a-dire, a
la puissance du continu. Une question se présente naturellement
au sujet des denx ensembles que nous avons pris pour types :
LCensemble T des nombres compris entre o et 1 est-il dénom-
brable? La réponse est négative (%) : lorsquon enléve de Ien-
semble E une infinité dénombrable d’éléments, il en restera
toujours une infinité, de quelque maniére qu’on opére (*).

(') Suivant les cas, on est amené & regarder comme distinctes deux frac-
tions g, éi, du moment que p’ et ¢’ ne sont pas éganx respectivement A p et g,
ou & ne pas regarder comme distinctes deux fractions égales, cest-i-dire telles
que pg'— gp'= o, mais, quelle que soit la convention faite, la conclusion est la
méme.

(*) Voir E. Bonrr, loc. cit., p. 17.

(%) Voir E. BowEy, loc. cit., p. 14.

(%) Dailleurs il ne faudrait pas croirve que les deux types de puissances que
nous ayons considérés soient les seuls possibles. Voir, a ce sujet, E. Boner, loc.
cit., p. 107. '
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Ensembles de points.

On peut aller heaucoup plus loin dans cette étude des ensembles
abstraits. Mais nous aurons surtoul i utiliser dans la suite les pro-
priétés spéciales aux ensembles de points (et particuliérement
de points d'une droite). Plusieurs de nos résultats pourront se
généraliser a I'espace & n dimensions, en appelant point un en-
semble de n nombres réels : z,, za, ..., 2y, et spheére le lieu des
points pour lesquels on a

(21— a;)? ...+ (@ — ay)? = r*< R,

Le nombre positif » sera la distance da TOINL S, L s Al
centve @y, - .., a,; R est le rayon de la sphére.

La notion fondamentale qui s'introduit dans la considération
des ensembles de points & un nombre quelconque de dimensions
est celle de point limite. Nous dirons qu’un point A est point
limite d’un ensemble T si, quel que soit le nombre posilif ¢, on
peut trouver un point de 'ensemble £ distinet de A et dont la
distance 2 A soit plus pelile que .

1l résulte évidemment de cette définition qu'il y a une infinité
de points de E prés de A.

Il'y a souvent avantage a introduire la considération du point a
Pinfini. Il sera, par définition, point limite de E, s'il y a des points
de E a l'extéricur d’une sphére quelconque.

L’ensemble E’ des points limites de E est Iensemble dérivé
de E. On dira que I'ensemble E est fermé s'il contient tous les
points de son dérivé B/ et parfait s'il coincide avec E/,

On  voit immédiatement que Censemble dérivé E' dun
ensemble quelconque B est fermé. Ln effer, prés d’un point
limite quelconque de B, B, il y a des points A/ de F/ et, prés
de A’,il v a des points A de E. On peut s'arranger (e élant un
nombre positif donné) pour que les distances de B a A’ et ensuite

de A’ A soient plus petites que '; et alors la distance de B a A

sera plus pelite que ¢; car il résulte de la définition analytique de
la distance qu'un coté d’un triangle est au plus égal & la somme
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des deux aulres. Donc un point limite quelconque de I est un
point de I,

L’étude de Iensemble dérivé E/ d’un ensemble i peut dans
certains cas mous vévéler certaines propriéiés de l'ensemble E,
comme nous allons le voir. D’autre part, le sujet de celte étude
est plus vestreint, puisque B/ ne peut ére donné a priori d'une
fagon quelconque, d’aprés le théoréme précédent.

Tutorkme pE Wreierstnass-Borzano. — La condition néces-
saire et suffisante pour qu'un ensemble ne contienne qu'un
nombre fini de points est que son ensemble dérivé soit nul
(c’est-a-dire qu’il n'y ait pas de points limites de E).

1l suffit évidemment de démontrer que, si un ensemble E con-
tient une infinité de points, il a au moins un point limite. En
effet : ou bien le point a I'infini est point limite; ou bien tous
les points de E sont dans une sphére S de rayon fini. En agran-
dissant S, on peut supposer que S soit un volume limité par des
plans paralléles aux plans de coordonnées (). Menons maintenant
des plans équidistants de ceux-ci; ils partageront S en un certain
nombre de parties égales S;, S|, ... et dans l'une au moins de
ces parties, S, par exemple, il y aura une infinité de points de E.
Opérons de méme sur S;3il y aura une des parties de S; au moinsy
s0it S., qui contiendra une infinité de points de E, et ainsi de suite.
On formera ainsi des régions S, 8, S,, ... contenant toutes une
infinité de points de E, chacune intérieure a la précédente et qui
tendent manifestement vers un point A situé¢ a leur intérieur ou
sur leur contour. Le point A sera un point limite de E, puisqu’il
y aura une infinité de points de E aussi rapprochés de lui qu’on
le voudra.

Nous allons maintenant démontrer une proposition analogue
en utilisant une locution introduite par M. Ernst Lindelif. Nous.
appellerons avec lui point de condensation d'un ensemble E, un
point A tel que, dans une sphére de centre A et de rayon aussi
petit que U'on veut, il existe une infinité non dénombrable de
points de E. Le point & I'infini sera un point de condensation s'il

(') Nous appelons plan coordonné I'ensemble des points pour lesquels on a
» un plan paralléle & @, =o est ;= @;; la distance des plans z;=a,,
=0, est [a@,— bl

NOTIONS GENERALES SUR LES ENSEMBLES. 5
y a une infinité non dénombrable de points de E a Iextérieur
d’une sphére de rayon aussi grand que I'on veut.

On peut alors répéter la démonstration du théoréme précédent
enremplagantles mots: infinité de points par infinité non dénom-
brable de points et points limites par points de condensation. On
prouvera ainsi que lout ensemble non dénombrable admet au
moins un point de condensation.

Cetle méme notion permet de démontrer simplement la propo-
sition suivante (') :

Tutonime pe Canron-Bexpixsox. — Un ensemble rerui
quelconque T peut étre décomposé en un ensemble parfait P
et un ensemble dénombrable D.

En effet, appelons P Pensemble des points de condensation
de I (ce sont des points de F puisque F est fermé) et soit D P'en-
semble des autres points de I7.

Je dis que P est parfait et D dénombrable.

Tout d’abord, P coincide avec son dérivé ', Car, soit A’ un
point de P/, il y a prés de A’ une infinité de points A de P dans

une sphére de centre A’ et de rayon i Prés d'un point A, il y a
une infinité non dénombrable de points B de I dans une sphere de
centre A et de rayon = Done, il y a une infinité non dénombrable

de points de F dans la sphére de centre A’ et de rayon e : A’ est un
point de P.
Réciproquement, considérons deux sphéres ¥, ¥, concentriques
s . 1 I i}
i un point A, de P et de rayons S Entre-ces deux sphéres,
-+

il ne peut y avoir un nombre fini ou une infinité dénombrable de
points de I quel que soit n. Sans quoi, on pourrait les désigner
PAr &uy, @nay @nsy - - -, el alors, dans une sphére de centre A, et
de rayon assez pelit, il n’y aurait d’autres points de I que des
points @z qui forment comme on I'a yu un ensemble dénombrable.
Par conséquent, A, ne serait pas point de condensation de F.

Il y a donc des valeurs de n aussi grandes que I'on veuat pour

(') Cette proposition a été démontrée d’abord au moyen de la considération
des nombres transfinis.
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lesquelles il y a un ensemble non dénombrable de points de I?
entre 2, .

D'aprés le théoréme démontré, il y aura au moins un point de
condensation de I entre 3, et ¥),. Le rayon de ¥, tendant vers
zéro, A, sera un point limite de P. Ainsi P est parfait; il en résulte
en particulier qu'un point de D ne peut étre limite de points de P,
Autrement dit, la distance d’un point bien déterminé G de D &
un point quelconque A de P a un limite inférieure » non nulle.

L’ensemble E; des points de D pour lesquels 7 > :—l est dénom=

brable, sans quoi cet ensemble E; aurait au moins un point de
condensation qui serait en méme temps un point de condensation

. . . . T
de I. Or ceci est impossible puisque 7 > =3 Nous pourrons donc

ranger les points de D pour lesquels 7 > 1 dans Uordre ¢y, ¢(a,

. I 3
Cizy «+ - puis ceux pour lesquels on a 127 > - dans 'ordre cay,
2

Cauy Cag, - .. el ainsi de suite. Tous les points de D pouvant étre
obtenus chacun une fois dans 'ensemble des ¢i, D est bien dé-
nombrable. La démonstration précédente n’est exacte que si tous
les points de 'ensemble sont & distance finie. Une simple transfor-
mation homographique raménerait a ce cas Uhypothése contraire.

Structure des ensembles parfaits linéaires.

Nous allons maintenant nous restreindre a la considération des
ensembles de points situés sur le segment (0,1) que nous appel-
levons intervalle fondamental. Quelques-uns de nos résultats
pourraient s’étendre comme les précédents aux ensembles de
points & n dimensions, mais nous n’aurons pas a utiliser celle
extension.

Considérons un ensemble de points de Uintervalle fondamental ;
nous dirons qu’il est dense dans un intervalle partiel (a, b), si
son ensemble dérivé contient tous les points de cet intervalle. On
voit qu’un ensemble dense dans un intervalle (&, b) contient, s'il
est parfait, tous les points de cet intervalle. '

Nous allons montrer maintenant comment on peut construire
un ensemble parfait P défini dans Pintervalle fondamental. Soit,,

NOTIONS GENERALES SUR LES ENSEMBLES. 7
dans cet intervalle, un point A n’appartenant pas a I'ensemble P
[ce qui suppose que F n'est pas dense dans l'intervalle (o, 1)].
Supposons d’abord qu'il existe au moins un point B de P d’abs-
cisse b supérieur a Pabscisse @ de A. La limite inférieure des
abscisses b est un nombre déterminé, @, abscisse d’un certain
point N et l'on a B> a. Le point N esl évidemment point limite
de P, c’est donc un point de P. Par suite, il ne peul coincider
avec A et l'on a : B> . D’ailleurs, entre A et M, il n’y a certai-
nement aucun point de P. Supposons de méme qu'il y ait au moins
un point C de P d’abscisse inféricure & @, on voit gu’on pourra
Sormer un intervalle MN dont les extrémités seules appar-
tiennent a P et qui contient A a son intériewr.

Nous dirons, en adoptant une expression proposée par M. Baire,
que l'intervalle MN ainsi défini est un intervalle contigu a I’en-
semble parfait P.

Pour exprimer que A est entre M et
ni avee N, nous dirons que A est intérieur & MN au sens ¢troit;

sans coincider avec M

il serail intérieur @u sens large s'il pouvait coincider avec I'une
des extrémilés.

Il pourra exister des points A tels qu'il n'y ait pas de points
de P & droite de A (cest-a-dire d’abscisse supérieure). Dans ce
cas, on pourrait encore construire un segment tel que MN, saul
que N serait le point 1 n'appartenant pas & P. De méme, s'il n’y
avait pas de points de P & gauche de A, M serait le point o.

Observons que si lon détermine tous les segments tels que MN,

con obtient une infinité dénombrable de segments n’empiétant
pas les uns sur les autres et R'ayant méme pas d’extrémité
commune. Le fait que les intervalles contigus & P sont sans poinls
communs résulle de leur définition méme, De plus, ces segments
forment un ensemble dénombrable. Car le nombre de ceux de ces
segments dont la longueur est plus grande que % est inférieur a n
par suite des propriétés précédentes. D’aprés un raisonnement que
nous avons fait plusieurs fois, cela suffit & démontrer notre propo~
sition.

Il en résulte qu'on. obtiendra Uensemble parfait P (quwon a
pris arbitrairement, mais distinct de Uensemble des points de
intercalle fondamental) en enlecant de cet intervalle les
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points intéricurs (au sens étroit) a un certain ensemble dé-
nombrable E d’intervalles MN sans points communs. Réci-
proquement, si l'on opére ainsi Ex sE ponmaNT @ priori un
ensemble B, nécessairement dénombrable, d’intervalles MN
sans points communs, Uensemble P obtenu est parfait.

En effet, soit A’ un point de 'ensemble dérivé P’ de P; A’ est
un point de P sans quoi il serait intérieur aw sens étrodt a un
intervalle MN qui ne contient pas de points de P autre que M
ou N et alors A’ ne serait pas point limite de P. Soit maintenant A
un point de P, il faut montrer qu'il y a au moins un point de P
distinct de A dans tout intervalle 8 ayant pour milieu A et aussi
petit que U'on veut. Or, ou bien il n’y a que des points de P dans
I'un des deux intervalles Aa, AR et alors la proposition est véri-
fice; ou bien il y a au moins un point B, dans «A el un point B,
dans BA quin’appartiendraient pas a P. Les points B, et B, seront
respectivement situés dans deux des intervalles enlevés M, Ny,
M,N, et, puisque A appartient a P, 'extrémité droite Ny de I'un
et Pextrémité gauche M, de I'autre seraient deux points de P con-
tenus l'un entre B, et A, l'autre entre B, et A et par conséquent
contenus entre a et (. De plus, 'un au moins de ces deux points
est distinet de A, car les deux segments M,N,, M,N,, étant dis-
tincls, sont sans points communs. Ainsi ensemble P est parfait.
Remarquons en passant que, s'i/ n'est dense dans aucun inter-
valle, on peut le considérer comme composé de U'ensemble
dénombrable des points M (par exemple) et de {’ensemble

dérivé de celui-ci. Car, d’aprés la démonstration précédente, dans

tout intervalle 3 ayant pour milieu un point A de P il y a toujours
un point M distinct ou non de A, & moins que P ne soit dense
dans I'un des intervalles Az, AB, ce qui est impossible dans notre
hypothése.

La méme démonsiration suppose qu’il existe au moins un
point A dans I'ensemble P et alors il y en a nécessairement une
infinité puisque A sera point limite. D’autre part, nous avons
admis qu’on enléve de la droite seulement les points intérieurs
au sens étroit aux segments MN (Lous compris au sens large
entre o el 1); mais la démonstration, pour étre exacle, exige qu’on
enléve le point 1 pour Punique segment qui se termine en ce
point, s'il en existe un et de méme pour le point o.
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Si E comprenait un segment qui soit précisément (o, 1) et qu'on
enléve tous les points de ce segment, P n'aurait aucun point. .S¢
nous écartons ce cas, P a toujours une infinité de points.

En effet, dans le cas contraive, P n’aurait aucun point. Ceci est
manifestement impossible, si £ ne comprend qu’un nombre fini
de segments sans points communs. Or le cas o B comprendrait
une infinité de segments sans points communs se raméne i celui-
ci au moyen du théoréme général suivant (') qui s’applique i des
intervalles quelconques empiétant ou non :

Si Uon a sur le segment (0,1) une infinité & &’intervalles
partiels MN, tels que tout point de la droite soit intérieur (au
sens étroit) a Uun aw moins de ces intervalles, il existe un
Nompre LiviTE de ces intervalles, tel que tout point de la droite
soit intérieur au sens étroit & aw moins U'un d’eux.

Ce théoréme a été démontré par M. Em. Borel dansle cas d’une
infinité dénombrable d'intervalles. Nous allons donner la géné-
ralisation de M. Lebesgue (2) au cas d'une infinité quelconque
d’intervalles. Nous dirons qu’un point & de Pintervalle (o,1) est
atteint si 'on peut trouver un nombre fini d’intervalles MN qui
recouvrent complétement Pintervalle (o, 2) (en le débordant). Il
faut démontrer que le point 1 est atteint. Le point o est dans un
intervalle partiel au moins : v ; done il ya certainement des points
alleints entre o et 1 : ceux qui sont entre o et v. Or tout point a la
gauche d’un point atteint est atieint et tout point 2 la droite d’un
point non atteint n’est pas atteint. Dés lors, si 1 n'est pas atteint,
il y a un point @y entre o et 1 qui cst le dernier point atteint ou
le premier point non atteint. 1l est situé dans un de nos inter-
valles : u/v. Soient 2, entre p’ et 2y, 2, entre 2, ety'. Le point z,
s ra atleint au moyen des intervalles qui servent a atteindre &y
(i la ganche de z,) et de lintervalle p/y/. Ceci est impossible
puisque 2, est a la droite de z,. Donc 1 est atteint.

D'ailleurs, il est loisible de supprimer les portions de ces inter-
valles qui pourraient déborder & la droite de 1 ou & la gauche

(1) Voir Ey. Borkr, loc. cit. (p. 42). L'extension au domaine & n dimensions
est immédiate; elle a été développée dans le Journal de M. Jordan : Contribution
al’Analyse arithmétique du continu, par Ex. Borer (p. 357, fascicule IV, 1go3 ).

(*) Voir Lesesauk, Lecons swr lintégration et la recherche des fonctions
primitives, Paris, Gauthier-Villars,
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de o, etalors tout point (sauf les points o, 1) sera encore intérieur
au sens étroit aux intervalles partiels. Il en serait de méme pour
le nombre fint d’intervalles que nous avons obtenu.

Tatonive FONDAMENTAL sur LA MEsune. — Considérons main-
tenant un ensemble dénombrable E d’intervalles quelconques MN
compris dans (0, 1) au sens large. )

Nous pourrons les ranger dans un ordre déterminé : M, N,,
M,N,, . ... Appelons 5;1alongueur de M;N;. Siles intervalles n’ont
aucun poiuLcommun, on aura certainement : s D e R |
pour toute valeur finie de ¢. Donc la série & termes positifs

T =0 Ty Ty

sera convergente eb sa somme & ne sera pas supérieure a wn.
Autrement dit, la longueur tolale des intervalles enlevés, que
nous pourrons appeler la mesure de E, est au plus égale a la lon-
gueur totale de U'intervalle (o, 1). Nous avons vu d'aillears que
les points du segment (o, 1) ne sont pas nécessairement Lous
enlevés. On peut se demander s'il est possible (les intervalles MN
empiétant ow non) que les points du segment (o, 1) soient tous
enlevés sans que & soit supérieur ou au moins égal & wn. La ré-
ponse est évidemment négative dans le cas ot il y a un nombre
lini de segments MN. Il en est encore de méme s'il y a une infi-
nité dénombrable de segments MN puisque ce cas se raméne au
précédent au moyen du théoréme de M. Borel (p. 9). Ceei sup-
pose que on enléve seulement de chaque segment MN les points
inlérieurs au sens étroit. Le résultat est encore exact dans le
cas contraire, En effet, on enlévera bien les points intérieurs
a M;N; au sens large, si Uon supprime les points intérieurs au
sens étroit au segmenl;.M}N;» qui a méme milien que M;N; et dont
la longueur est ;= 5;(1 -+ ¢), & élant un nombre positif fixe. Or,
si la série ¢ = oy 4—6s—+... est convergente et de somme infé-
vieure & wn, on peut prendre ¢ assez pelit pour que la sévie con-
? L une somme inlérieare a wn.

pe
vergente (et G 4= 7'_+ .. ait auss
Mais, d’aprés ce qui précéde, les points du segment (0, 1) ne
pourraient étre tous enlevés, quand on emploie les segments M, N|
au sens étroit. A fortiord, il en sera ainsi quand on enléve les
segments M;N; au sens large.
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En résumé, lorsqu’on enléve du segment (o, 1) tous les points
intérieurs a une infinité dénombrable d’intercalles M;N; em-
pictant ou non les uns sur les autres et de longueur totale
G =0+ Git...--Tpt... &3 1y,
il reste certainement des points non enlevés sur le segment (0,1).
On peut dans cet énoncé entendre le mot intérieur indifféremment
au sens étroit ou au sens large.
Donnons un exemple d’un tel ensemble d'intervalles. On ob-
\inement tous les nombres rationnels compris entre o

tiendra cer
et 1, dans la suite :

(RN 0 1 0 1 2 ko
) = —_ = —_ - e - e
{8) 2 e 31 37 3 50 g

(en supprimant les fractions non irréductibles, on a la une preuve
directe que les nombres rationnels forment un ensemble dénom-
brable).

Soit Z le terme de rang ¢ de cetle snite, nous prendrons pour
qi

intervalle M;N; l'intervalle \]”/i ?i -+ 7}>- On aura :
(g1
¥l T 12

M étant la somme d’une série convergente. Donc, en prenant
pour < un nombre déterminé, assez petit pour que 2:M soit infé-
rieur & wn, on aura ¢ << 1 ct par conséquent en enlevant les inter-
valles M;N; il restera un ensemble G de points surle segment o, 1.

En modifiant légérement la construction, on peut obtenir un
ensemble G parfait. En effet, supprimons d’abord de la suite des

& . . ~ . 9 - i 15
nombres 2% les fractions non irréductibles. Puis enlevons successi-
qi

vement du segment (0,1) les intervalles M;Ny, qui correspondent
chacun maintenant & un seul nombre rationnel et réciproque-
ment; mais, en arrivant & Uintervalle de rang 7, rapetissons cet
intervalle de facon qu'il n’ait aucun point commun avec les pré-
cédents. On aura, a plus forte raison, o<1 et il y aura encore
un ensemble G de points non enlevés. Daillenrs, cetle diminu-
tion des segments M;N; pourra se faire de fagon qu'il reste encore
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une infinité de segments M;N; non nuls. Sans quoi, il y en aurait
un nombre fini sans points communs n’occupant pas tout le seg-
ment (o0, 1); il resterait donc au moins un intervalle (¢, b) de poinr.s

non enlevés. Or ceci est impossible, car dans la suite des £ q on

pourrait trouver un terme de rang assez élevé pour étre intérieur
a cet intervalle au sens étroit et qui pourrait encorc donner lieu
4 un nouveau segment M;N;.

Si maintenant on enléve les points intérieurs au sens étroit i
cette infinité dénombrable d'intervalles sans points communs, on
aura un ensemble pacfait G (p. 8) et pourtant G ne sera dense
dans aucun intervalle partiel («, &) entre o et 1. Car, étant parfait,
il contiendrait tous les points de (a, &), ce qui est impossible
d’aprés ce qui précede (1),

M. Cantor a donné un exemple ellectif d'un ensemble linéaire
parfait qui n’est dense dans aucun intervalle entre o et 1.1l utilise
dans ce but la représentation de I'abscisse dans le systéme de
numération dont la base est 3. Un point compris dans Uintervalle
fondamental sera représenté par Iexpression o,abede. .. ou les
nombres a, b, ¢, d, e, ... sont tous o, 1 ou 2. On peut loujours
supposer, sauf pour le point o, que les nombres «, b, ¢, d, e, ...
ne sont pas tous nuls & partir d'un certain rang, car on peut écrire,
par exemple,

o,abedi = 0,abedoaan.

o,abeds = o,abedi2n. ...

Cela posé, Pensemble I' sera formé de tous les points dont les
abscisses o,abede ... peuvent éitre éerites sans employer le
chiffre 1, en utilisant, s'il est nécessaire, la remarque précédente.
On obtiendra tous les points de I en enlevant tous les autres. Or

on y arrivera méthodiquement de la maniére suivante.

On enlévera d’abord les nombres dont le premier chiffre apreés
la virgule est 1, puis les nombres dont les premiers chiffres aprés la
virgule sont o1 ou 21, et ainsi de suite, On voit que cela revient &
enlever les points intérieurs au sens étroit aux intervalles (o, 1;
0,2); puis (0,01; 0,02) et (0,21; 0,22); puis (0,001; 0,0c2),

(') Bicn que nous ne puissions faire ici un historique complet, il est nécessaire
de dire que Paul du Bois-Reymond a beaucoup contribué a élucider ces notions,
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(0,021 0,022), (0,201;0,202), (0,221; 0, 229), .... En définitive,
on voit qu'on enlévera les points intérieurs au sens étroit & une
infinité dénombrable d’intervalles sans points communs. Ainsi
lensemble I est parfait; d’ailleurs, il n’est dense dans aucun in-
tervalle. Car, étant parfait, il devrait contenir tout cet intervalle,
ce qui est impossible : dans tout systéme de numération, entre
deux nombres quelconques, on peut en intercaler un troisiéme
dont P’un des chiffres apres la virgule soit 1.

On peat méme remarquer que si, avec les notations précé-
dentes, on appelle mesure de I’ensemble F la quantité 1 — o, la
mesure de ¥ est nulle. En effet, les longueurs de nos intervalles
sont, écrites dans le systéme de numération ternaire : o,1; puis

0,01} 0,01; puis 0,001; 0,001; 0,001} 0,001; ....
On a done

d’ol

D’ailleurs, on peut former géométriquement nos intervalles
d'une fagon simple : on divise le segment (o, 1) en Lrois parlies
égales et 'on supprime la parlic moyenne; puis on fait de méme
dans les intervalles restants et ainsi de suite.

Enfin, notons ce fait paradoxal qu'aprés avoir enlevé du seg-
ment (0, 1) une infinité de segments dont la longueur totale est
égale 4 celle de ce segment, il reste un ensemble de points I qui
a méme puissance que Uensemble des points de 'intervalle (o, 1).
En effet, un point quelconque de I a pour abscisse o =o, abed ..,
ot a, b, c,d, . ..sont tous égaux, soit 4 0, soita 2. Faisons corres-
pondu: A un tel nombre o, le nombre obtenu en y remplagant »
par 1 et supposc éerit dans le systéme binaire. Le nombre o
sera compris entre o et 1 ¢t 'on établira ainsi une cou‘espond"mce
univoque et réciprogue entre les points o de I' et les points ¢
compris entre o et 1. Il y a une pente difficulté a cause du fait
que cerlains nombres peuvent s'éerire de deux maniéres dans le
systéme de base o; mais leur ensemble est dénombrable (ce sont
les nombres qui peuvcnt §'écrire au moyen d'un nombre fini de
chiffres aprés la virgule) de sorte que la difficulté se leve aisément.

On peut généraliser ce dernier résultat sous la forme suivante :
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Tutorkme pe M. Caxvor. — Tout ensemble parfait linéaire
a la puissance du continu.

Il suffit de prouver le théoréme dans le cas ot 'ensemble par-
fait P n’est dense dans aucun intervalle, Car autrement, en sup-
posant par exemple P entre o et 1, 'ensemble P serait une partie
de 'ensemble continu (o, 1) et d’autre part une partie de P, dense
dans un intervalle (@, &), coinciderait avec lintervalle (@, b) et
aurait par conséquent méme puissance que (0, 1). P aurait bien
dans ce cas la puissance du continu (').

Supposons que P soit un ensemble parfait quine soit dense dans
aucun intervalle. On peuat I'obtenir en enlevant (an sens étroit)
du segment (o, 1) une infinité¢ dénombrable d’intervalles partiels
sans points communs M;N;. Puisque P n’est dense dans aucun
intervalle, ¢’est que dans tout intervalle («, 6) il y au moins un
point n’appartenant pas a P. Done dans tout intervalle (a, b), il
y a tout ou partie d'un intervalle partiel M;N;; en particulier
entre M;N; et M;Nj, il y a au moins un intervalle entier M;Ny.

Ceci étant, la méthode de M. Cantor consiste a établiv une
correspondance univoque et réciproque entre lous les seg-
ments M;N; et tous les nombres rationnels compris entre o et 1,

de maniére que deux éléments correspondants soient disposcs de.

la méme fagon. Pour cela, observons quon peuat obtenir tous les
segments M;N; une fois el une seule en les rangeant de la facon
suivante. Prenons un intervalle M, N, quelconque entre o et 1,
puis un intervalle MyN,y quelconque entre o et M,N,, M;N,
quelconque entre M{N, et 1, M,N, quelconque entre o et
MsN. (%), ..., en prenant ainsi un intervalle MN successivement
entre chacun de ceux qu'on a déja pris, ete. Si 'on opére de la
méme maniére pour les nombres rationnels, 'ordre relatif de ces
nombres rationnels sera bien le méme que celui des intervalles MN,
Mais il est nécessaire de prendre une précaution pour étre cer-

tain d’épuiser tous les nombres rationnels et tous les intlervalles.

Lorsque, ayant pris n —1 nombres rationnels, on deyra choisir

(') Voir Bx. Borkvr, Legons sur la théorie des fonctions, Note 1.

(%) Pour étre sie d'obtenir ainsi tous les segments, il suffit, en les supposant
rangés d’une maniére quelconque en suite dénombrable, de prendre chaque fois
Vintervalle MN qui a le plus petit indice parmi tous ceux entre lesquels on a le
choix,
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le péme, au lieu de le prendre quelconque dans un certain inter-

valle déterminé ((f p) on choisira le nombre rationnel de cet

intervalle que 'on trouve le premier dans la suite :

(8) o I 1 3 fliete L o3 o0k
b S i R N e iy e b R e Ay g = s,
' i 2 A 4 9 5 5

(ou dans tout autre ordre déterminé des nombres rationnels com-
pris entre o et 1). Par cette méthode on obtiendra hien chaque
nombre rationnel une fois et une seule. En effet, d’aprés la mé-
thode suivie, chaque point rationnel utilisé n’est pris qu’une seule

fois. D’aatre part, soit ;]E un nombre rationnel (quelconque entre o

et 1) qui occupe le rang n dans la suite (8);il suffit de démontrer
que si on a pris les n — 1 précédents au bout d’un nombre fini A
d'opérations, le n'*™¢ sera choisi 4 son tour. En effet, la valeur
) - o .
de l} se trouve entre deux des B nombres de la suite (8), qui ont
4 § !
été choisis aprés A opérations; soient oy el z; ces deux nombres,
qui correspondent a deux certains intervalles M;N;, M;N;.
Soit M,N, celui des intervalles compris entre ceux-ci qui a le
plus petit indice. Le nombre rationnel qui correspond a M, N, est
celui des nombres rationnels compris enlre oz, o que Pon trouve
le premier dans la suite (S). Clest nécessairement £ qui devra
done étre pris a la ri*me opération.

Maintenant, faisons correspondre a4 un nombre rationnel
quelconque qﬁ Pextrémité droite M, de Iintervalie correspon-
dant MN,. La disposition des points M, est la méme que celle

. ) . .
des points § Par suite, si M, tend de facon quelconque vers un
point m du segment (o, 1),= Lend vers un point déterminé 2 du
segment (o, 1) et l'euproquunem. Je dis que la correspondance
entre les points M, et ;; m el {3 est une correspondance univoque
et réciproque entre les points de P (sauf les points N) et 'en-
semble continu formé par les points du segment (o, 1) 1l suffi

évidemment de montrer : 1° que tout point de P qui n’est pas un
point N est un point M, ou an point m, ce quia é1é établi page 8;



16 CHAPITRE 1.

. . z -
2° que lout point entre o el 1 est un point é— ou |’3, ce qui est

évident.

Donc P ala puissance du continu. On aurait pu donner de ce fait
une démonstration plus courle, mais la méthode précédente (due
a M. Cantor) al'avantage de fournir une correspondance effective
remarquable entre les points de P (sauf les points N, dont I'en-
semble est dénombrable) et les points de (o, 1).

L nsembles mesurables.

Nous avons eu déja Poccasion (p. 13) de parler de la mesure
d’un ensemble lindaire. On peut généraliser celte notion de plu-
sieurs maniéres (*). Cette extension est toute naturelle lorsque I'on
considére un ensemble E formé des points d'une infinité d'inter-
valles sans points communs deux a deux el situés entre o et 1. On
a vu que ces intervalles sont en infinité nécessairement dénom-

brable et que la somme

G =g =+ Gateuat Tutorn

de leurs longueurs est déterminée et au plus égale & 1. Ce sera la
mesure de E; et la longueur 1— 5 (qui peut étre nulle) sera la
mesure de 'ensemble complémentaire G(E).

Nous obtenons ainsi deux classes d’ensembles ¢ue nous pour-
rons appeler mesurables. On pourra en ajouler d’autres par les
conventions suivantes. Si 'on a un ensemble dénombrable E
d’ensembles mesurables E; sans points communs deux a deuz,
la mesure de B sera la somme des mesures des ensembles E;. Si
un ensemble mesurable £, est compris dans un ensemble me-
surable E,, la mesure de Uensemble (E,—E,) sera la dillé-
rence (o, — @3) de leurs mesures respectives o, oa.

On s’assure facilement (*) que la mesure ainsi définie est un

nombre déterminé qui n'est jamais négatif, de sorte qu’on n’est

(') La définition donnée dans le texte a déja été exposée par M. Borel dans les
Lecons sur la theorie des fonctions (p. 46 ). Elle a été généralisée par M. Lebesgue
dans sa Thése. On verra, dans ces deux Ouvrages, comment on est amené logi-
quement 4 la définition de la mesure.

(*) Voir par exemple Luprsaur, Annali di Matematica, 19o2, p. 238.
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jamais conduit & des contradictions. Lorsque les définitions pré-
cédentes pourront s’appliquer & un ensemble E, nous dirons que
cet ensemble est mesurable, Ainsi un ensemble qui comprend
un seul point est mesurable el sa mesure est nalle; car 'ensemble
complémentaire est évidemment composé d’intervalles sans points
communs dont Ja longueur totale est égale & 1. 1 en résulte qu’un
ensemble dénombrable est mesurable et que sa mesure est nulle.
D’autre part, un ensemble parfait est éyidemment mesurable,
puisque U'ensemble complémentaire est formé d'intervalles sans
points communs. Or, un ensemble fermé T est la somme d’un
ensemble dénombrable D et d’un ensemble parfait P. Done F est
mesurable et sa mesure est celle de P.

Plus généralement, un ensemble dénombrable E d’ensembles
parfaits sera mesarable. Il en est ainsi, méme lorsque ces en-
sembles parfaits ont des points communs. Car on obtient chacun
d’eux en enlevant du segment (o0, 1) une infinité dénombrable
d”lntct‘\'a[les sans points communs. Par conséquent, on obliendra
l'ensemble total en enlevant de la droite une infinité dénombrable
d'intervalles -qu’on peut supposer sans parties communes, mais
qui auront peut-éire deux i deux une extrémilé commune. Si 'on
enlevait aussi ces extrémilés communes, on aurait un ensemble
mesurable E,. L’ensemble E est donc mesurable, puisqu'il est la
somme de ensemble E,; etde ensemble des extrémités communes,
lequel est nécessairement dénombrable.

pCSIg'nons en général par (E, 4+ E, . ..) l'ensemble des
points qui appartiennent & l'un des ensembles E,, E,, ..., ct

R - y U . o s =
par (E,, Ey, ...), Pensemble des points qui appartiennent a la
fois & chacun des ensembles EyiEag hus

Si les ensembles E,, E,, ... sont mesurables, les deux
ensembles (E, 4+ E,—+... Vo (B B o .) sont aussi mesu-
rables ('). Or, on peuat remarquer que tous les ensembles que
nous pourrons effectivement former seront obtenus chacun en
effectuant un nombre fini de fois, sur des ensembles, sommes d’in-

tervalles, ou sur leurs complémentaires, les opérations repré-
sentées par les symboles (B, 4+ E,+. s N (B, B ) Pab

(') Poir par exemple LeBESGUE, loc. cit., p. 239, 240,
E, B.
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suite, ils seront tous mesurables. Pour préciser cela, nous exami-
nerons un cas particulier.

Appelons ensemble limite complet des ensembles Ey, Es; e
’ensemble I (ormé des points qui appartiennenl & une infinité
d’entre eux. Appelons aussi ensemble limite restreint des
ensembles E,, ... Uensemble R formé des points tels que, pour
chacun d’cux, on puisse déterminer n de facon que ce point
appm‘licnne 2B By ceine On voil que I’ensemble I{.esl, con-
tenu dans Pensemble E; mais il ne lui est pas identique, en
général.

On peul observer que Pensemble limite complet E des
ensembles E,, By, ... estle complémentaire de I’ensemble limite
restreint des complémentaires c(Bp)se(Ba)y e des ensembles
donnés et de méme en intervertissant les mots complet el res-
treint.

Je dis que, si les ensembles By, By, ... sont mesurables, il en
est de méme des ensembles limites E, R. En effet, si I'on pose
e =By Eps reisa); o0 voit que I'on a

R=(e;+ex+e3-+...).

Par suite R est mesurable. Mais alors I'ensemble limite res-
treint des ensembles ¢(E,), ¢(Ea) ..., quisont mesurables, sera
mesurable. Donc le complémentaire E sera mesurable.

Nous allons méme montrer qu’on peut avoir un renseignement
sur la mesure de E (ou de R), méme lorsqu’on ne connail que
les mesures des E;.

Pour cela, faisons d’abord remarquer que si chacun des
ensembles E; était mesurable el contenu dans le précédent, la
mesure de E serait la limite des mesures des ensembles E;. En
effet, lensemble ¢(E) est évidemment de la forme

e(E)=|e(B)-+[Ep, e(Ba)] 4. [ By, (Bprt)]+- - |-

Or les ensembles [E,, ¢(E, )] sont sans points communs et
par suite la mesure de ¢(E) sera la somme de leurs mesures.

Donc, en appelant = la mesure de E, o la mesure de E;, ona

| —a=(1—5)+ (gy—92) .. (Tn — Tut1) +oues

D’ou

¢ = limite g,,.
n=w
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Supposons maintenant que parmi les ensembles E; il en existe
une infinité qui soient mesurables et tels que la mesure o; de
chacun d’eux, F;, reste supérieure ou égale 4 un nombre positif
fixe k. Dans ces conditions, je dis que Uensemble limite complet E
contient un ensemble mesurable I dont la mesure n’est pas infé-
vieure a k.

En effet, je vais d’abord montrer qu’étant donné e (nombre
positif plus petit que %), on peat former un ensemble mesa.
vable Gy, de mesure supéricure ou égale a £, tel que (G,, F;)

c

ait une mesure supérieure ou égale & & — - quel que soit 7.

Si ensemble I, ne peut pas étre pris pour ensemble G, il y a
an ensemble F; , tel que : mes. (I, Fi)<h— ; Oron a
[Fy, e(Fy)] +=(By; By )= F,.

\ C v ST < = & 9 S Qv B
Les deuxpremiers ensembles étant sans points communs, on aura

mes, [Fy, ¢(F;)]=mes.F;— mes.(F,, Bz )2

Alors, posons
Fi=[Fy, e(Fy)] -+ F; = (F, + B

2 snse it QO a ", -y £ g
[’ensemble 17, sera mesurable, sa mesure étant supérieure ou

Soallel A i S Oh e i o 3 g
égale d k 4 = Opérons sm ]‘, comme sur I', : ou bien F'I vépond

4 la question, ou bien on formera un ensemble F, dout la mesure

sera supérieure ou ¢gale a (/. + ;)—!—7;7 el ainsi de suile; si

ensembles formés au bout de p opérations ne satisfait
o) ' e Q . o 7, o e s
aux conditions, le dernier Fp sera mesurable et sa mesure sera

supérieure ou égale A k—+p i Or; Iorsque p devient suffisam-

ment grand, &+ p = arrive d surpasser 1, ce qui est impossible. On

trouvera done I'ensemble cherché G, au bout d’un nombre limité
d’opérations. Dailleurs G, est évidemment formé de points tous
contenus dans ’un au moins des ensembles F,F., ....Mais les
ensembles G/, = (G,, I ) sont mesurables et lears mesures sont

supérieures ou dgales /.'—2 Par conséquent, on pourra,

1 'O re 3 Ao [ 3
d'apres ce qui précéde, former un ensemble mesurable G, dont la



20 5 CHOAPITRE [+

mesure n’est pas inférieure & A — -~ et tel que les mesures des
, 2 et : vopaoel g
ensembles (G, Gj,) soient supérieures ou égales & k — ~ -

4
D'ailleurs, les points de G, seront tous contenus dans 'un des
ensembles (G, Fu), (G, F3) ..., c’est-a-dire dans 'un des
ensembles Fu, ..., Fy, ... ils sont tous aussi dans Gy.
Opérant sur les ensembles G, = (Gs, Gj42) comme sur les

ensembles (G, I, ), on obtiendra un ensemble Gy contenu

dans G, et dontles points appartiennent a Fy, F.,....De plus G,

est mesurable, sa mesure n’est pas inféricare a £ — et les

B @

ensembles (G, GJ,) ont lears mesures supérieures ou égales

e é- el ainsi de suile; on aura des ensembles Gy,
2 4
G,, Gy, « .., Gy, - .. mesurables, chacun compris dans le précé-

dent, et dont les mesures sont supéricures a &k — <. D’aprés ce que
nous avons vu, leur ensemble limite G est mesurable et sa mesure,
limite de la mesure de Gy, sera supérieure ou égale a k — <.
D’ailleurs, un point A de G appartient & tous les ensembles G,
¢’est donc un point de 'un des ensembles F,, Fq, Fy, ... 1llne
peut appartenir seulement & un nombre fini de ces ensembles =
i ity an,,' Car, si N est le plus grand des nombres Mgy o ooy My,
comme G est contenu dans Gy, ses poinls apparliennent lous
a 'un des ensembles Fi,y, Fyiay «... Donc A appartiendrait a
d’autres ensembles que B, ey F,,,q. Par conséquent, tout point
de G est un point de E.

Prenons maintenant des nombres e, ay <+ -, &, -+, lendant
vers zéro; soient G(z;), G(ea), +++, G(2a), ++., les ensembles
qui se déduisent de ces nombres comme nous avons déduit G dee;
nous prendrons

F=[G(a1)+ G(z2) +..ot+G(en)+...]

[7ensemble I ainsi défini est contenu dans E et a’une mesuve
au moins éguie Ak

On pourrait définiv F d’une maniére plus simple, mais. mettant
moins en évidence sa construction : parmi les ensembles B, les IF;
sont mesurables el de mesure 2 & ; posons

H,=F,+Furr+..-
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et soitIT1'ensemble des points communs & tous les H, ; comme H,,
est contenu dans H,_, et de mesure au moins égale & £, H est de
mesure au moins égale 4 k. Or E contient H; le théoréme est done
démontré.

De cette démonstration il résulte que, s/ les ensembles T; sont
mesurables et s'il y en a une infinité de mesure supéricure ou
égale a k, Uensemble limite complet E (qui est mesurable) a
une mesure supcrieure ou égale a k.

Appliquons ce résultat aux ensembles ¢(E;); en tenant comple
de ce que leur ensemble limite complet est ¢(R), on arrvive au
résultat suivant : si les ensembles E; sont mesurables et s'il y en
a une infinité dont les mesures satent inférieures ou égales ah,
Uensemble limite restreint R (qui est mesurable) a une mesure
inféricure ou égale a h. Ce résultat est d'ailleurs trés aisé a
démontrer directement.

Pour tiver de ces propositions tout ce qu’elles peuvent faire
connaitre sur la mesure de E et R, il suffit d'introduire la plus
grande et la plus petite des limites (L et [) des mesures o; des
ensembles 5;. On pourra prendre pour valeurs des nombres k et /i,
dans les énoncés précédents, les quantités L —zel /- ¢ on ¢ est
un nombre positif aussi petit que I'on veat. Par suile, on peut
dire que la mesure de L est supérieure ou égale a [ et que la
mesure de R est inférieure ou égale a L.

En particulier, les ensembles E, R ne peuvent coincider que
st les mesures o; des ensembles I; tendent vers une limite déter-
minée qui sera la mesure commune de B et de R.

Lnsembles de premiére catégorie.

M. Bairve appelle ensemble de premiére catégorie tout en-
semble dénombrable E d’ensembles E,, Ei, ... qui ne sont
denses dans aucun intervalle entre o el 1.

Un point appartiendra a I'ensemble E s’il appartient a 'un des
ensembles E,, E,, .... Si les ensembles E;, E,, ... ont des
points communs, ceux-ci ne seront complés qu'une fois dans E.

D’ailleurs, on peut supposer que E,, E,, ... soient sans points
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communs. En eflet, soit B} Uensemble des points de E, qui ne
sont pas dans E,, soit £} 'ensemble des points de E; qui se sont
ni dans K, ni dans E}, .... L'ensemble B, + E, +E] +... el
Pensemble E contiennent les mémes points, chacun une fois, Et
les ensembles B, E}, ..., seront @ fortiori non denses dans tout
intervalle s’il en est ainsi pour Ey, Ey, .. ..

Soit ¢(E) 'ensemble complémentaire de E, c¢’est-i-dire I'en-
semble des points du segment (o,1) qui ne ligurent pas dans E.
L'ensemble ¢(E) est dense entre o et 1; c’est-a-dire que, dans un
intervalle (@, b) quelconque, il y a des points qui n’appartiennent
pas & E. En effet, dans (a, 6), on peut trouver un intervalle (a,, ;)
ot il n’y ait aucun point de E; puisque E; n’est dense nulle part;
de méme, on peul trouver dans (¢, b,) un intervalle (., b,) ot
il n’y ait aucun point de E,, .. .. Comme on peut prendre a, b,
s by, ... aussi petits que l'on veut, on voil qu’on aura une suite
d’intervalles @, b, emboités les uns dans les autves qui tendront
vers un point . Il y a done bien dans (@, &) un point o qui n’ap-
partient pas & K, sans quoi « appartiendrait, par exemple, & I'en-
semble E,, ce qui est impossible puisqu’il est dans e bp.

Un ensemble dénombrable d’ensembles de premiére catégorie
B, ..., E®, (.. est encore de premitre calégorie. Car si
EW=F" . . .+~ E®” 1 .. U'ensemble des ensembles E¢" sera
un ensemble dénombrable d’ensembles ESY qui ne sont denses dans
aucun inlervalle.

Tout ensemble qui n’est pas de premiére catégorie sera, par
définition, de seconde catégorie; un Llel ensemble, nécessaire-
ment, sera dense dans au moins un intervalle partiel entre o et 1.

Par exemple, Pensemble des points de (o, 1) est de seconde
catégorie puisque, dans un intervalle partiel, tous les points de
cet intervalle appartiennent 4 I'ensemble. Il en résulte que si un
ensemble quelconque B est de premicre catégorie, I'ensemble
complémentaire ¢(E) est de seconde calégorie, sans quoi la
somme de ces deux ensembles [cest-i-dive l'intervalle (o, 1)]
serail de premiére calégorie.

CHAPITRE 11

NOTIONS SUR LA CONTINUITE.

Oscillation en un point. — Nous nous bornerons d’abord au
cas d'une fonction uniforme d’une variable réelle f(z) définie
dans un intervalle pour lequel nous pourrons prendre le seg-
ment (o, 1).

Soit Eun point compris dans Uintervalle particl (z — A, & + £).
L'ensemble des valeurs f(%) a toujours une limite supérieure
M(z, k) s'il existe un nombre fixe B tel que l'on ait toujours
J(&) << B. S'il n'existe pas un lel nombre B, nous dirons encore
que /(&) a une limite supérieure M(z, i) = -+ . De méme,
/(%) a, dans Lous les cas, une limite inféricure m(x, i) qui est la
limite supérieure de — f(£). Observons que les limiles supérieure
et inféricure de f(£) peuvent ne pas étre alteintes; en particulier,
il peut arriver que f(£) soit toujours fini ¢t que M soit infini. Tel
serail le cas pour la fonction f(«) qui est égale a ¢ lorsque 2 est
égal a la fraction irréductible g et qui est nulle quand z est
incommensurable.

On appellera osctllation dans lintervalle (2 — %, x4 /&) la
quantité o(z, h) =M(z, h) —m(z, k).

Considérons maintenant les limites supérieure et inférieure
de f(a) dans un intervalle (z — R,z h') plus petit que le pré-
cédent; soient M(z, £'), m(z, k). On a M(z, K)SM(z, &)
puisque les valeurs que prend f(z) dans lintervalle z — /',
& + I sont des valeurs de f(x) dans l'intervalle & — &, « -+ /.
De méme m(z, h')Zm(z, k).

Si done on fait décroitre le nombre positif A, on voit que
M(z, &) décroitra constamment ou du moins ne croilra pas et
inversement pour m(z, k). D'ailleurs M(z, &) reste manifeste-
ment supéricur ou égald f(z) et m(x, k) inféricur ou égal d f(2).
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Ces deux quantités ont donc respectivement des limites M(z)
et m () lorsque /i tend vers zéro de facon quelconque et I'on a

m(=z) s f(@) ZM (z).

Les deux quantités M(z) et m(x) qui sont bien déterminées en
chaque point = de P'intervalle o, 1 sont appelées le mazimum et
le minimum de la fonction f(x) au point . 1l peut d’ailleurs
arriver que leurs valeurs soient infinies. On doit remarquer que
les mots de maximum et de minimum ne sont pas employés
ici dans leur sens ordinaire. Nous définirons aussi loscillation
de f(z) aw point z, ce sera la quantité

w(w)=M(z)—m(x)

(ui est Loujours positive on nulle ()

La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction f(x)
soit continue en un point x est que son oscillation en ce point
soit nulle. :

Par définition, la fonction f(a) sera conlinue en 2 si, quelle
que soit la quantité positive ¢, on peul trouver un intervalle
(' — Iy, x + 1) tel que Pon ait

Sl@)—= < f(8) < flz)+e,
lorsque £ est quelconque dans cet intervalle.
S’il en est ainsi, on aura nécessairement
M(
m(a

, R)Sflae) +e,
B2 PlE) s,

d’on
wx, )<k,
Dailleurs o (2, 4) ne croit pas lorsque 7 décroit et sa limite
est w(z). Donc w(#) estinférieur ou égal & un nombre positif 25
qui est aussi petit que 'on veut et, par suite, w(a') est nul.
Réciproquement, si o (2) = o, on aura

m(x)=f(x)=M(z).

(') Les définitions que nous venons de donner s'étendent immédiatement aux
fouctions de plusieurs variables.
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Or on peat trouver un nombre /4 tel que on ait
Mz, h) —M(x) <e,
m(x)—m(x, h) <=

i€ est compris entre 2 — /i et & +- A, on aura

m(z; B)Sf(E)SEM (=, k),
d’on

flz)—e < fE) < flz)+e,
Ainsi, lorsqu’une fonction f(z) est discontinue en un point z,
l'oscillation est sirement positive en ce point. Nous pourrons
dire que la valeur de 'oscillation en un point est la mesure de
la discontinuité en ce point. On peut alors compléter ainsi la
proposition précédente :

La condition nécessaire et suffisante pour que la mesure de
la discontinuité en un point x soit supéricure ou égale & un
nombre b (positif ou nul) est que Uon puisse faire corres-
pondre, & tout nombre positif =, un nombre h tel que Uon ait
pour |n| << ||

S RS AN B R
[£(E) — f(8)| > =

y et 5a étant deuz certains points de Uintervalle (x—1, 7).

oy

En effet, si cette condition est remplie, on a

w(z, 1) = M2, 1) —m(@, 1) 2| fE) —fE)] > b—=

Lorsqu’on fera tendre 1 vers zéro, on aura
w(z)>b—s,
: ; (2> b
quel que soit ¢ et, par conséquent, o (z)=b.
Réciproquement, si w(2)Zh, on peul Lrouver un nombre /
tel que
€
w(z, h)>b— 5

¢ étant un nombre positif donné. Or, on peut déterminer deux
nombres &, &, dans Uintervalle (z — &, & + &), tels que

py )=

—f(&) > —m(z, k) — j

wl o

J(E1) > M(
D’oi
2e

(5) —f )| >l )= 5 >0
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Il résulte presque immédialement de notre proposition que
Uensemble Vo des points ot la mesure de la discontinuité
de f(x) West pas inférieure & b(b > o) est un ensemble fermé.

En effet, soit 2, un point limite, s’il en existe, de poinls 2 ol
I'on ait ©(«)Z 6. On peut, dans tout intervalle (g —n,y oy +1),
trouyer une infinit¢ de points «; considérons un de ces points
distinct des extrémités de lintervalle. Elant donné le nombre
posilif ¢, on peut trouver un intervalle (¢ — 7/, = 4 /) assez petit
pour étre compris dans le premier et dans lequel il existe deux
points £, &, tels que

| f(50) —f(&) >b—c=.

Comme £, et £, sont compris dans U'intervalle (o, — 1, 2, 1) et
qu’on peut prendre 7 aussi petit que l'on veut, on aura w(o, )2 b
d’apres le théoreme précédent el par conséquent o, est lui-méme
un point z.

Bien entendu, il peut arriver qu’il n’y ait pas de points limites
de points « et dans ce cas E ne contiendra qu’un nombre fini (ou
méme nul) de points o.

Fonctions ponctuellement discontinues. — On dit qu’une
fonction /() est ponctnellement discontinue entre o et 1, si en-
semble de ses points de discontinuités ne contient aucun inter—
valle. C'est-a-dire que, dans tout intervalle (e, b) compris entre o
et 1, on peul trouver un point ot la fonction est continue. Soit E,
Pensemble des points ot oscillation de J(x) est supérieure on
égale a ,—II L'ensemble E des discontinuités de J(x) est formé de
tous les points qui figurent dans I'un au moins des ensembles B
L’ensemble I, est un ensemble fermé, qui ne conlient aucun
intervalle puisqu’il est contenu dans E; donc il n’est dense dans
aucun intervalle entre o et 1. Il en résulte que E est un ensemble
de premiére catégorie. On sait méme quelque chose de plus sur
cet ensemble, car les ensembles I, sont fermdés.

Considérons maintenant un ensemble dénombrable de fonc-
lions ponctuellement discontinues entre o el 1 Sl s s
dans tout intervalle (a, b) enire o et 1, iy a des polnis ou
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toutes ces fonctions sont continues (). En ellet, I'ensemble des
points de discontinuité pour 'une des fonctions fi, .., fpy -
est Uensemble dénombrable des ensembles de discontinuité de
chacune de ces fonctions. Chacun d’eux étant de premiére caté-
gorie, il en est de méme de I'ensemble total (p. 22), ce qui dé-

montre la proposition.

Continwité uniforme. — On dit que f{z) est uniformément
continue dans un intervalle @, b, si 'on peut faire correspondre &
e B SR
tout nombre positif e un nombre positif £ tel que I'inégalité

[§1—Ea| < 2

. (Il Vs B ’ 3
entraine, pour deux points quelconques ¢y, &, de U'intervalle (a, 0),
I'inégalité : )
[F(E)—Sf(E)] <=
On voit d’abord que ceci ne peuat avoir lieu que si f(x) est con-
linue en tout point de intervalle a, b.
Réciproquement, si f(«) est continue en tout point de Pinter-
e : e e e
valle (a, b), extrémilés comprises, f(z) est umfon.mum,nl, con
tinue entre @ et b. La restriclion relative aux extrémilés est essen-

liclle; ainsi, sin= esl conlinu pourtoutes les valeurs de x comprises
@

S fs ooy . 1 - Cr
entre o el 1 saufa Uextrémité z = o; sin— n'est pas uniformément
conlinu entre o et 1.

On connait la démonstration classique du théoréeme que nous
venons d’énoncer; M. Baire e¢n a généralisé I"énoncé.

Tuatorive v M. Bawe. — S¢, dans un intervalle (a, b), on
a:w(z)<b,on peut faire correspondre & tout nombre positifs
wn nombre positif =, tel que Uinégalité | — E.| < entraine
pour deux points quelconques &y, & de l'intervalle (a, b), Uiné-
galité : S

[f(E) —J(&a)] < B +e.

En ellet, si z est un point de I'intervalle (@, b), on peut former

(1) Ce théoréme a ¢été d’abord démontré par M. Volterra dans le cas d'un
nombre fini de fonctions f, ..., /.
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un intervalle (# — /i, 2 4 i) dans lequel on aura :

w(z, h) —w(xr) <z,

ou
M(z, h) —m(z, h) < b+ =,

et alors §,, &, étant deux points quelconcues de cet intervalle, on
aura :
[fCED) —F(E) | EM(, h) —m(2, h) < b + <.

Ainsi, 4 tout point z de 'intervalle (@, b) on peut [aire corres-
pondre un intervalle MN (z — %, z - h) dans lequel Pinégalité
précédente est vérifiée, et qui contient z & son intérieur au sens
étroit. Donc, d’aprés le théoréme (p- 9), on peut trouver un
nognhre fini de ces intervalles M, N,, .. -y My Ny, tels que tout
point de (o, 1) soit au moins dans I'un d'eux au sens étroit.

Ceci étant, si 'on marque les extrémilés de ces segments, ils
partagent la droite en un nombre fini d'intervalles 1(3 dont la
lor?gueur minimum esl un certain nombre positif 7. Si deux
p_mnl.s £,E du segment (0, 1) sont séparés par une distance infé-
ricure a 7, ils sont dans le méme intervalle 28 ou dans deux
intervalles o contigus; donc ils sont dans le mémeintervalle M;N;
et I'inégalité est bien vérifiée.

Nombres dérivés.

Paul du Bois-Reymond et Dini ont étendu la notion de dérivée
2 ; : .
d’une fonction au cas d’une fonction continue quelconque. Gon-
sidérons la quantité j
S+ h)— flzx)

oz, h)i=
| < h

O.fl h est une quantité petite et diflérente de zéro. L'expres-
sion ©(a, 1) est bien déterminée pour z fixe et /4 compris entre o
et ; soient L(z, ), {(x, 1) les limites supérieure el inférieure
d:es valeurs de o(z, 4). En supposant par exemple 7 positif, nous
(]I'I‘C‘DHS que x 47 est & droite de 2 et nous appellerons nombres
dérivés a droite de x par excés et par défaut les quantités :

Ay f(2) = limite L (&;in)
. n=o

A f (@) = limite (z, )
n=9
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en supposanl que 7 tende vers o par valeurs constamment posi—
tives et non nulles. Les quantités L et /auront bien chacune une
limite (d’ailleurs finie ou non); car, lorsque 7 décroil, il en est

“p I .
manifestement de méme de L et de ,, et l'on a toujours L2 /.
On définira de méme les dérivées a gauche A, /() en suppo-
ire et suffisante pour

sanl que 7 reste négatif. La condition néce
qu'une fonction soit dérivable en z est évidemment que les quatre
nombres dérivés soient égaux en ce point. On obtiendrait une
classe plus étendue de fonctions en imposant la condition que les
quatre nombres dérivés soient finis. Cette condition s’est intro-
duite naturellement, indépendamment de la notion de nombre
dérivé, dans la théorie des équations différentielles. Clest la con-
dition dite de Lipschits & laquelle on donne habituellement la

forme

L) — fa)] < Kz —

La considération des nombres dérivés permet de généraliser
cerlaines propriétés des fonctions dérivables. Par exemple, la
condition nécessaire et sulfisante pour que deux fonctions con-
tinues quelconques ne diflérent que par une conslante est que
leurs nombres dérivés correspondants (supposés finis) soient
égaux. Nous renverrons pour plus de détails au livee de M. Le-
besgue (loc. cit.).

Intégrale.

Considérons une fonction f(2) quelconque, définie entre o et 1,
6
Riemann a donné la définition suivante de 'intégrale [ Sz yda:
~a
Bornons-nous au cas ou @ << b et divisons Uintervalle «, b en
intervalles partiels séparés par les points (rangés dans Pordre
croissant de leurs abscisses).

Ty =@, &1y soey Tn—t; za =0,

el soient M, 1 les limites supérieures et inféricures de f(x)
dans lintervalle (z;_, #:). Nous supposerons que la fonclion est
bornée entre @ et b, ¢’est-d-dire reste comprise entre deux nombres
finis M et . Alors les nombres M;, m; sont finis et il en est de
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méme des deux sommes

S = My(z)— @o) +." .+ My (&, —ap_y),

s =my (2 — @) oo+ Mp( By — Tpey),

qui sont comprises entre M (b — a) et m (b — ).

M. Darboux a démontré (') que ces deux sommes ont chacune
une limite bien déterminée lorsque 'étendue de Pintervalle partiel
maximum tend vers zéro. On pose

ol
limS:/ f(x) dw,
Ja

A0
lims = / (e dat

La premiére est U'intégrale supéricure, la seconde est Pintégrale
inférieure.

Par définition, la fonclion f(z) sera intégrable de @ a b au sens
de Riemann [ou intégrable (R)], si ces deux quantités sont égales

b
et leur valeur commune sera la valeur de l'intégrale [ Sf(z)dz.
o

Il est d'ailleurs évident que, s¢ la fonction f(z) est continue
de a a b, elle sera intégrable au sens de Riemann. Car on
pourra trouver un nombre g tel que, si 2’ et 2" sont (entre e el b)
dans un intervalle quelconque plus petit que 3, on ait
Lf(2) = fla")] <.

Alors, en prenant les intervalles partiels plus petits que 8, on aura
S—s= (M —ny) (@ —x0)+...+~(M,— m,) (z,— T )<t e(b—a)
Et par conséquent, comme ¢ est aussi petit que 'on veut, la limite
de S — s est nulle.

Il existe des fonctions qui sont intégrables (R) sans étre con-
linues : telle ez’t, par exemple, la fonction égale d o entre o et 4 ct
égale & 1 entre 4 et 1. Mais toutes les foucuuns ne sonl pas inté-
grables (R). Il est nécessaire el suffisant pour qu'une fonction le

soit, que la quantité (S — s) tende vers zéro lors sque les longueurs
des intervalles partiels tendent vers zéro

(") Dansoux, Mémaire sur les fonctions discontinues (Annales de I’Ecole
normale, 1875).
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Il en vésulte que la condition nécessaire et suffisante pour
qu’une fonction bornée f(x) soit intégrable (R) est que la lon-
gueur totale ¢ des intervalles sans parties communes, tels que
dans chacun d’ewr Uoscillation totale soit supérieure ou égale
a un nombre positif arbitraires, tende vers zséro lorsque, e res-
tant fize, les longueurs de chaque intervalle tendent vers
séro. En eflet, quel que soitle mode de division, on aura S —s>z3.
Done & tend vers zére si la fonction est intégrable (R). Récipro-
quement, remarquons que, dans chaque intervalle, loscillation est
plus petite que M — m. D’ou

S —sS(M—m) 3 - 1—o)S(M—m)d+e,

et, lorsque les longueurs des divisions tendent vers zéro, on peut
prendre e, puis & aussi petits que 'on veut, par conséquent (S — )
tend vers zéro

Remarquons que si Voscillation en un point est supérieure ou
égale a2, Voscillation dans un intervalle quelconque contenant
ce point sera aussi supérieure ou égale & =. Donc, I'ensemble E
des points o l'oscillation est supérieure ou égale a = est conlenu
dans I'ensemble E des points des intervalles o 'oscillation est
supéricure ou égale i =, et ceci dans un mode de division quelconque
de 'intervalle [ondamenLdl (les points de division seuls pourraient
avoir une oscillation supérieure a ¢, il n’en résulte pas de diffi-
culté).

Drailleurs Pensemble E/ est fermé (p. 26) et par suite mesu-
vable. Dés lors, si la fonction est intégrable (R), la mesure o' de E
(inférieure & la- mesure ¢ de E qui peut étre rendue aussi petite
que 'on veut) sera nulle. En particulier, Uensemble des discon-
tinuités f(x) (qui est la somme d’une infinité dénombrable
d’ensembles tels que E') sera de mesure nulle. La réciproque est
vraie; voir Lebesgue (loc. cit.), pages 29 et 109.

Généralisation de M. Lebesgue. — Pour obtenir intégrale
de Riemann, on commence par diviser I'intervalle d’intégration
en intervalles partiels et I'on multiplie la longueur de chacun
d’eux par une ordonnée correspondante. M. Lebesgue suil une
marche inverse; il commence par établir des divisions dans Uin-
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tervalle de variation (m, M) de f(z),
Jo= G Y1 Yoy eey Y= M.

Si la fonction ne décroissait jamais de @ a b, les poinls pour
lesquels on a
Yia < flz)<y:
seraient dans un seul intervalle de longueure;. Ceux pour lesquels

on a
S(z) =y

seraient dans un intervalle de longueur ¢ (les quantités e;, e;

peuvent étre nulles). Alors Uintégrale de Riemann serait évidem-

ment la limite des quantités

i=n
\ 5 <
() = ze.-Jwa’,-)n-,
o =0
i=n i=n
(2) s= Zem’i—x + Yeiy
=1 i=0

Cest cette limite que nous prendrons encore comme valeur de
Pintégrale (L) (intégrale de M. Lebesgue) pom“ une calégorie de
fonctions beaucoup plus étendue, en généralisant la signification
des quanlités e;, e

Pour cela, considérons ane fonction f(z)définie pour tous les
potnts d'un ensemble mesurable ¥ et bornée (). Nous dirons
qu'elle est intégrable (L) dans Uensemble E, si I'ensemble F
des points de B tels que :

A< f(#)< B

est mesurable quels que soient A et B et s'il en est de méme de
Uensemble G des points de E tels que

Jlz)=A

quel que sott A, En particulier, I'ensemble F peut étre un inler-

(') Dans tout ce qui suit nous n’avons considéré, pour plus de simplicité, que
des fonctions bornées, Les résultats que nous démontrerons peuvent étre ¢tendus
a certaines fonctions non hornées (voir LEBESGUR, Annali di Matematica, 1902,
p- 239).
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valle (a, b) déterminé. Observons que I'ensemble G est I’ensemble
des points communs aux ensembles IF, tels que

L oy T
A_h <j(‘,r)<_a\—.—;'

Done si les ensembles F sont mesurables quels que soient A et B,
ilen sera de méme des ensembles G. En remplacant les inégalités

b 1 T . - .
précédentes par A — - < f(2)S A+ —» 0n voit aussi que si les

ensembles tels que A £ /()< B sont mesurables, la fonction est
intégrable (L).

Si maintenant m et M sont les limites supéricures de f(z)
dans K et y, 2, « .., ¥,_, des valeurs croissantes intermédiaires,
avec yo=m, y,=DM, nous pourrons appeler e; la mesure de
I'ensemble des points tels que

Vi <J(2) <y
el ¢; la mesure de 'ensemble des points tels que
S(@) =y

Les expressions (1), (2) donneront donc & S et s des valeurs
finies bien déterminées et, en appliquant i ces sommes le raison-
nement employé par M. Darboux pour Iintégrale de Riemann, on
voit que ces deux expressions ont séparément des limites déter-
minées lorsque les longueurs des intervalles y;— 7y, tendent
vers zéro.

D’aillears

e pri— ey e dy,

en appelant e la mesure de 1Y el Ay la plus grande longueur des
intervalles p;— y; ;. Done S — s tend vers zéro avec Ay et par
conséquent les deux limites S et s sont les mémes. Cette limite
commune est U'intégrale de M. Lebesgue,

(L) [ f@)de
A

prise dans Pensemble E. Il est d'aillears manifeste que si deux
ensembles E, E' sont sans points communs et si la fonction est
E. B, 3
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intégrable (L) dans chacun d’eux, elle sera intégrable (L) dans
I’ensemble E 4 E’ et 'on aura

(L)L{;E’frl;r - (L)ﬁfdr'T(mﬁfd.n.

En particulier, si E est I'intervalle de @ & b (au sens large ou
étroit), I'intégrale s'écrira
b
(L) f il
Ya
Enfin, n’oublions pas d’observer que S et s sont tous deux com-

pris entre Me et me.

Pour que l'intégrale de M. Lebesgue soit une généralisation
utile, il faut quelle comprenne P'intégrale de Riemann comme
cas particulier. Nous allons montrer qu’il en est hien ainsi
Lorsqiu’ une fonction est intégrable (R) dans un intervalle (a, b),
elle est intégrable (L) et les valeurs des deux intégrales (R)
et (L) sont les mémes dans cet intervalle.

Eun effet, soit E I'ensemble des points ot 'on a A S f(2)=B.
Soit e 'ensemble des points limites de E n’appartenant pas a B :
les points de e sont des points de discontinuités; ils forment
un ensemble mesurable de mesure nulle puisque la fonclion est
intégrable (R). D’autre part, 'ensemble E e est fermé, et par
suite mesurable. Il en est donc de méme de E.

Dés lors f( ) est intégrable (L) entre a et b.

Divisons (@, b) en intervalles partiels par les points en ordre
croissant

By = Ty e Tty =0

Dans lintervalle (z;_,, z;) (ot les limites de f sont my, M,),

on aura pour les dewr intégrales (R) et (L)

mi(ai—aim) < [ fl@) do < Milwi— i),
Yiey
Do

‘(L)‘/ﬂf(z)d.z:—(ﬂ) /‘J"f(x) (I.L'}<(:1\’1"~—m,-)(ri-~ )
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Or, pour les deux intégrales, on a

¥ &y Te @
[‘ = [ o [ e f .
va S A

e
t Py

Dés lors

| G b
‘(L)(/‘ ./(z)d.r—(ﬂ)/ fla)de <S(‘n‘li—ﬂl,‘)(:r[—-:z-i_,)
< (M —m)s+:(1—0)

en appelant o la longueur totale des intervalles ou loscillation est
supérieure ou égale a e. Puisque la fonction S estintégrable (R)
e o 2 ) =] A d

on peut rendre ¢ et & aussi pelits que 'on veut. Done la diffé-
rence des deux intégrales est nulle.

Il r.esull.c en particulier, de cette démonstration, que toute
onet 7 ntéor i
f./zc ton contunue est intégrable (L), ce qu'on aurait pu voir
directement.

L'intégrale (L) coincide avec I'intéorale ( i
gl ( >.c011101d(,' avec l'intégrale (R) toutes les fois que

cetle dernicre existe, mais Pintégrale (R) peut ne pas exister
alors que I'intégrale (L) existe.
] COI;SIL{CPODS par exemple la fonction S(@) qui est nulle pour
es valeurs rationnelles de 2 e i Sgale 2 ]
o a : ’ ‘L el qlfl est egale a1 pour les autres

eurs. Llle n'est pas intégrable (R) de o 4 1. Car en un point

sl ety 5L 6 3 i i

quelconque 'oscillation est égale 4 1. Mais elle est intégrable (L)
piieees : _ . L)%
Car I’ensemble des points rationnels entre o et 1 (qui est dénom-
brable) est mesurable et sa mesure esl nulle. De méme, I’en
e ~ , & i - i
semble des autres pouwts est mesurable et sa mesure est 1. Done
la fonction a une intégrale (L) qui est égale a |

Nous donnerons d’ailleurs catégori &s 6 '
L _ n':, d’ailleurs des catégories Lrés étendues de fonc-
tons qui sont intégrables (L) sans éire, en général, intégrables(R)

(p- 49)-
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SERIES DE FONCTIONS REELLES.

Considérons une série dont le terme général est une fonction

de z (réelle comme dans tout cet Ouvrage)
wi(@) + wa(@) +. .o Uy () +. ..
et appelons 8, () la somme des n premiers lermes de celle série,

Le premier probléme qui se présente dans U'étude de cetle sévie
est I'étude de sa convergence. Nous ne nous en occuperons pas;
nous ne considérerons que le cas ot 'on sail que cette série con-
verge pour toute valeur de z entre o et 1. La somme est une
fonction de 2 que nous désignerons par f(z). Le second probléme
qui se pose est de chercher les propriétés de 5,(z) qui se con-
servent & la limite lorsque n croit indéfiniment. M. Osgood a fait
remarquer que ce probléme peut souvent se ramener au probléme
général de I'interversion dans la « double limite » (*).

Ainsi, on peut se demander si f(x) est conlinu, lorsque S, (z)
est conslamment conlinu ((:’csL—a‘l—dirc lorsque w, est continu),
Cela revient & chercher si I’égalité

lim { lim S,,(;r)] = lim [ lim S, (» |]
it | e e
est exacle.

De méme, on peut se demander si l'intégrale de f(z) estla
limite de I'intégrale de S, (x). Or cela revient encore & chercher
si I'égalité suivante est exacte

4=p

b—a b—a\
li li —5 :
Ll R
g=0
'/:ﬁ/’/) a b—a
=lim | lim — 8 <cc+{ = )
= ,,:m(;to P = 7=p

(%) Osaoon, Bulletin of the American mathematical Society, noy. 1896, p. 61.
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Celte question de I'interversion des limites se présente d'ailleurs
dans un grand nombre d’autres parties de I'Analyse ; par exemple

dans la dérivation sous le signe f, dans I'expression d’une inté-

grale double sous forme d’intégrales simples, ete.

Avant d'entrer dans Pétade des problémes précédents qui
exigeronl certaines restrictions relatives & la continuité des fonc-
tions 1, (x), nous démontrerons un théoréme trés général qui
suppose seculement que la série considérée est convergente. Dé-

S(@)—S8u(2).

8t la série f(x) est convergente pour toutes les valeurs de
comprises enire o et 1, et st Uon appelle K, I’ensemble des points
pour lesquels |ro(x)| est supéricur & un nombre positife donné,
aussi petit que onveut, la mesure de B, tend vers zéro lorsque n
crott indéfiniment ().

signons par r,(z) le reste de la série : r,(z)

En effet, il nous sulliva de montrer que I'ensemble E, limite
compléte de E, lorsque » croit indéfiniment, a une mesure nulle
(p. 21). Or cela est certain, car E ne comprend aucun point. 3'il
y.avait un point z, dans E, il y aurait une infinité d'ensembles E, ,

E,, ... qui costiendraient 2,; et par conséquent les quantités
[7a ()] |ru(2)l, coos e (@)
restant supérieures i ¢, la série ne serait pas convergenle en &,.
Ce théoréme, par sa généralité, parait susceptible d’un grand
nombre d’applications; nous en donnerons quelques-unes.
Il a été démontré pour la premiére fois par M. Arzela dans un
cas particulier (2).

Continuité de la série.

Supposons maintenant que les fonctions u, (z) soient des fonc-
tions continues dans un intervalle (@, b) o la série est conver-

(') Dans les applications, I'ensemble E_ sera toujours mesurable. Cgpendant,
on peut se passer de cette remarque, en remplagant dans Pénoncé pré@c’dvnl la
mesure de E, par la limite supérieure des mesures des ensembles mesurables
contenus dans K .

(*) Mémoires de Bologne, 18gg.
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gente. Il n’est nullement évideql, que la somme /() doit éire
elle-méme continue (comme le montre bien notre interprétalion
par la double limite). ;

Remarquons quil est tout aussi général de se donner une série
par la somme de ses n premiers lermes S,l(x) que par le terme
général w,(z). Car une série que]conque peut s’éerive sous la
forme

S,+(S?—S|)—;A...+(S,,—S,,_,)—i—...

et par conséquent ce n'est pas construire une série d'une facon
vraiment artificielle que de la donner en choisissant S, au lieu
de uy,.
Cette remarque faite, il suffit de prendre :
=L
Su(w)= a¥—1
pour voir que la série ainsi définie est convergenle pour toule
valeur finie de 2 el que ses termes sont des fonclions conlinues
de x. Cependant la somme dec la série est 1 lorsque 2 > o,
o lorsque 2 = o, — 1 lorsque 2 < o.
La question s'est donc posée de rechercher a quelles conditions

la continuité des termes d’une série convergenle entraine la conli-
nuité de la somme.

Convergence uniforme.

Un premier pas fut fait dans cette voie par Uintroduction de la
notion de convergence uniforme (e

Nous dirons (2) qu’une série quelconque f(x) est uniformé-
ment convergente dans lintervalle (@, b), si, & toul nombre
posilif = donné a 'avance, aussi petit qae Pon veut, on peut faire
correspondre unnombre N tel que I'inégalité n > N entraine dans
towt Uintervalle (a, b),

|ralE)| < &:

(') Voir Svoxes, Mathematical and physical papers. Cambridge, 1840,
p. 236-288, et aussi Seidel et Lejeune-Dirichlet dans la collection : Ostwald's
Klassiker, n° 116. Stokes et Seidel paraissent avoir élucidé en méme temps cette
question, indépendamment Pun de lautre.

(*) Voir Tanxeny, Fonctions d’une variable. 1880, note de la page 366.
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Remarquons d’abord que la série f(x) sera convergenle

dans (e, b). Jedis de plus que la continuité des termes entrai-

nera celle de la somme. En ellet, si 2’ et 2" sont entre a et b, on
aura

() LA —f@)] E[Sula) — Sal@)] + [rul@)] + | rala”)]

et si 'on prend pour n un nombre fize supérieur a N, la fone-
tion S, () est une fonclion continue entre a et b; donc on peut
prendre un nombre o tel que pour

|#'—a"| L a
on ait
|Sp(2')— Sp(a")| <e.

D’ou

() — fla")] <3

Au contraire, supposons seulement que la série soit conver-
gente entre a et b. A tout nombre 2z compris entre @ clvb on
pourra faire correspondre un nombre N tel c.[nc n> N en-
traine |75, ()] <C =, Le nombre N sera bien déterminé pour chaque
valeur de z, si I'on prend toujours pour N le plus petit nombre
entier possible. On voit alors qu'il revient au méme de (JI.I'B que
la série est uniformément convergente entre @ et b ou de dire que
la fonction N(z) que nous venons de définir est (pour chaque
valear de ¢) bornée dans cet intervalle. ‘ ;

Si nous supposons de plus que les termes de f(2) solent con-
tinus, il résulte de ce qui précéde que, dans le voisinage d'un point
de discontinuité z; de f(2), la fonction N(z) a une limite supé-
rieure infinie pour une valeur suflisamment petite o donnée a e.
On peut méme préciser ce résultat : si Loscillation w(x) au
point z, est supéricure & un nombre positif b, on peut prendre

b

2 =~
pour s le nombre ©- En effel, supposons qu’en prenant pour ¢ le

nombre &, Ia fonction N(z) reste inférieure & un nombre entier n
2

dans un intervalle assez petit (@, —h, = h). On 1)011}‘1‘;|it
prendre un intervalle encore plus petit (xl'_‘./h.y .x‘f*— /lq). ot
I'oscillation de la fonction continue S,(z) serait inférieure & un
nombre quelconque positif donné, par exemple : w(z)—b—mn.
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Et alors inégalité (1) montre que 'on aurait dans cet inlervalle
[f(&") —S(2")| < w(z) —n,

ce qui esl manifestement impossible (p. 27).

La condition de convergence uniforme d'une série de fonctions
conlinues n'est pas nécessaire pour la continuité de la série.
M. Bendixson (') en donne I'exemple trés général suivant. Consi-
dérons une série convergenle el i lermes continus entre « et b,
mais non uniformément convergente, et soit r,(x) le reste. La
série

Pp— P Py — Fa i
converge vers séro entre @ et b, mais elle n’y converge pas uni-
formément.

Pour obtenir une condition nécessaire et suffisante, il faudrait
donc donner une définition de la convergence uniforme moins
serrée, pour ainsi dire, que celle que nous avons donnée.

M. Dini (%) a réalisé ce but en partic au moyen de ce qu'il
appelle la convergence uniforme simple.

On dira qu'une série a une convergence uniforme simple entre
@ et b, si : 1° la série reste convergente dans cet intervalle;
2" pour tout nombre positif ¢ aussi petit que 'on veut et pour
tout nombre entier N aussi grand que 'on veut, il existe un
nombre entier 72N tel que 'on ait

()] < 5y

pour tous les points de Uintervalle («, b).
Cette définition comprend comme cas particulier la définition

ordinaire de la convergence uniforme. Par conséquent, M. Dini a

étendu les résultats précédents lorsqu’il a démontré que, si une
série a termes continus a une convergence uniforme simple,
elle est continue.

Ainsi le dernier exemple que nous avons donné est une série

() Voir BeNpixsoN, Sur la convergence uniforme des séries, Ofversigt of.
Kongl. Vetenskaps-Akademiens Forhandlingar, 1897, n® 10, Stockholm.

(*) Dint, Fundamenti per la teorica delle Funzioni di variabili reali, Pise,
1878, p. 103.
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qui a une convergence uniforme simple, car les restes de rangs
impairs sont nuls.

Mais cette exlension n’est pas encore suffisante. M. Bendixson
(loc. cit.) donne en effet des exemples de séries convergenles, i
termes continus, dont la convergence n’est pas une convergence
uniforme simple et qui définissent pourtant des fonclions con-
tinues ().

Ainsi, considérons la série telle que

n(t—a)
1+n(1—a&)

Si(e) =2 —1+

Les termes sont conlinus lorsque x reste compris entre o et 1 (el
elle converge vers zéro, méme pour x = 1. Pourlant sa conver-

. i §
gence n'est pas uniforme, car pour £z =1— > o0na

Iratedl = I8t =| (1= %)

Par suite, pour tout nombre 7, il existe un nombre z pour lequel
|7 ()| est supérieur & un nombre positif fixe.

CORV{Z!‘C‘(BIIC[" quasi-un LfOI'IHI_?.

Clest M. Arzela qui est parvenu le premier a la condition
nécessaive et suffisante cherchée. 1l lobtient au moyen de ce que
nous appellerons la convergence quasi-uniforme (*) qui est une
nouvelle extension de la convergence uniforme ordinaire.

Nous dirons qu’une série converge quast-uniformément entre
@ et b si:1° la série converge entre a et b; 2° on peut faire
correspondre & tout nombre = positif aussi petit que lon veut
et & tout nombre N ausst grand que Uon veut, un nombre fint,
N'2N, tel que, pour chague valeur de x comprise entre a ct b,
il existe un entier ny compris enire Net N, et tel que Uon ait :

| Pun(@)] < 5

(') Voir aussi Jornan, Cours d’Analyse, 2° édition, t. I, p. 315, :

(*) M. Arzela l'appelle convergence uniforme a traits (a tratti). Cette déno-
mination se rattache & lu représentation géométrique dont M. Arzela fait grand
usage (Mémoires de Bologne, 1899).
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Nous allons maintenant démontrer le théoréme qui résout com-
plétement la question de la continuité. Ce théoréme a été obtenu
par M. Arzela par une méthode assez compliquée, Mais, comme
il arrive bien souvent, une proposition qui a été oblenue au prix
de grands efforts peut, quand son énoncé est connu, étre démon-
teée trés simplement.

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une série a
termes continus entre a et b représente une fonction continue
dans cet intervalle est qielle y converge quasi-uniformément.

La condition est suffisante. En ellet, d’abord la série est con-
vergenle entre @ et b; soient f(z) sa somme et 2’ un point quel-
conque entre @ el b. On peut déterminer un nombre N tel que
I'inégalité n > N entraine

[Pl <

Mais, puisque la série est quasi-uniformément convergente
entre @ et b, on peut faire correspondre i et N un nomhre N> N,
tel que, pour loute valeur de 2 comprise entre a el b, il existe un
nombre 7. compris entre N et N' pour lequel

[7a. ()| <

d

Or, quel que soit , n,> N, done

|"n‘.-("7")l =

3

Drautre part, il est possible de déterminer un nombre hp, tel
o ;
que U'inégalité [2' — 2"| << hp entraine

|8nap(a’) — Snap(2")] <

wilm

Donc, si « est le plus petit des nombres
fyy  hy, SRR T

(dontil y a un nombre fing), on aura sirement

1S (@) — Sp(a”)| < 2

Ly 2 ¢ 2
pour |z’ — & | < «, puisque ;e est compris entre N et N,
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Et comme on aura

s Nrasl@d< 2

|70 (@")] < '?:'

on voit que

|f(a") — f(a)] <= pour

Donc la fonction £ est continue en un point arbitraire ' de I'in-
tervalle.

Réciproquement, supposons la série convergente et sa somme
continue (ainsi que ses termes) entre @ et b. Soil z' un point
compris entre @ et b, on peut déterminer / tel que Pon ait

) — flah)] < -

[74¢

pour [z — &'| < /. Mais soit N un nombre donné aussi grand que
I'on veut; on peut déterminer un nombre n >N de facon que
I'on ait
.. :
[ra(@)] < 5
Le nombre 2 élant ainsi choisi, la fonclion S,(2) est continue ct
Pon peut déterminer Z, tel que I'on ait

[Sp(z) — Sulz")] <

VAN

7:- pour |le —a'| < e
Or
|7al@)| 2] fl@) — f(@)] +Su(e) — Su(z)] +|raa")]-

Dés lors, si e est le plus petit des nombres /i et /iy, on a
etz <5 pour |z —a'| < a,

n élant un nombre fixe supéricur a N.

Il suffit pour le raisonnement précédent que f(x) soil continu
au point x'. Mais, puisque f(x) est continu de a a b, on pourra
déterminer pour chaque point « de cet intervalle un nombre n >N,
et un intervalle partiel ayant ce point pour milieu tel que |rq(z)]
reste inféricur a ¢ dans cet intervalle partiel. Alors, toul point
de (@, b) est intériear au sens étroit & I'un de ces intervalles par-
tiels; on peutdonc (p. g) trouver un nombre fini de ces intervalles :

(wo—ap e+ i) - (i=1, .0y p)
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qui jouissent de cette propriété. Par conséquent, & lout point 2
de (@, b) on peut faire correspondre un entier 7, tel que l'on ait

| 7ug ()] < e

Et les nombres n, sont pris parmi les nombres 7, on peut
donc déterminer un nombre N’ (le plus grand des entiers r,,, qui
sont en nombre limité p) tel que n; resle compris entre N et N/,

On peut donner, de cette réciproque, une démonstration un
peu différente, La série étant convergenle entre a et b, on peut
faive correspondre a chaque nombre = compris entre @ et b, un
entier n, supérieur & un nombre fixe donné N indépendant de 7,
tel que

|7 (@) | < &

Et Ie nombre 7, sera une fonction bien délerminée de z, si 'on
prend pour n, le plus petit entier possible supérieur & N satisfai-
sant & cetle condition, Je dis que celle fonction est bornée supé-
rienrement. En eflet, s'il n’en élait pas ainsi entre a et &, la fonc-
Lion 7, ne serait pas non plus bornée dans 1'an des deux intervalles
moitiés, ni dans I'un des intervalles moitiés de celui-la, et ainsi de
suite. On formera ainsi des intervalles (ap, bp) emboités les uns
dans les autres et dont la longueur tend vers zéro. Ils ont done
pour limite un certain point & de I'intervalle (a, b). Or nous avons
vu, dans la premiére partie de la démonstration précédente, qu’on
pourrait déterminer 4 et n, > N tels que

[ (2)] <

! b s = 0 : i
dans lintervalle § — £, £ 4+ /. Mais si petit que soit /, on pourra
prendre p assez grand pour que (a,, bp) soit contenu entre £ — £

£ Zay ” z :
et ¢+ A, et alors dans intervalle (ap, bp) la fonclion n, serait
bornée supérieurement (naZny), cequi améne une contradiction.

On peut vérifier sur Pexemple que nous avons donné d’une
scrie convergente a Lermes continus dont la somme n’est pas con-
linue que cetle série n’est pas quasi-uniformément convergente.

Nous avions PLISES et s pour 2 > o, le reste est 1 — 2.
Dans Uintervalle (o, 1), si 'on veut que ce resle soil inférieur a e,
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il faudra que I'on ait

“par conséquent la valeur minimum de 7 ne sera pas bornée supé-

rieurement dans cet intervalle.

Les considérations qui précédent s'étendent immédiatement
aux séries de fonctions de plusieurs variables. Ainsi la condi-
tion nécessaire et suffisante pour quune série de fonctions de
plusieurs variables continues par rapport a leur ensemble
dans un domaine fermé D ait pour somme une fonction con-
tinue dans D est que la série converge quasi-uniformément
dans D. Cela veut dire qu'on peut faire correspondre & un nombre
enticr N el & un nombre positif ¢, un nombre entier N'ZN tel que
Pon ait en tout point Ade D : |7, [<e, n, élant an certain nom]_)rc
entier déterminé par A et compris entre N et N', La démonslration

est la méme que celle que nous avons donnée.

Intégration des séries.

Deux problémes sc posent Lout d’abord, quand on veut inté-
grer une fonclion représentée par une série 1 1° En supposant la
série convergenle el a Lermes intégrables entre o et 1, la somme
sera-t-elle aussi intégrable? 2° Si la somme et les termes de la

ol & A & s 4 . 0 Q SO .
série sont intégrables, est-ce que lml,egmle.dc la somme sera la
somme des intégrales des termes? Le premier probleme a deux
solutions différentes selon que l'on se place au point de vue de
Riemann ou a celui de M. Lebesgue. Mais il suffira évidemment
de résoudre le second probléme au sens de M. Lebesgue pour en
obtenir la solution au sens de Riemann comme cas particulier.

M. Arzela (') a montré que la condition nécessaire et suffi-
sante pour que la somme f(z) d’une série convergente de a

(') AnzeLa, Mémoires de U Académie royale des Sciences de Ulnstitut de

Bologne, 27 mai 1900.

557
rd
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a b et dont les termes w, sont intégrables (R) de o @ 1, sou
intégrable (R) de o a 1 est que la série ait une convergence
quasi-uniforme ex cENERAL entre o el 1.

Cette derniére expression a la signification suivante : 1° la
série f() est convergenle entre o et 1 el sa somme est bornée;
2° élant donnés les nombres 8, ¢, N, on peut déterminer entre «
et b des intervalles 1 en nombre fini et sans partie commune, de
longueur totale supérieure & 1 — 5, tels que 'on ait ]1‘,,[(1!)[ =&
lorsque @ appartient & un intervalle I, le nombre entier 7y (con-
stant dans un intervalle I) restant supériear a N (e

Suapposons ces conditions vérifides et que les termes de la série
soient intégrables (R). Dans tous les intervalles T en nombre i

on aura
) — Sy (@) <ej
|S(z) — Sy (@)

par suite, l'oscillation de f(x) dans I sera au plus égale a
augmenté de loscillation de S,,I. Or, dans l'intervalle i S,,,I est

intégrable (R); on peat donc y former un nombre fini d’inter—

valles J, sans partic commune, de longueur totale inférieure 3 2

et en dehors desquels U'oscillation de 5,,l est inlérieure i =. Appe-
lons K les intervalles sans parties communes intérieurs aux I et
extérieurs aux J; dans ces intervalles, Poscillation de f(x) sera
inférieure @ 3z, Mais la longueur totale des K entre o et 1 est
i

supérieure 4 1 — 8 — p ; =1—20. Dés lors, on aura pu diviser
le segment (o, 1) en intervalles tels que la longueur totale de ceux
ott l'oscillation surpasse 3¢ soit inférieure 4 28. Comme = ot 3
peuvent étre pris aussi petits que Pon veut, la fonction bornée f( )
est intégrable (R) entre o et 1.

Réciproquement, admettons que f(z) soit intégrable (R), ainsi
queles termes de la série (supposée convergente deo a 1). Soient,
d’autre part, Fl’ensemble des points oi /() est conlinu, E, I'en-
semble des points ot S, (2) est continu, E ensemble limite com-

(') La série scrait quasi-uniformément conyergenle si cette condition élait
réalisée pour des intervalles I en nombre fini sans parties communes gui rem-
plissent tout le segment (o, 1),

s
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plet des E;. Les ensembles E, et I ont pour mesures 1 (p. 31),
il en est donc de méme pour I (p. 21). Or on a

F =(E, F) +[C(E), F].

Les deux ensembles du second membre n’ont pas de point com-
mun; donc
mesure(E, F) = mesure F — mesure[C(E), F].

Or Pensemble [F, C(E)] est contenu dans G(E) dont la mesure
est nulle. Par suite, la mesure de I'ensemble G des points com-
muns i B et F est égale & 1 — o =1. Ceci élant, soit 2/ un point
de G, il est contenu dans une infinité d’ensembles E, : E,,
B e

; Tea Ly
Or on peut délerminer un nombre ¢ tel que I'inégalité ne > q

[ o

entraine |7, (2')|<C - Soit maintenant un nombre N donné a
J

I'ayance; prenons parmi les nombres 7y, ns, ..., qui croissent
indéfiniment, un nombre déterminé n supéricur & ¢ et N. On

aura

>IN

@i o

|"u(-t'_)|<

. s | Do

De plus, 2’ sera commun aux deux ensembles E, et F. Par con-
séquent, on pourra déterminer un nombre /£ tel que I'inéga-
lité |z — /| < & entraine

/(@) —fa)]< 5

el

|8n(2) —Su(z")| <

ol o

Dot

[l‘,;(.’l’fi)] l(.‘z'l)]"'l./‘(r)—A/I(x,)]"'lsh(m,) = SH(‘T)]< E.

Ainsi tout point #’ de Pensemble G est intérieur au sens étroit
4 un intervalle I pour lequel il existe un nombre 7 tel que U'on ait
en tout point de I'intervalle L

[ea ()| < s

Or I'ensemble complémentaire G(G) ayant une mesure nulle,
ses points pourront élre tous enfermés au sens étroit dans des
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intervalles J sans point commun de longueur totale inférieure
a7 ('). Alors tous les points du segment peuvent étre enfermés
au sens étroit chacun dans un intervalle T ou J. Par suite, on peut
en trouver un nombre fini qui les contiennent tous au sens
érroitiliy Tt oai il osi D vonas ilgs

Les points qui ne sont pas inlérieurs au sens étroil a 'un des
intervalles J forment un ensemble G, intérieur & G et de mesure
supérieare a 1—7, lls sont tous contenus dans I, I,, ..., 17
qu’on peul supposer sans point commun el compris entre o et 1,
intervalles qui auront une longueur totale supérieure & 1 — 7. Or,
a chacun d’eux, [, correspond un nombre entier 7,> N tel que
pour tout point de I, on ait

|7y (@) < e

Comme ¢, n et N sont arbitraires, la série a une convergence

quasi-uniforme en général, entre o et 1.

La résolution du probléme que nous venons de traiter est bien
plus simple si 'on se place au point de vue de M. Lebesgue.

Si Pon considére une série de fonctions bornées inté-
grables (1) : wyy wy, .., dont la somme f(x) est concergente
entre a et b, cette somme supposée bornée est aussi inté-
grable (L),

I’ensemble des points E tels que 'on ait

AZf(z)<B

est compris dans I'ensemble limite restreint I, des ensembles E,
des points tels que

A—Los (m)y<=Ba
P iz
p nombre entier fixe.

Cet ensemble Fj, est mesurable et I’ensemble E est évidemment
Pensemble des points communs aux ensembles Fy, Iy, ..., Bl
Donc E est mesarable quels que soient A et B; par conséquent,
S(2) est intégrable (L).

La proposition que nous venons de démontrer peut s'énoncer
ainsi : Toute fonction bornée f(z), limite de fonctions bornées
intégrables (L) est elle-méme intégrable (L). Sous cette forme,

(') Voir par exemple Lenrsaus, Annali di Matematica, 1go2, p. 237.
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elle nous fait connaitre des champs de plus en plus étendus de
fonctions intégrables (L); par exemple,” toute fonction hornée
limite de fonctions continues est intégrable (L).

Si une série de fonctions bornées intégrables (1.) est con-
vergenie de a a b et si lon a |ry(@)|<<M quels que soient
Uentier n et abscisse x dans (@, 0), la série des intégrales (L)
des termes est aussi convergente et sa somme est Uintégrale (1)
de f(x).

En effet, on a f=S, + R, ; or il est facile de voir que la somme
des intégrales (L) de deux fonctions est égale a I'intégrale (L) de
leur somme. Donc

A b b - b b
(L) [ Sf(z)dz— (L) [ wyde —...— (L) f e dw =(L) [ P,
Ju S v i
Or, puisque la série w ... est convergente de @ & b Uen-

semble E des points tels que [r,(2)] soit supérieur a ¢ a une
mesure 3, qui Llend vers zéro avec 2. Et ’on a

b
f rde= [1',, dz + [ vy
=k v Ja i <G
d’ott
b
f radel < Moy+c(b—a),
1~

M étant supérieurde ¢ a & ala fonclion hornée |72 ()] quel que
soit n. Comme on peut prendre = et o, aussi petits que l'on veut
lorsque n croit indéfiniment, la proposition est démontrée.

Dans I'énoncé du théoréme, on peut remplacer Uintervalle (a, b)
par un ensemble mesurable quelconque E, la démonstration sera
enti¢rement analogue.

Le théoréme est encore vrai, si lon prend Pintégrale de Rie-
mann (') au lieu de lintégrale de M. Lebesgue, d’aprés notre
remarque (p. 34), a condition que la somme de la série soit inté-

arable (RY).

(') Le cas ot les fonctions £ et f, sonl conlinues avait été éja obtenu par
M. Osgood (American Journal, 1894 ).
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REPRESENTATION DES FONCTIONS CONTINUES
PAR DES SERIES DE POLYNOMES.

THEOREME FONDAMENTAL DE WEIERSTRASS.

Une fonction continue quelconque peut étre représentée par
une série de polynomes. Telle est la proposition fondamentale
qui a été établie par Weierstrass (). Diverses démonstrations en
ont été données; elles peuvent Loutes se ranger en deux catégories.
Les unes, comme celles de Weierstrass et de MM. Picard (2),
Lerch (*) et Volterra (), font appel & des notions d’un caractére
transcendant; les autres, comme celles de M. Lebesgue (7) et de
M. Mittag-Leffler (¢), sont d’une nature tout élémentaire et peu-
vent étre rattachées a un important Mémoire de M. Runge (7).

Toutes les méthodes dont nous venons de parler condnisent au
résultat suivant : £'rant donnée une fonction f( ) continue dans
lintervalle (a, b), extrémités comprises, on peut trouver un
polynome P(x) tel que 'on ait dans tout cet intervalle :

Lf(@)—P(@)| <=

e étant un nombre positif, donné & U avance, ausst petit que lon
veut.

(') WEIERSTRASS, Berliner Sitzungsberichte, 1885.

(*) PreArp, Traité d’ Analyse, t. 1, p. 258,

(*) Lercu, Rozpravy ceské Akademie (2° classe) t. I, n° 33 (18g2) et t. II,
n® 9 (1893). Je ne connais ces Mémoires de M. Lerch que par la citation qu'il en
fait lui-méme dans son Mémoire : Sur wun point de la théorie des fonctions

éncratrices d’Abel (Acta Mathematica, t. XXVII, p. 339), ou se lrouve aussi
une démonstration du théoréme de Weicrstrass au moyen de séries trigonomé-
triques.

(') VoLrERRA, Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 1897, p. 83.

(%) Leseseus, Bulletin des Sciences matheématiques, 1898, p. 278.

(%) Mirraa-LEFrLER, Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 1goo.

(") Runae, Acta mathematica, 1885, p. 387.
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Supposons, pour le moment, celte proposition établie et appe-
lons Py(2) le polynome qui correspondrait & la valeur;‘z de .
Py(z) sera la somme des n premiers termes de la série de po-
lynomes :

(S) Py (Pa—Py) 4.t (Pp—Puy)+....

Et l'on aura ['f(zf)—P,,(z)]<e, pour toutes les valeurs
de x comprises dans Uintervalle (a, b). Done la série S con-
verge uniformément vers [f(x)dans cet intervalle.

Elle converge méme absolument dans cet intervalle, car on a

|Pp—Pupy| < [Py —flx)| -+ W) — P < ','Sz

Cherchons i étendre ce résultat au cas ou Uintervalle que l'on
considére comprend toute la droite.
Nous supposons que /() soil continu pour toute valeur réelle
) 2 ST
dez. D’aprés ce qui précéde, on pourra trouver un polynome Qu(x),
tel que on ait dans Uintervalle (- a,, + )i

/(=) — Qu ()| -

Z
@ny by croissant indéfiniment avec 7.
Alors la série
Qi+(Q2— Q1)+ (Q3— Qa) +....+ (Qu — Quy ) e

converge ABSOLUMENT vers f(a) pour toute valeur de z.

Mais, en général, elle ne converge pas uniformément sur toute
la droite. Tout ce qu’on peut dire, ¢’est qu’elle converge unifor-
mément dans tout intervalle fini.

Méthode de Welerstrass. — La démonstration de Weierstrass
est trés simple et le principe en est utile dans bien d’autres ques-
tions. Elle repose sur le calcul bien connu de Pintégrale

e
/ et el

Y m

(Mais on pourrait refaire le raisonnement de Weierstrass avee une
autre intégrale jouissant de propriéiés analogues.) Cette intégrale

aunsens etsa valeur est \/=. Il en résulte, en particulier, que, étant
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donné le nombre positif w, on peut Loujours Lrouver un nombre A
tel que l'on ait ;

+ @
e—tdt<w

pour @ > A.
Nous allons d’abord montrer que I'on a

Slz) = limd (2, &)
k=0

avec
n—r\?
)

g

oy =

itz k) = /‘ (uwye ™ * 7 du,
bz, k) B J

k étant un nombre positif el f(x) une fonction bornée uniformé-
ment conlinue pour loules les valeurs de 2; nous désignerons pav
M sa limite supérieure.

En ellet, soit 7 un nombre positif quelconque. On aura

et e A X—lt

ky/m(a, /.~)=[ i

—h el V—=

ou, en posant & =& - kt,

i
5 i
VEb(a, k) = / . Jle-+ kt)e=tdt

k

L

[
e -5
= fla 4+ ktye="dt+ / fla—+ kt)ye"dt.
Jh AL
; =
La premicre intégrale peut s'éerive
o
R fi ooy S
fla+h0y) [‘ c""u(:f(:n'—‘.—h.f)l)k\/:——‘zj c—“dl),
: Aok i
T 7 ;
en désignant par f, un nombre compris cntre — I et~ 1.

De méme, on a

S

4w 4%
[ S+ ktye—t*de = 0, M /; e—tdt,
& 3

-4 s
f‘ Jlo+ ktye—tde = 0,0 [‘ e—t*dt
2ol h
k
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avee [0:] <1, [0y] < 1. O, pour% > A,ona

U
/ e Pdt <w
J
u
et, d'autre part, on a

[flw+0h) = fl@)] <o
pour hi<<a.

. I
En résumé, pour <z et k<< - 0na
) 1 A

VEb(a, k)= [f(z)+ 0] (V- 200w) 420 M,

les nombres B, §, 8" restant compris entre — 1 et =+ 1.
O“
20" M

— 20

Yy k) — fl@) = (0 -

ou enfin, en supposant © <1,

AN
|G, k) —flz)| < 3o 2 Ve,
S

=

Le nombre # peut étre déterminé indépendamment de & puisque
(@) est uniformément continu pour toutes les valeurs de z. Par
conséquent, sin désigne un nombre aussi petit que Ton veul, on

un nombre o, tel que

I'l(‘!l)t trouver en preuant W=
3+

N
'on ait
|Y(z, k) —f(2)]| <m,

- . o &
quel que soit z, pourvu que lon aitk << <+
E
Autrement dit, (2, &) tend uniformément vers f(z) lorsque
/ tend vers zéro.
Maintenant, considérons lintégrale 4(z, k); je dis que clest
une fonction entiére de 2. En effet, posons 5 = £ 4 {7, on aura

" :
—£

=42 = 2 o ER
bz, k)= ZT:L{_‘,, Sluw) [cusl(Jk—E)thz (F ) du
(—§\2
r]r;(T) dug,

4 [wf(u)[sinl“'

V=




59 CHAPITRE 1V.
Les deux intégrales sont celles qu’on obtient en remplagant
dans 4(x, k) la fonetion f(wu) par la fonction
; £ . r
e o —E)n . o(uw—E)
_/(u)cnsfr—/ff‘ on  f(u)sin 2l
3
Ces denx derniéres fonclions sont bornées et uniformément

continues quel que soit «. Par conséquent, b(z, k) est une fonc-
tion finie et bien déterminée de & et de 4. On verrait facilement
qu'il en est de méme de ses dérivées en £ et 7 qui vérifient les
relations de Cauchy; en définitive, (s, &) est une fonction
entiere de z. Par suite, on peut dcrire

W@y kY= Cot CroCoz?ap . oa-Coatt ..,

les quantités Cy= d(o, k), C,=14¢/(o, k), .. élant évidemment
réelles avec k. Le second membre est une série uniformément
convergenle dans toute région finie du plan; donc on peut prendre
un nombre 72 tel qu’en posant

Pz = Cy+ Gz +...+C,azn,
on ait

|4z, k) — Plz)| < ©
2

pour toute valeur de 2 comprise dans un intervalle quelconque
donné d’avance. Et siT'on a pris, comme il est possible, £ assex
petit pour que Lon ail, quel que soit « entre les limites précé-
demment fixées,
42, B) —fl=)] < 2
on aura
[ P(2) — fla)| <e

pour loute valeur de &, comprise dans Pintervalle donné.

Alors, soit o(z) une fonction continue dans U'intervalle (a, b);
si 'on prend pour f(2) une fonction égale a o(x) enlre @ et b et
égale d p(a) pour z<a el a o(b) pour 22 b, la fonction f(x) sera
bornée et uniformément continue quel que soit @. On pourra

done lui appliquer la méthode précédente et 'on aura un po-
lynome P(z), tel que
[P(z)—o(2)| <=

entre @ et 6. Nous avons ainsi atleint nolre but.
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Si la fonction f(x) est bornée et uniformément continue quf:l

que soit x, la méthode méme de Weilerstrass pcrm[?l de lla repré-

senter par une série de polynomes qui converge uniformément et
absolument dans tout intervalle fini. Cest la série

Py (P, — P (P P o

ot on a, quel que soit x entre — n el +n:

1
lpn(-z')—‘f(‘r)i <'E§‘

AUTRES DEMONSTRATIONS.

Vu Pimportance du théoréme fondamental, nous allons en faire
connaitre plusieurs démonstrations, a certains égards plus simples
que celle de Weierstrass.

Nous ne donnerons pas la méthode de M. Picard (reposant sur
I'emploi des séries trigonométriques), qui se trouye exposée dans
son Traité d’ Analyse.

Les méthodes que nous allons développer sont fondées sur
I'emploi de lignes polygonales comme courbes approchées de la

courbe continue y = f(x).
Soit f(«) une fonction continue de « i b; on peut lrouver un
!

nombre 3, tel que I'inégalité |z’ — 2”[ <8, entraine
|f(2') = fla")] < i

Considérons une division de intervalle (@, 0) en intervalles

partiels, tous plus petits que 8, séparés par les points
=, Ly Siom g Lnts Zp=10.

Puis inserivons dans la courbe y = f(«) une ligne polygonale
dont les cotés se projetient sur Oz suivant ces }nter\valles. Cette
ligne polygonale représentera une fonction continue y = ‘o(x)
La valeur de ¢(x) est égale & f(z) aux points de dlvmlon.;
lorsque  est compris dans Uintervalle (2, i), o(x) est compris
entre f(z; ) et f(z:) et f(x) entre

Al

fleed—7 & fla-
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ou entre

I w

i) ==

et Slaimg)+

o @

Dés lors, on a entre z; et &; 4

1f (@) — s (2)] <

et, comme ¢ est indépendant de Pintervalle partiel considéré,
cette inégalité a lieu partout entre @ et &. Il nous suffira mainte-
nant de trouver un polynome P(z) tel que I'on ait

2 (z)— P(a)| < =

entre @ et b, pour atteindre notre but qui est de vérifier par un
polynome P I'inégalité

|f(2)—P(z)] < =, pour aZ=

Les méthodes que nous allons exposer ont précisément pour but
de déterminer un polynome P(z) tel que la courbe y = P(x)
approche autant que I'on veut d’une ligne polygonale donnée.

Méthode de M. Volterra. — Onsait (') qu'une fonction pério-
dique quelconque g(a), (de période 2w) peut étre développée
en série de Fourier

n=-+w

; T TR
(1) g(x) = ay—+ E [a,, cos ~+~ by sin
W (0}

»=

qui converge uniformément quel que soit z, pourvu que cette
fonction soit continue et qu’elle n’ait qu’un nombre fini de maxima
et de minima dans un intervalle d’une période. 5

M. Volterra (*) applique ce résultat & la fonction y—=glz)
obtenue de la maniére suivante. Soit y = d

. ) Péquation de la
ligne polygonale donnée qui n’est définie qu’entre @ et &. On peut
ajouter un colé i cette ligne polygonale de fagon que les ordon-
nées des sommets exirémes (en @ par exemple et en ¢ extérieur
a ab) soient les mémes. Ceci fait, nous prendrons pour fonc-

(') Poir par exemple : Picanp, 7raité d’Analyse, t. 1, p. 224 el 23q.
(*) Voir aussi Lenan, Acta mathematica, t. XXVII.
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tion g(z) la fonction telle que I'équation 3 = g(z) représente
la ligne polygonale que nous venons de former et toutes celles
que 'on obtient & partir de celle-ci par une translation parallele
a Oz et égaledn(c—a)(n entier positif ou négatif quelconque).
La fonction g(2) coincidera avec ¢ (&) entre a et bj elle sera de
plus uniforme, continue et périodique. Soit 2w=_(c—a), la
période. On pourra appliquer la formule (1) et en particulier
prendre p assez grand pour que 'on ait entre a et b

‘ - oa=p
() [ BTG nw c
o(x)—| ay—+ E (a cos- —+ by sin =
2 ) L \ o w s w 2
n=1

nwTar . nNTT

, sin sont des foneclions entiéres

Les expressions cos 5

de a; on peut donc prendre dans leurs développements suivant
les puissances croissantes de 2 un nombre de termes assez grand
pour que les polynomes obtenus en different aussi peu que l'on
veut, Par conséquent, puisqu'il n’entre dans notre inégalité qu'un
nombre fini p de ces expressions, on pourra lrouver un po-
lynome P () tel que 'on ait,

n=p
[ nwY LTS

Aok (a,, cos 4+ b, sin=—=
\ w o

n=1

‘Et, puisque g(z)=92(x) entre a et b, on aura dans cet inter-

valle
|o(z) —P(2)| <=
Nous avons démontré en passant qu’on peut 1‘eprésenter une
ligne polygonale (et par conséquent une fonction continue quel-
ek iy
conque) au moyen d’une suite finie de Fourier

n=p

=
g+ } l.a,L cos

=1

nwr

~ Dy, sin

[0}

avec une approximation donnée a Pavance dans un intervalle fini
déterminé.

Méthodes élémentaires. — Soient .

To= Ay X1y, Tay «.xy Ln—ty By="0
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les abscisses des sommets de la ligne polygonale y = o(a). o)
est une certaine [onction continue et uniforme entre @ et b, dont
on peut écrire ainsi ’expression
i=n
(@) = 91(2) + ¥ [9ee1(2) — gi(2) Ja(w — 22),

i=1

en désignant par ¢;(z) la fonction du premier degré qui coincide
avec o(x) entre x;_, et x; et par «(x) une fonction égale a o
pour & >0, & 1 pour # <C 0 et finie pour 2 = 0. On a

9i(2) = yi-
wii—1

Supposons que I'on ait pu former une fonction continue B(x)
quiapproche de a.(z) autant que 'on veut sauf peut-étre pour 2 = o
ot elle reste finie. Alors la fonction continue U(z) obtenue en
remplacant dans I'expression de o(z), a(x — z;) par (:1(1 — ),
différera aussi peu que Ion veut de o(x). Bt si la fonction B(z) a
une forme analytique simple, il en sera de méme de Y(z). Seule-
ment, pour que ce raisonnement soit exact, il fandrait que l'on edit

|2z — ) — Ble—a)| <=

(e étantun nombre donné a Pavance), cette inégalité élant vérifide
quels que soient & et @; dans tout Pintervalle (@, b), sauf peut-
étre pour 2 = ;. Cest-a-dire que 'on ait

(1) la(z) —B(2)| <,

dans I'intervalle fini [— (b — ), (b — )] sauf peut-éire pour z =o.
Or ceci est impossible, puisque #(z) est continue et que loscil-
lation de «(x) est fixe et égale a 1. Mais il suffit que 'inégalité (1)
ait lieu en dehors d’un certain intervalle (— %, + 1), qu’on puisse
rendre aussi petit que 'on veut. En effet, si |o(x)| <M entre
et b, on aura, puisque la ligne polygonale a n cotds,

l9(z) —d(a)| <2nMs,

en dehors des intervalles (z; — 7, &+ 7). D’aulre part, la fonc-
tion conlinue 9i(z) —o;(z) est nulle en ;. On peut donc
prendre 7 assez pelit pour que 1on ait

[2e(x) — oy ()| <<

REPRE
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dans Uintervalle (2; —#, 2;--1), et par conséquent, on aura,
dans cet intervalle

[o(x) — Y(z)| < Ne—+anMe,

en supposant |z(z) — B(z)| <N lorsque 2 varie entre a — b
etib —a.

On aura ainsi (en prenant ¢ el 7 assez pelits, les nombres 7,
N, M ¢tant fixes ) une approximation aussi grande que 'on voudra
dans tout I'intervalle.

M. Runge appliquait ces considérations en prenant pour (3(z)
la fonction rationnelle
1

L) 2

Blz) =

ol 7 est un certain nombre entier. Cette fonction continue de z
tend vers a(z) pour o = |x|<1, lorsque n croit indéfiniment.
Clest-a-dire qu’en prenant n assez grand, on aura

[a(2) —Bla)] <,

en dehors d’un certain intervalle (— 7, -+ 4) (aussi petit que I’on
veut quand n croit), et d’autre part B(2) reste fini.
Dans le cas ot (b — @) ne serait pas inférieur & 1, on pourrait

remplacer f(z) par Fﬁ[ _], par exemple, pour ramener a

T
ce cas.

En utilisant une fonction rationnelle continue pour B(z),
M. Runge montrait seulement qu'on peut trouver une fonction
rationnelle continue aussi approchée que I’on veut d’une fonction
continue donnée. Mais il a donné autre part (') des méthodes,
pour passer du cas de la fraction rationnelle a celui d’un polynome.

M. Mictag-Leffler a proposé de prendre pour la fonction B(x)
Pexpression

=)

1 —2=(1=21"

Cette fonction est une fonction entitre de # qui tend vers ()
lorsque 'on a 0% |2| < 1. La fonction 4(x) oblenue en rem-

(') RunGE, Acta Matematica, 1884, p. 236.
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placant dans o, a(z) par (x) si (b—a) est inlérieur & 1 et

par B =G par exemple, dans le cas conlrair e
50— | ple, as aire, sera une

fonction entiére approchée de . Dailleurs, en prenant dans son
développement un nombre de termes
remplacer par un polynome.

SSez gl‘ill]d, on pOllI‘l‘il ](1
On peut encore opérer ainsi : considérons I'expression
z[r—a2a(x)].

< . . i i ; S
Clest une lonction continue (") de &, quireste évidemment éga]c a
la valeur absolue de . A I’'exemple de Cauchy, nous pourrons la

e e D ' > . 3
désigner par y/z*. Pour avoir une fonction approchée de o(z), il
3 5 . =

suffit de l'obteniv pour y/z?. Or M. Lebesgue obscrve que l'on

peuat développer \/F. On a

en posant 5 =2 —1 et la série du second membre converge
pour|s| <1 (2). Elle converge méme aussi pour sz = == 1, pal‘suiie
elle converge absolument et uniformément pour — 1 E:gx Des
lor.s., la'série en 2 obtenue en y remplacant z par z* — 1 converge
uniformément entre — 1 et - 1. Sidonc, on prend un assez grand
nombre de termes, on formera un polynome P () tel que I'on ait

|\/.rj~ l'(.r)|<3 entre —1 et 1.
L'équation i
¥ =FP(z)

représente done, & moins de ¢ prés, un angle droit dont les ¢dtés
sont limités ; d savoir la droite )»= — 2, dans Uintervalle — 1

cl: la droite y = = dans I'intervalle 0 =2 <1. On en conclut immé-
diatement que, en choisissant convenahlement les constlantes m,

(LY .Le fait que cette fonction est continue rend la méthode de M. Lebesgue
])IU? simple dans son principe que celle de M. Runge et de M. MiLLag-l.c[l?cr.
'(~) I,I est d5sez carieux de remarquer que la formule précédente se ylrouve a
titre d'exercice sur les séries, dans le Traité de calcul différenticl et iute"rlzal
de Joseph Bertrand. Mais Bertrand était trés éloigné den déduive les coamé-
quences qu’en a tirées M. Lebesgue. ‘
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n, p, ¢, ry Uéquation
y=mz—+n-+p.Plge+r)
représentera, i moins de pe prés, un angle quelconque & colés
limités. En ajoutant entre elles un nombre suffisant d’expressions
de ce genre, on peul, par suite, représenter une ligne polygonale
quelconque, a moins de ¢ prés, ¢ élant donné d’avance.

On peut aussi, de la méthode de M. Lebesgue, déduive une
expression de «(z), ce qui la rapproche de la méthode de
M. Range, mais en diminue la simplicité. On peut y arriver de
bien des maniéres; la plus simple parait étre la suivaunle; on peul
poser

1
ct remplacer {.x*)_i par un développement analogue @ celui de
M. Lebesgue pour (x’)l, la maltiplication de chaque terme par {
assure la convergence pour & = 0. et
Nous ne développerons pas les méthodes de M. Painlevé, pour
les fonctions réelles analytiques, qui se trouvent exposées dans la
Note L.

EXTENSION AUX FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES.

1l y a licu de faive une distinction entre les fonctions conli-
nues par rapport i I'ensemble des variables et celles qui sont con-
linues par rapport & chaque variable séparément.

[’ensemble des premicres comprend I'ensemble des secondes;
mais on peut former des exemples qui montrent que ces deux
ensembles ne coincident pas. Ainsi, prenons la fonection qui est

égale a lovrsque @ ety ne sont pastlous deux nuls et qui est
nulle dans le cas contraive. Elle est évidemment continue par
rapport & ety séparément; cependant, elle ne tend pas vers o,
lorsque le point (z, y) tend vers Iorigine sur la droile 2 =,

Plus généralement, considérons la fonction nulle & Porigine et

aux points de coordonnées rationnelles et qui, aux autres points,
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est égale &

P=H@g=ter=tws=tn

=560
q s

Elle est continue par rapport 4 « et y séparément et cependant
f:lle est discontinue par rapport A I’ensemble des variables en une
infinité de points dans un domaine aussi petit que I'on veut (1).

Nous ne nous occuperons que des fonctions continues par
rapport a 'ensemble des variables.

Weierstrass avait donné dans son cours I"extension de son théo-
réme en employant I'intégrale

e

\

VE

W2y ®ay iy @y, k)

v 1 ‘Yp. /-“"" 2w ¥ 5
i vl / ./\'_anll:,...,u,,)u \

duy ... du,.

" M. Mltfag—Lefﬂer se sert des résultats acquis pour les fonctions
d- une variable. Soit, par exemple, la fonction s — f(x, ) con-
tinue pav rapport & I'ensemble des variables dans le domaine D

Soient

BO= @y By Ly - o5 iy Tp=

des nombres fixes, indépendants de J; on peut les choisir de
fac fo el el ‘ r

fagon que la ligne polygonale : s=0¢(2z, Y)-du plan =Y,
xn-slc‘ule dan_s la courbe z= f(z, Y) aux points d’abscisses z;
différe aussi peu que Pon veut de celle-ci, Papproximation ¢
restant indépendante de Y entre A et B.

Or, d’aprés les méthodes que nous avons données, la fonction
f=p
o(z, Y)= g (z, Y):_E] Y) —or(a, Y |a(e —a:)

&=

(') Cet exemple est une

v généralisation du précédent obtenue a Vaide du prin-
cipe de condensation des i

il i 3 singularités. Voir HANKEL, Untersuchungen iber
nendlich oft unstetigen und oscillirenden Functionen. Tubingen, 1870.
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peut élre représentée par le polynome en z

i=n

o(@, V) =ou(@ Y)+ ¥ [geni(2 ¥) — (e, Y)]B(z —a2),

ot B(x) est un polynome tel que I'on ait
la(@z) —B(2)] < o,

quel que soit & dans un certain intervalle.

Par conséquent o (z, Y) représente f(2, Y) avec une approxi-
mation 7 indépendante de Y. Or le polynome en @, ¢(z, Y) a
pour coefficients des fonctions continues de Y que l'on peut
représenter avec telle approximation que I'on voudra. Par suite,
on peut trouver un polynomeenx eten y qui différe def(z, y)
d’une quantité, constante dans D et qu’on peut prendre &
Uavance aussi petite que Uon veut.

M. Lebesgue généralise directement les méthodes élémentaires
employées pour les fonctions d’une variable. Dans le cas d’une
fonction de deux variables, par exemple, il remplace la sur-
face z = f(a,y) par une surface formée de morceaux de para-
boloides.

Supposons que f(x, y) soil continue par rapport a l'ensemble
de ses variables, dans le domaine D

az=xsb,; A<y =Bl

On peut trouver un nombre 8 tel que Voscillation de fsoit plus
petite qu’une quantité positive donnée ¢, lorsque le point (2, 3)
varie dans un rectangle de coté plus petit que .

Divisons le domaine D en rectangles de cotés plus petits que &
au moyen des droites

Z=a =z A Sery B — by

y=A=yo ¥ =1 y=yp=B,

et soit z;; la valeur de f(zs px). Désignons de plus par
5 = uix(@, y) I'équation du paraboloide qui passe par le quadri-

: - f(z, )

latére ayant pour sommels les points de la surface =
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qui se projettent aux points
(@i, yi)y (Zevn )y (26 yisa)s @ity Phers):

Cies projections sont les sommets d'un rectangle G, j dans lequel
ona

[91(z, 00) — Sz, )] <=
Car les cotes des points du paraboloide sont comprises entre la
plus grande et la plus petite des valeurs ;. x, Byt ky Se;kad sy Fig i R
lesquelles différent entre elles de moins de .

Si o(a, y) est la fonction qui coincide avec ¢; x(x, y) dans le
carrdé Cpp (=0, ..., n—1; k=0, ..., p—1), on aura dans
tout le domaine D

lo(a, ) — Sz, )| <=
Nous sommes donc ramenés & trouver un polynome qui approche

de ¢(, ¥), Or, on peut remarquer que Iéquation

s =@yt

Ly yaiay

représente zéro si l'une au moins des variables 2 ou y est négative,

et un morceau de paraboloide si 2 et p sont positils; or on peut,
suivant la méthode de M. Lebesgue, avoir de celte expression un
développement approché pour les valeurs de 2 et 3 dont la valeur
absolue est inférieure a un. En effectuant une lransformation
linéaire sur z, y etz séparément, on peut oblenir, a moins de =
prés, un morceau quelconque de paraboloide et, en ajoutant un
nombre limité d’expressions de ce genre, on obtient o(x, y°) avec
une approximation donnée d’avance.
On pourrait aussi observer que Péquation de la surface

peut s’écrive
i=n—1k=p—1

i 2 2 [2(@—@pn)—a(@'—a1)]

X [2(y — Y+ s)

a(y = yi)lein(z, y).

Car le produit des deux crochets est égal 4 1 dans le carré Cy
et nul en dehors, si Pon désigne comme auparavant par «(2) une
fonction de x nulle pour x > o et égale & 1 pour z < o.
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Or 2 x(2, y) est un polynome qui est du premier degré sépa-
rément par rapport @ z et par rapport & ». Par suile, un raison-
nement analogue a celui que nous avons fait pour le cas d’une
variable nous montre que nous aurons un polynome approché de
o(z, y) en remplagant «(z) par un polynome B(2) approché en
dehors d'un intervalle — 0, -1 4 aussi petit que I'on veut.

Dans ce qui précéde, nous avons supposé la fonction f(z, ¥)
définie el continue dans un certain rectangle. Si, au lieu d’un rec-
tangle, on avait un domaine fermé D, d’un seul tenant ou non,
il suffirait de remplacer la fonction / par unc fonction continue
dans un rectangle contenant D et qui coincide avec £ dans D. Cela
est évidemment possible d’une infinité de maniéres.

On voit done qu'on peut représe 7 foncti

: Ju'o .[)Ll[l representer toule jonctwn, con-
tinue par rapport a Uensemble de ses variables dans un do-
maine D fermé, par une série de polynomes qui converge uni-
formément et absolument dans D.

Une conséquence immédiate du théoréme de Weicrstrass est
la suivante : Etant donnée une série de fonctions continues,

J(2) = u (&) +u(z) ...,

convergente dans un intervalle (a, b), on peut toujours
mettre f(x) sous la forme d’une série de polynomes qui con-
verge dans le méme intervalle. K¢ si la premiére série est uni-
Jormément convergente, on pourra supposer qu’il en est ainsi
pour la série de polynomes (V).

T 3 .

En elfet, quel que soit p on pourra former un polynome Q,, tel
que 'on ait :

[Qp (@) —S,(2)] </~;

entre a et b. Par conséquent, Q,(x) tend vers la limite f(z)
de S,(x) lorque p croit indéfiniment (quel que soit z entre «
el b). Par suite, la série de polynomes

Qi+ (Qa— Q) 4o o+ (Qu— Qg ) +-..

converge vers f'(z) entre @ et b. Elle y converge uniformément

(") La généralisation au cas de n variables est immddiate.
E. B. ¥ 5



66 CHAPITRE 1V.
s'il en est ainsi pour la série donnée; car on aura entre @ et b

<[ f(2)— Sp(z)| + |Sp(@) — Qu(@)| <2

|f (@) —Qp(2)
en prenant p assez grand.

On sait dailleurs que, étant donnée une série uniformément
convergente, on peut Loujours, en groupant convenablement les
termes, la transformer en une série absolument et uniformé-
ment conyvergente (). On pourra dong s’arranger pour que la
série de polynomes converge absolument et uniformément.

Lorsqu'on cherche un polynome approchant d’une fonetion
continue déterminée, il y a intérét & obtenir, pour une approxi-
mation donnée, le polynome le plus simple possible, par exemple
du plus petit degré. Mais le résultat dépendra évidemment de la
plus ou moins grande continuité de la fonction donnée /().

Ainsi, lorsqu’on remplacera la courbe 3 = f(x) par la ligne
polygonale y=uo(z), il faudra, si Uon veut avoir une approxi-
maltion =, découper Pintervalle (@, b) en intervalles de longueurs
plus petites que 3, 5 ¢tant tel que linégalité

5

=

|&'— "

entraine

| £ — £ ()]

entre @ et b. Pour une valear déterminée de &, on peut prendre
pour ¢ la plus petite valeur possible. On déterminera ainsi une
fonction &= () qui tend vers zéro avec e. Et Pon voit que la
ligne polygonale sera d’autant plus simple pour une valeur donnée
de ¢ que la fonction c;:(a) décroitra plus vite avec e. On peut dire
que la décroissance de (e) prés de e = o0 mesure la continuité
de f(z) entre « et b. Ainsi, par exemple, si la fonction est déri-
vable entre @ et b et si sa dérivée est bornée, on a sle)=4

A étant un nombre positif fixe.

©

Représentation des fonctions dérivables.

En particulier, considérons une fonction f(x) qui ait une
dérivée /. continue entre a et . On peut se demander s'il est

(') Voir, par excmple, BOREL, Acta Mathematica, t. XX1V, p. 355,
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possible de la représenter par une série de polynomes telle que
cetle série et la série des dérivées convergent uniformément
vers f(x) et f'(x) entre @ el b. La réponse est affirmative (Pain-
levé, Comptes rendus, 7 février 1898). En effet, on pourra trouver
un polynome Q,(z), tel que 'on ait

[f/(#) — Quw)| < =

1
Mais alors, on aura

) —Pu(a)i < L=

n
en 1)052”)[

x
Pola)= [ Qu(z)dr + fla).
a
Par suite, on a
: Qu(z) = Bz

el les deux séries

Pt = (Pe—=Pi) +... 4+ (Pp—Py ) .ney

Pt (Py— Py )t b (P — Py Jee oy

convergent ahsolum ilormé g
g ! ent et unilormément vers
¢ s f(2) et £ entre «
B S(@) et fl entre a
; i . sie
1CeLLe méthode s’étend immédiatement au cas ou la fonction
admet des dérivées continues jusqu’d un ordre fini déterminé

Suppoesons méme qu'elle admette des dérivées de tous les
ordres. i

On de,termlluera pour chaque valeur de 7 un polynome (, (z)
tel que l'on aitentre @ et & i =

£ (@) — Qu(z)]| < ep-

el o
: Puis, en choisissant convenablement les constantes d’intéera
l] ) . - S :
on, on pourra former un polynome P,(z) dont Qu(z) soit la

dérivée d'ordre n et tel que

[P (2) — PP (2)] < 2n(b— a)r—p (P=i05) Ty osiaiy 32

Si par ex = st super a4 1, on rra I
emple (b a) est leu 1 u re
P ( ) u eur [0} ourr P ndre

Spi—

n(b—a)



68 CHAPITRE 1V,

et alors la série cherchée sera
P+ (Py—Py)+...=(Pp— Ploip)izkiens

Car celte série (ainsi que toutes les séries des dérivées) est unc
série de polynomes qui converge uniformément et absolument
entre @ et b vers f(z) [ou vers les dérivées correspondantes
de f(x)]-

I’inconyénient d’un tel développement est de ne pas metlre en
évidence les propriétés de dérivabilité de /(). Car on ne connait
pas les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une série de
polynomes puisse étre dérivée terme A terme. ;

Cest pourquoi nous allons donner un développement en série
de fonclions transcendantes simples qui ne présente pas I'incon-

vénient indiqué.

Etant donnée une fonction f(z) qui admet des déripées

;

continues de tous les ordres entre — 1 et -1, on peut la repré-
senter par un développement en série tel que

s
(2) 2 (Agpat—+ B coskna - Cpsinkna)

k=0

et les dérivées de f(x) seront représentées par les séries des
diérivées correspondantes des termes de cetle série. Toutes les
séries ainsi obicnues convergent uniformément entre — 1
et +1. v

Remarquons d’abord que, étant donné a priori un développe-
ment de la forme (2), on connait la condition nécessaire et suffi-
sante pour qu'il converge entre — 1 et 41 ainsi que toutes les
séries des dérivées.

En effet, sila série des dérivées

”lii'mu

Z [/c(fc—l).. (ke — m 1) Apzm+ B (k=)™ cos (/m:n+ m '—A)

—+ Cp(km)m sin (/mo; -+ m ;)}

converge entre — 1 et -1, elle converge en particulier pour z = 2
Or, en prenant par exemple m = 22, on voit que le terme gé-
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néral se réduit & (—1)?Bg (k=) pour 2 = o. Par conséquent,
Bi/2m tend vers zéro lorsque /& croit indéfiniment, quel que soitx;
alors il en est de méme pour ByA™ quel que soit entier .

De méme, en considérant le terme général pour

2=0, m=aon-+1,

on estamené & conclure que C; /4™ tend vers zéro quel que soit nz.
Dés lors la série

Y(z) =2 [Bls(]“‘»)”‘ CDS</.‘71.7:—0— m T—;» + Cp(kz)msin (lm:x +m

est uniformément convergente quel que soit 2. Il faut donc que
la série restanle soit convergente entre —1 et -1 eb par suite
que AzA™ tende vers zéro quel que soit m.

Il est donc nécessaire que les expressions Azk™, Bikm, Cphm
tendent vers zéro, quel que soil m, pour que la série considérée
soit convergente entre —1 et 1. Cetle condition est d’ailleurs
suffisante et, si elle est vérifide, la série est la somme d’une [onc-
tion périodique de période égale a 2 el d’une (onction holomorphe
entre —1 et —-1.

Démontrons maintenant le théoréme que nous avions en vue (*).
Pour cela, observons que le cas ot f(2) serait une fonction indé-
finiment dérivable et périodique (de période égale & 2) se Lraite
immédiatement. En effet, f(z) étant continue, périodique et indé-
finiment dérivable peut se développer en série de Fourier

J(2) = Z2(Brcosknma + Gy sinkna),

uniformément convergente quel que soit 2. On sait de plus que
ses dérivées peuvent étre représentées respectivement par les
séries uniformément convergentes composées des dérivées des
termes du second membre.

Supposons que la fonction f(z), sans étre périodique, sans
méme étre nécessairement délinie en dehors de Iintervalle

(') Voir E. Borgv, T/hése, page 29. Il est a peine utile de faire observer quion
passe immeédiatement au cas d’un intervalle quelconque par un simple change-
ment de variable. Pour extension au cas de deux variables, voir E. Borer, Sur
les fonctions de deux variables réelles (Annales de UEcole Normale, 1896).
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—~

— 1, 1), soit telle que 'on ait
S(—=n=f(+1, [O(=1)=F"(+1),

quel que soit p, en appelant /P (— 1) la dérivée d’ordre p a
droite de — 1 et fP) (1) la dévivée d'ordre p & gauche de +-1.

Dans ces conditions, nous pourrons former une fonction pério-
dique ¢(x), de période égaled 2, qui coincide avec f(2) entre —1
el -+ 1 el qui est partout indéfiniment dérivable. Alors on pourra
répéter ce qui préceéde sur la fonction g(z) quel que soit z el ce
sera yral en particulier pour /() entre — 1 el +1.

Pour arriver maintenant au cas général, il nous sulfira de
montrer qu'on peut retrancher d’une fonction f(a) (supposée
seulement dérivable a Pinfini entre — 1 el - 1) une série

(@) = ZAgah,

uniformément convergente entre — 1 el -1 ainsi que toutes ses
dérivées, de facon que la différence
Y(z)=[(@) — z(2)
satisfasse aux égalilés
Yo (—1) = Y (+1)
quel que soit p.
Il faut pour cela que l'on ait Pégalité

N —1) = 1P (4 1) — P (—1),

2P (1) —

ot le second membre est une constante connue C,.
Pour déterminer la fonction i («) par ces égalités, écrivons-la
sous la forme
(@) = G(22) + 2 H(2?).

On aura en dérivant successivement cette égalité

aH(r) = Gy,
4G/ (1) =Gy,
8H"(1) = Ca— 12 H' (1),
(3) Tt A sl o .
220 HEP (1) = Gy, =+ unefonctiondeH' (1), H" (1), ..., H2r=1 (1),
2202 GRP I (1) = Cy oy g+ une fonetion de G(1), G" (1), ...; G20 (1),

Par suite, si Uon se donne arbitrairement pour ¢ =1 les dérivées
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d'ordre pair de G(t) et celles d’ordre impair de H(¢), les autres
seront déterminées successivement et d’une seule fagon par ces
égalités. En résumé, on peut trouver ane infinité de systémes de
solutions des équations (3) :

G(1) =g, G'(1)=s, GIP()=gp,  wors
H(1) = hy, H'(1) = hy, 5y HY (1) = k),

1l s’'agit maintenant de déterminer les fonctions G et H au
moyen de ces égalités. Considérons, par exemple, les équations
relatives i la fonction G : le probléme sera résolu si la série

w

’ ‘ (t—1)P
(4) 2 &P SEn
p=1

est convergente dans un cercle de rayon supérieur & 2. En effet,

on pourra la développer a l'origine en une série de Mac-Laurin :

ZCI.,LZ” dont le rayon de convergence sera supéricur a 1. Alors la
fonction Eanaﬁ” sera bien une fonction G(z*) uniformément

convergente entre —1 et +1 el telle que G2 (1)= 2.

Mais, dans le cas général, non seulement la série (4) n'aura pas
un rayon de convergence supérieur & 2, mais il arrivera que ce
rayon sera nul, la fonction G(a*) n’étant pas réguliére au
point 1.

Pour traiter ce cas, nous ferons voir qu'il sulfit de vérifier nos
égalités avec une certaine approximation pour pouvoir résoudre
le probléme. En effet, supposons quon ait trouvé une fonction
U(e) :Eu,, :Z—T dont le rayon de convergence soil supérieur ou
égal & un et telle que Uon ait, non pas UP (1) = g,, mais simple-
ment

| U (r) — gp| <A,

A étant un nombre fixe indépendant de ¢. Alors, posons

lpy=gp—UL(1)

t—1)P
21[’( p!‘) i

et considérons la série

L(t)

i
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Puisque |1,| << A, cette série est une fonction entiére de ¢ el,
par conséquent, la fonction analytique U(¢) - L(¢) a un rayon
de convergence au point ¢ =o supérieur ou égal a r; d’aatre part,
on aura évidemment

Vel + L (1) = g

par suite, on peut prendre pour G la fonction U - L.
e ’ . . Gy .
Il s’agit donc de résoudre le sysiéme d’inégalités du premier

degré en nombre infini avec une infinité d’'inconnues

[ @0+t~ g Uy oo Uy — gy] <A,
[t 20+ 3uy+ . oy — gy <A,
|2+ 6y .- R (R —1)Un—. .. — gs| < A,

Pour cela, considérons une série divergente i termes positifs
décroissants
B4y Tyt Dytea i,

telle que 2, reste inférieur & un nombre fixe B et que la série

&y, Te N
T — i — L
i1 2 n

s0il convergente. (On pourrait prendre, par exemple, la série
. I
harmomque Z— —L-)
7i

D’aprés nos hypothéses sur les 2, il sera possible de trouver
un entier 720, tel que 'on ait

|02yt o, — la”oll < B.

Prenons alors = |, = 2,,, les signes des quan-
ULEs ay; - ..y 1, élant identiques & celui de o
On aura

[0+ ty,— &o| < B.

Déterminons ensuite un nombre nyZny—+1 tel que U'on ait

ITu,,-q-:-i—. R e [J < B
en pOSﬂnL

6’]=c‘,"x—ll;—zllg—...—-nounn.
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Nous prendrons

(Ro+D)| Unpe1] = Tty ooey || =@ny,

les signes des « étant celui de g; on aura done

o1

|[(ro+ 1) tpyr 1« o= Ry Un, — &5 | < By

Et ainsi de suite; ayant déterminé ug, ..., Uy, ON déterminera
] e
un nombre 7, Zn, 41, tel que Pon ait

|yt oot @ — | s || < B,
avec

Ehory=gp—plup—-i—np(Rp—1) .o (Rp— P 1) Un,
Et 'on prendra
(np=+1) o (p— P+ 2) [ tnyr| = Tppty .
Hprys-(Mppy— P+ ‘)[“n,m] =@y

(ce qui est possible, car 72, est supérieur ou égal & p 1), en choi-
sissant le signe de g7, pour signe de 2, 1y «vuy . -
D’ou
[(rp=1).co(np—p —+2)Upr+. ..
i ,
gt o (pay — Pt Oty — &pari] < B.

En opérant ainsi indéfiniment, on déterminera tous les u.
Or, on aura, en supposant [§]<1,

Ug=- Uy~ oo — Go= Ug—. « o Uny— 0

@ 2
=+ 0 Ll ey & e +]
g+ 1 ny ny(ng+1)

La quantité entre crochets est plus pelite que la somme de la
P x Xy

série convergente T’ SPi e
Par suite, la valeur absolue du premier membre est inférieure

a B4 S.

De méme, on a en général, avec [0,[=1,

(p+1)!

plu,—+ _Jl— Upirtooi— Ep=(Np+1) e (Rp—P + 2)Un i+
+ Rpt e (R — P 1)Uy,

Tyl ! J
— ]

i A ()
Ep1 2 [n.,,,‘_\ —p i
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Comme les #; vont en décroissant, la quantité entre crochels
Ep oo .
e » =24 partir du
2ip
terme de rang np —p -1, el par conséquent inféricure a S.
Le premier membre est donc inférieur en valeur absolue a B + S

est inlérieure 4 la somme des termes de la séri

quel que soit p : nous avons bien un systeme de solution de nos
inégalités (en prenant pour A le nombre B -~ S). Le théoréme est
ainsi établi. La démonstration prouve, d’ailleurs, que I'on pourra
former une infinité de développements de la méme espéce que
CC]UI l]lle nous a\]OHS en vue,

METHODES DINTERPOLATION.

Formule d’interpolation de Lagrange. — Considérons une
fonction /() dont on connait les valeurs ¢y, ¢s, ..., ¢, pour
les abscisses @y, @y, ..., z,. La formule de Lagrange permet de
déterminer un polynome de degré n —1 qui prend les mémes
valeurs ¢y, Cay v ooy Cip POUT = 245 Ly coniy Ty

(7':—11—1)(~lt_‘7ﬁ+1) -(5"1‘""-7'11)-

On serait tenté de croire que le polynome P(z) sera d’autant
plus approché de f(z) que 7 est plus grand; car 7 est le nombre
de points communs aux deux courbes y = f(x) et yr = P(z). En
fait, ¢’est ce qu’on suppose souvent en Physique, lorsqu’on exprime
approximativement la loi d’un phénoméne au moyen d’un nombre
fini d’expériences par une relation de la forme y = P(2) ou P(2)
est un polynome (par exemple dans I'étude des dilatations).

Si cette méthode était rigoureuse, on aurait la un nouveau
moyen de développer unefonction en série de polynomes, et par
un procédé tres simple. Car P(z) est de la forme Zc,-]"l[(x) ol

1
les polynomes R;(2) sont indépendants de la fonction f() con-
sidérée et peuvent étre calculés une [ois pour toutes.

Il yadone lieu de rechercher si l’apprommﬂmn augmente avec /.
Nous allons donner un exemple ot ¢’est le contraire qui alieu.

Pz
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Nous montrerons ainsi que la formule d’interpolation de La-
arange ne peutl pas conduire au théoréme de Weierstrass (V).
Considérons d’abord une fonction qui soit nulle aux points
d’abscisses
—(m—1) —(m—2) 1 3 4
=1 7

3 eers 0, —s —,5 ——a sy T,
m mn m m m

—1,

5 S o o 9, A
ct qui soit égale & — pour I'abscisse —- La formule d’interpola-
m m

tion de Lagrange fournira un polynome P, («) prenant les mémes
valeurs aux mémes points

m—i 3
e R (I,, e
T y m m T m
mn 2 nm—1 3 ’ g
2 ey — sk el e 2y
m n m m’ o omj\m om m \ 7

Supposons maintenant que 2 soit impair @ m= 24 1. Quel

)=

o % A 3 1 s 5
que soit U'entier ¢, le point d’abscisse - sera le milicu de I'un des

am intervalles égaux séparés par les pmnts d’abscisses

m—i) 1 2
—I, —(——— ) ey 0, —y —;5 eesy I
m”m n m

Considérons alors le polynome P, (2) sans nous préoccuper

(') Cet important résultat, que je croyais nouvean lorsque je l'ai donné
mon Cours, avait été obtenu antérieurement par M. Runge. J'ai eu connai
des travaux de M. Runge sur ce sujet par une communication que M. Mittag-
Leffler a bien voulu me faire, au 3 Gongrés international des Mathématiciens i
Heidelberg, le g aout 1gof. M. Mittag-Leffler m’a appris de plus que, pour donner
aux beaux travaux de M. Runge sur ce sujet une publicité en rapport avec leur
importance. il en publierait prochainement une traduction francaise dans les
Acta Mathematica. Le Mémoire oviginal de M. Runge : Ueber empirische Funk-
tionen und die Interpolation zwischen dquidistanten Ordinaten, a paru dans
la Zeitschrift fir Math. und Physik (t. XLVI, 1gor, p. 229). M. Runge a
exposé une partie de ses résultats dans un Livre & 'usage des ingénicurs : Theorie
und Prazxis der Reihen (Sammlung Schubert, Gosschen'sche Verlagsbuch-
handlung, Leipzig, 1904). Parmi les beaux résultats obtenus par M. Runge, je
citerai seulement le suivant : si 'on calcule la formule de Lagrange, pour la

ance

i

fonction dans lintervalle — 5, -5, on obtient un résultat qui converge

dans Iintervalle compris entre == 3,63, mais qui diverge en delors de cet inter-
valle. On voil que cet exemple est bien plus simple que celui du texte, Je crois
devoir cependant maintenir ce dernier, car le mode de démonstration employé me
parail de nature a pouvoir rendre des services dans bien des questions analogues.
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pour le moment de la fonction qui lui a donné naissance. Nous
allons montrer qu’on peut déterminer un nomhre £ tel que 'iné-
galité m > £k entraine

= i

P (~ > A

A étant une quantité quelconque donnée & I'avance ().
En effet, on peut éerive

e (3)

e m(m—ru) S o/ 1 2 (m2)(m—4)...(2m 1)
(m—4-1)(m—+2) 2.4 . (m—1) | (m—+1)(m—+3)...2m

I L 2m+3 am—+5 3m—4a

m(m—oa)(3m—1) m 1 m—+3 2m

La premiére ligne du second membre est supérieure &
m(n—1)

—————— qui lend vers 1 lorsque m croit indéfiniment. Par
(m —=1)(m - 2)

7 5 T 3
conséquent elle sera supérieure i 5 pour m >/, si h est assez

grand. D’autre part, on a

am—+3 _ 2m--5 3m—+92 _ 3
m1 m—+5 7 2m 2

3 \m
2)

i§
) m(m—2)(3m—1)

Par suite, on a pour m > I

()

Le sccond membre croit indéfiniment avec m2; on pourra done
déterminer > h, tel que P'inégalité m > k entraine

()

Ceci étant, considérons une suite de courbes C,, Gy, Cy, ...,
définies de la facon suivante. La courbe Cp est une courbe con-

. . I 3 o . .
(') Nous avons pris le point 5 pour simplifier, on pourrait raisonner de la

. . . T o o
méme maniére sur le point d’abscisse > n étant un entier quelconque fixe.
21

v
i/

1 1
5 e S e 0 o L
tinue qui coincide avec Oz en dehors de Dintervalle (3,&1’ 3;;) et
- 5 A e . AR
(ui a un maximum égal & T au milieu de cet intervalle.

On pourrait prendre, par exemple, dans cet intervalle, la courbe

ST ,iin311—:—l_TE 1——1—>
Y= ey % Ip+1

Nous allons, a I'aide des courbes G, définir une courbe I'; nous
appellerons I, p(z) le polynome de Lagrange qui prend les

Fig. x.
Cy

4
I
SIE

mémes valeurs que les ordonnées de la courbe I' aux points
d’abscisses (') :

(3r—1) (32 :
o B 30 3¢

—1,

Je vais montrer qu’on peul trouver une courbe T' continue
SNi st 4
entre — 1 et -+ 1, telle que la courbe y = I, r(«) n’ait pas pour
limite I' lorsque p croit indéfiniment. Cela prouvera hien que la
formule d’interpolation de Lagrange ne donne pas une approxi-
mation croissant avec le degré du polynome employé.
Il sullit de montrer que l'on peut choisir I' de maniére que
" = f T .
I, r <i> ne tende pas vers le point de I' d’abscisse - Or, remar-
: 2
quons que I'on a
M0, (2) = Par(z)

en employant les notations précédentes. On peut donc prendre
un nombre /7, de fagon que l'on ail

‘ﬂ,,’c‘,ﬂ<;[“>‘>zu\ pour p—1z/hy.

(') On aurait un raisonnement analogue en divisant le segment —1, 41 en
intervalles de longueurs (2¢ +1)7, ¢ étant un enticr quelconque fixe.
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Deux cas pourront alors se présenter : ou bien I, (—') ne
7, G,

2

tend pas vers zéro (01‘(]011néc de Ci, Cyy 0ny pour = i);
2

lorsque (% restant fixe) p croit indéfiniment et alors la propo-

sition est démonwée en prenant pour I' la courbe C, ; ou bien
; .

alors on peut déterminer un nombre 1, tel que l'on ait

['\
1,65, (—
s (3)

Soit maintenant /%, un nombre entier supérieur i /2, et 7. Consi-

= }\
< 1 pour p > ry.

A < I: ~ 2 =47 P 4 e L7 =
dérons la courbe C) p formée des sinusoides qui figurent dans C,
S £} ty
et Cp_y(p—1

fiz) et de 'axe Oz dans le reste de lintervalle

; x .
(—1, -+ 1). La courbe C, , sera continue; son ordonnée en & — ~
2

sera nulle et 'on aura

“/'.UEJ' = ”[},Cm; “/;,11,.

e )

0

D’ailleurs, on a

puisque z
P>l > oy
et
(o
puisque
p—12Zha> hy.
Done

> oA —
)

e, 2

Deux cas PDHI‘I‘Dﬂl alors se préscnlm' :ou bien II

pour p— 12 ly.
O
(—) ne tend
2 \ 2
pas vers zéro lorsque p croit indéfiniment et alors le théoréme

st dé e D ; Dl i
La’L dLn}Dane en prenant pour I' la courbe Cy, , ou bien on pourra
déterminer un nombre 7, tel que l'on ait

o (3)

On prendra alors un nombre /i, supérieur & i, et 74, et 'on for-
mera une courbe C , formée des sinusoides qui figurent dans G, ,
.

P,

S
<

pour p > ry.
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G, et Cp_y, (p—12Zhy) et qui coincide avec Oz dans le reste de
I'intervalle. Et I'on recommencera sur C;.ﬂ le méme raisonnement
que sur G,
Ou bien, au bout d'un nombre fini = d’opérations, on trouvera

. Alors, on voit que deux cas pourront se présenter.

une courbe €}, continue entre —1 et 1 d’ordonnée nulle
1 1 "

en 2 = - ct telleque IT_ ¢, (—) ne tende pas vers zéro lorsque n
2 Pl \ o

croit indéfiniment et alors le théoréme sera démontré. Ou bhien
;&
la suite de courbes C),, sera telle que I'on ait, quel que soit 1,

N

T
o, (;)

La courbe G, , est d’ailleurs formée de sinusoides qui figurent
dans Gy, Gy oo Gy, et de Oz dans le reste de I'intervalle — 1,
~t-1. Considérons alors la courbe T formée des sinusoides (i, , G, ,
Cyovo Chyy o o0y et de Oz dans le reste de Vintervalle (— 1 4-1).
L’ordonnée » de I' est une fonction de x évidemment continue

A X

=

pour z3£o. Elle est aussi continue pour z=o0, car =0

pour o et |y| < |x|dans tout I'intervalle. De plus, 'ordonnée

de T est nulle pour 2 = ~- 1l suffit done, pour démontirer le théo-

- 5 : y Lo 4
réme, de faire voir que IT, p (;) ne tend par vers zéro lorsque p
croit indéfiniment. Or ceci est bien évident, car, d'aprés la dis-
position de la courbe ', on a

Wiy, I (@) = Whpac (2)

y . - ‘T
quel que soit 7. Par suite, Uexpression I, p (;) ne peut lendre
N
vers o (') puisque sa valeur absolue reste supérieure & A pour une

infinité de valeurs de p : fogy ooy ooy figy oo e

Formule générale d’interpolation. — Nous allons maintenant
montrer qu’on peut remplacer I'emploi de la formule de Lagrange
par un autre procédé d’interpolation, a la vérité plus compliqué,

(1) D’aprés la remarque que nous avons faite, il y a méme une infinité d’abs-

¥ 1 = I o eT
cisses : ——‘en lesquelles la courbe y =11, p () ne tend pas vers lajcourbe T,
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mais qui offre I'avanlage de fournir une approximation indéfi-
niment croissante. Pour préciser : on peut former, une fois
pour toutes, des polynomes Pp () qui joutssent de la pro-
priété suivante. Etant donnée une fonction f(x) définie et
continue enire o el 1, on a

Sl@) =M+ (My— Ty~ o= (yy — I ey ) ..
en posant !
p r=g =
117:,;0]’(5)1),,,,,(@

et la série de polynomes qui représente f(z) converge unifor-
mément entre o et 1.

En d’autres termes, la connaissance des valeurs de la fonection
continue pour les valeurs rationnelles de la variable permet
d’éerire immédiatement les polynomes d’approximation, au
moyen des polynomes Py ,(x), calculés une fois pour toutes
indépendamment de toute fonction particuliére.

Nous démontrerons ce résultat en introduisant les fonc-
tions ¢, (@) continues entre o et 1, qui sont définies par les
égalités suivantes (en supposant p S ¢q) :

) roSas 21 s s B

opq(@)=0, pouroia: 7 et pour 2 —
; : S
Opg(@)=+qgz—p-+1, poux_q_
Opq(7)=—qu+p-1, pour §

On déterminera ensuite les polynomes P, , () de facon que I'on
ait, entre o et 1,
T
[9p,0(2) = Ppg(2)| < 7

Alors, on aura

X 1
Ppg(@)=0pq(2)+ 7 spq(@)  avee [epq(2)| <1

D’ou
1y = Pq + 5,
en posanl
P=q o = 5
q‘q':Zf(?/)?mfl(’:): Eg= ;;z.f(;,) ep,q (@)
p=0 P=0
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Il me suffira de montrer que P, et g, tendent unilormément

vers les limites f(z) et o lorsque ¢ croit indéfiniment. Or | /()]
est borné entre o et 1. Soit |f(2z)] <M, on aura

Done z; () tend uniformément vers zéro.

D’autre part, soient z un point quelconque entre o et 1, et ¢ un
entier quelconque; on peut toujours trouver un nombre P=q, tel
que l'on ait

—=xF -
On a done
Sopl,
q

avec

o=f <1
et

Q0,0 = 0, DOoH 2p-1,0=1,
Cpg=1—0, ©pit,g = 0, ooy g0 =0.

Do

Or on peut prendre le nombre ¢ assez grand pour que 'inéga-
lité
lor—2s] < =

(/4
entraine partowt

| £ (1) —fl2s)| <=

ct, par suile,
|9, — f(2)] =](l—0)[.f<§)ff(a-’)]+0[f(\/,,“;l\)—f(x)“ <e.

Autrement dit, ®,(x) tend uniformément vers ()
Par suite 11, () tend uniformément vers J(x) et la série

Iy ¥ (1, —11,;)

conyerge uniformément vers /().
Il est dailleurs clair que on pourrait, dans ce qui précede,
E. B. 6
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remplacer 'ensemble des nombres rationnels par un ensemble
[ ) i A o o
dénombrable partout dense quelconque. L'extension i n variables
esl immédiate. : ‘
Pour les applications, il serait trés intéressant de calculer effec-
e 7 s P g ins pour les petites valeurs
tivement les polynomes P ;(2) au moins I s
ir E [ oe (s A
de p et de ¢ (si 'on ne peut pas obtenir de formule généra
i % ale = ~
Pour faire ce calcul, on pourrait employer I'une q““l‘jonfl“‘v’ des
démonstrations du théoreme de Weiersirass. On aurait amst_des
formules d'interpolation applicables a toute fonction continue
& i 4 s'arranger maniére que ces
avec un succes certain. On peul s arranger de . [1 o o
i Srivd r s dérivées exastent. ( Voir
formules soient dérivables, lorsque les déx fen ,( ;
une Communication de M. E. Borel, dans les Comptes rendus
3¢ T, LOT M e 5 ‘elens.
du 3¢ Congres international des Mathématiciens.)

Méthode d’ approzimation de Tchebichef ().

Les méthodes de représentation des‘ fonctions par des séries je
polynomes peuvent étre comparées celles. qui E’elmcL‘Le.nL Ie
repi‘ésenlcr un nombre (,lll&lCOﬂ([llC. par la Il.lllll.e llll‘e.;lflit,e.(‘e
nombres rationnels. Dans cette dernlére.q ueslion, 12'1 c01151. elatm.u
des fractions continues permet d’obtenir n l:el)l‘b‘S‘EnL'dllOIil lur-“—
voque d’un nombre donné. De Plus7 en s z'u'relunt i une ‘wam.te
([uelconque, on oblient une fraclloxf qut prescnte m}ia_l{l),lo‘mlm‘:';
tion supérieure & celle qui est donnée par touates les fractions dox
les termes ne sont pas plus simples. i i .

Un progrés analogue peut él.m: obha:nu, ddllb e Ip}() (‘,n;ﬁ f]l}i
nous occupe, parla méthode de '.lchcbl.cheﬂ. b.un objet (-.)s;! e ;tu
vant : étant donnée une fonction f(x) continue cla‘/zs‘/ ;”;I (-1'-
valle (a, b), chercher sl existe un ])0/_)/{10771@ appr OLZVLL (,t)
donnant une approzimation supericure a lous les polynomes

;
de méme degré n.

Uy Voir TeueblouErs, Sur les questions de minima qui se rattachent a]lfz

“ . . S e o

: -)e'senlation, approchee des fonctions (Bulletin de la Soczc_le phlysico ma{v(,]
et *Acaddémie impériale des Sciences de Saint-Pétersbourg, t. XVI,

tique de 1’4 SGLent el : S
”:4{18 qcol 145-149; Mémoires de I’ Académic impdériale des Scicnces de Saint
1858, o 149~ 3

Pétersbourg, t. 1X, 1839, p. 201-2g1).

La méthode de Tchebichelf a été reprise et rendue rigoureuse par M. Paul

KIRCHERBERGER, Inaugural-dissertation : Ueber Tehebychefsche Amzal‘w:ung.lv-
o y = sreleoq, % . . . o vail,

methoden, Gotlingen, 1go2. Nous avons utilisé dans ce quisuit cet important tra

> e
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Pour préciser cette question, considérons un polynome de
degré n:P(o) = A, zt—eA, gt=" 4, . -+ A, et posons

7 =f(2)— P ().

La fonction [y|est continue dans Uintervalle (a,b), elle y atteint
donc aumoins une fois son maximum . Lorsque le polynome P ()
varie en conservant le méme degré, m varie dgalement ; ¢’est une
fonction de Ay, A,, .. oA (A A s Ay). Clest méme
une fonction continue, car on peut faire varier assez peu les quan-
tités Ay, Ay e Al pour que [y | varie de moins de ¢ dans tout
le domaine imité (@, b) et par suite pour que m varie aussi de
moins de z,

Drailleurs, m est positif ou nul; si méme, comme nous le ferons
maintenant; nous supposons que f(z) ne coincide pas entre «
et b avec un polynome de degré n, m sera certainement positif.
Par suite, I'ensemble des valeurs de my lorsquon fait varier
Ay, --vy Ay de fagon quelconque, a certainement une limite
inférieave p. Il s'agit de savoir si cette limite inférieure est
alteinle pour un polynome déterminé de degré n :

(z) =apz?+. ..+ a,,

que nous appellerions polynome d’approzimation de degré n.

La fonction m(A,, ..., Ap) élant continue atleint certaine-
ment sa limite inférieure W' lorsque Ay, ..., A, varient dans un
domaine borné et fermé quelconque (c’est-a-dire, en particulier,
lorsque les A; restent entre des limites finies données). Mais, en
général, p' sera supéricur i p.

Pour tourner cette difficulté, nous allons montrer qu’on peut
déterminer des limites pour les A, telles que, en désignant par !
la limite inférvieure de me lorsque les A restent entre ces limites,
on ait cerlainement ' = -

Observons d’abord que pest au plus égal au maximum M
de | f(2)| dans Pintervalle (a, b). Car on a

pEm(o, 0,0, ...,0)=maximum de |f(2)— o] dans (a, b) =M.

Par suite, on ne change pas le probléme en se reslreignant aux
) ge p 8
polynomes de degré  pour lesquels ona m <M. Or ces polynomes
sont tels que les variations de leurs coefficients sont bornées. En
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effet, soit P(2) I'un d’eux; on a entre a et b

IP(2)| £] F(2)] + |P(2) — fa)| M+ ne,

et pour les polynomes que nous prenons : m = M; done

|P{z)|£2M

entre @ ct b.
Dés lors, on pourra écrire tous ces polynomes sous la forme

Az —a)..
§ (wi— @) ..

& — B (% — Tyay) - oo (8 — Tn)
)
z

i— B )( @i — Ty ) o (20— Tp)

Oil &g, Ty, -+, Ty sONL 2 1 abscisses fiwes comprises entre @
et b et ol les y; restent en valeur absolue inférieurs a oM.
Nous emploierons la notation (due a M. Poincaré)

Byz' ...+ B,<Bia"+...+ B,
(en supposant B, ..., B tous positifs), pour indiquer que I'on a

|Bp

B} (=100 st )

Nous aurons alors

=R

i\lz(m-?—w‘,]')...(."ﬂ

REESEA))
e — 2|

Le second membre est un polynome dont les coellicients sont
fixes, Myz#—...-+M,. Par conséquent, on a, pour tous les
polynomes considérés,

<M.

4) [Aol EMy,  eny A

Par suite, m(Ag, Ay, ..., Ay)atteint sa limite inférieure p. pour
au moins un point (ag, %, « .., %,) du domaine D (*) défini par
les inégalités (4).

Ainsi, il existe bien aw moins un polynome d’approximation
de degré n : I(z) =aya?—+...+ 2,. Ceci monire en méme
temps que U est positif; sans quoi, si . étaitnul, f(x) serait iden-

(') Ce raisonnement n'exclut pas T'hypothése ol % = o, c’est-a-dire ou le
degré du polynome II(2) serait inférieur a n. Nous le considérerions encore
comme de degré 7 avec un premier cocfficient nul.
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tique entre @ ct b & un polynome II(2) de degré n, ce qui est
contraire & I'hypothése.

Nous allons démontrer mainlenant une propriéié cssentielle
des polynomes d’approximation : Il existe un seul polynome
d’approzimation de degré donné n pour la fonction con-
tinue f(x) dans Uintercalle (a, b).

Nous savons déja qu'il en existe au moins un : II(z). Posons
y = /f(2)—TI(z). Lafonction continue | 7| atteint son maximum p.
pour au moins une valeur de 2 dans Uintervalle (@, b). Soient o une
telle valeur et {8 la valeur correspondante de 35 on a === u.
Appelons A’ 'ensemble des points 2" pour lesquels /= p. et A"
'ensemble des points o pour lesquels on a 8'= — p; I'un au
moins des ensembles A/, A" n’est pas nul. Ces deux ensembles
sont évidemment fermés puisque - est continu. D’autre part, on
peut trouver un nombre 26 tel que l'oscillation de ) soit infé-
ricure & un nombre positif ¢ < u dans toat intervalle de longuear
inférieure ou dgale & 28, compris dans («, b).

Par suite, dans tout intervalle I delongueur ¢ ayant pour milieu
un point ' il n’y aura aucun point @’. De méme dans tout inter-
valle J de longueur 8 ayant pour milieu un point o’ il n’y aura
aucun point o'. Enfin, on pourra former autour de toul point y
qui n’appartient nia A/, ni & A", un intervalle K ayant ce point
pour miliea et qui ne contient au sens étroit aucun point de A
nide A”. Dailleurs teus les points de (e, b) sont chacun intérieurs
au sens étroit & au moins un intervalle I, J, K. Par suite, on peut
former un nombre fini & de ces intervalles tels que chaque point
de (@, b) soit contenu au sens large dans 'un au moins d’entre
cux et il en sera de méme des intervalles contigus qu’on obtient
en supprimant dans les & précédents leurs parlies communes.
Cela fait, si deux intervalles consécutifs ne renferment ni I'un ni
autre aucun point de A’ (ou aucun point de A”), on réunira ces
deux intervalles en un seul; aprés avoir fait cetle opération aussi
souvent que possible, on se trouvera avoir divisé le segment (e, b)
en un nombre fini d’intervalles consécutifs, Ly, Ly, ..., Ly, qui
ne contiennent chacun au sens large que des points d’un seul des
ensembles A’ et A7, et tels que deux intervalles consécutifs ren-
terment des points 'un de A/, lautre de A”.
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De plus, si 1., renferme des points de A’, L., des points de A",
la distance du dernier point de A’ contenu dans L, au premier

point de A" contenu dans L, est supérieare & 24. Par suite on
peut supposer que Uextrémité commune des deux intervalles L,
Ligyy n’appartienne ni a A/, ni & A” et que sa distance aux points
de (A’ A") soit supérieure & 5. D7ailleurs il pourrait arriver
qu’il n'y ait qu’'un seul intervalle L qui serait (@, &).

Le raisonnement précédent s’applique quel que soit le po-
lynome I(2). Lorsque I1(x) est un polynome d’approxzimation,
Je dis que le nombre p des intercalles L est supérieur ¢ n ;

En effet, soient @, &, &, ..., E,_i, b les extrémités de ces inter-
valles, et considérons le polynome (')

Qz)=n(z—E).- (2 —Epy):

Je dis que si p — 1= 17, on peul trouver un polynome R{z) de
degré n pour lequel le maximum m de |/(2)—R(z)| soit
inférienr an maximum p de |y|=|f(z) —1(z)|. En eflet,
si p—15n, Q(z) est de degré n au plus et par suite aussi le
polynome : R(z) =I(2)— Q(z). Or Q(2) ne change de signe
qu’en passant d’un intervalle L, & 'intervalle conséeutif Ly Par
suite, on pourra choisir le signe de 7 de facon que Q(x) soit
posiuif dans tout intervalle L, qui ne contient que des points o' et
négalif dans les autres.

D’autre part, dans tout intervalle 1, on a

p—e< file)—(z)< »

et, comme aucun intervalle 1 ne contient de points £, on'a, dans
tous ces intervalles,

[l ér=t<1Q(2)] < ju|(b — a)r—t.

Enfin, Q(z) est positif dans tout intervalle I (car tout intervalle T
est contenu dans I'un des intervalles L. qui contiennent des

4 ! ] =i : (i
points /). Alors, sil'on a pris || < T —ap= ! daant, dans tous

les intervalles I,

0 < f(&)— () — Q(z) < p— |5]3r-1.

(') Dans le cas ot il n’y aurait qu'un seul intervalle L, on prendrait ) (2) =1,
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De méme, on aura, dans les intervalles J,
— (g —|[g]er-)y < fle)—R(z)< o.

Enfin, appelons I I'ensemble des points de (@, b) qui ne sont
intérieurs au sens élroit & aucun intervalle I ou J. Les valeurs
de |y|=|f(x) — ()|, pour les points de cet ensemble, sont
limitées supéricurement et la limite supéricure p' est certaine-
ment inférieure & p. Car cette limite supérieure p/ est atteinte,
soit en un point extérieur aux intervalles I et J, soit en une
extrémité de ces intervalles, mais jamais en un point intéricur au
sens étroit & un intervalle I ou J, comme le sont les seuls points
olt [y7| = p. Par suite, en tout point de I'intervalle (a, b), la fonc-
tion | f(2)—R(2)| est inféricure & I'une des quantités . — |7 |5~
ou p'<Z p. Done T(z) n’est pas un polynome d’approximation
de degré n.

Réciproquement, soit un polynome P(x) de degré n et m le
maximum de |y| en posant y = f(2) — P(z). Formons les inter-
valles L correspondants. S’ils sont en nombre supérieur & 72 41,
il n’y a pas de polynome P,(z) d’ordre n, distinct de P(z),
pour lequel le maximum s, de | f(2) — P, (2)]| soit inférienr ou
méme simplement égal a m. En ellet, dans chaque intervalle L,
|| atteint au moins une fois son maximum. Soient donc, par
exemple,

L e e v T
des abscisses en nombre supéricur a 2 -+1 pour lesquelles y
prend les valeurs m, — m, m, — m, .... Si 'on a m<m, le
polynome de degré » non identiquement nul

V(@) = [f(z)—P(2)] — [f(z)—Pi(x)]
prendra en o, o}, ... des valeurs
Y(aj)zo, (2{)E0, W(a})20, ...

Ces conditions, en nombre supérieur ¢ n -1, impliquent
toujours Vexistence de n -1 racines inégales ou égales pour
L(z), ce qui est impossible. Done 4(x) est identiquement nul,
cest-d-dire que Py () est identique 4 P(z).
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De ce qui précede il résulte d’abord qu'il n’existe jamais
qu’un seul polynome d’approximation de degré n. Il résulte
ausst que la condition nécessaire et suffisante pour qu’un po-
lynome de degré n soit un polynome d’approximation est que
le nombre des intervalles L soit supérieur a n 1.

Etant donnée la fonction f(2) continue entre @ et b, il existe un
polynome d’approximation déterminé pour chaque valeur du de-
gré n. Soit I, (x) ce polynome et p, le maximum de | /() — 1L, ()|
dans Pintervalle (@, ). Si Uon suppose que f(z) ne coincide
entre @ et b avec aucun polynome, i, est une fonction univoque
et positive de n. Clest méme une fonction qui n’est jamais crois—
sante. Car IT,(z) peut étre considéré comme un polynome de
degré n—+1 et, par suite, on a a2 pasrs Les nombres p, ne
croissent jamais et restent positifs : ils tendent donc vers une
limite ). Le théoreme de Weierstrass (qui a é1é oblenu posté-
rieurement aux travaux de Tchebichell) nous apprend que cette
limite est nulle. En eflet, dans le cas contraire, il n’y aurait
aucun polynome P(x) tel que Uon ait dans tout Uintervalle (a, b)

[fl@)—P(2)] <2,

ce qui est contradictoire avec le théoréme de Weierstvass.

Nous avons observé que le degré de II,(2) pouvait étre infé-
vieur & n; soit m, le degré de I,; m, est nécessairement une
fonction de 7 qui n’est jamais décroissante. De plus, on ne peut
avoir my= My, que si Up = ttuqi- Or, lorsque 7 croit indéfini-
ment, 1, est loujours positif et tend vers zéro; par conséquent,
pn décroil en passant @ g pour une infinité de valeurs de n
(sinon pour toutes ). Par suite, 72, croit (et d’an moins une unité)
pour une infinité de valeurs de n. Donc le degré m, de 11, (z)
eroit indéfiniment avec n.

Enfin, on voil que la série de polynomes dont la convergence
uniforme vers f(z) est la plus rapide pour des degrés successifs
donnés sera la série

Iy = (My— T ) 4= (T — M) . oo (T — T eg) 0 vy

qui présente le caractére de représentation univoque que nous
avions youlu obtenir. Toutefois, observons que Ja correspondance
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entre le développement et la fonction ne se poursuit pas dans lous
ses détails. Ainsi, la somme des polynomes d’approximation de
degré n de deux fonclions continues n’est pas toujours le poly-
nome d’approximation de la somme de ces deux fonctions.

En utilisant le théoréme de Weierstrass on peut arriver a cal-
culer avec autant d’approximation que 'on veut les polynomes
de Tchebicheff. La méthode peut ainsi étre ulilisée pratiquement
pour la représentation effective en série de polynomes.

Pour le voir, nous démontrerons d’abord que la correspon-
dance entre une fonction continue et son polynome d’approxima-
tion de degré n, est continue.

Autrement dit, soient

U, (2) = tpat—= agmt—t—a=. .= tp,

(@) + Al (@) = (eo=+ Azg) 2P+ . .~ (@p—+ Aay),

les polynomes d’approximation de degré n de deux fonctions f(z)
et g(x) continues dans I'intervalle (a, ). Je dis que, a tout
nombre positif n, on peut faire correspondre un nombre e tel
que Uinégalité .

|f(2) —g(2)] <5z,
supposée vérifide dans tout I'intervalle (a, b), entratne

[Aas]my |Am| < wewy Ao < ms

En effel, soit wle maximum de | y|en posanty = /() — Hu(2).
Si 'on écrit aussi 5= g(z) — I, (z) — All, (), le maximum
de |z ] estau plus égal a celui de g(@) —Ty(z)|, puisqae IT, - All,
est le polynome d’approximation de g. Or, on a

(@) — f(@)] + | (@) = Da(@)]| < p 2.

|g(@)— Tn(z)

Donc |z << s+ < entre @ et b.

D’autre part, formons les intervalles L relatifs a . Tl yena
un nombre fini &> 7n-1. On pourra prendre un point dans
chacun de ces intervalles de fagon que les valeurs correspon-

dantes de y pour les abscisses

o <Lty LA A e L hppn < e
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soient alternativement — 1. et — 1, On aura donc, 4 la fois,

8§ (a;) — Wy (ay) — Al (a) < p =

/A

s ,

— < f(o) —s(a) <5,
(—1)fp =My () — fla) = (—1)p e T G e ) s )

D’ot, en ajoutant membre & membre,

(—1)ip—p—a2e < —Al,(a) <(—1)fp+ u+as,

All(2y) > —o2z, All,(ws) < +28, Ally(a3) > —

;
Je vais montrer maintenant que I'on a nécessairement
|ALL, (2)] < 2=

pour tous les points de I'un au moins des intervalles o %, o2y,
Uy iy « ooy TuyiPape. 1L me suffira de faire voir que dans le cas
contraire le polynome All,(z) de degré n aurait au moins n
maxima ou minima distincts, ce qui est évidemment impossible
puisque la dérivée de All, est de degré (n — 1).

Supposons donc qu'il existe, dans chacun des intervalles indi-
qués, au moins une valeur o', o), ..., o
ait |ATl, (2)] > a2-.

Si I'on a All,(d,) << — 2 ou ATl (a,) << — 25, comme on
a Al (@) > — 2¢ et All, (23) > —2¢, il y a un minimum de AT, (z)
atteint dans U'intervalle ¢ 23: Sinon, on a

' de & pour laquelle on
n+A € & pot { G

Al (] ) >« ATT, (o) > 2 et All () <3¢}

il y a donc encore un minimum entre =, et =,.
De méme, si All, (o)) > 2¢ ou All,,(«}) >> 2, comme on a

Al (23) < 2e (7 Al (o) < 2%,

il y a un maximum entre «, el o, sinon on a All, (24) < — 2%,
Al (af) << — 22 et All,(23) > —2¢c et il y a un maximum
entre o, et o;. Ei ainsi de suite : il y a alternativement un mi-
nimum, puis un maximum dans chacun des 7 intervalles ooy,
By Oy g Xgy o ooy Enpiias

Ainsi, il est bien prouvé qu'il existe un intervalle H; : (o, o)
dans lequel on a constamment |AIl, (2)| << 2.

e
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s g(q,)] < 3
All, varie, mais I'inégalité [AIL, (2)| << 2= est toujours vérifiée dans
I'un au moins des 72 + 1 intervalles H,, Hy, ..., H, ., sans que ce

Lorsque g(z) varie en restant tel que on ait | /(2

soit nécessairement toujours le méme. Prenons n -t 1 points fizes
dans chacun des intervalles H; : 27, 2, ..., @, on pourra
toujours mettre All, () sous I'une des 7 -+ 1 [ormes

h=n+1

Y@= ¥ wl

(z—a)... (z—af) )z —afdy).. . (e —aill,)
() = WA Al 2)
(@i —aP) .. (@ —apl ) @ —zfy) . .

(T
En— %)

L=y sy e avee wil| < 2.
; ) h

Or, on a

Ui (@) < 2e(MP .. . M),
ayec

f=n+1

(24 |20]). oo (=22, N2+ | 2}

Vooo (]2 )

M zni, . .4-MP = E A 3 E 1
: IR * ( “* ‘) 13 /) ( ' (7) pli) (0]
[ — @) . o (2P — ) (2f) —afily) - (@) — 2L,

h=1

Les quantités M’ sont des nomhbres positifs fixes indépendants
de la fonction g(2); soit N le plus grand de tous; N est indépen-
dant de g(z) et de ¢; on peut donc prendre = de fagon que on
ait 2N << 7, quel que soit le nombre positif donné d’avance 7.

Par suite

Ally (7)< nlat-at=t4 0 4 1).

Cest ce qu'il fallait démontrer; on en déduit en méme temps
que dans 'intervalle (@, 0) on aura

[8Ma(@)] < 7 (e" - en=t +-....+1),

en supposant ¢ > |b], ¢ > [al.
Par suite, en prenant 7 assez petit, on pourra rendre le premier
membre inférieur dans («, b), a une quantité positive donnée 7.

Revenons A lapplication que nous avions annoncée. Elant
donnée la fonction f(z) continue dans (@, b), on peut prendre
pour fonction g(z) un certain polynome P(z), d’aprés le théo-
réme de Weierstrass. Or la recherche du polynome d’approxima-
tion I, -+ All, d’un polynome donné P () est évidemment un

M
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probléme algébrigue que Uon pourra toujours résoudre par des
moyens d’ailleurs’plus ou moins compliqués, sur lequels nous ne
nous étendrons pas.

On obtient ainsi les coefficients du polynome d’approximation
11, de f(z) avec unc approximation inférieare & un mombre
quelconque 7 donné d'avance. Ceci revient a dire que on sait les
calculer. Ainsi, lorsqu’une fonction continue est donnée de telle
maniére que Uon sache caleuler les polynomes approchés de
Weierstrass, le caleul des polynomes d’approzimation de
Tehebichef] wexige que des opérations algébriques.

CHAPITRE Y.

REPRESENTATION DES FONCTIONS DISCONTIN
PAR DES SERIES DE POLYNOMES.

Nous avons vu que la somme d'une série de fonctions conli-
nues dans un intervalle (@, ) peut étre une fonction discon-
tinue (p. 38). Nous avons vu aussi que la somme d’une telle
série peut éire représentée par une série de polynomes qui con-
verge dans (@, 0).

Par conséquent, le théoréme de Weierstrass (p. 51) n’admel pas
de réciproque. On peuat seulement observer que, si une fonction
discontinue est représentable dans un intervalle (@, b) pav une
série de polynomes, cetle série ne converge pas uniformément
dans (@, b); elle n'y converge méme pas quasi-uniformément
(p- 42)-

Il est naturel, maintenant, de chercher a étendre & des classes
de fonctions plus vastes que celle des fonclions continues les
méthodes d’approximation par des polynomes (').

Le procédé le plus simple consiste a trouver une fonction con-
tinue de z, f(=, ¢), qui tende vers la fonction donnée f(z),
lorsque ¢ tend vers zéro. On pourra ensuile déterminer un poly-
nome P(z, ¢) tel que 'on ait, dans Uintervalle (a, b),

|f(=,e)— P(a

Par suite, on aura
P(z, ¢) = f(@; e) + be

(1) Pour tout ce qui concerne les fonctions discontinues, je ne puis mieux
faive que de renvoyer aux Legons sur les fonctions discontinues de M. Baire,
qui paraitront quelques semaines aprés cet Ouvrage. M. Baire faisait son Cours
au Collége de France en méme temps que je faisais le mien & P'Ecole normale, et
Jai été bref sur les parties qu’il traitait. On sait d’ailleurs quelle autorité ses
travaux si profonds et si personnels conferent a M. Baire-dans ces questions.
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avec
0] <1,
et P(z, ¢) tend vers f(w) lorsque ¢ tend vers zéro. On peut done
éerire

Sl@)=Pa, 1)+ [P (=

e [P (.-r-,

De plus, on voit que si dans un intervalle partiel (a,,0,),
J(2,2) tend uniformément vers f(z), la série convergera unifor-
mément vers f(z) dans ce petit intervalle. Si I'on désire quelle

converge de plus absolument dans un intervalle on utilisera la
remarque de la page 66.

Fonctions discontinues en des points isolés. — Considérons
d’abord une fonction f(x) continue dans I'intervalle (a, b) sauf
aux points d’abscisses @, @, ..., z,. En prenant = suffisam-
ment petit, elle sera continue dans le domaine D formé par ce
qui reste de lintervalle (a, b) lorsqu’on enléve les segments
gi(Zi—se, &
J(#, ¢) continue dans tout Pintervalle (@, 6), coincidant avec f(z)
dans le domaine D et qui tende vers S(z). Pour cela, supposons
d’abord que la fonction f(x) soit bornée cntre @ et &; alors f(z)
a une certaine valeur finie en ;. Soient A, A/, B les points de la
courbe y = f(x) qui ont pour abscisses 2; — ¢, @; + ¢, &, Nous
prendrons pour les portions de la courbe y = f(z, ¢) comprises
entre les droiles : & =w;—¢, @ = @;+ <, les droites AB, BA/.
Et de méme dans tous les segments o;. La fonction J(z, ) ainsi
définie est continue dans (a, b) et lend vers f(2). Elle tend méme
uniformément vers /() dans le domaine D qui correspond a une
valear déterminée quelconque de <.

51, pour une abscisse 2, la valeur de la fonction S(z) était == oo,

i=+¢). Nous allons maintenant former une fonction

on prendrait pour ordonnée du point B le nombre == L.

Fonctions dont les discontinuités Jorment un ensemble
dénombrable K. — Il n’est pas évident qu’on puisse trouver une
fonction dont les discontinuités forment un ensemble dénom-
brable quelconque.
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Ainsi, 4 un point de vue analogue, on sait que 'ensemble a deux
dimensions des singularités d’une fonction analytique au sens de
Weierstrass est un ensemble fermé. Il y aurait donc lieu de se
demander si le seul fait d’imposer & une fonction réelle certains
points de discontinuité sur I'axe Oz n’entraine pas a lui seul
I'existence d’autres points de discontinuité.

Cependant nous allons montrer qu'on peut considérer un
ensemble quelconque E de points sur I'axe Oz comme ensemble
de points de discontinuité, lorsque cet ensemble E est dénom-
brable. En effet, soient @, @a, @y, ++., @y, -.. les abscisses

. - . . 3 1
des points de E. Appelons f(x) la fonction qui est égale a =
pour & = a, et qui est nulle pour les poinls 2 qui n'appartien-
nent pas a I, Cette fonction admel comme points de discontinuité
les points de E et ces points seulement. En effel, dans un inter-
valle (@, — h, a,—+ I) si petit qu'il soit autour de a,, il y a des
points « (sans quoi E aurait la puissance du continu). Par suite,
loscillation de f(2) au point a, est cerlainement supérieure ou

(G4

N 1 . . . . . .
ale & —- Ainsi tous les points @, sont des points de disconti-
n

il n’y en a pas d’autres. En eflet, soit ¢ un nombre positif

donné et soit N un entier déterminé supérieur & -+ Si un point o

n'appartient pas & E, il est distinct des points @y, @a, «.., @y}
soit 2/ la distance minimum de o & ces points. Tous les points x
compris dans Pintervalle (2 — /i, @ - /) sont des points de K de
vangs supérieurs a N, ou bien n’appartiennent pas i E. Dés lors,
on a
|fl@)—F(z)| <=
[)Uul‘
|@—a| < /.
Par conséquent, les points qui ne sont pas dans IE sont des

points de continuité.

Nous allons montrer (') quune fonction f(x) définie dans ur
intervalle (a, b) et dont Uensemble E des discontinuités est

(1) Voir LEpEsGUE, Sur U'approximation des fonctions (Bulletin des Sciences
mathématiques, novemb re 1898, p. 278). g
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dénombrable, peut étre représentée par une série de polyromes
(qui converge uniformément dans tout intervalle intéricur
un intervalle de continuité).

Soient G I'ensemble des points de ¢(I) qui appartiennent a 1/,
HTensemble des points de ¢(E)qui n’appartiennent pas & E'. Tout
point de H est situé dans un intervalle de continuité; soit (£, &)
le plus grand possible (les points &', & appartiennent 4 Il ou E)
(p- 7)- Les points de G ne sont dans aucun intervalle de conti-
nuité., Observons maintenant que les intervalles (%', £”) n’ont pas
de parties communes, il y en a donc un ensemble dénombrable
(p- 7). Par suite les points qui appartiennent i E et les points £,
A" forment un ensemble dénombrable C : ¢, cay Cy ooy Cuy = ve-

Pour démontrer le théoréme, il nous suffira de déterminer une
fonction f(z, n) qui tende vers f(x) lorsque 7 croit indéfiniment et
cela uniformément dans tout intervalle de continuité. Dans ce but,
considérons dans la suite des n abscisses ¢, €ay ..., g, deux
points ¢p, ¢, consécutifs sur 'axe Ox. Les points ¢p, ¢, ne peu-
vent étre, ni 'un, ni l'autre, intérieurs au sens étroil & un inter-
valle (&', £"). Par suile, s'il y a entre ¢p el ¢, un point d’un inter-
valle (4/, &"), cet intervalle est contenu tout entier (au sens large)
dans Gy O

Alors deux cas pourront se présenter : 1° il y a entre ¢p €l ce,
séro ou plusicurs intervalles (&', £”); nous prendrons pour arc de
la courbe J'_j'(m, n) compris entre les abscisses ¢, el ¢, la
droite Cj, C, en désignant en général par M le point de coordon-
nées : m, f(m); 2°il y a entre ¢p et ¢, un seul intervalle (&', £7);
soit alors (/, /}) un intervalle compris dans £'%” et tel que

:{i_/;"/‘f;,

n =

K,

La fonction f(z) est certainement continue dans Uintervalle
(&4, k1), exirémités comprises. Nous prendrons pour la courbe
¥ =/f(z, n), l'arc de courbe continu de = f(x) compris entre
K et K{ et nous joindrons C, a K/, C, & K” par des droites.

Si maintenant on suppose que f(x) n'est pas finie, elle n'a
de valeurs infinies que pour des points d’abscisses G adis
Alors, dans la construction précédente, nous prendrons pour
point G, le point d'abscisse c,, et d'ordonnée == [suivant que
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S(ep) = £ x]. La courbe y = f(z, n), ainsi définie, est continue
quel que soit 7. Je dis qu'elle tend vers J(z). Eneffet, f(cp, n)
est égal & f(c,) pour pZn, ou croit indéfiniment si Jlep) est
infini. De méme, considérons un intervalle (K5 K"); ses extré=
mités sont deux points ¢,, ¢,. Par suile, pour n> g ct n> r,
JS(@, n)coincide avec f(2) dans U'intervalle K, K\ ; sil'on considére
une abscisse = comprise entre &' et £, on aura Sz

lorsque 7 est supérieur anx quatre nombres : gy Ty

Done, f(, n) tend vers f(z) dans tout intervalle de continuité,
et cela uniformément dans tout intervalle Jixe intérieur au sens
étroit a cet intervalle de continuité. )

Restent enfin les points de continuité appartenant & G; soit
e l'abscisse de I'un d’eux, c’est la limite de cerlains points ¢,.
Comme f(2) et f(x, n) sont continus pour z = o, on peut déter-
miner ¢ de fagon que l'on ait

A —f@I<g et [f(a ) —f(a )< 2
[]0”1'
|z—a| <e.
Or, quel que soit n, il y a des points ¢p dans Pintervalle
(2 — ¢, &+ ¢) et d’indice aussi grand que I'on veut, en particulier
d’'indice plus grand que 7, soit Co I'un d’eux. Puaisque p, > n, ona

Jep,) =fcp, n),

ct comme |¢

“Pn

— o] <¢, on aura
s Sty : i
I lep) =S < =5 [ Sflep, n)— fla, n)| < =
Dot ;
70 A " 2
[fla) = fla, n)| < —-
n
Ainsi, f(2, n) tend vers f(2) méme aux points de l'ensemble G.
Voici une autre démonstration, due & M. Lebesgue :
Soit ¢y, €3, €3, « » . un ensemble E de valeurs de z partoat dense
et contlenant les valeurs de discontinuités. Rangeons par ordre de
grandeur les n premiéres valeurs de celte suite, on obtient ainsi la

suite

(S) a; Gy 6
E, B, /)

a5 ey Cayy L
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Désignons par f(2, n) la fonction cou-Lim}e,d? z égale & f(x)

pour chacune des valears de S et qui varie linéairement quand

varie entre deux valeurs de cette suite. B

Je dis que, quand n croit indéfiniment, f/(z, n) tend vers T
Cela est évident si x appartient & E. 8'il n’en est pas ainsi, est
compris entre deux nombres de la suite S, ¢g ; ¢y, et f(z, 1) est
comyprise entre : 15 o

Sleg,) et fleya)
Mais /() est continue au point x, I)L1if([l1e z n’apparlicn-t pas i“Ef
donc, ¢g, et ¢y tendant vers Z cax E est p:u‘tm:]t dense, ‘j cg,)
et f(cy,) tendent vers f(z), etil en est de méme ef(.‘z",‘n). s

Il est d’ailleurs évident que la convergence est un‘l{mme .u’xs
lout intervalle de continuilé; mais il faut des précautions supplé-
menlaires pour que la convergence soit al)sulue.. P

Enfin, on peul remarquer que si I a se.rv)l ’u définiv les ’po—
lynomes P, , de la page 8o, la fOnC.I.iOL:l co’n‘Sldm‘ce ﬂdll:lell le déve-
loppement Iy + (I —1I1,) . . ., indiqué a cet endroit.

Théoréme général de M. Baire. — les méLhode.s préchédcm?s
nous donnent le moyen d’exprimer cerlaines fo.ncl‘mns.; (l}SCOllLl—
nues sous forme de série de polynomes. Il serait trés 111.1&1‘65553“)[
de déterminer, a priori, loules les fonctions auxquelles il y a lieu
d’étendre ces méthodes.

La solution compléte de ce probléme a été .oblenuvc par
M. Bairve ('). Nous n'exposerons pas sa démonsll:atmu qui nous
entrainerait trop loin; mais, pour énoncer le résultat, il nous
faut définir la continuité relativement & un ensemble.

Considérons une fonction f(x) définie en tous les points d’un
ensemble linéaire E, et soit &, un poiut'quelconque’: de E. Nous
divons que f(x) est continue en £y RELATIVEMENT A L ENSEMBLE E,
si Uon peut faire correspondre & tout nombre positif e un
nombre v tel que on ait

[f(@) —[flzo)| <

pour tous les points x v LensevsLe E gui sont compris dans

(') Voir Bamz, Sur les fonctions de variables reelles. Thése soutenue en
mars 189g. s
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Pintervalle (wy— 2, 2y o). (En particulier si I est I'ensemble
des points d'un intervalle, la continuité par rapport a E est la con-
tinuité au sens ordinaire).

Mais cette définition ne peut carvespondre & une propriéié
de f(x) en 2, que si (aussi petit que soit o) il existe toujours au
moins un point de E autre que z dans Vintervalle (2 — o, 2, 1 &),
c’est-d-dire si tout point de Pensemble est point limite. I faudra
méme se restreindre au cas ot K est un ensemble parfait si ’on
veul que la conlinuilé en tous les points de E entraine la conti-
nuité uniforme dans B. Supposons done E parfait; au voisinage
d’un pointde E, il y a toujours une infinité d’autres points de I,
Si, au voisinage de tout point de E, il y a des points de 1 ou la
fonction est continue relativement a E, nous dirons que la Jonc-
tion est ponctuellement discontinue relaticement & Uensemble
parfait K.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme général de
M. Baive : La condition nécessaire et suffisante pour quunc
Jonetion uniforme puisse étre représentée par une série de
polynomes est que cette fonction soit ponrctuellement discon-
tinue relaticement é tout ensemble parfait ().

Dapres la remarque que nous avons faile (p- 63), c’est aussi
la condition nécessaire et suffisante pour qu’on puisse consi-
dérer la fonction comme limite de JSonctions continues.

Admettons ce théoréme. Il va nous permettre de donner un
exemple d’une fonction qui n’est pas limite de fonctions continues.
I suffit de considérerla fonction J(z) définie entre o et 1, qui est
¢égale & o pour les abscisses rationnelles et a 1 pour les autres.
Si l'on consideére en particulier 'ensemble lindaire pacfait E con-
stitué par tous les points de Dintervalle (0, 1), il est manifeste
(que tous les points de E seront des points de discontinuité relati-
vement a E. Parsuite, la fonction n’est pas ponctuellement discon-
linue relativement & tout ensemble parfait.

Classification de M. Baire. — M. Baire a proposé une classi-
fication des fonctions au point de vue qui nous occupe. Il appelle

(') La démonstration de ce théoréme est développée par M. Henri Lebesgue
dans la Note II,
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Sfonetions de classe o toutes les fonctions continues. Ilappelle
ensuile fonctions de classe 1 toutes les fonctions discontinues qui
sont limites de fonctions continues. Nous en avons trouvé des
exemples & propos de la convergence des séries. Toutes les foue-
tions qui ont une infinité dénombrable de discontinuit(s sont des
fonctions de premiére classe. Le théoréme de Baire nous apprend
méme & quelles conditions une fonction discontinue est de pre-
miére classe.

De méme, on appellera fonctions de seconde classe toules les
{fonctions qui sont limites de fonctions de premitre classe sans
étre de classe o ou 1. Telle est la fonction f(z) que nous avons
définie au paragraphe précédent ol nous avons montré qu’elle
n'est pas de premicre classe. Llle est bien d’ailleurs limite de
fonctions f, () de p]-emiérc classe. 1l suffit de l)rendre |>our‘/"u(1‘)
une fonction égale a 1 entre o et 1 sauf pour les points d’abs-
cisses :’1 (avec pEg=n), lesquels sont en nombre limité et ot 'on
suppose f,(2) = o.

Plus généralement, on appellera fonction de classe n, loule
limite de fonctions de classe n — 1, qui n’appartient & aucune des
classes 0, 1, 2, ..., n— 1. Enfin, on peut définir des fonctions
de classe @, G =41, «.., ©, ..., 0, ... cn désignant par ces
symboles les divers nombres transfinis de M. Cantor; mais nous
n'y insistons pas.

Les théorémes que nous avons obtenus nous permetlent d’al-
firmer que les fonclions de classe o ou 1 sont les seules qui soient
veprésentables par des séries de polynomes.

Mais, d'aprés la définition méme des fonctions de seconde
classe, on pourra les représenter par des séries doubles de

@= o B=w
R . . ¥
nolynomes P, g, la sommation étant effectuée d’abord par
POLy B
o =1 (=1

vapport & 3, puis par rapport & «, sans qi’on puisse réduire cetle
série double & une série simple. Bt celte propriété cavaclérisc
les fonctions de seconde classe. Plus généralement, une fonction
de classe n sera représentable par une série multiple d’ordre n

dont tous les termes sont des polynomes.

NOTE L
SUR LE DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS ANALYTIQUES.

Par M. Pavn PAINLEVE.

1. Séries génératrices. — Considérons une fonction ana-
Iytique f(¢) holomorphe (') pour ¢ = o, ct soil :

(1) St)= o+ ayt+ @ t>~+... 4 @utt~+. ..

la série de Mac-Lauarin qui la définit pour ¢ voisin de zéro. Con-
sidérons, d'autre part, un développement de la forme

(2) o (0) + 91y @) o+ 0u(Q0y By oo Qp)iws

ot chaque terme @, est une fonction entiére donnée de ay,
@y, -+ @y Je conviens de dire qu'un tel développement est une
série génératrice s'il converge et représente f(1), quelle que
soit la fonction f(¢), sous la seule condition que f(¢) soit holo-
morphe pour ¢ réel, positif et inférieur ou égal a 1.

La série génératrice (2) sera dite normale si chaque terme g,
de (2) est linéaive et homogene en a,, @, ..., a,.

2. Hioile d’holomorphie. — Admettons, pour un instant, que
nous connaissions une série génératrice (2); z désignant une
quantité complexe, introduisons la fonction fi(¢)= f(st) el

appliquons a cette fonction le développement (2). La série de
Mac-Laurin qui représente /) (¢) est

(3) SJi(t)= ay+ayst+. ..+ @y 5+,

(') Cette fonction peut étre une branche ( bien déterminée pour ¢ voisin de zéro)
d’une fonction multiforme.
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et le développement (2) correspondant est

(4) op (@) + 91 @y AVE) A s ook Op(Roy @y Ey oy @pZP). ..
Donnons & s une valeur invaviable z, : ce développement (4)
converge et représente f, (1)=f(z,), si la fonction f(¢) ou
JS(zot) est holomorphe quand ¢ croit par valeurs véelles de o a1
(limites comprises). Interprétons cette condition.

Soit P l'affixe du point z, dans le plan complexe : quand ¢
croit par valeurs réelles de o 4 1, le point complexe z4¢ déerit
le segment de droite OP. Pour que f(¢) soit holomorphe
pour o St 1, il faut et il suffit que la fonction (ou branche de
JSonction) f(z) soit prolongeable régulicrement, a partir de O,
le long de OP, jusqu’aw point P inclusivement. Appelons A
I’ensemble de tous les points P tels que cette condition soit
remplie : les points du plan exclus de A forment des demi-droites
ayant pour origines les points p. Lels que la fonction f(z) soit pro-
longeable réguliérement le long de O u jusqu’au point p. ezelusi-
pement; ces demi-droites s'obliennent en conlinuant, aw deli
de chaque point p, la direction O .

Adoptant Ja terminologie de M. Mittag-Leffler (un pea modi-
fiée), jlappellerai le domaine A I'étoile d’holomorphie ('), de
centre O, attachée a la branche de fonction f(z). Les points p.
mmets de I'étoile.

seront les se

(') Quand la fonction f(s) n’admet, dans tout le plan, qu'un nombre fini de
points singuliers, I'étoile comprend tout le plan sauf un nombre (ini de demi-droites.
Quand f(z) est uniforme, mais n’existe que dans une aire limitée du plan, I'étoile
fait sirement partie de cette aire. Mais 'étoile peut étre tout entiére a distance
finie sans que la fonction f(%) présente de lignes singuliéres. Par exemple, consi-
dérons un ensemble parfait discontinu (E) de points situés sur Paxe OF entre 1
cto, et soit = g (&) une fonction continue croissante qui prend towces les valeurs
deoax (limites comprises), quand £ coincide avec un point arbitraire de (E). Posons

z=E(cosamh—+isin2mn);

i chaque point &, de (E)correspond un point z, du plan 53 les points 5, forment
un ensemble parfait (E,) qui, nulle part, n'est continu, D’autre part, il est facile
de construire une fonction f(z), uniforme dans tout le plan, et dont Pensemble
des singularités coincide avec Uensemble ( E,). Cette fonction uniforme ne présente
ancune l(igne singulicre; néanmoins, Uéloile A (qui comprend a son intérieur Je
cercle de centre o et de rayon 1) est comprise tout entiére a l’intéricur du
cercle de centre o et de rayon 2: car une droite quelconque issue de Vorigine
rencontre un point singulier dont la distance & I'origine est au moins égale a 1
et an plus égale a 2.
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La série (4) converge et représente f(z) dans toute I'étoile
d’holomorphie A.
Ainsi, pour déduire d’une série génératrice (2) une série qui
représente f(z) dans toute Pétoile A, il suffit, dans les termes de
la série (2), de remplacer

R
Pﬂ]‘

BABN 2y Ap B LG e
En particulier, si la série génératrice (o) est normale, on a
&) P (Boy @18y oy BB = Nty = Ny Bt 1 s V@l

lesv étant numériques. La série (4) est alors une série de polynomes

en g, dont le (7 + 1)"*m¢ terme est une expression lindaire et homo-

géne en @g, &y 5, as

5 ey @ 3R, A coefficients numériques ; elle
e [quel que soit /(z)] dans toute Pétoile d’holomorphie.
Un tel développement sera dit développement de M. Mittag-
Leffler ou développement (M).

conve

3. Eroile d’holomorphic attachée & une fonction de plusicurs
variables. — Considérons maintenant une fonction (ou branche
de fonction)) analytique, £, de plusieurs variables, soit de trois va-
riables s =& + iy, u = 2,4 iy, 0 = @2+ ya, fonction qui, par
hypothése, est holomorphe pour 5 == 0, u = 0, ¢ = o. Il nous est

loisible de représenter le systeme de variables (u, ¢, ®) par un

point P de Pespace réel & 6 dimensions OzyxiyiZaya-
Remplacons (dans /) s par ¢, « par ut, ¢ par v¢, et posons (1) :
Ji(2)=f(st, ut, 0t).
Formons, pour cette fonction £, (¢), la série génératrice (2);
la série de Mac-Laurin qui représente f; (¢) est

(P04 uf®refid) . (af9 4 ufif+of
- T = Sl

Jo+

Jos 25 iy [ désignent les valeurs de f et de ses dérivées par-

(') On reconnait la le procédé employé dans la théorie des séries de Taylor
pour passer du cas d’une variable au cas de n varviables.
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, £ 34270 e &
tielles pour z = u = v =0, et (& + wf ) + of ) )n) est la puis-
sance symbolique '™ de (/0 + wf)! + vf."). L'expression

27 S 10y o f10
(af2 + ”;/:Lu' =+ 0f iy = pulz; u, v)

(6)
est donc une forme homogéne de degré n en 5, u, ¢, dont les
coefficients (a des facteurs numériques prés) sont les valeurs
(pour z=u= ¢ =o0) des diverses dérivées partielles d'ordre n
de f.

Pour former la série génératrice (2) qui représente £, (¢), il
suffit, dans les termes 9, de cetle série, de remplacer aq, @y, . . .,
@py + 5 PAT Poy Piy =v ey Puy -.. L série ainsi obtenue con-

Verge pour z = %, i = U, v = ¢, et représente

J1(1) = f( 50, e, vo),

si la fonction f,(¢) est holomorphe quand ¢ croit, par valeurs
rvéelles, de o jusqu'a 1 (limites comprises). Interprétons cetle
condition.

Soit P le point de l'espace O wy @y @y ys défini par (5o, wy, 04);
quand ¢ croit de o & 1, le point (8¢, wet, ¢o¢) ou P déerit le
segment de droite OP ('). Pour que fi(¢) soit holomorphe
pour 0=¢< 1, il fant et il suffit que la fonction (ou branche de
fonction) f(z, u, ¢) soit prolongeable régulierement le long du
segment de droite OP & partiv du point O jusqu’au point P inclu-
sivement.

Représentons, ici encore, par A l'ensemble des points P de
Pespace Oxyz, yy z.y» pour lesquels cette condition est vemplie.
Les points de l'espace exclus de A sont distribués sur les demi-
droites ayant pour origine les points i tels que la fonction f(z, u, ¢)
soit prolongeable régulierement le long de O p jusqu’au point p

(') Cette terminologie doit étre interprétée dans son sens analytique : elle
signifie que les coordonnées (@, ¥, @, ¥, @, ,) du point P’ (& savoir 24, U
g q 0T,
Z0t, p0t, @b, yit) vévifient les équations :

et que, quand ¢ varie de o a 1, @ vavie de o a 2, » de 0 a 3 ..., ¥, de o @ Fehe
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exclusivement; ces demi-droites s'obtiennent en continuant, au
dela de chaque point s la direction Op.

Nous appellerons le domaine A 1’étoile d’holomorphie, de
centre O, attachée & la branche de Sonction f(s, u, ¢); les
points . seront les sommets de I’éloile.

La série
(7) %0(Po) = C1(Po, P1) o2 Por Pry oo vy Pkt
converge et représente f(z, u, ¢) dans toute U'étoile A.

En particulier, si la série génératrice (2) est normale, on a
(8) a(Pos Pry ooy Pu) =VoPo+ Y1 Pie o ooV Pa

(les coefficients v étant numériques). Les termes de la série (7)
sont alors des polynomes en z, u, ¢ linéaires et homogénes par
rapport anz valeurs (pour s = u = ¢ = o) des dérivées suceces-
sives de la fonction f(z, u, ). La sévie converge, quelle que
soit la fonction f, dans toute Pétoile A attachée /ety repré-
sente la fonction. Un tel développement sera dit encore dévelop-
pement de Mittag-Leffler ou développement (M).

Lemarque. — Chaque terme o, de la série (7) est, dans ce
dernier cas, lindaire et homogéne par TAPPOrt & Py, Piy weey Po
[formes homogénes en 5, u, ¢ de degré o, 1, ..., n et termes
successils de la série de Mac-Laurin qui délinit f(z, u, 0)]-

Supposons que la fonction f(z, u, ¢) vérilie une équation aux
dérivées partielles d’ordre £, linéaire et homogéne par rapport
aux dérivées d'ordre £ et & coefficients constants (*). Chaque
polynome p, vérific cette méme équation, par suite o,. La fonc-
tion f(z, u, ¢) est alors développée, dans toute I’étoile, en une
série de polynomes dont chacun vérifie Péquation aux dérivées
partielles.

4. Application au domaine réel. — Ne donnons a 5, Uy ¢
que des valeurs réelles z, z,, ,. Le systéme de valeurs (2, Zs)
définit alors un pointde I'espace réel (a trois dimensions) Oz 2, 2.

(') La remarque subsiste si les cocfficients sont des polynomes homogénes et
de méme degeé en z, w, ¢.
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Les points réels de I'étoile A épuisent tout cet espace Oz z 2.,
exception faite des points situés sur les demi-droites issues des
points réels singuliers v de f(z, x,, z,) et qui prolongent O .
au dela du point .. D'une facon précise, les points p. (sommets
de I'étoile réelle) seront les points réels tels que f(2, 2, x,) soit
prolongeable réguliérement le long du segment réel O p. jusqu’an
point p exclusivement.

Par exemple, supposons que f(z, @, x2) soit une fonction
harmonique de z, &\, x,, n’admettant dans espace réel Oz 2, 2.,
comme singularités, que des poles isolés; un développement (M)
de f(z, z,, x>) représentera f dans tout Pespace réel sauf sur les
demi-droites issues des poles et menées en sens inverse de 'origine;
les termes du développement seront des polynomes harmonigues.

Mais les considérations précédentes supposent qu’on connaisse
une série génératrice, et nolamment une série génératrice nor-
male. Toute la difficulté est maintenant de former une telle série.

8. Formation théorique d’unc série génératrice normale. —
Tracons, dans le plan complexe des ¢, le segment de I'axe réel
compris entre les points £ =0 et £ =1, et une courbe fermée C
renfermant ce segment a son intérieur. Effectuons la représenta-
tion conforme de I'aire de C sur un cerele I' du plan des = ayant
Porigine pour centre : parmi toutes ces représentations il en

Fig. 2.

(o]

existe une (ct une seule) telle que le point £ = o corresponde au
point 5= o0, et le point #=1 au point v =1. Le cercle T', dans

ces conditions, a un cerlain rayon bien déterminé o >1. Soit
t=14(z) et =1 (t) la correspondance conforme ainsi choisie.

Considérons maintenant une fonction analytique f(¢), holo-
morphe dans I'aire G (contour compris) et dont le module, par
suile, reste inférieur dans C & une quantité fixe H. Si nous rem-
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plagons ¢ par 4(%), la fonction f[d(z)] = F(z) est holomorphe
dans le cercle I et son module n’y dépasse pas H. Elle est donc
développable, dans T', en série de Mac-Laurin,

(9) Fe)=Ao+ As + Age2+ ..o+ Ao

en particulier, pours =1, cette série converge et représente F (1),
clest-a-dire f(1) (puisque ¢ =1 pour = =1). On a donc

(10) JO)= Ao+ Ap- Ao+ e Ay ooy

et le reste de cette série R, = A,y -+ Ay 0+ .. est (d’aprés une
o
palE=—=1)

De plus, les coefficients Ag, Ay, ..., A, ..., sont linéaires et

formule classique) inférieur a

homogénes par rapport & ¢y, s, - ., dpn, ... [coefficients de la
série de Mac-Laurin (1) qui définit £(¢) pour £ voisin de zéro]. En
effet, la fonction £ = U (=) peut se développer ainsi :

(r1) ¢ = Aym+ Aa2ain i Xpr®t-.. ., (A, oy « oy numériques);
or, dans la série (1)
(1) J() = ag+ajt +ayti—+...,

remplacons la variable ¢ par le développement (11) et ordonnons
sulvant les puissances de 7; la nouvelle série ainsi obtenue

gt M apT -+ (hs@y+ X3 as)tt 4. ..

doit coincider avec la série (g), d'ot les égalités

Ay—=ay, Ay = hyay; Ap= ha@i+4- A2 as,

d’une maniére générale, A, est une combinaison linéaire et homo-

gene deicin doiy ke iy

6. Ceci posé, donnons-nous une fois pour toutes (dans le plan
des ¢) unc suite de courbes fermées Cy, Co, ..., Cj, ..., entou-
rant le segment de Uaze réel o —1 et tendant & se réduire a
ce segment quand ’entier j crott indéfiniment. On peutrépéter
sur la représentation conforme de chaque aire C; ce que nous
venons de dire au sujet de aire C; a chaque valeur de I'entier j
correspond ainsi un nombre g; > 1 (rayon du cercle T';); remar-
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quons immédiatement ¢u’on peul, pour chaque valeur de 7, trouver
soil infé-

. v = 1
: sez gran 3 a quantité ——
un entier n assez grand pour que la quantit e

: soit. 7= Nj la plus petite valeur de n qui satisfait &

1

rieure a

celte inégalité (1).

Considérons maintenant une fonction quelconque f(¢) holo-
morphe pour 0o=¢=r, Cette fonction est, par suite, holomorphe
(et de module moindre qu'une certaine quantité H) dans une
aire C (suffisamment aplatie) entourant le segment réel o —1.
Formons, pour cette fonction f; le développement analogue a (10)
qui correspond a chaque courbe C;.

Dés que j dépasse un certain entier k&, la courbe C; est inté-
rieure a l'aire C. Le développement correspondant converge done
vers f(1) : arrétons-le aprés le (7 + 1)'"¢ terme, il représente f(1)
avec une erreur moindre en module que “‘L, c'est-a-dire

pile—1)
si Pon prend 7 = N;). Désignons par @; le déve-

. M

moindre que —
7

loppement ainsi limité, c’est-a-dire la somme des 2 = N; premiers
termes du développement (10), qui correspond a Cj;; cetle somme
w; est de la forme
(12) W)= Ao+ hy,j @y~ [y j Babe e o= P, j g
(les coefficients numériques . dépendant de 7, ainsi que I'entier
n=N;). Enfin convenons de prendre mw,= a,.

Posons maintenant :

(13)  gy=mwo= ay, Ui =Ti— W,

je dis que la série
jm=
(14) 8 =@t OBy = f‘«H‘E("l,/‘ @y oa =Yg )

=
est une série génératrice normale.
1° Elle converge (et converge méme absolument) vers f(1)

1 "
— par n'importe

(') Il serait loisible de remplacer, dans le raisonnement,

quelle quantité positive my, sous la seale condition que la série E m; soit con-

J=4

vergente.

SUR LE DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 109

quel que soit f(1), pourvu que f(t) soit holomorphe pour o=t<1.
En effet, la somme des (7 + 1) premiers termes de S n’est autre
chose que mj, et, du moment que f(¢) satisfait & la restriction

. ¥ . I 5 e .
énoncée, |f(1) —w;| est <].—Z, quand ; dépasse une certaine
limite 4. La série S converge donc vers f(1) et elle converge

H :
absolument; car [o;] est << 2—, dés que j > k.

2° Chaque terme ¢; de S est linéaire et homogéne par rapport
& @yy @yy -y @n. 11 est yrai que Uentier n = N; peut dépasser j.
Mais, en introduisant, entre des termes conséeutifs de S, un
nombre suffisant de termes nuls (ou se détruisant deux a deux),
on peut toujours faire en sorte que le (7 -+ 1) terme de la série
, iy (pour n arbitraire).

ne dépende que de aq, ay, .
La série S est done une série génératrice normale.

T. Remarque. — Cette série S est bien délerminée par les
conventions adoptées, une fois choisie la suite de courbes C;.
Mais on peut se donner arbitrairement cette suite de courbes
fermées Gy, ...Cj, ..., sous laseule restriction qu’elles entourent
le segment réel o —1 ettendent a seréduire a ce segment quand 7
croit indéfiniment. Il convient évidemment de choisir ces courbes
de fagon & simplifier autant que possible les termes de la série S,
c'est-a-dire le développement (10) attaché & chaque courbe Cj.

Remarquons de plus que le raisonnement du n® 5 suppose
seulement que la fonction ¢ =H'J("> soit holomorphe dans le
cercle T, s’annule avec <, soit égale & 1 pour == 1, et que ¢ varie
4 lintériear de G (ou sur C) quand =t varie dans le cercle I'. 1l
n’est nullement indispensable qu’inversement la fonction == (¢)
soit uniforme et holomorphe dans C. Il sera donc loisible d’attacher
a chaque courbe G; une fonction ¢ = {;(z) répondant seulement
aux condilions suivantes :

La fonction ¢={;(z) est holomorphe dans un cercle T'; de
centre =0 et de rayon >>1; quand v varie dans I';, ¢ ne sort
pas de l'aive Cj; enfin Uj(0) = o, et d;(1)= 1.

8. Convergence des séries définies par la série généra-
trice (14). — Soit A/ une aire limitée, entiérement comprise dans
Péroile A attachée a f(z); Ja série (M) définie par la série géné-
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ratrice (14), & savoir

J(&)= E Oul By BUBy o wn B SM)

(15 { n==
(15) i3 5
’ = dot ¥ (Mt 5 = Vo aB i s oo Yy G ),

y R=l

absolument convergente dans A, converge uniformément
dans Al.

En elfet, considérons une aire limitée A” entiérement inlérieure
a A et renfermant A" & son intéricur. Dans cette aire A", | f(3)
reste inférieur & une limite fixe H.

D’autre part, la valeur z5=ry(cosfl,+ isinfl,) étant donnée,
posons 5= %, ¢, el représentons sur le méme p]an (rappurté aux
mémes axes) les deux variables complexes z et ¢. Quand ¢ varie
dans une certaine aire (ou sur une certaine courbe) C,
dans une aire (ou sur une courbe) semblable, soit C% : pour
obtenir G%, on prend 'homothétique de C par rapport a O,
ry éltant le rapport d’homothélie, et I'on fait tourner cetle Lrans-
formée de l'angle O, autour de O. Prenons nolamment, comme

varie

aire G, une aive C;; l'aive C% renferme a son intérieur le segment
0 — z, et se véduit a ce segment si G; se réduit au segment réel
o —1. Lorsque z, varie dans toute l'aive A/, laire C3 balaie un
domaine Bj. Si I'aire C; était réduite au segment réel o —1, le
domaine B; se réduirait & A’; quand ; croit indéfiniment, Paive B;
tend donc vers I'aire A/, et, par suite, reste intérieure a l'aire A’
des que j dépasse une certaine limite £. Pour j >k, la fonc-
tion f(¢) = f(=yt) a donc son module inférieur & H dans aire C;,
quelle que soit la position du point z; dans 'aive A'. Le reste Rilz)
de la série (15), quand 5 varie dans A/, est par conséquent moindre
(en module) que g dés que j > k. Autrement dit, la série (15)
converge unl:/brn'w'mcut dans l'aire A'. Qs Q5 B

Il est évident que le raisonnement s’étend de lui-méme aux fonc-
tions de plusieurs variables, d’ot ce théoréme :

Les séries (M) déduites de la série génératrice (14) convergent
absolument dans toute Uétoile A attachée & [, et uniformé-
ment dans tout domaine Al enticrement intéricur a A; cela,
quel que soit le nombre des variables dont dépend f.
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En vertu d'un théoréme classique, ces séries sont, par suite,
intégrables et dériables (') terme i terme, indéfiniment, dans
toute I'étoile A; on peut répéter sur la convergence des séries
intégrées et dérivées ce qu’on vient de dire sur la convergence
des séries (M) elles-mémes.
Il résulte de la que le développement d’une fonction f(z) suivant
une telle série (M) est unigue. Précisons ce qu'il fautentendre par L.
D’une maniére générale, considérons une série (M), soit

(n)EP,,(:),

qui converge uniformément dans toute aive limitée intérieure &

Létoile A [cela, quelle que soit la fonction f(z) définie, dans le

voisinage de Lorigine, par la série entiére @, —+ @5 +...].
Remarquons d’abord que les séries numériques

n=w

(M) S‘ (Ro,n@o—+ M,n@13 4+ oo Knp@n st

ne=

)~0,\)+ )~\7,l Ao, e e oy 7\1,1+ )q’g—;‘ 7n|,3~i'. s
Koo+ Ko+ Ko .,
convergent toutes vers {'unité. En elffet, faisons 5 = o dans I"éga-
livé f(:):E[-‘,,,(:) et les égalités dérivées; il vient
ay=ay (Koo hop -+ Koa+e-e)y  @ar=ay(A+ Ay hiz—+. ),

Ceci posé, donnons, dans la série (M), aux constantes @y, @, . . .
des valeurs quelconques et admettons que la séric converge wni-

(') Soit (M) la série obtenue en dérivant terme a terme une série (M) qui
veprésente f( =), et soit (M') la série qu'on obtiendrait en appliquant directement
4 f'(s)le développement (M); en général, les deux séries (M) et (M!) sont
différentes. Pour qu'elles cotncident quel que soit f(s), il faut : 1° que le
(n—1)#me terme P, (5) de la série (M) soit un polynome de degré n,

P (5)= x‘,‘,,a.,+ ‘A,ynaA St A e st
2° qu'on ait

R = Koy 2R, = A ()t sy 2y = Ny limys

Ces conditions de récurrence permettent de se donner arbitrairement les seuls
coefficients Ay 5, Ayy + oy Aoy -+ dont la somme doit étre égale & 1. Ces coeffi-
cients une fois choisis, les autres h sont déterminés. Peul-on choisir ces coefli-
cients, de facon que la série ? P, (=) soit une série (M)? Tel est le probléme, non

i 3 sl

Wi ma connaissance, auquel revient la question de savoir s'il existe des
séries (M) telles que les deux séries (M’) et (M!) coincident quel que s0it f(z).
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Jormément dans une aire comprenant 'origine : sa somme est
alors une certaine fonction F(z) holomorphe dans cette aire;
soit F(z)=by+bys+0b

série de Mac-Laurin. La proposition que je veux établir, c’est

... le développement de I*(z) en

qUe @y, Ay, day - .. cOPRCident respectivement avee by, by, ba, . ..
et que la série considérée n’est autre, par suite, que la série nor-
male (M) attachée & I(5) et convergente dans 1'éloile A. Or, c’est
ce qui résulte aussitor de 'égalité I(z) :EP”(:) et des égalités
dérivées, ot on fait z = o; il vient, en cffet,

bo= b (hojo—+ Lo,1-+ Aoja -

b= ap (Mg 4+ a4 Dy a—
En particulier, une telle série (M) ne peut converger unifor-
mément vers zéro dans une aire renfermant l'origine sans que
toutes les constantes a,, @,, @y, ... soient nulles.
Ces remarques ont évidemment leurs analogues dans le cas de
plusieurs variables.

9. Des séries intermédiaires. — Appliquons & la fonction
Si(t) = f(st)
le développement (ro) qui correspond a l'aire C du plan des ¢
(n°5); la série ainsi obtenue n'est autre que le développement de
Mac-Laurin de Fy(z) = f[z¥(5)], ot Pon fait =1, et elle peut
s'éerire
=

(16) a@y~+ E (kyna15-kynas 5.4k papan), (les k const. numériques).
»

Celte série converge (pour z donné), et converge absolument, si
la fonction F,(7) est holomorphe dans le cercle y de centre = = o
et de rayon 1 (circonférence comprise); elle diverge, si I', () n’est
pas holomorphe a intérieur dey; il y a doute, si Iy (7) est holo-
morphe dans y mais non sur la circonférence.

Soit ¢ l'aire du plan des ¢ que la représentation ¢ =0 (z) fait
correspondre au cercle v; cette aire ¢ (intérieure a C)‘reni'erme i
son intérieur le point £= o, el son contour passe par le point
¢ =1. Le domaine de convergence, soit D, de la série (16) est dés
lors facile & définir : considérons pour chaque point 5, l'aive '¢%
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déduite de ¢ (n° 8), aire qui renferme Corigine. 8i, dans cette
aire % (contour compris), la branche f(z); prolongée analytique-
A LT ? 1o AT
ment & partir de Uorigine, est holomorphe, la séric (16) converge
(et converge absolument) pour 5= z,; s1, & Lintérieur de ¢,
J (=) présente au moins un point singulier, la série (16) diverge
; ( 3

pour s =2z,; si f(s) est holomorphe dans Daire ¢% (contour
ezclus), il y a doute.

Le domaine D tend vers 1'étoile A quand ¢ tend & se réduire au
segment réel o — 1, car I'aire ¢% tend alors 4 se réduire au segment
de droite 0 — 5.

Dans tous les cas, les points-frontiéres de D sont des points z,

Fig. 3;

\
t

tels que f(=) soit holomorphe dans I'aire ¢*, mais présente sur Je
contour de ¢* au moins un point singulier, soit 5 = €. Marquons
dans le plan tous les points singuliers £ ainsi obtenus (@) sia
est un point fronti¢re de D, il existe au moins un point § tel qulon
ait = z,¢ pour une valeur de ¢ appartenant au contour ¢. Lo

5 2 § < = e
point £ étant donné, quelle courhe déerit le pointis, — f quand ¢

parcourt le contour ¢? Glest le contour ¢, si ¢f désigne ( fig. 3)
g% sy
le contour obtenu en effectuant, sur le symétrique de ¢ par rap-

port & axe réel, une inversion de péle O et de puissance 1,

(') 8i la courbe ¢ est convexe, les points £ ne sont autres que les sommels de
" 2 . o
'étoile A. Mais quand ¢ n’est pas convexe et quand de plus f(z) n'est pas
forme, certains des points ¢ peuvent étre distinets des sommets pode A.

E. B.

uni-
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Supposons tracées dans le plan toutes les courbes ¢’%; le con-
tour limite de D est formé entiérement d’arcs de courbes ¢'%, par
conséquent, d’arcs semblables a ¢’ ou a des fragments de ¢/

Par exemple, si f(z) n'admel dans tout le plan qu’un point
singulier £ = 1, le domaine D est le domaine situé du méme coLé
de ¢/ quel'origine. Sil'aire ¢ était rédunite au segmentréel o — 1, la
courbe ¢’ se réduirait au segment réel 1~— oo, Sil'aire ¢ est une
aire tres aplatie (renfermant le segment réel o ~— 1), la courbe ¢’ se
compose d’une partie trés voisine de la demi-droite réelle 1 — —+ oo,
et d'une partie trés éloignée de l'origine ( fig. 3).

Le raisonnement du numéro précédent permet de démontrer
ie (16), qui converge absolument dans le domaine D,

que la
converge uniformément dans tout domaine D’ entiérement inté-
rieur a D.

Ces considérations s’étendent d’elles-mémes aux fonclions de

)

plusieurs variables.

10. Formation explicite d’une série génératrice normale. —

Nous allons former, d'aprés la méthode précédente, un exemple
7 Caal )

explicite de série génératrice normale. On sait que la fonction

= log= représente (') le demi-plan des = (situé a droite de I'axe

imaginaire) sur une bande du plan des ¢ comprise entre deux

paralléles a l'axe réel, tracées au-dessus et an-dessous de cet axe

d = m 5 i :
a la distance - La fonction ¢=ualogz (« constante réelle posi-

live ou négative, voisine de 5éro) représente le méme demi-plan
sur une bande B da plan des ¢, de largeur |a|w, qui admet
encore l'axe réel comme diamétre. Enfin, remplacons, sous le
signe log, la variable = par (3z +04), (et b désignant des con-
stantes véelles : le demi-plan II des = d’abscisses plus grandes
que — g (si B=>>0), ou d'abscisses plus petites que — % (sif<co),
est représenté sur la bande B du plan des ¢. On peut disposer
des constantes {3, b, de facon que le cercle |z < 1 ou y fasse partie
du demi-plan II, et qu’aux points t=o0 et T=— 1 correspondent
respectivement les points =0 et t=r1. Il faut et il suffit pour

(') 1l agit, bien entendu, de la branche du logarithme (bien déterminée dans
le demi-plan considéré) qui s'annule pour = = 1.
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cela qu’on ait
B alog(1+f) =1

1

on tire de la = ¢*

* li‘[(\';

S S e s ;
! 1, et |B] nlest << 1 pour « voisin de zéro
que si @ est négatif. En définitive, Jintroduis la représentation
suivante (ot je mets en évidence le signe des constantes)

1

(17) t=—alog(r— @), avee = —p &

(= constante positive).

La branche considérée du logarithme (celle qui s’annule
pour T=o0) est bien déterminée et holomorphe dans le demi-
plan T, et en particulier dans le cercle %

(?uel e.st le domaine ¢ du plan des ¢ qui correspond au cercle y?

Tout d’abord, ce domaine, symélrique par rapporl & I'axe réel
est tres aplati sur cet axe, puisqua'il fait partie d’une bande dc7:
largeur o= qui admet cel axe pour diamétre. Cherchons, d’autre
part, ses abscisses maxima et minima : il suffit de che;cher le
maximum et le minimum de la partie réelle de

—alog(1— fr) = *1[10g3+]0g(,—{ —-T),,
AP =

S o =
c’est-i-dire le maximum et le minimum du module de (4 — =

m v

: B
quand 7 var 505 511 X ‘
] varie dans v; si l'on marque ( fig. 4), dans le plan des =,

i, 4
Fig. 4.

les points M et Q d’affixes < el é,- ,é —

mum el le minimum de QM ont lieu pours= —r et v—=1; Pab
=y =

est égal & QM ; le maxi-

scisse maxim: rché — (1 —f)= i
maxima cherchée est done — alog(1 — B) = 1 el I'abscisse
)
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[ 1
minima est —zlog(r+B)= — y.]og(g — cﬁa>, qui tend vers
zéro avec «. Le domaine tend donc & se réduire au segment
réel o~—1 quand o tend vers zéro.
Au lieu du cercle 7y, considérons un cercle concentrique I' un
peu plus grand, compris encore dans le demi-plan II. Le rayon g
1

- 1 & -~
deT est compris entre 1 el Bi= I+ —; posons p —1 —=he 5

f

et donnons a % une valeur comprise entre o et 1. Le domaine C, du
plan des ¢, qui correspond a I' sera encore intérieur & la bande B;

Rlm

1—é %

ses abscisses maxima et minima correspondront a v = == p et seront

égales & — zlog (1= Pp). 3
La quantitélog (1 —+ (p) est inférieure & loga (puisque p<< :lj i

'abscisse minima est donc supérieure & — zloga. D’autre part,

ona:
— 2y *_I— ] I P
log(1— Bp) = Iog(r —f—Blre “): log[c 41— ;ﬂ\)J =t log(r— EX);
'abscisse maxima — « log(1— Bp) est donce égale a
1—alog(r— fl),

¢’est-a-dire inférieure & 1 — zlog(1 — %), puisque 0 < 3 <<1. 87,

. . ~ I . +
(comme nous le ferons par la suite), on prend ). = -» 'aire G

est comprise entre les deux abscisses — aloga et 1+ aloga (done
2 et 1+ ) et entre les deux ordon-

entre les deux abscisses
. T . “ . ‘ g .
nées ==« =; cette aire C tend donc & se réduire au segment réel
2
0-—1 quand « lend vers zéro.
11. Appliquons maintenant la méthode da n°® 5 a la fonc-

tion f(t), holomorphe (et de module moindre que I) dans l'aive C;
cette fonction est définie par la série de Mac-Laurin :

(1) _/'([)=a0+alt-z—r¢2t2—e—...—f(o)—(——l— e

i A“n) i il (’0) ok
i 2

Si nous remplagons ¢ par —  log (1 — <), la fonction F(<) ainsi
obtenue est représentable, dans le cercle T, par la série de Mac-
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Laurin

F(z) = Ag+ A5+

et 'on a

A A

JS)=F{) =
de plus, on sait que

Mg+ Ay = A — (1)
est moindre que

1 ——7l,\n 1’7
JBS =il >
\ 2 2

Calculons explicitement les Ay a Vaide de ay, ay, @, . ... Ceci
revient 4 ordonner, suivant les puissances croissantes de =, le
second membre de Pexpression

F(z) =ay—ayzlog(1— Bz) ...+ (—DFaget[log(r—B=) [F+.. ..
Nous pouvons poser
(—rf[loglr— )b =k [1+ Bf = = Bl 2 4. ..],

les ELI étant des coefficients numériques que nous calculerons
tout & 'heure. Le développement de F(z) suivant les puissances
croissantes de t s’écrit alors

(18) S F(r)=ao-+ayafvt..-Groix [ata, +ata, B~ +...
+ala Bl aa By 4.

On a donc
Ap=pr(ara,+ar-tay Bt +.. . +ala;B) 4...+aa E})

Bn
= R { ; —1 -1 )Y, )
:m[ivf./‘m)“,)__._un 1ER fln—(6) i

= al & fU (o) a k) f' (0)]s
les & désignant d’autres coefficients numériques [ qui se déduisent
des E par la formule &7 =n(n—1)...(n—j+1)E}7].
En particalier, si, pour un instant, on prend comme fonc-

tion f(z) la fonction » le développement (18) s’applique

—
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ad ; ;
(pour || sulfisamment petit), et I'on peul écrire

/

T
Bl*.—i]()}.;(l—ff):‘_}_,l:—‘r'”

(19) | T
( Fglrtat(n—) E-tan—t
L el T

N ; s e o Th €3 .
D’autre part, le coefficient de #, dans cette derniére égalité,

T X
— o PO
|+1lug(1—:))’ e€n representant

ol DL = Anivd i¢me A 3 &
par DI o(<) la dérivée piime, par rapport & 7, de (<), ot Uon
faitiz— o.

n'est autre chose que D;’:o<

Il est d(‘js lors facile d’établiv entre les \Sﬁ”j une relation de ré-
currence qui va nous permettre de représenter trés simplement
les A,,.

On a, en effet, en posant

G(z) =1+alog(1—=),

20 DAL = N
N2 ”<[+1log(|~ ,)_

le;s » désignant des coelficients numériques; pour le voir, il sulfit
d’admetire que cette égalité (qui est vraie pour n =1) est vraie
pour 7 et de démontrer qu’elle est vraie pour n —1. D’autre part

i 5
pour t=o0, on a

Rl == AT \ =i
fal =nlar4(n—1)l Er-1gqn~

quel que soit a. D’ou I'égalité

T=n
Vil
1 '
(T e = o N e Y :
) L(\l—kzln;\;m—r “__')H,Z{"’n(’}m (avee Cf =),
=1

St 25 ombre s ha it o :
l'on dérive membre 4 membre, il vient (en faisant ensuite
T=0)

¢ 9 l=n l=n
P e s e N e & )
= \i+alogli—r) .7n,<> 18fa +Z“Mz><(1+l)°‘"‘";
¢ 1=1
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mais le premier membre coincide (par définition) avec I'expres-
l=n1

sion 2 (el ety d’on, en identifiant les coefficients des puis-

=4
sances de «, la relation de récurrence
Elin= i Ol 8t (1<l < n+1),
~ B it IR |
avee Of—1, & ='nl.
Cette relation s’interpréte bien simplement, si’on introduit le
polynome
(a2) Ky(u)=u(u—+1)(we+2)...(6-+—n—1).
Je dis quon peut Uécrire

no_En-tpn—t_y Cr—2pn-2_ 4 &1
o+ Eh-tpn—t Cr—2y =it Gl

‘La chose est évidente pour 2 = 1; admettons qu'elle soit vraie
pour n, et démontrons-la pour n - 1; il suffic d’écrire

Kppy= (e +n)K,= ur+lqun(n+ E4-1) ...
(L4 &) 4. . u.n!
GiQs Fs .
En définitive, A, peut recevoir I'expression suivante
g
A= [at f (o) = &) et oy

@l &l FL(0) - ald f1(0)],

oit & est un entier positif, a savoir le coefficient de «! dans le
polynome K, (u). Sous forme symbolique, on peut écrire encore

an A e : )
(28) A= m Ku(afy)= % afy (1o fo)(adafy) o (n—140f}),
a condition de remplacer (dans le produit effectué) £ par £ (o).

12. Ceci posé, donnons & o une suite de valeurs tendant vers

z6éro; soit o = ., 7 désignant un entier positif qui croitra indé-
logy

. 1
finiment. La valeur correspondante de 5 est 1 — o Pour chaque
i

valeur de I'entier 7, les domaines ¢; et G;, qui correspondent aux
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i i )
cercles yet T (dc rayons 1 et I-—-¢ *=14 - — ), sont bien
) \ = 2T
déterminés et tendent vers le segment réel o — 1 quand j croit

indéfiniment; dés que ; dépasse une certaine limite £, la fonc-
tion f(t) est holomorphe dans C; et son module y reste inférieur
@ une certaine quantité I. Dés que j dépasse A, la somme

Apy+A ...+ A, qui correspond i chaque valeur de 7, différe
done de f(1) d’une quantité moindre en module que ZHV

I+

Celle quantité, si 'on prendn=j, peut s’écrire Al

()

2H\/f

pour j trés grand (1), elle est comparable & et moindre par

suite que N
q 7
Posons donc

m=f0)  wa=fo)+ 3 & Kiasy),
1

avec
a4 = 2 5 B=1—
logn 5
et

po=m=f(0), p=m—mwm,, 2 =W —TNy  -evy = Tp— Wy

La série
S=oi+ o +o+.. Ot
est une série génératrice normale.
Toutes les propriétés énoncées dans le n° 8 s'appliquent en
particulier & cette série S. Si on représente par @, (z) le polynome

(1) Le G /1‘ -}lung—.’ug %(/A—Zl;—- ) pfi
) La quantité (1 /A )i= et =gt 2 lest>e * (pouro<h<u),
1 =

2 M \f 2 H (/7
—W—Yﬁ\ est donc moindre que 0]

Y

done > ¢ L'expression pour jZr.

It
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en 5 obtenu en remplagant ¢ par o5 dans ©,, et par P, (z)le po-
lynome m, (z) —m,_,(z), la sévie
(My) JO)+Pi(5) ..+ Py(z)+...
est un développement (M) qui converge absolument vers Sz
dans toute I'étoile, et uniformément dans toute aire intérieure
Pétoile (1).

Insistons sur la rapidité de la convergence. Soit
5 =g(cosw —+ {sinw)
ou P, un point du plan complexe (fig. 5). Enfermons le seg-
ment OP dans un rectangle A qui admet OP comme diamétre, et

Fig.5:

dont les colés perpendiculaires & OP ont comme longueur =ap el
sont distants respectivement de O et de P dela longueur op

(1 désignant Loujours 102" } Si, dans le rectangle A, £(z) est holo-
g/
morphe et garde un module infériear 4 H, on a
- { Pai v 2
(24) [Pyt Pito =Py fla)| < —— Y2~
1+
( 2 ‘//I‘

(') Les coeflicients des a,z* dans chaque polynome m, () sonl rationnels

en y/7 et logn. Mais on voit aisément que si 2 remplace V7 et logn par des
2 ) '

valeurs rationnelles approchées (L] et iq—,, @, (35) convergera encore vers f(z),

o y 7.
dans I’étoile A, pour n = w, pourvu que les différences (\/ﬁ — {]—)) et (Ingn — —{]i)

/
1 . 5 . . n
tendent vers zéro avec — suivant une loi suffisamment rapide (indépendante de
n
la fonction f). On peut done déduire de la série (M) une série jouissant des
mémes propriétés, mais ot les coefficients des ¢, z*, dans chaque polynome P,
sont des nombres rationnels.
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Sc

it B un domaine limité du plan des z, entiérement intérieur
a Iétoile A, et B' un domaine limité, intérieur lui aussi a Iéoile,
el comprenant Ba son intérieur. Soit, d’autre part, B, le domaine
balayé par le rectangle A quand 5 varie dans toute 'aire B; lorsque
n croit indéfiniment, B, tend vers B, et lorsque 7 dépasse une
certaine limite &, By, reste intérieur a B/. Si H désigne le module
maximum de f(z) dans B, U'inégalité (24) a licu dans toute
Uaire B deés que n dépasse F.

13. Remarques sur le développement précédent. — 1l est loi-
sible, dans le raisonnement précédent, au lieu de prendre n=j,
de prendre pour 22 une valeur plus grande que j.

Soit, par exemple, n = ;2. Ceci revient a poser

i
gl CONOBL
Iy == f(o0), 1(2) = f{o) <+ 7 K/(z5/%),
1
avec
2

N2 B

2y
logy Pl

el
Qu=Ho=f(0), Qu=TI(5)—1I,, Qi(a) =T, (5) — l;—y(5).
La série

(m) S(0) +Qu(5) + Qs(8) ...+ Q(5) ...

est une série (M), plus rapidement convergente que la série (M,)
mais 4 termes plus compliqués. Dans l'aire B, pour la nouvelle
série, on aura, en place de Pinégalité (24), Vinégalité

aH. /= ;
(25)  |Qor Qo+ Qu— (5] < - < -’-”‘ﬁ.
T+ g
k 2 \/’L,) ew

On peut modifier légérement celte série (m) de fagon que
le (n—+ p)iome terme (qui est de degré n?) renferme 2% en facteur.
Considérons, en effet, la fonction

f,‘,(;):f(:)—a,:—aﬂ‘—’... — ay

Puisque la fonction J(z) est holomorphe pour s =o, les coelfi-

: i - I i
cients a; (pour j 2 1) sont moindres en module que <7> ) g dési-
P
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gnant une quantité convenablement choisie; soient 7 le module
’ e ry e
maximum de z dans l'aive B, et R le rapport - (ou Punité, si e
rapport est <C 1). La somme a5 ...+ axz% est moindre en

T .
module dans B" que £R*; le module de f(z), dans B/, reste donc
inférieur & H 4 AR%.

Appliquons maintenant le développement (m) a la fonc-
tion fi(z). Il suffit, dans chaque polynome I;(s), de faire

Ay =1 R =" s 1o =1 == {0

En particulier, pour j =4, le polynome Wg(z) ainsi obtenu,
polynome qui renferme en facteur z*+!, vérifie, dans I'aire B,
I'inégalité
a(H 4+ kRH) VE
(26) [fi(z) = Wi(e)| < 222
eh

lorsque & dépasse H, le second nombre est moindre que

; : E 0 g
quantité plus petite que = dés que k est suffisamment grand.
i
Posons alors
Go= oy ¢1(5) =13+ W(5), @2(8)=as52+Wao(z) —W((5), .uuy
qi(z) = apsh+ U(3) — Wi (5),

La série
(my) G-+ q1(3) ot gu(E) s
est une série (M), qui converge absolument vers f(z) dans toule
I'éroile, et uniformément dans toute aire B intérieure & étoile.
En effet, la somme @y~ ¢, (5) .- .+ qx(3) est égale &

Ao+ @5 A+ .o @p R+ Wy (5),
et par suite, d'aprés 'inégalité (26), différe de f(z), dans B, d’une
quantité moindre que 7%, dés que £ est suffisamment grand.

=

Dans la série (m,), chaque polynome g, est de degré n* et ren-
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ferme en facteur z#; on peut éerire
Fa="3"[ X @3Nt g vs & =10y ]

sl ) 4
Chaque dérivée fin (0)=nla, ne figure donc plus au dela
da (2~ 1) terme.

La série (M,), dont nous avons déduit les séries (m)et (m,),
est une des plus simples parmi les séries (M) connues. Elle a été
formée, pour la premiere fois, par M. Fredholm. Mais il est évi-
dent que la méthode des n° 5 et 6 permet d’en former une infinité

)
d’autres. Le mode de transformation que nous allons indiquer
el er o P . . .
fournit d’ailleurs le moyen, une série génératrice normale élant
connue, d'en déduire aisément de nouvelles (S

14. Transformations d'une série génératrice. — La fonc-
tion f(¢) élant holomorphe pour o <¢ <1, remplacons-y ¢ par une
lnncL‘n?n g‘(U?, choisie une fois pour toutes, qui répond aux
conditions suivantes : 2(0) est holomorphe et comprise entre o

D )
et 1 pour u;vﬂ,ﬁ[, de plus g(o)=o0 et g(1)=1. La fone-
tion Ji(9) = f[2(6)] est, elle aussi, holomorphe pour 0=0H<1,
Supposons donnde une série génératrice : soit lasérie S du n® 12
=iy . . 3 . . . -
SLI) Pon applique ce développement a la fonction Ji1(0), la série
’Lcnue converge et.replescnlc Ji(1) =/(1). Or la série f, (6)est
développable en série de Mac-Laurin
f1(0)=ay+a, 0 +a,024. ..,
les @, étant linéaires et homogénes en «,, . .. s @n; A savoir
ay=a;g' (o), «

= ag*(0)+a,g"(0), ....

= 7 ! :
in remplacant @', ai, ... par ces expressions dans la série S,

on obtient une nouvelle série gé

la premicre série est normale),

ératrice (qui est normale quand

(') Dans tout ce qui précede, nous avons considéré Pétoile A de centre o, et
nous nous sommes donné les valeurs, pour s = o, de Sf(z) et de ses déri\'écs
,\!axs il est évidemment loisible de prendre comme point initial, au lieu de l’m‘i—.
gine, lout autre point 5 = a du plan, a condition de remplacer partout s par s —a
cl..f(o’),‘f’(u). -+ par f(a), f'(a), .... La nouvelle série M ainsi formée SCl'i:
dite série (M) d’origine a, et clle convergera dans I'étoile A de centre a.
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Par exemple, soit g(8)== 0% (& entier positif). On a
f1(0)= ag+ ay0F 4. . - aplbr4.. .,

clest-a-dite @ =10, v v, @uyr=10, @L= 1ty G —0 o L
nouvelle série génératrice s'obtiendra donc : 1° en annulant dans
la séric S tous les a, dont Uindice n n'est pas un multiple
de k; 2° en remplacant ensuite chaque a, ot n=jk par a;.

Pour chaque valeur de £, on déduit ainsi immédiatement de la
série S une autre série génératrice. D’un développement (M), par
exemple du développement (M, ), on déduit donc un autre déve-
loppement (M) : 1° en annulant tous les @, dont l'indice n n'est
pas multiple de /3 2° en remplagant ensuile aj;z/* par a;z/ (I'en-
tier & est choisi arbitrairement une fois pour loutes).

15. Une aulre transformation des séries (M), uniformément
convergentes dans toute aire intérieure a I’étoile, provient de ce
qu'elles sont dérivables et intégrables terme a terme. Supposons
connu un développement (M) : soit (M') la série obtenue en déri-
vant terme & terme la série (M) qui représente f(s), et soit (M!)
la série qu'on obtiendrait en appliquant & f/(z) le développe-
ment (M); en général (voir p. 111), les deux séries (M') et (M)
sont différentes. D’aprés cela, au lieu de développer f(z), dévelop-
pons f'(z) en série (M), puis intégrons terme & terme de 0 & =
et ajoutons ;. Nous obtenons une nouvelle série (M) qui sc
déduit de la premiére en remplagant partout @,z par Anpvalt,
(n=o0, 1, 2, ...), el en ajoutant @y. Plus généralement, en
développant %{, on obtiendrait une nouvelle série (M), qui se¢
déduirait de la premiére en changeant partout e, 35" en (el o e
et en ajoutant en téte @y ¢ 5 —+ .-« az_ 571 Si, au liea de
partir de la dérivée de f(z), on part de la primitive de f(z), on
voit de méme que de la séric (M) on peut déduire une aulve
série (M) @ t° en supprimant les termes en a,, 2° en remplagant
partout ensuile @,z" par d@,_3%"'. Plus généralement on peut
supprimer dans (M) tous les lermes en @y, @y, - ... aj_y (K entier
: la nou-

donné) et remplacer ensuite partout Ap st par @, s
velle série ainsi obtenue est encore une série (M).

16. Transformations imaginaires d'une série génératrice.
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Litoile curviligne. — Dans la fonction f(¢), ellectuons encore Ia
substitution £ = (), la fonclion £(0) élant toujours holomorphe
pour 0 =0 <1, dgale a o pour § =o, a1 pour § = 1, mars n'étant
plus réelle quand § varie de o i 1.

Quand il en est ainsi, § variant (par valeurs réelles) de o a 1, le
point ¢ décrit dans son plan un certain chemin ¢ quiva de t =0
at=1. Si la fonction f(¢) est holomorphe sur / (extrémités com-
prises), la fonction f, (0)*/[5(9)] est holomorphe pouro <<,
considérons une série génératrice (soit la série S du n® lé),mct
f01'111()rls celte série pour la fonction £, ()= ¢, +a) 0+, b i3 :
le développement ainsi obtenu converge vers f, (1) = f_(ﬂ. Mais,
d'autre part, o, @), ... sont des combinaisons [inééaires et
homogénes de a,, a, ... [bien déterminées une fois choisie la
substitution £ = g(0)]; de la série génératrice on déduit donc une

Fig. 6.

%o
2%
1
o\)
z

série de forme analogue, soil (5), qui jouit de la propriété sui-
7, @ 3, 3 23 ", e ;
vante : elle converge et représente SO, quel que soit /()
pourvw que f(t) soit holomorphe sur le chemin I, extrémitds
comprises. Nous donnerons & de telles séries le nom de séries
'-Q'(?IJ(,’I alrices d espéce {. Si la série dont on est partL est normale,
il en est de méme de la série transformée.

Thtebde: : i o ; : )
! 'u:mlmsons maintenant la fonction f(5¢), ot 5 est regardé pro-
visoirement comme une conslante, el appliquons 4 cette fonction le
développement (S4). Il suffit de remplacer partout, dans la série (S¢)
que nous venons de former, «, par @, s (mi—nye;-3) L) Tia
série ainsi oy G—z ¢ (50), i
t ainsi oblenue converge pour 5 = z, et représente f'(z,), si,

ar: bt . i 3 of

variant de o & 1 sur 4, la fonction f(5,¢) est holomorphe; autre-
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ment dit, s¢ la fonction f(z) est prolongeable réguliérement
(a partir de = = o) sur le chemin I, jusqi’aw point z, inclu-
sivement ().

Considérons 'ensemble de tous les points 5, du plan pour
lesquels cette condition est remplie; nous représenterons par Af
ce domaine, et nous lappellecons ’étoile curviligne d’holo-
morphie (d'espéce [ et de centre O) attachée a la fonction f(z).

Si un point z, est exclu de I'étoile, c’est que le chemin /7 ren-
conlre au moins un point singulier { de f(z). Marquons donc,
dans le plan des 3, tous les points singuliers  de £ (5) qu'on ren-
contre en prolongeant f(z) le long de chaque chemin /%, ¢’est-
a-dive le long de chaque chemin obtenu en prenant un hamothé-
tique de [ parrapport & O et en le faisant tourner autour de O. Tous
les points z, du plan exclus de I'étoile A¢ sont tels que z, ¢ (pour
un cerlain point ¢ de /) coincide avec une des valeurs {. D'aprés

. @ i
cela, soit {; le transformé de ! dans la correspondance ¢, = =

les points exclus de 1'étoile A? font partie des courbes 4.

A chaque série (M) la transformation précédente [une fois
choisie la fonction g ()] fait correspondre une série de méme
forme, que J'appellerai série (M) d’espéce [, ou (pour abréger)
série (M?).

Donnons-nous arbitrairement, dans le plan des ¢, une courbe /
qui joint les poinls ¢ =0 el ¢= 1, et qui est partout analylique
et réguliere (extrémités comprises). Soit s 'arc de courbe compté
positivement a partir du point £= o vers le point /=1, soit s,

3 . S o
la longueur de l'arc entre t = o0 el ¢ =1, el soil enfin § = = Si
20

nous posons { = u — iy, les coordonnées w, ¢ du point ¢ sont des
fonctions réelles et holomorphes de 0, w=g,(9), v=gs(4),
pour o 6= 1. Il suffit de poser

(27) t=u+iv=g+igs= g(h)

pour définir une transformation (*) qui déduit de la série (M)

(') Pour la notation, voir le n° 8.
(%) Il est loisible d’ailleurs, le chemin [ étant choisi, de remplacer, dans I'éga-
lité (27), 0 pary (0), la fonction y (0) étant holomorphe, réelle et comprise entre o-

=1, et telle de plus que y(o0)=o0, y(1)=1.

ot 1 pouro =
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donnée [par exemple, de la série (M,)] une série (M?), conver-
gente dans Uétoile curviligne A, qui correspond a la courbe /.

17. Exemples. — Choisissons, comme chemin /, I'arc de la
parabole
v=hu(u—r1) (2 constante réelle 4 ou —)

=o0. Il suffit de

compris entre 'origine et le point w=1, ¢
poser ici
t=w—+lo=0[1+ik(0—1)]=g(0)

pour obtenir une fonction g(f), holomorphe pour 0<0<1, et
telle que 6 croissantde o 4 1, le point ¢ parte de Uorigine et décrive
la parabole donnée jusqu’au point ¢ = 1. Celte parabole a comme

- [ . T h
axe la droite u = 5 bour sommet le point « = 57 ¥ = — 7 pour
9. 12, 4
paramétre ’—|Jil—f Elle se réduit a ’axe des « quand % s’annule.
Si, dans la fonclion
S(t) = ap+ ayt +ast>+ .. .,
on remplace ¢ par §[1 - (A (0 — ] =0(eh+ d), il vient
f1(8) = a4+ a10(el+d)+. ..+ a,b7(cl + dyn,..
=ag+ay . ..+alln4. ..,
en posant

i n—i
\ = apd?—+ ay,_ dn-2¢ = e

= apdit N g, jderter BTN E =T =0 ol —ay 1)

/ ,1‘
( J
o 1
(o<

d =1 — ih, e

(28)

avec

Pour fixer les idées, partons de la série (M,). II suffit, dans
celte série, de remplacer «, =" par Uexpression

T

ik \

a";ndu+2a,,7jsu—/(l”*?/‘cf (Bl =y = At 16 ) (0 <

7

pour obtenir une nouvelle série, soit (p4), de forme entiérement
analogue, et qui converge dans 'étoile curviligne A¢ correspon-
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dant a I'avc de parabole Zet 4 la fonction J(5). Le (n -+ 1)ime terme
de cette série est un polynome en 5 de degré n.

Par exemple, appliquée a la fonction f(s) =

» la série (pf)
représentera cette fonction dans tout le plan, saufl sur l'arc de
la cubique : (¢ — hu)(u® =+ ¢2) + hu= o extérieur au cercle
U4 p2=r,

Il est facile de préciser la convergence de cette série (). Tout

d’abord, il est évident qu’elle converge absolument comme la

série (M, ). Pour limiter le reste, il suffit de considérer le module
maximum H de la fonction Ji(9) = f[z,2(0)] quand § varie dans
un rectangle A qui a 'axe réel pour diametre, et dont les denx
cdtés normaux i cel axe ont comme longucur w2z el pour abscisses

—oaetl+a, (:7.:1» 2

)- Si l'on arréte la sérieapres le (n - p)itme

U;;]l
{493 2 oH vn
terme, le reste i, de la série est en module moindre que —/,ﬁ
Ve
er

(voirlen 12, p. 120). D’autre part, au rectangle A 'égalité = o(0)
fait correspondre une aire D, qui comprend a son intérieur 'arc /
de parabole et tend & se réduire 4 cet arc quand o tend vers zéro.

Quel que soit le point § du rectangle A, sa distance minima 4 un
—

point du segment réel 0 — 1 est moindre que 1\/1 i
4

par suite, quel que soit le point ¢ de I'aire D, sa distance minima
a un point de l'arc / est moindre que 2014 |h|+ 2|f0]], car .
on sait que

[£(0) — & (80)] =0 — Bo] >< | £(0,)],

B, désignant un point convenablement choisi sur le segment rec-
tiligne qui joint §, et 0. Or, dans A, on a

1&'(8)] = [1—1'—i/l(20—[)]§l—1-[/1[(1+2|0[)§1+[/t](3+ fa).

Quand |/ est moindre que 1, ce que nous supposerons par la suite,
et zmoindre que 1 (¢est-a-dire n > 8), la quantité 1 +- | 2] (3 + 4)
est moindre que 7. Dans ces conditions, déerivons, de chaque
point de [ comme centre, un cercle de rayon 14e, el soit d laire
du plan ainsi balayée : considérons ensuite aire semblable d,
qui tend vers I'arc de parabole 7, quand 7 croit indéfiniment.
Si z, fait partic de étoile A% la fonction J(z) est holomorphe

E. B, 9
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dans l'aire d% dés que n dépasse une certaine limite /&, et son
module reste, dans cette aire, inférieur a une certaine quan-
tité H, On a donc, pour n > £,
oH /o
|R/r‘ 5\3)] <L —

/

Il suit de li presque immédiatement (voir p. 110) que la
série (/) converge uniformément dans toute aire B dont tous les
points (contour compris) appartiennent & A¢, Elle est donc déri-
vable et intégrable terme & terme indéfiniment dans Iétoile A’

18. Au licu de P’arc de parabole /, considérons le demi-cercle
supérieur ). décrit sur le segment 0o — 1 comme diamétre. On peut
prendre, comme transformation correspondante,

. T .. I . f)
t=u+i=- (1—cosml 4 isinmh) = = (1— e—i=h).

2 2
Si I’on pose encore
a iy G e o S
ao+7(1—c ”‘)—1—;2(1——8 TP =ag+ @il al 02

on a
ap=

Cr,n @y == oo Cp o gy

les coeflicients ¢j, , ayant des expressions faciles & former et que je
n’éeris pas pour abréger. Si 'on remplace, dans la série (M,),
les @n 5" par (Cy,n@ 5+« o+ Ca n@p 5*), la série () ainsi obtenuc
converge vers f(z) dans tout le plan, sauf sur des demi-droites
issues de points singuliers { de /(=) et faisant avec la direction O

Pangle — -
ang =
Si, au demi-cercle %, on substitue le demi-cercle inférieur ¥,
T

il suffit, dans ce qui précede, de changer § en — § ¢t 'angle — -

en + .

D’une maniére générale, soit ' le syméirique de Iave / par
rapport a l'axe réel : pour passer de ¢ a I/, il suffit de changer ¢
en — ¢ dans g (0) = g, (0) +iga(0); les deux séries (M?) et (M)
sont alors conjuguées 'une de l'autre : j'entends par la que les
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coellicients de a,z" (pour 7 quelconque) sont conjugués dans les
termes de méme vang de (M?) et de (DY,

19. L'toile curciligne attachée ¢ une fonction multiforme.
— Quand la fonction f(z) est uniforme dans tout son domaine
d’existence, il n’y a aucune ambiguité sur la valeur représentée
1

par une série (M¢). Par exemple, la fonction est représenlée

par la série (p?) dans tout le plan sauf sar Ia[ demi-droite 2 — 1,
JisS0. )

Mais, quand la fonction J(z) estmultiforme, il convient de pré-
ciser : la branche représentée par une série (M#) en un point = de

Rig, 7:

o
B’ A’

Pétoile (Af) est la branche prolongée réguliérement le long du
chemin /7 (i partir de l'origine).
- . —5 [avee: fo)—= - 1]; la sé-
vie (h), formée pour cette fonction, converge dans le plan sauf
sur la demi-droite # =1, y<o, qui est une coupure de la
branche représentée. Si 'on désigne par fi(s) la valeur de /(=)
prolongée réguliérement le long du vecteur Oz, la série () re=
présente £, (), sauf dans le quadrant z > 1, 3 << 0, ou elle repré-
sente — £ (z).

Il peut se faive que les lignes frontiéres de (A) se coupent, de

Par exemple, soit f(z) =/

lagon & enclove un espace. Il faut bien se garder d’en conclure
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que cet espace est exclu de I'étoile. Soit, par exemple,

o) ror=y/ =] i— s | — =) L=

la série (p2) converge dans tout le plan sauf sur les trois demi-

droites AA’, BB/, CC/ (fig. 7); ellereprésente /(=) sile vecleur Oz
n’est coupé par aucune (ou est coupé par deux) de ces trois demi-

droites et elle représente — f; (=) sile vecteur O z est coupé par une
ou trois de ces demi-droites. En particulier, pour tout point s du
triangle 1JK, la série représente — fi(z), et le chemin /5 ren-
contre au moins une des trois demi-droites exceptionnelles.

20. Considérons a la fois les deux séries (p*) et (pV), et
S0iL py el wy le (12 4 1) terme de ces séries. Désignons par (v*)
i +w, st .
la série ZM Cette série (ou les coefficients des @, 3" sont
2
réels) présente des propriétés remarquables.

Tout d’abord, appliquée a une fonction uniforme, elle repré-
sente cette fonction sauf sur les droites normales en chaque point
singulier £  la droite OZ. Mais si la fonction est multiforme, elle
représentera f(z) dans le voisinage de 'origine, et dans d’autres

parties du plan # (/1,2 désignant deux branches de f conve-

nablement choisies). Cest ainsi qu'appliquée i la fonction /1 — =
la série (v*) converge vers f, (z) dans le demi-plan 2 <1 et vers

. & . . — T,
zéro dans le demi-plan & > 1. Au contraire, la série E Y caihm 2l
2

converge vers zéro dans le demi-plan z <1 (nolamment pour
2 =0 et dans le voisinage), et converge vers une des branches
(continue) de \/1 — s dans le demi-plan & >1.

De méme, appliquée i U'exemple (29), la série () représente
zéro dans le triangle IJK ( fig. 7) et dans les trois angles C/'IB/,
A'KB’, C'TA’; elle représente fi(z) dans le domaine du plan
(comprenant 'origine) limité par la ligne brisée indéfinie C'TK A",
el une branche continue de f(z) dans les autres portions du
plan B'KJC" et B'IJA’.

Ainsi, il existe des séries de la forme

n E (Mo @+ hyp @y 4. ..o~ Ay u@nsh)
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qui convergent uniformément vers f(z) dans le voisinage de
Corigine [ quelle que soit la fonction

J(z)i=ico+ 13+ @5 0.,

holomorphe a Uorigine] et qui, pour certaines fonctions f(z)

telles que \/1— z, convergent uniformément vers zéro dans
une autre partie du plan.

P Ty

L)

Au lien de la combinaison » on aurait pu former aussi

b,
b

la nouvelle série (¥*) ainsi obtenue repré-

% & . ap
bien la combinaison 22

» (@, b constantes numériques).

Appliquée a /1 —
Ca—b) 0 -
a-+ b
Enfin, on arriverait 4 des conclusions analogues en combinant
1 7

senterait dans le demi-plan 2 > 1.

deux séries conjugudes (MY) et (M) quelconques.

21. Ewxtension des résultats précédents. — Nous sommes
partis, dans ce qui précéde (n° 16), d’une courbe / joignant les
points ¢ =0, £ =1 et partout analytique et réguliére. Mais il est
loisible de se donner entre o et 1 une courbe continue enticre-
ment quelconque, soit L. En effet, une telle courbe peut toujours
étre regardée comme la limite d’une courbe analytique réguliere
(joignant o et 1), qui dépend d’un entier n : quand n croit indé-
finiment, cette courbe /, tend vers L. Pour chaque chemin /, on
sait former une série (M¢) représentant f(z) dans Pétoile A%;
quand / tend vers L, A’ tend vers A"

Appelons d l'aire balayée par les cercles ayant lear centre

T PG
sur {, et de rayon — i on peut dans la série (M%) prendre un
nombre de termes assez grand pour que la somme de ces termes,
" A ; 5 o 5 H
soit ¢,(5), différe de /(z) d'une quantité moindre que -, sous la
seule condition que la fonction f(z), dailleurs quelconque, soit
holomorphe et de module infériear a H dans . Ceci posé, je dis
que lasérie: q -+ (qs—q1) + (95— qa) + ... estune série (MY :
en effet, soit s un point de ’étoile A" et B une aire renfermant a
sonintérieur le chemin L7, aire dans laquelle f(z)est holomorphe
et de module inférieur & une quantité finie H. Dés que n dépasse
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une certaine limite £, le chemin /5 et laive # correspondante, élant
5 ) _ o % 5 . H

trés voisins de L?, sontintérieurs 4 B, et on a [/(5) — qa ()| < =

La série : g+ {(ga— g1) +(gs— ¢2)=+ ... converge donc abso-
lument dans I'éloile A" vers f(z) [cest-a-dire vers la branche
de f(=) prolongée le long de [E5i)

Il vésulte aussitdt du raisonnement qu'elle converge uniformé-
ment dans toute aire intérieure i celle éloile. (care sk obe o

Par exemple, prenons pour L la spirale logavithmique o = e#®
(¢ et w coordonnées polaires de ¢ = w +iv; & const. > o). Pour
w =0, p est égal & 1; pour © = — =, 5 est nul; Porigine est un

point asymptotique. Nous poserons :
inth—1)

. I
t=u+tv=— (et —_g-nye Rk ;
1—g—n )

quand § croft de o & 1, par valeurs véelles, ¢ déerit un arc de spi-
rale Z, du point ¢ =0 au point ¢=; cette spirale /,, qui est
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oitg désigne une fonction entiére de z, et une fonction holomorphe
de ¢ pour ¢ réel et compris entre o et 1 (0= ¢=1); de plus, cetle
fonction s’annule avec ¢ et est égale & 5, pour ¢ =1. Quand ¢ croit
de 0 & 1, 5 décrit une courbe bien déterminée, soit L, de o a z,.
Par exemple, soit p=1¢[5,+ (¢ —1)5;] ¢ la courbe [ est une
parabole facile & définir géométriquement.

Introduisons maintenant la fonction F (2) = f(3) = f[ o (0, 1)];
st f(z) est holomorphe le long du chemin /. (extrémités com-
prises), F(¢) est holomorphe dans l'intervalle 0= ¢=1, et (1) ou
JS(50) est représentée par la série génératrice normale S du n° 12
(ou par toute autre); posons encore

F(t) = ay+ajt+ayt?+...;
on a

o(s, t) =tgi(z 0)+ ,: or2( &, 0) . ..=tpy(3) + 2pa(5) +.. 1,

les pj(z) désignant des fonctions entitres de 5 (des polynomes si @J:

2=

(oot A ey e ; . = Ao ~4les |

définie par D'égalité : ¢ + e — eh 3 efe, est une spirale est un polynome en z). Dol ;%\Z
e\

—6=r Sle(z0:t)] = ap+ @1p +app?—+...

semblable a I, ayant comme point asymptote le point ¢ = =y
et qui tend vers L quand n croit indéfiniment.

L’étoile A" qui correspond A la spirale L est intéressante parce
que deux lignes frontiéres de I’éloile ne se coupenl jamais, et cela
quelles que soient les singularités de /(z). La spirale L (en parti-
culier la droite 0 — 1) est la seule courhe qui réponde & cette con-
dition (').

22. Indiquons rapidement une autre généralisation, Partons de
l’égu]ilé

3 =20(z0, 1)

(') En effet, soit L' la transformdée de L dans la substitution ¢ — ti; les courbes
1

L= (qui dépendent des deux paramétres réels az, ¥, 8l 5 =2 +iy) se coupent
«t par chaque point de I'espace il en pa une infinité, 4 moins que toutes les
courbes L' passant par un point arbitraire P ne se confondent, Pour qu'il en
soit ainsi, il faut et il suffit que la courbe L’ admette une transformation con-
tinue en elle-méme de Vespéce : g, = kp, ©,= w + . Or les seules courbes Jjouis-
sant de cetle propriété sont des spirales logarithmiques de foyer O (en particulier
les cercles de centre O et les droites issucs de 0); les inverses de ces courbes sont
des courbes de méme espéce. Les cercles sont & éearter puisque L doit passer par
Porigine.

= ay+ a1p1(50)t + (@1ps+ aapi)e2+...,
cest-a-dire

ay=aipi(50);,  ab=aypa(50) + aspi(B0); .3

d’une fagon générale, &, est une combinaison linéaire et homo-
geéne de @y, ..., a,, dont les coefficients sont des fonclions
entiéres connues de z,. Il suffit de remplacer les @), par ces expres-
sions dans la série S pour obtenir une série de la forme

(30) @+ (u)zfa,ri,,,(za) + aary u(s0) -0 @ulun(20)],

ou les 7 sont des fonctions enti¢res connues de 5,; cette série
converge vers f(5,) si /(=) est holomorphe le long du chemin Z, .
Les points exclus de cette nouvelle étoile de convergence sont
donc les points { tels que sur le chemin /z on rencontre une sin-
gularité de la fonction f(z) prolongée.

Il serait aisé d’étendre ces résullats (convenablement modifiés)
au cas ot la fonction p(z, ¢) ne serait pas entiére en z. Je veux
sculement indiquer ici un probléme qui se pose & ce sujet : &
chaque point 3 du plan des 5, attachons un chemin bien dé.l,er—
miné /. allant de 'origine & 5 et qui varie d'une fagon continue
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avec z. Existe-l-il une série répondant aux conditions suivantes :
1 son 21 terme est linéaire et homogene en ay, ay, ..., a,, les
coefficients élant des fonclions connues de 53 2° elle converge
vers f(z) [quelle que soit la fonction S()] pourvu que sur le
chemin /. la fonction JS(=) soit prolongeable régulicrement
jusqu’au point 5 inclusivement ?

D’apres ce qui précede, on peut choisir des chemins /, tels que
la réponse soit affirmative. Mais peut-on les choisir arbitraive-
ment ou, sinon, quelles conditions doivent-ils rempliv? Ce sont la
des questions non encore résolues.

23. Application auzx fonctions réelles. — Restreignons-nous,
pour un instant, aux valeurs réelles z de la variable. Quand nous
développons f(x) en série (M?), la série converge si J(z) est
holomorphe le long du chemin /2, et représente la valeur de f
avec laquelle on arrive en  en prolongeant analytiquement f(s)
(& partiv de 5 = 0) le long de /=,

Imaginons, plus généralement, qu'a chaque point x, on fasse
correspondre un chemin l(z,) joignant z, & Lorigine, chemin
qui soit analytique et régulier (cxtrémiiés comprises) pour
chaque valeur de z,, et qui varie avec z, d’une facon ana-
lytique et réguliere ('). Autrement dit, soient s larc de ce chemin
compté a partir de O vers z,, et a(x,) sa longueur totale ; les coor-
données #,  d’un point du chemin sont des fonctions holomorphes
de s et de =, pour tout couple s, 2, tel qu’on ait 0= Solwe)s
=(2,) est une fonction holomorphe pour toutes les valeurs réelles

s

de z, et, si Uon pose :(%) =1, & et y sont des fonctions holo-
"0
morphes de ¢ et de z,, quel que soit @y, pour 0<¢<1. 11 suffic
alors de poser
e e R

pour oblenir (comme au numéro précédent) une série de la
forme (30), ot les r; 4 sont des fonctions connues (*) de z holo-

(') 11 serait facile de lever ces restrictions comme au ne 21; on peut se donner
arbitrairement le chemin 2 (z,) sous la condition qu'il soit continu et varie ayec ,
d’une maniére continue.

(*) Ces fonctions 7 sont indépendantes de 7 et ne dépendent que de la famille
choisie de chemins Z(); ce sont des combinaisons entiéres de

; )
81(%0, 0); p1(@y 0), ..o
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morphes pour z réel : cette série converge si, le long de l(z,),
S(z)est holomorphe, et elie représente la valeur de J prolongée
Jusqulen zy sur ce chemin.

24. Supposons notamment que la fonction () soit uniforme
el ait toutes ses singularités réelles; chaque série (M%) repré-
sentera f(x) pour toutes les valeurs de z (les valeurs singu-
licres exceptées), et elle sera dérivable terme A terme indéfini-
ment : la série et les séries dérivées convergent uniformément
sur tout segment de 'axe réel qui ne comprend pas de point sin-
gulier.

Si la fonction, toujours uniforme, est holomorphe dans un cer-
tain angle 2OA et dans I'angle prolongé, il suffit de prendre
comme chemin { un arc intéricur 4 cel angle pour que la série (M%)

correspondante jouisse encore des propriétés énoncées.

Quand la fonction f(z) n'est plus uniforme, distinguons les
valeurs de f(z) & droite et & gauche de la demi-droite Oz, Con-
sidérons un petit angle positif z OA ct prolongeons /() dans ce
petit angle : nous dirons que nous étudions J(3) adroite de Oz,
el nous représenterons par fy(z) la fonction ainsi prolongée
(fonction en général multiforme). Le point P étant donné sur Oz,
décrivons de O comme centre un cercle de rayon @; si fu(z) est
uniforme (ou holomorphe) a lintérieur de ce cercle et de
Pangle 2OA (pris suffisamment petit), nous convenons de dire
que f(3) est uniforme (ou holomorphe) a droite de Oz jusqu’an
point P; dans ce cas, la valeur de Ja(z) est bien déterminée en
tout point 2 de OP [non singulier pour f4(3)] ¢ clest, par défini-
tion, la valeur de fdu cdté droit de O .

Les valeurs de f & gauche de O, soit fy(z), se définissent de
la méme maniére en considérant un petit angle 2 OB négatif (1).
Remarquons que sila fonction Ja(s) est uniforme & droite de OP,
et ne présente sur OP que des points singuliers isolés non cri-
tiques, fu(z) coincide sur OP avec fy(s). Au contraire, il peut
arriver que fu(5) ne présente sur OP d’autres singularitds que des

(') Tl est évident que ces définitions s'appliquent d’elles-mémes 4 une demi-
droite quelconque issue de Vorigine, et en particulier & I'axe réel négatif.
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points critiques algébriques, tandis que f,(z) présente sur OP
des singularités transcendantes (1).

Jai insisté sur cetle terminologie parce qu'elle nous servira
plus loin. Admettons maintenant que /() soit holomorphe dans
un certain angle positif 2 OA :la série (M?) représentera f4(z) en
toul point & non singulier pour f;(z), da moment que l'arc / aura
été choisi intériear & I'angle 2 OA. Soit /' le chemin symétrique
de / par rapporta Oz, et (M%) la série conjugude de (M) (n° 18);
la série (M?) représente f (), si f(z) est holomorphe dans I'angle
2z OB (symétrique de zOA).

25. Considérons en particulier une fonction f(z) qui n’ait
=1 autour duquel deux va-

d’autre point singulier que le point :
leurs seulement de f(z) se permutent. Les séries (M?) et (M¥)
convergent sur 'axe Oz sauf pour 2 =1 et représentent respecti-
vement f4(z) et f(x).

Si 'on ajoute terme & terme les deux séries (M?) et (M#), multi-

= N S . a ) St !
pliées respectivement par ——» —— la nouvelle série (Nf)
afu(z)+ bf;;(w) ;

e pour x > 1.

(M’)—&— (M)
i

représente f () pour x << 1 el

Faisons notamment @ = 6; la série représente f(z)

Jul@) + folx)
2

pour z < 1 et pour x> 1; comme f(z) n'a que

deux branches, soit f el f, f+ f, est une fonction uniforme F(s)

/',,(1 + fulx) F(./a)
2 2

représente donc une fonction & deux branches pour 2 < 1 et une
fonction uniforme pour # > 1. Remarquons que si f(z) est réelle

n’est autre chose que la nouvelle séric

(pour x voisin de o), @y, @, @y, ... sont réels et la séric
(M%) + (M”) a ses termes réels pour z réel.
S sy S ,
Clest ainsi que la série ({)7({), appliquée a /1 — x, repré-
| = ppAq v U

sente \/I — & pour z <1, et o pour z > 1.

(1) Ezemple : f(s)=e™V'=" (ou +\/1 — 5 =1 pour 5=0); sur Oz, la
branche f,(z) n’a qu'un point singulier (point critique algébrique) s=1;
tandis que £, (s) a en outre un point essentiel =

5
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Les séries (M?), (M), (N?) convergent ici uniformément et abso-
lument sur tout segment de I'axe réel qui ne renferme pas 2z =1,
etilen est de méme pour les séries dérivées. Appelons G(z) la
fonction définie pour z quelconque (=£1) par la série Ni(z).
La fonction G(x) a des dérivées de tout ordre saul pour =1
Formons, pour cette fonction, la série (NY), mais en prenant x,
comme origine (voir lanote (), p. 125). Si 2,< 1, G(x) coin-
cide avec /() pour  voisin de 2, et la nouvelle série N¢ (d’ori-
gine @) représente, comme la premiére, la fonction G(z) tout le
long de I'axe des  (le point & =1 étant toujours excepté). Si
afulz) -+ bfe(®),
a0 z

la série (M?), d’origine 2y, représente G(z) pour 2 >1, et G, ()
pour & << 1, Gy(z) désignant la valeur obtenue en prolongeant
G(z) de zy>1 4 2 <1 au-dessous de Uaze des ». Or, quand
on prolonge /() de & << 1 & 2y,>> 1 au-dessus de Oz, on arvive
en z, avec la valeurf,,(xu); si, partant de 2, avec cette valeur, on
chemine au-dessous de l'axe des «, on revient en 2z <<1 avec la

valeur /) (). 1l suit de la que Gi(z)= %ja et ¢

ries (M4), (M), d’origine zy> 1, représentent respectivement
afi+ b /f af + bfi i)/.
R

2y >1, G(x) coincide (pour z voisin de 2,) avec

jue Jes sé-

pour z << 1; la série (N?) d’origine zy > 1 repré-

n/,Allf)v/;(ﬂ/‘—v—-’J_f‘I)
(e +0)*
expression différe en général de f (). Mais peut-on choisir @ et b

de fagon qu’elle coincide avee f(x), quelle que soit la fonction f
(a deux branches)? Il faut et il suffit pour cela qu’on ait :
at+b*=o0, sab=(a+ b)?, cesti-dire b= = ia. Représen-
tons par (N%) la combinaison (M) 4 i(M?); la série (N%) jouit,
d'aprés ce qui précede, des propriéiés suivantes : elle converge
quel que soit w, sauf pour x =1, et elle converge absolument
et uniformément, ainsi que les séries dérivées, sur tout seg-
1; sa

sente donc &

pour z < 1. Cette derniére

ment de Uaxe réel qui ne renferme pas le point x
fula

somme G(z) coincide avec f(x) pour x <1 et avec :
pourx > 1.Sil’on forme, pour la fonction G(z), la série (N),
d’origine x, 7 1, cetle séric jouit de toutes les propriétés de la
premicre et représente comme elle la fonction G(x) tout le long
de Uaze des z (le point =1 étant toujours excepté) : cela,
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quelle que soit la fonction f(a), pourvu que cette fonetion nait
que deux branches et n’admette que le point singulier z = 1.

Ce résultat est remarquable, si 'on réfléchit que G(a) coincide
(suivant que « est > 1 ou << 1) avec deux fonctions analytiques
différentes (').

Par exemple, appliquée a4 f(z) =/t — 3, la série (N%) repré-

sente \/1 — & pour z <1, el \/ — 1 pourz > 1.

26. Séries (M) qui convergent sur les droites fronticres. —
En se servant des séries (M¢), on peut former des séries (M) qui
convergent non seulement dans 'étoile A, mais encore sur les
demi-droites frontieres, pourva que les points singuliers dont

ces droites sont issues salisfassent a cerlaines condilions trés

générales que nous allons préciser.
Considérons, en effet, une série (M?), par.exemple la série (pf)
dun® 17, qui correspond (2) & l'ave ¢ de parabole

o= —lu(uw—r) (h>0),

compris entre les poins t=u -+ iv=o0 et t=1. La somme S,

des (2 —1) premiers termes de la série (u!) differe de f(z) d’une

2H

—_—
e

quantité moindre en module que si f(z)est holomorphe et

e 1
de module inférieur a4 H dans laire ¢ (déduite de l'aire d balayée

28 N

par les cercles de rayon 142 = dont les centres décrivent l) :

log n
cela, quelle que soit la constante /2, de module moindre que 1.
Ceci rappelé, adoptons, pour chaque valeur de Uentier 7, une

. ’ 1 . . L
valeur de /v qud tende vers zéro avec ooomais infiniment plus

(') On peut former des exemples ot la série (N{) jouit de toutes les propriétés
précédentes et de plus converge absolument et uniformément sur tout segment de
I'axe des z ainsi que les sé dérivées. Mais, pour 2 = 1, la fonction G (2) est
nulle ainsi que toutes ses dérivées et la série (N/) d’origine 1, au licu de repré-
senter G (), est identiquement nulle.

(*) On pourrait partic de wimporte quelle série (M), sous la seule restriction
que le chemin I ne traverse pas I'axe des 2. Si le chemin / traverse Paxe des ,
la méthode méme du texte permet aisément d'apercevoir les modifications qu'il
faut apporter aux conclusions qui vont suivre,
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lentement que . Posons, par exemple,

b= i=y/

logn

(% étant positif, le chemin / est situé au-dessus de Oa) (1),
Quand 7 croit indéfiniment, Pétoile A! (bien déterminée pour
chaque valeur de 7n) tend vers Détoile A, et le domaine % tend a

se réduire au vecteur Oz, D’autre part, pour chaque valeur de n,
S, est un polynome en s bien déterminé, de degré n, qui, lorsque
n croit indéfiniment, tend vers f(z) pour tout point z de A : car
deés que r dépasse une certaine limite, ¢ différant trés peu duvee-

teur Oz, f(=) est holomorphe dans d< et y garde un module infé-
rieur & une quantité fixe H. Au lieu d’un seul point 5, considérons
une aire B intérieure 4 A, et une aire B/ comprenant B & son inté-
rieur, mais intéricure & A : dés que 2 dépasse une certaine
limite ¢, laire @ fait partie de B/, quel que soit 5 dans B, et I'on a

o Hy V1

(31) [f(:'>‘"5u("")[< T

pour >y

o7

en tout point = de B, [H, maximum de f(z) dans B,
D’apres cela, la série

(Mg) So=+(S1—S0) 4+ (8:—5;) +..= o+ pi(3) +pa(5) +. ..

est une série (M) qui converge absolument dans A et uniformé-
ment dans loule aire intérieure & A. Le terme p, est un polynome
en 5 de degré n.

27. Examinons maintenant ce qui se passe sur les demi-droites
frontieres de A. Soit D une demi-droite exceptionnelle, issue du
point singulier € : si ce point est algébrigue, je vais montrer
que la série (My) converge absolument sur D aw dela du point C
et représente fa(z), tant gu'on ne rencontre pas sur D un point
singulicr transcendant de f;(z). Elle converge méme unifor-

5 : S
mément vers fq(z) et est dérivable terme & terme indéfiniment

(4) 8i, au lieu de prendre & = - \'a, on prenait i = — \/z, la courbe ¢ (cor-
respondant & chaque valeur de n) serait située au-dessous de Oz, et il faudrait,
dans tout ce qui suit, remplacer f,(z) par j'g(:.), valeur de f(3) a gauche de D.
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sur tout segment PP’ de D le long duquel f4(z) est holomorphe
(extrémités comprises) [ pourvu qu'entre § et P la fonction fy(s)
ne présente que des points singuliers algébriques].

En particulier, si € est un péle et si D ne renferme pas d'aulre
point singulier, la série M, converge vers f(
droite D (le point { excepté) et converge uniformément sur tout
segment fini PP' de D (dont { ne fait pas partie).

Pour démontrer ce théoréme, placons-nous d’abord dans I’bypo-
these ot entre L et P il n’existe pas de point singulier de fy(s).

De O comme centre décrivons un cercle plus petit que le

) sur toute la

cercle d’holomorphie de f(z); entourons PP’ d’une aire asses
aplatie pour que f4(z) y soit prolongeable régulicrement (con-

Lour compris); enfin relions ces deux aires par une bande aba' b

Fig. 8.

attenante au bord droit de OP et assez étroile pour faire partie
de I'éroile A. Si, dans I'aire totale E ainsi formée, on prolonge la
fonction f(z), cette branche de fonction, qui coincide le long
de OP" avec fq(z) et que je représenterai par fy(z), est holo-
morphe dans E, contour compris, le point { excepté. En ce point,
qui est un point algébrique, (=) peut devenir infini d'un certain
ordre m (entier ou fractionnaire) : dans l'aire E, | fa(z)| reste
K

——+.0 K désignant une certaine constante el m une

I
quantité positive ou nulle.
D’autre part, soit 5, un,point du segment PP'. Pour les petites

inférieur a

valears de /i, done pour les grandes valeurs de 7, le chemin 2 dif-
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fere trés peu dn vecteur Oz, et fait partie de 'aire E; la distance
minima 8 entre un point de %5 et un point du contour de E tend
vers zéro avec /i, et est de 'ordre de & pour /& infiniment petit; on
peuat éerire 8 = /i, u. désignant une quantité positive qui dépend
de /& et de z, el qui reste supérieure (') & un nombre fixe X > o
quels que soient 5, entre P et P' et & entre o et 1. L'aire d% est,
par suile, intérieure a I, dés que n dépasse une certaine limite
(indépendante de la position de z entre P et P’) : en effet, les
cercles décrits d’un point de /% comme centre, avec 142 5|

comme rayon, sont inlérieurs & E dés que 1420P’ est moindre
que hh, c’est-a-dire dés que 72 dépasse un certain entier, puisque
/e est infiniment grand par rapport & @ pour 2 = . Soit ¢ une
valear de n telle quon ait

1420 < :h (g =0F"),
c'est-a-dire

Dl \/;<—)—:—’ ou enfin ang-q>-,,<"!‘;3‘P>:,
2073

Pour n > ¢, la fonction f(z) est holomorphe dans laive %

. K » O i .
son module y est moindre que et c’est-a-dire moindre

K S 5 . - .
que —————; puisque z, variant dans d%, reste 4 une distance

:
2N
2

ks . i
de € supéricure a W — 140p > ~ h.

L'inégalité (31) s'applique donc au point 54 et donne ici

Vn

(32) [ falzn) —Sala)| < < =
(3) | R]me™

2 1 . 2. . o
Or i={/——> et — est inféricure a \/n pour n sulfisamment
logn I ¥

grand. On a dong, tout le long de PP,

- X n n . L.

| fula) —8Sp(s)]| < K — (K constante numérique),
J
ez

des que n dépasse un certain entier,

(') 1l serait facile de donner une valeur explicite de A, mais la chose est inutile
au raisonnement.
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La série (My) converge done absolument et uniformément
le long de PP vers fy(s). C. Q. Fu D.

28. De plus, pour chaque valeur de n, déerivons du point z,
comme centre un cercle ¢ de rayon po (. constante numérique).
Quand s reste intérieur & ¢, le chemin /2 reste intérieur au do-
maine I (au moins dés que 7 est suffisamment grand) et la dis-
tance minima de £ & P'arc /5 est encore de l'ordre /i et supéricure
a M (en modifiant un peu, s’il est nécessaire, la constante X intro-
duite plus haut). L'inégalité (32) se trouve donc démontrée non
seulement pour & = s, mais dans tout le cercle ¢, d'ott 'on déduit,
en vertu d'un théoréme classique (') :

. : — s
i oKe Wi o) Biyia o
Vi - < K <<

7 5 > =
(pa)/ ( PR yn Vi
\ 2 > Jirg s e

en tout point 5, de PP, dés que n dépasse un certain entier.

Sz — S ()] <

Les séries obtenues en dérivant terme & terme la série (M)
convergent donc, elles aussi, sur PP’ absolument et uniformément ;
elles représentent sur PP’ les dérivées successives de f;(z).

Si, entre 'origine et le point P, il existe plusieurs points sin-
guliers (tous algébriques) de JSa(z), vien n’est changé dans le
raisonnement précédent : il sulfit de considérer ordre maxi-
mum 7 d'infinitude de fy(s) en ces points singuliers; dans

S
<l> Jon
2

entre P et P), et les inégalités précédentes subsistent.

D’une fagon générale, pour que le raisonnement subsiste, ¢{
suffit = 1° que f(s) soit holomorphe jusqu'en un point G a
droite (*) de D, et 2° qu'en tout point singulier & de fu(s)
sur D, on ait

Vaire d%, |fu(z)| est moindre que (quel que soit z,

Elm

(33) |falz)| < e (7 constante numérique > o),

pour zvoisin de & i droite de 1).

(') A savoir ce théoréme : Si F(3) est holomorphe et de module moindre

i
que H dans un cercle de rayon o et de centre zq, |F0) (z,) | est moindre que Il —1—7
=
(%) Voir le n° 24.
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Soit alors PP/ un segment de D compris entre O et Q et le long
duquel fy(z) est holomorphe. Quel que soit 5, entre P et P/, la
fonction fu(z) (dés que n dépasse une cerlaine limite) est holo-

m
morphe et de module moindre que 6(7/‘) dans Paire d% qui cor-
respond a chaque valeur de ., Or la quantité

2 \m_ faym/logn 2
) — i) ( 2

1
est moindre que n', dés que n dépasse un cerlain entier q, en
sorle qu’on a

(20— S (30)| < nevt < 2

er

pour n > g, le long du segment PP'. Cette inégalité entraine les
mémes conséquences que ci-dessus,

Remarquons que, sur D, les points singuliers de fy(z) peuvent
former des ensembles quelconques, et méme comprendre tous les
points d’an segment : la seule condition qui leur soit imposée est
Pinégalité (33).

En définitive, si la fonction f(z) est holomorphe ¢ droite de 1)
Jusqu'en un certain point Q, et si, en chaque point singulier &
de fu(z) sur D, Uinégalité (33) est vérifide, la série (M,) con-
verge absolument et uniformément vers Ja(z) sur tout sey-
ment PP de OQ le long duguel f4(z) est holomorphe; les séries
dérivées terme é terme convergent de la méme maniére sur PP’
vers les dérivées successives de Ja (=)

29. Par exemple, appliquée a la fonction 7 , la série (M,)
converge absolument duns tout le plan, sauf pour s=r1; elle
converge uniformément daus toute aive qui n’a aucun point

commun avec la demi-droite x> 1, ) =o. Elle converge uni-
1

formément vers ¢*—!

droite (1 << 2, << z

Il est,impossible que celle derniére série converge uniformé-

menl sur une courbe traversant la demi-droite exceplionnelle :

autrement, on formerait aisément une courbe fermée C entourant

le point z =1 et sur laquelle la série (M,) convergerait unifor-
E. B. 10

sur tout segment fini &, 2, de cetie demi-
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mément. Les termes de cette série (polynomes en z) étant holo-
morphes dans C et sur C, la série (d’aprés un théoréme classique)
convergerait uniformément dans C, et sa somme serait holomorphe
dans C, en particulier pour z =1, ce qui est absurde. La remarque
Sétend évidemment au développement d’une fonction quelconque
par la série (M,). :

Admettons enfin que, f(z) élant toujours holomorphe a droite
de OQ, linégalité (33) ne soit pas vérifiée, mais qu'on connaisse
une limite quelcongue du mode de croissance de fy(z) dans le
voisinage de chacun des points singuliers £ situés sur D (entre O
et Q); soit

l.fr/(u‘f’|<?<r—|;7)'
s—¢

On peut toujours former une série analogue a (M,) et qui repré-

sente fa(z) sur OQ (en dehors des points singuliers) : il suffit,
dans les raisonnements précédents, de faive décroitre /i plus len-

1 1 P
tement encore avec — et de prendre s = T tel que (la con-
£ TA

stante 2 étant arbitraire, mais positive) I'on ait
&

/n, _a

sled(n)]x Lo < —

e H v R
€k

dés que n dépasse une certaine limite (qui dépend de g) ().
Par exemple, si 'on sait qu'on a

(m const. > 0),

| fa(=)] < e

dans le voisinage de chaque point &, il suffit, comme on le voit

1
aisément, de prendre i = logae =

log logn — loga

Enfin, tous les résultats obtenus s'étendent d’eux-mémes aux
fonctions de plusieurs variables.

(') Lexistence de séries (M) qui convergent sur les demi-droites frax-{tiéres
au dela des péles a été démontrée pour la premicre fois, 4 Vaide de considéra-
Lions toutes différentes, par M. Helge von Koch. M. Mittag-Leffler a récemment
indiqué d’autres séries (M) convergentes au dela des points singuliers isolés de
f(5) quine sont pas des points de branchement (points essentiels de \\'eicr‘stra 5%
ct cela quel que soit le mode de cvoissance de f(=) aux alentours du point.
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30. Quelques applications des résultats précédents. — Ne
considérons plus, dans ce qui suit, que des fonctions f(z) dont
les points singuliers & distance finie sont tous algébriques. La
série (M,) correspondante convergera dans tout le plan, sauf aux
points singuliers, sommets de I'étoile, etreprésentera fy7(z) surles
demi-droites D.
Appliquons cette remarque aux équations différentielles lindaires
a coefficients algébriques, et soient {y, .. ., Zxles points singuliers
1
(5—=0)...(a— )
vient (') une fonction f(Z) dont le seul point singulier non algé-
brique est & I'infini, et qui n’a qu'un nombre fini de points cri-
tiques algébriques : le développement de /() en série (M) con-
verge donc dans tout le plan sauf aux points singuliers.

de l'intégrale. Si I'on pose Z = » l'intégrale de-

Quand, i la série (M,), on substitue la série conjuguée (My), qui
s'en déduit en changeant partout /o en — /4, la nouvelle série jouit
exactement des mémes propriéiés que (M,) a cela prés que fy(s)
est remplacé partout par /i (z), valeur de /'a gauche de D.

Ajoutons ensemble maintenant, terme & terme, les deux sé-

a b
a6 a¥b’
on forme ainsi une série (M), qui représente f(z) dans I'étoile A,
afa+bfe

En particulier, si 'on prend @ = b, on obtient une séric de la
Jorme

ries (M,) et (M;), multipliées respectivement par
et qui, sur les demi-droites frontiéres, représente

S < .
g +(’L)>_‘ (Mn@15 4+ hs p@a st 4o .o+ Ay n @y 3%,

ot les coefficients )\ sont réels, qui représente f(z) dans Uétoile
¢t la moyenne arithmétique de fu et fy sur les demi-droites D.

Appliquée a /1t — 3, celle série représente 1 —x pour z réel
el <1 et représente zéro pour x réel et > 1.

S5i l'on retranche terme a terme les deux séries (M,) et (M),
on obtient (aprés division par 7) une série de forme enti¢rement
analogue a la précédente, qui représente zéro dans tout le plan,
quel que soit f(z), sauf sur les demi-droites D ou elle repri-
sente fu— fo.

(') On peut éviter cette transformation en discutant le mode de croissance de
Lintégrale dans le voisinage de chaque point singulier £.
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a(My)+ b (M;)

la série
a-—+b ¥

31. Parmi les séries (M) de la forme
(M,) 4+ Z(My)
112
Appliquons ce développement (M) & une fonction f(z) qui n'a,
sur l'axe véel, d’autre point singulier que le point z= 1, point

» que je désignerai par (M), est la plus remarquable.

algébrique autour duquel deux branches seulement se permutent.
La série (M;) jouit alors des propriéiés snivantes :

10 Klle converge absolument et uniformément, ainsi que
les séries dérivées, sur tout segment de Iazxe réel qui ne com-
prend pas le point x =1; elle converge vers f(x) pour & <<x
Jalm)+if o ()

I+ ¢

2* La somme G(z) de cette série coincide donc avec f(x)
pour & <1, et avec une fonction analytique msrinere de f(z)
pour & > . Mais, st Uon applique & la fonction G(z) le déve-
loppement (M;) en prenant x, comme origine, la nouvelle
série (M,) jouit des mémes propriéiés et représente la méme
Jonction G(z) que la premicre sur tout Uaze réel (V).
3)=y1—3, [Flo)=+ 1], la
sévie (M;) représente — Vi—az pour z <1, et — \‘/le
pour z >1.

32. Considérons enfin une fonction harmonique V(z, y, z),
uniforme et réguliére dans tout 'espace sauf en certains points ot

et vers pour @ >t (voir le n® 25).

Par exemple, appliquée a I¥(

clle devient infinic algéhriquement (ou moins rapidement qu'une
fonction algébrique). La série (M,), élendue a trois variables,
converge absolument vers V(z, ¥, z), dans tout I'espace réel,
saul aux points singuliers; elle converge uniformément dans tout
domaine intérieur & I'éroile; elle est dérivable terme a terme indé-
finiment (sauf aux points singuliers) et les séries dérivées ont les
mémes propriétés que la série elle-méme.

(') On peut méme former des exemples oit la série (M,) jouit de toutes les
propriétés énoncées, et de plus converge absolument et uniformément, ainsi que
les séries dérivées, sur tout segment de I'axe réel (le point @ =1 compris); la
fonction réelle G(x) a donc des dérivées de tout ordre quel que soit @, mais,
pour @ =1, celle fonction et toutes ses dérivées sont nulles, et la série (M)
d’origine & =1 est identiquement nulle.

NOTE 1I.
DEMONSTRATION D'UN THEOREME DE M. BATRE.

Par M. Hexni LEBESGUE

On appelle fonctions de classe 1 celles qui peuvent élre consi-
PF I
ntes de fonctions con-

dérées comme les limites de suites converg
tinues.

Nous dirons qu’une fonction f est, a moins de = pres, de classe
dans un intervalle T (') si Pon peut trouver une fonction ¢ de
classe 1 telle que, pour tous les points de I, on ait

[f—e|<=.

Nous dirons qu'une fonction f est, & moins de = prés, de classe
en un peint P s'il existe un intervalle, contenant au sens étroit le
point P, dans lequel £ est, & moins de = pres, de classe 1.

Nous dirons qu'une fonction fest de classe 1 en un point P si,
quel que soit e positif, fest de classe 1, & moins de < prés, en P,

Supposons que 'on convienne de s’occuper seulement des va-
leurs de f — o pour les points d'un ensemble pacfait E. Alors les
définitions précédentes nous font connaitre les conditions dans
lesquelles on dira qu'une fonction est de classe 1, & moins de ¢
pres, sur Eou qu’elle est de classe 1 sur E en un point de E.

Remarquons encore que si la fonction ¢ de comparaison avait
été supposée continue dans un intervalle, an lieu d’étre supposée
de classe 1 dans un intervalle, nous aurions eu une déefinition de
la continuité en un point déduite d’une définition de la continuité

(') Toutes les définitions et tous les raisonnements qui suivent concernent les
fonctions d’une seule variable; il suffirait de trés légers changements pour les
rendre applicables au cas général.
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dans un intervalle () supposée antérieurement donnée. D'ailleurs

les raisonnements qu’on va lire sont exaclement calqués sur une
suite de raisonnements permettant de fonder la théorie des fone-
tions continues sur la définition de la continuité dans un intervalle,
el non pas, comme on le fait le plus souvent, sur la continuité en
an point.

I. Toute suite uniformément convergente de fonctions de
classe v a pour limite une fonction de classe 1 ().

Soit fi, fs, ... une suite uniformément convergente de fonc-
tions de classe 1, f sa limite. Soit &y + ;4. .. une série con-
vergente de mombres posilifs décroissants. On peut toujours
trouver 7, tel que, quel que soit ¢ positif, on ait

| fay—Fupiql S 2
je suppose de plus que les 72, croissent avec p. La série

Fuit =T ) o= )

est convergente et de somme f; ses termes sonl de classe 1, car
la différence de deux fonctions de classe 1 est une fonction de
classe 1.

Le p*m¢ terme (pZ o) est la limite, pour 7 infini, de la suite
de fonctions continues 7. Je dis que, pour p > o, on peul sup-
poser que, quel que soit 7, on ait | /7S¢, En effet, siles /7, ne
satisfont pas a cette inégalité, posons

Es=1%, quand on a
F;: —zp, quand on a
FI’,: -+ &p; quand on a

Les F, ont méme limite que les 7, carla limite de ceux-ci ne

(') Celle de la page 27 ou toute autre équivalente, celle-ci par exemple : une
fonction est conlinue dans un intervalle si on peut I'y représenter par une série
uniformément convergente de polynomes.

(*) D’aprés la définition adoptée les fonctions continues sont des fonctions de
classe 1. 8i, comme le fait M. Baire, on excluait de la classe 1 les fonctions con-
tinues, il faudrait, dans cet énoncé et dans les suivants, remplacer fonction de
classe 1 par fonction continue ou de classe 1.
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surpasse pas ¢, en valeur absolue, donc on peut remplacer les /7
par les I, qui satisfont & toutes les conditions indiquées.

Les /7, étant choisies comme il vient d’éure dit, posons

gr=fh I L

La série 5, est absolument et uniformément convergente, ses
termes sont des fonctions continucs, la fonction o, est continue.
Mais ¢, tend vers f, quand 7 croit, car les p premiers termes de o,
ont une somme qui tend versf,,p et les suivants ont une somme au

plus égale en valeur absolue & ep+epy—u. e

Ceci démontre le théoréme.

Considérons des intervalles I;, 1., .. ., en nombre fini ou dénom-
brable et des fonctions de classe 1 fy, fa, ..., délinies respecti-
vement dans ces intervalles, exirémités 3 comprises. Jappelle f
la fonclion égale a f, dans Iy, a f, dans la partie de I, extérieare
aly, a f; dans la partie de I; extérieure a I, -1y, ete., je dis que f
est de classe 1. Soil,.)";,,‘]‘";’n ..., une suite de fonctions continues
tendant vers fp. Par 7 je désigne une fonction continue assujetlie
aux seules conditions d'étre égale a f% dans I, a f7 pour les

. . . 1 - ! .

points de I, qui sont distants de —au moins de ceux de I, a /7
. . . 1 .

pour les points 13 qui sont distants de 5 au moins de ceux de

I, 1y, -... fr tend vers f, quand »r augmente indéfiniment,
donc f est de classe 1 dans I} 4+ L, 4. . ..

Supposons mainlenant que ¢ soit, a moins de = pres, de classe 1,
dans chacun des intervalles I,, 1., .... Cela veut dire qu’on peut
trouver les fonctions de classe 1 fy, fa, ..., délinies dans I,
L, ..., et différant de ¢ de moins de ¢, done ¢ differe de la
fonction f, formée comme il vient d’étre dil, de moins de ¢
dans I, -+ I, -+. . ., et par suite p est, a moins de e pres, de classe 1
dans I; +1s -+ ...

D'apres le théoréme de M. Borel, démontré page g, dire
qu’une fonction f est, & moins de ¢ pres, de classe 1 en tous les
points d'un intervalle 1, extrémilés y comprises, c¢’est dire que |

est la somme d’un nombre fini d’intervalles dans lequel f est de

classe 1, @ moins de ¢ prés. Done :

II. Siune fonction est, & moins de e pres, de classe 1 en tous
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les points d'un intervalle, elle est, & moins de ¢ pres, de
classe 1 dans cet intervalle.

D’ailleurs, d’apres I, une fonction est de classe 1 dans un inter-
valle si, quel que soit ¢ positif, elle est de classe 1, 4 moins de
e prés, dans cet-intervalle; car elle est alors la limite d’une suite
uniformément convergente de fonctions de classe 1, done :

WL S¢ une fonction est de classe 1 en tous les points d’un
intervalle, elle est de classe 1 dans cet intervalle.

Ces deux théorémes sont encore exacis lorsqu’on ne sail rien
relativement aux extrémitds @ et b de I'intervalle considéré,

Modifions, en effet, la fonction donnée J en lui donnant la
valeur constante f(a) de — o a @ et la valeur constante J(b)
de b a 4o, elle est alors de classe 1 dans les deux intervalles
(=0, @), (b, + o).

Si nous supposons qu'elle est de classe 1, & moins de = pres,

en tous les points intérieurs a (a, b), cela ne sera pas changé par
la_modification indiquée. Du théoreme de M. Borel on déduit
facilement que l'ensemble des points intérieurs & (a, b) est
Pensemble somme d’une infinité dénombrable dintervalles dans
chacun desquels £ est, A moins de = pres, de classe 1.

LDintervalle (—o, +-w) est donc la somme d'une infinité
dénombrable d'intervalles dans chacun desquels, aprés la modifi-
calion, f est de classe 1, & moins de ¢ prés; dans (— oo, + ),
aprés la modification, fest de classe 1, 4 moins de s prés; avant la
modification, £ était de classe 1, & moins de « pres, dans (a, b);
c’est la proposition II, d’oti Pon déduit la proposition I11.

Des théorémes I1 et II[ ainsi complétés, il résulte que I'en-
semble des points en lesquels une fonction donnée f n’est pas de
classe 1 ne contient aucun point isolé el que, de méme, V'en-
semble E des points ot £ n’est pas de classe 1, & moins de = prés,
ne contient aucun point isolé.. Par définition J ne peut éire de
classe 1, & moins de ¢ prés, en un point P sans qu’il en soit de
méme pour tous les pointsassez voisins de P; le complémentaire
de E ne peut donc contenir aucun point limite de E, ¢’est-a-dire
que E est fermé, par suite :

IV, L'ensemble B des points en lesquels une fonction donnée f°
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n’est pas de classe 1, & moins de ¢ pres, est un ensemble parfait.
Je vais maintenant démontrer la propriété suivante :

V. La fonction f est discontinue surE en tout pointde E(1).

Soient Iy, I,, ..., les intervalles contigus a E; d’aprés IT, £ est
de classe 1, & moins de ¢ pres, dans chacun d’eux. Soit ¢p une
fonction de classe 1 limite, pour 7 infini, de la suite convergenle
des fonctions continues o’ et différant de #, dans [, de moins dee.
Si f était continue sur E, en un point M de E, la fonction ¢ égale
a o, dans 1, et & f(M) sur E difféverait de £ de moins de ¢ dans
un certain intervalle contenant M a son intérieur. En M, f n’est
pas de classe 1, 2 moins de ¢ prés; il suffira donc de démontrer
que ¢ est de classe 1 pour prouver le théoréme V.

Jappelle I7, Pintervalle ayant méme milieu que I, el tel que

n A
longueur T, = longueur Ij -+ e

Tappelle ¢ une fonction continue assujeltie aux seules condi-
uons d'étre égale & /7 dans I7, & f5 dans 14, ..., & /% dans 17 et
a f(M) a Pextérieur de I, 4 lo-... - 1,. o est la limite, pour
7 infini, de ¢7; le théoréme est démontré.

Jarrive maintenant au théoréme de M. Baive (2

VI Pour gu’une fonction soit de classe 1 il faut et il suffit
qu’elle soit ponctuellement discontinue sur tout ensemble par-

Jait.

La condition est suffisante. Si fn'est pas de classe 1, f n’est
pas de classe 1, & moins de ¢ pres, si e est assez petit, d’apres I.
D’aprés 11, il existe alors des points ol f n'est pas de classe 1, &
moins de & prés; d’aprés IV et 'V Iensemble E de ces points est
parfait et / est totalement discontinue sur E.

La condition est nécessaire (*). Soit’ f de classe 1, limite des
fonctions continues fi, fay fay +o-. Jappelle E, , ensemble

(') D’une fagon plus précise, en aucun point de E, f n’est de classe 1, & moins
de & prés, sur E.

(*) Voir Bae, Comptes rendus, 21 mavs 1898 et These, Annali di Matema-
tica, 1899; Lesrscue, Comptes rendus, »7 mars 18993 Bame, Bulletin de la
Socléte mathématique de France, 1goo.

(*) La démonstration qui suit dilfére sensiblement de celle de M. Baire,
mais la plupart des raisonnements qui y sont employés lui sont  dus. Cette
démonstration a é1é oblenue indépendamment par M, Paul Montel et par moi.
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fermé des points pour lesquels on a |fo—Surp|Se. E étant un
ensemble parfait quelconque, donné arbitrairement, Jappelle E,
ensemble des points communs & la fois a B, & E, , a By, o0
E,, étant Vensemble commun & une infinité dénombrable d’en-
sembles fermés, est fermé. E est la somme des E,; je dis que I'on
peut prendre n assez grand pour qu'il existe un intervalle I conte-
nant des points de E et tel que tous les points communs a I et B
appartiennent a I, (). Si cela n’était pas, dans toul intervalle I
contenant des points de E on pourrait, quel que soit n, trouver
un point de E n’appartenant pas a E, et, puisque E, est fermé, un
intervalle contenant des points de E sans conlenirde points de E,.
Or soit I, un intervalle contenant des points de E et pas de points
de I,, soit I, un intervalle, intérieur & T, contenant des points
de E et pas de points de E,, etc. On ne peat pas conlinuer ainsi
indéfiniment, sans cela, a Pintérieur de 1, Io, ..., existerait au
moins un point de E qui n’appartiendrait ni & K, ni a Hondetaer
Par suite on peut trouver I, contenant des points de E, et n de
maniére que, dans I, I et E, soient identiques. Dans I, fet f,
différent de e au plus; si I est choisi intérienr a I, contenant des
points de E, et assez petit pour que, dans T/, Poscillation de f5, soit
inférieure i =, Poscillation de f sur E, dans I, est inférieare a 3.

Ceci posé, I, étant choisi arbitrairement, contenant des points
de E, nous pourrons choisir I,, intériear & [, ;, contenant des
points de E, et tel que, dans I, Poscillation de f sur E soit infé-
vieure a 3 : p. A lintéricur de tous ces intervalles Iy, T), «+ )
existe au moins un point de E; en ce point f est continue sur E.

En terminant, j'indique une propriété qu’on peut parfois invo-
quer pour démontrer qu’une fonction est de classe 1 (*).

VII. Pour qu'une fonction f soit de classe 1, il faut et il
suffit que, quel que soit < positif, Uintervalle que Lon consideére
soit la somme d’une infinité dénombrable d’ensembles fermés
sur chacun desquels f est continue, @ e prés.

Ta condition est nécessaire. En effet si, dans la démonstration

(1) Ici, et dans la suite, il sagit de points contenus, aw sens étroit, dans les
intervalles indiqués.

(?) Pour plus de détails voir une Note qui paraitra prochainement dans le
Bulletin de la Société mathematique de France.
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précédente, E est I'intervalle considéré, cet intervalle est la somme
des E, et, sur E,, f et f, difféerent de ¢ au plus.

La condition est suffisante. Pour le voir directement supposons
que Iintervalle considéré soit la somme des ensembles fermés I,
et que, sur K, f différe de ¢ an plus de la fonction continue f,.
Je prends un ensemble dénombrable D, de points partout dense
sur I, en ayant soin d’y faire figurer les extrémités des intervalles
contigus a B, (). Je barre ceux de ces points qui appartiennent
AE,+E,-...LE, et je range les aulres en suite simplement
infinie, la suite A, (M}, M2, ...); d'ailleurs, si un point M a éLé
barré de D, parce qu’il appartient & E,(n' < n), jai eu soin de
faire figurer M dans D .

Je vais construire une fonction continue F,. Pour cela je prends
le point M}, au moins les p premiers points de A,_;, au moins
les p premiers points de A,_,, et ainsi de suite. Je prends dans
chacune de ces suiles assez de points pour que, si M est pris,
auquel cas, faisant partie de Ay, il ne fait pas parctie de Ez_,, les
deax extrémités de lintervalle contigu a E;_, et contenant M,
qui font partie de 'une des suites Ay_,, As o, ..., A, soient
prises aussi. La fonction continue I, est définie par la condi-
tion d’¢tre linéaire entre deux des points ainsi choisis et, si M5 a
é1é choisi, d’¢ire en ce point égale a f; (M4).

Cherchons la limite de F),, quand p augmente indéfiniment. Si
R appartient a 'une des suites A, il est évident que F,(R) tend
vers f, (R), ny étant le plus petit indice correspondant a un
ensemble E, contenant R. Il en est encore de méme si R n’appar-
tient 4 aucune suite A; car, dés que p est assez grand, les deux
points servant & la définition de F, et contenant entre eux R sont
deux points S, T de A, . I, (R) est dés lors comprise entre f, (S)
et f,,,('T), quantités qui tendent, quand p augmente, vers f, (R)
car f, est continue et S et T tendent vers R.

La suite des I, est convergente, sa limite I différe de la fonc-
tion fde < au plus, donc fest, & e prés, de classe 1. Puisque < est
quelconque, il vésulte de I que f est de classe 1.

(') A cause du role joué par les intervalles contigus, cette démonstration ne
s'applique pas immédiatement au cas de plusicurs variables.



NOTE 1IL
SUR L’EXISTENCE DES FONCTIONS DE CLASSE QUELCONQUE.

Par M. Ewmiie Borgt.

On peut se demander si la classification de M. Baire n’est pas
purement idéale, c’est-a-dire s’/ existe effectivement des fone-

tions dans les diverses classes définies par M. Baire. 11 est clair,
en ellet, quesi I'on prouvait, par exemple, que toutes les fonctions
sont de classe 0, 1, 2 ou 3, la plus grande partie de la classifica-
tion de M. Baire serail sans intérét. Nous allons voir qu’il n'en
est rien; mais il est tout d’abord nécessaire d’insister un peu sur
ce que l'on doit appeler une fonction définie (V). 1l est, en effet,
aisé de voir qu’il existe des fonctions de classe supérieure & un
nombre quelconque (fini ou transfini) donné d’avance; car I'en-
semble E des fonctions dont la classe ne dépasse pas un nombre

donné a évidemment la puissance du continu; et I'ensemble F

de'toutes les fonctions possibles a une puissance supérieure a celle
du continu (*); 'ensemble I' est done infiniment plus riche que
Iensemble E, c’est-d-dire renferme une infinité de fonctions qui
n’appartiennent pas & E. Mais ce raisonnement basé sur les puis-
sances a un grave défaut : il nous apprend bien qu’il y a des fonc-
tions de I' qui n’appartiennent pas a I, mais il ne nous donne
pas le moyen d’en définir une, c’'est-a-dire d'en désigner une de
telle maniére qu’on puisse la distinguer des autres; en d’autres
termes de mauitre que deux personnes différentes, lorsqu’elles
parlent de cette fonction, soient certaines qu’elles parlent de la
méme.

Le raisonnement précédent ne permet pas d’exclure hypothése
ot un théoréme tel que le suivant serail exact : lowte fonction

(Y) Voir mes Legons sur la théorie des fonctions, Notes 11 et 111,
(%) Loc, cit.
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effectivement définie est nécessairement de classe o, 1, 2 ou 3.
Nous allons, au contraire, montrer qu’il est possible de définir
elfectivement une fonction dont la classe dépasse un nombre donné
d’avance.

D’ailleurs, cette définition exigera en général des opérations
transcendantes pratiquement inexécutables; on sait que cette diffi-
culté se présente presque Loujours lorsqu’il intervient des pro-
cessus infinis @ séries ou intégrales

Voici comment on peut définir une fonction de classe supé-
rieure & dewur; le méme raisonnement s’appliquerait & une classe

quelconque. Posons
T=a-+f
P«,ﬁ(‘,fé") =

T=0

Toute série double de polynomes peat étre écrite sous la forme

(1) 2_1 ng,ﬁ(z) 5

Si dans un certain intervalle la série (1) converge, elle définit,
dans cet intervalle, une fonction de classe o, 1, ou 2; et toute
fonction de classe 0, 1 ou 2 peut étre définie de cette maniére par
un choix convenable des cu,p,y (chaque fonction est méme définie
d’une infinité de maniéres, mais cela n'a pas d'inconvénient pour
ce qui suit).

On peut, au Tableau des constantes a8,y fuire correspondre
d’une maniére univoque un nombre w, compris entre o et 1; ¢est-
a-dire s’arranger de maniére qu'a tout nombre w, corresponde un
systeme de constantes ¢,y et & fout systéme de constantes un
nombre w,, deux nombres distincts correspondant & deux sys-
témes distincts, et réciproquement. Une telle correspondance peut
étre réalisée d’une infinité de maniéres dilférentes; mais, parmi
celte infinité de maniéres, nous pouvons en choisir une bien
déterminée ('). Ceci fait, nous allons définir une fonction f(z),
dans Pintervalle o — 1, de la maniére suivante : soit u, une valeur
quelconque de  comprise entre o et 1; formons la série (1) qui

(') Voir mes Lecons sur la théorie des fonctions, Chap. I.
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correspond A u, d’aprésla correspondance précédemment réalisée;
si pour & = u, lasérie (1) ainsi formée diverge; ou si elle converge
et a une somme différente de zéro, nous poserons

S(wp) =o0;
si pour & = u, la série (1) correspondant a x converge el a pour
somme zéro, nous prendrons

Slan)= 1.

Il est clair que la fonction f(2) que nous avons ainsi définie
dans Dintervalle o — 1 n’y coincide avec aucune fonction de
classe o, 1, 2. Car une telle fonction, définie dans Pintervalle o — 1,
est représentable par une série (1) convergente pour toutes les
valeurs de # comprises enlre o el 1. Supposons, pour un instant,
que la fonction f(z) puisse éire représentée par une telle série et
soit u, le nombre qui correspond au systéme des coefficients
Ca,p,y de cette série; pour 2 = uy, la série converge, puisque ¢/, est
compris entre o et 1; or, si la somme de la série est diflérente de
zér0, on a f(uy,) = o et, si la somme de la série est égale a zéro, on
af(u,)=1.1Il y a donc contradiction et nous avons établi le
résultat que nous avions en vue : il est possible de définir effecti-
vement une fonction déterminée dont la classe, dans la classifica-
tion de M. Baire, soit supérieure & un nombre quelconque
donné d’avance (').

(*) La démonstration précédente prouve simplement que la classe de la fonc-
tion définie est supérieure & 2, mais n’exclut pas la possibilité que cette classe
soit un nmombre transfini (ou méme, a la rvigueur, que la fonction définie soit
au dela de toute classification, bien que ce ne soil guére vraisemblable), M. Le-
besgue, a qui j'ai communiqué cette démonstration, a pu, en la modifiant et la
complétant, en déduire la définition d'nne fonction déterminde de classe 3; sa
démonstration paraitra prochainement dans le Journal de M. Jordan.
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