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PREFACE.

Ce petit Livre a ¢té rédigé d’apres des Lecons faites a
I'Ecole Normale pendant Pannée scolaire 1897-1898 ().
Ces Lecons s’adressaient aux ¢léves de seconde année, clest-
a-dire & des jeunes gens dont les connaissances en Analyse
sont généralement peu étendues, mais solides; la plupart

d’entre eux ne connaissent que le programme de la Licence (%),
mais presque Lous le possédent bien. Il est dés lors possible,
aprés avoir choisi un sujet bien délimité, d’aller assez vite
et d’arriver en peu de lecons a approcher, au moins sur cer-
tains points, des limites actuelles de la science. On montre
ainsi, sur un exemple particulier tout au moins, quelle estla
nature des méthodes employées dans la recherche mathé-
malique et quelle est la forme sous laquelle se posent les pro-
blémes qui restent a résoudre.

Cette conceplion de enseignement me conduit & publier
sur la Théorie des fonctions une série de petits livres, dont
voici le second el qui seront, en principe, complétement
indépendants les uns des autres. Jentends par la que chacun
d’eux pourra étre lu par un lecteur pourvu sculement des
connaissances générales que je rappelais il y a un instant.
Mais j'espére que 'ensemble de ces livres pourra néanmoins

(') Je dois remercier deux de mes éléves, MM. Dubesset et Genty, dont les notes
m’ont ¢té fort utiles pour cette rédaction.

(*) En ce qui concerne la théorie des fonclions, qui nous occupe surtout ici,
ce programme correspond 4 peu prés aux parties de cette théorie développées
dans le Cours autographié de M. Hermite.



VI PRIEE ;
¢tre considéré comme formant un tout, car ils seront écrils
dans le méme esprit et inspirés par les mémes idées direc-
trices.

Je dirai peu de chose sur le sujet méme de ce Livre;
I'Index placé ci-contre montre comment on peut marquer
par quelques noms les progrés successifs faits depuis une
vingtaine d’années dans la théorie des fonctions entiéres : je
suis ainsi dispensé d’écrire un historique.

J’ai rejeté dans des Notes quelques développements d'une
nature moins ¢lémentaire que ceux du texte et aussi certaines
considérations, en partie nouvelles, que j’ai dit me contenter
d’esquisser briévement, car leur champ d’application me
parait dépasser notablement les limites de la théorie qui est
I’objet propre de ce Livre.
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FONCTIONS ENTIERES.

CHAPITRE L

LE THEOREME FONDAMENTAL DE WEIERSTRASS.

Généralités sur les fonctions entiéres.

On appelle fonction entiére une fonction analytique n’admet-
tant aucune singularité & distance finie (). Une telle fonction est
caraclérisée par le fait que son développement tayloricn a un
rayon de convergence infini. L’¢tude des fonctions entiéres peut
ainsi étre considérée comme une introduction a I'étude générale
des fonctions définies par un développement de Taylor.

En réalité, une ¢tude tant soit peu approfondie de ces diverses
questions montre vite que les difficultés réelles y sont les mémes
et sont trés grandes. Néanmoins, certains problemes, bien particu-
liers sans doute, mais dont la solution peut rendre de trés grands
services dans les applications, se traitent plus aisément sur les
fonctions entiéres. Il est donc assez naturel de les étudier tout
d’abord, avant de s’occuper des fonctions analytiques les plus gé-
nérales.

Etant donnée une fonction entiére

(1) F(z)=ay+ a5 +ays®+...+ apam—+...,

(') Certains auteurs emploient la locution fonction transcendante entiére, ré-
servant Uexpression de jfonction entiére pour désigner les polynomes. Mais ce
dernier mot est assez clair et assez communément adopté, pour qu’il nous pa-
raisse absolument inutile de lui créer un synonyme; il n’y a des lors aucun
inconvénient a dire simplement fonetion enticre au licu de fonction trans-
cendante enticre.




2 CHAPITRE I.

la question qui se pose tout d’abord est la suivante : comment
varie I (z) lorsque = se déplace dans son plan? Si on savait ré-
soudre simplement cette question pour tous les déplacements
possibles de z, on pourrait dire que 'on connait parfaitement la
fonction F(z). Clest ainsi que nous connaissons bien les fonc-
tions €%, cos z, sinz, 53 et quelques autres. On ne peul espél‘el‘
arriver 4 étudier aussi complétement une fonction entiére donnée
par un développement en séric absolument quelconque tel que (1):
Pétude d’un tel développement peut conduire néanmoins & d’im-
ss au cours de ces Lecons.

portants résultats, qui seront exposés

La premiére proposition générale sur le développement (1) est
due 4 Cauchy : elle consiste en ce que F(z) ne peut pas rester
fini sans se réduire & une constanie. Plus généralement, s'il

existe un nombre m tel que (sauf au voisinage de z=0) le quotient

F(s S A g X
(%) ¢oiv inféricur en module 4 un nombre fixe M, on peut affir-

Tom

mer que ¥(z) se rédu
En effet, sinous divisons les deux membres de 'ég

smtett et si nous intégrons le long d’un cerele C ayant son

a un polynome de degré m au plus.
lité (1) par

centre 4 Porigine, nous obtenons

2L iy

car l'intégrale de tous les autres termes du second membre est
nulle le long d'un contoar fermé. Or, la longucur du contour
d’intégration est 2R, si lon désigne par R le rayon du cercle C;
comme le module de F(z) est inférieur & MR, on en conclut

I dule du premier membre est inférieur ! et, par
que le module du premier membre est inle & 7 ety pat

suite, que l'on a, quel que soit IR,

M
| @t | < 3

11 en résulte @pyq =0, pour toute valeur posilivc de g.
C. Q. Fu D

On peut, comme U'a montré M. Hadamard ('), obtenir par une

(') Comptes rendus, L. CIV, p. 1053,

=,
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méthode analogue un résultat plus complel. Posons
s =1r(cosh 4 isinl),
iy = iy == iﬁlll:
F(z)=DP(r, 8)+iQ(r, 0);

nous aurons, en séparant le réel de 'imaginaire,

P(r,0) = a+ (2 cos0—Bysinf)r+-...

(e cosml —B,, sinmB)rm——....

On en conclut, par un procédé connu (1),

(2) QTG = P(r,0)db,
wi
TP, = / P(r,0)cosmldo, m# o,
vo
27
B, =— P(r,0) sinmb db, mZo.
L]

Les deux derniéres égalités donnent d’ailleurs, en remarquant

que oy —+ 1 Bm = @,y cosml — i sinm = e=imd,

AT
TGy, = / P (7, 0)e—imbdf.

o

On en conclut, le module du facteur ¢~ étant égal & 'unité,
27
(3) TR iy, | S { | P(r, 8) b,
5 o
Les relations (2) et (3) donnent enfin, par addition et soustrac-
Lion, ,
~21T

T | | 42wy S / [ P(r,0)] - P(r, 0)]db,

2|
mw.]a,ﬂ——zmng/ [1P(r, 0)|—P(r,0)] 0.

0

Cm?mdet'ons, par exemple, la premiére de ces deux inégalités; la
quantité a intégrer est visiblement nulle lorsque P est négatif, et
5el

iy @ e P i

F ) Ge procédé, devenu classique depuis les travaux de Fourier sur les séries

trigonométriques, consiste & intégrer entre o et 2w les deux membres de I'éga

lité (1), multipliée i a i i ;
(1), multipliée successivement par 1, cos, sin0, ..., cosm0, sinm8, ....



ot CHAPITRE 1.
égale & 2P lorsque P est positif. Si done nous désignons par A(r)
le maximum des valeurs positives de P(r, 0) lorsque, 7 étant con-
stant, 0 varie de 0 & 27, nous avons

amdgS 4w A(r)-

(4) wr| @
De méme, en désignant par B(7) le maximum des valeurs posi-
tives de — P(r,0) pour r constant et § variable, la seconde des

inégalités donnera

(5) wrt |y | — 2w S 47 B(r).

Les inégalités (4) et (5) nous seront fort utiles dans la suite.
Pour le moment, nous voulons simplement attirer I’attention sur
ce fait que le second membre de (4), par exemple, ne dépend que
des valeurs positives de la partic réelle de F(s). Si done on sup-

. pose que la partie réelle de I'(z) soit toujours algébriqguement
inférieure (') & Mr1, r désignant le module de =z, M et ¢ des
nombres positifs fixes, on en conclura que ay estnul pour e
¢est-a-dire que F(z) se réduit & un polynome. Ainsi, lorsque

q

F(z) n'est pas un polynome, on peut affirmer, non seulement que
son module dépasse tout nombre assignahle, mais encore que sa
partie xéelle P(r, §) [et naturellement aussi Q (7, )] prend des
valeurs, soit posilives, soit négatives, supérieures en valeur ab-
solue & tout nombre donné, et méme & M 27, quels que soient les
nombres fixes M el q.

Dans Pordre d’idées ot nous nous trouyons en ce moment,
nous devons signaler un important théoréme de ‘Weierstrass,
quenous nous contenterons de rappeler briévement, car nous n’en
aurons pas hesoin et nous allons obtenir dans un instant un résul-
tat plus complet, mais, il est vrai, moins aisé a démontrer. Cette
proposition est la suivante : Dans le voisinage d’un point singu-
lier essenticl, une fonction uniforme peut approcher autant que
lon veut de toute valeur donnée. En particulier, une fonction
entiére F(5) peut devenir aussi voisine que I'on veut d'un nombre
quelconque @ donné & I'avance (%)

(') Elle peut ainsiavoir des valeurs négatives trés grandes en valeur absolue;
on ne suppose rien 4 leur égard.
(*) La démonstration est fondée sur la considération de la fonction

gk Py
F(z)—a

= S
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1¢tude de ce théoréme de Weierstrass a conduit M. Picard &

se poser la question suivante : Péquation
(=) =a

a-t-elle effectivement des racines, quel que soit @? Le dernier
Chapitre de ces Legons est consacré a ’étude détaillée de cette
question, et de questions qui s’y rattachent; mais il n’est pas sans
intérét d'indiquer dés maintenant an résultat important obtenu
par M. Picard dés 1880 (1).

Considérons d’abord une fonetion enticre F(z) telle que

I’équation

n'ait pas de racines, et posons
G(z) = log E(=).

La lonction G(z) est manilestement régulicre en tout point du
plan, puisque F(z) n’est jamais nul niinfini; ¢’est donc une fone-

tion enfiére; on a ainsi
F(z) = ¢Cls);

telle est la forme d’une fonction entiére qui n’a pas de zéros (*).
Considérons maintenant une fonclion entiére F(z) telle que

les équations
Fl=) =0}

Bz =13

n’aient pas de racines (?), et désignons par @ () la fonction mo-
dulaive, ¢’est-2-dire la fonction qui exprime an moyen du module

qui, si elle ne devient pas une infinité de fois infinie, est visiblement égale au
quotient d’'une fonction entiére par un polynome et peut dépasser, par suite, tout
nombre assignable.

(') Annales de U'Ecole Normale, 1880 (S. II, T. IX).

(*) Suivant un usage assez répandu, nous appelons séros d’une fonction les
racines de Véguation obtenue en égalant cette fonction a zéro.

() Si Von a une fonction K, (=) telle que les équations F, () =a, I (5) =&
n‘aient pas de racines, on posera

F(s)=




6 GHAPITRE 1.

le rapport des périodes d’une fonction elliptique (1) ; on sait que
la fonction @ (x) n'admel que les points singuliers o, 1, =; et
d’autre part, que le coefficient de 7 dans w(x) est constamment
de méme signe; on peut, par exemple, le supposer positif. Dés
lors, considérons, avec M. Picard, la fonction w[F(z)]; ce sera
une fonction analytique réguliére en tout point a dislance finie;
¢’est donc une fonction entiere (2). D'aprés une remarque faite il
y a un instant, cette fonction doit se réduire a unc constante,
puisque sa partie imaginaire est constamment positive; le maxi-
Q(r, 1) est ici zéro. Ainsi se

mum des. valeurs négatives de
trouve démontré le premier théoréme de M. Picard : Une fonc-
tion entiére T (z), telle que les équations

{ B(s)
E Pz) =0, a# b

a,

(6)

raient pas de racines, se réduit nécessairement @ une con-
stante. Nous n’utiliserons d'ailleurs pas ce théoréme; nous le
retrouyerons par une voie directe, c¢’est-d-dire sans faive appel a
la théorie des fonctions modulaires (*). Mais nous avons tenu, a
cause de sa brieveté et de son élégance, a rappeler ici la démon-
stration méme de M. Picard. Rappelons aussi qu'avec de légeres
modifications la méme méthode a permis & M. Picard de démon-
trer que siles équations (6) ont toutes deux un nombre limité de
racines, la fonction I'(z) se réduit a un polynome. Nous généra-
liserons plus loin ce résultat par la voie directe.

Une derniére remarque relativement aux fonctions entitres qui
n’ont pas de racines. Nous avons vu qu’elles sont nécessairement

de la forme
F‘(;‘) — E(‘-\:\,

(') On pose, par exemple, J

s du
[ —— et l'on regavde le rap-
o Vu(r—u) (1—ku)
port de deux périodes primitives de cette intégrale comme une fonction de 4.
(*) Iei, comme préeédemment pour le logarithme, il est absolument inutile de
démontrer que la fonction est uniforme, puisqu’elle est réguli¢re en fout point =
du plan. Le cercle de convergence du développement de Taylor de cette fonction
a donc nécessairement un rayon infini,
(%) Voir le Chapitre V et la note I.

L

o

e

S

=T
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G(z) étant une fonction entiére (ou un polynome). Si G(z) n'est
pas un polynome, nous savons que la partie réelle de G (=) dcvian,
quels que soient M et ¢, algébriquement supérieur & Mr4, » dési-
gnant le module de 5. Donc le module de T(s) devient supé-
rieur 4 ™. La fonction F(z) prend donc des valeurs bien plus
grandes que dans le cas ot G () est un polynome de degré quel-
conque, mais déterminé. 3i, comme il est naturel, et cette induc-
tion sera confirmée par tout ce qui suit, on regarde une fonction
entiére comme d’autant plus simple qu’elle croit moins vite avec z,
on voit que, parmi les fonctions enticres quin’ont pasde séros,
la plus simple (V) est la fonction e.

On voit que I'étude approfondie de la théorie générale des zéros
des fonclions entiéres aurait nécessairement conduit & introduire
la fonction exponentielle et a lui donner une place distinguée en
Analyse, si elle n’avait déji occupé cette place depuis un siecle.
(est 1a un fait trés fréquent @ les cas particuliers intéressanls
sont plus souvent trouvés sans méthode bien ‘définie qua Naide
des théories générales; cela ne doil pas nous empécher de cul-

tiver ces derniéres.
Les facteurs primaires.

On sait qu'un polynome P(z) de degré m est caractérisé par le
fait quiil a m zéros. Sil'on donne ces m z€ros & dy, day «ooy dm
(distincts ou non), on a, en désignant par A une constante,

P(s)=A(s—@a1)(3—a2).- Az —am).

Le polynome cst ainsi déterminé, & un facteur constant prés, par
la connaissance de ses zéros, lesquels pourraient étre donnés
arbitrairement @ priore.

Ces remarques bien simples ont-elles des analogues dans la
théorie des fonctions enti¢res? Le but de ce paragraphe est d'in-
diquer la réponse donnée par Weierstrass & cette question.

Observons d’abord que, dans une aire finie, une fonction en-

(1) Il est clair que I'on pourrait considérer e¢s et prendre pour @ des valeurs
de plus en plus petites; mais cela n'a aucun inté




8 CHAPITRE T.
tiere F'(z) posséde nécessairement un nombre fini de zéros. Car,
st les zéros n’étaient pas en nombre limité, leur ensemble possé-
derait nécessairement un point limite A, ¢’est-a-dire qu'il y aurait
une infinité de zéros dans un cercle aussi petit que l'on veut,
ayant son centre en A. Cie résultat est en contradiction avec 'hy-
pothése que la fonction est réguliére en A.

Les zéros de F'(z) étant en nombre limité dans toute aire finie,
il est possible de les supposer rangés d'aprés I'ordre de grandeur
de leurs modules; si plusieurs ont le méme module, on pourra
leur donner un ordre arbitraive. Nous désignerons les zéros par

e O o G e

et nous poserons |, | = r,; nous aurons, par hypothése,

Ly
Sy SR

(1) risr

D’ailleurs, les zéros ne sont pas nécessairement distincts; mais
les zéros multiples figurent dans la suite des @ un nombre de fois
égal & leur degré de multiplicité; on peut avoir a, =— a,— a,;
@3=dt;s; - .., le point z = @, est alors un zéro triple, z = @, un
zéro double, elc.

Nous supposerons a, =< o1 si la fonction donnée s'annulait pour

s = o, il saffirait de mettre en facteur une puissance de = pour
élre ramené au cas que nous Lraitons.

Supposons d'abord que la série a termes positifs

( Tt T
2 o e R e
¢ 3 7"y 2 T

soit convergente (). Dans ce cas, le produit infini

n(:.)z(‘_;\ el

y

23

(') Ce cas comprend celui o les zéros sont en nombre limité: si leur nombre
est m, la séric (2) se véduit & une somme de m termes. On doit alors supposer
que 7, est infini pour g =1, 2, .... Cetle hypotl ‘accorde bien avee ce qui
se passe pour les polynomes ; lorsqu'un certain nombre de racines disparaissent,
lorsque, par exemple, un polynome & coefficients variables de degré m -+ ¢ n’a

£}

que m racines, cela tienl 4 ce que ¢ racines ont augmenté indéfiniment, el 'on
dit qu’il y a ¢ racines infinies.

i
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est absolument convergent pour loute valeur de s et unifor-
mément convergent dans tout domaine limité. En eflet, si l'on
r, pour prouver que le produit TI(z) est absolument et
uniformément convergent, il suffit de constater la convergence

)
A e, EEs e Y
Tm

el celle convergence résulle, comme on sait, de la convergence de

du produit infini

la série (2). '
Le pmduil; I1(z) représente donec une fonection enlicre, qui

; st
admet les mémes zéros que F'(5); le quotient ST est donc aussi

une fonction entitre ('). Ce quotient ne pourrait, en effet,
admetire comme point singulier & distance finic que les zéros de
11( ), et 'on voit immédiatement qu'il est régulier en ces points;
dailleurs il ne saurait y étre nul. (est done une fonction entiére
” ?
dépourvue de zéros; on en conclut que 'on a
F(s)
(s

= e(;[:,)7

=

G (z) étant une fonclion entiére (qui, dans des cas particuliers,
pourrait se réduire @ un polynome ou méme 4 une constante). On
a done finalement
F(sz) = €S (3),
cest-a-dire
e R L e
F(G)_C)GM(‘A‘a_l.f)(\li;lz)“. \.l ’71;1/)

Nous renvoyons les remarques qu'appelle cet important résultat
aprés étude du cas général que nous allons maintenant aborder.
Ce cas est celui ou I'on ne suppose rien sur la convergence de la
série (2). On sail seulement que r, augmente indéfiniment avec n.
1l en résulte que Lon peut trouver une série de nombres entiers
positifs

Pa5 iPaa, wesy Ry ceans

(') 1l est & peine utile d’observer que chaque zéro multiple a été introduit
avee son degré de multiplicité,
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tels que la série a termes positifs

e

\Tn

converge quel que soit r. Clest ce qui a lieu en tous cas, comme
I'a remarqué Weierstrass, si I'on prend

Pn =12,

En effet, dans la série (3), la racine n®"¢ du terme général est

0 s - . .

alors — elle tend vers zéro pour n infini. On peut observer qu'il
n

suffit de prendre
pn=E(logn),

en désignant par E(z) la partie enli¢re de z.
On a, en effel,

7 \logn
— = ellogr—logry)logn — plogr— logr,,’
n

et, 7, augmentant indéfiniment avec n, les termes de la série (3)
sont, a partir d'un certain rang, inférieurs a cenx de la série

2in—1a,

quel que soit le nombre fixe ¢. La série’ (3) est donc conver-
gente (').

Obseryons enfin que, s'il existe un nombre entier p tel que la

série
Z I
‘"{t’

5016 convergenle, on peuL prendre

pii=

= e =t

Mais, pourl'instant, il importe peu de connaitre la valeur des p, ;

(') Un caleul analogue montre aisément que, comme je 'ai indiqué dans les
alogn
log:,
rait d'ailleurs étre remplacé par un autre nombre quelconque supérieur & wn.

n

Acta (L. XX, p. 360), il suffit de prendre g, = E( > Le nombre 2 pour-

LE THEOREME FONDAMENTAL DE WEIERSTRASS. Ir

il suffit d’avoir constaté qu’ils peuvent toujours étre choisis de
3)-

Nous appellerons facteur primaire (') de genre (*) k l'ex-
pression

maniére & assurer la convergence de la série

noonu*
" < —F—
Pr(u)= (1— w)e! 2

On voit que Pexposant de ¢ est formé par les £ premiers
1 e
= Clest 14 Iidée

fondamentale de Weierstrass d’ott découlent, comme on va le voir,

termes du développement en série de log;1

les propriétés essentielles de Py (u).
Nous allons étudier le développement en série de Py (u) suivant
les puissances croissantes de w. On a

i [ w? wk
log Pr(u) = log(t — u) + L et

Done

wkdr ke

Fag™ " gy By ahett e Bp k2 e

Pr(u)=e k+1

Ainsi le terme indépendant de « est égal A 'unité et les coeffi-
cients des & premiéres puissances de ¢ sont nuls. Il est clair, d’ail-
leurs, que P;(«) étant une fonction entiére, le résullat obtenu
est valable quel que soit «, bien que les séries employées dans les
caleuls intermédiaires ne soient convergentes que lorsque le mo-
dule de w« est inférieur & 'nnité.

Nous allons obtenir maintenant des inégalités importantes aux-
quelles satisfont les coelficients §. Considérons 'expression

(') Weierstrass a donné le nom de factewr primaire i toute expression de la

forme
(kz-1)e6);

c’est la fonction entiére la plus générale ne possédant qu'un zéro (c¢ zéro dis-
parait méme si & est nul). Au probléme de la décomposition d’'un polynome en
facteurs du premier degré (ou polynomes a un scul zéro) correspond celui de
la décomposition d’une fonction entiere en facteurs primaires (ou fonctions en-
tiéres & un seul zéro).

(*) Comme nous le verrons dans le Chapitre suivant, c’est Laguerre qui a in-
troduit cette dénomination.
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Si on Pordonne suivant les puissances de «, on obtiendra une
série dont tous les coefficients seront positifs; il est manifeste que
ces cocfficients augmentent si I'on augmente le nombre %; car
chacun d’eux est la somme de termes tous positifs, et dont le
nombre augmente avec £.

Or, si le nombre £ augmente indéfiniment, on obtient

b
S oy ot log=—== 1 A 2
=gl — e e
I— U

c’est-a-dire que tous les coefficients deviennent égauxa 'unité(!).
Il en résulte que si 'on pose
L! w " uk

A )

el 2 = o B - g T2 e e G W

on aura, quel que soil u,

Or, par définition,

i u* Il’"
o
Pi(u)=(—u)e' 2 = (= ) (1o~ Gy U G Wt
On avait posé
Pr(u) =1+ Bruk+ 4 Bouk+2 ..

On a donc
= ey Lo p—1y

et, des lors, les inégalités

0 < oy T, 0 < jepip—g LI
entrainent

[ﬁl""‘il-

(') Il n'est pas inutile d’observer que, pour toute valeur finic de £,

u n? w
S 3 A . . . .
el 2 # est une fonction enticre; lorsque & devient infini on obticnt une

o - " 1 ri 3 B .
fraction rationnelle Sy Le développement en série de la fonction entiére a
T

pour limite le développement en série de la fraction rationnelle, en ce sens que
chaque coefficient a pour limite (pour & infini) le coefficient correspondant, et
c'est tout ce qui nous importe ici; mais la fonction entiére ne tend pas, dans

tout Ie plan, vers la limite

o
LE THEOREME FONDAMENTAL DE WEIERSTRASS. 15

Done, si nous posons

Pr(u) =1-+9p(u).
I
nous aurons, en supposant le module de u inférieur a Punité,

Lon(u) | < | Braket [+ | Bawtst] ...

| () | < | uh+t || k2| -,
clest-a-dire ol
Seien | RS
“’/r(“)]"’\» [*.u]

Ces caleuls préliminaires achevés, reprenons les nombres a,
oy vy Qs wve de modules 7y, 72, ...y Ta, -o; €LISUPDPOSONS les
entiers p, choisis de maniére que la série (3) soit convergente.

Nous allons montrer que le produit infini

est absolument et uniformément convergent pour ]; ] < r, r étant
un nombre quelconque donné a lavance. Il en résultera immé-
diatement que ce produit représente une fonction enticre admet-

tant les zéros @y, « - .y Gay - -
Pour démontrer la convergence du produit infini, il suffit,

-~ \ z
P, (=) =1+, (—
lr‘..(\a”’) |Pu<an>’

de prouver la convergence de la série

- 2Nl
@ e (2)]
Pour démontrer celte convergence, nous pouvons négliger les

termes, en nombre limité, pour lesquels le module de @, est
inférieur a 7. Pour chacun des autres termes, on peut cerire

( 7 \Pn
| 5 ru)

wp, (— _—
| Fr\ an

puisque le module de a, est égal A 7, et le module de = inférieur

puisque l'on a
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ou égal & ». La convergence absolue et uniforme de la série (4)
est donc une conséquence immédiate (1) de la convergence de la
série & lermes positifs

S

Nous avons ainsi démontré le résultat fondamental qui est une
des plus belles découvertes de Weierstrass : Ltant donnée une
suite infinie quelconque de nombres dont le module croit indé-
Jiniment (2), il est possible de former un produit de facteurs
primaires, dont chacun sannule pour un de ces nombres. Ce
produit est d’ailleurs absolument et uniformément conper-
gent dans tout domaine fini et représente par suite une fonc-
tian entiére.

De ce résultat découlent deux conséquences principales :

10 Etant donné dans le plan un ensemble quelconque de
points isolés (3), on peut former une fonction entiére admet-
tant ces points pour zéros.

On en conclut que le seal résuliat général que l'on puisse
énoncer relativement & la distribution des zéros d’une fonction
entiere quelconque, c’est que ce sont des points isolés : cest la
seule condition 4 laquelle ils soient assujettis. Cette remarque fait
prévoir combien sont grandes les difficultés de toute recherche
générale relative A ces zéros; clle fait comprendre pourquoi nous
serons obligés de nous borner & des cas trés particuliers en appa-
rence, mais heureusement importants dans les applications.

(') 11 n'y a pas a

wréter a la présence du diviseur

qui- tend vers

Funité lorsque 7 augmente indéfiniment.

(*) Bien que nous ne nous oceupions dans ces Lecons que des fonctions en-
tiéres, nous pouvons faire observer, incidemment, que cette hiypothése n'a été
utilisée que pour démontrer existence des pu; or, si on suppose que les
nombres 7, croissent et tendent vers une limite R, il suffit de supposer 7 << R
et de prendre p,=n pour que la séric (3) soit convergente; il n'y a dés lors
rien & changer & nos calculs pour prouyer que le produit infini obtenu converge
absolument et uniformément a Vintérieur de tout cercle de rayon inférieur a R.
Mais le cercle de rayon R ser!

a, en geéneral, unc ligne singuliére essentielle pour

la fonction, car on doit regarder comme le cas général celui ol les «, ont pour

points limites tous les points de la circonférence. (Voir Pioawn, Traité d’ Analyse.)
(%) Cest-a-dire n’ayant aueun point limite 4 distance finie.
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5° Ftant donnée une fonction enticre F(z), il exviste un pro-
duit Y(s) ayant les mémes séros; on a dés lors, en raisonnant

comme plus haut,

(=) = eSi=) 1

G(z) étant une fonction entitre. La fonction donnée .F(:) se
trouve décomposée en facteurs primaires; on.pcut dire ausst
que I'on a 'expression générale des fonclions entieres F(:), mais
il faut observer que celle expression renferme une fonetion en-
tiére arbitraire G(z), ¢'est-a-dire un élément de méme nature que
celui que l'on cherche & définir. On peut ccp'endant monfrel‘ que
la fonction Gi(z) est, en général ('), plus simple que Fi(z), de
sorte que on a bien fait un progrés dans la connaissance de
F(s). :

La détermination de ce facteur exponentiel ¢! est toujours la
plus grande difficulté dans les applications du Lhéorfame fonda-
mental de Weicrstrass; nous reviendrvons sur ce point dans le
Chapitre IV, aprés avoir exposé les belles recherches de M. Ha-

damard.

Quelques remarques sur les séries & termes positifs.

Nous ne pouvons pas développer ici une Lhén{rie get:néra'le L}C h!
convergence des séries & Lermes positifs; ce sujet exigerait, A lut
seul, un petit Livee; nous désirons seulement, sans l'rE‘VEI-llf‘ sur
les résultats classiques que P'on trouve dans tous les Traités de
Caleul différentiel, les compléter sur quelques points, dans la me-
sure qui est strictement indispensable pour la suile (-’) e

Les végles de convergence des séries a termes positifs s f)l.)_
tiennent par la comparaison de la série proposée avec une série
convergente connue,

(1) gt Ly = o o= U —isae

(') 11 faut, pour cela, choisiv convenablement les nomln‘c:< P [Ifu_z'r mon Mé-
moire sur les zéros des fonctions enti¢res (Acta mathematica, t. X.\,)J

(%) Le lecteur trouvera des détails plus complets, u.insi que des 1‘cnscu.j.‘m‘3ments
bibliographiques, dans l'excellent article que M. Pringsheim a consacré & cette
question dans I'Encyclopédie Burkhardt-Meyer.
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Sila série proposée est telle que son terme général soit inférieur
4wy, on peut affirmer sa convergence. De méme, si la série (1)
est divergente, toute série dont le terme général est supérieura w,
est stirement divergente.

Mais il importe d’attirer atlention sur le point suivant : Sup-
posous que la série (1) soil divergente, mais que I'on ait cependant

(2) lim w, = o.
prsses

Je dis que l'on peut, dans ces conditions, trouver une séric con-
vergente
(24) L T T R PR o ¢ P
telle que Pon ait, pour une infinité de valeurs de n,
(4) Op > Une

En effet, la condition (2) élant remplie, on peut déterminer une

série d’indices successifs ny, s, ..., np, ..., tels que L'on ait

U

Vi, = prid

pour que la condition (4) soit vérifiée pour une infinité de valeurs
de n. La série (3) sera d’ailleurs convergente si I'on a soin,
lorsque n differe de 72y, 74, ..., np, ..., de prendre, par exemple,

Py = —=
n
n?

Notre assertion est done justifiée; c'est a des faits de ce genre
qu’est due la principale difficulté de I'étude des questions de con-
vergence et de divergence, ou des questions connexes relatives
aux modes de croissance des fonctions. Clest ce que 'on peut
exprimer en disant que les modes de croissance peuvent ne pas
étre comparables. Nous ne pouvons nous étendre sur ces dif-
ficultés; notre but sera, au contraire, de les éviter le plus pos-
sible; cependant, il n’était pas inutile de les signaler, ne serait-ce
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que pour bien faire voir que le théoréme que nous allons main-
tenant démontrer n’est nullement évident.
Ce théoréme est le suivant :
Soit
L e (L
une séric a termes positifs décroissants; si elle est conger-

genle, on a
lim nw, = o.

n=w= i

1l résulte, en effet, de ce qui précéde que si les termes de la
série proposée n’étaient pas déeroissants, la proposition ne serait
pas exacte.

Nous allons prouver que, si le produit 7z, n'a pas pour limite
zéro, la série proposée est forcément divergente. En effet, il existe
alors un nombre positif @ tel que, pour une infinité de valeurs
de n, I'on ait

Ny > .

Désignons ces valeurs de n par

Teps Tage i 5 Thg)

Nous pouvons toujours, en supprimant (1), s'il est nécessaire,
un certain nombre de n;, supposer que U'on a

g > ang, ng > 21, Rpay > 2Np,
¢'est-d-dire
2y n n
sy el n,;;—ni>—9§, Rpy— Ny > SRl
2 ) . 9

On a d’ailleurs, par hypothése, n;u,, > @, c'est-3-dire

a I @ a
Up, > —> Ly > —» s s S e
! it
N s 7 Ty

La série proposcée s¢ compose d’une série de groupes de termes
tels que le suivant :

Unyo1 4 lﬂn,,+2+. s lr,,},+,.

(*) Les n; élant en nombre infini, il en existe un qui est supérieur & 2n,: nous
le désignerons par nz,; nous désignerons de.méme par n, I'un des n, qui sont
supérieurs & n,, et ainsi de suite. Nous ne tiendrons pas compte des 2, que nous
waurons pas éLé amenés & considérer dans la suite indéfinie de ces opérations.

B. 2
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Or, les termes de la série étant décroissants, ce groupe de
termes a une somme supérieure

n a a
p+1
(Rt — np)Unye > —_— =
L o 2

% p+1

La séric, renfermant une infinité de groupes de termes dont la

P . a 2 . o
somme est superieure a e esl nécessairement (llvergente.

L'exposant de convergence.

Nous pouvons maintenant étudier une notion fort importante
dans la théorie des fonctions entiéres, celle de Uezposant de
conpergence (') d'une suite indéfinie de nombres positifs crois-

sants
(3) Tiy Tayoeees T
Désignons par « un nombre positif quelconque et considérons

la série

Cetle série peut étre convergente ou divergente. Dans le pre-
mier cas nous dirons que le nombre « appartient & la premiére
catégorie; dans le deuxiéme cas, qu'il appartient a la deuxi¢me
catégorie. Il résulte immédiatement des propriétés les plus élé-
mentaires des séries a termes posilifs que, siunnombre o’ appar-
tient a la premitre calégorie, il en est de méme de tout nombre
supérieur 4 o'; si un nombre o’ appartient & la deuxiéme calé-
gorie, il en est de méme de tout nombre inférieur a o”.

Dés lors, on sait qu'il existe un nombre p séparant les deux
catégories, c¢’est-i-dire tel que la premiére catégorie soil formée
des nombres plus grands que p et la deuxiéme des nombres plus
petits que g. Il peut d’ailleurs arriver, pour certaines suites (5),
que l'une des deux catégories comprenne tous les nombres po-
sitifs; la valeur de p est alors 0 ou -0 ().

Nous dirons que 3 est Uemposant de convergence de la

(") Voir la note de la page 26.
(*) Par exemple, si r,= nlyp=o0;sir,=logn, p=o.
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suite (5); par définition, & élant un nombre positif quelconque,

la série
1
47

est convergente; el la série

est divergente; quant & la série

p

A ’
elle peut étre convergenle ou divergente, de méme qu’une série

0

de ‘Ta_ylor est, suivant les cas, convergente ou divergente pour un
point appartenant a la circonférence de son cercle de conver-
gence.

On voit immédiatement quelle relation existe entre la notion
que nous venons d'introduire et la décomposition en facteurs
primaires. Sinous supposons que la suite (5) est formée des mo-
dules des zéros d’une fonclion entiére, rangés dans Uordre crois-
sant, el, si 'exposant de convergence de la suite n’cst pas infini,
on pourra exprimer la fonction entiére par le produit de facteurs
primaires de genre fini, et d'un facteur exponentiel.

Mais nous reviendrons sur ce point dans le Chapitre suivant;
nous voulons d’abord étudier en elle-méme la notion d’exposan;
de conyergence d'une suite telle que (5).

Nous venons de dire que la série

‘ 25
].E)L"';

est convergente; les termes de cette série sont d'ailleurs positifs
et décroissants. Il résulte donc du théoréme de la page 17 que
I'on a

> n
lim — =o.
n==1f

Donc, & partir d’une certaine valeur de 7, 1'on a
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¢’est-a-dire’

T ek
Si nous posons, pour abréger,

=0

3
nous aurons, en désignant par 7 un nombre positif,

L
p+¢

=\A—T7

)

de sorte que 'on peut écrire
(6) rp > AL

Cette inégalité (6) est vérifice, quel que soit le nombre po-
sitif =, a partic d'une certaine valeur de n. Nous pourrons expri-

mer ce fait en disant que 7, croil plus vite que nhn,
Cherchons maintenant i utiliser le fait que la série

iz

P—E

rh

est divergente. 1l en résulte que, ' étant un nombre positif, on ne

peut pas avoir, pour toutes les valeurs de nn dépassant un nombre
donné,
1 < 1 5
—& S pirel?
r% n
on a donc, pour une infinité de valeurs de n,
i
clest-a-dire
(7 P <L A,
;1 étant un nombre positif quelconque.

Mais nous ne pouvons pas affirmer que P'inégalité (7) ait lien
pour toutes les valeurs de n supérieures & un nombre fixe, comme

linégalité (6). Pour nous en rendre comple, désignons par n, un

nombre entier quelconqne el Par 7y, My, ooy Ry o des entiers
assujettis sculement i vérifier les inégalités

2 2
B3 ey oy el g et e by T > enntl,
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Prenons
P, =201y Py = 135 B — S Fuy= B3
Frn=Ton Sl Mg = Mhas

11 est clair que les nombres
Tay © Vagy  wevar Py Tl Thpgeys  os
vont en croissant avec leurs indices; n étant.compris entre 72— 1
el 7.1, nous prendrons

Rppr—

pg— Tep— 1

= Payt Trpygs

et nous aurons ainsi défini une suite de nombres positifs crois-
sants
(8) o O
tels que L'on ait, pour une infinité de valeurs de 7,
P2,
et pour une infinité de valeurs de n,
(9) T = e®

Drailleurs, on constale aisément que, powr toute valeur de n,

on a
Tp > R

On en conclut que l'inégalité (6) est vérifiée pour toute valeur
de n, si lon prend %= 2. Elle cesserait de 'étre pour une infinité
de valeurs de 7, si Uon prenait > 2 (etn < % —2). D’autre
part, si 'on prend A<z, linégalité (7) ne sera vérifiée pour
aucune valeur de 7.

L’exposant de convergence de la suite (8) est donc égal & .';,

puisque p = :‘, et légalité (g), vérifiée pour uneinfinité de valeurs
de n, prouve qu'il nexiste pas de nombre X tel que U'inégalité (7)
ait lieu quel que soit 7.

On voit que la connaissance de exposant de convergence d’une
suite est loin de renseigner d’une maniére complete sur la rapidité
de la croissance de son terme général 7. 1l est cependant un cas
trés important dans la pratique, bien qu’en apparence fort parti-
culier, ot on peut aboutir a des conclusions beaucoup plus pré-
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cises. Clest le cas o l'ordre d’infinitude de ry, considéré
comme fonction de n, est déterminé. Voici ce que nous enten-
drons par 1a; il est clair que 'on peut toujours poser

Pp= nhu,

I'exposant A, étant une cerlaine fonction de 7.

Si nous marquons sur une droite 'ensemble des nombres dont
I’abscisse est ), cet ensemble admettra en général un ensemble
dérivé, lequel, étant parfait, renfermera un élément ) plus grand
que tous les autres et un ¢lément W' plus petit que tous les
autres (').

Les nombres % et 3" sont ce que Cauchy appelait respective-
ment la plus grande et la plus petite des limites de la suite X, (2);
Paul du Bois-Reymond leur a donné les noms de (imite supé-
rieure (ou inférieure) d’indétermination de la suite. Enfin
}\'I. Hadamard les nomme {imite supérieure (ou inférieure) de
hp pour n infini.

I_\Ious supposons essentiellement ici que )’ n’est pas nul (3), ce
qui revient & admettre que les nombres %, sont supérieurs & un
nombre fixe ; dés lors, ¢ étant un nombre positif arbitraire (*), on
a, a partir d'une certaine valeur de 7, .

A
et, par suite,
Ve, < nhite,
La fonction », est ainsi comprise entre n*'~ et p¥*e, mais la
considération de fonctions de la forme n* (k constante) ne

g e AW 2 i

'(A)'On dédm'm aisément, du fait que les r, sont croissants, que I'ensemble
dérive est fuzl'mc dc'tous. les nu_mbres compris entre A" et A", Tl est bon de remar-
quer que, si une infinité de %X, sont égaux, et que, par suile, une infinité de
points coincident en un seul, ce point doit ¢tre regardé comme faisant partie de
]'_ensemb]c '(lex'lvé, méme 'l est isolé. Cette modification de détail aux défini-
tions adoptées dans la théorie des ensembles de points parait devoir étre souvent
avantageuse.

(?) Cours d’Analyse de I’Ecole Polytechnique (OFuyres de Cauchy, 1l°série,
UAILEY

(%) On peut aussi étudier les ordres d'infinitude dans le cas ou %, tendrait
vers zéro ou vers l'infini avec n; ce n'en est pas ici le licu.

(*) Nous supposons aussi, pour plus de netteté, que %' n'est pas infini; cetie
hypothése n'est pas indispensable.
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ciser davantage le mode de croissance der,.

permet pas de pré .
isant que, lorsque )" differe

(’est ce que nous exprimerons en d
de ), l'ordre d’infinitude de 7, n’est pas déterminé; W et N sont
sos deux limites d’indétermination. Au contraire, si W=N=:\;
clest-d-dire si A, tend vers la limite %, on a, quel que soit =,

RAE L Ty K e

an moins & partir d'une valeur assez grande de 7.
Nous dirons alors que Iordre d’infinitude de r, est déter-
miné et est le méme que celui de n*. Par exemple, si I'on a
rp= nh4+ /17"‘1,
rp= nklogn,
71‘)‘

"= (lognyt’

Vordre d'infinitude de r, sera dit égal a celui de n.

[l résulte immédiatement de ce quiprécéde que, lorsque Lordre
d’infinitude de 1y est déterminé, il est égal a Uinverse de
Uexposant de convergence de la suile

T Py ey g s s

On a, en effet, 'égalité déja écrite plus haut

A= -

e

Lorsque l'ordre d’infinitude de 7, est indéterminé, sa limite
inférieure d’indétermination )\ est égale & L, mais on ne peut
rien dire sur W qui peut avoir toutes les valeurs supérieures
a N, jusque et y compris -+ »-.

On voit combien il est avantageux de savoir que I'ordre d'infi-
nitude de 7, est déterminé; lorsqu’il en est ainsi, la connaissance
de V'exposant de convergence de la suite des 7, permet d’obtenir
immédiatement cet ordre, ¢’est-a-dire de préciser dans une assez
large mesure la maniére dont 7, croit avec n. Ges remarques trou-
veront leur application dans la Note II.
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LES IDEES DE LAGUERRE.

La notion de genre.

Laguerre a publié¢ sur les fonctions entiéres, peu de temps aprés
la découverte de Weierstrass, une série de Notes fort courtes,
mais (rés substantielles et trés suggestives ('). On sait quelle im-
portance il attachait aux faits particuliers, mais bien précis, et
combien il était peu porté & exposer systématiquement les idées
générales qui, cependant, ne lui manquaicnt pas; il préférait les
laisser deviner au lecteur, les dissimulant presque derriére les
applications. Cette tendance apparait trés nettement dans ses tra-
vaux sur les fonctions entitres; on se rend fort bien compte que
sa pensée est allée plus loin qu'une lecture superficielle de ses
publications ne le laisserait croire et qu'il a tout au moins en-
trevu les plus importants des résultats obtenus aprés lui.

D'ailleurs, I'étude des idées de Laguerre n’a pas seulement un
intérét historique; plusicurs de ses méthodes sont fort originales,
et, dans les cas particuliers ot elles s’appliquent, permettent
d’aller bien plus loin que les méthodes plus générales que nous
étudicrons dans les Chapitres snivants. Il y aurait grand intérél a
rechercher si le champ d’application de ces méthodes ne peut pas
étre étendu; c’est la un sujet de nature & tenter un jeune cher-
cheur, car il peut étre abordé sans connaissances Lrés vastes,
les méthodes de Laguerre étant, comme on va le voir, d’une
nature ¢lémentaire,

Le premier progrés que doit & Laguerre la théorie des fonctions

(1) Comptes rendus, Tomes XCIV, XCV, XCVII, — (’)Euvrcs.drz Laguerre,
Tome I, pages 167 et suiv.
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entiéres, clest Uintroduction de la notion de genre, notion qui a
é16 'origine de tous les travaux ualtérieurs.

Soient F(z) une fonetion entiere; @i, da; ..y dyy . - - 5€8 zéros;
rp le module de a,, les r, sont supposés croissants. Désignons
par / le plus petit nombre entier tel que la séric

T
(l) 271ﬁ+1

soit convergente. Nous avons vu que I'on a

F(s)= eQ!:’HP/;(ai>:
n

Q(=) étant une fonction entiére ou un polynome. Nous suppose-
rons que Q(z) est un polynome et désignerons son degré par ¢.
Laguerre appelle genre p de la fonction ¥ (z) le plus grand
des deuzx nombres entiers k et ¢. Dans le cas ot il n'existe pas
de nombre  tel que la série (1) soit convergente et dans le cas ot,
ce nombre existant, Q(z) n’est pas un polynome, mais une fonc-
tion enliére, on dit que le genre est infini. Nous étudierons
presque exclusivement dans cet Ouvrage les fonclions de genre
fini.

L’un des deux nombres entiers qui nous ont servi a définir le
genre est en relation simple avec I'exposant de convergence de la
suile

(2) Pt e s ey

En effet, ce nombre % est défini par la condition que la série (1)
est converg

(3) e

est divergente. On a donc, d’aprés la définition de I'exposant de

ente, tandis que la série

convergence p de la suite (2)

k

(4)

SpS k1.

On voit que, lorsque le nombre p n’est pas entier, £ est entier
immédiatement inférieur & p; lorsque p est entier, & est égal &
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o —1 oud p suivant que la série

est convergente ou divergente.

Nous conviendrouns de dire que p est Pordre réel(')de la fonc-
tion F(z). L'expression ordre réel est employée par opposition
avec Vordre apparent, qui sera défini plus loin. D’ailleurs nous
yerrons que, le plus souvent, ces deux ordres sont égaux, de sorte
que, dans la plupart des cas, on pourra, sans ambiguilé possible,
dire simplement ordre.

On voit que, lorsque 'ordre réel p n'est pas entier, sa connais-
sance en apprend plus que celle du nombre 4&; au contraire, si p
est enlier, sa connaissance ne suffit pas pour déterminer £, qui
peut étre égal 4 o ou & p — r1; mais on doit évidemment regarder
comme exceptionnel le cas ott le nombre p est un nombre entier,
de sorte que 'on peut dire qu'en général 'étude de p est préfé-
rable & celle de 4. A plus forte raison est-elle préférable a celle
du genre p (lequel est égal soit a £, soit a ¢), si 'on a en vue
seulement la connaissance de la distribution des zéros.

Il est cependant fort heureux que Laguerre n'ait pas introduit le
nombrep; la théorie n'était pas encore assezavancée pour que celte
introduction pit étre profitable ct, d’autre part, il était tout a
Jfait essentiel de faire jouer le méme rile aux deuxr nombres k
et g. Les propriétés les plus importantes de la fonction dépendent
en cffet, comme nous le verrons, de la valeur du plus grand de
ces deux nombres. Cest parce qu’elle suppose implicitement ce
fait que la définition du genre a puissamment contribué au déve-
loppement de la théorie. Il n’y ayait pas grand effort a faive pour
donner un nom au nombre £, ou au nombre g; la formule fonda-

(1) Jai introduit pour la premiére fois cette expression dans mon Mémoire sur
les zéros des fonctions entiéres (Acta mathematica, t. XX). Dans son Zfnau-
gural Dissertation (Gottingen, 18¢8), un éléve de M. Hilbext, M. von Schaper,
s'est servi de Uexpression exposant de convergence (Konvergensexponent) pour
désigner le nombre p. Nous Pavons adoptée, mais dans un sens légérement diffé-
vent : nous parlons de lexposant de convergence de la suite (2), mais non de
P’exposant de convergence de la fonction F(z). En résumé, nous appelons ordre
réel d’une fonction enticére Uexposant de convergence de la suite des modules
de ses z€ros (rangés toujours dans l'ordre eroissant).
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mentale de Weierstrass suggérait d'ailleurs naturellement Iidée
de considérer ces deux nombres. Le mérite principal de Laguerre,
Cest dlavoir vu quil y avait intérét @ porter Pattention sui
le plus grand des deuz, car ce point n’¢était nullement évident
a priori (1), et ¢’élait cependant la condition nécessaire de tout
progrés ultérieur.

Laguerre s’est particuli¢rement occupé des fonctions dont le
genre est ¢gal & zéro ou a un. 11 n’est pas inutile de faire voir com-
ment on peut rattacher les fonctions de genre fini aux fonctions
de genre zéro; I'une des propositions que nous démontrerons a
cetie occasion nous sera d’ailleurs utile plus loin.

Soit F(z) une fonction de genre fini p; 'on a

P(e)= e [T 24();

le degré de Q(z) étant ¢, p est égal au plus grand des deux
nombres g et k. Nous désignerons par p P’exposant de conver-
gence de la suite des modules des «,

Ty gy e e ks

Nous savons que p est au plus égal & k1 d'ailleurs, dans le cas
oip=4k+4r,la série

est convergente.
Cela posé, désignons par m un entier supérieur a p (par consé-
quent au moins égal & p - 1), par © une racine primitive de 'équa-

tion binome
W —= I,

et formons le produit

G(z) = F(z) F(wz)F(w2z)...F(wn-13z).

(') Par exemple, il aurait pu sembler étrange de ranger dans la méme calégorie
(fonctions de genre un), les fonctions

o ell=2) TE-2

. 1 3
dont les ordres réels sont respectivement o, = 1, =+
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On sait que si B(z) estun polynome de degré inférieur a m,

I'on a
R(z)+ R (wz)+ ... + R(en-1z) =mR(0).

Or, le degré ¢ du polynome Q(z) est inférieur a me; d'autre
part, les polynomes qui figurent comme exposant de e dans les
facteurs primaires de genre & onl aussi un degré & inflérieur & m
et, de plus, s’annulent pour z =o0. On a donc

L
= emeo (1= )
Ey (- )

Posons, pour abréger,
emQ ) = ¢,
S

F1 e R
ap =Ag;

G(:)rcH(l—-%‘”\ .

Si d’ailleurs on désigne par R, le module de A,, Uexposant de
convergence de la suite

il viendra

B Rat PR

est manifestement égal a %; il est infériear & Punité, sauf dans le

cas particulier ott, p étant égal & & + 1 el g non supérieur & /&, l'on-

a pris m = p + 1=k -+ 1= ;. Dans ce cas, 'exposant de conver-

gence de la suite des R, est égal a 'unité, mais la série

to

25

Ry

est convergente, ainsi qu’il résulte d’une remarque faite il y a un
instant.

Dans tous les cas, on voit que G(z), considéré comme fonc-
tion de L, est une jfonction de genre zéro et dordre %; nous
ferons usage de ce résullat, oblenu, on le voit, par les considéra-
tions les plus ¢lémentaires.

On peut énoncer une proposition bien plus compléte, mais en

utilisant un théoréme que nous ne démontrerons que plas loin;
ce théoréme est le suivant : la somme de plusieurs fonctions de
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genre p esl une fonction de genre au plus égal (*) & p+1; ilest
dailleurs évident que le produit de plusieurs fonctions de genre p
est une fonction de genre égal a p. Dés lors, si, conservant les
notations précédentes, mais désignant par m un entier supérieur
4 p-+1,l'on pose

0(Y) = [Y — £ ()] [Y = Floa)] [Y — flo2a)]. . [Y — flom—ts]],

les coefficients du polynome 6(Y) scront des fonctions entiéres
dont le genre ne dépassera pas p -1, ¢lest-i-dive sera inférieur
a m. Diautre part, il est manifeste que 0(Y) reste invariable
quand on change 5 ¢n wz; ces fonctions entiéres ne dépendent
donc que de 5™ =717, et l'on voit immédiatement que ce sont des
fonctions de genre zéro () en Z. La fonction J(z) de genre p est
ainsi racine d’une équation de degré m,

Yoo By(L)Ym—1a- By(L)Y 02 By (2) Y + Fn(Z) = o,

dont les coefficients sont des fonctions entiéres de genre zéro en

Les fonctions de genre séro et de genre un.

On a vu que c’est la présence de facteurs exponentiels qui dis-
tingue la décomposition des fonctions entiéres en facteurs pri-
maires, de la décomposition des polynomes en facteurs du premier
degré. Tl est dés lors naturel de penser que, parmi les fonctions
entiéres, celles dont les propriéiés se rapprocheront le plus de
celles des polynomes seront les fonctions entieres du genre zéro,
qui peuvent étre décomposées en un produit absolument conver-
gent de facteurs du premier degré, sans aucun facteur exponen-
tiel. Une induction plus hardie conduit méme & supposer que les

(1) On prouye méme que c'est, en geénéral, une fonction de genre pj il est
infiniment probable qu’il en est toujours ainsi; mais on ne I'a pas cncore dé-
monlré rigoureusement.

(*) Diailleurs, en utilisant les propositions qui seront démontrées plus tard, on

prouverait que leur ordre est au plus ;P;; mais si p=p-1, et si 'on prenait

m=p--1=g, la difficalté serait de prouver que les fonctions obtenues, dont
I'ordre est un, sont de genre zéro. (Vest pour cela que nous avons supposeé m = p-i-1.
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propriétés des fonctions entiéres s’éloigneront de plus en plus de
celles des polynomes, & mesure que les facteurs exponentiels se-
ront plus compliqués, et, dés lors, on pourra espérer étendre cer-
taines propriétés des polynomes non seulement aux fonctions de
genre zéro, mais encore & celles dont le genre est un nombre pea
élevé.

Les idées que nous venons d'indiquer briévement ont conduit
Laguerre a plusieurs résultats sur les fonctions entiéres de genre
zéro, de genre un et méme de genre fini; ces résultats, & 'exposi-
tion desquels est consacré la fin de ce Chapitre, nous paraissent
d’ailleurs surtout intéressants en tant qu’ils confirment I'analogie
pressentie entre les fonctions considérées et les polynomes, et
qu’en outre ils donnent des indications précieuses sur la distribu-
tion des zéros de certaines fonctions entiéres. Ils ouyrent ainsi la
voic & une double séric de recherches, comme on s’en rendra
compte plus loin.

On désigne généralement sous le nom de théoréme de Rolle la
proposition d’aprés laquelle, entre deux racines réelles conséeu-
tives d’une équation, se trouve un nombre impair de racines de
I'équation dérivée (et par suile au moins une). D'ailleurs, on
peut démontrer cetle proposition par des considérations de conti-
nuité, de sorte que, moyennant quelques hypothéses fort larges
el inutiles a rappeler, le théoréme de Rolle s’applique aussi bien
aux équations transcendantes quaux équations algébriques.

Mais il n’en est pas de méme de cerlaines de ses conséquences,
dont 'importance en Algéhre est comparable & celle du théoréme
lui-méme. On sait, par exemple, que, si L'on considére une équa-
tion algébrique dont toutes les racines sont réelles, I'équation
dérivée a aussi toutes ses racines réelles; une seule de ses
racines se trouve dans chaque intercalle limité par deuz ra-
cines conséeutives de U'équation proposée; la démonstration de
cette proposition, étant basée sar le fait que le nombre des racines
de la dérivée est inférieur d’'une unité au nombre des racines de
I'équation, ne peut s’étendre aux équations transcendantes ; il est
d’ailleurs aisé de voir que la proposition ne peut subsister sans
restriction : par exemple, si 'on pose

J(s)=(z+1)e
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on a 2
f(5) = (222+ 23 +1)e*,

et l'on voit que ’équation

Sflz)=e
nadmet qu’une racine, laquelle est réelle, tandis que I’équation
SU=)=

admet deux racines imaginaires. Nous reviendrons dans le para-
graphe suivant sur ce point, en étudiant les fonctions de' genre
fini; nous verrons avec quelles restrictions on peut leur eler:dre
la proposition en question. Notre but actuel est de montrer qu’elle
subsiste sans restrictions pour les fonctions de genve zéro et de
genre u7n; comme la fonction f(z) qui \.'icnt d’éire C(-)nsidérée
est de genre deux el méme 'une des fonctions les plus‘snnples de
genre deux, on voit que la limitation indiquée est bien dans la
nature des choses et ne dépend pas seulement du procédé de
démonstration.

11 est aisé de voir qu'une autre hypothése restrictive est nécles~
saire pour les fonctions de genre un : on doit supposer la fonetion
réelle. Pour les fonctions de genre zéro, comme pour les poly-
nomes, la réalité des racines entraine la réalité de la fonction, a
un facteur constant prés, ici sans importance. Il n’en est pas de
méme pour les fonctions de genre un; on peut seulement affirmer
qu’une telle fonction, si tous ses z¢ros sont réels, est de la forme

Bz)= el +Bl G (a);

G () 6Lt une fonclion réelle, o et 3 des constantes réelles; on a

dés lors
i Fl(z) = eit2z+8) [G(5) + ta G(5)]

el 'on voit que toute racine réelle de I'équation
F(z)=0
doit satisfaire aux deux équations
Gl(z) =0,
G(z) =0y
c'est dire que I'équation dérivée aura, en général, toules ses ra-

cines imaginaires,
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La proposition que nous avons en vue s’énoncera donc comme
il suit :

Ftant donnée une fonction enticre réelle T(z) de genre
séro ou de genre un, si toutes ses racines sont réelles, on peut
affirmer que la fonction dérivée F'(z) a aussi toutes ses ra-
cines réelles et que, de plus, entre deux racines conséeutives
de F(z), se trouve une seule (') racine de ¥'(z). Il en résulte
que le genre de F'(z) est égal & celui de F(z).

E(e)= c’ul—l (1—— a—"> J-‘

la fonction donnée; les nombres @, sont réels, ainsi que k; et la

Soit, en effet,

série

(1) haE

est convergente. Dans le cas ot la série
2
[an]
est convergente, si 'on a de plus
R
/S —_ =
(=8

les facteurs exponentiels disparaissent et la fonction () est de
genre zéro. Llexpression que nous avons éerite convient donc aux
fonetions de genre zéro et de genre un, sous la seule hypothese
que la série (1) est conyergente.

On a
(2)

et 'on en conclut

d [T(z) ;
® i

La légitimité de ces opérations est assurée par la conyergence

(') Nous supposons, pour abréger, que toutes les racines de F(z) sont simples;
on sait que les racines multiples de F(z) appartiennent aussi & F/(5); vien n’est
d’ailleurs changé & nos conclusions.
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de la série (1). On voit que le rapport %—; esl constamment dé-
croissant dans ses intervalles de continuité, car sa dérivée est es-
sentiellement négative pour 5 réel : il ne peut donc s’annuler
qu'une fois dans chacun de ces intervalles. Ainsi se rouve dé-
montrée la seconde partie de notre théoréme.

Reste a faire voir que I'équation F'(z) =0 n’a pas de racines
imaginaires; pour cela remplagons ('), dans (2), z par 2+ iy;
nous obtenons

B (aieny e — @n
F(x—+iy) Sl 2[(‘:'—51,1)‘3—%_7*’ u,z] Z(m—a,,)«-s-}'-

les séries étant convergentes en méme temps que lasérie (2). On
voit que le coefficient de — ¢ s¢ réduit au produit de y par unc
somme essentiellement positive; il ne peut étre nul que si 'on a

)I‘ —' ¥
On ne peut donc avoir
Flz+iy)=0
lorsque y n’est pas nul; notre proposition est donc complétement
démontrée.

Reste a faire voir que le genre de F'(z) est égal au genre de
T'(=); supposons d’abord que les «, soient tous positifs; dési-
gnons par b, la racine de la dérivée inférieure a @y, si elle existe,
el par by, ba, ... les autres racines de la dérivée; on a

@i D 2 o SRR B3 By e A By e By < i 1 s

On en conclut que, quel que soit le nombre positif ¢, la con- -

vergence de la série
23
al

i
23
=
bll
et réciproquement. Les deux fonctions F(s) et F/(z) ont donc
non seulement le méme genre (2), mais encore le méme ordre.

entraine celle de la série

(') Cette démonstration est due & Félix Chio (voir HERMITE, Cours autogra-
phié, 4 édition, p. g2 ).
(*) Pour que cette conclusion fut absolument rigoureuse, il serait nécessaire
de prouver qu'il n’y a pas dans 'expression de I'(z) de facteur exponentiel ¢6(2)
B. 3
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Plus généralement, si ¢(x) est une fonction positive décroissante,
la convergence de la série

So(ay)

entraine celle de la série
2 (bn)
ct réciproquement.
11 est aisé de s'allranchir de 'hypothése que tous les @, sont
positifs ;'il suffit de séparer, dans chacune des deux séries

T
2

I
2o

les termes qui proviennent de racines positives de ceux qui pro-
viennent de racines négatives; chacune de ces séries se trouve
ainsi remplacée par deux aulres, et il suffit de comparer deux &
deux les quatre sérics ainsi obtenucs.

Le fait que le genre de F/(s) est égal a celui de F(z) a une con-
séquence trés importante : nous pouvons appliquer le méme théo-
réme & [/(z); ainsi toutes les équations dérivées ont leurs ra-
cines réelles, et, entre deux racines consécutives de la nltne ge
trouve une seule racine de la (n —+ 1)*me.

Laguerre a monlré que I'équation (3) conduit i des résultats
intéressants; en effectuant la dérivation indiquée dans le premicr
membre et retenant seulement que le second membre est essen-
tiellement négatif pour = réel, nous obtenons

F(z) F(s)— [F(z)]2 < o.
Celte inégalilé est une conséquence de la réalité des racines
de T(z); elle subsiste donc si 'on remplace I'(s) par F(*=0(z),
clest-a-dire que l'on a

Flatt)(z) Ble—1)(5) — [T (2)]2 < o,

quelle que soit la valeur véelle de 5. En particulier, faisons z = o

de genve supérieur a un. Clest 1a un point que Laguerre a négligé d’étndier en
détail; on peut compléter sa démonstration en suivant une marche analogue a
celle que nous indiquons dans le dernier pavagraphe de ce Chapitre, pour Ia pro-
position plus générale concernant les fonctions de genve fini.
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el posons
F(zs)=A¢+Ays—...+Apsn+t...,

I'inégalité devient

(n-+1)! Apri(n—1) Ay — [ Ay ]2 < o,
¢'est-a-dire
(4) (Rt-D)A g Ay — A2 <o

Telle est 'inégalité a laquelle satisfont les coefficients de la
fonction entiére F(z) sous les conditions que nous rappelons : o
fonction F(z) est réelle, son genre ne dépasse pas Uunité et
elle ’a pas de racines imaginaires.

En particulier, sil'on a

Ap=aq,

on en conclut
A Ay <o,

clest-a-dire qu’une lacune (') ne peuat se produire qu’entre deux
coefficients de signes contraires. Sous une autre forme, on peut
dire que, si dans le déceloppement en série de la fonction
réelle ¥(z)de genre inférieur a deuz, il y a une lacune entre
deux coefficients de méme signe, I’équation

admet nécessairement des racines imaginaires.
Laguerre donne comme exemple I'équation

I+ &'sine = o,

dont le premier membre est de genre un, comme nous le verrons

plus loin (2).

(') I1 résulte manifestement de ce qui précéde que deux coefficients consé-
cutifs ne peuvent étre nuls, car deux dérivées consécutives ne peuvent sannuler
pour 5 = o [sauf dans le cas ot F(s) admet 5= o comme racine multiples alors
les premiers coefficients sont nuls, mais notre remarque subsiste 4 partir du pre-
mier coefficient non nulJ.

(*) Laguerre affirme, sans démonstration, que ce genre est égal & I'unité; & moins
d’une détermination directe des racines, qui constituerait ici un cercle vicieux,
il nous semble que cette proposition ne peut étre obtenue que par le théoréme
de M. Hadamard (ou un théoréme analogue), et il n’est pas vraisemblable que
Laguerre ait possédé un tel résultat (voir Chap. IV).
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L'inégalité (4) permet d’obtenir, dans le cas ou les coeffi-
cients A, sont tous positifs, une inégalité intéressante. Donnons,
en effet, & n successivement les valeurs 1, 2, 3, ..., nous aurons

SR AT D A
3Ay Ay < a2Al,
4As Ay <3A3,
5A; Ay <4Aj,

............. i
by At (YA,

2
(n+1)Ap g Apy<nAg,

et en multipliant membre & membre, ce qui est permis, puisque
les A sont tous positifs,

(n41)AgApps < Ar Ay,

N A
Jest-i-dire, en posant = = ¢,

Ag
9 an-+1 )
ol PR e
n—4+1 ~ n(n+1) (n—+1)!

Les coefficients de T(z) sont inféricurs auz coefficients cor-
respondants de la série Ay e<*; tel est le résullat que nous vou-
lions obtenir; il suppose que la fonction F(z), dont le genre esl
inférieur & deux, a ses racines réelles et ses coefficients tous
positifs (les racines sont, dés lors, manifestement négatives).

Nous renverrons aux Notes déja citées de Laguerre pour I'ex-
tension du théoréme de Descartes aux fonclions enti¢res.

Les fonctions de genre fint.

Nous allons, toujours d’aprés Laguerre, indiquer une applica-
tion fort intéressante du théoréme de Rolle aux fonctions de genre
fini; le principe de la démonstration semble d’ailleurs pouvoir étre
utilisé dans d’autres recherches et mérite d’étre connu. S'il a jus-
quici passé & peu pres inapercu, c’esl sans doute que la briéveté
des explications données par Laguerre pouvait inspiver des doutes
sérieux sur la rigueur de sa démonstration; j'espére avoir comblé

T
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les lacunes qui pouvaient y subsister; c’est ce que Laguerre aurait
sans doute fait lui-méme s'il avait publié son théoréme ailleurs
que dans les Comptes rendus; il parait, dans tous les cas, bien
probable qu’il possédait, explicitement ou implicitement, les élé-
ments d’'une démonstration compléte et rigourcuse de son beau
théoreme.

Ce théoréme peut s'énoncer comme il suit : Etant donnée une .
Sfonction entiére ¥(z) de genre p ayant un nombre fint g de
racines imaginaires © 1° la fonction dérivée Fi(z) est de
genre p; 2° 2’éguau.'on F(z) =0 a, comme on sait d’aprés le
théoreme de Rolle, une racine aw moins dans Uintervalle de
deuw racines réelles conséeutives de Uégquation F(z)=o; on
peut affirmer de plus que, en dehors de ces racines dont Uexis-
rence est décelée par le théoréme de Rolle, il y a au plus
p - q autres racines, d’ailleurs réelles ow imaginaires.

Une fonction entitre de genre fini p est de la forme

n= =P

F(z)= (;L'W)]__[(r——f‘) @i+
n

n=

7
i
Peny

Q () étant un polynome de degré p au plus. On a donc
R=jn 3 3P
N o T'F.-.’F*—ﬂ
B(z) = lim | (=) I I (1 — —)c G pan
) m=w @,
1
clest-a-dire

(1) F(z) = lim eQn () Py, (2),

m=w

en désignant par P,.(5) et Qu(s) les deux polynomés

n=m

eaor=TH(

n=1

Qu(s)= Q(2)

dont le dernier est au plus de degré p.
Légalité (1) est fondamentale; remarquons d’ailleurs que
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(=) = ; 5 0
e? )P, (5) tend uniformément vers F(z) dans tout domaine
sl ey A
fini; c'est une conséquence de la convergence uniforme du pro-
duitinfini.
La démonstration de Laguerre repose essentiellement sur la dif-
férentiation de 1'égalité (1), ce qui fournit I'égalité

(2) : F'(Z):”}i;uwdii[g(ém(:;pm(z)];

nous allons monltrer que celte opération est légitime, c’est-i-dire
que Pégalité (1) a bien pour conséquence I'égalité (2); on sait
que, en général, de I'égalité
F(s)=lim fiu(3),
=

; :
on n'a nullement le droit de conclure

F'(z) = lim f}, ().

Nous poserons

L&) (31 Py (3) = o (3);
= =
" z n al)
(4) r—a)c = Yn(2)

de telle sorte que I'on a

F(z) = on(s) Ym(z);

on en conclut
F/(5) = 0},(3) U (5) + @m(5) Vi (2)-

Nous voulons faire voir que, z restant dans un domaine fin
m, - i - ;
quelconque (|z|<<R), o,,(2) tend uniformément vers F'(z)
lorsque m augmente indéfiniment. Nous allons, dans ce but
¢ ifre i) s ;
valuer la différence F'(z) — 4),(5). On a

(5) F'(2) — 00(2) = 95 (3) [ (2) — 1] 4 9 (5) Y (2).

Il est clair que, | z| étant inférieur & R, il existe un nombre A
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tel que 'on ait, quel que soit m ('),

(6) lal,(2)] < A,
(2) [om(3)| <A

D’autre part, la convergence uniforme du produit infini permet
stant donné A lavance le nombre ¢, de trouver un nombre @, &l

Pk

/i

que pour 7 > b I’on ait
(8) [hm(s)—r1l<e
Dés lors, si nous prouvons que le nombre p. peut étre choisidde
telle maniére que Von ait aussi
(9) "-'('m(.;)l'<=’-a
Iéealité (5) donnera, en tenant compte de (6), (7), (8) et (9)
3 ? P 7 9
[ F(z) — @ (3)] < 224,

sous les conditions

z| <R,
(o) % lnz \\ (3

le nombre . pouvant d'ailleurs étre déterminé quels que soient les
nombres donnés d'avance R et ¢. Clest bien le résullat que nous
désirons obtenir.

Tout revient donc a prouver la possibilité de déterminer .,
lorsqu’on donne R et ¢, de maniére a vérifier I'inégalité (9) sous
les conditions (10). Pour cela, prenons la dérivée logarithmique
de Dégalité (4), qui définit U, (3); nous oblenons

o n=m
Yz ey o I 3 ZH=E
(11) fﬂ(—,—)= (_——4—7«—1——»—«—...—&7 ;
Ym(3) 5 —@n dan &2 al
n=mi1
e S B e T T e e e
(') Pour démontrer Pinégalité (6), on peut remarquer que si Pon considére
un contour simple T' enveloppant le cercle de Tayon R et sur lequel il n’y ait pas
de zéro de F(z), il exisle un nombre positif B tel que l'on ait sur ce contour
:
Pm
<G

|¢,,] > B et un nombre G tel que l'on ait aussi sur tout le contour

m

dés lors, si Lon pose A =BG, Pinégalité (6) est vérifiée sur tout T et par suite

en tout point intérieur.



4
40 CHAPITRE 1I.
vPrenons m assez grand pour que Pon ait
| @mir| > R;
nous pourrons écrire

n=

n=uw

.
SALB e ¥ R
=—aP =l =p+1 v
T E - n Sl =
m(3) af B alhrt

=1 n=m-1

Or, en dési p ok le isi
or, e désignant par 7, le module de ¢py on a visiblement, 7,
croissant avec 7,

= | n=w
2 S SR O )
(l#v"! o E:+T7
n=m+1 = a1
(S s
L 1 1
A
WS - —_—
2 ast® B E rh+t
n=m—+1 n=m-+1

Dés lors, si nous posons

==

Z ;
prL - N
o

n=n-1

il vient, puisque le module de z est inférieur & R
]

&
Yin(z) ) R \
V) | 2T = il
{7 N T +1 /

c'est-d-dire

[ ¥al8) | < | baa) | —B2
T R

Nm-
T ni-+1
Cette inégalité établi ‘e propositi
I ablit notre proposition, car HA,,,(:)] lend uni-

o 7 Re 2
rmément vers un, le fac eur ———— est fini, et la série
, 1e f: T 5 >

Pt

1

;
clant convergente, on peut choisir p de maniére que 7, soit infé-
ri i 8 -

eur ‘a un nombre donné d’avance pour toutes les valeurs de m
supérieurcs & .
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On démontrerait de méme que o), (5) tend uniformément vers
F/(5) (= restant dans un domaine fini quelconque donné d’avance).

On écrirait d’abord I'égalité
[F(s) = <?ZL(;) Ym () -+ 2.90,(3) Y (2) -+ ’\?m(s) V5 (5)

et il suffirait de démontrer que ¥, (s) tend uniformément vers

z6ro; on yarrive aisément en prenant la dérivée des deux membres

de (171); on obtient
Pals) YA N [ —r (p= 1);,«»2]

Ym(5)  WialE) (58— an)? i

n=m-1

et 'on montre par le procédé déja employé que la série peut étre
rendue aussi pelite que 'on veut, en prenant m assez grand.
Nous pouvons donc ¢noncer le résultat suivant :

Etant donnée la fonction de genrep:

n=m= & i

b R =

& ] -~ An )III

F(3)= el l | 1 e gais
[

n=

on obtient, en prenant seulement m facteurs dans le produit

infint
F(z)= lim e®n(2) Py(s) = lim 9, (5)

m=m m=w=

el lon a
Elfz) = lim {[i' [e®u(z) P (5)] = lim o, (=),
m=w -~

m=e

= [l Py (2)] = lim ol (2).
i

e
et _,,}l:m“, dz?
Daillenrs, lorsque 5 est dans un domaine fini quelconque donné
d’avance, 9m, 9, @), tendent uniformément vers leurs limites.
Ces résullats sont établis indépendamment de toute hypothése
sur la réalité des zéros @, ; nous allons maintenant supposer que,
sauf un nombre limité, ces zéros sont réels et distincts (la der-
ni¢re hypothése n'est pas nécessaire; rien d’essentiel ne serait
changé sil y avait des zéros multiples, mais les raisonnements
seraient allongés sans aucun profit). Pour préciser nous suppose-
rons que, parmi les a,, ¢ seulement sont imaginaires; de plus nous
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supposons que la fonction F(z) est réelle (g est dés lors un
nombre pair). Le polynome P, (z), dont les zéros sont @, @a, + . .,
@m, @ donc au moins m — ¢ zéros réels; équation

om(s)=0
ayant m — g racines réelles, 'équation dérivée

Fm(z) =0
a au moins m — ¢ — 1 racines réelles, lesquelles sont comprises
dans les intervalles formés par les m — ¢ premiers zéros réels de
F(z). Ona d’ailleurs

om(2) = etnl=1 P, (3),
om(5) = eQuls) [P}, (35) + Qjp(2) Py(2)]

Le degré de Q. (z) étant au plus égal & p, on voit que @), (5) est
le produit d’un facteur exponentiel par un polynome de degré au
plus égal & m + p—1; donc 2),(5) a au plus m -+ p — 1 zéros et
comme 7 — ¢ — 1 au moins sont réels, il y en a aw plus:

map—1—(m—g—i)=p-+gq

qui sont imaginaires ().

Or ¢,,(2) a pour limite F'(z); on est ainsi porté & croire que
F'(z) admet au plus p + ¢ zéros imaginaires; il est aisé de véri-
fier cette induction par un raisonnement rigoureux.

Considérons un contour fermé quelconque C sur lequel ne se
trouve aucun zéro de F'(z); nous supposerons, pour fixer les
idées, que G est un contour simple, par exemple un cercle de
rayon R,

Il est clair qu'il existe un nombre H tel que 'on ait, sur tout
le contour C,

[F(=)] > 1.

D’autre part, ¢, (=) tendant uniformément vers F/(z), on peut
déterminer un nombre i tel que, pour m > u, 'on ait, quel que
soit z sur C,

ey ' H
[F(z)—om(s)< =

() Oln peut remarquer que, lorsque p est impair, p + ¢ est impair et, par suite,
9, (%) ¢tant réel a au plus p -+ g —1 zéros imaginaires.
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et-des lors on a, quel que soit m > p et quel que soit = sur G,
i H
[om(e)| >
5 2
Cela posé, considérons l'intégrale

i [f, (s)a

20T (=)

ot faisons croftre indéfiniment m & partir de la valear p. Il résulte

manifestement de ce qui précéde que 'on a

Mais on sait que J,, est un nombre entier, égal au nombre
des zéros de ', (z) compris & Uintérieur de C. Donc, ce nombre
est constant & partir d’une certaine valeur de m (laquelle
peut dépendre du contour C) et égal au nombre des zéros de
¥'(z) compris & Uintérieur du méme contour.

Cela posé, prenons un contour C renfermant & son intérieur
les 4 zéros réels @, de T(z) dont le module est le plus petit; sup-
posous, de plus, pour plus de netteté, que le contour C rencontre
la partie positive et la partie négative de l'axe réel en deux
points (*) qui soient des zéros de F(z) (non complés parmi les
/o intérieurs). Le contour G comprend ainsi i son intérieur o + 1
des intervalles T que séparent sur I'axe réel les zéros de F(s) et,
par suite, . ~-1 zéros réels de I(z), puisque chacun de ces
intervalles en renferme au moins un.

D’autre part, dés que m — g dépassc h—- 2, parmi les
m — g —1 zéros réels de ©,(s), compris dans les intervalles I,
k-1 seulement sont intérieurs & G; les autres, au nombre de

m—q—1—(h+1)=m-—q—h—2,

sont extérieurs & C; nous ne savons d’ailleurs rien surles p -+-¢

(1) Une légére modification devrait étve introduile dans le cas o les @, réels
n’augmenteraient pas indéfiniment par valeurs tantot positives, tantot négatives,
mais par valeurs toutes de méme signe
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aut_rei zéros de o, (3) (qui peuvenl étre réels ou imaginaires),

mais le nombri s :
ombre total des zéros de 4,,(z) étant m -+ p —1, il y en

a aw plus

m+p—i—(m—g—h—a)=p-rqg+h-+i

a Uintérieur de C. Ce nombre est indépendant de m; donc
Fl(z) aau plus p -+ ¢ - h -1 zéros i U'intérienr de C. Or, nous
conna.lssons déja les A -1 zéros compris dans les intervalles I
donc il y a aw plus p - q zéros de F'(z) emtéricurs a ces inter-
f:alles et intérieurs & C. Mais rien n’empéche de faire croitre
indéfiniment le nombre / et avec lui le contour C; le méme
résultat subsiste toujours, et nous arrivons a Pimportant résullat
de Laguerre. £'n dehors des séros compris dans les intervalles 1
(un dans chaque intervalle) et dont Fexistence est une consé-
quence nécessaire du théoréme de Rolle, la fonction F'(z) a
L plus p+q zéros sur la position desquels on ne sait rien.
En particulier, si ¢ = o, c’est-d-dive si ’équation

F(z) =9
a toutes ses racines réelles, I'équation
Fli(z) =0

3’@ plus p racines imaginaires. Ce nombre maximum se réduit
ailleurs ¢videmment 4 p —1 lorsque p est impair, de sorte que
nous retr S iculi / :
s retrouvons, comme cas particulier, 'un des résultats du

paragraphe précédent.
D7ll reste & prouver que la dérivée F'(z) est bien de genre p.

abord, ou démontrera comme précédemment que si on désigne
par by les zévos de T'(z), la série -~

2
[ bnle
est convergente ou dwé‘rgelzte en méme temps que la série
b
len B

C 5 , :
Cela I‘f}bl'l-l.te de ce que les p -+ g zéros, sur la position desquels
on ne sait rien, sonl sans influence sur la convergence ou la diver-

D e e
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_gence; les autres sont situés dans les intervalles I, a raison d’un

et d’un seul dans chaque intervalle.

Considérons maintenant un point b, et entourons-le d'un
cercle yp assez petit pour ne renfermer & son intérieur aucun
autre zéro de F'(s); il résulte de ce qui précéde que, & partir
d’une certaine valeur de m, ce cercle contiendra un zéro et un
seul de ¢, (z); nous dirons que cc zéro de o), (=) est celui qui
tend vers by; il est clair, en effet, que sa distance & b, tend vers
zéro lorsque m croit indéfiniment, puisque le cercle vy, peut étre
pris aussi petit que I'on veul.

Remarquons maintenant que, ¢étant donné un cercle de rayon R
aussi grand que l'on veut, mais fixe, on peut prendre . assez
grand pour que, lorsque 72 dépasse p, chaque zéro de ¢}, (=) inté-
Meur A ce cercle tende vers un zéro déterminé de F/(z). C'est une
conséquence du fait que . peut étre pris assez grand pour que les
zéros de ), (5) soienl en méme nombre que ceux de F'(z); deés
lors, ceux-ci étant en nombre limité, on peut choisir les cercles v
et déterminer ensuite p. en prenant le plus grand des nombres m
qui correspondent a chacun de ces cercles.

Ces préliminaires étant établis, d signons par

(m) A (m) aimy
gl ) F"z G eIy, ﬁu‘ SR g"’ll+p~l

les zéros de @, () et supposons que Bum ait pour limite b, lorsque
m augmente indéfiniment (1). Dés lors, considérons les deux

produits

n=m-+p—1 _:._+1( = Y"‘ +1

5 o g prm | T /;<.

Tw(s)= I I <‘— 'yfun) e i b
P

n=1

n=o

G(z) :H (1__ ;;\) a,l‘in+.2 = -

n=1

Ge dernier est convergent 4 cause de la remarque faite tout &
I'heure et représente par suite une fonction entiére.

() Lorsque l'on donne n, on peul délerminer, & partir d’unc certaine valeur
de m, quelle cst celui des zéros de )y () qui tend vers b, ;on ledésigne par B,
Pour les valeurs inférieures de m, il subsiste un certain arbitraire dans la nota-
tion mais on verra que cela n'a pas d’importance. Licssentiel est que B ait

un sens préeis, lorsque n est donné, pourvw que m soit asses grand.
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Nous allons prouver que lorsque m augmente indéfiniment,
T (z) tend uniformément vers G(s) a lUintérieur de tout
domaine fini. En d'autves termes, quels que soient les nombres
donnés d’avance R et ¢, on peut déterminer @ de maniére que
Pon ait

[Tu(z) —G(s)]| <=

sous les seules conditions

m >, |5 | <R:

Nous omettrons la démonstration de cette proposition, qui est
un pea longue, mais qui ne présente aucune difficulté et que le
lecteur reconstituera aisément. Il importe seulement d’observer
qu'il ne suffit pas de savoir que BY tend vers b, ; il faut encore
s'appuyer sur deux remarques que nous avons eu soin de faire :
1 sauf un nombre limité, les 41 sont dans les intervalles 13 5° un
contour G et un nombre 7 étant donnés, on peut déterminer m
de maniére que chaque P intéricur & G soit & une dislance de b,
inférieure 4 7.

Reprenons maintenant I'égalité

F(z) = lim ¢},(z) = lim eWnl= P, (3).

, m=w
Remﬂrquons que [p(z) ayant les mémes zéros que ':;,L(:),
I'on a

T (

= bl Py (5);
d’ailleurs
G(z) = lim T,u(
=

On a donc pour toute valeur de 5

) L 6 5 g
= = lim 22— = lim eQuisl—Tu(3),
m=alm(3)  m==

car la scule difficulté pourrait résulter des zéros de G(z) el de
Ty(z), mais elle disparait, puisque ces zéros appartiennent ves-
pectivement & F'(z) et d o/, (z2).

Mais Qu(z) — Rp(s) est un polynome de degré poaw plus;
nous voyons que ce polynome tend vers une limite lorsque m

augmente indéfiniment, c’est-a-dire qu'il existe une fonction bien
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déterminée S () telle que I'on ait, quel que soit 2,

lim [Qu(3) — Ru(s)] =S(z).
=

11 est clair que S(z) ne peut étre quun polynome de degré au
plus égal & p etl'on a eI e g
ce qui prouve bien que le genre de T'(z) est égal a p- (est .
que nous voulions établir. Nous démontrerons plus .|0.|n un ré-
sultat bien plus général, puisque nous ne supposerons rien sur la
réalité des racines de F(z), mais un peu moins précis, car, dans
certains cas, il restera douteux si le genre de F/(z) est p ou ]‘)—,L 1.

1l n’est pas invraisemblable qu’il y ait moix}S de difficultés :{ lever
ce doute par des méthodes de nature algébrique, analogues i celle
(ue nous venons de développer d'aprés Laguerre, que par les
méthodes i caractére nettement transcendant auxquelles est con-
sacré la fin de cet Ouvrage et dont nous trouverons lorigine dans
un important Mémoire de M. Poincaré. Peu de travaux ont été
faits dans cette direction; signalons cependant des recherches
intéressantes de MM. Cesaro ('), Vivanti (%), Bassi (*), se rap-
portant surtout aux fonctions de genre quelconque [)riw.érz.\' de
Jfacteur exponentiel. Bien que cetle dernitre hypothése smt. assez
artificielle et ne soit guére justifiée que par le désiv d'obtenir des
résultats simples, les méthodes suivies par ccs.divcrs géometres
sont peut-éire susceplibles d’extension et il y avait lieu de les men-
tionner.

(') Giornale di Battaglini, t. XXII (1884) et Comples rendus, t. XCIX,
(%) Ibid., t. XXII et XXIIT (1884-1885). -
(3) Rendiconti del R. Ist. Lomb., sévie II, vol. XXVI (1895).



CHAPITRE III.

LES INEGALITES DE M. POINCARE.

Dans son Mémoire sur les fonctions enticres ('), M. Poincaré
a mis en évidence deux faits de la plus grande importance : il a
indiqué une relation, d’une part, entre 'ordre de grandeur d’une
fonction entiére et son genre supposé fini, et, d’autre part, entre
Pordre de grandeur de la fonction et I'ordre de grandeur de ses
coefficients. Le premier paragraphe de ce Chapitre est consacré &
I'exposition des résultats mémes de M. Poincaré, les deux sui-
rants, & des développements qui se ratlachent respectivement aux
deux faits qui viennent d’étre signalés.

Le Mémoire de M. Powncaré.

Considérons d’abord une fonction de genre zéro

[t
(1) NEE
md |ty
est supposée convergente. Nous allons prouver que, o étant un
nombre réel et positif quelconque, sil'on désigne par 7 le module
de z, on a
lim e=%r F(z) =o.
2=
En d’autres termes, = étant choisi, comme il a été dit, si I'on se
donne unnombre positifarbitraire ¢,0n pourra trouver un nombre ¢

(") Bull. de la Soc. math, de France, 1883,

S S S S

ENRE

T
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tel que l'inégalité
r>ece
entraine
| e=F(3) | <s.

Pour le prouver, remarquons que, la série (1) étant convergente,
on peut trouver des nombres positifs (non nuls)

tels que I'on ait

&= Gyt Fa—tre w ity e

et que de plus, a partir d’une certaine valeur de n, I'inégalité

an

>
L p

(2)

soit vérifiée (). Supposons-la vérifiée pour 2 > m; le nombre m
est fixe, ¢est-a-dire ne dépend pas de z. Nous voulons étudier le
produit e=# F(z); nous écrirons

e~ F(z) = e.‘%"(l— =~
\ 21

et nous poserons
"

1

e [T (=2
nm=1

de telle sorte que I'on a

=10 F(2) = Py Ry

(') En effet, la série (r) élant convergente, il existe un nombre m tel que
~l'on ait

On prendra, pour n<m, a,

=

B.
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D’aprés la forme méme du produit P, il est clair que I'on peut
srendre 7 assez grand pour vérifier I'inégalité (1)
| 5 I 8 =

' Py | <&
- Nous allons montrer, d’autve part, que 'on a, pour toute valeur
de z,
(3) | R l =it

il en résultera bien
| PR | = | =27 F(3)] <

Pour démontrer I'inégalité (3) il suffit de faire voir que le mo-
dule de chaque facteur de R, est au plus égal & I'unité. Or on a

| s % |-
t— — s | =2
| | an
Done
x|
rz‘“u"(n———: e
| an /) i
. | el = g
puisque | — —a, est négatif en vertu de (2). On voit que l'on
|

a Ry, <1, sauf pour z = o.

Le premier théoréme de M. Poincaré est done démontré; son
auteur I’énonce sous la forme suivante : @ étant un nombre quel-
congque, le produit

etz F(z)
tend vers zéro lorsque 5 augmente indéfiniment avec un ar-
gument déterminé, cet argument étant tel que e~ tende vers

zéro. Si l'on pose

a = pei?, 5 = retd,
on a
@z = pr[cos(e-+0)- sin(e -+ 0)]
ot

I eas | = epr vos(g-+-0) — e—ar,

en posant
2= —ncos(p—+0).

(') En effet, P, est de la forme e™ @ (s), m(z) ¢tant un polynome et & un
nombre positif; on a manifestement B
[P, | < et P(r),
P(r) ¢tant un certain polynome en r; done | P | tend vers zéro lorsque 7 aug-
mente indéfiniment.

AR

e e L e A 2
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L’hypotheése faite sur e entraine que « est positif; nous
sommes ainsi ramené au théoréme que nous avons démontré.
Considérons maintenant une fonction de genre p,
h

H ) ”i-;- s
T gln gha P

n=1

F(5)=eQ)

le polynome Q (=) est au plus de degré p et la série

h>

est convergente. Nous allons prouver que, r désignant le module
de 5 et o étant un nombre positif arbitraire, le produit

1
B
a ;l J

e—orttt F(z)

tend vers zéro en méme temps que ]1

Dans ce but nous allons d’abord faire voir que, le nombre p
étant donné, on peut déterminer un nombre £ tel que l'on ait,
quel que soit u,

wo

(r— u) el

up

P | < ehtigprr,

Remarquons d’abord que le produit

u u "
e IRy g T

tend vers zéro lorsque | u| augmente indéfiniment; il existe donc
un nombre R tel que ce produit soit inférieur 4 'unité lorsque |u |
dépasse R.

Considérons maintenant les valeurs de u telles que | soit
compris entre & et Rj soit M le maximum du module du produit

o
(idi— 1) e
lorsque. « prend toutes ces valeurs; déterminons le nombre A/ par
la condition
FANPL
i
M<e (~) 5

on aura évidemment, pour toutes les valeurs de « considérées
s,

L
0| < ek,
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Enfin, supposons le module de  inférieur & 5; on a

pP+1 o

i 1
Uep Bty Pl LD+
Iog[(l—u)el I’]— !

La valeur absolue de ce logarithme est donc inférieure &

w|e+t = 3
et (l+]la|+!zﬁ]+l113l+...)<———m]’” *J*<——‘—?‘lulp+l~
P ) ¢ p-t 1—|u| p1

et, puisque p est au moins égale & un, inférieure a|w[r!, on

a donc encore, pour ces valeurs de u,

wr l

< elnirer,

11 suffit done, pour’que I'inégalité

up \
il

7| < ehlurt

|(1—u)a{}4—

soit vérifiée pour toute valeur de «, de prendre & égal au plus
grand des deux nombres &' et un (').

Ce point étant établi, reprenons la fonction ¥(z), et détermi-
nons les nombres positifs «, de maniére que

o=y e st e oy

et que de plus, pour les valeurs de n supérieures & un nombre
fixe m, 'on ait
% I

Sp=sifili=mr il
aptt

J: étant le nombre que nous venons de définir. Cela est possible,

2

est convergenle. Le nombre m étant fixé, nous décomposerons
— o] 1 ¥
e~#"™ T(z) en deux facteurs; nous poserons

puisque la série
L)
aht |

n=m : ]
Py= GQ(:)l ot P+ ( b = e;"+...+.—p
N/ gy P

n='1

1 A rail is¢ e o B ot~ are 3 e .
(1) On vérifierait aisément que l'on a &> 1, mais ce point est ici sans impor-
tance.
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el
n=uw

E £ id

Rm == o=l A — i) (6T pal -
I I an %

n—=m+1

11 résulte de la maniére dont «, a été choisi que tous les facteurs
de R, ont un module inférieur & l'unité et, d'aatre part, il est
visible que le produit P,, tend vers zéro lorsque » augmente indé-
finiment, car il est de la forme

w(z) eTH—ert

w(z) et w, (z) étant des polynomes, ce dernier de degré au plus
égal & p, et c une constante positive.
Done le produit Py, Ry, ¢'est-d-dire e F(z) tend vers zéro.
€. Q- F- D

Tel est le premier des importants résultats dus a M. Poincaré;
il nous sera commode de 'énoncer sous la forme suivante : nous
désignerons par M(r) le maximum du module de la fonction en-
tiere F(z) lorsque le module de = est égal (') a 7. Lorsque la
Jonction ¥(z) est de genre p, lon a

M(7) < ewPt

quel que soit le nombre positif o, pourvu que r solt asses
grand. Nous exprimerons aussi ce fait en disant que la fonction
positive croissante M(r) est inférieure & e ou que Uordre
de grandeur de M(r) est inféricur i celui de e,

Que peut-on conclure de ces vésultats pour le développement

en série de F(z); nous poserons

F(z) = Ao+ A3+ Ayz2 oy B

o
et nous considérerons 'intégrale, prise suivant un chemin réel,
-
J(a)=(p+1 e B(ra)rkdr
) e ( )
~'9
/. étant un nombre positif arbitraive. Il est manifeste que cetle in-
tégrale a un sens, quel que soit z, car, quel que soit «, on a, &
partir d’une certaine valeur de r,
| B(ra)| < exlgipesinips,

et lorsque | 5| est donné, on peut prendre o de maniére que |z [P
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S0il inférieur i un; Pintégrale a dés lors, A partir d'une certaine
valeur de 7, ses éléments inférieurs en module & ceux de I’inté-
grale convergente :

-
[ e e >0k

Sy

dépourvue de singularités a distance finie, c’est-a-dire une fonc-
tion enticre. Or on oblient, en remplacant F(7z) par son dévelop-
pement en série,

Lintégrale J(z) représente donc une fonction analytique de z

J(5) = Bo+ By3 +. ..o~ B sh—+, ..

avece

@
Brn=Au (p1)e—mH pmthdp = A, I‘(

1n—«-/L+x>
Gz R £
Jy \ " o

comme on sen assure en faisant 72t — ;. On a posé, suivant
P'usage,
-
(1) Ti(z)i= / e—tx=Ll gy,
0

Mais J(z) étant une fonction enticre, B, tend vers zéro lorsque m
augmente indéfiniment. On obtient ainsi la seconde proposition
de M. Poincaré : la fonction F(z) étant de genre p, le produit

. AT (’ m - /ljl)
. P+
tend wvers zéro lorsque m augmente indéfiniment. Oun peut
méme, comme 'a fait observer M. Hadamard, affirmer que la ra-
cine mi™ de ce produit tend vers zéro.

On peut donner des formes un peu différentes au théoréme de
M. Poincaré; pour ne rien emprunter & la théorie de la fonction
I'(#), nous remarquerons simplement que, d'aprés (1), cette
fonction eroit avec x et (ue, m étant entier, on a

T(m+1)=m!
Cela étant, considérons le produit (ma)!, m et @ étant deux en-
tiers, on a visiblement
(ma)l =1, 2,3, ..., ala+i).. (ma—1)ma<a(sa) (3a)e.. (ma)«,

puisque 'on a ainsi remplacé chacun des premiers facteurs par
le plus grand d’entre cux, a; chacun des  suivants par le plus
grand d’entre cux, a¢, elc.
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¢ donc ;
i (ma)! < ama(m!)e,
ou bien :
[ ma)l]'7< amn!l .
C m! =T(m--1);
on a donc, a fortiort, si z est un nombre supérieur a m,
2
1
[(ma)!]¢< am T (z +1)-
i que, ma le multiple de @
Soient mainlenant p. un entier quelconque, = I el
i a; na — << @, et Pon obtient,
immédiatement supérieur & p; on a ma — k<", €

w étant plus grand que m,
1 4. | ; oo
(phyE< [(ma)1]e < am Uz +1) L abl (@ ~+1).

D'ailleurs z estun nombre quelconque supérieur am; donc a.x
ite, 4 5 clest-a-di st
est supérieur a am et, par suile, & . —-a; cest-d dire que z e

e )
supemeur 128 —a*'

Cela posé, remarquons que la fonction F(z) éant un((al fonction

i é z); s rons done rem-
de genre p, il en est de méme de F(@z); nous pemol =
placer Ay, par a*A, et affirmer que, quel que soil «, le produl

= Je =

av Ayl (—FH )

it indéfini : s prendrons
tend vers zéro lorsque p. croit indéfiniment; nous prendro
a=p-+1eth=ap-+1; des lors

e

Pt

(y. +h r—‘4l>
AN
P

Done le produit

et 'on a

Ay (p! )?""T

¥ 5 3 1. 5 oa
tend vers zéro lorsque p. augmente indéfiniment (); telle est

i i ‘acine pitme roduit tend vers zéro.
(1) On aurait pu voir que la racine pit= de ce produ
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la forme que I'on peut donner au second théoréme fondamental
de M. Poincaré; on peut dire aussi que l'on a, & partir d’une cer-
taine valeur de 1,

| Ap <

En particulier, pour une fonction de genre p = 0, on a, & partir
d’une certaine valeur de m,

HAm] < m!

Nous verrons, dans le Chapitre suivant, quels importants com-
pléments a apportés M. Hadamard aux propositions de M. Poin-
caré, en en démontrant les réciproques; nous allons terminer ce
Chapitre en montrant comment Iintroduction de la notion de
lordre, 4 la place de celle du genre, permet d'obtenir des inéga-
lités plus précises que celles de M. Paincaré.

Le module mazimum des fonctions d’ordre &

Considérons un produit de facteurs primaires de genre P> o,
sans facteur exponentiel; c’est ce que nous appellerons un pro-
duit canonique de facteurs primaires,

n=e

=TI (-

n=1

Nous savons que, 7, désignant le module de @y, la série

1
7P
n

est convergente; nous supposerons, de plus, que I’on sache que la
série

5 I
® 25
’II

est convergente, = élant un nombre inférieur & p 4-1. Nous

allons montrer que, ¢ étant un nombre positif arbitraive donné i
Pavance, I'inégalité

eEr”

| F(z)]

9 s
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fié X : - dé, ] nbre
est vérifiée pour toutes les valeurs de r dépassant un nombre

: . e g
fize. On voit que si 'on faite=p -1, ¢ est-a-dire si I'on sup

pose seulement la convergence de la série

1
2

W
notre proposition se réduit i celle de M. Poincarc; il est inutile de
la démontrer de nouveau dans ce cas; nous supposerons donc
essentiellement p -+ 1-—c posilif et non nul. Nous supposerons
aussi ¢ — p positif.

La série (1) & termes positifs décroissanls élant convergente,

nous pouvons, le nombre prmnf 7 étant donné i 'avance, trouver
alité

un nombre m tel que I'iné
n>m
entraine :
'n > (LE.
D’autre part, nous savons qu'il existe un nombre % tel que l'on
ait, quel que soit w,

<l

Cela posé, désignons par 7 le module de = et déterminons le

nombre n par la condition
1

r=mnnd.
Le nombre = étant donné d’avance, nous avons pris 7 assez grand
pour que 'on ait 72 > m. it
Nous allons, pour évaluer le module de F(z), cgusxderer
d’abord le produit des 7 premiers facteurs primaires, puis le pro-
duit des facteurs restants.
Considérons d’abord le produit
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1l en résulte

c’est-a-dire
"
TN e
i

[Pal e -

N, & < e SRS %
Nous allons chercher une limite supérieure de la somme

S

1

Nous savons que, pour 7z > m, 'on a
i
Py >>nns.

Il en résulte

n

e

52
2 po

e désignant par ¢ une conslante positive indépendante de n.
(,:elltc constante dépend d’ailleurs de 7, de méme que m. On a
d’ailleurs, 7

Donc

et enfin

TG 1
E(nrﬂ'-@ *)4--(1-_.4
I Prlicie ne G—1/)" 3
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Donnons-nous maintenant d’avance un nombre = ; nous choisi-
rons le nombre 7 de manitre que 'on ait

i 2
< &)

A UL lE T S L o Lar
2(0—2) 3(s—3) 7 plo—p)

le nombre n étant ainsi choisi, les constantes ¢ seront déter-
minées ; nous prendrons 7 assez grand (1) pour que I'on ait

T
207 -+ ;cgl‘ﬁ—‘f ook G THLZ €18,

et I'on aura dés lors

IPIL | < et
1l nous reste & trouver une limite supérieure du module du
produit

a7

x

R,,:H([—-

n4-1

l
b,

Or nous avons vu que le module de chaque facteur de ce pro-

duit est inférieur a

On a done

prvet ¥ e
|Rp| < e et

Pour évaluer la somme

w

2 ;
TR
A

-1

nous remarquerons que n étant supériear a 72, on a loujours ici
qQ | ) J

Ty
11 en résulte
®
1o e dn il o
T — GE s nl P
RS gt © n °

(1) De plus, on prend r > r,, le nombre m étant déterminé dapres le choix

de .
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1
ou, en remplagant n° par L5
4]

kppty 1 O
lnﬂ-|< e arEL p |

c’est-a-dire
ka
S s
_]R”}_/\epm G e

31;:\15 la constante £ ne dépend ni de » ni de 7; nous pouvons
one supposer que 7 a éLé choisi de telle sorte que I'on ait
ks 1

=

p-~i—g s >

E,

et il en résulte
| R}

On a donc
[F(2)] = | Py Ry | << 020,

¢e que nous voulions obtenir (1),

Soi i a s ’expos 1
o1t maintenant o 'exposant de convergence de la suite

ryy Ty, ceey Py .y

e s d’ 1 i
et supposons d’abord que p ne soit pas entier. Nous distinguerons
deux cas :

1" La série

est divergente; nous prendrons : itrai
! vergenle; nous pmndxon: g =7p -~ &, € étant arbitrairement
peuit et nous aurons 'inégalité (2)

(1) |F(5)|<c“F+E,

N AL A :
(') Nous avons supposé s =1;si 'on a =

<1, déterminons g ier
T ; ons un nombre entier

e 1 P.f posons z = y*; on a =P (y); ®(y) sexprime par un
pI 1t canonique de facteurs primaires (voir 28). 8i l'on désigne par R, les
T P pé
10dules des zéros de o (5 8 E»'* vergente, on a donc
lules des zé 1 ) la série st convergente
R 3 !

aG
n

[ P(2) ] < e,
R étant le module de »; mais Re= r; done
P(z) ] < eer®
| F(2) | < eer”. €. Q. F. D.

(%) 1l est inutile d’écrir z) | < geirtte
crive | F(z) | <2 e7*™F puisque ¢ est arbitrairement petit.
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qui sera vérifiée, quel que soit ¢ donné & 'avance a partir d’une
certaine valeur de 7.

2 La série

25

est convergenle; nous pourrons alors prendres =p et alfirmer

que ’on a, pour r assez grand,
(2) [ E(s)| < e,

quel que soit le nombre = donné d’avance.

Supposons maintenant que p soit entier; si I'on est dans le pre-
mier cas, nous prendrons encore ¢ = p +-¢; et I'on aura encore
inégalité (1); si lon est dans le second cas, nous aurons l'iné-
galité (2), en vertu du théoréme de M. Poincaré.

Pour résumer les résultats obtenus, nous conviendrons de dire
que, dans le premier cas, p est Vordre par défaut et, dansle
second, que p est 'ordre par exces (). On a alors I’énoncé sui-
vant :

La fonction F(z) étant d’ordre o, on a toujours, pour r

asses grand,
-1 : ) o
|F(a)| < e

si, de plus, on sail que g est Uordre par excés, on a ausst

| F(s)| <

quel que soit = donné davance, pourvi que r soil asses
i 2
grand (*).

(') On montrera aisément que dans ce cas on peut trouver une série de

nombres positifs ¢, tendant vers zéro tels que la séric 2 l_ s0il convergente.
7'" W

(%) Pai donné la premicre partie de ce théoréme, avec des indications sur la
démonstration, dans mon Mémoire sur les zéros des fonctions entiéres. Une
démonstration compléte en a été donnée par M. von Schaper dans le Mémoire
que nous avons déja cité. Cette premiére partic pourrait se ramencr au théoréme
de M. Poincaré par le procédé indiqué dans la note de la page précédente; il
suffirait de prendre a successivement ¢égal aux dénominateurs des réduites du
développement de g en fraction continue.

La deuxi¢me partie est nouvelle.
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70 1 nazxinium ! i
Le module mazimum et la fonction majorante.

Nous venons de dé i i
I démontr valité 3 1sfai
o 2 : ‘out,ler :Jes inégalités auxquelles satisfait le
e maximum (*) M(7) d’une fonction d’ordre ¢: cherchons
que‘]les conséquences en résultent pour les coefficients.
Nous savons que si 'on pose

F(

= Ag+Ags . A am

on a, le contour G entourant Porigine,

d’ot, en prenant pour G un cercle de rayon »
) g 2

_M(r)

‘Am |

==
Supposons : i Jles
Pp s que Pon ait M(7) <7 ¢™"; on en conclut

(1) =
A< =
I m| < P
3 e :
‘Nous allons déterminer » de maniére que le second membre
soit aussi pelit que possible: insi 1’1
e : inégali
P jue | ; Dous aurons ainsi I'inégalité la plus

précis 1 is i
I e que 'on puisse obtenir au moyen de (1). Or, en annu-

B
lant la dérivée de & PriE i i
dérivée de 7m DAr rapport a 7, on obtient

m
gro-1— _ —g

r 3

y S n
cest-d-dire ro— ! isé
s et Pon constate aisément que cette valeur

de » fournit effecti ini
ellectivement un minimum de Uex

pression considéré
T ive i ;
Nous obtenons ainsi : i

m

[ [ p e 1

Ap | < — ne 2 ou bhien —_— == (—) = 7'1
7 = Kmo,
V|An ] bl

o

(") Nous entendons toujours par la modul

¢ maximum pour | 5
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Nous nous contenterons de ce résultat; on le préciserait un peu
par Uemploi des formules d’approximation de la théorie de la
fonction I'; mais nous n’en avons pas hesoin.

Nous préférons nous étendre sur un point fort important :
quelle est la précision que Pon peut espérer de la méthode par
laquelle nous avons obtenu une limite supérieure de | A, [; en
d’autres termes, est-ce que | A,, | est notoblement inférieur a cette
limite supérieure?

Une remarque préliminaire est indispensable pour bien poser
la question : il est aisé de s’assurer qu’une fonction entiére peut
croitre aussi vite que I'on veut et avoir cependant une infinité de
coefficients nuls : par exemple, tous les coefficients de rang impair.
Il ne peut done s'agir pour nous de lrouver une limite infeé-
rieure de | A, | et de montrer quelle differe pea de la limite
supérieure adoptée (1). Mais on pent se placer & un point de vue
différent; nous avons des inégalités de la forme

(q‘) [A//l i ‘< ];llly
les B, étant des nombres positifs ; posons
H(7) =B+ Byr+Bar?+...+ B ...

Si nous prouvons que la croissance de la fonction H(#) différe
peu de la croissance de la fonction M (r), nous pourrons dire que
les inégalités (2), considérées dans leur ensemble, sont suffi-
samment précises. Nous reviendrons d’ailleurs sur ces remarques
a la fin de ce iﬁaragraphe; nous pourrous alors leur donner plus
de netteté.

Considérons une fonetion entiére arbitraire

T(z) — N s = A ey

et désignons par A(r) le maximum des valeurs positives de la
3 o a Sy
partie réelle de F(z). Nous avons, st P'on pose A= oy~ (%,

(3) rm Ay | S4A(S) — 2%

(') Ce serait un inléressant sujet de recherches que la détermination des coef-
ficients A, qu’il faut nécessairement supposer différents de zéro lorsqu'on donne
la fonction M(r); on prouverait aisément, par exemple, que si tous les A, sont
nuls, excepté cenx dont le rang est ™, la fonction M (#) ne peut éire prise ar-

bitrairement.



64 CHAPITRE III.
Les inégalités (3) sont analogues aux inégalités (1); nous allons

considérer, d'une maniére générale, les inégalités (1)

S(r)

po

(4) [An | <

S(r) étant une fonction positive croissante, et en déduire une
limite supérieure du module de F(z). Nous appellerons fonction
majorante relative ¢ F(s) la fonction positive croissante sui-
vante :

M(r) = | Ag| = | Ag | rr.oi [ Apy | psen .

Nous allons déduire des inégalilés (4) une inégalilé importante
a laquelle satisfait la fonction m(;) Désignons par 4 un nombre
positif quelconque ; nous avons, en utilisant les inégalités (4),

M (r—h)<S(r) :vM(r—/z) : b(I')('z'-—/t)?—.k...

] 72
S(r), 5
e (r—=h)m=.t5,
e s i e (1‘—/1-)24_ Sy
¢ esl-a-¢ ire, en lblﬂﬂlqlldl][ (1”0 3=t r~ -+ T T o ae Z’
" S
(5) M(r—hn) d IEI ..

On obtiendrait de la méme maniére Pinégalité
& rS(r)
Welr—hy it
(@ sy

el des incégalités analogues pour les dérivées successives. Malgré

leur grande importance, nous nous contentons de les signaler en

passant, n’en ayant pas besoin ici. Revenons a Uinégalité (5).
Supposons, par exemple, que 'on ait

(6)

et prenons /= 1; nous obtiendrons

M(r—1) < rer?

(') L'inégalité (3) n’est vérifice que si m est différent de z€ro; nous pouvons
supposer les inégalités (4) vérifibes pour toute valeur de r; tout en supposant
que S(r) coincide avec 4A (r) 2a, & partic d'unc certaine valeur de 7.
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c'est-a-dire
BU(r) < (1 1) e2r1? < ot

en désignant par ¢ un nombre arbitraire supérieur i =. Donc si
S(r)vérifie I'inégalité (6), quel que soit ¢ donné d’avance (pourvu
que r soil assez grand), il en sera de méme de R (r). : :
Ainsi, dans ce cas particulier, I'inégalité (5) fournit immédia-
tement pour 3 (7) la méme limitation supérieure que pour S (7).
Nous allons arriver & un résultat un peu moins précis, mais néan-
moins de grande imporlance, sans rien supposer sur S(r). Rap-

Z o : S(r)
pelons que S(r) est une fonction positive croissante et que —

augmente indéfiniment avee r, quel que soit le nombre 7 donné &
I’avance.

Cela posé, supposons quel’on ait, lorsque 7 est compris entre 7,
et g+ f, inégalité
(7) M(r) > [S(r)]+,
o étant un nombre positif. L'inégalité (5) peut s’écrire, en rem-

s b par
placant 7 par »y - %, puis A par =

e
(r0+ -g—i) S(l'.,—'
&
2

M(ry)< —

d’ot, en tenant compte de (7),

/i h
{I‘\)—i— -;) S(roéA ;L)

Elalteas———
2
¢est-a-dire
Q
h 2 2 %
(8) S(r,,»l- 2): *7[5(7'0)]”‘-
roi=

On aurait de méme, d’aprés (5),
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el, en tenant compte de (7) puis de (8§),

h

7 b/ o
Bt

é (/L>H—7.
G\ 2

i . / IR il
</u+ o 7[) (urr ;)

On obtiendra de méme
h Vi3 o\
Slfipae
<’n+ N Sl 3)

R [ h\1+%/
(5

/,)lH»a;i

2

Sk h BN, h
<lu. ;—I—?I—:—g)(lnf;

\
En remarquant que 'on a

h Il

Ty — =+
S

on obtient

= el

g /A Lo (Lot o (14 @)
=
)

On aura, en général,

S(/’o+1'3—;—ﬁ+_..~;_ _/L)
9, A

4 B

o= 4

ro-k =
4 9

I
= e — <R,

on

= b \VE{ ) (gt ,
TENToE /‘) Syl e G0

Or on a
Lt (= a )t o= (14 a)®
A —1) (@)

= (1 +1)/l—l[‘+

2
| & ol

LG SR (i A

« o
(L a)r—t

2
n

2
A e

ren U] el

L")(H—” ( 73 ‘)(1—»— it [S(I‘U)]/.I*F a)t

0 5 :
b2 4 o) (1 0 [S(ro )y'l A

>

J

o
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(21
9, ) n (1-=2)?
RS R )
1+a  (1+a) (14 @)t @2
puisque
(gt e X n
gl T 2 (o)t
1
Donc
1 Loy e
S<,+]L B h )“(l ZiS( ¢
T e R - - G .
W 2")> Tome i) No )
Posons

s imal-?
s \E (N B g
(I'D+/L> (i) ik,

on aura, la fonction S(r) étant croissante
2 o

12

L @ /i
S(ry+h)> b<1'0+ 71 e E) > Pl

Si P est plus grand que un, S(ro—+h) dépasse toute c[uantil.é
assignable, ce quiestabsurde. On a donc nécessairement

Py,

Ainsi Vhypothése que Uinégalité

(7) 2(r) > [S(r)]re
est vérifice en méme temps que les inégalités
(8) mir<rt+h
entraine
1 s
h %N

2Bt (T o SN

(9) (1'o—|—h> (2) S(ra)<t

On peut tirer de cette inégalité d’intéressantes conséquences
rvelativement 4 Pétendue des intervalles dans lesquels peut élve
vérifice inégalité (7); en modifiant un peu la démonstration, on
prouve méme aisément que, si 7' est un nombre supérieur & 7y el
si, dans lintervalle ry—r, Uinégalité (7) est vérifiée dans des
intervalles dont I'étendue dépasse /2, on a

1 164

(A () s
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Mais nous nous contenterons de démontrer le résultat suivant :
Quelque petit que soit le nombre o donné d’avance, Uinéga-
lité (7) ne peut étre vérifice pour toutes les valeurs de r qui
dépassent un nombre fize; car, s'il en était ainsi, on pourrait
choisir 77 ¢t o de maniére que 'inégalité (9) ne soit pas vérifide.
En d’autres termes, on @ pour une infinité de valeurs de r dé-
passant toute limile

M) < [S{)]+e.

Or nous pouvons prendre S(r)= fA(r)— 2a,; comme le

nombre = est arbitraire, nous pouvons écrire simplement

(10) ) < [ el

Cette inégalité est vériliée pour une infinité de valeurs de r
dépassant toute limite (*). On a d’ailleurs manifestement, quel
que soil 7,

(11) A(r)EM(r) <8 r).

Les inégalités (10) et (11) constituent la relation que nous vou-
lions établir entre les fonctions A (r) et ﬂfl(;) 11 est clair que
I'on a aussi, en désignant par B(7) le maximum des valeurs posi-
tives de la partie réelle de — F(z),

B(r)zM(r)=Mi(r)<|B(r)|'*+e,
et 'on en conclut,  étant toujours un nombre positif arbitraire,
que les inégalités
(12) [AG] =2 B(r) < [A()]' e

sont vérifices dans les mémes conditions que I'inégalité (10).
Nous conviendrons de dive que ces inégalités (12) expriment que
les fonctions A(r) et B(r) sont du méme ordre de grandeur.
Nous omettrons les commentaires qu’appellerait cette définition
dans le cas général (*); conlentons-nous d’observer que sil'ona

A(r) < e,

(') On pourrait préciser davantage en utilisant Pinégalité (9) comme nous
Pavons indigué.

(*) Voir le Miémoire déja cité : Swr les zeros des fonctions entiéres (Acta
mathematica, t. XX, p. 368 et suiv.).
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on peut en conclure (p. 64)

M(r)<Lesr

< différant aussi peu que 'on veut de ¢ et, par suite, pouvant étre
pris arbitrairement petit dans le cas ot il en est ainsi pour &. Ainsi
Ja limitation trouvée pour 3(7) est ici la méme que celle qu'on
§'était donnée pour A(r) ou lout au moins (dans le cas ol & est
fixe) s’en rapproche autanl que 'on veut. Or () est certaine-
ment supériear & A(7); on ne pouvait done trouver pour .ﬁ‘(/)
une limitation inférieure 4 celle qui est donnéepour A (r); done,on
peut dire que la limitation trouvée pour M (r), si elle nlest pas la
meilleure possible, est du moins trés prés de Iétre. Or, on I'a
obtenue en remplagant les | Ay par les limites supérieares que
fournissent les inégalités (3) ou (4) (pages 63 et 64); donc ces
limites supérieures sont elles-mémes tres pres d’étre les meilleures
possibles.

Une remarque est cependant nécessaire; considérons, pour
fixer les idées, 'inégalité
- M(7),

[Am | < ;

o

le second membre renferme le nombre positif arbitraire 75 on
aura la limitation la meilleare que puisse fournir celle inégalité

< M(r) 4 8
en recherchant le minimum de —* tomme nous l'avons fait

plus haut dans un cas particulier.

Mais, en fait, ce n'est pas ainsi que nous ayons procédé pour
avoir une limile supérieure de I (r — h); nous avons donné & r
une valeur fixe, indépendante de m (mais non de 7 —h); com-
ment avons-nous pu ainsi arriverd un résullat quine soit pas ahso-

5 . 5 M(7) .
lument grossier, alors que, si 7 est fixe, les expressions — 7= dé-
croissent comme une simple progression géométrique, ¢’est-d-dire
bien moins rapidement que les coefficients d’une fonction enticre?
Voici Pexplication de ce paradoxe apparent : lorsqu’on donne & z
dans T (5) une valeur de module assez grand r, les termes vont
d’'abord en croissant, pour décroitre ensuite Lrés rapidement; le
rang m des termes les plus grands croil, d’ailleurs, évidemment
avee 7; si lon cherche une limite supérieure du module de F(z),
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on pourra avoir un résultat assez approché si I'on remplace les
coefficients A, de ces termes les plus grands par des valeurs
assez approchées, méme si 'on commet de trés grandes erreurs
sur les coefficients A,, de rang trés élevé, a condition que ces
erreurs n'empéchent pas ces termes de rang trés élevé de rester
petits. Clest ce que nous avons fait en réalité; on voit que le fait
que la valeur trouvée pour I (1) est assez approchée, pour une
valeur donnée de r, prouve simplement que les valeurs de cer-
tains coefficients A, sont assez approchées ; mais comme le rang m
de ces coefficients dépend de r, il est légitime de dire que les
valeurs limites des | A,, | sont assez approchées dans leur ensemble
si, pour toute valeur der, on aune limite supérieure assez appro-
chée de 3H ().
On remarquera que, lorsque I'on prend approximativement
M(r)

o

[Am|=
cela revient a prendre
M(r)=|A; ] ru=l AL ErT,

c’est-d-dire a supposer que le module maximum de la fonction
E(s) est égal au module d’un de ses termes. On peut induire de
ce qui préctde que, si ce terme est convenablement choisi,
Perreur relative ainsi commise est trés faible; c’est ce qu’il est
trés aisé de vérifier sur des exemples simples; nous ne nous attar-
derons pas i prouver que, d’une maniére tout A fait générale,
on commet une erreur relative trés faible en prenant pour

M(r) le plus grand des modules des termes successifs Ay, z"
de F(z).

CHAPITRE 1V.

LES RESULTATS DE M. HADAMARD.

Le premier théoréme de M. Hadamard.

Dans un Mémoire fondamental, couronné en 182 par I’Aca-
démic des Sciences et publié en 1893 dans le Journal de Mathé-
matigues, M. Hadamard a fait faive & la théorie des progrés
essentiels et ouvert en méme temps la voie a des recherches nou-
velles. Une étude complite de ce Mémoire excéderait les limites
de ces Legons; nous nous bornerons aux fonclions de genre fini,
pour lesquelles les démonstrations se simplifient beaucoup (').
Peut-étre aurons-nous l'occasion, dans de nouvelles Lecons, d’étu-
dier d’autres parties du Mémoire de M. Hadamard.

Le premier des théorémes de M. Hadamard peut étre considéré
comme la réciproque d’une proposition démontrée dans le Cha-
pitre précédent. Nous avons trouvé une limite supéricure de la
croissance d'un produit de facteurs primaires, connaissant son
ordre réel, ou, ce qui revient au méme, I'exposant de convergence
dela suite des modules de ses zéros. Nous allons apprendre main-
tenant, étant donnée une limite supérieure de la croissance d’une
fonction enti¢re, & déterminer une limite inférieure de I'exposant
de convergence de la suite de ces zéros.

Pour arriver & ce résultat, nous ne suivrons pas la voie par
laquelle M. Hadamard I’a obtenu ; une méthode plus simple, due
a M. Schou, permet d’établir un résultat équivalent & celui de
M. Hadamard, lorsqu’on se borne aux fonctions de genre

(') Dans le Mémoire déja cité, M. von Schaper donne aux fonctions de genre
fini le nom de Hadamard’schen Functionen. Il nous parait que ¢’est restreindre
la portée des travaux de M. Hadamard, dont les résultats principaux s'appliquent
ou s’élendent sans peine aux fonctions de genre infini.
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Jini ('). La méthode de M. Hadamard se rattache & ses belles
recherches sur la détermination des points singuliers d’une
Jonction définie par une série de Taylor, et son exposilion
trouverait plutot sa place dans des Lecons consacrées & cette im-
portante question.

Le probléme qu’il s'agit actuellement de résoudre est le sui-
vant :

On donne une fonction entiére et lon sait que son module
mazimum M(r) (pour | 3| =r) est inférieur & une fonction
connue; on demande d’en conclure une limite supérieure du
nombre des zéros dont le modile est inférieur & un nombre
quelcongue r.

Voici la solution de M. Schou (2); comme nous l'avons dit, la
limite qu’elle fournit est équivalente a celle qu’a obtenue M. Ha-
damard dans le cas des fonctions de genre fini; elle est moins
bonne dans le cas oii le genre devient infini.

Désignons par F(z) une fonction entiére et par M(7) le maxi-
mum de son module pour | 5| = r; nous supposons que la fenction
M(r) vérifie, pour toute valeur de r, I'inégalité

(1) M(r)< evin,

V() étant une fonction donnée.

Pour plus de précision, nous supposerons que la fonction
F(s) ne s’annule pas pour z=o0; on peut alors admetire qu’on a
multiplié F(zs) par un facteur convenable, de manidre & avoir la

relation
F(o)=1.

Désignons par ay, a,, ..., a,, ... les zéros de F(z) rangés par
ordre de modules croissants (ou du moins non décroissants);

chaque zéro figure dans celte suite un nombre de fois égal & son
ordre de multiplicité. Posons

P(z) = (a1—z)(aa— 3).. (an—3);

(') Au contraire, pour les fonctions de genre infini, la méthode de M. Hada-
mard permet d’aller bien plus loin que celle de M. Schou.
(*) Comptes rendus, t. GXXYV, p. 763.
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ent 22 o e foncli idre; élant un
le quotient IJ('A; est une fonction entitre; on a done, G ;

; el
contour simple entourant l'erigine,

B0 5 B
() }T(bj_c?lﬂa...a,t

{
Sonl A N " T
Nous prendrons pour G un cercle derayon régal & sy, 7, érant

3
o nin fres
le module de a, et s un nombre plll.ﬁ‘ alﬂn([ que (‘lt’l(.l, on a E]"»;ﬁ

lors, sur ce cercle,
|P(3)] = (F =) —re) o —=T0) > (= ra)? =(s—1)rrk

On en conclut, en se servant de (1),

2im Jo 2P(2) | TaGs -0

‘ 1 [ F(2)ds ‘ e

D’autre part, les modules des @ ne décroissant pas,

I
@y lliye s s

L'inégalité (2) devient alors

1 AR
S
Iy T orlits —=1)n
d’on
(3) nlog(s—1) < V(r).

4 IS S i B
Or, nous avons posé 7 =sr,, ¢ est-i dire

imite supérieur re 1 des
inégalité (3) donne donc une limite supérieare da nombr
5
racines inféricures 4 =; s y désigne un nombre quelconque supé-
Fid

rieur & deuax. :
Nous allons appliquer la formule (3) au cas ol I'on a

Vir)=4Ar%,
A et 2 étant des constantes; nous obtenons

(5) n.< Bry;
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en posant

o A s
~log(s—1)

B

Linégalité (5) s’écrit aussi
=
(6) > Cn2,
C étant, ainsi que B, une constante.

Nous dirons que la fonction F(z)est d’ordre apparent o' si,
quelque pelit que soit ¢, on a, & partir d’une certaine valeur
de r,

M{r) < erf'®

On peut, par suite, choisir la constante A de maniére que 'on
ait pour toute valeur de »

M(r) <

on a, dés lors, pour toute valeur de n, linégalité (6), avee
a=p'+-¢e; clest dire que l'exposant de convergence o de la

suite des ry est au plus égal i o'; car la série

est visiblement convergente, en vertu de (6), et le nombre = est
arhitraire.

Tel est le premier théoréme de M. Hadamard, lorsqu’on le
borne aux fonctions de genre fini et qu'on utilise les définitions
que nous avons introduiles : Llordre réel o d’une fonction en-
tere est au plus égal @ son ordre apparent pl.

Ce point établi, soit F(s) une fonction entiére d’ordre appa-
rent g nous désignons par @, @a, ..., dy, ... ses zéros; nous
pouvons former un produit canonique de facteurs primaires

ayant les mémes zéros que I'(z); bien entendu, nous prenons le
nombre p aussi petit que possible; p est dés lors nécessairement
inférieur & p ct, par suite, & g/, saul peut-étre dans le cas ot p/
est entier; on peut alors avoir ]
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Dans tous les cas, ’ordre apparent de G(z) est égala p, comme
nous avons vu dans le Chapitre précédent (*). Or nous avons

F(z) = el G(z);

nous nous proposons de prouver que ’ordre apparent de ™ est
aw plus égala o', cest-a-dire que H(z) est un polynome de tle:g'ré
au plus égal & g'. Pour cela, nous ferons voir quen mu/tz.'pl.mm
un produit canonique tel que G(z), dont Uordre p est infé-
rieur ou égal & o', par un facteur ' d’ordre apparent su-
périeur & o', on obiient une fonction entiere d’ordre apparent
supéricur & g'. Ce sera une conséquence immédiate du deumém.e
théoréme de M. Hadamard, auquel est consacré le paragraphe sui-
vant. Si nous admettons provisoirement ce résultat, nous voyons
que Pordre apparent de F(z) étant e/, celui de "¢ ne peut dé-
passer p'. Sile nombre ' n'est pas entier, le degré ¢ de TI(z) est
nécessairement inférieur & ¢/, Or lordre apparent du produit
"9 G (z) ne peut dépasser le plus grand des denx nombres ¢ et o,
ordres apparents des deux facteurs. Donc, dans ce cas, on a né-
cessairement

ol =g,
b

e

Ainsi, lorsque Uordre apparent o nlest pas entier, Uordre
réel p lui est égal; le degré ¢ du polynome H(z) qui figure dans
le facteur exponentiel est, d'ailleurs, inférieur a l'ordre.

Dans le cas ot le nombre ¢’ est entier, g peut étre égal a ol et o
inférieur & g'; nous nous bornerons a affirmer que : le genre de
la fonction est au plus égal & '; nous reviendrons sur ce cas
dans le Chapitre V, consacré au théoréme de M. Picard.

Le deuzxieme théoréme de M. Hadamard.

Nous allons maintenant démontrer le théoréme sur lequel nous
venons de nous appuyer : [in multipliant un produil canonique
. . 3 ¥ ol 2ordr 0 St~
primaire, d’ordre p, par un facteur ¢ & d’ordre apparent st

il était

(1) Nous avons démontré seulement qu'il est aw plus égul.é P mais :
égal 4 un nombre p' < p, nous nous trouverions en contradiction avec le l.hc?—
réme de M. Hadamard; nous pouvons dire que p est ¢'ordre de G (z), sans qu'il
soit, besoin d’ajouter les mots apparent ou réel.
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peérieur a'p, on obtient une fonction entitre d’ordre apparent
supérieur a p. Clest une conséquence du deuxieme théoréme de
M. Hadamard, qui s’énonce comme il suit :

Etant donnés un produit canonique G(z) de facteurs pri-
maires d'ordre p, et un nombre positif arbitraire ¢, on peut
troucer une infinité de cercles de rayons indéfiniment crois-
sants sur chacun desquels on a Uinégalité

[\Gi(=] [ > g1t

Nous allons démontrer d’abord ce théoréme en supposant le
nombre o inférieur a I'unité; nous I'étendrons ensuite aisément au
cas ol p est quelconque. Soit done

¢
G(s) H(l—fn\

une fonction entiére d’ordre inféricur 2 un. Nous désignons parr,
le module de @, et nous supposons que la série
g
2z
est convergenle, & ¢tant un nombre inférieur 3 un. Il en résulte
que l'on a (), & partir d’une certaine valeur de n,

(1) e ne.

Nous nous proposons de trouver des cercles sur lesquels on
puisse déterminer un minimum du module de G(z); nous allons,
pour cela, exclure le yoisinage des points a,; on verra aisément
quelles modifications pourraient étre apportées a la démonstra-
tion, notamment en ce qui concerne I'épaisseur des couronnes
dont il va étre question, pour préciser encore davantage les
résullats.

Tracons deux cercles (de centre 5 = o) ayant pour rayons res-
pectifs

Pa—1, Typ—+1;
ces deux cercles comprennent une couronne C, d'épaisseur égale
4 deux. Lépaisseur totale des couronnes C,, C,, s S RS

1
(') On a méme »,>7 09, quel que soit le nombre 7 donné 4 Pavance, pourvu
que n soit assez grand.
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done 2n il résulte des hypotheses faites que le rap})Or} d? celle
épaisseur i 17 tend vers zéro lorsquc. n augmente indéliniment;
celle remarque nous sera utile plus loin. . ‘

Pour démontrer le théoréme de M. Hadamard, il nous suffit
d'observer qu’il existe des cercles G de centre O de rayons i.ndé[i—
niment croissants, extéricurs a toutes les couronnes C.,l.. Si nous
supposons 5 situé sur un de ces ‘cerclcs C, on aura \'151ble‘mem,
quel que soit n, d’aprés la définition méme des couronnes C,,,

(2) |5 —@al| > 1.

1l est dés lors aisé de trouver une limite inférieure du module

G(;)=H(|7§:>;

désignons par 7 le module de z; déterminons le nombre m par les
2=

du produit

conditions

(2) Tm Tl
et le nombre 7 par les conditions
1 1
(3) nTar< (n—1)7.
e i =
Nous supposerons n assez grand pour que I'inégalité (1) soit
vérifide; il suffit que 7 ait é1é lui-méme pris assez grand. On a
alors

. >

1
Tpp1 > (A H1)T 20 20

L, par suite,
nzm.

Nous écrirons

€n pusuuL

o= F’
I I
==
TN
| |
Su Sw
SR SR

i=m+1

(b=

=
—
|
Rl
T

i=n+1
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Nous allons chercher successivement une limite inféricure pour
chacun des modules des produits A, B, C.

On a
i=m
(e z
e e
;
i=1

d’oti, en vertu de (2) et de (3),

=, I
31>

> 3 B :

Pour évaluer B, nous remarquerons que le module de 5 étant »
et le module de a;, pour ¢ > m, élant supérieur & 2s, le module
de chacun des facteurs de B est supérieur & +; on a donc

/7

[\ n—imn
2 )

1B

N

Enfin on a, en vertu de (1),

Or, lorsque @ est inférieur d 4, on a Uinégalité

(t—a)> e,

Done

Yn

fi=nat

d’ou, finalement,

En multipliant entre elles les inégalités obtenues, il vient

[GRYI & AR o [ P ]
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L'inégalité (4) donne m Sn << (2r)°%, el; par suite,

g 7
mlogr - nloga +———(2r)7< 10 (gﬂlogr +n2%loga + 29 ‘>-
i I—6 = < L==10.

\

Or, quelque petit que soit le nombre donné a 'avance ¢, on

peut prendre le nombre 7 assez grand pour vérifier l'inégalite
g
27(log/- —+loga + — ﬁ> <785
i R I—0

on a, dés lors,
(5) 16 (5) | >

Cette inégalité est vérifiée sur une infinité de cercles de

o e

rayons indéfiniment croissants. Tel est le résultat que nous
voulions obtenir : c'est le second théoréme de M. Hadamard.
En effet, si la suite des a, a p pour exposant de convergence, on
peut prendre s = o -+ ¢, quelque petit que soil le nombre = donné

d’avance, et 'inégalité (5) devient
[Gla)] et
Nous avons supposé g inférieur & 'anité; supposons maintenant
le nombre o plus grand que un et soit ¢ un entier supérieur & 5.
Soit toujours G(z) la fonction donnée et soit v une racine primi-
tive de I'équation

W= 1,
Sinous posons
s1=y,
rM=R=|yl,
D(y)=F(s) = G(3) Glwa)...G(&r15),
nous savons que la fonction fl)v(y) a pour ordre apparent %, c'est-

d-dire un nombre infériear & un. Il y a donc une infinité de
cercles G de rayons indéfiniment croissants, sur lesquels on a
e

e

quel que soitle nombre positifs donné d’avance. Mais nous avons
vu dans le Chapitre précédent que le nombre ¢ étant donné, on a,
pourvu que 7 50il assez grand,

2+E . Wate
Z Lo (_».Uu'l—‘:-)\v’{ A

[ Gluz)| <e
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Done, sur les cercles C,

6(5)> —
€

ce qui est bien le résultat cherché, la présence du facteur ¢ étant
indifférente, vu arbitraire .

Le théoreme de M. Hadamard est ainsi démontré dans lous les
cas. Nous ne nous occuperons pas ici de I'extension possible de
ce théoreme aux fonctions de genre infini ;: nous préférons attirver
I'attention sur ce fait que la démonsiration employée permet de
compléter ce théoréme, en ce qui concerne les rayons possibles
des cercles G sur lesquels il s’applique.

Plagons-nous d’abord, pour plus de netteté, dans le cas on p est
inférieur & I'unité; figurons la partie positive de I'axe Oz des
quantités réelles et considérons les segmenls y, qui correspondent
aux couronnes G,

(-{,,‘) Tn— 1T <2< p+ 1

la longueur de chacun de ces segments est s: si nous considérons

les n-premiers, ils couvrent une portion de la droite au plus égale

aan (elle est inféricure & 2 2 dans le cas ot les segments empiétlent

les uns sur les autres). Mais dans le cas oil nous nous trouvons,

le rapport ’—1 tend visiblement vers zéro lorsque n augmente
n

indéfiniment ; donc, si nous considérons sur Oz un segment va-
viable OA, lorsque le point A §'éloigne indéfiniment, le rap-
port & OA de la somme des segments (y,) intérieurs a OA tend
vers séro. On peut prendre pourexirémilé du rayon d'un cercle C
toul point extérieur aux segments v, (et assez éloigné de O ; mais
celle derniére restriction esf sans importance). Done, lorsque A
s'éloigne indéfiniment, la somme des segments situés sur OA et
dont les points peuvent étre pris comme extrémités des rayons
des cercles G est telle que son rapport OA tend vers I'unité.
Indiquons tout de suite quelle peut ére Putilité de ces re-
marques. Supposons que nous ayons plusieurs fonctions enticres.
en nombre fini. Pour chacune d’elles, le théoréme de M. Hada-
mard nous apprend qu'il y a des cercles C sur lesquels I'inéga-
lité (5) est vérifiée; mais il nlest pas évident @ priori qu'il y a
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des cercles G sur lesquels chaque fonction vérifie I'inégalité qui
lui correspond ; cependant, dans bien des démonstrations, la con-
sidération de tels cercles peut rendre de grands services. Les
remarques qui viennent d’étre faites nous prouvent qu’il en existe;
car, sil'on a un nombre limité de fonctions entieres, et si, pour
clm.cune d’elles, on marque les segments tels que v, 1l est clair
que I'étendue totale de tous ceux de ces segments qui sont inté-
vicurs & OA continuera & éire telle que son rapport & OA tende
vers zéro lorsque A s’éloigne indéfiniment : il y a donc une infinité
de points s'éloignant indéfiniment, qui sont extérieurs i {ous ces
segments v, ; les cercles € passant par ces points sont tels que,
sur chacun d’eux, Uinégalité de M. Hadamard est vérifide
pour towtes les fonctions données.

Le lecteur verra aisément que ces conclusions subsistent
lorsque p est sapérieur & U'anité; étant donné un nombre limité
quelconque de fonctions enticres de genre fini on peut trouver
une infinité de cercles G de rayons indéfiniment croissants,
swur lesquels inégalité de M. Hadamard est vérifice pour
chacune d’elles (1).

On peat énoncer le théoréme de M. Hadamard sous une forme
plus expressive, en disant que, étant donnée une fonction enlitre,
on peut trouver des cercles G sur lesquels son minimum est du
méme ordre de grandeur que Pinverse de son maximum. Mais,

pour préciser cel énoncé, 1l serait néces
théorie des fonctions croissantes et des orvdres de grandenr qui ne

ire de développer une

peut trouver place ici.

Applications.

Nous ne saurions indiquer toutes les applications qui peuvent
étre laites des théoremes de M. Hadamard; elles sont déja nom-
breuases et le deviendront sans doute plus encove. Nous allons nous
contenter d’en empranter deux, d’importance fort inégale, au

Mémoire de M. Hadamard.
La premiére est d’un caractére tout a fait élémentaire; le lecteur

(') Jai indiqué sans démonstration ces compléments au théoréme de M. Hada-
mard dans mon Mémoire Sur les séros des fonctions enticres (Acta mathema-
tica, t. XX, p. 361).

B. 6
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en imaginera sans peine de semblables. Posons

il en résulte immédiatement que, si M(7) désigne le maximum du
module de F () pour |y | =r, ona

en d'autres termes, Uordre apparent de T'( ) est égal a . Or,
les zéros de I ( 57) sont, comme on sait,

2

y=m% 4

b 8

et 'on a, par suite, d'aprés Weierstrass,

F(y) = ,_,H«_w(, =

H(y) étant une fonction entitre. Il résulte de ce qui précede
(p- 79) que cette fonction entiére est une constante, laquelle
est nulle, puisque F(y) est égal & un pour y — o. On obtient

=11 (-5
1

ainst

¢est-a-dire

sill:::l I 1—
n:

Gette formule, qu'Luler avait déja oblenue par des procédés
analytiques élémentaires; se trouve ainsi démontrée par une voie,
ala vérité, plus détournée, mais sans awcun calcul. Sil'on ulili-
sait seulement le résultat de Weierstrass, sans connaitre ceux de
M. Hadamard, il faudrait, pour démontrer que la fonction entidre
H(y7) sc réduit & une constante, un calcul A peu prés aussi com-
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pliqué que pour établir directement la formule elle-méme, par les
méthodes de Cauchy ().

La deuxiéme des applications est aulrement importante; ¢'est
pour y aboutir que M. Hadamard a ¢1é amené i entreprendre ses
belles recherches : il s’agissait de déterminer le genre d’une fone-
tion entiére rencontrée par Riemann dans son célebre Mémoire
sui les nombres premiers (2). Cette fonction entiére £(£) est en
relation étroite avec la fonetion L(s) définie par la relation

(i) = ‘;_Jsﬁa_l\_rﬁfl‘ el

Cette relation définit £(s) lorsque la pariie réelle de s est supé-
ricure @ an (*); mais la fonction analylique ainsi obtenue peut
éire prolongée dans le reste du plan; voici comment Riemann cn
obtient une expression valable pour tout le plan.

On a identiquement, par la substitution 2z = y,

= e
[ N gt il / e ys=1 dy-.

Sy T oy

Si I'on pose, suivant I'usage,

il vient

e
= / e "Eps=Vidzy,
<o
cl, par suile,
® P \
5 5 7 1 7 c
1[,\")2(.”:,](_\-)27v = / Zc-—-/m):]n\—l d'Tv
n?
i o 1 /

cest-a-dire

f{.&‘\ﬁ% / L
T I'(s)

-0

(') Voir, par exemple, le Cours d’Analyse de M. Hermite.
(*) Ueber die Ansahl der Primzahlen unter einer gegcbenen (Grigse
( Gesanunelte Werke, p. 145-153 de la 20 édition ).

(%) Bien cntendu, lorsque s = « -3, on prend

1= n%[cos(Blogn) —isin(Zlogn)],

le Jogarithme ayant son sens arvithmétique.
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Le chemin d’intégration, dans lout ce qui précede, est réel; la
derniére intégrale n’a d’ailleurs un sens que si la partie réelle de
s — 1 est positive; c’est a cette condition que les caleuls qui pré-
cédent sont légitimes. Mais il est aisé de transformer I'expression
analytique obtenue pour {(s), de maniére a obtenir unc nouvelle
expression valable dans tout le plan.

Considérons dans ce but un contour (fig. 1) défini comme il
suit : deux paralleles infiniment voisines de I'axe réel et posiuf,

Pig. 1.

M <

—> w J—

réunies par un pelit cercle entourant 'origine; soily ce conlour;
nous le supposons décrit dans le sens indiqué par les fleches :
on va d’abord de l'infini jusqu’au voisinage de l'origine en pas-
sant au-dessus de 'axe des @, on tourne ensuite aulour de 1'ori-
gine dans le sens positif, et enfin on retourne a l'infini en restant
au-dessous de Ox. Nous allons considérer, avec Riemann, U'inté-

grale

mais il faut d’abord préciser la détermination que nous prenons

pour =~ *. On peut écrire

8=l — pgls—logz

Or, sur les parties rectilignes du contonr d'intégration, 5 est trés
voisin de Oz ; nous désignerons par log z la détermination du
logarithme dont la partie imaginaire est trés pelite, ¢’est-d-dire
qui deviendrait réelle si les parties rectilignes venaienl se con-
fondre avee Oz ; nous prendrons, lorsque z est en M, ¢’est-d-dire

au-dessous de Oz,

et, dés lors, on aura, en M/,

s—-1)(logs— 27!

s gls—1logz,

car on passe de M a M/ en tournant autour de origine dans le
sens négatif. Sil'on suppose la partie véelle de s — 1 positive, on
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ne change pas la valeur de 'intégrale en supposant que les parties
rectilignes du contour d’intégration se confondent avee Oz, le

rayon du petit cercle devenant nul; on obtient ainsi

r

g

Lds

0 5
e /‘ z=lda. /“ s
= e~ = e T
e e =T ey

g

On a donc

[ g =SmE Y i) = R
( )8e) T(S) S, eP—1
el Pexpression ainsi obtenue reste évidemment valable quel que
soit s, puisque le contour d’intégration ¢ me passe pas par le
point z = o.

Nous allons étudier 'intégrale

¢lest visiblement une fonction analytique de s, réguliére pour
toute valeur finie de s: c’est donc une fonction entiére. Nous
allons déterminer son ordre apparent; pour cela, nous devons
chercher une limite supéricure du module M(r) de @(s) pour
is] =

Dans ce but, divisons le contour y en deux parties 7' et v com-
prenant respectivement les points pour lesquels on a

on a, pour | §|=r,

VA

[®(s)]<

|

Or on voil aisément que l'on peut prendre 7 assez grand pour
que le second terme soit inférieur & un nombre donné d’avance

(on ne doit pas oublier que le contour ¢ est aussi voisin que I'on
veut de I'axe des quantités réelles et positives); quant au premier

terme, il est inférieur a

|
(r2)r-t S
Sz

A étant un nombre fixe; done, ¢ étant un nombre arbitrairement
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petit donné d’avance, Pinégalité
M(?')"’f c,.l+e
est vérifiée a partir d'une certaine valeur de 7. Donc, L’ordre

apparent de ®(s) est au plus égal ¢ un.
Riemann considére la fonction

€2 posanl

1? prou\:c que 'g'(t) est une fonction entiére et, de plus, une fonc-
tion paire, c’est-a-dire ne change pas lorsqu’on change 7 en — ¢.
Nous admetirons ces vésultats, renvoyant pour la démonstration
au Mémoire de Riemann. On a, en remplacant {(s) par sa valeur,

5

; y ! - 2
Si nous observons que T est une fonction entiere de s d’ordre

apphrent égal & un, on voit que £(¢) se présente sous la forme

My My, ..., My, Ny, ..., N, étant des fonctions entiéres de
¢ d’ordre apparent au plus égal a un (1). i

Nous allons montrer que la fonction entiére £(¢) est d’ordre
apparent au plus égal & un. En effet, en remplacant le numérateur
et le dénominateur par leur expression sous forme de produits de
[acteurs primaires, on a s

wo (- )

=1,

L 3 & a y
(') 11 est & peine utile d’observer que l'ordre par rapport 4 ¢ est le méme que
Pordre pav rapport 4 s, en vertn de la relation s = = + i,
2)

LES RESULTATS DE M. HADAMARD- 87
exposant de convergence de la suite des o; élant au plus égal &
Panité : comme E(¢) est une fonction entiére, tous les {3; figurent

/] = b R to)
parmi les o;; en supprimant les facteurs primaires communs, il

vient

i= o 3

S

!

§(0) =

les y; étant certains des o;; U'exposant de convergence de la suite
des v; est donc au plus égal a l'unité; donc l'ordre de £(¢) est au
plus égal & un. Mais nous avons dit que E(¢) est une fonction
paive; si l'on prend ¢ comme variable, Pordre de la fonction

entiere de £* ainsi obtenue sera au plus égal & —; son genre sera

donc nécessairement égal & zéro et I'on aura

s =21 (-

Tel est le résultat fondamental de Riemann, dont M. Hadamard
a 6té le premier 4 donner une démonstration satisfaisante. Ce

point étant rigourensement établi, divers géométres, parmi lesquels
on doit citer surtout MM. von Mangoldt, de la Vallée-Poussin et
Hadamard, ont pu en déduire d’'importantes propriétés des fone-
tions £(¢) et {(s); mais nous devons nous contenter de ces hréves
indications sur ce sujet difficile et qui conlinuera sans doute a
altiver longtemps Uattention des géométres (!)-

Nous ayons tenu, en donnant cet exemple, & mettre en évidence
les méthodes générales que l'on peut appliquer & I'étude des fone-
Lions entiéres et nous avons laissé de cOté ce qui a trait sealement
aux propriélés particuliéres des fonctions considérées.

(1) Pendant la corvection des épreuves, jhai connaissance d’'un Mémoire de
M. Jensen (Acta mathematica, L. XXIL), Mémoire qui doit &tre suivi de plu-
sicurs aulres sur les fonctions entiéres et sur la fonction de Riemann. Je dois
e contenter de signaler ces publications, dout I'importance parait devoir ¢lre
considérable.

=
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LE THEOREME DE M. PICARD.

Le théoréme de M. Picard.

Nous ayons déja parlé (p. 5 et 6) d’un théoréme important dé-
couvert par M. Picard en 1880; ce théoréme consiste en ce que
une fonction enticre ¥(z) telle que les équations

E(s) =1, a#b

n'atent pas de racines, se réduit nécessairement a une con-
stante. Nous donnerons dans la Note [, une démonstration géné-
rale de ce théoréme, indépendante de la théorie des fonctions
modulaires. '

Dans ce Ghapitre, nous allons, comme nous I'avons déja fait,
nous restreindre aux fonctions de genre fini; il est alors aisé de
généraliser le résultat de M. Picard, de sorte que nous gagnerons
en précision ce que nous perdrons en étendue ().

En méme temps que le théoréme que nous venons de rappeler,
M. Picard a démontré, toujours a Iaide de la théorie des fonc-
tions modulaires, le théoréme plus général que voici : S les
Cquations

Fi(z)=a

E(z)=1; a#b

ont chacune un nombre limité de racines, la fonction enticre
F(z) se réduit & un polynome. Nous allons, en supposant I¥(z)

(') Les généralisations que nous indiquerons peavent, d’ailleurs, étre étendues
aux fonctions entiéres les plus générales, comme je ai montré dans mon Mé-
moire des Acla mathematica déji

o2}
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de genve fini, démontrer une proposition un peu plus étendue;

B

nous considérerons les équations

{ (%)

e | F(2)=QUa),

P(z) et Q(z) étant deux polynomes différents; nous montre-

rons que\si chacune de ces équations a un nombre limité de
racines, ¥(z) est un polynome ().

En effet, si chacune des équations (1) a un nombre limité de

racines on a, évidemment,

{ F(s)— P(35)=A(s)ee,

t3) [ F(3)— Q(z) = B(a)e"

A(z) et B(z) étant des polynomes.

D’autre part, la fonction F(z) étant de genve fini, il résulte
manifestement de remarques précédemment faites que H(z) et
K(z) sont des polynomes; dés lors, en retranchant membre a
membre les égalités (2), on obtient Uidentité

=)
dans laquelle P, Q, A, B, H, K sont des polynomes. pll éait que
P étant différent de Q, cette identité exige que IT et K soient des
constantes; F(z) est donc bien un polynome, ce quil fallaiv

A(z) eBe) — B(z) et

— P(z)

établir.

Observons, avec M. Hadamard, que ce mode de démonsira-
tion suggere immédialement de nombreuses généralisations. Par
exemple si F(z) et G(z) sont des fonctions de genre fini ayant un

nombre limité de zéros, I'équation

P(3)F(z)+ Q(z)G(zs) = R(3),

/
dans laguelle P, Q, R sont des polynomes quelconques, @ né-
S : e b

cessairement une infinité de racines, 4 moms que R(z) élant
zb —; ne se réduise a une fraction rationnelle. On
G (3
énoncerait aisément des généralisations analogues.

A un autre point de vue, on peut étendre une partic des résul-
tats précédents a des fonctions dont le genre n’est pas fini; nous

nul, le quotient

(1) Voyes Hapamarn, Mémoire cité, § 15, 16, 17.
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allons développer ce point avee quelques délails, bien que, par
cette méthode, 'on aille ainsi moins loin que nous ne le ferons
dans la Note I. Mais le procédé de démonstration que nous ‘em-
ploierons, aprés M. Hadamard, est intéressant en lui-méme et
nous fournira Poccasion de faive, chemin faisant, des remarques
assez importanles.

1l s'agira simplement du premier théoréme de M. Picard, c'est-
a-dive de la proposition d’apreés laquelle il ne peut pas exister de
fonction entiére non constante () telle que les éguations

Fy(
I

naient avcune racine.

S'il existe une fonction I'(s) ayant cctte propriété, on peut
écrire
ot =gl

G (=) étant une fonction entiére; I’équation

F(s) =06
devient alors
el = b —a,
Par hypothese, celte équation n’a pas de racine ; or, pour que =
vérifie cette équation, il suffit que I'on ait

(2) G(z) =log(b —@a) -+ akim,

/e étant un entier quelconque [on a pris pour log (4 — a) une dé-
termination arbitraive; on se rappelle que b — a est essentielle-
ment différent de zéro]. Done, Uhypothése faite sur F(z) a pour

conséquence que Péquation (2) n'a, quel que soit 4, aucune ra-
cine; en particulier, il existe deux nombres diflérents @ et &' tels
que les équations

G(z)=a’;

Giz) ="

n'aient pas de racines. Ainsi la démonstration du théoréme de
M. Picard pour la fonction F(z) se raméne & la démonstration du
méme théoréme pour la fonction G(z). Il semble que on n’ail
fait que déplacer la difficulté, mais qu’elle subsiste aussi grande.
Gependant, dans des cas trés élendus, on pourra s'arranger de ma-
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nidre & dtre ramené au cas ot Gi(z) est de genre fini, cas pour
lequel le théoréme vienl, d’étre démontré.

Supposons qu’il existe un nombre 2z, tel que, M, (7) désignant

le maximum du module de F(z) pour |z|=r, l'on ait
M, (7)< e,

Récrivons l'identité

— ="

Tz

on a done, pour toute valeur de z,

i

|‘:(2;:; ‘ < ed

; : : i ! o ;
Désignons pac A(7r) le maximam des valeurs positives de la

partic véelle de G(s) pour [z] =73 il existe une valeur de =, de
i 5 5 1) oelite
module 7, pour laquelle ce maximum est allemnt (*); pour celle
valeur de z on a
| ebls) | = el ;
on peut donc éerire, pour toute valeur de r,

eAlr) e’

¢est-d-dire
Al r) < e,

Dis lors, on sait que G(z) est du genre fini. D une maniére
par M(r) le maximum du

plus précise (page 65), si Uon désigne “ .
module de G(z) pour |z|=r, ctpar e un nombre positif arbi-
irairement pelit, on a, pourvu que 7 soil assez grand,

M(r) < ermre.

Ainsi le premier théoréme de M. Picard se trouve démontré

alité

- ] o i
pour les fonctions I'( =) vériliant i

HEHIES

GE A T

Supposons maintenant que la fonction F(=z) vérifie l'inégalité,
|F(z)] < g™ .

si I'on pose encore
,1G{:>‘

F(z)—a=

(') On sait, en effet, quunc fonction harmonique rvégulicre dans un contour
fermé attciat son maximum en un point du contour.
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O aura, en conservant les mémes nolalions

)

Alry<er

Or, nous avons vu que l'on a

M(r) <

k étan 312 indé

i LdLgne constante indépendante de 7, pourvu que 7 soil assez
grand. | i 1

g n en conclut (') que, quelque pelit que soit 4, on aura
pour 7 assez grand

M(r) < e

)

cest-a-dire que la fonction entiére G (z) rentre dans la catégoric
f](‘, celles pour lesquelles le théoréme de M. Picard est dénmi;lr'h'
il en est dés lors de méme de la fonction F(z). v
En raisonnant de la méme maniére, on arrivera a démontrer de
pm'c‘hc en proche le théoréme pour toutes les fonctions F(z) qu
vérifient une inégalité de la forme o

|F(z)] < e’

le nombr s exposants 65 6
: 1(11)101?05 exposants superposés élant queleonque. On ne res
treint d’ailleur énéralité . -
e ; s pas ]z} genm_ﬂlll,e en supposant m =1, puisque
‘\.[)LUL augmenter d’une unité le nombre des exposants
) 1'lalhel'u‘eusemenL, on n'épuise pas ainsi I'ensemble des fonc-
Lions enti¢res. Si l'on pose '

91(s
0y (= eviis),
Pa(<)
...... ,
ePm= (3

il est clair que la série

Sm

S 20L)

représ i 1¢ i i
présente une fonction entitre ; si 'on désigne par M (7) le maxi-

(') Il suffit, par cxemple, de prendre ¢ =1,
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5| = r,on avisiblement, quel que

mum du module de I (z) pour
soit 72, pourvu que 7 $0it assez grand (a5

M(7) = @m(r).

Nous avons tenu & détailler cette démonstration parce qu’on
pourrait étre conduit a regacder comme évident que, si la fone-

tion e vérifie, quel que soit 5, inégalité
el < b,
I'on a aussi, quel que soit 3,
[G(5) | < 0(r)
Or, cela nlest pas exacl en général; on a sim plement

A2y < 0();

et il faut utiliser les développements des pages 65-68 pour trouver
une relation d'inégalité entre M(7) et G(r).
Cette relation s’oblient aisément, comme nous lavons vu,
lorsque O(r) vérifie, pour quelque valeur de m, Iinégalité
0(r) <em(r):
mais, dans le cas ot 0(7) ne vérifierait cette inégalilé pour aucune

valeur de e, il faudrait reprendre Uinégalité

M(r)<<

et la traiter par des méthodes analogues 4 celles de la Note L.
D’ailleurs, ces remarques n'ont pas de rapport avee la démonstra-
lion du théoréme de M. Picard, laquelle ne semble pas, par cette
méthode, pouvoir élre étendue plus que nous ne venons de le
faire avec M. Madamard.

(') On pourrait rattacher ce résultat au théoréme fondamental de Paul du Bois-
Reymond sur les fonctions positives croissantes (voir mes Legons sur la Théorie
des fonctions, Note I). On utiliserait pour cela une remarque de M. Poincare,
d’aprés laquelle, étant donnée une fonction positive croissante, on peut trouver
une fonction entiére croissant plus vite (American Journal of Mathematics,
L. XIV, p. 2104).
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Le théoréme de M. Picard généralisé.

Nous allons montrer maintenant comment une généralisalion
aisée du théoréme de M. Picard permelt de fournir une réponse a

la question suivante : 1(z) étant une fonction enliére, que peut-on

dire de général sur la distribution dans ce plan des racines
F(s)=la,

@ étanl une constante quelconque? Le nombre des racines de cetle
¢quation, dont le module est inférieur & 7, est une fonction de 7,
Le théoreme de M. Picard nous apprend que, I'(z) étant donné,
cette fonction ¢, (r) croit indéfiniment avec r, saufl peut-élre
pour une valeur de . La généralisation dont nous allons parler
nous renscignera d'une maniére plus précise sur celle fonction;
le point important sera Loujours I'existence possible d’un cas d’ex-
ceplion unique.

Nous nous bornerons, comme nous avons {ait Jusqu’ici, aux
fonctions de genre fini; nous dirons sculement, & la fin du para-
graphe, quelques mots d'un cas un peu plus général,

Considérons une fonction F(z) de genre fini et supposons
d’abord que son ordre apparent ne soit pas un nombre entier;
nous savous alors que lordre réel est ¢gal a Pordre apparent;
nous connaissons donc U'exposant de convergence de la suite de
ses zfros; cel exposanl reste le méme pour toutes les fonctions

F(z) — a, lesquelles ont visiblement le méme ordre apparent. lei
le cas de

ception de M. Picard ne peut pas s¢ présenter : quand
I'on se borne aux fonctions de genve fini, il est clair que le cas
que nous venons d’examiner est celui que on deyrait considérer
comme le plus général; a ce point de vue, I'étude des zéros parait
ne se raltacher qu'indirectement au théoreme de M. Picard,
puisque, dans la plupart des cas, on peut aflicmer @ priori que le
cas d'exception est impossible. Mais sans faire la théorie des fonc-
tions de genre infini, nous pouvons indiquer que, pour Loules ces
fonclions, le cas d’exception de M. Picard est possible @ priori,
c’est-a-dire lorsqu’on connait seulement le mode de croissance
(ce qu'on peut encore appeler Vordre apparent, qui seulement est
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i 1); par sul e cas que nous allons
maintenant un nombre infini); par suile, %c cas' quei n ‘.
maintenant examiner (ordre apparent entier), bien que trcés pa]1~
; ] 1 T o 5 a3
ticulier dans la théorie des fonctions de genve fini, est, en fa{l, e
as le plus général lovsque Pon considére les fonctions entitres
cas s 8
1
dans leur ensemble (). : ! i
Soit done maintenant I'(5) une fonction entitre dont T'ordre
: 1 1 - 3 e (= (s -~ () a 1 3
apparent esl un nombre fini p. Soient 9(z) el ¢, (z) des fonc;xlon
' : Soipciel S \ :
entitres quelconques d’ordre apparent inférieur & p. Nous allons
montrer que parmi ’ensemble des fonctions

s)E(S) — gi(8)

! sl e e tan o (N
il y en a une au plus dont Uordre réel est inférieur a p(*). Ln
d'autres termes, les équations de la forme
)

(=)

IF{z)=

4 N S ¥ eroe o
sont toutes, saul une au plus, telles que 'exposant de convergence

de la suite de leurs racines est égal a p.

Supposons en eflet que les deux fonclions

o(s) F(s) —o(

G (5) E(s) —di(s)

2 o rent inférieur 4 p; aura
aient un ordre apparent inférieur & p 3 on a

= @(3)el6),;

o(5) F(s) — i

Y(2)F(z)— h(5)=W(z)et,

@ (z) et W(z) élant des fonclions entieres d’ordre apparent Jlﬂ(.?-

rieul/‘ ap, P(z) et Q(z) élant des polynomes de degré p. En Gli-
)

minant I"(z) entre ces équations, on oblient
y

Gi(z)e(s) —ai(z)%(s)= Yi(s)@(z) el —o(5) VW

-G

i ié sour lesquelles le cas d'exception de
(1) Bien entendu, les fonctions entiéres pour lesquelles le cas d'exceplic ;
X ! : i iculieres; e s voulons
M. Picard se présente effeclivement sont tres particulicres; ce quc. n‘m’x:. vou
dive, ¢ ssance (au sens précisé dans un

i ‘es 3 e ¢ un mode de croi
dive, ¢’est que, ¢lant donné u e ; sl
[ 72), il y a des fonctions enticres ayant ce mode de erois

%)l yhald

Mémoire déja cité, p. 87 ! S o
i se pré S ans le cas particu
sance et pour lesquelles ce cas d’exceplion se préscnte (sauf dans le cas p

licr que nous venons d’examiner ). ) Slepaey
('-')Ili'unc manicre plus précise, s'il y en a plusieurs, on peul les déduire de

iplis ¢ ¢ jon enticre.
Tune d’entre elles en la mulppll.mL par unc fonction ¢
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¢'est-d-dire une relation de la forme

(1) M(2) 6@+ N (z) e = Ls),

dans laquelle P(z) et )(z) sont des polynomes de degré efleeti-
vement égal & p, tandis que M(z), N(z), L(z) sont des fonctions
entiéres dont Pordre apparent est inlévieurd p. Une telle relation
est impossible. En eflet, si nous prenons la dérvivée des deux
membres de identité (1), nous obtenons, en désignant les dérivées
par des accents,

2) M+ MP") eP@ o ( N’ 4+ NQ" ) elis = L,
( ) ( J

Les équations (1) el (2) donnent immédiatement

(MN'—NM'jePsl =  L(N'+ NQ') — L'N,
(MN'— NM') Q) = — LM - MP') — I/ M,

c’est-a-dire que I'on a
a0 )

1(=)

e —

(2), B(s), y(=) élant des fonctions entiéres dont I'ordre esl infé-
rieur & p; nous savons que cela estimpossible car, lorsque le quo-
tient de deux telles fonctions est une fonction entiére, Lordre de
celle fonclion est inférieur i B

Nous avons supposé implicitement que l'on a

MN' -~ NM'5< o,
S b M o, S
c'est-i-dire que le rapport N " est pas une constante; si I'on a

M(z CN (=),

Péquation (1) devient
L
N(z)

CePla) - e0is) —

le sccond membre est comme le premier une fonclion entiére; son
ordre est donc inférieur a p; Pordre du premier membre est visi-
blement égal & p, 4 moins (que ce premier membre ne soit jdenti-
quement nul, auquel cas on arriverait aisément i la relation

LE THEOREME DE M. PICARD. 97

il existe alors deux fonctions entiéres ¢ (3) ety ( 2) telles que Pon

i 21(2) = 0(z) 11 (),
o(2) = 0(s) 7(s)
Wi (5) = 0(2) 1a (2
$(s) =(3) 7(s)

0(z)etn(z) élant des fonctions enticres.
Ainsi, parmi les équations de la forme

(=

o=

une au plus est telle que Uexposant de convergence de la suite

de ses racines est inférieur @ p. Il n’est pas inutile de remar-
i S ?

quer que, lorsqu’on est dans le cas d’exception, l'exposant de

-8

Filz)=

3

-6

convergence peut avoir une valeur quelconque inférieure a p : on
nesail rien surson compte. Il suffit, en effet, de prendre

F(z)= G(z)e),

Q (=) étant un polynome de degré p et G(z) un produit cano-
nique de facteurs primaires dont Uordre p est inférieur 2 p. Nous
laisserons done completement de e6té le cas d’exception; suppo-
sant que nous sommes dans le cas général, nous allon.s c‘.lercl}(:r
a préciser le plus possible ce que nous savons sur la distribution
des racines d'une fonction entiere dont Vordre apparent est
donné.

Il nous suffira, pour cela, de nous reporter a des remarques
faites plus haut, relativement a U'exposant de convergence d’u_ne
suite. Nous savons que, si Uexposant de convergence de la suite

AT T s B S

est égala o, on peut aflirmer que {’inégalité

(1) 'y > b
; . 5 A’ S s
est vérifice quelque petit que soit ¢ donné d’avance, & partir
: e
d’une certaine valeur de n. D’autre part, {'inégalitd
1 ..
’ o )‘4—5
(2) P << nh
est vérifide pour une infinité de valeurs de n.
B.

~
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Mais il peut arriver qu'il existe aussi une infinité de valeurs
de n pour lesquelles cette derniére inégalité n’ait pas lieu.

En d’aulres termes, si 'on considére la suite

logrs logr,
Toga ’  Togi 2
gn

~ 1 . il o »
on peut affirmer que 5 est la plus petite de ses limites; mais on

west pas certain que la suite tende vers la limite unigue ,1
Dans Ia Note II, nous indiquerons comment I'on peut, dans certains
cas, montrer qu'il en est bien ainsi, ce qui complétera les résultats
déja acquis.

I1 est une autre direction dans laquelle on pourrait chercher &
préciser nos résultats; les inégalités (1) et (2), méme si elles
étaient vérifiGes pour toute valeur de n, sont loin de définir com-
plétement la maniére dont croit 7,5 on peut dire que la croissance
de 7, se trouve renfermée entre certaines limites, mais on pour-
rait se proposer de resserrer davantage ces limites. Par exemple,
il est manifeste que si Pon prend

1
= nj(_logn ¥,
k étant un nombre positif ou négatif quelconque, les inégalités (1)
et (2) sont, quelque petit que soil ¢, vérilides loutes deux & partiv
de quelque valeur de 7; ne pourrait-on pas, connaissant le mode
e, remplacer les inégalitds (2)

de croissance de la fonction en
par des inégalités de la forme

1
ru > nP (logn k=t

4
TRz n?(log n)k+e,

dans lesquelles /& aurait une valeur connue? Il est clair que l'on
serait ainsi micux renseigné sur la croissance de 7, bien qu'une
infinité de fonctions croissantes puissent étre placées encore
entre les nouvelles limites; on pourrait dailleurs se proposer de
les resserrer encore, et ainsi de suite indéfiniment, et méme
transfiniment ().

(') Voir mes Legons sur la théorie des fonctions, Note TI,
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Il est manifeste que pour calculer 7, avec une précision déter-
minée, il est nécessaire de connaitre M(r) avec une précision
comparable; nous allons en conclure que I'on ne peut méme pas
espérer accomplir le premier des progrés que nous venons de
signaler, A moins de recourir 4 des considérations d'une tout autre
nature que celles qui ont é1é employées jusqu’ici.

Considérons, en effet, les deux fonctions entiéres

i D 1 5
sin — ek
les zéros de la premiére sont
(e S S e = R =4
et ceux de la seconde
o, —i1, —2, —3, —4§, —5 —6,

Au point de vue auquel nous nous plagons, », doit éire consi-
déré comme croissant de la méme maniére, pour les deux fonc-
Lions entiéres considérées. Or, si 'on considére le module maxi-
mum M(7) des deux fonctions entitres, il a les deux formes

distinctes (')

k et &' étant des constantes; les logarithmes de ces expressions

sont respectivement proportionnels i
Ny pilagr:

On vait donc que les considérations développées jusqu’ici ne
permettent pas d’atteindre une précision assez grande pour
distinguer entre elles la croissance de ces deux fonctions :
nous devons les regarder comme identiques.

En résulte-t-il que 'on doive renoncer & aborder les sujets de
recherches que nous indiquions? Nullement, et 'on apercoit immé-
diatement deux voies dans lesquelles on obtiendrait sans doute
des résultats : on pourrait d’abord supposer le nombre p assez
petit ou méme nul; il en résulterait des facilités spéciales. D’autre
part, et cette seconde voie parait pouvoir étre plus féconde en

(') Nous négligeons pour un facteur accessoire sans importance.
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résultats, mais en méme temps plus malaisée, on pouarrait tenir
compte des arguments des zéros, dont il n'a pas été question jus-
qu’ici. On devrait, par exemple, expliquer la différence que nous
venons de signaler enLre-ﬁZ) et sinz par le fait que les zéros de
la premiére de ces fonctions ont tous méme argument, tandis que
pour laseconde les arguments ont deux valeurs qui different de =.

A un point de vue un peu différent, le probléme se poserait
comme il suit : que peut-on dire de commun sur les modules et

les arguments des racines de toutes les équations de la forme
I(z)=a,

ott F(z) est une fonction entiére ? Ou bien : on donne I (z) par

sa décomposition en facteurs primaires; peut-on en conclure

quelque résultat précis sur la décomposition de F(z) — a? Par

exemple, désignant par 7, le module du 2™ zéro de F(z), par

R, le module du n'*®¢ zéro de F(z) — «, peut-on affirmer que, le
n

cas d’exception de M. Picard étant écarté, le rapport T tend vers
n

Punité quand n augmente indéfiniment ? Nous nous contentons
d’indiquer cette question comme Lype; on pourrait en imaginer
une infinité d’autres; mais il serait préférable de trouver d’abord
une méthode pour y répondre.

En terminant, nous allons, comme nous 'avons annoncé, indi-
quer une généralisation du théoréme de M. Picard dans laquelle
interviennent, en réalité, des fonctions de genre infini; nous pour-
rons cependant donner & I'énoncé une forme telle qu'il n’y figure
que des fonctions de genre fini. Rappelons qu'une fonction en-
lidre est d’ordre réel fini lorsque ses zéros peuvent étre considérés
comme ceux d'une fonction de genre fini. Voici maintenant le
théoréme que nous allons démontrer :

Soit ¥ (z) une fonction entic¢re vérifiant, pour toute valewr
de z, Uinégalité (')
(r) [F(z)] < e,

dans laquelle m est une constante; soient, d’awtre part, $(s),

(1) Cette hypotheése sert senlement @ simplifier la_ démonstration; le théoréme
reste exact si on la supprime.
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U(s), 4i(z) des fonctions enticres de genre fini telles

-6
==

(At
o~

‘on ait
(2) obr — @1 7 03
si les deux fonctions entieres
2(5) F(2) — ¢1(5);
Y(5) F(z)—du(5)
sont d’ordre réel fini, la fonction ¥ (s) est de genre fini.

En d'autres termes, si F (z) est de genre infini, il peut exister
au plus une équation de la forme
1(=

=
5(2)
telle que la suite de ses racines ait un exposant de conyergence

Sini.

. . . e A kL Nang
Mais reprenons notre premier ¢nonce; il résulte des hypothéses

<

=G

F(z)=

1

faites que Uon a
(3) o(5) F(5) —o1(s) = ()00,
(4) U(z) F(2) —di(z) =y (5) "™,

0(z) et z(z) étant des fonctions de genre fini, tandis que G(z)
et T(z) sont des fonctions entiéres ou des polynomes. Pour notre
but, il faut prouver que ce sont des polynomes; la fonction F(z)
sera des lors nécessairement de genre fini.

Or on voit tout d’abord que G(s) et H(s) ne peuvent étre de
genre infini; c'est une conséquence de linégalité (1); ilsuffit de
raisonner comme A la page gr. Ce point étant acquis, éliminons
F(z) entre (3) et (4); il vient
(5) M(z)eb@) + N(z)ell = L(z),

M, N, L étant des fonctions de genre fini dont la derniére est dif-
férente de zéro en vertu de (2). Il en résulte tout d’abord que si
la diff¢rence G(z) — H(z) est un polynome Q(s), on peut affir-
mer que G(z) et H(z) sont des polynomes, car Pidentité (5)
peut s’écrire

M(3) e +N(z)= L(z)e 1,

le premier membre est de genre fini et, L(z) étant de genre fini
et différent de zéro, le second membre ne peut étre de genre fini

que si H(z) est un polynome.
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Différentions maintenant Uidentité (5); nous obtenons

(6) (M"—+ I\IG')cW‘—!—(N'ANU’MH‘M:L’;

dés lors, en combinant (5) et (6), on obtient

(MN'— M'N) ez = L(N'-+ NH') — L'N,
(MN'— M'N)elis) = — 1,(M' 4+ MG')+ L'M.

Or MN' — M'N est diflérent de zéro: sinon le rapport % serail
consL.:mt et cette hypothése s'écarte aisément ('); des lors, les
f(.)HCI;IOIlS entiéres e®, ¢ se présentent chacune comme le quo-
tient de deux fonctions entiéres de genre fini; elles sont done
elles-mémes de genre fini, d’aprés une remarque déja faite, ce
qui établit notre théoréme, ‘

Nous en resterons la sur ce sujet; nous espérons avoir montré
quelle importance le théoréme de M. Picard a dans la théorie
d‘es fonctions entitres. Sachant quil peut exister un cas d’excep-
llOIl., gn ne perd pas de temps & chercher un résultat impossible &
altemdre : la détermination tout A fail eénér : cnsité
#6ros d’:q)fés le mode de croissau:eté;tt b’;]:)ai:frls dai't]a::ll:'snf o
le cas d’exception est unique, on ’ o érer il l ‘l'n , q'ue

e, peul espérer oblenir des théo-
l‘él.‘nes s'appliquant & tous les cas non exceptionnels et ayant, par
suite, un champ d’application fortlarge. Nous en avons donné ici
quelques-uns, nous irons un peu plus loin dans les Notes; mais
nous verrons aussi qu'il y a encore beaucoup a faire dans cette
direction et nous signalerons quelques sujets de recherches qui
se présentent naturellement et qui ont presque tous leur point de
départ dans le théoréme quia fait objet de ce Chapitre.

(") En cllet, si M= CN, I'égalite (5) peut s'éerive

gl ell(:)qjuj =

d'ou, en différentiant,
gy =6 (L'N—LN'
(H'—0')e _<__NT,,W

or, s H -G n’est pas un polynome H'— G/ n'est pas nul, et avee cette identité
on prouye, comme dans le texte, que ¢ est de genre fini, ce qui suffit.

——dsee—

NOTE I

DEMONSTRATION ELEMENTAIRE D'UN THEOREME DE M. PLCARD
SUR LES FONCIIONS ENTIERES ().

ration directe d'un théoréme de

Je me propose de donner une démons
M. Picard surles fonctions entiéres, d’aprés lequel une fonction entiére ne
irement i une con-

devenant égale ni @ @ ni & b(a £ b) se réduit néce:
stante, La question se raméne a prouver limpossibilité d’une relation de

la forme

(1) &bl

G et Gy étant des fonctions entiéres. Nous poserons, 2 étant un entier
positif, nul ou négatif,

(2) Gy(z) —anin = elna,

Soient M(7) le maximum de |G(z) | lorsque | 2| < », A(r) la plus grande
valeur positive de la partie réelle P de G(s) lorsque 5| =7 et —B(r) la
plus grande valeur négative de P pour |z | = r. A l'aide de G, et de Ty,
nous définirons de méme My, Ay, By, pp, 24, o Nous désignerons par K
une constante qui ne sera pas la méme dans toutes nos inégalités, mais
qui sera comprise entre des limites finies, par exemple entre 0,001 et
1000; nous remarquerons que M, A, B, ... augmentent indéfiniment
avec r et nous supposerons | 5| assez grand pour qu’ils soient trés grands
parrapport aux termes coustants de G et Gy. Posons, @ et aj étant réels,
ainsi que P et Q,

G(z) =@+ tag+a1z + @y s ..ot @M. = P(r, 0) £ Q(r,0).

(") Je rveproduis ici textuellement une Note insérée le 11 mai 1896 dans les
Comptes rendus; on y trouvera un exemple de la nature des raisonnements qu’on
est amené a employer lorsquon ne fait aucune hypothése sur la croissance des
fonctions entiéres que on considére; on ne peut alors, faute d’étalon déterminé,
comparer entre clles directement les diverses fonctions positives eroissantes qui
s’introduisent; on est amené a faire, par un détour, une comparaison indirecte.
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On a manifestement (Gf. Hapawmarp, Comptes rendus, t. CXIV,
p. 1053)
27 2T
T @y, =f P(0, r)e-imb o, amay = [ P db;
0

i

27T

et o | <[ | P | db,
bt

27
tr’wzldfn|'%2ﬁa0</‘ (IP’+P)E[0 <45A(1»‘).
o
27
Y g | —27:(:0»(/ ([P|—P)di < (=Rl

)

Supposons que le module de 5 soit inférieur ou égal a un nombre p < 7
nous aurons
i

G(z) < || + | d} I+['iA(’.)+9‘If‘OIJ<;

ety par suite,

A(r)

r—na
v

EY

(3) M(p)< K

La méme inégalité a lieu en remplacant A par B ou en introduisant Ay,
By, My, Pour %y Bry Py il faut remarquer que dans Ty, le terme constant
est, lorsque 7 est grand, de Lordre de grandeur de log [ n | (nous pouvons
supposer que le cofficient de 7 est compris entre — 7 et +7); on aura

done (1)
2p(r)+log|n|

(4) pa(p) < Kp i

Cela posé, nous pouvons donner & z une valeur z, ayant un module
donné 7 et telle que la partie réelle de G(z) soit égale & —B(r); on a
alors

[ etz — 1 | = g=Bir,

et, par suite, n étant un entier déterminé,
1Gi(53) —2nin| = Kebin,
On a d’ailleurs évidemment, puisque | %y | =,
(5) [2n7 ]| < My(r)~+ Ke—M) < KM, (r);

() Dans cette inégalité et les suivantes, lorsque z est nul, log|n| doit étre
remplacé par zévo,
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or
(6) Gi(zp) —znim = elnlad;
on a done | Tu(se)| > KB(r),
et, a fortiori,

(7) galr) > KB(r)

De méme, si R > r, d’aprés (2) et (5),

e%n® . My (R) -+ | 2nm | < KM (R),

(8) an(R) +log|n| < KlogMi(R). 401
§ 1 e de (7) et (8 \
En remplagant dans (4) » et p par R et r, tenant compte e(i7) (%i\}i

\ N
S 3 . logM(R) ‘};;k .
B(/')<I&'lun(r}<l(l{ﬁj—- B

Or, p étant inféricur 2 7, on a, d'aprés (4),
B(r)
Ay <M(p)< KP,_—_p.

D’autre part, d'aprés (1), ona
Ai(p) < KA(p);
done, si p'<p,ona
Alp)
i (R)
7 Rpp'logM, Ee
<K m=rr—p)—7)

AR g
My (p") < Kp ?i%r <Kp

K eeBlry
ST lr—p)le—p)

i 7 clut
En supposant R — 7= -—p =p—p’, on en con

— 56 i
my(R) > K B0 o (o

1l suffit de faire successivement

h
=X, R=21+h; ol = X4k, R:l+h—.—;,
h h
/ A= ..
p':)~+/z+;{, R:l—rh—c—;y i )

isi
pour constater que si My (2) est assez grand et A convenablement cho sc,
; % ité i : ¥ yergenci

M, (A -+ 2 /) dépasse toute quantité assignable; le rayon de converg
de G4 (=) serait donc au plus égal a. )\ + 2/.1. ; i

Je termine en énongant la proposition suivante qui, pour mot, est =
douteuse, bien que je ne Paie pas démontrée rigoureusement en gencral :

)
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Q(z) ¢tant une fonction entiére, M, Hadamard a indiqué une limite supé-
Tienre Icp(r) du nombre des racines de module inféricur a 7y parmi les
équations G(z) = P(z), dans lesquelles P(z), est un polynrome, il y en
(‘tlt pltf.s‘ une telle que le nombre de ses racines de module inférieur
@ rsout, pour rtres grand, inférieur a logo(r) (1)

(=) Dans: mon Mémoire déji cité des dcta mathematica (t. XX), publié aprés
la Note qui est l:eprodmlc ici, j'ai démontré une proposition encore plus précise
que celle-la (voir Comptes rendus, 12 octobre 18g6).

00—

NOTE 1L

LES FONGTIONS A CROISSANCE REGULIERE.

Dé finitions et énoncés.

Considérons une fonclion entiére F(z) d'ordre fini et différent de zéro;
soit M(») le maximum de son module pour | 5| = r; il existe certaine-
ment deux nombres « et § tels que I'on ait, pour toute valeur de 7,

e < M(r) < ety

I'expression
log logM (7)
() lu?:" 7
-1

est done toujours comprise entre 2 et 3; dés lors, elle tend nécessa-
rement vers une ou plusieurs |limites remplissant un intervalle compris
entre o et 3 (et pouvant coincider avec Vintervalle af). Nous dirons que
la fonetion M(r) est @ crotssance réguliére si cet intervalle se réduit
a un point, cdest-a-dire si ewpression (1) tend vers une limite g
lorsque r augmente indéfiniment.

Dans ce eas, la fonction entiére ¥ (z) sera dite elle-méme & croissance
réguliére.

La défini
considérations sur les ordres d'infinitude, développées a la fin du Chapitre I
(p. 22 et 23); en se servant de ces définitions on voit que M(r) est 4 crois-
sance régulicre dans le cas ol Pordre d'infinitude de logM () est déter—

ion que nous venons de donner se rattache intimement aux

miné (1).

Nous désignerons, comme nous 'avons fait jusqu’ici, par @, les zéros de
F(z)et par r, leurs modules; d’aprés la définition qui vient d’étre rappelée,
Pordre d’infinitude de r, est déterminé s'il existe un nombre A tel que,

(') On pourrait convenir de parler aussi de Uordre d’infinitude de M (#) (voir
mon Mémoire sur les séries divergentes, Annales de U’Ecole Normale, 1899),
mais nous ne pouvons ici faire une théorie compléte des ordres dinfinitude;
nous espérons pouvoir y revenir un jour en détail; nous nous contentons de
donner, aussi simplement que possible, les quelques définitions qui nous sont
nécessaires. {
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quelque petit que soit = donné d'avance, il existe un nombr
Pinégalité

n>m
entraine les inégalités

nA=E g ke,

X : ; . i AL
On voit que I'exposant de convergence de la suite des r, est égal a i

nous le désignerons par p et nous
nombre entier. Enfin nous suppose
égal 4 p, d’aprés ce qui préecéde, a

Supposerons que ce n'est pas un
rons que F(z) dont Uordre réel est
aussi p comme ordre apparent : c’est-
dire gue Uon ne se trouve pasdans le cas d’exception de M, Picard.

Cela posé, nous nous proposons de démontrer dans cette Note les deux
théorémes suivants :

1° 8¢ Uordre d’infinitude de r

n est déterminé, la fonction F(z) est
@ croissance régulidre;

2° Sila fonction F(z) est & croissance réguliére, ’ordre d'infini-
tude de r, est déterminé.

Il n’est pas inutile de préciser ce que ces énoncés ajoutent aux résultats
déja acquis :
17 Nous avons démontré que si

p est Pexposant de convergence de la
suite des 7, c’est-a-dire, s,

quel que soit = donné a Uavance, il existe
un nombre m tel que Uindgalité

n_>m
entraine

(1) ru > nf
tandis que 'inégalité

(2) ra<np 't

est vérifiée pour une infinité de valeurs de n, il en résulte que Pordre
apparent de F(z) est égal a p, c'est—a-dire que, quel que soit ¢ donné a
Uavance, il eviste un nombre R tel que Uinégalité

r>R

eniraine

(3)

o4t

|Fa)| < er™,

tandis que 1'inégalité
() M(r)> e

est vérifide pour une infinité de valeurs de » ‘croissant indéfiniment,

Notre premier théoréme consiste en ce que, si L’on suppose Uinéga-
lité (2) vérifice dans les mémes conditions que l'inégalité (1) (cest—
a-dire pour 7> m et non pas seulement ponr une infinité de valeurs

¢ m tel que
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de n), Uinégalité (4)sera vérifiée dans les mémes conditio-ns gua;l l"e:fcl:
galité (3) (c’est-a-dire pour 7 > R et non plus seulement pour une
nité de valeurs de 7). 47 e
m:‘ L}‘;n;aslzli'ons dé?nontré aussi la réciproque de la ‘propn;mtm:n }l).receq»‘
dente; si Pon suppose ordre appfu‘c}nt de F(z)vi’:gal‘a p,' r*cs;—;:l—';;r;:e’i
les inégalités (3) et (4) sont vérifiées, la.,plzenlu(cre a par [{7‘ [1  cert
taine valeur de r, la seconde pour une'm‘/uule de valcuvz s‘ de r‘LI]‘(Zl.;‘
sant indéfiniment, il en résulle gue l(txl'{nslilllt r.le’ r‘nn\mgtenf‘t, (t(, a
suite des r, est égal & p, c’est-a-dire que les .meg'alztes (1) et (ZJ.) \\‘OI‘L 'u(c;-
rifies, la premidre a partir d’une certaine valeur de n, la seconde
pour une infinité de valeurs zle. n. » = . b
Notre denxiéme théoréme consiste en ce que, si 1 on Suppose (.ch plus q
Uinégalité (4) est, comme l’inég'altt(.z’ (,:)‘)’ v.m,'zﬁee a partir d c[z,n.e :c’f)r_
taine valeur de r, il en résulte que l’llffl.g’ltltlf! (2) est, fvo:)znzc l’inéga
lité (1), vérifiée a partir d’une certaine valeur de n (V).

Le premier théoréme.

Occupons-nous d'abord du premier théorémcf il consiste en m, qut, S]A
Tordre d’infinitude de r, est déterminé, la Ir'm‘uymun :F(,s) esk‘u f’l?f"'s‘“m:
réguliére; il suffit done de prouver que,’ st B(z) {2 r'clpnj a croissanc
régulicre, Uordre d'infinitude de rp n utpas de{c;r Intl::,f_r:“ it

Dire que F(z) n’est pas a croissance vé f!.lllcl"e,' cest (.ll(,.(llu'l t, i
un nombre ¢ < p tel que 'on ait, pour une infinité de valeurs de r crois
sant indéfiniment,

(5) M(r)<e;

le nombre o est toujours supposé tel que les inégalités
2

(3) | Ef=z)l=< e
(4) M(r) > et

1 A o 161 a S b/ n
soient vérifiées, quel que soit ¢ donné d’avance, la premiére a partir .d une
certaine valeur de 7, la seconde pour une infinité de valeurs de 7 c101s=an]t

dfii et g 5 o Sl
indéfiniment. L'exposant de convergence de la suite des 7, est donc cFa
i ¢ ‘éxception
a isqu’ i trouve pas dans le cas d’exceptio
a P, plllﬁqll on SUI)PDSQ (Ille Ton ne se ]
de M. Picard. e S
z 7 igalité (5) soit vé-
Soient 7 une valeur du module de = pour Iaqllglle I'inéga : (5) ke
rifiée et s un nombre fixe supérieur a 2; déterminons le nombre 7 par les
inégalités

ST ST ST

(') Fai énoncé pour la premiére fois ces résultats dans une I\utF IR:SUI'\:B en
e e ‘ GXX 321); la démonstrati st inédite.
1808 aux Comptes rendus (t. GXXVI, p. 321); la démonstration est iné
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On a (p. 73), la fonction M(r) étant croissante,

nlog(s—1)< logM(sr,) < logM(r) < ro < ($rpua)T,

c'est-ii-dire

(G) i Vg > M&‘_

{

Al

1)]

1
=,

Cette inégalité est vérifice pour une infinité de valeurs de n eroissant

indéfiniment. Or, s étant un nombre arbitrairement petit donné a l'avance,

elle entraine, pourva que 7 soit assez grar

1
() Tt > (0 +-1)7

Or, le nombre o est inférieur a e
pour que 'on’ ait

G

Déslors l'inégalité (=), vérifiée pour une
que l'ordre d’infinitude de 7, n'est pas dét
cede, on a aussi, pour une infinité de vale

1
. . =+E
(2) rplnp

nd,

i on peut done prendre = assez petit

infinité de valeurs de n, prouve
erminé, car, d’aprés ce qui preé-

urs de n, Vinégalité déja éerite

Notre premier théoréme est done démontré.

Le deuriéme théoréme.

La démonstration du deuxiéme est un peu
nous dit, en ce que, si la croissance de F(=

moins aisée; il consiste, avons-
) est réguliére, Pordre d’infini-

tude de r, est déterminé. Il nous suffira donc de prouver que, si ’ordre
d’infinitude de r, n’est pas déterminé, la croissance de F(s) n'est pas

réguliére.
Nous supposons, comme nous I'avons dit,

que le nombre ¢ n’est pas en-

tier; soit p sa partic entiére; nous avons, par hypothése,

F(z)=e®

e
a,

P

surdea—s
pajs

le degré du polynome Q(z) étant au plus égal (1)a p.

Nous supposons que ordre dinfinitude

de 7, n’est pas déterminé; il

existe donc un nombre ¢ < o tel que Pinégalité

Al

(8) Tn>n

(') Si ce degré dépassait P on se Lrouver:
M. Picard, hypothése qui a ¢Lé exclue.

ait dans le cas d’exception de
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: N 1

soit vérifiée pour une infinité de valeurs de n. Dailleurs, = étant un nombre
arbitrairement petit donné d’avance, linégalité

1

(9) Iy > npte
est vérifice a partir d’une certaine valeur de n et I'inégalité

1
(10) I & nE—¢
est vérifiée pour une infinité de valeurs de n. £

Comme on peut remplacer s par un nombre plus grand sansiquelling
galité (8) cesse d'étre vérifiée, nous supposerons s et & choisis de manicre

que Pon ait

pLlao<lp—slp+elp+1,
ité s éle insi fixé. illexis-
ces inégalités excluant I'égalité (1). Le nombre = étant ainsi fixé, il exi
s aolie t inéealité (g) soit vérifié 3 i
tera un nombre fixe m tel que Pinégalité (g) soit vérifiée sous la con
ition
i n > im.
4 , A eratsRance pea
Nous voulons prouver que la fonction F(z) n’est pas a croissance Enu
: ja i +) vérifie, a + d'une
liére, nous savons déja que son maximum M(s) vérifie, & partin
certaine valeur de r, l'inégalité
: e
M(ry< er
) . . s e pe
et, pour une infinité de valeurs de s croissant indéfiniment, Iinégalité
)
< ot
M(r)>e

1l faut prouver que cette derniére égalité ne peut pe,\s e':l:(?’[fll:sisqu;
soit g, vérifiée pour toute valeur assez grand'c dr’: 75 en fl ﬂuntfs ,u‘ue llon
faut faire voir qu'il existe un nombre f/lfL’I'le}lJ} 2 p‘ei :[ q
ait, pour une infinité de valeurs de r crotssant ine ¢ fintment,

(1) Plen at

Dans ce but, nous utiliserons les inégalités (8) et (9) que nous allons
réerive, en posant, pour abréger,

Nous avons dit que I'inégalité

(8) rw > nt

infini - résulte de e e les inéga-
(') Llindétermination de Pordre d’infinitude de r, résulte de ce quLI le ; dec;,
3 r i ité valeurs
lités () et '(10) sont vérifices toutes deux pour une infinité de valeu 4

o étant inférieur 4 p— ¢
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est vérifiée pour une infinité de valeurs de n et que linégalité

1
(9) T >R

est vérifiée sous la seule condition

n > m.
On a, dailleurs,
Pl e<nlp+i
et
-

= B 2
E(z) = e I I (lg ai) e " +pnﬁ3
3 n

: J
il faut prouver qu'il existe un nombre, < p, tel que inégalité (i1) soit
vérifiée pour une infinité de valeurs de » croissant indéfiniment.

Désignons par £ un entier supérieur a m et tel que linégalité (8) soit
vérifiée pour n = % on a done

1

(12) 7n > ho.
Déterminons le nombre £’ par la condition

£ 1
(13) ho = k't

et soit £ la partic entiére de &', c'est-a-dire supposons que I'on ait
7 el

Le nombre ¢ étant supérieur & g, 4’ est done supérieur 4 % ; done % est
au moins égal a /i la différence & — 4 deviendra d’aillenrs de plus en plus
grande A mesure que 4 deviendra plus grand, et I'on sait que l'iné
lité (12) est vérifide pour des valeurs de A croissant indéfiniment.

Nous allons chercher a tirer tout le parti possible de I'inégalité (12) en

ga-

nous servant a la fois de ce que r, croit avec n et de ce que linéga-

lité (9) est vérifiée pour toute valeur de supéricure & m.
Pour m << n <<k, nous écrirons Pinégalité

1
S =
(9) Ip >Nt

Pour k<

k, linégalité (12) donne

(14) > h

Q

Enfin, pour 22/ 1, nous reprendrons Pinégalité

1

(9)" ra > nv,

car, d’aprés la maniére dont le nombre a éLé choisi, cette inégalité
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devient alors plus avantageuse que Pinégalité (17). Nous allons c]xc?rc’her
a trouver une limite supérieure du module de F(5) en utilisant les inéga-
lités (9), (14) et (g)’. Nous éerirons tout d'abord

n=w

5y A

. - Lo )t

o) g R II (l.v.,)g pah,
=i ) . Uy

n=n1

P(z) étant un polynome de degré p au plus et R(z) un polynome de
degré m; le nombre = étant donné a l'avance, nous pouvons prendre 7

assez grand pour que I'on ait
lePE R(z) | < ert™

nous pouvons donc faire abstraction de ces facteurs et nous borner a

considérer le produit .

N A —
ot l l (1— sl P pag.
n

n=m-+1

1 P % Ul ¥ et T e 5
Désignons par s un nombre compris entre ¢ et © et poson

=105

nous allons chercher le maximum du module de G(s) pour |z| = 7; nous

DOSCrONS y

: G(3) = 1,1,

avec 5

i

pa,
:]‘
pal
T-"
pali.

Pour trouver une limite supéricure des produits Iy, Ty, My, nous utili-
: oy aie ’ ’ ”
serons successivement les inégalités (9)', (14) et (9)". i
5 d! q sy 8 remargquant que r-- — est infé-
Occupons-nous d abord de II;; on a, en remanrg tq =

£

vieur & ern,

el Doy 1
NI e —
o AL o
Iy < e ’

B.
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et, en utilisant (g)’,

[ et

Drailleurs
h—1 3
il bt
E R / z
meg-q il

en remplacant £ par rs, il vient

p
Ll
PT—p)

|H1I<6

L'exposant le plus élevé de r est visiblement le dernier; désignons-le
par py, 'on a o
H|:]7+S(l—-jp) = .v-o—/.n(i—'

et I ot dorivel & é i : !
et 'on peut éerirve, ¢ étant aussi petit que 'on veut, poury * 50i
v I Yu que 7 soit
assez grand (1),
I | < e,
Passons maintenant a I, dans ce produit, les 7 fri 5
: 93 ¥ utt, les 7y sont supérieurs a A9,

2 Cei o . o
t comme 7 = /i, on peut, quel que soit s supérieur a o, supposer £ assez
grand pour qu’ils soient supérieurs & 27°; on a alors

k = i 1
= 2 k F o)
s = ﬂ"+~..+—; e
Ri= e HA = r[ e (pHDapTt (pogjapte
g b
b 75

d’otr, en remarquant que | @, | > 2|z,

r g
| e | < l I st
I

et, en utilisant Pinégalité (14) e
. © 4) et remarquant que le nombre d
inféri 3 es fi
est inférieur a i, acteurs
e
| My | < g2be?™i =

(') Il suffit pour cela de prendre & assez grand.
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On a d’ailleurs & < &' = A% et h = rs; il vient donc

[Ty | < er™
en [)USZ\IH,
=tk y
He=—Epba— J?—4s=’—uu—!—1—:)(— —1>
On obtiendra de méme
N ;M

ket 7,

[T | < e “

or, d'aprés (9)".
s -
I
-
)
Z rhkt

k1 fe

done ;
| Oy | << er

en posant (')

i) a =

gl..';=[)+l+("l'-- E)E—T=1¢.,.

Si done nous désignons par p le plus grand des nombres , et p,, il
vient
[E(z)| < er™,
et quelque petit que soit = donné d’avance, cette inégalité est vérifiée
pour une infinité de valeurs de 7 croissant indéliniment, s pouvant prendre
toutes les valeurs de module . Cela revient a dire que I'on a, pour ces
valeurs de 7,

M(r) < erf™,

Il suffit maintenant d’observer que p. est inférieur a = = p -z et peut,
par suite, étre supposé inféricur a p (4 condition que e ait été pris assez
petit), pour que notre proposition soit démontrée : F(z) n'est pas a

croissance régulicre.
On peut préciser un peu plus ce résultat en réerivant les valeurs de g

et de s on a

[Jq:’?——('t—[))(l —%),

1lg:’t-—([)+l—'3)(%~f

4
(') Nous remplacons & par k'=r9; cette approximation est légitime car
< k-1 etk est aussi grand que Pon veut.

s
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Comme 'on a
1:<c<.s'<r<p+l,

les inégalités excluant I'égalité, les valeurs de y, et de 2 sont bien toutes
deux inférieures & ©; p est done inféricur a =.

Mais g, et pp dépendent du nombre s, arbitraire sous la seule condition
d’étre compris entre s et =3 lorsque s varie, @y varie dans le méme sens
et ps en sens inverse; on obtiendra donc la valeur la plus avantageuse
de p (c’est-a-dire la plus petite possible) en déterminant s de manicre
que I'on ait py= a3 la valeur de s obtenue, on calcule celle de P

Sans discuter ce résultat, remarquons que si T est trés voisin de p ou
de p -1, g et gy sont respectivement trés voisins de =; d’ailleurs p est
toujours supérieur & o (1),

Conclusion.

L’étude compléte de la croissance de M(r), dans le cas oit Pordre d’infi-
nitude de 7, n'est pas déterminé, parait trés difficile. La grande difficulté
est la suivante : dire que Pordre dinfinitude de 7, n’est pas déterminé
cest dire que le mode de eroissance de 7, ne peut pas étre défini, méme
4 une premiére approximation, par comparaison avec les fonetions /z)~_; il
est néce

saire d’introduire de nouvelles fonctions croissantes, qui peuvent
étre de nature tout 4 fait arbitraire. Essayer de faire une théorie compléte
sans préciser la nature de ces nouvelles fonetions, ¢’est-a-dire en se hor—
nant & la considération des fonctions n}, ¢’est chercher 4 mesurer une
quantité au moyen d'une quantité qui ne serait pas de méme nature : cela
cst manifestement impossible (2}.

11 faudrait, si I'on voulait étudier le cas ot Pordre dlinfinitude de i
n’est pas déterminé, commencer par définir exactement les modes de crois-
sance de 7, et étudier en détail chacun de ces modes; ce que 'on pourrait
essayer de fairve, ce serait de classer ces divers modes en familles que Pon
étudierait ensemble (3). Heureusement, les résultats que nous venons
d’obtenir, quoique tiés particuliers en apparence, sont an contraire ¢rés

(') On peut déduire ces résultats de la formule aisée a établiv

p—c T Babl
T —p

(*) Dans la Nole suivante, nous parlerons des fonctions 4 croissance irréguliére,
précisément pour bien montrer quelle est la nature des difficultés qui se pré-
sentent.

() Par exemple, on pourrait chercher 4 comparer entre elles les fonctions M(r)
correspondant a des suites 7, dont les modes de croissance seraient comparables
entre eux d’une maniére simple; il serail sans doute intéressant de développer
cette indication.
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généraux au point de vue pratique, car les fonctions entiéres que l'on
rencontre naturellement sont généralement A eroissance réguliére. Ceite
importance particuliére du mode de croissance exponentiel pm'z{z‘t
tenir a des causes trés profondes et aura, sans doute, dans {’avenir,
des conséquences importantes. Vai déja développé cette idée & plusie}urs
rveprises et cherché a la confirmer par des faits; les théorémes qui vien-
nent d'étre démontrés y contribuent pour leur part (1) et rapprochent le
moment ot il sera possible d’exposer la notion de croissance régaliére a
sa vraie place, au début de la Théorie des fonctions,

Rappelons en terminant que nous avons exclu le cas ot le nombre p est
entier; il est clair qu’il faut alors tenir compte de la possibilité du cas
d’exception de M. Picard. Il est probable que le second théoréme prend
alors la forme suivante :

Soient ¥(z) une fonction & croissance réguliére et p son ordre;
soient 9 (z) et ©1(5) des fonctions entiéres d’ordre apparent inférieur
a p; l'on considére les séros a, de la fonction

9(2) F(3) +91(5),

Dordre d’infinitude de r,= |a,| est déterminé, sauf au plus pour

o(s ; S :
une valeur particuliére du rapport % D’aillenrs il résulte manifes-
o(s
;
tement des résultats antérieurs que cet ordre d’infinitude, lorsqu’il est
; o ; st
déterming, est égal a t;

Mais il y aurait lieu de démontrer le théoréme qui vient d’étre énoncé;
c’est 1a un sujet de recherches qui peut étre abordé avee confiance, car
si, contre toute attente, 'énoncé n’est pas exact sous la forme méme que
nous lui avons donné, il n'est certainement pas besoin de le modifier
beaucoup.

Mais, malgré cette lacune, il résulte de ce qui précéde que, lorsque I'on
a une fonction entiére d’ordre (ou de genre) fini, la question de savoir si
sa croissance est réguliére est plus importante que la détermination méme
de Pordre : c’est Ie premier probléme que 'on doit aborder, de méme que
Panalyse qualitative doit précéder 'analyse quantitative.

Récemment, M. Painlevé a formé des équations différentielles algé-
briques admettant comme intégrales des fonctions entiéres nouvelles, ¢’est—
a-dire ne se réduisant pas a des combinaisons de fonctions connues. Le
probléme se pose dés lors d'¢tudier ces fonetions enticres, qui vérifient

(') Signalons aussi un résultat fort intéressant, di d M. E. Lindelof, au sujet des
fonctions réelles définies par une équation différenticlle du premier ordre (Bul-
letin de la Société mathématique de France; 18gg). Nous aurons sans doute
P'occasion d’y revenir pour en faire ressortir I'importance au point de vue qui
nous oceupe ici.
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des équations -différentielles fort simples. Dans cette étude, la premiére
question & résoudre est la suivante : Lo croissance de ces fonctions est-
elle régulicre? 1l est d’ailleurs trés probable qu’elle sé résoudra par
Paffirmative; dans le cas contraire, on aurait des types de croissance
nouveawz, obtenus d’une maniére naturelle. Ces IS‘pes de croissance
devraient étre étudids A coLé du type exponenticl; il ne serait plus dés lors
possible de dire que celui-ci est sewul important en Analyse; il resterait
cependant le plus important. A

NOTE Il

LES FONCTIONS A GCROISSANCE IRREGULIERE.

I'importance des fonctions & croissance irréguliére est beaucoup moins
grande, au point de vue des applications, que celle des fonctions a erois-
sance réguliére : ce sont ces derniéres que I'on a jusqu’ici exclusivement
rencontrées. Il n’est cependant pas inutile de dire quelques mots des pre-
miéres, ne serait-ce que pour montrer combien leur étude est plus com-
pliguée et combien par suite il est désirable, lorsque qu’une fonction
enti¢re est définie par un procédé quelconque, de savoir démontrer que
sa croissance est réguliére.

Nous nous bornerons & énoncer des résultats; les méthodes développées
dans ce Livre et dans les divers Mémoires auxquels nous avons renvoyé
fournissent aisément les démonstrations.

Remarquons d’abord que U'expression croiss:
licre) suppose un terme de comparaison supposé régulier par définition :
ce terme de comparaison est la fonetion exponentielle et les fonctions qui
s'en déduisent par des combinaisons simples. A priori, on aurait pu

nce réguliére (ou irrégu-

prendre tel autre terme de comparaison que l'on aurait voulu, par exemple
la fonction w(z). dont il sera question tout a 'heure. Deux raisons cepen-
dant pouvaient pousser a choisir la fonction exponentielle : d’abord les
relations simples avec la suite naturelle des nombres entiers des coelfi-
cients de son développement de Taylor et des racines de I'équation
obtenue en I'égalant & une constante; ensuite le fait que c’est la fonction
entiére la plus simple dépourvue de zéros (1). Aussi ne doit-on pas étre

(') On peut remarquer que cetle derniére propriété conduirail nécessairement
a considérer la fonction e, ¢n partant de la théorie purement géométvique des
fonetions analytiques (définies comme réalisant nne représentation conforme). Si

l'on se place @ ce point de vue, on peul remarquer que les notions du déplacement
dans le plan et de 1'égalité des angles, données @ priori, suffisent pour définir e*
comme fonction entiére dépourvue de zéro, sans qu'il soit nécessaive d'avoir la
notion de nombre entier. Dés lovs, si 'on suppose que 'on a la notion de nombre
ordinal, mais non celle de nomhre cardinal, cette derniére s'imposera néeessaire-
ment lorsque 'on éludiera la distribution dans le plan des zéros de la fonction
¢*— ¢, Ce fait nous a paru assez curieux pour mériter d’élre mentionné en passant.
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étormé que ce choix s¢ trouve justifi¢ a posteriori par I'étude des appli-
cations.

Nous nous bornerons aux fonctions de genre fini; un principe analogue
a celui de I'homogénéité du continu montrerait aisément que c’est 12 une
restriction sans grande importance; les difficultés réelles sont aussi consi-
dérables, si Pon veut aller au fond des choses.

Une premiére remarque intéressante est la suivante : Tirrégularité de la
croissance du module maximum M (7) d'une fonction entiére ne peut pas
étre quelconque. On verra trés aisément que I'on peut trouver une fone—
tion positive croissante 0(7) inférieure a er pour toute valeur de 7, et dont
la dérivée 0(7), bien que toujours continue, soil, pour une infinité de
v.czleur.f de r croissant indéfiniment, supérieure a toute fonction posi-
tive croissante donnée a l'avance. Lorsque I'on donne une telle fonction
0(2), il wexiste pas de fonction entiére telle que M(7) = 0(r). Il y aurait
licu de rechercher, étant donnée une fonction positive croissante 0(r),
quelles conditions elle doit rempliv pour qu'il existe une fonction entiére
telle que son module maximum M(7) soit du méme ordre de grandeur (1)
que 0(r).

Il est cependant possible de former des fonctions entiéres dont la crois-
sance présente des irégularités considérables. Indiquons, par exemple,
co.mment on formera une fonction w(z) dont le moduole maximum M(r)
s0it, dans une infinité d’intervalles d’étendue aussi grande qu'on veut, trés
voisin de e et, dans une infinité d'intervalles d’étendue aunssi grande qu'on
veut, trés voisin de er*.

Désignons par ¢(2) une fonction positive croissante assujettie a la seule
condition de croitre plus vite que e on peut méme prendre si 'on veut
@(#) = . Posons

e = XRa,sh,

et = 2b,sn
et définissons les constantes ¢, par les conditions suivantes, dans les-
quelles % est un entier quelconque :

?(2/“”"1); Cn= Qp,

1< g(2k —+a); =Dyt
En posant
w(z) = Ze,zn,

la fonction w(z) satisfait, ainsi que toutes ses dérivées, aux conditions
indiquées plus haut; il existe une infinité @intervalles, que nous appelle-

1 O ar X 4 1 i
( ),O(,‘ entendra, par exemple, par 1a, que quelque petit que soit le nombre =
donné¢ d’avance, on a, pourvu quc 7 soit assez grand,

[M (7))

Cette définition pourrait d'ailleurs étre variée suivant les besoins des applications.

<O(r) < [M(r)]'+e
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rons intervalles de premiére espéce, et dont I'étendue croit indéfiniment,
dans lesquels la fonction M(r) correspondant & w(z) est inféricure a
er'™®, e étant un nombre arbitrairement petit donné d'avance; il existe de
méme une infinité d’intervalles de seconde espéce, dans lesquels M(7) est’
inféricur & e7* ",

D’aprés les conventions antérieurcs on doit dire que l'ordre apparent
de m(z) est égal & deuw; silon voulait exprimer les propriétés que nous
venons d’énoncer on pourrait ajouter que cet ordre apparent cst indéter-
miné entre un et deuw, la loi de I'alternance étant réglée par la fonction
¢ (). Mais nous indiquons seulement, en passant, cette maniére de s'ex-
primer, qu'il ne parait pas utile d'introduire au moins pour le moment.

Relativement aux zéros de w(z), il résulte de ce qui précéde que leurs
modules forment une suite dont 'exposant de convergence est égal i deux:
si 'on désigne par 7, le module du 2" zéro, 'ordre d'infinitude de r,

i AT ; [ i
n'est pas déterminé, il est compris entre 1 et = dans les intervalles de

premiére espéce 7, est supérieur a n!-€ et dans les intervalles de seconde
1

. . RHE
espéce 7, est inférieur a n2 .

On démontrera aussi pour w(z), une fois ses zéros connus, un théoréme
analogue au second théoréme de M. Hadamard; dans les intervalles de
premiére espéce on trouvera des couronnes a Uintérieur desquelles le
module de la fonetion est supérieur i e ¢t dans les intervalles de
seconde espéce des couronnes a l'intérieur desquelles le module de Ia fone-
Ltion est supérieur a e
On prouvera ainsi que lU'on peut trouver une infinité de cercles de
) est
zw(z)
ausst petit que ’on vewt; on ne peut pas conclure de la que la fonction
‘ont pensé.,

rayons indéfiniment croissants sur lesquels le rapport

est de genre un, comme il pourrait sembler que certains auteurs

Nous arrétons li ces remarques que Uon pourrait multiplier aisément ;
on constatera aussi sans peine que le proeédé qui nous a permis de
former la fonction o(z) est d’'un emploi trés général et qu’il est pos-
sible, par snite, de former des fonctions entidres a croissance extréme-
ment irrrégulicre et s’éloignant de plus en plus du type exponentiel.

Il n’est cependant pas inutile d’observer que, en fait, les modes de crois-
sance seront toujours liés a celui de la fonction exponentielle, En effet,
nous ne connaissons primitivement que des fonetions dont le mode de
croissance est exponentiel; si nous choisissons deux d’entre elles, par
exemple e? ct e¥, nous pourrons en les combinant comme plus haut en
déduire une fonction irréguliére m(z). Mais la loi de alternance est néees-
sairement définie par une fonction croissante, que nous avons appelée o () ;
nous devrons prendre pour o (2) une fonction a croissance exponentielle (1).

(') Nous donnons ici 4 ces mots un sens un peu plus général que plus haut;
nousy comprenons les fonctions que lon déduit de ¢ par litération.
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Nous obtenons ainsi la fonction () dont on pent dire qu'elle oscille sui-
vant une loi exponentielle entre deux modes exponentiels. On peut
former une infinité de fonctions de la méme nature gue w(x) et les com-
biner entre elles pour former des fonctions plus compliquées : on &éloi-
gnera de plus en plus des types exponentiels, mais les fonctions obtenues
pourront toujours étre rattachées & ce type par des détours plus ou moins
compliqués; elles n'en différeront pas complétement.

D’autre part, si I'on définit une fonction entiére, soil par la loi de ses
coefficients, soit par celle de ses zéros, on obtiendra les types de crois-
sance analogues & ceux d'oit I'on sera parti, Clest done une question quise
pose de savoir s'il est possible de définir (1) unc fonetion entiére dont le
type de croissance soit entiérement distinet du type exponentiel.

On pourrait songer, pour cela, & des lois avithmétiques; une des pre-
miéres idées qui se présente consiste i utiliser la suite des nombres pre-
miers ; mais il résulte des recherches de Riemann que la distribution de
ces nombres est intimement liée a2 une fonction entiére E(t) qui appar-
tient aw type exponentiel. Ce n'est donc pas 1A que nous pouvons trouver
des types nouveaux, aw moins en nous bornant cuw premiéres approzi-
mations. Mais nous devons nous contenter de ces indications sur cette
importante question des types de croissance, sur laquelle nous espérons
pouvolr revenir un Jour.

(') Nous disonz qu’une fonetion est définie lorsque sa valeur numérique, pour
une valeur donnée de z, peut dtre calculée avec une approximation donnée
d’avance.

FIN.
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