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Incluso en el sueno el cerebro esta pulsando, palpitando y destelleando
con el complejo negocio de la vida humana: sonar, recordar, imaginar
cosas. Nuestros pensamientos, visiones y fantasias poseen una realidad
fisica. Si nos encogiéramos al nivel de las neuronas, podriamos presen-
ciar formas elaboradas, intrincadas y evanescentes. Una podria ser la
chispa de un recuerdo o el olor a lilas en un camino campestre de nuestra
infancia. Otra podria ser un ansioso boletin enviado a todos los puntos:
“sDonde he dejado mis llaves?”

Carl Sagan, “Cosmos”.






Perspectiva

Los mecanismos de la mente humana han fascinado a los cientificos y filésofos
durante siglos. Sin embargo, el conocimiento de la mente ha sido mas bien pobre hasta
hace poco mas de un siglo. Sélo recientemente, el hombre ha sido capaz de responder
a determinadas cuestiones muy simples, como la forma en que el cerebro procesa la
informacion visual, pero sigue siendo incapaz de clarificar la naturaleza de la conciencia
y la posible existencia de propiedades mentales que trascienden a la propia sustancia
bioldgica de la que esté constituido el cerebro.

Descartes fue el primero en dar una imagen aproximada de la mente, situando el
pensamiento en el cerebro, pero errando al localizarlo en las partes internas del mismo'.
La informacién, segin intuyo, es recogida por los 6rganos sensoriales y conducida a
una unidad central mediante nervios, pero no respondio a la cuestién de como controla
la informacion dicha unidad central.

Actualmente no conocemos todavia la naturaleza de la mente, en parte debido a
la complejidad que presenta un sistema como el cerebro, con un gran niimero de com-
ponentes elementales, llamados neuronas, cada una interactuando con otras a través
de las sinapsis, también éstas en un numero muy elevado. Pero se han dado pasos
importantes, como muestra el enorme desarrollo reciente de disciplinas como la neu-
robiologia, la psicologia experimental y la inteligencia artificial. Aunque estas disci-
plinas se han desarrollado de forma independiente, en los 1ltimos anos han aparecido
importantes puntos de contacto entre ellas debido, sobre todo, al estudio de las lla-

madas redes de neuronas. Estos sistemas son modelos matematicos bien definidos que

LA diferencia de lo que pensaba Descartes, hoy se sabe que el sistema nervioso central de los
mamiferos y, en particular, el del hombre muestra una gran organizacién, con una serie de partes bien
diferenciadas como el cortex, talamo, hypotalamo, cerebelo, etc, que tienen gran importancia en el
funcionamiento del mismo. De entre ellas, la parte mas externa o cortex juega un papel fundamental
como procesador central.



tienen en cuenta, en cierta forma, diferentes aspectos de cada una de estas tres dis-
ciplinas. Las redes de neuronas constituyen un intento de formalizar, desde un punto
de vista matematico, las principales propiedades que presenta la mente o, mejor, otros
sistemas biolégicos semejantes pero menos evolucionados. Entre las propiedades de
interés merecen destacarse las tres siguientes: (i) Memoria asociativa, propiedad de la
mente que permite recuperar una determinada idea mediante un conocimiento parcial
de la misma. (ii) El aprendizaje, supervisado o no, de conocimientos, esto es, la capaci-
dad de almacenar informacién que luego puede ser recuperada, y que esta fuertemente
ligada a la propidedad de memoria asociativa. (iii) Auto-organizacion del cértex de
tal forma que partes adyacentes del cuerpo estan controladas por regiones vecinas del

cortex.

En la presente memoria describimos una serie de resultados de nuestro trabajo
durante los tultimos anos para profundizar en el conocimiento de las redes de neuronas
y de los sistemas llamados vidrios de espines, esto es, sistemas magnéticos desordenados
que tiene una gran semejanza formal y conceptual con las redes de neuronas. Hemos
intentado asi comprender mejor muchos de los fendmenos que tienen lugar en los
sistemas de neuronas bioldgicas y en ciertas sustancias desordenadas como son las
aleaciones de un metal noble con impurezas magnéticas. Nos ha preocupado la elabo-
racion de modelos originales de redes de neuronas que, en algin aspecto, muestren
un comportamiento macroscépico similar al de los sistemas bioldgicos; por ejemplo,
modelos que presenten la propiedad de memoria asociativa o que simulen sistemas
inteligentes con capacidad de aprendizaje. La aparicién de estas propiedades en nues-
tros modelos esta intimamente relacionada con la existencia de cambios de fase cuyo
estudio permite determinar, por ejemplo, en qué condiciones (temperatura, nimero de
patrones que el sistema es capaz de memorizar, etc.) los sistemas modelados tienen
capacidad de aprender y almacenar informacién. En un sentido, nuestros modelos
constituyen una generalizacién del modelo de Hopfield [1], que presenta una fase con
memoria asociativa y otra fase sin esta propiedad, y puede definirse un parametro de

orden que sélo es no nulo en la primera de ellas.

Los modelos actuales de redes de neuronas no explican satisfactoriamente los meca-

nismos que intervienen en los procesos neuronales reales dadas las simplificaciones que



introducen. Por este motivo es conveniente construir nuevos modelos que incorporen
y permitan analizar ciertos aspectos particulares y microscépicos de la generacion y
transmision de los impulsos nerviosos hasta ahora no tenidos en cuenta. En concreto, y
como veremos en el capitulo primero, un estudio neurofisiolégico de la transmisién del
impulso nervioso parece evidenciar la importancia de considerar diferentes mecanismos,
con caracter competitivo, en la transmisién del impulso nervioso. Es interesante estu-
diar como estos mecanismos influyen en el comportamiento macroscépico del sistema,

es decir, en propiedades tales como memoria asociativa, aprendizaje, etc.

Los sistemas presentados en esta memoria estan, generalmente, fuera del equilibrio
(como cuando existe un agente externo no-hamiltoniano, o una corriente a través del
sistema), y van a ser estudiados en el marco de una teoria general basada en el estu-
dio dindmico de una ecuacién maestra caracteristica de cada modelo particular. Esta
circunstancia es coherente con el hecho de que la mayoria de los sistemas biologicos se
encuentran fuera del equilibrio. En el caso de los sistemas desordenados reales, la sepa-
racién del equilibrio puede ser debida a la difusién de impurezas. En algunos sistemas
estudiados, la competicion entre dinamicas induce estados estacionarios relativamente
sencillos que admiten una descripcién en términos de un hamiltoniano efectivo. Por
otra parte, nuestros modelos de redes de neuronas presentan una alta conectividad
entre sus elementos, lo que hace que los tratamientos de tipo campo medio o auto-
consistentes sean especialmente adecuados. Ademas de resultados tedricos analiticos,
presentamos algunos resultados numéricos obtenidos mediante la simulacion en el or-
denador de realizaciones Monte Carlo de los modelos. Asi comprobamos a veces la
bondad de las aproximaciones realizadas. Nuestros resultados tedricos van a ser com-
parados también con el comportamiento de sistemas reales y con el de otros modelos

relacionados.

El capitulo primero es introductorio, analizando ciertos aspectos de la neurofi-
siologia del sistema nervioso. Esta es conveniente para comprender ciertas hipotesis
y aproximaciones en nuestros modelos. En particular, hacemos un anélisis detallado
de los procesos dinamicos que tienen lugar en las neuronas y sinapsis referentes a la
generacion y transmision del impulso nervioso. Los cuatro capitulos siguientes son ori-

ginales; algunos resultados del capitulo quinto han sido obtenidos ya en la tesis de



licenciatura [2], aunque ahora se presentan més elaborados y se ha llegado a conclu-
siones mas definitivas. El contenido de estos cuatro capitulos puede resumirse como

sigue.

En el capitulo segundo presentamos un modelo de red de neuronas cinético, caracte-
rizado por una ecuacién maestra, en el que tanto las sinapsis como las neuronas evolu-
cionan con el tiempo, pero con distinta velocidad. Para ciertos casos particulares, el
modelo puede ser descrito en términos de un hamiltoniano efectivo que ha sido resuelto,
en aproximacion de campo medio, cuando las sinapsis evolucionan con una velocidad
mucho mayor que las actividades neuronales. Se presenta y estudia un caso que se
corresponde con el modelo de Hopfield con fluctuaciones aleatorias de las intensidades
sinapticas, de tal forma que éstas se acoplan entre si, en promedio, como establece la
regla de aprendizaje de Hebb [3]. Las consecuencias de tales fluctuaciones en el sistema
son analizadas con detalle para una eleccion especifica de las probabilidades de tran-
sicién y de la distribucién de fluctuaciones, incluyendo el caso en el que las sinapsis

son asimétricas.

En el capitulo tercero se estudia otro modelo de red de neuronas cinético (que
podemos considerar como una versién del modelo general presentado en el capitulo
segundo) que incluye también sinapsis fluctuantes. Esta caracterizado por una dis-
tribucion de fluctuaciones, diferente a la del modelo anterior, que no permite una
descripcion hamiltoniana del sistema. Sin embargo, se puede obtener informacion del
estado estacionario en aproximacion de campo medio. Los resultados obtenidos han
sido comparados con los del modelo de Hopfield. A diferencia de lo que ocurre en éste,
el error asociado al proceso de recuerdo de informacién puede ser reducido bajo deter-
minadas condiciones para las fluctuaciones. Se presentan resultados analiticos tanto

para el caso de acoplamientos sindpticos simétricos como asimétricos.

En el capitulo cuarto se presentan resultados de simulaciones Monte Carlo del mo-
delo presentado en el capitulo tercero. Algunas simulaciones muestran que la teoria de
campo medio desarrollada en el capitulo tercero es exacta. Otras simulaciones mues-
tran una comparacion entre el modelo propuesto en el capitulo tercero y el modelo de
Hopfield. Los resultados de estas simulaciones muestran cémo nuestro modelo optimiza

los procesos de aprendizaje y recuerdo comparado con el modelo de Hopfield.



En el capitulo quinto elaboramos un modelo cinético de sistema microscopicamente
desordenado. Las energias de intercambio entre pares de espines cambian con el tiempo
de forma aleatoria, lo que simula una difusién iénica (ideal) rdpida. El modelo ha sido
resuelto mediante una técnica original de campo medio, basada en agrupamientos o
dominios de espines, en la que se puede trabajar, de manera natural, con diferentes
ordenes de aproximacion. En concreto, hemos resuelto los dos primeros 6rdenes corres-
pondientes a agrupamientos con un sélo espin (para dimensién espacial arbitraria) y
con cuatro espines (para dimensién dos). Los resultados muestran, entre otras cosas,
cambios de fase con procesos reentrantes reminiscentes del comportamiento obser-
vado en ciertos materiales como mezclas binarias de metales nobles con impurezas
magnéticas.

La memoria termina con una exposicién de las conclusiones méas importantes que se
siguen de nuestro trabajo, resumiendo las contribuciones originales mas importantes.
También se plantean algunos problemas abiertos que quedan por resolver y que pueden

ser objeto de futuros estudios.






Capitulo 1

Algunas consideraciones previas

1.1 Introduccion

Las redes de neuronas surgen como un intento de modelar ciertos aspectos o
propiedades de los sistemas neuronales bioldgicos. En este intento, se busca una posi-
ble utilidad inmediata en el campo de la computacion. El estudio de estos sistemas,
ademas de matematicas, involucra a la neurobiologia, a la psicologia experimental y a
la disciplina llamada inteligencia artificial. Aunque estas disciplinas son esencialmente
diferentes entre si, cada vez existen mas nexos de union entre ellas. En los ultimos
anos, los fisicos tedricos han mostrado un creciente interés por estos sistemas, dada
la semejanza conceptual y formal que tienen con los sistemas magnéticos desordena-
dos, particularmente con los llamados vidrios de espines. En este capitulo repasamos
brevemente algunas contribuciones de todas estas disciplinas, recopilando informacién
sobre los sistemas neuronales biolégicos, motivando asi el diseno de nuevos modelos

que, aunque necesariamente artificiales, sean més realistas y mejoren los ya existentes.

1.2 Neurobiologia

La neurobiologia trata de los principios biofisicos del funcionamiento del sistema
nervioso de los animales. Uno de su hitos principales es el descubrimiento en 1791 por
Galvani de la naturaleza eléctrica de las senales nerviosas. Fundamental es, también,
la contribucién de Ramoén y Cajal, que demostrd, a finales del siglo pasado, como

el tejido nervioso esta constituido por un conjunto de células, bien definidas, las

7
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neuronas, en contacto entre si a través de un determinado nimero de uniones, las
sinapsis. Los mecanismos que intervienen en la creacién y propagacion de las senales
eléctricas en las neuronas fueron explicados, cinco décadas mas tarde, por Hodgkin y
Huxley. En la actualidad, existe gran interés en el estudio de ciertas moléculas llamadas
neurotransmisores y de proteinas complejas, los neurorreceptores, que intervienen en
la transmision de la senal elétrica a través de las sinapsis. También interesan ahora
las reacciones quimicas en las que intervienen estas moléculas, asi como los procesos
iénicos responsables de la dindmica neuronal. Ultimamente, hay un creciente interés en
el estudio de los mecanismos microscopicos que intervienen en la transmision sinaptica
y que se suponen responsables de la variabilidad observada en la respuesta neuronal

ante dos estimulos consecutivos; cf., por ejemplo, Ref. [4].

1.2.1 Neuronas

Las neuronas, como constituyentes elementales del tejido nervioso, son células
altamente especializadas, cuya funcion principal es la generacion y transmision de la
senal eléctrica, llamada impulso nervioso o potencial de accion. El nimero de neuronas
en el cerebro humano es del orden de 10*.! A grandes rasgos, en un neurona tipica

podemos distinguir tres partes bien diferenciadas (cf. figura 1.1):

e Soma. Esta constituido por el cuerpo celular, donde residen los organulos celu-
lares y el nicleo de la célula. Su tamano en una neurona tipica es del orden
de 10 — 100um. Es una parte muy importante para la actividad nerviosa pues,
aparte de contener todos los organulos que regulan la actividad de la célula,
en cierta zona de su membrana celular tiene lugar la creacién del potencial de

accién, responsable de la actividad nerviosa.

e Axon. Es una prolongacion de la membrana celular del soma que hace de cable
conductor por el que se transmite el potencial de accién hacia otras neuronas

vecinas o hacia los musculos. El axén se desprende de una region cénica del soma

!Estimacién obtenida contando pequenas regiones del cerebro, situadas en el cértex, donde se
observa que la densidad de neuronas es practicamente constante, del orden de 150000 neuronas por
milimetro cuadrado. Este hecho, junto con una estimacion para el drea total del cortex del orden de
200000mm?, da lugar a ese ntimero [5].
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llamada cono axdnico o zona de Hillock que llega alcanzar un didmetro hasta de
100pm [6]. El axén tiene una longitud tipica de 0.07c¢m [7]. En muchas neuro-
nas esta recubierto por unas cdpsulas, de una sustancia llamada mielina, sepa-
radas por unos nédulos amielinicos llamados nodos de Ranvier. Estas capsulas
favorecen la conduccién del impulso nervioso. La figura 1.2 muestra el enorme
aumento en la velocidad de conduccién del potencial de accion debido al efecto
de la capsula de mielina que hace que disminuya la capacitancia del axén y que

los potenciales de accién se generen sélo a nivel de los nodos de Ranvier.

(@)
Soma  Capsula de Nodo de :
mielina Ranvier

Dendritas Axon Botones
sinapticos

AT

Figura 1.1: La figura muestra dos tipos de neuronas con sus partes fundamentales.
(a) Neurona motora con un axén mielinico para favorecer la conduccién del impulso
nervioso a los musculos y (b) neurona cerebral con dendritas muy ramificadas y un
tinico ax6n amielinico. (Redibujado de R.M. Berne y M.N. Levy, Fisiologia, Times
Mirror de Espana, Madrid 1993.)
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Figura 1.2: Velocidades de conduccién en funcién del diametro de la fibra para axones
mielinicos y amielinicos de vertebrados. (Redibujado de C.J. Flickinger, y colabo-
radores, Medical Cell Biology, W.B. Saunders, Filadelfia 1979.)

e Dendritas. Son prolongaciones del soma, generalmente de menor tamano que
el axén, que conducen a la neurona el impulso nervioso procedente de otras
neuronas. Las neuronas tipicas tienen dos o més dendritas que se van ramificando
en una estructura divergente. Constituyen la zona receptora que recibe y procesa
impulsos nerviosos, los cuales producen una respuesta graduada decreciente sobre
el soma. Son verdaderas extensiones protoplasmadticas del cuerpo celular. Rara vez
alcanzan los 700um de longitud. Tienen unas espinas llamadas gémulas o botones
sindpticos, en las que tienen lugar las uniones o sinapsis entre dos neuronas. El
nimero de gémulas varia de unas neuronas a otras, llegando a unas 4000 en

algunas neuronas piramidales [6].
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1.2.2 Sinapsis

Las sinapsis son regiones de contacto especializadas entre neuronas, entre éstas y
organos efectores, o entre dos fibras musculares. El cerebro humano tiene del orden
de 10™ sinapsis [6]; la mayoria se desarrollan a los pocos meses del nacimiento del
individuo. Las sinapsis pueden variar en intensidad y localizacién precisa. El extremo
del axén puede tener desde unas cuantas hasta 5x10% sinapsis, siendo el promedio
del orden de 10® botones sindpticos por neurona [6]. Ademds, una neurona puede
recibir contactos sindpticos de muchas otras neuronas, desde varios miles hasta 10°
terminaciones axoénicas separadas [6]. Segin la zona de las neuronas entre las que
tiene lugar el contacto sinaptico, existen tres tipos frecuentes de sinapsis: axosomdtica,
axodendritica, aroaronica. Segin cémo tiene lugar la transmision del impulso nervioso

a través de ellas, las sinapsis se clasifican en quimicas y eléctricas.

e Sinapsis quimica. Cerca de la membrana presindptica existe una alta con-
centracién de wvacuolas, rellenas de unas sustancias, especificas de cada tipo
de neurona, llamadas neurotransmisores, que nuncan aparecen en la membrana
postsinaptica. Esto dltimo implica que las sinapsis quimicas tienen caracter uni-
direccional y asimétrico. Entre las dos membranas (pre y postsindptica) hay
una anchura de unos 2004 [6] que, cuando tiene lugar la transmisién del im-
pulso nervioso, produce lo que se conoce con el nombre de retardo sindptico;

cf. figura 1.3.

e Sinapsis eléctrica. A diferencia de la sinapsis quimica, en este tipo no
existen vacuolas con neurotransmisores. Ambas membranas, presinaptica y
postsindptica, son similares y la sinapsis es, por lo tanto, simétrica. Las dos neu-
ronas que intervienen en la sinapsis estan electronicamente acopladas mediante
puentes idnicos, o pasos naturales en la membrana, a través de los que hay
un flujo de iones entre la célula y el medio que la rodea. No existe el retardo
sindptico y la anchura entre las dos membranas es de unos 20A [6]. Por lo tanto,

son sinapsis mas rapidas que las quimicas; cf. figura 1.3.
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Figura 1.3: La transmisién sinaptica en sinapsis eléctricas y quimicas. En la sinapsis
eléctrica los iones fluyen directamente desde la neurona presinaptica a la postsinaptica.
En la sinapsis quimica hay un retraso del orden de 0.5ms debido a la secrecion del
neurotransmisor, a su difusién y a la respuesta postsindptica. (Redibujado de R.M. y
M.N. Levy, Fisiologia, Times Mirror de Espana, Madrid 1993.)

1.2.3 Neurofisiologia

La generacién de los impulsos nerviosos, y su transmision a través de las neuronas

y las sinapsis, tiene lugar en una serie de etapas que a continuacion se detallan.

Potencial de reposo.

La observacion de una neurona en reposo muestra que, a ambos lados de la mem-
brana celular, existen concentraciones especificas de diferentes tipos de iones. En el
medio acuoso que rodea a la neurona hay mayor concentracién de iones Nat y Cl™ que

en el interior de la célula, siendo en su conjunto eléctricamente neutro. Por otra parte,
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en el medio intracelular hay mayor abundancia de iones K y radicales orgdnicos pro-
teicos que en el exterior de la célula, siendo el conjunto también eléctricamente neutro.
Los iones tienden a difundirse a partir de las regiones de elevada concentracion hacia
zonas en las que la concentracién especifica de dicho ién es menor. La membrana de
la neurona es selectiva a la hora de dejar pasar iones, siendo mé&s permeable a los
iones Na™ y K*. La diferencia de concentracién de iones, a uno y otro lado de la
membrana, provoca la aparicién de potenciales eléctricos asociados a cada uno de los
iones, de acuerdo con la Ley de Nernst [§]:

T x
Vo= o tog (1)), (1.1)

nxint

donde R es la constante de los gases, T' la temperatura absoluta, F' la constante de
Faraday y Z, la valencia del i6n x, y n%,; y n%e son las concentraciones del ion
x dentro y fuera de la célula respectivamente. Por otra parte, como resultado de la
diferencia de concentracién de iones entre el medio intracelular y el medio extracelular,
los iones K tienden a salir de la neurona rdapidamente, hasta que se establece un
equilibrio en la concentracion del mismo a los dos lados de la membrana celular. Asi, el
interior de la neurona queda depolarizado respecto del exterior. Este equilibrio es lo que
se llama potencial de reposo, que suele tomar un valor V= —70mV (a veces —100mV).
El origen de la diferente concentracién de iones entre el interior y el exterior de la
neurona se cree que es debido a la actividad metabdlica de la neurona, que ocasiona
que el Na* sea bombeado hacia afuera de la célula y el K+ hacia dentro. La energia

necesaria para este proceso proviene de enlaces fosfato ricos en energia.

Generacion del potencial de accién.

Una excitacién local eléctrica causa la apertura de los canales o puentes es-
pecificos del Na't, produciéndose una depolarizacién del exterior de la membrana,
incrementdndose el potencial desde —70 a +40mV. Esto provoca la apertura de los
canales de K+ después de 0.5ms de haberse abierto los del Na™, repolarizandose la
membrana hasta —80mV . Este pico constituye el potencial de accién. Después de esto
transcurren entre 3 y 4 milisegundos, tiempo en el que se restablecen las concentra-
ciones originales de iones. Este tiempo recibe el nombre de periodo refractario [7];

cf. figura 1.4.
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Figura 1.4: Potencial de accion generado en una neurona mostrando los periodos re-
fractarios absoluto y relativo. (Redibujado de R.M. y M.N. Levy, Fisiologia, Times
Mirror de Espana, Madrid 1993.)

Propagacion del potencial de accion

El potencial creado por la apertura de los canales iénicos difunde hacia otras re-
giones de la membrana donde produce la apertura de nuevos canales de Na®™ y K*. En
el proceso se crean dos ondas que se propagan a lo largo de la membrana del axén en
direcciones opuestas, a una velocidad que en general depende del axén [6]. Durante la
propagacion del potencial de accién, la neurona gana Na™ y pierde K+, bombeando el
Na't ganado posteriormente mediante procesos metabdlicos. El bombeo de iones Na™
hacia fuera de la neurona se acompana de la entrada de una cantidad equivalente de

iones K.

La zona de la neurona donde ocurre la excitacion inicial se llama zona de Hillock
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y contiene una alta densidad de canales o puentes ionicos. Cuando el potencial de
membrana de esta zona supera un umbral § = —30mV, los canales i6nicos se abren y
el potencial de accién se propaga a lo largo del axén. El otro potencial de accién no
puede moverse hacia el soma y las dendritas, donde hay menos densidad de canales
i6nicos [7]. En este caso, el potencial de accion sélo puede difundir, lo que en cierta
forma explica el caracter unidireccional de la transmisiéon del impulso nervioso. Este
tipo de conduccién del potencial de accién es el mas normal y suele darse en neuronas
conectadas entre si mediante axones amielinicos. Existe otro tipo de conduccion, mas
rapida que la anterior, que se conoce con el nombre de conduccion saltatoria y tiene
lugar en los axones mielinicos. El impulso nervioso salta de un nodo de Ranvier a otro.
En los nodos de Ranvier tiene lugar el intercambio idénico entre el liquido intersticial
y el intracelular. Este movimiento iénico discontinuo en el nodo es eficiente desde el
punto de vista de conservacién de la energia. En la conduccién saltatoria el impulso
salta debido a que solo se encuentran pequenas regiones de membrana plasmatica
del nervio que pueden ser depolarizadas para propagarlo. Cada nodo es un sitio de
autoregeneracion del impulso. Las fibras mielinicas juegan un papel analogo al de un
cable transoceanico, donde los nodos de Ranvier semejan estaciones repetidoras de

relevo que, a determinados intervalos, amplifican los impulsos eléctricos debilitados.

Periodos refractarios

Se llama periodo refractario absoluto al tiempo que va desde que pasa un pulso
hasta que puede generarse otro; suele ser del orden de 1ms. Esto implica que una fibra
no puede transmitir mas de 1000 pulsos por segundo. Después del periodo refractario
absoluto va el periodo refractario relativo durante el cual la fibra nerviosa puede propa-
gar un potencial de accion siempre y cuando el estimulo sea mayor que el umbral. El

periodo refractario completo supera unos cuantos milisegundos [6]; cf. figura 1.4.

Transmisién sinaptica

Fisiologicamente las sinapsis son asimétricas: los neurotransmisores sélo se pro-
ducen en la neurona presindptica. Cada neurona elabora y libera el mismo tipo de

neurotransmisor en todas sus terminaciones sinapticas. El tiempo de transmision de
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los neurotransmisores quimicos a través de la sinapsis quimica requiere de 0.3 a 1ms,
periodo conocido con el nombre de retardo sindptico. Este periodo de tiempo es mucho
mas corto en el caso de sinapsis eléctricas debido a que la senal pasa directamente
entre dos células adyacentes. Por otra parte, la sinapsis se fatiga, como consecuencia

de la pérdida de reservas de neurotransmisores quimicos [6].

Los neurotransmisores, en general, se liberan en forma de paquetes o cuantos,
del orden de 1000 moléculas cada uno, de forma aleatoria. Esta liberaciéon aumenta
enormemente cuando llega un potencial de acciéon a la membrana presinaptica, que
causa la emision de 100 — 300 cuantos en un periodo de tiempo muy corto. Los ex-
perimentos muestran que el modo en que se liberan las vacuolas y su efecto sobre la
neurona postsinaptica van a depender de la zona del cerebro en la que esté localizada la
sinapsis. Katz y colaboradores descubrieron, hace més de cuarenta anos, que el vaciado
de vacuolas de neurotransmisores ocurre, en determinadas posiciones individuales, de
forma estocéstica y en una fracciéon de tiempo pequena [9,10]. Los experimentos, lleva-
dos a cabo en neuronas motoras con uniones sinapticas sobre musculos, mostraban que,
ante un potencial de accién presindptico dado, se producia una respuesta postsinaptica
con mucha probabilidad —pese a la aleatoriedad en el vaciado— debido al hecho de
que la respuesta del musculo estd promediada sobre un nimero muy grande (> 1000)
de posiciones de vaciado de neurotransmisores. En el cortex parece ser que el meca-
nismo es diferente; los experimentos parecen evidenciar que las comunicaciones entre
neuronas corticales son, a menudo, altamente no fiables y ruidosas. En particular la
probabilidad de vaciado es pequena, 0.1 o menor [10,11], haciendo falta 9 o 10 estimulos
(potenciales presinapticos) para producir un vaciado de las vacuolas. A diferencia de lo
que ocurre en las neuronas motoras, en las sinapsis entre neuronas corticales hay muy
pocas posiciones de vaciado de neurotransmisores [12,13]. La respuesta postsindptica
a un estimulo presinaptico es altamente variable, ya que estd promediada sobre una
poblacion de posiciones de vaciado de neurotransmisores muy pequena y poco efec-
tiva. Esta variabilidad puede producir fluctuaciones en el tiempo y en el nimero de
potenciales postsindpticos creados, dando respuestas postsindpticas diferentes a dos
estimulos presindpticos consecutivos [4, 14]. En neuronas del hipocampo los experi-

mentos han mostrado que el vaciado de neurotransmisores tiene dos componentes que
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actian a diferentes velocidades: una répida y sincrona y otra més lenta asincrona [15].

La probabilidad de vaciado depende, también, de la historia de la actividad
presindptica [16]. Asi en algunas sinapsis, si un par de potenciales presindpticos ocu-
rren en rapida sucesion, la probabilidad de vaciado aumenta de forma dramatica para
el segundo potencial, mientras que en otras sinapsis, la misma sucesiéon de eventos
provoca una degradacién de la respuesta en el segundo potencial. De esta forma la
probabilidad de transmisién podria proporcionar el rango dinamico necesario para
una rapida modulacién de las intensidades sindpticas y dar cierta funcionalidad a la
variabilidad sindptica. Recientes experimentos parecen evidenciar esto ultimo [17], es
decir, diferentes poblaciones de células presindpticas, con diferentes probabilidades de
vaciado, sufren diferentes formas de modulaciéon de corto periodo. Ademas, otros ex-
perimentos muestran que los cambios en la fiabilidad de la respuesta postsinaptica

parecen estar relacionados con ciertos mecanismos de plasticidad sindptica [18].

En resumen la transmision sinaptica parece tener una componente aleatoria muy
importante y, para el caso de las neuronas corticales, dicha transmisién parece ser
altamente ruidosa y poco fiable, produciendo una variabilidad estocatica en la res-
puesta postsinaptica que podria tener cierta importancia en el buen funcionamiento

del cerebro.

Recepcidén e integracién somatica

La interaccién de un neurotransmisor con la membrana postsinaptica puede provo-
car respuestas excitadoras o inhibidoras en ella. La respuesta excitatoria produce una
depolarizacion por la entrada de iones Na™ y la salida de K* a través de la mem-
brana postsinaptica. La inhibidora produce una hiperpolarizacion por la entrada de
iones Nat y la salida de Cl~. La forma en que un sitio de recepcién responde a
un neurotransmisor especifico debe determinarse individualmente. Una vez que los
neurotransmisores depolarizan parcialmente la membrana originan un potencial ex-
citador postsinaptico. La pequena depolarizacién constituye un potencial graduado,
decremental (analégico) que termina rapidamente en unos milisegundos o décimas de
segundo. La respuesta gradual en una sinapsis no siempre alcanza el segmento inicial

del ax6n (zona de Hillock), y la mayoria de los potenciales excitadores postsindpticos,
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aunque lleguen a dicha zona, no generan potenciales de accion pues no alcanzan el
umbral necesario. Asi, las dendritas y el cuerpo celular estdn adaptadas no para la
transmision a larga distancia sino para la integracién de la actividad sinaptica. Todos
los impulsos son acumulativos. El primer impulso que llega a la sinapsis produce un
potencial excitador postsinaptico que se suma, antes de desvanecerse, a un segundo
impulso y asi sucesivamente con un tercero, etc. La suma de sucesivos potenciales de
la misma sinapsis recibe el nombre de sumacion o adicion temporal. La suma de po-
tenciales excitadores postsinapticos, en diferentes sinapsis de la misma neurona recibe

el nombre de sumacion o adicion espacial.

1.3 Psicologia experimental

La psicologia experimental tiene como uno de sus primeros y mas importantes
hitos los trabajos de Paulov (1906) sobre condicionamiento clasico. Recientemente se
ha desarrollado de manera importante. Mencionamos los avances en la medida de los
tiempos entre el estimulo de determinadas zonas del sistema nervioso y la respuesta
que de dicho estimulo se deriva. En concreto, dichos tiempos se miden hoy en dia con
una precision de un milisegundo. Estos conocimientos dan informacion sobre cémo
han de ser las arquitecturas de los modelos a disenar, asi como la cantidad de datos
cuantitativos que se tienen que tener en cuenta a la hora de crear un modelo concreto.

Son muchas las relaciones entre neurobiologia y psicologia experimental. Desta-
camos por su relevancia los trabajos de Kandel en los anos setenta sobre la aplysia,
un molusco marino. Kandel demostré que los parametros neurofisiolégicos son modi-
ficados por el condicionamiento. Esta observaciéon demostraba la hipétesis de Hebb
(1949) de que el condicionamiento podria modificar la intensidad de las sinapsis en

una forma definida, dando una base fisiolégica al proceso de aprendizaje [3,7].

1.4 Inteligencia artificial

La inteligencia artificial (IA) se desarrolla como disciplina en los afos sesenta en
el MIT, particularmente por Minsky. Su aparicién va emparejada al desarrollo de or-

denadores cada vez mas rapidos, en un intento por hacer que los ordenadores sean



1.5. Redes de neuronas 19

capaces de imitar el comportamiento humano. Los éxitos de la TA han sido impor-
tantes en el campo de reconocimiento de patrones y solucién de problemas complejos.
Como principal logro destaca la creacion de sistemas expertos, aunque dichos sistemas
requieren participacion humana. Uno de los puntos débiles de la TA esta en la uti-
lizacion de programas escritos para maquinas que trabajan en serie, de forma que la
dindmica asociada es secuencial, muy lejos de la forma de operar tanto de las redes de

neuronas bioldgicas como de las artificiales.

1.5 Redes de neuronas

Los modelos llamados redes neuronales artificiales o redes de neuronas son algorit-
mos matematicos que simulan determinadas propiedades cognitivas de la mente, tales
como el aprendizaje, la asociacién de informacion y la optimizacion, que parecen ser

fendmenos cooperativos. Estan constituidas, en general, por los siguientes elementos:

1. Un conjunto de nodos o neuronas cuyo estado se representa mediante
una variable de estado, s, donde x representa la posicion espacial del nodo

que soélo es relevante para distinguir los nodos entre si.

2. Los nodos se relacionan mediante uniones, llamadas sinapsis, represen-

tadas por unas variables J,, que, en general, toma valores reales.

3. Cada nodo lleva asociado un valor real, 64, que representa una energia

umbral de excitacion.

4. A cada nodo se le asocia una funcién de transferencia, fy, que determina

su estado en funcién de las variables 6y, J,, v sy Vy # x. 2

El primer modelo de red de neuronas artificial fue propuesto por McCulloch y Pitts en
1943. En €l se consideran las neuronas como puertas légicas con dos posibles valores
internos, activo o inactivo, representados por los valores s, = 1 0 sy, = 0, respectiva-
mente. La neurona en x tiene un conjunto de entradas constituidas por las salidas del

resto de las neuronas (s, Vy # x). Las entradas son sumadas y el estado de la neurona

2La terminologia utilizada es la misma que la de las redes neuronales biolégicas para resaltar la
semejanza de las redes de neuronas artificiales con los sistemas biolégicos.
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es determinado por el valor de la senal resultante, llamado campo local, definido como
hy = 3 yix JaySy —bx- 3 Para un cierto umbral 0y, la salida es s, = 1si hy > 0y 5 = 0
si hx < 0. Para determinados valores de los parametros J,, y 0x, este modelo tan sen-
cillo permite obtener todas la operaciones légicas sencillas (NOT, AND y OR) y, por
combinacién de ellas, cualquier otra operacién logica (como XOR; cf. figura 1.5) de
forma que cualquier maquina universal de Turing? puede ser disefiada usando neuro-
nas como componentes fundamentales. El problema de este modelo, pese a su potencia
de célculo (asociada con el hecho de que hay un conjunto de procesadores, las neuro-
nas, funcionando en paralelo) estd en que no es adaptativo y no proporciona criterios
para elegir el valor de las sinapsis a la hora de realizar una determinada tarea cog-
nitiva. En 1954 Cragg y Temperley hicieron explicita la idea de que la actividad de
una red de neuronas es el resultado del comportamiento cooperativo de las neuronas
que la constituyen. En 1974 Little noto la similitud entre una red de neuronas del tipo
propuesto por McCulloch y Pitts con ciertos sistemas magnéticos, introduciendo la
posibilidad de ruido en la red, esto es, considerando la red de neuronas como una red
autémata probabilista. Estas ideas fueron desarrolladas por Hopfield en 1982 [1] que
mostré como la memoria es un proceso cooperativo, resultado de la acciéon conjunta
de un nimero elevado de unidades elementales (neuronas) y cémo la memorizacion
puede tener lugar tomando como valor de las sinapsis el que se sigue de la prescripcion
realizada por Hebb. Segin ésta, la intensidad de una determinada sinapsis puede ser
ajustada si su nivel de actividad cambia, de forma que una sinapsis que activa con-
tinuamente a la neurona postsinaptica crecera en intensidad, mientras que las menos

activas tenderan a debilitarse [3,5]. Esta plasticidad sindptica ha sido comprobada en

3El campo local asi definido da cuenta de la influencia de las sefiales (estimulos o potenciales
presinépticos) provenientes del conjunto de neuronas que estédn en contacto con una neurona dada,
aqui representada por x, sobre dicha neurona, provocando o no en la misma la emisién de un potencial
de accién. En ciertos modelos deterministas (T=0) la respuesta de la neurona en x bajo la accién de
estos estimulos es de la forma:

sx = sign(hx(s,J)), (1.2)

expresién que es andloga a las que se obtienen en los modelos de condicionamiento clasico [7].

4Una méquina de Turing es una maquina ideal constituida por una cinta infinita, en la que estan
codificadas, en alguna forma, una serie de instruciones algoritmicas, y un dispositivo, que tiene un
ndmero finito de estados internos, que puede utilizar de alguna forma las instruciones de la cinta para
llevar a cabo un determinado calculo. Una maquina universal de Turing es una méquina de Turing
en la que la parte inicial de la cinta contiene la lista de instrucciones correspondientes a cualquier
méquina de Turing [19].
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Figura 1.5: La figura muestra la salida de una red de neuronas utilizada para construir
la operacion logica XOR. Esta operacion logica solo puede realizarse con una red de
neuronas que incluya capas centrales. Cada curva representa una de las cuatro posibles

salidas que tiene dicha operacion logica y su evolucion en el proceso de entrenamiento
de la red.

observaciones experimentales, hasta el punto de que el modelo de Hopfield es conside-
rado como el primer modelo matematicamente bien definido que establece una relacién
util entre neurofisiologia y psicologia experimental.

La idea central de todos los modelos de redes de neuronas es que la actividad
neuronal es un fenémeno cooperativo que involucra una fuerte conectividad entre todas
las unidades elementales que constituyen el sistema. Dicha conectividad puede ser
completa, con todas las neuronas interconectadas entre si, como ocurre en el modelo
de Hopfield, o bien puede existir un flujo de informacién que va desde unas neuronas
que funcionan como entrada, hacia neuronas que funcionan como salida, como ocurre
con los modelos feedforward. En todos los modelos de redes de neuronas el aprendizaje

es un proceso en el que se ajustan los parametros del sistema, es decir, la intensidad de
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las sinapsis, cuyo ntimero es del orden N?, y los N umbrales 6y, donde N es el ntimero
de neuronas, de forma que el sistema dé salidas deseadas a determinadas entradas. El
problema del aprendizaje es mas dificil de resolver en redes completamente conectadas
que en redes feedforward. En todo caso, ha de notarse que es este caracter cooperativo,
y la sencillez matematica de los sistemas de redes de neuronas, lo que permite aplicar
aqui con éxito los potentes métodos de la fisica estadistica, hecho éste que explica su
popularidad desde la propuesta de Hopfield.

Son muchos los resultados que la fisica estadistica ha proporcionado en este campo
como, por ejemplo, la caracterizacion de los estados estacionarios, diagramas de fase
que ponen de manifiesto en qué regiones de los mismos, esto es, para qué valores de
los parametros el sistema puede almacenar y recordar informacién, determinacion del
nimero maximo de memorias que dichos sistemas pueden almacenar, etc. Estos mo-
delos funcionan bien, desde un punto de vista computacional, en ciertas regiones de
sus correspondientes diagramas de fase. Sin embargo, estos modelos difieren bastante
de las redes bioldgicas en muchos aspectos, esto es, resultan muy artificiales. Entre
estos aspectos no realistas vamos a mencionar tres: En primer lugar, son modelos que
consideran al sistema en equilibrio a una cierta temperatura 7', estado que se supone
caracterizado por un cierto funcional energia H(s, J)°. En segundo lugar, una vez que
ha finalizado el proceso de aprendizaje de la red, las sinapsis permanecen fijas, sin
cambiar con el tiempo. En tercer lugar, en estos modelos las sinapsis son considera-
das, en general, simétricas. Ninguno de estos tres aspectos es realista, puesto que los
correspondientes procesos bioldgicos, son dinamicos y mantienen al sistema fuera del
equilibrio, aunque pueden presentarse situaciones estacionarias. Por otra parte, como
hemos discutido antes (seccién §1.2), en las sinapsis tienen lugar multitud de pro-
cesos dinamicos —de caracter estocdstico en algunos casos— que pueden transcurrir
a diferentes velocidades (sinapsis quimicas y eléctricas, diferentes grados de fiabili-
dad en la transmisién sindptica, etc), que hacen que pueda haber fluctuaciones en la
intensidad de las mismas (variacién local y rapida del nimero de vacuolas de neu-
rotransmisores como consecuencia de la llegada de un potencial de accién, diferente

respuesta postsindptica a dos estimulos presinapticos consecutivos, etc). Por ultimo,

SAqui s = {sx} y J = {Juy} representan una configuracién de estado de todas las neuronas y de
todas las sindpsis, respectivamente
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hemos visto (seccién §1.2) que, para determinados tipos de sinapsis (sinapsis quimicas),
éstas pueden presentar un fuerte grado de asimetria (sélo la membrana presinaptica
genera vacuolas llenas de neurotransmisores). Estos argumentos sugieren la conve-
niencia de construir modelos de redes de neuronas mas realistas que los actuales, que
tengan en cuenta aspectos neurofisiolégicos no considerados hasta ahora y mejoren su

aplicacion en el campo de la computacion.






Capitulo 2

Modelo cinético de red de neuronas

2.1 Introduccién

El modelo de Hopfield de memoria asociativa® [1], asi como gran parte de los
modelos basados en él, consiste de un conjunto de N neuronas binarias, cuya actividad
puede tomar uno de los valores s, = £1 en cada instante de tiempo. En estos modelos,
en general, la actividad evoluciona con el tiempo mediante algiin tipo de proceso que
puede ser determinista o estocdstico (correspondiendo cada uno, respectivamente, a
una situacién en la que tenemos temperatura cero o temperatura finita distinta de
cero). Las neuronas, que podemos imaginar (pero no es esencial) localizadas en los
nudos de una red d—dimensional, A4, estan interactuando entre si de acuerdo con una
determinada regla de aprendizaje como, por ejemplo, la regla de Hebb [3]. Esto es, la
neurona que ocupa el nudo que esta en la posicién x esta conectada con la neurona

que ocupa el nudo cuya posicién es y mediante una sinapsis cuya intensidad es
1 P
pn=1
donde {&¥ = +1;x € Ay} = € representa u = 1, ..., P patrones almacenados. En estos
modelos, los valores J,, son independientes del tiempo. Esto suele ser interpretado de

dos formas, bien considerando que las intensidades sinapticas han sido determinadas

durante un proceso previo de aprendizaje (plasticidad sindptica), consistente en que,

'El término memoria asociativa estd ligado a la capacidad que tiene la red de neuronas
de recuperar la informacién correspondiente a un determinado nimero de patrones, que pre-
viamente ha almacenado, a partir del conocimiento parcial o imperfecto de dicha informacién,
sin conocer la localizacion precisa donde ha sido almacenada.

25
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cada vez que el sistema memoriza un determinado patrén £”, las intensidades sinapticas

se modifican en la forma
§x&l

new __  jold
T = o4 2

(2.2)

o bien considerando que existen dos escalas temporales, bien definidas y diferentes,
para la evolucién de las sinapsis y de las neuronas, respectivamente, la primera mucho
mas grande que la segunda.

En el modelo de Hopfield interesa evaluar la importancia que tienen los detalles
microscopicos en las propiedades macroscopicas de la red, y asi han surgido una serie
de modelos, modificaciones del original, que tratan de explicar caracteristicas esen-
ciales de los sistemas bioldgicos; cf. [20-25]. Apuntando en esta direccién y teniendo
en cuenta las consideraciones sobre neurofisiologia en el capitulo anterior, podemos
argumentar que no es realista el considerar solo las variaciones temporales de las
sinapsis que ocurren en el proceso de aprendizaje. Una situacién tipica en los sistemas
biol6gicos [9-14, 16, 17, 26] consiste en que las intensidades sindpticas varfan con el
tiempo, también, en una escala temporal mucho menor que aquélla en la que tiene
lugar la evolucion de la actividad de las neuronas. Asi, en un intervalo de tiempo At
del orden del tiempo que transcurre entre la generacién de dos potenciales de accion
consecutivos, el estado de las sinapsis puede cambiar de forma sustancial, debido, por
ejemplo, a las variaciones en el nimero de vacuolas en los botones sinapticos que
inducen fluctuaciones locales en la concentracién de neurotransmisores [5,7]. La mo-
tivacion para considerar variaciones locales de las intensidades sinapticas J,, en los
modelos de redes de neuronas, también tiene su origen en el hecho de que las neuro-
nas biolégicas estan, en la préactica, conectadas por mas de una sinapsis [6], cada una
teniendo diferente naturaleza, es decir quimicas o eléctricas, las cuales transmiten el
potencial de accién a diferente velocidad; cf. §1.2.

En este capitulo se presenta un modelo de red de neuronas [27] que, ademds de
tener en cuenta la lenta plasticidad sindptica debida al aprendizaje, tiene en cuenta
fluctuaciones locales, relativamente rapidas, de las intensidades sinapticas. Motivado
por lo que ocurre en los sistemas biolégicos, las intensidades J,, varfan aleatoriamente
con el tiempo de tal forma que su promedio sobre At, jmy, tiene el valor correspondiente

a una determinada regla de aprendizaje. Por ejemplo, asumiendo que dicha regla de
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aprendizaje es la regla de Hebb, J,, constantemente visita al azar, durante toda la

Hep
evolucién, los patrones memorizados, tomando asf valores instantaneos J,, = g’}iy con

una determinada probabilidad, de forma que J,, viene dado por (2.1).

Esta claro, a la vista de la situacién descrita en el capitulo anterior, que es intere-
sante ver la influencia de tales fluctuaciones en propiedades emergentes del sistema.
En este capitulo de la memoria nos vamos a centrar en el estudio de distribuciones es-
pecificas para las fluctuaciones que producen algunos resultados exactos, como hamil-
tonianos efectivos, tanto para la situacion en la que las intensidades sinapticas son
simétricas, J,, = Jy» (§2.3), como para el caso en el que dichas intensidades son
asimétricas, J,, # Jy. (§2.4; ver también §2.6). Partiendo de estos hamiltonianos,
usamos la técnica de réplicas (cf. §2.5 y apéndice A) para obtener resultados explicitos.
La descripcién mas general que hacemos del modelo se consigue mediante una aproxi-
macién cinética de campo medio (§2.6), que revela un variado comportamiento del
sistema. También se prueba explicitamente que las fluctuaciones introducen un ruido
adicional que afecta singnificativamente la propiedad de memoria asociativa del sis-
tema. En particular, comparando con la situaciéon ordinaria, en la que no ocurren tales
fluctuaciones, la region del espacio de las fases, a temperatura finita, en la que aparecen
los estados vidrio de espines es menor en el modelo que aqui se presenta, y no aparece a
temperatura cero (es decir, en ausencia de ruido térmico) por encima de un valor critico
para el nimero de patrones almacenados. Por otra parte, esta version del modelo no
es afectada de forma critica por la linea Almeida-Thouless o limite de estabilidad de
la solucién con simetria de réplicas [28]. Es también interesante notar el hecho de que
nuestro modelo admite distribuciones para las fluctuaciones mas generales de las que
se han estudiado explicitamente aqui, y que uno puede idear procesos temporales para
las sinapsis mas realistas que los considerados en este capitulo, algunos de los cuales

se desarrollan en el préximo capitulo de esta memoria [29].

2.2 Definicion del modelo

Consideremos un sistema constituido por N neuronas con actividad representamos
por sy, conectadas entre si mediante sinapsis cuya intensidad denotamos mediante la

variable J,,. Denotemos por s = {sx = £1;x € Ay} vy J = {J,, € R;x,y € Ay} una
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configuracion de neuronas y de sinapsis, respectivamente. La probabilidad del estado
(s,J) en el instante de tiempo ¢ varfa de forma estocastica de acuerdo con la ecuacién

maestra:
atpt(s> J) = Z [Pt(S,> J/)C(S,’ J - S, J) - Pt(s> J)C(S> J— S,> J/)]> (23)
s/, J/

donde la doble sumatoria estd extendida a todas las configuraciones de neuronas y de
sinapsis, respectivamente. Esto es, consideramos que determinados agentes, entre los
que se incluye un bano térmico a temperatura 7', inducen cambios (s,J) — (s',J')

cuya probabilidad por unidad de tiempo (rate) es
c(s,J =8, J)=pci(s — | Ndg3 + (1 —p)ea(J — T)ds v, (2.4)

donde 0x x/ representa la funcién delta de Kronecker,

Cl S — S |J ZYDJ sy,—s’y H 58x,5/x (25)
X£Y
y
02('] - J/) = Z W(ny - J/xy) (1 - 6ny7=]/xy) H 5Juv7Jluv’ (26)
2 ()7 ()

donde las sumas y productos se extienden a todo el sistema con las restricciones
mostradas explicitamente en cada caso. Esto es, la evolucién temporal tiene lugar
mediante la superposicién de dos clases diferentes de procesos elementales (sélo uno
en la unidad de tiempo), que son cambios sy — —sx que ocurren con velocidad
pws(s;x) para una configuracién de sinapsis dada, y cambios J,, — J,, que ocurren
con velocidad (1 — p)w(Jy, — J'sy), independiente de la configuracién de neuronas
que en ese instante hay en el sistema. Aqui el pardmetro p mide la probabilidad del
proceso de evolucién de las neuronas con respecto al de evolucion de las sinapsis. En
estas condiciones, haciendo uso de las expresiones (2.4)-(2.6) e introduciéndolas en

(2.3), podemos escribir la ecuacién maestra (2.3) en la forma

O Py(s,J) pz x)Py(s*,J) — wi(s;x) P(s, J)]
»y Z (T ay = o) Pils, IY) = 0 (Joy — T Pi(s,3)], 27

o
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donde s* representa la configuracién de neuronas obtenida de s después de cambiar
Sx — —Sx, v J% es la configuracion de sinapsis que se obtiene a partir de J después de
que haya tenido lugar el cambio .J,,, — J';,. Por simplicidad, a partir de este momento

nos restringimos a la situacion particular en la que se tiene
wy(s;x) =V [20sxhy (8,J)], (2.8)
donde 8 = (kgT)™", kg es la constante de Boltzmann, y

hy(s,J) = Z JuySy — Ox (2.9)

y#x
es el campo local asociado a la neurona que ocupa la posicién x con 6y la ener-
gia umbral necesaria para activar esa neurona. En (2.8) ¥ es una funcién arbi-
traria con la una tnica condicién de que verifique ¥(0) = 1, limx_ ;0 U(X) = 0, y
U(X) = ¥(—X)exp(—X); esta ultima condicién se conoce con el nombre de condicién

de balance detallado. Ejemplos de este tipo de funciones son

ro[ <

e 2, rate V
—1
U(X)={ 2(1+e¥) , rate K (2.10)
min{l,e_x}, rate M.

En el caso de ciertos limites bien definidos, el considerar estas elecciones simplifica-
torias, es decir (2.8), (2.9), y la independencia de w (J,, — J';,) en s, reduce el modelo
a situaciones mas familiares, haciendo que nuestro modelo sea una generalizacién de
las mismas, valido para estudiar otras situaciones hasta ahora no tenidas en cuenta.
Asi, parap =1, ¢(s,J = &', ) = c1(s — §'|J)d5 5, v (2.7), la ecuacién maestra dada

en (2.3) queda transformada en

O Pi(s,J) = [wy(s¥;y)Pi(s¥,T) — ws(s;y)Pu(s, T)] . (2.11)

y

Esta ecuacion describe una situaciéon en el sistema en la que las sinapsis permanecen
congeladas (quenched) durante el intervalo de tiempo que caracteriza la variacién tem-
poral de s. Asi, el valor congelado de J estaria determinado, por ejemplo, mediante

un proceso previo de memorizacion de P patrones &£, tras el cual no ocurre ninguna
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modificacién sindptica adicional (en la escala de tiempo de variacién de s). Varios ca-
sos particulares, asociados con diferentes simetrias y reglas de aprendizaje, han sido
considerados antes por diferentes autores, por ejemplo:

(7) Juy = Jyz- En general esta simetria no es realista si se trata de modelar sistemas
biol6gicos [6], pero tiene la ventaja de que reduce el problema original a una forma
mas sencilla. Esto es asi porque la condicion de balance detallado implica entonces
que el estado estacionario se corresponda con un estado de equilibrio termodinamico

a temperatura 7' con energia

1
Hiy(s) = -3 D JuySxSy + Y Oxsx. (2.12)
xy x
Este es el hamiltoniano de Ising si J,, = J para cualquier par de vecinos

proximos y cero en cualquier otro caso. Si consideramos, por ejemplo, una dis-
tribucién espacialmente aleatoria para las sinapsis .J,,, podemos obtener el modelo
de Edwards-Anderson de vidrios de espines [30], o bien cualquiera de las familiares
versiones de él. Alternativamente, tomando como regla de aprendizaje la regla de
Hebb (2.1), da lugar al modelo de Hopfield [1]. Podemos considerar también una regla
de aprendizaje no lineal [31-33] como, por ejemplo, J,, = N~'PY%¢ (P1/2£x : Ey) ,
donde &, ={& =+1;u=1,..., P}; este caso se reduce al modelo de Hopfield para
o(X)=X.

(%) Jypy # Jye. Para esta situacién, no es posible, en general, hacer una descripcion
hamiltoniana, pero podemos obtener alguna informacion interesante a partir de la
ecuaciéon maestra, por ejemplo, multiplicando los dos miembros de (2.11) por sy y
sumando sobre todas las posibles configuraciones s de actividades neuronales, se ob-

tiene que

Or(sx) = —2(sxV [28sxhx (s, J)]). (2.13)

Después de introducir el campo local medio my(J) = X, Joy(sy) (por simplicidad,
tomamos 6 = 0 ¥x de aqui en adelante), y considerando la aproximacién de campo
medio sx & (Sx), que implica hy (s, J) & my(J), se obtiene que la solucién a (2.13) que
caracteriza el estado estacionario del sistema verifica (sx) &~ tanh {#my(J)}, donde el

campo local medio se obtiene mediante la relacion de autoconsistencia
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- Z Jl’y tanh {/Gmx('])}> ny 7é Jy:(:- (214)

y#x
Esta es la solucién estacionaria obtenida antes por Crisanti y Sompolinsky para su
modelo dindmico de red de Hopfield con acoplamientos asimétricos [34].

La discusién precedente indica que la ecuacion (2.7), que caracteriza una clase muy
interesante de modelos tipo Hopfield, puede permitirnos ilustrar, en cierta forma, la
influencia, en el comportamiento emergente de los sistemas de redes de neuronas, de
algunas caracteristicas o propiedades de los mismos no consideradas hasta el momento
y, como consecuencia, evaluar su papel en sistemas mas realistas como son los sistemas
neuronales biolégicos. Como un primer paso, estamos particularmente interesados aqui
en el limite p — 0. Esto se corresponde con una situacién en la que, una vez que el
proceso de aprendizaje ha sido completado (o durante el mismo pero en una escala de
tiempo muy inferior a la de la variacién de las sinapsis consecuencia del aprendizaje),
las sinapsis cambian muy rapidamente (fluctuaciones rapidas) comparado con los cam-
bios en la actividad de las neuronas, de tal forma que se pueden distinguir dos escalas
de tiempo bien definidas [35]. Por una parte hay una escala temporal microscépica, T,
para las fluctuaciones rapidas de las sinapsis, en la que la actividad de las neuronas no
evoluciona de forma apreciable, y por otra parte hay una escala temporal, ¢t = pr para
p — 0y 7 — o0, diferente de la anterior, en la que las neuronas evolucionan bajo una
distribucion estacionaria para las sinapsis. Bajo tal condicion, para la que hay ciertas
motivaciones bioldgicas (cf. §1.2), la ecuacién (2.7) se transforma en

O fr(3) = > Z S'ay = Jay) fr(I) = @(Jay = S'2y) f-(I)] (2.15)

X,y ’
x#y T

para las sinapsis, y

0. P(s) = 3 [@(s% X) Py(s¥) — @ (s;x) Py(s)] (2.16)

X

para las neuronas, donde
@@m:/wﬂnm@@ (2.17)

con f(J) la solucién estacionaria a (2.15), es decir f(J) = lim, o f-(J). En otras
palabras, el sistema se reduce en el limite p — 0 al proceso marcoviano (2.16) con

velocidades efectivas dadas por (2.17).
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Este es el sistema que hemos estudiado con detalle para diferentes elecciones de f(J)
y de wj(s;x). Solamente vamos a considerar aqui velocidades elementales wj(s;x)
elegidas de forma que se verifiquen (2.8) y (2.9) (aunque pueden ser consideradas
otro tipo de situaciones sencillas). La eleccién para f(J) debe hacerse de forma que
tenga en cuenta la naturaleza de simetria o asimetria de J,,. A la hora de considerar
variaciones del modelo, correspondientes a situaciones mas familiares, suponemos que
las fluctuaciones descritas por la distribucién f(J) son alrededor de valores medios

correspondientes a una determinada regla de aprendizaje, esto es, por ejemplo,

T = [d353) _ LS e (2.18)
Yy zry Nu:1 x>y

para el caso de la regla de Hebb. Una elecciéon particular que es consistente con esta

consideracion consiste en tomar

,
@ =110 (ny -y fﬁéf’;) ; (2.19)

sin embargo esta eleccién impide en la practica la posibilidad de cualquier tipo de
fluctuacion, y el modelo se reduce al modelo de Hopfield con J,, = J,, dados por la

regla de Hebb. M4s interesante es la eleccién

P
FO) =TI au (Joy —t) (2.20)
33, 6=l

que implica (2.18) para
e, = NEEEE, N = (a,N) T (2.21)

La eleccién (2.20) se corresponde con la situacién en la que los patrones memorizados
contribuyen con una cantidad 74, con probabilidad a, a la intensidad sindptica J,,
independientemente de las otras, de forma que no existe correlacion espacial entre las
diferentes sinapsis. Una variedad de resultados para esta situacién seran mostrados en
las préximas secciones de este capitulo. Otra situacion de interés que implica (2.18)
consiste en tomar

1) =3 TT 0 (Joy = 1,) (2.22)

xAy
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es decir, cada patrén memorizado &£" contribuye con probabilidad a, a una configu-
racion completa de sinapsis J, permitiendo, a diferencia de la anterior eleccién, es decir
(2.20), que existan correlaciones espaciales entre los diferentes patrones almacenados.
El estudio detallado de nuestro sistema correspondiente a esta situacion sera el objeto

de los dos préximos capitulos de esta memoria; cf §3, §4 y Ref. [29].

2.3 Resultados exactos para sinapsis simétricas

Consideramos fluctuaciones en las sinapsis de tal forma que, en promedio, las
neuronas estén unidas unas con otras mediante acoplamientos sinapticos dados a partir
de alguna regla de aprendizaje. A la hora de determinar las consecuencias de ésto
en las propiedades macroscopicas del modelo, en primer lugar vamos a tratar una
de sus mas simples realizaciones. El propdsito de esto es obtener resultados exactos,
que sirvan para describir el sistema en funcién de un hamiltoniano efectivo [36, 37],
objetivo que va a restringir bastante las posibles elecciones de las funciones ¥ (X) y
de la distribucién f(J) que podemos utilizar. De hecho vamos a considerar sélo el caso

de rate V. —cf. ecuacién (2.10)—y

f(J) = g F(Jay)- (2.23)
x2y

De aqui se sigue que existe un hamiltoniano efectivo (cf. apéndice B) que, como en
el caso de Hopfield, contiene la informacién relevante sobre los patrones almacenados.
Vamos a considerar tanto la situacion en la que los acoplamientos son simétricos como
la situacion en que son asimétricos; este tltimo caso sera estudiado con detalle en §2.4.
Consideremos pues la eleccién (2.20) en el contexto de sinapsis simétricas, es decir,
f(Jay) = 2, aud (ny - A“g,f;g%;) , por lo que las fluctuaciones son alrededor de valores
medios dados por la regla de Hebb, sin mas que tomar A\, = (a, N )_1; en el caso parti-
cular de que todos los patrones sean equiprobables y de la condicion de normalizacion
>, a, =1, se tiene A, = o con a = PN™'; ? cf. (2.21). Las fluctuaciones alrededor de

la regla de Hebb entonces estan caracterizadas por

2Aqui el pardmetro o es una medida de la capacidad de almacenamiento de informacién de la red
de neuronas.



34 Capitulo 2. Modelo cinético de red de neuronas

o N2 1
U;;(ﬁ) = (me - Jacy)2 = Oé2 - ﬁ ;55555;5;7 (224>

magnitud que varia entre 0 y 2a?. Esto es, en el limite termodindmico, N — oo, con
a # 0 (es decir, el nimero P de patrones que el sistema almacena es comparable
con el tamano del sistema), el valor mayor de afcy(s) ocurre cuando los patrones son
tales que verifican §EEPELEy = —1  Vu,v,X,y. En caso contrario, es decir a = 0, el
ultimo término de (2.24), que mide la correlacién entre patrones aprendidos, también
se anula. En algunas situaciones tomamos los patrones memorizados de forma aleatoria

con probabilidades
1
P(&) =5 10(& — 1) +o(& + 1) (2.25)

2

2,(€) ~ o”. Una primera conclusién que se obtiene

de donde para esta caso se obtiene o
es que el efecto de las fluctuaciones depende de forma muy importante del grado de
correlacion entre los patrones almacenados por el sistema, incrementandose conforme
los patrones tienden a ser independientes los unos de los otros. Por otra parte, también
las fluctuaciones se incrementan con el nimero « de patrones almacenados relativo al
tamano del sistema.

Vamos a estudiar con mas detalle la influencia de las fluctuaciones en el estado
estacionario del sistema. Para el caso particular de rate V'y f(J) dada por (2.23), se

puede probar [38,39] que la solucién estacionaria de (2.16) es®

Py(s) o< exp (—fHesy) (2.26)
con
1
Hes(T.8) = —3 > TaySxSy, (2.27)
Py

donde J = {J,,} representa una configuracién de intensidades sinapticas efectivas

dadas por

_ 1 exp(Bay)
Tey = 3510 (P (2.28)

En el caso particular en que la distribucién de sinapis viene dada por la expresion

(2.20) con a, = P~', de forma que (2.18) se verifique, se tiene que

3Los detalles pueden verse en el apéndice B.
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1 1 + pay tanh(fa)
Toy =351 { T ﬁa)} (2.29)

CON Py = % >, EkEl. Si, ademas de que los patrones son equiprobables, los elementos
de los patrones, es decir las variables £, son variables aleatorias estadisticamente
independientes con probabilidades dadas por (2.23), es de esperar que p,, tome valores
muy pequefios en el limite N, P — co,* de donde, a partir de (2.29) y utilizando esto

ultimo, se tiene

Toy e 2 S ety A(0) = (50) " tanb( ). (2.30)

Esto es, las intensidades sinapticas efectivas vienen dadas entonces por una regla de
aprendizaje similar a la regla de Hebb salvo por el factor A(«) que contiene toda la
informacion relevante acerca de las fluctuaciones.

La funcién de particion resultante es
Z =Y exp[~BHess ()] = X exp [~BA (@) Ha (5)] (2.31)

donde Hy (s) es el hamiltoniano del modelo de Hopfield. Por lo tanto, bajo las condi-
ciones expuestas, el sistema puede ser caracterizado por dicho hamiltoniano a una

temperatura efectiva definida como

T o

A(a) ~ tanh(aT-1) (2.32)

Teff =

Propiedad 2.1 En el limite P — oo se tiene que Tepp > TV T, . La igualdad se da
para oT~1 = 0.

Demostracién: Consideremos la funcién f(z) = ztanh(z)"". En virtud de la definicién
(2.32) se tiene T,;/T' = f(aT™ ). La propiedad queda demostrada sin mds que ver
que x > tanh(z) Vo > 0. Esto es trivial pues la funciéon h(z) = x — tanh(z) es una

funcién estrictamente creciente, y h(x) =0 < x = 0.}

4En virtud del teorema de Chebyshev y bajo las consideraciones que estamos realizando, p,, es una
variable estocdstica que con probabilidad uno tiende, para P — oo, a cero (este es el valor esperado
de la variable £&&8 con la distribucion dada por (2.23)). Por otra parte y en virtud del teorema del

limite central las desviaciones de los valores de p,, respecto de este valor medio son O(P'/?).
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Figura 2.1: Representacién del cociente T, ¢¢/T (que es una medida de la funciéon A(«);
cf. texto principal) en funcién del cociente /T La gréafica muestra que la temperatura
efectiva es siempre mayor que la temperatura ordinaria para « y T' finitos y no nulos,
mostrando ademds que sélo para /T = 0 se tiene que T,;f = T', que ocurre para
T — ooy a # 0 (el ruido debido a las fluntuaciones se hace irrelevante) y para a« — 0
y T # 0 (el sistema almacena un numero finito de patrones en N — 00).

Consecuencia de esta propiedad es que se tiene que A (a) < 1. A nivel fisico la
propiedad anterior nos dice que el tener en cuenta las fluctuaciones en las intensidades
sindpticas implica, en la préctica, anadir un ruido adicional al ruido térmico ya exis-
tente que induce una temperatura mayor en el sistema que la debida solo a efectos
térmicos. Se tiene ademas que A (o) — 1 cuando o7~ — 0, de forma que la tempe-
ratura efectiva tiende a la temperatura ordinaria, 1.5y — T Esto ocurre para o # 0
cuando 7" — oo (el exceso de ruido debido a las fluctuaciones es irrelevante) o para
T # 0 cuando a — 0 (el numero de patrones almacenados por la red es finito en el
limite termodindmico); en ambas situaciones, el modelo, para el que el exceso de ruido

2

es proporcional a o, como hemos mostrado anteriormente, se reduce al modelo de
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Hopfield. Es de destacar también el hecho de que T,¢; = o para T" = 0, lo que indica
que en ausencia de ruido térmico el sistema, debido al efecto de las fluctuaciones, se
ve afectado por un ruido que es proporcional el niimero de patrones que el sistema
puede almacenar. En la figura 2.1 se muestra la relacion entre T.7¢ y 1" en funcién del

cociente /T observandose todas las propiedades que acabamos de exponer.

2.4 Sinapsis asimétricas

Es conocido que el estado fisiologico de ciertos tipos de sinapsis bioldgicas es con-
sistente con la simetria J,, = J,,, pues dichas sinapsis consisten en puentes i6nicos
entre neuronas a través de los cuales se establece un transmision eléctrica del potencial
de accion de la membrana presinaptica a la postsinaptica, siendo ambas membranas
fisiol6gicamente iguales (cf. §1). Sin embargo este tipo de sinapsis no es el mas comin
y es mas realista en general el considerar J,, # Jy,. Esto es asi porque la transmision
del potencial de accion en la neurona y en la sinapsis tiene un cardcter altamente
asimétrico; en la neurona el potencial de acciéon generado se propaga, sin pérdida, en
la direccién del axén debido de la abundancia de canales i6nicos en la membrana del
mismo, mientras que en sentido contrario acaba difundiendo al ir disminuyendo la can-
tidad de canales i6nicos en la membrana del soma (cf. §1.2); en la sinapsis la asimetria
se manifiesta en el hecho de que el potencial de accién puede propagarse desde la mem-
brana presinaptica —con una alta concentracion de vacuolas de neurotransmisores—
hasta la membrana postsinaptica —donde no hay neurotransmisores—, pero no al
contrario. Por lo tanto, es interesante el investigar las implicaciones que tiene el con-
siderar este tipo de simetria. Cierto tipo de experimentos electrofisioldgicos [7] ponen
de manifiesto la relacion estre la asimetria de las sinapsis y el aprendizaje, experimen-
tos que llevan a suponer que la asimetria sinaptica tiene su origen en el aprendizaje.

Una descripciéon bastante general consistente con esto estd en considerar
1 P
=3 2 [ALEEl + Aokl + Al + Ad], (2:33)
'LL:

para la que no existe una descripcién hamiltoniana equivalente a la del modelo de

Hopfield con la regla de Hebb. En esta seccién discutimos la posible extension de los
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resultados previos, obtenidos para el caso de sinapsis simétricas, a la situacion en la
que tenemos acoplamientos sindpticos asimétricos (cf. §2.6 para un estudio posterior
de asimetria).

Para sinapsis asimétricas, el estado estacionario tiene la estructura candnica dada
por (2.26) para la rate V', algunas elecciones de f(J) con la propiedad de factorizacion
(2.23), y

@(s;x) = [H /\/xy] exp [~ BAHY (T ,s)] - (2.34)

y#X

El primer factor que aparece aqui es un factor de normalizacién, y AHX (T ,s) =
Herr(T,8*) — Hepr(T,s). Por sencillez, vamos a exigir que H.ss(J,s) sea tipo Ising,
ecuacién (2.27).

La asimetria en la sinapsis implica que J,, y J,, son dos variables independientes.

Bajo esta condicién, se puede probar que (2.28) se sigue verificando para los coeficientes

Tzy, ¥ que

1

Nay = {exp (BTay) exp (=BTy) }* - (2.35)

Una diferencia con respecto a lo que ocurria en el caso de simetria es que la eleccién

de f(Jzy) en (2.23) debe restringirse a aquellas distribuciones que tengan en cuenta la
simetria J,, # Jy,. La situaciéon mas sencilla que se desea es que lo anterior se verifique
y que ademas las sinapsis efectivas sean simétricas, J,, = Jye, lo cual garantiza que

(2.27) es un hamiltoniano efectivo. Con esto en la mente elegimos
P
F(Ty) = 0,0 (Joy — 1) . (2.36)
pn=1
con nk, # nl,. Suponiendo ademds aqui que a, = P~Y VYu,y que

nt, = o (ALESEE + Aol + Asl + A)), a=PN7!, (2.37)

se obtiene que el modelo describe fluctuaciones en torno a valores medios de las inten-
sidades sinapticas dadas por la regla de aprendizaje asimétrica (2.33).
Con las elecciones (2.36) y (2.37) y tras promediar sobre la distribucién f(J) dada
por (2.23) se obtiene
3 4
exp (£0Jyy) = exp (£A4) [H cosh Ai] Y Mokl (2.38)

i=1 Jj=1
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donde A; = faA;, i=1,2,3,4,y

P P
1 4 _ —
Ky = P aﬂgﬁé}f’ Key = uzz:l ap = ]"
9 P 3 P (2.39)

y donde los constantes \’_, i =1,2,3,4, vienen dadas mediante las expresiones

AL = 4+ tanh A; + tanh A, tanh Aj,

A2 = 4 tanh A, + tanh A, tanh Aj,

A3 = 4 tanh Az + tanh A tanh A;,
M =142, tanh A,.

(2.40)

Por lo tanto, introduciendo las expresiones (2.38)-(2.40) en la expresién (2.28), que nos
da los acoplamientos sindpticos efectivos J,, que aparecen en el hamiltoniano (2.27),

se tiene la siguiente forma explicita para dichos acoplamientos

1
jxy = % + % In ’C:L‘ya (241)

donde K, es
4 4 -1
Koy = (Z AL m;y> <Z AL m;y> : (2.42)
i=1 i=1
A la hora de tener [J,, = J., es necesario exigir que K, = K,,, que va a depender
de la simetria de los factores m;y 1 = 1,2,3,4 al intercambiar x por y, a saber,
Fpy = Fpai Ky = Fyai Koy = Koy Kop = Koy, BN este punto, es conveniente distinguir
los siguientes casos particulares (notar que la simetria en (2.33) estd controlada por
los pardmetros Ay y As):
(1) A2 = X3 y A2 = X3 y, por lo tanto, A, = Ajs. En este caso hay que tener en
cuenta dos posibilidades:(a) A = Az = 0; esto ocurre para cualquier a, 3 # 0 si
Ay = A3 = 0 (es decir intensidades sindpticas inicialmente simétricas en (2.33)), o por

el contrario para a = 0, es decir P finito en el limite termodindamico. En el ultimo caso

se tiene J,, ~ O (1/N), mientras que en el primero, (2.41) se reduce a

1 1 + puy tanh (BaAy)
Ayt —1 v
Jay = 0 4+2ﬁ " 1 — puy tanh (BaAy) |’

(2.43)

que es similar a (2.29) para el caso de fluctuaciones en torno a la regla de Hebb.

(b) Ay = A3 # 0, que requiere Ay = Az # 0, y o, 3 # 0, es decir, 7}, es simétrico,
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concretamente, a‘lng‘y = A L&l + Ay(EL + &) + Ay Se obtiene para las sinapsis
efectivas
1 )‘iil— + pxy)‘i + (nx + 77y)>‘3-

o=l —1
Joy = 0 25 AL+ pay AL + (1x + 1y ) A2

i=1,2,3, conne =Py &L

(i) Ay # As, es decir, originalmente tenemos asimetria en (2.33), y ademds « # 0,

, (2.44)

de forma que trabajamos bajo la idea de que el sistema puede almacenar un ntmero
macroscopico de patrones, es decir P = aN. A la hora de tener K, = K, vy, por
lo tanto, acoplamientos sinapticos efectivos simétricos, es necesario introducir ciertas
condiciones sobre los patrones almacenados. Por ejemplo si los patrones almacenados
son tales que x = ny = 1 VX,y, en el limite P, N — oo, es decir patrones que
no presentan inhomogeneidades espaciales locales, es posible hacer una descripcién
hamiltoniana para el caso de sinapsis asimétricas, con acoplamientos sindpticos efec-
tivos dados por

1 X+ el 0 (M)

Tow = @Ay + —1n
’ P2 N\l e (X 03

(2.45)

Un caso particular del anterior es el caso en que el sistema almacena patrones que
tiene el mismo nimero de variables & con valor +1 y —1 de forma que n = 0. Estos
ejemplos son los casos méas sencillos con asimetria intrinseca en las sinapsis que puede
ser descrito mediante un hamiltoniano efectivo tipo Hopfield. Otras situaciones més
generales que las aqui presentadas pueden ser estudiadas bajo una teoria de campo

medio, por ejemplo, como mostraremos mas adelante; cf. §2.6.

2.5 El formalismo de réplicas

En esta seccién vamos a aplicar el formalismo de réplicas (cf. apéndice A) para
estudiar implicaciones adicionales de los resultados exactos obtenidos en las secciones
previas. El caso particular de acoplamientos asimétricos es considerado en §2.6; en esta
seccion vamos a ilustrar el caso de acoplamientos simétricos; en particular, queremos
resolver la funcién de particién (2.31). Esto ha sido ya calculado en el caso particular
de A(a) = 1 en el marco de una aproximaciéon de campo medio usando el forma-

lismo de réplicas y el método del punto de silla [40-42]. Después de sustituir 3 por



2.5. El formalismo de réplicas 41

Berr = BA (a) en la solucién conocida, se obtiene para la energia libre por neurona la

siguiente expresion:

f=5+ 52T (1= Beys) T — Begpa] +

k 9 n
:;1 (mZ) + afess Z Tpoldpo | — Wiff <ln TrzefersHe(S) >5 :

o=1

oFp

(2.46)

M=

1
+2n i

p

en el limite n — 0, donde p y o son indices que describen n réplicas,

s={s' s ..., s"},

n n k
PACED SIEECIS SPREES ey g (2.47)
p:l o=1 v=1
oFp

y donde (---), es un promedio sobre la distribucién de patrones aleatorios (2.25); I
es la matriz identidad en el espacio de réplicas con elementos de matriz 0,,, y q es
la matriz, también en el espacio de réplicas, que tiene elementos g,, # 0, en general,
para p # oy ceros para p = o. El significado fisico de los pardmetros m}, ¢yo y 70 €n
(2.46) esta dado en virtud de las ecuaciones del punto de silla. Esto es, se obtiene
v 1 v/.p
My = 5 & <sy> : (2.48)
Y 13

como una medida del solapamiento de un estado dado con un patrén almacenado dado,

y

Gpo = % <Z (sh) <s;>> L Tpe = % > (mpm),. (2.49)
y 13 p=k+1

que son los pardmetros de orden de Edwards-Anderson [30] y AGS [41], respectiva-
mente. El indice v en estas expresiones describe un nimero (finito), k, de patrones
condensados, definidos como aquellos patrones con los que el estado del sistema tiene
el solapamiento m” no nulo en el limite termodinamico. Los patrones no condensados,
descritos mediante el indice u por ejemplo en (2.49) y en la expresién para p (),
tienen un solapamiento que es O(\/LN) A continuacién estudiamos algunas de las im-
plicaciones de (2.46).

Consideremos la situacién en que tenemos simetria de réplicas, es decir,
my=m"Np=1,...,n, ¥ @po = q Y Tpo = 17 para p # 0. En este caso las ecua-

ciones del punto de silla pueden ser dadas en una forma cerrada; asi a partir de (2.46),
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derivando f con respecto a los parametros m”,r, y ¢ se tiene para n — 0 que

m’ = HS” tanh G.rr {z\/@—l— (m +h) €}H , (2.50)

g = [[tanb® B.pp {2var + (m+h)-&}]], v =q(1 = Bepy + Beppa) > (251)

Aqui m = {m";v=1,...)k}, h = {h";v=1,...,k} son campos conjugados
asociados a los patrones condensados, que aparecen como un término adicional,

— >k A Y EVsy, en el hamiltoniano (2.27), y

1 —22/2
[[ . ]] = E/dze / < . .>§U . (2'52)

El promedio (---). , que aparece en el segundo término de la definicién (2.52), es
similar al promedio que aparece en (2.46) pero, ahora, es un promedio sélo so-
bre los patrones condensados; la integral gaussiana mostrada explicitamente corres-
ponde a integrar sobre el ruido gaussiano cuyo origen esta en el conjunto de patrones
no-condensados.

Resolviendo numéricamente las ecuaciones (2.50) y (2.51) se encuentran las prin-
cipales implicaciones, para h¥ = 0 Vv, que a continuacion detallamos. Para el caso
en que 7" = 0, la temperatura efectiva es T¢ sy = a. En esta situacién hay una solucién
vidrio de espines, es decir, m” = 0 con ¢ # 0 para algin a < a, = 2.618; la depen-
dencia resultante de ¢ en a se muestra en la figura 2.2. Esta difiere esencialmente del
resultado ¢ = 1, independiente del niimero de patrones almacenados, que se obtiene
en las mismas condiciones para el modelo de Hopfield sin fluctuaciones [41]. Esto es,
las fluctuaciones en las sinapsis tienden a impedir la fase vidrio de espines, y el ruido
asociado a las fluctuaciones es tan grande, cuando el nimero de patrones almacenados
excede alrededor de 3N veces el nimero de neuronas, que la solucién vidrio de espines
desaparece. En cierto sentido, esto es una cualidad interesante de nuestro modelo,
pues la fase vidrio de espines no es deseable para la realizaciéon 6ptima de la red, es
decir, para la eficiencia de procesos tales como el almacenamiento y el recuerdo de
patrones; la mejoria seria real si se pudiera simultdneamente extender la regiéon en la
que aparecen los estados de Mattis cerca de o, (cf. mds abajo). Como era de esperar,
las fluctuaciones desaparecen para o — 0, de forma que en dicho limite recuperamos

el resultado del modelo de Hopfield (¢ = 1).
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R e
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a a,=2.618

Figura 2.2: La linea continua representa la solucién ¢ = ¢(«), que se obtiene a partir
de las ecuaciones (2.50) y (2.51) param” =0y h* =0 Vv,yenT =0 (T.5f = a). La
fase es de naturaleza vidrio de espines y ¢ decrece de forma continua, conforme se in-
crementa el numero de patrones almacenados, hasta hacerse cero para o > oy = 2.618
teniendo lugar un cambio de fase continuo. Esto es una diferencia con el modelo de
Hopfield (linea a trazos) para el que ¢ = 1 independientemente del valor de a.

Las soluciones tipo Mattis [43],
m’ = moy,.,, (2.53)

es decir, aquellas soluciones que exhiben un tnico solapamiento no nulo con un
patrén determinado, por ejemplo vp, aparecen (dos por cada patrén) en 7' = 0 para
a < apr ~ 0.132, valor que es ligeramente inferior al valor de 0.138 que aparece en
el modelo de Hopfield. Esto es, el principal efecto de las fluctuaciones es el de hacer
decrecer algo la eficiencia del proceso de memoria asociativa; en la figura 2.3 se mues-
tra una comparacion entre los estados de Mattis que aparecen a T' = 0 en el modelo

con fluctuaciones comparados con los estados de Mattis que aparecen en las mismas
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1.0 — A ]
m |
0.0 ‘ ‘ s
0.00 0.10 0.20
a

Figura 2.3: Soluciones tipo estados de Mattis para 7' = 0 en el modelo de Hopfield (A)
y para el caso del modelo de fluctuaciones en las sinapsis (B). La figura muestra que
los estados de Mattis, en ambos modelos, aparecen de forma discontinua, por debajo
de sendos valores criticos de a. Para v — 0, aparece un comportamiento similar de las
soluciones de ambos modelos. Las diferencias mas significativas ocurren para valores
de a préximos a aquellos valores criticos en los que tiene lugar el cambio de fase.

condiciones en el modelo de Hopfield. Cuando a@ — 0, en ambos modelos se recupera
un patrén dado sin error, es decir, [m| — 1. El error se incrementa con «, y esto ocurre
ligeramente en mayor cuantia en presencia de fluctuaciones en las sinapsis. De los re-
sultados expuestos se deduce que las diferencias entre los dos modelos, a saber, modelo
de Hopfield sin fluctuaciones y modelo con fluctuaciones sindpticas, son mas pequenas
que en el caso de las soluciones tipo vidrio de espines, debido sobre todo al hecho de
que los estados de Mattis aparecen para valores muy pequenos de « y los dos mode-
los coinciden cuando a@ — 0. Cuando « se incrementa tiene lugar un cambio de fase
discontinuo, como se aprecia en la figura 2.3. Se tiene ademads que g # 0 para las solu-

ciones tipo Mattis, es decir, dichos estados involucran cierto orden vidrio de espines. La
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estabilidad de las soluciones es similar a la del modelo de Hopfield, concretamente, el
estado fundamental esta constituido solo por estados de Mattis para a < a¢c ~ 0.052,
aunque como hemos visto mas arriba pueden aparecen estados vidrios de espines pero

con una energia libre f mayor. Para a,; > a > a¢ los estados de Mattis dejan de ser

3.0

0.0 1.0 2.0 [ 30
a 0y =2.618

Figura 2.4: Diagrama de fases para la red de neuronas definida por (2.31), es decir,
hay un hamiltoniano efectivo tipo Hopfield, (2.27) con (2.28), para el caso de simetria
de réplicas. Usando terminologia del magnetismo, las diferentes regiones corresponden
a una fase paramagnética (P), vidrio de espines (SG), y ferromagnética (F). La linea
continua, que se corresponde a la ecuacién (2.54), separa los estados paramagnéticos
de los estados vidrios de espines; la linea a trazos es el correspondiente resultado del
modelo de Hopfield. A diferencia del modelo de Hopfield, en el modelo con fluctuaciones
no aparecen soluciones vidrio de espines para o > «, (cf. figura 2.2)

el estado fundamental del sistema siendo ahora estados metaestables (minimos locales
de la energia libre); el estado fundamental esté constituido ahora por la solucién vidrio
de espines. Por encima de a¢ la tnica solucién que aparece es la vidrio de espines. El

valor de a¢ es practicamente el mismo para los dos modelos, pues las fluctuaciones
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son relativamente pequenas para tales valores pequenos de «.
Para T # 0, nuestro modelo se corresponde con el modelo de Hopfield a una
temperatura efectiva dada por (2.32). Se obtiene que la fase vidrio de espines tiene

lugar para valores de 7'y « tales que T' < Ty4(cx) con

(a)—{ iln{%}, for a # 1

o (2.54)
tanh™ 3, for a = 1.

En el limite @ — 0, esta expresion se reduce al conocido resultado del modelo de
Hopfield, Ty,(a) = 1 + y/a. Esta linea ha sido obtenida realizando un desarrollo en
serie de potencias de las ecuaciones (2.50) y (2.51) en torno a ¢ = 0 (para visualizar
donde desaparece la fase vidrio de espines), de forma que dicha linea marca un cambio
de fase de segundo orden, es decir, ¢ es continuo en T}, para algun «; cf. figura 2.4.
Aparte de este cambio de fase, encontramos dos lineas mas que marcan la existencia
de sendos cambios de fase (cf. figura 2.5): una de ellas es T);(«) y es tal que los estados
de Mattis no parecen para T' > Ty(«); la otra, que denotamos por Tx(«r), aparece
siempre por debajo de Ty/(a) Va y es tal que para T' > T («) los estados de Mattis
no se corresponden con el minimo global de la energia libre. Los cambios de fase en
Ty (a) y Te(a) son discontinuos para cualquier a; estas lineas son muy parecidas a las
que aparecen en el modelo de Hopfield, dado que aparecen para valores de o pequenos,
valores para los que las fluctuaciones son pequenas.

En resumen, el diagrama de fases completo para nuestro modelo, en el caso en
que se considera simetria de réplicas (cf. figura 2.4), es cualitativamente similar al
correspondiente al modelo de Hopfield, més parecido cuanto menor es el valor de «,
coincidiendo para el caso en que a — 0. Sin embargo, aparecen importantes diferencias
cuando « se incrementa, es decir cuando las fluctuaciones en las sinapsis son significa-
tivas. En particular, se sigue que los estados vidrios de espines que aparecen en el
modelo de Hopfield se ven fuertemente influidos por las fluctuaciones y no aparecen
para valores grandes de a.

La solucién vidrio de espines con simetria de réplicas es, en general, inestable. Esto
se refleja, por ejemplo, en el modelo de vidrio de espines de Serrington-Kirpatrick [40]
por el hecho de que la entropia asociada con estos estados es negativa para T' = 0 [40].

El modelo de Hopfield tiene un comportamiento paralelo, es decir, la solucién vidrio
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Figura 2.5: Detalle cerca del origen en la figura 2.4 para ilustrar las funciones T/ («) y
Te(«), definidas en el texto principal, correspondientes a cambios de fase discontinuos.

de espines con ¢,, = ¢ para p # o es inestable para T' < T, = 1 + o, y la
entropia a temperatura cero asociada con los estados vidrios de espines y estados de
Mattis es negativa [41]. Una cuestién importante es ver cuando deja de ser estable
la solucién ferromagnética con simetria de réplicas, que es la solucién mas relevante
desde el punto de vista de la memoria asociativa. El limite de estabilidad de la solucién
ferromagnética es conocido como linea Almeida-Thouless (AT) [28]. Para el modelo de
Hopfield [41], la linea AT separa estados estables con simetria de réplicas de una regién
en la que la estabilidad se rompe. Esta region es relativamente pequena y aparece a
temperaturas proximas a cero cerca de oy (= 0.138). Para este valor de « la linea AT
tiene un valor maximo en la region ferromagnética, decreciendo rapidamente hasta cero
cuando a — 0, de forma que no afecta significativamente a las propiedades de memoria
asociativa. En presencia de fluctuaciones en las sinapsis, la linea AT no aparece, incluso

para T" = 0, debido al exceso de ruido introducido por los patrones almacenados, que
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se incrementa con «. En esta situacién se tiene que la entropia asociada a las soluciones

de las ecuaciones (2.50) y (2.51) tipo estados de Mattis (estados ferromagnéticos) es

S(ﬁaq’m) = 62 (ﬁeff_2 - Oé2) SH (/Geff>qam) ) (255)

donde Sy (Besf,q,m) es la entropia que resulta en el modelo de Hopfield con (3 susti-
tuida por f.s¢. Esta expresion tiende a cero cuando 3 — oo, pues T¢rp — o de forma
exponencial cuando 7" — 0, como se comprueba facilmente a partir de la definicién

(2.32).

2.6 Casos adicionales del modelo

En esta seccion mostramos los principales resultados que se obtienen de un andlisis
general de campo medio que incluye ecuaciones de evolucién temporal. Obtenemos
una descripcion detallada de diferentes cambios de fase. El punto de interés en el que
nos centramos en esta seccién esta en las versiones sencillas del modelo definido en
§2.2, en el limite p — 0, para el caso de funciones wj(s;x) y f(J) para las que, en
general, no se obtiene una estructura candnica del tipo dado en (2.26) y (2.27). A partir
de la expresion (2.14) se obtiene para la variacién temporal de la actividad neuronal

promedio, esto es 0, (sx) = —2 (sx@(s; X)), que
Oy (5x) = =2 (sxx(s)) — 2 (bx(s)) , (2.56)

donde @y (s) y by(s) se obtienen promediando con repecto a f(J), como en (2.18), las

funciones

o (5,0 = % (0 [28hs (s, 3)] + U [~28hs (s, )]} (2.57)
y

by (5,0) = % (0 [28hy (3, 3)] — U [~28hy (5, )]} . (2.58)

respectivamente. (Notar que hay aqui una dependencia explicita en x que tiene su
origen en la dependencia espacial que exhiben los patrones memorizados; cf. (2.1)
y (2.9).) Bajo la aproximacién de campo medio sy & (sx), la expresién (2.56) se

transforma en
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O (sy) = =24 (s5) — 20, (2.59)
donde @l y b se obtienen, respectivamente, de ay(s) y by(s) haciendo la susti-
tucién sy ~ (sx). La correspondiente solucién estacionaria a la expresion (2.59) es

My (J) = X ysx Juy (8y), con

(5¢) ~ . U [—20my(J)] — ¥ [26mX(J)]’ (2.60)
@ W [=20my(J)] + V¥ [28my(J)]

resultado que hemos obtenido usando las expresiones (2.56)-(2.58) y el hecho de que se
tiene hy (s,J) ~ myx(J) bajo la hipétesis de campo medio que estamos considerando.
Notemos algunas propiedades generales que se obtienen de la expresién (2.60),
antes de especificar una forma concreta para las rates. La expresién (2.60) se verifica
para my(J) = 0; por lo tanto, soluciones no triviales se pueden obtener desarrollando
dicha expresién alrededor de esta solucién trivial en potencias de my(J). De esta forma

se tiene en primer orden que my(J) = B3, 1y Joymy(J), 0 equivalentemente

me(J) = 6 Y Joy my(J), (2.61)

y#x
después de promediar con respecto a f(J). Por lo tanto, hay un cambio de fase, es
decir aparecen soluciones my(J) # 0, a una temperatura critica que es solucién a la

ecuacion

det {0y — BTy} =0 (2.62)

A continuacion presentamos algunos casos ilustrativos de las propiedades generales
que acabamos de describir:

(i) f(J) es tal que J,, = J/N con J independiente de N Vx,y. Bajo estas hipétesis
se tiene my(J) = Jm  Vx, donde m = N='Y, (s,) (actividad neuronal promedio en
la red), que haciendo uso de la expresién (2.61) da como resultado m ~ FJm. Por
lo tanto, el sistema muestra un cambio de fase de una fase paramagnética a una fase
ferromagnética a T, ~ J.

(i) f(J) es tal que J,, viene dado por (2.18) con {&;u=1,...,P;x € Ay} cons-
tituyendo un conjunto de N x P variables aleatorias estadisticamente independientes

con distribuciones de probabilidad dadas por (2.25). Después de utilizar la condicién
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de balance detallado para la rate ¥ (X) y desarrollando en serie dichas rates alrededor
de X =0, se tiene a partir de (2.60), en primer orden en X, que
)~ 00 X (P o). (2.63)
y#X K
Para N, P > 1, utilizando la ley de los grandes niimeros tenemos que con probabilidad

. . 1 :
tendiendo a 1, y salvo correcciones O(N~2), se tiene

> (sy) 0uy (1 — afB) = 0. (2.64)
y#X
Esta ecuacion se satisface para (sx) = 0 Vx, i.e., m = 0; soluciones no triviales

aparecen para 1° < T., donde la temperatura critica se obtiene como soluciéon a la
ecuacion det [0, (1 — af)] = 0 dando 7. = «. Esta situacién se corresponde por lo
tanto con una cambio de fase de segundo orden entre una fase paramagnética y una
fase ferromagnética. Para la misma forma de la distribucién f(J), hemos estudiado el

parametro de orden
1
mt = v D& (sy) (2.65)
Yy

definido ya, en otra situacién, en §2.5, y que describe el solapamiento de una confi-

guracion del sistema con un patrén memorizado €. Se tiene a partir de (2.60) y (2.65)

que m* = =Ny 13 (B; / d;) , de donde en primer orden de aproximacién se tiene
que
& s
> m law -2 5;;5;] ~ 0, (2.66)
p= y

después de desarrollar W (X). La solucion trivial, para la que el sistema no puede re-
cuperar mediante asociacién ninguno de los patrones memorizados, es m* = 0 V.
Soluciones no triviales, que marcan la presencia de un cambio a una fase cuyos es-
tados presentan la propiedad de memoria asociativa, pueden aparecer sélo por de-
bajo de una temperatura critica que verifica det {5/w — BNt >y g;g;} = 0. Para
N > 1, salvo correcciones O(N _%), se tiene N~! >y E0&y =~ 0., 0 condicién de cuasi-
ortogonalidad de los patrones almacenados . En el caso particular de patrones ortog-

onales, la condicién anterior se satisface exactamente sin necesidad de tomar el limite

SEsta condicién puede ser tomada como la definicién de patrones cuasi-ortogonales, es decir pa-
trones cuyos elementos son elegidos aleatoriamente e independientes entre si y que verifican dicha
condicién para N grande.
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de N > 1. La condicién de ortogonalidad o cuasi ortogonalidad aplicada a (2.66) da
como resultado T, = 1.

Consideramos a continuacién la expresién (2.56) para diferentes elecciones de la
rate W(X) cuando f(J) esta dado por (2.20) y (2.21). Para el caso particular de rate

K se obtiene

ax(s) =1, bx(s) = —tanh[Bhy (s,J)] (2.67)

y consecuentemente para la actividad neuronal promedio, (sx) = <tanh [Bhx (s,d )]> :

que tras promediar queda en la forma

(5) = < S Y Gty taah wE1>, (2.68)

=1 un—1=1

donde E = nltl sy, + -+ + nhi—

ScyN,18YN71 :

Para el caso de rate M se tiene

Gn(s) = % [T+ oxp (—20 T (5, D) (2.69)

bx(s) = %Sign (hs (5, d)) (1 = e 21

y por lo tanto se sigue

(sx) = —B/A, (2.70)
donde
1 1 P L 26|
A=3 1+PN_1Z~-~ Y oe (2.71)
p1=1 pN—1=1
y
1 & . ~28|E|) gion
B = 5PN S > (1 —e )s1gnE (2.72)

m1=1 uNn-—1=1
con E = Mhs (Syy) + o it <syN71> . Las situaciones particulares dadas por las
expresiones (2.68) y (2.70) son dificiles de tratar analiticamente y requerirfan simpli-
ficaciones drasticas antes de obtener resultados explicitos.
Para el caso de rate V, podemos desarrollar las expresiones (2.57) y (2.58) de
forma explicita. Consideremos en primer lugar la eleccién de sinapsis simétricas (2.20)

y (2.21) de forma que se verifique (2.18). Se obtiene
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Gx (s) = Ky cosh (ﬂ > jxysy) ,  bx(s) = —Kysinh (6 > jmysy) , (2.73)
y#x Y#X
donde

Ke=1]] {cosh2 (Bar) — p2, sinh? (ﬁa)}% (2.74)
y#x

7., 1 | ll + puy tanh (6@)] |

~ 23 S Py tanh (fa)

con p,, = P! 25:1 §péy, de forma que se tiene J, = J,.. Bajo la aproximacion de

(2.75)

campo medio sy & (sy), la correspondiente solucién estacionaria verifica

(sx) = tanh (6 > Ty (sy)) : (2.76)

y#X

y utilizando la definicién del parametro de orden m* se tiene

mt = %Zgﬁ tanh (ﬂ > Tuy <sy>) . (2.77)

x y#X
Este es el resultado que se obtiene en el modelo de Hopfield para P finito con J,,
sustituido por la regla de Hebb (expresién (2.1)). Para P proporcional al tamano del
sistema N, se puede obtener (2.50) y (2.51) de forma heuristica a partir de (2.77)
asumiendo que J,, viene dado por la expresién (2.30) para N, P — oo.
En el caso en que tenemos acoplamientos sindpticos asimétricos, eleccién (2.37), se

puede obtener después de algo de algebra que

Ty (8) = ll;[l cosh (ﬁaA,-)] (H cxy) cosh (ﬁ > jxysy) (2.78)

y#x y#x

by (8) = — [H cosh (604141-)] (H cxy) sinh (6 > jxysy) (2.79)

i=1 y#x y#X

donde se tiene

2
= [1 + /iiy tanh A, tanh A3+ Iiiy tanh A4; tanh As +f-€iy tanh A, tanh A2}

(2.80)

5 2
— [H tanh A; + liglcy tanh A; + Iiiy tanh A, + fi?;y tanh A3‘| :
i—1
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cf. §2.4. Utilizando la aproximacién de campo medio sy & (sy), €l estado estacionario
del sistema vuelve a estar descrito por las mismas ecuaciones de campo medio que para
el caso de sinapsis simétricas, es decir, (2.76) y (2.77) pero ahora con J,, dado por
la expresion (2.38). En este punto hay que notar que estas ecuaciones generalizan los
resultados que obteniamos al final de la seccion §2.4 para sinapsis asimétricas. Ahora
no necesitamos imponer a los patrones almacenados las condiciones (restrictivas) que
entonces imponiamos para tener una descripcién hamiltoniana que aqui no requerimos,

concretamente, 7x =1y, =1 VX,y.

2.7 Resumen y conclusiones

Como una extensiéon de un trabajo previo en sistemas desordenados [35,38,44], se
ha propuesto y estudiado en este capitulo un nuevo modelo de memoria asociativa.
Dicho modelo es una generalizacion, version cinética, del modelo de red de neuronas
de Hopfield, en el sentido de que las intensidades sinapticas no permanecen constantes
después del proceso de aprendizaje sino que varian en el transcurso de tiempo en que
tiene lugar los cambios en la actividad de las neuronas, como ocurre, en general, en los
sistemas biolégicos. En este capitulo se ha considerado explicitamente la situacién par-
ticular en la que se tienen fluctuaciones rapidas de las intensidades sinapticas alrededor
de valores medios que vienen determinados por una regla de aprendizaje tipo Hebb.
Como consecuencia, la solucién estacionaria de la ecuacion maestra que caracteriza el
sistema estd determinada por una funcién, méas o menos compleja, que actia como
probabilidad de transicién en dicha ecuacién maestra. (De hecho, debido a las fluctua-
ciones, el estado estacionario del sistema es en general un estado fuera del equilibrio,
como si sobre el sistema estuvieran actuando agentes no hamiltonianos.) Se ha de-
mostrado en el desarrollo del capitulo que esto puede inducir efectos interesantes en el
aprendizaje, recuperacion de informacion y otros procesos de memoria asociativa.

Para ciertas elecciones de la probabilidad de transicién (rate), el modelo se reduce
a situaciones familiares en la literatura como son el modelo de Ising o el modelo de
Hopfield, para los que las intensidades sinapticas no fluctiian, correspondiendo a p = 1
en la ecuacién (2.12). En el limite de fluctuaciones muy rapidas, es decir p — 0, las

intensidades sinapticas son consideradas como variables aleatorias con distribucién de
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probabilidad f(J). Se pueden tener en consideracion diferentes elecciones de dicha dis-
tribucién de probabilidad tanto en el caso de acoplamientos simétricos, J,, = Jy 5, como
asimétricos, J,, # Jy. En cualquier caso el estado estacionario depende fuertemente
tanto de la distribucién f(J) como de la rate. Se han estudiado algunas propiedades
generales del modelo, y se ha presentado aqui la solucion analitica para algunas eleccio-
nes de los parametros en el marco de una teoria de tipo campo medio. En particular,
se han considerado situaciones en las que cada sinapsis estd asociada a uno de los
elementos de cada patrén memorizado, es decir (2.20) donde la matriz 7%, puede ser
simétrica o asimétrica. Se han presentado ecuaciones cerradas para los parametros de
orden para el caso de rate V —cf. ecuacién (2.10)— si n}, = n,. El sistema en este
caso (pero no para el caso de rates K y M) puede ser descrito mediante un hamil-
toniano efectivo tipo Hopfield, en el que se muestra que la fluctuaciones sinapticas
modifican la temperatura original 7', encontrandose el sistema a una temperatura
efectiva Tprs > T. Se ha aplicado el formalismo de réplicas para obtener el siguiente

comportamiento explicito.

Un efecto importante de las fluctuaciones de las sinapsis es el exceso de ruido que
aparece comparado con el caso del modelo de Hopfield. Consecuentemente, el valor
critico para la razén entre el ntimero de patrones almacenados y el tamano del sis-
tema, & = P/N, por debajo del cual existe la propiedad de memoria asociativa de
manera eficiente estd reducido en un 4%. Es remarcable el hecho de que la solucién
con simetria de réplicas permanece estable en nuestro modelo cerca de a¢, debido al
hecho de que T¢y; > T, contrariamente a lo que ocurre en el modelo de Hopfield donde
la linea Almeida-Thouless excluye la estabilidad en una regién pequena del diagrama
de fases suficientemente cercana a a¢ y a T = 0. Por otra parte, el exceso de ruido
reduce notablemente la regién del diagrama de fases donde la propiedad de memoria
asociativa se ve dificultada por la aparicién de estados vidrios de espines. A diferencia
de lo que ocurre en el modelo de Hopfield, esta regién es finita en nuestro caso; sélo
aparece fase vidrio de espines por debajo de la linea T,,(cr), que se hace cero para
a > 2.618 (de forma que los estados vidrio de espines no pueden aparecer por encima
de ese valor critico de «r). Aparte de lo anterior hemos encontrado ecuaciones cerradas

para los valores estacionarios de los parametros de orden para el caso de rate V' si
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Joy 7# Jyz. En esta situacién se sigue una descripcién mediante un hamiltoniano efec-
tivo bajo ciertas condiciones sobre los patrones memorizados; sin embargo, no existe
para patrones arbitrarios una descripcién con hamiltonianos efectivos, en general, pues
las sinapsis efectivas resultantes son asimétricas, que es la situacién habitual en los sis-
temas bioldgicos. Ademdas mostramos que a partir de una aproximacion mas general se
sigue un formalismo cinético de campo medio para el caso de sinapsis asimétricas. En
los capitulo siguientes de esta memoria se analizan casos adicionales de la realizacion de
nuestro modelo (2.7) correspondientes a elecciones diferentes de la distribucién f(J);
cf. §3 y §4.

En resumen, hemos mostrado explicitamente que las variaciones temporales, o
mejor, las fluctuaciones de las intensidades sindpticas durante la actividad neuronal,
que como es sabido ocurren en los sistemas bioldgicos, afecta, en general, de forma
importante al comportamiento de la red de neuronas. Por todo lo dicho sugerimos el
interés en estudiar, mediante otro tipo de técnicas, nuevas versiones de nuestro modelo

que no son tratables mediante los desarrollos analiticos aqui mostrados.






Capitulo 3

Red de neuronas fuera del
equilibrio

3.1 Introduccion y definicién del modelo

Como se ha mostrado en el capitulo precedente, el modelo de red de neuronas
de Hopfield [1] puede ser reformulado como un sistema cinético-estocastico en el que
las intensidades sinapticas evolucionan con el tiempo, después de que ha tenido lugar
el proceso de aprendizaje, mediante una dindmica local propia consistente en rapidos
cambios que compiten con la dinamica asociada a los cambios en la actividad neuronal.
Argumentabamos entonces que el comportamiento de los sistemas biolégicos sirve de
motivacién para intentar modelar tales efectos. Por ejemplo, vimos en el capitulo
primero que las neuronas bioldgicas, en general, estan acopladas a otras mediante
sinapsis que pueden tener diferente naturaleza (eléctrica y quimica) transmitiendo el
potencial de accion a diferente velocidad. Por otra parte, los experimentos mas recientes
muestran que el vaciado de vacuolas de neurotransmisores al espacio intersinaptico
y los mecanismos relacionados con él parecen que tienen una componente aleatoria
esencial, reflejando ciertos procesos temporales subyacentes, desconocidos hasta ahora,
que pueden ser los responsables de la variabilidad observada en la respuesta neuronal
a un determinado estimulo; cf. Refs. [4-18].

Como un primer paso en esta direccion, se ha estudiado con detalle en el capitulo
segundo el sistema constituido por un conjunto de N neuronas binarias con configura-
ciones s = {sx = 1} que evolucionan con el tiempo mediante una ecuacién estocastica

de la forma

57
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0cPi(s) =D [@(s*;x) Pi(s™) — @(six) Pi(s)] (3.1)

X

donde las probabilidades de transicion vienen dadas en la forma
& (s; %) = / dJ (I [2Bsxh (5, T)] . (3.2)

Aqui s* es la configuracién obtenida a partir de s después de hacer el cam-
bio sx — —sx (spin-flip); J = {Jz, € R} representa una configuracion de sinapsis;
b= (l{:BT)_1 con kg la constante de Boltzmann y T' la temperatura del bano térmico

con el que estd en contacto la red; hy(s,J) = 3 JzySy —Ox es un campo local con Oy

y#X
la energia umbral necesaria para activar la neurona que se encuentra en la posicién x
(por simplicidad, vamos a considerar #x = 0 Vx de aqui en adelante); y ¥ es una funcién
verificando la condicién de balance detallado, es decir ¥(X) = ¥(—X)exp(—X), y
U (0) = 1y verificando ademds limy_ ., V(X) = 0; por ejemplo, (2.10) Como vimos
en el capitulo segundo las expresiones (3.1) y (3.2) se siguen a partir de ecuaciones
dindmicas mas generales en las que las sinapsis y neuronas evolucionaban, aquéllas
independientemente de la configuracién de éstas, con diferentes velocidades. El resul-
tado dado por (3.1) y (3.2) puede ser interpretado asumiendo que cuando el proceso
de aprendizaje (plasticidad sindptica) ha sido completado, el subsistema constituido
por las neuronas varia en una escala de tiempo ¢ relativamente grande, mientras que el
subsistema constituido por las sinapsis varia con el tiempo pero en una escala mucho
més fina, 7 = tp~!, para p pequeiio. Para p — 0 y 7 — o0, las sinapsis evolucionan
muy rapidamente comparado con el tiempo tipico en que tienen lugar los cambios en
las neuronas (como vefamos en el capitulo segundo dichos cambios répidos pueden
asociarse con a fluctuaciones en el estado de las intensidades sinapticas), de forma que
se puede considerar a los acoplamientos J,, como variables aleatorias con distribucién
de probabilidad f(J).

La rapida evolucion de las sinapsis, compitiendo con la evolucion de las neuronas,
puede describirse adoptando una rate efectiva para las transiciones sy — —syx como
la (3.2) (cf. §2), que implica una superposicién de diferentes mecanismos canénicos,
U [203sxhx (s,J)], cada uno de los cuales se corresponde con un campo local diferente
hx(s,J). La superposicién (3.2) no satisface la condiciéon de balance detallado, en

general. Por lo tanto, el sistema evoluciona asintéticamente hacia un estado esta-
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cionario que, en general, esta fuera del equilibrio y que depende fuertemente de la
distribucién f(J) y de la rate W(X). Las consecuencias de tal competicién han sido
estudiadas explicitamente en el capitulo segundo para la distribucién
P
£ =TI aud (Joy — 2. (3.3)

Yy =1
XAy "

Esta eleccién implica, dado su cardcter multiplicativo, ausencia de correlaciones es-
paciales entre diferentes sinapsis. Para nf, oc L&V, esta falta de correlacién espacial
puede ser interpretada suponiendo que cada intensidad sinaptica estda asociada, con
probabilidad a,, a dos de los elementos de un patrén almacenado, £ = {&% = £1} con
u=1,..., P. La principal consecuencia que se tiene para esta situacion, como vimos
en el capitulo segundo, es que las fluctuaciones sinapticas anaden un exceso de ruido
comparado con la situacién correspondiente al modelo de Hopfield. Consecuentemente,
el valor ag, para la razén o« = P/N, por debajo del cual existe memoria asociativa
efectiva, decrece (ligeramente) y la regién del diagrama de fases, donde la aparicién
de la fase vidrio de espines dificulta la propiedad de memoria asociativa, se reduce
notablemente, y no aparece a temperatura cero por encima de cierto valor de a.

Pero la eleccién de (3.3) para la distribucién de las fluctuaciones es sélo un caso
particular del modelo més general descrito por (3.1)-(3.2); de hecho, el tratar con una
descripcién hamiltoniana sencilla ha sido la principal motivacién para estudiar (3.3),
pues esta eleccién da lugar a resultados exactos. Con objeto de entender mejor la
influencia de la dinamica de las sinapsis en la realizacion de modelos tipo Hopfield, en
el presente capitulo generalizamos la situacién representada por (3.3) a un estudio de
fluctuaciones en las sinapsis que pueden exhibir correlaciones espaciales. En particular,

vamos a mostrar el comportamiento que se sigue de (3.1), (3.2) y (2.10) para
P
FO) =Y au TT 6 (Joy =2 (3.4)

Siny, = a;lgggg, la eleccién (3.4) implica que cada memoria & contribuye con pro-
babilidad a,, a la configuracién de sinapsis J, de forma que puede haber correlaciones
espaciales debido a las correlaciones dentro de los patrones €. La eleccién (3.4) impide,
en la practica, una descripcién hamiltoniana similar a la encontrada en el capitulo se-

gundo para (3.3). Estamos interesados en una situacién en la que cada intensidad J,
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varia aleatoriamente con el tiempo de forma que su promedio durante el intervalo de
tiempo que caracteriza la actividad neuronal, esto es J,,, tiene un valor correspon-
diente a una determinada regla de aprendizaje. Por ejemplo, suponiendo 7y, oc L&Y

se tiene

To= [ d3f(3 Z e, (35)

es decir las sinapsis fluctiian alrededor de valores medios correspondientes a la regla
de Hebb [3]. Queremos hacer notar que los resultados que a continuacién describimos
se refieren al limite termodinamico, es decir, al caso N — oo, y el comportamiento
explicito que presentamos aqui es para el caso de P finito. Sin embargo, creemos, y
presentamos cierta evidencia en ese sentido, que nuestros resultados para P grande

pertenecen al régimen asintético, de modo que también se cumplen para P — oo.

3.2 Cambios de fase continuos

La actividad neuronal promedio verifica, a partir de (3.1) que

Oy (sx) = =2 (sx5(s)) — 2 (a(s)) , (3.6)

donde
ak(s) = % [ AT F(3) (0 2Bsh (5, 1) 4 W [2B5h (5, T} (3.7)

Miés explicitamente utilizando (3.4) se tiene

O (sx) = —2 <sx z_:l auA;X(s)> -2 <Z_:l aM.A;X(s)> , (3.8)

donde
+
A x(s) =

{\If [w;%sy] £V [—%Zy:nﬁysy] } (3.9)

El campo local hy(s,J) = >,y Joysy implica considerar interacciones entre una

N —

neurona dada y el resto. Una hipdtesis de prueba usual, consistente con el hecho de
que haya tales interacciones de largo alcance y con el limite N — oo, consiste en la
condicién de campo medio sy = (sx); cf. §4. Esta condicién implica que la solucién

estacionaria de (3.8) es
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> au{¥ (=26mf) — U (28mi)}

(s) = "5 , (3.10)
> a,{ ¥ (=20m) + W (26m))}
pn=1
donde m{ = >, nk (sy), VY = 1,..., P. Posteriormente remarcaremos algunas conse-

cuencias generales de (3.10). La expresion (3.10) se verifica para (syx) = 0 Vx. Por lo
tanto, las soluciones no triviales pueden ser obtenidas después de desarrollar (3.10),
en potencias de m#, alrededor de mk =0 Vu =1, ..., P. Se puede ver facilmente que

X

en primer orden (3.10) queda de la forma

(sx) B> aunl, (sy)- (3.11)

y p=1

Esta ecuaciéon muestra que soluciones no nulas para los pardmetros de orden (sx) y

mk aparecen por debajo de una temperatura critica, 7., que es solucién a la ecuacion

P
det {/6 > My — 5xy} =0. (3.12)
pn=1

Es preciso remarcar que, a pesar de las muchas similitudes con el familiar cambio
de fase de segundo orden de equilibrio, el presente cambio de fase tiene una natu-
raleza fuera del equilibrio [45]. Esto se refleja, por ejemplo, en el hecho de que (a
diferencia del equilibrio) T, depende de la eleccién particular para Ny v de las proba-
bilidades a,,, es decir, de la distribucién (3.3) y por lo tanto de la rate (3.2). También
es verdad que, en el caso presente, T, es independiente de la funcién ¥(X). Sin em-
bargo la validez de la expresion (3.11) se pierde cuando 7" — 0, limite para el que las
correspondientes soluciones exhiben una dependencia en las propiedades asintéticas
de U(X) cuando X — =+oo; en estos limites, debido a la relaciéon de balance de-
tallado, ¥ (X) = ¥ (—X)e ¥, el tnico comportamiento que hay que considerar a
temperaturas bajas es limy .., V(X) = pexp(—AX), donde p = 1,A = 1/2 para
rate V, p =2,A =0 para rate K,y p=1, A =0 para rate M.

Por ejemplo, consideremos el caso nf, = N ~Ip#, es decir, cada patrén contribuye,
con probabilidad a,, con la misma intensidad en todas las sinapsis, idependientemente

de x y y. Las ecuaciones (3.11) y (3.12) predicen un cambio de fase, de una fase
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" o P .
paramagnética a una fase ferromagnética a Tr. = 32, _; a,n". Cuando T — 0, se tiene

a partir de (3.10) que

+ ) a,sign(n?) para >, a,sign(n*) >0
() = zu: ' nr (3.13)
0 en caso contrario
para el caso de las rates Ky M (A =0),y
| £1 parasign(n®) >0
(5x) = { 0 en caso contrario, (3.14)

para la rate V' (A # 0). El indice « indica aquel patrén para el que |n*| = max,, [n#|.

Como otro ejemplo ilustrativo, consideremos 7k, = A,§k&L con A, > 0. En este caso
el interés esta en ver en qué condiciones el sistema tiene, como soluciones estacionarias
a (3.8), estados que tengan un solapamiento m#(s) = N~1 3, € s, no nulo con un
determinado patrén &”. Obtenemos a partir de (3.11) que tales soluciones aparecen

cuando
P
Z m* <5w -0 Z%M&%) =0, (3.15)
p=1 x

donde m* es igual a m#(s) con sx = (sx) Vx. La expresién (3.15) es una condicién
de criticalidad para la aparicién de soluciones no triviales para el parametro de orden
m*, y por lo tanto indica el valor critico de temperatura por debajo del cual el sistema
puede tener la capacidad de memoria asociativa. En el caso de patrones ortogonales o
cuasiortogonales (cf. §2.6), en el limite N — oo, la condicién (3.15) revela un cambio
de fase de segundo orden fuera del equilibrio [45], de una fase paramagnética a una
fase ferromagnética, a una temperatura critica, independiente de la funcién W(X), que
es T, =max,a, si\, = N' Vu, yT.=1si\, = (Nau)_l. Este ultimo caso, que
corresponde a considerar distribuciones f(J) que describen fluctuaciones alrededor de
la regla de Hebb, va a ser estudiado con detalle en las préximas secciones. Por otra
parte, el comportamiento en 7" — 0 de las soluciones no triviales, que aparecen en el
cambio de fase descrito por la ecuacién (3.15), depende de la eleccién particular de la
funcién ¥(X) y no depende de la eleccién particular del pardmetro A,. Asi a partir
de (3.10) se obtiene que en T = 0 y para patrones ortogonales o cuasi-ortogonales
es mt = +a, para las rates K y M, y m" = J,,sign(m”) Vu para la rate V, donde

7 indica aquel patrén tal que |m?| = max, |m*|. Este comportamiento peculiar del
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sistema a bajas temperaturas hace necesario un andlisis mas detallado del sistema
cerca de T' = 0, estudio que se muestra de forma precisa y detallada en las proximas

secciones.

3.3 Fluctuaciones alrededor de la regla de Hebb

Los resultados anteriores sugieren el estudiar de una forma mas detallada el caso
en que las sinapsis fluctian alrededor de valores medios determinados por una regla
de aprendizaje dada; consideramos aqui explicitamente el caso de la regla de Hebb.
Como vimos antes el considerar fluctuaciones alrededor de la regla de Hebb corres-
ponde en nuestro formalismo a considerar la eleccién 74, = (a, N )_1 §L&y, que implica

fluctuaciones de valor medio dado por (3.5) y variancia

P ——— ) P\? 1
&)= U= L) = () — 3 D88, (316)

con & = {&";u=1,...,P}. En este caso, las ecuaciones (3.8) y (3.9) muestran
explicitamente la dependencia en los patrones &£ y en los solapamientos m#(s) en

la forma
O (sx) = —2 <sx 2—:1 auB:[(S)> -2 <Z_:1 auf,‘jB;(S)> , (3.17)

donde
BE(s) = % {W 280, m"(s)| £ W [~28a,'m"(s)| } . (3.18)

Estas ecuaciones tienen una importancia crucial pues para N — oo con P per-
maneciendo finito y con la condicién de campo medio sy = (sx), es posible encontrar

una ecuacién dinamica cerrada para los solapamientos; concretamente se tiene

P
Omt = —2mh > a,BY — 24,8, (3.19)

v=1
donde Bff se obtiene a partir de la definicién dada en (3.18) con s, reemplazado por
(sx). Este resultado se verifica para patrones &£" que son ortogonales entre si (o por lo
menos quasi-ortogonales entre si para el caso en que {{£} es un conjunto de P x N

variables aleatorias estadisticamente independientes; cf. §2.6) de forma que se tiene
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3 §4EY = 6, (0 bien — 6, cuando N — oo con P finito). La solucién estacionaria

a (3.19) es entonces m = (ml, Ce mP) con
P -1
m' = a,B, <Z a,,Bj) : (3.20)
v=1
Solucién trivial a (3.20) es m = (0,0,...,0), y soluciones no triviales de la forma
m= (m',...,m"0,...,0),conn < Pyl>|mt >0 Vu=1,..., P aparecen

a temperaturas suficientemente bajas por debajo de T, = 1. En cuanto a su esta-
bilidad, que en general depende de la funcion ¥, estas soluciones son puntos de silla
con un determinado nimero de direcciones de inestabilidad. (Los detalles referentes
a la estabilidad de las soluciones a (3.20) se estudian en §3.4.) De entre este tipo
de soluciones aquellas con n = 1, es decir los estados de Mattis [43], van a ser los
importantes para la propiedad de memoria asociativa; para el caso de P patrones
almacenados hay 2P estados de Mattis correspondientes a los P patrones £" y sus
negativos —&" (que pueden aparecer debido a la simetria +1 de los elementos &%).
Los estados mezcla (n > 1) pueden ser de varios tipos. Para patrones que contribuyen
con probabilidad «a, a las intensidades sinapticas se tiene |m*| # |m”| para a, # a,
y |m*| = |m¥| para a, = a,. En el caso en que todos los patrones contribuyen con la
misma probabilidad a la intensidad de las sinapsis, es decir a, = %, se tiene que las
soluciones a (3.20) son independientes de . Como caso particular tenemos las solu-
cionesm =m,(1,...,1,—1,...,—1,0,...,0), con k componentes +1 y s componentes
—1, siendo n = k + s; éstos son conocidos como estados mezcla simétricos para el caso
en que se tiene k =0 0 s =0, y estados mezcla asimétricos para k, s # 0.

Estos resultados generales son independientes de la funcion W. Resultados mas
explicitos van a depender de la forma particular de la rate ¥. En particular, para la
rate K, la expresién (3.20) queda de la forma m” = a,tanh(fm”/a,), es decir las
soluciones son m” = a,x¢(T"), donde xy = tanh(Bxz¢). Por lo tanto, a una temperatura
dada, se tiene m* oc a,. El comportamiento de las soluciones cerca de T, = 1 es de la

forma

mt ~ +v3a,T, (T, —T):, T —T-, (3.21)

y se tiene m* = +a, cuando T' — 0. Para a, = P!, los tnicos posibles valores de m*

para una temperatura 7' dada son 0 y +P~! |z (T)], de forma que el solapamiento
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decrece conforme aumenta el nimero de patrones almacenados. Como veremos en la
seccion §3.4, estos estados van a ser, localmente, puntos de silla con direcciones de
inestabilidad asociadas a solapamientos nulos con cierto nimero de patrones; por lo
tanto, el tnico estado localmente estable va a ser aquel que tiene solapamientos no
nulos con todos los patrones (en particular los estados de Mattis van a ser localmente
inestables).

Para la rate M, (3.20) queda de la forma

a {1 — exp (—Qﬁaljl |m“|)}
> a, [1 4 exp (~20a;" )

Im#| = (3.22)

A diferencia de la rate K, ahora m* depende ahora de los (P — 1) solapamientos
restantes. El comportamiento del sistema a 7" — 0 va a depender del tipo de solucion
m = (m',...,m",...,0). Por ejemplo, para el caso en que los estados m son tales que
n = P, es decir todos los solpamientos son distintos de cero, se tiene |m#| = a, en
T = 0 (como para el caso de la rate K). Sin embargo, si el estado solucién m es tal
que tiene P —n (con n < P) solapamientos nulos, con otros tantos patrones, entonces
el comportamiento del resto de los n solapamientos no nulos en 7' = 0 es

|m"| = a,

1+ i al,]_ . (3.23)

v=n+1

En el caso que todos los patrones memorizados son equiprobables, es decir a, = %,
m* puede tomar sélo los valores 0 y +|m,,|, para una temperatura 7" dada, y se sigue

que por debajo de T, = 1 estos solapamientos son de la forma

(P —n)'T(T, —T) Sin<P,
Imy| = T T (3.24)

V3PT(T,—T): Sin=P.

1 con n < P, cuando

Esta solucién cambia de forma continua hacia |m,| = (2P —n)~
T — 0. Por otra parte como veremos en la seccién §3.4, al igual que para la rate K, solo
los estados mezcla con solapamientos no nulos con todos los patrones son localmente
estables (cf. §3.4).

En el caso de rate V' la ecuacién (3.20) queda de la forma
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Figura 3.1: La figura muestra las dos soluciones que tiene la ecuacion (3.20) paran = 1
y rate V, representadas en funcién de T (en unidades k3') y para diferentes valores
de P. La linea continua representa la solucién localmente estable mientras que la linea
discontinua representa la solucion inestable. Hay que hacer notar que las soluciones
estables aparecen de forma discontinua por debajo de una temperatura T(l, P), lo que

ocurre siempre para P > 3.
~1

P
m# = a, sinh(Ba,”'m") [Z a, cosh(Ba, 'm") (3.25)
v=1

Al igual que para el caso de rate M, m* depende ahora de los (P — 1) solapamientos

restantes y de a,, para una temperatura 7' dada. El comportamiento de la solucion

(3.25) para T'— 0 es
(3.26)

ne o\ -1
mt' = a, <Z al,> sign(m*)o. .,
v=1

donde ~ indica aquel patrén tal que |m”| = max, |m"|, y n, es el nimero de sola-

pamientos tales que |m*| = |m?|. Para n, = 1 se tiene m* = sign(m*)J,,,; por lo tanto,

en T" = 0 el sistema es capaz de recuperar un patrén sin error. Por simplicidad, para
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Figura 3.2: La figura muestra el comportamiento de la temperatura T(l, P) en funcién
del niimero de patrones que la red ha almacenado. La linea discontinua corresponde
a cambios de fase de primer orden, mientras que la linea continua se corresponde
con cambios de fase de segundo orden. El detalle cerca del origen, muestra como los
cambios de fase se hacen discontinuos por encima del punto tricritico (7., P = 3).

T > 0 hemos estudiado con detalle el caso en que todos los patrones son equiprobables,
esto es a, = %, situacién para la que se tiene m* = 0, £|m,,|, donde m,, es funcién de
T, n,y P. A diferencia de lo que ocurre para las rates K y M, ahora aparecen dos
tipos de estados mezcla: Para n > %P, se tienen estados mezcla tales que m,, = 0 para
T>T.=1y

61,
|m4=—4£——4n—Tﬁ T — T (3.27)

P(3n — P)

Sin embargo, paran < £ aparecen estados mezcla tales que m,, se comporta de forma
) 3

discontinua a una temperatura T(n, P) =m,P6;", donde 6, es solucién de

nb, + (P — n)(0, cosh §,, — sinh §,,) — nsinh 6, cosh §,, = 0 (3.28)
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My, = sinh 0, (ncosh 6, + P —n)™* (3.29)

es el valor de m,, para T = f(n, P); se obtiene que f(n, P < 3n) = T.. El cambio de
fase que tiene lugar a f(n, P) es de primer orden como se sigue de la existencia de so-
lapamientos m,, no necesariamente pequenos (salvo para estados mezcla con n grande)
justo por debajo de f(n, P), que implica propiedades interesantes en el sistema. En

I cuando T — 0.

cualquier caso se tiene que |m, | =n"

Este comportamiento que caracteriza la rate V' se ilustra en las figuras 3.1 y 3.2 para
el caso de estados de Mattis n = 1. Las figuras muestran, en particular la existencia de
un punto tricritico de no equilibrioen (T' = T,, P = 3). De hecho, las soluciones a (3.20)
corresponden, en general, a puntos de silla con un ntimero de direcciones de estabilidad
que dependen de la funcién particular ¥(X). Como mostraremos explicitamente en la
préxima seccién, se sigue que para el caso de la rate V' sélo los estados de Mattis (n=1)

son localmente estables, mientras que para el caso de las rates K y M los tinicos estados

con estabilidad local van a ser estados mezcla con n = P.

3.4 Estabilidad y cambios de fase de primer orden

La estabilidad local de cualquier solucién particular del sistema (3.19), digamos my,

puede ser estudiada linealizando dicho sistema en la forma (cf. Ref. [46], por ejemplo)

P
o' =" Qun” +O(n?), (3.30)
v=1
donde n = (n',...,n") con n* = m* —mf Vu. La estabilidad local de la solucién

m = my viene dada por la estabilidad de la solucién n = 0 del sistema (3.30). !

La estabilidad local de dicha solucién viene dada por el signo de los autovalores de la
matriz @, que tienen que ser negativos para que la solucién sea localmente estable.
Los elementos de matriz de @ dependen de la funcién rate W(X). Por lo tanto, los
autovalores de @ dependen también de la forma particular de ¥ (cf. apéndice C). Una
primera conclusién se obtiene es que la estabilidad de (3.19) depende incluso cualitati-

vamente de W(X). En particular, en el caso en que la solucién en estudio es la solucién

Los detalles pueden verse en la Ref. [46].
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estacionaria a (3.19), es decir, la solucién mg = (m!,...,m?)

conmt p=1...,P
verificando (3.20) se tiene el comportamiento que a continuacién detallamos.
Para la rate K, los elementos de matriz de @ tienen la forma
20
Q;u/ = P 1
cosh”(fBa,~tm+

;- 2} S, (3.31)

donde los solapamientos m* verifican (3.20). Aunque los elementos de matriz dependen
de las probabilidades a,,, la forma diagonal que presenta en este caso la matriz Q hace

que podamos obtener de forma sencilla sus autovalores. Estos son

3 23
A, = -2 V. 3.32
a cosh2(/6au—1m“) a ( )

Como vimos antes (cf. §3.3), los estados solucién, con solapamientos no nulos con un
determinado nimero n de patrones, aparecen de forma continua justo por debajo de
T. = 1. Por otra parte, a partir de (3.32) y (3.20) se tiene que, para T' < T, (inde-
pendientemente del valor de las probabilidades a,,), es 5‘# <Oparamt #0y 5‘# >0
para m* = 0; cf. propiedad 3.1. De esta forma, el estado m = (m?,...,m" 0,...,0)
es, localmente, un punto de silla con (P — n) direcciones de inestabilidad; por lo tanto
cualquier estado mezcla con n < P —en particular los estados de Mattis (n=1)— son
inestables localmente; sélo los estados mezcla con n = P, esto es estados que tienen
solapamientos no nulos con los P patrones almacenados, son localmente estables. El
hecho de que los estados de Mattis (n = 1) sean localmente inestables hace que el es-
tado estacionario del sistema definido por la distribucién (3.4) no presente la propiedad

de memoria asociativa cuando el modelo estd construido con la rate K.

Propiedad 3.1 Sea Q la matriz asociada al sistema dindmico descrito por el sistema
de ecuaciones (3.19), particularizado al caso de rate K, cuyos elementos vienen dados
por (8.81) y cuyos autovalores N, vienen dados en (3.32). Entonces para T < T, se

tieneS\M<0sim“%OyS\M>Osim“:0.

Demostracion:
Si m* = 0 entonces a partir de (3.32) y del hecho de que T < 1T,

se tiene A, > 0. En caso contrario, es decir m* # 0, consideremos la

funciéon  f(x) = (2x — 2sinh x cosh x) (cosh2x)_l. Trivialmente se ve que f(z) es
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continua y derivable Vr € R y ademads verifica que f(0) = 0. Por otra parte,
-1

f'(x) = — (4 sinh z cosh x) (cosh4x) < 0Vzx € R, por lo que f(x) es estrictamente

decreciente. Por lo tanto, si x < 0 entonces f(x) > 0y si > 0 entonces f(x) < 0.

_ -1
Tomando x = Bmta,

se tiene, a partir de (3.32) y del hecho de que las soluciones
a (3.20), para el caso de rate K, verifican la relacién m# = a, tanh (3m*a, '), que
f(Bmta,™t) = S\Mm“au_l. Por lo tanto, si m,, # 0 se tiene que 5‘# < 0 en virtud de la
propiedad de decrecimiento de la funcién f(x) y del hecho de que los coeficientes a,,

son definidos positivos. f

En el caso de rate M, los elementos de matriz de @ tienen la forma

P
Q,, = 26m"| &, + 6#1,{26 = - Y aa (14 Ea)}, (3.33)
a=1
con
[ -1 v
=, = exp (—Qﬁay |m |) (3.34)

donde |m*| viene dado en (3.22). En este caso, la matriz de estabilidad @ no tiene una
forma diagonal sencilla y su diagonalizacion tiene la dificultad de que los elementos de
matriz dependen de las probabilidades a,. En el caso particular en que a, = % Y,
para una temperatura 1" < T, y estados solucion tipo mezcla con n < P solapamientos

no nulos (cf. §3.3), la matriz puede ser diagonalizada® obteniendo los autovalores

M= 28(nima) + 1)E, + 5 (1-2,) - 2,

A= 265, +%(1-5,) -2 (3.35)
M= 28+ (1-5,) -2
donde
=, = exp(—23P|ma)|) (3.36)

y los solapamientos m,, son solucién a la ecuacién (3.22); 5\2 y 3\3 aparecen con multi-
plicidad (n—1) y (P —n), respectivamente, mientras que M1 aparece con multiplicidad
uno. Se puede demostrar facilmente que A3 > 0 (cf. propiedad 3.2), de forma que todas

aquellas soluciones que lleven asociado este autovalor van a ser localmente inestables.

2Los detalles pueden verse en el apéndice C.
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Dado que dicho autovalor sélo aparece cuando n < P, todos los estados mezcla con
n < P son localmente inestables, en particular los estados de Mattis (n = 1). En el
caso de estados mezcla con solapamientos no nulos con todos los patrones, es decir
n = P, el autovalor \; no aparece y los otros dos, a saber A\; y A2, son negativos
(cf. propiedad 3.2) de forma que dicho estado es localmente estable, de igual forma a
lo que ocurria para la rate K. Como consecuencia de esto, el sistema para el caso de

rate M no presenta la propiedad de memoria asociativa.

Propiedad 3.2 Sea Q la matriz asociada al sistema dindmico descrito por el sistema
de ecuaciones (3.19), particularizado al caso de rate M, cuyos elementos vienen dados
por (8.83) y cuyos autovalores vienen dados por (3.35) para el caso en que a,, = % Y.
Entonces, para una temperatura T < T, se tiene:

(i) A <0y X <O.

(i) Ag > 0.
Demostracion:

Demostremos primero (ii). Consideremos la funcién f(x) =z — {1 — exp(—z)}.
Dicha funcién es continua y derivable Vo € R y se tiene f(0) = 0. La funcién derivada
es () = 1 — exp(—x). Trivialmente se tiene que f'(z) > 0siz > 0y f'(x) <0
si x < 0, de forma que en z = 0 tiene un minimo absoluto al ser f”(x) > 0 Vz.
Tomando = = 26P|m,| > 0 y haciendo uso de las expresiones (3.22) y (3.35) se tiene
que f(28P|my,|) = AsP|m,| de donde ficilmente se tiene s > 0 sin més que tener en
cuenta las propiedades de la funcién f(x).

Demostremos a continuacién (i). En primer lugar vamos a demostrar que
Doy < 0. Al igual que antes consideramos una funcién auxiliar, concretamente
g(x) = zexp(—z) — {1 — exp(—=x)}. Como antes g(x) es continua Vo € $ con g(0) =0
y derivable Yz € R con ¢'(z) = —zexp(—z) Vz € R. De lo anterior se deduce que la
funcién g(x) es estrictamente creciente si x < 0 y estrictamente decreciente si x > 0.
Por lo tanto en x = 0 tiene un méaximo absoluto. Tomando = = 2BP|m,| > 0 se
obtiene facilmente que g(28P|my|) = AoP|m,|, de donde se deduce trivialmente que
Ay < 0, teniendo en cuenta las propiedades de la funcién g(z) y el hecho de que en
x = 0 dicha funcién tiene un maximo absoluto. Vamos a demostrar a continuacion que

A < 0. Utilizando la expresién para Ay, ecuacién (3.35), y utilizando (3.22) se llega a
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- T
M Plmal = h8Ppmal) — (25Plma|)? exp(~26Plm)) (5 - 35 ). (337

donde h(z) = ta?exp(—z) + zexp(—z) — {1 — exp(—z)}. Dado que las soluciones a
(3.22) aparecen para T < T, = 1 (cf. §3.3) y debido al hecho de que n < P, se tiene que
A P|m,| < h(28P|m,|). Por otra parte, la funcién h(z) es una funcién continua vV € R
verificando que h(0) = 0, y derivable Vo € R con #/(z) = —12% exp(—z) < 0 Vz € R.
Por lo tanto, h(z) es una funcién decreciente. Teniendo en cuenta que h(0) = 0 se

tiene que h(x) < 0 si x > 0. Por lo tanto, se tiene que A < 0.1

En el caso de la rate V', la matriz Q tiene los siguientes elementos de matriz

P
Q. = { 2= aa Eg} S — Bt =5 (3.38)
a=1

con

E{C} =) { Smh} (Baz'm") (3.39)

cosh Y
donde los solapamientos m# son solucién a la ecuacién (3.25). Como ocurre con el
caso de rate M, la matriz @ no tiene una forma diagonal sencilla y la dependencia de
los elementos de matriz en las probabilidades a, dificulta en gran medida su diago-

nalizacién. Sin embargo, para a, = L se tiene que, tanto para el caso de de estados

P
mezcla simétricos (con n < P solapamientos m,, no nulos) como para el caso de estados
mezcla asimétricos (con k solpamientos tomando el valor +m,, y (n— k) solapamientos
tomando el valor —m,,, con m, > 0; cf. §3.3), la matriz @ puede ser diagonalizada

encontrandose los siguientes autovalores®

M= -2 [P—n+(n—ﬁP)§g—l—nﬁPmn§§J
M= —2|P—n+(n—pP)E (3.40)
Ms= —3[P1-B)—n+nEf,

con

[T

{%} = {Smh} (3Pm,,) (3.41)

cosh

3Para ver los detalles en la obtencién de los autovalores );, tanto para el caso de estados mezcla
simétricos como asimétricos, puede verse el apéndice C.
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Figura 3.3: Isotermas m; = my(P,T = cte.) para n = 1 y diferentes valores de T,
mostrando la presencia del punto tricritico de no equilibrio (7' = T,, P = 3). Las lineas
continuas representan estados estacionarios localmente estables, mientras que las lineas
discontinuas representan estados estacionarios localmente inestables. La figura muestra
resultados equivalentes a los que muestra la figura 3.1.

y donde los solapamientos m,, son solucién a la ecuacién (3.25), que aparecen con
multiplicidad uno, (n —1) y (P —n), respectivamente. Se puede demostrar que Ao >0
(cf. propiedad 3.3). Por lo tanto, todos los estados mezcla con n > 1 son puntos de
silla con un determinado nimero de direcciones de inestabilidad, independientemente
del signo que tengan los otros dos autovalores. En particular, y a diferencia de lo que
pasa en el caso de las rates K y M, los estados mezcla con n = P solapamientos
no nulos son localmente inestables. Sin embargo, para el caso de estados de Mattis,
el que sea As > 0 no tiene relevancia alguna pues para esta situacion es n = 1y
Ao 10 aparece al diagonalizar la matriz @. En cambio, si tiene importancia, en el

caso de estados de Mattis, el signo de los otros dos autovalores, es decir M y As. En
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Figura 3.4: La figura muestra el comportamiento, en funcién del niimero de patrones
almacenados P, del solapamiento m;. Se observa la tendencia hacia m; = 1 cuando
P — oo.

general, como se demuestra en la propiedad 3.3, se tiene A3 < 0; en cuanto al signo
de Xl, se tiene que M <0 para estados mezcla tales que n > %P (cf. propiedad 3.3),
que son estados que aparecen de forma continua a una temperatura justo por debajo
de T, = 1; en particular, los estados de Mattis con P < 3 son localmente estables
y aparecen de forma continua, como en un cambio de fase de segundo orden, justo
por debajo de T, = 1; para estados mezcla tales que n < %P, A1 cambia de signo
a la temperatura T'(n, P) = m,P#; ", donde 0 y 7, estan definidos en (3.28) y
(3.29) respectivamente (cf. §3.3), temperatura que da cuenta de un cambio de fase
de primer orden en el que el parametro m, se comporta de forma discontinua; asi,
M <OparaT < f(n, P)y M > 0para T < f(n, P) (cf. propiedad 3.3). Por lo tanto,
solo los estados de Mattis con P < 3y T < T, y los estados de Mattis con P > 3
y T < T(1, P) son localmente estables. El punto (T = T,, P = 3) se corresponde a
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Figura 3.5: Comportamiento de 6, es decir la solucién a la ecuacién (3.28) para el
caso de estados de Mattis, en funcién de nimero total de patrones alamacenados P
(linea continua). El comportamiento para P grande (P € [10%,10'%]) ha sido ajustado
obteniendo 6, ~ 2.663 + 1.051 In P (linea discontinua).

un punto tricritico fuera del equilibrio, que separa un régimen en el que los cambios
de fase que tienen lugar son de segundo orden o continuos, de un régimen en el que
dichos cambios de fase son discontinuos; cf. figuras 3.2 y 3.3. El significado fisico de
my es el valor del solapamiento, que tiene el sistema con un patrén dado, justo en el
punto donde tiene lugar el cambio de fase de primer orden. Su comportamiento en
funcién del niimero de patrones almacenados se muestra en la figura 3.4, observandose
la tendencia de que m; — 1 cuando P — oo. En la figura 3.5 se muestra, asimismo,
el comportamiento de #; en funcién de P y un ajuste, en la forma 2.663 + 1.051 In P,
de dicho comportamiento para valores de P comprendidos en el intervalo [10%,10%3].
La grafica muestra el comportamiento —cuasi-lineal— de #; con In P. La situacién

descrita por las figuras 3.4 y 3.5 parece confirmar nuestra creencia de que la mayoria
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de los resultados analiticos que se presentan, se cumplen en el régimen asintético para

P — 0.

Propiedad 3.3 Sea © la matriz asociada al sistema dindmico descrito por el sis-
tema de ecuaciones (3.19) particularizado al caso de rate V', cuyos elementos vienen
dados por (3.38) y cuyos autovalores vienen dados por (3.40) para el caso en que
a, = % Vu=1,...,P. Entonces, los estados estacionarios (no triviales) solucion a
(8.20) tienen asociados autovalores (que dan cuenta de la estabilidad dindmica de
dichas soluciones) que verifican:

(i) (a) Ay < 0 para estados mezcla tales que 3n > P y T < T, = 1. (b) A\ < 0
para estados mezcla verificando 3n < P y T < T(n,P) = m,PO;" (con 6, y my,
verificando (3.28), y (3.29) respectivamente) y Ay > 0 para estados mezcla con 3n < P
y T > T(n,P).

(i) Ay > 0.

(iii) As < 0.

Demostracion:

Demostremos la primera parte de (i): Consideremos la funcién auxiliar
h(x) = x coshz — sinh 2 — zsinh® (2 + cosh z) ™*. (3.42)
La funcién h(z) es continua ¥V x € R con h(0) = 0; también es derivable V 2 € R con
h'(x) = —% sinh (4 sinh x + sinh 22 — 62)(2 + cosh z) 2. (3.43)

Trivialmente se demuestra que h'(z) < 0 V x € R. Por lo tanto h(x) es estricta-
mente decreciente y entonces se tiene que h(z) < 0 si z > 0. Por otra parte, uti-
lizando las expresiones (3.40) y (3.20) y haciendo uso de que 3n > P obtenemos que
A1 < 2(P|my|)"th(BP|may|), que implica Ay < 0 para m,, # 0 al ser h(x) decreciente.

De igual forma se demuestra la segunda parte de (7): Consideremos la funcién
g(x,7v) = x — sinh z cosh x + (z cosh  — sinh z), (3.44)

con v > 0. Trivialmente se demuestra que g(x,7) es continua y derivable V x € R,

que g(0,7) = 0, que lim, 1 g(z,7) = —o0, y que g(z,7) = 3(v — 2)2® + O(a°)
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cuando = — 0. Consideremos el intervalo abierto I = (0,00); si v > 2 y utilizando
las propiedades anteriores de la funcién g(x, ) entonces siempre es posible encontrar
dos nimeros reales, 0 < a < b tales que g(b,7) < 0 < g(a,~); utilizando el Teorema
de los Ceros de Bolzano [47] se tiene que 3 6 € [a,b] tal que g(f,v) = 0. Vamos a
ver que esta solucién es unica. Supongamos que hay dos soluciones 6, # 6, € [a, ]
tales que g(6h,v) = ¢(02,7) = 0. Utilizando esta ultima condicién se llega a que
v = f(01) = f(02) con f(x)= (sinhzcoshz — z)(zcoshx — sinhz)™!, funcién que es
continua, derivable y estrictamente creciente en I como se puede demostrar trivial-
mente. Esto ultimo estd en contradiccién con la hipdtesis de que 01 # 05, por lo tanto
concluimos que 6; = 0y y queda demostrada la unicidad de 8 en I; como consecuencia
de esto se tiene que si x < @ es g(x,7) >0y siz >0 es g(x,v) < 0. Por otra parte,
utilizando (3.40) y (3.20) se obtiene que

A = 2n(P|my,|) " {n cosh(BP|m,|) + P — n} 'g(BP|m,|, Pn* — 1), (3.45)

con m, = sinh(8Pm,){ncosh(8Pm,) + P — n}~!, de forma que aplicando las
propiedades de la funcién g(x,v) demostradas antes y el hecho de que m, # 0
(pues estamos considerando soluciones no triviales) queda demostrada la segunda
parte de (7). Hay que hacer notar dos cosas: en primer lugar que la condicién de
que v = Pn~! — 1 > 2 queda garantizada por el hecho de que P > 3n, y en segundo
lugar que la aplicacién del teorema de Bolzano a la funcién g(z, ) implica la existencia
y unicidad de T'(n, P) = m, P, " > 0 (temperatura dada en unidades k5'), donde
m,, = sinh 6,,(ncosh 8, + P —n)~!, con 6, verificando g(6,,, Pn™' —1)) = 0 (expresién
(3.28)).

Vamos a demostrar a continuacién (7). Consideremos la funcién auxi-
liar u(x) = sinh x — x cosh x, que es continua V z € R y que verifica u(0) = 0. Ademés
u(z) es derivable ¥V € R con v/ (z) = —zsinhx < 0 Vo € R por lo que u(z) es de-
creciente. Utilizando (3.40) y (3.20) se tiene que Ay = —2(P|my|)~'u(B3P|m.,|), con
m,, = sinh(8Pm,,){n cosh(3Pm,) + P —n}~!, de forma que (ii) queda demostrado
sin mas que utilizar la propiedad de decrecimiento de u(x) y el hecho de que m,, # 0.

Por dltimo demostramos (ii7). Consideremos la funcién v(x) = sinh z — x. Trivial-

mente se tiene que v(z) es continua ¥V x € R con v(0) = 0; también v(x) es derivable
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V z € R, con v/(x) =coshz —1>0 Vx#0 por lo que es estrictamente creciente
Vo # 0. Utilizando (3.40) y (3.20) se tiene que \s = —2(P|my,|)""v(BP|my,|), con
m,, = sinh(8Pm,){ncosh(8Pm,) + P —n}~!, de forma que (iii) queda demostrado

utilizando la propiedad de crecimiento de v(x) y el hecho de que m,, # 0. {

50

% Error

0.0 0.5 1.0

Figura 3.6: La figura muestra el porcentaje de error, definido como %Error= (1—m;)/2,
en el proceso de recuperacién de los estados de Mattis (rate V), en funcién de la
temperatura (en unidades k'), con P = 100 (linea continua), comparado con el
correspondiente resultado del modelo de Hopfield (linea a trazos).

En resumen, y para finalizar esta seccién se concluye que sélo en el caso de que
el sistema esté realizado con la rate V' existen estados de Mattis localmente estables
y, por lo tanto, el sistema exhibe la propiedad de memoria asociativa. En este caso,
a diferencia de lo que ocurre en el modelo de Hopfield, y debido a la aparicién de los
estados de Mattis de forma discontinua justo por debajo de f(l, P), los solapamientos

con el correspondiente patrén pueden ser grandes (cercanos a +1 o —1) incluso para
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% Error

P

Figura 3.7: Porcentaje de error en el proceso de recuperacién de los estados de Mattis
(rate V') en funcién de P, para T' = 0.5 (linea continua), comparado con el correspon-
diente resultado del modelo de Hopfield (linea a trazos).

valores de T'y P grandes, por lo que los errores a la hora de recuperar ese patrén son
sistematicamente mas pequenos que los correspondientes al modelo de Hopfield, como
se puede apreciar en las figuras 3.6 y 3.7. Ademas los estados mezcla son localmente
inestables lo que favorece la propiedad de memoria asociativa. Por el contrario, para el
caso en que el sistema estd realizado con las rates K y M no existen estados de Mattis
localmente estables y solo aquellos estados mezcla con solapamientos no nulos con
todos los patrones son localmente estables. Por lo tanto, en estos dos tltimos casos el
sistema no posee la propiedad de memoria asociativa. Una conclusién definitiva que se
obtiene es que el tipo de ruido sindptico considerado aqui optimiza significativamente,
para ciertos casos particulares, el comportamiento del sistema como un mecanismo

para la memoria asociativa.
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3.5 Sinapsis asimétricas

La teoria desarrollada en las secciones precedentes para el caso de fluctuaciones
alrededor de la regla de Hebb puede ser generalizada al estudio de fluctuaciones en
torno a reglas de aprendizaje mas realistas, como por ejemplo reglas de aprendizaje
asimétricas. Como ilustracién de esto consideramos a continuacion distribuciones f(J)
como la dada en (3.4) con 0, # nl,. Una situacion relativamente general consistente
con esta simetrfa consiste en considerar n}, = (a,N)™! (Algggg + Al + AsEl + A4) :

que induce valores medios:
_ 1 L
o= 2 (Asglel + Al + Aseh + Ay) . (3.46)
u:

Los pardmetros As y Az determinan el grado de asimetria. A partir de (3.8) y (3.9) se

obtiene que

) = - <sxzauc“ ) -2( o (g A EE), e

donde
A(s) = [Agmr(s) + Aym(s)] [Aim#(s) + Aom(s)] ",
Bi(s) = 4 [U(X[(s) — U(=X; ()], (3.48)
Cr(s) = § [{1 = A“($)} U(X;F () + {1+ A%(s)} W (=X (s))]

XE(s) = 28a, " [(Ar + Ag)m(s) + (As + Ag)m(s)]. (3.49)

Aqui m*(s), como ya hemos definido antes, es el solapamiento del sistema con un
patrén dado £#, y m(s) = N1, sc es la actividad promedio en la red. Bajo la
condicién de campo medio sy = (sx) la ecuacién (3.47) se transforma en el sistema de

ecuaciones diferenciales acopladas siguiente

dm = —2m* Z a,C" — 2 Z a, B’ — Z Eeéx

l/ 1

-2 Z a,,.A”B”— Z Ex (3.50)
P
om = —2m Z a,C’ —2 Z a,,B" Zf)’: -2 Z a, A”BY,
X v=1

v=1
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donde m, m*, A", B* y C* se obtienen a partir de m(s), m*(s), A*(s), B*(s) y C*(s),
con sx = (sx). Si los patrones son tales que N1 3 &l¢l =6, y N713, &0 =0, es
decir patrones ortogonales que tienen el mismo nimero de componentes +1 que —1, o
patrones tales que N~1 3, £hey = 5,“,+(9(N_%) y NI &= O(N_%), en N — oo,

es decir patrones cuasi-ortogonales, el sistema de ecuaciones (3.50) queda de la forma:

P
omt = —2mt Z a,C" — 2a,B"
! , (3.51)
om = —2m Z a,C’ —2 Z a, A’B",
v=1 v=1

cuya solucién estacionaria es

a,B" B _25:1 a, A" B

e — m —
! P
v=1 CLVCV v=1 CLVCV

mt = —

(3.52)

sistema de ecuaciones que puede ser resuelto de forma numérica y cuya solucién nos
da, para una eleccién particular de los pardametros A; i = 1,...,4, el comportamiento
estacionario de m* y m en funcién de Ty P.

El sistema (3.51) se puede poner de forma méas compacta definiendo el vector de
dimensién (P+1) M = (Mo, ..., Mp) con My =m, M; =m', i =1,...,P. As{ (3.51)

queda de la forma

P
OM = —2M 3" a,C, — 2N, (3.53)

v=1
donde N es un vector de dimensién (P + 1) y componentes Ny = S0 a,C"BY y
N,=a;B", i=1,..., P

Haciendo un desarrollo semejante al de la seccion precedente, es posible hacer un
estudio de la estabilidad de la solucién estacionaria al sistema (3.53). Linealizando
dicho sistema como antes (cf. §3.4), obtenemos la matriz cuyos autovalores nos dan la

informacion sobre la estabilidad local del sistema y cuya forma es

P

k=1

donde .

(3.55)
U (—X;) {(As — A1)y + (As — Ag)do; |
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Figura 3.8: La figura muestra diferentes estados de Mattis (con un solapamiento no
nulo my con un determinado patrén y el el resto de los solapamientos todos nulos)
localmente estables en funcién de la temperatura T (unidades k3'), que se obtienen
al resolver el sistema de ecuaciones (3.52) para diferentes elecciones de los pardmetros
A; y P =10. (A) Corresponde a tomar A; =1, Ay = A3 = Ay, = 0. (B) Corresponde
a elegir Ay = 1, A, = —0.1, A3 = 0.1, Ay = 0. (C) Corresponde a elegir A; = 1,
Ay = 0.1, Ay = 0.2, A, = 0.

gij = [A1A4 — A2A3] [Mi(SOj — Mo(sij] [AlMZ + AQMO]_2 s (356)

con W(+X* ) = [8\II(X)/8X]X:iX;:, y donde X;° se obtiene a partir (3.49) con
Sx = (Sx)-

Las ecuaciones (3.52) han sido resueltas de forma numérica y se ha estudiado la
estabilidad de las soluciones mediante el andlisis de los autovalores de la matriz Q,
obteniéndose los resultados que a continuacion detallamos: Para ciertas elecciones par-

ticulares de los parametros A; i = 1,...,4, y al igual que ocurre en el caso de fluctua-



3.6. Conclusiones 83

ciones alrededor de reglas de aprendizaje simétricas como las situaciones estudiadas en
las secciones precedentes, solo para el caso de la rate V' se encuentran estados de Mattis
localmente estables, siendo los estados mezcla inestables localmente. Para el caso de
las rates K y M, al igual que ocurre para el caso de simetria, no existen estados de
Mattis localmente estables y solo aquellos estados mezcla con n = P, es decir estados
que tienen un solapamiento no nulo con todos los patrones, son localmente estables.
De estos resultados se concluye que la propiedad de memoria asociativa, y por lo tanto
la capacidad para recordar informacion almacenada por la red, sélo ocurre cuando el
sistema es construido con la rate V', tanto para los casos de simetria como los casos de
asimetria considerados aqui. En el caso particular de fluctuaciones alrededor de reglas
asimétricas, como las dadas por (3.46), en las que A; # 0, Ay # 0y A3 = A, = 0,
se tiene que A* = 0 y, por lo tanto (3.51) se reduce a (3.19) (para patrones ortogo-
nales o quasi-ortogonales). Asi para esta situacion, el sistema tiene un comportamiento
equivalente a cuando consideramos fluctuaciones alrededor de la regla de Hebb. Para
cualquier otra eleccién el sistema se comporta de forma sensiblemente diferente a la
hora de recuperar un determinado patrén. En la figura 3.8 mostramos los estados de
Mattis, que se obtienen para diferentes elecciones particulares de los parametros A;,
en funcién de T y para el caso particular de P = 10 y la rate V. Los resultados estan
comparados con aquellos que resultan en el caso de fluctuaciones entorno a la regla
de Hebb. Se observa que el principal efecto de la asimétria consiste en la pérdida de
efectividad a la hora de recuperar un determinado patrén. Como en el caso de simetria
los estados aparecen de forma discontinua justo por debajo de una temperatura que

da cuenta de un cambio de fase de primer orden.

3.6 Conclusiones

La idea de que la redundancia y la robusted son esenciales para el buen fun-
cionamiento de las redes de neuronas bioldgicas (a diferencia de lo que ocurre en los
ordenadores digitales) data de von Neumann [48]. Sin embargo, no se comprende bien
todavia como dichas propiedades son desarrolladas por la red y cual es la relacion
precisa entre las mismas y los diferentes tipos de ruido que parecen tener lugar en

las redes bioldgicas, asi como su influencia en las propiedades emergentes del sistema.



84 Capitulo 3. Red de neuronas fuera del equilibrio

En el capitulo primero hemos descrito diferentes causas que hacen que las sinapsis
individuales sean extremadamente poco fiables, pero que en conjunto parecen aumen-
tar la potencia de procesamiento del sistema; cf. por ejemplo Refs. [4-18]. El modelo
de Hopfield constituye un excelente marco en el que podemos comprobar las conse-
cuencias que se obtienen de considerar diferentes tipos de ruido y fluctuaciones en
la red. Una caracteristica principal de este modelo es que la transmisién cooperativa
compitiendo con el ruido térmico tiene como consecuencia, bajo determinadas cir-
cunstancias, la propiedad de memoria asociativa. En este capitulo hemos mostrado
como el modelo de Hopfield puede ser adaptado a una especie de filtro, que mejora
sensiblemente la propiedad de memoria asociativa, cuando se considera un tipo de
ruido, diferente del ruido térmico, que parece tener lugar en los sistemas bioldgicos.
Este ruido, cuyos efectos hemos investigado, consiste en fluctuaciones correlacionadas
de las intensidades sinapticas que ocurren en una escala de tiempo menor que la de

evolucion de las actividades neuronales.

El modelo estudiado en este capitulo es una version del modelo cinético, mas gene-
ral, de red de neuronas tipo Hopfield introducido en el capitulo segundo, en el que
las sinapsis sufren fluctuaciones aleatorias réapidas ademds del proceso (relativamente
lento) de plasticidad sindptica debido al aprendizaje. El modelo ha sido construido
con una competicion de dinamicas, entre variaciones de las neuronas y de las sinapsis,
que lleva al sistema, asintéticamente, a un estado estacionario fuera del equilibrio.
Las fluctuaciones en las intensidades sindpticas tienen una distribucién f(J) dada por
(3.4), que respeta las correlaciones espaciales que caracterizan los patrones memoriza-
dos. Esta distribucién induce en el sistema un comportamiento fuera del equilibrio
completo, como realizado por un agente no hamiltoniano (a diferencia de las versiones
del mismo modelo consideradas en el capitulo segundo en las que es posible hacer una

descripcién hamiltoniana).

El modelo ha sido resuelto analiticamente considerando una condicién de campo
medio correspondiente a interacciones de largo alcance, con N — oo y P finito. Sin
embargo, los resultados obtenidos para valores de P grande indican con gran eviden-
cia que las conclusiones que se presentan no se ven afectadas por tales restricciones, y

muestran, claramente, cual va a ser el comportamiento del sistema para P — oo. El
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estado estacionario resultante depende fuertemente, es decir cualitativamente, de los
detalles de la dinamica microscopica efectiva que hace evolucionar las actividades neu-
ronales, ecuacién (3.2). En el caso en el que hemos considerado fluctuaciones alrededor
de la regla de Hebb (cf. §3.3) se tienen las principales propiedades que a continuacién

se detallan.

Si la dindmica efectiva (3.2) esta construida con la rate K entonces el tinico estado
localmente estable es aquel estado mezcla que tiene solapamientos no nulos con cada
uno de los P patrones que el sistema puede almacenar, es decir n = P. Todos los demas
estados mezcla, con n < P son localmente puntos de silla, con tantas direcciones de
inestabilidad como solapamientos nulos tenga dicho estado. Asi estados con n = 1, es
decir estados de Mattis, son puntos de silla con (P — 1) direcciones de inestabilidad.
Como consecuencia de lo anterior, el sistema no exhibe la propiedad de memoria
asociativa, y el estado estacionario del sistema es un estado mezcla que tiene
solapamientos no nulos con cada uno de los P patrones que puede memorizar.

Para la rate M ocurre algo similar a lo que ocurre para la rate K, encontrando
que, para a, = % Vi = 1,..., P, los tnicos estados localmente estables son aquellos
que tienen un solapamiento no nulo con todos los patrones; todos los demas estados
mezcla con n < P son puntos de silla con tantas direcciones de inestabilidad como
solapamientos nulos tenga dicho estado. Por lo tanto, al igual que ocurre para el caso
de la rate K, el sistema no exhibe tampoco la propiedad de memoria asociativa, ya
que los estados de Mattis, n = 1, son puntos de silla con (P — 1) direcciones de

inestabilidad.

Finalmente, en el caso de rate V' se obtienen resultados mas interesantes que en
las anteriores situaciones. Asi, al igual que ocurre en el modelo de Hopfield, aparecen
estados de Mattis localmente estables, por lo que el sistema exhibe la propiedad de
memoria asociativa. Los estados de Mattis aparecen para T < T(l,P) Para P <3
aparecen de forma continua justo por debajo de la temperatura T(l, P <3)=T, cf.
figura 3.9. Para P > 3 los estados de Mattis aparecen de forma discontinua justo por
debajo de la temperatura de transicién T'(1, P > 3). Para valores de T suficientemente
grandes, la tunica solucién que existe es la trivial de forma que T, y T(l,P > 3)

corresponden a un cambio de fase (fuera del equilibrio) de segundo y primer orden,
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Figura 3.9: Diagrama de fases para n = 1 que caracteriza la ecuacién (3.20) para rate
V'y f(J) dada por (3.4). La linea T'(1, P) indica cambios de fase (fuera del equilibrio)
de segundo (linea continua) y de primer orden (linea a trazos).

respectivamente; estos cambios de fase ocurren entre una fase paramagnética sin la
propiedad de memoria asociativa, a temperaturas relativamente altas, y una fase ferro-
magnética a temperaturas relativamente bajas que si exhibe dicha propiedad. Otra
propiedad interesante es que la discontinuidad en T (1, P > 3) ocurre para valores
grandes (cercanos a +1 o —1) del solapamiento del sistema con el patrén deseado para
el caso, por otra parte mas interesante, de valores de P grandes. A diferencia de lo
que ocurre en el modelo de Hopfield ordinario, nuestro modelo no muestra por debajo
de T = 0.46 estados mezcla localmente estables, que afectan de forma importante a
la realizacion de la red de Hopfield a bajas temperaturas, impidiendo la propiedad
de memoria asociativa. En nuestro caso todos los estados mezcla son, localmente,
puntos de silla con (n — 1) direcciones de inestabilidad. Otra diferencia importante

que presenta nuestro modelo, comparado con el modelo de Hopfield, es que el error



3.6. Conclusiones 87

50 1
% Error

25 1

' (2
iz

Figura 3.10: El porcentaje de error —para el sistema definido por (3.4) y rate V—,
que es una medida de (1 —m;)/2, durante el proceso de recuerdo para los estados de
Mattis para T < T (superficie sombreada), mostrando que el error sélo es grande para
valores de P pequenos cerca de T,, y el correspondiente resultado para el modelo de
Hopfield (entramado).

cometido cuando la red intenta recuperar un determinado patrén, por ejemplo el £,

1—my
2

definido como %Error= , disminuye rapidamente hacia cero, en nuestro modelo,
cuando el nimero de patrones almacenados P aumenta, para una determinada 7', y
permanece pequeno, para P dado, aun cuando T'(< T,) se incrementa hasta T' = T,
tendiendo a cero para valores de P suficientemente grandes. Este comportamiento se
ilustra en las figuras 3.10 y 3.11; en la figura 3.10 se muestra una comparaciéon con el
modelo de Hopfield donde el mismo error, definido méas arriba, es independiente de P

para una temperatura 7" dada, y se hace muy grande (~ 50%) cuando 7" — 1.

Fluctuaciones alredededor de reglas de aprendizaje méas generales han sido también

consideradas. Concretamente se ha hecho un estudio analitico de campo medio para
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10
10 % Error
Il 43.75 - 50.00
Il 37.50 - 43.75
B 31.25 - 3750
P 5 25.00 -- 31.25
18.75 -- 25.00
12.50 -- 18.75
] 6.250 -- 12.50
P 54 0 - 6.250
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T
1 , T ,
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Figura 3.11: Curvas de nivel correspondientes a la superficie que se representa en la
figura 3.10, mostrando la regién en el espacio (T, P) donde el porcentaje de error
en el proceso de recuerdo de los estados de Mattis es grande. El inset muestra el
correspondiente resultado para el modelo de Hopfield.

reglas de aprendizaje asimétricas como la dada por (3.46). En este caso, se obtiene de
forma analitica ecuaciones cerradas para los parametros de orden m* y m, que una vez
resueltas muestran que, al igual que para el caso de simetria, la inica situacion en la que
se obtienen como solucién estados de Mattis localmente estables es para el caso de la
rate V'; asimismo se obtiene que el principal efecto debido a la asimetria es el dificultar
la propiedad de memoria asociativa. Esto es asi debido a que los correspondientes
estados de Mattis tienen solapamientos, con el correspondiente patrén, que son en
general mas pequenos que si la situacion fuera la de simetria. Los resultados muestran
también que la propiedad de memoria asociativa depende fuertemente del valor de los

parametros de anisotropia dados en (3.46).



Capitulo 4

Simulacion Monte Carlo

4.1 Introduccion

La simulacion en el ordenador es, actualmente, una herramienta bien establecida
y tutil en muchos campos de la ciencia. Existen multiples motivaciones para simular
sistemas fisicos en el ordenador. Una de las principales es que pueden asi eliminarse
aproximaciones. Usualmente, al estudiar un problema analiticamente, hay que recurrir
a aproximaciones que uno querria eliminar o, al menos, conocer bien su influencia en
los resultados. Ambas cosas pueden conseguirse introduciendo simulacion en el analisis.
Tipicamente, la simulacién permite estudiar sistemas muy complejos, y estudiar con
gran detalle y flexibilidad su comportamiento. Asi, los resultados de la simulacion pro-
porcionan un patréon o modelo con el que las teorias aproximadas pueden ser compara-
das, y probar la validez del modelo propuesto. Por tltimo, mencionamos que algunas
magnitudes o comportamientos de los sistemas fisicos pueden ser dificiles o imposibles
de medir u observar en el laboratorio, y la simulacién de un modelo puede jugar en-
tonces el papel del experimento. En todo caso, hay que notar que la simulacién en el
ordenador tiene algunas limitaciones importantes como, por ejemplo, el tiempo finito
de observacion, y el hecho de que los sistemas simulados tienen un tamano finito. Esto
ultimo se soluciona en la practica (para algunos casos) usando condiciones de contorno
adecuadas y teorias de tamano finito. En todo caso, ambos problemas, tiempo finito de
observacion y tamano finito, vienen siendo minimizados cada vez mas por los avances

en el desarrollo de los ordenadores.

Las simulaciones que describimos en este capitulo estan basadas en el método

89
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Monte Carlo, que es un método de simulaciéon estocastico que sélo requiere conside-
rar la parte configuracional del problema fisico de interés. Sélo hay que saber cémo
inducir cambios temporales de una configuracion del sistema a otra distinta, cambios
que son consecuencia de una evolucién probabilistica realizada mediante un proceso
de Marcov [49]. Los resultados que mostramos corresponden a simulaciones del mo-
delo que presentado en el capitulo tercero, que es una versiéon del modelo general
introducido en el capitulo segundo. Este modelo introduce la novedad de considerar
fluctuaciones en las intensidades sinapticas alrededor de valores medios dados por una
determinada regla de aprendizaje, la regla de Hebb. El interés en realizar simulaciones
de este modelo radica en que, como vimos antes (cf. §3), la teoria de campo medio,
utilizada para resolverlo analiticamente, muestra resultados muy interesantes en las
propiedades del sistema en el caso en que existen correlaciones espaciales entre fluc-
tuaciones que reflejan las correlaciones espaciales entre los patrones memorizados. Esto
es, el modelo mejora la propiedad de memoria asociativa y la robusted en el proceso
de aprendizaje, comparado con el modelo de Hopfield ordinario que no tiene en cuenta
dichas fluctuaciones. Las simulaciones han servido para comprobar la validez de la
aproximacion de campo medio utilizada en el capitulo tercero, y para hacer evidentes

otras de sus propiedades.

4.2 Modelo

El modelo simulado consiste en un conjunto de N neuronas binarias, sx = +1
o —1, cada uno de estos valores correspondiendo a un estado de la neurona en la
que ésta emite un potencial de accién y a un estado de no emisién, respectivamente,
acopladas entre si mediante intensidades sindpticas J,,. Una configuraciéon cualquiera,
s = {sx}, cambia compitiendo con variaciones simultdneas de las configuraciones de
sinapsis, J = {.J,, }, de tal forma que el sistema alcanza un estado estacionario que en
general estd fuera del equilibrio. Esto es, la dindmica particular asociada a neuronas y
sinapsis involucra un conflicto entre ellas cuyo efecto es el mismo que el que tendria un
hipotético e indeterminado agente actuando sobre s; este agente, junto con la accion
de un bano térmico a temperatura 7', puede inducir sobre este sistema una evolucién

temporal estocastica hacia un estado estacionario que, en general, no estd determinado
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solo por el valor de T' y por la energia asociada a s. En los modelos tedricos que hemos
desarrollado antes (cf. capitulos §2 y §3), esta evolucién se describe en términos de la

ecuacién maestra

0. P(s) = 3 [@(s% X) Py(s¥) — @(s;x) Pi(s)] | (4.1)

X

donde P,(s) es la probabilidad de tener una determinada configuracién s en un instante
de tiempo ¢, y w(s;x) es la correspondiente probabilidad de transicién o rate. En la
préactica, tal evolucién puede ser simulada en un ordenador de la siguiente forma: Se
parte de una configuracion inicial aleatoria sy, en la que a cada variable sy se le ha
asignado, al azar, uno de los dos posibles valores +1 o —1; a continuacion se elige una
neurona al azar (por ejemplo la neurona etiquetada con x), y se hace el cambio (spin-
flip) sx — —S$x, con una cierta probabilidad (probabilidad de transicién), mediante
el método Monte Carlo, esto es, generamos un ntimero aleatorio uniforme n € [0, 1],
que comparamos con la probabilidad de transicion de forma que, si ésta es mayor que
n se acepta el cambio (spin-flip) y la configuracién resultante se toma ahora como
configuracion inicial y en caso contrario, no se acepta el cambio y se vuelve a elegir
una nueva neurona al azar en la configuracion de partida. La unidad de tiempo, el paso
Monte Carlo, corresponde a la realizacién de N sorteos, es decir el elegir N neuronas
al azar. En este modelo general que se ha simulado se han estudiado con detalle la

evolucién del sistema con las siguientes probabilidades de transicién particulares (rates)

P
w, = min {1, exp [? (% — sx% Z S,’jmu(s)ﬂ } ,
v=1

= exp |~ (14 5cp Yty s)) . )

v=1
P
w3 ;;exp [—§(1+sx§ my(s ))]
donde hemos asumido que el sistema es capaz de almacenar P patrones,
g ={¢==+1} con p = 1,..., P, y donde m,(s) = N~ 1Y, & sy es una medida
del solapamiento del estado actual del sistema con el patréon memorizado u. En (4.2)
la temperatura estd dada en unidades de kjz'.

Las elecciones w; y ws para w(s,x) corresponden al modelo de Hopfield con
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la regla de aprendizaje de Hebb .J,, = N~! >u EkEY, sin la posibilidad de fluctua-
ciones en las sindpsis. La probabilidad de transiciéon w; se obtiene usando la cono-
cida probabilidad de transicién de Metropolis, ¥(3A) = min{1,e */7} (que en los
capitulos precedentes hemos denotado por simplicidad como rate M; cf. §2, ecuacion
(2.10)), donde A es el cambio en la energia que se produce cuando tiene lugar
el cambio sy — —sx. Dicha energia viene dada por el hamiltoniano de Hopfield
Hji(s) = —% Yoxry JuySxSy T 2x Oxsx (a partir de aqui tomaremos ¢x = 0). La pro-
babilidad de transicién ws se obtiene utilizando la rate V' (cf. §2, ecuacién (2.10)), es
decir W(BA) = e #2/2 en vez de la rate de Metropolis y normalizando a la unidad *.
El caso representado por la rate ws se corresponde con nuestro modelo, desarrollado
en el capitulo tercero, para la situacién particular en que se considera la rate V 2. En
efecto, como vimos en la seccion §3.1, el modelo corresponde a una version mas simpli-
ficada de un proceso general de Marcov, introducido en el capitulo §2, consistente en
que el sistema cambia sy, — —sx con probabilidad p¥(5A) y con probabilidad (1—p)®,
donde —por simplicidad— @ es independiente de s, tiene lugar el cambio J,, — J'4y;
p € [0,1]. Junto al caso bien conocido de equilibrio que se obtiene para p = 1, que
ha sido ya considerado con la eleccién de las rates wy y ws, en el limite p — 0 puede
ser considerada una condicién, simplificada, para la competicion entre diferentes ten-
dencias, cada una de ellas correspondiendo a un determinado valor de H ;. Este limite
introduce dos escalas de tiempo relevantes en el sistema (después de un proceso previo
de plasticidad sindptica debido al aprendizaje): una escala de tiempo fina, 7, en la que
las neuronas no evolucionan apreciablemente pero en la que las intensidades sindpticas
fluctian localmente; y una escala mas grande, t = pr parap — 0y 7 — o0, en la
que las neuronas evolucionan con una distribucion estacionaria para las sinapsis; la
existencia de estas dos escalas de tiempo bien definidas es consistente —como vimos

antes— con ciertas observaciones realizadas en los sistemas bioldgicos [4-18]. Esta

'Dicha normalizacién, que consiste en dividir la rate por el maximo valor que puede tener, no
afecta al estado estacionario que el sistema alcanza sino sélo al tiempo de relajacién del mismo y sélo
implica una escala temporal nueva, como se obtiene ficilmente a partir de (4.1).

2Los casos particulares en los que se consideran las rates K y M han sido también estudiados,
coincidiendo el estado estacionario de las simulaciones realizadas con el que predice la teoria de campo
medio de nuestro modelo. Dicho estado estacionario no presenta la propiedad de memoria asociativa,
por lo que hemos considerado mas interesante mostrar en detalle s6lo aquella situaciéon en la que
nuestro modelo si presenta dicha propiedad, es decir para el caso de la rate V.
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condicién limite equivale a hacer el cambio sy, — —sx con una probabilidad efectiva
w(s,x) = [dIf(J)U(BA), donde f(J) es la distribuciéon estacionaria para las fluctua-

ciones en las sinapsis. La probabilidad de transicion wj se obtiene cuando se considera

1 & P
F@) = 5 X T10 (v~ ) (43)
=1

y normalizando a la unidad. Esto es, las intensidades sinapticas fluctiian aleatoriamente
en nuestro modelo de acuerdo a la distribucién (4.3) alrededor de valores medios dados
por la regla de Hebb, es decir J,, = [dJf(J)J,, = N1 >, ELEL. Esta eleccion para
f(J) es interesante porque implica que cada patréon & contribuye con una cierta
probabilidad a J, y tiene en cuenta correlaciones entre fluctuaciones en diferentes

sinapsis, que reflejan las correlaciones espaciales dentro de los patrones &".

4.3 Resultados Monte Carlo

Con las rates dadas en (4.2), se han realizado diferentes simulaciones con tamanos
de red N variando entre N = 400 y N = 3600. El niimero de patrones almacenados P
que se han considerado ha sido variable, aunque los resultados que aqui se muestran son
para P € [1,10]. Sin embargo, es muy probable que se verifiquen los mismos resultados
en el limite N — oo para una valor de P arbitrariamente grande. Otra restriccion que
se ha tomado en las simulaciones es que se ha considerado sélo la situacion J,, = J,y,
como se corresponde la eleccién dada por (4.3), aunque las simulaciones son facilmente
extensibles a elecciones de f(J) que involucren asimetria en las sinapsis. Los P patrones
utilizados en la simulacion han sido generados de forma aleatoria, tomando la variable
&M, al azar, uno de los dos posibles valores +1 o —1.

El primer tipo de simulaciones realizadas ha consistido en ver céomo es el estado
estacionario del sistema y su estabilidad cuando se utiliza la rate ws. La simulacion
muestra que la condiciéon de campo medio utilizada en los desarrollos analiticos en el
capitulo tercero es exacta y, salvo los efectos debidos a tamano finito, los datos Monte
Carlo se ajustan, de una forma muy significativa, a las curvas de los solapamientos,
m,(T), que da dicha teoria de campo medio. Esto se aprecia claramente en la figura 4.1.

La simulacién ha sido realizada para N = 3600y P = 1,5, 10. Los datos experimentales
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Figura 4.1: Las lineas continuas ilustran la variacién con P de las soluciones estables
m,(T) para n = 1 (estados puros de Mattis) que se obtienen a partir de (3.25) (rate
V), para P =1, 3, 5, y 10, de izquierda a derecha. Las lineas discontinuas senalan el
valor de T(n, P) al que tiene lugar el cambio de fase de primer orden para cualquier
P > 3n. Los simbolos son los correspondientes datos Monte Carlo para N = 3600 y
P=1(0Q),5 (0),y10 (¢). (La temperatura estd dada en unidades kj'.)

—representados en la figura por simbolos— se superponen con mucha exactitud con
las curvas tedricas —representadas en lineas continuas— El acuerdo tan sorprendente
entre la teoria de campo medio y los resultados Monte Carlo se debe a que nuestro
modelo es semejante a un modelo de Ising con interacciones de largo alcance, donde
todos los espines interaccionan con todos los demés. En nuestro caso, cada neurona
estd interactuando con las N — 1 restantes a través de las sinapsis. Como es sabido,
para estos modelos tipo Ising con interacciones de largo alcance la teoria de campo
medio es exacta.

En segundo lugar se han realizado una serie de simulaciones para N = 2500 y

N = 400, con P = 10, comparando el modelo de Hopfield con el modelo que se ha
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0 Ex10°
t (MCS)

Figura 4.2: Evolucién con el tiempo (en pasos Monte Carlo) del solapamiento
mi(s) = N7t 3, €Fs, para N = 2500 a la temperatura 7 = 0.8 (en unidades kp');
Las diferentes lineas son para p = 1,...,10. La grafica principal ilustra el caso en el
que hay fluctuaciones sinapticas, ws. El inset contiene el resultado correspondiente al
modelo de Hopfield; los comportamientos horizontales con ruido son para w; (proba-
bilidad de transicién de Metropolis); la linea que se incrementa con el tiempo es para
wy. La figura muestra como fluctuaciones correlacionadas de sinapsis pueden hacer
mas estable y eficaz el proceso de recuerdo de informacién en una red de neuronas.

desarrollado analiticamente en el capitulo tercero. Las figuras 4.2-4.4 muestran las
principales caracteristicas que presentan ambos sistemas. El comportamiento horizon-
tal con ruido en el inset de la figura 4.2 es el comportamiento familiar del modelo de
Hopfield debido a la rate w;. Esto es, partiendo de una configuracién inicial aleato-
ria, sp, hay una répida evolucién (no visible en la escala de esta figura) en la que el
solapamiento con uno de los P patrones memorizados se hace relativamente grande
(alrededor de 0.7 en esta simulacién) mientras que los otros decaen practicamente
a cero. La situacion permanece estacionaria excepto por el ruido térmico, que esta

anadido a la senal; incrementando T (que es 0.8 en esta simulacién) se podria final-
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Figura 4.3: Distribucién —normalizada a la unidad— de las fluctuaciones térmicas con
el tiempo exhibidas por el sistema en la figura 4.2, durante el régimen estacionario, para
dos valores tipicos de . La escala en el lado izquierdo corresponde a las distribuciones
con forma suave (centradas entorno a 0.0 y 0.7, respectivamente) que ocurren para
w;. La escala en el lado derecho corresponde a distribuciones (centradas entorno a 0.0
y muy cerca a 1, respectivamente) para ws que se aproximan mucho (en la escala de
esta figura) a funciones delta de Dirac.

mente impedir la propiedad de memoria asociativa. A efectos de comparacion, el inset
de la figura 4.2 también ilustra el comportamiento para ws (linea que se incrementa
con el tiempo), es decir, una eleccién diferente para la probabilidad de transicién ele-
mental W(SA). El proceso de recuerdo en esta versién del modelo de Hopfield es muy
lento pero més robusto frente al ruido térmico; esto era de esperar dado que e #2/2
favorece los estados de baja energia mas que el caso de la rate de Metrépolis. Como
se ilustra en la grafica principal de la figura 4.2, la realizacién del proceso de recuerdo
es mas efectivo si la evolucién tiene lugar de acuerdo a ws, o lo que es lo mismo, en

presencia de las fluctuaciones sinépticas dadas por (4.3). Esto es, aunque la convergen-
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cia al resultado deseado es mas lenta con ws que con w; —aunque no es mas lenta con
w3 que con wo—, la evolucion y el estado estacionario son muy robustos y el error, en
el proceso de recuerdo de un patron dado, es despreciable con los parametros de red y
temperatura con los ha tenido lugar la simulacién. El mismo comportamiento cualita-
tivo se observa cuando variamos N, P,y T" dentro de un rango amplio. Es importante
senalar que la naturaleza aditiva de (4.3), que implica la existencia de correlaciones
entre las fluctuaciones en diferentes sinapsis inducidas por las correlaciones espaciales
contenidas en los propios patrones &, es esencial para este resultado. En particular,
asumiendo que los efectos de diferentes patrones son multiplicativos en f(J), se induce
un simple ruido en el sistema, que se anade al ruido térmico no produciendo diferencias
demasiado dramaticas respecto al modelo de Hopfield; cf. §2. La figura 4.3 confirma
el resultado de la figura 4.2. Esta grafica muestra claramente que con ws, a diferencia
de @y, se alcanza la saturacion y se induce un alto nivel de robustez al sistema. La
figura 4.4 ilustra otra interesante caracteristica de ws. Las evoluciones aqui comienzan
con el mismo estado inicial obtenido tras perturbar fuertemente uno de los patrones
(aleatorios) memorizados. La grafica principal muestra que w3 siempre lleva al sistema
al patron de partida permaneciendo estable una vez alcanzado. Las simulaciones han
sido realizadas a T" = 0.6. Si disminuimos la temperatura, el tiempo de relajacién de
las simulaciones aumenta pero no aparece ningin otro efecto cualitativo interesante.
El inset muestra el resultado correspondiente para el modelo de Hopfield con w;. En
este caso el sistema es mucho menos eficiente a la hora de reconocer el patrén de par-
tida y, eventualmente, se desestabiliza, debido sobre todo a las fluctuaciones térmicas,
después de algtin tiempo relativamente corto (hay que notar que el tiempo en la figura
4.4 esta en escala logaritmica con el objeto de mostrar los detalles de la evolucién al

principio de la misma).

En resumen, mediante una serie de simulaciones, hemos extraido las principales
propiedades que presenta el modelo de red de neuronas (definido en su forma gene-
ral en §2.1 y que hemos desarrollado, para una determinada situacion particular, en
el capitulo tercero); estas simulaciones indican que el considerar fluctuaciones en las
intensidades sindpticas en la forma dada por (4.3) induce una mayor robustez y una

mejora significativa en los procesos de memoria asociativa y reconocimiento de pa-
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trones. Asimismo, dichas simulaciones han servido para comprobar la teoria de campo

medio desarrollada en §3.3 y §3.4, mostrando que dicha teoria es exacta.

1.0 ¢ )
m,
-1.0 - | |
10° 10° 10°
t (MCS)
0.0 : :
10° 10° 10°

t (MCS)

Figura 4.4: Representacion semilogaritmica mostrando evoluciones independientes,
para T = 0.6 (en unidades kz'), N = 400, y P = 10 patrones aleatorios memo-
rizados, comenzando con el mismo estado inicial. Este ultimo se obtiene perturbando
uno de los patrones de tal forma que en dicho estado inicial 236 neuronas (del total
de 400), aleatoriamente situadas, estdn en el mismo estado que las correspondientes
neuronas en ese patron y el resto no. La grafica principal muestra seis evoluciones
tipicas independientes con ws. El inset muestra cuatro evoluciones tipicas indepen-
dientes con w;. Esta figura ilustra que el proceso de reconocimiento de patrones en
una red de neuronas se ve notablemente optimizado con la presencia de fluctuaciones
correlacionadas en las sinapsis.

4.4 Conclusion

Mediante una serie de simulaciones Monte Carlo, hemos puesto de manifiesto la

importancia, en la realizacién de determinadas redes de neuronas artificiales, de cierto
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tipo de fluctuaciones (aleatorias) en las sinapsis, correlacionadas espacialmente y que
reflejan correlaciones espaciales entre diferentes patrones memorizados. El principal
efecto de tales fluctuaciones es una mejora sensible de la capacidad de memoria aso-
ciativa y una gran robusted en el proceso de aprendizaje de la red, frente a otros
modelos que no consideran dichas fluctuaciones (por ejemplo, el modelo de Hopfield).
Concluimos que este tipo de aparente ruido incrementa notablemente la eficiencia en
la transmisién de la senal. Los resultados que obtenemos en las simulaciones estan
de acuerdo, por lo tanto, con las caracteristicas que muestran las redes de neuro-
nas bioldgicas, en las que las sinapsis individuales son extremadamente poco fiables
y ruidosas, pero que en conjunto parecen aumentar la potencia de procesamiento del
sistema; cf., por ejemplo, Refs. [4-18].

Los resultados Monte Carlo nos han permitido, asimismo, comprobar los principales
resultados del estudio anélitico realizado en el capitulo precedente, y comprobar el

rango de validez de la aproximacién de campo medio realizada en dicho estudio.






Capitulo 5

Difusion de iones magnéticos

5.1 Introducciéon

El modelo Ising de vidrio de espines [30,40] es un ejemplo conceptualmente
simple de sistema que presenta desorden microscopico. Consiste en un red regular

d-dimensional —por ejemplo, ctibica simple Z%— que tiene asociado el hamiltoniano

Hj(s) = — Z JyySxSy — he Z Sx, (5.1)

x,yeZd xeZzd

donde J,, es una variable aleatoria caracterizada por una cierta distribucién de pro-
babilidad, y h. es una constante que representa un campo magnético sobre los espines.
Cada configuracion de las variables binarias de espin —definidas en cada nudo de la
red—, s ={s, = 1;x € Z%}, tiene una energia potencial (5.1) para cada posible dis-
tribucion de desorden, J = {ny ER;x,y € Zd}. El hecho de que los acoplamientos
entre espines, J,,, cambien al azar de una pareja de espines a otra, trata de simular la
situacion en sistemas reales, donde los iones magnéticamente activos estan distribuidos
espacialmente al azar, y las energias de intercambio tienen un comportamiento oscila-
torio con la distancia entre los iones !. Una caracteristica esencial de este modelo es que

el conjunto J es constante en el tiempo para cada realizacién particular del sistema;

!Esta interaccién de intercambio entre espines se conoce con el nombre de interaccién RKKY, pues
fue estudiada en detalle en mezclas magnéticas por Ruderman y Kittel en 1954, y posteriormente por
Kasuya en 1956 y Yosida en 1957. La forma efectiva de dicha interaccién en funcién de la distancia

entre espines r es

2k
Jay(T) = Jw, r — 00, (5.2)
r

donde kr es el momento de Fermi y J y ¢ son pardmetros caracteristicos de la mezcla.

101
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corresponde a un modelo con desorden congelado (quenched), es decir, las impurezas
estan congeladas, fijas en el tiempo. Por lo tanto, dado que la informacion fisica que
encierra el modelo ha de ser independiente de la realizacion particular de desorden,
interesa entonces promediar sobre la distribucion estacionaria de las configuraciones de
espines, Py (s), v sobre el peso, f (J), de diferentes realizaciones de desorden [50-53].

Esta situacién ha sido recientemente generalizada al caso en que la distribucion
espacial de desorden, J, varia con el tiempo [35]. En este caso, se argumenta que,
como un paso adicional, los modelos mas realistas deberian considerar la posibilidad
de variaciones temporales de los acoplamientos J,, para tener en cuenta los efectos
debidos a la difusién i6nica. Esta constantemente modifica la distancia, x — y, entre
cada par especifico de espines y, por lo tanto, hace que J,, varie en la préctica también
con el tiempo, dado el caracter oscilatorio de la interaccion RKKY con la distancia.
Como una primera aproximacion para entender el posible efecto debido a la difusion
i6nica, se ha estudiado la difusién rapida y aleatoria de impurezas [54]. En este caso,
se asume que la probabilidad de una configuracién de espines s en el tiempo ¢, P, (s),
satisface la ecuacién maestra

0P (s)
ot

= > [e(ssx) Pi(s¥) — e(s:x) Pils)] (5.3)

x€Zd
donde la probabilidad por unidad de tiempo (rate) para el cambio (spin-
flip) de la configuracién s =1{...,8x_1,8x,Sx+1,---} a la configuracion s* =

{. ., Sx—1, —Sx; Sx11, - - - } €8 una superposicion de procesos mas elementales de la forma

lsix)= [ ;‘X’ AT f (3) cs(s: x). (5.4)

La probabilidad de transicién elemental cy(s;x) estd asociada a una distribucién par-
ticular de desorden J y, por lo tanto, a un valor particular de la energia Hjy(s).
En la practica, resulta conveniente tratar con funciones cj(s;x) que satisfagan la
condicién de balance detallado, es decir, cy(s;x) = ¢j(s*;x) exp [Hz(s*) — fHj(s)].
Para f(J) = [lxy 0(Juy — J), es decir, cuando la dindmica consiste sélo en la accién
de una tnica cy(s;x) con todas las J,,s iguales a J, la condicién de balance detallado
implica que el sistema evoluciona con el tiempo hacia un estado de equilibrio corres-

pondiente al inverso de la temperatura 3 = (kgT)~' y energia Hy(s). En general, la
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expresion (5.4) describe una competicion entre diferentes tendencias cuyo resultado
neto en el limite asintético t — oo es en general un estado estacionario fuera del equi-
librio. Por lo tanto, el estudio de este modelo tiene interés no sélo para el estudio de
sistemas desordenados, sino también para el estudio de fenémenos fuera del equilibrio.

En este capitulo presentamos un estudio de versiones sencillas y resolubles del sis-
tema representado por (5.3)-(5.4), incluyendo también comparaciones con otras aproxi-
maciones. La situacion que hemos investigado difiere conceptualmente del modelo de
vidrio de espines con desorden recocido (annealed) [55] (en el que las impurezas han al-
canzado el estado de equilibrio junto con los espines, situaciéon que usualmente ha sido
reconocida como poco realista). De hecho, el modelo exhibe un comportamiento nuevo;
en particular, describimos la aparicién de una aleatoriedad adicional que implica cierta
frustracion dindmica —o conflicto durante la evolucién temporal— que induce intere-
santes fenomenos, muchos de ellos semejantes a los que aparecen en materiales reales
constituidos por mezclas binarias de impurezas magnéticamente activas con metales
nobles. Entre estos fenémenos estdn el efecto de la frustracion en la no saturacién de

la magnetizacién a bajas temperaturas y la existencia de fases reentrantes [56-58]

5.2 Definicion del modelo

El estudio del sistema representado por las expresiones (5.3)-(5.4) es, en general,
dificil. Por lo tanto, hemos trabajado con versiones sencillas del mismo motivadas por
la suposicion, generalmente admitida, de que un conjunto grande de grados de libertad
puede ser reemplazado por la accién de un campo. Esto es, s6lo vamos a tener en cuenta
los detalles, incluyendo correlaciones entre espines, en un dominio compacto de nudos
de la red relativamente pequeno, Ac. Este dominio consta de dos subconjuntos, A; y
Ap, tales que Ac = A;UAp, AfNAr = 0, donde A; es el dominio interior y Ar es la
frontera, definida como el subconjunto de todos los nudos de A¢ que tienen al menos
un vecino prorimo fuera de Ag; cf. figura 5.1. Las probabilidades asociadas con las
configuraciones, sg = {sx;X € Ac}, de sy = {sx;x € As}, y de sp = {sx;x € Ap}

pueden ser relacionadas mediante la ecuacién [59]

Pi(sc) = Py(s;/sr)Pi(sr), (5.5)
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donde P,(s;/sr) es la probabilidad condicional de tener la configuracién s; en el in-
terior supuesto que se tiene la configuracién sg en la frontera, y donde asumimos las
normalizaciones Y 5 Pi(sr/srp) = 1,y >, Pi(sp) = 1, donde las sumatorias estan
extendidas a todas las posibles configuraciones del interior del dominio y de su fron-
tera, respectivamente. Una caracteristica principal de nuestro modelo es que, para
cualquier configuracién particular de la frontera sg, la probabilidad P,(s;/sp) satis-
face la ecuacion maestra:

8Pt(s1/5p)

% > le(sTsx) Pi(sy/sr) — s x) Pu(s1/srp)] (5.6)

XEAT

donde ¢(sy;x) es una superposicién similar a (5.4), es decir,

(o) = lealsrx))] = [ d3f(@)es(srs) (5.7)
Las caracteristicas del modelo representadas por las expresiones (5.6)-(5.7) han sido
completadas con una eleccién para Pi(sr), que necesita incluir un campo coherente
apropiado para tener en cuenta la relacion entre espines en Ar y en el resto de la
red Z%. Esto es, la probabilidad total de tener en el sistema original una determinada,
configuraciéon de espines Pj(s) estd sustituida aqui por la probabilidad asociada al
dominio Pj(s¢), probabilidad que incluye un campo que debe ser calculado de forma
autoconsistente. Este hecho implica que tenemos sélo un conjunto de 2™ ecuaciones
acopladas a resolver, ecuacién (5.6), (en vez de las 2V, N > Ny, que tendrfa el pro-
blema original) cuya solucién se puede encontrar para valores de N; = card(A;) no
demasiado grandes.

El estado estacionario del sistema descrito por la ecuacion (5.6) estd definido como
la solucién de 0P (s;/sp)/0t = 0. Se puede escribir de forma bastante general que
Py (s;/sr) = exp{—FH(s;,sr) — I'(sp)}, que define H(s;,sr) y donde I'(sg) se de-

termina a partir de la normalizacién de Py (s;/sr). De forma sencilla se sigue

H(st,sp) = 2% In lH Pst(sl/sF)] ~In Py(ss/sr), (5.8)

donde el productorio es sobre todas las configuraciones del interior del dominio s;. Para
obtener (5.8) hemos asumido que H(sr,sp) puede ser escrito como una combinacién

de productos de espines dentro del dominio, es decir,
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(a) (b)

Figura 5.1: (a) La figura ilustra un dominio genérico de nudos en la red Z¢
Ac = {e,0}; el dominio interior, A; = {e}; y la frontera, Ap = {o}. (b) Se ilus-
tra un dominio especifico para d = 2, que consta de doce espines, como se considera
en el texto; aqui se hace un distincién entre dos subredes, Ay = {8}, y A = {o}.

H(sr,sr) Z Z .]1 Jk -+ Sjk (5.9)

k=1 (j1...jx)
donde JJl j. son numeros reales. Definimos la energia configuracional del dominio
como
Hj(s¢) = — Z JuySxSy — he Z Sx. (5.10)
x,yEAC xeAo

Si escribimos la probabilidad en la frontera como

Py (sp) o exp {F(SF) +Bh > sy} , (5.11)
YEAR
donde h es el campo medio coherente, se obtiene después de usar (5.5) que

Py(sc) = %exp {—ﬁH(sI,SF) +Bh Y sy} : (5.12)

YEAF
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con

N:Zexp{_gH(SI,SF)+5h > sy}. (5.13)

YEAF
El campo h en la frontera se calcula de forma autoconsistente, imponiendo el requisito
de que la magnetizacion por espin en A; debe ser la misma que en Ap. Este formalismo
se puede generalizar de forma sencilla, en el sentido de que podemos incluir varios
campos diferentes, que son necesarios para estudiar ciertos tipos de orden, como se

hace de forma explicita en la proxima seccion.

5.3 Algunos casos particulares del modelo

El formalismo anterior es valido para cualquier dimension d y tamano de A;
arbitrario. Vamos a considerar algunos casos para los que el modelo tiene solucion
analitica sencilla con un comportamiento no trivial. Casos méas complicados pueden
ser facilmente estudiados resolviendo ecuaciones implicitas en el ordenador. Considere-
mos en primer lugar el caso més simple, concretamente Ay = {x(} (para cualquier di-
mensién d). Es decir, el dominio esté constituido por un espin central sy, y una frontera
constituida por los ¢ vecinos proximos de éste. Por simplicidad, nos vamos a restringir
en todo el desarrollo que sigue a rates elementales tales que cy(sr;x) = ¢ (BAH(s¢)) ,
con AHY(s¢) = Hj(s¥,sr) — Hj(sr,sp) (usando la notacién de la seccién ante-
rior), ¢(X) = ¢(—X) exp(—X) (correspondiente a la condicién de balance detallado),
»(0) =1, y ¢(0c0) = 0. Tres situaciones familiares consistentes con estas propiedades
son ¢(X) = exp(—X/2) (que denotamos como rate V), ¢(X) = 2 (1 + eX) (rate K),
y ¢o(X) = min{l,e_X } (rate M). La probabilidad estacionaria condicional se sigue

entonces de forma sencilla a partir de OPy(s;/sp)/0t = 0 como

(x5 X0)
Ps X = . 5 5.14
(8x/r) (Sxq3X0) + c(—5xq; X0) (5.14)
después de usar (5.5) y (5.12). Se puede comprobar que
Pst(_sxo/SF> _ C(_Sxo;x()). (515)

Pyt(8x,/8F) c(Sxp; X0)
es decir, éste es un caso muy simple en el que la competicién de dindmicas —no sélo

la rate elemental— también satisface la condicién de balance detallado. Se obtiene a
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partir de (5.8) y (5.14) que

Monsr) = =00 1 ey (210
con A3 (sp) = 2{Zyen, JxoySy + he | - Por lo tanto,
H(sxe:SF) = — yezAjF Jxoy Sy Sxos (5.17)
donde
S T

yEAR
es un hamiltoniano efectivo tipo Ising [36] asociado al dominio.
La restriccién de estas ecuaciones a A; = {xg} (dominio insuficiente para describir
el orden antiferromagnético) aconseja considerar un dnico campo coherente, h, en
(5.11). La solucién final es entonces (5.12) con (5.16), donde h se obtiene mediante la

relacién de autoconsistencia

(S0) = <1 > > (5.19)

YEAFR
con (- - -) representando un promedio con respecto a Py (s¢). Esta relacién de autocon-

sistencia puede ser transformada en

Xq; < f{L ) y"O(n) = 0, (5.20)

donde y = 20"y

=

O(n) = 2n lMF . [M]

B(n) A(n)

] — 2 [%] %, (5.21)

con A(n) = [[6 (26 (2n — q) +26h)]] ¥ B(n) = [[6 (~28.7(2n — q) — 26h,)]].

Antes de analizar las consecuencias de (5.20), vamos a especificar el formalismo
para un dominio de espines mas grande. Ilustramos el caso de dimensién d = 2 con
A¢ definido como aparece en la figura 5.1 (b), es decir, nos restringimos al estudio de
un dominio que contiene cuatro espines en el interior rodeados por ocho espines en
la frontera. En dicho dominio definimos dos subredes, Ay y Ag, con A¢ = Ay U Ap,

A4 N Ap =0, como se representa en la figura 5.1 (b), y
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1 1 1
m NZSX, M:N—AZSX—N—BZSX. (5.22)

xEA xEA 4 x€EAB
Resulta necesario el considerar ahora dos campos coherentes, hy y hpg, actuando

sobre los espines de la frontera en A4 y Ap, respectivamente. Esto es, la probabilidad

asociada al dominio es ahora

Py(sc) = % exp {—BH(SI, sr) + Bha Z sy + Bhp Z sy} (5.23)

Y€AF, YE€AFRL
con
N = Z exp {—ﬁH(sI,sF) + Bha Z sy + Bhp Z sy} ) (5.24)
{sc} YEAF, YEAFL

Las correspondientes relaciones de autoconsistencia son:

A(E =)= (2 )
o S DO o

xeAIA xeAIB xeAFA xEAFB

> | (5.25)

Se puede escribir esto de forma esquemaética como

gl(l', y) = Oa 92(1'7 y) = O> (526)

donde z = 24y = e?h5 y las funciones ¢; dependen de la eleccién particular de

fQ3).

5.4 Resultados

Veamos explicitamente los resultados que se siguen de las ecuaciones obtenidas en
la seccion previa.

En lo referente a la situaciéon en que se tiene A; = {xg}, la solucién viene
dada por (5.12) con (5.16) y (5.20). Para h, = 0 se tiene la propiedad de simetria
O©(n) = —O(qg —n). Se sigue entonces que y = 1 es siempre solucién de (5.20), que
corresponde a la solucion trivial m = 0. Nos interesan las soluciones no triviales
correspondientes a magnetizacién espontanea no nula.

En ausencia de competicion entre diferentes tendencias dindmicas, como ocurre

para f(3) = Thesy 0(Juy — Jo), se tiene que Pu(sc) = Zghexp{—BHgp(sc)}, donde
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Hpp(sc) = —Jo Xyenp SxoSy — P2 yen, Sy €s el hamiltoniano de Bethe-Peierls. Esto
es, reproducimos la teoria —bien conocida— de campo medio para un sistema en

equilibrio. De hecho, (5.20) en estas condiciones se reduce a

1 28Jo q—1
y = iy ™ ’ (5.27)
y + e28%0

que tiene soluciones distintas de cero para T' < T, donde Jo/kpT. = L 1In(q/(q — 2))
senala un cambio de fase de una fase paramagnética a otra fase ferromagnética con
magnetizacion espontanea no nula.

En presencia de competicién, para dimensién d = 2, la expresién (5.20) se reduce

a la condicién ©(0)y? +40(1)y +©O(0) = 0, que tiene dos soluciones distintas de cero:

o B (RO 525

1
29

Estas dos soluciones se transforman en una tunica solucién para ©(1)/0(0) =
condicién que define el valor de la temperatura critica para el cambio de fase de
segundo orden. El valor de T, depende de f (J) y de ¢(X) como se deduce de forma
sencilla a partir de (5.21). Nosotros hemos trabajado explicitamente con dos distribu-
ciones diferentes para el desorden: una distribucién gaussiana y otra bimodal.

Consideremos en primer lugar la distribucion gaussiana

B 1 (Joy — Jo)?
f(J) = g mjexp{—T}. (5.29)

XF#y

Para la rate V, el cambio de fase es similar al de equilibrio descrito anteriormente;
en particular, kgT./Jy = 2.88 for d = 2, independientemente de los pardmetros que
aparecen en (5.29). Esto es, la competicién de dindmicas no induce efectos que sean
remarcables. Por contraste, para la rate Ky para la rate M, T, depende de la anchura
J de la distribucién. Cuando J /Jo — 0, se observa que la magnetizacién a tempera-
tura cero, m(T = 0), tiende a la saturacién; esto es, el efecto de las impurezas decrece
cuando la distribucién gaussiana tiende a una funcién delta y, eventualmente, se re-
cupera la situacién de equilibrio (en la que no hay competiciéon de dindmicas). Por

otra parte, m(T) — 0, para cualquier T, cuando J/J, — 1.0336; este valor tltimo
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Figura 5.2: Diagrama de fases para dimensién d = 2, para un dominio que tiene un
Unico espin en el interior, y evoluciona con una competicién de dindmicas gaussiana,
(5.29), y (de arriba a abajo, como se indica en la figura) rates V, K, y M, definidas
en la seccién 5.3. (La temperatura estd dada en unidades Jy/kp.)

se obtiene como solucion a la ecuacién erf (Jo / \/§j ) = % Esto es, una distribucién
ancha para el desorden hace tan fuerte la aleatoriedad que cualquier tipo de orden de
largo alcance desaparece; es interesante el que esto ocurra de forma repentina para un
valor de J /Jo bien definido. En la figura 5.2 se representa el diagrama de fases para
varias elecciones de las rates cuando la competicién de dindmicas es gaussiana, (5.29).
El hecho de que la rate influya tan fuertemente en el estado estacionario del sistema
es una caracteristica distintiva del sistema cinético (5.3)-(5.4) [35].

Consideremos a continuacién la distribucién bimodal

f(J) = l—[ {p6(Jay — Jo) + (1 = p)6(Jay + Jo)}, (5.30)

xAy

es decir, J,, es igual a Jy (Jo > 0) con probabilidad p (tanto durante el tiempo en
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que el sistema evoluciona como espacialmente en cualquier configuracion del estado
estacionario) y J, es igual a —Jj con probabilidad (1—p). El estado estacionario en esta
situacién resulta ser independiente de la rate (para los casos considerados), a diferencia
de lo que ocurria para la distribucién (5.29). De cualquier forma, la probabilidad p
de que el acoplamiento J,, sea positivo juega un papel similar al papel que juega
la anchura de la gaussiana J que hemos introducido anteriormente. En particular, el
sistema exhibe un cambio de fase de segundo orden a una temperatura critica 7, (p),
de tal forma que, para que la magnetizacién alcance la saturacién, se requiere que
p — 1, y cuando p < py dicho cambio de fase no tiene lugar. Se tiene que py = %
para d = 2. La figura 5.3 ilustra la situaciéon que acabamos de describir y muestra una
comparacion con datos correspondientes a una simulacion por ordenador del sistema
(5.3)-(5.4) con la rate M [60].

La solucién para el dominio bidimensional que viene representado en la figura
5.1 (b) es (5.23) con los campos medios coherentes verificando (5.26). Consideremos
ahora explicitamente la situacion en que la evolucion temporal ocurre de acuerdo a la
distribucién bimodal, es decir, con probabilidades de transicién dadas por (5.7) con
f(J) dada por (5.30). Para esta situacién particular, las funciones que aparecen en

(5.26) tienen la forma
gi(@y) =a(l—a'y') +a(y+z—a'y’—yla?®)

+az(y? + 2% — 2hy? — 2%yt + au(y® + 23 — 2ty — 2y?) (5.31)
+as(zy — 2%Y°) + ag(xy® + 2y — 2%y — 2°y°),

92(1,y) = bi(y — 2 — 2"y’ +2%y") + ba(y? — 2 + 2%y — 2ty?)
+b3(y? — 23 + ayt — 2ty) + bay(y* — 2?) (5.32)
+bs(zy* — 2%y — 23Y? + 22y3) + be(zy® — 23y),
donde los coeficientes, a; y b;, i = 1,...,6, dependen de T', p, y de la funcién ¢ (X) . Es-
tas ecuaciones han sido resueltas numéricamente obteniendo como principal resultado
el siguiente: Para p = 1 y 0, —situacién en la que no hay competiciéon de dindmicas
y por lo tanto el estado estacionario es de equilibrio— la temperatura critica (para
cambios de fase de una fase paramagnética a una fase ferromagnética y a una fase
antiferromagnética, respectivamente) es kgT,/Jy = 2.8309, ligeramente mas pequena

que el correspondiente resultado de la teoria de campo medio de Bethe-Peierls, descrita
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Figura 5.3: Diagrama de fases para dimensién d = 2, para un dominio que tiene un
unico espin central en su interior, y evoluciona mediante una competicion de dinamicas
bimodal, (5.30); el resultado es independiente de la rate elemental para las rates V, K,
y M. Los simbolos corresponden a resultados correspondientes a una simulacién por
ordenador en Ref. [60] para el sistema (5.3)-(5.4) con la rate M. (La temperatura esta
dada en unidades Jy/kp.)

anteriormente, que da para dicha temperatura critica un valor de 2.88; ademas, esta
versién del modelo da como resultado curvas de magnetizacién m (T) que son muy
parecidas a las que da la solucién de Bethe-Peierls. Para el caso en que p € (0, 1), el
comportamiento del sistema depende fuertemente de la eleccién de la funcién ¢(X).
En particular, con las rates Ky M se obtiene un valor de T.(p), que es diferente para
cada rate y que se hace cero para p < pg, con pg = 0.8636, y 0.8664, respectivamente.
Este tdltimo valor puede ser comparado con el valor de py que dan otras aproxima-
ciones de campo medio; en concreto, con el valor de pg = 0.8649 que se obtiene con la
aproximacién de pares [61,62], y con el valor de py = 0.928 que se obtiene mediante

simulacién por ordenador [60], ambos resultados correspondientes al mismo sistema
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Figura 5.4: Diagrama de fases para el dominio bidimensional representado en la figura
5.1 (b), y para la competicién de dindmicas bimodal, (5.30). Las diferentes curvas que
aparecen son, de arriba a abajo, respectivamente, para las rates K, M, y V. Obsérvese

para el caso V'la aparicién de una fase reentrante y la existencia de un punto tricritico
en (pg,T,). (Aqui las unidades de T" son Jy/kp.)

original. La figura 5.4 ilustra el diagrama de fases correspondiente. Aqui, p; y ps son
los valores anteriores de py para el caso de las rates K y M, respectivamente; con la
excepcion de que ahora la forma de la rate determina el estado estacionario del sistema,
las diferencias con la situacion descrita en la figura 5.3 son pequenas. La figura 5.4
muestra el comportamiento del sistema para p > %, valores para los que el cambio de
fase es entre una fase paramagnética y una fase ferromagnética; la situacién es similar
para el caso en la que la fase ordenada es antiferromagnética, p < % La figura 5.5

ilustra la variacion con p del campo coherente h a tres temperaturas diferentes para

el caso particular de rate K.

En ella aparecen claramente definidas las regiones en la que hay fase ferromagnética
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Figura 5.5: Tres isotermas ilustrativas mostrando la variacion del campo coherente h
con p para el sistema representado en la figura 5.4 con la rate K.

y fase antiferromagnética; esto ultimo se pone de manifiesto porque se observa la
simetria esperada para los dos campos involucrados, es decir hy = hp en la fase
ferromagnética y hqy = —hpg en la fase antiferromagnética.

La situaciéon para la rate V resulta bastante diferente, como se muestra en la figura
5.4. Como antes, hay un cambio de fase de segundo orden de una fase paramagnética
a una fase ferromagnética y a una fase antiferromagnética, a una temperatura critica
T. = Ti(p) > Ty; cf. figura 5.4. Cuando la temperatura es baja, a diferencia de lo que
ocurria con las otras dos rates, aparece un segundo cambio de fase a T, = Ty (p) < Ty,
entre la fase ferromagnética o antiferromagnética y una fase en la que no existe ningtin
tipo de orden de largo alcance. Esto puede ser interpretado suponiendo que el sistema,
a temperaturas inferiores a T5(p), presenta un tipo de orden diferente del tipico orden
de largo alcance, lo que podria sugerir la existencia de una fase vidrio de espines. Este

segundo cambio de fase aparece de forma continua para p > p3 = 0.8782 y Ty(p) < 1.
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Para p > py = 0.9206 y T5(p) < T, (cf. figura 5.4), este segundo cambio de fase se hace
discontinuo como en un cambio de fase de primer orden, correspondiendo el punto
(ps, T,) del diagrama de fases (p,T") a un punto tricritico. El cambio de fase de primer
orden tiene lugar para valores de p < ps = 0.9375. Para valores de p > ps, el tnico
cambio de fase que tiene lugar es el correspondiente a T (p). La fase que acabamos de
describir se llama reentrante y es tipica de sistemas desordenados como los vidrios de
espines. El comportamiento reentrante se aprecia claramente en la figura 5.6, en la que
se muestran diferentes curvas de magnetizacion en funcién de la temperatura, para di-
ferentes valores de p y para la rate V. La curva en la que la magnetizaciéon espontanea
satura corresponde a p = 1, y es equivalente al comportamiento de equilibrio que da la
teoria de Bethe, pero a una temperatura de equilibrio kgT,/Jy = 2.8309, ligeramente
inferior a la temperatura de Bethe. Para valores de p mas pequenos se observa el com-
portamiento descrito més arriba, apareciendo para determinados valores de p curvas de

magnetizacion reentrantes, semejantes a las que aparecen en ciertos materiales reales;
cf. Refs. [56-58].

En cuanto a la estabilidad de las soluciones, se tiene que para cualquier configu-
racién de la frontera sp, ya sea para el dominio con un unico espin central, como para
el caso del dominio en dimensién d = 2 que se representa en la figura 5.1 (b), las solu-
ciones estacionarias a la ecuacién (5.6) son estables. Esto se puede ver de forma sencilla
en el caso del dominio con un sélo espin, donde los coeficientes de Lyapunov son uno
negativo y el otro nulo —correspondiente a la solucién estacionaria—. En d = 2, para
el dominio representado en 5.1 (b), hay que diagonalizar la matriz dindmica asociada a
dicha ecuacién maestra, obteniendo que todos los autovalores son negativos, excepto el
asociado a la solucion estacionaria que es nulo, y todo esto para cualquier configuracién
de la frontera. Por lo tanto, los estados solucién a las ecuaciones de autoconsistencia
son estables. Lo anterior es consecuencia de la existencia del hamiltoniano efectivo
(5.8), que implica la condicién de balance detallado para las rates definidas en (5.7),

condicién que hace que las soluciones a la ecuacién maestra sean estables; cf. Ref. [63].

En resumen, hemos estudiado una versién original de modelo que tiene en cuenta
la posibilidad de difusién iénica, pues considera al desorden variando aleatoriamente

en el tiempo. Dicho modelo ha sido estudiado mediante técnicas originales de campo
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1.0

0.0

Figura 5.6: Variacién con la temperatura de la magnetizacién para diferentes situa-
ciones, para el dominio bidimensional representado en la figura 5.1 (b) y rate V. Las
curvas son para la solucién de equilibrio de Bethe (linea continua), y para el sistema
cinético con p = 1 (equilibrio), 0.95, 0.94, 0.92, y 0.90, respectivamente, de arriba a
abajo de la figura. La situacion es similar para p < % en la fase antiferromagnética y
para el pardamentro de orden p; cf. (5.3). (Aqui T estd dada en unidades de Jy/kg.)

medio, que implican considerar correlaciones entre espines solo en un determinado do-
minio finito del sistema. Entre las principales caracteristicas que presenta el sistema,
estan la existencia, en el estado estacionario, de hamiltonianos efectivos. El estado
estacionario es altamente dependiente de la dinamica microscopica asociada al desor-
den J. Asimismo, muchas de las propiedades emergentes que se obtienen recuerdan las
que aparecen en ciertos materiales reales, por ejemplo, aparecen las fases reentrantes,

tipicas de algunos materiales.



Conclusiones

Hemos presentado y estudiado una serie de modelos reticulares fuera del equilibrio
que representan diversos sistemas con desorden evolucionando con el tiempo. Todos
ellos estan basados en ecuaciones maestras en las que las probabilidades de transicion
por unidad de tiempo son superposicion de diferentes tendencias, cada una de ellas
intentando llevar al sistema a un determinado estado de equilibrio. Aqui, la aplicacién
mas directa de estos modelos ha sido el estudio de sistemas de redes de neuronas y de
sistemas magnéticos en los que hay difusion iénica. Cada capitulo describe con detalle
los resultados mas importantes de nuestro estudio; sélo a continuacion enumeramos
algunas contribuciones generales que constituyen hitos importantes originales en el

trabajo realizado.

El primer modelo —que abarca los capitulos segundo, tercero y cuarto— consiste
en una red en la que las neuronas y las intensidades sindpticas (desorden) evolucionan
de forma estocastica, compitiendo entre si. El modelo constituye una generalizacién
de otros modelos de redes de neuronas en los que las intensidades sinapticas per-
manecen fijas en el tiempo o bien evolucionan en una escala de tiempo mayor que la
que caracteriza la evolucién de las neuronas —como es el caso del modelo de Hopfield—
. Motivados por el comportamiento de las redes biologicas, hemos desarrollado ciertos
limites del modelo general no estudiados hasta ahora. Nos hemos interesado en casos
en los que las sinapsis evolucionan en una escala de tiempo menor que las neuronas,
como cuando, aparte de las variaciones temporales lentas o plasticidad sindptica de-
bida al aprendizaje, hay fluctuaciones rapidas de las intensidades sinapticas de caracter
aleatorio. Comparado con modelos que no tienen en cuenta estas fluctuaciones, o con
modelos que involucran ruido producido por un bano térmico a temperatura 7T, nue-

stro modelo es coherente con ciertos estudios experimentales. Esto es, se ha descrito
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la existencia en sistemas bioldgicos de un comportamiento aleatorio esencial de las
sinapsis, tanto en la transmisién del potencial de accion a través de ellas, como en la
emisién de los cuantos de neurotransmisores al espacio intersinaptico entre dos neu-
ronas; estos estudios revelan, ademas, que este ruido sinaptico puede tener un papel
fundamental en el procesamiento de informacion y en el aprendizaje. En nuestro mo-
delo, las intensidades sinapticas alcanzan rapidamente una distribucién estacionaria, y
las neuronas evolucionan en el tiempo mediante una ecuacién maestra con transiciones
(rates) efectivas que involucran diferentes mecanismos elementales, cada uno con una
probabilidad, lo que hace que el sistema se encuentre en una situacion fuera del equili-
brio. Motivados por la idea de que el ruido existente en las sinapsis biolégicas influye,
en cierta forma, en el procesamiento de informacion, se han considerado distribuciones
estacionarias de sinapsis donde éstas fluctian alrededor de valores medios dados por

una regla de aprendizaje, simétrica o asimétrica, dada.

En una primera version del modelo general introducido en el capitulo segundo, se
ha considerado una distribucién de sinapsis que tiene cierta propiedad de factorizacion.
Esta eleccién implica ausencia de correlaciones en las fluctuaciones sinapticas que, en la
préactica, impide reflejar las correlaciones espaciales dentro de los patrones memoriza-
dos. Una primera consecuencia es que el estado estacionario es altamente dependiente
de la forma de la rate elemental. Para ciertas elecciones de la misma es posible hacer
una descripcion del sistema mediante un hamiltoniano efectivo tipo Hopfield. El mo-
delo ha sido resuelto entonces utilizando la técnica de réplicas. Algunas propiedades
interesantes de esta versiéon del modelo son: cambios de fase de primer y segundo
orden, existencia de fases ferromagnética, paramagnética, fase vidrio de espines. La
principal conclusion es que las fluctuaciones tienen como principal efecto la aparicion
de un ruido extra, que se anade a la senal, que tiende a impedir, un poco, el proceso
de memoria asociativa; para un valor critico en el niimero de patrones que el sistema
puede almacenar, este ruido puede impedir la apariciéon de estados mezcla o vidrios
de espines. Otra propiedad interesante es que no aparece la linea Almeida-Thouless
o limite de estabilidad de la soluciéon ferromagnética con simetria de réplicas. Se ha
realizado también una descripcién cuando los patrones memorizados no tienen inhomo-

geneidades espaciales locales. Finalmente, se ha hecho un estudio dinamico de campo
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medio de una versiéon mas general del modelo, describiendo ciertos cambios de fase,

distintos de los anteriores.

En una segunda versién (capitulo tercero y cuarto), se ha considerado un tipo de
distribucion para las fluctuaciones de las sinapsis que no tiene la propiedad de fac-
torizacién del caso anterior. Esta eleccién permite correlaciones en las fluctuaciones
de las sinapsis que, en cierto modo, reflejan la correlaciones espaciales dentro de los
patrones memorizados. Sin embargo, no es posible, en ninguno de los casos estudiados,
hacer una descripcion del sistema mediante hamiltonianos efectivos. Aun asi, pode-
mos obtener informacién acerca del estado estacionario imponiendo una determinada
condicién de campo autoconsistente, apropiada en nuestro caso dado que las intera-
ciones son entre una neurona y todas las demas, es decir, de largo alcance. El estado
estacionario depende de la forma de la rate elemental, encontrandose que entre las
tres elecciones consideradas, sélo una (rate V') permite la propiedad de memoria aso-
ciativa, que se manifiesta por la existencia de estados de Mattis localmente estables
y la ausencia de estados mezcla estables que pudieran impedir dicha propiedad. Para
esta eleccion, hay cambios de fase de primer orden a una temperatura f(n, P) (para
n =1y P > 3)ydesegundo orden a T, = 1 (paran = 1 y P < 3), entre una
fase paramagnética a temperaturas relativamente altas, en la que no hay propiedad
de memoria asociativa, y una fase ferromagnética a temperaturas relativamente bajas,
en la que si la hay. El diagrama de fases (T, P) refleja, pues, la existencia de un punto
tricritico fuera del equilibrio en (7}, P = 3). En la otras dos situaciones consideradas,
es decir para las rates K y M, hemos demostrado que los tinicos estados localmente
estables son estados mezcla, que involucran un solapamiento no nulo con todos los pa-
trones. Al comparar con el modelo de Hopfield, mostramos que las fluctuaciones en las
intensidades sinapticas hacen mas robusta la transmision de la senal, y mejora sensi-
blemente la recuperacion y recuerdo de informacion. En concreto, el error asociado con
la recuperacién de un determinado patron es notablemente menor en nuestro modelo
que en el modelo de Hopfield, y todavia disminuye mas cuando aumenta el ntimero
de patrones memorizados por la red. El modelo también ha sido estudiado para fluc-
tuaciones alrededor de reglas de aprendizaje asimétricas, mostrando que la asimetria

tiende a impedir la propiedad de memoria asociativa.
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En el capitulo cuarto se han presentado los resultados correspondientes a una serie
de simulaciones Monte Carlo de la versiéon del modelo general estudiada en el capitulo
tercero, es decir, aquélla en la que la distribucién de sinapsis incluye correlaciones
en sus fluctuaciones. Los resultados de estas simulaciones han sido comparados con
los que se obtienen del modelo de Hopfield. Mostramos asi que, cuando se tienen
en cuenta fluctuaciones sinapticas en la red, el sistema es mas eficaz a la hora de
recuperar un determinado patrén, en el sentido de que el estado estacionario se ve
menos alterado por las fluctuaciones térmicas; éstas, en el caso de Hopfield, pueden
desestabilizar el correspondiente estado de Mattis. Por otra parte, para los mismos
valores de los parametros P y T, el estado estacionario del modelo con fluctuaciones
tiene un solapamiento mayor con un determinado patrén que en el caso de Hopfield.
Las simulaciones han servido también para comprobar que la condicién de campo
autoconsistente utilizada para el desarrollo analitico del modelo es exacta, coincidiento

los datos Monte Carlo con las predicciones analiticas.

En el ultimo capitulo de esta memoria se ha presentado otro modelo cinético de
desorden fuera del equilibrio, que se ha estudiado usando un método de campo medio
original que tiene en cuenta correlaciones entre espines pertenecientes a un dominio
finito del sistema. Esta método puede ser aplicado en diferentes 6rdenes de aproxi-
macion y, aunque sélo hemos ilustrado algunas situaciones sencillas, es facilmente gen-
eralizable a 6rdenes superiores de aproximacion. El modelo esta basado en una ecuacién
maestra, en la que las rates son una superposicién que trata de simular difusién de
impurezas, que podria estar entre las causas del comportamiento de determinados sis-
temas reales conocidos. Al igual que en los modelos anteriores, el estado estacionario
del sistema depende de la forma de la rate elemental. Los resultados muestran que,
para determinadas elecciones de la misma, aparecen ciertas propiedades semejantes a
las que se observan en ciertos sistemas reales, como efectos de no equilibrio y cambios
de fase reentrantes. Para ciertas eleciones de las rates elementales (rates K y M) s6lo
hay cambios de fase de segundo orden entre una fase paramagnética y una fase ferro-
magnética o antiferromagética. En otros casos (rate V) aparecen cambios de fase de

primer orden y puntos tricriticos.

Los resultados obtenidos a lo largo de nuestro trabajo estdan siendo sometidos a
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publicacion en diferentes revistas internacionales:

e Neural networks with fast time-variations of synapses, J.J. Torres, P.L.

Garrido, and J. Marro, J. Phys. A: Mathematics and General, por aparecer.

e Nonequilibrium Hopfield neural network with competing dynamics,

P.L. Garrido, J. Marro, and J.J. Torres, preprint.

e Effect of correlated fluctuations of synapses in the performance of

Hopfield’s Neural Network, J. Marro, P.L. Garrido, and J.J. Torres, preprint.

e Hopfield neural network with fluctuating synapses, J.J. Torres, J. Marro,

and P.L. Garrido, preprint (1997)

e On ionic diffusion in spin glasses, J.J. Torres, P.L.. Garrido, and J. Marro,

preprint.






Apéndice A

Modelo de Hopfield y técnica de
réplicas

El modelo de Hopfield es un modelo mecanico-estadistico constituido por una red
A4 d-dimensional, en cuyos nudos hay N neuronas representadas por variables de
estado sy = +1. Este sistema es capaz de aprender un conjunto de P patrones
&= {¢f=x1,xe€ Ay}, v = 1,...,P. Los patrones son elegidos de forma aleato-
ria e independientes entre si tomando sus elementos, es decir, £ el valor +1 y —1 con

igual probabilidad. El sistema viene descrito por el hamiltoniano

1
Hi(s) = -3 > JuysxSy + Y Oxsx. (A1)
xiy *
con Jy, = N‘lzle Eeél (Regla de Hebb) y 0, = —ij:l h*&E representando el

umbral de excitacién asociado a cada neurona. Aqui h = (h',...,h”) es un vector
constante de P componentes.
El estudio del modelo de Hopfield depende sustancialmente del comportamiento de

la relaciéon o = P/N en el limite N — 0o como veremos a continuacion.

A.1 Funcién de particion en el limite o — 0

Dado que las variables J,, son fijas, el problema de evaluar la funcién de particién se

reduce a calcular

2
7 — Ze—ﬂHJ (s) — e—%ﬁPZeXp [% ZP: {2Nh”Z§ﬁSx+<Z§ﬁSx> }
s s pn=1 X X

, (A.2)
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donde s = )ITRIED DN Utilizando la integracién
1/2
gaussiana [T dzexp (—az? + bz) = (g) / exp (%), con a = ﬁTN y b= Y &lsy,

se tiene

P/2
Z = e 3P ( ) /alme"ﬁNm2 [ > exp{A(m+h)- & sy} (A.3)

=1
donde m = (m!,...,mF), con m* pu = 1,...P variables mudas de integracién y
m? = 25:1 (m“)z. La sumatoria, dentro del productorio, puede evaluarse de forma
sencilla obteniendo
AN P/2
2= (3F) [ mes (-oxsm) (A1)

con f(m) = mT2 — ﬁiN YxIn[2cosh{B(m+h)- &} + 5.

En el limite & — 0, con P finito y N — oo, la integral dada por (A.4) puede ser
evaluada mediante el método del punto de silla, que consiste en desarrollar la funciéon
f(m) en serie de Taylor alrededor del minimo y, dado que dicha funcién aparece
multiplicada por N en el argumento de una exponencial, sélo van a contribuir al
valor de la integral de forma importante los términos dominantes del desarrollo. Asi

se obtiene para la energia libre del sistema la expresion

In
%: Nﬂan f(m0)+(’)< NN>, (A.5)

donde my es solucién a la ecuacién

M} o, (A.6)
om m-m,
que da

my = % > &, tanh {3(mo+h) - £}, (A.7)

que es la solucién de campo medio del modelo para o — 0. El resultado dado por
(A.5) permite definir la energfa libre del sistema como F' = N f(m). Por otra parte se
tiene que

D&, (sx) = hm0 %8% InZ, (A.8)



A.2. Red de Hopfield para o finito 125

que, utilizando (A.5) y (A.7), implicamy = N~1 3, &, (sx), ecuacién que constituye la
solucién estacionaria de campo medio del modelo. Se puede demostrar que la sumatoria
sobre todas las neuronas que aparece en (A.7) se puede sustituir por un promedio sobre

la distribuciéon de patrones &, quedando

my = (€, (5:)); (A.9)

A.2 Red de Hopfield para « finito

En este caso P = aN con N — oo y a # 0, por lo que el método seguido en la
seccién anterior no puede llevarse a cabo, dado que el nimero de integraciones que
deberfamos hacer no estd acotado; cf. (A.4). Si evaluamos la energia por neurona a
partir de (A.1), entonces se debe hacer la hipétesis de que sélo un determinado nimero
k (finito) de patrones tiene solapamientos O(1) en N — oo, mientras que el resto de
los solapamientos han de ser O(1/v/N) para que dicha energfa no diverja; estos k
patrones van a ser lo que van a contribuir al umbral 6y en la forma dada por (A.1).
Ahora hay que poner méas cuidado a la hora de promediar sobre la distribuciéon de
patrones. En este caso la energia libre del sistema, dado que las sinapsis son fijas, se

obtiene en la forma
F 1

N~ g 2 (A.10)

El obtener ahora la energia libre tiene la dificultad matematica de evaluar el promedio
del logaritmo. Para llevarlo a cabo se utiliza la técnica de réplicas que consiste en

utilizar la relacion:

" =1
InZ = lim : (A.11)

n—0 n

por lo que el problema se reduce a evaluar (Z"), . Como antes (P finito), tras introducir

las integraciones gaussianas, obtenemos

. g ﬂN nP/2
—ry

donde
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X(m,5 &) = exp {—%ﬂNi Z(mg)z}

. p=1p=l N (A.13)
xexp B D> | mpgksh + > (my +h")ESK ¢,
p=1 x u>k v=1
los indices p y o denotan n réplicas del sistema y 5= (s',...,s"). Introduciendo la

representacion integral 1 =[5 dgap0(qay — N1 3y 525%), v la representacion integral de

la delta de Dirac, se pueden evaluar las integrales sobre las variables m/, p=1,...,n y
1 >k, ya que para estas variables la integral factoriza en forma de integrales gaussianas

que no llevan ninguna dependencia en las variables neuronales. Asi (A.12) queda de

la forma
n k
(zme = e [ T]TLdms) [ | I daodrys |
L p:1 v=1 p;éo'
1 & , oY af A.14
¢ = izz(mpf_‘_ﬁTrln{(l_/G)I_ﬁq}_‘_?erJQpa ’ ( )
p=1lv=1 pp;gy
—5 (In TrzefHe () >5
con
— - Oéﬁ & PO . v V\ ¢V P
He () =) 727",,053 + Y (my +h")E"s| . (A.15)
p=1 o=1 v=1
oF#p

En la expresién de ® que aparece en (A.14), el promedio (...) ¢ denota promedio sobre
la distribucién de los v = 1,. .., k patrones condensados. I es la matriz identidad con
elementos 6,, ¥y q es la matriz con elementos ¢,, si p # o y ceros para p = 0. La

energia libre por espin es entonces

N =5+ 55 Trin[(1 - 8)1 - Bal+

n

5= 3 zk: (mZ)2 +af i Toolpo | — n—lﬁ <ln Tr§e5H€(5_7> .
o=1

p=1 v=1 §

(A.16)

oFp

Como en el caso de P finito, la energia interna puede ser evaluada en N — oo utilizando

la aproximacién del punto de silla, que este caso esta definido por las condiciones

g0 0w 00
Orpe 090

o 0, (A.17)
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ecuaciones que dan significado fisico a los pardmetros de orden my, gps ¥ 7o, €sto es
v 1 v/.p
M, =5 > <sy> (A.18)
Y 3

como una medida del solapamiento del estado del sistema en la réplica p con un patrén

almacenado dado, y

1 1 &
Gho = <Z (sh) <s;>>£, Por == > (mpml). . (A.19)

y & k1

que en el caso de simetria de réplicas (g,o = ¢ p # 0¥ g, = 0) reducen a los conocidos

parametros de orden de EA y AGS, respectivamente.






Apéndice B

Obtencion de hamiltonianos
efectivos

En este apéndice desarrollamos las técnicas que hemos utilizado para la obtencion de
hamiltonianos efectivos tipo Hopfield! en el capitulo 2, tanto para el caso de sinapsis
simétricas como asimétricas y dimensién d arbitraria.

Estas técnicas estan basadas en técnicas desarrolladas para modelos reticulares
fuera del equilibrio [38], constituidos por una red A, en cuyos nudos hay definidas unas
variables que pueden tomar dos valores s, = +1. En estos modelos, la probabilidad de
encontrar al sistema en una determinada configuracién de espines 2 s= {sx, x € Ay}

en el tiempo t satisface la ecuacion maestra
0cPi(s) = D [@ (s x) Pi(s*) — (i x) Pi(s)] (B.1)

con
(s %) = / [ I1 dJa fA(JA)} w(8: %), (B.2)

ACA,
donde wy(s;x) = V(BAH*(s,J)) con AH*(s,J)) = H(s*,J) — H(s,J), siendo
H(s,J) = =Y aca, Ja54, 54 = [lxea Sx un hamiltoniano tipo Ising y ¥ una funcién
positiva verificando la propiedad de balance detallado, esto es W(X) = e X ¥(—X).
La existencia de una distribucion estacionaria caracterizada por un hamiltoniano tipo

Ising estd garantizada cuando la funcién ¥ es la rate V| es decir U(X) = e=*/2 [38].

!Hamiltonianos que son idénticos a un hamiltoniano de Ising con los acoplamientos entre neuronas
dados por una determinada regla de aprendizaje.

2Esta terminologia se debe a que la mayoria de los modelos reticulares han estado asociados al
estudio del magnetismo.
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Vamos ver como se aplica el resultado anterior al modelo de red de neuronas intro-
ducido en el capitulo 2. En primer lugar dicho modelo de red de neuronas esta basado

en una ecuacién maestra idéntica a (B.1) con

& (s;x) / {H Aoy f(Joy) | W {285xhx(s,3)} = U {255 (s, 3)] (B.3)

x#y

donde hy(s, J) es el campo local definido en (2.9) con 65 = 0. Hay que notar que en este
caso particular se tiene que A es cualquier subconjunto de dos posiciones cualquiera

en la red, es decir A = {x,y}. Para el caso particular de ¥(X) = e=*/2 se tiene

w(s;x) / [H dJuy f(Juy } 11 exp{—BJuysxsy}. (B.4)

-y y#X

Dada la propiedad de factorizacion de la funcion W, al ser una exponencial, y dado

que las variables .J,, son independientes se tiene

@(s;x) = [ exp{—BJuysxsy}- (B.5)

y#x

Utilizando el hecho de que sxsy solo puede tomar los valores 1, las rates w(s;x)

quedan de la forma

@(s;x) = [] [cosh By — SxSysinh 6me} : (B.6)
y#x
que se puede poner como

@(s;x) = [[ Nayexp(—BTuysxSy), (B.7)

y#X

con nyz = eXp(ﬁny) eXp(—ﬁny) y

1 In exp(5Jzy)

AT R ey

(B.8)

La probabilidad de transicién dada por la expresién (B.7) verifica la propiedad de
balance detallado en la misma forma que una rate de equilibrio, por lo tanto la dis-

tribucién estacionaria a (B.1) es tipo Gibbs es decir



Py(s) oc exp (—Hesp (T 8)) (B.9)
con
1
Heff(J, S) = _5 Z jxysxsya (BlO)
XAy

que es un hamiltoniano efectivo tipo Ising, o lo que es lo mismo tipo Hopfield en el
contexto de redes de neuronas. El llegar al resultado representado por la ecuacion
(B.10) sélo es posible suponiendo que la distribucién de sinapsis presenta la propiedad
de factorizacién

fQJ) = g f(Jy), (B.11)

xty

y que la funcién W tiene la forma exponencial ¥(X) = e~*/2. Para cualquier otra
eleccion no estd garantizada la existencia de tal distribucién estacionaria. Como un
caso particular estd la situacién en que tenemos fluctuaciones alrededor del la regla de

Hebb que corresponde a tomar

- 1
f(Jey) = ;a;ﬁ <ny - auN€g€5> ) (B.12)

que, utilizando (B.8) y tras un sencillo célculo en el que se utiliza el hecho de que las
variables &X' s6lo pueden tomar los valores £1, implica

1 1 + pay tanh(Ba)
Joy = 23 In {1 — Pay tanh(ﬂa)} ’ (B.13)

Con poy = $ 3,40y oo = PN~'. Aqui hemos supuesto a,, = P~' VY = 1,..., P.
A partir de (B.13) se puede ver que J,, = J,, de forma que existe el hamiltoniano
efectivo dado por (B.10). Asimismo, para el caso en que consideramos fluctuaciones

alrededor de reglas de aprendizaje asimétricas, es decir
P
f(ny) = Z au6 (J:cy - ﬁgy) ) (B14)
pn=1

con a, = P!y, por ejemplo Moy = (Alf,‘jf)‘j + A8l + Azl +A4), se obtienen,
utilizando (B.8) y tras un poco de algebra, los acoplamientos sindpticos efectivos 7,
dados en (2.39). Sin embargo, en este caso es necesario tener garantizado que Joy = Jyu

para poder tener un hamiltoniano efectivo similar al caso de simetria.






Apéndice C

Diagonalizacion de matrices O

En este apéndice se desarrollan las técnicas llevadas a cabo para la diagonalizacién de la
matriz @ que aparece en (3.30), particularizada para diferentes rates W(X ), cuando los
estados solucién a (3.20) son de la forma m = m,(1,....,1,—1,...,—1,0,...,0) (m, > 0),
es decir estados que tienen solapamientos con valor +m,, con k patrones, solapamientos
con valor —m,, con (n — k) patrones, y el resto de solapamientos son nulos. El estudio
ha sido realizado para cada una de las situaciones particulares representadas por las
rates K, M, y V. En el caso de la rate K el procedimiento es trivial pues la matriz
resultante es diagonal; cf §3.4. El procedimiento utilizado para la diagonalizacion de
Q en las otras dos situaciones es el mismo en los dos casos pues dicha matriz tiene

una forma similar que es

Q;w = -A/u/ + nuéuua (Cl)

donde los elementos de matriz A, y el pardmetro 7, dependen de la rate particular.
Diagonalizar la matriz cuyos elementos vienen dados por (C.1) consiste en calcular las
raices \;, ¢ =1, ..., P solucién a la ecuacién caracteristica det(Q — AI) = 0. Por cajas,
la matriz @ — Al tiene la forma

Aan - ()\ - nn)Ian ‘ OnX(P—n)

Q- A\ = , (C.2)

B(p_n)xn ‘—(A — Np—n)L(P—n)x(P—n)

donde 0 es la matriz que tiene todos los elementos nulos y A y B son dos matrices
cuyos elementos de matriz dependen de la rate particular. Hay que hacer notar que en

el caso de rate V' se tiene que B tiene todos sus elementos de matriz iguales a cero.
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En virtud de propiedades, por otra parte bien conocidas del dlgebra matricial para
matrices que tienen una estructura por cajas igual a la dada en (C.2), la ecuacién

caracteristica queda en el forma

det(Q — AI) = det {Apxn — (A = 1) Lnsn}

C.3
x det {—(>\ — T]p_n>I(P_n)><(p_n)} = 0. ( )

Las raices de la ecuacion caracteristica original, es decir los autovalores, las obtenemos
igualando a cero cada uno de los dos factores que aparecen en el segundo miembro
de (C.3). El segundo factor da como solucién a la ecuacién caracteristica A = np_,,
con multiplicidad (P — n). Por otra parte, el primer factor no es sino el polinomio
caracteristico correspondiente a la diagonalizacién de la matriz A con autovalores

A= X —1,. Tras un poco de dlgebra se obtiene que

donde A es una constante que depende de la rate particular, )= A =n)A  y T es

una matriz n X n cuya forma explicita es

T1 voo 1 € -+ €]
€ €
J = 1 11 (C 5)
e - e 1 -+ 1]
donde € = 1 para la rate M, y ¢ = —1 para la rate V. De esta forma los k primeros

vectores columna de la matriz J tienen las k primeras componentes iguales a +1
y las (n — k) restantes iguales a €, y los (n — k) vectores columna restantes tienen
sus k primeras componentes iguales a € y el resto iguales a +1. En cualquiera de
las dos situaciones, es decir rate M y V', la matriz J se puede diagonalizar de forma
sencilla. Asi tras un poco de algebra sencilla, el determinante que aparece en el segundo
miembro de (C.4) (que es el polinomio caracteristico asociado a la matriz J) se puede

evaluar obteniendo

det {T = My} = (=1)"A" (X =), (C.6)
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expresién que tras igualarla a cero nos da otros dos autovalores, a saber A = 7, con
multiplicidad (n—1), y A = nA+mn, con multiplicidad uno. Estos dos valores completan

la diagonalizacion de Q.
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