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INTRODUCCION




El movimiento de pequefias particulas microscopicas en suspensioén
liquida fué observado por el botanico inglés Robert Brown en 1826. Al
movimiento cadtico de cada particula se le llamdé movimiento Browniano y a
una particula, realizando tal movimiento, particula Browniana.

Este movimiento es el resultado de las colisiones de la particula con
las moléculas del fluido en el que estd inmersa. La particula, en
concreto, es mucho mas grande y pesada que las moleculas colindantes del
fluido, de modo que cada colision tendra un efecto imperceptible; sin
embargo, la superposicién de muchas interacciones produce un efecto
observable,

Las colisiones moleculares de una particula Browniana ocurren tan
rapidamente y con tanta frecuencia que los pequefios cambios en 1la
trayectoria de la particula causados por cada impacto simple no son
percibidos por el observador y, por tanto, la trayectoria exacta de la
particula debe ser descrita estadisticamente.

En 1860, Wiener propone la primera explicacidn del fendmeno, muy
proxima ya a la idea actual.

Diversos autores, tales como Smoluchovski, Langevin y otros,
continuaron su estudio, y fueron Ornstein y Uhlenbeck los que, en 1930,
establecieron una nueva teoria del Movimiento Browniano mediante el
proceso de Ornstein-Uhlenbeck referido a la velocidad de la particula
Browniana. A partir de 1943, con el trabajo de Doob, dicho proceso se
considerd dentro de la Teoria General de Procesos Estocasticos, dejando
atras su entorno fisico; desde entonces, no han dejado de producirse
progresos en el estudio de su teoria.

En el Capitulo I de esta Memoria se estudia primero el proceso de

Ornstein-Uhlenbeck de la misma forma en que surgid, es decir, como



ampliacidn del movimiento Browniano, para mds tarde dar definiciones y
caracteriéaciones de dicho proceso tanto en el caso univariante como
multivariante.

Sin embargo, el objetivo principal del Capitulo sera el estudio de la
obtencidn del proceso de Ornstein-Uhlenbeck multivariante, como difusién
que es, por medio del paso al limite de modelos probabilisticos discretos
multivariantes, lo cual no es mids que la extensién al proceso de
Ornstein-Uhlenbeck de 1la 1idea ya conocida de obtener él Wiener
unidimensional a traveés de esquemas discretos de recorridos aleatorios.
Los modelos probabilisticos discretos multivariantes que estudiaremos
seran el modelo de multi-urnas de Ehrenfest y algunas variaciones y
generalizaciones del proceso clasico de Ehrenfest, que como caso
particular incluye el modelo de urnas de Iglehart.

Es de destacar tambien las aplicaciones de las difusiones en general,
y del proceso de Ornstein-Uhlenbeck en particular, en divérsos campos
tales como: Economia ~-Tinter & Segunta (1972); Gutiérrez Jaimez (1981)-,
Biologia -Nobile, Ricciardi y Sacerdote (1985)-, en Energia Solar -Haslett
(1978)-, en Ecologia -Dunn & Gipson (1977) y Dunn & Brisbin (1985)-.

Nos centraremos en el Capitulo II de esta Memoria en el estudio dg un
modelo de Ecologia basado en el proceso de Ornstein-Uhlenbeck, y para ello
sera necesario conocer resultados de Inferencia que permitan estimar los
modelos para, mas tarde, efectuar tests de hipdtesis en base a muestras
observadas.

Estas muestras se tomaran mediante "hojas de datos" referidas a la
posicién de los animales a través del tiempo, medidas en instantes
discretos y, distinguiendo la observacidon inicial de las restantes, en

cada una de las hojas.



Supondremos dos casos:

A) Las observaciones iniciales de cada hoja de datos seran conocidas o
fiJad#s por nosotros.

B) Las observaciones iniciales de cada hoja de datos seran desconocidas y
se observaran en el instante de iniciar el muestreo.

Dependiendo de cada caso, las estimaciones por maxima verosimilitud
de los parametros del modelo seran estudiadas. Hay que notar que en dicho
estudio se han utilizado derivacidn de matrices y productos de Kronecker.

En el Apéndice I de esta Memoria aparecen programas de ordenador para
el calculo de estas estimaciones. El primer programa que presentamos es
para el caso A) y fijamos el numero maximo de hojas de datos y de
observacliones sucesivas de cada hoja en diez y el numero de animales en
dos. Estos datos pueden modificarse siempre que lo admita la capacidad del
ordenador, ya que al utilizar productos de Kronecker las dimensiones
aumentan mucho.

Notemos que la suposicion de que el numero de animales sea dos no es
demasiado restrictiva, ya que el estudio posterior de problemas tales como
territorio de un animal o interaccidn se realizara para el caso de uno y
dos animales respectivamente.

El segundo programa que presentamos incluye los casos A) y B) y
permite dimensionar numéricamente las matrices en base a los datos que
tengamos y siempre atendiendo a las limitaciones de ordenador que ya hemos
comentado.

En el Apéndice II de esta Memoria hacemos un estudio del logaritmo de
una matriz que aparecera en la Inferencia del modelo usado.

Una vez conocidos los parametros del modelo estudiamos propiedades en

el contexto ecoldgico tales como: "home range" de un animal e interaccioén



entre animales.
Dentro de la interaccioén distinguimos dos casos:

- Interaccion estatica, para cuyo estudio hemos definido un Coeficiente de
Interaccién Estatica que mide el grado de solapamiento de los territorios
para cada par de animales. Calculamos ademas el valor de dicho coeficiente
para unos datos concretos.

- Interaccion dinamica, cuyo estudio descomponemos en dos: un test de
independencia para conjuntos de variables y un test para la matriz de un

modelo lineal adecuado.

Por ultimo, el problema de determinar tiempos de primer paso a traves
de barreras moviles para procesos de difusidon y otros procesds de Markov
surge en modelos de muy variados campos de investigacion. Asi, en
poblaciones genéticas -Ewens (1979)- siendo X(t) el numero de una cierta
clase de genes en el tiempo t de una determinada poblacién con un total de
N(t) genes, el calculo del tiempo en que X(t) alcanza por primera vez a
N(t), 1llamado tiempo de fijacién de dicho gen en la poblacién; en
Ecologia, 1la obtencién del tiempo de primer paso de animales por
determinadas zonas; en Estadistica, la determinacion del tiempo de primer
paso de un proceso de Wiener a través de ciertas barreras moviles, que
surge asintdoticamente en Analisis Secuencial (Darling and Siegert (1953))
y para calcular la potencia de tests estadisticos (Durbin (1971)).

Para el proceso de Wiener estandar unidimensional que parte del punto
x°=0 en el tiempo inicial to=0 se conocen las funciones de densidad de
tiempo de primer paso para barreras constantes y lineales en el tiempo.

Ademas, diversos autores -Park & Paranjape (1974) yRicclardi,

Sacerdote y Sato (1984)- han dado ecuaciones integrales para la funcién de



densidad de tiempo de primer paso de un proceso de difusién a traves de
una funcidén continua con derivada acotada. Un estudio detallado aparece en
el Capitulo III de esta Memoria.

Utilizando Procesos de difusion, que se obtienen como
transformaclones del Wiener -Ricclardi (1976)-, podemos obtener funcliones
de densidad de tiempos de primer paso para procesos transformados del
Wiener a través de barreras transformadas, y funciones de densidad de
tiempo de primer paso para el Wiener a través de barreras que no cumplan
las condiciones dadas para verificar las ecuaciones integrales citadas.

En concreto, nos hemos centrado en el proceso de Ornstein-Uhlenbeck y
Log-normal unidimensionales y hemos obtenido expresiones concretas para
las funciones de densidad de tiempos de primer paso a través de ciertas

barreras.

Queda ablerto el estudio posterior orientado a generalizar todo 1lo
realizado en este Qltimo Capitulo a 1los casos bidimensional y

multidimensional.

Es nuestro proposito también aplicar la Inferencia dada en el

Capitulo II a otros datos reales.



CAPITULO I

PROCESO DE ORNSTEIN-UHLENBECK




El objetivo principal de este Capitulo es el estudio de la obtencién
del proceso de Ornstein-Uhlenbeck multivariante por medio del paso al
limite de modelos probabilisticos discretos multivariantes, lo cual es un
problema estrictamente probabilistico y que se trata con herramientas
tales como convergencia débil de procesos.

Esta idea no es mas que la extensidn al proceso de Ornstein-Uhlenbeck
de la idea ya conocida de obtener el Wiener unidimensional a través de
esquemas discretos de recorridos aleatorios que, por paso al limite, bajo
determinadas hipdtesis, generan las ecuaciones de Kolmogorov del w1enér'
(véase Cox~Miller (1967) & Gutiérrez Jaimez, Tesis Doctoral, Universidad
de Granada, 1971).

Vamoé a citar algunas definiciones y caracterizaciones del proceso de
Ornstein-Uhlenbeck, tanto en el caso univariante como multivariante, antes

de estudiarlo como proceso limite.

El proceso de Ornstein-Uhlenbeck como ampliacién del movimiento

Browniano.

El proceso de movimento Browniano se construyd como un modelo para
una particula microscopica en suspehsibn liquida. Sin embargo, el modelo
no se adapta totalmente a la realidad. Esto es debido a la suposicidn de

H
independencia de los incrementos en el desplazamiento, con lo que se
ignoran los efectos de la velocidad de la particula al comienzo del
periodo incremental de tiempo. Se pueden hacer mejoras de la siguiente
forma:

Sea V(t) la velocidad de una particula de masa m suspendida en un

liquido. Sea AV=V(t+At)-V(t), de modo que mAV es la variacién en el

momento de inercia de la particula durante el tiempo At. La ecuacion



basica es:

mAV=-8VAt +AM (1.1)
donde -BV es la fuerza de resistencia de la viscosidad, de modo que -BVAt
es la pérdida en momento de inercia debida a fuerzas viscosas durante At;
AM es la transferencia de momento de inercia debida al bombardeo molecular
de la particula durante el tiempo At.

Sea M(t) la transferencia de momento hasta el tiempo t y tomamos
M(0)=0. Suponemos que:

i) M(t+At)-M(t) es independiente de F{M(t),Tst}
11) la distribucion de AM depende sdlo de At.
iii) M(t) es continua en t.

Estas tres condiciones caracterizan a M(t) como un movimiento
Browniano. La presencia de tendencia en M(t) nos llevaria a incluir un
téermino pAt en el lado derecho de la igualdad en la ecuacidén (1.1). Tal
termino corresponderia a un campo de fuerza constante y, puede ser util,
por ejemplo, para considerar un campo gravitatorio. Sin embargo,
supondremos que no existe tal campo de fuerza constante y tomamos EM(t)=0.

Si tomamos EMz(t)=0?t, se tendra M(t)=oX(t), donde X(t) es un
movimiento Browniano normalizado y la ecuacidén (1.1) quedard de 1la
siguiente forma:

mAV=-BVAt +0AX (1.2)

Dividiendo por At y tomando limites cuando At—0 se llega a la

ecuaclion de Langevin

av__ . dX
m at— BV+O"E ‘ (1.3)

Sin embargo, esta ecuacidén no tiene sentido ya que g% no existe en
ningun punto. (Las trayectorias del Wiener no son diferenciables en ningun

punto, con probabilidad uno).



Vamos a realizar algunas transformaciones en (1.3)

Dividimos por m

av___BV , o dX
dt m m dt

Multiplicamos por eat, donde a=B/m

eat 9!=—a eatv+eat o dX
dt m dt
de donde
at dv(t) at _ ot o dX
e gt e Vit) = e Ty
y dado que g—(eatV(t))=eat dv(t) + o eatV(t), queda
dt dt
d at dX

E(eatv(t)) =qe

dt
donde o=B/m y y=o/m.

Suponemos ahora que V(0)=0 e integramos desde 0 hasta t

t
e“tV(t)=7J e*Tax ()
)

Como d(eatx(t))=eaTdX(t)+aeaTX(t). se tiene que

¢ o t t aT
J'e Tax(t)=e* X(t)—aI e X(t)dt
0 0

Por tanto

t
e“tV(t)=7e“tX(t)—7uj e**X(z)dr
0

Ahora la integral que aparece es, para cada w, la integral de una
funcidén continua (las trayectorias del Wiener son continuo-muestrales
c.s.) que esta perfectamente definida.

Vamos a obtener una expresibn para V(t)

t
eatV(t)=7eat[X(t)-aI e'a(t_T)X(t)dt]
o

Teniendo en cuenta que X(0)=0, la expresion entre corchetes es el




desarrollo por partes de la integral

t
I e-a(t-T)dX(T)

0

Por tanto
t
V(t)=7j'e'“(t"‘)dX(r)
o

y asi, V(t) esta bien definido y es un proceso con trayectorias continuas.

Definicion 1.-
El proceso de Ornstein-Uhlenbeck V(t) normalizado a cero en t=0 se

define como
Y _a(t-T)
v(t)=7f e dx(v)
()

donde la integral es el limite de las sumas correspondientes para cada

trayectoria.

Proposicion. -
V(t) es un proceso Gaussiano con covarianza
- - ~
EV(s)V(t)=p(e %[5 t]_7(s+t),

donde p=72/2a.

Dem. -

El que V(t) sea Gaussiano se deduce por ser limite de sumas

E w(tk)AkX

donde AkX=X(tk+1)—X(tk) son variables aleatorias independientes y
nérmalmente distribuldas.
Supongamos el caso s>t, tomamos
0=to<...<tn=t<tn+1<...<tm=s

y se tiene

10



m
V(s) = ¥ e'a(s-tk)Akx
)

n
V(t) = oF e'“(t-tk)Akx
s}

m n
EV(S)V(t) = E['arz(z 5N 0 (3 e_a(t_tk)AkX)]=
0

0

=72E[ E} [e'a(t_tk)AkX[ E e'a(S-tk)AkX]]]
)

0

- 2— -
Dado que E(AkX)(AJX)—O si k2j y E(AkX) -th1 tk, se obtiene

n
EV(s)V(t) = 3%} e—a(S+t_2tk)(tkﬂ—tk)_
o

n
—.2n -a(s+t) 2at -
=y E e ek ('clw1 tk)

y tomando limites

t
EV(s)V(t)=72e'a(S+t)J. ezmd-c=72e'a(s+t)% (2%t 1)=
0

0 [e-a(s—t )_ga(stt )]

En el caso s<t, se obtiene
Ev(s)v(t)=p[e-a(t-s)_e-a(s+t)]

Y uniendo ambos casos

EV(s)V(t)=p [e-als-t | —als+t )]

Cuando t—, EV(t)2—>p, de modo que V(t)SD—W(no). donde V(w) es

¥(0,p). & Qué ocurriria si el proceso comenzara con esa distribucion

11



limite?.

La integracion de la ecuacidn de Langevin da lugar a
at ¢ ot
e Vl(t)-V1(0)=7I e*TdX(7)
0

~a(t-T)

t
e"‘tvl(t)—vl(o)m“tj‘ e dX()
0

de donde

t
v (t)=e""ty (omj' T (o)
1 1 o
siendo

t
V(t)=7J e (t-T) gy (1)
0

Definicion 2.-
El proceso de Ornstein-Uhlenbeck estacionario se define como

Y(t)=V(t)+e'atV1(0)

donde Vx(O) es N¥(0,p) e independiente de F{V(t);t=0}.

Proposicion. -
Y(t) es un proceso Gaussiano estacionario con covarianza
I(s, t)=pe /57t
Dem. -

El que sea Gaussiano es anilogo al caso anterior. Vamos a calcular la

covarianza:

E [Y(s)Y(t)]=E[[V(s)+e'aSV1(0)][V(t)+e_atV1(0)]]=

=E[v(s)v(t)+e'°‘tv1(o)v(s)+e'°‘sv1(o)V(t)+e'°‘(s+t)vf(O)]=

12



=E [V(s)V(t)1+E[e‘°‘(s+t)vf(0)]=

=p[e-a|s-t|_e-a(s+t)]+pe-a(s+t)=pe-a|s-t|

Dos propiedades importantes del proceso de Ornstein-Uhlenbeck son las
sigulentes:
Propledad 1.-

Y(t) es un proceso de Markov con probabilidades de transicién
estaclonarias, que tiene todas sus trayectorlias muestrales continuas.
Denm. -

Esta propiedad se deduce del hecho de que para 20, Y(t+T)‘e-“tY(T)
es independiente de F(Y(s),sst).

Para probar esto, basta con calcular la covarianza

E[(Y(t+t)~e-atY(t)) Y(S)]=F(t+1,S)-e-atr(t,s)=0 si s=t
ya que si s=t
-a|t+t—s|=pe-ate-a(1—s)=e-atr(r’S)

r(t+T,s)=pe

Ahora,

P[Y(t+t)eA /7 Y(T)=x, Y(s), SST]=
=P[Y(t+t)-e-atY(t)eA—e-atx / Y(T)=x, Y(s), SST]=

=P[Y(t+r)-e'atY(t)eA-e'atx / Y(T)=X]=P[Y(t+T)EA 7/ Y(r)=x]

Y con esto queda demostrada la propiedad de Markov.
La variable aleatoria Y(t+1)—e'atY(t) es normal con media cero y

E[(V(m)-e'“tv(r) )2]=

13



E[[v(t+r)—e'°‘tv(r)]v(t+r)]-E[e‘“"'v(r)[v(tm-e““v(r)1]=

=E[Y(t+r)v(t+r)—e'“tv(r)Y(t+r)]=p-pe‘“te'“t=p(1-e'2“t)

2aty ).

Asl, P (./x) tiene distribucién Me %, p(1-e
La continuidad se deduce de la definicidn de V(t) en teérminos de una

integral de X(t).

Propiedad 2.-

Si un proceso es Gaussiano, estacionario, de Markov y continuo en
probabilidad, entonces es de la forma Y(t)+c, donde Y(t) es un proceso de
Ornstein-Uhlenbeck.

Caracterizacién del proceso de Ornstein-Uhlenbeck como Markoviano,

Gaussiano y estacionario.

Un proceso de Markov se define como un proceso estocastico con la
propiedad de que para cualquier conjunto de n tiempos sucesivos (esto es,

t1<t2<. .. <tn) se cumple

P1/n-—1(yn’ tn/y1, t1; <o yn-1’ t"11-1)-_-1:‘1/1(5'11’ tn; yn-l' tn-i)

(Los subindices indican el numero de variables que se involucran: P1(1

variable), P _1(1 variable condicionada a n-1).

1/n
Es decir, la probabilidad condicionada en tn, dado el valor yn_ien
tn—1' esta determinada univocamente y no esta afectada por cualquler
conocimiento de los valores tomados en tiempos anteriores.
El ejemplo mds antiguo y mejor conocido de un proceso de Markov en
Fisica es el movimiento Browniano. Son de especial interés, procesos

estocasticos que sean a la vez Markovianos y estacionarios, sobre todo
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para describir fluctuaciones de equilibrio. Supongamos que en un sistema
fislco alslado cerrado se tlene una clerta cantidad o conjunto de
cantidades Y(t) que se pueden tratar como un proceso de Markov. Cuando tal
sistema esta en equilibrio, Y(t) es un proceso de Markov estacionario. En
particular, P1 es Independiente del tiempo y sera la distribucion de
equilibrio de Y(t).

La velocidad vertical de una particula Browniana en un campo
gravitatorio homogeneo es un proceso estaclonario, sin embargo no lo es su
posicion.

Para procesos de Markov estacionarios 1las probabilidades de
transicion P1/1 no dependen de los dos tiempos particulares, sino sdlo del
intervalo de tiempo. Por ello, introducimos la siguiente notacién

P1/1(y2’tz/y1't1)=Tt(y2/y1) con T =t2—t1
La ecuacion de Chapman-Kolmogorov que, en general, es
P1/1(y3’t3/y1’t1)=I P1/1(y3't3/y2’t2) P1/1(y2't2/y1't1) dyé
ahora para T,t’>0, queda
TT+T,(y5/y1)=J TT,(ys/yz) TT(yz/yl) dy2
Considerando la integral como producto de dos matrices se tiene
= ‘>
TT+T, TT,TT (t,t’>0)
El ejemplo mas conocido de un proceso de Markov estacionario es el

Proceso de Ornstein-Uhlenbeck definido por

_ 1 _1 2
P1(y1)—___ exp( 5 yi)

T
(y.-y. e 92
Tt(yz/y1)= .—1__. exp[— L-z—t‘]
v2n(1-e~2%) 2(1-e =)
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Este proceso se construyd originalmente para describir el
comportamiento estocastico de la velocidad de una particula Brownliana.

Claramente tiene media cero y la funcion de autocorrelacidn es

Cov(X(t), X(t+T)) =e~T
vVar X(t) vVar X(t+T1)

k(t)=

El procesoc de Ornstein-Uhlenbeck es estacionario, Gaussiano y
Markoviano. El Teorema de Doob establece que este es, esencialmente, el
unico proceso con esas tres propiedades. "Esencialmente" significa que se
permiten transformaciones lineales de “y" y de "t" y habra otros procesos,
aunque triviales, con esas propiedades. Veamos la demostracion.

Sea Y(t) un proceso de Markov, Gaussiano y estacionario. Por tanto,

podemos asegurar que

Pl(y)=—l— exp(- %yf) salvo transformaciones lineales
n

Las probabilidades de transicion son Gaussianas y tilenen, por tanto,

la forma general:
T (y_ /y )=D exp|- 1 (Ay2+ZBy y +Cy2)
T2 "Y1 2 2 21 1

donde A,B,C y D son funciones de <.
Imponiendo
I TT(yz/yl) dyé=1
se deduce que

D=V A/Zn c=B%/A

En efecto
I D exp(- 1 (Ay2+2By y +Cy2) dy =1
2 2 2°1 1 2
se toma C=B%/A para obtener un cuadrado perfecto
I D exp(- 1 (VA y +€ y )2dy =1
2 2 1 2

Y dado que
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I exp(- % (VK y+/C y )%y = v2n

vA
se obtiene que D=vA/2m.
Por otra parte, imponiendo que
ITT(yz/yl) P (y,) dy,=P (y,)
se deduce que B®=A(A-1).

En efecto, se tiene
JITT(yz/yl) P,(y,)/P (y,) dy =1
es declir,
1 2 2
I D exp [— 5 (Ay2+28y2y1+Cy1)] x
1 1 2 1 2 _
X 5o exp[— 5 y1] 2n exp[ 5 yé] dyl—l
J' D exp|- & [(A-1)y?+2By y +(C+1)y?|| ay =1
2 2 2”1 1 1
Para conseguir un cuadrado perfecto, tomamos B=vVA-1 VC+1, es decir
B%=(A-1) (C+1).

En este caso, la integral queda

D V2 =
ver T
Luego VC+1 = D v2m, C+1=D3(2m), C+l= ﬁ 2n = A, y por tanto

B%=A(A-1).
El parametro A, aln desconocido, se puede expresar en términos de la

funcion de autocorrelacion, igualmente desconocida, usando

k(t)=II y.y.T (y

RAW 2/y1)P1(y1) dyidy2 (t=0)

lo cual nos lleva a que A=(1-k*)"1.

En efecto, sustituyendo queda
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_ 1 1 2 vA 1 e
k(T)-I&l ;%% exp[— 2 y1] dy, Iyz ;%% exp[— 2 (VA Y,"VA-1 y1) ]dy2

Haciendo el cambio x= VA y2-VA—1 Yy dx=vA dy_, llegamos a

k('l')': ﬂ
vA
y de aqul, A=(1-k%)"1.
Por tanto
1 (y_-ky )2
2 V1
Tty /yy)= ——t— exp|- — ]
2(1-k%)

v2r(1-x%)

ya que B=-k/(1-k?) y C=k2/(1-k°).
Nos quedaria por calcular el valor de k. Para ello, tomamos un

tercer tiempo t3=t2+ T’ (7'>0) y usando la ecuacidon de Chapman-Kolmogorov

se tiene
k(t -t )=k(T+T )=”'y1y3'rtﬂ,(yé/yi)PI(yl)dyidy3
y dado que
TT_,_T,(y3/y1)=J.:I‘T,(y3/y2)TT(y2/y1)dy2
entonces

K(t -t ) =Iy3dyszT, ( ya/yz)dyZJTT (v,/y,)y,P (v )dy,

que se puede poner como

[ yadyszT,(ys/yz)szl(yz)dyé][ yadyajit(yé/y1)ylpx(y1)dy1]=

=k(t3-t2)k(t2—t1)
Y la relacidn k(ta-tl)=k(t3—t2)k(t2-t1) para k(t) nos lleva a que
k(t)=e 7"
y sustituyendo este valor en la expresidn para Tt(yé/yl) se completa la

demostracion.
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Un segundo Teorema de caracterizacién es el siguiente:
“S1 Y(t) es estacionario, Gaussiano y tiene una funcién de autocorrelacion
exponencial k(t)=k(0)e-71, entonces Y(t) es el proceso de

Ornstein-Uhlenbeck, y por tanto Markoviano".
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Proceso de Ornstein-Uhlenbeck multivariante.

Hemos visto ya que el proceso de Ornstein-Uhlenbeck estaclonario
univariante se puede caracterizar como el Unico proceso de Markov normal,
estacionario, continuo en probabilidad y con media cero. Usaremos estas

propledades para definir el proceso de Ornstein-Uhlenbeck k-dimensional.

Definicion 1.-

Un proceso de Ornstein-Uhlenbeck estacionario k-variante es un
proceso de Markov k-variante {Y(t)} que es estacionario, Gaussiano,

continuo en probabilidad y que verifica EY(t)=0.

Definicion 2.~
Un proceso de Ornstein-Uhlenbeck k-variante es un proceso de Markov
k-variante que tiene las mismas probabilidades de transiciéon que un

proceso estacionario de Ornstein-Uhlenbeck.

La distribuciéon de un proceso Gaussiano con media cero esta
caracterizado univocamente por la estructura de covarianza. En particular,
un proceso de Ornstein-Uhlenbeck estacionario k-variante tiene una
estructura de covarianza muy similar a 1la del proceso de
Ornstein-Uhlenbeck clasico.

Vamos a dar, por tanto, dos caracterizaciones basadas en la

covarianza. La demostracidn de ambos teoremas puede verse en Schach (1971)
Teorema 1.-

Sea {Y(t)}un proceso Gaussiano k-variante con EY(t)=0. Entonces

{Y(t)} es un proceso de Ornstein-Uhlenbeck estacionario si y sélo si su
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covarlanza tiene la forma

EY(s)Y’ (s+t)=C eBt t=0

Teorema 2. -

Un proceso de Markov k-variante {Y(t);t=0} es un proceso de
Ornstein-Uhlenbeck si y sélo si para cada s,t20, la distribucién
condicionada de Y(s+t), dada Y(s) es ¥#(u,Z) con momentos de la forma:

=eBltY(s)

,
_eB’ teeBt

T
I=C

donde C es una matriz de covarianza.
Por otra parte, se tiene la siguiente definicién

Definicion 3.-

El proceso de Ornstein-Uhlenbeck multidimensional es un proceso de
difusion (proceso Markoviano fuerte con trayectorias continuas) con nucleo

de probabilidad de transicién:

g(t;x,y)=(2n)'d’2|2|'1’2exp[- % (y—u)’Z'I(y-u)]

para te[0,1], x,y € Rd, y donde u=e'tx, Z=(1-e-2t)A, con A una matriz
definida positiva.
Ese nucleo es la solucién elemental de la ecuacion en derivadas

parciales parabdlica

5% glt;x,y)= 2}aij(azg(t;x,y)/axlaxj)- X xl(ag(t;x,y)/axl)
1,] i
donde t>0, x,yeRd. |
Ademds, para cualquier numero finito de tiempos 0<t1<t2<...<tk<1 es
facil calcular la funcidn caracteristica conjunta de 1los vectores
y(ti),y(tz),....y(tk). En efecto, si tomamos y(0)=yo con probabilidad uno,

se tiene

Bls s, ... 8t b, ,tk)=E[exp[1(sly(t1)+. syt ) )]]=

21




- - _1_ ’ - 1 ' -
-exp[ 5 S, (bkA)sk 5 (sk_1+aksk) (bk_lA)(sk_1+aksk)
1 k k
-5 (stas+..+ ajsk) (b A)(s +as +...+ ajsk)+
)=2 J=2
k
+1 (S1+azsz+' . .+J]J2ajsk) (alyo)]

donde a!=exp[—(t1—tl_1)], b1=1—exP[_2(t1—t1- )1, t,=0.

1

Construccién del MOU (ORNSTEIN-UHLENBECK MULTIVARIANTE)

El proceso MOU {y(t); Ost<l} se puede construir de la siguiente
forma:

Sea C[1,e?] el espacio de las funclones continuas en el intervalo
cerrado [1,e2] dotado de 1la topologia de la convergencia uniforme.
Denotamos por €[1,e2] al Boreliano sobre él.

Construimos en ©[1,e?)] la medida de Wiener corréspondiente al
movimiento Browniano x(.) en [1,e2] con x(1)=cte con probabilidad uno.

Ahora, tomamos d copias de C[1,e2] y construimos el espacio producto
Cd[1,e2] con la topologia producto y el campo de Borel producto €;ll,e2L
Se toma como medida en €d[1,e2] la medlda producto con la condicion

d

inicial para el i-é&simo movimiento Browniano x!'(1)= ) b;
J=1

1

3
5 Y, donde la

matriz B_1=(b;;) es la inversa de la raiz de A (que es definida positiva y
simétrica, A=BB").

Ahora, sea {x(t); 1stse2} el movimiento Browniano d-dimensional e

introducimos la transformacison

y(t)=e *Bx(e?*) Osts1
que es una aplicacidén medible de Cd[1.e2] en Cdll,ezl e induce en 6; la

medida u(.,yo). Esta medida p es la generada por el nucleo g(t;x,y) del
MOU.
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Vamos a centrarnos ya en el objetivo principal del Capitulo: el
estudio del proceso de Ornstein-Uhlenbeck multivariante como limite de
modelos probabilisticos discretos, en concreto, modelos de transferencia
de urnas.

Veremos primero el modelo basico y resultados de convergencia debil
para el modelo de multi-urnas de Ehrenfest para luego pasar a variaclones

Y generalizacion del proceso clasico de Ehrenfest.

Modelo de multi-urnas de Ehrenfest

Consideramos N bolas distribuidas en d+1 (d=2) urnas numeradas con

0,1,2,...,d. Diremos que el sistema estad en el estado i=(i1’12""'1d) si
d

hay iJ bolas en la urna j (j=1,2,...,d) y N- ¥ iJ bolas en la urna 0.
1=1

En etapas discretas y sucesivas elegimos aleatoriamente una bola de
una de las d+1 urnas, elegida dicha urna tambien al azar (por tanto, cada
una de las N bolas tiene probabilidad 1/N de ser elegida). La bola elegida
se saca de su urna y se coloca en la urna i (i=0,1,...,d) con probabilidad
P, donde las p, son los elementos de un vector dado (po.p) que verifican

d

pl>0 y Y p;=1. Denotamos por XN(k) el estado del sistema despues de la
1=0 .

k-ésima redistribucién de bolas.

Vamos a dar teoremas limites para la sucesidn de procesos

{XN(k);k=0,1.....N} cuando N tiende a .
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Para el modelo clasico de Ehrenfest (d=1, p°=p1=1/2) Kac (1947)

demostrd que la distribucion de ()(N([Nt'.])--N/2)/(N/2)V2 converge cuando N

— o a la distribucidn de un proceso de Ornstein-Uhlenbeck en el tiempo

t, que parte de yeen el tiempo t=0, supuesto que XN(0)=[(N/2)

(El simbolo [x] denota la parte entera de x).

v 2y°+N/2] i

Karlin y McGregor (1965) obtuvieron un resultado similar para la

versidon continua en el tiempo del modelo con d=2 y con
aleatoria de las bolas dada por la ocurrencia de sucesos de

Polisson independiente.

Centrandonos ya en el modelo general expuesto,

{XN(k);k=0.1,...N} tiende al estado de pseudo-equilibrio Np

la selecciodn

un proceso de

el proceso

y los estados

alejados de Np ocurriran raramente. Asi pues, vamos a considerar las

fluctuaciones de XN(k) alrededor de Np medidas en una escala apropiada.

Consideramos {YN(k);k=0, ...,N} donde

_ _ 172
¥y (k)=(X (k)-Np)/N

y a partir de éstos definimos una sucesidn de procesos estocasticos

{yN(t);OstSI} que son continuo-muestrales c.s., lineales en los

intervalos ((k-1)N"',kN™') y verifican yN(kN_1)= YN(k) para

otras palabras

k=0,1,...N.En

_ _ _ -1 -1
yN(t)—YN(k)+(Nt k)(YN(k+1) YN(k)) sl kN "sts(k+1)N

172 1

Denotaremos por X;,(O)=[N y°+Npi] donde y°=(y(1’.....yz) es un

elemento arbitrario, pero fijo de ®®. (Por X:‘l(.) notamos la i-ésima

componente del vector XN(. )).
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Los procesos (XN(k);k=0, 1,...,N} para N=1,2,... se pueden definir en
un espacio de probabilidad (QN,FN,PN). Claramente, la transformacion que
lleva la sucesion {XN(k);k=0,....N) a {yN(t);OStSI} es medible e induce
una medida de probabilidad en €d. Dicha medida inducida sera denotada por

uN(-.yo).

Teorema. -

,.LN(.,yo) =>u(.,yo) cuando N -5 o
(convergencia debil de sucesiones de medidas de probabilidad (”)
donde u(. ,yo) es la medida de probabilidad en ﬁd de un proceso de difusion
d-dimensional y(.), que empieza en el punto yo, Yy que es analogo al
proceso de Ornstein-Uhlenbeck cuya distribucidn en el tiempo t es una
normal multivariante con vector media yoent Yy matriz de covarianza 2,

cuyos elementos son:

(l—e_2t)pl(1—pi) i=]§

o
1]

-(1-e"*%)p p 1§
| t

Para aplicaciones es util notar que u.N(.,yo) > u(. ,yo) es equivalente
(2)
a lim uN[{f(y(. ))Sa};y°]=u[{f(y(. ))Sa};yo]
(1) Sea S un espacio métrico y ¥ el campo de Borel generado por los
conjuntos abiertos de S. Si Vy Y V son medidas de probabilidad en ¥ y si

1lim I f va = I f dv para cada funcioén f continua y acotada en S, entonces
‘N o vS S ,

diremos que v, converge debilmente a v (v, = v).

N N
(2) La convergencia aqui es en el sentido ordinario de convergencla, es

decir, para todo « tal que el miembro de la derecha sea continuo.
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para todo funcional f en Cd[0,1]. los cuales con continuos c.s. con
respecto a u(.,yo).

Usualmente se requiere obtener la convergencia debil en dos pasos.
Primero, se debe obtener 1la convergencia de 1las distribuciones
finito-dimensionales de los procesos aproximados, {yN(t);tzo;N=1,2,...}
en nuestro caso, a la distribucidon finito-dimensional correspondiente del
proceso limite. Segundo, se debe demostrar que la probabilidad de que los
sucesos aproximados puedan tener fluctuaciones grandes entre loé puntos en
los que esos procesos estan determinados por sus distribuclones

finito-dimensionales, es pequefia.

Analogla con el Teorema Central del Limite.(La distribucidn de yN(t)

converge a la distribucion de y(t) para un valor fijo de t).

Seleccionamos un vector arbitrario ybe Rd, tomamos X;(0)=
[Nl/zy;+Np1] y solo conslideramos valores de N lo suficientemente grandes

como para asegurar que Osxﬁ(O)SN para i=1,2,...,d. Para dichos valores de
N, sea el proceso de Markov {XN(k);k=0,1,....N} que caracterlza el estado
de nuestro esquema de multi-urnas definido en un espacio de probabilidad

(QN.FN.PN).

Para el modelo de multi-urnas de Ehrenfest el analogo del TCL para

(3)

sumas de variables aleatorias i1.1.d. es el siguiente:

--------------------------------------------------------------------------

(3) La construccion de este espacio de probabilidad para una distribucion
inicial, prob. de transicion en un paso y espacio de estados dados, puede

verse en Chung (1967), Teorema 1, pag. 7.
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"Para cualquier vector Yo R ¥y condicion inicial

172 1t

x;,(o)=[N y +Np, ]

lim PN{YN([Nt])sx}=(2n)"”"’|>:|"’2 J' exp[— X (y—u)'z"(y-u)]dy
(y:y€x)

para todo xeR? y tel0,1], donde u=yoe-t Y Z tlene como elementos

(1-e-2t)pl(1—pj) 1=j

o
1)
p,pP i=)

que coincide con la integral del nucleo de probabilidad de transicion del

proceso de Ornstein-Uhlenbeck multivariante.

Convergencia de distribuciones finito-dimensionales. -

Vamos a establecer la convergencia de las f.d.d. (distribuciones
finito-dimensionales) de 1la sucesidn de procesos {yN(t);OStsl} para
N=1,2,... a las distribuciones correspondientes del proceso de
Ornstein-Uhlenbeck multidimensional {y(t);Osts1}.

Esta convergencia ya ha sido establecida para la sucesidn
{YN([Nt]);OStsn para N=1,2,...:

El ;12wPN[YN([Nt1])Sx1"'"YN([Ntk])sxk] existe y es la distribucién

conjunta de {y(t);Ost=1} *.
Pero dado que |Y&([Nt])-y&(t)|sﬂq/2 para cada i=1,2,...,d con
probabilidad uno, es claro que tambien tenemos la convergencia de las

distribuciones finito-dimensionales de {yN(t);OStsl} cuando N—om,
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Variaciones y generalizaciones del proceso clasico de Ehrenfest

Modelo basico. -

Suponemos N bolas que estan distribuldas en M urnas, con nk(t) bolas
en la urna k en el tiempo t, k=1,2,...,M. Es decir, n(t)=(n1(t),...,nu(t))
€S un proceso estocastico multivariante, donde para cada t, los nk(t) son

valores enteros no negativos y verifican

M
) nk(t)=N
k=1

Las bolas se van a mover entre las urnas de acuerdo con la siguiente
regla: la probabilidad de que una bola se traslade de la urna k a la urna
1#k durante el intervalo de tiempo (t,t+At) es nkhkpklAt+0(At). (1=k, 1sM)
y la probabilidad de mads de una transicidn durante (t,t+At) es de orden
O(At).

Se supone Ak>0 constante y la matriz de probabilidades de transicion
irreducible P=(pkl) con ;&k=0 para todo k. Entonces, bajo estas
suposicliones el proceso aleatorio

(nl(t),...,nn(t))
es una cadena de Markov M-variante en tiempo continuo.

Vamos a estudiar la convergencia de estos procesos, adecuadamente
normalizados, a los procesos multivariantes de Ornstein-Uhlenbeck en el
sentido de convergencia debil de medidas de probabilidad.

Se tienen los siguientes resultados

Teorema.. -
"Supuesto  que n(0)=(m1,...,mn), la distribucién de n(t)=
(nl(t),....nh(t)) es la de la suma de M variables aleatorias multinomiales

independientes con parametros

{mk;pkl(t).....pkn(t)} k=1,2,...,M
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(Tt A (P - "
donde pkl(t)-(e )kl con Q=A(P-1) y Akl aklak .

Este resultado se puede expresar de forma diferente que sera Util mas
tarde:

Claramente Q, asi definida, es la matriz de las intensidades de

transicidén de un proceso de Markov 2‘(t) que toma valores entre los

estados 1,2,...,M. Supongamos el proceso que se obtendria a partir de

2’(t) reemplazando el estado k por el vector wunitario k-ésimo
k)

ek=(0,0,...,0,1 ,0,...,0), de modo que dicho proceso tomaria sus valores

en los vectores unitarios M-dimensionales.

Sean {Zkl(t);k=1,2,...,M;1=1,....mk} N procesos de Markov

independientes de ese tipo con Zk1(0)=ek.

Sea
m
M k
2(t)=% Y Zkl(t)
k=1 1=1

Entonces, se tiene

Teorema. -

El proceso {Z(t);tz0} y {n(t);t=0} tienen la misma distribucién.
NOTA.

El proceso 2kl tiene matriz de probabilidades de transicidén th y
dicho proceso tiene un numero de estados finito y sdlo una clase
comunicante. Por tanto, existe un unlico vector de prbbabilidades
p=(p1,...,pn)’ que cumple

p’eQap?
Por tanto se concluye que la versidn estacionaria de nuestro modelo,

que denotamos por ﬁ(t)=(ﬁi(t).....ﬁn(t)) tiene una distribucion
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multinomial con parametros

(N;pl,....p )

Resultados de convergencia debil.-
La convergencia debil de una sucesion (XN(t)} n=1,2,... a X(t)

implica que g(XN(.)——"e-——eg(X(.)) para cualquier funcional g que sea

continuo en un cierto espacio topoldgico de funciones.(“

Si para cada 0<t1<t2<. . .<1;n se tiene

(xN(t1)’ cen .xN(tn)) —5 (X(t1)' . ,X(tn))

decimos que las distribuciones finito-dimensionales (f.d.d.)
de {XN(t)} convergen a las f.d.d. de {X(t)}.
La convergencia debil es mas fuerte que la convergencia

de las f.d.d..

(4) Usamos como espacio de funciones basico el producto k
veces del espacio D[0,1] con la topologia J1 de Skorokhod
(1956). Esta topologia es lo suficientemente grande para
hacer continuos funcionales tales como

1
sup XNk(t) IXN(t)dt
)

Osts1
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Supongamos, ahora

xN(t)=N“’2(n(N)(t)-Np)

iN(t)=N"’2(B(N)(t)-Np)
donde (n(N)(t)} es el proceso no estacionario definido anteriormente y
{I-I(N)(t)} el proceso estaclonario correspondiente.

Suponemos que

n(N) (0)=Np+NV2xo

M
donde x0 €s un vector arbitrario, no aleatorio con } x°k=0.
k=1

Sea N una matriz diagonal con Ilkk=pk. Se tienen los siguientes

resultados:

Lema 1.-
Cuando N—w, las f.d.d. de {XN(t)} convergen a las del proceso de
Ornstein-Uhlenbeck {X(t)} con
EX(t)=e? tx_ t=0 (1.4)

EX(t)X’ (t+s)-EX(£)EX’ (t+s)=TeF-eSne(5*t) ¢ 120 (1.5)

Lema 2. -
Cuando N—w, las f.d.d. de {iN(t)} convergen a las del proceso de
Ornstein-Uhlenbeck M-variante {X(t);t=0} con

EX(t)X’ (t+s)=(T-pp’ )e® 520 (1.8)

Teorema 1.~
Cuando N—-0, la sucesion {XN(t);OstSI} converge deébilmente al
proceso de Ornstein-Uhlenbeck {X(t);Ostsl} con media y covarianza dadas

por (1.4) y (1.5) respectivamente.
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Teorema 2.-
Cuando N—w, la sucesidn {iN(t);OStSI} converge débilmente al

proceso de Ornstein-Uhlenbeck {X(t);0sts1} con media cero y covarianza

dada por (1.6).

Extension de resultados de convergencia debil a clases de procesos
discretos en el tiempo.-

Supongamos N bolas distribuidas en M urnas. Si en el tiempo i la
distribucidn de las N bolas en las M urnas viene dada por el vector
(nl,....nM). entonces la distribucidén en el tiempo 1i+1 se obtiene
eligiendo una bola de la urna k-ésima con probabilidad nk/N y colocandola
en la urna l-ésima con probabilidad Ekl, donde §¥(5k1) es una matriz de
probabilidad. Suponemos que Bkk<1 para cada k, y que P es irreducible.

Tomamos una distribucidn inicial arbitraria, sea MN(i) el estado de
la cadena en el tiempo i1, y sea {Y(t);t=0} un proceso de Poisson

independiente con intensidad 1.

Consideramos
n™ (6)=m (v(NE)) (1.7)
Entonces, es facil ver que n(N)(t) es un proceso de Markov en tiempo
continuo con intensidad total fuera del estado (nl,...,nM) [es decir, 1la
probabjilidad de salir del estado (ni,....nM)] dada por
N(1- :—‘ Py e T :—’—‘ 'MM)=)k: n (1-p )

Y probabilidades de transicidén para una bola que se mueve de la urna

k-ésima a la 1-ésima dadas por
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p _ — sl k=1 (1.8)

0 si k=1

(N)

De aqui, se deduce que n' '(t) es un proceso del tipo dado al

comienzo de este apartado con P, dado por (1.8) y
A=1P,

y se Cumple el siguiente resultado

Lema. -
La distribucion estacionaria de {MN(i);1=0,1,... } es la misma que la
de {n(N)(t);tZO}

Vamos a expresar la relacidén (1.7) incluyendo los elementos w del
espacio de probabilidad basico
n™ (¢, )M (Y(NE, ), 0) (1.9)
Las trayectorias del proceso Y son funciones paso (o escalonadas),
mondtonas crecientes y, por tanto, existe un proceso inverso {V(t);t=0}
definido por
V(t,w)=inf{s, Y(s,w)zt}
Podemos escribir (1.8) como
nM (@ vt 0, 0)e_(t,0)
donde ahora las trayectorias muestrales del proceso {Mn(t);tzo) son
funciones paso que son constantes sobre intervalos (i-1,i] y 1la
distribucion de {Mh(t);t=1,2,... } es la misma que la de la cadena en
tiempo discreto {MN(i);1=1,2,... }. Obviamente, la normalizacidn adecuada

del proceso MN(t) es

£ (£)=N"2( (Nt )-Np)=N""2(n M) (1 v(Nt))-np) 0sts1
XN My N
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donde el vector p es la solucidn de

Q

pl e =pl

Ahora, Xﬁ(t) difiere de XN(t) por el cambio aleatorio de tiempo

1
¢N:t —§ V(Nt)

Suponemos MN(0)=Np+N'th0. y se obtienen los siguientes teoremas

Teorema 1.-
Cuando N——w, 1la sucesion (Xﬁ(t);ostsl} converge débilmente al
proceso de Ornstein-Uhlenbeck {X(t);0sts1} con media y covarianza dadas

por (1.4) y (1.5), respectivamente.

Si (E&(i)} es estacionario, tomamos

iﬁ(t)=N

=172,

(MN[Nt]—Np)
Teorema 2. -

Cuando N—o, {iﬁ(t);ostsl} converge débilmente a {X(t)} donde X(t)
es el proceso de Ornstein-Uhlenbeck con media cero y covarianza dada por

(1.8).

Caso particular: Modelo de urnas de Iglehart.-

Supongamos un modelo de urnas en tiempo discreto en el que cada bola
tiene la misma probabilidad de ser extraida y se coloca en la urna k-ésima
con probabilidad P, independientemente de la urna de la que se obtuvo.

Este modelo es un caso particular de la cadena en tiempo discreto (MN(i)}

con

PaP

El vector P, de probabilidad de la distribucion de equilibrio es la
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soluciodon de
I_._. ’
P,P=P_
y su solucidn es p6=p', donde p’=(p1.....pM).
172

Sea M, (0)=Np+N X, ¥ Lx =0.
k

Por el Teorema 1, la sucesion N /3

(MN([Nt])-Np),Ostsl. converge
débilmente al proceso de Ornstein-Uhlenbeck {X(t);O0sts1} con media ¥y
covarianza dadas por (1.4) y (1.5).

De aqui

EX(t)=exp(Q’t)xo=exp((l;—I)t)xo=exp(—t)xo
ya que ER=P para todo entero positivo k, y
exp(Pt)=(I-P)+exp(t)P  y  P'x =0
Tambien
con(t)=U—exp((E’-I)t)ﬂexp((F;I)t)=(1—exp(-2t))H(I—;)
lo cual se deduce facilmente del hecho de que
P’ IP=P’ pp’ =TIP
(T es la matriz diagonal con elementos ﬂ¥k=pk)
El Teorema 2 nos proporciona un resultado similar para la sucesidn

correspondiente de cadenas estacionarias. El1 proceso limite tiene momentos

EX(t)=0 Ei(t)i(t+s)=exp(-s)(H—pp').
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CAPITULO II

MODELO DE ECOLOGIA




Introduccién

La radio-telemetria es uno de los métodos mas utilizados para
estudiar movimientos de animales. El procedimiento habitual es el
siguiente: se captura el animal, se le incorpora un radio transmisor y,
posteriormente, se deja en libertad.

Dado que la sefial emitida por el radio transmisor es continua, se
espera obtener una eficiencia muestral maxima tomando una secuencia de
posiciones con una frecuencia muestral relativamente alta.

Sin embargo en estudios de "home range' (en general, la region mas
pequefia que "responde" del 95% de la utilizacidn del animal de su
habitat), el analisis estadistico de datos radio-telemetricos plantea
problemas debido a 1la falta de independencia de las observaciones
sucesivas en el muestreo.

Dunn & Gipson (1977) propusieron el proceso de difusion de
Ornstein-Uhlenbeck multivariante (MOU) como el modelo apropiado para
dichos estudios debido a sus propiedades: es continuo-muestral c.s. (como
la trayectoria del animal), estacionario (que corresponde a un “home
range" estable), con una tendencia central (a diferencia del movimiento
Browniano) y, siendo Markoviano, tiene en cuenta la posibilidad de

correlacion entre sucesivas observaciones.

El proceso de Ornstein-Uhlenbeck multivariante

Supongamos m (m=1) animales moviéndose en una determinada region, y
representamos las posiciones observadas de dichos animales en el tiempo t
medlante un vector p-dimensional, p=2m.

z‘(t)=[z;(t),z;(t)....,z;(t)]

donde
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’ = 1
zl(t)—[zu(t),zlz(t)] i=1,2,...,m
indica las dos coordenadas del i-ésimo animal en el tiempo t.

El procedimento de muestreo sera el siguiente:

Se observa en el tiempo to la posicidén de los m animales y, a
continuacidn, se estudia la evolucidn de los mismos mediante observaciones
repetidas. Estas observaciones forman una “hoja" de datos.. A menudo, se
dispone de varias de estas "hojas", separadas una de otra por intervalos
suficientemente grandes de tiempo como para asegurar su independencia.

Supongamos b "hojas" de datos, cada una de ellas con nl+1

(1=1,2,...,b) observaciones
HOJA 1 Z ,Z ,...,2
_— 10’ T11 m1
HOJA 2 220, 221’ ceey zan2
HOJA b zbo, zbl , , zbnb

Hay que distinguir entre la observaciéon inicial de cada "hoja" zJo
(J=1,...,b), que es independiente de cada observacion inicial de las otras
"hojas", debido a la separacién temporal, y el resto, que, muy
probablemente, dependen cada una de la anterior.

Notemos tambien que una vez iniciada una "hoja", el muestreo se

realiza a intervalos regulares de tiempo.

Vamos a imponer hipotesis a nuestro modelo. En principio, suponemos

que
z(t)~ﬂp(u,l\) (2.1)
es decir, la distr'ibucién marginal de cualquier conjunto en particular de

coordenadas z(t) es normal multivariante con vector media
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l= I} ’ ’
p=lul,pm,...,p00d
donde
“1=[“11’“12] (1=1,2,...,m)

y matriz de covarianza

- o
I\11 A12 . Aim
A21 A22 . A2m
A =
A A ... A
ml n2 mm -

donde

cov [z‘(t),zj(t)]=Al (1,J5=1,2,...,m)

J

son matrices de covarianza de dimensién 2 x 2.
En particular, se tiene
zi(t)A'A%(ul’Axi) (2.2)
es decir, la posicidén de cada animal i, (i=1,2,...,m) en el tiempo t sigue
una distribucion normal bivariante con media By matriz de covarianza
11’

Para tener en cuenta la falta de independencia entre sucesivas
observaciones, una vez que una "hoja" de datos se ha iniciado, suponemos
que z(t) es un proceso de Markov.

Y, por ultimo, si imponemos que z(t) debe ser continuo-muestral c.s.
y estacionario (que como vimos en la introduccidn son requerimientos
fisicos de nuestro modelo), entonces, por definicion , z(t) debe ser una
traslacion (p#0) del proceso de Ornstein-Uhlenbeck multivariante definido
en el Capitulo anterior. Por tanto, 1la distribucién condicionada del
proceso en el tiempo s+t, una vez conocido en el tiempo s, es normal

multivariante. Es decir
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z(s+t)/z(s) ~ N(p+ePt(z(s)-pl, 8(t)) (2.3)
donde
Q(t)=A—eBtAeB’t
con A y la matriz de covarianza infinltesimal -(BA+AB’) definidas
positivas (requerimientos necesarios de las ecuaciones de Fokker-Planck),
y ademds, las partes reales de todas las raices caracteristicas de B deben
ser negativas de modo que eBt——a 0 cuando t—m.
A las expresiones (2.1) y (2.3) nos referiremos como distribucion de

equilibrio y distribucion condicionada, respectivamente, del proceso de

Ornstein-Uhlenbeck multivariante.

NOTAS. -
1) La media condicionada de (2.3) tiende a la media de (2.1), lo cual nos
proporciona el requisito de una tendencia centralizante de un "home
range".
2) La matriz de covarianza tiende de igual forma a la de la distribucion
de equilibrio.
3) cov [z(s),z(s+t)]=AeBlt, es decir, la covarianza entre dos
observaciones sucesivas sdlo depende del tiempo transcurrido.
Pasando al limite
cov [z(s),2(s+t)}——=0 cuando t—sw
de lo que se deduce que la dependencia entre observaciones

sucesivas, medida por su covarianza, tiende a cero a medida

que transcurre el tiempo.
Invarianza del modelo. -

Es importante notar la invarianza del modelo que utilizaremos frente

al sistema de coordenadas que usemos. Con ello no tenemos necesidad de
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utilizar, ni de vernos obligados a buscar (en algunos casos no podremos ni
siquiera conocerlo) el verdadero sistema de coordenadas en el cual los
animales basan su movimiento.

Vamos a ver que sl superimponemos un sistema de coordenadas
rectangulares arbitrario xi.xa,...,xp y observamos el proceso x(t) dado.
por la relacion

x(t)= C [z(t)-al
donde a y C representan los parametros de alguna transformacidn 1lineal
desconocida del sistema de coordenadas verdadero de los animales, con C no
singular, entonces el proceso observado x(t) es también un proceso de
Ornstein-Uhlenbeck multivariante.

Si z(t)ﬁ—ﬁg(u,A). entonces x(t)~¥(7,Q), donde ¥=C(u-a) y R=CAC’.

Calculemos, ahora, la matriz de covarianza
B'tcrn(cr ) leBt

cov [x(s), x(s+t)]=CAe Cc’

y aplicando el desarrollo de la exponencial

‘ ] 1 © i
(c’)%eB tc’=(c’)"[ ¥ (8)! '%, ] c’= ¥ ((cecH )} % =
i=0 : 1=0 :
. (cBc™YHt
=e
Por tanto
-1,,
cov [x(s),x(s+t)]=Q e(CBC )t

que, en efecto, tiene la forma de la matriz de covarianza de un proceso de

Ornstein-Uhlenbeck multivariante,

Antes de pasar al estudio, medlante este modelo propuesto, de

propiedades en el contexto bioldgico tales como “home range" de un animal,
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interaccidén territorial, etc, vamos a dedicarnos al estudio de la

estimacidén de los parametros que determinan el modelo.

Inferencia

Como ya hemos citado, dispondremos de b "hojas™ de datos de 1la

siguiente forma

HOJA 1 zw,zu,...,zm
HOJA 2 220,221,...,2an

2
HOJA b zbo,zbl, ,zbn

donde ziJ denota el j-ésimo conjunto de coordenadas de la i-ésima "ho ja"
de observaciones.

Se han hecho las siguientes suposiciones:
1) Cuando una "hoja" de observaciones se ha iniciado, las observaciones
sucesivas (a intervalos regulares de tiempo de longitud t) se distribuyen
segun la distribucioén condicionada dada por (2.3).
2) Las "hojas" de datos estan tomadas lo suficientemente separadas en el

tiempo, de modo que sean independientes unas de otras.

A partir de estos datos, vamos a calcular los estimadores de maxima
verosimilitud de los parametros desconocidos de la distribucién dada por
la expresion (2.3).

Tomamos

I‘=eBt (para t f1ijo)

v=(I-T)p
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La funcion de verosimilitud es

n
b 1
L= M N f. de densidad condicionada de zudado zU_1 +
1=1 j=1
b
+ 1 f. de densidad de z =
10
1=1
n
b i
1 1 Bt =1
=nn exp[- 5 (z ~pu-e [z -ul)'®
1=1 j=1 (2m)?? |<I>|1/2 2y 1

(zl

Bt
jhe [zu_l—u] )] +

1 e - -
1=1 (2m)?? |1\|1/2 exp[— 2 (z‘°_“) A (z‘° l-l)]-

1 -1
exp[— = (z -p-Tz Hu)'e
1=1 3=1 (zn)p/2 |°|1/2 2 1} 13-1

(zu-u—l"zu_lﬂ‘u)] +

exp[— % (zlo—p)’A'I(zw—uJ] =

1
p/2

-1

1 ‘
172 exp[ 2 (zij_v-hij 1) ®

1 (2xn) ||

(z”—v—l‘z”_l)] +
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n
b 1 1 1
=M 1 exp[——v’d? ]+
1=1 j=1 (2n)p/2 |¢|1/2 2 3 1)
b
1 1 -1
+1n exp[——v’Av]
121 (2n)p/2 |A|1/2 2 10 10
donde
vlj= —v—l‘z“_1
Vio Zyo M
Por tanto
b % 1 1 1 -1
InL= § ¥ [— 5 P 1n(2n)- 5 1n|®|- 5 vif’ o v”] +
1=1 j=1
b
1 1 1 s a-1
+ la[— 5 P In(2m)- 5 In|A| 5 Vo A vw]
es decir,
b N b
Inl= § ¥} gij + 3 8o
i=1 j=1 1=1
donde
__1 _ 1 21, g
g, =-3P In(2n) 5 In|®| 5 Vi) ) iy
- _1 _ 1 _ l s a1
8,05~ "5 P In(2n) 5 In|A| 5 Ve A Vio

La obtencidn de los estimadores de méxima verosimilitud dependerd de las
suposiciones sobre la distribucion de z, Vamos a distinguir dos casos:

A) Suponemos que zlo es una constante conocida. Esto supone que 1la
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distribucidn inicial de los animales es decidida por nosotros. En este

caso gzo=0' y siguiendo a Anderson (1971) obtenemos los siguientes

estimadores
REDPEENRE DN HENR N
-1
[ 151:)1 [EE 1]-1][22211-1]]
v=Lyy |z -rz
n 1) 13-1
~ 1 A A A A I
® o ) [zU-v-I‘zU_l] [z”—v—l"zu_l]
b
donde las sumas son en i=1,2,...,b; J=1,2,...,nl; yn= EIH es el numero
1=1

total de observaciones sucesivas.

Dado que
d=A- eBtA eB t
r = eBt
se tiene
® = A - TAI

Aplicando el lema de Neudecker [vec(I'Al'”) = (I'el')vecA, donde vec(.)
denota la representacidn en vector columna y @ el producto de Kronecker de
matrices] se tiene

vec & = vec A - (Fel') vec A
vec & (I - (Tel’)) vec A
vec A = (1 - (E@E))-lvec o
Como v = (I -T) u, se tiene
p=(1-0"%

ycomo I' = eBt,
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En Apéndice I presentamos un programe de ordenador que lleva a cabo

todas esas operaciones.

En Apéndice II hacemos un estudio del logaritmo de una matriz.

46



B) Lo wusual no es colocar los animales, sino observar donde se
encuentran en el momento de iniciar el muestreo. (El colocar a los
animales supondria mucho esfuerzo de recaptura).

El caso mas frecuente es aquel en que la observacidn inicial de cada
hoja se distribuye segun la distribucidn de equilibrio de la poblacion.
Entonces:

= - 1 -1 I
8,0~ 2pln (2n) 2ln |A] 2vml\ Vio

En este caso, el meétodo de maxima verosimilitud conduce a las

siguientes ecuaciones de verosimilitud

bnt

b
A'Tv +(I-T)e¢'Y T v =0
10 1)
§=1 i=1 §=1

n n
b i b i 1
- ’_ ’ - =
nfA +YF V¥ vu(zu_1 i) [E EVUVU] ® TA=0
1=1 j=1 1=1 j=1
a2 -1 af 3 -1
A[Zvv’—bA]A +(I>[Z Zvv’-n(’]@ -
10 10 i) 1)
1=1 1=1 j=1
i B o 1
- > . - =
re [ Y X viiy ~ B @] ¢Tr=0

1=1 J=1

b
donde n = Y}, n,.
1=1

(Para la obtencién de esas ecuaciones, ver Gonzalez Carmona (1985), Tesis

Doctoral, Universidad de Granada)

Estas ecuaciones deben resolverse en cada caso mediante iteraciones

suceslivas por métodos de calculo numérico.
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Debldo a la aparente intratabilidad de esas ecuaclones es tentador
volver al uso de los estimadores previamente mencionados, pero esta

demostrado [ver Dunn (1877)] que se plerde considerable informacidn usando
tal estrategia.

Dunn & Gipson proponen para este caso B) un procedimiento mixto de

estimacion que es el siguiente:

Dado que 1la observacién 1inicial de cada hoja no proporciona
informacidn sobre I', se toma como estimador de I' el del caso anterior, es
decir,

“ b nl 1 b n: b ni ’
F=[2 5=z, -2 22)(z 54,
1=1 j=1 1=1 j=1 i=1 j=

o
=]
=]

1=1 j=1

1 1 b 1 b nl -1
X [): L %1% T o [E X 211-1][2 ) 211-1]]
i=1 j=1 = =
Y, por tanto
~_1
B-Elnr

Calculamos a partir de las observaciones iniciales

;b
“=gp L

z
10
i=1

N 2 b 1 b b ,
A= (b-1) { L Z%0 " b [Zzlo]{ z:zio] }
1=1 1=1 1=1
Yy a partir de las observaciones sucesivas, igual que en el caso anterior
~ ~ -1A
K= (I-T) v

vec ;\S= [I-(f‘@f‘)]-lvec ®
con



1

© >
[}

pb P
§1 Ja(z —v—l‘zu_I)(zU-v--r‘zi 1)

=

i

Vamos a obtener estimadores ponderados a partir de dichos

estimadores. Para ello vamos a utilizar algunas cajas de la matriz de

informacién.
La matriz de informacidon asociada a las observaciones iniciales de
cada hoJja con respecto al vector de parametros

[u’,vec(r)’,vec(A)’]

es

FIP 0 0
FI = 0 0 0
0 0 FIA

T(AeA) 1T/

y la matriz de informacidn asociada a las observaciones sucesivas viene

dada por
Fou O 0
Fs=1 0 Fgr Fgj
0  Fgy Fgy
con

- - 100
FSu_ (1-r’)eo (1-I)

For= Aot '+ (AT’ 97 'rAee )+ (8 'rAeAr o7
T (p)
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Fg = ~T[I-(Tel) ]’ (de®) ' (FAel)

Fep™ L rl1-(rer)1’ (#e®) [ 1-(rer) T

AV

El simbolo A(p) indica una permutacidn p-ciclica de las filas de la
matriz A como definieron Tracy & Dwyer (1969), mientras que T es una
matriz de dimensioén p(p+1)/2 x p2 compuesta por ceros y unos, que es la
derivada de vecA con respecto a sus elementos.(En el Apéndice se presenta

un programa de ordenador que calcula dicha matriz T)

El estimador ponderado que se propone es

L -1 A A~
vec(X) = (b FIA +n FSA) [ b FIA vec(AI) + n FSA vec(AS)]

mediante el cual, por iteraciones suceslvas, se calcula el estimador de A.

(Por vec(A) representamos por columnas la parte triangular superior de A).

Por ultimo, vamos a dar este método iterativo mas desglosado
1°) A partir de AI y AS tomamos un primer estimador de A, y lo notamos
A(l).

Proponemos

— -1 N .
= (b+n) [bAI+nAS]

2°) Calculamos

;(j)= R(j)_ i.‘. ;\U)r'
() A gAI) 1,
Fill= § T(A )T
FE)= % TLI-(rel) 1 (308" ) [ I-(Tel) 1T/

J=1,2,....



o A3y SS) . S()) -1 0N A =(]) o
3°) vec(A )-(bFIA +nFSA ) [bFIA vec(AI)+nFSA vec(As)]

A partir de aqul, volveriamos al paso 2, hasta que el método

conver ja.

Una vez obtenidos los estimadores A y $, se calcula

~ _ ~ ~ -1 ~ - ~ ~
u = (bFI“+nFS#) (bFIp“ImFSu“S)

= (bA +nFs“) (bA “I+nFSp“S)
Finalmente, la matriz de informacidn para la muestra total sera

FT =b FI + n FS

Vamos a ver una aplicacién practica del algoritmo dado y coémo la
primera estimacion de A que proponemos en el paso 1° es bastante proxima a
la estimacion final.

Los datos que vamos a utilizar son los de un coyote macho de cinco
afios equipado con un transmisor en la primavera de 1970 (Gipson (1972)).
Se tomd un intervalo muestral de t=15 minutos, b=9 observaciones iniciales
Y n=151 observaciones sucesivas, obteniéndose las siguientes estimaciones:

I =

0.9478 0.0416
-0.0059 0.9690

X _, [0-3568  0.2896
B =10

-0.0410 -0.2089
ﬁi = [7.691 2.252]

ﬁé = [7.762 1.840])
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I

. 1.0209 -0.2401
A -
-0.2401 0.4129

A =

0. 4248 0.1529]

0.1529 0.3473
con los que Dunn & Gipson llegan en seis iteraciones a

) [0.4526 0.1361]
A=

0.1361 0.3585

Nuestra primera estimacidn propuesta da lugar a

0.45833 0.130793
7\(1) -

0.130793 0. 35099

Y a partir de ella

0. 450356 0. 135044
3(2) -

0.135044 0.357339

que es ya bastante proxima a la estimacion final.

"Home range" de cada animal

Segun Jennrich & Turner (1969)el "home range" de un animal consiste
en la regidon mas pequefia que tiene una probabilidad especifica de contener
la localizacidon del animal en un tiempo determinado t.

A partir de la expresidon (2.2), para una probabilidad 1-a, tal
“regién de confianza" para el i-ésimo animal consiste en las éoordenadas

bidimensionales z que verifiquen

Paml 2
(z "1) A:x(z “1)5 X

2 1-a i=1,2,...,m (2.4)
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donde x:,l—a es el valor de una chi-cuadrado con 2 grados de libertad que
deja a la izquierda una probabilidad 1-e.

Cada una de las m regiones definidas por dicha expresioén es eliptica
con centro “1 Y area dada por

172 2
2,1-a

A=m IAlll
A su vez, dada la localizacidn de los animales en el tiempo s, z(s),
un estimador puntual de las coordenadas esperadas de los animales en el

tiempo s+t viene dado por la media de la distribucion condicionada (2.3)
p(s+t/s) = p + eBt[z(s)-ul

Y una region de confianza, al nivel 1-a, para el i-2simo animal

consiste en las coordenadas bivariantes z que verifiquen
. -1 _ 2
{z - [n(s+t/s)] )} (o], {z [uls+trss)] ) = Xy, 1-a

donde [u(s+t/s)]l y [@]11 son particiones bidimensionales de u(s+t/s) y &,
respectivamente, correspondientes al i-ésimo animal.
(Para el calculo de exponenciales de matrices,ver Gonzalez Carmona (1985),

Tesis Doctoral, Universidad de Granada).

Vamos a hacer un estudio del centro, forma, orientacioén y tamafio de
un elipsoide general de la forma
(x-p)' = Hx-p) = ¢
en EP, el cual nos englobaria los dos casos anteriores.
Dicho elipsoide tiene por centro u, su forma y orientacidn estan
determinados por E, y su tamafio por c. El eje principal del elipsoide

tendra por coordenadas aquellas que maximicen su media longitud al

cuadrado

(x-p)’ (x-p)

53




sujJeto a la restriccion
(x-p) = (x-p)=c

Usando el multiplicador de Lagrange podemos concluir que x debe

maximizar la expresisn
(- (x-p)-A(x-p) ' S (x-p)

Derivando esta expresion con respecto a (las coordenadas de) x e
igualando (sus derivadas parciales) a cero, deducimos que las coordenadas
del primer eje principal verifican

(I-AZ7") (x-p)=0
0 equivalentemente
(2-A1) (x-p)=0

De aqul se deduce que la longitud al cuadrado del eje principal del

elipsoide es igual a
40x-p)’ (x-p)=4a_(x-p) =" (x-p)=42 _c
donde A1 es la ralz caracteristica mayor de Z.

Las coordenadas de x que dan el eje principal son proporcionales al
vector caracteristico correspondiente a Al. Asi, la posiciéon del eje
principal del elipsoide viene dada por 1la direccidn del vector
caracteristico normalizado correspondiente a la raiz caracteristica mayor
de %,

El segundo eje tiene la orientacion dada por el vector caracteristico
normalizado correspondiente a la segunda raiz caracteristica mayor de I,
12, y la longitud al cuadrado del segundo eje vendra dad por 4kzc.

Tomando las siguientes raices caracteristicas en orden decreciente se

iran calculando los sucesivos ejes.
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NOTAS. -

- En nuestro modelo dicho elipsoide sera una elipse (dimensioén 2) y, por
tanto, solo tendra dos ejes.

- Sl las raices caracteristicas son distintas, los vectores
caracteristicos son ortogonales y los ejes estan determinados de forma
unica.

- Si dos raices caracteristicas de ¥ son iguales, el elipsoide es
circular en el plano generado por los vectores caracteriéticos
correspondientes.

En nuestro modelo, si las dos raices caracteristicas son iguales
tendrémos un circulo en el plano generado por los vectores

caracteristicos.

Ejemplo. -

Usando los datos de Jeselnik, que observd los movimientos de un zorro
gris macho en 1la primavera de 1979 en el Parque Nacional de
Investigaciones del Medio Ambiente del rio Savannah y obtuvo 30 hojas de
datos, cada una consistente en 4 observaciones hechas con un intervalo de

30 minutos, se obtienen las siguientes estimaciones:
p=[2.2872 2.0224] (Km)

. [ 0.11595 ~0.03732
A=

(Km?)
0.03732  0.11243

X _, [0-66057 0.08032
B=-10

0.08107 0.67296

Una regidn de confianza al 95% para el instante inicial vendrad dada
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RWICE R 2 -
(x=p)’A "(x-p) s x(zn1-a a = 0.05

Dicha elipse tiene las siguientes caracteristicas:

CENTRO [2.2872, 2.0224]

EJES
Pincipal Direccidn (0.723569, -0.890251)
Longitud 1.90556
Secundario Direccion (0.690251, 0.723569)
Longitud 1. 35676

Su representacién grafica es
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Interaceisén territorial

Distinguiremos dos tipos de interaccidn territorial entre cada par de

animales:

Interaccion estatica.-

Este tipo de interaccion refleja el hecho de que los "home range" de
dos animales puedan solaparse y su ocﬁrrencia dependera de las particiones
hechas en el vector pu, de las cajas en la diagonal principal de la matriz
particionada A y del valor tomado para «a.

Para observar este tipo de interaccion bastara calcular los “"home
range" de cada animal mediante las elipSes ya estudiadas y comprobar el
grado de solapamiento.

Sin embargo, vamos a definir un coeficiente que va a dar un valof
numérico que medira ese grado de solapamiento de forma normalizada, y de
este modo se podra comparar la interaccidén estatica de cualesquiera dos
pares distintos de animales.

Dados dos animales cualesquiera i, J, sea el la elipse dada por (4)
para el animal 1 y eJ para el J. Definimos el Coeficiente de Interaccion

Estatica ( o de solapamiento de "home range") entre los animales i, j como

Area(eln €)
C.1.E.(1,J) = ]

Min {Area(ei),Area(eJ)}

i,J=1,2,...,m; 1i#j.
Claramente, este coeficlente toma valores comprendidos entre 0 y 1.
El valor O significa que las dos elipses no tienen interseccidn, es
decir, el solapamiento es nulo.
Para poder comparar a dos pares de animales con C.I.E. nulo se podria

estudiar la distancla entre las elipses, pero éste es un problema que no
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abordaremos aqui.
El valor 1 significa que uno de los "home range" contiene totalmente
al otro, es decir, el grado de solapamlento es maximo.

Y, cualquier valor comprendido entre O y 1, indicara un menor o mayor

grado de solapamiento.

Ejemplo. -
Usando las estimaciones obtenidas por Dunn & Gipson (1977) a partir de

datos telemétricos de una pareja de ciervos, que son
(M) (H)
B’ = [2.960 3.366 : 2.938 3.362]

(M) (H)

[ 1.208 -0.657 1.003 -0.580 ] (M)
) , | —0.657 0.817 -0.451 0.738
A =10
1.003 -0.451 1.012 -0.464 (H)
| -0.580 -0.738 -0.464 0.769 |

vamos a calcular el Coeficiente de Interaccidon Estatica definido.

Para ello, calculemos la elipse que da el territorio para cada uno de
los animales.

Denotaremos por 1 al ciervo macho y por 2 a la hembra.

Elipse para el animal 1

Tiene la forma

0.1208 -0.0657]"! [x-2.980
[x-2.960, y-3.366] = 5.99

0.0657 0.0817 y-3. 366

y las sliguientes caracteristicas
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CENTRO [2.960, 3.366]

EJES
Principal Direccion (0.8016255, -0.59782)
Longitud 2.017011733
Secundario Direcciodn (0.59782, 0.801625)
Longitud 0.885191315

Elipse para el animal 2

Tiene la forma

[x-2.938, y-3.362] [

0.1012 -0.0484] ! [x-2.938
= 5.99
-0.0464  0.0769

y-3.362

y las siguientes caracteristicas

CENTRO [2.938, 3.362]

EJES
Principal Direcciodn (0.7916164,-0.611018)
Longitud 1.811867741
Secundario Direccion (0.611018, 0.791616)
Longitud 0.892175016

La representacidon grafica de ambas elipses es la sigulente:
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Tendremos que calcular, en primer lugar, las areas de las dos

elipses,

Area(e1) n (2.017011733/2) (0.885191315/2) 1.407554074

n (1.811867741/2) (0.992175016/2) 1.411902349

Area(ez)

Y, en segundo lugar, el area de la interseccidn de las dos elipses.
Fijemonos en que dicha area no es mas que el area de €, menos las areas de
las zonas rayadas. Por tanto nuestro objetivo sera calcular dichas areas.
Para ello, vamos a expresar e1 de forma canodnica.
En primer lugar, le restamos el centro para llevarla al origen de
coordenadas y luego hacemos el cambio de variables asociado al cambio de
base ortonormal que diagonaliza la forma cuadratica asociada a la elipse.

El cambio global es el siguiente:

X 0.801625138 x’ + 0.597826604 y’ + 2.960

y = -0.597827012 x’ + 0.801625444 y’ + 3.366

resultando, al aplicarlo, las siguientes ecuaciones de las elipses:
Para ¢
1

x,2 y,2
+ =1

1.017084081 0. 195890916

Para ¢
-0.031225267 x’2 + 0.001305418 x’ +0.136988084 y’2 +

+ 0.004530311 y’ + 0.003176318 x’'y’ = 0.030949128

La representacion grafica, ahora, es
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Las areas de las zonas rayadas se pueden calcular como las integrales
de determinadas funciones entre los puntos de interseccion de las dos
elipses.

Calculamos dichos puntos aplicando el Metodo de Newton-Raphson de

resolucioén aproximada de ecuaciones obteniendo los slguientes puntos

1) (-0.495187253, 0.385621098)
2) (-0627710771, -0.346523998)
3) ( 0.306577598, 0.421693662)
4) (0.815412505, -0.350687197)

Calculamos las areas de las zonas rayadas aplicando la Férmula de

Simpson para Integracion Numérica, obteniendo

0.04666

Area(A)

Area(B)

0. 10905

Y, por tanto, el area de la interseccidn de las dos elipses vale
Area(ez) - 0.04666 - 0.10805 = 1.256192349.

Y, por ultimo, el Coeficiente de Interaccién Estatica para dichos

animales valdra

1.256184489
C.1.E.(1,2) = = 0.8924538133
1. 407554074

lo cual indica que el grado de solapamiento entre los territorios de los

dos animales es bastante grande.
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Interaccion dinamica. -
La existencia de interaccién dindmica implica el hecho de que los
movimientos de los animales estén correlados.

Un contraste completo se realiza en dos etapas:
(1), ) =
Ho : 012( 021) 0

()

H™: T = =0 dado & =0
] 12 21 12

Este Qltimo se descompone a su vez en dos:

(2a)
Ho 12

=0

(2b)
I'lo 21

=0

H;l) equlvale a contrastar la independencia de las posiciones de los

animales en el tlempo s+t, dadas las posiciones en el tiempo s.
(2a)

Ho equivale a contrastar que la posicion del primer animal en el

tiempo s+t no depende de la posicion del segundo animal en el tiempo s. Y
H;m”equivale a contrastar que la posicién del segundo animal en el tiempo

s+t no depende de la del primer animal en el tliempo s.

Hay que hacer notar que los tiempos s y s+t se consideraran fijos con
el fin de poder utilizar tests multivariantes en distribuciones normales
multivariantes asociadas al Ornstein-Uhlenbeck, de tal manera que en otros

dos tlempos cualesquiera cambian las leyes normales en u y Z.
Para el primer contraste utilizaremos un test de independencia de dos

conjuntos de variables y para el segundo un test para la matriz de un

modelo lineal de la forma
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Vamos a estudiar cada uno de ellos con mads detalle.

Y. ¢ (=0 )=0
12 21

o

TESTS DE INDEPENDENCIA DE CONJUNTOS DE VARIABLES.

Supongamos una variable aleatoria p-dimensional, con una distribucién
conjunta normal, particionada en q subvectores. Queremos saber sl esos gq
conjuntos de variables son mutuamente independientes, lo cual es
equivalente a que cada variable de cada subvector esté incorrelada con
cualquier variable de otro subvector.

Vamos a obtener el test de razén de verosimilitudes para contrastar
la independencia de conjuntos de variables.

Sea

~r ,z
X /Ip(u )

(En nuestro modelo X seria z(s+t), p corresponde a u+eBt'[z(s)-u] yZa
®(t), pero utilizaremos esa notacidn por comodidad).
Particlonamos X en q subvectores con pi, Py - pq componentes

respectivamente
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r x(l)-

(2)
X (2.5)

| X'

El vector de medias 4 y la matriz de covarianza £ estaran

particionadas de forma similar

R [ 1
u Zu 212 ...... Zm
(2)
u Z ..., z
p=l. (2.6) s£=| 2 22 2 (2.7
(q)
S s ... b
| 1 L “q1 “q2 qq ]

La hipdtesis nula que queremos contrastar es que los subvectores

(1) x(2) (q)

X, D ¢ son mutuamente independientes, es decir, que la

densidad de X se puede expresar como el producto de las densidades de

x(l). X(Z), o, x(q).

q
H: fovwD) = eV, g )

lo cual es equivalente a
H: Z =0 12§
donde

5, =E [x- pyxt y

o alternativamente

donde
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[ 0 ...... 0 ]
11
0 222 ...... 0] (2.8)
2°= . .
0O o ...... z ]
- aq
Dada una muestra X, Xy oo x, de N observaciones de X, el criterio

de razén de verosimilitudes es

max L(u, Zo)

A= H2
max L(p, I)
M,z
donde
L(g, ) = § ex -1 (x -p)’ = Yx -p)
s a]=11 (21)P’2 lz|1/2 P 3 ‘X H o M

y L(g, 20) es igual a L(u, Z) con 2” =0, 1#j y el maximo se toma con

respecto a todos los vectores py £y 20 definidas positivas.

Se obtiene que

1
1
max L(p,X) = exp {-5 pN }
T > (21:)""/2|2‘.1|W2 2
donde
$ -1l o x x) (2.9)
Q= NA=R§ zl(xa—x) (x -x .
= ,

Bajo la hipdtesis nula

Lwz) = L (u? s )
mE mL, ™,

11
1=1
donde

(1) _
Ll(u’ ’zll) =

N 1
1 () (1),,-1,_01) (1)
=1 exp {~5 (x_ "= "")'E (x ""-p ")}
a=1 (2m)P"2 Iz“ |1/2 2 T« 1 T«
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Claramente

q

max L(w,Z) =1 max L(u'.Z ) =

[T 1=1 (1)

° K .2“
q 1 1 )

=1 exp{ -5 pN} =

1=1 (z::)'%"’zlz |"/2 2

1

= exp(-%pN}

donde

N
=1 (1) _=Z(1) (1) =(1)y,
—ﬁag:l(xa x )(xa x )

Si particionamos A y 20 como I

[ T [ .. 7
LRI 1q 11212"' Slq
A _..... e e ... b
A= 21 22 2q 29 - 21 22 2q (2.10)
[ A A aq 4 | €8 Sqq |
se tiene que § =8 =14
11w 11 N 1y

El criterio de razén de verosimilitud es

ma; L("'zu) ® N/2 A N/2
mE [Zq] A
A= = = 3 (2.11)
max L(u, =) h N2 2
nig,l mia,,l
uz 1= M yog M
Y la regidn critica del test de razon de verosimilitudes
A= Ale) , (2.12)

donde A(e) es un nimero tal que la probabilidad de (2.12) sea e cuando & =

20.
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Al
Ve —m (2.13)
m oAl
1=1
entonces A = V'Vz es una funcién mondtona creciente de V y la regién
critica dada es equivalente a
V = V(e) (2.14)

Todo lo anterior se puede resumir en el siguliente teorema.

Teorema. -
Sea X, oo, x, una muestra de N observaciones extraidas de una
N¥(u,Z), donde X, H Y % estan particionadas en | pq filas (y

columnas en el caso de X) como indicamos en (2.5), (2.6) y (2.7). El
criterio de razén de verosimilitudes de que los q conjuntos de componentes
son mutuamente independientes esta dado por (2.11), donde A esta definida
por (2.9) y particionada segin (2.10). El test de razén de verosimilitudes
esta dado por (2.12) y, equivalentemente por (2.14), donde V esta definido

por (2.13) y A(e) o V(e) se eligen para obtener el nivel de significacion.

Propiedad de invarianza del criterio.-

Este criterio dado tiene una cierta propiedad de invarianza. Sea Cl

una matriz arbitraria, no sigular, de orden pl, Yy sea

[ C o ..... 0 ]
1
0 C ..... 0
C = 2
) 0 c
- qd

Sea, xa = C xa. Entonces, el criterio para la independencia en
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L ] [ ]
términos de x, ©s idéntico al criterio en términos de X, Sea A = J}
a

* _8 . _% *
(xa-x )(xa-x )’ particionada en submatrices A”. Entonces

. =ty ) =%,
AU-)'j(xa x )(x -x ) =

- (1)_ =(1) S {0 ) O ’
Cl E (xa x )(xa x°) C_, CnAuCJ

YA =CAC. Asl

« A |CAC ICliaflc|
VvV = + = - = - =
mila,l mICA, C| mic 1A, llc;|
|A]
S —_— =YV
m A,

ya que [c| = |c,|.

Por tanto, el test es invariante con respecto a transformaciones
lineales en cada conjunto. ‘

Ademas, Narain (1950) demostrod que el test basado en V es
estrictamente insesgado, esto es, la probabilidad de rechazar la hipdtesis
nula es mayor que el nivel de significacién si la‘hipétesis no es cierta

[ver también Daly (1940)].

Distribuciones del criterio. -

Para poder calcular los puntos de significacidn V(e) debemos conocer
la distribucidn de V cuando la hipdtesis nula es cierta.

En algunos casos especiales, tales como g=2, q=p o pl=p2=...=p§=2 (en
nuestro modelo nos interesara q = 2) se obtiene la distribucidén exacta de

V como producto de variables aleatorias independientes.
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El momento de orden h de V es

P 1 q pl 1 h

1] I‘[ 5 (n+1-1) + h] n n I‘[ 5 (n+1-]) }
1=1 1=1 )=t ]

EV = =

P 1 b q Pl 1 b

n I‘[ 5 (n+1-1)| | n l"[§ (n+1-3) + h}
i=1 4 =1 Jj=1 d
r[ 1 (n+1-1) + h- r[ 1 (n+1-Jf
P 2 J q pl 2 4

= 1 n { n =
. i=p =2 Jj=1

1t r[% (n+1-i)] ! r[% (n+1-J) + h]

1 - 1 '
1 l"[ 5 (n+1—pl—.j) + h] l"[ 5 (n+1-J)]

! r‘[% (n+1—1—>1—J)] r[% (n+1-j) + h]

donde 51= p1+. ot Py,

O} =

Multiplicando y dividiendo por I‘[ 1-9] se tiene

{3 o] e o - [ £3)

|

q p _
=1 { nl B'l[% (n‘bl-p‘—J)'

1=2 L j=1

N —

(n+1—;—>l—,j)] r[ % ‘_’:] r[% (n+1-§) + h]

s,] x

[\

1 - -

x J‘x(l/z)(n+1-pl-1)+h-1 (l_x)(ua)piq dx

o
| —_— .1 l‘(al) I‘(az)
ya que B(ai, az) = Ix 1 (1-x)"2 " dx =
0 Fla +a )
1 2
- q P,
Por tanto, V esta distribuido como n n X”}. donde las XU son

1=2 =1

independientes y XU tiene densidad

B[ X; % (n+1-1-:l-J).

]

] =
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Si los P, son pares, por ejemplo p‘=2r‘, i>1, entonces usando la

formula  de duplicacidn [ M(a+1/2) T'(a+1) = = Vg [(2a+1) 272 ] para la

funcién gamma podemos reducir el momento de orden h de V a

a r, l‘(n+1-§i-2k+2h) M'(n+1-2k)
E Vh =1 { n — } =
i=2 \ k=1 F(n+1-pl-2k) F(n+1-2k+2h)
d "y - - (' ae1-p -2kezhe1 p -1
=N mB (n+1—pl-2k,pl)jx i (1-x)"s dx}
1=2 L k=1 0
q r,
Y entonces V se distribuye como n n Yfk } donde las Y‘k son
1=2 k=1

independlientes, e Ylk tiene densidad

Bly; n+1-p -2k, p )

Caso particular g=2

En este caso

(n+1-1) + h] r

~—
N} =

(n+1-J)]

R

DN =

N ==

(n+1—1)]

1
J=1

(n-p2+1-1) + h] r[% (n+1-1)]

i

[

N

(n+1-j) + h]

N] =

(n—pé+1—i)] F[ % (n+1-1) + h]

}

}

Distribucion asintotica del criterio de razon de

T e T e e — S——— e ———

verosimilitudes. -
Aunque la distribucidn exacta de V es complicada, Wilks y otros

autores han obtenido buenas aproximaciones en términos de funciones
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tabuladas. En particular, Box (1949) demostrd que
2 N-1
X = - Iny
Cc

se distribuye aproximadamente como una chi-cuadrado con f grados de

libertad cuando la hipdtesis nula de independencia es cierta, donde

1
c"=1-——(223+322)
12 £(N-1)
1
f= 2 z2
k S k s s k s
}3S=[)3p,]--21>,=1>-lel s=1,2
i=1 1=1 1=1

Sin embargo, la aproximacidén asintdtica dada por Box no es suficiente
para alcanzar la precisién deseada en algunas situaciones practicas.

Siguiendo el método de Box se obtiene

Pr { -mlnVsy } = Pr { xi sv } +

donde 3 3
P-LPp,

m=N - - ——
3(p*-L b))

[\ I &)

£= [pen -1 P, (p,1)] =3 65

p-Lp, 50 Lp) (p°- L P2
7, = - =
2 a8 6 72(p*- L p2)

En particular, si q = 2, se obtiene
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Pr { -mlog Vs 2z } = Pr { xz s 2 } +
P1P2

Y
Al () (B}
m PPyt PyP,

donde

2
P,P,(P, *+ p, - 5)

=N-1-1
m=N-1 5 (p1+p2+1)

2
7 PP
7, = —o- 4 L2 [Sp: + 3p +10pp, - 50(p+p2) + 159 ]
2 1920

y R; es de orden m°.

J. C. Lee, T. C. Chang and P. R. Krishnaiah (1976) obtuvieron
términos hasta el orden O(n"'%) aplicando el método de Box.

Lee et al. (1977) aproximaron la distribucién de V’* con 1la
distribucion tipo I de Pearson. Una comparacidn de los valores obtenidos
por - la aproximacidn de Lee, Chang and Krishnaiah (LCK) con 1los
correspondientes valores obtenidos usando un desarrollo de Box hasta el

orden n™*? viene dado en Krisnalah & Lee (1980).
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(2)

Ho f l“12 = ré: =0
MODELO LINEAL

Este contraste se descompone a su vez en

H® . r =0
[o] 12
(2b)
H™ T, =0
H(Za) : =0
[o] 12

El modelo de prediccidn autorregresivo para el primer animal se
puede escribir como:
zi(s+t) =« + rll zl(s) + T, zz(s) (2.15)

Y, por tanto, para este contraste (2a) utilizaremos un modelo lineal del

tipo
B
1
Y= ( X1 X2 ) + E% (2.16)
B
2
o, equivalentemente
Y=XB+ Eo

donde Y corresponde a zi(s+t). X1 a 21(8) y X2 a za(s).

El contraste que queremos efectuar es

o equivalentemente

La notacidn a utilizar seria

z' (t)

i
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donde
n=12,...,N (N, tamafio de la muestra )
1 =1, 2 ( nos referiremos al animal )
- pondremos NS o EO refiriendonos a las coordena-
das del animal.

t tiempo

Con esta notacidn expresamos (2.16) como

r 1 1 L
zxns(s+t) zlm(s+t)

zfus(s+t) zfm('s+t)

N N
_zms(sﬂ:) 211-:0(5+t)J

[ 1 s (5) zim(s) z;Ns(s) z;m(s) ] [ 8,, B,

1 zfus(S) fso(S) :us(S) Z:EO(S) Bii Pia

- B Ba
. Bar Pa

L1 2 () 2 () Zy (s) zh (s) | |8 B,

donde

r 1 1 -
zms(s+t) zxm(5+t‘)

zf“s(sﬂ) zfm(s+t)

i z;‘“s(s+t) z:m(sﬂ:) ]
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1 -
[ 1 leS(S) z1£o(S)
2 2
1 zins(S) z1:0(5)
X =
1
N N
|1 oz, (s) =z (s) |
r 1 1 -
zzus(S) zazo(S)
2 2
zaus(S) zaso(S)
X2 =
N N
L zzus(S) zzzo(S) d
Bo1 802 8 g
B =|pg B = [ 31 32 ]
1 11 Sz 2 8 8
8 41 Ta2
21 Baa

Por comodidad, seguiremos utilizando la notacidn de la ecuacidn (18)

y el contraste que queremos realizar es

0)

H :B =0 ( equivalente a C B

donde

[
N

0O 0 0 1 0
Cc= 000 0 1 r(C)

Aplicando el 2° Teorema de Gauss-Markov multivariante, se tiene que,
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dados Qh y Qe por
- ’ ’ -1 ’
Qh = Y'Q x2 (XZQ Xz) XaQ Y

-1
= - 4 ’
donde Q I" xl(x1 xi) x1

- ’ - 7 =1y,
Qe =Y [IN X (X'X) 'x'1y

cualquier criterio de los siguientes (basados en las raices de |Qh - A Qe|

= 0) puede ser aplicado al contraste propuesto.

La hipdtesis nula Ho : 32 = 0 se rechaza al nivel de significacion «

si:
(a) Wilks
o, | s o
A= = M (1 +2a)7 < U*(p,k+1,N-k-1)
o, + Q| 1=1
(b) Roy
A «
os = > o (s,m,n)
1+a
1
(c) Lawley-Hotelling
2
T s
u's. ° = r A > U:(s.m,n)
N-k-1 1=1
(d) Pillat
s). S A
vV©= ¥ > Va(s.n,n)
1=1 1+Al

donde Al son las ralces de IQh-AQeI =0,s8=2,, m=1, n=(N-8)/2, k = 4
yp=2.

( Las tablas para dichas distribuciones pueden verse en Timm (1975))
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El modelo de prediccién autoregresivo para el segundo animal se puede

escribir como

za(s+t) =« + I‘z1 zl(s) + 1‘22 zz(s)

El contraste que queremos efectuar es

Y, el test que usaremos sera analogo al caso anterior sin mas que

tomar

Fz;“S(sH:) z;m(sﬂ.) ]

z:NS(sH:) z:m(s+t)

Y =
N N
zzus(5+t) zzm(s+t)_1
- 1 1 y
1 zzns(s) zzgo(s)
2 2
1 zzns(S) zzr:o(S)
X =
N N
|1 z,, (s) zzso(S) ]
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1

z, s(s) z_(s) ]
2 2

z xs(8) Zg(8)

N N
-zms(S) zxso(S)J
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CAPITULO III

TIEMPOS DE PRIMER PASO




Introducecién

Sea {Ho(t), tz0} el proceso de Wiener estandar tal que
1) P [WO(O) =0] =1
i1) E [Ho(t)] =0 para todo t=0
i11) Cov INB(S)’wo(t)] = min(s, t)
Es decir, Ho(t)ﬂvﬂ(o,t).

Para este proceso se conocen las siguientes probabilidades

P[ sup W(t) =zb ] =2 P[NO(T) = b] =2 ¥ (bT 3 (3.1)
osStsST
donde
172 -
¥(x) = (2rn)” I exp(-u®/2) du
0
y P[ sup wo(t)-at zb ] =
oSt =T
=V [(aT+b)T"""] + exp(-2ab) ¢[(aT-b)T“’2] (3.2)
donde

®(x) =1 - ¥x)
a partir de las cuales pueden calcularse las densidades de los tiempos de
primer paso a través de una barrera constante y una barrera lineal.
La primera igualdad se puede encontrar en Doob (1953) y la segunda en
Shepp (1966). Ademas, bastaria con demostrar la segunda puesto que la
primera no es mds que un caso particular con a=0.

Es de especial interés el calculo de la probabilidad

p[ sup W (t) - £(t) = b]
OSt ST

para una amplia clase de funciones f(t) diferenciables en (0,T), lo cual

es una generalizacion de (3.1) y (3.2).
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Durbin (1971) did wuna ecuacidn integral cuya solucidn es 1la
probabilidad deseada. Sin embargo, esa ecuacién integral no puede ser
resuelta analiticamente y de aqul que presentara un meétodo numeérico
aproximado.

Mas tarde, Smith (1972) introdujo algunas nuevas técnicas para
obtener una aproximacion para dicha probabilidad.

Pero fueron Park and Paranjape (1974) quienes dieron una expresion
explicita para la solucidén de una ecuacion integral que verifica esa

probabilidad.

Resultado.

Para cada T>0, sea f(t) continua en [0,T], diferenciable en (0,T), y
verificando |f’(t)| = C/tP (p<1/2) para alguna constante C. Entonces, la
probabilidad

p[ sup W (t) - £(t) 2 b] = F(T)
0S¢ ST

es uno si f(0)+b=0, y en otro caso viene dada como la unica solucidn
continua de la ecuacidn integral

T
F(T) = 2 w[(f('r)+b)1~"’2] -2 [F(t) M1, 0) at
(o]

donde

-1/2
[f(z)-f(t)l(z-t)1

( (2n) 12 —% J exp(-u?/2) du (0st<z=T)

-0

M(z,t) =
0 (OszstsT)

-

Ademds, para f(0)+b>0

] T
P[ sup W (t) - f(t) = b] =h(T) + ¥ 4“J' K (T,t) h(t) dt
0SSt =T n=1 o n
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donde

T
h(T) = 2 w[(f(T)+b)T‘“2] -4 IM(T,t) w[(f(t)+b)t"1’2] dt
[o]
T
K (T, t) = IM(T,z) M(z,t) dz
1 t

T
K (T, t) = f‘..‘T'Z) K (z,t) dz
t

n+l

Nota.- En algunos casos especiales de f(t) la ecuacion integral del

teorema se puede resolver mas directamente. En los casos f(t) = b y f(t) =

at+b se obtienen las probabilidades ya dadas.

En un estudio posterior Ricciardi, Sacerdote y Sato (1984) probaron
que para un proceso de difusidén la funcidn de densidad de tiempo de primer
paso a través de una funcién continua en el tiempo y con derivada acotada
verifica una ecuacion integral de Volterra de 2° clase cuyo nucleo y
término del lado derecho son "probability currents”.

Para el caso del proceso de Wiener estandar esta ecuacion se puede
resolver no sdlo para la clase de barreras ya introducidas por Park and
1/p

Paranjape (1974) sino también para toda barrera del tipo S(t) =a + b t

(pz2, a,b € R).

Obtencion de la ecuacion integral.-

Sea {X(t), tzto; toe R } un proceso de difusién unidimensional
definido sobre un intervalo I tal que P [X(to)=xo] y sea S(t) una funcion
del tiempo. Supondremos que para t>t°, S(t) es continua y tiene derivada

acotada, y ademds que lim S(t) >X,-
tt
o

Sean
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8
3% P{ X(t)s x / X(to)=xo) = f(x,t/xo.to)

5% P{ X(t)s x / X(to)=xo; X(®) < S(¥) para todo o<t } =

= fa(x’t/*o'to)
inf { t : X(t) > S(t) / x(to)=x0 } =T

_ 3
g[S(t).t/xo.to] = 3t P [Tst)

es decir, f es la funcidn de densidad de probablilidad de transicion de
X(t); f‘a es la funcidn de densidad de probabilidad de transicidn de X(t)
en presencia de una barrera absorbente en x=S(t) Y g8 es la funcidn de
densidad de probabilidad de tiempo de primer paso de X(t) a través de la
barrera S(t).

Suponiendo que S(t) satisface las suposiciones antes mencionadas para

t>t0 se puede probar que

flx,t/x ,t ) =f (x,t/x ,t ) +
o' o a 0’ o

t
+ I dtr f(x,t/s(t),T) g[S(T),T/XO,to] x=<S(t)
t
0

Denotando por Al(x,t) y Az(x,t) la tendencia y varianza infinitesimal

de X(t), f y fa son soluciones del par de ecuaciones de difusion

8¢ é] 1 a2
—+ — [Ai(x,t) el - 53 [Aa(x,t) epl=0
at ax ax
3p ( & S a%p
— +Ax,t) —+ - A(x,t) — =0
at 1 70" 0o ax 2 "2270" 0o ax2
o o i}

y tales que

lim f(x,t/xo,to) = lim fa(x.t/xo,to) = a(x-xo)
t to t to
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Entonces, para todos z,w € I y u,vzto, con u<v la “probability

current"

Iz, ww,v) = Al(z,u)f(z,u/w,v)-% {% [Aa(y.u)f(y.u/w.v)]}y=z

verifica la ecuacidn de continuidad

9 f(z,ww,v) + 9 J(z,uww,v)

du oz =0

Lema. -
Sea S(t) continua para cada t>t°, tal que S’(t) = dS/dt existe para

t>to y sea x = X(to) < iig S(t).
o

Entonces

S(t)
{ 1 - lim I dx f(x,t/S(r),t)} g [S(t),trx ,t ] =
Tt V-0

t
=J(s(t),t/x°,t0)—ftdr J(S(t), £/8(7), T)glS(T), T/x , t ] (3.3)

0

Teorema 1.-

Sea S(t) diferenciable para todo t>t°, y lim S(t) > X(to) = x.
tt
0

Entonces
g [S(t),t/xo.to] = ZJ(S(t),t/xo,to) -

t
-2 I dr g[S(T),T/Xo,to] J(s(t), tss(7), ) (3.4)
t
0

La demostracidn de este teorema se hace tomando el caso del proceso
de Wiener para el cual la ecuacion (3.3) nos lleva a (3.4) ya que

(t)
lim dx £ (x,t/S(t),T) =
Tt "-m W

1

5 (3.5)
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donde fw es la funcidn de densidad de probabilidad de transicién del
Wiener {W(t); tzto} tal que

1) P {W(to)

L}
%
(=]
~
i
[

11) E [W(t)] = x
1i1) E (IW(t)—XOJIW(t')—xo]) = mln (t,t’)
Y dado que todo proceso de difusion converge al proceso de Wiener al
tomar limites cuando los intervalos de tiempo tienden a cero, la ecuacidn
(3.5) es valida para cualquier proceso de difusidn en las hipdtesis del

teorema, y, por tanto, de aqui se deduce la ecuacidn (3.4) a partir de

(3.3) para todo proceso de difusion.

Notemos que (3.4) es una ecuacién integral de Volterra de 2° clase y

su solucidn puede ser construida mediante técnicas conocidas.

Funcién de densidad de probabilidad de tiempo de primer paso para el

proceso Wiener.

Nos vamos a referir al proceso de Wiener, pero por simplicidad de

notacidén omitiremos el subindice w. Se tomara también el tiempo inicial to

igual a cero.

Teorema 2

Para cada t>0 sea S(t) continua, diferenciable y tal que |dS/dt|s

ct™ con a < 1/2 y C una constante y supongamos que lim S(t) > W(0) = X,
to

Entonces, se cumple la igualdad (3.4) y g[S(t),t/xol, su unica solucidn de

clase L2. viene dada por

g[S(t),t/xol = 2J(S(t),t/x°] -
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t
4 J'dr J(S(4),t/5(2),7) J(S(T),T/x ) +
0

n=

0 t
+ T4 J'dr J (S(t),ts8(7),T) x
=1 0 n

T
x { 2J(S(r).r/xo) -4 I de j(s(t),t/S(e), ) J(S(O),O/xo)}
0

donde

' t
3,(8(), t/5(1), 1)=[ do 3 (S(0),6/5(1),¥) J__ (S(t),t/5(8),6)
T

n=2,3,....

t
ji(S(t),t/S(T),r)=J do J(S(8),9/5(1), 1) J(S(t),t/S(),9)
T

Pero, aunque la clase de barreras,
(1974), para la cual este teorema esta

incluye barreras tales como til{

dada por Park and Paranjape

probado es bastante amplia, no

El siguiente teorema da la funcién de densidad de probabilidad de

tiempo de primer paso para tales barreras.

Teorema 3

Sea S(t) =a + b thw, con a, b,

p € R, a> WO)

X, ¥ P > 2.

Entonces, la ecuacion (4) admite una unica solucidon de clase La‘

Con vistas a desarrollar la cuestion ya mencionada en la introduccioen

de obtener la funcidn de densidad de tiempo de primer paso para procesos

obtenidos como transformacion del Wiener, o bien, a partir de las

funciones de densidad de tiempos de primer paso de procesos transformados

del Wiener a traves de barreras para las cuales sean conocidas, obtener
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las funciones de densidad de tiempo de primer paso para el Wiener a traves

de las barreras transformadas, vamos a dar el siguiente teorema.

Teorema 4
Sea {X’(t');t’zté} un proceso de difusidn definido sobre un intervalo
Ix” tal que P [X'(t;)=x6] = 1, y sea W(t) el proceso de Wiener estandar

con E[W(t)]=xo,E[W(t)—xo][W(s)-xol} = min(t,s) y tal que P(W(t°)=xo)) = 1.

Ademas, sea la transformacion

x =yt ,x') X

w(ta,xs)

t = o(t’) t

¢(t6)

a y(t’,x’)

fix,t/%x ,t ) = [
[0 RO ¢ ] ’
d x

-1
Y ’ 1 rs Y
] £/(x',t /xo.to)

donde f y f’ son las funciones de densidad de transicion de W(t) y X‘(t’),

respectivamente.

de(t’)

Entonces, si — = 0
dat’
de(t’) 17°
- ' ' ' 1 Is rs
g[S(t),t/xo,to] = - g'[s'(t’),t /xo,tol (3.8)
dt

donde

S(t) = ¢ {p ' (t), S [ (t)]} (3.7)
Nota 1.-

Mediante la transformacion dada y (3.6) la funcidon de densidad de
tiempo de primer paso para un proceso de difusion X'(t’) a traveés de la
barrera S‘(t’) = w'l{t',S(w(t’))} se puede obtener inmediatamente en
términos, si es conocida, de la funcion de densidad de tiempo de primer

paso de W(t) a través de la barrera S(t).
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Nota 2. -

Si g’[S'(t'),t'/xé,té] es conocido para algun proceso de difusion,
entonces podremos conocer la funcidn de densidad de tiempo de primer paso
para el Wiener a través de la barrera S(t), aunque esa barrera no sea del

tipo dado en los teoremas.

Transformaciones al proceso Wiener

Antes de estudiar aplicaciones concretas de este teorema, vamos a ver
condiciones necesarias y suficlientes para que un proceso de difusion
unidimensional se pueda transformar en el proceso de Wiener.

Sea X’'(t’) un proceso de difusién unidimensional definido en un
intervalo finito o infinito I, y sea f’ su funcidon de densidad de

transicion. Suponemos que dicha funcidn verifica la ecuacidn de Kolmogorov

afr’ af’ 8%’
+ b/, x’) + alt’,x’) = =0 (3.8)
at ax’ 8 x’
donde
1
a(t’,x’) = % 1im fdy'(y'—x')z £/ (y’, t +At /%’ t*)
At'—0 At’ Vi
1
b(t’.x’) = 1im Idy’(y’—x') £/ (y', L+AL /%’ ,t7)
At’—0 At’ i )

son 1/2 de la varianza infinitesimal y la tendencia, respectivamente.
Supondremos que ambas admiten derivadas segundasrespecto de x’
continuas. |
Sea W(t) el proceso de Wiener estandar ya definido y supongamos la

transformacion
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x = y(t’,x") t = p(t’)

(3.9)

que lleva la ecuacion (3.8) en una ecuacidén del tipo de Kolmogorov para

W(t). Es decir, sin mas que tomar

£y’ ,c'/%',t’') =

la ecuacion (3.8) queda

3 y(x',y’)
£y, /%, t)
ay’
af  a°f
—_—+ =0
at  ax°

(3.10)

Es de interés, entonces, determinar la transformacion mas general del

tipo (3.89) que exista. Se tiene el siguiente teorema.

Teorema. S.

Sean cl(t’) y cz(t’) funciones arbitrarias que dependen solamente del

tiempo. Entonces, si y solo st

rogry = 1
b(t’,x’) = 5

s

+rdy’

+

, . ’ , 1/2
8 a(t ,X') [a(t yX')1 {ci(t’l) +

2

, P KN -
c2(t ) a(t’,y’) + 317 a(t’,y’)

[a(t’,y’)]w2 }

existe una transformacidn del tipo (3.9) que cambia la ecuacion (3.8) en

(3.10). Esta transformacion viene dada por

tl 1 dy'
ooty - 172 _ 1 ’ p
Pt ,x') = (k1) exp[ 5 J dt ca(t )] Ix [ —— 7
¢ 2 a(t’,y’)]

(k )1/2 t’

']

[

s

T

-1 J dt’c_(t) exp[ -1 de’ c (0’)] + k
1 2 ’ 2 2
2 t to

g2



tl
p(t’) = k, J dt’ exp[ -
t

' ts

TI

de’ 02(0’) ] + k3 (3.11b)

donde z’ ¢ I, t; € [0,w) y las k:’ i=1,2,3, son constantes arbitrarias con
la unica restriccion de que k1>0.

Este teorema proporciona una caracterizacidn del proceso de difusion,
descrito por una ecuacién de Kolmogorov, que se puede deducir a partir del
proceso de Wiener. Esta caracterizacion es una simple relacidén entre la
tendencia y la varianza infinitesimal del proceso. Si esa relacién es
valida, la transformacién (3.11) cambia la ecuacioén (3.8) en (3.10) via la

relacion entre las funciones de densidad.

Nota. -

Para cada t’ la transformacion x = y(t’,x’) dada por (3.11a) es uno a

Un estudio mis detallado de estas transformaciones, y las funciones

€, ¥ ¢, puede verse en Ricciardi (1976) y Cherkasov (1957).
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Aplicaciones

Como aplicaciones del Teorema 4 se tienen:

A) Obtencidn de la funcidn de densidad de probabilidad de tiempo de

primer paso para el proceso de Wiener a traveés de transformaciones de

barreras, para las cuales es conocida la funcidn de densidad de

probabilidad de tiempo de primer paso para algun proceso de difusién

transformado del Wiener.

Veamos primero, para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck 1la

transformacidn que lo lleva al Wiener

’

x = ylt’,x') = V3 x' et X

/Wy = PR
w(to.xo) = V2 *0 eo

2t

’
t =9(t’) = e o

(1]

o

n
N =

2 0 ® #(ty) =

Yy, por tanto
-— t' 4 ' s ' ’
f(x,t/xo,to) = Vé e f'(x’,t /X0, t0)

Para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck se puede obtener la funcion de
densidad de probabilidad de tiempo de primer paso a través de una barrera
constante.

Teorema

Sea {X'(t’);t'zta} el proceso de Ornstein-Uhlenbeck tal que P {X’(t;)
- ’ _ 'Y " I - 4 _]; - 1 - 4 ’ ’
= xo} =1 [ X(t’) .NExo expl-(t to)],2 éexp[ 2(t to)]]] y sea S’ > Xe
una constante. Entonces la funcidén de densidad de probabilidad de tiempo

de primer paso g’[S’,t'/xé,té] viene dada por la ecuacién (3.4).

Y puesto que

S(t) = ¢ {p (), S [ ()]}
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tomando S’(t’) = as2. a#0, se tiene
S(t) =y { (L), as2} = \/ég (2t)Y%= avt
ya que

e t) = % ln 2t = 1n (2t)Y2

Por tanto, se puede obtener la funcidn de densidad de probablilidad de
tiempo de primer paso para el proceso de Wiener {H(t);tZto} a través de

una barrera del tipo avl por medio de

X
0

2vt_
(o]

glavt, t/xo, t°]=2—é g’ [a/z, (1/2)1n(2t)/ , (1/2)1n(2to)]

B) Obtencién de la funcidn de densidad de probabilidad de tiempo de

primer paso para procesos transformados del Wiener a través de barreras

transformadas, basandonos en la funcién de densidad de probabilidad de

tiempo de primer paso para el proceso de Wiener a través de barreras

particulares, para las cuales dichas funciones son conocidas.

Nos vamos a centrar en el caso de barreras constantes y lineales, y
por tanto lo primero que tendremos que hacer es calcular las funciones de
densidad de tiempo de primer paso para el Wiener estandar {W(t);tzto) tal
que P {X(t°)=x°} =1,

Para el proceso de Wiener estandar {Wb(t);tZO} tal que P{wo(0)=0} = 1 son

conoclidas

P[ sup ws(t) = b] y P[ sup Wo(t)~at 3 b]
OstsT O=<tsT

Y a partir de éstas, calculamos las funciones de densidad respectivas.
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Barrera constante "b".

F(T) = P[ sup W (t) = b] =2 P [W(T)zb] = 2 y(bT V3
Ost=T

donde

% 2
wix) = (2m) 2 I exp(-u“/2) du

X

Por tanto,

g(t)

(glb, t/0,0]) = agét) = 5% [2 w(bt'lla)] -

5% |:12(21t)-1/2 J exp(-u®/2) du ] =
pt 172

= (2n) % b t™¥Zexp(-b2/2t)

Barrera lineal "at+b"

F(T) = w[(aT+b)T""“] + exp(~2ab) @[(aT-b)T“"“]

donde

®(x) =1 - y(x)

g(t) = (glat+b,t/0,0]) = agf;” -

(at+b)t~ 172

= - 5% {(ZH)-I/i[ exp(-u?/2) du } +

(at-b)t~1/2
+ a_‘é’. exp(-2ab) (2n)_1/2[ exp(-u>/2) du}
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-1/2 -3

= (2n) b t ™ Zexp [-(at+b)?/2t]

Consideramos ahora el proceso de Wiener estandar {N(t);tZto} tal que
P {W(t°)=xo} = 1 con t %0, x 20, (es decir, W(t.)"’//(xo,t—to) ) y vamos a
calcular las funciones de densidad de probabilidad de tiempo de primer
paso a través de una barrera constante y lineal, para luego poder aplicar

el teorema.

Barrera constante "b".
Vamos a hacerlo en dos pasos, suponemos primero x0=0 y t0==0 y luego
el caso general xo:#o y to¢0.

- 5i xo=0 Yy t°¢0, W(t)”l/(O,t-to)

p[ sup W(t) = b] = P[ sup W(t+to) z b] =
toStST OStST—to

= P[ sup Y(t) = b] = [donde Y(t)~¥(0,t), caso conocido] =
OStST-to

=2 ¢ [b(T-to)'Vzl

- St t®0y X #0 w(t)NN(xo,t—to)

P[ sup W(t) = b]

P[ sup \rl(t)—x0 z b—xo] =
tOStST

t s=tsT
0

= P[ sup Wty = b—xo]

[ Me)=u(t)x, ~  H(O,t-t ),
toStST

caso ya conoc ido]

=2y [(b-xo)(T-to)"’z]
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Calculemos, ahora, la funcidn de densidad

_ 8 _ _ -1/2 =
g[b,t/xo,to] =3t 12 ¥ [(b xo)(t to) ]}

[2 (2n)'1/ﬁ[ exp(-u3/2) du =
-1/2
(b-xo)(t-to)

=1

= (2m)"12 (b-xo)(t-to)“3’2 exp {- (b-xo)a/z(t—to))

Barrera lineal "at+b"

- Supongamos el caso xo=0 y toato, W(t) ~ N(O,t—to)

P[ sup W(t)-at = b] = P[ sup V(t) = b] =
tOStST tOStST

[donde W(t) = W(t)-at ~ ¥(-at, t—to)]

= P[ sup W(t+t°) z b] = P[ sup 'Yv(t) = b] =
Ost=T-t Ost=<T-t
0 o
~
[w(t+to) = W(t+to)-a(t+t°), y como W(t+to)~ ¥(0,t), entonces
ﬁ(t+to) ~ //(—a(t.+t.°), t)]

F(t)=W(t+to),es decir, ?!'(t)=Y(t)-a(t+to) donde Y(t)=W(t+to)]

= P[ sup Y(t)—a(t+t°) z b] = P[ sup Y(t)-at = b—ato]
OStST-t0 OStsT—to

(lo cual es ya conocido, basta cambiar T por T-—to y b por b+at0)

=y [( aT+b) (T-t )™/ 2] +exp [—2a( b+ato)] o [( aT-b-2at ) (T-t )"/ 2]

a8



Por tanto, la funcién de densidad es

g [at+b, t/0, t°] =

o

[ w[caub)(t-to)"’z] +

+ exp [-2a(b+at )] w[(at-b-Zato)(t—to)“’z]] =

o

[+
{(Zn)-llaJ’ exp(-u?/2) du +
(at+b) (£t )7*72

(at-b-2at )(t-t_)~'7*
+ exp [-2a(b+at°)](2n)'1/2J exp(-uz/z) du }

-1/2

= (2n) (t—to)'s’a(b+ato) exp {—(at+b)2/2(t-to)}

- Pasamos al caso general: t*0y x°¢0 W(t) ~ f/(xo.t-to)

P[ sup W(t)-at = b] = P[ sup W(t)-xo-at z b-xo] =
tOStST tOStsT

= P[ sup W(t)-at = b—xo] =

tOStST
[y dado que mt)=w(t)—xo~ f/(o,t—to), basta cambiar en elcaso anterior b
por b—xo]
_ -2 . L -82 _ Y _
= (2n) (t to) (b xo+ato) exp {-(at+b xo) /72(t to))

Vamos, por ultimo, a ver algunas aplicaciones
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PROCESO DE ORNSTEIN-UHLENBECK.

La transformacion al proceso Wiener, como ya hemos visto, es

’

x =yY(t',x') = v2 x' et X

’ ’ - 1 t’
w(to.xo) V2 X, €0

2t/

2t ety

2e
2 0

WIS

t = ¢(t’) =

ad
|

= ¢(t8) =

- t' 1 rs 7 , '
f(x,t/xo,to) =vV2 e f'(x',t /xo.to)

Ademas

t’ = ¢N(t) = % 1n 2t

X

2vt

Vamos a ver cdmo se transforman las barreras constantes y lineales

v it, %)

xl

mediante esa transformacién.
Tomando

S(t) 2a

S/ (t’) = yH(t’,2a) = 2a/2vE7 = anvi”

Tomando

S(t)

4at

w-l{t’,4a¢(t’)}
2t

S/ (t’) = ¢y Ht’,S [p(t’)]}
w-l{t’,4a % ezt’

2a 2t /72vt7 = a e2t /vt

} = ¢y t’,2a e°% )

Tomando

S(t) = 4at+2b

S (t') = ¢ t’,S [o(t’)]} = ¢y M{t’,4a p(t’)+ab} =
= y Mt 4a % et 42b) = yl{t’, 28 €2t +2b) =

100



= (2a 2 +2b)/2vVET = (a €2t +b) WVET

Calculo_gg_lg funcion de densidad de probabilidad de tiempo de primer paso

para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck a través de las siguientes barreras:

Barrera a/vt’

Aplicando la ecuacidn (3.6) del Teorema 4, se tiene

2 2t/

g’[a/Vt’,t’/xé,té] = e ol

Y g [2a, (1/2)e2t V2 xéeto,(l/Z)e

Como la funcidn de densidad de tiempo de primer paso del Wiener a
través de una barrera constante es conocida, basta sustituir en su
expresiéon b por 2a, t por (1/2)e2t » X, por V2 xéeto, y t, por

'
(1/2)e2to. Se obtiene

g’[a/VfT,t'/xa,tal =

, b _ L2
2(2a-v2 x;e 0) ot/ { (2a-v2 x;e 0) }
= e”" exp {-

Vi (e2t _ e2t0)3/2 &2t . e2to

Barrera a e2t /Vvt7

' ,
g'la &2t WET w10 ] = &2t g [4at, t/x , ¢t ]

’
cont = (1/2)e2t
'
X =vY2x' e0
o 0
at’
0 .

to = (1/2) e

y sustituyendo queda

’
g'la 2t /VTT,t'/xs,tal =
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2(2a e2

e

' , ’ '

to - V2 x. e0) ot (2a e2t'- V2 X! eto)2
7 7 e exp 4- 7 7

VR (&2 o%tg)372 (2t &2ty

2

Barrera (a e2' + b)/VE”T

2t

g'l(ae™ + b)/Vt7, t'/ xé,té] = &2t g [4at+b,t/xo,t0]

con t,xoy to iguales que en el caso anterior, y sustituyendo queda

g l(a 2t 4 DIWVET, t7/ X/, ] =

2(2b-v2 xaeto + 2a e2to) ot/ p{ (2a &2t +2b-v2 xéeto)i}
= e”" exp{-

v (eZt - ezto)a/z (e2t _ e2t°)

PROCESO LOGARI TMI CO-NORMAL..

Si denotamos por X‘(t’) al proceso Log-normal, la transformacidon que

lo lleva al Wiener es la siguiente

X =y(t’',x’) = log x’

%
|

= ) ' == I
o w(to,xo) log X,

t =o(t’) =t t,

v(to) =t
Por tanto, aplicando el Teorema 4, podemos calcular la funcidn de

densidad de tiempo de primer paso del proceso Log-normal a través de

algunas barreras concretas.
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Tomando

S(t) = log b
S'(t') = yH{t’,S [p(t)]} = y {t’, log b}
= elog b _ b
Tomando
S(t) =bt + log a
S'(t') = gL S [p(t' )]} =y Mt b t’ + loga} =
_Ptitloga __ bt

Calculo de la funcion de densidad de probabilidad de tiempo de primer paso

e e e —— —— ———— e, oot

para el proceso log-normal a través de las siguientes barreras:

Barrera constante "b"
Darrera constante "b"

) I ’ s -
g'[b,t /xo,to] = gllog b,t/xo,tol

cont =t’

X
o]

t
0

log x5

0

tl
0

Yy sustituyendo queda

e log(b/x:) (log(b/x:))?
g'lb,t/x tr] = (2m)™% O oup | .

1_ pry372 )
(t to) 2(t to)

Barrera a eb t

bt

’ 7 ’ [ -
g'lae ,t /xo,tol =g bt + log a,t/xo,tol
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con t, X, ¥ to iguales que en el caso anterior, y sustituyendo queda

bt

’
' ! 7 ' =
g'lae ,t /xo,tO]

’ ’ ’ ’ 2
12 log(a/xo) + bto (bt’+ log(a/xo))
= (2n) =73 exp {-
(t’- té) 2(t'-t8)

Un estudio posterior ira dirigido a ampliar estos resultados al caso
bidimensional, debiendo obtener 1la transformacidn que nos lleva al Wiener
bidimensional y calculando anteriormente las funciones de densidad de
tiempos de primer paso de dicho proceso a través de ‘“barreras

bidimensionales" constantes Y lineales.
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APENDICE 1

PROGRAMAS DE ORDENADOR




OO0O000000n

11

OO0000w

12

70

INFERENCIA EN EL MODELO DE ECOLOGIA PARA EL CASO
A) (Distribucion inicial elegida por nosotros) Y
PARA UN MAXIMO DE 10 HOJAS DE DATOS, 2 ANIMALES
Y 10 OBSERVACIONES SUCESIVAS EN CADA HOJA DE DATOS.

INTEGER N,IA,IDGT,IER

INTEGER B1,N1(0:10),M(0:10)

DIMENSION Z(4,110),B(4),C(4),A1(4,4)

DIMENSION H(4,4),G(4,4),CC(4,4),T(4,4)

DIMENSION WKAREA(B),GAl1(4,4),BAl(16,16)

DIMENSION FI(4,4),BA(16,16)

DIMENSION ZE(4),2E1(4),V(4),VE(16),DELTA(16),U(4)
PRINT*, “NUMERO MAXIMO DE HOJAS DE DATOS = 10"
PRINT*, "NUMERO DE HOJAS DE DATOS ="

READ (*,*) Bl

PRINT*, "NUMERO MAXIMO DE ANIMALES = 2"

PRINT*, "NUMERO DE ANIMALES ="

READ (*,*) 16

I7=16%*2

N1(0)=0

PRINT*, "NUMERO MAXIMO DE CADA N(I) = 10"

DO 1 1=1,Bl

PRINT*,"N(",I,%) ="

READ (*,*) N1(I)

CONTINUE

M(0)=0

DO 11 I=1,Bl

M(I)=0

CONTINUE

DO 2 K=1,Bl

DO 2 L=1,K

M(K)=M(K)+N1(L)

CONTINUE

DO 3 1=1,17

DO 3 J=1,M(B1)+Bl

PRINT*,"2(",I1,",",J,") ="

READ (*,*) Z(I,J)

CONTINUE

Los datos se introducen de la siguiente forma: Cada
columna es un elemento de una hoja de datos, es de-
cir, un vector 2m dimensional, donde m es el numero
de animales, y todos los elementos de todas las ho-
jas se situan uno a continuacion del otro.

DO 12 14=1,17

DO 12 J4=1,17

H(I4,J34)=0.0

CONTINUE

DO 4 K=1,Bl

DO 4 J=M(K-1)+K+1,M(K)+K

DO 70 1=1,17

B(I)=2(I1,J)

C(1)=2(1,J-1)

CONTINUE <00 DE gjp
CALL PROVEC(B,C,I7,Al) ,ggsk‘ ey
DO 5 I=1,I7 ~ BIBLISTECA

DO § J1=1,1I7

Cr, naP>



21

13

72

22

73
10

14

H(I,J1)=H(I,J1)+Al(I,Jl)
CONTINUE

CONTINUE

DO 21 I=1,I7

B(I)=0.0

C(1)=0.0

CONTINUE

DO 6 K=1,Bl

DO 6 J=M(K-1)+K+1,M(K)+K
DO 71 I=1,17
B(I)=B(I)+Z(I,J)
C(I)=C(I)+2(1,J-1)
CONTINUE

CONTINUE

CALL PROVEC(B,C,I7,Al)
DO 7 I=1,17

DO 7 Jl=1,17

H(I,Jl)=H(I,J1)-Al(I,J1)/M(Bl)

CONTINUE

DO 13 I=1,17

DO 13 J1=1,17
G(I,J1)=0.0

CONTINUE

DO 8 K=1,Bl

DO 8 J=M(K-1)+R+1,M(K)+K
DO 72 1=1,17
B(I)=2(I,J-1)

C(I)=B(I)

CONTINUE

CALL PROVEC(B,C,I17,Al)
DO 9 I=1,17

DO 9 J1=1,17
G(I,J1)=G(I,J1)+Al(I,Jl)
CONTINUE '
CONTINUE

DO 22 I=1,17

B(I)=0.0

C(1)=0.0

CONTINUE

DO 10 K=1,Bl

DO 10 J=M(K-1)+K+1,M(K)+K
DO 73 1I=1,17
B(I)=B(I)+Z(I,J-1)
C(I)=B(I)

CONTINUE

CONTINUE

CALL PROVEC(B,C,I7,Al)
DO 14 1I=1,17

DO 14 J1=1,17

G(I,J1)=G(I,J1)-Al(I,J1)/M(Bl)

CONTINUE
N=I7
IA=17
IDGT=3

CALL LINV1F(G,N,IA,T,IDGT,WKAREA,IER)
IF (IER .EQ. 129) THEN
PRINT*, "ERROR EN LA SUBRUTINA"
GO TO 300
ELSE IF (IER .EQ. 34) THEN



PRINT*, "ERROR EN LA SUBRUTINA"
GO TO 300
END IF
CALL PROMAT(H,T,I17,17,17,CC)
PRINT*,"ESTIMACION DE LA MATRIZ GAMMA"
DO 31 I=1,17
DO 31 J=1,17
PRINT*,"Elemento “,1,J," = “,CC(I,J)
31 CONTINUE
DO 15 1=1,17
V(I)=0.0
15 CONTINUE
DO 112 K=1,Bl
DO 112 J=M(K-1)+K+1,M(K)+K
DO 74 1=1,17
ZE(I)=2(I,J-1)
74 CONTINUE
CALL PROMATVEC(CC,ZE,I17,2ZEl)
DO 113 1=1,17
V(I)=V(I)+(2(I,J)-2E1(I))
113 CONTINUE
112 CONTINUE
DO 114 I=1,17
V(I)=V(I)/M(Bl)
114 CONTINUE
PRINT*,*"ESTIMACION DEL VECTOR V"
DO 32 I=1,17 ‘
PRINT*,"V(",I,") = ",V(I)
32 CONTINUE
DO 33 1=1,17
DO 33 J1=1,17
FI(I,J1)=0.0
33 CONTINUE
DO 115 K=1,Bl
DO 115 J=M(K-1)+K+1,M(K)+K
DO 75 1=1,17
ZE(I)=2(I,J-1)
75 CONTINUE
CALL PROMATVEC(CC,ZE,I17,ZEl)
DO 116 I=1,17
B(I)=2(1,J3)-V(I)-2E1(I)
C(I)=B(1)
116 CONTINUE
CALL PROVEC(B,C,I7,Al)
DO 117 1=1,17
DO 117 J1=1,17
FI(I,J1)=FI(I,J1)+A1(I,Jl)
117 CONTINUE
115 CONTINUE
DO 18 I=1,1I7
DO 18 J1=1,17
FI(I,J1)=FI(I,J1)/M(Bl)
18 CONTINUE
PRINT*,"ESTIMACION DE LA MATRIZ FI"
DO 34 I=1,17
DO 34 J=1,17
PRINT*,"Elemento "*,1,J," = ",FI(I,J)
34 CONTINUE
CALL PROKRO(CC,I17,BA)



s

19

35

36

202

DO 19 I=1,I7*I7
DO 19 J=1,1I7*17
IF (I .EQ. J) THEN
BA(I,J)=1-BA(I,J)
ELSE
BA(I,J)=-BA(I,J)
END IF
CONTINUE
N=I7*17
IA=I7*17
CALL LINV1F(BA,N,IA,BAl,IDGT,WKAREA,IER)
IF (IER .EQ. 129) THEN
PRINT*, “ERROR EN LA SUBRUTINA"
GO TO 300
ELSE IF (IER .EQ. 34) THEN
PRINT*,"ERROR EN LA SUBRUTINA"
GO TO 300
END IF
CALL VEC(FI,I7,VE)
CALL PROMATVEC(BAl,VE,I7*I17,DELTA)
PRINT*, “"ESTIMACION DEL VEC DE DELTA"
DO 35 I=1,17*17
PRINT*, "VEC.DELTA(",I,") = *,DELTA(I)
CONTINUE
DO 36 I=1,17
DO 36 J=1,17
IF (I .EQ. J) THEN
CC(I,J)=1-CC(I,J)
ELSE
CC(1,J)=~CC(I,J)
END IF
CONTINUE
N=I7
IA=17
CALL LINV1F(CC,N,IA,GAl,IDGT,WKAREA,IER)
IF (IER .EQ. 129) THEN
PRINT*, "ERROR EN LA SUBRUTINA"
GO TO 300
ELSE IF (IER .EQ. 34) THEN
PRINT*, "ERROR EN LA SUBRUTINA"
GO TO 300
END IF
CALL PROMATVEC(GAl,V,17,U)
PRINT*,"ESTIMACION DEL VECTOR U"
DO 37 I=1,17
PRINT*,"U(",I,%) = *,U(I)

37 CONTINUE
300 END



INFERENCIA EN EL MODELO DE ECOLOGIA PARA LOS CASOS
A) Y B). ANTES DE COMPILAR Y COLECCIONAR EL PROGRAMA

HABRA QUE DIMENSIONAR LAS MATRICES CON VALORES NUME-

QOO0O00000

11

RICOS DE X, Y y Z. .

INTEGER N,

IA,IDGT,I1ER,I?7,Bl1,16,17,J1

INTEGER N1(0:X),M(0:X)

DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION

B(2*Y),C(2*Y),ZE(2*Y),ZE1(2*Y)

V(2*Y),U(2*Y) ,WKAREA(8*Y**2)

VE(4*Y**2) ,DELTA(4*Y**2),GA1(2*Y,2*Y)
Z(2*Y,X*(2+1)),H(2*Y,2*Y),AL(2*Y,2*Y),G(2*Y,2*Y)
T1(2*Y,2*Y),CC(2*Y,2*Y),DD(2*Y,2*Y)
FI(2*Y,2*Y),BA(4*Y**2,4*Y*%*2) , BAL(4*Y**2,4*Y**2)
UI(2*Y)

DII(2*Y*(2*Y+1)/2),DSS(2*Y*(2*Y+1)/2)
DL(2*Y*(2*Y+1)/2),DS(2%*Y,2*Y)

D11(2*Y,2*Y)

T(2*Y*(2*Y+1)/2,2%Y*2*Y)
TT(2*Y*2*Y,2%Y*(2*Y+1)/2)

DIMENSION BA2(2*Y*(2*Y+1)/2,2%Y*2*Y)

DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION

FID1(2*Y*(2*Y+1)/2,2*Y*(2*Y+1)/2)
FSDL(2*Y*(2*Y+1)/2,2*Y*(2*Y+1)/2)
BB(2*Y*2*Y,2%Y*2+Y)

BBl (2*Y*2*Y,2#%Y*2*Y)
BAA(2*Y*2+*Y,2%Y*2*Y)
FP(2*Y*(2*Y+1)/2,2*%Y*(2*Y+1)/2)
FPLl(2*Y*(2%Y+1)/2,2*%Y*(2*Y+1)/2)
DIIP(2*Y*(2*Y+1)/2)
DSSP(2*Y*(2*Y+1)/2)
DP(2*Y*(2*Y+1)/2)
D2(2*Y*(2%Y+1)/2)

PRINT*,"CASO A (Distribucion inicial decidida por nosotros). Pulsa 1"
PRINT*,"CASO B (Distribucion inicial de equilibrio). Pulsa 2" ’

READ(*,*)

PRINT*,"NUMERO DE HOJAS DE DATOS
PRINT*, "NUMERO DE HOJAS DE DATOS

READ(*,*)

177

x“

Bl

PRINT*, "NUMERO MAXIMO DE ANIMALES = Y"
PRINT*,"NUMERO DE ANIMALES = "

READ(*,*)
I7=I6*2
N1(0)=0

16

PRINT*, "NUMERO MAXIMO DE CADA N(I) = 2"
DO 1 1I=1,Bl
PRINT*,"N(",I,") = "

READ(*,*)
CONTINUE
M(0)=0

DO 11 I=1,

M(I)=0
CONTINUE

N1(I)

Bl

DO 2 K=1,Bl
DO 2 L=1,K
M(K)=M(K)+N1(L)

CONTINUE

DO 3 I=1,17



A

O0O00O0 w

12

70

21

13

72

L'~

DO 3 J=1,M(Bl)+Bl
PRINT*'IOZ(H'I'H'"'J,OI) = "

READ(*,*) 2(I,J)

CONTINUE

LOS DATOS SE INTRODUCEN DE LA SIGUIENTE FORMA: CADA
COLUMNA ES UN ELEMENTO DE UNA HOJA DE DATOS, ES DE-
CIR, UN VECTOR 2M DIMENSIONAL, DONDE M ES EL NUMERO
DE ANIMALES, Y TODOS LOS ELEMENTOS DE TODAS LAS HO-
JAS SE SITUAN UNO A CONTINUACION DEL OTRO.
DO 12 I4=1,17 '
DO 12 J4=1,17

H(I4,J4)=0.0

CONTINUE

DO 4 K=1,Bl

DO 4 J=M(K-1)+K+1,M(K)+K

DO 70 I=1,I7

B(I)=2Z(I,J)

C(I)=Z(I,J-1)

CONTINUE

CALL PROVEC(B,C,I17,Al)

DO 5 I=1,17

DO 5 Jl=1,I7

H(I,J1)=H(I,J1)+Al(I,Jl1)

CONTINUE

CONTINUE

DO 21 I=1,1I7

B(I)=0.0

C(1)=0.0

CONTINUE

DO 6 K=1,Bl

DO 6 J=M(K-1)+K+1,M(K)+K

DO 71 I=1,17

B(I)=B(I)+Z(I,J)

C(I)=C(I)+Z(I,J-1)

CONTINUE

CONTINUE

CALL PROVEC(B,C,I7,Al)

DO 7 1=1,17

DO 7 J1=1,17
H(I,J1)=H(I,J1)-A1(I,J1)/M(Bl)
CONTINUE

DO 13 I=1,I7

DO 13 J1=1,17

G(I,J1)=0.0

CONTINUE

DO 8 K=1,Bl

DO 8 J=M(K-1)+K+1,M(K)+K

DO 72 1=1,17

B(I)=2(I,J-1)

C(I)=B(I)

CONTINUE

CALL PROVEC(B,C,I7,Al)

DO 9 I=1,17

DO 9 Jl=1,I7

G(I,J1)=G(I,J1)+Al(I,J1)

CONTINUE

CONTINUE

DO 22 I=1,17

B(I1)=0.0



A

C(I)=0.0
22 CONTINUE
DO 10 K=1,Bl
DO 10 J=M(K-1)+K+1,M(K)+K
DO 73 I=1,17
B(I)=B(I)+Z(I,J~1)
C(I)=B(I)
73 CONTINUE
10 CONTINUE
CALL PROVEC(B,C,17,Al)
DO 14 I=1,1I7
DO 14 J1=1,17
G(I,J1)=G(I,J1)~-Al(I,J1)/M(Bl)
14 CONTINUE
N=17
IA=I7
IDGT=3
CALL LINV1F(G,N,IA,T1,IDGT,WKAREA,IER)
IF (IER .EQ. 129) THEN
PRINT*, "ERROR EN LA SUBRUTINA"
GO TO 300
ELSE IF (IER .EQ. 34) THEN
PRINT*, "ERROR EN LA SUBRUTINA"
GO TO 300
END IF
CALL PROMAT(H,T1,17,17,17,CC)
DO 15 I=1,17
V(I)=0.0
15 CONTINUE
DO 112 K=1,Bl
DO 112 J=M(K-1)+K+1,M(K)+K
DO 74 1=1,17
ZE(I)=Z(I,J-1)
74 CONTINUE
CALL PROMATVEC(CC,ZE,I17,2El)
DO 113 1=1,17
V(I)=V(I)+(2(I,J)~-2E1(I1))
113 CONTINUE
112 CONTINUE
DO 114 I=1,I7
V(I)=V(I)/M(Bl)
114 CONTINUE
DO 33 I=1,17
DO 33 J1=1,17
"FI(I,J1)=0.0
33 CONTINUE
DO 115 K=1,Bl
DO 115 J=M(K-1)+K+1,M(K)+K
DO 75 1I=1,1I7
2E(I1)=2(1,J-1)
75 CONTINUE
CALL PROMATVEC(CC,ZE,I17,ZEl)
DO 116 I=1,17
B(I)=Z(I,J)-V(I)-2E1(I)
C(I)=B(I)
116 CONTINUE
CALL PROVEC(B,C,I7,Al)
DO 117 I1=1,17
DO 117 J1=1,I7



117
115

18

19

36

31

32

FI(I,J1)=FI(I,J1)+Al(I1,J1)
CONTINUE
CONTINUE
DO 18 I=1,I7
DO 18 Jl1=1,17
FI(I,J1)=FI(I,J1)/M(Bl)
CONTINUE
CALL PROKRO(CC,17,Ba)
DO 19 I=1,I7*17
DO 19 J=1,I7*17
IF (I .EQ. J) THEN
BB(I,J)=1-BA(I,J)
ELSE
BB(I,J)=-BA(I,J)
END IF
CONTINUE
N=I7*I7
IA=I7*17
CALL LINV1F(BB,N,IA,BAl,IDGT,WKAREA,IER)
IF (IER .EQ. 129) THEN
PRINT*, "ERROR EN LA SUBRUTINA"
GO TO 300
ELSE IF (IER .EQ. 34) THEN
PRINT*, "ERROR EN LA SUBRUTINA"
GO TO 300
END IF
CALL VEC(FI,I17,VE)
CALL PROMATVEC(BAl,VE,I7*17,DELTA)
DO 36 I=1,I7
DO 36 J=1,1I7
IF (I .EQ. J) THEN
DD(I,J)=1-CC(I,J)
ELSE
DD(I,J)=-CC(I,J)
END IF
CONTINUE
N=I7
IA=I7 :
CALL LINV1F(DD,N,IA,GAl,IDGT,WKAREA,IER
IF (IER .EQ. 129) THEN
PRINT*, "ERROR EN LA SUBRUTINA"
GO TO 300
ELSE IF (IER .EQ. 34) THEN
PRINT*, "ERROR EN LA SUBRUTINA"
GO TO 300 '
END IF
CALL PROMATVEC(GALl,V,17,U)
PRINT*,"ESTIMACION DE LA MATRIZ GAMMA"
DO 31 I=1,17
DO 31 J=1,17
PRINT*,"ELEMENTO *,I,J," = *,CC(I,J)
CONTINUE
IF 177=1 THEN
PRINT*,"ESTIMACION DEL VECTOR V"
Do 32 1=1,17
PRINT®,*V(",I,") = *,V(I)
CONTINUE
PRINT*,"“ESTIMACION DE LA MATRIZ FI"
DO 34 1=1,17



34

35

37

41

42

50

45

46
44

47

DO 34 J=1,17
PRINT*,"ELEMENTO "“,I,J," = ",FI(I,J)
CONTINUE
PRINT*,"ESTIMACION DEL VEC DE DELTA"
DO 35 I=1,17*I7
PRINT*,"VEC DELTA(",I,") = *,DELTA(I)
CONTINUE
PRINT*,"ESTIMACION DEL VECTOR U"
DO 37 I=1,17
PRINT*,"U("*,I,") = ",U(I)
CONTINUE

ELSE

DO 41 I=1,I7

2E(I)=0.0

CONTINUE

DO 42 1=1,17

Do 42 J=1,Bl

ZE(I)=ZE(I)+2(I M(J~-1)+J)

CONTINUE

DO 43 I=1,17

UI(I)=2E(I)/Bl

CONTINUE

ESTIMACION DEL VECTOR U INICIAL = UI

DO 50 I=1,I7

DO 50 J=1,17

H(I,J)=0.0

CONTINUE

DO 44 J=1,Bl

DO 45 I=1,17

B(I)=2(I,M(J-1)+J)

C(I)=B(I)

CONTINUE

CALL PROVEC(B,C,I7,Al)

DO 46 J=1,I7

H(I1I,J)=H(I,J)+Al(I,J)

CONTINUE

CONTINUE

CALL PROVEC(ZE,2E,I7,Al)

DO 47 1=1,17

DO 47 J=1,17

H(I,J)=(H(I,J)-A1(I,J)/Bl)/(Bl-1)

CONTINUE

CALL VEC2(H,I7,DII)

CALL INVEC1l(DELTA,I7,DS)

CALL VEC2(DS,I7,DSS)

DO 120 I=1,I7*(I7+1)/2

D1(I)=(B1*DII(I)+(M(B1l)+Bl)*DSS(I))/(B1+M(Bl)+Bl)

DO 120 I=1,I7
DO 120 J=1,17
DD(I,J)=CC(J,I)

120 CONTINUE
500 CALL INVEC2(D1,17,Dll)

CALL PROMAT(CC,D11,17,17,17,G)
CALL PROMAT(G,DD,17,17,17,Al)
DO 121 1=1,17

DO 121 J=1,I17
FI(I,J)=D1l1(I,J)-Al(I,J)

121 CONTINUE



CALL PROKRO(Dl1,17,BA)
N=I7*I7
IA=I7*17
CALL LINV1IF(BA,N,IA,BAl,IDGT,WKAREA,IER)
IF (IER. EQ. 129) THEN
PRINT*, "ERROR EN LA SUBRUTINA"
GO TO 300
ELSE IF (IER .EQ. 34) THEN
PRINT*, "ERROR EN LA SUBRUTINA"
GO TO 300
END IF
I13=1
I14=17*(17+1)/2
DO 122 III=1,Il4
DO 122 JJJ=1,17*17
T(III,JJ3J)=0
122 CONTINUE
DO 123 J=1,1I7
DO 123 K=J3,17
J1=17*(J-1)+K
J2=I7*(K-1)+J
T(Il3,J1)=1
T(Il3,J2)=1
IF (I13 .EQ. Il4) THEN
GO TO 400
ELSE
I13=1I13+1
END IF
123 CONTINUE
400 DO 124 1=1,1I14
DO 124 J=1,1I7*17
TT(I,J)=T(J,I)
124 CONTINUE
CALL PROMAT(T,BAl1,I14,I7*17,17*17,BA2)
CALL PROMAT(BA2,TT,I14,1I7*17,114,FIDl)
DO 125 I=1,I14
DO 125 J=1,114
FID1(1,J)=FID1(I,J)/2
125 CONTINUE
CALL PROKRO(FI,I7,BA)
N=I7*17
IA=1I7*17
CALL LINV1F(BA,N,IA,BAl,IDGT,WKAREA,IER)
IF (IER .EQ. 129) THEN
PRINT*, “ERROR EN LA SUBRUTINA"
GO TO 300
ELSE IF (IER .EQ. 34) THEN
PRINT*, "ERROR EN LA SUBRUTINA"
GO TO 300
END IF
DO 126 I=1,I17*17
DO 126 J=1,17*17
BB1(I,J)=BB(J,I)
126 CONTINUE
CALL PROMAT(BB1,BAl,I7*17,17*I7,17*17,BA)
CALL PROMAT(BA,BB,I7*17,17*17,17*17,BAA)
CALL PROMAT(T,BAA,Il4,17*I7,17*17,BA2)
CALL PROMAT(BA2,TT,Il14,17*17,I14,FSDl)
DO 127 I=1,I14



DO 127 J=1,I14
FSD1(I,J)=FSD1(I1,J)/2
127 CONTINUE
DO 128 I=1,I14
DO 128 J=1,I14
FP(I:J)=Bl*FIDl(I,J)+(M(Bl)+Bl)*FSDl(I,J)
128 CONTINUE
N=I7*(17+1)/2
IA=1I7%(17+1)/2
CALL LINVIF(FP,N,IA,FPl, IDGT,WKAREA, IER)
IF (IER .EQ. 134) THEN
PRINT*, "ERROR EN LA SUBRUTINA"
GO TO 300
ELSE IF (IER .EQ. 34) THEN
PRINT*, "ERROR EN LA SUBRUTINA"
GO TO 300
END IF
CALL PROMATVEC(FID1,DII,I7*(17+1)/2,DIIP)
CALL PROMATVEC(FSDI,DSS,I7*(I7+l)/2,DSSP)
DO 129 1-=1,I14
DP(I)=BI*DIIP(I)+(M(Bl)+Bl)*DSSP(I)
129 CONTINUE
CALL PROMATVEC(FP1,DP,I14,D2)
DO 130 I1=1,1I14
IF((D1(I)-D2(I)) .GT. 0.0001) THEN
DO 131 J=1,I14
D1(J)=D2(J)
131 CONTINUE
GO TO 500
END IF
130 CONTINUE
PRINT*, "ESTIMACION DEL VEC' DE DELTA "
DO 132 1=1,114
PRINT*,"VEC' DELTA(",I,") = *,D2(1)
132 CONTINUE
CALL PROMAT(CC,D2,17,17,17,G)
CALL PROMAT(G,DD,17,17,17,Al)
DO 133 1=1,17
DO 133 J=1,17
FI(IIJ)=DZ(IIJ)-A1(IIJ)
133 CONTINUE
PRINT*,"ESTIMACION DE LA MATRIZ FI *
DO 150 1=1,17
DO 150 J=1,17
PRINT*,"FI(",I,",",J,") = “,FI(I,J)
150 CONTINUE
N=I7
IA=17
CALL LINV1F(D2,N,IA,GAl,IDGT,WKAREA, IER)
IF (IER .EQ. 129) THEN
PRINT*, "ERROR EN LA SUBRUTINA"
GO TO 300
ELSE IF (IER .EQ. 34) THEN

PRINT*, “ERROR EN LA SUBRUTINA”

GO TO 300
END IF- ©~ ~ = ==
CALL LINV1F(FI,N,IA,H, IDGT,WKAREA, IER)
IF (IER .EQ. 129) THEN
PRINT*, "ERROR EN LA SUBRUTINA"
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GO TO 300
ELSE IF (IER .EQ. 34) THEN
PRINT*, "ERROR EN LA SUBRUTINA"
GO TO 300
END IF
DO 134 1=1,17
DO 134 J=1,17
G(I,J)=DD(J,I)
134 CONTINUE
CALL PROMAT(G,H,17,17,17,Al)
CALL PROMAT(Al,DD,17,17,17,G)
DO 135 I=1,17
DO 135 J=1,17
H(I,J)=B1*GAl(I,J)+(M(B1)+Bl)*G(I,J)
135 CONTINUE
CALL LINV1F(H,N,IA,Al,IDGT,WKAREA,IER)
IF (IER .EQ. 129) THEN
PRINT*,“ERROR EN LA SUBRUTINA"
GO TO 300
ELSE IF (IER .EQ. 34) THEN
PRINT*, "ERROR EN LA SUBRUTINA"
GO TO 300
END IF
CALL PROMATVEC(GAl,UI,17,B)
CALL PROMATVEC(G,U,I17,C)
DO 136 I=1,I7
ZE(I)=B1l*B(I)+(M(B1l)+Bl)*C(I)
136 CONTINUE
CALL PROMATVEC(Al,ZE,I17,B)
PRINT*, "ESTIMACION DEL VECTOR U "
DO 137 1=1,17
PRINT*, "U(",I,") = ",B(I)
137 CONTINUE
END IF
300 END
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SUBRUTINA PARA EL CALCULO DEL VEC DE UNA MATRIZ

SUBROUTINE VEC(AAA,I17,BBB)

DIMENSION AAA(I7,17),BBB(I7*17)

DO 10 KK=0,17-~1

DO 10 II=1,17

BBB(KK*I7+II)=AAA(II,KK+1)
CONTINUE

RETURN

END



C SUBRUTINA PARA EL PRODUCTO DE DOS VECTORES
C

SUBROUTINE PROVEC(B,C,I7,Al)

DIMENSION B(I7),C(17),A1(17,17)

DO 10 Il=1,17

DO 10 Ji=1,I7

Al(I1,J1)=B(Il)*C(J1)
10 CONTINUE

RETURN

END



C
Cc

31

10

SUBRUTINA PARA EL PRODUCTO DE DOS MATRICES

SUBROUTINE PROMAT(AA,BB,19,I199,1999,EE)
DIMENSION AA(I9,I99),BB(I199,I999),EE(I9,I999)
DO 31 II=1,I9

DO 31 JJ=1,1999

EE(II,JJ)=0.0

CONTINUE

DO 10 II=1,I9

DO 10 JJ=1,1999

DO 10 KK=1,I99
EE(II,JJ)=EE(II,JJ)+AA(II,KK)*BB(KK,JJ)
CONTINUE

RETURN

END
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C SUBRUTINA PARA EL PRODUCTO DE UNA MATRIZ POR
C UN VECTOR
C
SUBROUTINE PROMATVEC(Al,B2,I11,Cl)
DIMENSION Al(Ill1,Il1),B2(Ill),C1l(Ill)
DO 10 II=1,Il1l
Cl(I11)=0.0
10 CONTINUE
DO 11 II=1,Il1
DO 11 JJ=1,I11
ClL(II)=C1l(II)+A1(II,JJ)*B2(JJ)
11 CONTINUE
RETURN
END



C SUBRUTINA PARA EL PRODUCTO DE KRONECKER DE UNA
C MATRIZ POR SI MISMA
C

SUBROUTINE PROKRO(AA,I7,BA)

DIMENSION AA(I17,17),BA(I7%*17,17*17)

DO 10 KK=0,17-1

DO 10 LL=0,17-1

DO 10 II=1,I17

DO 10 JJ=1,17

BA(KK*I7+II,LL*17+JJ)=AA(KK+1,LL+1)*AA(II,JJ)
10 CONTINUE

RETURN

END



C SUBRUTINA PARA LA REPRESENTACION POR COLUMNAS DE LA
C
C PARTE TRIANGULAR SUPERIOR DE UNA MATRIZ.
C

SUBROUTINE VEC2(AA,I7,BB)

DIMENSION AA(I7,I17),BB((I7*(1I7+1))/2)

DO 10 J=1,17

DO 10 I=1,J

BB(J*(J-1)/2+I)=AA(I,J)
10 CONTINUE

RETURN

END
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SUBRUTINA PARA LA REPRESENTACION MATRICIAL DEL VEC

SUBROUTINE INVECLl(BB,I7,AA)
DIMENSION BB(I7*17),AA(17,17)
DO 10 KK=1,17

DO 10 II=1,I17
AA(KK,II)=BB(I7*(II-1)+KK)
CONTINUE

RETURN

END



C
C

10

20

SUBRUTINA PARA LA REPRESENTACION MATRICIAL DEL VEC2

SUBROUTINE INVEC2(BB,I7,AA)
DIMENSION BB((I7*(I17+1))/2),AA(17,17)
DO 10 J=1,17

DO 10 1=1,J
AA(I,J)=BB(J*(J-1)/2+I)
CONTINUE

DO 20 J=1,17-1

DO 20 I=J+1,17

AA(I,J)=AA(J,I)

CONTINUE

RETURN

END
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Este programa calcula el centro y la direccion y

longitud de los ejes de una elipse dada por la
ecuacion (2.4).

DIMENSION D(2,2),U(2)
PRINT*,"VALORES DE LA MATRIZ DELTA "
DO 1 I=1,2

DO 1 J=1,2

PRINT*,"D(",I,",",J,")= "

READ(*,*) D(I,J)

CONTINUE

PRINT*, "VALORES DEL VECTOR U "

Do 2 1=1,2

PRINT*,"U(",I,")= *

READ(*,*) U(I)

CONTINUE

PRINT*,"VALOR DE C *

READ(*,*) C

F=D(1,1)*D(2,2)-D(1,2)*D(2,1)

A=(D(1,1)+D(2,2))**2-4+*F

B=(D(1,1)+D(2,2)+SQRT(A))/2

Bl=(D(1,1)+D(2,2)-SQRT(A))/2

X=-(D(1,1)-B)/D(1,2)
==(D(1,1)-Bl1)/D(1,2)

D1=SQRT(4*B*C)

D2=SQRT(4*B1*C)

Z1=SQRT(1l+(X*X))

Z22=SQRT(1+(Y*Y))

PRINT*,"CENTRO DE LA ELIPSE *

PRINT*, U(1l),U(2)

PRINT*,"EJES DE LA ELIPSE "
PRINT*,"DIRECCION ",1/21,",",X/21
PRINT*,"LONGITUD *“,D1
PRINT*,“DIRECCION ",1/Z2,",",Y/Z2

PRINT*,"LONGITUD ",D2

END
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ESTE PROGRAMA CALCULA LA DERIVADA DEL VEC DE
DE UNA MATRIZ DE DIMENSION P X P CON RESPECTO
A SUS ELEMENTOS.

INTEGER N

INTEGER T(55,100)

PRINT*,"TAMA\O P (MAXIMO 10) *
READ(*,*) N

I1=N*(N+1)/2

I=1

DO 11 I1I-1,I1

DO 11 JJJ=1,N*N

T(III,JJJ)=0

CONTINUE

DO 1 J=1,N

DO 1 K=J,N

J1=N*(J-1)+K

J2=N*(K-1)+J

T(I,J1l)=1

T(1,J32)=1

IF (I .EQ. Il) THEN

GO TO 20

ELSE

I=T+1

END IF

CONTINUE

DO 2 II=1,Il

DO 2 JJ=1,N*N
PRINT*,"T(",II,",*,JJ,") = ",T(II,JJ)
CONTINUE

END



APENDICE II

LOGARITMO DE UNA MATRIZ



Sea B una matriz no singular de dimension n x n. Entonces, existe una
matriz A de dimension n x n, a la que llamaremos logaritmo de B, que

verifica

Vamos a ver como se calcularia dicho logaritmo.
S1 C es similar a B, es decir, existe una matriz no singular T de
modo que T 'BT = C, y si exp A = C, entonces

B=TcT'=Te 1! = exp (TAT™) (A.1)

y asi TAT™! es un logaritmo de B.
Por tanto, para calcular el logaritmo de una matriz, basta con

conocer el logaritmo de matrices en forma canonica.

Asi, si Al, Az, c e Ak son los autovalores distintos de la matriz B,
con multiplicidades nl, n2, cens nk, entonces
[ C 0 ... 0]
1
0 C ... 0
C= 2
| O 0 e Cm
donde
nJ
C-2A1l =0 (=1, ..., k)
( } Jn ) J

J

Por tanto, podemos escribir
1

C =2 I + =2 A.2

5 ; ( n, A, J) (A.2)

donde

Usando el desarrollo en series de potencias

(-1)°*!

log (1 + x) =
& P

[x|<1

I8

1289



escribimos

1
=1 =11 A+ 1 I + = Z2) =
AJ og CJ . log ; ogl . j)

A
J J J
o (-1)°* z, P
=] logA + Yy ——ou-— |—| =
A
" }oopar P ’
"yt (-1)P? z, P
= In log ;\j + E —p T (A.3)
J p=1 J
J=1,2, ..., k
n
ya que ZJJ = 0.
Notemos que, dado que B es no singular, Aj # 0, j=1,2,...,k, y por
tanto log AJ esta definido.
Ademas, se tiene que
exp(AJ) = Cj (J=1,...,k)
Por tanto, si escribimos
A
1
A
2
A= )
A
k
entonces
[ exp A l
exp Az‘
exp(A) = . =
i exp Ak_
C
1
ca
= =C
C
k

Y una vez calculado el logaritmo de C, se puede calcular el de cualquier
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matriz B similar a C por la expresion dada por(1).

Expresiones explicitas para el logaritmo de una matriz real de dimension

2 x 2 en forma canonica.

Una matriz real no singular de dimension 2 x 2 es similar a una de

las siguientes matrices reales

(1) A 0]
A=z0, #0

0w #
(i1) A 1]

o A A=z0
(111) o B

8 o FB20
Caso (i

A 0 log A 0
log 0 u = 0 log u
Caso (ii
Al
Llamamos C1 = loal ¥ hacemos la descomposicion (A.2)

ol o4l o]

Yy, por tanto,

Aplicando la expresion (A.3), se tiene

1 0 1oyt [2)F
log C1 = 0 1 log A + p§1'——p— D =
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1 o0 0 1/ log A 1/A
“lo 12 o= 0 1oga

Por tanto
A 1 log A 1/A
1 16 a]l " | 0o 1oga
Caso (iti
Tomamos
log (a®+g%)1/2 ~tan ' (B/«a)
A= = A + A
-1 2 .2.1/2 ! 2
-tan " (B/a) log (a“+B8°)
donde
log (a?+82)1/2 0
A1 = 2 2.1/2
0 log (a“+B8%)
0 ~tan"'(B/a)
A =
2 -1
-tan "(B/a) 0
Dado que se cumple A1A2 = A2A1’ se tiene que exp(A) = exp(Al)exp(Az).
2 _2.1/2
(a“+B8%) 0 e i 10
exp(A) = = (a"+87)
1 0 (a2+82)1/2 0 1

Y puesto que
0 t cos t sen t
exp -t ol © -sen t cos t

cos(tan™(B/a)) sen(tan_?(B/a))

se tiene que

exp(Az) = i -1
-sen{tan (B/a)) cos(tan (B/a))
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Y dado que cos(tan ' (B/a)) = a/(a>+g%)??
sen(tan™ (B/a)) = B/(a+g%)1/2
se tiene
1 « B
exp(Az) = (a2+32)1/2 -B a
Asi
« B
exp(A) = exp(Ai)exp(Az) = 8
Y, por tanto
[ o B] log(a®+g?)1/2 —tan"!(B/«)
log |_ = .
B« -tan 1(B/oc) log(o:zﬂélz)”2
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