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Introducciéon

Clasicamente el estudio de las superficies minimales y con curvatura media cons-
tante en el espacio euclideo tridimensional ha sido uno de los problemas més im-
portantes de la geometria diferencial.

Las superficies minimales son las superficies de menor 4rea limitadas por un
contorno dado. Su estudio se inicia desde el mismo momento del nacimiento del
calculo de variaciones, y fueron caracterizadas por Lagrange en 1760 como las
superficies en las que la curvatura media es siempre cero. Estas superficies se
corresponden intuitivamente, de acuerdo con el modelo fisico descrito por Plateau,
con las formas que adoptan las peliculas de jabén que se pueden construir con un
borde de alambre de forma arbitraria.

Una superficie con curvatura media constante admite una interpretacién fisica.
Podemos relacionar la diferencia p de las presiones entre las dos caras de una
superficie con la curvatura media H por medio de la ecuacién de Laplace: p=TH,
donde T denota la tensién superficial. Sila tensién superficial es constante, afirmar
que la curvatura media tiene que ser nula equivale a decir que por ambas caras de
la superficie tenemos la misma presién. Si la diferencia de presiones P no es nula
pero es constante obtenemos una superficie con curvatura media constante que no
es minimal.

De este modo las superficies con curvatura media constante aparecen en ex-
perimentos fisicos como superficies de separacién de dos fluidos no miscibles bajo
ciertas condiciones 6ptimas [TAHH]. En biologia se ha observado que son modelos
aceptables de esqueletos de ciertos microorganismos, y que existen seres unicelu-
lares cuya forma se corresponde con las posibles superficies de revolucién con
curvatura media constante.

Desde el punto de vista variacional las superficies con curvatura media cons-
tante son los puntos criticos del funcional drea para aquellas variaciones de la
superficie que dejan fijo el volumen encerrado por esta.

Analiticamente dichas superficies son aquellas que localmente son grafos de



1 Introduccién

funciones u(z,y) de dos variables que satisfacen la ecuacién semilineal eliptica:
(14 u2) tze — 2upuyuzy + (14 u?) Uy = 2H(1 +u? + u:)3/2,

donde H es la curvatura media de la superficie, que es igual a cero en el caso
minimal.

Las superficies minimales y con curvatura media constante constituyen ac-
tualmente un campo muy activo de investigacién. Para abordar su estudio se
emplean técnicas procedentes del anélisis complejo, de las ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales, de la teoria geométrica de la medida, asi como técnicas
propias de geometria riemanniana.

Las principales lineas de investigacién en las que se trabaja actualmente son
el estudio de las propiedades topolégicas de las superficies minimales y con cur-
vatura media constante sin autointersecciones propiamente en el espacio Euclideo
tridimensional, la construccién de ejemplos y las propiedades variacionales que
presentan dichas superficies.

El carécter variacional de las superficies con curvatura media constante motjva
la siguiente definicién: si 9 : M — N es una inmersién isométrica con curvatura
media constante de una superficie en una variedad Riemanniana, tridimensional,
diremos que es estable si es un minimo del 4rea para cualquier variacién de la super-
ficie que conserve el volumen “encerrado” por M. Analiticamente, esta condicién
se traduce en la desigualdad:

J {9ul’ = Ricv) + lof?)u?} da > o,

para toda funcién diferenciable u en M con soporte compacto y tal que [, udA =
0. En la anterior férmula, Ric(v) es la curvatura de Ricci en la direccién de un
vector v unitario y normal a la inmersién y |o|* es el cuadrado de la norma de la
segunda forma fundamental de la inmersién.

Los mejores resultados obtenidos hasta ahora se han conseguido cuando la
curvatura de Ricci de la variedad ambiente es no negativa, ya que en este caso la
funcién Ric(v) + |o|* es no negativa. Sila superficie M es compacta y orientable,
utilizando métodos de geometria algebraica que proporcionan aplicaciones con
energia ([ |Vu|*) que depende del género de la superficie, se ha conseguido probar
[Fr,Y], ver teorema 2.6, que:

St M C N es una superficie orientable, compacta y estable, entonces
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género(M) < 5. Ademds, si género(M) = 4,5, entonces la inmersion
es minimal.

Cuando la superficie M es no compacta y tiene drea infinita, Silveira [S] ha
demostrado que la estabilidad implica que Ric(v) + |o|* es idénticamente cero y,
en particular, la superficie M es totalmente geodésica. Esta situacion se da cuando
M es una superficie completa no compacta en una variedad con curvatura de Ricci
no negativa [Fr].

Por otra parte, cuando la variedad ambiente tiene curvatura constante, las
unicas inmersiones posibles de esferas con curvatura media constante son total-
mente umbilicales, y estas inmersiones son siempre estables. En el capitulo 2
damos una relacién entre la estabilidad y las regiones con signo de la curvatura
de Gauss, ver teorema 2.13, por medio de soluciones de la ecuacién senh-Gordon,
ver el capitulo 1

S$i M C N{c) es una superficie estable, compacta y orientable in-
mersa con curvatura media H en una variedad orientable con curvatura
constante, y c+ H? > 0, entonces la region K < 0 es coneza y en cada
componente coneza de la region K > 0 hay un punto umbilico al menos.

En particular, cuando M es un toro, obtenemos como consecuencia, ver corolario

2.14:
Los toros estables en variedades con curvatura constante son llanos.

Cuando podemos deducir que en una variedad riemanniana con curvatura cons-
tante no hay superficies estables compactas con género mayor que uno, el resultado
anterior junto con la observacién de que las esferas inmersas son estables propor-
ciona una clasificacion de las superficies estables. Por ejemplo, si la curvatura de la
variedad ambiente es 1, utilizando métodos de geometria conforme (estimaciones
de [ H?), ver [LY] o el teorema 2.16, obtenemos en el corolario 2.17 que:

Las tnicas superficies estables en RIP? son esferas geodésicas, un
revestimiento de dos hojas de un plano proyectivo totalmente geodésico,

y tubos llanos de ciertos radios alrededor de geodésicas cerradas.

En la variedad llana IR%/ Sy, donde Sj es el subgrupo generado por un movimiento
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helicoidal, el principio de reflexién de Alexandrov [A,KKS] permite concluir que las
unicas superficies compactas sin autointersecciones con curvatura media constante
tienen género menor que uno. En este caso también obtenemos:

Las unicas superficies estables y sin autointersecciones en IR3/S,
son esferas geodésicas y tubos alrededor de geodésicas cerradas.

Los problemas isoperimétricos se plantean como un conjunto especialmente
interesante de problemas globales en geometria Riemanniana. Uno de ellos consiste
en encontrar, para una variedad Riemanniana N, y cualquier valor 0 < V < vol(N)
las superficies compactas sin autointersecciones de minima area que encierran un
volumen V. Si la variedad es compacta y de dimensién tres, dicho problema
siempre admite una solucién regular, compacta y sin autointersecciones a causa del
resultado de existencia de Almgrem [Alm] y del teorema de regularidad de Taylor
[T]. Dicha solucién tiene curvatura media constante y es estable. El resultado es
también cierto en el caso de que N sea una variedad llana.

Para superficies completas con curvatura constante y simplemente conexas, el
problema fue resuelto por Schmidt [S]. En el espacio producto $2(1) x R ha sido
resuelto por Pedrosa [Pe]. Como aplicacién de nuestros resultados de clasificacién
para superficies estables con curvatura media constante, resolvemos el problema
isoperimétrico en el espacio proyectivo real IRIP3(1) y en variedades llanas con
grupo fundamental ciclico. En particular, obtenemos que:

Si M C RIP® es una superficie que divide a RIP® en dos regiones
de igual volumen, entonces area(M) > n? y la igualdad se da si y solo

si M es el toro de Clifford.

Cuando el género de la superficie estable M es mayor que uno no se tiene atin
ningun resultado de clasificacién. No se conoce ningiin ejemplo de superficie estable
de género dos. M. Ross [Ro] ha probado que las clasicas superficies minimales
Py D de Schwarz con género tres son estables, y ha observado que superficies
minimales y con curvatura media constante préximas a estas deben ser también
estables, lo que sugiere la existencia de un gran nmimero de superficies estables.
Tampoco se conocen ejemplos de superficies estables de géneros cuatro y cinco.

En el capitulo 4 probamos un resultado de compacidad para superficies estables
con curvatura media constante y género mayor o igual que dos. Concretamente,
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ver teorema 4.14:

Sea M,, C R® una sucesion de superficies conezas y sin autointer-
secciones invariantes por grupos G, discretos de isometrias tales que
M, /G, C R?/G, es una superficie estable compacta de género mayor
o igual que dos. Podemos entonces extraer entonces una subsucesion

de las superficies convergente a una superficie M y de los grupos a un
grupo G tales que M/G es estable en R3/G.

En la demostracion de este resultado utilizamos un resultado, teorema 4.11, de
compacidad para sucesiones de superficies a partir de cotas locales de 4rea y cotas
uniformes de la norma de la segunda forma fundamental. La cota uniforme de la
segunda forma fundamental se obtiene a partir de la hipétesis de estabilidad. La
cota local del area se obtiene a partir de un resultado, teorema 4.5, de existencia
de semientornos tubulares anéalogo al cldsico teorema de Blaschke para superficies
convexas en IR3.

Utilizando las mismas técnicas podemos demostrar un teorema similar de com-
pacidad para superficies minimales con indice uno sin autointersecciones en toros
llanos tridimensionales, ver teorema 4.12:

Sea M,, C R® una sucesion de superficies minimales sin autointer-
secciones invariantes por grupos I'y, discretos de traslaciones tales que
M, /T, c R®/T, es una superficie compacta de indice uno. Podemos
entonces extraer entonces una subsucesion de las superficies conver-
gente a una superficie M y de los grupos a un grupo ' tales que M /T
es compacta y con indice uno en R?/T.

Como corolario de nuestro resultado de compacidad para superficies estables
obtenemos en particular:

No existen superficies estables compactas de género mayor que uno
en el producto T? x IR, donde T? es un toro llano bidimensional de drea
uno y radio de inyectividad pequeno.

En particular, se obtiene que para estas variedades no hay soluciones del pro-
lema isoperimétrico distintas de bolas geodésicas, entornos tubulares de geodésicas
y bandas acotadas por toros totalmente geodésicos paralelos.
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En el capitulo 5 se demuestra un resultado de compacidad similar al del capitulo
2 para inmersiones estables que poseen aplicacién de Gauss. La herramienta basica
es un resultado de compacidad [Wo] para aplicaciones arménicas con energia uni-
formemente acotada basado en métodos de Gromov [Gr]. Puesto que las apli-
caciones de Gauss de superficies con curvatura media constante son aplicaciones
armoénicas, y su energia puede acotarse uniformemente por una constante que solo
depende del género de la superficie nuestro resultado es consecuencia, aunque no
inmediata, de los anteriores.

El capitulo 3 estd dedicado al estudio de superficies minimales orientables y
completas sin autointersecciones con indice uno en variedades llanas, completas y
orientables. Los métodos utilizados en su estudio son similares a los empleados

en el estudio de las superficies estables. Para superficies compactas conseguimos
probar:

Sea M C N es una superficie minimal compacta orientable sin
autointersecciones con indice uno en un cociente orientable de IR3. Si
el género de M es cuatro o cinco, o M es una superficie hipereliptica
de género tres, entonces N es un toro llano tridimensional.

La clasificacién de superficies completas ofrece las siguientes posibilidades:

St M es una superficie minimal completa y orientable sin autointer-
secciones con indice uno en una variedad llana, completa y orientable,
entonces se tienen las siguientes posibilidades:

(i) M es una catenoide en R3,

(i) M es una superficie de Scherk simple o doblemente periodica

en un cociente de R® por subgrupos de traslaciones,

(iii) M es un helicoide con curvatura total mayor que —4m en un

cociente helicoidal de R®,

(iv) M es un toro con dos finales en un cociente de R® por un

grupo que contiene movimientos helicoidales.

En el capitulo 3 se dan ejemplos de la tltima posibilidad.

Los primeros ejemplos de superficies con curvatura media constante en IR®
fueron producidos experimentalmente por Plateau, quien encontré seis tipos dis-
tintos de superficies de revolucién con curvatura media constante, incluyendo una
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superficie minimal. Posteriormente, Delaunay [De] demostré en 1841 que la lista
de superficies de revolucién dada por Plateau era completa. M. do Carmo y Dajc-
zer [dCD] observaron que la familia asociada a las superficies de Delaunay pro-
porciona ejemplos de superficies con curvatura media constante invariantes por
un gupo uniparamétrico de movimientos helicoidales de IR®. Las posibles super-
ficies con curvatura media constante que admiten un grupo uniparamétrico de
isometrias intrinsecas han sido clasificadas por B. Smyth [Sm] por medio del estu-
dio de soluciones que dependen de un parametro de la ecuacién senh-Gordon. En
1970, H.B. Lawson [L] obtuvo ejemplos de superficies sin autointersecciones con
curvatura media constante en IR® resolviendo un problema de Plateau en la esfera
5% y aplicando un principio de dualidad para superficies inmersas con curvatura
media constante en variedades con curvatura constante. Asimismo, H. Karcher
[Kar] y K. Grofie Brauckmann [GB] han obtenido nuevos ejemplos de superficies
con curvatura media constante por este método.

En 1984, H. Wente [We] demostré la existencia de toros inmersos con curvatura
media constante en IR® por medio del estudio de soluciones doblemente periddicas
de la ecuacién senh-Gordon en R?. Posteriormente, Abresch [A] simplificé la
construccién de Wente, y Pinkall y Sterling [PS] clasificaron todos los toros con
curvatura media constante inmersos en R®. En 1990-91, Kapouleas [K1,K2] con-
struyé un gran numero de superficies con curvatura media constante en R® de
género g # 1 con n > 2 finales, y de superficies compactas con género g > 3.

El capitulo 6 esta dedicado a ejemplos de superficies con curvatura media cons-
tante obtenidos por un método diferente a todos los anteriores. Sobre ciertas su-
perficies de Riemann compactas con simetrias, construimos aplicaciones arménicas
simétricas a la esfera 52, que posteriormente integramos para obtener inmersiones
minimales y con curvatura media constante. Los ejemplos obtenidos forman fa-
milias diferenciables e incluyen, por ejemplo, la clasica superficie minimal P de
Schwarz de género tres y las piezas de género dos de una de las superficies de
Lawson. Todas las superficies que obtenemos son compactas en cocientes de IR3
por subgrupos discretos de traslaciones y no tienen autointersecciones. Ademas,
obtenemos la siguiente caracterizacién de dichas superficies:

Toda superficie sin autointersecciones con curvatura media cons-
tante en un cociente R®/T' de R® por un subgrupo discreto T' de trasla-
ciones generado por vectores ortogonales que sea simétrica con respecto
a tres superficies totalmente geodésicas que se cortan ortogonalmente
y tal que las coordenadas de su aplicacion de Gauss tengan sdlo dos
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regiones nodales, es una de las superficies construidas como ejemplos.

En particular, todas las posibles las superficies estables simétricas y las fron-
teras de los posibles dominios isoperimétricos estan en nuestra familia de ejemplos.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Generalidades

En este apartado precisaremos la notacién y algunas definiciones fundamentales.

Sea (M, ds?®) una superficie Riemanniana que, en general, supondremos conexa
y completa. Denotaremos por K, dA y A la curvatura de Gauss, la medida y el
Laplaciano asociados a la métrica Riemanniana ds?.

Consideremos una inmersién isométrica v : (M, ds?’) — N, donde N es una
variedad Riemanniana N de dimensi6n tres. Denotaremos indistintamente por go
(,) ala métrica de N. Sean V y V las conexiones asociadas a las métricas de M y
N, respectivamente. Si v es un campo vectorial unitario y normal a la inmersién,
entonces, para todo par de campos X e Y tangentes a M se verifica la ecuacién
de Gauss:

VxY = VxY + o(X,Y), (1.1)

donde o es la segunda forma fundamental de 4. El endomorfismo de Weingarten A
de T, M se define como A(z) = —V v para todo r € T,M. Los valores propios k; y
k2 del endomorfismo de Weingarten son las curvaturas principales de la inmersidn.
El cuadrado de la norma de la segunda forma fundamental o es |o|* = k?+ k2. La
curvatura media H de la inmersién es (k; + k,)/2.

Definicién. Una inmersién v tiene curvatura media constante si la curvatura
media es una funcién constante en M.

Una inmersién 9 es minimal si la curvatura media es idénticamente nula en M.

Denotaremos por IR™ al espacio euclideo de dimensién n; por S™(r) a la esfera
deradio r > 0 en R™*!, y por H" al espacio hiperbélico de dimensién n y curvatura
constante —1. A veces escribiremos 5™ en lugar de S™(1).



2 1. Preliminares

Sobre la variedad N, Ric denotard la curvatura de Ricci y S su curvatura
escalar, normalizadas de modo que sobre S valgan, respectivamente, 2 y 4.

El primer resultado basico que utilizaremos sobre superficies riemannianas
orientadas es el hecho de que sobre cada una de ellas existe una tinica estructura de
superficie de Riemann (variedad analitica compleja de dimensién uno) compatible
con la estructura riemanniana. Esto es consecuencia del siguiente resultado:

Teorema 1.1. Sea (M, ds?) una superficie riemanniana. Entonces, para todo p €
M, eziste un abierto coordenado (U, (z,y)) centrado en p tal que si 2, 2 son los

oz’ Oy
campos coordenados, se tiene:
A _|2] _
oz dy
a 0
AP —, 2] =
S (ax’ 6y) 0’

donde ) es una funcidn diferenciable positiva en U.

A un entorno de este tipo lo llamaremos carta isoterma o entorno isotermo
centrado en p.

Si M es una superficie orientada, entonces la coleccién de todas las cartas
isotermas en M cuya orientacién es compatible con la de la superficie induce una
estructura de superficie de Riemann sobre M.

Es importante hacer notar que la estructura de superficie de Riemann inducida
por una métrica riemanniana ds? es la misma que la inducida por cualquier otra
métrica ds en M conforme a ds?, es decir, tal que existe una funcién u € C*(M)
con dsj = e** ds®. Reciprocamente, puede probarse que, dada una superficie de
Riemann M, existe una métrica riemanniana ds* en M que soporta tal estructura
conforme. Dicha métrica puede elegirse completa y con curvatura constante como
consecuencia del teorema de uniformizacién para superficies de Riemann [FK,Fo).

Definicién. Sea M una superficie de Riemann. Diremos que una inmersién P
M — N en una variedad riemanniana N es conforme si la métrica inducida en M
por v tiene asociada la estructura conforme de M.
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Definicién. Sea M una superficie de Riemann. Diremos que una aplicacién 1 :
M — N en una variedad riemanniana N es una inmersidn conforme ramificada
si es una inmersion salvo en un conjunto discreto de puntos donde se anula la

diferencial di.

El siguiente resultado relaciona el laplaciano de las funciones coordenadas de
una inmersién de una superficie en IR? con la curvatura media de la inmersién.

Teorema 1.2. Sean 1 : M — R® una inmersién conforme, Yy, k=1,2,3 son
las funciones coordenadas de la inmersion. Entonces, para toda carta isoterma
(U, (z,y)) tal que ds? = X2 |dz|*, se tiene:

A0"/)k: = 2A2H¢ks k= 132’3,

. ; Fy 2 .
donde A es el Laplaciano asociado a la métrica |dz|*, H es la curvatura media
de la inmersion, y ¢ es el vector normal a la inmersidn.

Como consecuencia del resultado anterior, tenemos que la inmersién ¥ es mini-
mal si y sélo si las coordenadas ), con k = 1,2, 3 son funciones arménicas.

1.2 Férmulas de variacién del drea y del volumen

Sea  : M — N una inmersién isométrica de una superficie Riemanniana en
una variedad Riemanniana de dimensidn tres, y supongamos que existe un campo
vectorial v unitario y normal a la inmersién. Una variacién de ¢ es una aplicacién
diferenciable ¥ : (—¢,e) x M — N tal que, si ¥,(z) = ¥(¢, ), entonces ¥y = 3.
El campo variacional asociado a ¥ es el campo vectorial a lo largo de v dado por
X(p) = d¥(,)(Z). Diremos que una variacién es normal si el campo variacional
X es proporc1ona1 en cada punto al campo normal a la inmersién. Si X tiene
soporte compacto diremos que la variacién ¥ tiene soporte compacto. Para una
variacion de este tipo y valores pequenos de t, se tiene que U, es una inmersién de
M en N. En este caso, definimos:

A(t) = /M dA,, (1.2)
V(t)=— /M U*(dN), (1.3)
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donde dA; es el elemento de area asociado a la inmersién ¥,, y dN es la forma
de volumen de N. A(t) es el funcional drea, que mide en cada instante ¢ el area
de M con la métrica inducida por la inmersién ¥,. La funcién V(t) es el volumen
orientado, que mide el volumen encerrado entre las inmersiones ¥y y ¥,. Se tiene
entonces:

Proposicion 1.3 (Primera férmula de variacién del drea, [BACE,Si)]). Sea
VU una variacion de v con campo variacional X de soporte compacto en M. En-
tonces A es una funcion diferenciable en 0 y:

donde u = (X,v) y H es la curvatura media de .

Proposicion 1.4 (Primera férmula de variacién del volumen, [BdCE]).
Sea U una variacion de 3 con campo variacional X de soporte compacto en M.
Entonces V es una funcion diferenciable en 0 y:

V(0) = — /M udA, (1.5)

donde u = (X, v).
De ambos resultados se sigue inmediatamente que:

Teorema 1.5.

(1) Una inmersidn ¢ es minimal si y sdlo si es un punto critico del funcional
drea para cualquier variacion ¥ de ¢ con soporte compacto.

(i) Una inmersion 1 tiene curvatura media constante si y sélo si es un punto
critico del funcional drea para cualguier variacion ¥ de v con soporte
compacto que sea punto critico del volumen orientado.

Si se desean estudiar propiedades de estabilidad de superficies minimales o con
curvatura media constante es necesario calcular la segunda derivada del drea de
las posibles variaciones de la inmersién.
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Proposicion 1.6 (Segunda férmula de variacién del drea, [BACE,Si)).
Supongamos que 1) es una inmersion con curvatura media constante y ¥ es una
variacion normal con campo variacional X de soporte compacto en M. Entonces:

A"(0) — 2H V"(0) = /M{ |Vul® — (Ric(v) + |o]?) u?} d4, (1.6)
donde u = (X,v), Ric(v) es la curvatura de Ricci del vector normal v a la in-

mersion, y |o|® es el cuadrado de la norma de la sequnda forma fundamental o de
la inmersion.

Definicién. Diremos que una variacién ¥ de v conserva el volumen orientado o
simplemente que conserva el volumen si V(t) es constante para ¢ suficientemente
pequerno.

A partir de la segunda férmula de variacién del drea, obtenemos:

Teorema 1.7. Si v : M — N es una inmersion minimal y U es una variacion
normal cualquiera de 1 con campo variacional X de soporte compacto, entonces:

A4'(0) = [ {IVuf - (Ric(v) + o) u?} dA, (1.7)

conu = (X,v).

Teorema 1.8. Sit): M — N es una inmersién con curvatura media constante y
¥ es una variacion normal de v que conserva el volumen con campo variacional
X de soporte compacto, entonces:

A"(0) = /M{IVu|2 — (Ric(v) + |o[?) u?} dA, (1.8)
con u = (X, v).
Si consideramos sobre M el operador de Schrédinger A+¢, con ¢ = Ric(v)+|o|?,

tenemos que I(u) = A"(0) es la forma cuadritica asociada a L en el espacio
C5°(M), a la que llamaremos la forma indice de la inmersién. Si  es un abierto
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relativamente compacto contenido en M, la forma cuadritica I es continua con
respecto a la norma de Sobolev:

2 _ 2 2 _ 2 2
gy = 1l 0y + 1900 = [ w2+ [ 9l

y extiende por tanto al espacio Hj(f2) (completado de C°(R) con la norma de

Sobolev).

Definicién. Diremos que una inmersién 3 : M — N de una superficie orien-
tada en una variedad riemanniana orientada de dimensién tres es estable si tiene
curvatura media constante y:

/M{IVu]2 — (Ric(v) + |o]?) u?} dA > 0, (1.9)

para toda funcién u € H'(M) con soporte compacto tal que JyyudA =0.

En la definicién anterior, H'(M) es el completado de C§°(M) con respecto a
la norma de Sobolev. Como consecuencia de la segunda férmula de variacién del
area y de los resultados de [BACE] se tiene:

Teorema 1.9. Una inmersidn con curvatura media constante es estable si y solo
st es un minimo del drea para todas las variaciones de la inmersidn que conservan
el volumen.

Definiciéon. Sea ¥» : M — N una inmersién isométrica, 8 C M un abierto
relativamente compacto. El indice de 2, Ind(Q), es el nimero de valores propios
negativos del operador A + Ric(v)+ |o|* en HL(R), es decir, el indice del operador
A + Ric(v) + |o]* en Q.

Definicién. El indice de M, Ind(M), es el supremo de los indices de 2, donde 0

es un abierto relativamente compacto en M.

El indice de M puede no ser finito. Las inmersiones minimales con indice
cero son minimos del drea para cualquier variacién de la superficie con soporte
compacto. Si una inmersién con curvatura media constante es estable, entonces
su indice es necesariamente cero o uno. A lo largo de este trabajo veremos que

una inmersion con curvatura media constante e indice uno no es necesariamente

estable.
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1.3 Aplicaciones de Gauss

Sea ¢ : (M,g) — (N, h) es una aplicacién diferenciable entre dos variedades Rie-
mannianas. La energia de ¢, E(¢), se define por:

B(¢) = [ IV4]* dA, (1.10)

donde |V¢|*(p) = T, |dd(¢:)|?, con {ei,...,e,} base ortonormal de T,M. El
campo de tensién de la aplicacién ¢ viene dado por 7(¢)(p) = X%, V..dé(E;),
donde E; es un campo ortonormal local paralelo en p.

Definicién. Una aplicacién entre dos variedades riemannianas ¢ : M — N es

armonica si 7(4) = 0.

La relacién entre las aplicaciones arménicas y las inmersiones con curvatura
media constante viene dada por el siguiente resultado:

Teorema 1.10 ([RV]). Sea T’ un subgrupo discreto de traslaciones de IR3, y sea
Y : M — R®/T una inmersidn isométrica de una superficie riemanniana M con
aplicacion de Gauss ¢ : M — S?. Entonces la curvatura media de v es constante
st y solo si ¢ es una aplicacion armdnica.

Para las aplicaciones arménicas ¢ : M — S2, la ecuacién 7(¢) = 0 se trans-
forma en:

Adi+ |VoP i =0, i=1,2,3, (1.11)

donde ¢; son las coordenadas de la aplicacién ¢ : M — S? ¢ R3

Es facil ver que la energia de una aplicacién definida sobre una superficie rie-
manniana M es invariante por cambios conformes de la métrica de la superficie,
de modo que si la superficie es orientable, la energia solo depende de la estructura
de superficie de Riemann de M. La ecuacién de Euler es también invariante por
cambios conformes de la métrica de la superficie.

Si¢: M — S? es una aplicacién arménica y g es la proyeccién estereografica
de ¢, entonces la ecuacién (1.11) se traduce en:

d'd"g— d'gd'qg =0, (1.12)

1+ |g?
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donde d’' y d” son las proyecciones holomorfa y antiholomorfa de la diferencial d

en la superficie de Riemann M. Si (U, z) es una carta isoterma en M, entonces
localmente d'f = f,dzy d"f = f;dz.

1.4 La representacion de Weierstrass

La clasica representacion de Weierstrass para superficies minimales en IR® permite
reconstruir una inmersién minimal a partir de su aplicacién de Gauss y de una
l-forma holomorfa en la superficie de Riemann subyacente. En este apartado,
extendemos dicha representacion a las superficies con curvatura media constante
no nula y a los cocientes de IR® por subgrupos discretos de traslaciones.
Supongamos que M es una superficie de Riemann, I' un subgrupo discreto de
traslaciones de R3, ¢ : M — R® /T una inmersién conforme con curvatura media
constante H, ¢ : M — S5? la aplicacién de Gauss, que es una aplicacién armonica,
g : M — C la proyeccién estereografica de la aplicacién de Gauss, y « la diferencial
de Hopf asociada a la inmersién. Por definicién, o es la diferencial cuadratica
compleja 0*° = 40(d,,0,)dz?, donde o es la segunda forma fundamental de la
inmersién. Si la variedad ambiente tiene curvatura constante, como es nuestro
caso, y ¢ tiene curvatura media constante, entonces la diferencial de Hopf es una
diferencial cuadratica holomorfa. Los ceros de a son los puntos umbilicos de la
inmersién. Para estas inmersiones, tenemos la siguiente representacién:

Teorema 1.11 ([HO]). Si ¢ tiene curvatura media constante, entonces:
dY = (1-¢%i(1+4¢%),29) w, (1.13)

donde w es una 1-forma compleja diferenciable de tipo (1,0) en M tal que o =
—4w®dg. Ademds:

¥ =Re [(1-¢%i(1 +¢).20)w, (1.14)

y la métrica inducida en M por la inmersidn es:

ds® = (M)2. (1.15)
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En consecuencia, podemos recuperar la inmersién a partir del conocimiento de
la aplicacién de Gauss y de la diferencial de Hopf. Los dos siguientes resultados
enuncian este hecho para superficies con curvatura media constante no nula y
para superficies minimales. Existe una diferencia fundamental entre ambos tipos
de inmersiones: en el caso de curvatura media constante no nula, la aplicacién
de Gauss determina la diferencial de Hopf y, por tanto, determina completamente
la inmersién. En el caso minimal, sabemos que existen superficies minimales no
congruentes con la misma aplicacién de Gauss [O]. En consecuencia, la aplicacién
de Gauss no determina la inmersién. En el articulo de Hofmann y Ossermann
[HO] se estudia con detalle esta cuestion.

Para superficies con curvatura media constante no nula tenemos:

Teorema 1.12 ([Chen,Ke,Ga]). Sean M una superficie de Riemann, g : M —

C una aplicacion que verifica la ecuacion:

g ! /3
dgd'g =0,
T+ 9%9

y tal que d"g no es idénticamente 0. Para cada H # 0, consideremos la 1-forma
de tipo (1,0) w = —2d"g/(H(1 + |g]?)?), la 1-forma vectorial

¢ = (4)19@27@3) = (1 _g271(1 +g2)’2g) w,

y el morfismo de grupos:

d/dl/g _

H'(M,Z) 25 R?
Re | ©. 1.16
7~ Re [ (1.16)

Sea T = Per(H' (M, Z)). Fijadop € M, sea v una curva que une p y q, para todo
gEM.

Si T es un subgrupo discreto de R®, entonces la aplicacién ¢ : M — R3/T
dada por:

z/)(q)=Re[/<l>=Re[y(1—gz,i(l+gz),2g)w, (1.17)

es una inmersion conforme ramificada con curvatura media constante H de M en
la variedad cociente R®/T tal que g es la proyeccidn estereogrdfica de la aplicacion
de Gauss.

Ademds, la inmersion 1 estd libre de puntos de ramificacion si y sélo si d"g
nunca se anula.
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Para superficies minimales tenemos:

Teorema 1.13. Sean M una superficie de Riemann, g : M — € una funcién
meromorfa y w una 1-forma holomorfa en M. Definimos la 1-forma vectorial
meromorfa:

(D — (q)laQZaq)S) = (1 - 9271(1 +g2)12g)w? (118)

y el morfismo de grupos:
H' (M, Z) 2= R3
vy Re/q). (1.19)

b
Sea T' = Per(H'(M,Z)). Fijado p € M, para cada ¢ € M, sea v una curva que
une p y q. Definimos la aplicacion ¢ : M — R?/T por:

¥(g) = Re/7 o= ReL(l — ¢%,i(1 + ¢%),29) w. (1.20)

Entonces ¥ : M — R*/T' es una inmersién conforme, minimal y ramificada de
M en la variedad cociente R®/T tal que g es la proyeccién estereogrdfica de la
aplicacion de Gauss.

Ademds, la inmersidn 1 estd libre de puntos de ramificacidn si y solo si en
cada cero de w, la aplicacidn g posee un polo de orden doble.

Definicién. Diremos que una superficie riemanniana M tiene curvatura total
finita si [, |K| dA < oo.

Siy: M — IR3}T es una inmersién minimal de una superficie completa y
orientable, entonces la curvatura de Gauss de M es siempre no positiva, de modo
que M tiene curvatura total finita si y sélo si [, K > —c0.

Como consecuencia de un resultado de Huber [Hu] se tiene:

Teorema 1.14 ([O,MeR1,MeR2]). Seat) : M — IR3/T" una inmersién minimal
con curvatura total finita de una superficie completa y orientable M en un cociente
de R® por un subgrupo discreto de traslaciones T.

Entonces M es conformemente equivalente a una superficie de Riemann com-
pacta M menos un nimero finito de puntos {p, ... s Pr -
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Ademds, la aplicacion de Gauss g y la 1-forma de Weierstrass w extienden de
forma meromorfa a M.

A los puntos de M \ M se les denomina finales de la inmersién.

1.5 La ecuaciéon senh—Gordon.

Como hemos visto en el apartado anterior, la aplicacién de Gauss permite re-
construir una inmersiéon con curvatura media constante no nula. En esta seccién
veremos que también es posible recuperar la inmersién a partir de la diferencial de
Hopf o y de una solucién de un operador diferencial eliptico.

Sean (M, ds?) una superficie Riemanniana orientable, (N(c), g) una variedad
Riemanniana de dimensién tres y curvatura constante ¢, ¥ : M — N una inmersién
isométrica con curvatura media constante H, o la segunda forma fundamental de
Yy P C M el conjunto de puntos umbilicos. Entonces la ecuacién de Codazzi—
Mainardi es equivalente a que o = 0%°, que viene dada en coordenadas locales
isotermas por 4 0(d,,d,) dz?%, sea holomorfa en M. Se tiene ademas que p e M
es un punto umbilico de % si y solo si a, = 0. En particular, P es un conjunto
discreto en M.

Asociados a una inmersién isométrica con curvatura media constante en una
variedad con curvatura constante, podemos encontrar una diferencial cuadratica
holomorfa (la diferencial de Hopf), y una funcién diferenciable salvo en un conjunto
finito de puntos que es solucién de un operador eliptico.

Teorema 1.15. Sea v : M — N(c) una inmersidn isométrica con curvatura
media constante H no totalmente umbilical. Supongamos que ¢ + H? > 0 Y que
b = 4(c+H?), P el conjunto de puntos umbilicos de la inmersidn, y ds? la métrica
llana ramificada b |a|. Si

ds® = exp(2w)/b*ds?, en M\ P,
entonces w verifica la ecuacion:

Aow + senh(w) cosh(w) =0, en M\ P. (1.21)
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Ademds:

ki =H + bexp(—2w)/2,
ky=H — bexp(—2w)/2,
K =(1 — exp(—4w)) b*/4.

El siguiente resultado demuestra que es posible construir una inmersién a partir
de una diferencial cuadratica holomorfa y una solucién de la ecuacién senh-Gordon
cuyas singularidades estan relacionadas con los ceros de a.

Teorema 1.16. Sea M una superficie de Riemann simplemente coneza, o una
diferencial cuadrdtica holomorfa en M, P el conjunto aislado de ceros de a, bun
nimero real positivo, dsj la métrica llana b |a|* en M\ P. Sea w una solucién de
la ecuacion:

Aow + senh(w) cosh(w) =0, en M\ P,

tal que w es asintdtica a —%log |2| en un entorno de un cero de a de orden k.
Entonces, para cada c, H € R, 0 < 0 < 2, tales que b* = 4(c + H?), existe

una inmersion conforme yyp : M — N(c) con curvatura media constante H y

diferencial de Hopf e’ a tal que la métrica inducida por la inmersidn es:

ds? = b |al. (1.22)

A partir de este resultado es ficil demostrar el siguiente principio de duali-
dad para superficies con curvatura media constante en variedades con curvatura
constante.

Teorema 1.17. Sean M una superficie simplemente coneza, N(co) una variedad
completa simplemente coneza con curvatura constante co, y ) : M — N una in-
mersion isométrica con curvatura media constante H, existe entonces una familia
de inmersiones:

Yeo: M — Na(c), con 0 <6 < 2,

con curvatura media constante H siempre que co + H? = ¢ + H?.
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1.6 El problema isoperimétrico

Dada una variedad Riemanniana N de dimensién tres, nos planteamos el pro-
blema de encontrar, de entre todos los abiertos relativamente compactos  C
N que encierran un volumen dado, aquellos cuya frontera dQ es una superficie
diferenciable con 4rea minima. A tales conjuntos los denominaremos dominios
1Soperimeétricos.

De entre todas las superficies compactas que encierran un volumen dado en una
variedad riemanniana N compacta o llana y completa, existe una de minima 4rea
por los resultados de [Alm]. Dicha superficie es un conjunto (M, ¢, §)-minimal. A
este tipo de conjuntos se aplica el teorema de regularidad de Taylor, que establece
que las tnicas singularidades de la superficie son curvas donde tres hojas de la
superficie se encuentren formando dngulos iguales, o puntos donde cuatro de dichas
curvas se encuentran. Puesto que nuestra superficie separa la variedad en dos
regiones, deducimos que es diferenciable. Por tanto:

Teorema 1.18 ([Alm,T]). Sea N es una variedad tridimensional compacta y
orientable o llana, orientable y completa.

Entonces ezisten soluciones del problema isoperimétrico para todo valor V €
(0,vol(N)), y cualquier solucidn del problema isoperimétrico es diferenciable.

La informacién que nos ofrece la solucién del problema isoperimétrico en una
variedad Riemanniana N puede resumirse por medio de la funcién:

A(V) = inf{Area(90); 2 C N es abierto con borde regular y Vol(?) = V},

a la que llamaremos el perfil isoperimétrico de N. Las propiedades del perfil
isoperimétrico son las siguientes:

Teorema 1.19. Si (N, g) es una variedad Riemanniana de dimensidn tres, en-
tonces:
(i) El perfil isoperimétrico A es continuo.
(ii) Si A es diferenciable en V, y Q es una region isoperimétrica que encierra
un volumen V, entonces A'(v) = 2H(99).
(iii) Las derivadas laterales ezisten en cada punto.
(iv) La derivada segunda eziste en el sentido de las distribuciones Y es mayor
o igual que cero.
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(v) SiN es compacta, el perfil isoperimétrico es simétrico respecto de vol(N)/2.

(vi) Si N es no compacta, el perfil isoperimétrico es no decreciente.

Nota. La curvatura media H del apartado (ii) se calcula con respecto al normal
interior, que apunta hacia la regién de volumen V.

La solucién del problema isoperimétrico en IR® fue obtenida por medio de la ob-
servacién (principio de simetrizacién de Steiner) de que todo dominio isoperimétri-
co es simétrico respecto de un plano paralelo a cualquier plano dado. Esto implica
que los dnicos dominios isoperimétricos son bolas euclideas. Una extensién del
principio de simetrizacién de Steiner debida a Hsiang [Hs| prueba el siguiente re-
sultado:

Teorema 1.20. Sean I' un subgrupo discreto de traslaciones de R® generado por
vectores ortogonales, y O C R®/T un dominio isoperimétrico. Entonces:
(i) Sirango(I') =1, entonces Q es invariante por un grupo uniparamétrico de
giros.
(ii) Sirango(T') = 2 0 3, entonces ) es simétrica respecto de tres superficies
totalmente geodésicas que se cortan ortogonalmente.



Capitulo 2

Superficies estables

En este capitulo estudiamos superficies estables en variedades de dimensién tres.
La primera parte del capitulo esta dedicada a la recopilacién de los resultados
ya conocidos. En la segunda seccién estudiamos las superficies estables en varie-
dades con curvatura de Ricci no negativa y obtenemos restricciones sobre el tipo
topolégico de la superficie. Estudiamos asimismo superficies compactas estables de
géneros cuatro y cinco y demostramos que el operador de Schrédinger asociado a la
segunda variacioén del drea est4 determinado por una aplicacién antiholomorfa de la
superficie en la esfera S?. Asimismo, obtenemos en este caso restricciones sobre la
variedad ambiente cuando esta sea llana. En la tercera seccién estudiamos superfi-
cies estables en variedades con curvatura constante y obtenemos que cualquier toro
estable debe ser llano y, por tanto, un tubo alrededor de una geodésica cerrada.
Las dos ultimas secciones estan dedicadas a la clasificacién de las superficies esta-
bles en variedades elipticas y llanas. En particular, obtenemos resultados para el
espacio proyectivo real IRIP3(1) y pra las variedades llanas con grupo fundamental
ciclico. Se dan también aplicaciones al problema isoperimétrico.

2.1 Preliminares

Recordemos que una inmersién ¥ : M — N de una superficie orientable en una
variedad Riemanniana de dimensién tres es estable si tiene curvatura media cons-
tante y:

/M{|vu|2 — (Ric(v) + |o]?) u?} dA > 0, (2.1)

para toda funcién u € H'(M) con soporte compacto tal que [y, udA = 0.
Es especialmente interesante estudiar el problema de estabilidad cuando la
curvatura de Ricci de la variedad ambiente es mayor o igual que cero, puesto que



16 2. Superficies estables

en este caso la funcién ¢ = Ric(v)+|o|* es no negativa y la condicién de estabilidad
es mucho més restrictiva. De hecho, en el caso de que la variedad ambiente sea el
espacio hipérbolico H?, Silveira [S] ha demostrado que existe al menos una familia
uniparamétrica de superficies estables, no compactas y no totalmente umbilicales
embebidas en IH*(1) con curvatura media H < 1.

Recordemos que si la inmersién 3 : M — N es estable, el indice del operador
A + g es finito e igual a cero o uno. Este tipo de operadores ha sido por Fischer—
Colbrie [FC], quien ha probado el siguiente resultado, ver también [LR]:

Teorema 2.1. Sea M una superficie completa, ¢ > 0 una funcién diferenciable
en M. Supongamos que el operador A + (¢ — K) tiene indice finito.
Entonces:

(i) M es conformemente equivalente a una superfcie de Riemann compacta
M menos un nimero finito de puntos {p1,---,pr}

(i) Siq>c> 0, entonces M es compacta.

Si la curvatura de Ricci de la variedad ambiente es mayor o igual que cero,
entonces la curvatura escalar S es también mayor o igual que cero, y se tiene que:

Ric(v) + [of’ = § + % lo? — K,

de modo que el operador asociado a la segunda variacién del 4rea es del tipo
considerado en el teorema 2.1. Aplicando dicho resultado obtenemos:

Teorema 2.2. Seay: M — N una inmersidn estable de una superficie orientable
y completa en una variedad riemanniana orientable de dimensidn tres y curvatura
de Ricci no negativa. Entonces:

(i) M es conformemente equivalente a una superfcie de Riemann compacta
M menos un nimero finito de puntos {p1,.-.,p:}.
(i) Sila curvatura media H es mayor que cero, entonces M es compacta.
(iii) Sila curvatura escalar S verifica S > ¢ > 0, entonces M es compacta.

El caso no compacto ha sido estudiado por Silveira [S], quien ha obtenido el
siguiente resultado:
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Teorema 2.3. Sea ¥ : M — N una inmersidn estable de una superficie M
conformemente equivalente a una superficie de Riemann compacta M menos un
nimero finito de puntos {p;,...,p,}, en una variedad riemanniana orientable de
dimension tres y curvatura de Ricci no negativa. Supongamos que el drea de M es
infinita.

Entonces la inmersion es totalmente geodésica y Ric(v) = 0 a lo largo de la
inmersion.

Imponiendo maés restricciones a la variedad ambiente N se han conseguido
mejores resultados:

Teorema 2.4. Sea M C N una superficie completa, orientable y estable inmersa
en una variedad orientable compacta N de dimensidn tres con curvatura de Ricci
positiva.

Entonces M es compacta y coneza y género(M) < 3.

Teorema 2.5. Sea v : M — N una superficie completa, orientable y estable in-
mersa en una variedad completa y orientable de dimensidn tres N con curvatura de
Ricci no negativa, radio de inyectividad positivo y curvaturas seccionales acotadas
superiormente, entonces, o bien:

(i) ¥ es totalmente geodésica, o bien
(i) M es compacta y coneza y género(M) < 5.

Ademds, si el género de M es cuatro o cinco, entonces 1 es una inmersién mini-
mal.

La compacidad en el teorema 2.4 se sigue del teorema 2.2, y en el teorema 2.5
de los resultados de Frensel [Fr], y Silveira [S]. La conexién de M es facil de probar
en ambos casos porque de otro modo podriamos contruir una funcién localmente
constante no idénticamente cero con media nula contradiciendo la desigualdad
(2.1). La estimacién del género en los teoremas 2.4 y 2.5 fue obtenida por El Soufi
e Ilias [EI], Frensel [Fr] y Yau [Y], ver también la demostracion del teorema 2.6.
Ademas, si M es no compacta, entonces M es una superficie minimal con indice
cero y M es conformemente equivalente al plano € o al cilindro €*, ver [FCS].
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2.2 Superficies estables en variedades con curvatura de Ricci
no negativa

Estamos interesados en la clasificacién de superficies estables en variedades de
dimensién tres con curvatura de Ricci no negativa (Ric > 0). A partir de los
teoremas 2.2 y 2.3 vemos que sélo queda por estudiar el caso de una inmersién
minimal estable 4 : M — N de una superficie orientable no compacta con area
finita.

Nuestro objetivo es demostrar el siguiente resultado:

Teorema 2.6. Seav : M — N una inmersidn isométrica estable de una superficie
completa orientable con drea finita en una variedad orientable con curvatura de
Ricci no negativa.

Entonces M es conformemente equivalente a una superficie de Riemann com-
pacta M de género g menos r puntos {p1,...,p:}, y se tiene:

(i) Sigénero(M)=0,1, entonces r < 3.
(ii) Si género(M) = 2,3, entonces r < 1.
(iii) Si género(M) = 4,5, entonces r = 0.

Ademds, si M es no compacta, entonces 1 es una inmersién minimal.
Antes de demostrar el teorema 2.6 necesitamos probar unos resultados previos.

Lema 2.7. Sea M una superficie completa y orientable conformemente equiva-
lente a una superficie de Riemann compacta M menos un nimero finito de puntos
{P1,...,p}. Sea ¢ > 0 una funcién diferenciable. Supongamos que el operador
A + q tiene indice finito.

Entonces ¢ € Li(M).

Demostracion: Llamemos L al operador A + g de indice finito. Fischer—Colbrie
[FC] ha demostrado que L es estable en el exterior de un conjunto compacto
C C M. Podemos suponer que C es la unién de k discos conformes D;c M,
t=1,...,k centrados en los puntos p;.

Sea ¢ una funcién diferenciable en M con soporte contenido en UL, D; e igual
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a 1 en un entorno de los puntos p;. Sea us la funcién definida por:

0$ lzi' S 62,
og(|z|/62

Us = %J(_l'/l%lv é? < lzil t 6’
ks 6 < |z,

eigual a 1 en M \ U, D;. Por la estabilidad de L, se tiene que [y, qpus <
Jur IV (¢us)|*. Tomando hrmtes cuando ¢ tiende a 0, se tiene que:

/ gdA 5/|v¢|2 dA < oo,
Q

¥y, por tanto, ¢ € L,(M).
a

Lema 2.8. Sea M una superficie completa _y orientable conformemente equiva-
lente a una superficie de Riemann compacta M menos un nimero finito de puntos

{p1,...,p:}. Sea ¢ > 0 una funcidn diferenciable. Supongamos que para toda
u € H'(M) con soporte compacto tal que Jar v = 0 se verifica

u?dA < [ |Vu]? dA.
/Mq /Ml I

Entonces la desigualdad anterior se verifica para toda funcién u € HY(M)nN
Loo(M) tal que [, udA = 0.

Demostracion: En el enunciado del teorema, el espacio H'(M) es el espacio de
Sobolev asociado a cualquier métrica riemanniana en M compatible con su es-
tructura conforme. Recordemos que en una variedad riemanniana compacta, los
espacios de Sobolev asociados a distintas métricas riemannianas son linealmente
isomorfos con normas de Sobolev equivalentes.

Sea u € H'(M) N Ly(M), y sean v, € H'(M) tales que:

(i) sop(v.) es compacto contenido en M,
(ii) v £1y v, — 1 puntualmente en M cuando € — 0,

(i) f57 |Vve|> = 0sie — 0. B DO—— _3
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Entonces v.u* y v.u~ tienen soporte compacto contenido en M y convergen respec-
tivamente a ut, u~ en H!(M) cuando € — 0. Si {).}. es el conjunto de nimeros
reales definido por A, [v,ut dA = [v.u™ dA, y llamamos u, = A\, u} —u_, entonces
se tiene que lim,o A =1 [j;u, =0, y u, converge en H'(M) a u. Puesto que el
soporte de u, es compacto se tiene que:

2 2
u</ Vu,l|°.
/Mq"'Ml |

Tomando limites cuando ¢ tiende a 0 obtenemos, por una parte:

. 2 _ 2
11_%/]" qu, = /M qu’,
aplicando el teorema de la convergencia dominada, ya que qu? converge puntual-

mente a qu? y |qu?| < ||ul|, g € Li(M), ya que q € L,(M).
Por otra parte:

lim/ |Vu,|* = lim/_lvu£|2 = /_|vu|2 =/ |Vul?

e—0JM e—0 /M M M

La primera y la iltima igualdades por ser la integral de Dirichlet un invariante
conforme. La segunda por la convergencia de u, a u en H!(M).

a

Por 1ltimo, necesitaremos el siguiente lema, que es una extensién de un resul-
tado debido a Hersch [Her]. Puede consultarse también [LY].

Lema 2.9. Sean (M,ds?) una superficie riemanniana, f : M — R una funcidn
medible y positiva tal que 0 < [, fdA < 0o. Sea ¢ : M — S? una funcidn medible
tal que ¢~'(p) tiene medida nula en M para todo p € S2.

Entonces eziste una transformacion de Mobius F : S — S? tal que Iy f(Fo
#)dA = 0.

Demostracidn: Sea B* = {g € R |g| < 1}. Definimos F : B3 x §2 — $2 por:

_pt+(elpg)+N)g
Flo.p) = A(p, gy +1)

donde A = /(1= |g*)  y p= (A= 1) |g|™*.
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Para cada ¢ € B® F, = F(g,—) es una transformacién conforme de S2.
Ademas, si {gn}nen €s una sucesién en B3 tal que g, — g € S?, entonces la
sucesiéon de transformaciones de Mébius {F,},en definida por F, = F(g,,—)
converge puntualmente en S?\ {—g} a la funcién F,(p) = g definida para todo
p €& Y {—g)

Definimos ® : B> — B° por:

o) = [[ saa] " [[ 5(F08)aa].

Como f > 0, se tiene que (far f dA) [®(g)| < fos |f(Fy 0 ¢)| dA = [ys f dA. Por
tanto, |®(g)| <1y ® estd bien definida.

Ademas, por el teorema de la convergencia dominada, ® es continua en B si
p € S?%, entonces F, 0 ¢(q) = p para casi todo ¢ € M, ya que ¢~!(—p) tiene medida
nula en M, por lo que se deduce:

op)=[[ 144" [[ rpa] =>p.

Asi pues, ® restringida a 9B es la identidad en 0B° ¥, por un razonamiento
elemental de topologia ® es sobreyectiva, En particular, existe g € B® tal que:

¥ dA=0
| [, J(Fo0)da =,
lo que prueba el lema.

O

El lema anterior se aplicara especialmente en el caso de que M sea una superficie
con area finita y la funcién f sea idénticamente uno.

Demostracion: teorema 2.6: Por el teorema 2.1 M es conformemente equivalente
a una superficie de Riemann compacta M menos un nimero finito de puntos
{p1,...,p-}. Sea ¢ : M — S5? una aplicacién holomorfa. Puesto que M tiene irea
finita, aplicando el lema 2.9, podemos suponer que ¢ tiene media nula componiendo
# con una transformacién de Mébius. Cada componente ¢; de la aplicacién ¢
es una funcién diferenciable en la superficie compacta M y, por tanto, estd en
HY(M) N Loo(M). Aplicando el lema 2.8 tenemos que:

[ Vel da >3 [ (Ric(w) + lof")e d4,

1=
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y, por tanto:

/M IVo|? dA > /M(ch(u) + |of?), dA. (2.2)

Teniendo en cuenta que Ric(v) + |o|* es igual a Ric(e;) + Ric(ez) + 4H? — 2K,
donde e;, e; son campos locales tangentes a M, K es la curvatura de Gauss de

la métrica de M, y H es la curvatura media de v, transformamos la desigualdad
(2.2) en:

[, 199 442 [ {Ric(er) + Ric(es) + 4H? - 2K} dA
>- [ 2KdA 2 an(r —x(WD) = 4n(r—2-2g),  (23)

donde en la iltima linea hemos aplicado la desigualdad de Cohn-Vossen | mK L
2rx(M).

Teniendo en cuenta que [, |[Vo|* = 8rgrado(®), y que podemos elegir la apli-
cacion holomorfa ¢ : M — S? de grado 1 + [(1 + ¢)/2], ver [GH], obtenemos

que:
0§(4+2[1;g]—29—r), (2.4)

y se sigue que las tnicas posibilidades para g y r son las siguientes:

sig=0,1 entoncesr <4,
sig=2,3 entoncesr <2,
sig=4,5 entoncesr =0,

lo que prueba la afirmacién (ii) del teorema 2.6

Si se da la igualdad en la ecuacién (2.4) se da también la igualdad en la
desigualdad (2 3) y obtenemos que Ric(e;) = Ric(e;) = 0, que H = 0, y que
Ric(v) + |o|* = —2K. Al mismo tiempo obtenemos la igualdad en la desigualdad
(2.2) y, por tanto:

/M{|v¢,-|2 +2K¢?} dA = 0, quadi = 1,2, 3.
Puesto que [,,{|Vu|* + 2K u?} > 0 para toda funcién u diferenciable en M tal

que [ps udA = 0, derivando la funcién I(¢; + tu) en ¢t = 0 obtenemos que:

d

0=
dt =0

I(g:+1tu) = /M{(w,-, Vu)+2K diu) dA = /M —u(Agi—2K ;) dA = 0,
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para toda funcién u diferenciable en M tal que fj,udA = 0. Se sigue que
A¢; — 2K ¢; es constante. Por otra parte, como ¢ es una funcién holomorfa,
sus coordenadas verifican las ecuaciones A¢; + |Vé|* #; = 0. Combinado ambas
ecuaciones en forma vectorial se sigue que [V¢|2 = —2K y que A¢; — 2K ¢; = 0.

En consecuencia, las funciones ¢; son soluciones de la ecuacién A + (Ric(v) +
lo|*) = 0.

Si M es no compacta, se sigue del trabajo de Fischer-Colbrie [FC] que una
solucién positiva u de dicha ecuacién en un entorno de un final de M determina
una métrica u? ds? completa en el final y con curvatura de Gauss no negativa, con
ds? la métrica en M inducida por la inmersién. Una métrica de este tipo debe
tener drea infinita, ver [Wu]. Sin embargo, las métricas ¢? ds® no pueden tener
area infinita puesto que ds? tiene drea finita y ¢? es una funcién acotada. Por
tanto, no puede darse la igualdad en el caso no compacto en la desigualdad (2.4)
y se sigue que las unicas posibilidades para ¢ y r son las enunciadas en el teorema.

O

En el caso de que M sea una superficie compacta de género cuatro o cinco,
podemos reducir el problema a uno equivalente al que obtenemos en una variedad
llana.

Teorema 2.10. Sea ¢ : M — N una inmersion isométrica estable de una superfi-
cie riemanniana compacta de género cuatro o cinco o de una superficie hipereliptica
de género tres en una variedad orientable de dimensidn tres con curvatura de Ricci
no negativa.

FEziste entonces una inmersion isométrica minimal multivaluada v M >
IR® con aplicacion de Gauss ¢ de modo que las métricas inducidas por ambas
inmersiones coinciden y ademds |V¢|* = Ric(v) + |o|*.

En consecuencia, los problemas de estabilidad para ambas inmersiones coinci-
den, ya que si M C IR® es una inmersién minimal y ¢ es su aplicacion de Gauss,
2 2
entonces |o|” = |V4|°.

Demostracion: Si ¢ : M — S? es una funcién holomorfa con media nula y grado
g — 1, la demostracién del teorema 2.6 prueba que las componentes de ¢ verifican
la ecuacién A¢; + (Ric(v) + |7|*)¢; = 0. Ademés se prueba que ¥ es minimal y
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que:
Ric(v) + |o|* = —2K = |V¢|*. (2.5)

En cualquier caso se tiene que grado(¢) = g — 1, y podemos encontrar una 1-
forma holomorfa w en M con ceros de orden doble en los polos de ¢ por el teorema
de Riemann-Roch [Fo] de modo que el par (¢,w) induce una inmersién 1 minimal
conforme no ramificada, sin finales, y multivaluada en IR3, con aplicaciéon de Gauss
¢. Podemos elegir dicha inmersién de modo que exista un punto p € M tal que
K(p) = K'(p) # 0, donde K’ es la curvatura de Gauss de la métrica inducida por
P.

Sean g la métrica inducida en M por la inmersién 1 y ¢’ la métrica inducida por
la inmersién 1. Las métricas g y ¢’ son conformes, de modo que existe u € C°(M )
tal que ¢’ = e®**g. La relacién que existe entre las curvaturas de Gauss de dos
métricas conformes es:

Agu= K — K'e?, (2.6)

Por ser ¢ la aplicacién de Gauss de una inmersién minimal a IR® se verifica que
|V¢];, = —2K'. Teniendo en cuenta (2.5) se sigue que K = K'e?*. Sustituyendo
en la ecuacién (2.6) obtenemos que A,u = 0 y u es una funcién armonica en una
superficie compacta y, por tanto, es constante. Puesto que K (p) = K'(p) = 0, se
sigue de la igualdad K = K'e** que u(p) = 0 y, por ser u constante, u = 0. Esto
prueba que g = ¢'.

a

En todos los resultados anteriores hemos utilizado que M es conformemente
equivalente a una superficie compacta punteada. El siguiente resultado nos pro-
porciona restricciones sobre superficies estables sin esta hipétesis.

Teorema 2.11. Sea ) : M — N una inmersidn isométrica estable de una super-
ficie riemanniana completa y orientable en una variedad orientable de dimensidn
tres con curvatura de Ricci no negativa. Supongamos que M es no compacta Y que
g = Ric(v) + |o|* £ 0.
Entonces:
/M r* < 400, paratodo a < 2,

donde r es la distancia en M a un punto fijop € M.
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Demostracion: Basta demostrar la desigualdad [, r*» < +oo para los elementos
de la sucesién {an}nen definida por recurrencia por medio de ap = 1, Qg1 =
(1/2)a, + 1. Puesto que a, — 2y a, < 2, y se tiene que:

/ 5/ r°‘+/ rP, sia<f,
7 {r<1} M
se sigue el resultado.

Demostraremos la desigualdad [, 7*» < oo por induccién sobre n.

Para n = 1 la finitud de la integral es consecuencia de que el drea de M es
finita por el teorema 2.3.

Supongamos por induccién que [, r* < oo parak =1,...,n—1. Probaremos
por contradiccién que [, 7" < co. Supongamos que [j, r** = oo.

Para 0 < a < b, consideremos la funcién ¢, : R — IR definida por:

1, z<a—-1
a—z, a—lSrS%ﬂ
z—b, Ei,tés:tSb

0, b<uz.

SOa,b(z) =

Como r®» € H|, (M) y @, es de clase C' a trozos en R, @, ;0" € H'M, tiene
soporte compacto y:

0, r<a-1,
IV(apor®)|=q anrl/Do-1 g —1<r<p
0, b<r.

Fijado a, la funcién b+ [y, .4 07" es continua, ya que si by — b cuando k — oo,
entonces |b;| < ¢ para algin ¢ € R. Como ¢,;, — ¢, puntualmente cuando k —
00, ademas |pqp, | < |@a,el < 52 X{r<eh Y Jm S5HX{r<e) es integrable, aplicando el
teorema de la convergencia dominada obtenemos que limi—co [s (Pap, 0 7 ") =
Ju (@ap 0 7). Teniendo esto en cuenta y el hecho de que [, 7*" = 0o, podemos
elegir b de modo que [j, ¢, ,0r*" = 0; en este caso, por la condicién de estabilidad:

</ ,,,a"2</varan2< 201,.-1.
/{msd_l}q_ oy 1(Papr®)" < | [Vipaprn|” < M

Puesto que r®*-! es una funcién integrable por hipétesis de induccién, pasando al
limite cuando @ — oo en las desigualdades anteriores, obtenemos que | mq =0,
lo que implica que ¢ = 0, con lo que obtenemos una contradiccién que prueba el
teorema.

a
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2.3 Estabilidad en variedades con curvatura constante

El teorema 2.4 se aplica especialmente en el caso de que la variedad N tenga
curvatura constante 1, y el teorema 2.5 cuando la variedad ambiente N sea llana.

En este tipo de ambientes ha sido demostrado por Barbosa y do Carmo [BdC],
Barbosa, do Carmo y Eschenburg [BACE], El Soufi e Ilias [EI] y Heintze [H] el

siguiente resultado:

Teorema 2.12. Sea t : M — N(c) una inmersién isométrica estable de una su-
perficie compacta y orientable en una variedad orientable, completa y simplemente
conexa con curvatura constante c.

Entonces el género de M es cero y 1 es una inmersidn totalmente umbilical.

Puesto que estamos estudiando estabilidad cuando la curvatura de Ricci de la
variedad ambiente sea mayor o igual que cero, nos restringiremos a los casos de
curvatura constante uno o cero. Llamaremos elipticas a las variedades completas
de dimensién tres y curvatura constante uno.

Sea (M,ds?) una superficie Riemanniana compacta y orientable y N(c) una
variedad Riemanniana tridimensional completa con curvatura seccional constante
c. Siy: M — N(c) es una inmersién isométrica con curvatura media constante H
y segunda forma fundamental o, podemos considerar en M la diferencial de Hopf
0. Recordemos que 0*° es una diferencial cuadratica holomorfa en M tal que,
si (U, z), con z =2z +1iy, es un entorno isotermo en M , entonces:

g = 40(827 az) de = {a(az’az') - O’(ay,ay) -2 a(a-‘b"ay)} dz*.

Se sigue entonces que 02°(p) = 0 si y solo si p es un punto umbilico de la inmersién
Y que, o bien todos los puntos son umbilicos, o bien los puntos umbilicos son aisla-
dos. Supongamos que b* = 4(c+ H?) > 0. Entonces en un punto umbilico pde M
la curvatura de Gauss viene dada por K (p) = b%/4 y, por tanto, el caso totalmente
umbilical corresponde a género(M) = 0. Si M es una superficie de género g>0,el
numero de puntos umbilicos, contados con multiplicidad, es 49 —4 y, en particular,
los toros con curvatura media constante no tienen puntos umbilicos. Si denotamos
por P el conjunto finito de puntos umbilicos de 3, podemos considerar en M \ P
la métrica llana dsj = b|0%°|, que es conforme a ds. Si w es la funcién en M \ P
definida por ds? = (exp(2w)/b?) ds?, entonces:

Aow + senh(w) cosh(w) = 0, (2.7)
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donde A es el Laplaciano de la métrica llana ds3. Mds atin, si denotamos por &;,
t = 1,2, las curvaturas principales de 1, entonces:

ki=H %+ (b/2)exp(—2w), 1 =1,2, y
K = (b%/4)(1 — exp(—4w)). (28)

de modo que K = 0 si y solo si w = 0. Véase [Ei], [H] y [L].
Cuando el espacio ambiente es N(c), usando la ecuacién de Gauss, la forma
indice puede escribirse:

1(f)= [ AV = (8 - 2K) [*}dA, (2.9)

para toda f € C°(M).

Como w satisface la ecuacién senh-Gordon (2.7) y en los puntos umbilicos w
tiende a +o00, si w # 0 sus ceros vienen dados por un conjunto finito de circulos
inmersos de clase C?, ver [Chg].

Ahora probaremos que la estabilidad implica una restriccién sobre los conjuntos
nodales de w.

Teorema 2.13. Sea ¢ : M — N3(c) una inmersidn con curvatura media cons-
tante H de una superficie compacta orientable en una variedad Riemanniana ori-
entada completa con curvatura constante c. Sea K la curvatura de Gauss de M.
Supongamos que b* = 4(c+ H?) > 0.

Si K # 0 y 1 es estable, entonces el conjunto abierto {p € M| K(p) < 0} es
conezo y cada componente coneza de {p € M| K(p) > 0} debe contener un punto
umbilico al menos.

Demostracion: Si f es una funcién con soporte compacto en M \ P entonces,
como en el complemento del conjunto de puntos umbilicos tenemos por (2.8) que
¥ — 2K = b? cosh(2w) exp(—2w) = b?(cosh®w + senh® w) exp(—2w), la forma
indice (2.9) puede escribirse:

Hf)== /M{IVOfI2 — (cosh? w + senh® w) f2} dA,, (2.10)

donde el médulo del gradiente de f y la medida se toman con respecto a la métrica
llana ds3.
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Sea () una componente conexa de {p € M| K(p) # 0} sin puntos umbilicos.
Como signo(K') = signo(w), la funcién f en M definida por:

fe senh(w), en §)
— 10, en M\ Q,

estd en el espacio de Sobolev H'(M). Mas atin, los puntos umbilicos no pertenecen
a la frontera de {2 porque la curvatura de Gauss es positiva en los puntos umbilicos
y cero en la frontera de 2. Por tanto f tiene soporte compacto en M\ P. Integrando
por partes y utilizando (2.7) obtenemos:

2 =

/M IVof|? dAo = /M (Vof, Vosenh(w)) dAo
=— /Mf Ao senh(w) dA
=— /Q senh(w) Ag senh(w) d Ay
. /Q {senh(w) {senh(w)|Vow|? + cosh(w)Agw}} dA,
=/ﬂsenh2(w) {cosh2 w— |V0w|2} dA,.

De esta iltima igualdad y (2.10) tenemos que:
1) = /Q {senh2 w(cosh? w — |Vow|?)
—(cosh® w + senh? w) senh? w} dAo =
=-— /n senh’ w(senh? w + |Vow|?) dA, < 0.

Si pudiéramos encontrar dos componentes conexas de {p € M| K(p) # 0}
sin puntos umbilicos, obtendriamos dos funciones f, y f, en H 1(M) con soportes
disjuntos y tales que I(f;) < 0, ¢ = 1, 2. Una cierta combinacién lineal de ambas
funciones proporcionaria otra funcién f con media nula y tal que I (f) <0, lo que
es imposible por la estabilidad de . El teorema se sigue directamente porque el
conjunto {p € M| K(p) < 0} es no vacio por el teorema de Gauss-Bonnet, y no
contiene puntos umbilicos.

a

Si género(M) = 1 obtenemos la siguiente conclusién, sin restricciones sobre los |

valores de c y H.
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Corolario 2.14. Sea ¢ : (M,ds?) — N3(c) una inmersidn isométrica con cur-
vatura media constante H. Si M es un toro y 1 es estable, entonces la métrica
ds? es llana.

Demostracion: Supongamos en primer lugar que b = 4(c + H?) > 0. Como
M no tiene puntos umbilicos concluimos usando el teorema 2.13 que el conjunto
{p € M| K(p) > 0} es vacio. El resultado se sigue del teorema de Gauss—Bonnet.

Sic+ H? <0, se sigue de la ecuacién de Gauss que la curvatura de M es menor
o igual que cero y, por el teorema de Gauss—Bonnet, debe ser idénticamente cero.

O

Es conocido que una superficie llana inmersa con curvatura media constante
en N(0) es localmente congruente a un plano o a un cilindro circular recto en
IR®, en N(1) a un toro de Clifford, esto es, a un producto de circulos en S$3(1)
y en H*(—1) a una horosfera o a un tubo alrededor de una geodésica. Ademas,
el operador asociado a la segunda variacién del drea en este caso es de la forma
A+4(c+H?), con cla curvatura seccional de la variedad ambiente y H la curvatura
media de la inmersién, de modo que el problema de estabilidad se reduce a calcular
los valores propios del laplaciano de un toro que sean menores que 4(c + H?).

2.4 Estabilidad en variedades elipticas

Toda variedad tridimensional completa N(1) con curvatura constante ¢ = 1 deter-
mina un revestimiento Riemanniano finito II : $3(1) — N(1) de la esfera unidad
S%(1) con su métrica canénica en N(1). En particular, el espacio proyectivo real
RIP%(1) determina un revestimiento de dos hojas. En esta seccién obtendremos
informacién sobre superficies estables compactas con curvatura media constante
en N(1) cuando el nimero de hojas de II es pequefio.

Necesitaremos el siguiente resultado:

Teorema 2.15. Si¢: M — N(1) es una inmersién de una superficie compacta
y orientable, entonces:

/M(l + H?) dA > 4, (2.11)

y la igualdad se da si y solo si M es una esfera umbilical.
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Mas ain, si:

/M(l + H*) dA < 8r, (2.12)

entonces la inmersion ¢ es un embebimiento.

Para demostrar la primera parte del teorema ver [Ch]. La segunda afirmacién
se prueba en [LY] si [3;(14+ H?)dA < 8n. Cuando f;,(1+ H?)dA = 8 el resultado
se debe esencialmente a Kusner, [K]. Puesto que no esta explicitamente probado
en [K], explicamos brevemente la demostracién. Si 1) no es un embebimiento, en-
tonces existe un punto p € S%(1) tal que ¥~!(p) contiene exactamente dos puntos,
ver [LY]. Tomando proyeccién estereografica desde el punto p, transformamos la
inmersién ¢ en una superficie minimal completa con curvatura total finita en IR3
y dos finales planos embebidos, ver [K]. Pero se sigue de [K] que una superficie de
este tipo debe ser embebida y, por tanto, sus finales deben ser paralelos. En con-
secuencia, la funcion lineal ortogonal a los finales es una funcién arménica acotada
¥y, por tanto, constante. El resultado se sigue de esta contradiccién.

Una superficie compacta de género cero inmersa con curvatura media constante
en un espacio eliptico es totalmente umbilical y, por tanto, es estable. Si el género
de la superficie es uno el problema de estabilidad esta resuelto por el teorema 2.13.
Por el teorema 2.4 queda por estudiar el problema de estabilidad cuando el género
de la superficie es dos o tres. Algunos de nuestros argumentos son similares a los

utilizados en [EI], [LY], [MR] y [Y].

Teorema 2.16. Sea 1) : M — S3(1) una inmersidn estable con curvatura media
constante H de una superficie orientable compacta de género mayor que uno en
un espacio eliptico orientado. Entonces:
(1) (1 + H?)4rea(M) < 2.
(i) k2> 3.
(ili) Si k=3 o4, la inmersidn 1 es un embebimiento y el morfismo inducido
entre los grupos fundamentales . : (M) — m1(N(1)) es sobreyectivo.

Demostracion: Sea g el género de M. Es un hecho conocido (ver [GH, p. 261))

que existe una funcién meromorfa no constante ¢ : M — 5%(1) C R? tal que:

g+ 1]
2 )

grado(4) <1+ [ (2.13)
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donde [z] es el mayor niimero entero menor o igual que z. Componiendo ¢ con un
difeomorfismo conforme de la esfera de Riemann S? podemos suponer, ver [LY] o
el lema 2.9, que:

/qu dA = 0.

Utilizando esta funcién vectorial como funcién test en la forma indice (2.9) obtene-
mos:

0<1(9)= [ {IV - (¢ —2K)} dA =

=8 grado(¢) — 4/M(1 + H?)dA + 87 (1 - 9)s

donde en la iltima igualdad hemos utilizado que ¢ es una aplicacién conforme y
el teorema de Gauss-Bonnet. Estimando el grado de ¢ por (2.13) obtenemos:

/(1+H2)dA<27r (2 g+[g;—1]>. (2.14)

Si g >4, el término de la derecha de la desigualdad anterior es no positivo y etsa
contradiccién prueba la afirmacién (i) del teorema 2.4. Si g = 2, 3 obtenemos la
afirmacion (i) de nuestro teorema.

Sea M la imagen inversa de M por medio de la aplicacién II : $3(1) — N(1).
La superficie M no es necesariamente conexa. Asociada a esta superficie tenemos
definida de forma natural una inmersién isométrica ¢ : M — S3(1) y un reves-
timiento Riemanniano de k hojas M — M. Como ¥ es localmente congruente a
% la nueva inmersién tiene también curvatura media constante H. Utilizando la
afirmacién (i) tenemos que:

/M(l + H?)dA = k/M(l + H?)dA < 2kn. (2.15)
Si k < 2, entonces ¥ deberia verificar la igualdad en (2.11). Pero claramente
género(M) > g > 1, y esta contradiccién prueba (ii).
Ahora probaremos (iii). Supongamos que k < 4. De (2.11) concluimos que:

47 (componentes de M) < /M(l + H?)dA < 2kr < 8. (2.16)

Se sigue entonces que M es conexo: de otro modo M tendria precisamente dos
componentes conexas, por el teorema 2.15, cada una de las cuales deberia ser una
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esfera umbilical en S3(1), y esto es imposible porque género(M) > 0. Este hecho
es equivalente a la sobreyectividad de la aplicacién . : m (M) — m(N(1)). De
(2.12) y (2.16) concluimos tambien que la inmersién v es un embebimiento.

a

Como consecuencia de los resultados anteriores podemos ahora enunciar la
solucion completa del problema global de estabilidad en el espacio proyectivo real
de dimensién tres. Este espacio eliptico es el unico cociente de la esfera S3(1) con
dos hojas.

Corolario 2.17. Sea ¢ : M — RIP*(1) una superficie orientable completa in-
mersa con curvatura media constante en el espacio proyectivo real. Si la inmersidn
es estable, entonces o bien:

(i) M es una superficie compacta de género cero y 1 es una esfera geodésica
embebida o un revestimiento de dos hojas de un plano proyectivo total-
mente geodésico, o bien

(ii) M es una superficie compacta de género uno y 1 es un tubo llano embebido
de radio v, con w/6 < r < /3, alrededor de una geodésica.

Demostracion: Por el teorema 2.4 sabemos que M es compacta y conexa y que su
género es menor o igual que tres. Por el teorema 2.16 sabemos que el género de
M no puede ser dos o tres.

Si género(M) = 0 entonces 9 es una inmersién totalmente umbilical y hemos
probado (i).

Si género(M) = 1 entonces, por el corolario 2.14, M es un toro llano. Es
conocido que una inmersion de este tipo debe ser un revestimiento Riemanniano
finito de un tubo de radio 7, con 0 < r < /2, alrededor de una geodésica en
RIP®(1). Utilizando (2.14) y (2.15) para ¢ = 1 y k = 2 deducimos que % es un
embebimiento.

Si T es un tubo de radio r, con 0 < r < 7/2, alrededor de una geodésica en
53(1), entonces T es congruente al embebimiento canénico del toro de Clifford
S*(cos(r)) x S'(sin(r)) C S3(1) C R*, y el operador de Jacobi de esta superficie
es A+ 1/cos’r + 1/sin’r. Obtenemos facilmente que el correspondiente tubo
embebido en RIP?(1) viene dado desde un punto de vista intrinseco por T =
R?/T, donde T es el reticulo en IR? generado por los vectores (27 cos(r),0) y
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(mcos(r), wsin(r)). Como los valores propios del Laplaciano de T son:

{ m? N (2n + m)?

cos?(r) sin?(r)

;mmGZ}

el tubo T es estable si y solo si:
cos(r),sin(r) > 1/2,

o, equivalentemente:
/6 <r < m/3.

O

Como consecuencia de este resultado podemos describir el perfil isoperimétrico
de RIP3(1). Sea f(V) la funcién que proporciona el perfil isoperimétrico de la
esfera 5%(1), esto es, para cualquier V € (0,272), la funcién f(V) denota el 4rea
de la esfera geodésica en S°(1) que encierra un volumen V. Denotemos por g(V)
a la funcién 2V/2(x? — V)!/2. Resolver la ecuacién f(V) = g(V) en el intervalo
[7%/4,7%/2] es equivalente a encontrar los puntos fijos de la funcién calculable
f~! o g en dicho intervalo. Un célculo directo demuestra que [(f~1og)| <1, de
modo que existe al menos un punto fijo de f~! 0 g (ya que f(72/4) < g(m%/4) y
f(n?/2) > g(n?/2)); entonces f~! o g([r?/4,7%/2]) C [x2/4,72/2] y concluimos,
por el teorema del punto fijo de Banach, que existe exactamente una solucién de
f(V) = g(V) en (n?/4,72/2). Denotamos esta solucién por y. Aproximadamente
p = 4.1432835. Tenemos entonces lo siguiente:

Teorema 2.18. EI perfil isoperimétrico de RIP*(1) viene dado por:

f(v), si 0<V <y
AWV) =S 2V (a2 — V)12 si u<V <nl—yp
f(r2 4+ V), si m2—p<V <l

En el primer caso la solucidn del problema isoperimétrico es una bola geodésica,
en el segundo la solucién es un entorno tubular de una geodésica, y en el ltimo
caso es el exterior de una bola geodésica.

En particular, a partir del conocimiento del perfil isoperimétrico, podemos
probar:
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Corolario 2.19. Sea M C RIP? una superficie embebida que divide a RIP? en
dos regiones de igual volumen.

Entonces area(M) > 7? y la igualdad se da si y solo si M es el toro de Clifford.

2.5 Estabilidad en variedades completas y llanas

Consideramos ahora la variedad llana R®/ Sy, donde Sy es el subgrupo de isometrias
del espacio euclideo generado por el movimiento helicoidal:

(z,y,2) — (z cos(f) — ysin(0), zsin(0) + y cos(0),z + A),

con # € [0,2r) y A > 0. Queremos encontrar los embebimientos Y: M — R*S,
de superficies estables compactas. Puesto que no existen superficies totalmente
geodésicas en IR?/ S, el teorema 2.5 nos dice que M debe ser una superficie conexa.
Por otra parte, si M es una componente conexa de la imagen inversa de M en el
revestimiento universal R® de R®/Sy, y ¢ : M — IR® es el correspondiente embe-
bimiento propio con curvatura media constante, entonces, o bien M es una super-
ficie compacta y, por el teorema de reflexién de Alexandrov [A], ¥ es totalmente
umbilical, o bien 9 es un embebimiento propio simplemente periédico contenido en
el interior de un cilindro circular recto ¥, por los resultados de Korevaar, Kusner
y Solomon, [KKS, theorem 2.10], M es una superficie de revolucién embebida en
R®. Por tanto, M debe ser un toro ¥, por el corolario 2.14, es un cociente de un
cilindro circular recto cuyo eje ha de ser el del movimiento helicoidal. Con este
resultado y unos célculos sencillos, obtenemos que:

Teorema 2.20. El perfil isoperimétrico de IR3/ Sy viene dado por:

1/3 2/3 : 4m)d
A(V)—{ (4m)1BBV)R, si 0<V < =

| (@mav)re, si 4 <y,

En el primer caso el dominio de minima drea que encierra un volumen V es la bola
geodésica y en el segundo la solucidn es el dominio encerrado por el toro embebido
(5'(a) x R)/Ss, para valores adecuados de a.

Veamos por dltimo una pequefia mejora del teorema 2.5 en el caso de que la
variedad ambiente N sea completa y llana, y la superficie M esté embebida en N.
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Recordemos que el teorema 2.5 asegura que una inmersién estable ) : M — N debe
ser totalmente geodésica, o que M debe ser compacta y conexa con género(M) < 5.
Nosotros probamos:

Teorema 2.21. Sea M una superficie estable embebida en N. Si el género de M
es cuatro o cinco, o M es una superficie de Riemann hipereliptica de género tres,
entonces N es un toro llano tridimensional.

Demostracion: La demostracion del teorema 2.6 prueba la existencia de una apli-
cacion antiholomorfa ¢ : M — 52 de grado g—1 en M tal que |Vé|> = —2K cuando
M tiene género cuatro o cinco o M es hipereliptica de género tres. Ademas, M
debe ser una superficie minimal.

Sea M la imagen inversa de M por la aplicacién recubridora R® — N. La
superficie M es embebida y, por el teorema del semiespacio de Hofmann y Meeks
[HM], es conexa. Sea v : M — S? la aplicacién de Gauss de M,y sea ¢ el
levantamiento de ¢ a M.

Tenemos entonces que vy é son aplicaciones antiholomorfas que verifican
|Vy|> = |V4|? = —2K. Se demuestra entonces como en [Ro2], que existe una
isometria A de S? tal que v = A(¢). Supongamos que p € M y que f es una
transformacion del recubrimiento IR® — N. Puesto que M es invariante por f y
¢ es un levantamiento de ¢ se tiene que ¢(p) = &(f (p)). Por otra parte, puesto
que f es la restriccién a M de una isometria de IR® que conserva la aplicacién de

Gauss v obtenemos que v(f(p)) = u(v(p)), donde u es la parte lineal de f. Por
tanto:

(40 9)(p) = v(p) = ™ (v(f(p)) = u™ (A0 (§ 0 1)(p) = u™" (A(phi(p))-

Puesto que esta igualdad es vélida para todop € M y ¢ no es constante, obtenemos
que u es la identidad y f es una traslacién. Se sigue que el grupo de transforma-
ciones del revestimiento IR* — N consta tinicamente de traslaciones y, puesto que
M es una superficie minimal compacta en N, la variedad N debe ser un toro llano
tridimensional.

a
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2.6 Comentarios

Parece no existir una generalizacién del teorema 2.5 a variedades generales con
curvatura de Ricci no negativa. El mejor resultado que hemos obtenido hasta este
momento es el teorema 2.6.

Los teoremas 2.10 y 2.21 son similares en el sentido de que a partir de una
condicion en la estructura conforme de la superficie estable se obtienen restricciones
sobre la variedad ambiente.

No se conocen hasta el momento ejemplos de superficies estables de género dos,
aunque de los argumentos expuestos por Frankel [F] parece natural pensar que el
espacio dodecaédrico de Poincaré, un espacio eliptico recubierto 120 veces por la
esfera 5%, contiene una escisién de Heegard minimal de género dos, que podria ser
estable.

Tampoco se conocen hasta ahora ejemplos de superficies estables con género cu-
atro o cinco. En virtud de los teoremas 2.10 y 2.21 los ejemplos de tales superficies
deben buscarse en toros llanos trisimensionales.

Ejemplos de superficies minimales hiperelipticas de género tres y estables han
sido encontrados por M. Ross [Ro].



Capitulo 3

Superficies minimales con indice uno

En este capitulo estudiamos superficies minimales con indice uno orientables y
completas embebidas en variedades llanas, completas y orientables. En la primera
seccion presentamos los resultados basicos ya conocidos. En la segunda probamos
unos resultados preliminares que utilizaremos posteriormente. La tercera seccién
estd dedicada al estudio de superficies minimales compactas con indice uno en
la que obtenemos resultados similares a los teoremas 2.10 y 2.21 para superficies
estables. La tltima seccién esta dedicada al estudio de las superficies minimales
no compactas con indice uno. El principal resultado es el teorema de clasificacién

3.10.

3.1 Preliminares

Supongamos que ¢ : M — N es una inmersién minimal de una superficie orientable
en una variedad orientable de dimensién tres. Recordemos que la segunda férmula
de variacién del area de una variacién normal uv, con u € C*(M), viene dada
por:

A"(u) = /M{|vu|2 — (Ric(v) + |o[?)u?} dA

Recordemos también que el indice de la inmersién minimal v se define como el
supremo de los indices del operador A + Ric(v) + |o|* sobre los dominios relativa-
mente compactos de M.

Las superficies minimales de indice cero son minimos del irea para cualquier
variacién de la superficie y son llamadas a veces superficies minimales estables,
aunque en este trabajo hemos reservado este nombre para las inmersiones con
curvatura media constante que son minimos del 4rea para las variaciones que
conservan el volumen. Las superficies minimales de indice cero han sido estudiadas
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por D. Fischer-Colbrie y R. Schoen en el caso de que la curvatura escalar de la
variedad ambiente NV sea no negativa. En particular, cuando la curvatura de Ricci
es no negativa, obtienen el siguiente resultado:

Teorema 3.1 ([FC,FCS]). Sea v : M — N una inmersion minimal de indice
cero de una superficie orientable completa en una variedad riemanniana orientada
de dimension tres con curvatura de Ricci no negativa.

Entonces v es totalmente geodésica y Ric(v) =0 a lo largo de la inmersion.

Este resultado puede verse como una extensién del siguiente de do Carmo y
Peng [dCP] para el caso N = IR?:

Teorema 3.2. Las inicas superficies minimales completas de indice cero en R®
son los planos.

Las superficies minimales de indice uno aparecen en métodos de tipo minimax
como los de Pitts [P], Pitts y Rubinstein [PR] y Hass, Pitts y Ribinstein [HPR].
Para este tipo de superficies se pueden aplicar los resultados de Fischer—Colbrie
[FC] sobre superficies minimales de indice finito, ver teorema 2.1.

Cuando la superficie minimal tenga aplicacién de Gauss @, se tiene que |V¢|2 o
lo|* = —2K, de modo que el operador asociado a la segunda variacién del 4rea se
transforma en A + |V¢|>. En este caso, Fischer-Colbrie [FC] ha probado:

Teorema 3.3. Sea M una superficie minimal completa y orientable inmersa con
indice finito en una variedad orientable. Supongamos que eziste una aplicacién
conforme o anticonforme ¢ : M — S? tal que |V¢|* = Ric(v) + |o*.

Entonces el indice de M coincide con el indice del operador A + |V¢>|2 en la
compactificacion conforme M de M.

Hacemos notar que el indice del operador A + |V4|* es invariante por cambios
conformes de la métrica de la superficie M.

Los operadores del tipo A+|Vé|?, con ¢ : M — S? una aplicacién anticonforme
definida sobre una superficie de Riemann compacta M han sido estudiados por
Montiel y Ros, quienes han probado:
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Teorema 3.4 ([MR]). Sea M una superficie de Riemann compacta, ¢ : M — S?
una aplicacion anticonforme. Supongamos que el operador eliptico A+ |\7¢|2 tiene
indice uno.

Entonces:

(i) Sin : M — S? es una aplicacion anticonforme, entonces grado(¢) <
grado(n). Si se da la igualdad, entonces existe una transformacién de
Mobius A tal que n = A(¢).

(ii) Sigénero(M) = 1, entonces el indice de A + |Vé|* es mayor que uno.

3.2 Resultados previos

Teorema 3.5. Sea M una superficie minimal completa y orientable con indice
uno inmersa en una variedad orientada tridimensional con curvatura de Ricci no
negativa.

Entonces M es conforme a una superficie de Riemann compacta M de género
g menos r puntos. Ademds g < 5 y se tiene:

(1) Sig=0,1, entonces r < 4,

(ii) si g =2,3, entoncesr < 2,

(i) si g =4,5, entoncesr = 0.

Mads ain, si se da la igualdad en la columna de la derecha y M es compacta o
M es una superficie embebida en una variedad llana y completa, entonces eziste
una aplicacion anticonforme ¢ : M — S? tal que |V¢|* = —2K.

Demostracion: Consideremos en primer lugar el caso compacto. Sea u la primera
funcién propia del operador A + lV(,bl2 en M. Como M tiene indice uno, se sigue
de la caracterizacién variacional de los valores propios que [y, {|Vo|* + 2Kv?} >0
para toda funcién diferenciable v ortogonal en Ly(M) a u.

Sea ¢ : M — 5% una aplicacién anticonforme de grado menor o igual que 1 +
[*£2] en M, ver [GH]. Aplicando el lema 2.9 podemos encontrar una transformacién
de Mobius F' de S? tal que fy,(F o ¢)udA = 0. Se tiene entonces que:

8rgrado(F o ¢) = /M |Vo|* dA

3
>y [ -2K¢tda= [, —2K =4n(2g - 2),

t=1



40 3. Superficies minimales con indice uno

¥, puesto que grado(F o ¢) = grado(@) < 1 + [1+2], deducimos que g < 5. Si g =
4,5, obtenemos la igualdad en todas las desigualdades anteriores. En particular,
obtenemos que:

/M{IWS.-I2 +2K ¢} dA=0.

Si v es una funcién ortogonal L; a u, se tiene que ¢; + tv es ortogonal L, a u para
todo ¢ € IR. Por tanto, I(#; 4+ tv) > 0 para todo t € R y es igual a cero en t = 0.
Derivando dicha funcién y evaluando en ¢ = 0, obtenemos que:

- /M{ (i, 0) + 2K v} dA = /M —v(Adi — 2K ) dA

para toda funcién v diferenciable y ortogonal L, a u. Por tanto, A¢; — 2K ¢; es
proporcional a u para ¢ = 1,2, 3, y existe un vector ¢ € R? tal que A¢—2K ¢ = cu.
Como ¢ es una aplicacion no constante, se sigue que ¢ = 0 y que Aqb 2K¢ = 0.
Como ¢ verifica la ecuacién A¢ + |V4|* = 0, deducimos que |V¢|> = —2K.

Si M es una superficie no compacta, sabemos por el teorema 2.1 que M es
conformemente equivalente a una superficie de Riemann compacta M de género g
menos un numero finito de puntos py,...,p,. Como M tiene indice uno, el trabajo
de Fischer-Colbrie [FC] nos garantiza la existencia de una funcién u en Ly(M) tal
que Au + (Ric(v) + |o|*)u + Mu = 0, con \; < 0, y tal que I(v) > 0 para toda
funcién v diferenciable con soporte compacto que sea ortogonal L, a la funcién u.
Por construccion, u es diferenciable y positiva.

Sea ¢ : M — S? una funcién anticonforme en M de grado menor o igual
que 1+ [2£2]. Consideremos una sucesién {v,},en de funciones diferenciables con
soporte compacto contenido en M tales que:

(i) 0 <v, <1,y v, /1 puntualmente,
(ii) [y |Vva|* — 0.

Para cada n € IN, usando el lema 2.9 podemos encontrar una transformacién de
Mobius F, tal que:

/M(F" o ¢)v,udA = 0.

Como (F, o ¢) v, es ortogonal L, a u, obtenemos que:

0< I((Fy 0 )v,) = { / IV(F, o ¢:)vn| } / (Ric(z) + |o|?) 2
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=Z:; {/M IV(Fa 0 6:)|" 07 + | Vou|* (Fa 0 6:)° + 2 (V(Fn 0 ¢5), VU")}
- [ (Ric(v) - [of") v2.

Puesto que |[(F, 0 ¢;)| <1, |va| <1y (V(F,06:),Vua)} < [V(F, 0 ¢;)| [V,
el primer sumando es menor o igual que:

> [AVEo )+ [ Vol + ;/M IV(Frod)|[Voa].  (3.1)

Tomando limites cuando n — oo tenemos que "2, [3, |V(F, 0 ¢;)|* = 8mgrado(¢)
y que [y, |Vv,|* — 0. Por la desigualdad de Schwarz:

V(Fa 0 8190l < ([ 19(Es 0 80P)" ([ 195:12)" = 0.
M M M

Ademas, por el teorema de la convergencia monétona:
/M(Ric(l/) + |o)*)v? - /M(Ric(u) + |o[?).
De modo que obtenemos a partir de (3.1) que:
0 < 8rgrado(¢) — [ (Ric(v) + o[?),
y, por tanto:
0 < 8rgrado(¢) — /M(Ric(el) + Ric(ez) — 2K) < 8mgrado(¢d) — /M 2K,

donde {e;,e;} es una base ortonormal local en M. Por la desigualdad de Cohn-
Vossen [, K < 27(2 — 2g —r), tenemos que:

0547r<4+2[12ﬂ]—2g—r). (3.2)

De modo que las tnicas posibilidades para g y r son las enunciadas en el teorema.

Si se da la igualdad, en particular se obtiene la igualdad [, K = 27(2—2g—r)
en la desigualdad de Cohn-Vossen. Si M es embebida en una variedad llana N y
se da la igualdad en dicha desigualdad, es conocido a partir de los resultados de
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clasificacién de superficies minimales embebidas [MeR1,MeR2] que los finales de
M deben ser de tipo Scherk. En este caso, la imagen inversa de M a IR® tiene
una aplicacién de Gauss v, y la métrica ramificada v*ds?, donde ds? es la métrica
canénica de la esfera, se proyecta a M y extiende a una métrica ramificada ds?
en M. Dicha métrica tiene area finita y es conforme a la métrica de M. En
dicha métrica, el operador segunda variacién del drea se escribe Ag + 2. Podemos
entonces trabajar con dicha métrica como en el caso compacto [LR] y deducir que

IVo|? = —2K.
O

Proposicion 3.6. Si M es una superficie minimal orientable embebida en una
variedad completa, llana y orientable N y eziste en M una aplicacion ¢ : M — S?
tal que |V¢|> = —2K, entonces N es un cociente de IR® por un subgrupo de
traslaciones y ¢ es, salvo composicion con isometrias de R?, la aplicacién de Gauss

de M.

Demostracion: Similar a la del teorema 2.21.

En la demostracién del teorema 3.10 necesitaremos el siguiente resultado:

Proposicion 3.7. Sea M una superficie de Riemann compacta de género tres,
é: M — S? una aplicacion anticonforme no constante. Supongamos que el indice
de A+ |Vo|* es uno.

Entonces grado(¢) = 2 y M es una superficie hipereliptica.

Demostracion: En una superficie de Riemann compacta de género tres siempre
existe una aplicacién anticonforme de grado menor o igual que tres, ver [GH]. Por
el apartado (i) del teorema 3.4 deducimos que si el indice del operador A +|Ve|?
es uno, entonces el grado de ¢ es dos o tres. Supongamos que el grado de ¢ es tres.
Probarernos que existen dos aplicaciones meromorfas en M de grado tres que no
pueden relacionarse por medio de una transformacién de Mébius. Aplicando de
nuevo el apartado (i) del teorema 3.4 llegaremos a contradiccién.

Sean w y o 1-formas holomorfas en M sin ceros comunes. Entonces f=%es
una aplicacién meromorfa M — € de grado cuatro. Sia € T \ {0} es un valor
regular para f, entonces f — a tiene cuatro ceros simples. Sea w; = w — q, y sean
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P1,...,ps los ceros de w;. Podemos encontrar 1-formas holomorfas w; y ws con
un cero en p; y ps, respectivamente. El tnico cero comin de w; y w;, i = 1,2,
es p;, ya que, en caso contrario, “* seria una funcién meromorfa no constante de
grado menor o igual que dos y, aphcando de nuevo el apartado (i) del teorema 3.4
llegamos a contradiccién.

Es facil ver entonces que {w;,wz,ws} es una base de 1-formas holomorfas en

M.

. Cw g )
Las funciones meromorfas f = o Y 9 = 2 tienen grado menor o igual que

tres, y es igual a tres por ser el operador A + |V¢|* de indice uno. Por el apartado
(i) de 3.4, existe una transformacién de Mobius A = 2242 tal que:

ag+b

f=A(g)=cg+d,

¥, por tanto:
cw Quwz+dw Quwz —aw; Qws — bw; @w; = 0.

Evaluando en p;, que no es cero de w, ni de w; obtenemos que ¢ = 0 y, por
tanto, que w; ® (—bw; + dw; — aws) = 0. Esto implica que a = b = d = 0
porque {w;,w;,ws} son linealmente independientes. Por tanto, llegamos a una
contradiccién que prueba que f y g no estan relacionados por una transformacién
de Mobius. Por tanto, el indice del operador asociado a una aplicacién anticon-
forme de grado tres no puede ser uno.

|

3.3 Superficies minimales compactas

Teorema 3.8. Sea M una superficie minimal compacta y orientable con indice
uno embebida en una variedad orientable N de dimensidn tres completa y llana.
Supongamos que M tiene género cuatro o cinco o bien es una superficie hiperelipti-
ca de género tres.

Entonces la variedad N es un toro llano tridimensional.

Demostracion: En una superficie de Riemann de este tipo podemos encontrar una
aplicacién anticonforme ¢ : M — S? de grado g — 1, que podemos suponer es
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ortogonal L, a la primera funcién propia del operador A — 2K. Utilizandola
como funcién test en la forma indice obtenemos que |V¢|*> = —2K y concluimos
aplicando la proposicién 3.6.

O

Teorema 3.9. Sea ¥ : M — N una inmersidn minimal con indice uno de una
superficie compacta de género cuatro o cinco o de una superficie hipereliptica de
género tres en una variedad orientable de dimensidn tres con curvatura de Ricci
no negativa.

Eziste entonces una inmersion isométrica minimal multivaluada v: M >
R® con aplicacion de Gauss ¢ de modo que las métricas inducidas por ambas
inmersiones coinciden y tal que |[V¢|* = Ric(v) + |o*.

Demostracion: Similar a la del teorema 2.10

3.4 Superficies minimales no compactas

En este apartado estudiamos superficies minimales no compactas y embebidas
con indice uno en variedades llanas. Ejemplos conocidos de tales superficies son
la catenoide en R3, ver [LR], las superficies simple y doblemente periodicas de
Scherk de género cero con cuatro finales y curvatura total —4r [MeR1,MeR2], y
los helicoides con curvatura total mayor o igual que —4r, ver [So].

Si consideramos dos piezas de género cero de la superficie de Scherk simple-
mente periédica obtenemos una superficie minimal embebida de género uno con
cuatro finales y curvatura total —87 cuya representacién de Weierstrass viene dada
por:

w? = (z — ) (z + ) (z - e (z+e), 0<b< %

9(z,w) = 2, w(z,w) = —.

Dicha superficie es invariante por un moviminto helicoidal S que consiste en una
rotacion R de dangulo 7 y una traslacién T en la direccién del eje del movimiento
helicoidal. Las restricciones de tales isometrias a M vienen dadas, respectivamente,
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por o(z,w) = (—z,—w), o1(z,w) = (—z,w) y 6(z,w) = (z, —w). Las involuciones
anticonformes hy(z,w) = (Z,w) y ho(z,w) = (—Z,%) son isometrias intrinsecas
que preservan la curvatura de Gauss. La superficie M /o es una superficie minimal
embebida en IR®/S. Llamaremos ¢ a su aplicacién de Gauss.

Podemos calcular el indice de M /o como el nimero de valores propios negativos
del operador Ay + 2 cuyos subespacios de funciones propias son invariantes por o.
Veamos que no existe una funcién propia distinta de la primera que sea simétrica
y con valor propio negativo.

Es bien conocido, ver [Sou], que las funciones de valor propio negativo mayor
que el primero son antisimétricas con respecto de la involucién 6. Pero tales
funciones son necesariamente simétricas con respecto a h; y hy y, por tanto, son
antisimétricas respecto de o = 03060 = (hy 0 hy) 0. Se sigue entones que el indice

de M/o es uno.
El principal resultado de clasificacién es el siguiente:

Teorema 3.10. Sea M una superficie minimal completa, orientable y no com-

pacta con indice uno embebida en una variedad orientable N de dimensidn tres
completa y llana.

Se tienen las siguientes posibilidades:
(i) M es una catenoide en R3,
(ii) M es un helicoide con curvatura total mayor que —4n en R3/S,,

(iii) M es una superficie de Scherk de género cero, cuatro finales y curvatura
total —4r en R*/T,,

(iv) M es una superficie de Scherk de género cero, cuatro finales y curvatura
total —47 en T? x IR,

(v) M es un toro con dos finales tipo Scherk y curvatura total —Ar en una
variedad de tipo K,

(vi) M es un toro con dos finales y curvatura total en el intervalo [—4m, —87)

en IR*/ Sy, con 8 € (0, 7).

Demostracion: Si N = IR® es conocido que M debe ser una catenoide, ver [LR].
Si N no es simplemente conexo, entonces M debe tener un nimero par de finales,
ver [MeR2, th.8]. De esta observacién y el teorema 3.5 tenemos que:

Sig=0,1 entonces r = 2,4,
sig=23 entonces r = 2.
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Si g = 2 o 3 entonces la forma indice viene dada por la forma cuadratica aso-
ciada al operador A + |V4|*, donde ¢ es una aplicacién anticonforme M — S? y
|V4|*> = —2K por el teorema 3.5. En este caso, M debe estar embebida en una var-
iedad del tipo IR?*/T, o T? x IR, donde T, es el subgrupo generado por la traslacién
en la direccién del vector v # 0, y T? es un toro llano tridimensional. En el caso
g = 3 la aplicacion anticonforme ¢ tiene grado tres y llegamos a contradiccién
a partir de la proposicion 3.7. Si ¢ = 2 entonces M no puede estar en T2 x R
porque una superficie propiamente embebida y orientable en 7% x IR debe tener
al menos cuatro finales por el trabajo de Meeks y Rosenberg [MeR2]. Por tanto
M debe estar en R*/T,, y, puesto que 167 = [, K = 27 x(M), concluimos que los
dos finales de M son de tipo Scherk, pero una superficie de este tipo levantaria
a IR? como una superficie propiamente embebida contenida en un semiespacio de
IR?, lo que contradice el teorema del semiespacio de Hoffman y Mekks [HM1].

El caso ¢ =1y r = 4 no es posible por el teorema 3.4.

Sig=0yr =4 entonces M es embebida en T x R o IR?®/T,, y tiene curvatura
total —4m. Se sigue del trabajo de Hofmann y Meeks [HM] y Meeks y Rosenberg
[MeR1] que M debe ser una superficie de Scherk, que ya hemos visto que tienen
indice uno.

Sig=0yr =2 entonces M no puede estar en una variedad llana recubierta
por T’ x IR, porque la imagen inversa de M en T x IR seria una superficie minimal
propiamente embebida con solo dos finales, lo que no es posible, ver [MeR1]. Por
tanto M debe estar en IR®/Sj, con 0 < @ < 27 y, por el trabajo de Meeks y
Rosenberg [MeR2], M debe ser un helicoide. Ademas, por el teorema 3.5, tenemos
que [y, |K| < 4.

La tnica posibilidad que queda es ¢ = 1 y r = 2. En este caso se tiene que
Ju | K| < 8 a partir del teorema 3.5 y, como antes, M no puede tener aplicacién de
Gauss. Si M estd en una variedad de tipo K entonces M puede levantarse como un
toro con cuatro finales en 72 X R con curvatura total —87 y se sigue (vi). Si M est4
en algiin cociente helicoidal de IR® entonces [;, |K| = 27(x(M) — W(M)) < —4x

y se sigue (v).
a

Como consecuencia del teorema 3.10, obtenemos, para cocientes de IR por
sungrupos discretos de traslaciones:

Corolario 3.11.



3.5 Comentarios 47

(i) Una superficie minimal orientable propiamente embebida en IR3/T,, donde
T, es el subgrupo generado por una traslacion no trivial en la direccion del
vector v, tiene indice uno si y solo si M es un helicoide o estd an la familia
uniparameétrica de superficies de Scherk simplemente periddicas.

(ii) Una superficie minimal orientable propiamente embebida en T? x IR, donde
T? es un toro llano bidimensional, tiene indice uno si y solo si M es una su-
perficie de Scherk orientable doblemente periddica. Ademds, en este caso,
el reticulo que determina el cociente T? X R estd generado por vectores de
la misma longitud.

3.5 Comentarios

Ejemplos de superficies minimales compactas con indice uno han sido encontra-
dos por M. Ross [Ro], quien ha probado que las clasicas superficies minimales de
Schwartz P y D de género tres, asi como el giroide de A. Schoen [Kar] tienen
indice uno; de hecho, demuestra que estas superficies son estables, pero esto im-
plica que su indice es uno. También demuestra que superficies minimales proximas
en reticulos préximos deben ser también estables. En el capitulo 4 se prueba que
el espacio de superficies minimales con indice uno en toros llanos es compacto.

Hasta ahora, no se conoce la existencia de superficies minimales de indices
cautro o cinco en toros llanos de dimensién tres.

El ejemplo previo al teorema 3.10 prueba que existen toros minimales con dos
finales e indice uno en variedades llanas.

Sin embargo, los cocientes de superficies de Scherk doblemente periddicas en
variedades de tipo K no tienen indice uno. Consideremos las superficies de Scherk
doblemente periédicas cuya representacién de Weierstrass es:

w? = (z — e?)(z + €)(z — e7)(z + e, 0<fh< g,

1dz
glz,w) = g, w(z,w) = P
Cada una de estas superficies es invariante por un movimiento helicoidal S con-
sistente en una rotacién R de angulo 7 seguida de una traslacién T en la di-
reccion del eje del movimiento helicoidal, cuya restriccién a M viene dada por
o(z,w) = (1/z,—w/z). La tercera coordenada de la aplicacién de Gauss ¢ es

¢3 = (=1 + |2]*)/(1 + |2]*), que es una funcién propia de valor propio cero del
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operador asociado a la segunda variacion del area Ay + 2 que es antiinvariante por
o. El conjunto nodal de ¢; tiene cuatro componentes §);, 2 = 1,...,4, tales que
o(y) = Q, y 0(Q3) = Q4. Llamemos u; y uz a las restricciones de ¢3 a Q; y
23, respectivamente. Si el indice de M /o es uno, entonces el segundo valor propio
del operador Ay + 2 es mayor o igual que cero. Las funciones u; y uz se pueden
proyectar a M /o y, puesto que sus soportes son disjuntos, una combinacién lineal
u de ambas es ortogonal a la primera funcién propia. Esto implica que u es una
funcién propia del operador A+ 2 cuyo valor propio es 0. Pero u no puede ser una
funcién diferenciable, puesto que su levantamiento a M es una funcién simétrica
con respecto a o que coincide en §); con un miultiplo de ¢3. Por continuacién tnica,
ambas funciones coinciden en M, lo que es imposible, ya que @3 es antisimétrica
con respecto a o.

Las superficies helicoidales obtenidas por Karcher a partir de las superficies
de Scherk [Kar2] puden considerarse como toros con dos finales helicoidales en un
cociente adecuado de IR? por un movimiento helicoidal. Sin embargo, no sabemos
si su indice es uno.



Capitulo 4

Compacidad de superficies estables y
embebidas

Recordemos que el teorema 2.5 demuestra que una imersién estable de una super-
ficie completa y orientable M en una variedad llana, completa y orientable debe
ser totalmente geodésica, o bien la superficie M debe ser compacta y conexa y el
género de M debe ser menor o igual que cinco. Por tanto, las tinicas superficies
estables no compactas son cocientes de planos de IR®. Si M es una superficie com-
pacta de género cero, entonces es totalmente umbilical y estable. Si el género de
M es uno, se prueba en el corolario 2.14 que M debe ser llana y, por tanto, un
tubo alrededor de una geodésica cerrada en la variedad ambiente.

En este capitulo continuamos con el estudio de las superficies estables en va-
riedades llanas, completas y orientables. Cuando el género de la superficie M es
mayor que uno no debemos esperar una caracterizacién geométrica tan sencilla
como en los casos de género mas bajo. M. Ross [Ro] ha probado que las clisicas
superficies P y D de Schwarz de género tres son estables, asi como todas las super-
ficies minimales préximas a estas en una cierta familia. Hasta ahora no conocemos
ejemplos de superficies estables con género dos, cuatro o cinco.

Continuando con este estudio, demostramos un resultado de compacidad para
superficies estables embebidas de género mayor que uno en variedades llanas,
completas y orientables. Concretamente, si M, C N, es una sucesién es estas
condiciones, y la aplicacién entre grupos fundamentales es sobreyectiva, entonces
podemos extraer una subsucesidn convergente tanto de las superficies como de
las variedades ambiente a una superficie estable embebida en la variedad limite.
Cuando las variedades ambiente son 77 x IR, entonces probamos que la aplicacién
entre grupos fundamentales siempre es sobreyectiva y, por tanto, podemos aplicar
el resultado anterior.

Fijando el ambiente N, podemos suprimir la hipdtesis sobre el grupo funda-
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mental para concluir que una subsucesion de las superficies converge, bien a una
superficie estable orientable embebida o bien a una superficie minimal no orientable
embebida que minimiza el area para cualquier variacién. En particular, deduci-
mos que existe un numero finito de clases de homotopia de superficies estables
compactas y embebidas en N.

Como consecuencia de estos resultados, damos aplicaciones al problema isoperi-
métrico en variedades llanas.

4.1 Preliminares

En este capitulo utilizaremos un conocido resultado de convergencia para una
sucesion de superficies propiamente embebidas con curvatura media constante en
IR® que puede encontrarse, por ejemplo, en [KKS] o [W].

Teorema 4.1. Sea M, C R? una sucesion de superficies propiamente embebidas
con curvatura media constante tales que |0,| < C para todo n € N y satisfacen
cotas locales uniformes de drea.

Entonces, o bien la sucesion M, no tiene puntos de acumulacion, o bien pode-
mos extraer una subsucesidn convergente en la topologia C*, para todo k € IN, a
una superficie propiamente embebida con curvatura media constante M.

Decimos que una sucesién de superficies M, sin borde satisface cotas locales
uniformes de drea si existe un radio r tal que, para toda bola B,, se tiene que
area (M, N B,) < C, con C independiente de n.

La convergencia C* significa que, en un entorno en R® de cada puntop € M y
para n suficientemente grande, cada M, es un grafo sobre un disco fijo D C T,M
y los grafos de M, convergen en la topologia usual C* de funciones al grafo de M.

El limite de una sucesién de superficies embebidas solo puede tener autoin-
tersecciones tangenciales. Diremos que una superficie M C IR® es débilmente
embebida si solamente presenta autointersecciones tangenciales.

Toda variedad completa y llana es un cociente de IR® por un subgrupo dis-
creto G del grupo Iso(IR?) de isometrias afines de IR® actuando propia y discon-
tinuamente en IR®. Estamos ineresados en variedades orientables y, puesto que
este hecho es equivalente a que todas las isometrias de G conserven la orientacién,
consideramos el conjunto G de subgrupos discretos de isometrias que actuan propia
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y discontinuamente en IR?® que conservan la orientacién. Para todo G € G deno-
taremos por I'(G) al subgrupo de traslaciones de G y por iny(IR*/G) al radio de
inyectividad de la variedad cociente R?/G. El siguiente lema se sigue directamente
de los resultados de Wolf [Wolf].

Lema 4.2.

(i) If G € G entonces el subgrupo I'(G) is un grupo abeliano libre sin torsidn,
normal en G, y tal que rango(I'(G)) < 3. El grupo G es ciclico si solo si
rango(I'(G)) = 0,1. Si rango(I'(G)) = 2,3 entonces orden(G/T(G)) < 6.

(i) El conjunto {G € G : rango(I'(G)) > 2} contiene un nimero finito de
clases afines de conjugacion.

(iii) Sean {Gn}nen,G € G tales que G, — G, i.e., G es el conjunto de puntos
de acumulacion de la sucesion en Iso(IR®). Sirango(T'(G,)) > 2 entonces
I'(Gn) = T(G) y rango(I'(@)) < liminf rango(I'(G,)).

(iv) Sea {Gn}nen contenida en una clase afin de conjugacidn en G, y G €
G el limite de la sucesion {Gn}nen. Si rango(I'(G)) = rango(I'(G,)),
entonces G estd en la misma clase afin de conjugacion que los elementos
de {Gn}nen. Por tanto, existe una sucesion de transformaciones afines de
IR® que convergen a la identidad que inducen difeomorfismos entre R?®/G,,
y R?/G.

(v) Sea {Gr}nen C G tal que iny(IR*/G,,) estd acotado inferiormente por una
constante positiva. Entonces podemos extraer una subsucesion convergente
a un subgrupo G € G.

Describiremos brevemente los subgrupos G € G salvo conjugacién afin, es decir,
los posibles tipos de variedades llanas y completas afinmente difeomorfas [Wolf].

Si rango(I'(G)) = 0,1 entonces G = {Id} 0 G = Sy, con 0 < § < 7, donde Sy
es el subgrupo generado por un movimiento helicoidal compuesto de una rotacién
de dngulo @ seguido de una traslacién no trivial en la direccién del eje de rotacién.
Hacemos notar que en este caso las posibles clases afines de conjugacién estin
parametrizadas por 6.

Si rango(I'(@)) = 2, entonces existen dos clases afines de conjugacién: o bien
G estd generado por dos traslaciones independientes y el cociente IR®/G es el
producto riemanniano 72 x IR, donde T es un toro llano bidimensional, o G est4
generado por un movimiento helicoidal de 4ngulo 7 y una traslacién ortogonal al
eje del movimiento helicoidal. Denotaremos esta clase de variedades cociente por
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K. Cada variedad en K admite un revestimiento de dos hojas por una variedad
T? x R.

Las variedades anteriores describen todos los tipos de variedades afinmente
difeomorfas no compactas.

Finalmente, si rango(I'(G)) = 3, entonces o bien G contiene solamente trasla-
ciones y IR?*/G es un toro llano tridimensional o G contiene movimientos heli-
coidales con angulo distinto de cero y R*/T(G) — IR®/G es un revestimiento
riemanniano con seis hojas como maximo. Este tipo de grupos determina cinco
clases afines diferentes de difeomorfismos.

Ahora daremos unas restricciones a la existencia de superficies compactas con
curvatura media constante embebidas en variedades llanas, completas y orientables

no compactas de dimension tres, que se obtienen a partir del principio de reflexién
de Alexandrov [Al]

Teorema 4.3.

(i) La tnica superficie compacta y coneza embebida con curvatura media cons-
tante en R es la esfera totalmente umbilical.

(ii) La tnicas superficies compactas y conezas embebidas con curvatura me-
dia constante en IR?/Sy, con 0 < 6 < 7 son cocientes de superficies de
Delaunay invariantes por Sy.

(iii) Cualquier superficie compacta no totalmente geodésica embebida con cur-
vatura media constante en T? X R es orientable y simétrica con respecto
a un toro totalmente geodésico.

Fijando el género de la superficie obtenemos otro tipo de restricciones. Diremos
que una superficie M embebida en una variedad llana /N; de dimensién tres levanta
a otra variedad llana N; si existe un revestimiento riemanniano Il : N; — N; y
un embebimiento isométrico 1 : M — N, tal que II o ¢ coincide con la inclusién
M — N,. Esto es equivalente a que 7,(m;(M)) C IL.(m1(N2)).

Teorema 4.4. Sea M una superficie compacta y orientable no totalmente geodési-
ca embebida con curvatura media constante en una variedad llana, completa y
orientable N de dimension tres. Entonces:

(1) Si el género de M es cero, entonces M levanta como una esfera totalmente
umbilical a R®.



4.2 Cotas locales uniformes del area y un resultado de convergencia 53

(i) Si el género de M es uno, entonces M levanta a un cociente de una su-

perficie de Delaunay en IR?/S,.

Demostracion: En el caso de género cero M puede levantarse a IR® y concluimos el
resultado del teorema de Alaxandrov [Al]. Supongamos que el género de M es uno.
Entonces M no puede ser una superficie minimal, ya que entonces seria totalmente
geodésica. Por el lema 4.7, que demostraremos en la siguiente seccién, la superficie
M separa a la variedad N. Denotemos por I' la clausura de la componente de N\ M
hacia la que apunta el vector curvatura media. Sabemos por los resultados de
Meeks, Simon y Yau [MSY] que 2 es un toro macizo. Como la inclusiénz: M — N
factoriza a través de 2 y la inclusion M — Q induce un morfismo sobreyectivo
entre los grupos fundamentales, concluimos que 2,(w;(M)) coincide con la imagen
del morfismo m(2) — m(N) y, por tanto, i,(m(M)) tiene un generador. Se
sigue que 7,(m;(M)) es un subgrupo ciclico, que es no trivial, porque entonces M
levantaria como una esfera totalmente umbilical a IR®. Por tanto M levanta a
IR®/Ss y (ii) es consecuencia del apartado (ii) del teorema 4.3.

O

4.2 Cotas locales uniformes del drea y un resultado de con-
vergencia

Sea M C IR® un superficie propiamente embebida no necesariamente conexa que es
invariante por un subgrupo G € G. El cociente M/G es una superficie riemanniana
propiamente embebida en IR*/G. Supondremos que M /G es orientable, lo que es
equivalente a que todos los elementos de G conserven la orientacién al restringirlos
a M. Elegimos una orientacién de M/G y consideramos en M el levantamiento
de esta orientacién, que determina una aplicacién de Gauss v : M — S? que es
equivariante por G.

El hecho de que M/G separe a R?/G es equivalente a que R® \ M sea la
unién disjunta de dos conjuntos G-invariantes. Cada uno de estos conjuntos, que
no son necesariamente conexos, tiene a M como frontera, y el vector normal v,
equivariante por G, apunta hacia una de las componentes.

Puesto que M es la imagen inversa de M/G por el revestimiento R* — IR?/G,
la superficie M es conexa si y solo si el morfismo inducido entre los grupos funda-
mentales m; (M/G) — m1(IR*/G) inducido por la inclusién es sobreyectivo.
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Comenzamos esta seccién con una generalizacién de un resultado vilido para
superficies convexas. Un clasico teorema de Blaschke garantiza que una esfera
de radio R > 0 puede “rodar” por el interior de una superficie convexa cuyas
curvaturas principales sean menores que 1/R y por el exterior de una superficie
convexa cuyas curvaturas principales sean mayores que R. Si reemplazamos la
hipétesis de convexidad de la superficie por la de no negatividad de la curvatura
media obtenemos un resultado andlogo al del teorema de Blaschke en la cara de
la superficie hacia la que apunta el vector curvatura media.

Teorema 4.5 (Teorema de Blaschke para curvatura media no negativa).
Sea M C R® una superficie embebida no totalmente geodésica, invariante por un
grupo G € G tal que M/G es una superficie orientable compacta y coneza que
separa a R*/G. Sea v : M — S? el vector normal G-equivariante. Supongamos
que la curvatura media es no negativa. Si denotamos por

¢ = ¢(M) = 1/ max {curvaturas principales positivas de M }
ypor F: M x[0,c) = R® a la aplicacién normal expoencial dada por:
(p,t) € M x [0,¢) — p+ tv(p).

Entonces tenemos que F es un difeomorfismo local inyectivo.

Demostracion: Denotemos por 3 : M — IR® alainclusién. Es claro de la definicién
de ¢y de la compacidad de M/G que 0 < ¢ < oo, que F' es un difeomorfismo local
¥ que la restriccion de F a M x [0,¢) es inyectiva para € > 0 suficientemente
pequeno.

Para 0 <t < c la superficie paralela determinada por ¢, = F(—,t) : M — R3
tiene curvatura media dada por:

__ bk 2H-uK
T 1=tk 1—thky (1 — thy)(1 - thy)

2H,

donde k;, H y K son las curvaturas principales, la curvatura media y la curvatura

de Gauss de 1.
Como H? > K y la igualdad solo se da en los puntos umbilicos, se tiene que:
2H(1 —tH)
2H, >
2 (1= thy)(1 — thy)

2> 0.
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Mas atn, H; = 0 en algin punto implica que el punto es llano para el embebimiento
.

Sea to = sup{t > 0; F : M x [0,t] — IR® es inyectiva}. Vamos a probar el
teorema razonando por contradiccion. Supongamos que ¢y < c. Entonces existen
dos puntos distintos en M X [0,1,] con la misma imagen por F. Estos puntos estin
necesariamente en la frontera de M x [0, o], y no pueden estar ambos en M x {0}
porque v es un embebimiento. Estudiamos ahora las restantes posibilidades.

Si F(p,to) = F(q,t0) para p y q distintos, entonces la inmersién 1, tiene
un contacto tangencial en esos puntos. Como el vector normal a una inmersién
coincide con el de sus superficies paralelas, concluimos que v(p) y v(q) son propor-
cionales. Si v(p) = v(q) entonces se sigue de la definicién de F que ¥(p) = ¥(q), lo
que no es posible porque ¢ es un embebimiento. Por tanto v(p) = —v(q) y, como
H,, > 0, una aplicacién del principio del méaximo, [Sc], demuestra que existen en-
tornos de py g en M con H,, = 0 que tienen la misma imagen por la inmersién Vi
Esto implica que 3 es totalmente geodésica en estos entornos y, por un argumento
de conexién en M/G y la ser M una superficie G-invariante, tenemos que o = 0
en M, lo que contradice nuestras hipStesis sobre M.

Si F(p,0) = F(q,t) para dos puntos arbitrarios en M, entonces las inmersiones
¥ y ¥y, tienen un contacto en esos puntos y, por tanto, los vectores normales a v
en p, v(p), ¥ a ¥, en g, v(g), son proporcionales. El segmento ¢ — ¢ + tv(q), con
t € [0,%0), corta a M ortogonalmente en sus puntos extremos q y p, no corta a M
en su interior, y deja a g en la direccién de v(q). Puesto que IR*\ M es la unién de
dos conjuntos abiertos G-invariantes, se sigue que este segmento est4 contenido en
la regién G-invariante de IR®\ M hacia la que apunta el normal v. En particular,
v(p) = —v(q). Se sigue entonces de la expresién de F que F(p, 2) = F(q,%), 1o
que no es posible por la definicién de t,.

O

Corolario 4.6. Con las mismas hipétesis del teorema 4.5, si género(M/G) # 1 y
G no es ciclico entonces iny(R*/G) > ¢(M)/6.

Demostracion: Como G no es ciclico tenemos que orden(G/T(G)) < 6 por el lema
4.2 y concluimos que M/I'(G) es una superficie compacta de género distinto de
uno. Como la aplicacién de Gauss v de M se puede inducir en el cociente M/T(G),
se sigue del teorema de Gauss-Bonnet que v es sobreyectiva. Sean ahora v €
I'(G)\ {0}, y p € M tal que el vector normal v(p) es v/ |v|. Como M es invariante
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por la traslacion de vector v, tenemos que ¢ = p + v estd en M y, por tanto,
F(p,|v|) = F(q,0). Se sigue entonces del teorema 4.3 que iny(IR?/T(G)) > c. En
consecuencia iny(IR*/G) > £, donde d < 6 es el niimero de hojas del revestimiento
R?/T(G) — IR?®/G, lo que demuestra el corolario.

O

Queremos aplicar el teorema 4.3 cuando la curvatura media de M sea constante.
En este caso la hipétesis de separacién se sigue de las otras hipétesis como se
demuestra en el siguiente lema:

Lema 4.7. Una superficie orientable, compacta y coneza, no totalmente geodésica,
embebida con curvatura media constante en una variedad llana, completa y orien-
table de dimension tres separa a la variedad ambiente en dos componentes conezas.

Demostracion: Sea lR__"f/G, con G € G, una variedad llana, completa y orientable
de dimensién tres, y M C IR*/G una superficie orientable, compacta y conexa, no
totalmente geodésica, embebida con curvatura media constante en R®/G. Sea M
la imagen inversa de M por la aplicacién R® — IR® /G.

Supongamos que R®/G \ M es conexo. Existe entonces una curva cerrada
simple v : [0, Z] — IR®/G que corta ortogonalmente a M en un tnico punto, de
modo que el niimero de interseccién #(M Nv) de v y M es £1.

La curva v no puede ser hométopa, en IR?/G, a una curva contenida en M
ya que entonces #(M N+5) = 0. En particular, el morfismo entre los grupos
fundamentales inducido por la inclusién M C R3 /G no puede ser sobreyectivo.
Se sigue que M no es conexa. Ademds, si @ es una levantamiento de v a R®
cuyo origen estd en una componente conexa M; de M, su extremo estd en otra
componente conexa M, de M.

Como M;, M, son superficies propiamente embebidas en IR?, separan a IR®.
Existe una componente conexa de R\ (M; U M,) cuya frontera es M; U M,. La
curva o menos sus puntos extremos esta contenida en  ya que sélo corta a M
en dichos puntos. Como M es orientable, la orientacién inducida en M determina
una aplicaciéon de Gauss v que es G-equivariante y podemos suponer, por medio
de un cambio de orientacién si es necesario, que a’(0) = v((0)). Utilizando que

v es G-equivariante, obtenemos que a'(¢) = v((0)) y, por tanto, el vector normal

v apunta hacia 2 en M; y fuera de Q en M,.
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Sean p; € Mi, p; € M, puntos de minima distancia, que existen por la peri-
odicidad de las superficies y la compacidad de M. La geodésica minimizante que
une p; y p; esta contenida en () y las superficies M, y (p; — p1) + M; se cortan
tangencialmente en p, con el mismo vector normal y la misma curvatura media
constante. Se sigue del principio del maximo que M, = (p, —p;)+ M, y, por tanto,
los pares de puntos ¢ € M;, ¢ = ¢+ (p2 — p1) son puntos de minima distancia. Por
tanto, los vectores normales a M; y M; son proporcionales a p, — p; y concluimos
que M; y M, son planos paralelos en R®. Esto contradice nuestras hipétesis sobre
M y prueba el lema. :

a

Para superficies minimales obtenemos un resultado atin mejor.

Corolario 4.8 (Teorema de Blashcke para superficies minimales). Sea

M C R? una superficie minimal embebida no totalmente geodésica invariante por

un subgrupo G' € G tal que M/G es una superficie compacta y orientable.
Entonces M tiene un entorno tubular embebido de radio:

¢ = ¢(M) = 1/ max {curvaturas principales positivas de M},

es decir, la aplicacion exponencial normal F : M X (—c,c) — R® es un difeomor-
fismo local inyectivo.

Demostracion: Por ser M minimal y M/G compacta, concluimos utilizando el
principio del maximo que M es conexa y, por tanto, que M/G es conexa. La
orientabilidad de M/G y la conexién de M implican que M/G separa a IR3/T.
Por tanto, si v : M — S? es una aplicacién de Gauss G-equivariante, tanto v
como —v estan en las hipétesis del teorema 4.3 y, puesto que los “semientornos
tubulares” estdn contenidos en diferentes componentes G-invariantes de IR® \ M,
la demostracién se concluye.

O

Teorema 4.9 (Cotas locales del area). Sea M C IR? una superficie embebida
no totalmente geodésica con curvatura media no negativa invariante por un sub-
grupo G € G tal que M/G es una superficie compacta orientable que separa a
IR®/G. Supongamos que la segunda forma fundamental de M es uniformemente
acotada, |o| < C.
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Entonces, para todo R tal que 0 < R < é—, tenemos que:
area(MRg) < 367 R?,
donde Mr = M N Br, y Br es una bola euclidea de radio R.

Demostracion: Consideremos la aplicacion exponencial normal F : M x[0,c¢(M)) —
IR3, que es un difeomorfismo local inyectivo por el teorema 4.5. Se sigue facilmente
que £ < ¢(M) y, por tanto, F aplica Mg x [0, %) inyectivamente sobre una regién
Q) en R3. Por la férmula de cambio de variables

() = /OR/2 {[ a-tm ~thy)dA} at

donde k; son las curvaturas principales de M y (1 —tk;)(1 — t k;) es el Jacobiano
de la aplicacion F. Puesto que 0 <t < % y k1, k; < C tenemos que el volumen
de 2 es mayor o igual que:

/OR/2 {/MR (1 - §C)2 dA} dt.

Como %C’ < 3, la dltima integral es menor o igual que:

R/2 i R i
A ./MR Z dA = -8— area,(MR),

y concluimos que vol(Q2) > Eirea(Mp).

El teorema se sigue del hecho de que ) estd contenida en una bola euclidea
de radio %R y, por tanto, vol(Q2) < %WRS. Para comprobar esto, tomamos p € §1.
Entonces d(p, Mg) < % y la distancia entre el centro de Br y p es menor que 2R.

O

Nota. Utilizando la misma idea podemos estimar el volumen de la regién ) en
IR3/G \ M/G que es la proyeccién de la regién G-invariante de IR® \ M hacia la
que apunta el vector curvatura media, y obtenemos:
vol(Q) > /c(M) {/ (1= th)(1 = tkz)dA} dt =
0 M/G
c(M)>?

= o(M) érea(M/G) — co(M)? /M/G HdA+ 21x(M).
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Recordemos que el lema 4.2 y el teorema 4.3 implican que si una variedad llana
R?}/G, con G € G, admite una superficie compacta y orientable embebida con
curvatura media constante y género mayor que uno, entonces rango(I'(G)) > 2,
es decir, G no es ciclico. En particular, tales grupos G determinan un nimero

finito de clases afines de conjugacién. Antes de demostrar el principal resultado

de convergencia necesitaremos el siguiente lema:

Lema 4.10. Sea A una clase afin de conjugacion de subgrupos en G. Consid-

eremos una sucesion {M,},en de superficies coneras embebidas en R3 tales que

la superficie M, es Gn-invariante para todo n € IN y M, /G, son superficies

compactas. Supogamos que G, — G € G y que M, converge a una superficie

propiamente inmersa M que es invariante por G en R® tal que M/G es compacta.
Entonces G € A y R*/G, es afinmente difeomorfo a R?/G.

Demostracion: Llamemos I' a I'(G). Por el lema 4.2 tenemos que I'(G,) = T y,
puesto que orden(G,/I'(G,)) < 6, se sigue que orden(G/T(@)) < 6 Yy, por tanto,
M/T es compacta.

De nuevo por el lema 4.2 es suficiente probar que rango(I') = rango(T,).
Supongamos, razonando por contradiccién, que rango(T") < rango(I,,).

Sea {w'}ic; un base de T' y V el subespacio vectorial de R3 generado por
{w'}ier. Tenemos que dim(V) < rango(I'(G,)) < 3. Tomemos vectores wi €
I'(Gn) que converjan a los vectores w' y llamemos Va al espacio vectorial generado
por {w} }ie;. Estos vectores generan un subgrupo discreto I',, tal que V, /T es
compacto. Sea S,(r), con r > 0, la esfera centrada en el origen de radio r en
el subespacio V! ortogonal a V. Supongamos que M contiene el origen de IR3.
Puesto que rango(I'(G,)) > dim(V,), tenemos que I'(G,) ¢ V, y, por ser M,
conexo y I'(G,,)- invariante, concluimos que las superficies M,, cortan a S,(r) x V,,
para todo r > 0.

Moviendo estos puntos por medio de los vectores en I';, y utilizando la com-
pacidad de V,,/T; y que I, — T, obtenemos que la superficie M corta a S (r)yxV
para todo r > 0, donde S(r) es la esfera de radio r en V*. Entonces M/T corta
a todas las superficies S(r) x (V/T') y, por tanto, es necesariamente no compacta.
Esta contradiccién prueba el lema.

a

El principal resultado de convergencia de esta seccién es:
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Teorema 4.11. Sea {M,}nen una sucesion de superficies embebidas en IR® con
curvatura media constante invariantes por subgrupos discretos {G"}nelN C A,
donde A es una clase afin de conjugacion en G cuyos elementos no son ciclicos.
Supongamos que M, /G, son superficies compactas conexas con género mayor que
uno y sequndas formas fundamentales uniformemente acotadas, |o| < C.

Entonces podemos extraer una subsucesion de {G,}nen convergente a un sub-
grupo G € G y, si la sucesion { M, },en tiene un punto de acumulacion, entonces
podemos extraer una subsucesion convergente en la topologia C*, k > 2, a una su-
perficie G—invariante propia y débilmente embebida M con curvatura media cons-
tante. Ademds:

(i) Si la multiplicidad de M es mayor que uno entonces M es una superficie
minimal con multiplicidad dos.

(i) Si M/G es compacta y las superficies M,, son conezas entonces la multi-
plicidad de M es uno, M, /G, son afinmente difeomorfas a M/G para n
suficientemente grande, y R*/G, y R?/G son afinmente difeomorfas.

(iii) Si todas las superficies M, son minimales entonces M es embebida con
multiplicidad uno.

Demostracion: Sabemos por el teorema 4.9 que si { M, },en €s una sucesion en las
condiciones del teorema, la estimacién uniforme de la curvatura |o,| < C implica
un cota local uniforme del area para la sucesion. Podemos entonces extraer una
subsucesion convergente de M, a una superficie con curvatura media constante
M que esta débilmente embebida en R®. Puesto que los radios de inyectividad
iny(R®/G,) son mayores que Z por el corolario 4.6, podemos también extraer
una subsucesién convergente de los subgrupos {G,, }»en a un subgrupo G € G, por
el lema 4.2.

Sea p € M. Como M es limite de superficies embebidas, solo puede tener
autointersecciones tangenciales, por tanto, la interseccién de M con una bola B
de radio suficientemente pequefio centrado en p es la unién de uno o varios grafos
que se cortan tangencialmente en p. Cada uno de estos grafos es el limite de una
o varias componentes de M,, N B. Como todas las superficies M,, admiten por el
teorema 4.5 un “semientorno tubular” de radio 1/C en la region del complemento
de la superfice hacia la que apunta el vector normal, entonces M, N B tiene como
maximo dos componentes conexas. A partir de la convergencia C*¥ de M, a la
superficie M deducimos que M N B consiste en, o bien dos hojas distintas que se
cortan tangencialmente en p (por el principio del maximo esto solamente ocurre
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cuando la superficie limite M no es minimal), o M N B es embebida y es el limite
de una o dos componentes de M, N B. Si M N B es el limite de dos componentes
de M, N B, estas inducen en M N B vectores normales opuestos y, por tanto, la
curvatura media de M N B debe ser invariante por un cambio del normal, i.e., la
superficie limite M es minimal. Esto prueba (i).

Ahora probamos (ii). Supongamos, razonando por contradiccién, que la multi-
plicidad de M/G es dos. Por (i) la superficie M/G es minimal. Por el lema 4.10 ten-
emos que la variedad limite IR>/G es afinmente difeomorfa a IR®/G,, y, por tanto,
por el lema 4.2, podemos encontrar una sucesién de trannsformaciones afines de
IR® que convergen a la identidad, e inducen difeomorfismos f,, : R%/G, — R¥/G.
Para n suficientemente grande, utilizando la compacidad de las superficies M, /G,
y M/G, obtenemos revestimientos de dos hojas I1, : M, /G, — M/G que inducen
sobre los puntos de M/G orientaciones opuestas, lo que implica que M/G es no
orientable, y tales que las dos aplicaciones:

M,/G, 3 M/G - R3/G
'M,/G, - R3/G, 15 R¥/G

determinan el mismo morfismo entre los grupos fundamentales. La segunda apli-
cacién induce un morfismo sobreyectivo entre los grupos fundamentales de M, /G,
y IR?/G por hipétesis. La primera es topoldgicamente equivalente a la composicién
de la proyeccién del revestimiento de orientacién de dos hojas de M/G con el em-
bebimiento M/G — IRR®/G, que nunca induce un morfismo sobreyectivo entre
los grupos fundamentales (en caso contrario, tomando imagen inversa a IR?, ob-
tendriamos que el revestimiento de orientacién de dos hojas de M seria conexo, lo
que es imposible porque M es propiamente embebida en IR?). Esta contradiccién
prueba que la multiplicidad de M es uno. Puesto que M, /G, — M/G con multi-
plicidad uno y todas las superficies son compactas, se sigue facilmente que M, /Gy
y M/G son difeomorfas. Esto completa la demostracién de (ii).

Si todas las superficies M, son minimales, el corolario 4.8 demuestra que existe
un entorno tubular de radio 1/C para cada M,, y, por tanto, M N B es embebida,
y es el limite de una sucesién de componentes de M,, N B, lo que prueba (1ii).

O

Nota. Los argumentos en la demostracién de (ii) demuestran lo siguiente: si
G € Ay la superficie limite M/G es compacta con multiplicidad dos, entonces
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M/G es una superficie minimal no orientable. Por supuesto, en este caso las
superficies M,, son no conexas.

Hacemos notar que, en general, para los limites obtenidos en el anterior teo-
rema, ni el tipo topoldgico de las superficies M,,/G,, ni la clase afin de difeomor-
fismo de las variedades ambiente IR®/G,, se conserva en el paso al limite.

4.3 Superficies minimales con indice uno

El propésito de este apartado es probar la compacidad del espacio de superficies
minimales embebidas triplemente periddicas que inducen superficies minimales em-
bebidas con indice uno en un toro llano no necesariamente fijo. Para superficies
minimales simple y doblemente periédicas este resultado de compacidad no es
cierto. En otras variedades llanas el problema continua abierto. Recordemos que
las unicas superficies minimales compactas y embebidas con indice uno que no
estan contenidas en un toro llano tridimensional tienen género dos o son de género
tres y no hiperelipticas por el teorema 3.8. Las posibles restantes superficies com-
pactas orientables y embebidas con indice uno, es decir, superficies de géneros
cuatro o cinco y superficies de género tres hiperelipticas, deben estar embebidas
en un toro llano tridimensional.

Teorema 4.12 (Compacidad del espacio de superficies minimales con
indice uno). Sea {M,}.en una sucesidn de superficies minimales propiamente
embebidas en IR® invariantes por reticulos (i.e., subgrupos discretos de traslaciones
de rango tres en R®) T, normalizados de modo que el radio de inyectividad de
R®/T,, sea uno. Supongamos que M, /T, es una superficie compacta orientable
con indice uno en R?/T,. Entonces:
(i) Podemos extraer una subsucesién convergente de T, a un reticulo T'.
(ii) Podemos extraer una subsucesion, que denotaremos igual, de M, conver-
gente en la topologia C*, con k > 2, a una superficie minimal M triple-
mente periodica y embebida I'-invariante con indice uno. En particular,

las superficies M, /T, y M/T son difeomorfas y M,,/T, — M/T.

Demostracion: Las superficies compactas M, /T',, son no llanas por tener indice

uno, y son necesariamente conexas. Como el tipo topoldgico de M, /T, es menor
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o igual que cinco, podemos suponer que su género es constante. Es bien conocido
que su género debe ser mayor o igual que tres.

Probaremos en primer lugar que |o,| < C para alguna constante C > 0. Si
no, existiria una sucesién p, € M, tal que )\, = max ldﬂlp"EMn = |on| (pn) = oo.
Trasladando los puntos p,, al origen y expandiendo las superficies M, por medio de
una homotecia de razén A, obtenemos una sucesién de superficies minimales embe-
bidas M, tales que |6n|(0) = 1y |&n] < 1. Por el teorema 4.11, una subsucesién de
M, que denotaremos igual, converge en la topologia C* a una superficie minimal
propiamente embebida y no llana M en IR®. Por nuestra hipétesis sobre el radio
de inyectividad de IR?®/T,, (que coincide con la minima longitud de los vectores no
nulos de T',,), se sigue que el tinico punto de acumulacién de los reticulos ATy es
el vector 0.

Como M no es totalmente geodésica, debe ser conexa. Las regiones compactas
de M se pueden aproximar uniformemente por regiones en M, /\,I',, y, por tanto,
el indice de la superficie M C IR® es menor o igual que uno. Como Ind(M) =)
implicaria que M es totalmente geodésica, concluimos que Ind(M) = 1. Por tanto
M es la catenoide, [LR]. Puesto que género(M,/T,,) > 3, se sigue que la curvatura
total de M, /T’ es menor o igual que —87. Como la curvatura total de M es —4m,
contradecimos la afirmacién 4.1 y concluimos que |0y | es uniformemente acotada.

Afirmacién 4.1. La curvatura total de M, /T, es la misma que la de M.

La superficie M _es conformemente la esfera de Riemann ¥ menos dos puntos
P1, P2 Y, por tanto, M = £\ {py, p,}. Sean (D;, z;) discos conformes en ¥ centrados
en p;. Fijemos ¢ > 0 y sea (¢) el dominio acotado T \ UZ,{z € D;; |z:| < €}.
Podemos elegir ¢ suficientemente pequefio de modo que Ind(2(e)) = 1. Considera-
mos sobre el dominio acotado Q(e?), que contiene a Q(¢), la funcién u, definida

por:
{ 0, en ((¢),
%, =

log(|z;]/« 2
log(z) > €M % € Dy, e 5|zl <.

Cuando € — 0, la energia de u, tiende a 0. _

Como ((e?) se puede aproximar uniformemente por regiones en M, /)., y
tanto el indice de / como la integral de Dirichlet son invariantes por homotecias,
podemos encontrar sobre las superficies M, /T,, para n suficientemente grande
que depende de ¢, un dominio A,, un subdominio A, C A, y una funcién u,
definida en A, tal que u, = 0 en A, up = 1 en A, tales que, después de
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aplicar una homotecia de razén \,, los objetos A,, Al y u, estén uniformemente
préximos a Q(e?), (e) y ue, respectivamente. Mas atin, podemos suponer que
Ind(Al) = 1, y que la energia total de u, es O,(¢), donde O;(e) denotara una
funcién convergente a cero cuando ¢ — 0. La funciéon u, se puede extender en
M, /T, por 1 fuera de A, para obtener una funcién Lipschitziana v,, con soporte
contenido en el complemento de A,. Como los indices de M, /T, y Al son uno,
concluimos que Ind(M,/T, — A) = 0. En particular, puesto que supp(v,) esta
contenid en M, /T',, — A}, la forma indice aplicada a v,, debe ser no negativa y, por
tanto:
0< Mn/rn{ Vo |? + 2K, v}
< |Vua | +2 K,
My /Ty {vn=1}

=04(e) + 2 -/Mn/l“n Kn—2 /A K,

donde K, es la curvatura de Gauss de M,,. (291110 la curvatura total ﬁnitgv de M
estd préxima a la de (e?), tenemos que [ K = [, K, + O,(¢), donde K es la
curvatura de Gauss de M. Combinando esta férmula con la desigualdad anterior,

ConCluimOS que:
K, < /_, K|+ 0 .
4/]\4,./1-\7. | | - M| I 3(6)

Como las dos integrales en la desigualdad anterior son independientes de n y ¢, se

sigue que:
[ Kl < [IR].
Mn/Tn M

La desigualdad opuesta se sigue de la semicontinuidad inferior de la curvatura total
absoluta para la topologia C¥, con k > 2. De este modo probamos la afirmacién.

Por nuestra normalizacion, los reticulos I',, no contienen vectores no nulos con
longitud menor que uno y, por tanto, una subsucesion, que denotaremos igual,
converge en el grupo euclideo Iso(IR®) a un subgrupo discreto I' de traslaciones,
ver el lema 4.2. Mas atn, I # {0} porque cada I, contiene vectores con longitud
uno. Podemos elegir un sistema de generadores {w}, w2, w3} de I, para cada n
tal que existe un subconjunto I C {1,2,3} y subsucesiones de {w: } que convergen
a w' cuando ¢ € I y tal que {w'};e; son generadores de I'. El conjunto I es no
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vacio porque I' # {0}. Ahora vamos a probar, razonando por contradiccién, que
I' es un reticulo en R?, i.e., que rango(T') = 3.

Supongamos que I # {1,2,3}. Trasladando adecuadamente las superfices
M, podemos suponer que todas las superficies M, contienen el origen y que
MmaXyeM, |0n| = |on| (0). Hacemos notar que, por el corolario 4.6, iny(IR*/T,) >

d%") > Gmaila E Como |o,| es uniformemente acotado, una subsucesién de M,
n

converge por el teorema 4.11 en la topologia C*, con k£ > 2, a una superficie
minimal no llana propiamente embebida M, que es invariante por I'. Mas aun,
como el indice es claramente semicontinuo para la topologia C*, concluimos que
el indice de M/T es menor o igual que uno y, como M es no llano, tenemos que
Ind(M/T) =1.

Finalmente, como estamos suponiendo que rango(I") = 1, 2, concluimos por el
corolario 3.11 que la curvatura total de M/T es —47.Sin embargo, razonando como
en la afirmacién 4.1, probamos que la curvatura total de M, /T coincide con la de
M|T, lo que no es posible porque género(M, /T n) > 3. Esta contradiccién prueba
que I es un reticulo. En particular, M/T es una superficie minimal compacta en el
toro llano tridimensional IR?/T con el mismo tipo topoldgico de M,,/T,,, y M, /T,
converge uniformemente C*, para k > 2, a M/T por el teorema 4.11.

O

Nota. Como consecuencia del teorema, obtenemos que la normalizacién del ra-
dio de inyectividad de R®*/T', puede ser reemplazada por otras normalizaciones
de invariantes geométricos de los toros ambientes o de las superficies. En partic-
ular, obtenemos el mismo resultado de compacidad fijando, o bien el drea de las
superficies o el volumen de los toros.

Ahora identificamos toros llanos homotéticos y consideramos el espacio de mod-
uli. Entonces obtenemos:

Corolario 4.13. El conjunto de toros llanos tridimensionales que admiten superfi-
cies minimales orientables y embebidas con indice uno es un subconjunto compacto
del espacio de moduls.

Demostracion: Supongamos que no es cierto. Sea M, /T, C T} = R*/T; una
sucesion de superficies minimales orientables y embebidas con indice uno en toros
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llanos tridimensionales T? normalizados de tal modo que iny(73) = 1. Por el
teorema 4.12 una subsucesién de T2 converge a un toro T°.

a

Como el anterior espacio de moduli es no compacto, se sigue que la “mayoria”
de los toros llanos tridimensionales no admiten superficies minimales orientables
y embebidas con indice uno.

4.4 Superficies estables

El propésito de este apartado es probar la compacidad del espacio de superficies
conexas embebidas con curvatura media constante invariantes por un subgrupo
discreto de isometrias de IR? que inducen superficies orientables y establesen M/G
de género mayor que uno. Recordemos que los resultados del capitulo 2 implican
que una superficie de género cero es totalmente umbilical y estable y que los toros
estables son necesariamente llanos. Para superficies de género mayor que uno no
se conoce ningun resultado de clasificacién, aunque los ejemplos de M. Ross [Ro]
demuestran que no es razonable esperar un resultado de clasificacién similar al
obtenido en géneros cero o uno.

Ahora probamos el principal resultado de esta seccién. Denotamos por A
una clase afin de conjugacién en G cuyos elementos no son subgrupos ciclicos.
Recordemos que solo hay un niimero finito de dichas clases.

Teorema 4.14 (Compacidad del espacio de superficies estables).

Sea {M,}nen una sucesion de superficies conezas embebidas con curvatura me-
dia constante en R® y {G,}nen una sucesion en A normalizada de modo que
iny(R*/G,) = 1. Supongamos que M, es invariante por G, y tal que las superfi-
cies M,/ G, son compactas, orientables y estables en IR®/G,, con género fijo mayor
que uno.

Entonces:

(i) podemos extraer una subsucesion convergente de G,, que denotaremos
igual, a un subgrupo G € A, i.e., R®/G, y R®/G son afinmente difeo-
morfas.

(i) Podemos extraer una subsucesion de M,, que denotaremos igual, que con-
verge, salvo traslaciones en IR®, en la topologia C* a una superficie M
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coneza propia y débilmente embebida con curvatura media constante y G-
invariante, con multiplicidad uno, en R® y tal que M/G es una superficie
compacta estable en M,/G,,.

Demostracidn: Veamos primero que existe una constante C > 0 tal que |o,| <
C para todo n € IN. Si no, existirfa una sucesién p, € M, tal que A\, =
MmaXpeM, |0n] = |on|(pn) — oo. Trasladando los puntos p, al origen, expandi-
endo las superficies M, por medio de una homotecia de razén A, y pasando a
una subsucesién si es preciso, obtenemos una sucesion de superficies propiamente
embebidas con curvatura media constante M, que convergen en la topologia C*
a una superficie propia y débilmente embebida con curvatura media constante no
totalmente geodésica M por el teorema 4.11. La superficie M es orientable: de he-
cho, si M fuera no orientable, su multiplicidad deberia ser dos (en caso contrario,
por el teorema 4.11 M tendria multiplicidad uno y en este caso la orientabilidad de
M, /MG, implica la de M ) ¥, de nuevo por el teorema 4.11, M serfa una superficie
minimal propiamente inmersa en IR?, lo que es imposible. Como iny(R*/G,) =1,
se sigue que el inico punto de acumulacién de la sucesién de subgrupos {A,G, }nen
en el grupo de isometrias Iso(IR®) es la identidad. Entonces regiones compactas
en M se pueden aproximar uniformemente por regiones en M, /AnG, y, como la
estabilidad se conserva por la convergencia C*, con k > 2, concluimos que M es
una superficie estable en IR? y, por los resultados del capitulo 2, concluimos que
M es una esfera umbilical. Aplicando el lema 4.10 a las superficies M, y a los
grupos A,G, concluimos que la superficie M es no compacta. Esta contradiccién
prueba que la sucesién |o,| es uniformemente acotada.

A partir de la normalizacién iny(IR®/G,) = 1 se sigue que, pasando a una
subsucesion, los subgrupos {G,},en convergen a un subgrupo G € G. Por el
corolario 4.6, obtenemos que 1 = inj(R?*/G,) > ﬂsﬂl > Txlla_,.| En consecuencia,

trasladando adecuadamente las superficies M,, en R®, podemos suponer que una
subsucesién de { M, },cn converge a una superficie M propia y débilmente embe-
bida con curvatura media constante no totalmente geodésica que es G-invariante.
Afirmamos que M/G es compacta: de hecho, si M/G es orientable, entonces es
estable y por tanto, es compacta por el teorema 2.4. Si M /G es no orientable, en-
tonces su multiplicidad debe ser dos (en caso contrario, por el teorema 4.11 M /G
tendria multiplicidad uno y, como antes, la orientabilidad de M, /G, implicaria la
de M/G). Mas atn, el revestimiento de prientacién de dos hojas es estable y, por
tanto, compacto y se sigue que M /G es compacta. Esto prueba nuestra afirmacidn.



68 4. Compacidad de superficies estables y embebidas

Finalmente, concluimos de (ii) en el teorema 4.11 que G € A, que M, /G,y M/G
son difeomorfas y que M, /G, — M /G con multiplicidad uno.

a

Nota. No hay compacidad para el espacio de superficies estables embebidas de
género uno. De hecho, si consideramos el cociente R?/T,,, donde T, es el subgrupo
generado por una traslacion no trivial, los tubos alrededor de una geodésica cerrada
en R®/T, son superficies estables embebidas cuando el radio es suficientemente
grande. Pero estos tubos, trasladados adecuadamente, convergen a un cilindro
totalmente geodésico.

Hemos necesitado la conexién de las superficies M, en el teorema anterior
para probar la compacidad de las variedades ambiente IR?/G,, y para asegurar
que la superficie limite tiene multiplicidad uno. Si suprimimos estas hipétesis y
tomamos las variedades ambientes en un conjunto compacto, utilizando los mismos
argumentos, obtenemos un resultado similar. En particular, fijando la variedad
ambiente, obtenemos:

Teorema 4.15. Sea {M,}.en una sucesion de superficies embebidas con cur-
vatura media constante en R® y G € G tal que las superficies M, son invariantes
por G. Supongamos que M, /G son compactas, orientables y estables en R3/G con
género(M,/G) > 2.

Entonces podemos extraer una subsucesion convergente de M,, que denotare-
mos igual, a una superficie propia y débilmente embebida con curvatura media
constante M en IR® tal que, o bien:

(i) M/G una superficie estable y orientable difeomorfa a M, /G para n sufi-
cientemente grande, o:

(i) M/G es una superficie minimal compacta con multiplicidad dos cuyo reves-
timiento de orientacion es estable y difeomorfo a M, /G para n suficien-
temente grande.

La hipétesis en el teorema 4.14 sobre la conexién de las superficies M,, que es
equivalente a que la aplicacién inducida por la inclusién M, /G, C R3/G, entre
los grupos fundamentales sea sobreyectiva, es siempre cierta si todas las superficies
son no llanas y minimales. El siguiente lema nos proporciona otra situacién en la
que este resultado es cierto:
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Lema 4.16. Si M C R® es una superficie propiamente embebida con curvatura
media constante e invariante por un subgrupo de rango dos I de traslaciones de
R® y tal que M/T es una superficie compacta y coneza con género mayor que uno,
entonces M es coneza.

Demostracion: Sea V el plano determinado por I' y T el toro V/T. Por el principio
de reflexién de Alexandrov podemos suponer que la superficie M/T es simétrica
con respecto al toro totalmente geodésico T' x {0} C T' x R y que es la unién de
dos grafos sobre T x {0}. Sea ¢ : M/T' — T x R la inclusién y I = ¢, (m;(M/T)).
Entonces rango(I"”) debe ser dos: si no, M/T' podria levantarse a R3/T" y, por
tanto, género(M/T) = 0, 1. Sea T' = V/T". El grupo I'/T" es finito y tenemos un
revestimiento riemanniano finito 7" X IR — T'x R tal que la imagen inversa de M/T
es una coleccién finita de superficies conexas disjuntas M, ..., M; congruentes por
traslaciones de I y cada una de ellas congruente a M/T. Sillamamos II : T xR —
T'" x {0} a la proyeccién sobre T” tenemos que todos los subconjuntos II(M;) son
disjuntos. Mas atin, los embebimientos ; : M; — T x IR inducen, entre los grupos
fundamentales, una aplicacién sobreyectiva ;, : ™ (M;) - ™ (T).

La conexion de M es equivalente a la igualdad I'" = T.. Supongamos, razonando
por contradiccién, que I # Ty, por tanto, que k > 2. Puesto que el grupo fun-
damental de 7" x R es abeliano, y 1;, es sobreyectiva, deducimos que el morfismo
inducido por 3; entre los primeros grupos de homologia es también sobreyectivo
para todo 7 € {1,...,k} y, puesto que II induce un isomorfismo en homologia,
tenemos que IT o ¢); induce entre los grupos de homologia Hy(M;,Z) y Hy(T", Z)
una aplicacién sobreyectiva. Entonces podemos tomar a, 8 ciclos en M,y M,,
respectivamente, tales que II(1;(a)) y II(2(B)) son representantes de una base
Hy(T",Z). Pero los iltimos dos ciclos son disjuntos, lo que es imposible, porque
el nimero de interseccién de una base del primer grupo de homologia de un toro
de dimensién dos debe ser +1. Esta contradiccién prueba que M es conexo.

=

Identificamos variedades tridimensionales llanas, completas no compactas y ori-
entables cuando sean homotéticas y consideramos el espacio de moduli. Obtene-
mos:

Corolario 4.17. El conjunto de variedades de dimensidn tres llanas, completas no
compactas y orientables que admiten superficies orientables, estables y embebidas
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con género mayor que uno es compacto en el espacio de moduls.

Demostracion: Sea M, /G, C R*/G, una sucesién en las condiciones del corolario.
Como género(M,/Gr) > 2 tenemos que rango(TI'(G,)) > 2 y, como R%/G, es
no compacto concluimos que rango(I'(G,)) = 2. Tenemos dos clases afines de
difeomorfismo distintas en IR*/G,, y podemos suponer, pasando a una subsucesién,
que todas las variedades IR*/G,, son del mismo tipo.

Si R®*/G, = T? x R para todo n € IN, donde T? es un toro llano bidimen-
sional, entonces el lema 4.16 nos permite utilizar el teorema 4.14 para completar
la demostracién. Si todas las variedades IR®/G,, estdn en la clase K ¥, para una
subsucesién, los morfismos inducidos entre los grupos fundamentales por las in-
clusiones son sobreyectivos, entonces concluimos de nuevo por el teorema 4.14 la
existencia del limite.

Si R*/G, € K, pero los morfismos inducidos entre los grupos fundamentales
por las inclusiones no son sobreyectivos, consideramos revestimientos de dos hojas
T2 x R — R?/G,. Por el lema 4.16 la imagen inversa de M, /G, en T? x R no
es conexa y, por tanto, M, /G, levanta a T? x IR. Podemos extraer entonces una
subsucesién convergente de 72 x R y, por tanto, de R?/G.,.

O

Como el anterior espacio de moduli no es compacto se sigue del corolario 4.17
y de los resultados del capitulo 2 que para la mayoria de las variedades de di-
mensién tres completas, llanas y orientables, las tinicas superficies estables, com-
pactas y orientables tienen género menor o igual que uno y, por los resultados del
capitulo 2, son esferas totalmente umbilicales o toros llanos. En particular, los
dominios isoperimétricos en la mayoria de estas variedades son bolas geodésicas,
entornos tubulares de geodésicas cerradas y entornos tubulares de toros totalmente
geodésicos.

4.5 Comentarios

Los resultados de compacidad que hemos probado demuestran que los espacios de
superficies estables y superficies minimales con indice uno son pequeios en cierto
sentido. Por ejemplo, se puede deducir de nuestros resultados que el nimero de
clases de homotopia de superficies estables y minimales con indice uno en una
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variedad completa y llana es finito. Hasta ahora, no se conocen resultados de
existencia ni de superficies minimales con indice uno de género cuatro o cinco en
toros llanos ni de superficies estables con género dos.

Los métodos que hemos usado no pueden utilizarse para probar la compacidad
del espacio de superficies con curvatura media constante e indice uno. El estudio
del comportamiento de la familia doblemente periédica de superficies embebidas
con curvatura media constante ¥, que se hara en el capitulo 6 parece sugerir que
este espacio no es compacto en general.






Capitulo 5

Superficies estables con aplicacién de Gauss

En este capitulo estudiamos propiedades de compacidad de superficies estables en
cocientes de IR® por subgrupos discretos de traslaciones. Tales superficies poseen
siempre aplicacién de Gauss. La condicién de estabilidad proporciona una cota
uniforme de la energia de la aplicacién de Gauss, lo que permite aplicar ciertos
resultados de compacidad para aplicaciones arménicas con energia uniformemente
acotada [Gr,Wo]. En nuestro caso podemos mejorar ligeramente dichos resultados
para obtener a partir de la convergencia de las aplicaciones de Gauss la conver-
gencia de las inmersiones. Los resultados que obtenemos son similares a los del
capitulo 4.

5.1 Preliminares

Supongamos que M es una superficie compacta orientable de género mayor o igual
que dos. Sea {J,}.en una sucesién de estructuras conformes en M,y {vp}nen la
sucesién de métricas hiperbélicas con curvatura de Gauss —1 asociadas a las es-
tructuras conformes. Si las longitudes de las geodésicas no hométopas a cero de las
métricas hiperbdlicas v, estan acotadas inferiormente por una constante positiva,
existe una sucesién {o, },en de difeomorfismos de M tal que una subsucesion de las
métricas {0}V, }n,en converge uniformemente a una métrica hiperbdlica v, ver los
trabajos de Mumford [Mu] y de Tomi y Tromba [T'T]. Si dichas longitudes no estén
acotadas inferiormente, existe una sucesién {o, }nen de difeomorfismos de M y una
coleccion finita de curvas cerradas simples no hométopas a cero v, ...,7k, que son
geodésicas para las métricas hiperbélicas o7 v, tales que las longitudes L.(%)—0
cuando n — oo para todo ¢ = 1,...,k y una subsucesién de {02Vn}nen converge
uniformemente en compactos de M \ U % a una métrica hiperbélica completa
Voo €0 M \ UL,7:. Si Q4,...,Q, son las componentes conexas de M \U 1y
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Joo €s la estructura conforme asociada a la métrica v, se tiene que cada abierto
(%, Joo ), €s conforme a una superficie de Riemann compacta M; menos un niimero
finito de puntos X; C M;, ver el trabajo de Abikoff [Ab]. Denotaremos por M; a
la superficie M; \ X;, y por f; : Q; = M; a un difeomorfismo conforme.

Supongamos que ¥ : M — R*/T es una inmersién isométrica con curvatura
media constante, donde I' es un subgrupo discreto de traslaciones de IR® y que
#: M — 5? es la aplicacién de Gauss. La forma indice depende solo de ¢, y puede
escribirse:

I(u) = /M{IVUI2 — |V u?}dA. (5.1)

Es conocido que la condicién de estabilidad implica la siguiente restriccién
sobre la energia total de las aplicaciones de Gauss:

Lema 5.1. Sit: M — IR®/T es una inmersién isométrica estable con curvatura
media constante, la energia de la aplicacidn de Gauss estd acotada por una cons-
tante que sdlo depende del género de la superficie.

Demostracion: Si el género de M es g, podemos encontrar una aplicacion holo-

morfa n = (1;) : M — §? C R® de grado 1 + [(1 + ¢)/2] ([GH]) y media nula
([LY]). Por estabilidad, tenemos:

0<Y" [ [Vnl = Vel
i=17M

Y, por tanto, se tiene que E(¢) < E(n) = 8x(1+ [(1 + ¢)/2)).
O

El lema 5.1 implica que las aplicaciones de Gauss de superficies compactas
estables tienen energia uniformemente acotada. En estas condiciones, si suponemos
que ¢, : M — S5? es una sucesién de aplicaciones arménicas con E.(¢.) < A, es
conocido el siguiente resultado, ver [SaU2]:

Teorema 5.2. Si {¢,}.en es una sucesion de aplicaciones J,—arménicas con en-
ergia uniformemente acotada, entonces:
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(i) Eziste un conjunto finito X C M \ UL ,v; tal que una subsucesidn de
las aplicaciones {@,}nen converge uniformemente en compactos de M \
(UE 17 U X) @ una aplicacidn arménica ¢.

(i) En cada punto p € X, podemos construir una aplicacidn holomorfa Py

8% — S? con energia acotada y no constante.

(iii) E(4) + pex E(dp) < liminfn_c En(4y).

La demostracién de (i) se sigue de nuestra reparametrizacién y del teorema 2.3
de [SaU2].

Veamos que ocurre en los puntos de X. Seguimos la demostracién de Wolfson
[Wo], ver también el articulo de Ros [Ros]. Sip € X, sea Q un abierto simplemente
conexo tal que 2 N X = {p}. Sea z, : @ — D una sucesién de aplicaciones
biyectivas holomorfas para la estructura J, tal que z, — z,, con z,, holomorfa
para la estructura J,. Sea ¢, = ¢, 0 z;'. Tenemos que @, es una sucesiéon de
aplicaciones arménicas en D con energia acotada que converge uniformemente en
compactos de D \ {0}, pero no converge en D a una aplicacién arménica ¢. Existe
entonces una sucesiéon p, € D tal quep, - 0y |V¢n|: (pn) = supp |V¢n|z — 00,
donde el médulo y el gradiente se miden con respecto a la métrica hiperbélica del

disco unidad D: )
ds? = <L2) |dz|?.
1— |z

Componiendo con la isometria z — (2 — p,)/(1 — p,z) de la métrica ds? podemos
suponer que p, = 0 para todo n. Sea R, = 2|V |.(0). En términos de la métrica
euclidea del disco podemos escribir:

; R,
|V, (0) = R, —» 00, |V4,] (2) < T

paratodo z € D y n € IN. Definimos una nueva sucesién de aplicaciones arménicas
¢4 : D(RY?) — S? por medio de ¢/ (z) = ¢(z/R,). Entonces |V4!|_ es uniforme-
mente acotado en subconjuntos compactos de € y, tomando una subsucesién,
podemos suponer que {¢”} converge a una aplicacién ¢, : € — S? arménica. Por
las propiedades de ¢, tenemos que ¢, satisface:

Vol (0) =1, [Vgy| <1.

Ademas, ¢, tiene energia acotada, de modo que, por el teorema 3.6 de [SaU],
extiende a una aplicacién arménica, que denotaremos igual, é, : S? —» 5% con
energia acotada y no constante.
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Por dltimo, tenemos que (iii) se obtiene directamente de (i) y (ii).

5.2 Convergencia de inmersiones

Sea M una superficie compacta, {J, }nen una sucesién de estructuras conformes
en M. Q) C M un conjunto abierto. Supongamos que las estructuras conformes J,,
convergen uniformemente sobre compactos de € a una estructura conforme J. Sea
{an }nen una sucesién de diferenciales cuadriticas holomorfas para las estructuras
conformes J,,. Se tiene entonces:

Proposicion 5.3. Podemos encontrar una sucesion de mimeros reales positivos
{An}nen tal que una subsucesion de {\, an} converge uniformemente en compactos
de Q) a una diferencial cuadrdtica holomorfa no nula a en Q.

Demostracion: En primer lugar vamos a construir una sucesién auxiliar {h, },en
de funciones J,—-meromorfas que convergen en (2 salvo un nimero finito de puntos
a una funciéon J-meromorfa no constante k.

Elegimos un punto p € (2 que no sea punto de Weierstrass para ninguna de las
estructuras conformes J,,. Sea k, : M — € una sucesién de funciones meromorfas
para las estructuras conformes J,, con un nico polo en p de orden género(M) + 1.
Sea po € () distinto de p. Podemos suponer que &, tiene un cero en p, sustituyendo
h, por h, — h,(po). Sea ahora p, €  un punto que no sea cero ni punto de
acumulacién de los ceros de h,. Podemos suponer que h,(p;) = 1 sustituyendo A,
por h,/hn(p1)-

Puesto que h, es arménica y E,(h,) < 87 grado(h,) = 87(género(M) + 1),
aplicando el teorema 5.2, obtenemos un conjunto finito X C Q y una subsucesién
de {hy}nen, que seguiremos denotando igual, que converge uniformemente en com-
pactos de 2 \ X a una funcién J-meromorfa h. Afirmamos que % es una funcién
meromorfa no constante: de hecho si p; ¢ X por el lema 5.4, ya que en un entorno
de p; suficientemente pequefio no hay ceros ni polos de h,. Si py € X, puesto
que en un entorno de py se omite el valor co, de nuevo por el lema 5.4 se tiene
que h = oo en un entorno de po, por tanto, b = oo en (2, lo que es imposible, ya
que h(p;) = 1. Entonces po € X, y h(po) = 0, de lo que se deduce que & no es
constante en ().
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Ahora probamos el enunciado de la proposicién. Sea f, = an/(d)_ h,)?. Ten-
emos que f, : M — C es una sucesién de aplicaciones J,, —meromorfas con grado
acotado por (49 — 4) + 2(g + 2), ya que dicho grado es acotado por la suma de
los 6rdenes de los ceros de a,, y de los polos de (d, fz)?. Si g € N no es limite de
ceros ni de polos de f, y elegimos A, > 0 tal que A, |f.(¢)| = 1, tenemos, por el
teorema 5.2, que una subsucesién de A, fn, que denotaremos igual, converge salvo
en un conjunto finito X’ a una aplicacién J-meromorfa f que no es idénticamente
cero ni infinito, ya que ¢ € X por el lema 5.4.

Tenemos entonces que A, an, = (Anfn)(d) hs)? converge uniformemente en
compactos de £ \ (X U X’) a una diferencial cuadratica J-holomorfa no nula
a. Como todas las diferenciales a, son holomorfas, se sigue que la convergencia
a, — a extiende a los puntos de X U X’ por el lema 5.4.

|

Lema 5.4. Sean D e! disco unidad en €, D* = D\ {0}, h, : D — T una
sucesion de funciones meromorfas que convergen a una funcién meromorfa h uni-
formemente en compactos de D*, pero no en D.

Sia € T\ UX,h,(D) entonces h, — a uniformemente en compactos de D*.
En particular, h, contiene todos los valores de T ezcepto uno como mdzimo.

Demostracion: Podemos suponer, componiendo con transformaciones de Mobius,
que a = co. Entonces tenemos que h, : M — € es una sucesién de funciones
holomorfas. Como h,, — h tenemos que, o bien h es holomorfa o bien A = oo
en D*. Si h es holomorfa, y D(¢) es un disco pequefio contenido en D, como
hn — h en 8D(¢), se tiene, por el principio del médulo maximo, que {Ih |} es
uniformemente acotado en D(¢), y y que h, — h en D, lo que no es posible. Por
tanto, h = oo y hemos probado el lema.

O

Supongamos ahora que ¥, : (M, J,) — R*/T,, es una sucesién de inmersiones
conformes con curvatura media constante, ¢, : M — S? es la sucesién de apli-
caciones de Gauss, g, es la proyeccién estereogréfica de las aplicaciones de Gauss
y ds? las métricas en 2 inducidas por las inmersiones. Supongamos, como antes,
que J — J en ().
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Teorema 5.5. Si ¢, converge uniformemente C*, para todo k € IN, en compactos
de M a una aplicacion armdnica ¢ no constante, se tiene:

(1) existe una sucesion de nimeros reales positivos {)\,} tal que A3, con-
verge a una inmersion multivaluada J—-conforme 1p con curvatura media
constante y aplicacion de Gauss ¢.

(ii) Sitodas las inmersiones v, estdn libres de puntos de ramificacion, también
lo estd 1.

(iii) Sids? es la métrica inducida por la inmersidn 1 entonces una subsucesidn
de {\.ds},.en converge uniformemente en compactos de ) a ds?.

Demostracion: (i) Si ¢ no es antiholomorfa, entonces ¢, no es antiholomorfa a
partir de un indice suficientemente grande. Por tanto g, no es meromorfa y, como
g es no constante, tenemos que dj g, # 0. Entonces:
—2d" ¢

Hdz,/)n:—éR(Hn]_ 2,i1+2,2 — “JnIn

n ( gn ( gn) gn)Hn(l + |gnl2 )

converge uniformemente en compactos de § a:

. ~9d%g
dp = —R ((l - g2,1(1 +g2),2gn)(T-HJTg|2) .

En el caso de que ¢ sea antiholomorfa, aplicamos la proposicién anterior a las
diferenciales de Hopf a, y encontramos una sucesién de nimeros reales positivos
An tales que A\,a, converge uniformemente en compactos de Q a una diferencial
cuadratica J-holomorfa a. Como ¢ es no constante y g es meromorfa, tenemos
que djgl =0y:

Andip, = —R ((1 ~ 92511 + 93}, 24n) )‘,"C;") ,

converge uniformemente en compactos de  a:

dp = R ((1 _ghi(l +g2),2g)%) ,

(ii) Se sigue inmediatamente de (i).
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(iii) Los puntos de ramificacién de las inmersiones A1, se corresponden con los
ceros de las 1-formas complejas de tipo (1,0) wp = Anan/d’y_gn. Sip € 0,y O es un
abierto simplemente conexo que contiene a p, y z,, z son aplicaciones holomorfas
biyectivas de (@, J,,), (', J), respectivamente, en el disco unidad D C € tales
que z,(p) =0, 2(p) =0y 2z, = z en C®°(Q, D). Para estudiar la ramificacién de
las inmersiones en p, basta considerar la ramificacién de las inmersiones ¥, o s
Yoz 'en 0. Sean w,, w las 1-formas de Weierstrass de las inmersiones Yn o2z,
po0z~1. Por los resultados de [EW] o [SY], los ceros de dichas 1-formas son aislados.
Si 7 es una curva diferenciable simple contenida en D que rodea a 0 y no contiene
ceros de w, ni de w.

Como localmente w, = f,dw, y ¥, no tiene puntos de ramificacién, tenemos
que f, no tiene ceros en ningin punto. Como w, — w Y 2, — z uniformemente

en D, tenemos que d(log f,) = df,/f, — df/f en 5. Integrando d(log f,) en v y
pasando al limite obtenemos que ¥ no tiene punto de ramificacién en .

O

5.3 Compacidad de las aplicaciones de Gauss

Basandonos en el teorema (5.2), podemos demostrar el siguiente resultado para

aplicaciones de Gauss asociadas a inmersiones estables con curvatura media cons-
tante:

Teorema 5.6. Sea ¢, : M — IR®/T, una sucesién de inmersiones isométricas

estables no ramificadas de una superficie orientable compacta de género mayor o

igual que dos en un cociente de R® por un subgrupo discreto de traslaciones [
Entonces podemos encontrar una sucesion de difeomorfismos {on}nen tal que:

(i) Una subsucesidn de las estructuras conformes {ondn}nen converge uni-
formemente a una estructura conforme J en M.

(ii) Una subsucesion de las aplicaciones de Gauss {07 ¢, }nen converge uni-
formemente a una aplicacion arménica ¢ : M — S2.

Corolario 5.7. En particular, el espacio de estructuras conformes que admiten
inmersiones conformes estables con curvatura media constante es compacto.
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Nota. En el caso género(M) = 0, se tiene siempre que M = S? y que ¢ es la
identidad, ya que cualquier inmersién de curvatura media constante de una esfera
es totalmente umbilical. Dichas inmersiones son todas estables.

En el caso de género(M) = 1 no se tiene compacidad. Para todo R > 0, sea Tg
el toro cociente de IR? por los vectores (27 R, 0), (0, 27), v el vector de R? (0,0,27),
y ¢¥r : TR = IR3/ (v) la inmersién isométrica de curvatura media constante dada
por:

¢R(z’ y) = (RCOS(:C/R), Rsen(a:/R), y)'

La aplicacién de Gauss de dichas inmersiones es:

ér(z,y) = (cos(z/R),sen(z/R),0).

El operador de Jacobi de dichas inmersiones es A + 1/R?. La inmersién g es
estable si y solo si R > 1. La energia de las aplicaciones de Gauss es:

2rR 1 1]
Er(¢r) = /0 | dz dy = %r — 0 cuando R — oo.

Si suprimimos de T una pequena banda cerrada de anchura e R alrededor de la
recta y = 27 R, la imagen del abierto que obtenemos es conforme por la aplicacion
z — exp(z — mR) al anillo {z € C;exp((—7 + €)R) < |z| < exp((r — €)R)}, y la
aplicacion de Gauss sobre este anillo es:

#r(w) = (cos(m + log |w|/R), sen(7 + log |w|/R), 0).

De modo que las estructuras conformes de los toros convergen a una esfera y las
aplicaciones de Gauss convergen a la aplicacién constante ¥(w) = (-—1,0,0).

Demostracion: Reparametrizando las inmersiones, podemos suponer que existe un
conjunto finito 7, ...,7, eventualmente vacio, de curvas cerradas simples en M,
tales que J, — Jo uniformemente C* en compactos de M \ UL ;. Aplicando
el lema 5.1 y el teorema 5.2, obtenemos un conjunto finito X C M \ UL, ;, tal
que una subsucesién de las aplicaciones de Gauss ¢,,, que seguiremos denotando
igual, converge uniformemente en compactos de M \ (U_,v; U X) a una aplicacién
armonica ¢.

Para concluir la demostracién del teorema solo necesitamos probar que el con-
junto de curvas 74, ..., €s vacio, lo que implica la compacidad de las estructuras
conformes, y que el conjunto de puntos X es vacio, lo que implica la compacidad de
la sucesién {@,}nen. Probamos esto, razonando por contradiccion, demostrando
que los siguientes tres casos no son posibles.
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Caso 1. El conjunto 71,...,7 es no vacio y ¢ no es constante en alguna compo-
nente coneza ;.

La superficie (2; \ X, J) es una superficie de Riemann compacta {I; menos un
nimero finito de puntos. Denotamos por ¢ la limite de la sucesién {#n}nen en Q;
que extiende a una aplicacién arménica en ();.

Afirmacién 5.1. E,(¢npang,) — 0.
Demostracion: (de la afirmacidn).

Elegimos en cada punto p € Q; \ ©; un disco punteado J-conforme (D;, 2)
centrado en p. Para ¢ suficientemente pequefio definimos:

0, (M\Q)u (Upr(ez))a
ue = ¢ log(|z| /€?)/log(1/e), €* < |z| <e,
L; 2: UpDy(e),
0, i\ UpDy(?),
ve = { log(|z|/€?)/log(e), €3 < |z| < €2,
1, M\ Q) U (UpDp(2)).

Las funciones u, y v, tienen soportes disjuntos y tenemos que [, |Vu,|2 dA y
Ju |Vve|* dA converge a 0 cuando ¢ — 0. Podemos tomar ¢ suficientemente
pequefio de modo que [y, [Vu.|* — |V4|*u2dA < 0. Como J, — Jy b = 0y
dA, — dA en sop(u.) C Q;\ X, obtenemos por continuidad que I,,(u.) < 0 para n
suficientemente grande. Se sigue entonces de la estabilidad que I (v.) 2 0 ya que,
en caso contrario, podriamos encontrar una combinacién lineal u, y v, con media
cero y negativa para la forma indice I,,. Entonces obtenemos:

Vé,|? dA, < 202dA. < 2 )
Jona 1962 < [ 1942 02dA, < [ V0P da,

2 ’ . . .
Como sop |Vv,|; estd contenido en ©;, tomando limites cuando n — oo en las

desigualdades anteriores

lim sup o IVanI: dA, < /M Vo |* dA,

n—00

y como el término de la derecha tiende a cero se sigue la afirmacién.
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Como grado(¢) = Jp, Jac(¢) dA Y [ang, 1Jac(én)| dAn < 3 En(énjang,) tenemos
que 1 —género(M) = grado(¢,) — grado(@) y como las inmersiones no tienen ram-
ificacién se sigue del teorema de Gauss-Bonnetque grado(¢,) = 1 — género(M) y,
por tanto, grado(4) = 1 — género(M). Como 7, ...,7; es no vacio género(f);) <
género(M) y por los resultados de Eells y Wood, [EW], tenemos que ¢ es anticon-
forme. Supongamos que ¢ no toma el valor (0,0,1) en §; \ Q;. Por el teorema 5.5
existe una sucesién {\, },en de numeros reales positivos tal que una subsucesién
de las inmersiones {A,%¥,},en convergen a una inmersién minimal multivaluada
sin puntos de ramificacién ¢ con aplicacion de Gauss ¢ no constante. La 1- forma
de Weierstrass asociada a 9 tiene 2 género(M) — 2 ceros en 2; en los polos de la
proyecion estereografica de ¢ porque 3 esta libre de puntos de ramificacion.

Por tanto, como #ceros(w) — #polos(w) es 2 género(f2;) — 2, obtenemos que
w tiene polos en algun punto de Q; \ ©; y esto prueba que §; tiene rea infinita
con respecto a la métrica inducida por 3. Aplicando las resultados de Silveira [S]
la inmersion ¥ no seria estable contradiciendo la afirmacién 5.2. De este modo
probamos el caso 1.

Afirmacién 5.2. La inmersion multivaluada v : Q; \ X — RR? es estable.

Demostracion: (de la afirmacion). Si 1 no fuese estable podriamos encontrar una
funcién diferenciable u con soporte compacto en 2 = §; \ X tal que [udA =0
¥ Jo{|Vu|* = |Vé|*u?} dA < 0, con dA la medida asociada a la métrica inducida
por la inmersién . Si u = u* — u~ entonces u, = (fou™ dA,)/(Jqut dA,) — 1,
donde dA, es la medida en M inducida por inmersién A%, y:

L Vsl =196, R 02} dA = [ (19ul = Vol u?) da <o,
sopl\u sopl(u

y , por tanto, para n grande I,(u,) < 0, y llegamos a contradiccién, ya que v, y,
en consecuencia, A,%, son inmersiones estables.

a

Caso 2. El conjunto de puntos X es no vacio.

Si p € X, podemos obtener por el teorema 5.2 una aplicacién holomorfa no
constante ¢, : S? — S%. Aplicando un argumento similar al de la afirmacién
5.1 concluimos que E,(¢,) — E(¢,) y, por tanto, que grado(¢,) — grado(d,).
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Entonces existe una sucesion {A,}n,en de nimeros reales positivos tales que una
subsucesion de {A,%n,}nen converge localmente a una inmersién minimal multi-
valuada de 5%\ {oc} con un final al menos y 4rea infinita como antes y llegamos
a contradiccion como en la afirmacién 5.2.

Caso 3. El conjunto de curvas v;,...,7 no es vacio, el limite de la sucesidn
{¢n}nen es constante en cada componente de M \ UX_,v; y X es vacio.

Como:
En(én) > 2 /M [Jac(d,)| > 8 (género(M) — 1), (5.2)

las energias {E,(#,)}nen no pueden tender a cero.

Como {En(¢n)}nen estd acotada inferiormente por una constante positiva y
{#n}nen converge uniformemente C* a una aplicacién constante existe al menos
una geodésica hiperbdiica v € {y1,...,9x} tal que {E.n(#)}nen esta acotada in-
feriormente por una constante positiva en entornos de 4 para n dependiendo del
entorno. Sea C un entorno anular de v tal que (C '\ v, J) es conforme a dos discos
punteados D; y D, con coordenadas locales z; y z,. Sea & > 0 y u. la funcién
lipschitziana:

1, lzil S 62,
u. = ¢ log(|zi| /e)/log(e), €2 < |zi| <e,
0, £ < |z

extendida por cero a todo M.

Entonces la funcién u, verifica I,,(u.) < 0 para ¢ suficientemente pequefio y n
grande. Ademds, {E,(¢.)}nen tiende a cero fuera de cualquier entorno de 7;: si
no podriamos encontrar una funcién lipschitziana no negativa v similar a u, tal
que sop(u,) Nsop(v) es vacio y I,(v) < 0 para n grande.

Fijamos ahora ¢ > 0 y llamamos C(e) = yU {Uiz12 {0 < || < €}} C C. Si
M : (C,Jn) — S? es una aplicacién holomorfa inyectiva entonces utilizando un
argumento de Li y Yau [LY] podemos suponer, componiendo 7, con una transfor-
macién de Mobius de S? que fc(g) Nnteds? = 0. Por estabilidad:

OSIn(nnuz)
= Vinte)? = [Vl 2l
oo | Vbl = [Vénla
S Eofte) + Ealta) + Enlue)Eala) = [ 1964
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Como E,(n,) < 87 tenemos que:
/C( " IVl < 87+ E,(u.)(1 + 87),
De esta desigualdad y (5.2) obtenemos:

< E,(é,) < Vé, |2 Vé,|?
8T < En(¢n) < M\C(ez)l Pnl, + C(E,)I Bnl,

< Véul? + 87 + E,(u:)(1 + 87),
- M\C(€2)| Pl B Bl 8

Tomando limites cuando n — oo obtenemos que el término de la derecha en la
desigualdad anterior converge a:

87 + E(uc)(1 + 87),

y como E(u.) — 0 cuando € — 0 se sigue que E,(¢,) — 87. Entonces concluimos
de (5.2) que el caso 3 no es posible si género(M) > 3.

Para terminar estudiamos el caso de una superficie de género dos. Para cada
n € N definimos la aplicacién diferenciable a trozos ¢, : S? — S2 por:

% (5% = ¢n(77;1(z))a T € 7,(Cy)
Pl )‘{ hn(2), z & 1a(Ca),

Donde 7, es una aplicacién holomorfa inyectiva de (C, J,,) a 5? elegida de modo que
las regiones 7,,(C) recubran toda la esfera menos dos puntos, C, es una sucesién
de subanillos de C tal que las regiones 7,(C,) también cubren toda la esfera
menos dos puntos y la energia de las curvas de la frontera ¢,,(8C,) converge a cero
(esto puede hacerse porque si ¢ : C = {r; < |z] < r;} — S? es una aplicacién
diferenciable, uno puede acotar la longitud de alguna curva #(re®),conry < r < ry
por E(#)/médulo(C)), y hn, es la funcién h,(re?) = ré,(e?). Hacemos notar que
las energias de las aplicaciones {h, },en tienden a cero cuando n converge a infinito.

De este modo obtenemos que grado(¢,) = grado(¢,) = —1 y, por €l lema 5.8,
componiendo si es necesario con una transformacién de Mobius, podemos suponer
que [s ¢, = 0.

Como E(g,) (calculada con la métrica usual de S?) estd acotada podemos
extraer una subsucesion fuertemente convergente en L, cuyos gradientes son débil-

mente convergentes en L a una aplicacién ¢ en el espacio de Sobolev H!(S52, 5%).
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De [s2 é» = 0 se sigue que [5: = 0 y por tanto & es no constante.
Como E(¢) < liminf,_, E(¢,) = 87, ¢ tiene media cero y 'qﬁ‘ = 1 obtenemos

que las coordenadas de ¢ son primeras funciones propias del Laplaciano de S? y,
por tanto, existe una transformacién ortogonal A tal que A(p) = ¢(p) para todo
peS*y E(4) = 8r.

Las regiones S?\7,(C) son la unién de dos discos D(p,,r,), D(gn,s,). Pasando
a una subsucesién podemos suponer que p, — p, ¢, — ¢, r, — 1, 5, — s.
Afirmamos que r, s = 0: de hecho, si 7 > 0 tenemos que D(p,r/2) C D(p,,r,) C
5%\ 7a(C) para n grande. Entonces E(@np(p,/2)) converge a cero, y por tanto

(¢|D(p r/2)) = 0 y se tiene que qS,D(,, r/2) €s constante, lo que no es posible ya que
3(p) = A(p) en 7. )

Puesto que en los anillos 52\ 7, (C) las aplicaciones ¢, son reparametrizaciones
de ¢, hemos probado que en un entorno de 7 las aplicaciones ¢, convergen a una
aplicacién anticonforme con grado —1 en la esfera S2. Utilizando el teorema 5.5
obtenemos que, reescalando, una subsucesién de las inmersiones ¥, converge a una
inmersién minimal 1 de una esfera punteada que tiene necesariamente al menos un
final. Razonando como en la afirmacién 5.2 concluimos que esta inmersién deberia
ser estable, lo que contradice los resultados de Silveira [S]. Esto demuestra que el
caso 3 tampoco es posible.

O

Lema 5.8. Si ¢ : S? — 5% es una aplicacion continua de grado no nulo, eziste
una transformacion de Mébius F tal que:

/52¢OF=0.

Demostracion: Si D? es la bola unidad abierta en IR®, para cada g € D?, sea
F, : 8% - S? la aplicacién dada por:

_p+(plp,g)—N)g 2
B ==a ", @ 25

conA=1/(1—|g )%, u=(A=1)/|g)*si g # 0, Fy = Ids2. Entonces F, es un
difeomorfismo conforme de S? y:
1= lal?
F;d32 - Igl

T=(.g7 %
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donde ds? es la métrica canénica de S2. Definimos una aplicacién H : D3 — D3

por:
1

* 7.2
area(F;ds?) /52 ¢ (Fyds®).

H puede extenderse a una aplicacién continua D3 — D3, ya que si g, € D3 y
gn — g € S?, se tiene que las medidas Fy, ds*/area(F;, ds®) convergen a la medida
de Dirac 6(g). Se tiene entonces que lim,—. H(gr) = #(9g).

Si H(g) # 0 para todo g € D3, la aplicacién g — H(g)/ |H(g)| envia D3 to S2,
y la composicién de ¢ con esta aplicacién es una aplicacién continua S? — 52 de
grado no nulo. Esto implica que el morfismo inducido H,(S?,Z) — Hy(S? Z) es
no nulo, pero este morfismo es composicién Hy(S?,Z) — Hy(D3,Z) — H,(S?% Z),
y puesto que Ho(D3,Z) = 0 llegamos a contradiccién. Por tanto, existe g € D3tal
que H(g) = 0. g no puede pertenecer a S?, de modo que g € D3. H(g) = 0 implica

que
O=/S $(Fyds®) / $o (F,) 1ds?.

H(g) =

a

El teorema 2.10 nos garantiza que el problema de estabilidad para una in-
mersiéon minimal de una superficie compacta de género cuatro o cinco en una
variedad con curvatura de Ricci no negativa es equivalente a un problema de esta-
bilidad de una superficie minimal multivaluada en IR®. Combinando este resultado
con el teorema de compacidad que acabamos de probar, obtenemos:

Teorema 5.9. Si vy, : M — N, es una sucesion de inmersiones isométricas esta-
bles con curvatura media constante en variedades con curvatura de Ricci no neg-
ativa, podemos extraer, salvo reparametrizacion, una subsucesion convergente de
las estructuras conformes y una subsucesion convergente de métricas homotéticas
a las métricas inducidas por las inmersiones ,,.

5.4 Comentarios

Los resultados que hemos obtenido se pueden aplicar también a superficies mini-
males con indice uno para obtener resultados similares a los del capitulo 4.



Capitulo 6

Ejemplos de superficies con curvatura media
constante

En este capitulo construimos superficies embebidas con curvatura media constante
en cocientes de la forma IR®/T, donde I' es un subgrupo discreto de traslaciones
generado por vectores ortogonales. En la primera seccién obtenemos las superfi-
cies diferenciables que parametrizaran las inmersiones que construiremos. En la
segunda seccién definimos las aplicaciones arménicas que seran las aplicaciones
de Gauss de las inmersiones, y estudiamos propiedades de diferenciabilidad de
las aplicaciones con respecto a las estructuras conformes. En la siguiente seccién
construimos las inmersiones y probamos que son embebimientos. En el cuarto
apartado estudiamos los limites de los embebimientos construidos en la seccién
anterior. Por iltimo, damos una caracterizacién geométrica de los ejemplos cons-
truidos.

6.1 Superficies de Riemann

En esta seccion vamos a construir las superficies que parametrizaran las aplica-
ciones de Gauss y las inmersiones con curvatura media constante que construiremos
posteriormente.

Denotaremos por M;, M, y M3, respectivamente, a las superficies de Riemann
de los polinomios:

(22 + 1)(2* + (1/2)%),
(z + 1)(22 + (1/2)?)(2% + 2%), .
(22 - ad®)(2® —a %)(2? = (1/a)?)(2% - (1/@)?), cona= (1/2)e"'/4.

'U)
'U)
w
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En el primero y segundo caso, consideramos las aplicaciones sobre M; dadas
por:

En el ultimo caso, las aplicaciones:

ui(z,w) =(-%,0),
uz(z, w) = (z,),
uz(z,w) = (1/z,w/z*).

Tenemos entonces que:

Proposicion 6.1. Las aplicaciones u;, coni = 1,2,3, definidas en M,, son difeo-
morfismos involutivos de M, tales que:
(1) ui y uj conmutan si i # j.

(ii) El conjunto de puntos fijos de u; es no vacio y separa a la superficie en
dos componentes conezas.

(it1) My \ U{ui(p) = p} tiene ocho componentes conezas. La frontera de cada
una de ellas estd formada por 3 + g curvas diferenciables que se cortan
transversalmente. Ademds, dos cualesquiera de ellas se transforman una
en otra por medio de una composicién de difeomorfismos u;.

Sean QF las componentes conexas del complemento del conjunto de puntos
fijos de u; para : = 1,2,3. Dichas componentes quedan univocamente determi-
nadas si imponemos que la regién >, " se corresponda una componente conexa
cualquiera de la region Re(z) > 0, Im(z) > 0 en los casos de géneros uno y dos, y
con la region Re(z) > 0, Im(z) > 0, |z| > 1 en el caso de género tres. La frontera
de cada una de dichas regiones esta representada en la figura 6.1.

Los siguientes lemas nos proporcionan bases de homologia que serviran para
calcular los periodos de las superficies que construiremos:
Consideremos en M las curvas dadas por:

a;(t) = (it w(it)), w>0, t€[—a,d,
as(t) = (—it,w(—1it)), w<0, tE€ [—a,da],
a3(tg E w(it)), w>0, te(l,d,

(t it,w(—it)), w<0, te(l,a.
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U

u
1
ul u]
Us
u2 u2
U |
Us u3
u
1 u
7] 1
u .
u
1 ul u2 u2
Us
u3 .
U3

Figura 6.1. Regién Q = N2, Q7

Se tiene entonces:

Lema 6.2. Las curvas v = o3 U g, 72 = azUay, forman una base de homologia
en M, tal que:

Uz = =71, U1 = -7, U2 = —7a.

Consideremos en M, las curvas:

a(t) = (it w(@t)), w>0, te[-aa]

) = (—it,w(—1it)), w<0, tE€][—a,d],

az(t) = (it,w(it)), w >0, tE€la,l],

) = (—it,w(—1t)), iw<0, tE€la,l],

) = (it, w(it)), w>0, te€llb,

) (—Zt, ’w(—lt)), w<0, te€ [lvb]’

az(t) = (it, w(it)), iw >0, tE€[boo]U][—o0,-b,
ag(t) = (—it,w(—it)), w <0, t€ [bo0]U|[—00,—b].

Se tiene entonces que:
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Lema 6.3. Las curvas 1 = oq Uz, 2 = azUay, 73 = as U ag, 74 = a7 U as,
forman una base de homologia en M, tal que:

u;vl = =5 u§71 = =1
U2 = —7Y2, U3Y3 = —73,
UYa = —V4, UZV4 = —Va

Por 1ltimo, consideremos en M3 las curvas dadas por:

(t,w(t)), t € [-o0, —1],
N= (ezﬂ (e1 ))7 te [—17 1]
(, w(t)), t € [1,00],
(12, w(at)), t € [—o0,-1],
lsi= ( Wt/z w( mt/z))? te [—1’1]’
(i, w(it)), t €[, 00],
{ (—it,w(—1t)), t € [~00,0],
(, w(t)), t € [0, 00],
72(t) = (ett,w(ezt )$ te [0,27T],
74(t) = (¢, w(t)), € [—o0,00],
(

v6(t) = (¢t,w(it)), t € [—o0,00],

Entonces tenemos que:

Lema 6.4. Las curvas 71,...,7 forman una base de homologia en M, tal que:
uim = -, U3Y3 = =73, U3Ys = —7s,
UY2 = =2, UIY4 = —V4, U3Ye = —7e,
Y2 = —V2, U3V4 = —Ya, U3Ye = —76
Sobre las superficies diferenciables M,, ¢ = 1,2,3, vamos a considerar las

estructuras conformes J tales que las aplicaciones u; son anticonformes. Esto
motiva la siguiente definicién:

Definicién. Llamaremos X; al espacio de las estructuras conformes J sobre M;
tales que la aplicacién u; es J-anticonforme para i = 1,2, 3.

En los casos de géneros uno y dos podemos calcular cuales son estas superficies:
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Lema 6.5.

(i) Para cada J € X,, se tiene que (M,,J) es conforme a la superficie de
Riemann del polinomio:

w?= (22 +1)(22+a?), conl0<a<l. (6.1)

(ii) Para cada J € I, se tiene que (M,,J) es conforme a la superficie de
Riemann del polinomio:

w?=(22+1)(22+a*)(2+b?), conl<a<l<b<oo. (6.2)

(iii) SiJ € I3 es tal que (M, J) es una superficie hipereliptica, entonces (M, J)
es conforme a la superficie de Riemann del polinomio:

w? = (2* — a®)(2* - @%)(2* - (1/a)*)(2* - (1/a)?), (6.3)
con a € €, |a] <1, Re(a), Im(a) > 0.

Demostracion: (i) y (ii) se probaran en la demostracién del teorema 6.18. Para ver
(i), sea g la involucién hipereliptica, y z : (M, J) — C la proyeccién hipereliptica,
Las involuciones u; son aplicaciones anticonformes que conmutan con g y se proyec-
tan a involuciones #; en €. Las involuciones #; son todas distintas, ya que, en caso
contrario, u; o u; seria la involucién hipereliptica, lo que es imposible. Pode-
mos suponer entonces que u;(2) = —Z, 43(z) = Z y u3(z) = 1/z. Los puntos
hiperelipticos no pueden ser fijos por ninguna de las involuciones #; y son permu-
tados por 4, @, y @3. Se sigue entonces que los puntos hiperelipticos son +a, +a,
+1/ay £1/a, con Re(a) > 0, Im(a) > 0, |a| < 1 y la conclusién es inmediata.

O

Lema 6.6. La superficie M es conforme a la superficie de Riemann que se obtiene
como el inico revestimiento normal de grado cuatro con ramificacién de orden
uno sobre seis puntos a; < ... < ag del eje real tal que la imagen del grupo
fundamental de M menos los puntos de ramificacion coincide con el nicleo del
morfismo 71 (T \ {valores de ramificacién}) — Z, @ Z, definido por:

1,7 +— (1,0)
Y25 (0,1)
73 — (1a1)’

donde 7y; son lazos basados en el mismo punto que dan una vuelta alrededor de los
puntos a; < ... < ag.
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Demostracion: Basta considerar el grupo G generado por los difeomorfismos g; =
Uj+1 O Ujy2, cOn J € Z3, y la superficie de riemann M/G. Se prueba entonces el
lema como en la demostracion del teorema 6.18.

6.2 Construcciéon de aplicaciones armonicas

Definicién. Sea ¢ € H'(M, S?). Diremos que ¢ es simétrica si ¢ o u; = A;(¢),
para todo ¢ = 1,2,3, con A; la reflexion respecto del i—ésimo plano coordenado de

R®.

Teorema 6.7. Sea J € X¥,, con ¢ = 1,2,3. FEziste una aplicacion armdnica
simétrica ¢ : My, — S? tal que:

(i) E(¢) < E(v) para toda aplicacion simétrica v : M, — S*. Si se da
la igualdad, entonces v se obtiene como composicion de ¢ con simetrias
respecto de los planos A;.

(ii) O bien el conjunto nodal de ¢; coincide con el conjunto de puntos fijos de
u;, o bien ¢; = 0. Esta ultima posibilidad solo puede darse si el género de
M; es uno y ¢ es la proyeccion de la aplicacion de Gauss de un cilindro
circular recto de IR®.

(1) Siv: My — S? es una aplicacion J-armdnica tal que el conjunto nodal
de v; coincide con el conjunto de puntos fijos de u;, entonces, salvo com-
posicion con simetrias A;, se tiene que v = ¢.

(iv) |grado(¢)| = género(M,) — 1.

Demostracion: La existencia y regularidad de la aplicacién se sigue del trabajo de
Lemaire [Le]. Indicamos brevemente su demostracién. Sea ¢, € H'(M, S?) una
sucesion minimizante para la energia en la clase de las aplicaciones simétricas. Al
menos siempre existe una aplicacién simétrica en M: en el caso de que el género
de M sea tres, basta considerar la aplicacion z; en los casos de géneros uno y dos,
dicha aplicacion se construira en la proposicion 6.15. Reemplazando ¢, por la
aplicacion:

(¢l, ¢2’|¢3|), €n Q;-, }

(61,82, — |#3]), en O3,
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y asi sucesivamente, obtenemos una nueva sucesiéon minimizante de aplicaciones
simétricas tales (¢,); > 0 en Q} y (¢,); < 0en Q. Puesto que E;(4,) es acotada,
podemos extraer una subsucesién débilmente convergente, que denotaremos igual,
en H'(M, S?) a una aplicacién ¢. Puesto que podemos suponer que dicha sucesién
también converge en Ly(M,S?) y que converge puntualmente, tenemos que ¢ es
una aplicacién simétrica tal que (4); > 0 en O} y (¢); <0 en Q7 que minimiza la
energia en la clase de las aplicaciones simétricas. v

Por tanto se sigue del trabajo de Lemaire [Le| que ¢ es una aplicacién arménica
diferenciable que verifica la ecuacion de Euler-Lagrange:

Ad+ |V ¢ = 0. (6.4)

Como ¢; > 0 en Q}, se sigue del principio del méximo para operadores elipticos
que, o bien ¢; > 0 0 ¢; = 0 en Q. Si p es un punto fijo de g; tenemos que
#i(p) = %1 y, por tanto, podemos suponer que ¢; > 0 en Q7 y, por simetria,
tenemos que ¢; < 0 en ;. Cuando g > 2 podemos siempre encontrar un punto
en estas condiciones. Cuando g = 1 podemos encontrar puntos fijos de g, y de
g3 y se tiene que ¢, y ¢3 no son idénticamente cero. Sin embargo, puesto que no
hay puntos fijos de g; no podemos excluir la posibilidad ¢; = 0. en este caso la
imagen de ¢ estd contenida en el ecuador z; = 0 de S? y ¢ debe ser la aplicacién
de Gauss de un cilindro circular recto de R®. Esto prueba (ii).

Ahora probamos (i). Si E(¢) = E(v) para alguna aplicacién simétrica v :
M — S?, entonces el conjunto nodal de v; esta contenido en el conjunto nodal de
#i. Como ¢; es positiva en 0} y negativa en ], es la primera funcién propia del
problema de Dirichlet del operador A + |V¢>|2 en los abiertos QF y 7, y tenemos,
por la caracterizacion variacional del primer valor propio del problema de Dirichlet
en QF, que fnf{lvuif — V4[> v?} > 0, y se tiene:

/M Vol = |Vo[Pv2 >0, i=1,2,3 (6.5)

sumando en 7 obtenemos que:
3
0< Y [ 196l = Ve[ s? = [ {IVof* - [V9]'} = B(w) - B(9) =0,
=1

¥, por tanto, la igualdad se da en (6.5). Entonces v; es tanbién una primera funcién
propia de A + |V¢]2 en Qf. Puesto que siempre hay un punto p € Q7 fijo por g;,
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para i = 2,3 tenemos que v; = +¢; en f para ¢ = 2,3 y, por continuacién tnica,
en todo M. Esto implica que ¢; = %4 y prueba la afirmacién de unicidad en (i).

Para probar (iii), solo hay que tener en cuenta que las coordenadas de v; son las
primeras funciones propias del operador A + |Vv|? en 0%, lo que implica como en
la demostracién del apartado (i) que E(v) < E(4) y, por tanto, que E(v) = E(¢).

Para probar (iv) consideremos el punto (—1,0,0) € S%. Los puntos en el
conjunto ¢~'{(—1,0,0)} son los puntos fijos comunes de u; y us. Se sigue del
principio del maximo en la frontera que (—1,0,0) es un valor regular de ¢ y, de
nuestra descripcion de las superficies M;, que signo(d¢), = —1 para todo p €
¢~'{(=1,0,0)}. Contando el nimero de puntos en ¢~'{(1,0,0)}, ver figura 6.1,
probamos (iv).

O

Definicién. La aplicacién ¢ dada por el teorema 6.7 estd bien definida si im-
ponemos la condicién ¢; < 0 en 7. Denotaremos por ¢; a la tnica aplicacién
armonica J-simétrica que es minimo de la energia y verifica esta condicién.

Con esta eleccién de @; siempre se verifica:
Lema 6.8. El grado de ¢; es no positivo.

Proposicion 6.9. Sea J € £,. Entonces ¢; es antiholomorfa si y solo sig=3 y
(M3, J) es una superficie hipereliptica. En este caso, la proyeccion hipereliptica z
puede tomarse como la proyeccidn estereogrdfica de ¢.

Demostracion: Sea (M,,J), con J € E,. Si ¢ es antiholomorfa, componiendo
con una isometria de S? que invierta la orientacién, obtenemos una aplicacién
holomorfa a S? de grado g — 1. Puesto que una aplicacién holomorfa de grado
cero es constante y no hay aplicaciones holomorfas de grado uno en superficies de
Riemann de género dos, concluimos que g = 3 y (M3, J) es hipereliptica.

Si (M3, J) es hipereliptica, entonces (M3, J) es conforme a la superficie de Rie-
mann del polinomio w? = (2% —a?)(22 —@*)(2? — (1/a)?)(2% - (1/a@®) y, claramente,
la proyeccién hipereliptica z verifica zou; = =%, zou; =Z y 20 uz = 1/, donde
u (2, w) = (=Z,@), uz(z,w) = (Z,W) y uz(z,w) = (1/z,w/z*). Esto implica que la
composicion de z con la proyeccion estereografica es una aplicacién anticonforme
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é: (M3,J) — S? tal que las regiones nodales de las coordenadas de ¢ son los com-
plementos de las curvas de puntos fijos de u;, y terminamos aplicando el apartado
(iii) del teorema 6.7.

O

Nota. Simetrias adicionales. Sea ¢;: M — S2. Sig: M — M es un difeomor-
fismo J-conforme o anticonforme y A es una isometria de R®, entonces E;(A~! o
#og)=E(¢)y,si A1 o ¢og es una aplicacién simétrica entonces A~ o0 ¢ o g es
igual a ¢ salvo composicion con algunas aplicaciones A; y, por tanto, g extiende a
una simetria de la aplicacion de Gauss.

Si consideramos la subfamilia w? = (z2+a?)(2?+1)(224+(1/a)?),con 0 < a < 1,
entonces se puede comprobar facilmente que:

1l w
U4(Z, w) . (%7 ;)
1 @
u5(2,’LU) = (:a _7—3)
extienden a las simetrias A4 y As con respecto a los planos z; = z, y T, = —2z,,

respectivamente.

Nos proponemos ahora estudiar la dependencia diferenciable de las aplicaciones
armonicas que hemos construido de las estructuras conformes. Para ello utilizare-
mos la siguiente extensién de un resultado de Eells y Lemaire.

Recordamos que, por definicién, un campo vectorial V a lo largo de una apli-
cacién ¢ : M — S? es un campo de Jacobi (a lo largo de @) si verifica la ecuacién:

— J4(V) = traza V2V + traza RS (V, d¢) do. (6.6)

Por definicién, el campo vectorial V a lo largo de ¢ : M, — S? es simétrico si
Vou,=A;(V) parai=1,2,3.

Teorema 6.10 ([EL]). Supongamos que ¢o : (Mi,go) — S? es una aplicacidén
armonica diferenciable (= C®) y que no hay campos de Jacobi simétricos a lo
largo de ¢y.

Entonces, para k,r € IN, k > 1, existe un entorno U de go en MJ2 y una
inica aplicacidn @ : U — C7t3*(M;, S?) de clase C* tal que ®(go) = do y B(g) es
una aplicacion armonica simétrica de (M;,g) en S2.
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Hemos denotado por M, al espacio de métricas riemannianas en M; simétri-
cas con respecto a u;, 1 = 1,2,3, y por C}}; (M;,S?) al espacio de aplicaciones
simétricas de M; en S? cuyas diferenciales de orden menor o igual que r satisfacen
una condicién de Hélder con respecto a 0 < a < 1. El espacio M72, es un abierto
de un espacio de Banach y CJi5 (M;, S?) es una variedad diferenciable modelada
sobre un espacio de Banach.

Hacemos notar que X; es una subvariedad diferenciable de M7, para todo r
y a por medio de la inclusién que envia cada estructura conforme J a la tnica
métrica hiperbélica g; con curvatura de Gauss constante —1 que induce en M;
la estructura conforme J. Dicha métrica es siempre simétrica con respecto a u;,
t=1,2.3.

Para aplicar este resultado necesitamos probar los dos siguientes lemas:

Lema 6.11. Sea J € X, con g > 2. Entonces no hay campos de Jacobi simétricos
a lo largo de ¢;.

Demostracion: SiV =33, fiai,'. es un campo de Jacobi a lo largo de ¢;, entonces
se tiene, por la ecuacién (6.6), que [3,{|dV|* — |V4|* |[V|*} dA = 0, donde dA es
el elemento de drea asociado a cualquier métrica g compatible con la estructura

conforme J, |dV|* = 3.iei(fi)? y {e1,e2} es una base g-ortonormal en T,M. En
consecuencia obtenemos que:

> [ 195l =199 f2yaa=o. (6.7

Si V es simétrico entonces f; = 0 en los puntos fijos de u;. Esto implica, puesto
que ¢; es la primera funcién propia del problema de Dirichlet en QFf con valor
propio cero del operador A + |Vé|?, que

_/Q.*{Ivfjﬁ = |V¢l2 f]?} dA >0,

¥, por la ecuacién (6.7), la igualdad se da en la anterior desigualdad. Entonces fi
es también una primera funcién propia de A + [V4|* con valor propio 0 para el
problema de Dirichlet en Q}. Deducimos que f; = \;¢; para algin nimero real \;
¥, como V es tangente a 52, tenemos que:

0=(8,V) = Mé? + A2¢2 + A362.
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Tomando puntos en M fijos por g; deducimos que A; = 0 para todo i y, por tanto,
V =0.

o

Lema 6.12. Supongamos que g > 2. Consideremos una aplicacion diferenciable
®:U C X, » C}?(M,,S?), donde U es un abierto conezo de Jo tal que
®(Jo) = ¢4,.

Entonces ®(J) = ¢ para todo J € U.

Demostracion: Probaremos que (¢;); > 0 en QF para J € U. Concluimos entonces
aplicando el apartado (iii) del teorema 6.7.

Fijamos @ C Q} abierto relativamente compacto tal que @ C Q}. Considere-
mos el conjunto:

A={J€U;(és)i >0en N}.

El conjunto A es abierto y no vacio en U. Veamos que A es cerrado en U. Si
J. € Ay J, — J € U, entonces (¢;,); > 0 en Q y, por tanto, (#7)i > 0 en Q.
Si (¢7)i(p) = 0 para algin p € Q entonces, como ¢; es una aplicacién simétrica
que no puede ser idénticamente cero, una linea nodal de (¢;); pasa a través de p
y se tiene que (¢;); cambia de signo en un entorno de p. Esto implica que (4, );
cambia de signo en un entorno de p para n suficientemente grande, lo que nos lleva
a contradiccién. Como U es conexo, se tiene que (4;); > 0 en Q) para todo J € U.
Como () es arbitrario, se sigue que (¢;); > 0 en Q} paratodoi=1,2,3y J € U,
lo que prueba el lema por la observacién al comienzo de la demostracion.

a

De los lemas 6.11 y 6.12 y del teorema 6.10 se sigue la diferenciabilidad de la
aplicacién J — ¢;:

Teorema 6.13. Supongamos que g > 2. La aplicacion ¥, — Cﬁfl(Mg,Sz) que

envia J € X, a la aplicacion ¢; es diferenciable (= C™) para todo k € N, k > 2,
y0<ax<l.

Nota. La misma demostracién prueba que no hay campos de Jacobi simétricos
cuando g = 1 y la aplicacién arménica ¢; no estd contenida en un ecuador de
S2. No obstante, si (¢5); = 0, consideramos la primera funcién propia u para el
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problema de Dirichlet del operador A + IV¢|2, para una métrica simétrica compat-
ible con la estructura conforme, en Q] y la extendemos diferenciablemente a todo
M,. Los argumentos del lema 6.11 prueban que el espacio de campos de Jacobi
simétricos a lo largo de ¢; es de dimensi6én uno y esta generado por d¢ J(u——) Por
tanto, en el caso de género uno, si ¢; = 0, no podemos garantizar la dependenc1a
diferenciable de las aplicaciones ¢;.

Consideremos la composicién de la aplicacién J — ¢; con el funcional energia,
y sea F(J) = E;(¢;). Entonces se tiene:

Teorema 6.14. Sea g > 2. Los puntos criticos de F : £, — IR son las estructuras
conformes J para las que ¢; es antiholomorfa.

Mads ain, F : ¥3 — R no tiene puntos criticos y los puntos criticos de F :
Y3 — R son las estructuras conformes J € X3 para las que (M, J) es hipereliptica.

Demostracion: Sea Jo € V, y ¢o = ¢j,. Supongamos que dFj, = 0. Sea go una
métrica simétrica en M que induce la estructura conforme Jj.

Consideremos una variacién diferenciable ¢(t) de g, por métricas simétricas de
modo que el soporte de la variacién este contenido en un abierto coordenado V
simétrico contenido en el complemento de las curvas de puntos fijos de u;. Cada
9(t) induce una estructura conforme J(t) que estd en X,.

Por la definicién de F tenemos que F(J(t)) < Eju)(¢o) y que F(J(0)) =

Ej0)(#0). Por tanto, las derivadas de dichas funciones coinciden en t = 0 y
tenemos:
; d
0=dFs(I(0) = = FUW)
tli=o
d
=—| Eju(o)
di t=0

4 2
-7 /M Vol dA,
1 3 g(t) (ddo(es), dbo(e)) /Aet{giy(E) d Ao

Mdt =0 t,7
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donde |Véo|? y dA; son la densidad de energia y el elemento de drea con respecto
a la métrica riemanniana g¢(t), {e;,e,} es una go base ortonormal en V, (¢%) es
la matriz inversa de (gi;) ¥ gij(t) = g:(ei,e;). Calculamos la anterior derivada y
obtenemos:

[ 5(642(0) = g22(0) {Idbo(er)” ~ lddo(en)?} (r)

—2915(0) (dgo(e1), ddo(e2)) (p) dAo.

Como g¢1;(0) — g2,(0) ¥ 912(0) se pueden elegir arbitrariamente, obtenemos que
lddo(er)|” — |ddo(er)]* y (ddo(e1),ddo(ez)) son iguales a cero en V. Se sigue
facilmente por continuidad que ¢, es conforme o anticonforme.

a

Tenemos la siguiente cota para la energia de las aplicaciones de Gauss si g < 2:

Proposicion 6.15.

(i) SiJ € Ly, entonces 0 < E;(é;) < 167,
(i) SiJ € X,, entonces 87 < Ej(¢s) < 24r.

Demostracion: Usaremos la desigualdad:

E(¢) 2 2area(¢) = 2 [ Nac(4)], (6.8)

ver [Le], donde la igualdad se da si y sélo si ¢ es conforme o anticonforme.
Puesto que la integral de la derecha en (6.8) estd acotada inferiormente por
area(S5%)grado(¢) = 47(g — 1), tenemos que E(¢) > 87(g — 1). Si la igualdad
se da en desigualdad tenemos también la iguadad en (6.8) y esto implicaria que
¢ es conforme o anticonforme, lo que no es posible por la proposicién 6.9. Esto
prueba la cota inferior.
Para obtener la cota superior consideremos las funciones meromorfas:
Tw
few) = gopmm v = I+,
—1w

(z —1)(z —2a)(z — 1b)

flz,w) =

en w’ = (2% +1)(2% 4 a?)(2% + ).
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Hacemos notar que las primeras funciones tienen grado dos y las segundas grado
tres, y verifican:

fohi=—f,
f°h2=79
1
Oh3==.
Johs=7

Por tanto, la composicién con la inversa de la proyeccién esteredgrafica propor-
cionaria una aplicacion simétrica anticonforme 7 cuya energia es 167 en el primer
caso y 247 en el segundo. Esto prueba que E(¢) < 167 en el caso de género uno
y que E(¢) < 247 en el caso de género dos. Si la igualdad se da en cualquiera de
estas desigualdades, por el apartado (i) del teorema 6.7, ¢ se obtendria de 5 por
composicién con alguna simetria de S? y entonces ¢ seria una aplicacién conforme
o anticonforme, lo que no es posible de nuevo por la proposicién 6.9.

O

6.3 Inmersiones asociadas

Teorema 6.16. Sea J € L,. Eriste una unica inmersion conforme, salvo ho-
motecias, ¥y : (M,J) — R?/T', donde T' es un subgrupo discreto de traslaciones
de R® generado por vectores ortogonales, tal que las simetrias A; de la aplicacion
de Gauss eztienden a simetrias de ;.

Ademds rango(I') = género(M,).

Demostracion: Supongamos en primer lugar que la aplicacién ¢ = ¢; es arménica
y no antiholomorfa. El teorema 1.12 nos garantiza que, si para H # 0, la imagen

T' de la aplicacién H,(M,Z) — IR® dada por:

—2d"g

3 _ a2 2 e g
Re[y(b = Re/y((bl,q)z,(ba) —Re/y(l g 71(1+g )’29) H(l o} |g|2)2’

es un subgrupo discreto de traslaciones, entonces existe una inmersién conforme y
ramificada ¢ : (M,J) — IR®/T con curvatura media constante H. La inmersién
1 esa libre de puntos de ramificacién porque estos son los ceros de (d¢)'° = g; dz,
donde g es la proyeccién estereografica de @, y el nimero de ceros de (d¢)'®°,
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contados con multiplicidad, es —x (M) + grado(¢)x(S?), ver [EW], que es igual a
cero en nuestro caso.

Tan sélo queda comprobar los periodos. Por el trabajo de Hoffman y Osserman
[HOJ, se tiene que las simetrias de las aplicaciones de Gauss extienden a simetrias
de la uno forma de Weierstrass ® y se tiene que uf® = A;(®). Combinando el
lema 6.2 con esta igualdad se tiene, para el caso de género uno, que:

®=(0, [ 9,,0),
"

"

$=(0,0,0),

v2

y Re [, @2 # 0, ya que )(71) es una curva plana en IR® tal que la coordenada ¢;
del vector normal tiene signo.

En el caso de género dos, tenemos, por el lema 6.3 que:

/¢= ® = (0,0,0),
Y1 Y4
/@:( ,,0,0),
Y2 Y2

/¢=m ®,,0),
¥3

3

¥, de nuevo, Re [ ®; # 0, Re [,, @2 # 0, ya que las curvas ¥(v;) y ¥(9s) son
planas y el normal ¢ tiene signo a lo largo de ellas.
En el caso de género tres, tenemos que:

L¢=A®=%¢=m&m,

[o=([ 2,00,
7 "

@:&/@Mm
Y3 Y3

¢ = (0,0, /] ®3),
¥

Y5

¥, de nuevo, las curvas 71, 93 y 75 dan periodos de la inmersién.
Como la aplicacién de Gauss determina la inmersién [Ke,HO] hemos probado
la unicidad en este caso.
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Tratamos ahora el caso antiholomorfo. Sabemos que en este caso M es conforme
a la superficie de Riemann del polinomio w? = (2% — a?)(2? —@?)(2% — (1/a)?)(2% -
(1/@)?), con a € C, |a|] < 1, Re(a), Im(a) > 0, y que la proyeccién estereografica de
¢ es z. La 1-forma holomorfa w = dz/w induce una inmersién minimal multivalu-
ada 1 : M — R®/T, donde T es un reticulo generado por vectores ortogonales, sin
puntos de ramificacién por medio de la representacién de Weierstrass, ver [M]. A
causa de las simetrias de la 1-forma de Weierstrass ® = ((1 — 22),i(1 + 22),2z) w,
obtenemos de [M] que 9 es una inmersién simétrica a IR*/T', donde T" es un reticulo
de rango tres generado por vectores ortogonales.

Para ver la unicidad de ¢ sélo tenemos que probar la de w. Hacemos notar
que, puesto que los ceros de w estdn prescritos (deben estar en los ceros de z y con
orden doble para evitar la ramificacién de la inmersién), tenemos que cualquier
uno—forma que dé una inmersién minimal de M con aplicacién de Gauss z debe
ser Ae®w,con A >0y 0 € [0,7), y podemos suponer que A = 1. Para obener una
inmersién simétrica, la uno—forma de Weierstrass e??® asociada al par (2, €e¥w)
debe verificar h}(e®) = A;(e?®) y esto implicaria e2* hi® = A;(®). Como
h;® = A;(®), deducimos que 6 = 0, lo que prueba la unicidad de .

O

Teorema 6.17. La inmersion 1y construida en el teorema anterior es un embe-
bimiento.

Demostracion: Sea Q0 = N_, Of. Es suficiente probar que %(1) es embebida y
que ¥(2) es un grafo sobre los tres planos coordenados de IR®. Esto implica que
¥(Q) estd en un octante de IR® determinado por planos ortogonales y, puesto que
la inmersion se obtiene reflejando ¥(2) por las simetrias con respecto a los tres
planos coordenados, obtenemos que ¢ : M — R®/T es un embebimiento.
Consideremos el campo vectorial X; = V;/|V;|* en M \ {g;(p) = P}, que
es ortogonal a h;(p) = p y tangente a h;(p) = p con j # i cuando estd definido.
Sea ] el grupo uniparamétrico local de difeomorfismos definido por X; y p € .
Sea I el maximo interval alrededor de 0 sobre el que estd definida la trayectoria
¢(p) y contenida en Q. Afirmamos que sia € T\ int(/) entonces o bien a € I y
@1 (p) estd en una curva de puntos fijos de hj en © o bien a & I y entonces }(p)
se acerca a un maximo o minimo local de ¥; cuando ¢ — a. Supongamos que
t, — 01. Podemos suponer que ¢} (p) — ¢ € Q. El punto g no puede estar en Q,
porque la trayectoria se extenderia a un intervalo mayor. Si ¢ € 89 entonces g no
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puede ser un punto fijo de exactamente una de las simetrias h;, con j # i, porque
las curvas de puntos fijos de h; donde X; estd definido son curvas integrales de
X;. Por tanto las tnicas posibilidades son %;(gq) = q 0 g;(¢) = ¢. Supongamos que
9i(¢) = q. Puesto que la curvatura de Gauss de M en ¢ no es cero, deducimos que
el hessiano de 9; calculado en coordenadas locales no es degenerado en ¢ y, por el
lema de Morse, %; tiene un maximo o un minimo en ¢ o un punto silla. Se puede
descartar la posibilidad de un punto silla porque en este caso las curvas integrales
de Vi; en (2, que son reparametrizaciones de las curvas integrales de X j, NO se
acercan a ¢q. De estas observaciones se sigue la afirmacién.

Hacemos notar que hay como mucho un méximo o un minimo en Yien Qyla
trayectoria ¢ (p) no pueden tender a estos puntos en los extremos del intervalo.
En los extremos de I la trayectoria no puede estar en la misma curva de puntos
fijos de h; puesto que X; es ortogonal a dicha curva y nunca es cero.

Llamemos C a la curva de la frontera de {2 que consiste en puntos fijos de h j que
no son fijos por otra simetria h;, 7 # j. Puesto que para cada p € Q la trayectoria
vi(p) corta a C, de la discusién anterior deducimos que existe un intervalo J de
numeros reales tal que

U #H(C) =0\ {k;(p) = p; j # i}

teJ

Puesto que v;(¢}(p)) = ¥;(p) + t, los cortes LN Q\ {k;j(p) = p; j # i}, donde
IT% son los planos z; = t, son curvas conexas difeomorfas por (,o{ a C. Estas curvas
son grafos sobre los planos coordenados II?, con i # j, porque &; # 0 a lo largo
del corte. Esto implica que ¥(f2) es embebida.

Para terminar la demostracién probaremos que ¥(0N) tiene una proyeccién
inyectiva sobre cada plano coordenado H?. Pero es facil ver que la proyecién de
P(0Q) sobre II? esta en la frontera de la proyeccién de ¥(€2) sobre I1? y esto implica
que la proyeccién es inyectiva.

a

Una representacién aproximada de las superficies 1(f2), con Q = N2, Q7 , viene
dada en la figura 6.3:
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Ve g

Figura 6.2. %(Q)

6.4 Limites de las familias ¥,

En esta seccién discutiremos como se comportan las inmersiones 1; cuando J € X,
diverge. Comenzaremos en primer lugar por la familia ¥,.

El lema 6.5 nos da una representacién de (M2, J) como un revestimiento rami-
ficado de dos hojas de €. Una sucesién de estructuras conformes asociada a una
sucesion de revestimientos diverge si los valores de ramificacién a y b tienden a
identificarse.

Discutiremos en detalle el caso a — 0 y b fijo. Para a > 0 suficientemente
pequeno, consideremos un disco D,,) C € centrado en 0 de radio ¢(a) tal que
a<ée(a) <1lye(a) — 0 cuando a — 0.

La aplicacién w = (z —a)/(z + ia) envia ta — o0 y —ia — 0, y la preimagen
Ac(a) de w(D,(,)) por el revestimiento C — C dado por z — z? es conforme
a 27!(D,(4)). Las simetrias u; en M, se transforman en las simetrias de € con
respecto a los tres circulos ortogonales Re(z) = 0, Im(2) = 0 y |2| = 1. Ademas
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U?:l Ae(a) = E\ {+1a —1}

Podemos considerar las aplicaciones armonicas ¢, asociadas a las estructuras
conformes de las superficies de Riemann de los polinomios w? = (2% + 1)(2% +
a®)(z% + b%) en A,(,) por medio de la aplicacién w. Como E(4,) es acotada por la
proposicion 6.15, podemos extraer por el teorema 5.2 una subsucesion convergente
en compactos de € \ ({+1,—1}UX) a una aplicacién arménica ¢ : T \ ({+1,—-1}U
X) — S% donde X C €\ {+1,—1} es un conjunto finito. El conjunto X es vacio,
ya que si p € X, entonces podemos suponer que (¢,); > 0 para algin 7 y todo
a < 1. Esto implica que la aplicacion ¢, que se obtiene como en la demostracién
del teorema 5.2 verifica (4,); > 0, lo que implica que ¢, es constante por ser una
aplicacién holomorfa ¢, : € — S? cuya imagen esta contenida en un hemisferio de
S2. La aplicacién ¢ extiende a una aplicacién ¢ : € — S? cuyo grado es —1, ya
que el inico punto donde ¢(p) = (0,0, —1) es oo y el Jacobiano de ¢ en co cambia
de signo.

Por el teorema 5.5 existe una sucesién de nimeros reales {\,}nen tal que
{An¥n}nen converge a una superficie minimal v con aplicacién de Gauss ¢. Por
los resultados de Osserman [O], 3 debe ser una catenoide o una superficie de
Enneper. Como 9 es limite de superficies embebidas, debe ser la catenoide.

Calculamos ahora el limite de las regiones z=!(M \ D,(,)) cuando e(a) — 0 y
obtenemos el toro T, = (2% 4+ 1)(2? + b®) con las tres simetrias (z,w) — (—Z, ),
(z,w) = (=%,—®) y (2,w) — (2,@). Las aplicaciones ¢, en z"}(M \ D,(,)) son
simétricas respecto de estas simetrias y las de los planos coordenados de IR?, y
convergen a una aplicacién simétrica ¢ : T, — S2. Si ¢; # 0 entonces, reescalendo
las inmersiones, obtenemos convergencia a una superficie de Delaunay. Si ¢; = 0
tenemos convergencia a un toro llano.

El caso (ii) se puede tratar de forma similar.

Cuando a — 1 y b es fijo obtenemos que las regiones A, B y C de la figura
6.3 convergen a esferas y las aplicaciones arménicas limite tienen grado —1, 0 y
0, respectivamente. Las inmersiones, salvo homotecias, convergen de nuevo a una
catenoide. El caso (iv) se puede tratar del mismo modo.

Cuandoa — 0y b — 1 obtenemos que las regiones A, B, C y D en la figura 6.4
convergen a cinco esferas puesto que la regién 27'(D) no es conexa. Unicamente
la aplicacién limite correspondiente a la regién B es una aplicacién arménica no
constante de grado —1. De nuevo obtenemos como limite una catenoide en este
caso.

Cuando @ — 0 y b — oo las regiones A, B and C de la figura 6.5 convergen a
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-i
-ib

Figura 6.4.

esferas. Las aplicaciones limite tienen grado —1, +1 y —1, respectivamente, y, por
tanto, las superficies limites son una esfera umbilical y dos catenoides.

Cuando a — 1 y b — 1 obtenemos que las regiones A, B de la figura 6.6 con-
vergen a.dos toros y la region C' converge a una esfera. Las aplicaciones arménicas
limite sobre los toros son constantes y el limite sobre la esfera tiene grado —1. El
limite en este caso es una catenoide y dos toros totalmente geodésicos.

Cuando @ — 1 y b — oo tenemos que las regiones A, B y C de la figura 6.7
convergen a esferas y la regiéon D converge a dos esferas. Tenemos que unicamente
en C el limite es una aplicacién no constante de grado —1, y de nuevo en el limite
obtenemos una catenoide.

En el caso de la familia de género uno, sabemos que la inmersién ; correspon-
diente a J € ¥; es o bien un tubo embebido alrededor de una geodésica cerrada
o la pieza simplemente periédica mas pequenia de un onduloide. Cada (M, J),

con J € ¥, es la superficie de Riemann del polinomio w? = (22 + 1)(2% + a?),

con 0 < a < 1. Cuando a — 0 la aplicaciéon de minima energia no puede ser la
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Figura 6.6.

aplicacién de Gauss de un tubo alrededor de una geodésica cerrada y, por tanto,
para a suficientemente pequerio, la inmersién asociada es un onduloide.

Los mismos argumentos que en el caso de género dos prueban que cuando
a — 0 obtenemos como superficies limites una esfera totalmente umbilical y una
catenoide.

Las superficies minimales de la familia son conformes a las superficies de Rie-
mann de los polinomios w? = (2% — a?)(2? — a?)(z% — (1/a)?)(2® — (1/@)?). En este
caso, podemos encontrar dos tipos de degeneracién:

Sia — € es €' es distinto de +1 y +7 entonces obtenemos en el limite dos
superficies de Scherk simplemente periédicas cuya representacién de Weierstrass
viene dada por:

w? = (z - ) (2 4+ €?)(z — ™) (2 + %)

g9(z,w) = 2, w(z,w) = —.
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Figura 6.7.

Sia — € y el punto e* es igual a +1, —1, 4+7 o —i obtenemos en el limite dos
catenoides con finales en los puntos de € correspondientes a e y —e'f.

6.5 Caracterizacién de los ejemplos

Teorema 6.18. Sean I' un reticulo de R® generado por vectores paralelos a los
vectores coordenados, y ¢ : M — R?®/T un embebimiento con curvatura media
constante de una superficie compacta y conezra y orientable, con género mayor
que cero, en R®/T con aplicacién de Gauss ¢ : M — S? Supongamos que 1)
verifica que A; oY = 1, donde A; es una simetria respecto a una subvariedad
totalmente geodésica paralela a las proyeccion del i-ésimo plano coordenado de
R?, coni=1,2,3, y que ¢i(p) = 0 si y solo si Y(p) es un punto fijo de A;.
Entonces, se tiene que:
(i) género(M) < 3 y la estructura conforme J de M estd en X g
(ii) La aplicacidn de Gauss de ¢ es minimo de la energia en la clase de las
aplicaciones simétricas.
(i) La tnmersion v levanta a un revestimiento de R?/T, y el levantamiento
coincide con la inmersion ;.

Demostracion: Llamemos u; a la restriccién de A; a M. Entonces tenemos que
Ypou; = A;joy y que pou; = A;o¢. Por hipbtesis éi(p) = 0 si y sélo si
ui(p) = p. Hacemos notar que u; son involuciones anticonformes que conmutan
con puntos fijos para la estructura de superficie de Riemann inducida por la métrica
riemanniana de M.
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Consideramos los subgrupos de transformaciones conformes de M dados por
G; ={ld,¢:},:=1,2,3,y G = {Id, g1, 92,93}, donde g; = u;4; 0 u;42, con i € Z3.
Los puntos fijos de g; son los puntos fijos comunes de u;4, y u;42 para todo j € Z3.

Los cocientes M/G; y M/G son superficies de Riemann con género +; y 7,
respectivamente. Llamemos B; al orden total de ramificacién de la proyeccién
M — M/G; y B al orden total de ramificaciéon de M — M/G. Puesto que el
grado de cada proyeccion es el orden del subgrupo correspondiente, la férmula de
Riemann-Hurwitz demuestra que:

2g — 2=orden(G;)(2v; — 2) + B;,
2g — 2=orden(G)(2y — 2) + B.

Los puntos de ramificacién de M — M/G; son los puntos fijos comunes de u;;; y
Ui4+2, y la ramificacion de estos puntos es siempre uno; por tanto:

B; = #{puntos fijos comunes de u;y; y u;y2}.

Los puntos de ramificacion de M — M/G son los puntos fijo comunes de dos
involuciones diferentes u; y el orden de ramificacién es siempre uno. Por tanto:

B = #{puntos fijos comunes de u; y ux; j # k}.

Tenemos entonces que B = Y3, B; y, sumando las primeras ecuaciones en 1,
y sustrayendo la ultima tenemos que:

g+2y=m+m+1. (6.9)

Denotaremos por V; a los campos vectoriales en M inducidos por las coor-
denadas multivaluadas 1; de la inmersién . Es facil ver que:

(i) Los ceros de V; son aislados y coinciden con los puntos fijos de g;. Estos
puntos son maximos y minimos locales y puntos de silla de ;.

(ii) El indice del campo vectorial Vi, es igual a +1 en los maximos y minimos
locales de 1; y —1 en los puntos silla.

(iii) El campo vectorial V; induce un campo vectorial en M/G; con indice +1
en las imagenes de los puntos de indice +1 y con mdlce cero 0 en las imagenes
de los puntos de indice —1.
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Para probar (i) hay que tener en cuenta que (V;), = 0 si y sélo si ¢(p) =

Loss ,:E)l, ...) ¥y esto es equivalente a g;(p) = p. Entonces p es un punto critico
aislado de v;, que no es degenerado porque la curvatura de Gauss no es cero en
dichos puntos por una aplicacién del principio del maximo. Por el lema de Morse
1, s6lo puede tener en p o bien un maximo o minimo local o bien un punto de
silla. '

(i1) se sigue de la anterior descripcion de los puntos criticos de v; y (iii) porque
en un entorno de p, la aplicacién M — M/G; se comporta como z + 22,

En cualquier caso, tenemos que la proyecciéon del campo Vy; a M/G; sélo
tiene puntos de indice no negativo, de modo que v; < 1. Si g = género(M) = 2,3
entonces obtenemos de la ecuacién (6.9) que v = 0. Si g = 1, puesto que al
menos dos curvas de puntos fijos de distintas involuciones u; se intersecan, tenemos
que M/G; es conforme a S? para algin : € Z3. Esto implica que la aplicacién
holomorfa M — M/G; tiene puntos de ramificacién y, por tanto, 4; debe ser 0 y,
en consecuencia, ¥ = 0. De la ecuacién (6.9) podemos suponer que:

Si g = 1 entonces (71,72,73) = (1,0,0),
si g = 2 entonces (y1,72,73) = (1,1,0),
si g = 3 entonces (71,72,73) = (1,1,1).

Si el género de M es uno o dos, la aplicaciéon M — M/G3 es una aplicacién
holomorfa a € que est4 ramificada sobre cuatro o seis puntos de M /G3 con ramifi-
cacion de orden uno. Las involuciones u; y u, se proyectan a la misma involucién
anticonforme % de M /G3 y u3 se proyecta a una involucién v distinta de %. Tanto @
como ¥ tienen puntos fijos. Puesto que las involuciones u; conmutan tenemos que
2y v commutan. Por tanto podemos suponer que %(z2) = —Z y que 9(z) = z. Esto
implica que los puntos de ramificacién de M — M /G3 estan en el eje imaginario
y son simétricos con respecto a z — 2. Podemos suponer que estos puntos son
+iy £2a,y 0 < a < 1, en el caso de género uno, y que son i, +ia y +ib, con
0 <a<1<b<ooen el caso de género dos, lo que implica que M es conforme
a la superficie de Riemann del polinomio w? = (2% + 1)(2? + a?) en el primer caso
o a la superficie de Riemann del polinomio w? = (22 + 1)(2? + a?)(2® + b?) en
el segundo caso. De esta descripcion se sigue inmediatamente, por resultados de
teoria de revestimientos, que M es difeomorfo a M,, con g = 1,2, por medio de
un difeomorfismo que preserva las involuciones u;. Esto permite concluir que la
estructura conforme de M pasa por el difeomorfismo M — M, a una estructura
conforme en X,.
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En el caso de género tres, la aplicacion M — M /G es la composicién M —
M/G3 — M/G. Las tres involuciones anticonformes u; se proyectan a la misma
involucién anticonforme u en M/G, que es conforme a €. Podemos suponer que
u(z) = z. Puesto que la aplicacion M — M /G tiene grado cuatro, de la férmula de
Riemann-Hurwitz y el hecho de que cada par de puntos de ramificacién se aplica en
un unico valor de ramificaciéon, deducimos que existen seis puntos de ramificacién
en la linea de puntos fijos de A y podemos suponer que estos son a; < ... < ag.

Consideremos el conjunto abierto (! C M donde las coordenadas de ¢ son nega-
tivas. Tenemos que (2 es una componente conexa de la preimagen por la aplicacién
z: M — M/G de uno de los semiplanos donde Re(z) no es cero y, por tanto, §
tiene una frontera diferenciable a trozos que consiste en seis curvas de puntos fijos
de las involuciones u;. Recordemos que los puntos fijos de g; son puntos regulares
de ¢. El grado de ¢ es —2 por el teorema de Gauss-Bonnet y, por tanto, en los
vértices del poligono 02 hay exactamente dos puntos donde ¢ toma los valores
(- i')1, ...) y no hay otros puntos donde ¢ tome estos valores. Consideremos un
punto p en 0N donde ¢(p) = (—1,0,0) y {v,w} una base orientada de vectores
tangentes en p a las curvas de puntos fijos de u;, con 7 # 1. Un calculo directo del
Jacobiano de ¢ en p implica que v es tangente a u;(q) = ¢ y que w es tangente a
hs(¢) = g. Un argumento similar implica que si ¢(p) = (0,—1,0) y {v,w} es una
base orientada de vectores tangentes en p a las curvas de puntos fijos de u;, i # 2,
entonces v es tangente a uz y w es tangente a u;, y si ¢(p) = (0,0,—1) y {v,w}
es una base orientada de vectores tangentes en p a las curvas de puntos fijos de
u;, ¢ # 3, entonces v es tangente a u; y w es tangente a u;. Esto implica que
las curvas de puntos fijos estan distribuidas como en la figura 6.8 y, por tanto, las
curvas de puntos fijos se proyectan a los segmentos de la figura 6.9.

Llamemos S’ a € menos los valores de ramificacién y M’ a z-1(S’). Entonces
la restriccién z : M’ — S’ es un revestimiento no ramificadado normal (Galois)
con grupo de transformaciones G y, por tanto, m;(M’) es un subgrupo normal de
m1(S’). El grupo 71(S’) estd generado por cinco lazos 4;, 7 = 1,...,5, con base en
el mismo punto que rodean una vez a los puntos a; < ... < ag, respectivamente.
Hacemos notar que 47 levanta a una curva cerrada a uno de los toros M/ G, y, por
tanto, levanta a una curva cerrada en M.

El grupo m1(S5")/m1(M’) tiene orden cuatro y, como los generadores ~; de 7, (S")
tienen orden dos, tenemos que 1(S’)/7;(M') es isomorfo a Z, @ Z,. Considera-
mos, para ¢ fijo, la aplicacién:

M—M/G;— M/G=C,
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y hacemos notar que los puntos de ramificacion de M — M/G; son los puntos fijos
de g; y los valores de ramificacién de M/G; — M/G son las iméagenes de los puntos
fijos de git1 y gi+2- Esto implica que si 7* es uno de los generadores «; de m;(S’)
rodeando la imagen de un punto fijo de g; entonces 4 levanta a una curva cerrada
en M/G; y si v* rodea la imagen de una punto fijo de g, con k # i, entonces v*
no levanta a una curva cerrada en M/G; y, por tanto 4* * (7)™, donde * denota
la composicién de arcos, no levanta a una curva cerrada en M/G; y, obviamente,
no puede levantar a una curva cerrada en M. Esto demuestra que m(M’) debe
ser el nicleo del morfismo:

My Y4 (1’0)
Y2, (071)
1,1)

’7’3 — (,

b

-~

9

y un argumento de teoria de revestimientos prueba que M es difeomorfo a Ms,
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por medio de un difeomorfismo que preserva las involuciones u;. Esto permite
concluir que la estructura conforme de M pasa por el difeomorfismo M — M; a
una estructura conforme en ;.

Estos argumentos demuestran el punto (i).

El apartado (ii) se sigue inmediatamente del punto (iii) del teorema 6.7.

El punto (iii) es inmediato, ya que si I es la imagen por ¢ del grupo fun-
damental de m; (M), entonces 3 levanta a IR®/T" y, por el teorema 6.16, ¥ es la
inmersion asociada a la aplicacién arménica @.

O

Para superficies estables simétricas obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 6.19. Sean T' un reticulo de R® generado por vectores paralelos a los
vectores coordenados, y v : M — IR®/T un embebimiento estable no totalmente
geodésico de una superficie compacta, con género mayor que cero, y orientable en
R?/T con aplicacidn de Gauss ¢ : M — S2.

Entonces se tiene:

(i) género(M) <3 y la estructura conforme J de M estd en X,.
(i) La aplicacion de Gauss de ¢ es minimo de la energia en la clase de las
aplicaciones simétricas.

(iii) La inmersion ¢ levanta a un revestimiento de R®/T, y el levantamiento
coincide con la inmersion ;.

Demostracion: La superficie M es conexa por el teorema 2.5, ya que no es total-
mente geodésica. Sea u; la restriccién de A; a M. Si el embebimiento es simétrico
se tiene que u;(p) = p implica que ¢;(p) = 0. Sean QF las componentes conexas
de M\ {ui(p) = p}.

Si hay alguna componente ¢; idénticamente cero, entonces ¢ es la aplicacién de
Gauss de un tubo estable embebido alrededor de una geodésica cerrada. En este
caso, se tiene que F(¢) < E(n) para cualquier aplicacién 5 : M — S? simétrica.

Por tanto, podemos suponer que ninguna componente ¢; es idénticamente cero.
Si hay un punto ¢ € Q} tal que ¢;(q) = 0 entonces, como ¢; es una funcién propia
de valor propio cero para el problema de Dirichlet Q} del operador A + |V4|* que
cambia de signo en 0, deducimos que la primera funcién propia u del problema
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de Dirichlet en Q} tiene valor propio negativo. Esto implica que:
/ IVul? — |Vo|? «? = / —u(Au + |V[2u) < 0
M M

Entonces la funcién v definida en M por:

+
u on §);
-{ '

—uoh;, onfl;,

es una funcién diferenciable con media cero tal que [y, {|Vu|®> — |V¢|*u?} <0, lo
que contradice la hipdtesis de estabilidad y, por tanto, ¢; no tiene ceros en 0F. El
teorema se sigue entonces del teorema 6.18.

a

Puesto que las soluciones del problema isoperimétrico son superficies estables,
podemos probar el siguiente resultado para dominios isoperimétricos en las varie-
dades IR®/T" que admiten tres simetrias ortogonales:

Teorema 6.20. Sean I' un reticulo de R® generado por vectores paralelos a los
vectores coordenados, y  C R?/T un dominio isoperimétrico. Sea M = 0 y
¢ : M — S? la aplicacion de Gauss de M. Supongamos que el género de M es
positivo.

Entonces se tiene:

(i) género(M) <3 y la estructura conforme J de M estd en Z,.
(i1) La aplicacion de Gauss de ¢ es minimo de la energia en la clase de las
aplicaciones simétricas.
(iii) La inmersion ¢ levanta a un revestimiento de R®/T, y el levantamiento
coincide con la inmersion ;.

Demostracion: La superficie M es simétrica con respecto a tres superficies total-
mente geodésicas que se cortan ortogonalmente por el teorema de simetrizacién de
Hsiang [Hs]. Puesto que las fronteras de dominios isoperimétricos son superficies
estables concluimos aplicando el teorema 6.19.

O
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6.6 Comentarios

No todas las superficies que hemos construido en este capitulo son estables. Los
teoremas de compacidad para superficies estables de los capitulos 4 y 5 lo prueban
cuando el género de M es mayor que uno. Ademas, si un toro admite una inmersién
como superficie de Delaunay, entonces su aplicacién de Gauss es un minimo de la
energia en la clase de las aplicaciones simétricas, y sabemos por los resultados del
capitulo 2, que estas inmersiones no son estables.

Es posible que ninguna de las superficies que hemos construido en este capitulo
sea solucion del problema isoperimétrico.
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