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Introduccion

El empleo de los procesos de difusién en diversos campos de aplicaciéon ha sido
muy desarrollado en las tltimas décadas, siendo de especial mencién los casos
de los procesos de Ornstein-Uhlenbeck y el proceso logaritmico normal.

En cuanto al proceso de Ornstein-Uhlenbeck, cabe destacar su aplicacion en
Biologia, como base de modelos neuronales, (Ricciardi, [41]), y en Ecologia en
estudios de movimientos de animales (radio-telemetria), (Dunn y Gipson, [13],
Dunn y Brisbin, [14]).

Por otra parte, el proceso logaritmico normal encuentra en la economia uno
de sus principales campos de aplicacién (Tintner, [51], [52], [50]), siendo de
especial interés este proceso en prediccion debido a su tendencia exponencial ¥
a la facilidad que muestra a la hora de introducir factores exégenos que afecten
dicha tendencia.

El uso de los procesos de difusién en estos y otros campos de aplicaciéon ha
llevado consigo el desarrollo de diversos aspectos, concernientes, sobre todo, a
la inferencia.

En general, la estimacién de la tendencia en procesos de difusion ha sido
muy estudiada en los dltimos afios; particular interés han recibido los mode-
los cuya tendencia depende linealmente de los parametros. Esta situacion ha
sido estudiada para procesos homogéneos por Brown y Hewitt, [8], en el caso
unidimensional, mientras que el caso de difusiones multidimensionales ha sido
abordado, entre otros, por Taraskin, [49] y por Basawa y Prakasa Rao, [4]. Estos
autores han hecho uso de muestreo continuo, considerando una trayectoria del
proceso hasta un tiempo de parada y, por medio de maxima verosimilitud, han
obtenido los estimadores correspondientes, probando asimismo su consistencia
y normalidad asintotica.

En el caso de los procesos logaritmico normal y Ornstein-Uhlenbeck con fac-
tores exogenos, la estimacién ha sido estudiada por Molina, [32], y Gutiérrez,
Hermoso y Molina, [21] y por Garcia, Gutiérrez y Hermoso, [17], respectiva-
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mente.

Asimismo se ha estudiaco la construccién de contrastes de hipétesis sobre
los parametros del coeficiente tendencia, pudiéndose mencionar en este sentido
los trabajos de Hermoso, [26] y de Gutiérrez, Hermoso y Molina, [22], apli-
cando posteriormente dicho estudio al proceso logaritmico normal con factores
exogenos.

Hay que hacer notar que todos estos resultados han sido obtenidos con-
siderando los procesos de difusién como solucién de una ecuacién diferencial
estocastica de It6 y haciendo uso de muestreo continuo.

Ahora bien, el caracter markoviano de estos procesos hace posible el empleo
de muestreo discreto para la estimacién de los parametros. De esta forma es
facil la construccién de la verosimilitud asociada con una muestra dada a partir
de las transiciones.

Antecedentes en este sentido los podemos encontrar para los procesos ante-
riormente citados:

1. En cuanto al proceso de Ornstein-Uhlenbeck estdn los ya mencionados
trabajos de radio-telemetria de Dunn y Brisbin y Dunn y Gipson. En
ellos las muestras se toman mediante hojas de datos referidas a la posi-
cién de los animales a través del tiempo, medidas en instantes discretos
y distinguiendo la observacién inicial de las restantes en cada una de las
hojas.

2. En cuanto al proceso logaritmico normal, tenemos los trabajos de Tintner
ya citados, asi como el de Gutiérrez, Angulo, Gonzalez y Pérez, [23], que
generaliza los anteriores resultados. En estos trabajos, casi siempre enfo-
cados al campo de la economia, las variables son observadas en instantes
discretos y casi siempre a intervalos regulares de tiempo.

Es precisamente este aspecto, o sea, la inferencia basada en muestreo dis-
creto, el que va a ocupar los dos primeros capitulos de esta memoria.

El primer capitulo estd dedicado a introducir el procedimiento que aplicare-
mos tomando como modelo base el proceso de Ornstein-Uhlenbeck. Tal proce-
dimiento hace uso de las técnicas del Célculo Diferencial Matricial y del C4lculo
de Neudecker, [29], las cuales serdn herramientas vitales en el proceso de infe-
rencia ya que agilizan la obtencién de las ecuaciones de verosimilitud; por esta
razén hemos considerado conveniente extendernos un tanto en los desarrollos de
tipo técnico.
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Comenzaremos este capitulo con una breve introduccién conceptual al Cal-
culo Diferencial Matricial. Concretamente nos centraremos en las definiciones
bésicas y en algunas de sus propiedades. sobre todo en lo que concierne a las
reglas de identificacion de matrices jacobianas y hessianas.

Posteriormente, ilustraremos este tipo de calculo con una aplicacién en la
inferencia de los parametros del proceso de Ornstein-Uhlenbeck. Comenzare-
mos presentando dicho proceso en su version estacionaria multidimensional, tal
y como lo emplean Dunn y Gipson, [13], para lo cual partiremos de la teoria de
ecuaciones diferenciales estocasticas. Tras ello pasaremos a la inferencia sobre
los parametros del proceso basdndonos en el muestreo discreto de una trayec-
toria. La estimacién concluira hallando la matriz de informacién de Fisher, la
cual fue empleada por los autores anteriormente citados para la obtencién de
estimadores ponderados en el caso en que la distribucién inicial del proceso no
fuera constante. En este capitulo no abordaremos la cuestiéon sobre contrastes
de hipétesis, tema ya tratado por Roman. [45].

Concluiremos este capitulo estudiando dicho proceso, en su versién univa-
riante, una vez introducidos en él factores exdgenos. En dicho desarrollo se
observara la gran complicacién de indole técnica que acarrea tal introduccion,
lo cual nos llevard a considerar un caso particular, para el cual se ha efectuado
una simulacién que muestra las posibilidades del método empleado.

En el segundo capitulo centraremos nuestro estudio en el proceso logaritmico
normal multidimensional con factores exégenos que afecten a su tendencia. El
motivo que nos lleva a la introduccion de los factores exoégenos en la tendencia
del proceso, tanto en este caso como en el anteriormente expuesto, es el de la
utilizacién de procesos estocasticos de difusion para la descripciéon de la ten-
dencia continua de ciertos fenémenos dinamicos, apoyandose en su observacion
discreta. De esta forma se puede introducir una ezplicacion del comportamiento
de un vector de variables (enddgenas) en funcién de otro conjunto de variables
independientes (exdgenas) que afectan a aquellas y cuya evolucién en el tiempo
sea conocida.

Centrandonos en el contenido de este capitulo, presentaremos dicho proceso
desde dos puntos de vista: como solucién de una ecuaciéon diferencial estocas-
tica y a partir de las ecuaciones de Kolmogorov. Tras ello abordaremos la
estimacidén de los parametros y su distribucion, para lo cual volveremos a hacer
uso del Caélculo Matricial de Neudecker. Asimismo calcularemos la matriz de
informacién de Fisher y la cota de Cramer-Rao.

También presentaremos contrastes basados en la razén de verosimilitudes
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para los pardmetros que ponderan el efecto de los factores exégenos. Con ellos
podremos contrastar la posible influencia o no de algiin (o algunos de forma
conjunta) factor sobre el proceso. Asimismo se tratara el problema de la inde-
pendencia de las componentes del vector de variables endégenas. En los casos
en que sea posible se mostrara la distribucién exacta del cociente de razoén de
verosimilitudes resultante, proponiendo desarrollos asintéticos en los que este
hecho no sea viable.

En el campo préctico, se ha elaborado un programa de ordenador (del cual
mostramos dos versiones, una en FORTRAN y otra en BASIC), para la aplica-
cién de los resultados obtenidos. Dicho programa ha sido realizado implemen-
tando el Célculo Matricial de Neudecker (empleado en el desarrollo teérico}. Tal
eleccién conlleva una importante simplificacién desde el punto de vista compu-
tacional, tanto en la precisién de los resultados como en tiempo de ejecucién.
Asimismo el programa proporciona los contrastes sobre los pardmetros de modo
simplificado al implementar matrices de trasposicién que permiten la escritura
de los contrastes de modo Wnico, sin mas que especificar la matriz deseada.

Ilustraremos todo ello con un ejemplo prictico, haciendo uso de un conjunto
de datos, suficientemente conocido en la literatura, como es el empleado por

Tintner, [50].

Otro problema de interés en los procesos de difusién, ademds de la inferencia,
es el de los tiempos de primer paso.

El problema de determinar tiempos de primer paso a través de barreras
moviles para procesos de difusién y otros procesos de Markov surge en modelos
de muy variados campos de investigacién, por ejemplo:

1. En poblaciones genéticas, donde el tiempo de fijacién de un gen a una po-
blacion es el tiempo en que X(t) alcanza por primera vez a N(t), siendo
X(t) el mimero de una cierta clase de genes en el instante ¢ de una deter-
minada poblacién con un total de N(¢) genes.

2. En Ecologia, obteniendo el tiempo de primer paso de animales por deter-
minadas zonas.

3. En Neurobiologia, donde la actividad de una neurona puede ser estudiada
a través del primer paso por un umbral del proceso que modeliza la dife-
rencia de potencial de la membrana neuronal.
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4. En estudios de poblaciones. donde la extincién de una poblacién puede
ser descrita como el primer paso a través de una barrera para el proceso
que represente el nimero de individuos de dicha poblacién.

Por ello han sido bastantes los esfuerzos dirigidos a encontrar métodos ana-
liticos y numéricos para la estimacién de la distribucién del tiempo de primer
paso a través de barreras. generalmente dependientes del tiempo, para procesos
de difusion.

En el tercer capitulo de esta memoria abordamos dicha cuestién. Nuestro
objetivo va a ser el de generalizar los resultados obtenidos por Giorno, Nobile,
Ricciardi y Sato, [19], para el caso de procesos homogéneos. Nos centraremos
en procesos en tiempo no homogéneo, con el fin de aplicarlo a los procesos con
factores exégenos comentados en los anteriores capitulos. Dicha generalizaciéon
consiste en la obtencién de una ecuacién integral de Volterra de segunda especie,
cuya solucién sea la densidad de tiempo de primer paso a través de barreras
dependientes del tiempo. Este resultado ha sido establecido para procesos de
difusién que puedan ser obtenidos a partir del proceso de Wiener. Con ello se ha
encontrado solucién a posibles problemas, fundamentalmente de tipo técnico,
que se pueden encontrar si se trata de aplicar las conocidas transformaciones de
las densidades de tiempo de primer paso de un proceso de difusién, que pueda
obtenerse a partir del Wiener, a través de una barrera, conocida la densidad
de tiempo de primer paso para el proceso de Wiener a través de la barrera
transformada.

Se ha aplicado este resultado a los casos anteriormente citados, obteniéndose
expresiones explicitas para la densidad de tiempo de primer paso a través de
unas familias de barreras.

Por ultimo, y antes de pasar al desarrollo de los contenidos de esta memoria,
esbozemos ligeramente algunos aspectos que son, y estan siendo de hecho, fuente
de estudios posteriores:

1. En cuanto a la inferencia en el proceso logaritmico normal con factores
exogenos:

(a) En el desarrollo realizado se ha partido del hecho de que los factores
exégenos que afectan a cada variable endégena son los mismos. Una
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(b)

extension interesante de este modelo multidimensional seria conside-
rar, para cada variable enddgena, un conjunto distinto de factores
exogenos.

Cabe investigar asimismo qué factores exégenos son 6ptimos parz la
descripcion del vector enddgeno, lo cual representa, en esencia. un
problema dindamico paralelo al problema estatico de la bisqueda del
conjunto optimo de regresores que se plantea en la teoria general de
Regresion Lineal Multiple.

2. En cuanto a tiempos de primer paso:

(a)

(b)

De una parte la extensién de estos resultados al caso de procesos de

difusién multidimensionales, cuestién todavia muy poco desarrollada,
[11].

Por otra parte estd la unién formal de los dos aspectos tratados en
esta memoria, a saber, estimacién en procesos de difusién y tiem-
pos de primer paso. En efecto, conocida la densidad de tiempo de
primer paso para un proceso a través de una barrera, puede plan-
tearse si dicho conocimiento pudiera ayudar a la estimacién de los
parametros del proceso. Notemos la ventaja que tal procedimiento
puede acarrear, ya que no seria necesario disponer de los datos co-
rrespondientes a las observaciones discretas de las trayectorias, sino
sélamente el instante de tiempo de primer paso de dicha trayectoria
a través de una cierta barrera.



CAPITULO 1

Aplicacién del Célculo Diferencial
Matricial a la Inferencia en
Procesos de Difusion.

1 Breve introduccién al Cilculo Diferencial Ma-
. tricial

1.1 Introduccion

El Célculo Diferencial es una herramientz empleada con mucha frecuencia en
Estadistica. Un ejemplo muy claro lo teremos en los problemas de optimiza-
cién de ciertas funciones como es el caso ce la estimacién de un parametro por
méaxima verosimilitud. También es precizo su uso en el célculo de la matriz
de informacién de Fisher para una muest-a extraida de una distribucién mul-
tivariante, ya que hay que calcular el hessiano de la funcién de verosimilitud
respecto de los parametros.

Esta cuestién puede parecer trivial si sensamos solamente en funciones de
una variable o en funciones a lo sumo vectoriales, para las cuales los proce-
dimientos cldsicos del Anilisis funcionan perfectamente y no tienen por qué
plantear excesivos inconvenientes.

Sin embargo, en el ambiente estadistico. se suelen presentar situaciones bas-
tante mas complejas, sobre todo en lo que concierne al Analisis Multivariante,
en el cual el empleo de funciones matriciales esta a la orden del dia, precisandose
continuamente el uso de este tipo de calculo.

En estas situaciones la cuestién se vuelve bastante tediosa y se hace impres-
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cindible el poseer una serie de mecanismos que permitan poder trabajar con
cierta soltura y hagan los cdlculos lo mds simples y manejables posible.

Varios son los autores que han estudiado la aplicacién de la derivacién ma-
tricial al campo estadistico, entre los cuales destacan Rogers, ([44]), Nel, ([34]),
Magnus y Neudecker, ([29]). Nosotros seguiremos la linea de estos ultimos
autores, quienes trabajan directamente con las diferenciales de las funciones
matriciales para, posteriormente, identificar las matrices jacobianas y hessia-
nas resultantes. Con ello se gana en claridad y sobre todo en operatividad,
puesto que la obtencién de las derivadas se transforma en una serie de reglas
casi elementales de diferenciacién.

No es nuestra intencién en este capitulo la de hacer un desarrollo amplio
del cdlculo diferencial matricial. Asi hemos optado por introducir los conceptos
basicos sobre diferenciacién matricial, haciendo hincapié en los procedimientos
de identificacién de matrices jacobianas y hessianas mas que en las diferenciales
en si de ciertas funciones. Asimismo, presentaremos la aplicacién del cdlculo
diferencial con un ejemplo concreto como es el de la inferencia en el proceso
de difusién Ornstein-Uhlenbeck, lo cual nos permitird familiarizarnos con este
tipo de célculo. En este ejemplo, asi como cuando sea preciso a lo largo de
esta memoria, haremos referencia a pie de pagina sobre la expresién de las
diferenciales que necesitemos, asi como sobre las cuestiones de algebra matricial
que sean precisas.

1.2 Diferencial primera de una funcién vectorial

Definicién 1.1 Consideremos una funcién vectorial f : S — R™ con S C R™.
Sea c un punto interior de S y consideremos una bola centrada en ¢ y de radio
r, B(c,r). Sea u un punto de R"™ con ||u|| < r, o sea c+u € B(e,r).

Diremos que f es diferenciable en c si existe una matriz real de orden m x n,
que depende de ¢ y no de u, tal que se verifique:

fle+u) = fe) = A(c)u + ro(u)

donde se verifica:

lim i) =
w0 |[ul|

0

Se define la primera diferencial de f en el punto ¢ con incremento u como:
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df(c;u) = A(c)u

Notemos que, en realidad, una funcién f es diferenciable en el punto ¢ si
f(c+u) puede ser aproximada por una funcién lineal de u. Asimismo, notemos
que la diferencial es un vector m dimensional y ademds es tnica.

El siguiente teorema serd muy 1til para identificar los jacobianos asociados

a este tipo de funciones:

Teorema 1.2 Sea f :— R™ con S C R™. Supongamos que f es diferenciable
en un punto c interior de S. Sea u un vector n-dimensional. Entonces:

df(c;u) = Df(c)u

donde Df(c) es una mairiz m x n, cuyos elementos D;f;(c) son las derivadas
) Y JJ
parciales de f evaluadas en c, que recibe el nombre de matriz jacobiana.
Reciprocamente, si A(c) es una matriz que verifique

df(c;u) = A(c)u  Vu € R"

entonces
A(c) = Df(c)

Notemos que la existencia de las derivadas parciales es necesaria y no sufi-
ciente para la diferenciabilidad de una funcién.

1.3 Diferencial primera de una funcién matricial

En el caso matricial lo que se va a hacer es extrapolar lo que ocurria en el caso
vectorial, amparandonos en el uso de la operacion Vec.

Consideremos una funcién matricial F : § = R™*? con S C R™*9. Sea C un
punto interior de S y consideremos una bola abierta centrada en C y de radio

r, B(C,r). Sea U un punto de R" con ||U|| <1, 0sea C+U € B(C,r).

Definicién 1.3 En las condiciones anteriores, se dice que la funcion F' es dife-
renciable en C si existe una matriz real A de dimensiones mp X nq que dependa
de C y no de U y tal que:
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Vec(F(C +U)) — Vec(F(C)) = A(C) Vec(U) + Vec (Rc(1))
donde

Ro(U)

0% o =0

siendo

WUIl = [tx (U'V)]2

Se define la matriz diferencial de F en C con incremento U como la matriz

dF(C;U) de dimensiones m x p y tal que se verifique
Vec (dF(C;U)) = A(C) Vec(U)
y a A(C) se le llama la primera derivada de F en C.

A la vista de la anterior definicién, todas las propiedades de cilculo para
las funciones matriciales se siguen de las correspondientes propiedades de las
funciones vectoriales ya que en lugar de la funcién matricial F' se considerars la
funcién vectorial f : S — R™? dada por

 (Veo(X)) = Vec (F(X))

Ademas, es facil verificar que

Vec (dF(C; U)) = df (Vec(C); Vec(U))

definiéndose la matriz jacobiana de F' en C' como

DF(C) = DF(Vec(C))

que es una matrix mp X ng, cuyo ij-ésimo elemento es la parcial del i-ésimo
elemento de Vec(F(X)) respecto al j-ésimo elemento de Vec(X), evaluada en
X =0.

Al igual que ocurria en el caso vectorial, también nos hace falta ahora un
teorema que ayude a identificar los jacobianos de funciones matriciales que se
consideren con posterioridad.
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Teorema 1.4 Sca IF: 5 — R™? una funcién matricial definida en S C R™*1.
Supongamos que I' es difere neiable en un punto interior C' de S. Entonces

Vec (dF(C;U) = A(C)d Vec(U) & DF(C) = A(C)

1.4 Identificacién de Matrices Jacobianas
Antes de continuar con la diferencial y sus propiedades, vamos a profundizar un

poco mas en la identificacién de jacobianos de funciones.

1. Si tenemos una funcién vectorial f : R® — R™ entonces la derivada o
jacobiano de dicha funcién es una matriz de orden m X n que notaremos

Df(@) = )

El teorema de identificacién conduce a la existencia de una corresponden-
cia biunivoca entre la diferencial de una funcién vectorial f y su matriz
jacobiana. Concretamente, si tenemos para una funcién vectorial la rela-

cién df(z) = A(z) entonces se tiene:
0
pf(@) = L&) = a@)

9. Generalizando estos conceptos al caso matricial, si F : R™XP — R™? es
una funcién matricial diferenciable, entonces la derivada o jacobiano de F'

es la matriz siguiente
. OVec(F(X))
BiER= 0 Vec(X)'
Si dVec(F(X)) = A(X)dVec(X), el teorema de identificacién conduce
ahora a 8 Vec(F(X))
ec
DF(X) = ~ 5 edXy

Asi pues, para calcular la derivada de una funcién matricial F' se procedera

de la siguiente manera:

= AX)

(a) Se calcula la diferencial de F/(X )
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1.5 Algunas propiedades de la diferencial

(b) Se vectoriza la expresion resultante, obteniendo:
dVec(F (X)) = A(X)d Vec(X)

(c) Con ello se concluye con DF(X) = A(X).

Por ejemplo, si F'(X) = AXB, con A y B matrices de constantes, se tiene

(a) dF(X) = A(dX)B

(b) dVec(F(X)) = Vec(A(dX)B) = (B'® A)d Vec(X)

(c) DF(X)=B'® A

Veamos ahora algunas de las propiedades que posee la diferencial de una, funcion,
la mayoria de las cuales seran de gran utilidad prictica en el cdlculo explicito de
algunas diferenciales de funciones y por ende en la obtencién de los jacobianos
asociados.

Proposicién 1.5 Si u y v son dos funciones real-valuadas y o es un escalar,
entonces

e

N ¥

i

& P oMW

da =0
d(au) = odu

d(u £ v) = du + dv
d(uv) = (du)v + u(dv)

d(g) _ v(du) —2u(dv)

v v
du® = oo (du)

dlog(u) = v (du) (u > 0)
de* = e(du)

da" = a*log(a)(du) (u>0)
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Asimismo, para funciones matriciales se tiene

Proposicién 1.6 Sea A una matriz real constante y U, V dos funciones ma-
triciales. Entonces se verifica:

1. dA=0

2. d(aU) = a(dU)

3. d(U £ V) = (dU) % (V)

4. d(UV) = (dU)V + U(dV)

5. dVec(U) = Vec(dU)

6. dU' = (dUY'

7. dU ® V) =[(dU) ® V] + [U ® (dV)]

8. dtr(U) = tr(dU)

1.6 Definicién de matrices hessianas

Tras haber visto con anterioridad las diferenciales de primer orden y los corres-
pondientes jacobianos, surge de forma inevitable el tratamiento de la diferencial
segunda y de las matrices que van asociadas a ellas, que no son otras que las
matrices hessianas.

Matriz hessiana para una funcién escalar de un vector

Definicién 1.7 Sea una funcion ® : S = R con S C R™. Consideremos ¢ un
punto interior de S donde las n? parciales de sequndo orden, Dzjé(c), eristan.
Entonces se define la matriz hessiana H®(c) como la matriz cuadrada de orden
n X n siguiente:

D}®(c) -+ -+ Din®(c)

H®(c) = : : 2 £
DLB() - -+ Did(0)
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Matriz hessiana para una funcién vectorial de un vector

Definicién 1.8 Sea una funcion f: S — R™ con S C R*. Consideremos ¢ un
punto interior de S donde existan las mn? parciales de sequndo orden, D; fi(c).
Se define la matriz hessiana H f(c) como la matriz mn x n siguiente:

Hfi(c)
Hf(e)=|
H fn(c)

1.7 Diferencial segunda de una funcién escalar

Consideremos una funcién real ® : S — R con S C R® que sea diferenciable en
un punto interior ¢ de S. Sabemos que si existe un vector a que dependa de ¢
y no de u tal que se verifique la relacién

. r(u)
®c+u)=®(c) +adu+r(u) con lim —~ =0
(e+u) = 8(c) (1) con iy T8

entonces el vector a es la derivada D®(c).

Definicién 1.9 En las condiciones anteriores, supongamos que eziste una ma-
triz B que dependa de ¢ y no de u y tal que se verifiqgue la relacion

1
D(c+u) = ®(c) + DP(c)u + §u'Bu +r(u)
donde

. r(u)
2 Tl =

En tal caso se dice que la funcidn ® es dos veces diferenciable en c.

Profundizando un poco més en esta cuestion, dada una funcién ® que sea dos
veces diferenciable en un punto ¢ interior de S, si definimos la funcién U(z)=

d®(z; u), entonces la diferencial segunda de ® no es mas que la diferencial de la
funciéon U. Asi pues:
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T) = iuij‘I’(x)

con parciales
z) =Y u;D5®(z) i=1,---,n.

Con ello, la primera diferencial en u de ¥ sera:

d¥(z;u) Zu .D;®(z) = > Y uu; D% ()

i=1 j=1

de donde se deduce

d*®(z;u) = v [HO(z)] u

expresién que no es mas que una forma cuadratica. Ademas la matriz hessiana

es unica.

A continuacién lo que conviene es tener alguna expresién que nos permita
identificar, al hacer la diferencial segunda de una funcién, quién es la matriz
hessiana asociada a tal funcién. Para ello tenemos el siguiente teoremas:

Teorema 1.10 Sea ® : S = R, S C R", dos veces diferenciable en un punto
interior ¢ de S. Sea u un vector cualquiera de R™. Entonces:

&?®(z;u) = u' [HO(z)] u
Ademds, si eziste una matriz B que dependa de c y no de u y tal que
d*®(z;u) = v'[B(c)]u YueR"

entonces

HO(c) = 5 [B() + (B()]
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1.8 Diferencial segunda de una funcién vectorial

Definicién 1.11 Consideremos una funcion f : S — R™ con S C R™. Sea ¢
un punto interior de S. Si f es diferenciable en alguna bola abierta B(c) y cada
una de las derivadas parciales D; f; es diferenciable en c, diremos que f es dos
veces diferenciable en c.

La diferencial segunda no es més que la diferencial de la primera diferencial,
o sea d’f = d(df). Consideraremos que df es una funcién sélo de z, mientras
que u se considerard constante, con lo cual el mismo valor de u vale tanto para
la primera como para la segunda diferencial.

Definicién 1.12 Sea f : S — R™, S C R", dos veces diferenciable en un
punto interior ¢ de S. Sea B(c) una bola abierta en S de tal forma que f sea
diferenciable en cada punto de B(c) y sea la funcidn g: S — R™ definida de la

forma
9(z) = df (z;u)

Entonces la diferencial de g en c con incremento u se llama la diferencial
sequnda de f en c con incremento u y la notaremos & f(c;u).

Vamos a desarrollar la expresién anterior para ver la forma exacta que adopta
la diferencial segunda de la funcién f.

& fi(c;u) u'[H fi(c;u)]u Hf(c)
d2f(c;u)= — :[[m®u’] 2

& (e ) ' [H fo(; )] 0 Hf,n(c)

y con ello

&' f(c;u) = L, @ w'] [H f(c)] u

Al igual que ocurria en el caso escalar, conviene tener un teorema que nos
permita identificar quién es la matriz hessiana asociada a una determinada
funcién vectorial. Necesitamos una definicién previa
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Definicién 1.13 Sean A,,---, A,, matrices cuadradas de orden n y sea la ma-
triz A = [Ay,---, An]. Definamos la matriz de orden 1.n X n siguiente:
Ay
dy=] °
An
En particular, si By, -+, B, son matrices cuadradas y tenemos la matriz
B,
. .
B,

entonces B' = [B;, swwy B:n] . Con ello se tiene
B,
B, =

1

B,

Teorema 1.14 Sea f : S — R™ definida en S C R", dos veces diferenciable en
un punto ¢ interior de S. Sea u € R". Entonces se tiene:

& f(c;u) = [In @ W] [Hf(€)] u
Ademds, si existe una matriz B(c) tal que se verifique
&f(c;u) = [, ®u]B(c)u YueR"

entonces

Hf(0) = 5 1B(e) +(B(0)]
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1.9 Diferencial segunda de una funcién matricial

Para abordar esta situacion lo que se va a hacer es trasladar la situacién matricial
a la vectorial. Para ello la herramienta vélida no es otra que la operacién Vec.
Asi, dada la funciéon F : § — R™*? con § C R™™Y, se tiene asociada una
funcién vectorial f : S — R™? definida como f(Vec(X)) = Vec(F(X)).
De esta manera se tiene que DF(C) = D f(Vec(C)), lo que lleva a definir la
matriz hessiana asociada a F' como

HF(C)= Hf(Vec(C))

Esta es una matriz de orden mnpg x nq y estd formada a partir de los
hessianos de las mp funciones de las que estd formada F, a saber, F,, s =
1,...’m;t:1’...,p_

( HFu(C)

HF;I(C)

Hf(c) = 2
HF,,(C)

\ HF,.,(C) |

Las matrices H F,;(C) son de orden ngxnq y el ij-ésimo elemento de H F' 5:(C)
es la segunda derivada parcial de Fj,(X) respecto a los i-ésimo y j-ésimo ele-
mentos de Vec(X), evaluados en X = C.

Si notamos por G(X) = dF(X;U), entonces, al igual que antes, se tiene:

&’F(C;U) = dG(C;U)

Asi como las diferenciales primeras de F' y f estén relacionadas por la rela-
ciéon

Vec (dF(C;U)) = df (Vec(C); Vec(U))

las segundas diferenciales lo estdn también por la relacién siguiente:

Vec (d*F(C;U)) = d*f (Vec(C); Ve(U))
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Para finalizar, vamos a ver el homdélogo del teorema de identificacion, visto

en el caso vectorial, para el caso matricial.

Teorema 1.15 Sea F : S — R™*® una funcién matricial, con S C R™7.
Supongamos que la funcion F es dos veces diferenciable en un punto C' interior
de S. Entonces se verifica:

Ve (2F(C;U)) = [Inp ® Vec(U)]' B(C) Vee(U) YU € R &

o HF(C) = % [B(C) + (B(C),)]

1.10 Férmula explicita para las matrices jacobiana y hes-
siana

En ocasiones es dificil encontrar la matriz jacobiana o la hessiana de una funcién
matricial a partir de los teoremas de identificacién. En tales casos es conveniente
tener un mecanismo que permita encontrar tales matrices a partir de las deri-
vadas parciales.

Asi pues, sea F(X) una matriz de dimensién m X p, funcién de una matriz
X de dimensién n x q (obviamente si ¢ = 1 tenemos un vector n-dimensional).
Sean e; y e; los vectores basicos canénicos de R” cuyas componentes i-ésima y j-
ésima, respectivamente, sean uno y sean E;; y Eg las matrices béasicas canénicas
del espacio de matrices de orden n X ¢ cuyas componentes 1j-ésima y st-ésima,
respectivamente, sean uno. '

Entonces la matriz jacobiana de F(X) viene dada por la expresion:

[ DF(z) = znj [Vec (gg)] e sig=1

=1

{ bF(X):Yijq; [Vec(aai )]Vec'(E,-j) sig#1

=1 3=1

Igualmente se puede establecer expresiones del mismo tipo para la matriz
hessiana. Concretamente:
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n

( HF(z) = Zi [Vec (%)J R eiel sig=1

=1 s=1

HF(X) = zn: : fj ij [Ve_c (aa—F)] ® Vec(E;;) Ved'(E,;) siq+#1

2
\ t=1.7=1 s=1 i=1 zStawij

2 Inferencia por muestreo discreto en el proceso
Ornstein-Uhlenbeck. :

2.1 Introduccién

Como es bien conocido, el proceso de Ornstein-Uhlenbeck tuvo su origen en
el estudio de la velocidad de una particula en el movimiento Browniano. Si
el movimiento Browniano representa la posicién de la particula, su derivada
representard la velocidad; sin embargo, como es sabido, su derivada no existe en
ningtin punto. El proceso de Ornstein-Uhlenbeck es un modelo alternativo que
solventa este defecto ya que modeliza directamente la velocidad de la particula
como una funcién del tiempo, considerando la fuerza de friccién del medio y las
colisiones aleatorias de las particulas colindantes como factores que afectan a la
velocidad de la particula, (para més detalles ver por ejemplo [7]).

Asimismo, el proceso de Ornstein-Uhlenbeck puede ser obtenido a partir del
paso al limite de modelos probabilisticos/discretos, [28], lo cual no es mas que
la extensién, al proceso de Ornstein-Uhlenbeck, de la idea de obtener el proceso
de Wiener a través de esquemas discretos de recorridos aleatorios que, por paso
al limite y bajo determinadas hipétesis, generan las ecuaciones de Kolmogorov
del proceso de Wiener.

De igual manera se puede introducir el proceso de Ornstein-Uhlenbeck por
medio de modelos discretos, como el de multiurnas de Ehrenfest y algunas va-
riaciones suyas como el modelo de urnas de Iglehardt, [27], [45].

En cuanto a las aplicaciones, son diversos los campos en los que este proceso
ha sido empleado; por ejemplo, y por centrarnos en el proceso de Ornstein-
Uhlenbeck multivariante que va a ser centro de un estudio mas pormenorizado,
uno de los campos donde ha tomado cuerpo de forma significativa, ha sido el
de la Ecologia, concretamente en el estudio de home range (regién més pequeiia
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que responde del 95 % de la utilizacién del animal de su habitat). Esta elec-
cién se debié a que este proceso verifica ciertas propiedades, como son el ser
continuo muestral casi seguro (como la trayectoria de un animal), estacionario
(que corresponde a un home range estable) y Markoviano, con lo cual se tiene
en cuenta la posibilidad de correlacién entre sucesivas observaciones; para mas
detalles sobre este particular ver [13], [14] y [45].

En este capitulo nos vamos a centrar casi de forma exclusiva en el proceso de
Ornstein-Uhlenbeck multivariante. Para introducirlo partiremos de la ecuacién
diferencial estocastica de la cual es solucién, para caracterizarlo con posteriori-
dad atendiendo a sus propiedades. A continuacién abordaremos el tema de la
estimacién discreta de sus parametros, llegando a unas expresiones que deberan
ser resueltas de forma numérica. Finalizaremos este apartado de estimacién cal-
culando la expresién de la matriz de informacién asociada, la cual fue empleada
por Dunn y Gipson, [13], para la obtencién de estimadores ponderados de los
parametros.

Finalmente vamos a plantear, para este proceso, el caso de la introduccién
de factores exégenos en su tendencia. Nos centraremos en el caso univariante,
puesto que la estructura de covarianza en este caso hace muy dificil el abordar
un caso general. A titulo de ejemplo se abordard un caso particular de factor
exdégeno y se realizara una simulacién con el fin de mostrar las posibilidades del
método empleado.

2.2 El proceso de Ornstein-Uhlenbeck Multivariante.

Consideremos la ecuacién diferencial estocastica lineal

Xo=5 5 GaSizh) (2.1)

donde Apyj y Bixi son matrices constantes y {Wi;to <t < T} es un proceso
de Wiener k-dimensional con componentes independientes.

La ecuacién (2.1), para cada valor inicial X;, = ¢, tiene una tnica solu-
cién continua en el intervalo [ty, T]. Dicha solucién es un proceso estocastico
Gaussiano si y solo si ¢ es normal o constante (para maés detalles, ver [2], p.
128-133).

Ademis, la media y la covarianza del proceso vienen dadas por las expresiones

m = E [X,] = ®() E[d]
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; Min(t,s) i - i "
K(s,t) = ®(s) Cov[c]+/ ®(u)"  BB'® (u) " du| ¥'(1)
to

donde ®(t) es la solucién de la ecuacién matricial

d(t) = AB(1)
(I)(to) = [k

En particular

K(t,0) = K(t) = 8(2) [Cov [+ | t@(u)-lBB'qy(u)-fdu] Y0

de donde K(t) es la unica solucién simétrica definida no negativa de la ecuacién
matricial

K(t)= AK(t) + K(t)A'+ BB’

2.2
K(ty) = Cov ] 22}
y en nuestro caso concreto tendremos
m, = eAt"0) g [(] (2.3)
K{s,1) =
= Als—to) [Cov [c] + (e e~ A—t) B Ble=A(u=t0) gy | A'(t=t0) (2.4)
to

A continuacién nos planteamos cudndo este proceso seré estacionario. Para
ello sabemos que una condicién necesaria y suficiente es que la media m, sea
constante y la varianza verifique K (s,t) = K(s—t), lo cual implica que K(¢,t) =
K(0) = Cov (]

Notemos que, como K(t) = K(0), entonces se tiene de (2.2)

BB' = — (AK(0) + K(0)A')
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La ecuacién anterior tiene una solucién definida no negativa si todos los auto-
valores de A tienen parte real negativa (o equivalentemente, la ecuacién deter-
ministica X, = AX, es asintéticamente estable).

De (2.4) se tiene, para t = s,

K(O) = eA(t—to) I:I{(O) n t e—A(u——to)BBle__A'(“_to)du] eA’(t—tO)

to

de donde

e A=) [ (0)e (%) = K(0) + e Alto) B Ble=Au—t0) gy

to

y con ello, la covarianza queda de la forma siguiente

Sit>s

K(S, t) - 6A($—t0) [K(O) + /s e—A(u—to)BBle_Al(u_to)du] eAl(s—tO)eA,(t—S) _
to

= K(0)e* (™

Sit<s
K(S,t) — eA(s—t)eA(t—tO) [K(O) + t e_A(u—to)BBIe_A'(u__to)du] eA'(t—to) _
to

= At~ K(0)
Resumiendo

K(0)eAt ) sit>s
K(s,t) =
eAC-K(0) sit<s
Por ltimo, paré, que la media sea constante basta con que E[c = 0, lo cual

implica m; = 0.
Asi pues, el proceso de Ornstein-Uhlenbeck multivariante estacionario se puede

definir de la siguiente forma:



Tesis Doctoral 28

Definicién 2.16 El proceso de Ornstein-Uhlenbeck estacionario es la solucidn
de la ecuacion (2.1), donde la matriz A tiene valores propios con partes reales
negativas y c se distribuye de forma normal de media cero y varianza K, siendo
K la solucion de la ecuacion matricial AK + KA' = —BB'

Con ello es ficil la obtencién de la densidad de transicién para este proceso.
Concretamente se tiene:

X(t+ )| X(s) =z, ~ Ny [eAtms; K — eAtKeA't]

Ademas el proceso de Ornstein-Uhlenbeck estacionario estd univocamente ca-
racterizado por las propiedades citadas anteriormente. De hecho, esencialmente,
es el tinico proceso de Markov Gaussiano, estacionario, continuo en probabilidad
y con media cero. FEsencialmente significa que es el dnico salvo transformacio-
nes lineales. De hecho, si un proceso es estacionario, de Markov, gaussiano y
continuo en probabilidad, entonces es de la forma X (t) + ¢, donde X(t) es un
proceso de Ornstein-Uhlenbeck. Ademds, se puede caracterizar a este proceso
por su covarianza. Asi se tiene:

Teorema 2.17 Sea {X(t)} un proceso Gaussiano k-variante con media cero.
Entonces es un proceso de Ornstein-Uhlenbeck estacionario si y sélo si su cova-
rianza tiene la forma

Cov [X(s), X(t 4 s)] = KeB"*

Teorema 2.18 Un proceso de Markov k-variante {X(t)} es un proceso de
Ornstein-Uhlenbeck si y solo si para cada s,t, la distribucidn condicionada de

X(s+1t), dada X(s) es N[u;X], con momentos de la forma
p =P X(s)
Y= K- K"
donde K es una matriz de covarianza.
Las demostraciones de estos teoremas pueden verse en [47].
Ademais, el proceso de Ornstein-Uhlenbeck multivariante, como solucién de la

ecuacién (2.1), es un proceso de difusién ([2], p. 152-153) con media infinitesimal
el vector Az y con matriz de covarianzas infinitesimal BB’ = —(AK + KA').
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2.3 Estimacién en el proceso O.U. Multivariante.

A continuacién vamos a proceder a estimar, via muestreo discreto, los parame-
tros del proceso de Ornstein-Uhlenbeck introducido en la seccién anterior.
Vamos a hacer alguna modificacién en el planteamiento del proceso hecho con
anterioridad:

1. Consideraremos una traslacién (p # 0) del proceso de Ornstein-Uhlenbeck
multivariante.

2. El muestreo se realiza a intervalos regulares de tiempo.
Con ello:

1. La distribucién de X(t), V¢, es normal k-variante de media p y matriz de
covarianzas A, con A la solucién de la ecuacién BB' = —(AA + AA"). !

2. La covarianza entre dos observaciones sucesivas €s

Cov[X(s),X(s+1)] = Ae*'t

3. La distribucién condicionada del proceso en el instante ¢ + s, una vez
conocido en el instante s, es normal k-variante. Concretamente

X(t+ )| X(s) =z~ Ni [+ e (20 = 1) ()]
donde ®(t) = A — eA'Ae

Consideremos un muestreo discreto del proceso {X;, = x4, -, X, = T4, } en
los instantes {t;,---,%n}, donde cada X, representa el vector k-dimensional
X;, = (Xta1, "+ Xta,k), que escribiremos como X, = (Xa, s Xak) y del

‘mismo modo escribiremos los valores de X, como T4 = (ZTa,1,"** ) Tak)-

A continuacién hacemos la siguiente reparametrizacion:

['=e? paraun t fijo
Uy =By — f + T —Tg

NV =T — 4

1Notemos que la distribucién inicial serd asimismo normal de igual media y varianza.
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Obtencién de las ecuaciones de verosimilitud

La funcion de verosimilitud asociada al proceso para la muestra dada es:

‘ : 4
L(vl’ U 7vn;A7 Fa Bl = (QI)—A/2 I A 1—1/2 €Xp (_éle_lvl) X

x [T(27)7*? | @ |72 exp (—%v;q)_lva>

a=2

y el logaritmo de ella es:
logL BT ) = 2 o) = Lop | & | -5 (4~
og (017"'7'0"1 ’ ,,“)‘—_5 Og( ﬂ-)_—é Ogl 1_5 (vl ’01)+

i k 1 1/
+ X | log(2r) — Slog| @]~ (vaq)”lva)]

a=2

Para hallar las ecuaciones de verosimilitud tenemos que hallar las parciales
primeras con respecto a los parametros, lo cual se haré a partir de la diferencial
primera del logaritmo de la verosimilitud. Asi se tiene %

dlog L(vla *yUn; A7 Fa /‘l’) ==
_ 1 -1 1 PP b 5 i} - (|
= —5tr [A7'(dA)] - = tr {[~(du) A~ v1| — v A (dA)A 0y — vy A~ (dpr) } +

2 2 [——;—tr 07 (d®)] -

— g te{I(dp) + (A0 + T(de) = (dD)ocs] 0 v

2En Magnus y Neudecker, [29], podemos encontrar las siguientes relaciones:
1. dlog|X| = tr [X~Y(dX)]
2. dtr [ X7 =tr[d(X~Y)] = tr [-X"Y(dX)X Y
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@71 (dD)D v, + v, [—(dp) + (dD)p + D(dp) — (dD)zamn]}] =
= 3 e [ATAA)] + 5 tr [ol A (YA 20 A ()] +
457 _% tr {071 [(dA) — (dD)ATY — T(dA)I" — TA(dD)]} +

Y 5 tr {20,07 [(du) + (dD)n + T(dp) = (d)aua] =

a=2

—v. &1 [(dA) — (dT)AT" — T(dA)[Y =TA(dT)] @ v, } =

tr [{A‘l (nv) —A)A™' —T'®7! (Z vavh — (N — 1)‘1)) &'+
a=2

DN | =

a=2

+07! (i Vot — (7 — 1)@) @‘1} (dA)] +

+tr [{(n —DAT'® + > [Ta-1 — 4] vl @71 —AlY®T vav;@‘l} (dl‘)] 4

a=2 a=2

+tr [{znj v, @I -T)+ v’lA‘l} (dp)] =3

a=2

n

= %Vec [A"l (vyv} —A)A™ —T'®7! (Z vaUh, — (n — 1)@) O+

a=2

+o! (Z"j vav, — (n — 1)@) @‘l]l dVec(A)+

a=2

3tr[AB] = Vec(A')' Vec(B) = Vec(B')' Vec(A)
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4+ Vec {(n — 1)o7 'TA + 071 Z Vg [Ta—1 — p] —

a=2

n 1 n /
=y vavgq)_lFA] d Vec(T') 4+ Vec [(I —T)Yo' D v, + A_lvljl du

a=2 a=2

Igualando dicha diferencial a cero se obtiene que las ecuaciones de verosimilitud
son:

A7 (vvy —A)AT —T"07! (Z VaUy — (n — 1)(1)) I
a=2 4

+o! (Z Vs, — (n — 1)<I)> =0

=2

(n—1)FA + Z Vo [Ta1 — p] — Z v, ®'TA =0

a=2 =2

n
(I-T)Y® "> vat+A v =0
a=2
Obviamente, estas ecuaciones han de resolverse con el uso de procedimientos
numéricos.
Un caso en el cual los estimadores pueden obtenerse de forma directa a partir
de las ecuaciones de verosimilitud, es aquél en el que la distribucién inicial es
constante (fijada por nosotros) *.
En tal caso se tienen las ecuaciones de verosimilitud siguientes

et (Z VUl — (n — 1)@) o' — ¢! (Z vavh, — (n — 1)@) o' =0
a=2

=2

(n—=1TA+ > va[zac1 — 4] = D va0, @ 'TA =0

o=2 oa=2

“Hagamos notar que en tal caso el proceso no tiene por qué ser estacionario. No obstante,
si mantenemos la hipdtesis de que la distribucién de X (t),Vt > to, es normal k-variante de
media g y matriz de covarianzas A, las densidades de transicién conservan la misma forma,
con lo cual el procedimiento empleado hasta ahora es perfectamente valido.



33 Francisco Torres Ruiz

De la primera de ellas resulta

mientras que de la tercera se tiene

Z'va ={)
a=2

de donde (deshaciendo la reparametrizacién)
Zxa—f‘ 3wy =6 = 1)(I -D)a
a=2 a=2

Por dltimo, de la segunda, sustituyendo al valor de ®, se tiene

L !
> VeEyq =0

a=2

Realizando operaciones en esta tltima expresién queda

- n n n
I'= Zzawa " n—lZ;maZ:Z$; 1]
- = o=

[ S anets = g e S ]

a=2 a=2 =2

‘Ahora bien, dado que

® = A —TATY

y haciendo uso del lema de Neudecker 5 se tiene

Vec (ABC) = (C' ® A) Vec(B)
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Vec(®) = Vec(A) — (T' @ T) Vec(d) = [Iz — (T @ T')] Vec(A)

con lo cual

Vee(A) = [Ia — (T T)] ™ Vec(d)

concluyéndose, en lo que respecta a los parametros A y u, que
-~ = —1 ~ ~ o ~
p= [Ik—F] N q= [Ik—F]#
. 1 o
donde 7 se ha obtenido de la tercera ecuacién. Concretamente

n—l

En [45] puede consultarse un programa de ordenador que realiza todas estas

operaciones.

Hessiano y matriz de informacién.

A la hora de obtener la matriz de informacién vamos a considerar por separado
la observacion inicial de las sucesivas, con el fin de aclarar més los de por si ya

engorrosos calculos.

Anteriormente se obtuvo, para la observacién inicial, la 31gu1ente diferencial

primera:

dlog L (vi; A, ) =
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= %tr (A1 (dA)AT (d)] + %tr [~2(dp)’ A~ (dps) — 201 A7 (dA)A™" (dps) -
—(dp) AN (dA)A Moy — 205 AT (dA)ATH(dA) A oy — VAT (dA)A (dps)| =

- %tr (A= (dA)A"(dN)] — tr [(dpY A~ (dge)] — 2x [A~ (M)A (dp)eh ] ~
—tr [A‘l(dA)A‘l(dA)A“vlv{] =

— £ Vee [AH(dA)A™] @ Vec(A) ~ (du A7 (dp)-
—2 Vec [A-l(dA)A-l]' Vec [(dp)vi] — Vec [A-‘(dA)A-l]' Vec [(dA)A™"vv}] =

6:

[(A @ A)™d Vec(A)] dVec(A) — (dp) A~ (d)-

NO| =

—2[(A® A)d Vee(h)] [r1® L] (du)-

_ [(A ® A)-ldVec(A)]l [vlv'lA—l ? Ik] d Vec(A) = 7

, Dadas dos matrices Anxm ¥ Bmxq se tiene

Vec(AB) = (B' ® I,) Vec(4) = (I; ® A) Vec(B)

7Dy es la matriz de duplicacién, ([29], p.48-53), que verifica
Vec(A) = Div(A)

donde A es una matriz cuadrada n-dimensional y donde v(A) es el vector formado a partir
de Vec(A), una vez eliminados los elementos de la diagonal superior de A.
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!

[(A® A)™' Dydv(A)] Didv(A) — () A~ (dpr)—

B} =

~2[(A®A) " Dedv(A)] [v: & L] (du)—
— [(A®A) " Dydv(A)] [0y1A™" @ L] Dedo(A) =
= %dv(A)’D}c(A ® A) 7' Didv(A) — (dp)' A~ (dp)—
—~2dv(A) Di(A ® A)™* [v, ® Ii] (dp)—

—dvo(A)' Di(A® A)™" [010{A™" ® Ii] Dydv(A) =

= dv(AYDy(A® A)™" [%Ikz — [owiA'® Ik]] Dydv(A) — (dp)' A~ (dp)—
~2dv(A)' Di(A ® A)™" [vy ® ] (dp)
Notando

2

tenemos que la matriz hessiana, respecto de y y v(A), asociada a la observacién
inicial es:

A= [—I-Ikz ~ [ovia @ Ik”

H(vh K, A) =
_ ( - —[v} ® L] (A®A)~'D, )

—Di(A®A) T ® L] 3D [(A®A)TA+A(A®A) ] D,

y la matriz de informacién de Fisher correspondiente vendrd dada por:

I, = —E[H]
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Vamos, por tanto, a hallar la esperanza matematica de cada una de las subma-

trices anteriores:
a)

E[Di(A®A) " [ ® ]| = Di(A®A) ' Efoy ® Ii] = 0
b)

E[A] =E [%Ikz _ [owir @ Ik]] = %Ikz —EfnmiA T 0 L] =

1 1
- §[k2 — [ L] = —§Ik2 y con ello

B[I0i[Ae A A+ A(he N D] =

1.1 1 1,
= =D [—5(1\ ®A) e - 5(A @ A)—II,@] D, = —5Dy(A® A)7'D;

c)
E [A—l] = A—I

De ello se deduce que la matriz de informacion es:

I A? 0
1= 17 -1
0 ID(A®A)'Dy
Tratemos ahora las observaciones sucesivas, considerando en principio una sola
muestra a efectos de un calculo mas clarificador.

Anteriormente se calculé la expresién de la diferencial primera para el logaritmo
de la verosimilitud en el caso de las observaciones sucesivas, obteniéndose,para

a > 2, la expresion siguiente:

_-;- tr [07*(d®)] + tr [v4®~" (L — T)(dp) + (dT)(e1 — w)]] +
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+% tr [vz,d)_l(dq))é_lva]

Vamos a continuacién a obtener la diferencial segunda, para asi poder deducir con

posterioridad la matriz hessiana asociada y por ende la matriz de informacién
de Fisher.

d*log L(va; A, T, p) =
_ %tr [271(d®)271(d®)] + tr [~ [(L — T)(dps) + () 20y — )]’
x @7 [(I, — T)(du) + () (2amy — )] —
— 0@ (d®)® [(Ii — T)(dps) + (dT)(2a-1 — )] + 0" [~2(dT)(dps)]] +
43t [~ (= D)) + (@) s — ] 87 (400", —
—v,® 7 (d0)D ! (d®)® v, — v, 71 (d®) D (d®)D v, —
—ve@7!(d®) @7 [(L — T)(dp) + (dI) (a1 — )] =

e %tr [[<1>-1(d<1>)<1>-1(dq>)<1>—1] [ — 2v,04]] —
— tr [[(Zk — D)(dp) + (d0)(amy — )] @7 [(Li — T)(dit) + (dT)(zq_y — W] -

~2tr [0, @7 (d8)8 " (1, ~ I)(du) + (dD)(@0-s — )] — 2tr [0, (dD)(dp)]

Procedamos ahora por partes para hacer todos los célculos que hay implica,dos
en la expresién anterior:
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a(;)omo d® = (dA) — (dD)AT” — I'(dA)IY — T A(dI”) se tendrd:
o~ '(d®)0 " (d0)9 ! =
= & H(dA)P ' (dA)D — @71 (dA) ! (dT)Al'D ! -
—®~Y(dA)®IT(dA)'O ™ — &7 (dA) I TA(dI)d ' -
—® (A" ® (dA)® ! + &~ (dT)Al' O} (dT)AT'® " + .
+®1(dD)A'® T (dA)['®™" + @1 (dT)AL'®@'TA(dl")® '~
—®7IT(dA)' D (dA)D ™ + @ 'F(dA)["® ! (dT)AL'd ™ +
+@ 7 T(dA)'® T (dA)'® ! + & 'T[(dA)[' O 'TA(dl') D! —
—®7'TA(dI)® ! (dA)@ ™" + @ 'TA(dl')® ' (dl")AT)d "+

+&~'TA(dl")®'T(dA)['®~" + & 'TA(dl')® 'TA(dI") ™!

Con lo cual:

tr [0 (d@)® " (d2)® " [& — 20,0]] =

= tr [@7"(dA)@ 7} (dA)@ " [ — 2v,04] -

—20~1(dA)® ' T(dA)' D [® — 2v,0.] +
+® T (dA)['@ I T(dA)'D ! [@ — 2v,0,] —

—2071(dA)® ' TA(dl') ™ [® — 2v,0L] +



Tesis Doctoral

40

+20 7 T(dA)" O TA(dI)® ! [® — 20,v] —
—207"(dA)® 7 (dT)AI'® ™! [® — 20,0, ] +
+207'T(dA) 1 (dT)AD' S~ [ — 20, v)] +
+267! ()AL &1 (dD)A'® " [@ — 20 vl] +
+@ 1 (dT)AL S TA(I)D ! [ — 20,0/] +

+@7'TA(dI")®~" (dL)AT'® " [@ — 2v,v)]
b)

tr [[(Z = D) (dge) + (dT)(@as — W) @7 [(Ix = T)(dp) + (dT) (zas — )]

= tr [(dp)' (i — TY @™ (I — T)(dpr) + 2(du)' (i — DY O (dT) (z0ry — i)+

H(Tams — ) (A)B7 (AT (20s — )]

tr [v6 @7 (@)@ [(Ii — T)(dps) + (dT)(zq-y — p)]] =

= tr [0, @' (dA)® (I — T)(dp) + vi® " (dA)® " (dT)(z 0oy — p)—

~v4, @7 (dT)AL'® (I — T)(dp) — v & (dT) AT~ (dT) (2 0y — ) —
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—vl @A) D (I — T)(dp) — ve @ 'T(dA)' O (dl)(z0mr — 1) —

—0, @' TA(dT")® (I, — [)(dp) — vh® ' TA(dI") @ (dl)(zar — 1))

Con todo ello, retomando la diferencial segunda, sustituyendo y simplificando
convenientemente tendremos:

d®log L(va; A, T, p) =
. %tr (07 (dA)® " (dA)® " [@ — 2v,0,] -
—2071(dA)® ' T(dA)'® ! [® — 2v,0] +
+OII(dA)'E ' T(dA) 'S~ [@ — 20,4]] -
— tr [(du) (I = T~ (L — T)(dp)] +
+% tr [207! (dT)AT'® " (dT)AT'® ™ [@ — 2v,v] +
+4v, @' TA(dI) D (dT) (20y — 1)+
+®1(dD)AT'@'TA(dl') @™ [ — 2u,vl] +
+®7'TA(dl")@7 (dD)ALT'® ™ [@ — 2vqvg] —
—2(d")® ™ (dT)(Ta—1 — p)(Tam1 — 1)+

+4v,87" (dD)AT' @™ (dT)(za1 — )] +
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+% tr [267'D(dA)'@ ' TA(dI) ™ [ — 2v,01,] +
+40, @ T(dA)Y O (dT) (2 0y — p)+
+287'T(dA)I'@ 7 (dD)AT' ™ [ — 2v,0,] —
— 2071 (dA)®'TA(dI")® ! [® — 2v,v,] —
—287(dA)® " (dT)AL'® ™ [@ — 2v,0,] —

—40, 07} (dA)® ™ (dT) (20my — )] —

— tr [2dT)@ (I = T)(du) (as — ) + 204,87 (dT) (dp)—

~20,07!(dD)AT'® (I - T)(dp) — 20, @' TA(dI") @ (I, — T)(dps)] ~

—2tr [0, @ (dA)® (I — T)(dp) — v, @ 'T(dA)[' & (I, — I)(dp)] =

= %Vec [<I>—1(dA)<I>-1]' Vec [(dA)! [@ — 2v,04]] -
— Vec [87(dA)@™"] Vec [D(dA)'® [& — 20,01 +
+% Vec [cb-lr(dA)P'<1>-1]'\/ec [T(dM)M®~ [ — 20,04]] -
—(dp)' (I = L)' @' (I), — T)(dp)+

+ Vec [(dl")rp-l]'vec [AL'®7(dD)AL" @™ [@ — 20,04]] +
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0V [q»—l(dr)/\r'quva]' Vec [(dT)(zat — w)] +
+% Vec [FA(dF’)qu]' Vec [@7'PA(dI) ™" [@ — 20,04]] +
+% Vec [qu(dr)/\r'qu]' Vec [(dT)AT'® ™" [& — 20,04]| -

— Vec [671(dD)] Vec [(dl)(zas — #)(zas — #)]+

12 Vec [0 TAWI) @ v, Vec[(dD)(zamr — )] +

+ Vec [Q—lr(dA)r'qu]' Vec [I‘A(dI")@“ [@ — 20,04]] +

12 Vec [0 T(dA)'® v, Vec[(dD) (a1 — 1)) +

+ Vec [81T(dA)'®™"] Vec [(dM)AI'®™ [ — 20.0,]] -
— Vec [0 (dA)®™] Vec [PA(dI)@" [& — 2v0v4]] -
— Veo [071(dA)8™"] Vec [(dD)AI'®™" [0 — 2vq0L]] -
—2Vec [0 (dA)® v, ] Vec[(dD)(zamr — #)] -

~2Vec (I — [Y®~"(dI)] Vec[(dn)(@acr — 1)1 -

92 Vec [(dr')é-lva]' du + 2 Ve [ TA(I)@ v, Vec (I, — T)(dp)] +

+2Vec [0 (d)AT'®™ v, ] Vec[(1y — D) (dp)] -
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~2Vec [0 (dA)@ v, Vec[(; — T)(du)] +
+2 Vec [ T(dA)I'® v, | Vec (I, — I)(du)] =
= %dv(A)'D;c(cp ® )™ [[@ — 20,04] 87 ® L] Dydv(A)—
~dv(AY Di(® ® @)™ [[® — 20,0,] ®7'T ® I| Dydv(A)+
+%dv(A)'D§c(I"<I>“ ®I'0™") [[@ — 20,0,] 7' ® I'] Dydv(A)-
—(dp) (I = L)' @7 (I, — T)(du)+
® + dVec(L) Ijer) (27! ® L) [ — 20,0] @' TA © AT'®] d Vec(I')+

+2d Vec(T)' (AT'® v, ® 27") [(za_y — )’ ® ] d Vec(I')+

1
—{-idVec(F)'I(k’k)((I)‘l Q AFI) [[q) = 2’00'0;] @_1 ® q)_IFA] I(k’k)dVeC(F)-i-

1
+5d Vec(I) (AI'@™" © 8") [[@ — 20,0}] 8™'TA ® 1] d Vec(T) -

—dVec(T) (I ® 27) (201 — p)(@acys — 1)’ ® I] d Vec(I')+

al(k,k) es la matriz de permutacién, (D.G.Nel, [34]), que actiia de la siguiente forma

Amxn ® Bpxq = I(p,m) (Bpxq ® Amxn)l(n,q)
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+2d Vec(T) Iy (@7 0o @ A'®7!) [(za—1 — 1)’ ® L] d Vec(I')+

+dv(A)'D(I'e"' @ 9™ 1) [[Q) — 20,007 ® FA] Lk 1yd Vec(I')+

+2dv(A) D (T v, @ T'®7Y) (w1 — 1) ® Ii] d Vec(T')+

+dv(A) DI~ @ T'®~") [[& — 20,04] @' TA @ I ] d Vee(T')—

—dvo(A) Dy(® © )" [[® — 20,04] @' ® T'A| Iy pyd Vec(T')—
—dv(A)' Dy(® ® )" [[@ — 20,04] @' TA ® L] d Vee(T')—
—2dv(A) Dy(® v ® ®71) [(€act — )’ ® Ii] d Vec(T')—
—~2d Vec(T')' [1 ® 87 (I = )] [(za-1 — #) ® L] (du)—
~2d Vec(T) I x) [0 va ® L] (dp)+
+2d Vec(T) Iz [ ve ® AT'®@7"| (I — T)(dpe)+
+2d Vec(I')' [AL'® v, ® @] (I — T)(dp)—
—2dv(A) Di(®'ve ® ®71)(Lx — T)(dp)+
+2dv(A) Di(T'® v, @ T'® 1) (1, — T)(dp)
Vayamos ahora por partes para ver cada una de los términos de la anterior

expresion:

a)
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1
5dv(AY Dy(®® @)™ ([ - 20,04 7! ® 1] Dydv(A)—
~dv(A)'Di(® ® )" [0 - 2v,0,] @' T ® [| Dedvo(A)+
1
+5dv(A) Di(I'®™ @ I'0™") [[@ — 20,04] 7T ® [| Dydv(A) =

= dv(A)/l);C [%(@ ® @)—1 [[@ - 2’00,'1),,,] @—1 ® Ik] R

~(2© @)™ [[® - 20,0,] @' @ ] (P @ T)+

+%(F (2 ®)! [[‘D — 20,0, ] 97 ® Ik] re F)} Dydv(A) =

= dv(A)Adv(A)
b)

dVec(T) L) (97' ® ) [[® - 20,0,] 7' TA ® AT'®~"] d Vee(T)+
+2d Vec(T) (AT'® v, @ @71) [(2omy — 1)’ @ 1] d Vec(T')+
1
+§dVec(F)'I(k‘k)(<IJ_1 ® AF’) [[‘I’ — 2’()01);] e (D_IFA] I(k’k)dvec([‘)-i-

1
+5d Vec(T) (A2~ © &) [[® — 20,04] #7'TA ® 1] d Vee(T')—

~dVec(T)' (I ® 7') [(Za-1 — 1)(Taz1 — 1)’ ® L] d Vec(T)+
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+2d Vec(T) L 1) (® ' ve ® AT'® ™) [(zoey — 1)’ © Ii] d Vec(T') =
— dVec(T) I [@71 [® — 20,05] @' TA ® ALY +
+2 [AD® ™ 0y (201 — 1) @ O +

1
+§I(k,k) [‘I)—l [(I) - 2'00,’0‘,1] Q_l ® AFI(D_IFA] I(k,k)+

1

: [AT'@7" [® — 2v,v;,] @' TA ® o7 -

~ [(@ars = W) @as = 1Y @27 +
+21 (1) [‘I)_lva(a:a_l —u)'® AF'@'I] dVec(T') =

= d Vec(T')'Bd Vec(T)

do(A) D' @ I'®™") [[@ — 20,04 @' ® T'A| [ xd Vec(T')+

+2dv(A)' Di(I'® v ® T'® ™) [(zae1 — 1)’ ® Ix] d Vec(T)+

+dv(A) DY(I'®™ @ I'@™") [[@ — 20,0}] 87" TA ® I d Vec(T')—

—dv(A)YDi(® ® )" [[@ — 20404 87 ® TA| I 4yd Vec(T')—

—do(AYD}(® ® @)™ [[® — 2vav}] 87" TA ® I d Vec(T')-
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—2dv(A) Dy(® v, ® ) [(2oo1 — p)' @ I]d Vec(T) =

= —dv(A)' D} [[lie = (T ®T)] (2 ® )™ {[204(2acr — 1) ® L] +

+[[@ - 20,02] 7' TA ® L] + [PA © [ — 20,0,] @7}] }] d Vec(T) =

= dv(A)'Cd Vec(T)
d)

~2d Vec(T)' [ ® @7 (I — )] [(zas — ) ® L] (dpt)—
~2d Vec(T) Itz [ v ® L] (dp)+
+2d Vec(T') It gy [@7 v, ® AI'®] (I, — T)(dps)+
+2d Vec(T')' [AT'® v, ® 87| (I — T')(du) =
= 2d Vec(T)' [I {[®7"va ® L] [AT'®@" — L]} +
+{[AT'0 v, © 7] = [(%a-1 — 1) ® 7]} (L — T)] (du) =

= dVec(I')' Dd(u)

—2dv(A)' Dy (v, ® @71)(1;, — T)(du)+

+2dv(A) D(I"® v, @ I'®~1)(I, — T')(dy) =
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— —2dv(A) D} [[le — (COTY] (@ ® @)™ [va ® L] (1 — T)] (ds) =

= dv(A)'E(dp)

Nos encontramos ahora ya en condiciones de poder hallar cada una de las par-
ciales segundas que configuraran la matriz hessiana que pretendemos encontrar.
As{ tendremos en cada caso de los expuestos anteriormente, aplicando las reglas
de identificacién para hessianos (Magnus y Neudecker, [29])

a) Parcial respecto a v(A) dos veces
= —
En este caso se tiene que la parcial segunda es H; = (A + A ), donde

A=D, [%(@ ® ®)7! [[@ — 20,04 97! ® L] -
(2@ )7 [[@ - 2v,0,] 97" ® L] (TeT)+

+%(r @) (2@ ®)" [[@ —2v,v4] 97! ® L](T® F)] Dy

Tras hacer operaciones la parcial es
H, = %DL [(@® @) [[@ - 20.04] 27" © L] e —2C® D)+
+Ie — 2T @T)] [87 [0 — 20.04] © 1] (2 © @) '+
+Hr o) {(@0®)™[[®-20,0.]07' ® L)+

+[07 [ - 2varl] ® ] (@@ ®) '} (T® )] Dy

b) Parcial respecto a u dos veces
En este caso la parcial segunda es

H, = <, — FYe I, - I}

c) Parcial respecto a Vec(I') dos veces
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En este caso se tiene que la parcial segunda es Hy = %(? - ﬁl), donde

B = [I(k,k) [‘1)*1 [® — 2v,v,] 7' TA® AP,(I)_I] +
+2 [A'® vy (20y — 1) ® o]+

1
+51m [ [ — 20,05] 87 @ AT'®TITA] I+

1

: [AT'®" [@ — 20,0,] 7' TA ® 7! -

- [(ma—l - /‘)("Ba—l - .u)l ® Q—l] r 2I(k,k) [‘I)_lva(ma—l . ﬂ)' ® AF’Q_I]]

Tras hacer operaciones se tiene

1
s = §Bl donde
By = Ipey(Ie ® AT") {[@7" [@ — 20,0"] ® L]+

[l ® 87 [@ — 20,0.]]} (2 © @) (TA © L)+

+2 [AT'® vy (Toy — 1) ® 7] +2[(2oes — p)v.@'TA ® &' +

+[AI'®7'TA © @7 [@ - 20,04] 7] + [AT'®1[@ — 20,0.] 7' TA ® o7!] -

—2 [(ma—l - /‘L)(za—l - /J)l ® ‘I)_l] + 2I(k,k:) [Q_lva(wa—l - ﬂ), ® AFI(D—I] +

+2Ly [2T'TA ® (2qmq — H)v, @]
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d) Parcial respecto a v(A) y Vec(I'). B
En este caso se tiene que la parcial segunda es Hy = %U, donde

C=-D. [[1k2 —(CRD)](®®®)™" {[2v4(201 — 1) ® L] +

+ [[@ — 20,04] @7'TA ® L] + [TA ® [® — 20,v5] 87| }]

Por lo que
1, , ”
Hy = —5D; [Uk? —(TOr)](@® )" {[2va(za-1 —p) ® il +

+[[® — 20,01 @' TA ® L] + [PA @ [@ — 20,05] @7] }]

e) Parcial respecto a Vec(I') y p o
En este caso se tiene que la parcial segunda es Hy = %ﬁ, donde

D=2 [I(k,k) {[(I’~1Ua ® Ik] [AFI(I)_I - Ik2]}+

+{[Ar'e v, ® @] —[(%a-1 — 1) ® 7] } (I — )]

Por lo que

Hy = Iiy {[07"0a ® L] [AT'@7" — L]} +

+ {[AF’@'lva ® (I)—l] - [(xa—l —p)® ‘Irl] } (I —T)

f) Parcial respecto a v(A) y p B
En este caso se tiene que la parcial segunda es Hg = %E, donde

E=—-2D,[Liz —(TCQT)](®Q ®) " [va ® L] (I — T)

'

por lo que

Hg=—Di[lie — (T QL) (2@ @) [va ® Ii] (I — T)

De ello se deduce que la matriz hessiana buscada es:
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H, H¢ H,
H(UOUA’,U'a F) = Hé H2 HS
Hy Hy H,
Para concluir nos falta hallar la matriz de informacién de Fisher. Para ello

primeramente se calcularan las esperanzas de cada una de las submatrices an-
teriores:

a) Esperanza matemdtica de H,

E [Hl] = 711 =

= 104 [~(2® @) [l — 2T & )] — 11 — AT @ T)] (8 @ )~

—2(C@l)(2©®) " (IeT)| D =

1
= —iD;c [z —(T'® F)’] (*® (I))_l [ —(T® )] Dy,
dado que

E [[@ - 20,04] 87 @ 1] = [E[® — 20,0L]] 87" @ [y = [, ® I, = —Is

b) Esperanza matematica de H,

E[H,] = 722 =—(Ix - F)I‘I’_l([k =T}

c) Esperanza matematica de H,

E[Hs] = Iss = — L1y (I ® AI') (2 @ @)1 (TA ® I})—
—(AT'®7'TA® ™) — (A@®™!) =

=—[(A'¢7'TA® &™) + (A® &™!) + (&"'TA ® AT'®™) )]

Donde se ha hecho uso, ademds de los resultados anteriores, de
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El(Zgey — ) (@ey — ) ]=A

E [Ua(ma—l - .u),] = E[[(xor - “) - F(xcv—l - ﬂ)] (wa—l - /‘)I] =

= E[(za — #)(€ac1 — #)' = (@a1 — p)(Tac1 — )] =TA-=TA =0

E [(xa—l - IJ’)U;] =0
asi como de la permutacién k-ciclica de las filas de una matriz, como definieron
Tracy y Dwyer, [53]. °
d) Esperanza matematica de H,

E[Hy =1I5= —%DL [{1k2 —(rer)](2@®) ' [-(TA® L) — (TA® Ik)]] =

=D,z —(FQ)](2® &) TAQ L)
e) Esperanza matematica de H;
E[H;] = I;=0

Puesto que E[v] =0 y E[(Za—1—#)] =0
f) Esperanza matematica de Hg

E[HG] = 712 = 0

Con todo ello, la matriz de informacion resulta ser:

Tu 212 _7_13
12:—E[H]=“ le I, £23

13 T23 133

I(p,m)(Bpxq ® Amxn) = (B ® A)(m)
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y si consideramos las (n — 1) observaciones se tendrs

Ty Do e
[3:—(71—1) zu I, £23
I3 T23 I35

por ultimo, considerando el total de observaciones, conjuntamente con la inicial.

se tiene
IA 0 IA[‘
] = 0 1, 0
Lig 0 I
donde
1.
1 /
IAIEDICX

x[(A®A) +(n —1) [l — (L@ TY](® © ) [Lis — (T © T)]] D,

2.
Iy = ~(n —1)D} [Ie — (T ®T)](@® 8)'(TA © )
3.
LA™ + (n = 1)(I = T)'®~'(I, - T)
4.

Ir=(n-1)[(A'®7'TA® ®7!) + (A® &) + (@ 'TA ® AT’ ]

2.4 Proceso de Ornstein-Uhlenbeck con factores exégenos

Introduccién

El proceso de Ornstein-Uhlenbeck con factores exégenos surge al introducir, en
el coeficiente tendencia del proceso homogéneo, una determinada funcién del
tiempo, llamada factor exdgeno, que pudiera influir en dicha tendencia.

Dicha funcién ird acompafiada de unos pardmetros que medirdn el grado
de influencia que dicho factor exdgeno ejerce sobre el proceso, pardmetros que
seran desconocidos y por lo tanto habra que estimar.
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(&)}
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En el caso de muestreo continuo, esta situacién ha sido abordada por Garcia,
Gutiérrez y Hermoso, [17], obteniendo los estimadores de méxima verosimilitud
y estudiando algunas de sus propiedades.

Nuestro objetivo va a ser el de plantear este problema pero haciendo uso del
muestreo discreto de las trayectorias del proceso. Vamos a plantear la situacién
general en el caso unidimensional y nos centraremos con posterioridad en un
caso particular de factor exdgeno (a titulo de ejemplo) puesto que, como se
verd, la estructura de covarianza hace ciertamente complicado el tratamiento
general (y atn lo serfa més en el caso multidimensional).

La estimacién se llevard a cabo por maxima verosimilitud, observandose
cémo es preciso hacer uso de métodos numéricos para la resolucion de las ecua-
ciones resultantes, lo cual incide atin mds en la complicacién que adquiere este
problema.

Finalmente, mostraremos un ejemplo realizado por simulacién, que muestra
las posibilidades del método empleado.

Obtencién del proceso

Consideremos la ecuacién diferencial estocastica lineal

Xo=H; 0, <t<T

donde o > 0, W, es el proceso de Wiener estandar unidimensional y g es una
funcién continua en el intervalo [to, T']

En tales condiciones, ([2], p.128), la ecuacién anterior posee una tnica solu-
cién continua en el intervalo [t,T], que corresponde al proceso de Ornstein-
Uhlenbeck con factores exégenos .

Ademis, sus momentos vienen dados por las relaciones

t

m(t) = e Jo O B [H]

t

) $ Min(t,s 7
Kz i) = e f‘o g(v)dv [COV [H] + 0_2/ (t:s) 62 fto g(u)dvdu] o f‘o g(v)dv

to

10Gobre la variable H hay que imponer (para que la solucién sea un proceso Gaussiano) que
sea constante o bien normalmente distribuida ([2], p. 132)
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de donde:

K(S,t) _ C—QL; g(v)due— f:g(v)dv [COV [H] £ o2 /s e2f¢0 g(v)dudu] (t > .S)
17 2

t s 1 u
Kls,1) = ¢ 2o S o= [ a(w)av [Cov [H]+ 02/ e g(u)dvdu] (t<s)
to

Con ello podemos construir la densidad de transicién para este proceso. Con-
cretamente, si ¢t > s, se tendra:

t t t w
X(t)lX(s) =@, = N [6_ fs !J('U)dvxs;02e—-2 fa g(v)dv/ 62L g(v)dvdu]

S

2.5 Estimacién en el proceso O.U. con factores exégenos.

Planteamiento general

Consideremos una muestra discreta del proceso {z,,,---,; } (que notaremos
por comodidad {z;,---,z,}) tomada en los instantes de tiempo {¢,,-- “ta}e
Asimismo consideremos en este caso que P[X(¢;) = z,] = 1, con lo cual se
tiene la verosimilitud

1
2l n=1 15 -2 [l v)dy [te " v)dv 3
Lo+ )= @) 200 I [0 [0 2oy
t

a=2 a=1

2
= :" 1g(u)dv
1 i Ty — Ty_1€ L
xexp | —
2 ta u
20 proer e_2fta—1 9(v)dv tta 62 fta—l g(v)dvdu
a—1

El logaritmo de dicha verosimilitud sera:

n — n—

1 1
log L(IB2, B r":n) ==h 9 log(27r) - 9 lOg(O’2)—
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1 L - B v)dv ta . v)av
—53 log (e 2fouy 9 / iy B du) -
=2 t

a—1

= [Ea (v)dv ?
T — T_ie a1’

ta u
= f‘a-—l g(v)dv tto' 62 ‘[;a—l g(u)dvdu
a—1

1 n
T 942 Z
o= e

Observemos cémo la forma que adopta la varianza de la transiciéon hace prac-
ticamemte imposible abordar el problema de forma genérica. Por ello vamos a
mostrar un caso concreto.

Caso particular

Tomemos la funcién

con 0 > ——

0
9(t) = 777 3
Con ello se tiene que los momentos de la transicién seran:
BIXOIX() = =) =2, (250
s) = =2\ 777

0.2

Var [X(8)| X (s) = z.] = o5 T3 [(t+ 1) —(s+1) (j:)ze]

Con ello el logaritmo de la verosimilitud queda de la forma

n—1
2

n—1 n—1
5 log(27) — 3

l./()g ]L(m% *ty Ty 0’ 02) =- 10g(0’2) + 1Og(20 + 1)_

1. ta—l+1 20
_Ec?:-:zlog ((ta+1)_(ta—l+1)( ta+1 > )'—

tacs+11°]°
20+1 & [’”“_””"“( foht )]
— 3 20
207 o2 (ta+ 1) — (tam +1) (Y5232)
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En cuanto a las parciales de la verosimilitud se tiene

ta—l+1

912
Olog(L) n—1 a 20+1 & [‘”a — Ta-i (_t;Tf) ]

T 2 1 26
- 2802 St + 1)~ (te +1) (22)

260

Dlog(L) _ n—1 & (tas+Dlog () (“531Y)
26

o2 (ta+1) = (taes + 1) (Ys2282)

0 2041

1 .n [xa —To_y (ti;ﬁl)gr

T (at 1) — (tan 1) (1)
(2L log (“5242) (52387) [0 = mms (52) ]

2 2072
= [(ta+1)—(ta_1+1)(%) ]

g

s g4 1% 7
X [z,,_l(ta +1) —z4(tacy + 1) ( ; 1++1 ) ]

Planteamos las ecuaciones de verosimilitud

dlog(L) 0
do?
Olog(L) "
00

obteniéndose, de la primera:

tu—1+1

~12

26
2 (to +1) = (ta-s + 1) (522)

mientras que de la segunda se tiene

n—1
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~

g (st Dl () (5538)

o2 (1, + 1)~ (tams + 1) (f5232) ™
ar o o8 () (58 [mo = ot (52|

~12
as= 26
’ [(t,, +1) = (tam +1) (52222) J

IPET LY
X [ma—l(ta + 1) - ma(ta—l + 1) (t—l-l-—l—)/j|

Sustituyendo el valor de o? en la segunda expresion, tenemos una ecuacion
bastante compleja para calcular el valor de 6, por lo que sera necesario el empleo
de métodos numéricos para su resolucion.

X

Ejemplo Numérico

A continuacién mostramos un ejemplo en el que se hace uso de las expresiones
anteriores para la estimacion del proceso.

Los datos muestrales han sido simulados haciendo uso del algoritmo propuesto
por Rao, [39], basado en la discretizacién de la ecuacion estocastica integral que
define al proceso de difusion, y que puede verse con mas detalle en el apéndice
C.

Asimismo, puede verse, en la segunda secciéon del apéndice D, el programa de
ordenador con el cual ha sido simulada la trayectoria y estimado los valores de
la difusion.

Los resultados obtenidos han sido:

d SIMULACION

Numero de datos

de la trayectoria | h | Valor Inicial| 8 | o
100 0.01 3 0.5]0.25

ESTIMACION
0 o
0.5404686 | 0.2501877
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CAPITULO 2

Inferencia en el Proceso
Lognormal Multivariante con
Factores Exdgenos.

1 Introduccion

El proceso de difusién lognormal ha sido amplio objeto de estudio en los ul-
timos afios; asi Tintner y Sengupta, [52], estudiaron el caso unidimensional,
aplicadndolo a diversos problemas en economia.

Este proceso es especialmente interesante en prediccién, debido a su tenden-
cia de tipo exponencial y a la facilidad de introducir en él factores exégenos
que afecten a dicha tendencia; en efecto, uno puede influir sobre las variables
endégenas modelizadas por el proceso a través de variables exégenas elegidas de
forma adecuada al problema considerado y al tipo de tratamiento matematico
a realizar con posterioridad.

Asimismo, la aplicacién del método de maxima verosimilitud para estimar
los parametros del proceso y los coeficientes que afectan a los factores exégenos,
han ayudado a resaltar la importancia de este proceso.

Con posterioridad, el caso multidimensional ha sido tratado por Tintner y
Narayanan, [51], aplicindolo al campo de la economia. Tintner y Gémez, [50],
iniciaron el estudio de este proceso desde el punto de vista de las ecuaciones
diferenciales estocasticas, lo cual hizo posible el uso de métodos de la teoria de
sistemas estocasticos.

Centrandonos ya en el proceso de difusién logaritmico normal multidimen-
sional con factores exégenos, Gutiérrez, Hermoso y Molina, [21], estudiaron este

61
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proceso como solucion de una ecuacion diferencial estocdstica de Itd, y por me-
dio de muestreo continuo obtuvieron la estimacién méximo verosimil del vector
asociado con los factores exégenos, probando, bajo ciertas condiciones sobre
dichos factores, su consistencia y normalidad asintética.

Asimismo Hermoso, [26], y Gutiérrez, Hermoso y Molina, [22], construye-
ron contrastes basados en la razén de verosimilitudes sobre los pardametros del
coeficiente tendencia.

Recientemente, Gutiérrez, Gonzéalez, Angulo y Pérez, [23], trataron asimismo
el problema de la estimacién de los pardmetros a partir de las ecuaciones de Kol-
mogorov. Concretamente, usando muestreo discreto, obtuvieron (en el caso de
dos factores exdgenos) la estimacién de los parametros del modelo por méxima
verosimilitud, método ya iniciado por Tintner y Sengupta, [52] y por Gutiérrez,
[20], extendiendo los resultados de Tintner y Sengupta y obteniendo expresiones
para la estimacion de la tendencia y la matriz de covarianzas del proceso.

En este capitulo pretendemos generalizar los resultados anteriormente cita-
dos, basados en muestreo discreto, al caso de g > 2 factores exogenos.

Primeramente presentaremos el proceso desde dos puntos de vista: como
solucién de una ecuacién diferencial estocdstica y a partir de las ecuaciones de
Kolmogorov. Tras ello abordaremos la estimacién de los pardmetros y su distri-
bucién, para lo cual volveremos a hacer uso del Célculo Matricial, ya introducido
en el capitulo anterior. Asimismo calcularemos la matriz de informacién de Fis-
her y la cota de Crédmer-Rao.

También plantearemos contrastes basados en la razén de verosimilitudes
para los pardmetros que ponderan el efecto de los factores exégenos. Con dichos
contrastes podremos: '

1. Contrastar la posible influencia o no de algin factor sobre el proceso (o
algunos de forma conjunta).

2. Contrastar la posible independencia de las componentes del vector de va-
riables enddgenas.

En los casos en que sea posible se mostrara la distribucién exacta del cociente
de razén' de verosimilitudes resultante, proponiendo desarrollos asintéticos en
los que este hecho no sea posible.

Ilustraremos todo ello con un ejemplo préctico, haciendo uso de un conjunto
de datos, suficientemente conocido en la literatura, como es el empleado por
Tintner, [50]. Para elaborar dicho ejemplo se ha empleado un programa de
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ordenador disefado a tal efecto y que puede constlta=s= en la secciéon primera
del apéndice D.

2 El Proceso Lognormal Multivariante

2.1 Aproximacién via las ecuaciones de Kolmogorov

En primer lugar vamos a introducir el proceso de diftzion logaritmico normal
con factores exégenos por medio de las ecuaciones adeantadas y atrasadas de

Kolmogorov.
Sea {X(t); to <t < T} un proceso de Markov con -zlores en (0, +00)¥, con
trayectorias continuas casi seguro y con probabilidad c= transicién dada por

P (z,tly,s) = P[X(t) = | X(s) = 4]

con X(t) = (Xyy,---,Xg,), X(s) = (Xs,,...,Xs,) ¥y conde z e y son vectores
k-dimensionales. Supongamos las siguientes condiciones:

o1
A 1}3{)1 oy A P (dz,t+ hly,s) =0
o1
2. lim Ir—ylse(x —y)P (dz,t + hly,s) = f(z,t) =

( (f10+§:f1jﬁ}(t) 1’?1\

(fzo I Z f2iF5(t) | 22

i=1

q
] (fko : 4 kaij(t)) T, )
con F; funciones continuas en [to, T']

- ' :
3. 1'5(1)1 A Ir—ylSe(m —y)(z —y) P(dz,t + hly,s) = Biz,t)
donde B(z,t) es una matriz simétrica definida no negativa con elementos

b,‘j((l?,t) = b,'j!l?,‘il,'j; b,'j >0
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4. Los momentos infinitesimales de orden superior son nulos.

En estas condiciones, asi como bajo ciertas propiedades de diferenciabilidad
de P(z,tly,s), se pueden obtener las ecuaciones adelantadas y atrasadas de
Kolmogorov

8 2 8p

lk k a ( )
b’ A W biiYiY; 5o ‘+ ,Ft i=— =10 2.1

ap 82(x :vjp) k

%ZX:I ij 01. Oz, Z (fio =B g}filFI(t)) 3(61;17) =0 (2.2)

=1 1

donde p = p(z,t|y, s) es la funcién de densidad de transicién.
La solucién comin de estas ecuaciones, con la condicidn inicial

p(z,sly,s) = é(z —y)

€s

oty 9) = [([1 ) emt- 9] e (-559) @3

donde B es la matriz de elementos b;; y donde @ es la forma cuadratica

Q= (log(m) — log(y) — Bo(t — 5) — iﬁ; /st F,-(T)d7'>, X

xB™! (log(z) — log(y) — Bo(t — s) Zﬂ,/ Fy(7)d )

Observacién 2.1 En la anterior densidad condicionada hemos notado:
| .
o= (fio= gou -+ fio — gbus) = fo— 5 dig(B)

ﬁ:z(flh"',fki)’ 1= la"')q
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2.2 El Proceso Lognormal como solucién de una E.D.E.

Supongamos la ecuacion diferencial estocéstica

dX, = A(X,,t)dt + B2(X,,t)dW,

X,=H t,<t<T

donde {W; to <t < T} es un proceso de Wiener &-dimensional con componen-
tes independientes, H es un vector fijo de (0,+00)*, z € (0, +00)* para todo
t € [to, T}, siendo A(z,t) un vector k-dimensional y B(z,t) una matriz cuadrada
de orden k, dadas por: '

Aj(a")t) = (Z:fzJF’t(t)) T .7 = 1,' "7k

Bij(z,t) = bjzizj, b;;>0; 1,7=1,---,k
donde F; (i = 1,---,q), son funciones conocidas, continuas en [to,T] y con

valores en R, Fy(t) =1, f = (flo,o v Figs = s Tuy= - ,fkq)' es un vector real
k(q+1)-dimensional y B = (b;;) es una matriz simétrica y definida no negativa.

Proposicién 2.2 Sean las funciones anteriores A, Vf € RF@+1) y B, definidas
sobre [to,T] x (0,+00)F. Entonces eziste Q > 0 tal que Vt € [to.T] y Vz,y €
(0,400)* se verifica:

1. || Az, t) — Ay, t)|| + || B2 (=, ¢) — B2 (y,t)|| < Qll= — yl|
2
2. || AG=, )| + |1B=|[” < Q* (L + |le|?)
¢onsiderando la norma euclidea de un vector y tomando como norma de una

una matriz C, ||C||= [tr [CCI]]%

.}
Demostracion

La demostracién es inmediata sin mas que tomar:

Q=Ki +K;i
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donde

2
K, = Max { Max [Z f,JFJ(t)jI
=0

ISiSK | 00<i<T | £

K, Z&/{%’[{\, {6z} =

Considerando la proposicién anterior, asi como las propiedades analiticas
de las funciones A y B, se tiene que, para un valor f dado, se verifican las
condiciones del teorema de existencia y unicidad de solucién, para ecuaciones
diferenciales estocasticas, [2]. Por lo tanto la ecuacién diferencial anterior po-
see una unica solucién, que serd un proceso de difusién (0, +o00)* valuado con
condicién inicial H, media infinitesimal A(z,t) y varianza infinitesimal B(z,t).
A este proceso se le llama proceso logaritmico normal con q factores exégenos,
que son precisamente las funciones F; , 1 =1,---,q.

3 Momentos de las variables endégenas

Si consideramos la variable Z(t) = log X (¢)|X(s) = z, se tiene de forma inme-
diata que su distribucién es normal

N; [log(:z:s) + Bo(t — s) + Z:ﬁ,- /St Fy(r)dr; (t — s)B]

de donde la funcién generatriz para Z(t) vendra dada por

E [ ealZ(t)} _

— exp (a’ [log(a:s) +Bolt — 5) + Zl;ﬁ; / t F,-(T)d'r] gl - s)a’Ba)

Con ello es facil el cdlculo de la media y las varianzas-covarianzas de las variables
enddgenas ' , lo cual serd de utilidad a la hora de estimar la tendencia del proceso
y la dispersién de tal estimacién.

!Notemos que los momentos son funciones de X (s), ya que son los momentos de X(t)
condicionados a X(s).
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V, = (t — )77 (log(X,) — log(x))

esta nueva variable sigue una distribucién normal, V; ~ Ny (8Us B), donde

U= {1 - s)—% (t — 8, /st b G /st Fq('r)dr),

Podemos expresar la densidad de X, a partir de las expresiones anteriores
asi (empleamos v ¥ u por comodidad de notacién):

f(xta tlxsa 5) =

K w fB _k 1 -
= - t1a (I ) (- o)7Fexp (=500 B0y B0 )
=1
y, del mismo modo, la expresién de la densidad de V; que es

f(vstlvs, s) = (2”)_§|BI_% exp (—%(vt - ﬂut)lB_l(vt - :But)>

Consideremos un muestreo discreto del proceso {X,, = Z¢,,...,Xt, = Te,}
en los instantes {¢;,...,%,} donde cada X;, representa el vector k-dimensional

Xio = (Xeatr Xeas2s ++» Xeat)

que escribiremos abreviadamente como X, = (Xa,u- > ,Xa,k) y del mismo

modo, escribiremos los valores de X, como z, = (a:o,,l,. . .,:ca_k). Analoga

notacién seguiremos con U,, V,, etc.
Consideramos también la condicién inicial P [X; = z,] = 1.
. En estas condiciones la funcién de verosimilitud asociada al proceso para la

muestra dada es
L(xh cee3Zny ﬂa B) =p [-’171; tl] wme P [mn; tnlzn—l; tn—l] =

_ et k
— (2n)" BT ] ( w;,-‘) (te —ta_1) 2 X
1

a=2 \s=

X exp (—%(va — Bug)' B (v, — ﬂ“a))

VY S T YR < S

ANE. 1993 |
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0, en términos de vy = (ty — to_1)~7 [log(z4) — log(z,_,)],
L(v, .. .,v,; 8, B) =
= (2m)~ "3 | B H exp (——(v o) B (v, ~ fu))
El logaritmo de esta funcién es

log L(vs, . ..,v,; 8, B) =

= — (n _2 Lk log(27) —

log |B| — = tr {Z(v — Buy) B~ (v, — ﬁua)}

a=2

~ Calculemos la diferencial de este logaritmo

dlog L(vy,...,v,;8,B) =

= — [B~(dB)] - %tr znj [~(va — Bu.) B(dB) B~ (v, — Bu,)—

a=2

~2(ve — Bua)' B (dB)uq)] = (4.2)

= otr { [Z [B~ (vy — ) (va — Bua) — Ik]} B~'(dB)+

a=2

+23_ (4810 (0, o) B} =
= %Vec [ Z [ — Buy)(vy — Buy,) B~ — Ik]] dVec(B)+

4 Ve [B—l % o ﬁua)uf,J dVec(B)

a=32

Igualando a cero la diferencial, obtenemos los estimadores de maxima vero-
similitud.



71 Francisco Torres Ruiz

a=2
n _n
r /
Z VolUy = :B Z Ug Uy
a= a=2

y por tanto,

Llamando A = Z uu,y C = Z Vo Ub, podemos escribir

a=2 a=2

B=CA™!

Hemos supuesto que A es inversible?, para obtener la expresién de £.

Por otra parte,

Zn: (Ua bt ﬁua) (va - Bua)l Bl=(@n-1I

4 a=2

y por tanto,

B~ 3" (v~ Bua)(ve — B (4.3
a=2

2Encontrar condiciones bajo las que se cumpla esta propiedad es un camino abierto, aunque
la experiencia en su aplicacién nos hace conjeturar que éstas son de tipo tamafio muestral.
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Veamos la forma explicita de la matriz A. Llamando F, a f/* F;(7)dr

a—1
n

: 1 ’
Y puesto que U, = (ta - ta—l) 2 (ta - ta—17 Flon S %y an) 5 A = Z uau;’
=2
tenemos que: :

{i(ta*ta—l) Zn:Fla Xn:an \

=2 a=2 a=2
i ) > FlaFla - " Fla
F . 4 da
A = (;_2 e az=:2 to — ta—l O,z=:2 ta - ta—-l
> & FF A FF
F, Slege Y teetee
\Z5 Zhtn U Dkt )

En el caso de dos factores exdgenos, sera:

( Z(ta_ta—l) ZFla ZF201 \
a=2 a=2 a=2
A= Z Fla Z (ta - ta—l)_l [Fla]2 Z (ta - ta—l)—l FlaFZa
a=2 a=2 a=2
\ Z F2a Z (ta - ta—l)—l FlaF2a Z (ta - toz—l)—1 [F2a]2 /
a=2 a=2 a=2

que coincide con la expresién obtenida en [23] para dicho caso.

5 Distribucion de los estimadores.

Estudiaremos a continuaciéon un tema fundamental: la distribucién de los esti-
madores hallados en la seccién anterior.

5.1 Distribucién de j3.

En primer lugar vamos a comprobar que la matriz By (441) se distribuye segin
una normal matricial 3.

3Consideremos tres matrices Myy,, Crxr ¥ Dsxs siendo C y D definidas positivas y
sea Yrxs una matriz aleatoria. Decimos que Y sigue una distribucién normal matricial,
N (M,C ® D), si Vec(Y’) sigue una normal rs-dimensional N,, (Vec(M'),C ® D).
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En efecto, si consideramos las matrices U = (ug, -+, u,) ¥ V = (vg, -, v,)
se tiene
BI — A—lle
de donde

Vec (B') = (I ® A7'U) Vec (V')
y teniendo en cuenta que la matriz V se distribuye de forma normal se deduce

la normalidad de la matrix £.
Procedamos a calcular sus momentos. En cuanto a la media tenemos

E[f] = E[CA™"] = E[C]A™! —E[sza ]A L=

- [an E [v] u;] A7l = z:jz ﬁuau;] Al=5

a=2
y por tanto es insesgado.
Calculemos ahora la covarianza entre dos filas de ,3 para poder calcular la

covarianza de Vec (ﬁ' ) .

E [(Z%? -6, (B; - ﬁj)] =
=AT'E [2_22 U (Vai = E[adl) anz (s — Elvy;]) u%] ATl =

= A—l (Z Z b,-juau,'y(sm) A—l = A_lb,'jAA_l = b,‘jA_l

a=2y=2

de donde deducimos que

Cov (Vec (/ﬂ\’)) =B@A™!

Por tanto, podernos decir que B se dlstrlbuye como una normal matricial de
media 3 y matriz de covarianzas B ® A7! o lo que es lo mismo, que Vec( ’)
sigue una distribucién Ny41) (Vec(8'), B® A™'). La covarianza entre las co-
lumnas de la matriz ﬂ, debe estudiarse también, ya que éstos son los vectores



Tesis Doctoral 74

cuyas componentes determinan la influencia de los factores exégenos. Para ello
debemos estudiar la covarianza para la matriz 3 en vez de B', como hemos hecho
antes.

En este caso tenemos:

Vec (3) = Vec [Xn: vau;A_l] = (A_1 ® Ik) Vec [Xn: vaug] -

a=2 a=2

= (49 L) [Zn:(ua ® Ik)”a}

a=2

Expresando Vec(f3) del siguiente modo:

Vec(B) = Vec (BAA™!) = (A7 @ I;) Vec (BA) =

=(a"e 1) [Z(u ® Ik)ﬁua]

a=2

la covarianza de Vec(8) queda

Cov (Vec(B)) =E [(Vec (B) — Vec(B)) (Vec (B) — Vec(8)) ’] -

=T [{ (A" e L) (an (e ® I) va) - (4o L) (fj (Ue ® 'Ik)ﬁua)}

=2 a=2

{(A"‘ o 1) (z (4,0 1) ) _(ae1) (z (1, 1, ﬂuv) }] _

=2 ay=2

Il

E [(A‘1 ® I) {azij_z (e ® Ii) (Vo — Bua)}

{i (v ) (un,mk)'} (4~ ®"°)] _

=2
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= (A_l R I)E {{Zn:(ua ® Ii)(va — ﬂua)} {zn:(vv - ﬁuw)l(u‘r ® Ik)l}} x

x(AT' @ Iy) =

= (A_1 ® Ik) {zf;éE [(ua ® It) (va — Ptia) (vq — Bu7>l (u1 ® Ik)l] } X
X (A“‘ ® I) =

= (A" o L) {éé(u(, ® I,) E [(va — Bua) (vy — Igu’y)’] (v, ® Ik)’} X
X (A—1 ® Ik) =

= (A—l ® Ik) [zn: Zn: (ue ® Ix) 8anB (uv ® Ik),] (A-l ® Ik) _

a=2vy=2

- (4o 1) [ (0 8 1Bl © B | (47 © 1) =

— (A" @L)(A®B) (A" L) =(4A"®B)

de donde podemos deducir las matrices de covarianza de cada columna de 3,
asi como las covarianzas entre dos columnas cualesquiera.

5.2 Distribuciéon de B.

A continuacién obtendremos la distribucién de B utilizando el teorema® recogido
en Anderson [1] p. 130.

4Sean Yi, ..., Ym variables independientes distribuidas normalmente

Yo ~» Ni (Twa,®);a=1,...,m
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Recordemos que el objetivo es encontrar la distribucién de la matriz (4.3)
donde vy, ...,v, son variables independientes distribuidas segin una normal
k-dimensional Ny (Buy, B);a=2,...,n.

Esta situacion es similar a la del teorema citado, donde

Yo 1 Pilw, | H G C m r
vo | Blu, | A|B=CA! (n— 1)B = > vavh, —BAB | n—1|q+1
a=2

de donde podemos deducir que (n — I)B ~ Wi (n—q—2,B).
El estimador es sesgado, por lo que hay que recurrir a

! 5 i
n_q_2 n_q_2az=:2(va_:8ua)(va_13ucx)

Adems la distribucién de B es independiente de la de .

Calculemos a continuacién la matriz de covarianzas asociada al estimador B.
Para ello utilizaremos las relaciones® de Magnus y Neudecker, [29], p. 49. Vamos

m
donde w, son vectores r-dimensionales. Sean las matrices H = E wewh y G =
=1

m

E Yow!, H~! que supondremos no singulares. Por iltimo, sea

a=1
m m
C =) (Ya—Guo)(Ya — Gua) = Y _ YoYi - GHG'.
a=1 a=1
m-—r
Entonces C' se distribuye como Z uqul, donde uj,...,un_, son variables independientes

a=1
idénticamente distribuidas segiin una normal N (0, ®), siendo ademés C independiente de G.
m—r

Adviértase que Z uqu,, es una Wishart Wy (m — r, @)

a=1
5

Dy = (D, Dy)"' Dy,

Vec(4) = Dpu(A)

DuD.(A® A)D, = (A® A)D,,
D.D; =N,

D es la inversa generalizada de Moore-Penrose de la matriz de duplicacién D,

= N o=
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7

a expresar Cov (Vec(A)) en terminos del vector v(B) ~Vech(B)- en funcién del
cual se obtendra la informacién de Fisher y la cota de Cramer-Rao.

~
~

Cov {Vec ((n —q— Z)B)] = (W—yg— 2)? Dy Cov [U (E)] D;;

Por otra parte, por el resultado® que aparece en Muirhead, [33], p- 90,

~
~

Cov [Vec ((n —q— 2)B)] =2(n—q—2)Ni(B® B)

Igualando ambas expresiones,

(n— q — 2) Dy, Cov [v (Z?)] D, =2D,D; (B® B)

| S

(n — ¢ —2) DDy Cov [v <§>

(n— g — 2) D}y, Cov [v (ﬁ)] D.Dy = 2D} (B ® B) Dy

(n — g —2) Cov [v (Z?)] _ 2(DyDy)™" Dy (B ® B) Dy (Dy D)™

y por tanto

Cov (v (ﬁ)) __ 2 prBeB)(D:)

n—q—2

Luego la matriz de covarianza de los estimadores B y B es:

n—g—2

5 B A™! 0
- 0 2_p;(B® B) (Di)

6Gi A es una matriz de Wishart Wi(n,X),

Cov (Vec(A)) = n (= + Ik k) (E® X) = 2nNj (E®X)

donde Ni = -;—(Ikn - I(k,k)) siendo I(k k) la matriz de permutacién, como define D.G. Nel,

34].
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6 Calculo de la matriz de informacion de Fisher.

A partir de (4.2) podemos calcular la segunda diferencial del logaritmo de la
funcion de verosimilitud:

d*log L(vs, . ..,v,; 3, B) = %tr {(n - 1)B™Y(dB)B™'(dB)—

23" (v — Bua)(va — ua) B (dB) B~ (dB) B~

a=2

23" (dB) ua(ve — Pua) BNdB)B™ — 23 (dBu,) B~ (dB)uqa—

a=2 or=3

23 (0 - ﬂua)'B“l(dB)B“(dﬁ)ua} B

= gr {Bﬁ1 (dB) B~ (dB) B~ ((n “1)B-2" (va — Bus) (va — ,Bu,,)') -

a=2

—4B7 ' (dB) B~ (dB) Zi: Uq (Ve — Buy) — 2B (dP) i: U U, (dﬁ)'} =

=2 :
- %Vec (B (4B) B! x

n

s Vi ((dB) B! {(n _1)B-2 [Z bt — ) (11— gua)'] }) _

—2Vec (B—1 (dB) B-l)'vec ((dﬁ) z: U (Vo — ﬂua)’) _

—Vec ((df') B™)  Vec (Z g, (dﬂ)’) =

a=2
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1
= 5dv(B) D (B® B)™

x [{(n ~1)B-2 [?;2 (va — Btg) (va — ﬁua)'] } B7'® Ik] Dydv (B) -

n

—9dv (B) D, (B® B)™" (Z (va — Bug) uh ® 1k> dVec(B) —

a=2

—dVec (B) Ipgrry (B™ ® o) (I ® A) Iig41,1yd Vec (B) =

1
= §du(B)'D;c (B B)™ x

x [{(n ~1)B -2 znj(va — Buy)(ve — ﬂua)'} B'® Ik] Dydv(B)—

a=2

—2dv(B)' D} (B® B)™ (an(va — Bug)u, ® Ik) dVec(B)—

a=2

_dVeC(ﬁ)lI(k,q_‘_l) (B_l ® A) I(q_*_l’k)dVeC(,B)

Calculamos a continuacién las parciales segundas respecto a los parametros.

Se tiene:

(¢) Parcial respecto a Vec(3) dos veces:

JlogL
g = —_— il
=g Vec(B)d Vec(B) laty (B ® A) I(g41,k)
y utilizando las matrices de permutaci6n7 ([34]; [29]) obtenemos
F=-(AeB7) (6.1)

(o) Parcial respecto de v(B) y Vec(B)'":

7Amxn ® Bpxq = I(p,m) (BPXq ® AmX")I("y‘I)
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dlog L B . a1 / :
B = 5 Baveegy — P (B B) (Z(v" ~Pualia ® I’“) (62)

ar=2

(e) Parcial respecto de v(B) dos veces:

JdlogLL 1 :
B = gotmoemy — 20 )

siendo

S = —;—D; (B® B)™ [{(n —1)B - 2;”):2(% — Bug)(ve — ﬂua)'} B'® Ik] Dy

y por tanto

Ly
F3 = ZDkX

X {(B ® B)™! [({(n -1)B - 22(% — Buy)(vg — ,Bua)'} B“) ® Ik] +

+ [B—l ((n — 152 az::z(va — Bug)(va — ﬁua)’) ® Ik] (B® B)—l} Dy (6.3)

Asi pues, la matriz hessiana sera

_( B F
a-(% %)
siendo los valores de Fy, F, y F3 los correspondientes a (6.1), (6.2) y (6.3)

respectivamente.
Vamos a calcular ahora los valores esperados de las submatrices anteriores

Elf]=-(A®B™)



81 Francisco Torres Ruiz

Bl = ~D4 (B B B3 (vs ~ Buaut © ) =0

a=2

oiF) = L0t 200 - (B o B D= ="

DL(B® B)™' Dy

Por tanto, la matriz de informacién de Fisher sera
[= A® B! 0
= o stoiBeB) D

7 Cota de Cramer-Rao.

Como es sabido, la cota de Cramer-Rao viene dada por

5] > CR = |D(O)| |I7*] 1D(6)]

donde ¥ es la matriz de covarianza del estimador de los pardmetros y D(0) es
la matriz de derivadas de la funcién paramétrica que ha sido estimada, respecto
de los parametros. Adviértase que los parametros a que hacemos referencia son
Vec(B) y v(B), en tanto que la. matriz de covarianza encontrada estd referida a
(ﬁ’) yv (E) , para las cuales la matriz D(6), en

las funciones paramétricas Vec
este caso, presenta la forma

I 0
D(o) = ( (qu’k) Ik2 )

puesto que la parcial de Vec(3) respecto a Vec(B') es I(g41,)- De todo ello se

deduce que

D(0)I'D(8) =

I(q+1,k) 0 A'® B 0 / I(k,q+1) 0 _
0 I 0 ;%fD,: (B® B) Dy 0 L2

k2

_(BeA™! 0
- 0 -2.D;(B® B)D;'
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Aplicando el resultado 2, ([29] p. 50), la cota CR puede expresarse como

2
CR > |B®A-‘|ln_lD;(B®B)D;'

k(k+1 :
= (141 * 1817 ([n?_l] M]B|—(k+l)) -
—k(k31) 2 "
=(n-1)7" 2 254" |BI"* (7.1)

y puesto que el determinante de la matriz ¥ es

5] = (n— qg—2)~" 7 25| A|*| B

yq>0=n—q—2<n-—1,es evidente que se verifica la relacion (7 1).
El pardmetro f, se estima, aplicando el teorema de Zehna, por fo=Bo+

%dlag(B), y las matrices de covarianza de fo, ,31, ceny ﬁp se calculan de modo
similar. Finalmente se estima la tendencia (drift) y la varianza de las variables
endogenas mediante las expresiones:

EXt,:‘:xlieXP (f01t+ZﬂJtZE1a)7 i:]-?"',k

1=1 a=1

mt,izzfiexp( [fo,t-%Zﬂ],ZFm]) [exp (I;/zt)—l]; 35 Lywenslo

=1 a=1

parat=1,+s, k3 t =1,2,74,

8 Contrastes de hipotesis

A continuacion nos planteamos algunos contrastes posibles sobre los parametros
que intervienen en el proceso.

Los contrastes pueden ser diversos, pero no cabe duda de que los més inte-
resantes, en principio seran:

8
DI (A~'@ A~Y)D7'| = 2~ 254
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. Contrastar que cualquiera de los parametros B;;1 =0, ..., q sea igual a un

vector determinado, en particular al vector cero lo cual nos haria ver la
posible no influencia de algin factor exégeno, de forma individual, sobre

el proceso.

. Contrastar si algin subconjunto de pardmetros es cero, con lo cual deter-

minarfamos en tal caso si, de forma conjunta, algunos factores exdgenos

no influyen en el proceso.

. Contrastar si algunas componentes determinadas de los vectores (o sub-

vectores completos) son nulas, en cuyo caso se veria cuales de las compo-
nentes del proceso se ven realmente alteradas por la aparicién de factores

ex6genos en él.

. Contrastar la posible independencia entre algunas de las componentes del

vector con el fin de comprobar las interrelaciones entre las variables que

conforman el proceso.

8.1 Contrastes sobre los pardmetros 3

Particionemos la matriz 8 como 3 = (B,|B;), donde B, es de dimensién k X ¢
yBydek x gy conq+g=9+1=7

Empecemos por lo tanto con un caso genérico en el cual se desea contrastar

la hipdtesis

HolBlzBI

donde B* es una matriz fija de dimensién k X siendo el caso en el que Bj sea
1 1y 1
la matriz idénticamente nula aquél en el cual estaremos maés interesados.

F

Q={(B,B):B>0}CR
w={(B,B):B=B,,B>0}C

De una parte sabemos ya que, bajo la hipétesis alternativa:
!

Las regiones del espacio asociadas a la hipotesis alternativa y nula seran:

i k!k-}-l!
gk+—=
qu ' k!k:—l!

- Xn: (va - Bua) ('Ua - ﬁua), y BQ =CA™!

a=2

B =

de donde se obtiene:
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_!n—l!k A _n—1 _(n-1 k
m‘?xL(t'Q,...,vn;ﬁ,B) =(2r)" 2 |Bg| Tz e e
Vamos a obtener ahora los estimadores para la hipétesis nula, o sea, B, y

B, (en donde en B se ha considerado la misma particién que en ().
Para ello llamemos

P |
Yo = Uy _Blua

ya que en el vector U, se ha efectuado la particién U, = (ul,u2), donde ul es
un vector de dimensién ¢, y u2 lo es de dimensién gs,.

Notemos ahora que y, ~ Ny (Byu2, B) con lo cual es inmediato obtener los
estimadores maximo verosimiles bajo la hipétesis nula, sin més que repetir el
proceso ya realizado anteriormente.

Para facilitar los cédlculos hagamos las siguientes puntualizaciones:

Consideremos en la matriz C' la particiéon C' = (C;|C;), quedando la matriz
A como:

n
A= Ut

a=2

wlel! ulu?!
:(Au Arz _ (,X_:z Z
An Ap

Zu2l 1 Zu2 27

Con ello se obtiene:

=1 i
Zya 2/ Zuz 2/] - Eywi'A{zl

=2 a=2
2 1 e

Bu = n—1 Z (ycx - B\Zwui) (ya - 3\2wu§),

a=2

Ahora bien, como

n n

n
21 g—1 _ x 1Y, 2/ 2/ x 121\ g4—1 _
Zyaua Ay = Z (va“Blua) " Az = Z (Uaua — Biugug ) 22 =

=2 a=2 a=2

= (C; — BiAsp) Ay

se tiene
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[5;2w = (CZ - BTAU) 142_21
y como

n

5™ (vo — Bai) (v~ Bur) =

a=2

= Z ya‘y'a + ngA22g;w - Z Yo (Bzwui)l - Z [§2wuiya' =
a=2 a=2 a=2
=, Yol + By, AzaBo., — Bo AgaBa., — By, ApBs. =
a=2
=3 (0o — Biud) (va = Biut)' = BauAnBi
a=2

se concluye que

n

(n—1)By = Y (vo — Bawtid) (va — Bruic ) =

a=2

= zn: (va - Bfu},) (va - BIui), — BowAnBs, (8.1)
a=2

De resultas de todo ello tenemos:

_!n—l!k ~ n— n—
maxL (v,..., 0,38, B) = (2m) 72 1B, e

Por lo tanto, el criterio de razén de verosimilitudes para contrastar la hipé-

tesis
HO i Bl = B;
es:
o EEE
. 2
m‘?.x]L(vg,...,vn,ﬂ,B) |BQ
= = n—1
2

= mng(v%...,vn;,B,B) o |§w
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Invarianza del criterio.

Tal y como se ha planteado el criterio, éste posee una importante propiedad de
invarianza frente a transformaciones del tipo v} = Dv, . donde D es una matriz
cuadrada no singular.

Dicha propiedad se deduce de las relaciones siguientes

B*=DCA™ =Dp

By = DBD'
:62w = DC2A22 = Dﬁ2w
B> =DB,D'

siendo por ello por lo que hemos trabaj ado con v, en lugar de con z,

Distribucién del criterio.

Para hallar la distribucion del criterio anterior hemos de dar previamente una
serie de pasos:

a) Por un lado tenemos:

~ 3 ~ PN A, A
Ba=CA & foA=Ce& (Bmle) ( A;i AZ ) = (C1]Cy)

De donde se obtiene:

C,= BIQAII + g2QA21

C, = BIQA12 : gznAn

y en particular

gm == 02 2_21 - 319A12A2_21
b)

Bow — Bag = (Co — B{Ary) Az} — (Co — BiaAn) Az} = (Bia — B;) ApAz;

c) Llamando



Francisco Torres Ruiz

87
V={v v,) U :(u1 ul) U. —(u2 u2) U = y
Dy 576 w0y n 1 Dy w0s 8 g n 2 SRR et 71 U2
se tiene
A=UU"
d)

v — pU] = [V — BaU) + [BalU — BU] =
_ [V - BaU] + (Bia Bo) (51) — (B1,5:) (52) =
= [V = BaU] + [BiaUs + Baals] — [BiUs + BaUa] =
— [V - BaU| + [Bia — Bi) Ui + [Baa — B2| Uz =

[V — BaU] + [Bua — Bi] Us + [Baa = Ba + B = B Uy =

= [V = BQU] . 3 [Bm - B:] Uy = [B2w - Bm] U; + [Bzw - 32] U, =

= [V - BQU] + [BZw — Bg] U; — [g1n - BI] [U1 — ApAy U2]

e) Por otro lado tenemos:
[V — BU] = [Baw — Bo) U = [V = BiU1 = Bal] - B — Ba| Uz =

= [V — BiU, — BoUs|

Y, por lo tanto, restando [g2w - Bz] U, a ambos miembros de la expresién

obtenida en d) se tiene:
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[V - BiU, - By Uy = [V = BaU] - [Bia - B;] [U: - AnAZ Uy
f) Por dltimo se tiene:

U1 — A3 Us| [Uy - A, AZ0,) =

= Ay — ApAy Ay — A A5 Ay + A Az Ay As) Agy = Aqy 2

[V — BaU| [Uy — A12A5Us] = 0 puesto que [V — BoU] U' = 0
Tras estos calculos se tiene:
(n—1)B, = [V = BiU, - Bo, U] [V — BiU, - Bo, Uy =
= ([v-BaU] - [Bia - Bi| [U: - A Az} Uy]) %
x ([V = BaU] - [Bia - Bf] [U - 4uA5i03]) =

=(n—1)Bo+ [glﬂ - 31*] Aq12 [glﬂ = B;]I

Con ello el criterio queda en la forma siguiente:

_ |(n—1)Bg |7
| (n = 1) Ba + [Big — Bi| Auz [Bua — Bi] 1%

Asi pues resta por conocer la distribucién de la matriz

[Bia = B] Auz [Bia - B7]'

Se puede demostrar ([1], p. 298-299) que dicha matriz se distribuye segiin
una Wishart W; [q,; B], siendo ademds su distribucién independiente de la de
B,

Asi se tiene que la distribucién del criterio
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e | (n — 1) Bﬂ |
| (n—1) Ba + [gm — Bi| Auz |Bia - BT]’ |

n—1

es la misma que la de

|G| )
Ui p—1-5 = G+ H (8.2)

donde G y H son dos matrices independientes y distribuidas respectivamente
seglin sendas distribuciones de Wishart Wy (n —1—¢,B) y Wi (a1, B )

Situacién parecida tenemos en el caso en que el contraste es:
P _— *

donde B es una matriz fija de dimensiones k X g;. El caso en el cual estaremos
més interesados es aquel en que la matriz B; es la matriz idénticamente nula.
Las regiones del espacio asociadas a la hipétesis alternativa y nula son, res-

pectivamente:
Q = {(B,B): B > 0} C R#+*5™
w={(B,B): B =B, B >0} C RE+*5™

Sin mas que repetir el proceso anterior, tomando
e *, 2
Yo = Va — Bl Uy
tendremos:

By, = (Cy — BiAs) A

(n—1) Bu = Zn: (ya - glwui) (ya _ glwu},)l =

a=2

= i (va - Bgui) (va - B;ui), — B AuBi.
a=2

Por lo que el criterio de razén de verosimilitudes para este caso vendria dado

por:
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|(n—1)Bq |
| (n—1)Bg + [gzsz - B’zk] Az [gm = 35]1 l

que posee la misma distribuciéon que:

2
An—l —

u I
kyazn—1-7 |G+ H|
donde Gy H son dos matrices independientes y distribuidas segun sendas dis-

tribuciones de Wishart, Wy (n — 1 —q, B) y Wi (g, B).

(8.3)

Momentos del criterio.

En el apéndice A se puede observar que los momentos de orden h del estadistico
Uk, m n vienen dados por:

e
E [uk,m,n] - E T [n—;-j-l] r [n+m2—i+1 4 h]

por lo que se tendra en este caso, tomandom =¢; yn=n—¢—1:

a1 k T [n—*h—f] r [(n—l)(1+h)—a—i+1'
E [Ah] =k I:Z/{k,;h':—ﬁ—l] - H T [n—g—i] N [(n—l)(1+i;2)—q2_i+1i

i=1

Algunos contrastes de interés.

Contraste H : y, = 0.
Este contraste es un caso particular del estudiado en el apartado anterior

HO : Bl = BI
con B =0, ¢, =1.
Asi pues el criterio de razén de verosimilitudes adopta la forma:
AT = l(f =i
(n —1) Bg + BoaA11.2000

(8.4)

donde
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1. BQ = : Zn: (vo, — Bua) (va — Bua>’.
o=2

=1z
2. BOQ es la primera columna de la matriz B =CA™.
3. Ay =An — A12A2_21A21

La distribution de (8.4) se obtiene de la anterior (8.2)

G|
L I G+ H| (8.5)

donde G y H son dos matrices independientes y distribuidas respectivamente
segin sendas distribuciones de Wishart, Wy (n —q—1, B)y Wi (1, B).

Contraste H,: 8; = 0. (i=0,...,q)
Este contraste puede ser expresado también en la forma

Ho:BlzB;

Para ello hemos de reordenar la matriz de los pardmetros, teniendo ahora

:B == (ﬁi’ ﬂl, =eas ’:Bi—laﬁ0718i+la 411 aﬁq)

surgiendo el vector %, como:

- !
Uy = (Eaa Fla7 ) F‘i—laa (ta—l - ta) ) E+1a1 Tty an)

vector que se puede expresar como U, = Tyu,, donde la matriz T, es la matriz
de permutacion siguiente:

/ (e
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(3+1) .
ye; :(07"'7 1 ,...,0)’, (]:0,---,(1)-

Con ello el criterio de razon de verosimilitudes adopta la forma:
|(n—1) Bq|
|(n — 1) Bg + BiaA11.20%|

(9 =
Uging1 =N = (8.6)

donde:
1 n

S (va — Bua) (va — Bua)’

a=2

2 B,-Q es la (2 + 1)-ésima columna de la matriz B =A™
3. A;,, se obtiene de la matriz T;AT;.

siendo la distribucién de (8.6) la misma de (8.5).
Contraste Hy: §;, = B;, =---=f3;, =0.

En este caso deseamos contrastar si una parte de la matriz paramétrica 3 es
igual a cero.

Concretamente, sea {i,...,1,} € {0,...,q}.

Primeramente reorganizamos la matriz de pardmetros:

ﬂ = (:Binﬂiw o "ﬂih)l ﬂih.H, ot 7ﬁiq)
donde {ih+1, o iq} ={0,...,q} — {i1,...,in}, surgiendo el vector @,

g uor = T{il,...,ih}ua

donde la matriz T;, . ;,} es la siguiente matriz de permutacién:

()
12

T{il,...,ih} = e’.h
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El cociente de la razén de verosimilitudes queda asi en la forma:

U{ih---yfh} A |(TL - 1) Eﬂl - ’ G i
k.h,n—3 {u, ain} ~ ~ v & |G+ H|
| (n - 1) BQ +':6{i1,...,ih}QA11.2:B{i1,___,ih}Q]
(8.7)
donde

sa5 1 i ~ ~ /4
1, Bﬂ = n—1 O(ZZ:Z (va _:Bua) (Ua _ﬂua)
2. ,3{,-1,_-_,;,1}9 son las columnas {iy,...,i,} de la matriz ﬁ =CA™!

3. ﬁu.z se extrae de la matriz T{il,.--,ih}AT{’il,...,i;.}

y Gy H son dos matrices aleatorias independientes distribuidas respectivamente

segin sendas distribuciones de Wishart W (n —q— 1, B) y Wy (h, B).

Distribuciones exactas.

Gracias a las caracterizaciones obtenidas en el apéndice A se puede obtener
algunas distribuciones exactas para el anterior criterio en casos particulares.
En concreto:

Caso ¢; =1

“En este caso se tiene:

1-UY), — n—qg—k

k,1,n—q—

de donde se deduce la regién critica siguiente:

A; < N(e) & A,"" < A"‘1 (e) & L{,ﬁ'l g1 < L{(‘ 1n-g-1(€) &

1—ul£‘1n—q—ln—q_k> ulgt}n—q 1(6)77"_6__]{:<:>
Uzﬁfi,n_a-l k k 1 . ,(e) k

¢ Fing-k > Fing-i(€)
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Caso ¢, =2

Este caso procede del contraste

Ho: 0, =B, =...=fn=

con h =2 y (i17i2) < (0,,(])
Es conocido (apéndice A) que

—Vuk,2,nn—k+1 F
~ L'2k,2(n—k+1)
V Uk,Z,n k

por lo que se tiene en este caso:

1= U™ w—k—7
u ‘1:’2
V k2,n—g—1

Con ello:
A{il,iz} = A{i11i2}(6) <

&AL < Az::iz}(s) SUSE | <ulsi () e

o LoV n k-7 1- UG (@) n—k-7
V ulf:é,;zjﬁ—l kK ul?zl 'r?}q—l(e)

= F2k,2(n—k—i) = F2k,2(n—k—?i)(5)

™

Distribucién asintética
Anteriormente se han obtenido los momentos del criterio. En concreto se tenia:

n—1 k T [r=g2=t r (n—=1)(1+h)—g—i+1
E[\]=E [uk,ql,fi—q_ ] =1 %"-31‘]]1“ [L —1)(1+§—q2—i+1% -
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_HF 2
=G ﬁr[(n—l)(1+h)—q2—i+l]

[(n—l)(l+h)—2j—i+1]

2

[(n—l)(1+h)—q—i+1]

2
= K= ,
("—1)(1+h)—<b—]+1
Ir| ; ]

Con estos momentos se puede aplicar el desarrollo asintético de la distribu-

cién del criterio de la razén de verosimilitudes para hipétesis lineales (apéndice

B).

En dicho desarrollo tomemos:

T P A e (e
£ = - (i=1,...,k)|nj=—92i2g'—‘ G=1,..,k)

Por una parte, los grados de libertad vienen dados por:
a b 1
f=-2 Z&'—Zm‘—g(a—b)
i=1 =1
quedando en este caso:

k _ “ k . »
g+i—1 gy+3=1
f=—z[z———2——z—2—§—]=kql
=1

=1

Procedamos a calcular ahora w; y ws, que vienen dados por:

_ = [i B ya(ex+ &) _ Xb: Br1a(9; + ’75)]

CrETD | ET uy o ()

/

En primer lugar se tiene:

k B2 €; $ k B25J- '
wlzl[z_(jﬁ_z_(_tﬂ] -

2 =1 P j=1 Pyj
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_ 1 . (1 —~plin —~1)—{@+gq+i—1) _
~p(n—1) L;Bz( - )
k {l —p}in— 1} ={gy+ 3 ~1)
_;&( : ”
Bz(h)::hz—h+é

Tras hacer operaciones se tiene:

32((1—p)(n~1)—(ql+q2+i—1))_

2
p (Uple=) (@ sion)_
~B, 5 -
=L g +2i+ 26— 201 - p)(n —1)]
y asi:
L 1-— -1) - —1
S B, (( p)(n—1) 2(‘11‘*‘42‘*‘1 ))_
=1
: 1-p)(n—1)—(g2+35—1
$, (LR rizh)
j=1
k
= o +26-20-p)n—1) +k+1]
Con ello:
_ kg
Si deseamos que w; = 0° , entonces:
1
p:n’)jl donde 71:n—q2—§[q1+k+3]

9El tomar w; = 0 obedece al hecho de acortar el desarrollo asintético
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En segundo lugar

1[E By(e+ &) - Ba(d; + 1))
G [E e = w) ]

=1

que en este caso queda como:

2 £ 1-p)n—1)—(@+@+ti-1)\
=L 2 )
- (1—p)(n—1)—(g+j—1)
_233( ; )]
By(h) = h® — ‘;—’h2 + %h

Tras realizar los calculos oportunos se obtiene:

donde

kg [k* + ¢ — 5]
Y2 = 48

Con ello, como Uy g, n—g-1 = AT se tiene:
P[-2plogA < 2] =P [——2;1—7_1—1— log A < z] =
=P [ log AT < 2| =P [~ 71 logUn gy n-g-1 < 2| =

= P [ <] + B [P [xhuure <] ~ P b <] 40027
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8.2 Contrastes sobre subvectores

A continuacién estaremos interesados en contrastar si algin subvector de los
vectores paramétricos es nulo. Para ello basta con tomar una matriz D; de
dimensiones ! X k con rango por filas completo, o sea rg(D;) = [;({ < k). A
continuacién consideremos el vector Z, = D,V,, verificandose:

Z, ~ Ny (D,pU,, D;BD;) = N, (AU, P)

En tales condiciones se tendra:

A =D ® = D,BD;
Estaremos interesados en matrices D; que estén compuestas por unos y ceros
de tal forma que Z; no sea mas que el vector U; reducido en su dimensionalidad.

Por ejemplo, si K =5 y estamos interesados sélo en las componentes 1, 3 y 5,
debemos tomar la matriz IJ; de dimensién 3 x 5, de la forma

1

1000 0
D=0 010 0 rg (D)) =3
0000 1

Si descomponemos la matriz A en la forma A = (6;|d;) = (ﬁ0,|ﬁ1,| .- |,6’q,)
podemos hacer un estudio del mismo tipo al hecho en los apartados anteriores.

Por ejemplo, si §; = B;, entonces, contrastar §; = 0 es lo mismo que con-
trastar que un cierto subvector de 3; es nulo.

En el caso en que §; = (ﬁil,ll S I,B;h,,) , entonces el estudio de §; = 0 equivale
a contrastar si una parte de los vectores paramétricos exogenos es nulo.

Con ello vemos que este tipo de estudio sobre subvectores de los vectores
paramétricos se reduce a un caso particular del visto con anterioridad, donde
sélo cambia la dimensionalidad del espacio paramétrico considerado. Notemos
por ultimo que para otros contrastes de este tipo seguiriamos un procedimiento
parecido, pero con la introduccién de matrices de permutacion para reducir
dichos casos al caso anterior.

8.3 Contrastes sobre independencia por bloques.

Partamos del vector k-dimensional:

Va i Nk [ﬁua; B]
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y consideremos en él la siguiente particion:

Vo= (V3, V2.,V V)

donde los subvectores V; son de dimensién p;, 1 =1,...,m con 32, p; = k.
Esta particién en el vector V,, conlleva las siguientes particiones en las ma-
trices de parametros 8y B:
En cuanto a la matriz 3 tenemos:

i
132
p=|"
p"
con 3 de dimensién p; X, i = 1, ..., m, mientras que la matriz B se descompone
como sigue:
By B Bim
B= By, B‘22 Bom
Bll B12 .o .« Blm
con B;; de dimensién p; X p;, 1,7 =1,...,m.

Con todo ello se tiene:

} V;«»Nk[ﬂiua;Bii] t=1,...,m

En este caso estamos interesados en contrastar la independencia de los m
bloques en los que se ha descompuesto el vector V,, lo cual lleva a la hipétesis
nula: Hy: B;; =0 (i #£73; 4,5=1,...,m)

/" Sabemos que bajo la hipétesis alternativa la funcién de verosimilitud con-
junta es:

L{tvas: o090 0: B) =

- (21r)‘£2_71)"i|B|"mz—_ll etr —% > (va — Buy) B~ (vg — ,Bua)]

a=2

mientras que, bajo la hipétesis nula, toma la forma:
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Lty <+ 503 05 B) = ﬁL (v;,...,v;;ﬂi,Bi‘-) =
=1

LA n—1)p; n— 1 n o o ' ) 5
= [[(2n)" "2 B " et [_5 > (vh — Biug) B (vl — 6‘ua)]
=1

a=2
Las regiones del espacio asociadas a la hipétesis alternativa y nula son:
- k(k
Q = {(B,B): B> 0} C R#+5
_ K(pittrhn)
w:{(B7B11)"'3Bmm):Bii>0}ngq+ 2

Bajo la hipdtesis alternativa los estimadores maximo verosimiles son:

Bqg = . Zn: (va — ﬁua) (va —ﬁua), y BQ =CA™!

n—lm=2

de donde se obtiene

B e

m(elxxL (vay--.,vn; 8, B) = (2m)”

Bajo la hipédtesis nula, si descomponemos tambien la matrix C en la forma:

Cl
02
C=| .
cm
con C* de dimensién p; X G, ¢ = 1,...,m, se pueden obtener los estimadores

maximo verosimiles, que seran:

By = —— > (vh— Biua) (vh— Bina) i=1,...,m

wit —
n—1=

ﬁ,f,=CiA_1 A T

/

de donde:

ek o ag (n-1)p;
mu?‘xL(v%"',vn;ﬂ,B): (271') z HlBU"il = :

=1
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Concluimos, por tanto, que el criterio de la razén de verosimilitudes para

este contraste es:

| Itn-1Bal
H l(n - l)éwiil
=1

A

donde

(n—1)Bg~ Wiln —g—1;B] y (n—1)Buis~ Wy [n—7—1; Bil
Si notamos D;; = (n — 1)Bw;i yD=(n- I)BQ y si consideramos
v = AR

podemos expresar

donde:

Diay sev wne Dpepgen Dpag

v Di,l S S D,",'_l D,’,‘ ;=9 i
Pl . T gy s ey
Dll P oo o Dl,i_l
| S - | Dl
‘Di—l,l oo .o Di—l,i—-l

Notemos que v; es la raiz L"—;—ll-ésima del criterio para contrastar la hipétesis

H;:By;=By=...Bi_1;=0

o sea, V' es independiente del vector (Vi, . Vi_l)', y con ello la hipétesis nula
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Ho:Bjj =0 (i#3;4,j=1,...,m)

es la interseccién de todas las hipétesis H;, (B=1,...,m),

Distribucién y momentos del criterio.

Vamos a obtener la distribucién del criterio anterior. Para ello partimos del
hecho de que D se distribuye de la misma forma que

n—g—1
!
> 77
v=1
con Zy, ..., Zn_z-1 variables independientes e igualmente distribuidas segun una

normal k-variante Ny [0; B].

7
Particionemos el vector Z, en la forma Gy = (Z#, SER 3 Z;") . Asi, la distri-
bucién condicionada

Z | Zi = zfy,...,Z;_l =gt
es normal
2%1, By, Bl,i—~1
Np; | ; Ba—¥;| : ;
2 B; 1 Brisy
donde

By e By -
v, = (Bm ceey Bi,i—l) : : :
By «» Bpjsq

Notemos que el vector U; es de dimensién p; x Pi Pi=pi+...+pi_y).
Planteemos la hipétesis nula

H0:B1£=Bzi=---Bi—1,i:0

que es equivalente a Hy : ¥; = 0.

En estas condiciones, bajo la hipétesis nula, se tiene ¥; = 0, mientras que
el estimador de la matriz B;; es
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D;;
n—q—1

Bajo la hipétesis alternativa, el estimador de la matriz ¥; es

Dyy ... Diia
;= (Dila--wDi,i—l) 5 : 3
Dy «« Bigga
mientras que el estimador de la matriz de covarianzas es:
Du_ Dii-t
=By e G
= B N P | W
n—q-1 Di_1;i Di_1,i—1
n—g-1 °°° n—g-1
Con ello el criterio para contrastar ¥; = 0 es:
=1
Doz wee Ly Dy;
D;; — (Du, ey Di,i—l) g : : :
Dy ay o0 Diag D;

| Dl
Aplicando el célculo del determinante de una matriz descompuesta por blo-

ques '° tenemos:

-1

Dyy ... Dyia Dy;
D;; — (Du, e D:',i—l) ! : : :
Di—l,i ok Di—l,i—l Di—l,i
| Dl

10Dada una matriz en la forma
| A Are
A=
( A1 A )

se tiene:
|A| = |A11| A2z — An AL{ Aral
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Dy o Dyjg Dy;
I ag wvs Pragas | P
B Dy e Mgy D;; l
By . Digy
: : : | Dy
Dija «vv Begia

expresion que coincide con v;.

Notemos que la distribucién del criterio anterior no es otra que la del U-
estadistico Uy, 57, n—g—pi—1-

Notemos ademés que como la distribucién de v; no depende del condicio-
namiento sobre Zf,,’y = 1,...,1 — 1, se deduce que la distribucién de v; es
independiente de vy,...,v;_;.

Con todo ello el criterio para contrastar la hipdtesis nula

HO:Bij:0(i7éj;i)j:1,"-7m)

no es otro que

m P
H PiP;m—q q—pi—1 — H H X’J
=2 1=29=1

donde

n—q—-pi—J P n—q—-1-pi—J5 P
Xﬁ”ﬁ(———f—‘*§>=ﬁ( 5 ’5)

Asi los momentos de orden h para v vienen dados por:
m Pi

B[] = [T e [x5] =

=2 j5=1

B m B F( (n 1=4 1)) v#ﬁ—j h=101 — o Ezj“—l v =
S e

n D (dn—j—q— 1) P (hn—j—q—1-7)+ BT GF)
= i = i) T T a1+ )
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 mET(i(n—j—g-1-p)+thPG-j—q-1)
= rim = =g 1)l -i—a-1)+h)

i=2j=1

Dado que v = An—if, los momentos para A son:
E[AY =F [Uu] -

_mnP(in-j-q-1)G((n-1)(1+h) g =P —J))
=L TG = —q—1-p) T (- DA +h) —a— 1))

=2 =1

m o P(in—j—g— )T R(n =R —a—Fi=J)
= Fin= =1 -) G- DA+ ) —a—)

=2 j=1

1

HIF(%(n—j_q—l))EIIFG((n—l)(l-kh)—q_j))

fir (ben-i-a-0)Iir (Gl -D0+ 5 -a-1)

(An—j—g =) TG - DA+h) —a=Fi=3) _
(Ln—j—q-1-p)T(((n-1)(1A+h)—g-7))

Pi

13=1

.‘IF(%(n—j—q—l))EF(}i((n—l)(1+h)—q—i)) |

1=

e (Sw—i—e-0) T T (G- D0 +H -a-3)

i=1 i=13=1

donde se ha definido 7, = 0 y se ha empleado que:

m  Pi k
l:Ill:IIF(%((n—l)(1+h)—q—ﬁ;—j)>=_1:[1F(%((n—1)(1+h)—q—i))
y !

k

ﬁﬁf(%(n—j—q—l—n-)) =HF(%(n—i—q—1)>

=1 ;=1 =1
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Distribucién asintética del criterio.

Segun el apartado anterior tenemos que los momentos de la distribucién del
criterio de razén de verosimilitudes pueden expresarse como:

HF( (n—1 (l-I-h)—q—z))‘

(1L (3 -0+ —g-5)

=1 3=1

E[AY] =K

donde:

[T r (-5 -a-1)

¥ = =1 j=1

HF( (n—1—¢q ~1))

Esta expresion permite emplear el desarrollo asintético debido a Boz, (apén-
dice B). En dicho desarrollo tomemos:

a—klb pr+-- +pm—k|:v,—y] "‘llc,-—cf (1-—p)i=
fl 9—(221 k)l’h _Ei‘l (2:1,...,m;j=1 )pt)

Por una parte, los grados de libertad, que vienen dados por:

f=-2 {i&—;m s %(a—b)]

quedan en este caso como:

e[

i—1

m  P: m m
_9*7 + 3
1= 3=1 i=1 1<J
!
Procedamos a calcular ahora w; y w,, que vienen dados por:

_ (_1)r+l . Br+l(6k+§k)_ ° Br+1(5j+77j)
T+ [Z G H T GuY ]
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En primer lugar se tiene

£

m_ P B,(6; +m)}

:l{ng(e +&) oy B

1
2‘1'—1 1=1.3=1

_ p_(nl’_l_) [Zk: B, ((1 —p)(n —21) —(¢+ i)) B

=1

m i ((1 _p)n—1)— (q+j))}

_EZB'A’ 9

i=1j=

Tras los célculos pertinentes se tiene:

((1 —p)(n—1)— (q+z)) ii& ((1 —p)(n —21) - (q+j)) _

2 [k"’ = f;p?] +[9+6g—6(1—p)(n—1)] {kz = :Z:;p?]

- 2%

De donde se concluye con:

. [2 [k = ip?] +[9+6q—6(1—p)(n— 1] {k - ipﬂ

i W == ax

Para que se verifique w; = 0 habra que tomar el siguiente valor de p:

2 [k-" = ip?] +[9 + 64] [k2 - ipf]

=1 i=1

6(n — 1) [kz — ip?]

!

p=1-

=1
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y en segundo lugar

Zk: 3(€; + &) iiB;;J s+ 1)

=1 (P“" i=13=1 (py;)?

- ‘3(p(n2— D)’ [Z o ((1 S i)) B

_ii&( (1= p)(n —21) —(q+j)>

i=1g=1

Concluyéndose, tras operaciones aritméticas, que:

ZB ((1 == (q+i)) —iZB ((1 —e)n=1) - <q+j)) _

=1 1=1

o3|
—g M- ]+ ;% 5 |7 -7

=1

y, en definitiva:

k3 3 m p?] .
oL L[k‘;_i,,‘;]_i[__?;l_ﬁ_z[kz_iﬁ]
p2(n —1)? |48 =~ 72 [k2 B ipg] 96 e
=1

Tras estos cé,lc;llos veamos la distribucion asintotica del criterio:

Como v = A=, entonces logv = 25 log A y asi, 2log A = (n — 1) logv.
Con ello:

P[—2plogA <z] =P[-(n —1)plogv < z] =
g -
=P [x} <2+ 35 [P Gru< 2] —P[xf <] + oM

donde:
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M=[p(n—1)] 7=Muw

Estudio de algunos casos particulares:

a) Caso de dos bloques.

En esta situacién es facil calcular que:

L. f=pip2
9 _1_P1+P2+3+2q
P 2(n— 1)

. P1P2 2 2
3s Wy = ___—_‘48[)2(71, — 1)2 [pl +p2 5]

b) Independencia de todas y cada una de las variables.

Se obtiene como caso particular, con p; =1 1=1,...,m
k k(k—1)
Lp=y1=t
i<j
L, AE+DE+60)
BE 6(n— 1)
k(k—-1) 4
W2 = G 1) [24 — 2k —13]

9 Ejemplo Practico

Como ejemplo de aplicacién del programa de ordenador sobre inferencia en
el proceso lognormal multivariante con factores exégenos, hemos empleado los
datos de Tintnér, [50], que aparecen en la tabla 2.1.

Dichos datos consisten en observaciones desde el ano 1950 al 1972 de seis
variables en Colombia. Las dos primeras corresponden a factores exdgenos al
proceso, los Cambios relativos en la inversién privaday los Cambios relativos en
los gastos del gobierno, y las cuatro dltimas son variables endégenas: Producto



Tesis Doctoral 110

nacional real, Consumo privado real, Inversiones privadas reales y Gastos reales
del gobierno. La fuente original de los datos son las Cuentas nacionales del
Banco de la Republica de Colombia en 1974.

Tabla 2.1: Datos de Tintner.

0 0 13790.4 | 10604.7 | 1952.1 | 760
—0.00125 | 0.12338 |14657.2 | 11403.9 | 1949.7 | 853.8
0.08541 | 0.08166 |15318.9 |11876.2 | 2116.2 | 923.5
0.25937 | 0.17028 |16021.9 | 12326.9 | 2665.1 | 1080.7
0.1588 0.13149 |18226.9 | 13874 |3088.3 | 1222.9
0.05702 | 0.05065 |18150.4 | 13952.2 | 3264.4 | 1284.8
0.00522 | —0.03022 | 19302.3 | 14587.4 | 3281.4 | 1246
—0.08462 | —0.06827 | 20239.3 | 14759 | 3003.8 | 1160.9
0.11154 | 0.03031 |20682.5 | 15004.9 | 3338.8 | 1196.1
0.08375 | 0.06016 | 21897 |15924.3 | 3618.4 | 1268.1
0.16431 | 0.13786 | 23258 |17034.2 | 4213 |1442.9
0.06819 | 0.12679 |24533.1 | 18213.3 | 4500.2 | 1625.8
0.04098 | 0.10620 |26106.3 | 19618.1 | 4684.7 | 1798.5
—0.06135 | 0.07419 |26702.8 | 20260.6 | 4397.2 | 1931.9
0.04127 | —0.04593 | 28444.6 | 21940.5 | 4578.7 | 1843.2
0.01255 | 0.04652 |29657.4 | 22186.4 | 4636.2 | 1928.9
0.13411 | 0.08789 |[31458.2 | 23864.4 | 5257.9 | 2098.5
0.0733 0.04379 | 32002 |23769.5 | 5643.3 | 2190.3
0.195 0.07670 |34559.7 | 25338.9 | 6743.8 | 2358.4
0.05288 0.1108 |[37108.1 | 27316.9 | 7100.4 | 2619.7
0.13065 | 0.18094 |40556.1 [ 29385.9 | 8028 | 3093.7
0.08950 | 0.21248 |42951.3 | 31127 |8746.6 | 3751
—0.02933 | —0.02365 | 46383.8 | 33675.4 | 8490 | 3662.3
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Estimacién de los parametros

o B Bs

4.716885E — 2 5.347716E —2 5.366820E — 2
4.127260E — 2 2.857017E —2 1.200244F —1
_7.343767TE — 4 9.264477E —1 9.257071E —3
_6.192986E — 4 5.294689E — 3 9.368932F — 1

Matriz de Covarianzas del proceso

6.572235EF —4  6.228153E — 4 —1.698838F — 6 —1.894744FE — 5
6.298153E — 4  7.832140E —4  1.475295E — 5 —8.552913E — 6
_1.698838E — 6  1.475295E —5  1.426715E —5 3.509804FE — 6
_1.894T44E — 5 —8.552913E —6  3.509804E — 6 7.271212E — 6

Matriz de Covarianzas Insesgada

7 609957E — 4  7.211545E —4 —1.967076E — 6 —2.193914FE —5
7911545 —4  9.068794E —4  1.708236F — 5 —9.903373E —6
_1.967076E — 6 1.708236E —5  1.651986F — 5 4.063984E — 6
_9.193914E — 5 —9.903373E —6  4.063984F — 6 8.419298FE — 6
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Covarianzas de los parametros

Coll Col2 Col3 Col4

7.722049F — 5  7.317769F —5 —1.996050F — 7 —2.226230F — 6
7.317769FE —5  9.202374E —5  1.733398FE — 6 —1.004924E — 6
—1.996050F — 7 1.733398E —6  1.676319E — 6  4.123845E — 7
—2.226230F — 6 —1.004924F —6  4.123845FE — 7  8.543311E — 7
—1.719927F — 4 —1.629882F —4  4.445793F — 7  4.958471FE — 6
—1.629882F — 4 —2.049639F —4 —3.8607838F —6  2.238263F — 6
4.445793F — 7 —3.860788F —6 —3.733657TE —6 —9.185019F — 7
4.958471FE — 6  2.238263F — 6 —9.185019E — 7 —1.902847F — 6
—3.947999F — 4 —-3.741305E —4  1.020507E — 6  1.138189F — 5
—3.741305F — 4 —4.704834F —4 —8.862227TF —6  5.137809F — 6
1.020507F — 6 —8.862227FE —6 —8.570403F —6 —2.108370F — 6
1.138189F —5  5.137809F — 6 —2.108370F —6 —4.367880F — 6
Colb Col6 Col7 Col8
—1.719927FE — 4 —1.629882F —4  4.445793FE — 7  4.958471FE — 6
—1.629882F —4 —2.049639F —4 —3.860788E —6  2.238263E — 6
4.445793F — 7 —3.860788F —6 —3.733657TF —6 —9.185019F — 7
4.958471E — 6  2.238263FE —6 —9.185019F — 7 —1.902847F — 6
8.148608E —3  7.721996F —3 —2.106310F —5 —2.349205F — 4
7.721996F —3  9.710704F —3  1.829149F — 4 —1.060435F — 4
—2.106310F —5  1.829149F —4  1.768917F —4  4.351642F — 5
—2.349205F —4 —1.060435E —4  4.351642F — 5  9.015236E — 5
—5.433690F —3 —5.149215F —3  1.404539FE —5  1.566507FE — 4
—5.149215E —3 —6.475335E —3 —1.219721E —4  7.071244F — 5
1.404539F — 5 —1.219721E —4 —1.179557FE —4 —2.901781F —5
1.566507F —4  7.071244FE —5 —2.901781FE —5 —6.011579F —5
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Col9 Coll0 Coll1l Coll2
—3.947999F — 4 —3.741305F —4 1.020507F — 6 1.138189F — 5
_3.741305E — 4 —4.704834F —4 —8.862227TE —6 5.137809F — 6

1.020507E — 6 —8.862227F —6 —8.570403E —6 —2.108370EL — 6

1.138189E — 5  5.137809FE —6 —2.108370E —6 —4.367830E — 6
_5.433690E — 3 —5.149215E —3  1.404539E —5  1.566507E — 4
_5.149215E — 3 —6.475335E —3 —1.219721F —4  7.071244E —5

1.404539E — 5 —1.219721E —4 —1.179557E —4 —2.901781FE — 35

1.566507E —4  7.071244E —5 —2.901781E —5 —6.011579E —5

1.027926E —2  9.741109E —3 —2.657059E —5 —2.963465E — 4

0.741109E — 3  1.224981E —2  2.307427E —4 —1.337713E —4 |
_92657059E — 5  2.307427E —4  2.231446FE —4  5.489491FE — 5
_92.963465E —4 —1.337713E —4  5.489491E —5  1.137250E — 4

Cov. del Vech de la matriz de Cov. Insesgada

Coll Col2 Col3 Col4

6.095942F — 8 5E776795E — 8 —1.575722E —10 —1.757431E —9
5.776795FE — 8 6.369448E —8  6.095285E — 10 —1.229365E — 9

1 _1.575722E —10  6.095285E — 10  6.618638E — 10  1.650437E — 10
_1.757431E —9 —1.229365E —9  1.650437E —10  3.625461F — 10
5.474357F — 8 6.884213F — 8 1.296739F — 9 —7.517750F — 10
_1.493227E — 10 5.544802E — 10  6.252511E — 10  1.552758F — 10
—1.665422F —9 —1.423053E —9  1.345257E — 10  3.309940E — 10
4.073042E — 13 —3.537086E — 12 —3.420613E —12 —8.414914F —13
4.549735E — 12 —1.869957E — 11 —1.949609FE — 11 —5.564303E — 12
5.066592E — 11  2.287069E — 11 —9.385301F — 12 —1.944339F —11




—9.453858FE — 10
3.071655F — 11
—1.780768F — 11
1.032387E — 11

1.850721F — 10
2.970508FE — 11
—4.956835F — 12
—4.236542F — 12

4.070192F — 10
7.307628E — 12
5.451283F — 12
—8.776784E — 12
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Colb Col6 Col7 Col8

5.47T4357TE — 8 —1.493227F — 10 —1.665422F —9  4.073042F — 13
6.884213F —8  5.544802F — 10 —1.423053E —9 —3.537086FK — 12
1.296739E —9  6.252511E — 10  1.345257E — 10 —3.420613E — 12
—7.517750E — 10  1.552758FE — 10  3.309940F — 10 —8.414914F — 13
8.657160FK — 8 1.630699EF — 9 —9.453858FK — 10  3.071655E — 11
1.630699F —9  8.038594F — 10  1.850721F — 10  2.970508F — 11

7.307628E — 12
2.872692F — 11
7.066995E — 12
1.738523F — 12

Col9

Coll0

4.542735E — 12
—1.869957F — 11
—1.949609F — 11
—5.564303F — 12
—1.780768FE — 11
—4.956835F — 12

5.451283EF — 12

7.066995E — 12

8.189558FE — 12

3.601673FE — 12

5.066592F — 11
2.287069F — 11
—9.385301 E — 12
—1.944339F — 11
1.032387E — 11
—4.236542F — 12
—8.776784E — 12
1.738523E — 12
3.601673F — 12
7.461535FE — 12

Transformacién de los valores [ estimados

fo

fi

fa

4.754935E — 2
4.172603F — 2
—7.261167FE — 4
—6.150189F — 4

5.347716E — 2
2.857017E — 2
9.264477E — 1
5.294689F — 3

5.366820F — 2
1.200244F — 1
9.257071F — 3
9.368932F — 1
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Covarianzas de los estimadores transformados

Coll Col2 Col3 Col4

7.723573F — 5 7319138E — 5 —1.996049E — 7 —2.226217FE — 6
7.319138E — 5  9.204538E —5  1.733406 £ — 6 —1.004922F — 6
_1.996049E — 7  1.733406E —6  1.676326F — 6 4.123849F — 7
_9996217TE — 6 —1.004922F —6  4.123849FE — 7 8.543330F — 7
—1.719927E — 4 —1.629882F —4 4445793 F — 7 4.958471F — 6
—1.629882F — 4 —2.049639E — 4 —3.860788FE — 6 2.238263F — 6
4.445T93E — 7 —3.860788E —6 —3.733657FE — 6 —9.185019F — 7
4.958471E — 6  2.238263FE —6 —9.185019F — 7 —1.902847FE — 6
_3.947999F — 4 —3.741305E —4  1.020507E — 6 1.138189F — 5
—3.741305E — 4 —4.704834E — 4 —8.862227E — 6 5.137809E — 6
1.020507E — 6 —8.86222TE —6 —8.570403E — 6 —2.108370F — 6
1.138189E — 5  5.137809E — 6 —2.108370F — 6 —4.367880F — 6
Col5 Col6 Col7 Col8
—1.719927E — 4 —1.629882E —4  4.445793E — 7 4.958471FE — 6
—1.629882F — 4 —2.049639E —4 —3.860788E — 6 2.238263F — 6
4.445793E — 7 —3.860788E —6 —3.733657FE — 6 —9.185019F — 7
4.958471E — 6  2.238263E —6 —9.185019F —7 —1.902847F — 6
8.148608E — 3  T7.721996E —3 —2.106310E —5 —2.349205F — 4
77921996E —3  9.710704E —3  1.829149E —4 —1.060435F — 4
_9.106310E —5 1.829149FE —4  1.768917FE — 4 4.351642F — 5
—9.349205E — 4 —1.060435E —4  4.351642F — 5 9.015236F — 5
_5433690E — 3 —5.149215F —3  1.404539FE —5 1.566507FE — 4
_5.149215E —3 —6.475335E —3 —1.219721F —4 7.071244F — 5
1.404539E — 5 —1.219721E —4 —1.179557E —4 —2.901781FE — 5
1.566507E —4  T7.071244E —5 —2.901781E —5 —6.011579F — 5
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Col9 Coll0 Colll Coll12
—3.947999F — 4 —-3.741305F — 4 1.020507F — 6 1.138189F — 5
—3.741305F —4 —4.704834F —4 —8.862227E —6  5.137809F — 6

1.020507E — 6 —8.862227F —6 —8.570403F —6 —2.108370F — 6
1.138189F — 5 5.137809EF — 6 —2.108370FE —6 —4.367880F — 6
—5.433690F — 3 —5.149215F — 3 1.404539F — 5 1.566507F — 4
—5.149215E — 3 —6.475335F —3 —1.219721F —4 7.071244FE — 5
1.404539F — 5 —1.219721F —4 —1.179557FE —4 —2.901781F — 5
1.566507E —4  7.071244F —5 —2.901781F —5 —6.011579F —5
1.027926 FE — 2 9.741109F — 3 —2.657059F — 5 —2.963465F — 4
9.741109F — 3 1.224981F — 2  2.307427F —4 —-1.337713F — 4
—2.657059F — 5 2.307427FE —4  2.231446F — 4 5.489491F — 5
—2.963466FE —4 —1.337713FE —4  5.489491F — 5 1.137250F — 4
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Tendencia estimada.

Variable Endégena Nimero 1

Tiempo Observado

Tendencia

Varianza

C.OOO’\IO‘#U‘»&OJ[\JF—‘O

13790.400
14657.200
15318.900
16021.900
18226.900
18150.400
19302.300
20239.300
20682.500
21897.000
23258.000
24533.100
26106.300
26702.800
28444.600
29657.400
31458.200
32002.000
34559.700
37108.100
40556.100
42951.300
46383.800

13790.400
14557.070
15403.214
16529.300
17605.879
18570.045
19448.233
20228.989
21375.760
22590.157
24076.811
25514.572
26969.057
28302.223
29672.827
31216.564
33128.268
34960.061
37199.677
39355.028
41966.455
44728.442
46773.706

0.000
161322.680
361381.110
624465.161
944971.728

1314633.393
1730955.328
2185676.393
2790216.981
3507125.680
4428265.889
5472307.428
6672360.013
7963732.423
9430693.802
11187286.724
13444551.696
15914308.203
19085824.020
22556918.126
27010084.428
32228782.370
36935926.873

F

R —
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Variable Endégena Nimero 2

Tiempo Observado Tendencia Varianza
0 10604.700 10604.700 0.000
1 11403.900 11221.104 114239.851
2 11876.200 11843.316 254636.174
3 12326.900 12696.644  439177.031
4 13874.000 13509.359  663234.322
5 13952.200 14193.968  915613.524
6 14587.400 14747.375 1186621.893
7 14759.000 15213.444 1473946.959
8 15004.900 15970.291 1857126.787
9 15924.300 16811.609 2316243.159

10 17034.200 17904.223  2920325.602
11 18213.300 18990.309 3615549.137
12 19618.100 20076.947 4410536.109
13 20260.600 21082.643 5271152.380
14 21940.500 21885.898 6120208.447
15 22186.400 22954.423 7216569.716
16 23864.400 24279.131 8615697.531
17  23769.500 25500.378 10102846.739
18 25338.900 26982.713 11982371.160
19 27316.900 28552.141 14168617.998
20 29385.900 30536.048 17066705.546
21 31127.000 32743.150 20613501.669
22 33675.400 34013.016 23313211.229
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Variable Endégena Nimero 3

Tiempo Observado Tendencia Varianza
0 1952.100 1952.100 0.000
1 1949.700 1950.652 62.859
2 2116.200 2111.337 147.285
3 2665.100 2687.105 357.855
4  3088.300 3114.521 641.008
5  3264.400  3282.627 890.097
6  3281.400 3295.225 1076.339
7 3003.800 3042.624 1070.597
8 3338.800 3372.353 1503.111
9 3618.400 3643.816 1974.213

10 4213.000 4245273  2977.512
11 4500.200 4524.143  3719.728
12 4684.700 4700.416  4380.294
13 4397.200 4440.532  4235.126
14 4578.700  4608.292 4912.071
15  4636.200 4660.808 5383.613
16  5257.900 5277.867 7363.779
17 5643.300 5646.918  8956.521
18  6743.800 6764.925 13610.356
19 7100.400 7106.724 15855.028
20 8028.000 8028.764 21301.271
91 8746.600 8733.695 26466.531
92  8490.000 8491.543 26210.857
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Variable Endégena Nimero 4

Tiempo Observado Tendencia Varianza

0

I

o~ O Ot

760.000

853.800

923.500
1080.700
1222.900
1284.800
1246.000
1160.900
1196.100
1268.100
1442.900
1625.800
1798.500
1931.900
1843.200
1928.900
2098.500
2190.300
2358.400
2619.700
3093.700
3751.000
3662.300

760.000

852.600

920.240
1080.228
1222.123
1281.114
1244.620
1166.264
1199.828
1269.178
1444.531
1626.320
1795.744
1923.195
1841.462
1922.441
2087.640
2174.576
2337.568
2592.399
3071.549
3747.586
3662.639

0.000

6.120 |

14.260
29.474
50.301
69.092
78.255
80.164
96.966
122.062
175.690
244.963
325.813
404.846
399.719
466.767
587.133
676.870
828.151
1075.147
1588.756
2483.343
2485.004
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Contrastes de Hipétesis sobre los parametros

Parametros | Cociente Fexp G.L.

Bo .3814361935 6.4866818289 (4,16)
b1 3.9213665765E — 03 | 1237.7090402554 | (4,16)
B 1.9415260635E — 03 | 2056.2350259891 | (4, 16)
Bo, B1 1.1794213030E — 03 | 112.4730658792 | (8,32)
Bo, B2 6.10558389E — 04 157.8811906259 | (8,32)
b1, B2 4.4041605335E — 06 | 1902.0242462175 | (8.32)
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X1: Producto Nacional Real
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CAPITULO 3

Tiempos de primer paso

1 Introduccion

Como se comenté en la introduccién de esta memoria, el problema de la deter-
minacién de tiempos de primer paso para procesos de difusién aparece frecuen-
temente, en la modelizacién de fenémenos aleatorios, en una gran variedad de
campos de aplicacion.

Unas de las primeras cuestiones de interés sobre este tema se encuentran en
[12] y [48], donde se realiza un estudio para el proceso Wiener estandar y para
cierto tipo de barreras (constantes y lineales en el tiempo).

Durbin, [15], estudid, centrandose en el proceso Wiener, el caso de barreras
mas generales, obteniendo una ecuacién integral cuya solucién da la probabi-
lidad del tiempo de primer paso; sin embargo, dicha ecuacién presentaba el
inconveniente de no ser resoluble de forma analitica, presentandose métodos
numéricos para paliar dicho problema.

Posteriormente Park y Paranjape, [38], consiguieron una expresion explicita
para la solucién de una ecuacién integral como la planteada por Durbin, pero
en el caso de barreras diferenciables verificando la condicién |S'(t)] < Ct™” con
p < 1/2 y C una cierta constante.

En un estudio posterior, Ricciardi, Sacerdote y Sato [43] establecieron que
para un proceso de difusién, la funcién de densidad del tiempo de primer paso
a través de una barrera continua en el tiempo y derivable con derivada acotada
verifica una ecuacién integral de Volterra de segunda especie, cuyo niicleo puede
ser expresado en funcién de las probability currents, aplicandolo al caso concreto
del proceso de Wiener y de Ornstein-Uhlenbeck. Este fue ya un buen avance en
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dos sentidos: de una parte permitia resolver el problema para el proceso Wiener
estandar no s6lo para las barreras introducidas por Park y Paranjape, sino
también para barreras del tipo S(t) = a+bt'/? (p > 2). Por otro lado, haciendo
uso de las relaciones que transforman a un proceso de difusién en el Wiener,
se podia obtener la densidad de tiempo de primer paso para ciertos procesos
de difusién a través de barreras moviles si se conocia la del proceso Wiener
a través de las correspondientes barreras transformadas. FEllo fue de utilidad,
por ejemplo, al considerarlo de forma reciproca; concretamente, a partir de la
densidad del tiempo de primer paso para el proceso Ornstein-Uhlenbeck a través
de barreras constantes se obtuvo, de forma explicita, la del Wiener a través de
barreras del tipo S(t) = C+/, lo cual habfa sido investigado por Sato, [46].

No obstante, el resultado anterior tenia ciertas restricciones a la hora de
encontrar aplicaciones a casos concretos; en efecto, la ecuacion integral obtenida
no tenia por qué poseer un nicleo no singular, a no ser que se trataran cierto
tipos de barreras que hicieran evitar las posibles singularidades (como las que
trataron en el citado articulo).

Es por ello por lo que se prosiguié con el estudio de las condiciones bajo
las cuales ese tipo de ecuaciones integrales tuvieran nicleos no singulares, lo
que garantizaria la existencia de solucién. Buonocore, Nobile y Ricciardi, [6],
demostraron que la densidad del tiempo de primer paso para difusiones unidi-
mensionales en tiempo homogéneo a través de barreras variables satisfacian una
nueva ecuacion integral de Volterra de segunda especie (que ya no venia dada
en funcién de las probability currents), ayudandose de dos funciones continuas,
arbitrarias en principio. Con una conveniente eleccion de tales funciones pro-
baron que, para los procesos Wiener y Ornstein-Uhlenbeck, la sirigularidad del
nicleo podia ser evitada, siendo la clase de barreras para las cuales se podia
aplicar dicho resultado la de funciones de clase C?; ademas encontraron tipos
de barreras para las cuales era factible, sin necesidad de resolver la ecuacion
integral, encontrar formas explicitas para las densidades de tiempo de primer
paso, al mismo tiempo que propusieron esquemas numeéricos en el caso de no
poder resolver de forma explicita la ecuacion integral.

Siguiendo con esta idea, el siguiente paso fue intentar encontrar las funciones
que garantizaran la regularizacion del nicleo de la ecuacién integral obtenida.
Giorno, Nobile, Ricciardi y Sato, [19], proporcionan la esperada generalizacién
del caso anterior, probando que el método empleado para hacer no singular el
nucleo de la ecuacion integral es valido no sélo para el proceso Wiener y Orns-
tein-Uhlenbeck sino para una clase mas general de difusiones cuyas densidades
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de transicién fueran conocidas.

Sin embargo, notemos que estos dos tltimos resultados han sido establecidos
para difusiones en tiempo homogéneo, por lo que serfa interesante generalizar
dichos resultados a procesos de difusién en tiempo no homogéneo.

Por dltimo, Giorno, Nobile y Ricciardi, [18], han establecido un nuevo méto-
do de construir densidades de tiempo de primer paso para procesos homogéneos
cuyas densidades de transicién se pueden expresar en términos de las de otras
difusiones, sin necesidad de recurrir a la clésica transformacién de la ecuacion
de Kolmogorov; dicho resultado ha sido generalizado por Gutiérrez, De Juan y
Romaén, [24], al caso de procesos en tiempo no homogéneo.

El objetivo principal de este capitulo serd, por lo tanto, generalizar los resul-
tados comentados anteriormente al caso de procesos de difusién no necesaria-
mente homogéneos. Concretamente nos centraremos en la clase de procesos de
difusién que pueden obtenerse como transformaciones del proceso de Wiener.
Se podria pensar que esta clase es poco atractiva, ya que para ella se conocen
perfectamente los mecanismos de cambio de un proceso al de Wiener, asi como
las relaciones entre las densidades del tiempo de primer paso. Sin embargo,
como se vera en un ejemplo concreto, existen casos en que la situacién no es
tan facil, no desde el punto de vista conceptual, sino desde el practico, en lo
que concierne a la obtencién de expresiones explicitas para las densidades de
tiempo de primer paso. En dichos casos uno se encuentra con problemas de
indole operacional (como puede ser el de invertir una funcién), que conducen a
abordar métodos numéricos.

Nosotros planteamos el hecho de la no necesidad de tener que llegar ne-
cesariamente a dichas situaciones, obteniendo, para tal clase de procesos, una
ecuacién integral de Volterra cuya solucién es la densidad del tiempo de primer
paso.
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2 La ecuacion integral

Sea {X(t):t >1ty; to € R} un proceso de difusién unidimensional con media
y varianza infinitesimal A,(z,t) y Ay(z,t), respectivamente, definido sobre el
intervalo I = (ry,73) , con r;, (¢ = 1,2), barreras naturales. Supongamos, asi-
mismo, que P [X(%y) = zo] = 1, con x4 € I y consideremos una funcién S(t), en
principio, continua en [tg, +00).
Definamos, Vt € I y Yz € [ry, 4]

F(z,t|2o,t) =P[X({) <z | X(t) =z (2.1)
Flet | 2o,t0) = (')a_zF (z,t | zo,t0) (2.2)

F[S(t)] (.’L’,t l mOatO) =

PX(t)<z|X(t) =20y X(0) <S(0) VO <t] z¢< S(to)
= (2.3)
{ P[X(t) >z | X(to) =zoy X(0) > S(0) VO <] 70> S(to)
f[S(t)] (x7t | xO,tO) == %F[S(t)] (.’L‘,t l mOatO) (24)

tI;ltE {t: X(t) > S(F) | X(ko) = 7o} =0 < S(to).
T=4{ (2.5)
tlgltfo {t: X(¢) <S(@#) | X(to) = zo} z0 > S(to)

9(S(t),t | z0,t0) = 25 P[T <1] (2.6)

Las expresiones (2.1) y (2.2) son, respectivamente, las funciones de distri-
bucién y densidad de transicién del proceso; (2.3) y (2.4) corresponden a la
distribucién y densidad del proceso en presencia de la barrera absorbente S(t);
(2.5) y (2.6) definen el tiempo de primer paso y su funcién de densidad de
probabilidad respectivamente.

Existen varias expresiones que relacionan a estas funciones. En particular
se tiene:
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f (@t 20,to) = [ 9(S(),7 | z0yte) f (2, | S(r),7)dr
t° (27)

si (g < S(ty) y > 5(t)) o (z0> S(ty) y = <S(t)
5(t)

1
FSO (g ¢ | 20, to) da = 1 — / 9 (S(7),7 | zo,to)dT 3 < S(to)  (2.8)
to

r1

T2 t
: )f[s(t)] (z,t| o, to)dz =1 — / g(5(7),7 | o, to)dT T0 > S(te) (2.9)
t to

Notemos que (2.7) es debida a Fortet,[16], mientras que (2.8) y (2.9) son
identidades con claras interpretaciones probabilisticas g

A continuacién exponemos los resultados que proporcionan la ecuacion inte-
gral de Volterra de segunda especie para la densidad del tiempo de primer paso.
Se incluyen las demostraciones, con la idea de hacer ver que dichos resultados
no dependen del caracter homogéneo o no del proceso de difusion.

Lema 2.1 Sea S(t) una funcidn continua en [to, +oo) yseaVyel yr <t

d
¢(w7t | y7T) = EF(‘T’t I y,T)

Entonces se verifica:

g(S(t),t | o,to) =

1Por ejemplo, (2.8) puede obtenerse como sigue:

S(t)
/ f[s(t)] (x,t | Io,t()) dz = F[S(t)] (S(t),t I zo,to) s F[S(t)] (rl,t l .’Co,to) =

=P[X(t) < S(t) | X(to) =20y X(6) <S(0) VO < t]=

=plTzd= 1—/tg(S(T),T‘I0,t0)dT

to
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i —2¢(§(t),tlwo,to)+
42 /t 9(S(7),7 | 7o, t0) §(S(1),t | S(r),7)dr 20 < S(to)

A

(2.10)
26(S(t), 1 | zo, to)—

9 /tt 9(S(r),7 | 20, t0) H(S(2), £ | S(r), T)dr w0 > S(to)

\

Demostracién

Supongamos que zo < S(fo). Integrando ambos miembros de (2.7), respecto
a z, entre S(t) y ry se tiene:

1= F(S(),t] zo,t0) =

- /t:g(S(T)’T | 2o, to) [L = F(S(2),2 | S(7),7)] dr (2.11)

Derivando la expresién (2.11) con respecto a t se tiene:

=S'()f (S(t),t| o, t0) — H(S(t),t | Zo,t0) =
= g(S(t),t| zo, o) 1;113 L= F(S(),t|S(r),7)] -
_S'(t) /t:g(S(r),T | @ost) £ (S(2),¢ | S(r), 7) dr—

t
~ [ 9(8(r),7 I 20,10 6 (S(),t | S(r), ) dr
Haciendo uso de (2.7) y del siguiente resultado,[16]
. 1
lim £ (3(0),¢| 5(7),7) = &
se tiene la primera relacién de (2.10).

La demostracién en el caso zo > S({,) es andloga, pero integrando ahora
(2.7) entre r; y S(t). B
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Teorema 2.2 Sean S(t), k(t) y r(t) funciones continuas en [to, +00)-
TomemosVy € I y7 <t

$(S(t),t |y, 7) + k() F (S(E);t1y,7)+
+r(t) [L = F(S@),ty,m)] 2o < S(ko)

U (S(¢),tly,7) = (2.12)
G (S(t),t]y,7) + k) (SE).t|y,7)+
+r(t)F (S(),t|y,7) o> S(to)
entonces se vertfica:
g(S(t),t ]| zo,t0) =
(=20 (S(t),t | zo,%0) +
+2 [ 9(S(r),7 | Zorto) ¥ (S(t),t | S(r),7)dr 20 < S(to)
(2.13)

B 2 (5(t), t | To,to) —
9 /t (S(),7 | Zorto) ¥ (S(t),t | S(r),7)dr 20 > S(to)

(

Demostracién

Consideremos zo < S(to) (el otro caso se resuelve de forma analoga). De
(2.12) despejamos la funcién ¢ y sustituimos su expresion en el miembro derecho

de (2.10), obteniéndose

0 (S(t), | Torto) = —20 (S(),t | o, to) +
F2Kk() f (S(E),t | Zo, to) + 2r() [L — F (S(£),t | Zo, o)l +
12 /t:g<s<7),r | 20, o) ¥ (S(t), ¢ | S(r),7)dr—

_or(t) [ 0(8(r),7 | Tosto) [L — F (S(t), ¢ S(r), )] dr—
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t
~2k(t) [ g(S(r),7 | 20,10) £ (S(t),t | S(7),7) dr
y haciendo uso de (2.11) y (2.7) se concluye la demostracién. W

Estos resultados fueron aplicados por Buonocore, Nobile y Ricciardi, [6], alos

procesos Wiener y Ornstein-Uhlenbeck. Concretamente se tienen los siguientes
resultados:

Proceso de Wiener:

Teorema 2.3 Sea S(t) de clase C*[ty, +00).

Entonces:
v
1:%1 U (S(t),t]|S(r), 1) =0«
@kt =3l-SW] v r)=0
2.
W (S(t),t|S(r),7)=0 Vr,t:to <7<t
lim W (S(t),¢ | S(r),7) = 0 } A
( S(t)=at+b
&1 k() =22
L #{1) =0
con a,be R.

Proceso de Ornstein-Uhlenbeck

Para dicho proceso, con media infinitesimal Ai(z) = az + B y varianza
infinitesimal Ay(z) = 02, se tiene:
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Teorema 2.4 Sea S(t) de clase C*[tg, +00).

Entonces:
1.
l;gl U (S(t),t]S(r),7)=0%

S k(1) =SSO+ - S®) ¥ () =0
2.

T (S(t),t|S(r),7) =0 Vr,t:to <7 <t

lim ¥ ((0),¢| 8(7),7) =0 #

S(t) = —g 4+ Ae*t + Be ™™
&\ k(t)= Bae™
L r(t)=0
con A, B €R.

Observacién 2.5 Notemos que la condicion 1 de cada teorema asegura que la
ecuacion integral sea no singular, mientras que la condicion 2 nos proporciona
una posibilidad de encontrar soluciones explicitas de dicha ecuacion sin necest-

dad de integrarla.

Como se comentaba en la introduccién, con posterioridad se demostré que
la densidad del tiempo de primer paso para un proceso de difusién homogéneo
a través de una barrera variable de clase (2, satisface una cierta ecuacién de
Volterra de segunda especie, [19]. Concretamente se tiene:

Teorema 2.6 Sea {X(t) : t > to}un proceso de difusion unidimensional homo-
géneo definido en I = (r1,72), donde r;, (i = 1,2), son barreras naturales, con
media y varianza infinitesimal respectivas A,(z) y Ay(z). Supongamos asimismo
que P[X(to) = zo] =1, zo € [. Si S(t) es una funcidn de clase C* en I, enton-
ces la densidad del tiempo de primer paso para dicho proceso a través de S(t)
satisface la ecuacion integral
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g(5(8),t [ zo,t0) = p{—=2¥ (5(8), ¢ | zo, Lo) +

42 [ 9(S(r), 7 | 20,10) ¥ (S(0), 1] S(7), ) dr} (214)
donde p = Sgn(S(ty) — o) y donde

W (S(0),t13,7) = 5 [5'0) — AL(S(0) + JAKS@)] (S0t 1 ,) +

1 of (z,t | y,7)
A ) S ()

(2.15)
z=5(t)

Notemos que dicha ecuacion es no singular ya que

li?tl W (S(t),t]|8(r),r)=0

Volveremos posteriormente con esta ecuacion, ya que nuestra finalidad va a
ser la de generalizarla, en lo que se pueda, al caso de procesos de difusién no
homogéneos.

3 Transformaciones al proceso Wiener

Como ya hemos comentado, nuestra intencién es la de generalizar la ecuacién
(2.14) para procesos no homogéneos. En concreto nos centraremos en la clase de
procesos que pueden ser obtenidos como transformaciones del proceso Wiener.
Por ello nos interesa conocer condiciones que aseguren el paso de un proceso de
difusién a dicho proceso, asi como las relaciones existentes, para las densidades
del tiempo de primer paso, entre el proceso Wiener y cualquier otro proceso que
pueda ser obtenido a partir de él.

Sea un proceso de difusiéon unidimensional {X(¢); ¢ > ¢y} en tiempo no ho-
mogéneo con media y varianza infinitesimal A,(z,t) y Ay(z,t), respectivamente,
definido sobre un intervalo I y verificando P [X(¢y) = zo] = 1 y sea el proceso

Wiener estdndar {W(t’); t > tb} con

E [W(t')] =z,, Cov [W(t'); W(s')] =tAs'y P [W(t(')) = :c;)] =1
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y con media infinitesimal cero y varianza infinitesimal igual a uno.
Las transformaciones en las que estamos interesados son del tipo

o' = U(z,t) zh= Y(zo,to)
(3.1)
t'=®(t) to = D(to)

que cambie la ecuacién de Kolmogorov del proceso X(t)

of af Az(%ato) *f _
5% + Al(Io, to)amo 9 6_’]}(2) =0 (32)
en la del proceso Wiener estandar
aft 1 62f/
ot + 582:62 =0 (3.3)

Se puede verificar que, si notamos por f' a la densidad de transicion del
proceso Wiener estandar y por f ala del proceso transformado, entonces ambas

densidades estan relacionadas por la expresién
ty & ¢ aII’_(IL' t)
f(z,t | zo,to) = £ (@t | 20y t0) =5, (3.4)
En cuanto a la relacién entre las densidades del tiempo de primer paso se

tiene el siguiente resultado

Teorema 3.7 Sea {X(t); t > to} un proceso de difusion unidimensional de-
finido sobre un intervalo I con P[X(to) = zo] = 1 y sea el proceso Wiener
estandar {W(t'); t > t;)} con E [W(tl)] = 24, Cov [W(t'); W(s')] =t As y
P [W(to) = o] =1

Consideremos una funcion del tipo (3.1) que transforme el proceso X (t) en el

proceso Wiener estdndar.
o®(t
Entonces, st 655 ) # 0, se verifica

(S8 20,10) = g (Sl 12, 80) g (35)

donde gx es la funcidn de densidad del tiempo de primer paso del proceso X (t)
a través de la barrera S(t) y gw es la de W(t') a través de la barrera
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Sw(t') =T (S(@7'()), 8~'(t")) (3.6)

Observacién 3.8 Notemos que, mediante la transformacién dada y (8.5), la
Juncion de densidad de tiempo de primer paso para un proceso de difusion X (t)
a través de la barrera

S(t) =T (t, Sw(®(t)))

se puede obtener a partir, si es conocida, de la funcidn de densidad de tiempo
de primer paso de W(t) a través de la barrera Sy (t').

Asimismo, conocida la densidad de tiempo de primer paso para algin proceso
de difusion a través de una barrera S(t), se puede obtener la del proceso Wiener
a través de la barrera transformada Sy (t).

Evidentemente, la pregunta que surge enseguida es cudndo se podra transfor-
mar un proceso de difusién cualquiera en el Wiener. Cherkasov, [9], ¥ Ricciardi,
[40], estudiaron con detalle este problema, dando condiciones necesarias y sufi-
cientes para que exista tal tipo de transformacién.

Dicho estudio se lleva a cabo observando cémo se ven alterados los momentos
infinitesimales de X () por medio de la transformacién (3.1) e igualando los
nuevos momentos resultantes a los del Wiener estdndar (media infinitesimal
nula y varianza infinitesimal igual a uno), obteniéndose el siguiente teorema

Teorema 3.9 Sean Cy(t) y Cy(t) dos funciones arbitrarias de t. Entonces, si
y solo si

10A,(z,t
R =

A, - Coft) Ax(y,t) + 200 }
S Clt . d
’ { O

eziste una transformacidn del tipo (3.1) que cambia la ecuacion (3.2) en (3.8)
Ademds, de ezistir, dicha transformacion viene dada, salvo constantes, por:

< =Fie = -} [ i) [

_|_

(3.7)
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L [[as)ew (%/ Co(0)d0) ds

=)= [ “ep <— A cz(a)da) i (3.8)

Observacién 3.10 Hay que hacer notar que, para cada t, la transformacion
z' = U(z,t) es biunivoca, lo cual se puede deducir de

B | A o

ov [ o'(t)
; [Az(l'rt)

4 Casos particulares en tiempo no homogéneo

A continuacién nos proponemos, antes de entrar en la generalizacion de la ecua-
cién (2.14), mostrar dos casos concretos de procesos de difusién en tiempo no
homogéneo para los cuales seguiremos la misma metodologia empleada en el
caso homogéneo; concretamente nos referiremos al proceso logaritmico normal

y Ornstein-Uhlenbeck con factores exogenos.
El interés de estos ejemplos radica en ver c6mo lo expuesto en el caso homo-

géneo se tralada de forma natural a ellos, lo cual servird de motivacién para la

generalizacién posterior.

4.1 Proceso log-normal con factores exégenos

Consideremos el proceso de difusién logaritmico normal unidimensional con fac-
tores exégenos, caracterizado por los momentos infinitesimales

A(z,t)=h(t)z ¥y Ay(z,t) = o’z?

donde h es una funcién continua del tiempo y o? > 0, estando definido dicho

proceso en I = (0,400).
En primer lugar vamos a obtener la funcién de densidad de transicion; para

ello nos basaremos en el hecho de que este proceso puede ser obtenido a partir
del proceso Wiener, haciendo uso del teorema 3.9.
En efecto, tomando
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se verifica (3.7). Con ello la transformacién que lleva al proceso de Wiener es:

, log(z) 1 gt o, ., log(zg) 1 fto o
T =— —;/h(s)ds+§t To = — —;/ h(s)ds+§t0

t' =t to = to

obteniéndose, por (3.4)

f(z,t|y,7) =

0_2

] [log(:z:) — log(y) — /Tth(s)ds + 5 (t— 7')] 2

exp
\2mot(t — 1)z 20%(t — 1)

De la expresion anterior se puede calcular la funcién de distribucién de tran-
sicion. Se tiene

9 -

log(z) — lo - thsds Z(t—r
Pot 1) < & |1 4 g |5 1080~ [ bs)ds + G- m)

7 J2ori—r)

donde

Erf(z) = % /0 " exp(—y?)dy

Centrdndonos en el cdlculo de la densidad del tiempo de primer paso para
este proceso, tendremos, aplicando (3.5)

gx (S(t)7t l $07t0) = gw [SW(tl)7tl I .’Cé,t;)]



137 Francisco Torres Ruiz

Ejemplo 4.11 Consideremos el caso concreto Sw(t) =a+ bt
De (3.6) se tiene:

S(t) =0 (Sw(t),t) = exp (aa + |:O'b — f;] t+ /t h(s)ds)

Como es sabido, para el proceso Wiener y Sw(t) =a+ bt se tiene, ([41], p.
70)

w (Sw(t’)at’ | x;,t;) =

[bt' +a— sc;,]z
2(t" — 1)

1 2 ! / !
= ——=( —to)_% | a — o+ bto | exp

V2r

y por (3.5) se tendrd:

exp (aa 4 [ab - 5’;] t+ / t h(s)ds)

9(5(t),t | 70,to) = s x

2

o to
oga+ [ab — -2—] to — log(zo) + / h(s)ds

o (exp (aa + [ab — —023] t+ /t h(s)ds) ,t] xo,to) (4.1)

X X

Ahora bien, si quisiésemos conocer el comportamiento del proceso logarit-
mico normal a través de una barrera S(t) por este procedimiento, nos encontra-
rfamos con que deberia conocerse cémo se comporta el proceso Wiener a través
de la barrera Sw(t') dada por (3.6). Por ejemplo, dada la barrera S(t) = a+bt,
entonces la barrera correspondiente que habria que estudiar para el proceso

Wiener seria:
i log(a+bt) 1 ¢ o,
Sw(t') = B2 - 0—/ h(s)ds + ot

para la cual no se tiene una forma explicita de la densidad del tiempo de primer
paso para el proceso de Wiener estandar.
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Precisamente este hecho el que nos lleva a profundizar un tanto méas en el
tema.

A continuacién vamos a seguir con la misma metodologia establecida en [6]
para los procesos de Wiener y de Ornstein-Uhlenbeck, pero aplicada ahora al
proceso logaritmico normal con factores exégenos.

Lema 4.12 Sea S(t) derivable en [to,+00) y h(t) continua en el mismo inter-
valo.

Entonces para el proceso logaritmico normal con factores exdgenos y Yy €
Rt y 7 <t se tiene:

F(S@),t,ly, ) R(t, 7, y)+

S Bt (M) 20 < S(00)
W(S(0),t19,7) = _
£(8(0), 1,1y, ) R(t, 7, )+

+? 1+ Ef (M(t,7,y))] 0> S(to)

donde

Rt Tu) =

S ot loE(S(0) - logly) - [ h(s)ds

= 5() |5y — O+ =) +k(t)

siendo r y k las funciones del teorema (2.2) y donde

log(S(t)) — log(y) — [ h(s)ds + Z-(t ~ 7)
20%(t — )

M(t,1,y)=

Demostracién

d
Para la demostracion basta con hallar EF (S(t),t|y,7).
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dp(sutlnn=geg i du=
= T;t—l_T—]g exp (—M?(t,7,y)) X
2o [ - )+ 5 | -
- [log(S(t)) —log(y) - [ " h{ohdls 4 —a;—(t - T)] 02} _
s[4 o _lefS(0)-logty) jt h(s)ds} )

% FS(E)t | e 7)
de donde se deduce directamente el resultado deseado. W

Continuando con la metodologia expuesta en [6] vamos a establecer un re-
sultado analogo al teorema 2 de dicho articulo.
Teorema 4.13 Sea S(t) de clase C*[to,+00) y h derivable en el mismo inter-

valo.
Entonces, para el proceso logaritmico normal con factores exdgenos, se tiene

4
lim ¥ (S(1),t] S(r),m) =0 &
& k(t) = S(t)[h()— ] %ﬁ y r(t)=
2.

W (5(t),t| S(r),7)=0 Vrt:to <7 <t
lim @ (5(t),t| S(r),m) =0 } ™

S(t) = Aexp (Bt +f th(s)ds)

@3 kt)=-1[B+%]5¢)
r{t) =0

A BER.

con A, B € R.
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Demostracién

1) Supongamos que ligl U (S(t),t| S(r),7)=0
Aplicando la regla de L’Hopital se tiene:

. .1 [S(7) e = B
li%l M(t,7,5(7)) :ligl 7 |50~ h(T) + 7] V204 (t—7)=0

con lo cual lim Erf (M(t,7,5(7))) =0

Tt

y con ello:

. () r(t)
lim == [1 & Bef (M(, 7, 5(n)))] = =~

Ahora bien, tenemos que imponer la existencia del limite
s e, 7, S()F (S(0), ] S(), )

y como f (5(t),t| S(),7) diverge cuando T se aproxima a ¢, para la existencia
de ese limite debe verificarse

li%n h(t,7,5(t)) =0
o sea:

2

lim [S’(t) — S(O)A(t) + S(t)%—

log(S1(t)) —log(S(r)) ~ [ h(s)ds

=5 2 —7)

+k(t)| =0

lo que, junto al hecho de que

lim log(S(t)) — log(S(7)) — J! h(s)ds h(t)  S'(t)
Tl 2(t—1)

conduce a
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k(t) = ‘—q-g—) [h(t) - "—] - —S—SQ y r(t)=0 (4.2)

Se puede verificar que, en tal caso
h%l R(t,,S(1))f(S(t),t| S(r),7) =0

Esto demuestra la condicién necesaria. Reciprocamente, si se verifica (4.2),
entonces 1i¥il ¥ (S(t),t| S(r),7) =0, teniéndose asi la condicién suficiente.

2) Por la hipdtesis ligl W (S(t),t| S(r),) = 0 se tiene, del apartado 1

k(t) = ‘-g—éﬁ [h(t) = "—] - 5—2@ y r(t)=0

Con ello

W (S(0),t] 5(r),7) = 5F (S| (), 7) x

log((1)) —log(S(r)) — [ h(s)ds

t—T7

(4.3)

x | S'(1) — h(t)S(t) — S(t)

Por hipétesis, el miembro izquierdo de (4.3) tiende a cero para to <7 <1y
para 7 1 ¢, y por tanto ha de verificarse

log((1)) ~ log(S(r)) — [ h(s)ds

t—7

S'(t) = h(t)S(t) + S(2)

Dicha expresién no es més que una ecuacion diferencial lineal de primer

orden, cuya solucién general es del tipo

5(t) = Aexp (Bt + /th(s)ds)

y con ello

k(t) = —% [B + f;] Aexp (Bt + /t h(s)ds)
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Asi se verifica la condicién necesaria. La condicién suficiente es inmediata a
partir de las expresiones de S(¢),k(¢) y r(¢).H

Como corolario del anterior teorema se tiene:

Corolario 4.14 Para el proceso logaritmico normal con factores exdgenos, la
densidad del tiempo de primer paso a través de la barrera

Aexp (Bt + /j h(s)ds)

viene dada por

g5t e te) = f (Aexp (Bt + /th(s)d.s> 51 xo,to) %

log(A) + Bty — log(z) + /to h(s)ds

Demostracién

Se obtiene ficilmente aplicando (2.13) y 2) del teorema anterior. W

Observacién 4.15 Notemos que, tomando A = €°° yf = (ab — ";) se obtiene
la densidad dada en (4.1).

Ademads se puede obtener el siguiente resultado basado en la teoria general de
ecuaciones integrales y en particular para las ecuaciones de Volterra de segunda
especie y que citamos aqui sin demostracién.

Corolario 4.16 Sea S(t) de clase C*[ty, +o0). Para el proceso logaritmico nor-
mal con factores exdgenos, si

k(t) = S—gt—)[h(t)—%} = ST(” y r(t)=0

entonces la ecuacion (2.18) posee una inica solucién continua.
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Observacién 4.17 Notemos que en el teorema (4.13), en su apartado 2) te-
nemos que suponer que la barrera es de clase C?, lo cual se traduce en que la
funcidén h no sélo sea continua sino derivable.

Otra cuestion importante a destacar es que el conocimiento del comporta-
miento del proceso logaritmico normal a través de una barrera por ejemplo del
tipo S(t) = a + bt puede estudiarse de forma directa a partir de las expresiones
anteriores sin necesidad de tener que recurrir al paso al proceso de Wiener y su
estudio, en dicho proceso, a través de una barrera como

. log(a+bt") 1 ¢ o,
SW(t):—%—_)_—;/ h(S)dS‘I'gi

Volvamos por un instante a la ecuacion (2.14) que satisface un proceso homo-
géneo en el tiempo, juntamente con la expresion (2.15) y consideremos el proceso
logarftmico normal sin factores exdgenos, con A (z) =mz y Ay(z) = oz’

Para dicho proceso se verifica (2.14), mientras que

W (S(t),t 147 = 5 (St 15,7) X [S'(t) - S0 1o (5—“—))] (1.4

y

Sin embargo, para el proceso logaritmico normal con factores exdégenos con
Ay(z,t) = h(t)z y Ag(z,t) = o2z? se tiene, a partir del teorema (4.13) en su
apartado 1)

W(S(t),t1y,7) = 5/ (S0t ] y,7) x

*h(s)ds
s'(t)— 2 1og (-Sz(/—t)) _ h(®)S() + S(t)Lt—_7— (4.5)

t—7

Notemos que el caso sin factores exogenos no es mas que un caso particular
del de factores exégenos con h(t) = m y tomando dicha funcién en (4.5) se
obtiene (4.4).

Esto nos hace pensar que tal vez fuera posible demostrar la existencia de una
ecuacién del tipo (2.14) obtenida en [19] para el caso de un proceso de difusién

en tiempo no homogéneo.
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4.2 Proceso Ornstein-Uhlenbeck con factores exégenos

Consideremos ahora el proceso de difusién Ornstein-Uhlenbeck con factores exé-
genos, caracterizado por los momentos infinitesimales

A(z,t)=—h(t)z y Ay(z,t)=0"

donde h es una funcién continua del tiempo, 0? > 0, estando definido dicho
proceso en [ = (—o0, 400).

En primer lugar calculamos la transformacién que lo lleva al proceso de
Wiener. Tomando, en el teorema 3.9

Cit)=0 y Cyft) = —2h(2)

se tiene

t' = /t exp (2 /s h(0)d0) de = /to exp (2 /s h(O)dH) ds
gl = gexp (/t h(s)ds) &6 = ? exp (/to h(s)ds)

Por tanto, para este proceso de difusién, se tiene

[ (@t y,7) = e x
\/27r02 exp (—2/ h(s)ds)/; exp (2/ h(@)dﬁ) ds
[(E — yexp (— [rth(s)ds>]2
xexp | —

20%exp (—2/th(s)ds) /: exp (2 /s h(0)d0) ds

Para facilitar cdlculos posteriores expresaremos esta densidad en la forma

exp (/t h(s )ds)
\/27ror2/ exp / )d0> ds

floest | y.7) X
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2

B [mcxp(/Tt/()ds)—y]
202 exp ( s)ds) exp (2/ h(G)d0> ds

En cuanto a la funcion de distribucion se tiene

X exp

Flm,t |y 1)=

t
1 T exp (/ h(s)ds) -y
= — |1+ Erf =

’ [202 exp (—2 /T h(s)ds) /: exp (2 /S h(0)d0> ds] :

Continuando con la metodologia empleada en el apartado anterior tenemos:

Lema 4.18 Sea S(t) derivable en [ty,+00) y h(t) continua en el mismo inter-
valo.

Entonces para el proceso Ornstein-Uhlenbeck con factores exdgenos y Vy €
R y 7 <1 se tiene:

[ f(S(),t, ]y, 7)R(t,7,y)+
7O |y gy [ Malomy) )
2 [M,(t,7)]2 /] |

L

To < S(to)

\I}(S(t)’tly’T):ﬁ _
F(S@),t 1y, 7)h(t, 7, y)+
1 + Erf M7, yz

— zg > Sty
SR My (t, 7)1 il

donde

h(t,my) =
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S(t)exp (2 /Tt h(s)ds)

2exp (—Q/T h(s)ds) /Tt exp (2 /s h(H)dH) ds

, y exp </Tt h(s)ds)
2 exp (—2 /T h(s)ds) [rt exp <2 /s h(9)d«9) ds

siendo r y k las funciones del teorema 2.2 y donde

= S'(t) + S(t)h(t) —

+

+ k()

M,(t,7,y) = S(t)exp (/;th(s)ds> —y

My(t,7) = 2a%exp (-2 I h(s)ds) / " (2 [ h(0)d0) o

Demostracion

Al igual que antes, nos basta con hallar la expresién de

SR(S(0),t9,7)

obteniéndose en este caso:

ME(t 1
1(7T’y)) %

5 1
@ f (5t ly,m)= —Jmexp (_ Mo(t,7) ) [My(t, 7]

. {[S’(t) exp ( / t h(S)ds) L STEBfEexp ( /Tt h(s)ds)] My(t, 7)—

¢
—a’exp (2/ h(s)ds) M(t,T, y)}
de donde se obtiene el resultado deseado. W

Vamos a continuar con un teorema andlogo al establecido en el caso del

proceso logaritmico normal pero aplicado ahora al proceso Ornstein-Uhlenbeck
con factores exdégenos.
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Teorema 4.19 Sea S(t) de clase C*[ty,+00) y h derivable en el mismo inter-

valo.
Entonces:
L
hrn\I’(S ),t] S(7),7)=0%
1
& k(t) = =5 [S'(t)+ S)h(t)] y r(t)=0
2
U (S(t),t]|S(r),7)=0 Tt gL <t
lim @ (S(1),¢ | 5(7),7) = <
t
Si(t) =exp (—/ h(s)ds) %
X [A /t exp (2 /5 h(0)d0> ds] + B
< 3 i
k(t) = =5 [5'(t) + S()h(t)]
L r(t) =
con A,B e R.
Demostracion
1) Supongamos
liITItl U (S(t),t]|S(r),7)=0
De una parte tenemos, aplicando la regla de L’Hopital
Ml(t’T’ S(T))
i [M2(t7 T)]2
de donde
tim "®) | 4 o [ Maltm () S(Tl)) - T (4.6)
Ll [Ma(t, 7)) -
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Ahora estamos interesados en que

li%’ F(S(t),t|S(r),7)R(t,T,S(T)) =0

y dado que f diverge cuando 7 tiende a t, entonces ha de verificarse

liITItl h(t,7,5(7)) =0

Ahora bien

ligl h(t,1,8(7)) = Gl + SHAW) + k()

de donde se deduce,

K1) = —5 [S'(0) + S(h(2) (4.7)

Asi (4.6), junto con (4.7) establecen la condicién necesaria, mientras que la
suficiente es inmediata.

2) Para que se cumpla

U(S@),t]|S(r),T)=0 Vs <t<ty lTi%ﬂIl(S(t),tlS(T),T)ZO

se ha de verificar, ademas de (4.7) y r(¢) =0

S(t)exp (2 /Tt h(s)ds)

exp (—2 /T h(s)ds> /Tt exp (2 /s h((‘))dH) ds B

S(7)exp (/Tt h(s)ds)

—exp (—2/T h(s)ds) /Tt exp (2 /s h(9)d9> ds

expresion que es una ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes y
cuya solucion general es:

S'(t) + S(t)h(t) —
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S(¢) = exp <— /t h(s)ds) [A /: - (2 I h(())d@) do % B]

quedando asi demostrado el teorema, ya que la condicién suficiente es inmediata.
|

Como corolario del anterior teorema se tiene:

Corolario 4.20 Para el proceso Ornatein-Uhlenbeck con factores exdgenos, la
densidad del tiempo de primer paso a través de la barrera

S(¢) = exp (- / t h(s)ds) [A /tt — (2 / ’ h(&)d&) ds4 B]

viene dada por:

X

9(S(t),t|zo, to) = |zo — Bexp (— /to h(s)ds)

) exp (/t: h(s)ds) .
exp (—2 /to h(s)ds) ]t-: exp (2 /s h(H)dH) ds

f (exp (— / t h(s)ds) [A /tt . (2 [ h(())dG) ds + B] Y :vo,t(,)

Demostracion

Se obtiene facilmente aplicando (2.13) y 2) del teorema anterior. W

5 Generalizacién de la ecuacién integral

5.1 Introduccion

A continuacién vamos a abordar la, ya comentada en varias ocasiones, genera-
lizacion de la ecuacién 2.14 al caso de procesos no homogéneos. En concreto
nos vamos a restringir al caso de procesos que puedan ser obtenidos a partir del
proceso Wiener, via una transformacién del tipo 3.1.
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Puede parecer ésta una cuestion sin excesiva trascendencia, ya que el teorema
3.7 nos da la relacién existente entre las densidades del tiempo de primer paso
para el proceso Wiener y el proceso transformado de él.

Sin embargo, el citado teorema garantiza el conocimiento de la densidad de
tiempo de primer paso para un proceso X(t) a través de la barrera S(t), si es
conocida la del proceso Wiener estandar a través de la barrera

Sw(t') =T (S(@7'(#), ®7'(t)))

Obviamente, el problema es ahora conocer dicha densidad, bien en forma ex-
plicita, lo cual podria hacerse (en virtud del teorema 2.3) si la barrera transfor-
mada es lineal, o bien teniendo que recurrir a aproximaciones de tipo numérico
(véase [6]).

Adn asi, se observa que la barrera transformada, Sy/(t'), va expresada en
términos de ®~!(¢'), lo cual obliga a conocer de forma explicita la inversa de la
funcién ®(t), (que sabemos que existe). Esta cuestién ya no es tan trivial, como
se puede observar en el caso del proceso de Ornstein-Uhlenbeck con factores
exégenos anteriormente estudiado. En dicho estudio se tenia que la funcién

®(t) era
i = /texp (2 /s h(H)dO) ds

y si pensamos en el caso particular ~2(6) = 0, se tendria

] = /t exp (32) ds

Para invertir dicha funcién hay que hacer uso de aproximaciones numéricas,
por lo que el problema del cilculo de la densidad del tiempo de primer paso se
va complicando, y ain mads se complicaria si hemos de aproximar también de
forma numérica la correspondiente densidad para el proceso Wiener.

Es este planteamiento el que nos motiva a intentar generalizar la ecuacién
(2.14) al caso de procesos obtenidos a partir del Wiener.

Asi pues, sea un proceso de difusién {X(¢); ¢ > ¢y} no necesariamente homo-
géneo con momentos infinitesimales A;(z,t) y Ay(z,t), definido en I = (r1,7,),
con ry y ry barreras naturales, y tal que P [X (&) = zo] = 1.

Supongamos que se dan las condiciones del teorema (3.9), de tal forma que
existe una transformacién del tipo (3.1).
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Utilizando la conocida forma de la densidad de transicién del Wiener, se

puede calcular la densidad de transicién para X ()

f(z,t ] zo,t0) =

. W(z,t — U(zo, to ’ U(z
= 27 (®(t) — ®(t0))] % exp (‘[ (2[<1>2t) . Eb(to)])] ) N(‘gx)t)

asi como la funcién de distribucion

ottt = L |14 Eep [ T2t~ oo o)
F(z,t]z0,%) = 3 [HEf([z(@(t)—@(to))]%)}

5.2 Densidad de tiempo de primer paso para barreras va-
riables

Supongamos que S(t) es una barrera variable en el tiempo, derivable en el

intervalo [tg, +00 ). Se tiene entonces el siguiente lema.

Lema 5.21 En las hipdtesis generales, st S(t) es derivable en [to, +00), enton-

ces, Vy € I y V71 <t se tiene:

dF (S(t),t|y,7) _ ’ 5T 1
dt = F(S@L e\ SO+ 5w
9z | p=5(1)

[F6w,0-Tw]P0 1 }

2 [(I)(t) - (I>('r)] %f_ z=5(t)
Demostracién
dF (S(t),t l y7T) = __1__1 /‘:z(i::),t_);:-):]vr e—zzdz =
dt Jmdt Jo

=1
z=5(t)]

B
z=5(t) 9z

1 (_[Fe0.n-Ywn]') 5w
Jr P 2[0(t) — ®(7)] oz
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5y SO+ 5 [Ws0),0-TE,n] e
2[®(t) - o(r)])? 2 (@(t) - @(r)]]2

v o
dz

X{S,(t) 5T 1 _[@(S(t),t)—my,f])]w) i }

z=5(t) 9z z=5(t)
|

En nuestro caso, teniendo en cuenta la definicién de la funcién ¥ (S(¢),t | y, 7)
dada en el lema (2.1), se obtiene

Teorema 5.22 En las hipdtesis del lema anterior y considerando k(t) y r(t)
dos funciones continuas en el intervalo [ty, +00 ) se tiene, Vy € [ y V1 < t:

U(S5()tly,7)=

( f(S(),t, ]y, 7)h(t, 7, y)+

4 T4 {1 _ Exf

U(z,t) — T(y,r)l )J zo < S(to)
[ 2

t
2

——
[\)
P
s
p—
o~
N
|
K
—_
\]
N
—

= 4
f (S(t)>tv | y7T)E(t’ T>y)+

4+ [1+Erf W(””’t)_my”))] zo > S(to)
E 2(o@)—o())F)]

en donde
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M, r )= 8 )+ =

[FE0)-TE0] o0 1
2[®(t) — ®(7)] ov

Demostracién

La demostracién es inmediata sin més que tomar la definicién de la funcién

¥ y aplicar el lema anterior. W

A continuacién estudiamos, en términos de las funciones k(t) y r(t), condi-

ciones bajo las cuales
li;rrtl U (S(t),t]|S(r),7)=0

Con ello analizamos la posibilidad de extender los resultados conocidos al
caso de difusiones no homogéneas con barreras variables. Notemos que lo que
intentamos con ello es encontrar una condicién necesaria y suficiente para que
el niicleo de la ecuacién integral de Volterra de segunda especie (2.10) sea no

singular.

Teorema 5.23 En las hipdtesis del teorema anterior y s S(t) es de clase
C*[to, +00) se verifica

r(t) =10
| o
lim ¥ (S(t),t] S(r),) =0 & . % S0+ gé 2=5(1)
9z,

Demostracion

En primer lugar supongamos que u%l W (S(t),t| S(r),7)=0
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Aplicando la regla de L'Hopital se tiene:

i LW =T (S -~ Blosin S -8
T 2[0() - o)) M —®'(r) [2[2(2) - ®(7)]]"*

S'(r)+ %9} 2[e() - o(r)))F =0

z=5(7)
con lo cual
r(t)

by A
e 2

U(S(t),t)— ¥

L T ( (5(1),1) \If(sml,r))] r(t)
[2(®(2) — @(r))]?

A continuacién hay que imponer la existencia del limite siguiente:

lim f (S(t),t,| S(r), ) h(t, 7, S(7))

Ahora bien, como f(5(t),t,| S(7),7) diverge cuando 7 se aproxima a ¢, para la
existencia de dicho limite ha de verificarse

ligrxtl h(t,7,5(t)) =0

lo cual junto a que

_ _— v / I
i T(S(@),0) =T (S(r),r) _ Feleesy® W H o
1t (t) — d(7) - ' (t)
conduce a
1P
— =l tle=5(t)
k(t) —2 [S (t) ~t @——J
0z |g=5(t)

Se puede verificar que con esa eleccién de la funcién k() se tiene

lim £ (S5(2),2,| S(r), 7) h(t, T, S(r)) = 0

Con ello y con r(t) = 0 tenemos demostrada la condicién necesaria. Reci-
procamente, tomando r(t) = 0 y la funcién k(t) anterior, se deduce facilmente
la condicién suficiente. W



155 Francisco Torres Ruiz

Observacidén 5.24 Probado este lema se tiene

W (S(0),] S(r),7) = 5 (S(0),¢] S(7),7) x

[T (5t), 1) -T(S(r),n)]2'(1) 1
[@(t) — @(7)]

- Sl(t) 4 t 2=5(t) .

(5.1)

[ 2&
1

Q)

T

|

T lz=5(t) z=S5(t)

de donde se puede intentar extraer mds conclusiones. En efecto, podemos plan-
tearnos bajo qué condiciones se verifica, ademds de la condicion

lim ¥ (S(t),t | S(7),7) =0
71t
el hecho de que la funcion ¥ se anule para valores t,7 contog <7 <t.

Para ello, a partir de (5.1), se observa que es necesario y suficiente con que
la expresion entre llaves sea idénticamente nula, lo cual conduce a una ecuacion
diferencial ordinaria en S(t), para cuyas soluciones se obtendrdn los tipos de
barreras para los cuales se tiene una ezpresion explicita de la densidad del tiempo
de primer paso sin necesidad de resolver la ecuacion integral de Volterra.

5.3 Caracterizacién de k(t) en funcién de los momentos
infinitesimales de la difusién

Para obtener la deseada caracterizacién de la funcién k(t) vamos a hacer uso de
la transformacién, la cual hemos supuesto existe, que nos lleva un proceso de
difusién al Wiener estandar y dada en el teorema (3.9)

¢ =T =g (-5 o) [ Gt

i - (_% [ ca0)ds) ds

N

‘=a() = [ " e (— [ cz(o)do) o

Observemos que, de dichas expresiones, se puede deducir
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a\p ' % -
5 = (¥ [Aaz, 0]
*v Ly v,k _3 0Ay(z,1)
52 =5 [®'(1)]? [As(a, )] o
Y
ov OV Ay(z,t) 0*T B
o TN gt e =
de donde
ov
ot |,_ 1 9As(,1)
_;*S(t) = —A(S(}). ¢ ol . i |
8_\11 1( ( )> )+ 4 ax -
9z z=5(t)

con lo cual se deduce una expresién de k(¢) en funcién de los momentos infini-
tesimales, de tal forma que:

k(t) = % A (S(),1)— S'(t) - % W

} (5.2)
z=5(t)

Observacién 5.25 Este resultado es restringido en el sentido de que se obtiene
en las hipdtesis en que estamos trabajando, es decir, para difusiones que pueden
transformarse en el proceso de Wiener. Pero en cambio extiende, en tales hipo-
tesis, los resultados respectivos de Giorno et al.,[19], obtenidos para difusiones
homogéneas.

Obtencién de la funcién ¥ a partir de k()

Finalmente, vamos a analizar la relacién existente entre las funciones ¥, la fun-
cion de distribucién de transicién y la funcién k(t) caracterizada por la ecuacién
(5.2) mediante una ecuacién integral, siguiendo la idea desarrollada por Giorno
et al.,[19].

Partiendo de:
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d
¥ (S(t),t |y, m) = F(SE),t]y,7)+ k(O f(S(t),t1y,T)

(recordemos que 7(t) = 0) y teniendo en cuenta que f(z,t]|y,7) verifica la

ecuacion de Fokker-Planck

QJi _ _8[A1(1'7t)f] + l82 [As(z, 1) f]
ot Jz 2 g

se tiene:

W@t ) = o [ (et ) de + MOS (S@t 137 =

' )of (z T)
SISO )+ OT St v+ [ L

= [$'(t)+ k(&) £ (S(0),t 1y, 7) =

[ [2aenfen A EELALHCUCATRAI P
ry Z 2 IE2

= [S'(t) + k()] £ (S, t 19, 7) -

(SO0 (SO, gy + § LWzt 157

z=5(t)

= [S'(®) + K(t) — Au(S@), )] F (S, ¢ |y, 7) +

£S5t 19,7 + S as(5(0,0 2o LT

z=5(t)

1 0Ay(z,1)
2 oz

z=5(t)
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d 1 0[Ay(z,t)
= F(S@),ty,m) |S'(0) + k(1) = A(S(),0) + 5 %M N
. z=5(t)
1 af(x7t ' Y, T)
Fada(SlE)t) ————
d ’ a.’l] z=S5(t)

Con ello la expresion de la funcion ¥ resulta ser, en términos de los momentos
infinitesimales, la siguiente:

U (5(t),t|yr) =

Y ]

3
(t)+ 4 Oz

= 37 (8(t),t1y,7) [S

1 of (z,t | y,7)

+ 342(S(2), 1) (5.3)

z=5(t)

Observacién 5.26 La ecuacion (5.8) coincide formalmente con la ecua-
cion 1.5 (Lema 1.1) de Giorno et al., [19]. Obviamente la funcion k(t) es
la caracterizada por (5.2), que por otra parte coincide con la expresion 2.11 del
citado articulo. Pero téngase presente que hemos llegado a dicha conclusion para
una clase de procesos de difusion no homogéneos (la definida por las difusiones
homogéneas transformables al Wiener), mientras que en el citado trabajo se
obtienen dichos resultados para difusiones homogéneas. Asimismo coincidird la
ecuacion integral obtenida para la densidad del tiempo de primer paso, que serd
la dada por (2.14), donde ahora la funcion ¥ viene determinada por la relacion

(5.8).
Por tltimo hay que hacer notar que en el caso de que se verifique

U(S(t),t]|S(r),7)=0 Vt, 7o <7 <tyrtt

la densidad del tiempo de primer paso vendra dada por

g(S(t)vt l xO’tO) =2 |lIl (S(t)’t I $0at0)|
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5.4 Ejemplos de Aplicacion

po de primer paso para al-
os de difusién en tiempo no homogéneo, para los cuales la ecuacion
integral de Volterra anterior es valida. En cada uno de estos ejemplos se calcula
la expresion de la funcién ¥ (S(t),t | y,7), las barreras para las cuales se puede
obtener, de forma explicita, las densidades del tiempo de primer paso, asl como

dichas densidades.
No abordaremos el caso de los procesos logaritmico normal y Ornstein-

Uhlenbeck con factores exégenos, por haber sido tratados anteriormente.

A continuacién calcularemos las densidades de tiem

gunos proces

Ejemplo 5.27 Proceso de Wiener con factores exdgenos

En este caso los momentos infinitesimales son:

Ai(z,t) = h(t)p  As(z,t) = o’

donde h(t) es una funcién derivable y ¢% > 0, estando definido en I=R.
El cambio de variable, salvo constantes, que lo transforma en el proceso de

Wiener estandar es:

t

. T—p / h(s)ds

r =VU(z,t) = .
{=®()=t

y las funciones de densidad y distribucién de transicion son:

[a: -y —,u/: h(s)ds]2

SR = 202(t — 7)

f(z,t|y,7)= -
(:ty.7) [2ra?(t — 7)]°

[:1: —y— u/: h(s)ds]
(2o%(t- 7))

1+ Exf

N =

F(z,t|y,7) =

Ahora bien, debido a que
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o[

2(t—7)

d g

se tiene entonces

U(S(t),tly,7) =

' —y—p
= Sét)~h(;)ﬂ / S(),¢ | y,7)

t—T

La ecuacién diferencial que habria que resolver para hallar una expresion
explicita de la densidad del tiempo de primer paso seria:

S(t)-5(r)—n [  b(s)ds

S'(6) = h(t)p + g

lo cual se verifica para las barreras

t
S(t):A+Bt+p/hsds

y en cuyo caso:

g(S(t). 1 | w5} =

— Bty— A — p [* h(s)ds

X
g

Ejemplo 5.28 Consideremos un proceso de difusion, (Gutiérrez et al.,[24]),
con momentos infinitesimales:

Ay(z,t) = % Ag(z,t) = 1

definido en I = (—o0, +00).
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La transformacién al proceso de Wiener estandar,salvo constantes, es:

¢ = U(z,t)= =
t

/ 1
t =il = -3

La funcion de densidad de transicion es:

o7 — yt]2> _

T 1
f(z,t]y,7)= \E—E\/—?—&‘——:—T‘)exp (—2_[7(7:7)

B [m((t/i) BT (—5@%—5 ( ) yi) )

Dado que

of(z,t|y,) xT — Yyt
— 5 = J@tlym) lt(t - r)]

se tiene:

B L] =R+ ) [Sz(t) - z(f(_t)r) + - T)]

Veamos ahora las barreras para las cuales se puede obtener una forma ex-
plicita de la densidad del tiempo de primer paso. Para ello hay que resolver la
ecuacién diferencial

Sl == " b

resultando las barreras de tipo lineal

8(t) = A+ Bl

En este caso:

to| 2o — A— Bt Aty + Btty — zot]’
9(S(t),t | To,to) = to| %o ol (_[ o + Bito xot])

€ex
t\/2m(t—to) 2tto(t — to)
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Como caso particular, para B = 0y A = S, se tiene el caso de barreras
constantes, (Gutiérrez et al.,[24])

t Tog— S Sty — zot]”
520t = 2o (G2 -
— 1o
— \/z_;————| %o — 5 | exp (_[S - 3”0]2) s (%—)
t /o (t — to)% 2(t — o) exp (%33)

Ejemplo 5.29 Consideremos el proceso de difusion, (Gutiérrez et al., [24]),
con momentos infinitesimales:

1 2
ot otg(a:) x; Ay(z,t) = o’?

Ai(z,t)

definido en I = (0, 400).

La transformacién al proceso de Wiener estandar,salvo constantes, es:

2 =(z,t) = loi(f)
/ 1

La funcién de densidad de transicion es:

[ log(x) — tlog(y)]z) _

T 1
flz,tly,7)= \/;x\/mexp (_ 20%t7(t — )

 llog(z) - log(.wf) )

T 1
B \/;x\/27r02(t —7) o ( 20%(t —7)

e (log%w) _ 10g2<y>)

202t 2021

Como
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of(z,t|y,7) 1 7 log(z) — tlog(y)
ax ‘—;f(xvt|va) 1+ 02t(t—7)
se tiene:

Para obtener las barreras para las cuales hay
sidad del tiempo de primer paso, habra que reso

wison 1) =0 [50 - EED o8] fstent1 )

una forma explicita de la den-
lver la ecuacién diferencial

S0 log(5() _log(S(r)
S(t) t—17 t—T1

de donde

S(t) = Aexp(Bt)

y con ello:

| log(zo) — log(A) — Bty |><

|t 1
g(S(),t| o, to) = \/;\/m t—to

<exp (_ [log(A) + Bt — log(aso)]2> exp ((log(A) + Bt)® log2(a:0)>

202(t — to) 202 202t

r se tiene, con B =0y A =5, (Gutiérrez et al., [24])
¢ 1 | log (55) |

.‘}('5',75|3'«'0at0)='\/z ( °) X

t . [2ra?(t — to) t—1o

X exp (— llog(5) ~ 10g(w0)]2> exp (logz(S) - lo_gz_(_wi))

202(t — o) 2ot 202,

Como caso particula
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APENDICE A

Distribucién Exacta del
U-Estadistico

El estadistico U se define como

|Gl

uk,m,n = TCT_T__—I{I

donde G y H son matrices independientes y distribuidas respectivamente segin
sendas distribuciones de Wishart, Wi [n, Bl y Wi [m, B]. Se demuestra, [1], que
este estadistico se distribuye como el producto de variables beta unidimensio-

nales. Concretamente se tiene:

TG I

2)

g1
U:V'lx---kadondeVi«»ﬁ(.n_—%i—’%l_)

Vamos a calcular a continuacién los momentos del estadistico anterior, sa-

biendo que:
. ¥ I'(a)T(b)
a—1 _ b—1 -
/0 2 '(1—z) dz Tlatb) @+
Con ello:

nt+m—itl )
o) o

2

165
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/1 F[” s ] ’E——;f—l{-h—l(l_v)%_ld'v:
[

] vl sl p[ep e
ECERER T R Coh ey
ol & > _n_—%—_l’ entonces:

¢ T [mimoisl] [ (2=l 4 ]
E [ul?,m,n] =1 T [n—ézl] T [n+m2j+1 -+ h]

=1

pudiéndose intercambiar k por m, m por k' y n por n + m — k 1. Como
casos particulares podemos establecer las distribuciones del estadistico en las
situaciones en que k sea par o impar.

Caso en que k es par: (k= 2r).

En este caso serd muy 1til el uso de la férmula de duplicacién de la funcién

gamma:

I‘[a+%]F[a+1]:£E;j—1]\/§7_r

Partimos de:

o] - L

D T e

Agrupando los términos en pares e impares, la expresion anterior es igual a

li[ Tin+m+1—(2—-1)T[5(n+m+1~—20))]

Tin+m+1—(2—1))+A]T[; (n+m+1—2z))+h]
F[i(n—(Zz—1)+1)+h]F[2—,(n—22+1))+h] _
F[i(n— (20 1)+ 1)]T[3(n —2¢ + 1)] N

1En ([1], p-301-302) se puede encontrar el siguiente resultado:
Dado el estadistico Uk m n, los indices k y m pueden ser intercambiados, o sea, las distri-

buciones de Uk, m.n ¥ Um k,n4m—k son las mismas.
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_ H F[%(n+m+2)—i]f‘[%(n+m+1)—i]
= F[%(n+m+2)—i+h]l“[%(n+m+1)—i+h]
F[i(n+2)—i+hT[j(n+1)—i+h] _
FE(n+2)—dlz(n+1)—1]
r F[n+m—2i+1] F[n—2i+2h+il
= H 2n+m—2t 2n—2t+2h —
) F[n+m—2i+2h+l] F[n-—2i+1]
=1 gntm—2i+2h on—2t
_ﬁ[‘[n+m—2i+1]F[n—2i+2h+1]
i~ Tln+m—2i+2h+1]T[n—2i+1]
Ahora bien:

fIF[n+m—2i+1]F[n—2i+2h+1] B
izl[‘[n+m—2i+2h+1]F[n—2i+1] N
__ﬁF[n+m—2i+1]f‘[n—2i+2h+l]F[m] _
_z.zlI‘[n—i—m—2i+2h+1]F[n—2i+1]F[m] N

T [t F[n+m—2i+l] (n—2i+1)+2h—1 m—1 5 _
—Hl/o Tn—2i + 1T [m]’ (1—y)" dy =

= §A1 I[“[[Zj—;’);_:ff[j‘[ﬂ]y?h (n—2i41)—-1 (1 _ y)m—l dy _
¥ P & h
vt =sfoe] == (f]

Por lo tanto, Uzy mn S€ distribuye segin I-IY,2 donde Y;, ..., Y, son varia-

=1
bles independientes distribuidas segin una distribucién beta unidimensional de
parametros (n — 2i +1,m).
Caso en que k sea impar: (k=2s+1).

En este caso basta con poner Uy, » COMO Vi X -+ X Vg X Vogqq, con lo cual

tenemos que Uszsi1,mn S€ distribuye como

1YY

=1
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donde las Y; son independientes, verificindose ademas que Y1, .., Y, se distribu-
yen segiin betas univariantes de pardmetros (n — 2: + 1,m), mientras que Y,

n—k+1

m
lo hace segin una beta univariante de parametros ————y 5 Esto ultimo

es debido a que en ese caso, ademds de lo obtenido en el apartado anterior y
que se recoge en la distribucion de Yi, ..., Y}, se tiene que:

ssmgtn] oot 4] [t [ipe 4 i)
Fp T o] (e [

n m nt+m—k+41
— / F [jl ]y(n+l—k)/‘2+h—1 (1 . y)m/2—l dy _

'n. m nt+m—k+1
- / nktl] [ [] ]yhy("+l_k)/2_1 (1—y)™*dy=E[v"]

donde Y se distribuye segiin una beta univariante de pardmetros l‘*‘é—"i ¥ =,

Casos Particulares
k=1

Gracias al resultado anterior se tiene que U, ,, , se distribuye segiin una beta

. - ’, m
univariante de parametros 3 5 Ahora bien, ese estadistico puede ser escrito,
en este caso como:
g11
ul,m,n = m
2
g + z Z;

1=1
donde gy, es ahora el tnico elemento de la matriz de covarianzas estimada y

donde las Z; son variables aleatorias independientes y distribuidas segin una X2
con un grado de libertad. Asi pues:

y o X@ 1 1 ..
M O R G A IR

X
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n
de donde se tiene que T’—rﬁ se distribuye segin una F' de Snedecor
1,m,n
centrada con m y n grados de libertad.
Del hecho de que Uy mn = Um kntm—k S€ deduce que Ui 1n

__— : . 1—Uan—k+1 IS ,
donde, sin més que aplicar lo anterior, 7 hlif - se distribuye segun
k,1,n

k + 1 grados de libertad.

= ul,k,n—k—{—l ’ de

una F de Snedecor centrada con ky n —

k=2
Ahora se tiene que Uy, » se distribuye como 7? donde Z lo hace segin una

beta univariante de pardmetros n —1y m. Asi pues y/Up m » se distribuye como

una beta univariante B (n —1,m) =B (2 nol 27’") Con ello:

\/r: x2(2(n—1)) _ 1 _
2mn = 32 (2(n— 1))+ x2(2m) 1+ ?’;—;%’_ﬂﬁ

1 i
o Z(2m)/2m = m_
1+ ?(z’in(—x)%(n—n 2 1 5 maee

1—' le'm,n 71—'1 . . ’
—JE:—m— se distribuye segin una F' de Snedecor

2,m,n

De donde se tiene que
centrada con 2m y 2 (n — 1) grados de libertad.
Al igual que antes, aplicando que

uk,m,n . um,k,n+m—k

se deduce que Uy an = Uz km—k+2 Y POT lo tanto y/Uran = Uz kn-k+2 Y POT

1- Ll,,ﬂ, = " =
" natl=k ge distribuye como una F de Snedecor centrada con 2k y
k,2n

2(n + 1 — k) grados de libertad.

ello
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APENDICE B

Desarrollo asintético del criterio de
razén de verosimilitudes para
hipdtesis lineales

Vamos a proceder a obtener un desarrollo asintético de la distribucion de una va-
riable aleatoria cuyos momentos vengan dados en términos de funciones gamma,
debida a Box, [5].

Aunque dicho desarrollo puede encontrarse en Anderson, ([1], p- 311-318),
vamos a centrarnos un tanto en su obtencién con el fin de obtener un numero
de términos mayor que el que aparece en el texto citado anteriormente.

Consideremos una variable aleatoria W(0 < W < 1) cuyo momento de orden
h venga dado en la forma siguiente:

h
My | [ 0(l+h)+6)

B[W =K|& b (0.4)
e | IIT (451 +~) + ;)
1 IT

donde:
1. K sea una constante tal que E[W°] =1
a b
2. Yz = 2 Y;
k=1 9=1

Consideremos a continuacion la variable aleatoria M = —2log W y tomemos
la variable pM (donde p es tal que 0 < p < 1). Con ello la funcién caracteristica
de la variable pM sera:

171
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é(t)=FE [eitpM] = T [e—2itplogW] =F [W_Q,-tp] _

—2itp

b a
IT y;* IT T (2x(1 = 2itp) + &)
= K| EL (0.5)
kl;ll T "k jI;[lf (y]-(l — 2itp) + 773')

Hasta ahora no hemos impuesto ninguna condicién sobre p, por lo que sera
arbitrario, aunque después pudiera depender de algin factor (por ejemplo del
tamafio muestral). Notemos asimismo que en el caso en que a = b, } = yYi, & <
Nk, la expresion (0.4) no es mds que el momento de orden h del producto de
potencias de distribuciones beta y entonces (0.4) existe para todo valor h para
el cual las funciones gamma existan. En tal caso (0.5) existe para todo real ¢.

Supondremos que (0.5) es vélida para todo real ¢ y en cada caso donde quiera
ser aplicado este resultado habrd que verificar este supuesto.

A continuacién tomemos la funcion:

O(t) = log ¢(t) — log ¢(0)
Se tiene, de una parte:

7 b a
log ¢(t) = log K — 2itp [log II v;% —log 1I xk”‘} <}

j=1 k=1

a b
+1log T] T (ex(1 — 2itp) + &) —log [T T (y;(1 — 2itp) +n;) =

k=1 j=1

2 b
= log K + 2itp {Z zplogzi— Y yjlog yj] +

k=1 a=1

a b
+ 3 log D (z4(1 — 2itp) + &) — Y log T (y;(1 — 2itp) + ;) (0.6)

k=1 7=1

y de otra parte:

a b
log ¢(0) =log K+ Y log ' (z) + &) — D logT (yj + 7];‘) (0.7)

k=1 =1
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ciendo dos nuevos valores e, = (1—p)zi y §; = (1—p)
a la expresién de la funciéon caracteristica de la distribucién x 2. Tras este cambio

A continuacién vamos a escribir la expresion (0.6) de otra forma, introdu-
y;, para ir aproximandonos

(0.6) puede expresarse en la forma siguiente:

a b
log #(t) = log K + 2itp >z logzi— > yilogy;| +

k=1 j=1

a b
+ ) log T (pzp(1 — 2:t) + & + Ex) — Z log I' (py]-(l — 2it) +n; + (Sj)

k=1 g=1

mientras que (0.7) (cuyo valor es cero) adopta la forma:

a b
log $(0) = log K+ 3 log T (pzi + & + ) — 3 1og T (py; + 75 + )

k=1 F=1

Se concluye asi con que la forma de la funcion @ es:

@ b
O(t) = 2utp [Z i logzi— Y y;log y,] +
k=1 Jj=1

a b
+ 3" log T (pzi(l — 2it) + &k + &) — > _logl (Pyj(l — 2it) +n; + 51‘) -

k=1 3=1

a b
- [E log T (pzy + & + k) — D _ log T (Pyj +n; + 51')]
k=1 3=1
(notemos que ®(0) = 0).
Haremos uso del desarrollo del logaritmo de la funcién gamma, (3], que es

asintético en z para h acotado, ' aplicado a la funcién ®(t). Procedamos por

partes:

1

= 5 iy gy iy DB
logT'(z + h) = log(2m)% + (z + h — 5)logz — = > (-1 r(r+1)xr+Rm+1(x)

r=1

donde Rmyi(z) = 0(z™™ ') y Bri1 esel polinomio de Bernouilli de grado ry orden uno.
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Por un lado tenemos (tomando = = pzy y h =& + Ek)
log T (pzi + & +€x) =

1
= log(27)? + (ka + & +ex — 5) log pz — pri—

= . By (€ +er)
L OV DGy

r=1

+ Rm+1(pxk) —

1
= log(2m)? + (ka + &= 5) log pz — pzit

= r41 Br+1(§k o 6k)
* 2 =0~ r(r+1)(pzk)"

+ Rm+1 (sz)

Por otro lado (tomando x=py; y h=n; + §;)

L 1
log T (py; +m; + §) == log(2m)? + (pyj +mi+6; — 5) log py; — py;—

& r Br+1(77j ) 5]‘)
~ L Y G Dew )

r=1

+ Rpy1(py;) =

L 1
= log(2m)2 + (pyj +mi+96; — 5) log py; — py;+

+ 3 e ZB S p o)

r=1

Con ello tenemos:

a b .
> log T (pz + & +€x) — legF(ny+"f +51') =

k=1 9=1

1 - 1
= 5(‘1 —b)log 27+ ) [(ka +& b 5) log pzy — ka] -
k=1

=1 e §

1 m
> [(pyj +n;+6; — 5) log py; — pyj] + 3" w, + R (pi) — Bmta(pY;)
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donde

W ==

(—1)r+1 - r+1(§k - 5k : r+1(n] + d; )
r(r+1) ,; (pzi)" J; (py;)"

Adeinas, tomando x=pz,(1 —2it) y h=§; + €, tenemos:

log T (pzi(l — 2it) + & + &) =

1 . 1 . .
= log(2m)? + (Pl’k(l —2it) + & +ex — 5) log(pzx(1 — 2it)) — pzy(1 — 2it)+

i:: r+1 T 13?;5:;&;’2 A% + Ry (pzi(l — 2it))

De la misma forma, tomando x=py;(1 — 2it) y h=n; + J;, se tiene:

log I (py;(1 — 2it) +n; + 5;) =

1 . 1 ] .
= log(2m)? + (pyj(l —2it) +n;+ 5 — 5) log(py; (1 — 2it)) — py;(1 — 2it)+

+ Z ( r-H T ri 17')—{&)27]) ‘*('15_) 5 t) £ Rm+1(pyj(1 = 22t))

Con lo cual se verifica:
a b B
" log T (pai(l — 2it) + &k +ex) — _ logT (py;(1 — 23t) +n; + 5;) =
k=1 g=1
1
= —2—(a —b)log 2m+

+3 [(pot1 —2it) + &+ e - 5 ) log(pza(l = 2it)) — pma(1 - 2it)) -
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Eb: [(pyJ (1—2it) +n;+6; — 1) log(py;(1 — 21t)) — py;(1 — 2it)] %

g=

—

+ Y w, (1= 2it)™ + Rypr (pzi(1 — 2it)) — Ry (py;(1 — 2it))
p=]

Tras estos calculos se obtiene la siguiente forma para la funcién ®(t):

a b
O(t) = 2utp [Z zilogzi— Y y;log y]] +
k=1 F=1

a b
+ 3 logT (pz(l — 2it) + & +ex) — . log T (py;(1 — 2it) +n; +6;) =
k=1 9=1

a b
— [Z log I’ (pzy, + & +ex) — Y log (pyj +n5 + 5j)
k=1 g=1

2 : 1 g
=3y {Qitpxk log z; + [p:l:k(l —2it)+ & + e — E] log (pzx(1 — 2it)) —
k=1

: 1
— [pzi(1 — 2:t)] —- [Pmk + &+ g — 5] log pzy + pv’ck} S &

: 1 . .
+3. { [pyj +1+6; — g] log py; — py; — 2itpy;logy; + [pyj(l —2it)| -

i=1

[P’y](l —2it)+n; +0; — ] log (py](l 2it))} +

m

+3 w [ -2 — 1]+ Z o(zp™") ; 0(y; ™)

r=1

Sin embargo esta expresion se puede simplificar, teniendo en cuenta que:
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1 .
2itpzy log x) + [p:vk(l —2it) + & + & — 5] log (pzi(l — 2:t)) —

. 1
— [pi(1 — 2t)] - [ka + & ek — 5] log pzy + pzi =

| . . .
[pa;k + & e — 5] log(1 — 2it) — 2itpxy log p — 21t pxy, log(1 — 2it) + 2itpzy =

1 : . : .
_ [mk + & — 5] log(1 — 21t) — 2itpzi log p — 2itpzy log(1 — 2it) + 2itpxy
b)
1 . :
[pyj +n;+96;— 5] log py; — py; — 2itpy;log y; + [py;(1 — 2it)] —

. 1 ,
_ [pyj(l —2it) +n; +6; — -2—] log (pyj(l — Zzt)) =

L) .
= 2itpy; log p — 2itpy; + 21tpy; log(1 — 2it) — [Pyj +n; +6; — —2-] log(1 — 2it)

. : : . 1 .
= 2itpy; log p — 2itpy; + 2itpy; log(1 — 21t) — [yj +115 — 5] log(1 — 2:it)

Con ello:

B(1) :i w, [(1—2ity™ —1] + 2 {[mk b — -;—] log(1 — 2it)—

—2itpzy log p — 2itpzy log(l — 2it) + 2itpzy} +
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b
+ > {Qitpyj log p — 2itpy; + 2itpy; log(l — 2:t)—

i=1

I} .
= [yj +n; — 5] log(1 — 2“)} + Bt

donde:

a b
g —mel —m—1
1 =9 0(ex ™)+ D 6(y; ™)
k=1 =1
Esta expresiéon puede ser, de nuevo, simplificada, amparandose en el hecho

a b
de que Z i =Z y;. En efecto:

k=1 g=1

a(t) =§jl w, [(1—2it)" —1] + kzzjl {[mk & — %] log(1 — 2it)—

—2itpzy log p — 2itpzy log(1 — 2it) + 2itpzy} +

b
+> {Qitpyj log p — 2itpy; + 2itpy; log(1 — 24t)—

1=1
1 : '
- [yj +nj — 5] log(1 — 2”)} + By =

m

Sw, [(1-2it)" —1] +

r=1

- L 1 b 1.

+ log(1 — 2:t) Z[wk+§k——]‘“2[yj+77j__ +
k=1 2 j=1 2-

a b b a ]

+2itplogp {Z Tp— Z y]] + 2utp [Z Yi— Z Tg| +

k=1 |

k=1 g=1 =1

+ R:n+1 =

b a

Yi— D T
=1 k=1

+2itplog(l — 2it) [
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/

) ) a b 1
=3 w, [(1-2it)" - 1] +log(1 — 2it) {Z &~ mi—gla- b)} + i
k=1 J=i
En definitiva:

o(t) :}"j w, [(1—2it)7" — 1] + flog(1 — 2it) + R

ye=1

donde:
. a b 1
f= [Z 51:—2773'—5(61—5)]
k=1 g=1

A continuacién vamos a realizar el cambio f = —2f, con la finalidad de irnos
. . ¢ e . . .2 T L
aproximando a la funcién caracteristica de la distribucién x?, que es (1 —21¢)7z.

Asi, se tiene que:

o(t) =§: w, [(1—2it) 7 — 1] - %flog(l — 2it) + R

r=1

donde

f=-2 [gjﬁk—zm—%(a—b)}

Como ®(t) = log #(t) — log #(0) = log #(t), entonces tenemos:

| U(t) = exp (®(t)) = (1 — 2it)_£ exp (i wy(1 — 2:8)"— i W ¥ R:n_l_l) =

==}

r=1

=(Q1- 2it)‘5 [exp (i w, (1 — 2it)") exp (— i w,) exp (R’m+1)] (0.8)

et |

Notemos que R;,,, €s a su vez una suma de infinitésimos, por lo que, al
hallar su exponencial y desarrollarla en serie de potencias, nos quedaremos con
el primer sumando (que es uno) y lo multiplicaremos por el otro producto de
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exponenciales, mientras que el resto de la serie, junto con el producto de expo-
nenciales lo almacenamos en otro infinitésimo que llamaremos R;,, ;. Con ello,
la expresion (0.8) queda en la forma:

U(t) = (1 - 2it)"% [exp (i wy(1 — 2z’t)") eX[.) (— 5 w,) exp (R;+l)] -

r=1 =1

= (1—2it)"% lHeXp( (1 —2it)” )][Hexp(w)] m+1]:

ok [ 1 o
= (1 -2ty 5 |T] [1+w,(1—2zt) + .1 2i) +---+] x

L]

= 1 1
x [I [l—wr+gwr2— ﬁw'3+"'+],+ Ri;ﬂ] -

r=1

(1—2it)” {1::[ {Z L 2zt)—r] } H {Z[ = }+Rm+1

k=0 r=1 =0

A continuacién desarrollamos esos productos de series, haciendo uso del
producto de series de Cauchy, obteniendo:

wll‘ W - - .wf;ln(l—w)—ll—mz_,.._m,m
W(t) = (1 —2t)” [(Z > e )x

k=0 li+--+lm=k

= Dwi'wy? - - - wim
(5 3 g,
p=0 g1+--+gm=p g1=°" " Gm:
= (1= 2it)"% [1+ Ty(2) + To(t) + - + Ton(t) + RY,]
Ahora volvemos a multiplicar las series anteriores pero con la salvedad de

m
que agrupamos los términos con potencias del tipo wj* ---w?" con Y is; = 7.
=1
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Tabla B.1: Calculo de T5.

Primer Segundo
Sumando Sumando Producto
(0,1,0, ... ,0) | (0,0,0, ...,0) | wy(1l— 24t) =
(0,0,0, ... ,0) (0,1,0, e 3 ol — Wy
(L0, < 0] | (130405 o 4U] —wi(l — 2it)‘
(2,0,0, ... ,0) | (0,0,0, ... ,0) —wl(l — 2it)~?
(0,0,0, ... ,0) | (0,2,0, ... ,0) iwf

En miltiples ocasiones se tiene que z; = ¢, e y; = d;0 donde ¢ y d; son
constantes y 8 es variable (por ejemplo puede variar con el tamafio muestral).

En tal caso, si tomamos p tal que (1—p)z; y (1—p)y; tengan limite, entonces
R, es un infinitésimo de 6~™~!. Larazén de reagrupar los términos anteriores
en la forma indicada es porque en ese caso dichos términos son infinitésimos de
0—7’

Con estas premisas vamos a calcular algunos de los T; anteriores:
(e) T, se obtendria tomando el término uno de la primera suma y el término
cuyos superindices son (1,0,...,0) de la segunda, y viceversa, obteniéndose asi:

Ty(t) = wy [(1 —2it)™" — 1]

(¢) Para la obtencién de T, tenemos que emparejar los términos que aparecen

en la tabla B.1. Indicaremos los términos dando sus superindices, en el orden de

las dos sumas anteriores, asi como el resultado del producto de ambos términos:
T,, que es la suma de todos esos términos, resulta ser:

Ty(t) = w, [(1—2it) 72 — 1] + éwf [(1—2:t)7 —2(1 - 22'2)—1 +1]

(o) En este caso los términos que debemos buscar serdn w3, w3, ww,y, para que
'm
se verifique que Y is; = 3, como se recoge en la tabla B.2.

=1
Sumando dichos términos obtenemos:

Ts(t) =
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Tabla B.2: Calculo de T3.

Primer Segundo

Sumando Sumando Producto
(0,00, ....,0) | (30,0, ....0}
(3,0,0, ...,0) | (0,0,0, ... ,0)
(1,00, ., 8 | (40,0, ¢ 0}

(20,0, ...,0) | (1,00, .. 40} —%w?(l — 2it)~*

(0,0,1, ...,0) | (0,0,0, ...,0) ws(1 — 21¢)™°

(0,0,0, ... ,0) | (0,0,1,...,0) —ws

0)

0)

0)

0)

%w:{’(l — 2it)™3
%w‘;’(l — 21t)~1

(100, ... ,0F | (8,30, oov 4 —wyw,(1 — 24t) ™1
(0,1,0, ... ,0) | (1,0,0, .- ,0) | —wywy(1 — 28)~7
(1,10, «os 0} | (0,00, 545 5 wywo(1 — 21t)™>
(000, .. B) | (1,10, .. 4 Wy W,

= ws [(1 —2it)7% — 1] + -;—!wi' [(1 —2it)™% —3(1 — 2it) 2 4+ 3(1 — 2t)"' — 1] +

twyw, (1 - 2it)™ — (1 - 2it) ™ — (1 — 2it) ™" + 1]

(¢) Notemos que en este caso los términos que debemos buscar son wi, wiw,,

g
w, w3, Wy, para que se verifique que Y is; = 4, y estan resumidos en la tablaB.3.
=1

Sumando los términos tenemos:

Ty(t) = wy [(1 - 2it) ™ = 1] +

1 — . s -~
+Zw‘1‘ [(1—2zt) t_4(1 — 2it) ™ 4+ 8(1 — 23t) 72 — 4(1 — 2it) 1+1]+

+wgws [(1—2i)™ — (1 - 2it)™° — (1 - 2t) ™" + 1]+

1
+5ywits [(1—23t)™* —2(1 — 23t)™ +2(1 - 2it) ! — 1]
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Tabla B.3: Caélculo de T}.

Primer Segundo
Sumando Sumando Producto
0,0,0,0, ..-,0) | (4,0,0,0, ..., Tt
(4,000, .- ,0) | (0,000, ...,
0
0

) ]
) Lwi(l — 20t)™

(1,0,0,0, .- ,0) | (3,0,0,0, .-,

(3,0,0,0, ...,0) | (1,0,0,0, ... ,0) | —Lwi(l —2i1)"
)
)

0)

0)

0) | —Lwi(l - 2it)}

0)
(2,0,0,0, ..-,0) | (2,0,0,0, ...,0) | —gmwi(l — 2it)~”
(0,0,0,1, ... ,0) | (0,0,0,0,...,0) | w,(1—2it)”"
0)
0)
0)
0)
0)

(0,0,0,0, .-.,0) | (0,00,1, ...,
(1,0,0,0, .-.,0) | (1LLO,0, .-,
(1,1,0,0, .- ,0) | (0,0,0,0, .-,
(2,1,0,0, ... 0) | (0,0,0,0; .., — ;Wi Wy
(0,0,00, --,0) | (21,00, ... ,0) | Zwlw,(T —2i8) *
(2,000, .- ,0) | (0,1,0,0, .- ,0) | = Lwlw,(1 — 2it)
(0,1,0,0, ..-,0) | (20,00, ... ,0) | Zwlw,(1—2:)
(L,0,10, .- ,0) | (0,0,0,0, . ,0) | wywy(1 —2i0)
(0,0,0,0, ...,0) | (1,0,1,0, ... ,0) .
(1,0,0,0, .- ,0) | (0,0,1,0, .. ,0) | —wyws(1 — 24t) "
(0,0,1,0, ...,0) | (1,0,0,0, .. ,0) | —wyws(l —2it)°

—wWy
w%wz(l — 2Zt)_1

—wiw,(1 — 2it)™°
p
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Adviértase que T).(t) es un polinomio de grado r en (1 — 2i¢)™", con lo que
cada término de la forma (1 — Qit)‘éTr(t) es una expresién del tipo (1 —2it)”2
para un cierto v, lo cual nos hace recurrir a la distribucién x* con v grados
de libertad, puesto que su funcién caracteristica es ®,(z) = (1 — 2it)_% y su
densidad (por la férmula de inversion):

o 1 v _;
g,(2) = / S (1 = 2it)F ey

Llamemos:

B z) = /_oo ZL(I - 2it)_£Tr(t)e_itzdt

oo 4T

. oo ] ;
RY = / 2—(1—2z‘t)‘f2'R§Z+1e"”dt

oo7r

y asi la densidad de pM es:
] —1t < 17
/ —B(t)e"tdt =3 S,(2) + R, =
—o0 270 r=0

= g7(2) + w1 [g742(2) — 97(2)] + w2 [g74a(2) — 95(2)] +

4507 [0744(2) = 20742(2) + 97(2)] + w5 [9710 — 91(2)] +

+%w? [gf+e(2) — 39744(2) +39542(2) — gf(z)] ‘2

Tw W, [gf+6(z) — gr+4(2) — g42(2) + gf(z)] + w4 [9f+8(2) - gf(z)] +

1
+Ew‘11 [gf+8(z) —49146(2) +89144(2) — 49742(2) + gf(z)] +

1

+§wfw2 [9f+s(2) —297+6(2) +29542(2) — gf(z)] t

twiws [9r48(2) — 9r46(2) — Gp42(2) +95(2)] + -+ Sm(2) + Ridia
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Llamemos ahora U,(z) = /ZO S.(2)dzy R,y = /zo R, dz. Con ello,
0 0
P[M < Mo] =P [pM < pMo) :Z Ur(pMo) + By =
r=0
=P [X?f < PMO] + wy {P [X§+2 % P-‘[o] = P [X? < PMO]} +

+wq {P [X_:}.H = PMO] - P i\?f = pMO]} +

+28 (P [0 < pMo] — 2P [xh42 < pMo] +P [ < pMo] }+

+ws3 {P [X}—{-G = PMO] =P [\.Zf s pMO]} T

+%i {P [ p TP pMO] —~3P [X?f+4 < PMO] +

+3P [XZ}+2 = PMO] = [va < PMO]}-F

+w,w, {P [Xf'+e = PMO] —-P [X3‘+4 s MO] B

— P [xh4s < pMo] + P [x} < pMo]} +
+wy {P [X‘2f+8 < PMO] .l [X?‘ = pMO]} +
+£1U—§ {P [X7'+8 < PMO] &P [X3‘+6 = pMO] +

+8P [X3'+4 < PMo] —4Pp [X?q-z < P-VIO] +P [Xz} ~ pMé]}-F

B <] 20 < o]+

+2P [X§+2 < PMo] o s [\? < pMo]}—i-

+w, w3 {P [X?‘+8 = PMO] e [X?”rﬁ = pMO] -
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—P [xh4z < pMo] +P [} < pMo|} +

+oo o+ Un {pMo} + B



APENDICE C

Aproximacion numérica de la

solucién de E.D.E.

A continuacién mostramos, de forma somera, el procedimiento propuesto por
Rao, [39], para aproximar, de forma numérica, la solucién de una ecuacién
integral. En dicho método, de forma general, se parte de la ecuacién integral de
Ito . .
z(t,w) = zy(w) +/ a(s,z(s,w))ds +/ b(s, z(s,w))dW (s)

donde W (t) es el proceso de Wiener. Dicha ecuacién es la ecuacién integral de
la ecuacién diferencial estocastica de Ito:

dz(t,w) = a(t,z(t,w))dt + b(t, z(t,w))dW (t)

con condicién inicial z(u,w) = z,(w)

A las funciones a y b se les impone que tengan derivadas parciales sucesivas
continuas hasta el tercer orden en el intervalo considerado, 7'. Dividiendo dicho
intervalo en intervalos de amplitud h, u = t; < t; < ...,< iy = v con h =
tis1 — t;, se puede discretizar la ecuacién integral en la forma

tn tn
2(tnpr) = 2(tn) + / ' a(t, z)ds + / Yot 2)dW(s) n=1,...,N—1
tn tn
A continuacién se desarrollan por Taylor, sobre el punto (t,, z,) donde z, =
z(t,), hasta un cierto orden (dependiendo del orden deseado de error) y se

evaluan la integrales resultantes.
En concreto en este algoritmo propuesto por Rao, se desarrolla la funcién

a(t, ) hasta el segundo orden, mientras que para la funcién b(t, z) el desarrollo

187
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es hasta el tercer orden. Ello es debido a que con estos desarrollos se consigue
un orden de error de 0(h?) y 6,(h?), donde por 8,(h?) se entiende

e Pl > d

R0 h? =0 ¥

El algoritmo en cuestién queda en la forma

1 1
Tagr = &y + Gzh + 5,25, + §h2(atn +a,,a, — iaxnbxnbn)+

1 1
+(ag, b, — by, — b, a, + §b,,b§n)Z2n + -ibxnbn(Z?n —h)+
1
+(btn + bznan - é'bgnbn)zlnh + bznaxnanSn+
1
+§(aznbznbn + aznznbi)(ZInZ2n - Z3n)+

1 1
+'2_(bxnrnbzz + bznbn)(ngn - Z2n)+

1 1 1
+§(bt,,znbn + by, O b — §bxnz"b$nbi)(Z12nh - §h2 + Zsn — Z1nZan)+

1 1 1
+§(binan + bznbtn = §b?:,.bn)(Z12nh - '2'h2 - Z3n - Zan2n)+

1.1 1 1
+§(§bxnznrnb?l + §b$n$nb$nbzl)(§zfn - 3Z111Z2n + 3Z3n)+
1

Gan - Zan2n - ZBn)

11 , 1,

+§(§bznb1'n$nb‘n + j?:bl‘nbn)(

donde P 3
a a,

@ = ollands) 8, = E(tn,wn) 8y, = 8_x(t"’$")

b ab
bn == b(tn')wn) btn = E(tnazn) b:cn = %(tmxn)

d%b d°b

bonon = 75 =
TnTn 8:1:2 (tna xn) b:cn:l:n:cn 81173 (tna wn)

tntl
= / AW (s)
tn



189 Francisco Torres Ruiz

tn+1 t
T, :/ / AW (s)dt
tn tw

Zor= [ /t:(W(s) — W(n))dsdW (1)

in

Se puede probar que Z;, es una variable normal con media cero y varianza
3

h, Z,, es una variable normal de media cero y varianza —, mientras que Zs,

no es normal, pero se puede aproximar, para valores pequenos de h, por una
1

variable normal de media cero y varianza Gk estando incorrelada ésta ultima

con Zy,, Y Zan, si bien Z,, y Z,, son dependientes.

En el caso concreto del proceso de difusién con momentos infinitesimales

a(t,m):—t+1m v b(t,z)=o0
se tiene 0
a, = — T, O,=0
t, +1
I (R ) e
0
g = b, =0

"t +l
siendo nulas el resto de las parciales. Con ello el algoritmo queda en este caso
de la siguiente forma:

0 R* 9 Ked’

__thrlhjug——(tle)2 [1+ 6] +JZ1n———tn+1Z2n

Tppl = To |1
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APENDICE D

Programas de Ordenador

1 Inferencia en el proceso Lognormal

Incluimos a continuacion dos programas, uno escrito como una subrutina FOR-
TRAN que implementa la estimacién y el contraste que hemos desarrollado en
el capitulo 2 y otro escrito en BASIC MICROSOFT que gestiona esta subrutina.
Para poder comparar los resultados del programa con los valores observados, de

modo grafico, hemos utilizado un programa auxiliar. Analizamos a continuacién

la estructura del programa.

Estructura del programa BASIC.

Formalmente el programa BASIC es una implementacién idéntica a la de FOR-
TRAN, y aunque incluye una serie de facilidades de uso, ya que es un programa
completo, que permite el trabajo interactivo y la realizacién de transformacio-
nes usuales en los datos, seleccionar o generar contrastes, etc., para su estudio,
nos referimos a la descripcién del programa FORTRAN.

Estructura del programa FORTRAN.

El programa estd realizado como una subrutina llamada DIFLOM. La forma de
esta subrutina es SUBROUTINE DIFLOM(Casos, Ned, Nex, Datos, R1, R2,
W, L, Solb, Cov, Cov2, Cov3, Cov6, Solb2, Cov7, Ten, VarTen, Uesta, Fexp,
Gradosl, Grados2, Gammal, Gamma2), cuyos parametros se describen en las
tablas de entrada y salida. Ademas se incluye un programa de manejo de la

191
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misma (driver) con instrucciones para adaptarlo a diferentes casos. La subrutina
y el programa que la utiliza se han escrito segin las normas JRSS.

Tabla de Entrada

| Nombre | Tipo | Descripciéon
Casos | Entero Numero de casos
Ned Entero Numero de variables endégenas
Nex Entero Numero de variables exogenas
Datos | Matriz Real Matriz de datos
(Casos-1,Ned+Nex)
R1 Vector de Enteros | Posicion de las variables endégenas
(Ned) en la matriz de datos
1 < R1(i) < Ned+Nex;1 < i < Ned
R2 Vector de Enteros | Posicion de las variables exégenas
(Nex) en la matriz de datos
1 <R2(1) < Ned+Nex; 1 < i < Nex
w Entero Numero de parametros a contrastar
1 < W < Nex+1
L Vector de Enteros | L(i) es la posicién del i-ésimo para-
(Nex+1) metro a contrastar;
1 <L) <Nex+1;1<i<W
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Tabla de Salida

rNombre l Tipo

I Descripcion ]

Solb Matrix Real Estimacién de los pardmetros 3, (5)
(Ned,Nex+1)

Cov Matriz Real Estimacion de la matriz de covarianzas
(Ned,Ned) (B)

Cov2 Matriz Real Estimacién insesgada de la matriz de
(Ned,Ned) covarianzas (B)

Cov3 Matriz Real Matriz de covarianzas de 3
(Ned x (Nex + 1),
Ned x (Nex + 1))

Cov6 Matriz Real Covarianza de Vech(B)
(Ned x (Ned +1)/2,
Ned x (Ned + 1)/2)

Solb2 Matriz Real Estimacién de los pardmetros [ transfor-
(Ned, Nex+ 1) mados

Cov7 Matriz Real Covarianza de los pardmetros ( transfor-
(Ned x (Nex+ 1), |mados

: Ned x (Nex + 1))

Ten Matriz Real Tendencia estimada
(Casos — 1, Ned)

VarTen | Matriz Real Varianza de las variables endégenas
(Casos — 1, Ned)

Uesta Real Estadistico U

Fexp Real F experimental deducida del estadistico U

(Caso W =1,2) '
Gradosl | Real Grados de libertad de la F de Snedecor
Grados2 correspondiente al estadistico U
(Caso W =1,2)
Gammal | Real 71 ¥ 72 en el desarrollo asintético del
Gamma2 estadistico U (Caso W > 2)
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Algoritmos auxiliares

Se utilizan ademas las siguientes subrutinas que se han escrito especialmente.

DUPLICA Calculo de la inversa de Moore-Penrose de la matriz de
duplicacion.
KRONECKER Célculo del producto de Kronecker de dos matrices.
DETER Célculo del determinante de una matriz.
INVERTIR Célculo de la inversa de una matriz.
PROMAT Célculo del producto de dos matrices.
TRANS Calculo de la traspuesta de una matriz.
TRAZA Célculo de la traza de una matriz.
Precisién.

Hemos utilizado doble precisién en el algoritmo ya que el calculo matricial ne-
cesita esta precisién (por ejemplo para la inversién de una matriz). Ademas es
comtn (la experiencia con este algoritmo lo afirma) que se obtengan resultados
del orden de 107! (por ejemplo, en la matriz de covarianzas).

Tiempo de calculo.

El tiempo de célculo depende obviamente del tamaiio muestral y del nimero
de variables endégenas y exdgenas elegido. Algunos ejemplos realizados en un
ordenador ICL DRS M75, basado en un procesador 80486 a 25 Mhz. muestran
que para los datos de Tintner , que constan de 23 casos con 4 variables endégenas
y 2 factores exdgenos, el tiempo de calculo es inferior a 1 segundo.
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1.1 Listado del programa Fortran

&

En este ejemplo hay 4 variables endogenas y 2 exogenas.
Hay 23 casos en el fichero.

INTEGER CaSOS,Nex,Ned,R1(4),R2(2)

INTEGER W,L(2),Grados1,Grados2,Grados3

REAL*8 Datos(0:22,6),Solb(4,3),Cov(4,4),Cov2(4,4)
Cov3(12,12),Cov6(10,10),Solb2(4,3),Cov7(12,12)
Ten(0:22,4) ,VarTen(0:22,4)

REAL*8 Uesta,Fexp,Gammai,Gamma2

INTEGER I,J,DM2,DM1

Nex=2
Ned=4
Casos=23

DM1=Ned* (Ned+1) /2

DM2=Ned*Ned

WRITE (*,*)
WRITE (*,%)
WRITE (*,*)
WRITE (*,%)
WRITE (*,*)
WRITE (*,*)
WRITE (*,*)
WRITE (*,*)
WRITE' (*,*)
WRITE (*,%)
WRITE (*,%)
WRITE (*,*)
WRITE (*,*)

Lee los casos (del fichero DATA.DAT )

'En este ejemplo los datos estan’
2 en el fichero DATA.DAT’

’Hay 6 variables en el fichero:’.

’Las 2 primeras variables son factores’
’exogenos y las otras son endogenas.’

'En este ejemplo, tras la estimacion de los’
'parametros, se realiza los tests de’
’hipotesis sobre 81 y 82.°



Tesis Doctoral

196

QG aa Q

(& I o]

QG QQ QO

WRITE (*,%*)

WRITE (*,*) ’Lea el programa para realizar otro tipo de’
WRITE (*,*) ’contrastes sobre los parametros’

WRITE (*,%)

WRITE (*,*) ’La salida esta en el fichero LIST.OUT °’

OPEN (UNIT=8,FILE=’DATA.DAT’)
D0 I=0,Casos-1

READ (8,*) (Datos(I,J),J=1,6)
END DO

------- En este ejemplo se contrastan 2 parametros: 851 y B2

W=2
L(1)=2
L(2)=3

Se puede establecer otras combinaciones para 2 parametros
L(1)=1,L(2)=2 o L(1)=1,L(2)=3
(Sin cambios en las dimensiones)

——————— Lugar de las variables en la matriz de datos

R1(1)=3

R1(2)=4

R1(3)=5

R1(4)=6

R2(1)=1

R2(2)=2
Para contrastar solo un parametro ponga:
W=1,L(1)=Lugar que ocupa el parametro (1,2,3)
y cambie las siguientes dimensiones:
L(1) (En el Programa Principal)
L1(1),M(4,1),M1(1,4),M2(4,1)
A112(1,1) ,A11(1,1) ,£12(1 ,2) ,&92(2,2) ,
A21(2,1) ,8(2,2),D(1,2) ,E(1,1)
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QAa aaaoaaqaaaaa

(En la subrutina DIFLOM)

Para contrastar 80,81 y 82 ponga:
w=3, L(1)=1, L(2)=2, L(3)=3

Cambie las siguientes dimensiones:
L(3) (En el Programa principal)
L1(3),M(4,3),M1(3,4) ,M2(4,3)
A112(3,3),A11(3,3),A12(3,1) ,A22(1,1),
22101 ,8),801,1),D(3,13 ,ECL, 1)

(En la subrutina DIFLOM)

CALL DIFLOM(Casos,Ned,Nex,Datos,R1,R2,W,L,
Solb,Cov,Cov2,Cov3,Cov6,S0lb2,Cov7,
Ten,VarTen,Uesta,Fexp,Gradosl,Grados2,
Grados3,Gammal ,Gamma2)

Escribe las matrices calculadas en DIFLOM (en LIST.OQUT)
OPEN (UNIT=1,FILE=’LIST.OQUT’)

WRITE (1,*) ’DATOS (2 Var. Exogenas y 4 Endogenas)’
WRITE (1,%) ’=—mmm===mmmmmmmmmmmmmmmmmm oo ’
DO I=0,Casos-1
WRITE (1,*) (Datos(I,J),J=1,6)
WRITE (1,%) 7. ..iininiinnnnnn. ’
END DO
WRITE (1,%) ’=mmmmmmmmmmmmmmm oo oo oo oo

WRITE (1,*) ’Estimacion de los parametros B’
WRITE (1,%) ?===mm==mmm=mmmmm——mm—mmmmmmeee ,
DO I=1,Ned
WRITE (1,%) (Solb(I,J),J=1,Nex+1)
END DO
WRITE (1,%) 7=mmmmm=mmmmmmmmmmmmmmm oo oo

WRITE (1,*) ’Matriz de Covarianzas del proceso’
WRITE (1,%) ’===m===mmmmmmmmmmmmm oo oo ’
DO I=1,Ned
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WRITE (1,*) (Cov(I,J),J=1,Ned)
WRITE (1,%) ..ot ?
END DO

WRITE (1,%) ?===——mmmmmmmmmmmmm oo

WRITE (1,*) ’Matriz de Covarianzas Insesgada’
WRITE (1,%) ’==m=mm=mmmmmmmmmmmmmm e )
DO I=1,Ned

WRITE (1,*) (Cov2(I,J),J=1,Ned)

WRITE AL H) %ot s 30 6 i 38 4 45 5 ’
END DO

WRITE (1,%) ’====—mmmmmmmmmmmm oo

WRITE (1,*) ’Covarianzas de los parametros 8’
WRITE (1 ,%) )mreemmmm e i i i mei 4
DO I=1,Ned*(Nex+1)
WRITE (1,*) (Cov3(I,J),J=1,Ned*(Nex+1))
WRITE (1,%) 2. cssssssnnsnsnnsnsnnsns .
END DO

WRITE (1,%) ’=====—mmmmmmmmmmmmmm oo

WRITE (1,*) ’Cov.del Vech de la matriz de Cov.
WRITE (1,%) ’==mmmmmmmmmmmmmmm oo

DO I=1,DM1
WRITE (1,*) (Cov6(I,J),J=1,DM1)
WRITE (1,%) 2. .icuiinnininnnnnnnnn .
END DO

WRITE (1,%) ’=====—mmmmmmmmmmmmmm oo

WRITE (1,*) ’Transformacion de los valores  estimados’

WRITE (1,%) ?=-=mmm—mmmmmmmmmmmmmmm oo

DO I=1,Ned
WRITE (1,*) (Solb2(I,J),J=1,Nex+1)
HBITE {1,%) % onsvswanesssnwnswnen s g
END DO

WRITE (1,%) ?==—===——mmmmmmmmmmmmmmm e
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WRITE (1,*) ’Covarianzas de los estimadores transformados’
WRITE (1,%) '-———====-------——-=———————o——————=oos—o—oooees 2
DO I=1,Ned*(Nex+1)
WRITE (1,%*) (Cov7(I,J),J=1,Ned*(Nex+1))
WRITE (1,%) 7o cvnnsevmss smssnms s )
END DO
WRITE (1,%) ’'———===——=-————o——s——o—m———oooossmossome oo .
G
DO J=1,Ned
WRITE (1,*) ’Tendencia estimada de la var .endogena#’ ,J
WRITE (1,%) ’'-—===-m—-—e——csm———o———oooo—ssmmssme e .
WRITE (1,*) (Ten(I,J),I=0,Casos-1)
WRITE (1,%) ?-===mmmmmmec—oemomm— oo cco o smmmmm s e ?
END DO
c
DO J=1,Ned
WRITE (1,*) ’Varianza de la variable endogena # ’,J
WRITE {1,#) J—————mrsemommmmmme e S 1
WRITE (1,*) (VarTen(I,J),I=0,Casos-1)
WRITE (1,%) J-——m——mrmeremessmemman oo m e a s S Smsmee 2
END DO
C
IF (W.LE.2) THEN
WRITE (1,*) ’U-esta : ’,Uesta
WRITE (1,*) ’Fexp : ?,Fexp
WRITE (1,%*) ’D.F.1 : ’,Gradosl
WRITE (1,%) ’D.F.2 : ’,Grados2
ELSE
WRITE (1,*) ’U-esta : ’,Uesta
WRITE (1,*) °’D.F. : ?,Grados3
WRITE (1,*) ’Gammal : ’,Gammal
WRITE (1,*) ’Gamma2 : ’,Gamma2
END IF
Cc
Csmmmmes Fin del programa principal
END
C
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SUBROUTINE DIFLOM(Casos,Ned,Nex,Datos,R1,R2,W,L,
Solb,Cov,Cov2,Cov3,Cov6,S0lb2,Cov7,
Ten,VarTen,Uesta,Fexp,Gradosl,Grados2,
Grados3,Gammal,Gamma?2)

ESTIMACION EN EL PROCESO DE DIFUSION LOGNORMAL
MULTIVARIANTE CON FACTORES EXOGENOS

INTEGER Casos,Ned,Nex,R1(4),R2(2),
W,L(2),Grados1,Grados2,Grados3

REAL*8 Datos(0:22,6),Solb(4,3),
Cov(4,4),Cov2(4,4),Cov3(12,12) ,Cov6(10,10),
Solb2(4,3),Cov7(12,12),
Ten(0:22,4) ,VarTen(0:22,4),
Uesta,Fexp,Gammal,Gamma2

INTEGER L1(2),I,J,A,B,JJ1],
DM2,DM1,Q1

REAL*8 Endogenas(0:22,4) ,Exogenas(0:22,2),
Cov4(16,16) ,Cov5(10,16) ,Dup(10,16),
Dup2(16,10),AAAA(3,3),AINV(3,3),
c(4,3),SumExo(3),B1(4),B2(3,3),
H2(3,3) ,F(4,4) ,H1(3,3) ,R(3,3) ,A112(2,2),T1(4,4) ,
T2(4,4) ,M(4,2),M1(2,4) ,M2(4,2),
Sp,Det1,Det2,Razon,Sum,
A11(2,2),A12(2,1),A22(1,1),A21(1,2),
801.1).0(2,.1) .E(2.2)

DM1=Ned*(Ned+1)/2
DM2=Ned*Ned
Q1=Nex+1-W

Si Casos <= Nex+l no es posible hacer nada.

If (Casos.LE.Nex+1) RETURN

Transformacion de las variables endogenas y exogenas.
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DO J=1,Ned

DO I=1,Casos-1
Endogenas (I,J)=L0G(Datos(I,R1(J))/Datos(I-1,R1(J)))
END DO

END DO
DO J=2,Nex+1

DO I=1,Casos-1
Exogenas(I,1)=1
Exogenas(I,J)=Datos(I,R2(J—1))
END DO

END DO

ememimaia- Calculo de las matrices A y C.

DO I=1,Casos-1

DO J=1,Nex+1

DO K=1 ,Nex+1
AAAA(J,K)=AAAA(J,K)+Exogenas(I,J)*Exogenas(I,K)

END DO

END DO

DO J=1,Ned
DO K=1,Nex+1

c(J,K)=C(J,K)+Endogenas(I,J)*Exogenas(I,K)

END DO

END DO

END DO

Calculo de las matrices Solb, Cov y Cov2.

CALL Invertir (AAAA, Nex+1, AINV)
CALL Promat (C, AINV, Ned, Nex+1, Nex+1, Nex+1l, Solb)

DO I=1,Casos-1
DO J=1 ,Ned
B1(J)=0
DO K=1,Nex+1
B1(J)=B1(J)+Solb(J,K)*Exogenas(I,K)
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END DO
B1(J)=Endogenas(I,J)-B1(J)
END DO
DO J=1,Ned
DO K=1,Ned
Cov(J,K)=Cov(J,K)+B1(J)*B1(K)
END DO
END DO
END DO
DO I=1,Ned
DO J=1,Ned
Cov(I,J)=Cov(I,J)/(Casos-1)
Cov2(I,J)=Cov(I,J)*(Casos-1)/

& (Casos-Nex-2)
END DO
END DO
(0
G Calculo de las matrices Cov3 y Cov6.
C
CALL Kronecker(AINV,Cov2,Nex+1,Nex+1,Ned,
& Ned,Cov3)
DO I=1, (Nex+1)*Ned
DO J=1, (Nex+1)*Ned
Cov7(I,J)=Cov3(I,J)
END DO
END DO
CALL Duplica(Ned,Dup)
(8
CALL Trans (Dup, DM1, DM2, Dup2)
CALL Kronecker(Cov2,Cov2,Ned,Ned,Ned,
& Ned,Cov4)
C
CALL Promat (Dup,Cov4,DM1,DM2,DM2,DM2,Cov5)
CALL Promat(Cov5,Dup2,DM1,DM2,DM2,DM1,Cov6)
G
DO I=1,DM1
DO J=1,DM1
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Cov6(I,J)=Cov6(I,J)*2/(Casos-Nex-2)
END DO
END DO

Calculo de las matrices Solb2 y Cov7.

DO I=1,Ned
DO J=1,Nex+1
IF (J.EQ.1) THEN
Solb2(I,J)=Solb(I,J)+(Cov2(I,I)/2)
ELSE
Solb2(I,J)=Solb(1,J)
END IF
END DO
END DO
DO I=1,Ned
IF (I.EQ.1) THEN
A=1
ELSE
A=A+Ned+2-1
END IF
DO J=1,Ned
IF (J.EQ.1) THEN
B=1
ELSE
B=B+ Ned+2-J
END IF
Cov7(I,J)=Cov3(I,J)+(Cov6(A,B)*.25)
END DO
END DO

Estimacion de la Tendencia y las Varianzas.

DO J=1,Ned
DO K=2,Nex+1
SumExo (K-1)=0
END DO
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DO I=0,Casos-1
Sum=0.
IF (I.GT.0) THEN
DO K=2,Nex+1
SumExo (K-1)=SumExo (K-1)+Datos(I,R2(K-1))
Sum=Sum+So01b2(J,K) *SumExo (K-1)
END DO
END IF
Sp=Solb2(J,1)*I+Sum
Ten(I,J)=Datos(0,R1(J))*EXP(Sp)
VarTen(I,J)=Datos(0,R1(J))*Datos(0,R1(J))*

& EXP (2*Sp) *(-1+EXP(Cov2(J,J)*I))
END DO
END DO
C
Cr—rmmms= Contrastes de hipotesis para la combinacion de parametros
C
Crmm=rme Numerador del Estadistico U.
c
DO I=1,Ned
DO J=1,Ned
T1(I,J)=Cov(I,J)*(Casos-1)
END DO
END DO
C
CALL Deter(T1,Ned,Det1l)
C
et Matriz de permutacion (H()) para la combinacion L().
C

DO I=1,Nex+1
L1(I)=0

END DO

DO I=1,W
L1(L(I))=1

END DO

DO I=1,Nex+1
MN=1
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DO J=1,W
IF (I.EQ.L(J)) THEN
MN=1
EXIT
ELSE
MN=0
END IF
END DO
IF (MN.EQ.0) L1(I)=0
END DO
DO I=1,Nex+1
DO J=1,Nex+1
H(I,J)=0
END DO
END DO
DO I=1,W
H(I,L(I))=1
END DO
JJJ=W
DO I=1,Nex+1
IF (L1(I).EQ.0) THEN
JJJ=JJJ+1
H(JJJ,I)=1
END IF
END DO
C
C=m———== Reordenamiento en la matriz A.
C
CALL Trans(H,Nex+1,Nex+1,H1)
CALL Promat(H,AAAA,Nex+1,Nex+1,Nex+1, Nex+1, H2)
CALL Promat(H2,H1,Nex+1,Nex+1,Nex+1,Nex+1, B2)
c
Cmm=———= Denominador del Estadistico U.
(o
O i Calculo de la matriz A11.2 a partir de B2.
6

DO I=1,W
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DO J=1,W
IF (Q1.EQ.0) THEN
A112(I,J)=B2(1,J)
ELSE
A11(1,J)=B2(1,J)
END IF
END DO
END DO
IF (Q1.EQ.0) GOTO 10
DO I=1,Q1
DO J=1,Q1
A22(I,J)=B2(W+I,W+J)
END DO
END DO
DO I=1,W
DO J=1,Q1
A12(I,J)=B2(I,W+J)
END DO
END DO
DO I=1,Q1
DO J=1,W
A21(I,J)=B2(W+I1,J)
END DO
END DO

CALL Invertir (A22,Q1,S)
CALL Promat(A12,S,W,Q1,Q1,Q1,D)
CALL Promat(D,A21,W,Q1,Q1,W,E)

DO I=1,W
DO J=1,W
A112(1,J)=A11(1,J)-E(1,J)
END DO
END DO

DO I=1,Ned
DO J=1,W
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M(I,J)=Solb(I,L(J))

END DO
END DO
C
CALL Trans(M,Ned,W,M1)
CALL Promat(M,A112,Ned,W,W,W,M2)
CALL Promat(M2,M1,Ned,W,W,Ned,F)
8
DO I=1,Ned
DO J=1,Ned
T2(I,J)=T1(I,J)+F(I,J)
END DO
END DO
C
CALL Deter(T2,Ned,Det2)
%
Cm=———— Estadistico U.
C

Uesta=Det1/Det2
IF (W.LE.2) THEN
IF (W.EQ.1) THEN
Razon=Uesta
ELSE
Razon=SQRT(Uesta)
END IF
Fexp=((1-Razon)/Razon)*

& ((Casos-1-Ned-Nex)/Ned)
Grados1=W*Ned :
Grados2=W* (Casos-1-Nex-Ned)

ELSE
Grados3=Ned*W
Gammal=Casos-Q1-

& (Ned+W+3)/2.
Gamma?2=Grados3*((Ned**2)+(Wx*2)-5) /48.
END IF
RETURN
END
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C
SUBROUTINE Duplica (N,Dup)
C
C Calcula la inversa generalizada de Moore-Penrose
C de la matriz de duplicacion
C
INTEGER N
REAL*8 DUP(N*(N+1)/2,N*N)
INTEGER I,J,A,B
C
DO I=1,N
A=A#+(1-1)
DO J=I,N
A=A+1
B=B+1
IF (I.NE.J) THEN
Dup(B,A)=.5
Dup(B,A+I+(J-I-1)*N+(N-J))=.5
ELSE
Dup(B,A)=1.
END IF
END DO
END DO
RETURN
END
C
C
SUBROUTINE Kronecker (A,B,N1,M1,N2,M2,KR)
" ;
C Calcula el producto Kronecker de dos matrices.
C
INTEGER N1,M1,N2,M2
REAL*8 A(N1,M1),B(N2,M2) ,KR(N1*N2,M1*M2)
INTEGER I,J,K,L
C

DO I=1,N1
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DO J=1,M1
DO K=1,N2
DO L=1,M2
KR(N2# (I-1)+K,M2% (J-1)+L)=A(I,J)*B(K,L)
END DO
END DO
END DO
END DO
RETURN
END
£
G
SUBROUTINE Deter (A,N,DET1)
C
(6] Calcula el determinante de una matriz
C
INTEGER N
REAL*8 A(N,N),R(16) ,DET(16)
REAL*8 DET1,K
INTEGER F,C,I,E,G,H,J,P
C
DO F=1,N
DO C=1,N
DET(C - N + F * N) = A(F, C)
END DO
END DO
E = 0.
F = 0.
DO I=1,(N-1)*N-1,N+1
E=E+1
c=1
50 IF (DET(C).EQ.0.) THEN
F=1
C=C+N

IF (C.GE.N*N) THEN
WRITE (*,*) ’El determinante vale cero’

STOP



Tesis Doctoral

210

END IF
ELSE
GOTO 60
END IF
IF (C.LT.N*N) GOTO 50
60 IF (F.EQ.1.) THEN
DO G=I,I+N-E
DET(G) = DET(G) + DET(C)
C=C+1
END DO
END IF
R(E) = DET(I)
DO G=I,E * N
DET(G) = DET(G) / R(E)
END DO
H=E
J=I+N
70 K = DET(J)
P=1J

DO G=I,I+N-E
DET(P) = DET(P) - DET(G) * K
P=P+1

END DO

J=J+N

IF (H.LT.(N - 1)) THEN

H=H+1

ELSE

GOTO 80
END IF
GOTO 70
80 END DO
R(E+1) = DET(N*N)
DET1 = 1
DO I=1,N
DET1 = DET1 * R(I)
END DO
RETURN
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END
C
(&
SUBROUTINE Invertir (A, N, INV)
C
C Calcula la inversa de una matriz
C
INTEGER N
REAL*8 A(N,N),INV(N,N),0(3,3),01(1,1)
REAL*8 TR
INTEGER I,J,K
e
DO I=1,N
DO J=1,N
IF (N.EQ.3) THEN
01, J)=AC1, 1)
ELSE
01(1,3)=A(1,J)
END IF
IF (I.EQ.J) THEN
INV(I, J) =1
ELSE
INV(I, J) =0
END IF
END DO
END DO
J=0
100 IF (N.EQ.3) THEN

CALL Traza(0,N,TR)
ELSE

CALL Traza(01,N,TR)
END IF
J=J+1
TR=TR/ J
IF (J.EQ.N) GOTO 110
DO I=1,N

DO K=1,N
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110

Q

IF (I.EQ.K) THEN
IF (N.EQ.3) THEN
INV(I, I) = 0(I, I) - TR

ELSE
INV(I,J)= 01(I,J) - TR
END IF
ELSE
IF (N.EQ.3) THEN
INV(I, K) = 0(I, K)
ELSE
INV(I,K)= 01(I,K)
END IF
END IF
END DO
END DO

IF (N.EQ.3) THEN
CALL Promat(INV, A, N, N, N, N, 0)
ELSE
CALL Promat(INV, A, N, N, N, N, 01)
END IF
GOTO 100
IF (TR.EQ.0.) THEN
WRITE (*,*) ’SISTEMA INCOMPATIBLE’
STOP
END IF
DO I=1,N
DO J=1,N
INV(I, J) = INV(I, J) / TR
END DO
END DO
RETURN
END

SUBROUTINE Promat (A, Q, N1, M1, N2, M2, D)

Calcula el producto de dos matrices
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C
INTEGER N1,M1,N2,M2
REAL*8 A(N1,M1),Q(N2,M2),D(N1,M2)
G
DO I=1,N1
DO J=1,M2
D(I, J) =0
DO K=1,M1
D(I, J) = A(I, K) * Q(K, J) + D(I, J)
END DO
END DO
END DO
RETURN
END
C
c
SUBROUTINE Trans (A, Ni, M1, TRA)
C
C Calcula la traspuesta de una matriz
C
INTEGER N1,M1
REAL*8 A(N1,M1),TRA(M1,N1)
INTEGER I,J
C
DO I=1,N1
DO J=1,M1
TRA(J, I) = A(I, J)
END DO
END DO
RETURN
END
6
C !
SUBROUTINE Traza(B,N,TR)
C
C Calcula la traza de una matriz
C
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INTEGER N
REAL*8 B(N,N),TR
INTEGER I

TR =D
DO I=1,N

TR = TR + B(I, I)
END DO
RETURN
END
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1.2 Listado del programa Basic

’****************************************************************

) sk Hk kR kokkokkkkkkkkkkkx DECLARACION DE SUBRUTINAS *kkkkkskkokkkkkikk
RTm————————EE L L L L LSS b

DECLARE SUB Agrupar (N#)

DECLARE SUB Inicia (Ni#, N2#, N3#, PPos#())

DECLARE SUB Modifica (Ni#, N2#, PPos#())

DECLARE SUB Test (NumExog#)

DECLARE SUB CalcA112 (B2#(), Qi#, Q2#, A112#(Q))

DECLARE SUB Deter (A#(), N#, Deti#)

DECLARE SUB Trans (A#(), Ni#, Mi#, TRA#())

DECLARE SUB Centra (A$)

DECLARE SUB Transforma (Datos#(), Casos#, Variables%)

DECLARE SUB Invertir (A#(), N#, INV#())

DECLARE SUB Traza (B#(), N#, TRi#)

DECLARE SUB Promat (A#(), c#(), Ni#, Mi#, N2#, M2#, D#())
DECLARE SUB Kronecker (A#(), B#(), Ni#, Mi#, N2#, M2#, KR#())
DECLARE SUB Duplica (N#, Dup#())

DECLARE SUB EscriMat (A#(), NumFilas#, NumColumnas#, Formato$)
COMMON Datos$, Llamador$, TipoFichero$
R————————————— T LD S L L S S S b
Forma$ = "#it## #u#uss

DEFDBL A-Z

OPTION BASE 0O

CLOSE
J ****************************************************************

) skokkkkkkkkkkkxkkk  FICHEROS DE ENTRADA Y SALIDA ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok
{****************************************************************

CLS

INPUT "Fichero de datos ", Datos$

Datos2$ = LEFT$(Datos$, INSTR(Datos$, ".")) + "out"
INPUT "Fichero de salida. ENTER=Pantalla) ", Salida$

IF Salida$ = "" THEN
Salida$ = "CON"
ELSE
Salida$ = Datos2$
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END IF
2 sk ok sk ok sk ok s sk ok sk ok ok ok sk ok sk ok stk sk o ok sk ok ok sk ok sk ok ok s ok ok ok ok ok o sk ok sk ok 3 sk ok ok sk ok sk ok sk sk ok ok
3 sakoskkoskskoskkkokkokkok ok kkokkkkk DEFINICION DE VARIABLES sokskokak skskoksk skokok kok sk k
s sk sk s sk e ok st e ok ke ok ok sk e ok ok sk ok sk sk ok sk ok ok ok ok ok sk ok ok 3 ok s ok ok ok ok ok ok sk ok ks sk s ok ok ok ks sk ok sk ok 3 sk ok ok ok
OPEN Datos$ FOR INPUT AS #1
Cuenta = 0
Centra "Estas son las cinco primeras lineas del fichero "+Datos$
DO UNTIL EOF(1)
LINE INPUT #1, A$
IF Cuenta < 5 THEN
PRINT A$
END IF
Cuenta = Cuenta + 1
LOOP
CLOSE #1
OPEN Datos$ FOR INPUT AS 1
DO
LOCATE 15, 1
INPUT ";Cuantas variables hay en el fichero ? ", Variables)
IF Variables), <= 0 THEN
BEEP
END IF
LOOP UNTIL Variables) > 0
DIM Tiempo(Cuenta), Datos(Cuenta, Variables),)
DIM Ten(Cuenta, Variables)), VarTen(Cuenta, Variables))
Casos = 0
DO WHILE NOT EOF(1)
FOR J = 1 TO Variables),
INPUT #1, Datos(Casos, J)
NEXT
Casos = Casos + 1
LOaP
CLOSE
PRINT USING " Hay ### casos."; Casos
3 st ok sk ok s sk e skt e sl ok sk ok sk ok e ok ek ok sk ok ok ok ok sk sk ok ok sk sk ok sk ok sk ok ok ok sk sk ok sk ok ok ok skok sk ok o sk ok Kok sk skok sk ok
I skkokkokkkokokkkkkokkokkkokkkkk Transformacion de casos kkkkkkkkskkkkkkkk
3 kst sk sk ok ke sk ok ok sk ok stk sk ok sk ok ok sk ke ok sk s ok ok sk ok ok ok sk Kok ok ok sk ok sk ok ok 3k ok sk ok sk ok ok sk ok s ok ok ko ok ok ok sk sk sk sk ok
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Transforma Datos(), Casos, Variables)
PRINT " Data "
FOR I = O TO Casos - 1

FOR J = 1 TO Variables

PRINT USING "####### ##"; Datos(I, J);

NEXT

PRINT
NEXT
LINE INPUT " Titulo ", TITULO$
PRINT USING " Hay ### casos"; Casos
PRINT USING " ;Casos a considerar? (ENTER=###)"; Casos;
INPUT """, CasosEstudiados
IF CasosEstudiados = 0 THEN CasosEstudiados = Casos
CasosEstudiados = CasosEstudiados - 1
PRINT
INPUT "Lugar de la var. TIEMPO en la matriz de datos, (0=AUTO)",R
FOR I = 0 TO CasosEstudiados

IF R = 0 THEN

Tiempo(I) =1
ELSE
Tiempo(I) = Datos(I, R)
END IF
NEXT
INPUT " Numero de variables endogenas: ", NumEndog

DM1 = NumEndog * (NumEndog + 1) / 2
DM2 = NumEndog * NumEndog
DIM Cov(NumEndog, NumEndog), Cov2(NumEndog, NumEndog)
DIM Cov5(DM1, DM2), Cov4(DM2, DM2)
DIM Dup(DM1i, DM2), Dup2(DM2, DM1), Cov6(DM1, DM1) .
DIM Endogenas(Cuenta, NumEndog), Ri(NumEndog), B1(NumEndog)
FOR J = 1 TO NumEndog
PRINT USING "Lugar de la ## var. endogena en la"_
"matriz de datos";J;
INPUT "", R1(J)
FOR I 1 TO CasosEstudiados
M = Tiempo(I) - Tiempo(I - 1)
M1=M = (-1/2)
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Endogenas (I, J)=M1*L0G(Datos(I,R1(J))/Datos(I-1,R1(J)))
NEXT
NEXT
PRINT
INPUT " Numero de variables exogenas: ', NumExog
DIM Cov3(NumEndog * (NumExog + 1), NumEndog * (NumExog + 1))
DIM Cov7(NumEndog * (NumExog + 1), NumEndog * (NumExog + 1))
DIM Solb2(NumEndog, NumExog + 1), SumExo(NumExog + 1)
DIM Exogenas(Cuenta, NumExog + 1), R2(NumExog + 1)
DIM C(NumEndog, NumExog + 1), Solb(NumEndog, NumExog + 1)
DIM A(NumExog + 1, NumExog + 1), AINV(NumExog + 1, NumExog + 1)
FOR J = 2 TO NumExog + 1
PRINT USING “"Lugar de la ## var. exogena en la "_
"matriz de datos";J-1;
INPUT ", R2(J)
FOR I = 1 TO CasosEstudiados
M = Tiempo(I) - Tiempo(I - 1)
Exogenas(I, 1) =M ~ (-1 / 2)
Exogenas(I, J) = M ~ (-1 / 2) * Datos(I, R2(J)) * M
NEXT

NEXT
9 3k ok ok 3k ok sk ok ok ok ok Sk sk ok 3k 3k 3k ok ok 3k 3k 3k 3k ok 3k ok ok ok ok ok sk sk ok 3k ok ok ok 3k ok ok ok sk ok sk ok %k ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok kR k kK ke ke k

2 okokokokokkokkokokkkkkkkkkkkk ELECCION DE LOS CONTRASTES s ¥kkkkkkikokkkskk
2 sk ok kb ko ok ook ok ok sk ok sk ok s ok skl skok skskok ok kol sk ok akok ok kokok o ok sk skok sk ok ok ok sk ok ok ok ok ok
Test NumExog
2 sk ok ok Kok ok Kok sk sk ok ook ok kokok ok ok sk kok ok ok ok sk akokok kb ok sk ki skokskokok sk skok sk ko ok ok ok ok sk k ok ok
) jekkkkkokkdokokkokkkkokkkkkkkkkk COMIENZA LA SALIDA *kkkkkkskokkkkkkkkkk
2 sk ook Kok ok ok ook ok ok sk sk ki s ko sk kskok kalok ok ok akokok ok akokskok ok ok ok ko kksk sk ok ok sk ok k sk ok ok
OPEN Salida$ FOR OUTPUT AS #6
T
2 sokok ok kkkkkkkkkkokkkkkkkkkkk ESCRIBE LOS DATOS *kskkskskskskkkkkkkkkkkk
2 sk koK ok sk okok sk ok sk ok sk sk ok ok sk skskok sk ok ok kol ok Kok ok ok ok ok ok Rk skok ok ko Kk ok ok kK ok
PRINT #6, TITULO$
PRINT #6, USING "Tiempo, Factores Exogenos y "_
"## Var. Endogenas";NumEndog

FOR I = 0 TO CasosEstudiados

PRINT #6, USING "#### "; Tiempo(I);
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FOR J = 2 TO NumExog + 1
PRINT #6, USING "###### ## "; Datos(I, R2(J));
NEXT
FOR J = 1 TO NumEndog
PRINT #6, USING "###### ## "; Datos(I, R1(J));
NEXT
PRINT #6, ""
NEXT

PRINT #6, ""
E———————— e E T L LR L L L L S bkt il

) seskskokokkokkkkkkkkkkkk CALCULO DE LAS MATRICES A y C  kokskokkkokokokok %k kok k%
—————— e R R L L L e
FOR I = 1 TO CasosEstudiados
FOR J = 1 TO NumExog + 1
FOR K = 1 TO NumExog + 1
A(J, K) = A(J, K) + Exogenas(I, J) * Exogenas(I, K)
NEXT
NEXT
FOR J = 1 TO NumEndog
FOR K = 1 TO NumExog + 1
c(J, K) = C€(J, K) + Endogenas(I, J) * Exogenas(I, K)
NEXT
NEXT

NEXT
2 ****************************************************************

) ek kxR kR kkdokkokkkkk CALCULO DE LOS ESTIMADORES skkkkkskkskkkkkkk
R——————————— e RS L L L L L L LS S LSS S S S S
Invertir A#(), NumExog + 1, AINV#()
Promat C(),AINV(),NumEndog,NumExog+1,NumExog+1,NumExog+1,Solb#()
PRINT #6, " Valores Estimados" '
PRINT #6, ""
FOR T = 1 TO NumEndog

FOR W = 1 TO NumExog + 1

PRINT #6, USING "####t####it #Huda# " ; Solb(T, W);

NEXT

PRINT #6, ""
NEXT
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FOR I = 1 TO CasosEstudiados
FOR J = 1 TO NumEndog
B1(J) =0
FOR K = 1 TO NumExog + 1
B1(J) = B1(J) + Solb(J, K) * Exogenas(I, K)
NEXT
B1(J) = Endogenas(I, J) - B1(J)
NEXT
FOR J = 1 TO NumEndog
FOR K = 1 TO NumEndog
Cov(J, K) = Cov(J, K) + B1(J) * B1(K)
NEXT
NEXT
NEXT
PRINT #6, ""
PRINT #6, " Matriz de Covarianzas"
PRINT #6, ""
FOR I = 1 TO NumEndog
FOR J = 1 TO NumEndog
Cov(I,J)=Cov(I,J)/CasosEstudiados
Cov2(I,J)=CasosEstudiados/(CasosEstudiados-NumExog-1)
Cov2(I,J)=Cov(I,J)*Cov2(I,J)

NEXT
NEXT
EscriMat Cov#(), NumEndog, NumEndog, Forma$
PRINT #6, ""
PRINT #6, " Matriz de Covarianzas Insesgada"
PRINT #6, ""

EscriMat Cov2#(), NumEndog, NumEndog, Forma$
2 sk sk sk ok sk o s sk ok ok ok ok ok sk ok sk ok o sk skl ok ok ok sk sk ko stk sk kol sk ok ok ok sk ok R Kok ok ko o ok ok sk ok ok ok ok Kk

2 jekkkkkkkokkkkkkkkkx COVARIANZAS DE LOS ESTIMADORES kkkskkkkkkkkskk*
? sk sk ko ok sk okok o okok skok kR Kok KoKk ok o ko ook sk sk ok ok ki sk ki aiok ok sk koo ok kb ok ok ok Kok K

Kronecker AINV(),Cov2() ,NumExog+1,NumExog+1,NumEndog,NumEndog, _

Cov3()
PRINT #6, ""
PRINT #6, " Covarianzas de los estimadores"
PRINT #6, ""
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FOR I = 1 TO (NumExog + 1) * NumEndog

FOR J = 1 TO (NumExog + 1) * NumEndog

Cov7(I, J) = Cov3(I, J)

NEXT
NEXT
EscriMat COVB#(),(NumExog+1)*NumEndog,(NumExog+1)*NumEndog,Forma$
——————————————————e e e LT L P LS S S SR i b
)44 skrkx COVARIANZAS DEL VEC DE LA MATRIZ DE COVARIANZAS xskkx*
———————— e e e S SR L DL ELE LSS E S
Duplica NumEndog, Dup#()
Trans Dup#(), DM1, DM2, Dup2#()
Kronecker Cov2(),Cov2() ,NumEndog,NumEndog,NumEndog,NumEndog, _

Cova()

Promat Dup#(), Cov4#(), DM1, DM2, DM2, DM2, Cov5#()
Promat Cov5#(), Dup2#(), DM1, DM2, DM2, DM1, Cov6#()
PRINT #6, ""
PRINT #6, " Cov. del Vec de la matriz de Covarianzas Insesgada"
FOR I = 1 TO DM1

FOR J = 1 TO DM1

Cov6(I, J)=Cov6(I, J) * 2 / (CasosEstudiados - NumExog-1)

NEXT
NEXT
EscriMat Cové6#(), DM1i, DM1, Forma$
) sk ks ko sk sk ok sk ok ok Rk ok sk kR ok kR sk sk koo ok kb sk kol sk sk ks
) ¢ s +++%* TRANSFORMACION DE LOS ESTIMADORES DE LA TENDENCIA sskoksk
) sk ok s ok ok kR sk kR sk kR k ok ok kiR ok kR sk ok sk sk skkok ok ok ok ok skok ok

PRINT #6, ""
PRINT #6, "Transformacion de los valores estimados para"
PRINT #6, "la tendencia y varianza del proceso"
PRINT #6, ""
FOR I = 1 TO NumEndog
FOR J = 1 TO NumExog + 1
IF J = 1 THEN
Solb2(I, J)
ELSE
Solb2(I, J)
END IF

Solb(I, J) + (Cov2(I, I) / 2)

L}

Solb(I, J)
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PRINT #6, USING "##at##ititits  #i#sa#sg" ; Solb2(I, J);
NEXT
PRINT #6, ""
NEXT

PRINT #6, ""
7 sk sk ok e ok ok o ook ok ok o skok ok ok s sk ks sk sk ok sk sk s sk sk skl ki ko oksksk skokokskok ook skokokok sk skokok ok ok ok

?xkkkkkkkkkk COVARIANZAS DE LOS PARAMETROS TRANSFORMADOS **¥kkk**
2 sk sk ok s ok 3k ok sk ok ok sk sk ki sk ok sk sk ko ok ki ok kool kol sk skt kol ok kb okokok sk okokokok ok ok kR ok K

FOR I = 1 TO NumEndog

IF I = 1 THEN

A=1
ELSE

A = A + NumEndog + 2 - I
END IF

FOR J = 1 TO NumEndog
IF J = 1 THEN

B=1
ELSE
B = B + NumEndog + 2 - J
END IF
Cov7(I, J) = Cov3(I, J) + (Cov6(A, B) * (1 / 4))
NEXT
NEXT
PRINT #6, ""

PRINT #6, " Covarianzas de los estimadores transformados"
EscriMat Cov7#(), (NumExog+1)*NumEndog, (NumExog+1) #*NumEndog ,Forma$
7 ki sk ok ok ok ok ok ok Kk ok ok sk sk ok okl sk ok ok ok sk ki stk skok ok skl sk sk sk ok ok ok skok sk ok ok ok skok ok kok ok ok
2 kkxkkkkkkkkkkkkkkkkk REAJUSTE DE LA TENDENCIA sskskskskskskskskskskkokkokkokk
2 gk sk ok ok ok ok ok ok ok kK skok ks kkok ok ok sk ks ok ki slokskok skoksk skl sk sk sk sk ok sk skok sk ok ok sk skok ok ok ok ok
PRINT #6, ""
PRINT #6, " Tendencia Estimada"
PRINT #6, ""
FOR J = 1 TO NumEndog

Libre = FREEFILE

OPEN MID$(STR$(J), 2) FOR OUTPUT AS Libre

PRINT #6, " Tiempo Valores Observados Tendencia y "_

"Var. de la # var.endogena "; J
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FOR K = 2 TO NumExog + 1
SumExo(K - 1) = 0
NEXT
FOR I = 0 TO CasosEstudiados
Sum = 0
IF I > 0 THEN
FOR K = 2 TO NumExog + 1
M=(Tiempo(I) - Tiempo(I - 1)
SumExo(K - 1) = SumExo(K - 1) + Datos(I, R2(K))*M)
Sum = Sum + Solb2(J, K) * SumExo(K - 1)
NEXT
END IF
Sp = Solb2(J, 1) * (Tiempo(I) - Tiempo(0)) + Sum
Ten(I, J) = Datos(0, R1(J)) * EXP(Sp)
M = Datos(0, R1(J)) * Datos(0, R1(J))*EXP(2 * Sp)
VarTen(I, J)=M*(-1+EXP(Cov2(J,J)*(Tiempo(I)-Tiempo(0))))
PRINT #6, USING "#### #idHn . #iH #udnn . #uy u_
“RERHRARAS . RHR"
PRINT #6, Tiempo(I);Datos(I,R1(J));Ten(I,J);VarTen(I, J)
PRINT #Libre, Tiempo(I); Datos(I, R1(J)); Ten(I, J)
NEXT
PRINT #6, ""
CLOSE Libre
NEXT
PRINT #6, ""

2 sk sk sk s skokskokok ok ok ook sk kok sk ok sk kok ko sk ko kokokokokokokakok ok s skokokok sk ki sk ok sk kok ok ok ok kok sk ko ok
) skskkkkkkkkkkkkkkkkkk TEST SOBRE LOS PARAMETROS s ksskskskkkkkkskskkkkk
) sk sk s sk s ko ok sk ok kokokokok sk sk sk sk ok ko ok ook ok kaiskok ok ok skokokok sk skok okok sk skok ko ok sk ok ok ko ok ok

DIM
DIM
DIM
DIM
DIM
DIM
DIM
DIM
DIM

H# (NumExog + 1, NumExog + 1), Hi#(NumExog + 1, NumExog + 1)
L(NumExog + 1), L1(NumExog + 1)

H2#(NumExog + 1, NumExog + 1), F#(NumEndog, NumEndog)
SHARED B2#(NumExog + 1, NumExog + 1)

SHARED A112#(NumExog + 1, NumExog + 1)

T1#(NumEndog, NumEndog), T2#(NumEndog, NumEndog)

SHARED A11#(NumExog, NumExog), A22#(NumExog, NumExog)
SHARED A12#(NumExog, NumExog), A21#(NumExog, NumExog)
SHARED S#(NumExog, NumExog)
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DIM SHARED D#(NumExog, NumExog), E#(NumExog, NumExog)
DIM M#(NumEndog, K), M1#(K, NumEndog), M2#(NumEndog, K)
FOR I = 1 TO NumEndog
FOR J = 1 TO NumEndog
T1(I, J) = Cov(I, J) * CasosEstudiados
NEXT
NEXT
Deter Ti1#(), NumEndog, Detil#
OPEN "paramet" FOR INPUT AS #3
DO WHILE NOT EQOF(3)
FOR I = 1 TO NumExog + 1
L(I) =0
L1(I) = 0
NEXT
INPUT #3, K
Ki =K
PRINT #6, "Tests sobre los parametros ";
FORI =1 TOK
INPUT #3, L(I)
L1(L(I)) = 1
PRINT #6, L(I) - 1;
IF I < K THEN PRINT #6, ",";
NEXT
FOR I = 1 TO NumExog + 1
MN =1
FOR J =1 TO K
IF I = L(J) THEN
MN = 1
EXIT FOR
ELSE
MN = 0
END IF
NEXT
IF MN = 0 THEN L1(I) = 0
NEXT
PRINT #6, "
FOR I = 1 TO NumExog + 1
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FOR J = 1 TO NumExog + 1
H(I, J) =0
NEXT
NEXT
FOR I =1 TO K
H(I, L(I)) =1
NEXT
JJJ =
FOR I 1 TO NumExog + 1
IF L1(I) = 0 THEN
JJJ =JJJ + 1
H(JJJ, I) = 1
END IF
NEXT
FOR I = 1 TO NumEndog
FOR J = 1 TO NumEndog
T2(I, J) =0
NEXT
NEXT
Trans H#(), NumExog + 1, NumExog + 1, H1#()
Promat H(),A(),NumExog+1,NumExog+1,NumExog+1,NumExog+1,H2()
Promat H2(),Hi(),NumExog+1,NumExog+1,NumExog+1,NumExog+1,B2()
CalcA112 B2#(), Ki, NumExog + 1 - K1, A112#(Q)
FOR I = 1 TO NumEndog
FOR J = 1 TO K1
M(I, J) = Solb(I, L(J))
NEXT
NEXT
Trans M#(), NumEndog, K1, M1#() .
Promat M#(), A112#(), NumEndog, Ki, K1, Ki, M2#()
Promat M2#(), Mi#(), NumEndog, K1, K1, NumEndog, F#()
FOR I = 1 TO NumEndog
FOR J = 1 TO NumEndog
T2(1, J) = TI(I, J) + F(I, )
NEXT
NEXT
Deter T2#(), NumEndog, Det2

K
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Razon = Detl / Det2
IF K1 <= 2 THEN
IF K1 = 1 THEN
Razon2 = Razon
ELSE
Razon2 = Razon ~
END IF

1/ 2)

Fexp = ((1 - Razon2) / Razon2)

Fexp=Fexp* ((CasosEstudiados-NumEndog-NumExog) /NumEndog)

PRINT #6, ""

PRINT #6, "Cociente :

PRINT #6, "Fexp

PRINT #6,

PRINT #6, ""
ELSE

Grados

NumEndog * K1

; Razon
:. ";Fexp;"
K1 * (CasosEstudiados - NumEndog - NumExog); ')"

D.F: (";K1*NumEndog;",";

Gammal = (CasosEstudiados + 1) - (NumExog + 1 - K1)

Gammal = Gammal - (NumEndog + K1 + 3) / 2
Gamma2 = Grados * ((NumEndog ~ 2) + (K1 ~ 2) - 5) / 48
PRINT #6, "¢
PRINT #6, "U-Estadistico: '"; Razon
PRINT #6, "Grados de Libertad: "; Grados
PRINT #6, "Gammal: "; Gammal
PRINT #6, "Gamma2: "; Gamma2
PRINT #6, ""
END IF
LOOP
END

9 sk ok 3k 3k ok sk 5k ok 3k 3k ok sk 3k 3k 3k 3k ok 3k ok ks ok ke ke sk s ke sk e sk e sk sk ok sk ok ok ok ok sk ek sk ok ok sk ok ok sk ok k ok sk ok sksk ok ks k sk ok

2 sekokkokkkkkkokkkkkkkkkkkk SUBRUTINAS ASOCIADAS skkkkoskskokokakokokskkokkokok ¥k
2 skt koo sk ok kb sk okok sk koK sk ok o ok ok sk sk ok ook sk ok ok sk ki ok ook ok sk ok ok sk ok ki sk sk sk sk sk sk ok ok

SUB CalcA112 (B2#(), Qi#, Q2#, A112#())
3 s ke sk ok ke ok sk e ok sk s sk sk sk sk sk sk s skt sk sk skl o sk ak s kol sk ok sk koo sk kok skok sk ok sk ok sk ok ok sk ko ok sk ok sk ok ok ok

Vkkkkkkkkkkkkrk CALCULA LA MATRIZ A11.2 DE UNA MATRIZ A skskikskkkk
2 3k 3k sk >k 3k >k >k ok 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k ok 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k ok 3k 5k 2k ok 3k 3k sk 2k 2k ke 3k vk e ke 3k s vk ke ok ok sk ke k ok ok ok ke ok sk ok ok sk ok k ok k ok k
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FOR I = 1 TO Q1
FOR J = 1 TO Q1
IF Q2 = 0 THEN
A112(1, J) = B2({I, J)
ELSE
141, 1) = B2(I; J)
END IF
NEXT
NEXT
IF Q2 = 0 THEN EXIT SUB
FOR I = 1 TO Q2
FOR J = 1 TO Q2
A22(I, J) = B2(Q1 + I, Q1 + J)
NEXT
NEXT
FOR I = 1 TO Q1
FOR J = 1 TO Q2
A12(I, J) = B2(I, Q1 + J)
NEXT
NEXT
FOR I = 1 TO Q2
FOR J =1 TO Q1
A21(I, 3) = B2(Q1L + I, J)
NEXT
NEXT
Invertir A22#(), Q2, S#()
Promat A12#(), S#(), Qi, Q2, Q2, Q2, D#()
Promat D#(), A21#(), Q1, Q2, Q2, Qi, E#()
FOR I =1 TO Q1
FOR J = 1 TO Q1
A112(I, J) = A11(1, J) - E(I, D)
NEXT
NEXT
END SUB

2 ****************************************************************

SUB Centra (A$)
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7 5 ok 3 3% 3%k >k 5k >k 3k 3k >k 3k 5k >k 3 3k sk 5k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k ok %k 3k 5k 3k 3k 5k 3k 3k 3k %k 5k 2k 3 %k 3k %k 5k 3k 5k 3k 3k 3k o 3k %k ok %k ok dk 3k 3k 3k %k *k Kk k k
? sk sk kokkokokoskkkkokkkokokokokkokkkkokk CENTRA UN TEXTO  skkskskok sk skokokokokdkok ok kok sk dokok ok
2 5k 3k 5k 3k 3k ok ok 3k 3k 3k 3k 3k ok ok ok 3k ok ok 3k sk 3k 3k 3k 5k ok ok ok 3k 3k 3k 3k 3k 3k %k %k %k 3k 3k %k %k 3k 3k ok vk ok 3k e %k o dk 3k ok k %k > %k 3k Sk ok %k kk %k k
PRINT TAB((80 - LEN(A$)) / 2); A$

END SUB

7 e ke ok ok sk ok 3k ok ok 3k ki sk sk sk ki s sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok sk ok s ok 3 ok ok sk ok skok 3 ok ok sk sk ok ok sk ok ok sk sk ok skok sk ok
SUB Deter (A#(), N#, Det#)
7 s sk sk ok sk ok ok ok ok 3k sk ok sk sk sk stk sk sk ok ok ook ok sk ok sk ok sk sk ok s ok sk ok sk sk ok s sk skok sk ok ok sk ok sk skok ok sk ok sk ok sk ok
Tkxokkokkkokkkkkkk CALCULA EL DETERMINANTE DE UNA MATRIZ *¥*kkkikkk*k
7 s sk ok ok e sk sk sk 3k sk sk skook sk sk sk ki e sk sk ok stk sk sk s sk ke ok s ok ok s sksk s sk sk skok 3 skok sk sk sk ok sk sk kosk sk sk ok skokok sk ok
DIM Det(N * N), R(N * N)
FOR F=1TON

FORC=1TO N

Det(C - N+ F * N) = A(F, C)

NEXT
NEXT
E=0
F=0
FOR I =1T0 (N-1) * N- 1 STEPN + 1
E=E+1
C=1
DO
IF Det(C) = 0 THEN
F=1
C=C+N

IF C >= N - 2 THEN
PRINT "El1 determinante vale cero"
STOP
END IF
ELSE
EXIT DO
END IF
LOOP UNTIL C >= (N ~ 2)
IF F = 1 THEN
FORG=ITOI + N - E
Det (G) = Det(G) + Det(C)
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NEXT
END IF
R(E) = Det(I)
FORG =ITOE * N

Det(G) = Det(G) / R(E)

NEXT
H=E
J=1+N

~
|

= Det(J)
P=1]
FORG=ITOI + N - E
Det(P) = Det(P) - Det(G) * K
P=P+ 1
NEXT
J=J+N
IF H < (N - 1) THEN
H=H+ 1
ELSE
EXIT DO
END IF
LOOP
NEXT
R(E +
Det =
FOR I
Det
NEXT
ERASE Det
ERASE R
END SUB

1) = Det(N * N)
1

=1TON
= Det * R(I)

) sk ok ks sk ok kR ok kK sk ks kR Rk ok KRk Rk sk kol kok ko
SUB Duplica (N#, Dup#())

) sk ko ok ks kR sk sk kR kR KRR ok sk kR ok kR R kKR kR Rk ks sk Rk ko
) skkkxkkk*kkk CALCULA LA INVERSA DE LA MATRIZ DE DUPLICACION ****
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3 sk sk sk ok ke sk e sk ok ok ok ok ok ok ok 3k ok ok e ok o ok o 3k ok ok 3 ok ok ok ok ok 3k ok ok ok ok ok ok skok sk sk sk skok sk sk sk sk sk sk sk ok sk ok sk sk

FORI =1TON
A=A+ (I-1)

FOR J =1 TON
A=A+1
B=B+1

IF I <> J THEN
Dup(B, A) =1/ 2
Dup(B, A+ I+ (J-I-1)*N+ (IN-J)=1/2
ELSE
Dup(B, A) =1
END IF
NEXT
NEXT
END SUB

3 s s sk s skok s ok ok ok sk ok sk ok sk ok ok sk sk ok ok sk ok sk sk ok ok ok 3k sk ok ok ok sk ok sk ok ok sk sk sk ok sk ok Kok ok dkk kok ok ok ke ke sk ok R

SUB EscriMat (A#(), NumFilas, NumColumnas, Formato$)

PR ———————— e S e P L L
)sssskrkkkrrs ESCRIBE UNA MATRIZ SEGUN EL FORMATO DESEADO #k**¥**
) st 3 s o o ok ok o ok s ks sk o o ook ok ok ok Kok Kok ok Kok ok sk ok ok ok sk ok ook ok skok sk ok ok sk s sk ok ok ksl sk sk ok sk ok sk ok

Cinco = 5
Resto = NumColumnas
Largo = LEN(Formato$)

IF Largo < 7 THEN Formato$ = "#####& "
Largo = LEN(Formato$)
Inicio = INT((Largo - 5) / 2)
Fin = Largo - Imnicio - 5
Formato2$ = SPACE$(Inicio) + "Col##" + SPACE$(Fin)
DO UNTIL Resto = 0
IF Resto < Cinco THEN
Min = Resto
ELSE
Min = Cinco
END IF
Fin = Min
FOR J = 1 TO Fin
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PRINT #6, USING Formato2$; NumColumnas - Resto + J;

NEXT
PRINT #6, ""
PRINT #6, ""
FOR I = 1 TO NumFilas
FOR J = 1 TO Fin
PRINT #6, USING Formato$;A(I, NumColumnas-Resto + J)5
NEXT
PRINT #6, ""
NEXT
PRINT #6, STRING$(Fin * Largo, gty
Resto = Resto - Fin
LOgP
END SUB

——————— R L L L E S L LS Sk
)xx%kxx*x LAS DOS SIGUIENTES SUBRUTINAS CREAN LAS COMBINACIONES **
»xxxx%%*x DE PARAMETROS PARA LOS CONTRASTES EN EL CASO DE QUE **
Y dkkokokokok LA ELECCION SEA AUTOMATICA *%
—————— R L DL L S LS LSS i

SUB Inicia (PElems#, PPrimeros#, PInic#, PPos#())
Em—————— SR L L L UL L L L LS
FOR I = 1 TO PPrimeros

PPos(I) = PInic + I - 1

NEXT

FOR I = PPrimeros + 1 TO PElems
PPos(I) = -1

NEXT

END SUB

SUB Modifica (PElems#, PGrupos#, PPos#())
——————— SR L LU LI L L L LSS bbb S

IF PGrupos < 1 THEN EXIT SUB

Fin = 0

UnoMas = PPos(1) + 1

PPos(PGrupos) = PPos(PGrupos) + 1

DO WHILE (PPos(PGrupos) > PElems) AND (Fin = 0)
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Modifica PElems, PGrupos - 1, PPos()
PPos(PGrupos) = PPos(PGrupos - 1) + 1
IF PPos(1) > PElems THEN
Inicia PElems, PGrupos, UnoMas, PPos()
Fin = 1
END IF
LOOP
END SUB
2 sk sk ok o o ok ok ok ok Kok sk ok ok sk s ki sk ik sk ok ok ok ok ok ok ok sk stk sk ok ok ko ok ok ok kR Rk K kok ok o sk ok kK ok koK
SUB Invertir (A#(), N#, INV#())
sk sk sk ok ok ok ok sk sk ok sk ok sk ok skl sk sk skok ok sk ook ok ok okok sk ok ko ok ok K ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok sk skok ok ok
)kkkkkkkkokkkkikk CALCULA LA INVERSA DE UNA MATRIZ DADA #kkkikis
2 s sk sk ok ok ok ok ok ok sk ok o o sk sk ok ki sk sk sk sk ok o sk ok s ke sk ik skok sk ko o ok ook ok ki ok ok ok sk ok s sk ok sk Kok Kok
DIM B(N, N)
FORI =1 TON
FOR J =1TON
B(I, J) = A1, J)
IF I = J THEN
INV(I, J) =1

ELSE
INV(I, J) =0
END IF
NEXT
NEXT
J=20
DO
Traza B(), N#, TR
J=J+1
TR=TR/ J

IF J = N THEN EXIT DO
FORI =1TON
FORK =1 TON
IF I = K THEN
INV(I, I) = B(I, I) - TR
ELSE
INV(I, K) = B(I, K)
END IF
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NEXT
NEXT
Promat INV(), A(), N, N, N, N, BQ)
LOOP
IF TR = 0 THEN
PRINT "SISTEMA INCOMPATIBLE"
STOP
END IF
FOR I =1 TON
FORJ=1TON
INV(I, J) = INV(I, J) / TR
NEXT
NEXT
ERASE B
END SUB

? ****************************************************************
SUB Kronecker (A#(), B#(), Ni#, Mi#, N2#, M2#, KRQ))
? ****************************************************************
) skkkkkkkkx* CALCULA EL PRODUCTO KRONECKER DE DOS MATRICES ki
! ****************************************************************
FOR I = 1 TO N1
FOR J = 1 TO M1
FOR K = 1 TO N2
FORL = 1 TO M2
KR(N2#% (I-1)+K,M2* (J-1)+L)=A(I,J)*B(K,L)
NEXT
NEXT

~ NEXT
NEXT

END SUB

? ****************************************************************
SUB Promat (A#(), C#(), Ni#, Mi#, N2#, M2#, D#())

? ****************************************************************
) sk kkkkkkkdkdkk CALCULA EL PRODUCTO USUAL DE DOS MATRICES kkkkkskk
? ****************************************************************

FOR I =1 TO N1
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FOR J = 1 TO M2
D(I, J) =0
FOR K = 1 TO M1
D(I, J) = A(I, K) * C(K, J) + D(I, J)
NEXT
NEXT
NEXT
END SUB

7 5k sk 3k ok 5k 3k 3k 3k ok 3k 3k 3k ok ok ok sk sk ok ok 3k 5k ok 3 3k 3 ok 3k sk sk ok ok ok k ke vk vk 3k 3 sk ok ok s ok ok 3k ok ke ok K ok ok ok ok kok ok sk ok ok sk sk sk k

SUB Test (NumExog)

7 3 3k 3k ok sk 3k ok ok ok 3k 3 ok ok ok 3k ok vk ok ok ok 3k ok ok ok 3k ok ok 3k 3k 3k ok ok e ok ke 3k Sk skok ok sk ok ok ok ok k k kdk ok ok sk sk sk ok ok dk kR Rk ok ok

»sskkkkkxkkksrx ELECCION DE LOS CONTRASTES DE HIPOTESIS sokssksksksksksk
3 3k 3k 3k 3k 3k 3 3k 3k 3k 3k 3k ok ok 3k sk 3k 3k 3k sk sk sk sk 3 3k 33k 3k ke 3k ok 3k 3k sk 3k 3k 3k 3k ok ok sk 3k ok 3k 3 3k sk ke sk ek sk sk ok ke sk ok dkok ok ke sk k ok

OPEN "Paramet" FOR OUTPUT AS #3

PRINT " Test sobre los parametros. "
PRINT

PRINT " 1.- Eleccion de los parametros"
PRINT * 2.- Automatico "

PRINT

DO

INPUT "', Automatic$
LOOP UNTIL INSTR("12", Automatic$)
Automatic = VAL(Automatic$)
PRINT
IF Automatic = 1 THEN
DO
CLS
DO
INPUT "Numero de parametros a contrastar "; K
LOOP UNTIL (K >= 0) AND (K <= NumExog + 1)
IF K = 0 THEN EXIT DO
PRINT #3, K
FOR I =1 TO K
PRINT "Posicion del "; I; '"-esimo parametro "
DO
INPUT Lugar

.

2
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LOOP UNTIL (Lugar > 0) AND (Lugar <= NumExog + 1)
PRINT #3, Lugar
NEXT
LOOP
ELSE
DIM VPos(NumExog + 1)
VGrupo = 0
DO
VGrupo = VGrupo + 1
VCont = 0
C# =1
M = NumExog + 1
N = VGrupo
IFM>N/2THENN =M - N
FORI =1TON
c#=Ct* M-I+1)/1

NEXT

VComb = C#

Inicia NumExog + 1, VGrupo, 1, VPos()
DO

VCont = VCont + 1
PRINT #3, VGrupo
FOR VCont2 = 1 TO NumExog + 1
IF VPos(VCont2) > 0 THEN PRINT #3, VPos (VCont2)
NEXT
Modifica NumExog + 1, VGrupo, VPos ()
LOOP UNTIL VCont = VComb
LOOP UNTIL VGrupo = NumExog + 1

END IF

CLOSE

END SUB

’****************************************************************

SUB Trans (A#(), Ni#, Mi#, TRA#())
’****************************************************************

) gkkkxxkkkkkkkk CALCULA LA TRASPUESTA DE UNA MATRIZ DADA ¥k
RREE—— L L L L L L S LSS
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FOR I = 1 TO N1
FOR J =1 TO M1
TRA(J, I) = A(I, J)
NEXT
NEXT
END SUB

2 sk sk ok ok Kok ok o o sk sk sk o sk ok o ok sksk ok sk ok ko sk Kok sk ok ok sk o ok sk ok kiR ok ok ok ok o ko ok ok
SUB Transforma (Datos(), Casos, Variables¥)

) sk sk ok ook ok ko o ok sk ko sk sk o ko ok ok ksl sk ok sk skok sk akok ok sk ok ook Kok ok ok kR ok ok ok ok ok ok
) sekk Kk kkkdkokkkkkkkkkkx TRANSFORMACIONES DE LOS DATOS *kkkkkkkskskkkskk
2 sk ok sk ok ok ok ok ok Kok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok sk ok ok ko Rk ok ok koK ok sk sk ok ok K Kok ok ok sk ok

IF Casos > 10 THEN

Ver = 10
ELSE
Ver = Casos
END IF
DO
CLS
FOR J = 1 TO Variables)
PRINT USING " ## e J
NEXT
PRINT

PRINT STRING$(70, "*")
FOR I = 0 TO Ver
FOR J = 1 TO VariablesY
PRINT USING “##### . ## "; Datos(I, J);
NEXT
PRINT
NEXT
PRINT STRING$(70, "*")
DO
PRINT "Variable a transformar (0=Fin) ";
INPUT Elegida
LOOP UNTIL Elegida >= 0 AND Elegida <= Variables},
IF Elegida = O THEN EXIT DO
DO
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PRINT " + Sumar un numero'
PRINT " * Multiplicar por un numero"
PRINT " L Calcular el logaritmo"

PRINT " D Diferenciar una variable"
Transf$ = UCASE$(INPUT$(1))
SELECT CASE Transf$
CASE “+%
INPUT "Numero a sumar ', Suma
"FOR I = 0 TO Casos - 1
Datos(I, Elegida) = Datos(I, Elegida) + Suma
NEXT
CASE ll*“
INPUT "Numero a multiplicar ", Producto
FOR I = 0 TO Casos - 1

Datos(I, Elegida) = Datos(I, Elegida) * Producto

NEXT
CASE "L“
FOR I = 0 TO Casos - 1
Datos(I, Elegida) = L0G(Datos(I, Elegida))
NEXT
CASE "D"
FOR I = Casos - 1 TO 1 STEP -1

‘ Datos(I,Elegida)=Datos(I,Elegida)—Datos(I—i,Elegida)
Datos(I,E1egida)=Datos(I,Elegida)/Datos(I-l,Elegida)

NEXT
Datos(0, Elegida) = 0
END SELECT
EXIT DO
_ LOOP
LOOP
END SUB

’****************************************************************

SUB Traza (B#(), N#, TR#)
’****************************************************************

) gk kkkkdkkkkkkkkks CALCULA LA TRAZA DE UNA MATRIZ DADA sdeakokokok sk ko kokok
) sk s sk sk ok sk sk kR kiR ok kR ksl ksl ok ok kR skok ok ok ok kR kokokokok ok ok ok
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TR = 0
FORI=1TON

TR = TR + B(I, I)
NEXT
END SUB

2 Inferencia en el proceso de Ornstein-Uhlenbeck

El siguiente programa de ordenador consta de dos partes claramente diferencia-
das: de una parte se realiza la simulacién de una trayectoria para el proceso de
Ornstein-Uhlenbeck unidimensional con un factor exégeno ya comentado con
anterioridad. Para ello se emplea el procedimiento propuesto por Rao y que
se puede ver en el apéndice C. Por otra parte, se calcula la estimacién de los
parametros del proceso, a partir de la trayectoria simulada anteriormente. Para
realizar dicha inferencia se ha hecho uso del procedimiento de biseccién a la
hora de encontrar la solucién de la ecuacion de verosimilitud,

3 sk ok ok ook Kok sk ok ok ko sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk ko ik sk ko ki okok sk kok sk ok ok sk ok sk ko kak ok ok
) sxkkkkkkkkksk DECLARACION DE SUBRUTINAS Y FUNCIONES #kkkikkkskks
) sk sk ok sk sk o o ok ok sk s ok ks sk ks sk sk sk sk sk sk sk sk ko ok akok ok sk ko skok o ko sk sk ok ok sk sk ok ok ok ok ok ok
DECLARE SUB Calcula (Numero,Tiempo#(),Datos#(),F#,Total#,G#)
DEF FNSIG (A,B,C,D,F1)

Cco=C/D

C1=(B-(A*CO"F1)) "2

C2=D-(C*(CO~ (2*F1)))

FNSIG=C1/C2
END DEF
DEF FNY1(C,D,F1)

C0=C/D

C1=(C0~ (2%*F1))=*C*L0G(CO0)

C2=D-(C*(CO~ (2*F1)))

FNY1=C1/C2
END DEF
DEF FNY2(A,B,C,D,F1)

C0=C/D
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C1=B-(A*CO"F1)

C2=(A*D)-(B*C*((C0)"(F1)))

Cc3=(D-(C*(CO~(2*F1)))) "2

FNY2=(C1%(C0~ (F1))*L0G(C0)*C2)/C3
END DEF

DEFDBL A-Z
PE—————— T i b b

) sk kkkkkkkkkkkkk SIMULACION DE LA TRAYECTORIA *kkkkskskkoksskkkkdk
) s ok ok sk sk ok ok ok ok ok sk ok sk ok ok ok kK koK kiR sk kR skkok ok ko ok Rk ok kol sk kok ok ok ok ok

CLS
INPUT "FICHERO DONDE ESTAN LOS VALORES NORMALES: ", Filel$
INPUT "FICHERO DONDE SALVAR LA TRAYECTORIA : ", File2$

INPUT "PASO: ", Paso

INPUT "THETA: ", F1

INPUT "DESV. TIPICA INFINITESIMAL: ", Var

INPUT "VALOR INICIAL: ", XO

INPUT "NUMERO DE DATOS: ", Numero

DIM Datos (Numero-1,3), Trayectoria(Numero)

Trayectoria(1)=X0

OPEN Filei1$ FOR INPUT AS 1

FOR K=1 TO Numero-1
FOR J=1 TO 3

INPUT #1, Datos(K,J)

NEXT

NEXT

CLOSE 1

OPEN File2$ FOR OUTPUT AS 2

PRINT #2, 1,Trayectoria(1)

FOR I=2 TO Numero

' Tiempo=Paso*(I-1)+1
Suma11=1-(F1*Paso/Tiempo)
Suma12=( (Paso*Paso*F1)/(2*Tiempo*Tiempo) )*(1+F1)
Sumai=(Sumali+ Sumal2)
Suma?2=(Var*Datos(I-1,1))-((Var*F1/Tiempo)*Datos(I- 1,2))
Trayectoria(I)=Trayectoria(I-1)*Sumal+Suma2
PRINT #2, Tiempo,Trayectoria(l)

NEXT
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CLOSE
7 sk ok o o ok sk olok sk ok ko ok ok ok koK sk ok ok ok o ok kol ok o ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sl sk sk ok ok ok s sk sk sk sk sk ok
Y xkkkkkkkdokkkkkkkkk ESTIMACION DE LOS PARAMETROS k%% kkkskkskokskokkkk
7 s e s e s sk o sk ok sk kol stk o s ok o sk ok ok o ok ok sk sk ok ok skokokokok ok sk sk sk s ok s skt sk sk sk ok sk ko sk sk ok
DIM Datosi(Numero), Tiempo(Numero)
OPEN File2$ FOR INPUT AS 1
FOR I=1 TO Numero
INPUT #1, Tiempo(I)
INPUT #1, Datosi1(I)
NEXT
CLS
INPUT "VALOR INICIAL DE THETA:", F1
INPUT "INCREMENTO PARA HALLAR LA SOLUCION INICIAL: ", Paso
INPUT "NUMERO DE ITERACIONES TRAS LA SOLUCION INICIAL: ", Itera
Calcula Numero,Tiempo() ,Datosi(),F1,Total,G1
Anterior=Total
DO
Fi1=Fi1+Paso
Calcula Numero,Tiempo(),Datos1(),F1,Total2,G1
IF SGN(Total2)<>SGN(Anterior) THEN
EXIT DO
ELSE
Anterior=Total2
END IF
LOOP
Hi=F1-Paso
H2=F1
EX1=Anterior
EX2=Total2
FOR I=1 TO Itera
H=(H1+H2)/2
Calcula Numero,Tiempo() ,Datos1(),H,Total,G
IF Total=0 THEN
Theta=H
Sigma=G
EXIT FOR
END IF
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IF SGN(Total)<>SGN(EX1) THEN
H2=H
EX2=Total
END IF
IF SGN(Total)<>SGN(EX2) THEN
Hi=H
EX1=Total
END IF
NEXT
CLS
Theta=H
Sigma=G
PRINT "THETA:", Theta

PRINT "SIGMA:", Sigma
———— R L L L L L i b

) sk kkkkkkkks* ITERACION EN EL METODO DE BISECCION *kikkixkokkxk

——————————— P L LU L L L S S S S

SUB Calcula (Numero,Tiempo(),Datos(),F,Total,Sl)

Suma0=0

Sumal=0

Suma2=0

Suma3=0

Suma4=0

FOR I=2 TO Numero
Suma1=Suma1+FNSIG(Datos(I-l),Datos(I),Tiempo(I-i),Tiempo(I),F)
Suma?2=Suma2+FNY1(Tiempo (I-1) ,Tiempo(I),F)
Suma3=Suma3+FNY2(Datos(I—1),Datos(I),Tiempo(I—l),Tiempo(I),F)

NEXT

S1=((2%F+1)/ (Numero-1))*Sumal

S2=Suma2

S3=((2%F+1) /S1)*Suma3

Total=5S2+53

END SUB
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