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INTRODUCCION

Aunque la Teoria de la Sefial nace como disciplina cientifica con entidad propia
a mediados de este siglo, impulsada por las necesidades en el campo de las
comunicaciones, ha sido en las dos tltimas décadas cuando ha experimentado un
desarrollo vertiginoso. La causa de este enorme auge es doble. De una parte la expansion
y abaratamiento de los equipos de computacién y de otra la amplia aplicabilidad de la
Teoria de la Sefial en campos tan diversos como comunicaciones, astrofisica, geofisica,
biomedicina, etc. Todo ello ha dado lugar al desarrollo de un gran cuerpo matematico-
teérico que la sustenta y a la implementacion de algoritmos cada vez mas rapidos y
eficaces que permiten abordar el objetivo final en cualquier problema de tratamiento de
sefial, esto es, procesar mediante computador un conjunto finito de datos y extraer de ellos

la mdxima informacién posible contenida en los mismos.

La importancia de la Teoria de la Sefial ha sido tenida en cuenta en los ultimos
Planes de Investigacién, tanto a nivel Nacional como Andaluz. Asi, en el dltimo Programa
Nacional de Tecnologias de la Informaci6n y de las Comunicaciones aparece un objetivo

cientifico-técnico dedicado al andlisis y procesado de sefial.

La mayoria de las técnicas cldsicas de procesado de sefial se basan en extraer la
informacién contenida en su estadistica de segundo orden (funcién de autocorrelacion),
la cual sélo describe estadisticamente de forma completa a una sefial si ésta es Gaussiana
y de media conocida. Un ejemplo es el conocido espectro de potencia, que basandose en
la estadistica de segundo orden permite estimar como se distribuye la energia entre las
distintas componentes arménicas, pero no proporciona ninguna informacién sobre la fase
de los diferentes arménicos. Sin embargo, la mayor parte de las sefiales del mundo real
no son Gaussianas. Por tanto, existen numerosas situaciones practicas donde se hace

necesaria la bisqueda de otras técnicas que superen las limitaciones inherentes a los
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INTRODUCCION

métodos basados exclusivamente en la estadistica de segundo orden de la sefial. En este
contexto, la estadistica de érdenes superiores ("Higher Order Statistics" (HOS)) basada
en el cdlculo de los cumulantes y momentos de alto orden y los espectros de 6rdenes
superiores o poliespectros (biespectro, triespectro,...), aparecen como una herramienta
esperanzadora para tratar problemas nuevos o para replantearse otros ya clasicos a la luz

de estas nuevas técnicas.

Ya desde la mitad de los afios 60, se pueden encontrar trabajos donde se
desarrollan técnicas basadas en estadistica de 6rdenes superiores [BRI65] [AKA66]
[BRI67a] [BRI67b], asi como multiples aplicaciones en diversas areas tales como analisis
de datos solares [BRI67a] [BRI67b], mecénica de fluidos [LII76], geofisica [HIN68],
oceanografia [HAS63], biomedicina [KOR68], telecomunicaciones [BEN80], tratamiento
de voz ¢ imagenes [WELS5], series econdmicas [HIN85a], fisica de plasmas [KIM80],
radar [JOU90], etc. Sin embargo, ha sido en los ultimos diez afios cuando la comunidad
cientifica dentro del campo del tratamiento digital de sefiales ha retomado estos conceptos
[NIK87] [ROS83] [RAG85] [MEN91], dedicandose un gran esfuerzo investigador que ha
motivado la celebracién de cuatro "Workshop" internacionales, especificos sobre
estadistica de 6rdenes superiores que se celebran bianualmente desde 1989 en los
continentes Europeo y Americano alternativamente. Paralelamente, todos los congresos
y revistas de la especialidad han incluido secciones especiales y t6picos dedicados al

andlisis basado en estadistica de érdenes superiores.

Los motivos para el uso de las técnicas de estadistica de alto orden en el marco del
tratamiento digital de sefiales son tres [NIK93a] [MENOL1]. El primero es que permiten
superar una de las restricciones mas fuertes de las técnicas de eliminacién de ruido, como
es la de suponer que éste es blanco, lo que equivale a imponer su planitud espectral. Pues

bien, las técnicas basadas en HOS permiten eliminar ruido Gaussiano de caracteristicas

Introduccién/ 4
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espectrales desconocidas, es decir, cualquier ruido Gaussiano coloreado. Ello se debe a
que el biespectro de un proceso estadisticamente Gaussiano es tedricamente nulo. La
segunda motivacién es que permiten reconstruir tanto la amplitud como la fase de la
respuesta de un sistema. Esta motivacién se basa en el hecho de que los poliespectros
preservan la fase de la sefial. Se supera asi, la imposicién de fase minima de los métodos
de identificacién de sistemas basados en estadistica de segundo orden, permitiendo el uso
de la estadistica de érdenes superiores la reconstruccién de sefiales e identificacion de
sistemas de fase no minima. Por dltimo, las técnicas HOS permiten detectar y caracterizar
no linealidades en series temporales. Concretamente, estas técnicas juegan un papel muy
importante en la deteccién y caracterizacién del tipo de no linealidad de un sistema a

partir de su respuesta.

Una gran familia de técnicas HOS la constituyen aquellas que se basan en
considerar los datos disponibles como la salida de un sistema lineal cuya entrada sea un
proceso estadisticamente Gaussiano. Dependiendo del tipo de sistema lineal que se
considere oportuno para dichos datos, estas técnicas, que reciben el nombre de
paramétricas, se dividen en tres tipos fundamentales: Técnicas "autoregressive” o AR,
técnicas "moving-average" o MA y técnicas "autoregressive-moving average" 6 ARMA
[MARS87] [KAY88]. En las primeras, la funcién de transferencia del modelo presenta s6lo
polos en el plano Z, mientras que en las de modelacién MA la funcién de transferencia
se caracteriza por tener solamente ceros en el plano Z. Los modelos ARMA son el caso

mads general con polos y ceros en su funcién de transferencia.

Esta Memoria se centra en el estudio y desarrollo de técnicas de procesado de
sefiales mediante estadistica de 6rdenes superiores. El objetivo de nuestro estudio es triple,
lo que nos ha llevado a dividir el niicleo central de la Memoria en tres partes. De una

parte, y basdndonos en la experiencia previa del grupo en este campo [CAR86], se ha

Introduccién/ S



INTRODUCCION

abordado el problema de la estimacién de pardmetros de exponenciales complejas
amortiguadas contaminadas con ruido Gaussiano de caracteristicas espectrales
desconocidas. Este problema, que se desarrolla en la primera parte de la Memoria, se
enfoca desde un punto de vista totalmente general. Para ello, se ha realizado un estudio
tedrico que justifica la existencia de una region en el plano de momentos 6 en el espacio
de las correlaciones de alto orden que permite recuperar los parametros tanto en el caso
de disponer de un nimero finito como infinito de datos. Ello nos ha permitido proponer
un nuevo estimador, denominado estimador tipo covarianza, que mejora los resultados
existentes en la bibliografia, reduciendo los errores deterministas asociados con una

estimacion imperfecta de las correlaciones de alto orden.

En la segunda parte de la Memoria, se aborda el problema de la identificacién de
procesos MA. Este estudio se enmarca dentro del plan de trabajo del grupo donde se ha
desarrollado la Tesis Doctoral, y completa la experiencia del mismo, ya que en anteriores
trabajos ya se ha tratado la identificacion de sistemas de procesos AR mediante técnicas
HOS [GAL94b]. Concretamente, en esta segunda parte de la Memoria, se proponen
relaciones generales entre los poliespectros de 6rdenes k y/o k-1 (k=2) que conducen a
un conjunto de ecuaciones lineales que combinan los cumulantes de salida de 6rdenes k
y k-1 del proceso con los coeficientes del sistema, ecuaciones que se mostraran ttiles para
identificar un sistema lineal de fase no minima excitado por una secuencia no gaussiana.
Estas ecuaciones generalizan las usadas en métodos lineales existentes basados en
minimos cuadrados tales como el algoritmo del Giannakis-Mendel-Tugnait (GMT)
[GIA89a] [TUGY90] [TUGY91] o aquellos propuestos en [NAN94] y [ZHA94], con la
ventaja afiadida de que el uso de la secuencia de autocorrelacion de la sefial es opcional
en estas ecuaciones. Esta caracteristica las convierte en especialmente utiles para estimar
los coeficientes del sistema MA a partir de medidas de la sefial contaminadas con ruido

Gaussiano coloreado de espectro de energia desconocido. Las simulaciones numéricas
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realizadas confirman las ventajas tedricas esperadas para los métodos propuestos y nos
permiten establecer una comparacién, tanto entre los métodos lineales propuestos como
con otros publicados en la bibliografia. Asimismo se trata el problema de la estimacion
del orden del modelo, fundamental para una aplicacién practica de los métodos de
estimacién de parametros, y se propone un algoritmo de seleccion del orden del modelo

basado en estadistica de érdenes superiores o cumulantes de la sefial de salida.

Finalmente, nos hemos propuesto aplicar las técnicas de estimacion de parametros
de exponenciales complejas amortiguadas (resonancias naturales complejas), desarrolladas
en la primera parte de la Memoria, en el campo de la discriminacién e identificacion de
blancos de radar. Este problema se plantea tanto en radares convencionales como en
radares de subsuperficie [PET94]. Aunque no ha sido objeto de estudio en esta Memoria,
es de destacar la importancia del segundo tipo de radares, ya que se han convertido
recientemente en una alternativa interesante para la deteccién, localizacién e identificacion
de objetos y estructuras ocultas bajo la superficie terrestre (exploracion de restos
arqueoldgicos, localizacién de tuberias, determinacién de niveles de agua, deteccion de

tineles ocultos, etc).

En general, en todo esquema de identificacién de un blanco de radar se precisa de
la extraccién de parametros ligados con su geometria y composicién, a partir del campo
electromagnético dispersado. De esta forma la identificacién se realiza comparando estos
parametros con los del conjunto de blancos patrén o blancos conocidos. Las experiencias
realizadas sobre blancos conductores excitados por ondas electromagnéticas transitorias
de amplio espectro [NIC72] [AND74], junto con el Método de Expansion de
Singularidades (SEM) [BAU76] y el andlisis de los resultados obtenidos mediante
métodos numéricos [MIL80], han mostrado que la respuesta de un blanco conductor

(intensidad o cargas inducidas en €él, campo eléctrico dispersado, etc) se puede modelar
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en el dominio del tiempo por una suma de exponenciales complejas amortiguadas cuyas
frecuencias complejas se denominan resonancias naturales o polos del blanco. Estos
parametros sélo dependen de la geometria y caracteristicas electromagnéticas del blanco
y son independientes tanto de la orientacién como de la excitacién utilizada [ROT85b].
Esta cualidad de las resonancias naturales las hace de gran utilidad para la identificacion

del blanco.

La mayoria de las técnicas de identificacién basadas en el concepto y propiedades

de las resonancias naturales del blanco pueden dividirse en dos grandes grupos:

A)  Métodos de identificacion basados en el calculo de las frecuencias de
resonancia del blanco y comparacion con las de la libreria de patrones.
B)  Métodos basados en el disefio de ondas discriminantes que al incidir sobre

el blanco patrén produzcan una respuesta facilmente identificable.

Entre los primeros cabe destacar el método de Prony [BLAR75], las técnicas
basadas en la descomposicién en valores singulares [KUMS82] y el método de "Pencil de
Matrices" [HUA90], mientras que en el segundo grupo los més importantes son la técnica
del pulso de extincién (E-pulso) [ROT85a], técnicas de optimizacion [BAY90] y los
filtros de aniquilacién de resonancias (FAR) [MORSS].

El segundo grupo de técnicas presenta una serie de ventajas que se acentian
cuando la respuesta del blanco estd contaminada con ruido, como ocurre en la mayoria
de las situaciones practicas. Este ruido puede generarse en el receptor, en la antena, o bien
ser un eco contaminante que llega simultdneamente con la sefial dispersada por el blanco
a identificar. En esta tercera parte se estudia la técnica basada en el disefio de filtros de

aniquilacién de resonancias. El objetivo de estos filtros es aniquilar la respuesta del
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blanco, es decir obtener la respuesta de minima energia. El proceso de decision se basa
en elegir el blanco cuyo filtro asociado presente la salida con energia mas pequeiia. Una
forma de garantizar que la respuesta del filtro sea nula fuera de un intervalo temporal

dado es disefiar estos sistemas mediante filtros digitales de respuesta impulso finita.

La capacidad de identificaci6n de esta técnica en su forma original propuesta por
Morgan en 1988 [MORS8], se encuentra altamente afectada por la presencia de ruido
contaminante. Con objeto de minimizar este importante problema, en esta parte de la
Memoria se proponen etapas previas de andlisis y procesado de sefial que eliminen los
problemas asociados con la técnica FAR y realcen la estructura basica de la sefial
constituida por una suma de exponenciales complejas amortiguadas, reduciendo al
maximo el ruido presente. Este procesado previo se ha aplicado fundamentalmente a la
identificacién de hilos delgados conductores de diferente longitud. Los resultados
obtenidos ponen de manifiesto el aumento en la capacidad de identificacion y
discriminacién introducida por el tratamiento previo de la sefal frente a la técnica FAR

original.

Junto a estas etapas previas, se propone como alternativa global al FAR un nuevo
sistema digital de identificacion, un filtro FIR que hemos denominado Filtro de Extincion
que tiene la ventaja de no necesitar un tratamiento previo de los datos y cuya sintesis se

ha hecho buscando la funcién de transferencia mas adecuada al problema.

Terminaremos mostrando una interesante aplicacién de las técnicas basadas en
estadistica de érdenes superiores a este problema. Cuando la respuesta dispersada del
blanco estd contaminada con ruido Gaussiano coloreado de espectro de potencia
desconocido, cualquier sistema de discriminacién tiende a identificar las regiones

espectrales no nulas del ruido como componentes oscilatorias extra, lo que puede llevar
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a la confusién al sistema. Se hace, pues, interesante usar cumulantes en lugar de datos en
el proceso de identificacién, ya que éstos son insensibles a cualquier tipo de ruido
Gaussiano. Ello es posible, ya que el uso del estimador tipo covarianza propuesto en la
primera parte de la Memoria implica utilizar una serie de regiones o "slices" del espacio
de cumulantes que retienen la estructura de exponenciales complejas original de los datos.
Al mantener dicha estructura, las secuencias de cumulantes en las "slices” adecuadas
oscilan a las mismas frecuencias complejas que la sefial dispersada del blanco, y por tanto

es equivalente tratar con estas secuencias que con la onda original.

Como se ha indicado anteriormente, la Memoria se ha organizado en tres partes,
que se completan con un primer capitulo en el que se introducen las definiciones y
conceptos basicos de las técnicas de procesado de sefial mediante estadistica de 6rdenes
superiores. La primera parte estd constituida por los capitulos II y III. En el capitulo I
se realiza un estudio tedrico que permite proponer un nuevo estimador para la estimacion
de parametros de exponenciales complejas amortiguadas. En el capitulo III se lleva a cabo
una nueva formulacién matricial que permite interpretar el nuevo estimador y se presentan

los resultados obtenidos con el mismo.

La segunda parte consta de otros dos capitulos. En el capitulo IV se proponen un
conjunto de ecuaciones que permiten abordar el problema de la identificacién de procesos
MA, y en el capitulo V se presentan los resultados obtenidos mediante algoritmos

implementados a partir de dichas ecuaciones.

Por ltimo, la tercera parte estd constituida por cuatro capitulos. En el capitulo VI
se introducen los fundamentos sobre los que se basa la técnica de los filtros de
aniquilacién de resonancias. En el capitulo VII se estudia un modelado de los datos

compatible con la estructura de los mismos para mejorar la relacion sefial-ruido y se
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propone un filtro de suavizado éptimo que enfatiza las regiones espectrales en las que
estan presentes los modos de la sefial. Este filtro, junto con etapas de modelado de la
sefial, se aplica a la discriminacién entre hilos delgados de longitudes diferentes en el
capitulo VIIL. Finalmente, en el capitulo IX se propone un nuevo filtro, el Filtro de
Extincién y se aborda el problema de la discriminacién en presencia de ruido coloreado.
La Memoria se completa con dos apéndices. El Apéndice A se ha dedicado al método de
expansién en singularidades (SEM) sobre el que se fundamenta la técnica de
identificacién, y el Apéndice B trata de la aplicacién, junto con la técnica FAR, de las
métodos clasicos de procesado de sefial basados en ventanas espectrales y filtros digitales

paso-baja.
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CAPITULO I. CUMULANTES Y MOMENTOS DE SENALES ALEATORIAS Y DETERMINISTAS.

I-1. INTRODUCCION.

Durante los dltimos afios se ha producido un notable incremento en el interés por aplicar
la estadistica de 6rdenes superiores (HOS) a un amplio rango de problemas del procesado
de sefial y la teoria de sistemas. De hecho, hasta el afio 1991 el nimero de articulos con
resultados tedricos y nuevos algoritmos presentados a este respecto, no superaba la cifra

de 200, niimero éste que en la actualidad ha aumentado considerablemente.

El objetivo del primer capitulo de esta Memoria es el de recopilar algunos de los
conceptos y resultados fundamentales referentes al andlisis HOS, haciendo especial
hincapié en las definiciones de cumulantes, momentos y poliespectros de sefiales

aleatorias y deterministas que se van a usar a lo largo de la Memoria.

El capitulo se estructura de la siguiente forma:

- En primer lugar en la seccién I-2 se introducen las definiciones y propiedades
més importantes de los momentos y cumulantes de un conjunto de variables aleatorias.
Se haré especial énfasis en la relacién entre cumulantes y momentos y en las propiedades

que poseen en el caso muy comin de procesos estacionarios.

- En la seccién I-3 se introduce la definicién de los espectros de cumulantes,
también llamados poliespectros o espectros de alto orden. Casos especiales dentro de los
poliespectros son entre otros, el espectro de potencia (orden 2), el biespectro (orden 3) y
el triespectro (orden 4). Asimismo se discuten las razones de utilizar un espectro de
cumulantes en vez del de momentos y se definen conceptos ampliamente usados en esta

Memoria como el de proceso blanco de orden n.
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- En la seccién I-4 se presentan las propiedades de los poliespectros de procesos
estacionarios, propiedades que van a permitir utilizarlos como un instrumento itil en la
deteccién de no linealidades o para la identificacion de sistemas MA ("Moving Average")
de fase no minima, tema que se trata en los capitulos IV y V. Por ello nos detendremos
en esta ultima propiedad de los poliespectros, mostrando un ejemplo sencillo en el que
tenemos distintos procesos con el mismo espectro de potencia pero distinto biespectro.
Asimismo estudiaremos los sistemas no lineales operando bajo entrada aleatoria,
introduciendo un problema de gran interés como es el de la deteccién de los acoplos

cuadraticos de fase, posible mediante el uso del poliespectro de la seiial.

- Por ultimo en la seccién I-5 se introduciran las definiciones de momentos o
correlaciones de sefiales deterministas, centrandonos mas especificamente en las sefiales
deterministas energéticas que incluyen el caso de transitorios que tratamos en los capitulos
II y III. Basdndose en las definiciones de los momentos de sefiales energéticas
estudiaremos sus propiedades y definiremos el poliestpectro de momentos, a diferencia

del poliespectro de cumulantes que se usa para los procesos aleatorios.

I-2. CUMULANTES Y MOMENTOS DE SENALES ALEATORIAS.

1.2.1. Definicion de cumulantes vy momentos.

Dado un conjunto de n variables aleatorias {x;, x,, ..., X, }, sus momentos conjuntos

de orden r=k,+k,++k, vienen dados por [PAPO84]
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CAPITULO I. CUMULANTES Y MOMENTOS DE SENALES ALEATORIAS Y DETERMINISTAS.

mkp-'-,k.,EMom[xlkl,xzkzmxnk“] =E({ xlk‘xzb.. .xnkn )=
: ar‘b(w s Wyy, W ) ’ (11)
=) P E =

862, dwy Do

donde E{-} indica valor esperado, y 0(®;, ®,, -, ®,) es su funcién caracteristica conjunta

definida por [PAPO84]

¢(wl,w2,--~,wn)=E{expj(mlxl+-~+(.>nxn)} , (1.2)

y cuyo logaritmo neperiano introduce una segunda funci6n caracteristica conjunta

[PAPOg4]
T(wpmz,"”mn)zlnd)(wpwz,""wn) . (1.3)

Los coeficientes del desarrollo en serie de Taylor de W en torno al origen, se denominan

cumulantes de orden r del conjunto de variables aleatorias, es decir [PAPO84] [ROS83]

[ROS85] [SHI63]

arq,(wpwzs""wn)

awl‘am'z"..-am'j

(1.4)

k %
o =Cumlx; 5%, 1=()

De esta forma, los cumulantes conjuntos se pueden expresar en términos de los momentos
conjuntos de las variables aleatorias. Por ejemplo, los momentos

m, ,=Efx;}=m, ; xns,_(,:E{xl3 }=m, -

m, ,=Eixj}=m, ; m, o=Elx;}=m,
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estan relacionados con sus cumulantes correspondientes por
S

2
C, o~In,-m, =C,

(1.6)
" 3= ?
C3.0=M;-3m,m, +2m, =c,
C, o=m,~4m,m, ~3m+ 12m2m12—6mf =C,
relaciones estas que pueden comprobarse facilmente sustituyendo
2 . k
Wy (o,) 1.7)

¢(w1)=1+jw1m1——2':"—m2+m+ mk+...

k!

en las ecuaciones (1.1), (1.3) y (1.4). Nétese ademds que si la variable aleatoria x, tiene

media cero, es decir m,=0, entonces ¢c,=m,, c;=m, y ¢,=m,-3mj.

1.2.2. Momentos v cumulantes de las funciones de densidad de probabilidad (pdf)

mas usuales.

Como ejemplo de momentos y cumulantes, se muestran en esta seccién algunos
casos en los que la variable aleatoria x obedece a determinadas funciones de densidad de
probabilidad (pdf)’s. En concreto, se consideran las siguientes pdf’s:

-Uniforme:

 Ixl<c
p(x) ={ 2 : (1.8)

0 en otro caso
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CAPITULO I. CUMULANTES Y MOMENTOS DE SENALES ALEATORIAS Y DETERMINISTAS.

-Gaussiana:
1 x2
p(x)= exp(——) . (1.9)
V2no 202
-Laplace:
1
p(X)=—2-CXP(-IXI) (1.10)
-Exponencial:
p(x)=exp(-Ax)u(x) . (1.11)
donde u(x) es la funcién escalén unidad.
-Rayleigh:
p(x)=exp _x X ux) 1.12)
20%) a?

Las figuras 1.1 y 1.2 muestran estas pdf’s, junto con sus momentos y cumulantes
de orden n, con n=1, 2, 3, 4. Los primeros pueden generarse a partir de la siguiente

expresion [PAPO84] [MENO91]

m,=[x"p(x)dx (1.13)

mientras que los segundos, c,, pueden calcularse usando las relaciones (1.6). Como puede
verse, para todas las pdf’s simétricas, todos los momentos y cumulantes de orden par son
nulos, y en particular, la distribucién Gaussiana tiene todos los cumulantes de orden

mayor que dos, idénticos a cero, cosa que no le ocurre a sus momentos.
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f(x) LAPLACE
n m, Cn
1t 0 0
2 2 2
3 0 0
4 24 12

.6 -4 -2 2 4 6

X

f(x) GAUSSIANA

n | m, C,
1 0 0
2 o’ o
3 0 0
4 3c* 0
6
X
f(x) UNIFORME

n m, C,
1 0 0
2 /3 | /3
3 0 0
4 c*/5 | -2¢*/15

6 -4 -2 0 2 4 6

Figuras (1.1): Momentos y cumulantes para n=1, 2, 3, 4 de las pdf’s Laplace, Gaussiana y
Uniforme.
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CAPITULO I. CUMULANTES Y MOMENTOS DE SENALES ALEATORIAS Y DETERMINISTAS.

f(x) EXPONENCIAL

n m, Cq
1 1/A 1/A
2 2/N 1/\
3 6/A\° 2/\
r 4 24/ 6/\
0 1 2 4 5 6
X
f(x) RAYLEIGH
L m, Co
1| am/2)? | o(m/2)”
2 207 (2-m/2)0’
3 3N(n/2)? | -3a’r(m/2)?
o 1 2 3 4 5 6 4 go' | of(12n-3n%-8)/2

X
Figuras (1.2): Momentos y cumulantes para n=1, 2, 3, 4 de las pdf’s Exponencial y Rayleigh.

1.2.3. Relacién entre momentos v cumulantes.

La relacién general entre los momentos de {x;, X,, -, X,} y los cumulantes
conjuntos c,,., de orden r=n, estd dada por [BRI65] [ROS85] [LEOS59]

Cum[x,,x,,,X_]= E( P le-)E{IIx/ JE{IIx}-E{IIx} , (1.14)

ieS, i€S, ie§,
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donde la suma en p se extiende sobre todas las particiones (S,, S,, -, Sp), p=1, 2, -, n del
conjunto de enteros (1, 2, -, n). Asi por ejemplo, el conjunto de enteros (1,2,3) puede
dividirse en:
p=1 S,={1,2,3}
p=2 S;={1}, 5,={2,3}
S,={2}, S,={1,3} (1.15)
S,={3}, S,={1,2}
p=3 S={1}, S,={2}, S:={3},

y por tanto, la ecuacién (1.15) conduce a que

Cum[x;,x,,,X;]=m,;;, -m, oMy, , -

~My, oM, o, ~Mgy; M o+2M, 40My, My,

(1.16)

Se puede comprobar asimismo que la expresién (1.16) es idéntica a c, de (1.6) para
X,=X,=X,. De igual modo, dadas cuatro variables aleatorias {x,,x,X3,X,}, las posibles
particiones de los enteros (1,2,3,4) mostradas en [NIK93b, tabla 2.1] conducen a la

siguiente relacion entre momentos y cumulantes de cuarto orden

Cuml[x,,X,,X3,X,] =10 1} My 300Meg;; ~“My010Mo101 ~M1001Mo110 ~
=100 13 ~M00M011 ~Moogo™y 101 ~MooorM 110211 100Mo010Mo001 (1.17)
+21M,;10Mo100Mo001 + 211061 Mo100Mp010 2 Mo101M000Mo010+
+2M01 10006 00+ 2y 161 006Mog0; =61 000Mg0;0Mo00; >

expresion ésta, que se reduce a c, de (1.6) cuando x,=x,=x,=x,. Por otro lado, si las

variables aleatorias tienen media nula (esto es, E{x;}=0, i=1,2,3,4), (1.17) se reduce a

Cum[x;,%),X3,%,]=m, 1, ~1M;05Me0;; ~M516Mg;07 - (1.18)

—M,6;0M0101 ~M1001Mo110
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CAPITULO 1. CUMULANTES Y MOMENTOS DE SENALES ALEATORIAS Y DETERMINISTAS.

De todo lo expuesto en esta seccion, puede extraerse también como conclusion que el
calculo de los cumulantes conjuntos de orden n requiere conocer, en general, todos los

momentos desde orden 1 hasta n.

1.2.4. Propiedades de los momentos v cumulantes.

Los momentos y cumulantes conjuntos de n variables aleatorias se caracterizan por
las siguientes propiedades, facilmente deducibles de las definiciones dadas en la seccion

(1.2.1) [BRI65] [BRI67] [ROS83] [SHI60] [SHI63] [ROS85] [SIN63] [RAO84]:
-P1: Si A, (i=1,~,n) son constantes, los cumulantes y momentos cumplen que

( n
Mom[A,X},A,X,,,A X, 1= H A, |Mom[x,,x,,x ]
sl . (1.19)

( n \
chnn[)‘1)(1’)’2)(2’°"’A'nxn]: H Al} Cunl[xlxx2)“':xn]
\i-1

-P2: Los cumulantes y momentos son funciones simétricas en sus argumentos, €s

decir
Mom[x,,x,,-,X,]= Mom[x; ,x; ,,X; ]
Cum[xl,xz,---,xn]=Cum[xil,xi2,---,xin]

(1.20)

b

donde (i,,i,) es cualquier permutacién de (1,-,n).
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-P3: Si las variables aleatorias {x,,,X,} pueden dividirse en dos o mas grupos que
sean estadisticamente independientes, sus cumulantes de orden n son nulos, esto es,
Cum[x,,,X,]=0, mientras que en general sus momentos no lo son. Esta propiedad es una
facil conclusioén de las propiedades de las funciones caracteristicas conjuntas ¢ y . Por
ejemplo, si los dos grupos de variables independientes son {x;,. %} ¥ {Xp,1::%,},
entonces su primera funcién caracteristica conjunta (respecto de la cual se definen los
momentos) cumplird que ¢(@;,,0,)=0 ;(®, ++,03,)P (@, ,,+,0,). Por el contrario, la segunda
funcién caracteristica conjunta (respecto de la cual se definen los cumulantes), cumplird

Y@+, 0= (@, @)Y (0500, 0y).
-P4: Si los conjuntos de variables aleatorias {x;,-.X,} y {y;~.y.} son
estadisticamente independientes, entonces

CUIﬂ[xl +y1,X2 +y2,"',xn+)’n] =CUIn[X1,X2,"-,Xn] +C\ml[)’py2,"',yn] ’ (1'21)

aunque en general

Mom[xl +pr2+y2,"',xn+yn] ¢Mom[x1,x2,---,xn] +Mom[yl’}’2,"':yn] » (1‘22)

No obstante, para las variables aleatorias {x,,x,,~,X,} se cumple que

Cum[xl +X0,X2,"',Xn] =Cum[x1’x2:'",xn] +Cllﬂ1[xo,X2,"‘,xn] (1 23)

3

Mom[x, +Xg,X,, X ]=Mom[x,,x,,---,x ]+Mom[X,,X,,,X ]

adn en el caso en que las variables x, y X, no sean estadisticamente independientes.

-P5: Los cumulantes permanecen inalterados frente a constantes aditivas, es decir
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CAPITULO 1. CUMULANTES Y MOMENTOS DE SENALES ALEATORIAS Y DETERMINISTAS.

Cum|a +xl’...,xn]=Cum[xl,...,xn] . (1.24)

donde o es una constante.

-P6: Si el conjunto de variables aleatorias {x,,~,X,} es conjuntamente Gaussiano,
toda la informacién acerca de su distribucién estd contenida en los momentos de orden
n<2. Por tanto, todos los momentos de orden n>2 no proporcionan ninguna nueva
informacién. Esto conduce ademas, a que todos los cumulantes conjuntos de orden n>2

sean nulos para conjuntos de variables aleatorias con distribucién de probabilidad

Gaussiana.

1.2.5 Momentos v cumulantes de procesos estacionarios.

Consideremos ahora que {x,} n=0, 1, +2, ..., es un proceso aleatorio discreto, real

y estacionario, cuyos momentos de hasta orden n existen y vienen dados por

Mom[x,,X, X, . %y, Tn_1] =E( - S Tll_1} , (1.25)

y los cuales, debido a la estacionariedad del proceso, dependen sélo de las diferencias de

tiempo 1T,, T, *» Toq (T=0,£1, ). De esta forma, podemos reescribir estos momentos

como

m,f('l:1,--~,1:n_1)EE{xmxnﬂl---xM b (1.26)

n-1

De igual forma, los cumulantes de orden n de dicho proceso dependen sélo de 1,1,

y pueden escribirse como
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x. 7. (1.27)

+7.% o+t

X
Cp (T, T, ) =Cum([x ,x_

Con estas premisas, consideremos los siguientes érdenes particulares:

-Primer Orden: En este caso la funcién

¢j=m;*=Elx } (1.28)
representa la media del proceso x,.
-Segundo Orden:
mzx(rl)=E{xnxn+Tl} (1.29)
es la secuencia de autocorrelacién del proceso x;, mientras que
(1.30)

¢, (t)=m,(z )-(m;)?=c;(-,)

es su secuencia de covarianza [PAPO84]. Nétese que si el proceso tiene media nula,

ambas secuencias coinciden, es decir, mj(t,)=cX(T,).

-Tercer Orden: La secuencia de momentos de tercer orden es

X, ) (1.31

X
m3 (11312)=E{xnxn*11 n+12 9

que se relaciona con la de cumulantes de tercer orden a través de la expresion
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c3x(1: 1,‘1:2) =m3x(‘r 1,1’2) ‘mlx[mzx(f 1) +m2x(12) * (1.32)

+m2x(‘r 1~ T)] +2(m1x)3

La deduccién de esta tltima relacion puede obtenerse facilmente utilizando (1.16) y
(1.27). Es interesante también resaltar en este punto dos cuestiones: 1) Como se deduce
de (1.32), para conocer los cumulantes de tercer orden a partir de los momentos, es
necesario conocer estos ultimos desde orden 1 hasta orden 3. 2) Al igual que en segundo

orden, si el proceso tiene media nula, momentos y cumulantes coinciden.

-Cuarto Orden: Utilizando las ecuaciones (1.17) y (1.27) se obtiene que

X X X X X
c4x(1:1,1:2,1:3)=m4 (T15T5T5)-my (T,)m, (T3-1,)-m, (t)m, (T5-7,)-

-m, (t,)m, (t,-7,) ~m,; [m, (T, T}, T5—T,)+My (T,,T5)+ .

+my (T,,T,) +mg (v;,7,)]+(m, ) [my (v ) +m, (t,) +m, (1) +

+, (75— T))+10, (T3~ T,) +my, (T,-7)] -6(m)* ,

ecuacion ésta que relaciona momentos y cumulantes de cuarto orden. En este caso, si el
proceso es de media nula, (1.33) se reduce simplemente a
X X X X

C4 (T15T,,T3)=Iy (T1Tp )My, (T,)m, (T5-1,)- (134)

X X X X
-m, (T,)m, (t,-1,)-m, (t)m, (T,-7,)

Asi pues, segin se deduce de la expresién (1.34), cuando el proceso tiene media nula,
para generar los cumulantes de cuarto orden es necesario conocer los momentos del

mismo orden y la secuencia de autocorrelacién del proceso.
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Una relacién muy util entre momentos y cumulantes de un proceso estacionario,

valida sélo para 6rdenes n=3 y n=4, es la siguiente [PAPO84] [MEN91]

x x G
Cn (T 1:12;""Tn_1)=mn (‘E ptzy'"’rn_l) -my (T 1:72,“31,1_1) (1.35)

donde m’(t,,,T, ) es la funcién momento de orden n de x,, y m3(T;,,T, ) es la funcién
momento de orden n de una sefial estadisticamente Gaussiana equivalente, que tenga el
mismo valor medio e igual secuencia de autocorrelacion que x,. De esta relacion se ve
facilmente que si x, es un proceso Gaussiano, mi(T;,~,T,,) =mS(T,,T,;) y por
consiguiente c}(1;,,T, ,)=0. Notar también, que, aunque (1.35) sea sélo valida para n=3 4,

cX(1,,+,T,.1)=0 para todo n>2 en el caso en que x, sea un proceso Gaussiano.

Junto con la media, medida ésta que caracteriza la estadistica de primer orden del
proceso, existen otras medidas importantes que representan su estadistica de segundo,
tercer y cuarto orden. Asi, se definen la varianza, el coeficiente de asimetria y la kurtosis
de x,, como los cumulantes de segundo, tercer y cuarto orden, respectivamente, evaluados

a retraso temporal cero, esto €s

-Varianza: Y=c5(0).
-Coef. asimetria:  Y;=c3(0,0).
-Kurtosis: Y:=c4(0,0,0).

Ademas, para un proceso de media nula, se cumple:
ya=E{x2}
Yi=Ex} . (1.36)

v3=E(x}}-3[y3]?
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CAPITULO 1. CUMULANTES Y MOMENTOS DE SENALES ALEATORIAS Y DETERMINISTAS.

Como hemos visto, los cumulantes y momentos de orden n son funciones de (n-1)
argumentos (es decir, funciones (n-1) dimensionales). Sin embargo, en aplicaciones
concretas de los cumulantes dentro del procesado de sefial, son muy titiles los subespacios
en el espacio de cumulantes o momentos de una dimension (1-D), comunmente
denominados en la literatura como I-D slices [NIK93b] [MEN91]. Estos 1-D slices de
cumulantes de orden n, pueden obtenerse dejando libres s6lo n-2 de sus n-1 indices. De
esta forma, son muchos los tipos de 1-D slices que pueden elegirse, destacando entre ellos
los radiales, verticales, horizontales y diagonales. Estos tltimos, que serdn utilizados en

capitulos posteriores, pueden generarse haciendo 1,=1 para i=1,--,n-1.

En este punto es interesante resaltar también otra cuestién adicional. Son muchas
las situaciones en las cuales los cumulantes de tercer orden no son suficientes para
resolver un problema concreto, y es necesario acudir a cumulantes de cuarto o mayor
orden. Por ejemplo, si el proceso aleatorio responde a una estadistica simétrica (tales
como Gaussiana, uniforme y Laplace), sus cumulantes de tercer orden son nulos y es
necesario acudir a estadisticas de mayor orden para asi describirlo completamente y
obtener informacién contenida en él. Ademds, existen algunos procesos que tienen
cumulantes de tercer orden extremadamente pequefios y cumulantes de cuarto orden
mucho mayores. En este caso convendrd, obviamente, utilizar estos dltimos. Finalmente,
existen aplicaciones (recuperacién de darménicos y acoplos ctibicos de fase) en las que los
cumulantes de tercer orden son nulos mientras que los de cuarto orden no [NIK93b]

[MENO91].

1.2.6. Ergodicidad y momentos.

Un proceso x, es ergédico si, con probabilidad uno, todos sus momentos pueden

determinarse de una tnica realizacién del mismo. Dicho de otro modo, si los valores
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esperados (o promedios conjuntos) pueden reemplazarse por promedios temporales, es

decir

Elx Xy Ry KRy P
N 1.37)

. 1 .
=lim X X X
Now 2N+ 1 n=E_N n n+1:1 n+rn_1

donde < - > es el operador "promedio temporal”, el cual tiene las mismas propiedades
que E{-} si el proceso es ergédico [SIN63]. De esta forma, lo que la ergodicidad indica,
es que los promedios temporales de todas las posibles secuencias de muestras son iguales
entre si, e iguales al promedio conjunto. Claramente, un proceso puede ser ergodico para

ciertos momentos de orden superior y no para otros [PAPO84].

Aunque no entraremos en discusiones acerca de los diferentes criterios de
ergodicidad relativos a promedios temporales de los momentos de orden superior, puede
hallarse amplia informacién a este respecto en [PAPO84] [SHI63]. No obstante, a largo
de esta Memoria asumiremos que si el proceso es ergdédico se cumplird (1.37) para todo
orden hasta n, lo que indica que los cumulantes de orden n existen y se pueden calcular

mediante la expresién (1.15).

Por otro lado, en una situacién practica, en la que sélo dispongamos de una tnica
realizacién de longitud finita de un proceso ergédico, x, n=-N,--,N, no podremos calcular

el limite de (1.37), con lo que llevaremos a cabo la estimacién dada por

N

<X X, >= (1.38)

== X .o
n-1 2N+1 N nxn+1:l xn+'rn_l
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CAPITULO I. CUMULANTES Y MOMENTOS DE SENALES ALEATORIAS Y DETERMINISTAS.

I-3. POLIESPECTROS

Los espectros de o6rdenes superiores, HOS (Higher-Order Spectra), también
llamados poliespectros, no son mas que una generalizacion a estadisticas de oOrdenes
superiores del espectro de potencia cldsico. Asf, los poliespectros, basicamente, no son
mas que la Transformada de Fourier (TF) multidimensional de las estadisticas de ordenes
superiores, caraterizadas como hemos visto en secciones previas, por cumulantes o
momentos. Aunque, en general, pueden definirse los poliespectros, tanto en términos de
cumulantes (espectros de cumulantes) como de momentos (espectros de momentos), €l uso
de unos u otros depende basicamente del tipo de sefial bajo estudio. Asi, como se
comentard en la seccion (I.3.4), en el caso de seiales aleatorias, es conveniente usar
espectros de cumulantes, mientras que si la sefial es determinista, es mejor el uso de

espectros de momentos.

Histéricamente, el término "Poliespectro” es debido a Tukey y a Brillinger
[BRI65], mientras que el de HOS es atribuible a Brillinger y Rossenblatt [BRI67a] y a
Akaike [AKAG66].

1.3.1. Definicion basada en la TF.

El poliespectro de orden n, C(®,,~,®,,), de un proceso real y estrictamente
estacionario, se define como la TF n-dimensional de su secuencia de cumulantes
cX(T,T,.1), es decir [NIK87] [MENO91] [NIK93a] [NIK93b]

] L _.( P 1Tas
Cl@pmw)= Y = Y c(xyymt, e T ontd o (139)

TyS-® Ty =-w
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con | |<r para i=1,-,n-1 y |@+0,+ +0,,|<r. Esta representacién espectral para la
funcién cumulante se debe originalmente a Kolmogorov [SHI60] [SHI63] [SING63].

En primer lugar, es interesante remarcar que para que dicho poliespectro de orden
n exista, se debe cumplir la condicién suficiente de que la secuencia de cumulantes sea

absolutamente sumable, es decir

E Z ICJ(Tl""’Tn-I)I(w 5 (1.40)

b Sl

o bien, de forma equivalente, que [NIK93b]

E Z (1+|Tj|)IC:(TI,"',Tn_l)|<°° (1‘41)

-:1_—.-& ‘rn_l=—ﬂ

para j=1,-,n-1.

Nétese que, en general, Ci(®,,+,®, ) es complejo, es decir

C:(w Py @no 1) =|Cnx(m P @p 1) Iejwn(ml'“"m“'l) . (1.42)

y también periédico con periodo 2w en todas sus variables

C:(wp'",wn_l)=C;(w1+2'n:,~-,wn_l +27) . (1.43)
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CAPITULO I. CUMULANTES Y MOMENTOS DE SENALES ALEATORIAS Y DETERMINISTAS.

1.3.2. Definicién alternativa basada en la Representacion Espectral de Cramer.

El significado fisico de los poliespectros se hace mas evidente cuando estos se
expresan en términos de las componentes dZ(w) de la representacion Fourier-Stieltjes de
x, (también llamada representacién espectral de Cramer), dada por [ROS83] [ROS85]
[CRA46]

1 7 jen 144
x"_i;r—_fmej dZ(w) Vn, (kA4
donde
E{dZ(w)}=0
Cum[dZ(w,),,dZ(w,)]= ‘ (1.45)

X o
C,(w,0, ;) do~do, _, si o +-+w =0

0 si w1+---+wn¢0

Segin esto, queda claro que el espectro de cumulantes de orden n representa la
contribucién del cumulante de n componentes de Fourier, la suma de cuyas frecuencias
sea igual a cero. Notese que, aunque el espectro de cumulantes de orden n es funcion de
n-1 variables ®,,,®, ;, hay que tener en cuenta que existe una variable oculta @,=-®;--©, ,

en (1.45) [ROS83].
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I.3.3. Casos especiales de poliespectros.

Tanto el espectro de potencia, el biespectro, como el triespectro son casos

especiales de espectros de cumulantes definidos por (1.39), es decir
-Espectro de Potencia [KAY81] [MARS87]: n=2

C,(w)=P(w)= i g (x)e ™ (1.46)

T=-00

donde |®|<m y c(t) es la secuencia de covarianza de x, dada en (1.30). Si ademas, x,
es un proceso de media nula, entonces ¢3(t) coincidira con la secuencia de autocorrelacién
y (1.46) se conoce, en este caso particular, como identidad de Wiener-Khintchine
[WHIB3]. Por otro lado, de (1.30) y (1.46) se tiene que el espectro de potencia cumple
las siguientes propiedades de simetria

Co(@)=C;(-a) (1.47)

C)(@)=0

es decir, es una funcién real no negativa.

Segiin la representacién espectral de Cramer, se tiene también, que si x, es de

media nula,

21P(w)dw si w=w,=w

EldZ(0,)dZ" (w,)}= (1.48)

0 si w,*w,
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lo cual indica que el espectro de potencia P(w) representa la contribucion al producto

medio, de dos componentes de Fourier cuyas frecuencias sean las mismas.
-Biespectro: n=3 [NIK87]

C3'(w,,0,)=B (0,,0,)= Z E csx(fpfz)e_j(mltlwzt?) , (1.49)

1‘1=—-ﬂ 12=—¢I

con |, |<m para i=1,2 y |0, +,|<r, siendo ¢3(1,,T,) la secuencia de cumulantes de tercer
orden dada por (1.32). Al igual que en el espectro de potencia, debido a las propiedades
de los cumulantes y momentos de tercer orden y a la propia definicion del biespectro, este
dltimo presenta importantes propiedades de simetria que serdn analizadas mas

ampliamente en la seccion 1.4 de este capitulo.

En este caso, segun la representacion espectral de Cramer, y en el caso en que x,
sea de media nula [NIK87]

B (0,0,)dw do, si w+w,=w,;

E{dZ(w )dZ(w,)dZ*(wy)}= . .
0 si W;+w,* W,

(1.50)

es decir, B (®,,0,) representa la contribucién al producto medio de tres componentes de

Fourier, donde una de ellas es igual a la suma de las otras dos.
-Triespectro [DAL89]: n=4

Clw,0,0)= Y T Y ¢ty 1,t)e O er s - (L51)

11=-n 12=—ﬂ 13=—U
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con |w,|<m para i=1,2,3 y |®,+®,+0;|<r, siendo c}(T,,T,,T;) la secuencia de cumulantes
de cuarto orden dada en (1.33). De la definicion (1.33) de estos cumulantes, pueden
derivarse una gran cantidad de propiedades de simetria del triespectro similares a las del
biespectro. Por ejemplo, puesto que los momentos son funciones simétricas en sus
argumentos, se tiene que

Cy(w l,wz,w3)=C4x(co2,(01,(03)=C4x((‘)3’w2’w1)= (1.52)

X X X
=C4 (0 ,05,0,)=C, (w,,04,0)=C;(w;,0,,w,)=etc

Pflug y colaboradores [PFU92] establecieron que el triespectro de procesos reales cuenta

exactamente, gracias a propiedades de este tipo, con 96 regiones de simetria.

En este punto, también es interesante hacer ver que las medidas de varianza,
coeficiente de asimetria y kurtosis establecidas en la seccion 1.2.5, pueden extraerse
mediante un simple proceso de transformacion inversa de los espectros de cumulantes de

orden dos, tres y cuatro, respectivamente. Para ello, vemos que la transformada inversa

de Fourier de (1.39) conduce a

K T

"""y o Cnx ", n- i
Cp (T Tp) (27r)“1ff (0, N | -

ol (@ Ty r oy Ty )
e dw,dw

Eligiendo n=2,3,4 y haciendo 7, (i=1,-,n-1), se tiene que:

-Varianza
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« a1 Lo
Y2=Cz(0)=?—£C2(w)dm . (1.54)

'l

-Coeficiente de asimetria (skewness)

. 1 T ]
v3=¢3 (0,0)= szC3 (0,0)de,do, . (1.55)
(. 1) i
-Kurtosis
¥3=¢4(0,0,0)= (2;)3 [ [ [clopop0)dododo, . 1560

1.3.4. El espectro de cumulantes frente al de momentos.

En todo lo expuesto a lo largo de esta seccién referente a los poliespectros de
procesos aleatorios, nos hemos restringido a los espectros de cumulantes, en lugar de los
definidos en términos de momentos. Llegado este punto, es interesante y necesario
exponer ciertas razones acerca de por qué en el caso de sefiales aleatorias, son mas utiles
los espectros de cumulantes que los de momentos. De entre ellas, destacaremos

brevemente las siguientes [NIK93b]:

-Si x, es un proceso aleatorio estacionario y Gaussiano, todos los momentos de
orden n>3 no proporcionan informacién adicional relativa al proceso. Por consiguiente,
es mejor tener una funcién que muestre este hecho de forma explicita. Los espectros de
cumulantes proporcionan esto, ya que su valor para orden n23 en el caso de procesos

Gaussianos es cero.
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-Como ya se indic6 en la propiedad P.4 de la seccién (I.2.4), los cumulantes de dos
procesos aleatorios estadisticamente independientes son iguales a la suma de los
cumulantes de los procesos aleatorios individuales. Este hecho no es cierto, sin embargo,

para momentos de alto orden.

-Al igual que la funcién covarianza de un ruido blanco es un impulso y su espectro
de potencia es plano, los cumulantes de alto orden de un ruido blanco son funciones
impulso multidimensionales y su poliespectro (en términos de cumulantes) es

multidimensionalmente plano.

- Los cumulantes, a diferencia de los momentos, proporcionan una medida

adecuada de la dependencia estadistica en series temporales.

-Finalmente, Brillinger indicé que los requerimientos de ergodicidad se cumplen

mas facilmente con cumulantes que con momentos [BRI65].

No obstante, a pesar de estas razones a favor de los poliespectros en términos de
cumulantes, es importante hacer resaltar también dos cuestiones: a) Los momentos y
espectros de momentos son muy ttiles en el analisis y estudio de sefiales deterministas
(transitorias y periddicas) [NIK93a] [NIK93b]. b) Tanto en el caso del espectro de
potencia, como en el del biespectro, cuando el proceso es de media nula, los espectros de

cumulantes y momentos coinciden.

1.3.5. Funcion de Coherencia de orden n.

En la Seccién 1.3.1. se ha introducido la definicién del espectro de cumulantes de

orden n, como una generalizacién del espectro de potencia a la estadistica de orden n. En
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la literatura del procesado de sefial HOS se ha definido también una funcién que combina
estas dos entidades completamente.diferentes, como son Cy(w) y Cy(®,,,m,,). A dicho
ente matematico se le denomina indistintamente como "Funcién normalizada de
Cumulantes" o "Funcién de Coherencia de orden n", y se define como [NIK93b]
x
P(@50, ;)= Cal0100 ) . (1.57)
\/C: (@ 1)C2x(“’2)"'c2x(“’n-1)czx(‘° pHet @ )

y cuyo médulo se denomina "Indice de Coherencia de Orden n". En el caso particular de
n=3, el indice de coherencia se denomina también "indice de bicoherencia" o biespectro

normalizado [RAG85] [HAS63] [HIN85a].

Como han mostrado diversos autores [RAG85] [HAS63] [KIM80] [HINS8S5a]
[HUBS81], este indice es muy iitil para la deteccién y caracterizacién de no linealidades
en series temporales, a través de relaciones de fase de componentes armonicas. También,
dicho indice se hace muy recomendable en el estudio de la respuesta en fase de procesos

lineales no Gaussianos, en los cuales los poliespectros pueden modelarse por el mismo

filtro lineal.

1.3.6. Proceso blanco de orden n.

Es bien conocido que un proceso cuyo espectro de potencia es constante para todas
las frecuencias, se denomina en la literatura del procesado de sefial como "blanco". Sin
embargo, esta definicién se refiere solamente a las caracteristicas espectrales (estadistica
de segundo orden) del proceso, existiendo por tanto, la posibilidad de considerar un

proceso blanco en orden n. Para establecer esta definicion consideremos que W es un
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proceso estacionario no Gaussiano (para que de esta forma tenga espectros de cumulantes

distintos de cero), y con media nula. Si su secuencia de cumulantes de orden n cumple

que

C (T Ty )=Ye8(T Ty ) (1.58)

donde Y es una constante y 8(T,,,T,,) es la funcién delta de Kronecker de dimensién
(n-1), se dice que W, es un proceso blanco de orden n [BRI65] [GIA89]. Noétese que para
ello, debemos asumir que los cumulantes ¥} sean finitos y distintos de cero para n<2. De

acuerdo con (1.58) y con la definicién de espectro de cumulantes, se tiene que

Co (@9, )=Yn > (1.59)

es decir, es plano para todas las frecuencias. De esta definicion general, tendremos que
un proceso blanco en segundo, tercer y cuarto orden, respectivamente, tendra espectro,
biespectro o triespectro dado, respectivamente, por
w
P(w)=v,
(1.60)

B, (@,,0,)=Y3

w w
C4 (001,(.02,0)3)=Y4

I1.4. PROPIEDADES DE LOS POLIESPECTROS DE PROCESOS
ESTACIONARIOS.

Presentadas las definiciones y algunas propiedades basicas de cumulantes,

momentos, y sus espectros de orden n asociados, esta seccién se centra en las propiedades
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mas relevantes que poseen los poliespectro de sefiales aleatorias, propiedades que los van
a convertir en una herramienta til para tratar diversos problemas tales como la deteccion

de no linealidades o la identificacién de sistemas de fase no minima.

1.4.1. Procesos Gaussianos.

Una importante propiedad de los espectros de orden mayor que dos o poliespectros,
apuntada anteriormente en este capitulo, es que si X, €s un proceso estacionario
Gaussiano, su poliespectro, definido en términos de sus cumulantes se anula [HUBS81].
Esta propiedad es de enorme interés de cara a aplicar un analisis basado en estadistica de
érdenes superiores para la eliminacién de ruidos contaminantes, que en la mayoria de los
casos pueden suponerse en buena aproximacion como procesos estadisticamente
Gaussianos, a diferencia de los procesos de la sefial portadores de la informacién.
Ademas, es interesante remarcar que esta propiedad es valida sea cual sea el contenido

espectral del proceso Gaussiano, lo que permite tratar de igual manera ruidos blancos y

coloreados.

1.4.2. Cambios de fase lineal.

Dado un proceso x, con espectro de potencia P,(w) y espectro de orden n
CYw,,+,0,,), el proceso desplazado y,=x,-D, donde D es un niimero entero cualquiera,
tiene el mismo espectro de potencia y poliespectro, es decir, P (0)=P (®) y C(®,,,®, )
= C¥(®,,,®,,). De esta forma, tanto los espectro de alto orden como el espectro de
potencia suprimen toda informacién acerca de una fase lineal. Sin embargo, mientras que
el espectro de potencia suprime ademads toda informacion referente a la fase del proceso,

los poliespectros no lo hacen [LII76] [LII82].
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1.4.3. Procesos Gausianos v no Gausianos a través de sistemas lineales.

Un familiar punto de partida en

muchos problemas del procesado de sefial y N
n

la teorfa de sitemas es el de un modelo de

sistema lineal de entrada y salida unicas e

invariante en el tiempo (LTI), tal y como se —Pp» H(z)

muestra en la figura 1.3. En dicho modelo,

el proceso W, se considera estacionario y

blanco en segundo orden con varianza finita
Figura (1.3): Esquema de sistema LTI

w 1 1
Y, (en general, Gausiano o no Gausiano). ,ymentado por un proceso W,.

En este modelo, H(z) representa la funcién
de transferencia del sistema LTI que se considera causal y estable. Por otro lado, N, es
un ruido aditivo Gausiano (blanco o coloreado), y W, y N, se consideran estadisticamente

independientes. De esta forma, la entrada y la salida del sistema estén relacionadas por

x,=h *W_, (1.65)

donde * denota convolucién, y h, es la respuesta impulso del sistema. Dicha relacién

también puede expresarse en el dominio z o de la frecuencia como

X(z)=H(z)V(z)
X(w)=H(w)W(w)

(1.66)

con z=exp(joT), siendo T el periodo de muestreo.

Bajo este esquema, es bien conocido que en el dominio de la estadistica de
segundo orden, la secuencia de autocorrelacion de la salida no ruidosa, x,, y 1a ruidosa,

z., estan relacionadas a través de [MEN91] [NIK93b] [PAPO84]
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cH(t)=c(v)+c(1)=y5 ¥ hh +c, (7). (1.67)
i=0

Por su parte, se tiene que el espectro de potencia de la sefial ruidosa viene dado por

[MENO91] [NIK93b]

CXHz)=yy HRH(Ez )+C, (2)
CA(w)=v3 IH(@)?+C; (0)

(1.68)

De estas expresiones es interesante hacer notar dos cuestiones importantes:

“En el espectro de potencia de la salida del sistema, influye tanto el modelo del
sistema LTI, a través de su funcién de transferencia, como el espectro de potencia del

ruido contaminante N,. De esta forma Cjw) puede catalogarse como un espectro de

potencia "ruidoso".

-De la ecuacién (1.68) puede verse que, a trdvés del espectro de potencia (o
equivalentemente la autocorrelacion), se pierde toda informacion acerca de la fase de

H(w). De esta forma, puede decirse que la autocorrelacién y el espectro de potencia son

"ciegos" a la fase.
(a) Cumulantes de salida de procesos lineales no Gaussianos.

Bajo el modelo de sistema LTI mostrado en la figura 1.3, Bartlett [BARSS5] en
1995 y Brillinger y Rosenblantt en 1967 [BRI67a], mostraron que es posible generalizaar
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las expresiones (1.67) y (1.68) desde el dominio de la estadistica de segundo orden al de
6rdenes superiores. En particular, si W, es un proceso no Gausiano e idénticamente
distribuido, es decir
w
Ta =Ty q=0 (1.69)

w —
Cn (71:""13_1) - ’
0 en otro caso

se tiene que [MENO91]

L4 w
CalTysms Ty )=V g 111(111“11...111(”“_l ) (1.70)
y
n-1
C:(wl""’“’n-l):Y:H(ml)"'H(wn_l)H(- wi), (L.71)
i=1

expresiones estas que como vemos no incorporan la contribucién del ruido N, siempre

que éste sea considerado como estadisticamente Gaussiano.

Un paso mis en este proceso de generalizacién de (1.70) y (1.71) lo constituye el
considerar que el proceso W, que alimenta al sistema no es blanco en orden n, sino
coloreado y con espectro de cumulantes dado por Cj(®;,,®,,). Bajo este ambiente, se

puede demostrar que [BRI67a] [MEN91]

an(h) 1 @p 1)=C:(&) 1:"':(‘),1_1) '

- , 1.72)
-H(wl)---H(wn_l)H(—E mi)
i=1

i=
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Por otro lado, la generalizacién de (1.70) al caso de un proceso coloreado esta dada en
[MENO1], y basicamente consiste en una convolucién de orden (n-1) entre las secuencias

de cumulantes ¢'(t*,+,7,%) y cf(1{ T3 )=2hhy by

En particular, en el caso mas sencillo de la estadistica de tercer orden, se tiene que
el biespectro de la salida ruidosa del sistema, en el caso general de entrada no Gausiana

coloreada, viene dado segun (1.72) por

B,(0,,w,)=B_(0;,0,)H(w)H(w)H (0, +w,) , (1.73)

con moédulo y fase dadas por

|Bz(031,0.)2)l:|Bw((-0 1,(1)2)| IH((') 1)| |H(w2)| lH *((.0 1 * wZ)l (1‘74)

U (0,0)=0(©,)+ 9(0,) - @0, + @)+ (@ +w,)

siendo @() la fase de H(w). Si ademas la entrada del sistema es un proceso blanco en

tercer orden, tal que |B,(0,,0,)|=% y ¥.(0,,®,)=0, se tiene que [NIK87]

B,(0,,0,)=73 H(w )H(0,)H(0,+w,) . (1.75)

Es interesante también remarcar que todas estas conclusiones son totalmente
generales sea cual sea el tipo de modelo para H(®), siempre que éste sea lineal, causal y
exponencialmente estable, y los procesos W, y N, cumplan los requisitos estadisticos y
poliespectrales remarcados para cada caso particular. De hecho, son muchos los modelos
que de H(w) han sido presentados en la literatura a lo largo del tiempo dependiendo
especialmente de la aplicacion y caracteristicas de las sefiales aleatorias a considerar. En

concreto, la expresién (1.75) para el biespectro del proceso z, es la base de un tipo de
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técnicas de estimacién biespectral denominadas "Técnicas de modelacién paramétrica”

[NIK87] [NIK93a].

Otra cuestién importante que debemos remarcar en este momento, es que los
sistemas lineales obtenidos para la modelacién del espectro de potencia son, en general,
diferentes de los utilizados para la modelacién de los poliespectros [NIK87] [RAGS8S5]
[RAGS86]. Es decir, si consideremos una funcién de transferencia H(w) que ajuste el
espectro de potencia, y otra, T(®), que ajuste el poliespectro de orden dado de un mismo
proceso, el modelo que describe este poliespectro es totalmente diferente del que describe
el espectro de potencia. Esta caracteristica muestra que el analisis basado en estadistica
de o6rdenes superiores puede jugar un importante papel en la identificaciéon de procesos

que involucran componentes Gaussianas y no Gaussianas.

(b) Sistemas de fase minima, maxima y mixta.

El hecho de que la secuencia de cumulantes de un proceso no Gaussiano, a
diferencia de la de autocorrelacién, retenga la informacidén sobre la fase (salvo,
obviamente, términos de fase lineal), hace que los cumulantes de salida de los sistemas
lineales sean extraordinariamente dtiles en la identificacién y caracterizacién de sistemas
o procesos que, teniendo la misma respuesta en amplitud, solo difieren en su respuesta

en fase [NIK87] [GIA89] [LII84] [NIK86b].

En relacién con la respuesta en fase de un sistema se distinguen tres tipos de
sistemas basicos [NIK87]: a) Sistemas de fase minima, caraterizados por que todos los
ceros de H(z) caen dentro del circulo unidad en el plano complejo z; b) Sistemas de fase
mdxima, que presentan todos sus ceros fuera del circulo unidad; ¢) Sistemas de fase mixta

que tienen ceros tanto dentro como fuera del circulo unidad. Es dentro de los dos ultimos
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tipos de sistemas, conjuntamente llamados como de fase no minima, y que por otro lado
son los mds generales y comunes en aplicaciones concretas, donde el analisis poliespectral
juega un importante papel frente al espectro de potencia cldsico. Para demostrar este
hecho, consideremos los siguientes tres sistemas (filtros) FIR (respuesta impulso infinita)
de segundo orden, excitados por un proceso blanco en segundo y tercer orden
(E{W,W_,.}=Q8k), E{W W, W_,}=Bdk,]l) ), no Gaussiano y con media cero,
caracterizado por [NIK87]

-Sistema de fase minima

H, (z)=(1-az ")(1-bz")

(1.82)
Yo=W_-(a+b)W__,+abW_,
donde O<a<1 y O<b<l.
-Sistema de fase mdxima
(z)=(1-az)(1-bz)
2 (1.83)
y2=W_-(a+b)W_, +abW, ,
-Sistema de fase mixta
H,(z)=(1-az)(1-bz 1)
(1.84)

yi=-aW_, +(1+ab)W_-bW__

Puede comprobarse que las sefiales de salida de cada uno de los sistemas tienen idéntica

secuencia de autocorrelacion dada por [NIK87]
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c)(v)=Ely,y.. }=Efy’y2, }=Elyy.. )}

b4 0 =l 2b2 b 2
G =lse b E) (1.85)

¢, (1)=-(a+b)(1+ab)
c)/(2)=ab ; ¢, (1)=0 123

lo que implica que todos ellos tienen el mismo espectro de potencia, dado, segun (1.69),

por

P(0)=Q|H,(2)*=QIH,(2)*=QH,(2)/* . (1.86)

Este resultado, sin embargo, no es del todo sorprendente ya que el cuadrado de la
magnitud de una funcién de transferencia FIR no reconoce un cero (z,) de su inverso
conjugado (1/z,). De esta forma, los tres sistemas son espectralmente equivalentes, y por
consiguiente es imposible discriminarlos mediante un anélisis exclusivamente basado en

el espectro de potencia.

Por otra parte, las tres sefiales de salida tienen diferentes cumulantes de orden n,
y por tanto diferentes espectros de cumulantes. La tabla (I.1) muestra este hecho,
mediante la secuencia de cumulantes de tercer orden de la salida de cada uno de los tres
sistemas. Segiin esto, parece claro que mientras que el biespectro de la salida del sistema
es capaz de "ver" el verdadero cardcter de fase del sistema, el espectro de potencia los ve
a todos ellos como si fuesen de fase minima [NIK93a]. Esta propiedad de los
poliespectros tiene ademds importantes implicaciones en aplicaciones de deconvolucion

en campos como geofisica [MAT84] y comunicaciones [BEN80] [NIK86a].
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Fase minima Fase mdaxima Fase mixta
H(z) (1-az")(1-bz™) (1-az)(1-bz) (1-az)(1-bz™)
Y Wn—(a+b)wn-l Wn-(a+b)wn+1 'awn+l+(1 +ab)wn
+abW,_, +abW,_,, -bW .,
|z|=1 |z|=1 |z|]=1
Localizacién
de los ceros (a,b) (1/a,1/b) (1/a,b)
Cumulantes
c;(0,0) 1-(a+b)*+a’b? 1-(a+b)*+a’b? (1+ab)*-a’-b’
o(1,1) (a+b)>-(a+b)a’d® -(a+b)*+(a+b)’ab -a(1+ab)*+(1+ab)’b
c(2,2) a’b’ ab -a’b
c,(1,0) -(a+b)+ab(a+b)* (a+b)*-(a’+b?)? a’(1+ab)-(1+ab)®b
c;(2,0) ab a’b’ -a’b
G(2,1) -(a+b)ab -(a+b)ab -(1+ab)ab
Autocorrelaciones
c,(0) 1+a’b*+(a+b)’
&1} -(a+b)(1+ab)
Cx(2) ab

Tabla (I.1): Procesos de fase minima, méxima y mixta con idéntico espectro de potencia pero

distinto biespectro.

1.4.5. Sistemas no lineales operando bajo entrada aleatoria.

Como ya se comenté en la introduccién de la presente Memoria, los poliespectros
juegan un papel preponderante en la deteccion y cuantificacién de no linealidades ocultas
en sefales estocdsticas, originadas usualmente cuando un sistema no lineal opera bajo

entrada aleatoria. Aunque para el caso de sistemas lineales excitados por sefiales aleatorias
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se dispone, como hemos visto, de un amplio conjunto de relaciones generales (muchas de
ellas basadas en criterios de autocorrelacidn), esto no es posible en el caso de sistemas
no lineales arbitrarios. Es por ello por lo que clasicamente cada tipo de no linealidad se
ha tratado como un caso especial. En este sentido, el andlisis HOS viene a aportar una
importante ayuda en la caracterizacion de los tipos de no linealidades [NIK87] [HIN85a]
[HIN85b] [TIC82] [BEN82] [BLA64] [MAGS54] [MARS86] [SUB67].

(a) Sistemas no lineales excitados

por procesos sinusoidales. Xy ; SISLgliMA ¥y
Consideremos un sistema LTI (lineal (a)

invariante en el tiempo) como se muestra en

la figura (1.4)-a cuya entrada es [NIK87]
%5 SISTEMA | Z

. —* >
x =Y A &= (1.87) N/L
m

(b)

donde {0,} son variables aleatorias _ _ .
Figura (1.4): (a) Salida de un sitema LTI con

independientes, idéntica y uniformemente entrada sinusoidal. (b) Salida de un sistema
o o s . NL con entrada sinusoidal.
distribuidas sobre (0,2m). Bajo estas

premisas, la salida del sistema LTL, y; , es

1 i(w, k+6
ye=Y B e= % (1.88)
m

la cual representa también una superposicion de sefiales sinusoidales con las mismas

frecuencias que las sinusoides de la entrada. Puede verificarse facilmente que todos los
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cumulantes de y. de orden mayor que dos son cero [NIK87]. De esta forma, un
poliespectro cero de y! indicara que s6lo existen mecanismos lineales en la generacion de

la sefial de salida del sistema.

Si, por el contrario, como se muestra en la figura (4.2)-b, hacemos pasar el proceso
X, a través de un sistema no lineal (NL) como es un procesador de Volterra de orden N

[SCH80], tenemos que la salida es

M,-1 M,-1 M,-1
'y Z(:) h, ()%, + 'Zo Z(:) by ()X Xy, *
v Ll (1.89)
M, Myl
S DI DI SR 0 S S
=0 iy=0
que también puede expresarse COmo
4
2=yt , (1.90)
A=l
donde y; esta dado por (1.88) y
2 (00 k(@ +0)]
Yfz Z Cmcne o
(1.91)

m n
3_ j[(("m+wn+(‘) )k+(em+6n+el)]
Yk_z Z E :DmDnDle :
m n |

Es decir, las sinusoides de la salida estdn relacionadas en frecuencia y fase con las de
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entrada [NIK87] [BRI65]. En este caso, un biespectro no nulo de z, indicara la existencia
del término y; en (1.90), mientras que un triespectro distinto de cero indicara la existencia
del término y;, y por tanto, la presencia de una no linealidad cuadritica o cibica,
respectivamente, en el sistema. Asi por tanto, las propiedades no lineales de los
mecanismos que generan series temporales, pueden cuantificarse usando HOS debido a

las relaciones de fase entre las componentes arménicas del proceso [BRI65].
(b) Acoplos cuadraticos de fase.

Son muchas las situaciones en las cuales, debido a la interaccién entre dos
componentes armonicas de una sefial, se produce una contribucién al espectro de potencia
de una suma y/o diferencia de tales frecuencias. Este fendmeno, que como se ha
comentado en el apartado anterior, puede deberse a no linealidades de segundo orden,
causa ciertas relaciones de fase denominadas "acoplos cuadréiticos de fase" [NIK87]
[RAGS5] [NIK93a] [KIM80] [RAG86] [RAG84]. En algunas aplicaciones concretas, es
necesario determinar si un determinado pico en el espectro de potencia corresponde o no
a un acoplo de fase. Sin embargo, debido a que el espectro de potencia suprime todas las
relaciones de fase, este no nos puede proporcionar tal informacién, haciéndose
imprescindible acudir al biespectro o al triespectro para detectar si es 0 no un acoplo
cuadratico (cibico) de fase. Este hecho puede mostrase mas facilmente mediante el

siguiente ejemplo concreto [NIK87] [RAGS85]:

Consideremos el proceso sinusoidal

6
x,=Y, cos(An+d) , (1.92)
i1
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donde A,>A,>0, A>A,>0, A=A+, A=A, +As, y 0, son variables aleatorias independientes,
uniformemente distribuidas sobre (0,21) con ¢4=0,+s. De (1.92), mientras que A, A,, A,
por un lado, y A,, As, A por otro, son posiciones relacionadas arménicamente, solo la
componente A4 es el resultado de un acoplo cuadrético de fase entre A, y As; ademds A,
es una componente armonica independiente. El espectro de potencia de x, consiste
bdsicamente en seis impulsos en A, (i=1,-,6), tal y como se muestra en la figura (1.5)-a.
A través de éste, sin embargo, no se puede determinar si un determinado pico corresponde

realmente a un acoplo cuadratico de fase.

Por otro lado, puede comprobarse que la secuencia de cumulantes de x,, estad dada

por [RAG85]

c3x(1:1,12)=-‘li{cos(l51:l+A41:2)+cos(16‘cl+k41:2)+

1.93
+C0S(A,T;+A5T,)+COS(AgT —AgT,)+ (1.93)

+c0os(A,T,-AgT,)+COS(AsT,~AsT,))

Es interesante ver como en (1.93) sélo aparecen las componentes que estdn acopladas en
fase. Por tanto, el biespectro muestra un dnico impulso en (AsA,), indicando que
solamente este par de frecuencias estd acoplado en fase (ver figura (1.5)-b. Si no existe
ningiin acoplo cuadritico de fase, la secuencia de cumulantes de tercer orden, y por
consiguiente el biespectro, seran nulos. De esta forma, el hecho de que sélo las
componentes acopladas contribuyan a la secuencia de cumulantes del proceso es lo que
hace que el biespectro sea una iitil herramienta para la deteccion de acoplos cuadraticos

de fase y su discriminacién de aquellos que realmente no lo estén.
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Figura (1.5): Acoplos cuadrdticos de fase. (a) Espectro de potencia del proceso descrito en
la ecuacién (1.92). (b) Médulo de su biespectro.

(c) Procesos Gaussianos aplicados a sistemas no lineales.

Sea x, un proceso Gaussiano, estacionario, con media cero, con secuencia de

autocorrelacion ¢’ y espectro de potencia C3(w). Sea ademas el proceso definido por

yk=G[xk] 4 (1.94)

donde G[-] es una funcién no lineal. Restringiéndonos por simplicidad al caso de
estadistica de tercer orden, asumamos que dicha funcién contiene alguna componente par,
como por ejemplo de tipo cuadratico (ya que si G[x] fuese una funcién impar, el

biespectro de y, es nulo [HUB81]):

yexcesd 0.9

donde ¢ es pequeiio, de tal forma que €’ sea despresciable. Segiin esto, puede demostrarse

que y, tiene secuencia de autocorrelacion y espectro de potencia [NIK87] [NIK93b]
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m, (t)=m,'(v) +2€’[m, (1)’ +€’[m, (0))°
P (0)=P,(0)+&’[m Q)8 (w0)+ (1.96)
+2¢2[P (AP, (0-A)dA

mientras que su biespectro es
By(wl,w2)=2€{Px(wl)Px(w2)+Px(w2)Px(co1+co2)}+

+em, (0){P_(0,)8(w,)+ , (1.97)
+P_(0,)8(0,)+P (0,)8(0,+w,)}

Nétese que si €=0, entonces P (w)=P(®) y B(®,,0,)=0. Ademas, conociendo el espectro
de potencia del proceso Gaussiano de entrada y calculando el biespectro de la salida,
podemos estimar el pardmetro € que caracteriza al sistema cuadratico, sin mas que usar
la ecuacién (1.97). Por otro lado, junto a estos resultados, existen otros adicionales
relativos a la identificacién de sistemas cuadriticos por medio de entrada Gaussiana
[52,55]. Para casos de identificacién de sistemas con funciones G[-] mds generales,

existen también varios trabajos en la bibliografia [BRI65] [BEN82] [BRI70].
(d) Procesos lineales no Gaussianos frente a no lineales.
Existen algunas situaciones practicas en las que es necesario discernir entre un

proceso lineal no Gaussiano y un proceso lineal. Si se asume que en ambos casos los

cumulantes de orden n del proceso son nulos, existe un buen test estadistico basado en

Cumulantes y momentos de sefiales aleatorias y deterministas/ 33



CAPITULO I. CUMULANTES Y MOMENTOS DE SENALES ALEATORIAS Y DETERMINISTAS

la funcidén de coherencia de orden n definida en la seccién (1.3.5) [RAO84] [HIN82]. En
efecto, si el proceso no Gaussiano es lineal, su poliespectro estd dado por (1.72) y su
espectro de potencia por (1.68). De esta forma, la funcién de coherencia de orden n tiene

la forma

Yo |
(v™
' H(w)-H(o, JH*(@;++w_ _,
H(w )| ~ [H(w, ) H"(@,++o, )l

Y
Pn (wl’""wn—l) =

(1.98)

Por tanto, su mddulo o indice de coherencia es

P (@0, =2 (1.99)

(y2™

que como vemos, es constante en todas las frecuencias. Si el proceso lineal es Gaussiano,
entonces V=0 V n>2 y |P®,,,®,,)|=0. Por el contrario, si el valor del indice de
coherencia de orden n depende de las frecuencias ®,,,®, ;, tendremos que el proceso y,
serd no lineal. Ejemplos concretos en los que el indice de bicoherencia es dependiente de

la frecuencia son entre otros los definidos por (1.89) y (1.95).

I-5. MOMENTOS O CORRELACIONES DE SENALES DETERMINISTAS.

En muchas aplicaciones del procesado de sefial se conoce el valor de la sefial en

cada instante de tiempo de manera exacta. Estas aplicaciones incluyen el caso de senales
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de duracidn finita cuyo valor es cero fuera del intervalo de duracion de la sefal. A esta
clase de sefales se le denomina seiiales deterministas, en contraste con las sefiales
estocasticas (procesos aleatorios) cuyo valor no estd determinado en cada instante de
tiempo. En las secciones anteriores nos hemos detenido en las definiciones y propiedades
de los cumulantes y poliespectros de las sefiales aleatorias. En esta seccién nos vamos a
centrar en las sefiales deterministas, definiendo los momentos o correlaciones de alto
orden y el poliespectro de momentos. En sefiales de este tipo suelen considerarse
sélamente los momentos, ya que no hay ninguna ventaja evidente en usar cumulantes para

el andlisis de senales deterministas.

Entre las sefiales deterministas se suele distinguir entre sefiales energéticas y
sefiales de potencia atendiendo a su contenido en energia y potencia media [NIK93b]. Se
denominan sefiales energéticas a aquellas que poseen una energia finita y potencia media
nula. Este caso corresponde a los transitorios deterministas, tales como las sefiales de
duracién finita, las sefiales con decaimiento exponencial o las sinusoides
exponencialmente amortiguadas [GIA89b] [PAPA90] [RUI95]. Por otra parte, las sefiales
deterministas de potencia tienen una potencia media no nula y energia infinita. En esta
clase de sefiales se encuentran las sefiales periddicas tales como las sefiales sinusoidales

[SWAO1], y otras seiiales no periédicas como la funcién escalon.

Como en los capitulos II y III de esta Memoria vamos a estudiar el caso de la
estimacion de parametros de sefiales sinusoidales exponencialmente amortiguadas, nos
vamos a centrar en esta seccién exclusivamente en las definiciones de momentos y
poliespectro de momentos de las sefiales deterministas energéticas. Definiciones

equivalentes para las sefiales de potencia pueden encontrarse en [NIK93b].
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1.5.1. Definicion de momentos o correlaciones de sefales deterministas energéticas.

Consideremos una seiial real energética {x(n)}, n=0,%+1,+2,..., y supongamos que
existen sus momentos o correlaciones muiltiples. En este caso se definen los momentos

o correlaciones de orden n-ésimo como funciones n-1-dimensionales de la forma:

m, (Ty5mTyg) = E x(n) x(n+t,) .. x(n+1,_,) 1,=0,+1,+2 .. Vi (1.89)

n=-oco

Estas correlaciones o momentos son medidas numéricas del grado de similitud entre una
sefial y un producto de versiones atrasadas o adelantadas de ella misma. De esta forma
el valor de la funcién de correlacién de orden n-ésimo en el origen m, *(0,...,0) es el

producto escalar o energia cruzada entre {x(n)} y {(x™(n)}.

1.5.2. Propiedades de los momentos de sefiales deterministas energéticas.

Algunas de las propiedades de los momentos de los procesos aleatorios
estacionarios tambien se cumplen para los momentos de las sefales deterministas

energéticas [NIK93b]:

1) Si x(n) = ax,(n), siendo a una constante arbitraria se cumple que:

Mm% p,,%) = 8% M (T T, ) (1.90)

2) Si x(n) = x,(n) + x,(n), no se cumple en general

m:(le...,Tn_l) i m::l(tl’“"tlkl) + m:Z(Tl”"’Tn—l) (1.91)
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3) Los momentos son funciones simétricas en sus argumentos

m:(rl,'rz,...,‘rn_l) = m;(rz,rl,...,'cn_l) + m:(rn_l,tz,...,tl) (1.92)

4) Si la sefial x(n) es par, es decir, x(n) = x(-n), sus momentos de orden n-€simo

satisfacen la condicién de simetria:

m:(Tl""'zr"’Tn-x) = m (-t A T A (1.93)

1.5.3. Casos especiales de las correlaciones de alto orden.

A partir de la definicién dada en (1.89) surgen varios casos especiales que

introducimos a continuacién por su uso frecuente en esta Memoria:

(a) Correlaciones de primer orden o valor medio.

Evaluando (1.89) para n = 1 obtenemos:

mlx = Z x(n) (1.94)

n=-c

Tenemos asegurada la existencia de m,* porque la sefial x(n) es una sefial energética.

(b) Correlaciones de segundo orden o secuencia de autocorrelacion.

my(z) = Y, x@) x(n+t)  7,=0,+1,+2 (1.95)

n=-oe
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La secuencia de autocorrelacion es par, es decir, m,"(68,)=m, (-6,).

(¢) Correlaciones de tercer orden.

m(t,7) = Y, x@) x(n+t) x(n+7)  T,7,=0,:1,#2 .. (1.96)

n=-o

Las correlaciones triples satisfacen las mismas condiciones de simetria en sus argumentos
que los cumulantes de tercer orden de procesos aleatorios estacionarios. Notese, ademas,

que m,*(0,0) es una medida del coeficiente de asimetria de la sefial.

(¢) Correlaciones de cuarto orden.

m, (t,,T,,%,) = i: x(n) x(n+t,) x(0+7,) x(0+7,) (1.97)

n=-o

7.=0,+1,+2 .. Vi

1

Es interesante notar que m,*(0,0,8,), m,(6,,0,0), m,*(0,6,,0) y m,;*(6,6,6) corresponden

a la correlacién cruzada entre {x’(n)} y {x(n)}.

1.5.4. Momentos o correlaciones cruzadas de senales energéticas.

Supongamos que tenemos las sefiales energéticas {x,(n)}, i=1,2,... k. Se definen los

momentos o correlaciones cruzadas de orden k [NIK93b] como:

nklxz..xf(tl""’rn—l) = E x,(m) x,(n+7,) .. x,(n+7 ;) (1.98)

n=-c

7,=0,+1,+2 .. Vi
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En el caso particular de que x,(n) = y,(n)+y,(n), tenemos que:

n%(lx.z...xk(tl"“’tn—l) = ,nylx,z...xk(tl""’tn—l) * myzxz..xk(rl""’rn—l) (1'99)

Las correlaciones cruzadas entre dos o varias sefiales tienen la importante caracteristica
de que preservan el retraso temporal entre las sefiales, de forma que este parametro puede

estimarse a partir de las correlaciones cruzadas de las sefiales.

1.5.5. Definicion de los poliespectros de momentos de senales deterministas

energéticas.

El espectro de momentos de orden n-ésimo de x(n) se puede definir como:

M@ @ s, )= Y o Y mi(t,,T, ) e TOmemen) (1.100)
Tym=esl  Qrgmeee
donde lw/<w para i=1,2,...n-1 y lo,+0,+...+0,,I<w. A partir de la definicion del espectro
de momentos de las sefiales energéticas (1.100) podemos observar que es una funcién
generalmente compleja, continua y periddica de periodo 2. Este espectro de momentos
puede expresarse facilmente en términos de la transformada de Fourier de la seial

energética. Para ello basta sustituir la expresion (1.81) en (1.100) para obtener:

M (®,,0,,...0, ) = X(®) X(@,) .. X(0,_ ) X(0+.+0_ ). (1.101)

goeesWy

De esta forma, el espectro de momentos de orden n-ésimo puede obtenerse directamente

a partir de la transformada de Fourier de la sefial energética.
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De forma analoga a la que ocurria en procesos aleatorios, hay tres casos especiales
de interés por su uso frecuente. Estos incluyen los casos de n=2 (Espectro de energia),
n=3 (Espectro de momentos de tercer orden o biespectro) y n=4 (Espectro de momentos
de cuarto orden o Triespectro). Asimismo, y de manera similar al caso de las seiales
aleatorias estacionarias, podemos definir los espectros de momentos cruzados y las
relaciones en un sistema LTI sin mas que cambiar el espectro de cumulantes del proceso
aleatorio estacionario por el espectro de momentos. Por ejemplo, se puede comprobar
facilmente que el espectro de momentos de orden n-ésimo M,"(®,,...,®, ;) de la salida de

un sistema lineal de funcién de transferencia H(w) viene dado por

M (®,,..0, ) = H®) .. Ho, ) H(,+.+0, ) MJo,...0, ) (1.102)

n-

siendo M, (®,,...,®, ;) el espectro de momentos de orden n-ésimo de la sefial de entrada
al sistema {x(n)}. Esta expresién es formalmente idéntica a (1.72) sin mas que reemplazar

el espectro de cumulantes del proceso estacionario por el espectro de momentos.
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INTRODUCCION A LA PRIMERA PARTE.

En esta primera parte de la tesis nos vamos a ocupar de un problema que surge
muy frecuentemente en el anélisis de seiiales, como es el de la estimacion de parametros
de sefiales sinusoidales amortiguadas. Este problema aparece en areas muy diversas, por
lo que ha generado una enorme cantidad de contribuciones en la literatura [ABAS3J]
[BLAR75] [BLAR78] [GOMS86] [KHO89] [HAN93] [HUA90] [HUA91] [KAY8I1]
[KUMS82] [KUMS83] [MARS87] [PRO795] [PAPA90] [RUI94] [RUI95b] [TUESO]
[TUF82a] [TUF86]. Uno de los campos en las que ha encontrado gran aplicabilidad es
el disefio de sistemas de radar. Fue el desarrollo realizado por Carl Baum, del método de
expansién en singularidades (SEM) [BAU76], el que proporcioné una metodologia
adecuada para describir la repuesta tardia o en el "late-time" de antenas u otros
dispersores en términos de sus frecuencias naturales. Haremos un anélisis de este método
en la tercera parte de esta tesis, pero en esencia permite modelar la respuesta tardia de un
objeto iluminado por un pulso electromagnético como una suma de exponenciales
complejas. Ya que las frecuencias de oscilacion complejas de la respuesta
electromagnética son intrinsecas a la geometria del objeto, los polos extraidos de la
porcién del "late-time" de los campos dispersados pueden utilizarse para proporcionar un
parametro independiente del dngulo, itil para la discriminacin de blancos de radar. Es
también necesario destacar que este tipo de sefiales aparecen de forma natural en el
estudio de la respuesta transitoria de un circuito eléctrico, aunque a diferencia del

problema de "scattering” electromagnético el nimero de frecuencias de resonancia es

finito.

Otro problema electromagnético en el que aparece un modelado de la sefial como
suma de sinusoides amortiguadas es en el problema de "scattering” inverso [BLAR7S5]

[SAR81] [HURS7] [PEASO]. Para sefiales de alta frecuencia, muchos objetos se pueden
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aproximar de forma adecuada por un conjunto de centros de "scattering” discretos, asi el
problema de "scattering" inverso se reduce a un problema de extraccion de centros de
"scattering”. De esta forma un planteamiento mds simple al problema del "scattering”
inverso es estimar la respuesta dispersada del objeto en el dominio del tiempo (medidas
de 1a RCS o seccién recta radar), que se puede modelar como una suma de exponenciales
complejas amortiguadas, y localizar los centros de "scattering” o frecuencias de esa

respuesta temporal.

Junto a estas aplicaciones, la metodologia de aproximar una funcién por una suma
de exponenciales complejas ha encontrado utilidad en otras dreas del electromagnetismo.
Por ejemplo, para una evaluacion eficiente de las integrales de Sommerfeld, el kernel de
Sommerfeld se aproxima por una suma de exponenciales complejas [SHU93] [MIL91].
La misma metodologia se sigue en la sintesis de patrones de antenas [MIL91]. Otras areas
de aplicacién son la extraccién de pardmetros "s" de circuitos de microondas integrados
[SAR92], el analisis de propagacién de sefiales sobre planos base perforados [KAH94],
el cémputo de la impedancia de entrada de antenas de apertura [KAH93], el analisis de
modos complejos en estructuras conductoras sin pérdidas [SAR94]; el procesado multiple
de sefiales transitorias [HUA92]; en problemas inverso de radares de apertura sintética
[HUA93]; en problemas de imégenes de alta resolucién de blancos méviles [HUA94] o

en la determinacién de la direccion de ondas radio [OUI88].

Aparte de los problemas electromagnéticos, el modelado de sefiales como una suma
de exponenciales amortiguadas aparece frecuentemente en Acustica, Estadistica de series
temporales y en el Disefio de Circuitos. Referente al andlisis de series temporales, un
modelado satisfactorio de la serie es de importancia capital en el procesado de seiales
estocasticas. Los métodos de modelado se pueden clasificar en dos tipos, basados en la

FFT y basados en un modelado paramétrico. Implicito en el procedimiento basado en la
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FFT es que los datos se modelan bien por una suma de sinusoides y sus arménicos. Por
otra parte, los métodos basados en un modelado racional son equivalentes a un modelado
exponencial de la serie; ello es consecuencia directa de que la respuesta impulso de un
sistema racional lineal y estable se compone de exponenciales amortiguadas. Esta
conexién entre el modelado exponencial y los modelos racionales de las series temporales

fue establecida en [KUMS86] [CADS87].

En los capitulos II y III nos vamos a ocupar de la estimacién de parimetros de
exponenciales complejas amortiguadas a partir de un conjunto finito de datos usando
correlaciones de alto orden. Desde un principio, las diferentes técnicas para estimar
frecuencias complejas han intentado mejorar las caracteristicas y extender la estimacion
de parametros a todo tipo de casuistica, especialmente cuando se dispone de un nimero
pequefio de datos, cuando la relacién sefial-ruido (SNR) es baja, o cuando las frecuencias
estan cortamente espaciadas. El motivo para usar correlaciones o cumulantes de ordenes
superiores es la capacidad de los cumulantes de suprimir cualquier ruido Gaussiano
presente en la sefial, independientemente de cual sea su contenido espectral. Este hecho
permiti6 a Papadopoulos y Nikias [PAPA90] extender la aplicabilidad de las técnicas de
estimacion de pardmetros al caso de ruido Gaussiano coloreado. En el capitulo II
trataremos este problema y obtendremos las "slices" adecuadas para recuperar los
parametros en el caso de disponer de un nimero finito o infinito de datos. Este analisis
nos permitird solventar algunas deficiencias del método de Papadopoulos y Nikias
[PAPA90] y proponer un nuevo tipo de estimador, denominado estimador tipo covarianza
que reduce los errores deterministas asociados con una estimacion imperfecta de las
correlaciones de alto orden a partir de un nimero finito de datos y extiende el intervalo
de "slices" utiles para estimar las frecuencias. Este estimador permite que las secuencias
de correlacién de tercer o cuarto orden sean modeladas por un modelo exponencial

amortiguado en ciertas "slices" del espacio de momentos. Este resultado muestra una
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conexion ttil con los bien conocidos métodos basados en prediccién lineal, tales como
el método de norma minima de Kumaresan y Tufts, el cual se puede aplicar seguidamente
a la extraccion de frecuencias y factores de amortiguamiento a partir de la secuencia de
correlacién unidimensional. En el capitulo III utilizaremos este estimador y los resultados
tedricos del capitulo II para proponer varias matrices de correlaciones. La formulacién
matricial permitird observar interesantes propiedades y una interpretacién del nuevo
estimador. Estas matrices se usardn en un algoritmo que recoge y aplica a nuestro
problema los iltimos resultados de identificabilidad y consistencia de sistemas lineales
expuestos en [GIA92] [SWA92]. En este capitulo también llevaremos a cabo una
comparacién del método propuesto con otros existentes en la bibliografia a través de
simulaciones, lo que nos permitird llevar a cabo un analisis de las limitaciones y ventajas

de los diferentes métodos.
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CAPITULO II. ESTIMACION DE PARAMETROS DE EXPONENCIALES COMPLEJAS AMORTIGUADAS USANDO
CORRELACIONES DE ALTO ORDEN. TEOR{A Y METODO.

II-1. INTRODUCCION.

Consideremos que el conjunto de datos que constituyen la sefial observada x(n)

puede representarse como una suma finita de M exponenciales complejas de la forma

M
x@ = Y, a,e™ (2.1)
m=1

donde At es el periodo de muestreo, y las constantes complejas son

a_=d e’ ;s -o_+j2nf_ 2.2)

Los pardametros a,, se denominan en la literatura residuos, mientras que los parametros s,
se conocen como polos, modos o resonancias complejas de la sefial x(n), con factor de

amortiguamiento G,, y frecuencia angular w =2xf, .

Como hemos comentado en la introduccién a la primera parte, la estimacién de los
pardmetros (esto es, polos y residuos) de sefiales sinusoidales exponencialmente
amortiguadas a partir de un conjunto finito de muestras x(n), n = 0...N-1, es un problema
que se presenta en diversos y miiltiples campos practicos, y el cual ha generado una
enorme cantidad de contribuciones en la literatura. Desde sus origenes, las diferentes
técnicas desarrolladas para este propdsito se han orientado hacia la mejora de las
caracteristicas de la estimacion de los pardmetros, especialmente cuando el nimero de
datos es bajo, la relacién sefial-ruido (SNR) es baja, y existen polos con frecuencias muy

préximas.

El ajustar un modelo de sinusoides exponencialmente amortiguadas a un conjunto
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disponible de datos ruidosos, es basicamente un problema no lineal en las frecuencias.
Una vez éstas han sido estimadas, el problema de estimacion de los residuos se convierte
en un problema lineal. Es pues, el problema de estimar las frecuencias el que ha
focalizado la atencidén en la bibliografia. Existen dos planteamientos principales para tal
fin: 1) Una estimacion de los parametros basada en métodos no lineales [KHOG89]
[KAY88] [TUF80] [ABAS85]; y 2) Métodos de prediccién lineal (LP) [MARS87] [PRO795]
[BLAR78] [GOM99], combinados con métodos de anélisis de autovalores (EA) [MARS87]
[KUMS2] [TUF82a] [KUMS86] [TUF86]. Dentro del primer grupo tenemos los métodos
de méxima verosimilitud (ML), basados en la maximizacion de una funcién altamente no
lineal de parametros desconocidos, que requiere el uso de un espacio M-dimensional
[ABA85] [KAY88]. Igualmente, dentro de este grupo se enmarca el método de
continuacién basado en la resolucion de sistemas de ecuaciones no lineales [KHO89]. Sin
embargo, aunque estos métodos producen muy buenas estimaciones cuando el ruido
presente es Gaussiano blanco y SNR es baja, son métodos bastante complejos tanto
matematica como computacionalmente. Entre el segundo tipo de técnicas, la mas antigua
es el famoso método de Prony, el cual constituye una solucién lineal del problema, que
calcula los polos de la sefial a partir de las raices de una ecuacién polinémica [MARS87].
En su forma original, el Método de Prony estaba restringido al uso de un nimero de
muestras, N, igual a 2M [MARS87] [PRO795]. Versiones modernas del método hacen uso
de la técnica de minimos cuadrados para ajustar de forma aproximada un modelo

exponencial para los casos en los que N>2M [MARS87] [BLAR78].

Una avance crucial para resolver el problema del ruido lo constituyeron los
métodos de estimacion basados en un anélisis de autovalores. De entre ellos, el mas
popular es el Método de Kumaresan-Tufts (KT) [KUMS82] [TUF82a] [KUMS3], el cual
se basa en aplicar el Método de Descomposicion en Valores Singulares (SVD) [GOL83]

a una matriz de datos ruidosos o a una matriz de autocorrelacion. Mediante este
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procedimiento se consigue dividir la informacién contenida en la matriz en dos
subespacios de vectores: el subespacio de la sefial (que contiene la informacién del
proceso libre de ruido) y el subespacio del ruido. Segiin este planteamiento, el éxito del
método reside en que los valores singulares de los autovectores principales (los cuales
generan el subespacio de la sefial) de la matriz de datos o autocorrelacion, tienden a ser

mayores que los valores singulares del subespacio ruido [MARST7].

El método Kumaresan y Tufts (KT) [KUMS82] [TUF82b] reemplaza una matriz de
datos por otra matriz de rango igual al nimero de sinusoides presentes en la seial.
Posteriormente se obtiene la solucién de norma minima y a partir de ella las frecuencias
de la sefial. A través de miiltiples experiencias, Kumaresan y Tufts demostraron que su
método permite alcanzar un umbral de SNR mucho menor que el valor obtenido por los
métodos de prediccién lineal convencionales (i.e. Prony extendido) y que se comporta

como la estimacién de maxima verosimilitud cuando el ruido es Gaussiano y blanco.

Sin embargo, el método KT, esta restringido y estd formulado en casos en los que
el ruido aditivo Gaussiano es blanco. Es por ello que en 1990, Papadopoulos y Nikias
propusieron en [PAPA90] la generalizacién del método KT para trabajar en ambientes de
ruido coloreado. La clave de tal generalizacién es el uso de la estadistica de alto orden,
en lugar de usar consideraciones basadas en la autocorrelacion, que tal y como se
coment6 en el primer capitulo permite suprimir cualquier proceso Gaussiano (blanco o
coloreado) afiadido a la sefial x(n). En concreto, los autores de [PAPA90] proponen la
construccién de una ecuacién matricial apropiada que involucra momentos de tercer orden
(TOM) o cumulantes de cuarto orden (versién FOC) en lugar de los datos ruidosos o
autocorrelaciones. Una vez que se construye esta nueva matriz, se aplica el método KT
para obtener una solucién de norma minima que asegura la separacion de los polos de la

sefial y los polos extrafios [KUMB83]. Ademis, en [PAPA90] se propone calcular los
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momentos de tercer orden o los cumulantes de cuarto orden usando el estimador tipo
estandar, ampliamente utilizado anteriormente para la estimacién del biespectro mediante

modelacién AR [GAL93a] [GAL94a] [GAL94b] [GAL94c].

El objetivo tanto de este capitulo como del siguientes es la estimacion en ruido de
parametros de exponenciales complejas o sinusoides amortiguadas usando correlaciones
de orden mayor que dos. Se debe llamar la atencién a que este proceso aleatorio (sefial
determinista mas ruido aditivo) no es ni un proceso ergédico ni estacionario, por lo tanto
las propiedades estadisticas no pueden determinarse a partir de una tnica realizacion.
Hasta ahora, la investigacion (e.g. [GIA89b] [SWAO1]) se ha focalizado en la estimacion
de pardmetros usando multiples realizaciones de la sefial o suponiendo que se dispone de
un nimero suficiente de datos [PAPA90]. En el problema que nos vamos a plantear aqui
usaremos un unico registro de datos y un nimero relativamente pequefio de datos
medidos, lo cual es tipico de muchas situaciones practicas [CAR93] [GAL95b].
Mostraremos que cuando disponemos de una tunica realizacién y el numero de datos es
reducido, los errores deterministas asociados con el uso del estimador sesgado estandar
(estimador "biased" [BRI65] [ROS83] [NIK87] [RAGS85] [NIK93a] [NIK93b] son
considerablemente mayores que los errores aleatorios debidos al ruido. En este capitulo
se propondré el uso de un estimador tipo covarianza cuyas estimaciones solucionan el
problema que se tenia con el estimador estdndar y mantiene el mismo comportamiento
con respecto a los datos ruidosos (con ruido blanco o coloreado) que los métodos basados

en HOS incluso si el nimero de datos disponible es reducido.

El presente capitulo introduce en primer lugar con algunos resultados tedricos
relativos a las estimaciones de correlaciones de alto orden para sefiales exponenciales
amortiguadas usando diferentes estimadores. Discutiremos las "slices" permitidas en el

plano de momentos, los posibles usos y limitaciones del estimador propuesto usando tanto
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realizaciones miiltiples como un tnico registro de datos en un ambiente ruidoso. El uso
y disposicién de estas correlaciones en matrices, la implementacién en algoritmos, y los

resultados numéricos se discutiran en el capitulo siguiente.

Este capitulo estd organizado de la siguiente forma: en la seccién II-2 daremos un
breve repaso a los métodos de Kumaresan y Tufts (KT) y al método de Papadopoulos y
Nikias que reformula el método KT al dominio de la estadistica de tercer y cuarto orden.
En la seccién II-3 se introducen algunas definiciones preliminares y se establece el
problema de identificacién de pardmetros a partir de una "slice” en el plano de momentos
o en el espacio de la estadistica de cuarto orden. En la seccién II-4 discutiremos las
"slices" permitidas por el estimador cldsico cuando en niimero de datos es infinito. El caso
practico de un nimero finito de datos se estudia en la seccién II-5, en el cual se realiza
un estudio de las posibles "slices" dtiles con el estimador estdndar y se introduce un
nuevo estimador que hemos denominado "estimador tipo covarianza" para la estimacion
de correlaciones de la sefial, estimador que va a permitir conservar las "slices” ttiles para
estimar los pardmetros de la sefial exponencial en el caso de un nimero finito de datos.
Este resultado permitira superar el problema del modelado imperfecto de las correlaciones
a que se enfrenta el estimador sesgado estandar cuando el nimero de datos es pequeiio.
Finalmente, en la seccién II-6 discutimos el problema de la estimacién de correlaciones
de alto orden cuando la sefial estd contaminada con ruido aditivo y las diferencias que

existirfan en el problema cuando disponemos de varias realizaciones de la sefial ruidosa.

II-2. REVISION DE METODOS.

Para enmarcar el problema y las aportaciones de este capitulo, vamos a dar en esta

seccién un breve repaso a las ideas fundamentales de los métodos basados en la
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prediccién lineal. Empezaremos con el maés antiguo de los métodos, el denominado
método de Prony, luego comentaremos el método de Kumaresan y Tufts y posteriormente
su extensiéon al dominio de la estadistica de ordenes superiores llevada a cabo por

Papadoupoulos y Nikias en 1990 [PAPA90].
A) El método de Prony original y extendido.

Supongamos que tenemos bajo consideracién un conjunto de N datos x(n) de una
seflal que puede modelarse como M sinusoides exponencialmente amortiguadas. El
método de Prony modela dicho conjunto de N datos de x(n) n=1,-,N (6 equivalentemente

n=0,-,N-1), mediante la siguiente funcién

M
@)=Y a zy n=1,..N , 2.3)
m=1

donde z_=exp(s At). El calculo de los parametros a,, s,, y M debe resolverse mediante

la minimizacién del siguiente error cuadratico

N
e=) (x(n)-X(m))* . (2.4)
n=1

Sin embargo, dicha minimizacién es un problema de minimos cuadrados no lineal, cuya
solucién involucra un proceso iterativo en el cual se mejoran de forma sucesiva unas
suposiciones iniciales sobre los pardametros [MAR87] [GOL83]. Una solucién subdptima
que no minimiza € pero que proporciona en ambientes no ruidosos buenos resultados, la
constituye el Método de Prony. Como ya se ha comentado en la introduccién de este

capitulo, dicho método resuelve dos conjuntos secuenciales de ecuaciones lineales con un
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paso intermedio de extraccion de las raices de un polinomio que concentra la no

linealidad del problema.

La clave del método es reconocer que (2.3) es la solucién de la siguiente ecuacion

en diferencias lineal de coeficientes constantes [KAY81] [MAR87]

M
&m) = -y c, X(n-m) , (2.5)
m=1

definida para M+1<n<N-2M, donde los pardmetros ¢, (m=1,-,M) estan definidos

mediante el polinomio

M M
o@)=[] @-z)=Y cz™* =1 , (2.6)
k=1

i=0

y cuyas raices son los polos de la sefial, z,, en el plano z. De esta forma, el Método de
Prony para ajustar M exponenciales a un conjunto de 2M muestras puede resumirse en
tres pasos: En el primero, se resuelve (2.5) usando x(n)=x(n) para obtener los coeficientes
del polinomio, c,,. En el segundo, se calculan las raices del polinomio (2.6) y a partir de
ellas los polos de la sefial, s,,. Finalmente, un tercer y ultimo paso en el que se obtienen

los residuos o amplitudes a,, de la forma en que se mostrard posteriormente.

El método de Prony extendido (formulado para la situacién practica en que N>2M),

define en primer lugar la diferencia entre los datos reales x(n) y su aproximacion X, como

x(n) = %(n) + e(n) , (2.7)
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que sustituida en (2.5) cumple que

M M
x(n) = -Y c x(n-m) + Y c_e(@-m) , (2.8)
m=1 m=0

definido para M+1<n<N. De esta forma, segin (2.8), un modelo alternativo al de
exponenciales complejas con ruido es el de un modelo ARMA con idénticos parametros
AR y MA excitado por un proceso ruidoso e(n). Aunque, tal y como se ha indicado
anteriormente, la verdadera estimacién de minimos cuadrados de los parametros se obtiene

minimizando

N
e= Y [e@P , 2.9

n=M+1

lo que conduce a un conjunto de ecuaciones no lineales dificiles de resolver en un caso
general. El1 Método de Prony extendido constituye una alternativa a este problema, y

define el proceso €(n) como [MAR87] [BLAR78]

M
em) = Y c, e(n-m) n=M+1,.,N , (2.10)
m=0

de tal forma que

M
x(n) = -E c, X(n-m) + €, (2.11)
m=1
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Por consiguiente, €(n) representa el error de la aproximacion de prediccion lineal, a
diferencia de e(n) definido en (2.7) que representa el error de aproximacién exponencial.
Por otro lado, la expresién (2.11) es idéntica a la ecuacién del error de prediccion lineal
hacia delante sin mas que identificar cada c,, con un pardametro de prediccion lineal.
Segin esto, en lugar de la ecuacién (2.5), pueden elegirse los parametros c, como

aquellos que minimizan el error cuadratico de prediccion lineal definido como

N
Q- ¥ [@P , @)

n=M-+1

en lugar de € definido en (2.9). Es decir, dada la estrecha relacién entre la teoria de
prediccién lineal y la estimacion AR, el procedimiento de la estimacién de pardmetros del
Método de Prony extendido se reduce a la estimacién de los parametros AR usando el

método de la covarianza.

Por consiguiente, el Método de Prony extendido tiene como primer paso una
estimacion de los pardmetros de un modelo AR de orden M propuesto para los datos
disponibles x(n). Obtenidos estos parametros, se forma el polinomio (2.6), a partir del cual

se obtienen sus raices z; de las cuales pueden obtenerse los polos de la sefial como

1
0;=-Ln Iz

(2.13)

1 [Im()
w,=—arctg
At Re(z)

La ultima etapa del método, que ademas es comin para todos los métodos presentados

‘posteriormente a lo largo de este capitulo, consiste en el calculo de los residuos. Ahora
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bien, puesto que los polos z; son ya conocidos, (2.3) se transforma en un sistema de
ecuaciones lineales, sobre el cual se puede aplicar la técnica de minimos cuadrados, lo

que conduce a que los residuos a; vienen dados por [KAY81] [MARS87]

A:[QHQ]_IQHX , (2.14)

T

donde A=[a,,ay]", X=[x(1),~x(n)]" y ® es la matriz tipo Vandermonde dada por

[MARS7]
11 1
o L T T M (2.15)

B) El método de Prony en estadistica de tercer orden.

El método de Prony descrito en el apartado A) puede extenderse facilmente al
dominio de la estadistica de tercer orden. Para ello se eligen los parametros c, como
aquellos que minimizan el conjunto de errores cuadraticos de prediccién lineal definidos

por

N
Q = Y [e®P x@-) n=0,1,..M , (2.16)
n=M+1

en lugar de Q definido en (2.12). Esta expresion del error, junto con la transformacién de

momentos a la linea diagonal del plano (m,n), es andlogo al que se obtiene para la
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modelacién AR mediante el método CTOM [NIK87] [RAGS85] [RAG86]. Asi, lo que se
propone en esta seccién es sustituir, dentro del primer paso del Método de Prony
extendido, la etapa de estimacion de los pardmetros c,, mediante modelacién AR usando
el método de la covarianza (dominio de la estadistica de segundo orden) por una etapa
analoga de modelacién AR usando el método CTOM (dominio de la estadistica de tercer
orden). Es por ello que a esta variante del Método de Prony, la denominaremos como el
Método de Prony en estadistica de tercer orden, o simplemente, "Método de Prony
Biespectral". Las otras dos etapas del método biespectral son las mismas que en método
de Prony extendido, esto es, extraccién de las raices del polinomio y calculo de los
residuos. Finalmente, la figura (2.1) ilustra graficamente el diagrama de bloques del

Método de Prony, tanto en el dominio de la estadistica de segundo como de tercer orden.

b'¢ Modelacion an z, Estimacion
— AR , de los
Covaranza | | Residuos
Raices del
Polinomio h,
VY (z)
lacion Reconstruccion
_x_'. HodeAR __E'_'_J L_z'_.. de la _L.
CTOM Sefial

Figura (2.1): Diagrama de bloques del Método de Prony en estadistica de segundo y tercer

orden.

O El método de Kumaresan-Tufts (KT).

En 1982, Kumaresan y Tufts mostraron que las técnicas basadas en la prediccion

lineal de minimos cuadrados podian mejorarse considerablemente incorporando dos
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modificaciones esenciales [KUMS2]:

1) Aplicando una descomposicién en valores singulares (SVD) a las ecuaciones de
prediccién lineal;

2) usando un valor K para el orden del filtro de prediccién mayor que el nimero de

exponenciales complejas M.

El método KT, pues, establece las siguientes ecuaciones de prediccion lineal hacia

atras [KUMS82] usando los datos complejos conjugados de la sefial medida:

x"(0) x*() - - x"(K) 1) (0)
x*(1) X*2) x*K+1)| |b(1) 0
x*(2) x*(3) - - x"(K+2)| [b@)|=|: (2.17)
x*(N-K-1) x*(N-K) - - x"(N-1)) \bE&)] 0
0 en notacion matricial
Xb =20 (2.18)

Estas ecuaciones han de resolverse para encontrar los coeficientes del polinomio b(i)
i=1..K: siendo K el orden de filtro del error de prediccion, el cual ha de estar
comprendido entre M < K < N-M. Kumaresan y Tufts [KUMS83] mostraron que si se
resuelve el anterior sistema para encontrar la solucién de norma minima, el polinomio del

filtro del error de prediccion

B(z) = 1+b(1)z'+bQ2)z %+ .. +bK)z ¥ (2.19)
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tiene M ceros en exp{-s, } k=1,2..M. Estos ceros del polinomio B(z), cominmente
llamados como "ceros de la sefial", tienen la propiedad de estar situados, si la sefial esta
libre de ruido, fuera del circulo unidad en el plano z. Sin embargo el polinomio B(z) tiene
otros K-M ceros llamados "ceros extrafios". Kumaresan [KUMS83] demostré que la
localizacién de los ceros extrafios depende de la eleccion que se haga del vector b de las
infinitas soluciones que tiene la ecuacién matricial (2.18). En concreto, demostré que si
los coeficientes del vector b se elige de tal forma que |b, |*+|b,|*++|b_|* es minimo
(es decir, b tiene norma euclidea minima), los K-M ceros extrafios del polinomio B(z) de
grado K se localizan dentro del circulo unidad [KUMS83]. Este hecho facilita la

discriminacién entre los M ceros de la sefial y los K-M ceros extrafios.

Por otro lado, también existe la alternativa de usar los datos en direccién hacia
delante, es decir, utilizar unas ecuaciones analogas a (2.18) pero de prediccién lineal hacia
delante. En este caso, el polinomio B(z) formado ahora con los coeficientes de prediccion
hacia delante, presenta los M ceros de la sefial en exp(b,) (k=1,--,M), es decir, dentro del
circulo unidad, junto con los K-M ceros extrafios, razén por la cual esta alternativa es

menos recomendable.

Aunque los resultados anteriores s6lo son estrictamente vélidos en la situacion ideal
de datos no ruidosos, tal y como se ha mostrado a lo largo de los afios estudiando
numerosos ejemplos, la validez del método KT reside precisamente en que dichos
resultados se siguen manteniendo en ambientes ruidosos relativamente moderados. Sin
embargo, para obtener una mayor potencialidad de método en ambientes ruidosos, sus
autores propusieron que los coeficientes de B(z) deben calcularse de forma aproximada

mediante el uso de una SVD truncada [KUMS82] [GOLS83] [LAW74], tal y c

explicard a continuacion.
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En presencia de ruido, si uno intenta resolver la ecuacién (2.18) usando técnicas
de minimos cuadrados, tal y como lo hace el método de la covarianza, aparecen
considerables perturbaciones introducidas por el vector b. La razén de esto es que para
K>M, K-M columnas de la matriz A tienden a ser dependientes, causando importantes
problemas de inestabilidad en la técnica de minimos cuadrados [KUMS82] [KUMS83]
[KUMS6]. Para aliviar estos problemas de mal acondicionamiento del problema, se puede
usar la SVD de la matriz A, en lugar de hallar la solucién de minimos cuadrados. En
concreto, en el método KT se propone como solucién de (2.18) una solucién truncada de
SVD, haciendo cero los K-M valores singulares de la matriz A mas pequeiios, es decir

[KUMB&2]

M
b=-Y A [ughlv, , (2.20)
k=1

donde A, k=1,-,K o N-K (dependiendo del rango de A) son los valores singulares de A,
v, (k=1,-.K) y u, (k=1,-,N-K) son los autovectores de las matrices A"A y AAF,
respectivamente y h es el vector formado por la primera columna de la matriz A. De esta
forma, el efecto del uso de la SVD truncada es incrementar la SNR de los datos previos
a la obtencidén del vector solucién b. Por otro lado, en lo anteriormente expuesto se ha
asumido que M es conocido. En un caso mas general, este puede estimarse a partir del
valor comparativo de los valores singulares de A. Asi, en el caso no ruidoso, puesto que
el rango de A es M, s6lamente los A,,-,Ay primeros valores singulares son no nulos, y
b dada por (2.20) serd la solucién de norma minima deseada. Si por el contrario, los datos
estan contaminados por ruido, no existird ningin autovalor de A nulo, teniéndose que
utilizar diversos criterios para la decisién del punto de truncamiento (esto es, del rango

de A) a partir de los K valores singulares obtenidos [KONS88].
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Resumiendo, el método KT consiste basicamente en los siguientes pasos [KUMS2]:
1) construccién del sistema de ecuaciones de prediccion lineal hacia atras dado en (2.18);
2) uso de la SVD para determinar los valores singulares de A y los autovectores de ARA
y AAY;
3) decision sobre el rango de A,
4) obtencién de la solucién SVD truncada de (2.18) mediante la ecuacion (2.20);
5) construccién del polinomio B(z) y obtencién de sus raices;
6) discriminacién entre los ceros extrafios y los ceros de la sefial (aquellos de médulo
mayor que la unidad);

7) calculo de los residuos mediante el paso 3 del método de Prony.

Numerosas simulaciones del método KT han mostrado su enorme potencialidad
sobre los métodos basados en minimos cuadrados tales como el método de Prony, incluso
en ambientes de ruido blanco de baja SNR [MAR87] [KUM82] [KUMB83] [KUMB86]. No
obstante, su funcionamiento se ve considerablemente alterado cuando el ruido afiadido no
es espectralmente blanco sino coloreado. Es por ello, que dadas las prestaciones del
analisis HOS en ambientes ruidosos, Papadopoulos y Nikias propusieron en [PARA90]
la generalizacién del método KT al dominio HOS, con el objetivo de poder tratar de
forma anéloga el caso de ruido coloreado. Las lineas basicas de tal generalizacion se
exponen en la siguiente subseccién. En este sentido es interesante también resaltar que
respecto a lo que al método KT se refiere, las propiedades de la matriz de datos A
definida en (2.18) son totalmente anélogas a las de posibles matrices de autocorrelacion,
construidas a partir de estos. Quiere ello decir que el método KT tal y como se ha

presentado en esta seccién estd correctamente enmarcado dentro del dominio de la

estadistica de segundo orden.
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D)  Generalizacion del método KT al dominio biespectral. (Papadopoulos y Nikias
1990 [PAPA90])

Dada la seiial x(n) de (2.1), existe un dnico conjunto de coeficientes complejos c;

(i=1,- K) tales que [MARS87]

M
x(n) = Y ¢, x(n+i) n>0 . (2.21)
i1

Multiplicando ambos miembros de esta expresién por x (n+]) x"(n+1) , tomando valores

esperados y teniendo en cuenta la definicién de momentos de tercer orden, se obtiene que

M
Y cR (k-ik-i)=0 , (2.22)
i=0

donde R (1,7)=E{x(n) x"(n+1) x'(n+1) }.

Supongamos ahora que construimos una version sobredimensionada de (2.22) con
el indice k elegido de tal forma que se construye el siguiente sistema de ecuaciones

lineales de dimensién (K+1)(K+1)

R ¢=0 (2.23)

donde
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8=(Crobyponty)” (2.24)

y R, es la matriz de momentos de tercer orden con argumento positivo definida por

(R,(00) R - - R (K.K)
Rx= Rx(l,l) Rx(2’2) """ RX(K+1)K+ 1) (2.25)
\RX(K,K) R (K+1,K+1) - - R,(2K,2K)
Sea también
= 1
Am,yv)=) aaa
1=1 1 bl+b;+b;
-e . (2.26)

Segiin esto, y asumiendo conocida la secuencia de momentos de tercer orden, se puede
demostrar que si A(m,n)#z0 y b+b#b +b,, para todo 1,q,v,m, la matriz R, tiene rango K
=M(M+1)/2 y por tanto para cualquier vector ¢ tal que verifique (2.23) y KXM(M+1)/2,

el polinomio

K
A@) =) &,z (2.27)
i=0

tiene K raices en exp(-(b_+b,)") para 1<m,v<M, que estdn situadas fuera del circulo
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unidad. Tanto la demostracién de esta afirmacién asi como condiciones sobre los
pardmetros a, para que se cumpla que A(m,n)# O para todo m,v, estdn dadas amplia y
claramente en [PAPA90]. De esta forma, conocida la matriz de momentos R,, se puede
formar el sistema de ecuaciones (2.23), aplicarle el método KT para obtener los
coeficientes de A(z) y obtener las raices de este polinomio. Sin embargo, estas raices no
coinciden exactamente con los ceros de la sefal localizados en exp(-b;). Es decir, la
secuencia de momentos con argumento positivo R,(1,T) (1=0,-,K) no contiene
exactamente los mismos polos que la sefial x(n), lo que hace inviable el uso del sistema
de ecuaciones (2.23) para el objetivo final de la estimacién de los pardmetros de x(n). Es
por ello que en lugar de usar en (2.23) la matriz R, definida por (2.25), se propone el uso

de la siguiente matriz de momentos alternativa

(R0  RI(-1-) = « RIK-K )
R - R;(-1,-1)  R;(-2,-2) - - R;(-K-1,-K-1) (2.28)
R;(-K,-K) R{(-K-1,-K-1) - - R(-2K,-2K)

que como vemos involucra s6lo momentos con argumento negativo. En este caso, se

define A(l) como

(2.29)

Al igual que en el caso anterior, asumiendo que la secuencia de momentos contenidos en
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la matriz R de (2.28) es conocida, se puede demostrar [PAPA90] que si A(1)#0 para todo
valor de 1, entonces R, tiene rango K=M y por consiguiente para cualquier ¢ que cumpla

(2.23) con (2.28) y K>M, el polinomio

K
Alg) = ¥ B 27 (2.30)
i=0

tiene K=M raices en exp(—(bm)*) (m=1,-,M) fuera del circulo unidad. Respecto de los K-
M ceros extrafios del polinomio A(z) definido en (2.30), al igual que para el método KT
expuesto en la seccién anterior, si KM y Ces la solucién de norma euclidea minima del
sistema lineal (2.23), dichos ceros se sitian dentro del circulo unidad en el plano z
[PAPA90] [KUMS3]. De esta forma se consigue una facil discriminacion entre los ceros

de la seiial (fuera del circulo unidad) y los ceros extrafios (dentro del circulo unidad).

La razon de usar momentos de tercer orden en vez de simplemente los datos de la
sefial o la funcién de autocorrelacién aparece cuando trabajamos en ambiente ruidoso.

Consideremos la sefial x(n) contaminada por ruido aditivo w(n) de tal forma que

y(m) = x(n) + w(n) n=0,1,.N-1 (2.31)

donde el ruido w(n) se supone de media cero, un proceso Gaussiano complejo blanco o
coloreado, con partes real e imaginaria independientes e idénticamente distribuidas, e
independientes de la sefial. Segun esto, la secuencia de momentos de tercer orden de y(n)

€S
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R (7,1)=R,(1,0)+R (5,7)+
+T s -(Q)X+2r (T)X "+ , (2.32)

+1 . (O)W+2r (T)W”

donde R (1,7) y R,(7,7) son las secuencias de momentos de tercer orden de x(n) y w(n),

respectivamente, 1,(T) y 1,(T) son las secuencias de autocorrelacién de x(n) y w(n), y

r. {0)=Eix  x_.}
1,.,-(0)=E{w, w,,}

n+T "ND+7T

(2.33)

’

mientras que X , (X)" , W y (W) son los valores medios de la sefial y el ruido,

respectivamente.

Puesto que w(n) es Gaussiano, R,(T,7)=0. Ademas, ya que y =x+w, s€ sigue que
y =% . Por tanto si a la sefial ruidosa observada, y(n), le quitamos la media, es decir, y=0,
la secuencia de autocorrelacién del ruido no influird (al menos tedricamente) en R (1,1).

Por tanto, bajo estas suposiciones se verifica que

R (v,0)=R,(%,7) , (2.34)

y por tanto el ruido no contribuye a la secuencia de momentos R (T,7)
independientemente de su contenido espectral. Este hecho es la principal motivacién del
uso de una matriz de momentos de alto orden en lugar de una matriz de datos o

autocorrelacién como punto de partida del método KT.
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Hasta ahora, el método presentado se basa en el conocimiento de la secuencia de
momentos terceros sobre la diagonal. Sin embargo, en la practica dichos momentos deben
estimarse a partir de un nimero finito de muestras ruidosas y(n), y es necesario usar un
estimador de los momentos de tercer orden. Papadopoulos y Nikias propusieron en
[PAPA90] el uso del estimador estidndar (es decir, andlogo al usado en el método TOR
para la modelacién AR del biespectro [RAG86]). De esta forma el método completo

puede sistematizarse en los siguientes pasos:

1) Se dividen los datos de y(n) en M’ registros de N muestras cada uno
(y'(1),-,y'(N)) son las muestras del i-ésimo registro). Este paso es opcional.

2) Se elimina el valor medio de cada registro para obtener asi una sefial de media

cero que se satisfaga (4.34).

3) Se estima la secuencia de momentos utilizada en la matriz (4.28) como

1 u i
Ry(-7,-7) = o ; R,(-7,-7) , (2.35)

donde &i(-‘c,-'c) son los momentos de cada registro, los cuales se calculan usando un
estimador estindar [PAPA90].

4) Se forman las matrices

Ryl = R .
(2.36)

I'; = (&.(— 17_ l)»Ry(—2,_2)"",Ry(-L,—L))T

y la ecuacién matricial
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c / c
a’' = -1
By o (2.37)

C/=(Eg_prrenslp)T

5) Se calcula la solucién de SVD truncada a K

K
4
of = _Z i qm(pm)Hr yc , (2.38)
m=1

donde t, (m=1,....K) son los valores singulares de R{, ¥ Qi ¥ Pr, sOn los autovectores de
RRS y RS R, respectivamente.
6) A partir del vector ¢’ se plantea el polinomio A(z) del cual se obtienen sus

raices que proporcionan los polos de la sefial en el plano z.

De forma similar, estos resultados se pueden extender a la "slice" diagonal de
correlaciones de cuarto orden de la sefial [PAPA90]. En este caso basta considerar
correlaciones de cuarto orden, o cumulantes para ambiente ruidoso, en vez de momentos
de tercer orden. Las ecuaciones y el algoritmo descrito anteriormente permanecen Sin

cambios sin mas que hacer las sustituciones sefialadas.
E) El método de la matriz tipo CTOM (media de tercer orden restringida).
Recientemente se ha propuesto en [GAL95a] una alternativa al método de

Papadopoulos y Nikias presentado en el apartado anterior, basada en el uso de un

estimador del tipo usado en el método CTOM para la modelacion AR del biespectro. Este
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método aplica dicho estimador para la matriz de momentos R, en lugar del estimador
estandar o tipo TOR usado en [PAPA90]. Para su desarrollo consideremos por simplicidad

de notacién un solo registro con N muestras y(1),-,y(N). Consideremos ademas

S, (i,j)=x(@+) x@-)?* ; ij=0,.K , (2.39)

que, teniendo en cuenta la definicién de momentos de tercer orden, verifica que

B {S,G)} = Ry(-j-i-j-i) (2.40)

Por tanto, usando la ecuacién (2.23), se cumple que

E {F(n,i)}=0 « 1=0....K (2.41)
donde
K
F(n,i)=Sn(i,0) +Z éL_jS n(i,j) . (2.42)

i=1

De las expresiones (2.42) y (2.39) puede verse que para cualquier valor de los indices i
y K, podemos obtener N-2K muestras de F(n,i), esto es, para n=K+1,.. ,N-K e i=0,..,L. De
esta forma, para que se cumpla la ecuacién (2.41) podemos hacer el valor medio de F(n,i)
igual a cero en lugar de tomar valores esperados, y extenderlo sobre n=K+1 hasta n=N-K,

esto es

1 N-K
—— Y F(@ni=0 ; i=0,..K , (2.43)
N_ZKn=ZK:+l )
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lo que conduce a la siguiente ecuacién matricial

Qi=0 (2.44)

donde la matriz Q de orden (K+1)x(K+1) es

G0 o1 Y]
Q- Go Gu 9 (2.45)
9o 9x1 ' Ykk]
con
N-K
q= Y, x(@+j) x@-H)* . (2.46)
n=K+1

De esta forma, una vez que se calculan estos elementos de la matriz Q, podemos obtener
(usando un andlisis basado en una SVD truncada a K=M), la solucién de norma euclidea
minima de la ecuacién matricial (2.44) en lugar de (2.23). Por tanto, el estimador tipo
CTOM propuesto de esta forma, sustituye el paso 3 del sumario indicado en la seccién
anterior por el uso de la matriz tipo CTOM de correlaciones de tercer orden dada por las
expresiones (2.45) y (2.46). A partir de este paso, cambiando simplemente la matriz R,
por Q, el resto de los pasos son similares a los presentados para el método comentado en

el apartado anterior.
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II-3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA BASANDOSE EN CORRELA CIONES
DE ALTO ORDEN (HOCO).

Consideremos la sefial x(n) dada por la ecuacién (2.1). El problema que nos
planteamos es la estimacion de frecuencias, factores de amortiguamiento, y, cuando se
desee, las amplitudes complejas a partir de un nimero finito de datos observados x(n), n
= 1...N usando un planteamiento basado en correlaciones de alto orden. El cdlculo de las
amplitudes complejas es inmediato cuando se disponen de las frecuencias y factores de
amortiguamiento, por lo que nuestro objetivo es la estimacion de estos parametros de una
"slice" unidimensional ("slice" de rango completo) de la secuencia de correlaciones de alto
orden de la sefial energética x(n). Para el caso de tercer orden, la secuencia de correlacion

de tercer orden se define como [NIK93b]:

R (t,,7,) = Y, x(n) x*(n+1)) x"(0+7,) T,5%,=0,21,22 .. (2.47)

n=-o

Las "slices" unidimensionales de las correlaciones de tercer orden pueden definirse como:

(1) = R(r,at+b) 1=0,+1,+2 .. (2.48)

donde a y b son la pendiente y la ordenada en el origen respectivamente de la recta en

el plano de momentos T,-T,.

Los parametros de la sefial podrian recuperarse a partir de una “slice”
unidimensional ("slice” 1-D) en el plano de momentos siempre que la propia "slice” 1-D
pueda modelarse como la suma de M exponenciales complejas amortiguadas oscilando

con las mismas frecuencias y factores de amortiguamiento que la sefial original. En tal
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caso podriamos construir una matriz Hankel como la usada en (2.17) con correlaciones
en vez de datos. Ya que la "slice" 1-D se comporta como una sefial exponencial
amortiguada, se pueden aplicar los resultados de la seccién anterior para el método KT,
y asi identificar las frecuencias y los factores de amortiguamiento de la sefial [RUI94]

[RUI95a].

La cuestion central que se nos plantea es cuando la "slice” 1-D se puede modelar
como la suma de M exponenciales amortiguadas. Para responder a esta cuestién hemos
de distinguir dos casos para la sefial determinista, el caso de disponer de un registro
completo de todos los datos de la sefial, y el caso de disponer de un nimero limitado y
pequeiio de datos medidos. En el primer caso el nimero de datos es muy grande de forma
que la seiial decadente practicamente se ha anulado. Nos referiremos a este caso como el
caso de nimero infinito de datos, que es la condicién tedrica a la que corresponde, aunque
en la practica signifique un nimero suficientemente grande de datos relativos a los
coeficientes de amortiguamiento, y lo trataremos en la seccion II-4. En el segundo caso
el nimero de datos disponibles es reducido, de forma que nos vemos limitados a trabajar
y a estimar los pardmetros con ese nimero finito de datos (seccién II-5). Este tltimo caso
es el que se presenta mas frecuentemente en los casos practicos, y como veremos el
estimador estdndar sesgado no permitira una correcta estimacion de parametros, mientras
que el estimador propuesto respetard la estructura tedrica de las secuencias que se tratan

de estimar.

En las dos siguientes secciones nos centraremos en el caso de tercer orden por
simplicidad. Una extensién de todos los resultados de las secciones 1I-4, II-5 y II-6 al

dominio de la estadistica de cuarto orden se proporciona en la seccién II-7.
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II-4. PLANTEAMIENTO BASADO EN HOC. NUMERO DE DATOS INFINITO.

Supongamos que conocemos la sefial energética en un intervalo temporal tan
amplio como queramos. En este caso podemos construir la secuencia de correlaciones de
tercer orden correcta sin errores deterministas. Si la sefial energética se define como en
la ecuacién (2.1) con n=0,1, ... =, una "slice" unidimensional en el plano 1,,T, definida

por la ecuacién (2.48) resulta en:

r(t) = R(tat+b) = Y x@x*@+7)x"(m+at+b) 7=0,£1,£2,.

n=nq (2.49)
n, = max{0,-7,-at-b}
ya que x(n)=0 para n<0. Utilizando (2.1), la ecuacién (2.49) se transforma en:
M - Ld i - =
JORIDVETHNIE S DA (2.50)
ijk=1 n=n,
y llevando a cabo la suma geométrica tenemos:
M * oo, (si“‘s;"‘s;)no
1(t) = Y aa’a; ghitghteie (2.51)
ijk=1 1 _esps; +8y

Para obtener un modelo exponencial amortiguado de la secuencia (1), podemos
variar T desde 0 a = 0 desde O a -o0, apareciendo varios casos dependiendo del cuadrante
particular al que la "slice” unidimensional pertenece en el plano de momentos. Estos casos

se recogen en la siguiente proposicién [RUI95a]:
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Proposicion 1.- Solamente las "slices" horizontales en los cuadrantes primero y cuarto y
las "slices" diagonales en el tercer cuadrante permite que la estructura exponencial

amortiguada original de los datos se mantenga también para la secuencia de momentos.

Demostracién.- Vamos a distinguir cuatro casos dependiendo del cuadrante al que la

"slice" unidimensional 1-D de correlaciones de tercer orden pertenece en el plano 7,-1,:

Caso 1.- La "slice” 1-D pertenece al primer cuadrante.- En este caso, T varia desde O a
oo, la pendiente a es positiva (a>0) (a negativo corresponderia a una recta en el cuarto
cuadrante con un cambio en el origen), y la ordenada en el origen b puede tomarse como
positiva ya que un valor de b<0 solo supondria un cambio en el origen de T. Teniendo
estos valores en cuenta, n, definida en (2.49) es igual a 0, de forma que la secuencia de

correlacién de tercer orden resulta ser:

M *® *
f(r) = Y AT T gD (2.52)
ijk=1 l_esﬁsj'ﬂi

Para modelar r(t) como sinusoides exponencialmente amortiguadas con las mismas
frecuencias que la sefial original, a debe elegirse igual a 0, (i.e. "slices” horizontales), de

forma que la secuencia de momentos seria:

M

M )
1t) = Y A@e”"  AQG = Y
j=1

ik=1 1 _esx“‘sj"";

i B S (2.53)

Siempre que A(j) sea no nula (#0) para cualquier j, i.. la "slice" 1-D sea una "slice” de
rango completo, la secuencia de momentos r(t) se comporta como la sefial energética

original.
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Caso 2.- Segundo cuadrante.- En este caso 1=0,-1,...-2, a<0 y b>0. Ahora n,=-1, siendo

la secuencia de momentos:

M *, by
aa a e :+ = " & a+ =
r(7) = Y, Gi% kT Gy rasdT (s Rt (2.54)

X1 1™

En este caso, debido al dltimo término exponencial en (2.54) no existe ninguna "slice”

que pueda modelarse como una suma de exponenciales en este cuadrante.

Caso 3.- Tercer cuadrante.- En este caso 1=0,-1,...-0, a=0, y b<0. A diferencia de los
casos anteriores, n, definida como el méximo de {0,-1,-at-b} puede tomar valores

diferentes dependiendo del valor de hecho que tomen las pendientes:

Si a>1, -aT-b>-1 y entonces n,=-aT-b
Si a=1, -1-b>-1 y entonces n,=-1-b
Si axl, depende del valor de b. Para T < b/(1-a), n,=-T.

Analizando las diferentes posibilidades, los siguientes resultados siguen facilmente:
- si a>1 0 a<1, no existe ninguna "slice" que pueda modelarse con el mismo modelo

exponencial que los datos.

- si a=1 ("slice" diagonal), la secuencia de correlacién de tercer orden queda:

M o 8T o M ai aj‘ a; -b(s +85, +8 ')
1(t) = Y AQ@e" AG) = ) ———e ™ (2.55)
i=1 jk=1 1 _est*sj"'sl:

Como puede observarse, la "slice" diagonal permite la obtencién de los parametros de la

sefial. Esta "slice" diagonal se us6 por Papadopoulos y Nikias [PAPA90] con b=0 para
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recobrar los pardmetros de la sefial, mostrando a través de una descomposicién matricial
que el rango de las matrices cuadradas construidas con estas correlaciones es igual al
nimero de exponenciales. Para ello se asume que la "slice” es de rango completo. En
nuestro caso hemos llegado a la misma conclusion pero para cualquier matriz rectangular
de correlaciones, ya que estas correlaciones pueden considerarse como unos nuevos

"datos’ a los cuales aplicar el método KT.

Caso 4. Cuarto cuadrante. En este caso 1=0,1...0, a<0, y b<0 (como ocurria
anteriormente, nétese que a>0 puede considerarse como una recta en el primer cuadrante
con un cambio de origen en el plano de momentos mientras que b=0 corresponderia a un
cambio en el origen de 1). Entonces, nj=-at-b y la secuencia de correlacién de tercer
orden es:

‘5

M 5 = =
1(z) = E 8,8, akf’ : OB LU (2.56)
A1 _gtits sk

Ya que a<0, a debe elegirse igual a O ("slice" horizontal) para asegurar un modelo
exponencial con las mismas frecuencias. Este resultado es consistente con las propiedades
de simetria de los momentos, ya que estas "slices" son equivalentes a "slices" con a=1

("slices" diagonales), las cuales pertenecen al tercer cuadrante.

II-5. PLANTEAMIENTO BASADO EN HOC. NUMERO FINITO DE DATOS.

En la seccién anterior nos hemos ocupado del caso en que conocemos o podemos
construir exactamente las correlaciones de alto orden de la sefial energética x(n). Sin

embargo, en la practica s6lo poseemos un subconjunto finito de datos muestreados de la
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sefial en un intervalo n=0,....N-1. En este caso habra errores "deterministas" asociados con
la estimacién imperfecta de las correlaciones [RUI94] [RUI95a]. Estos errores pueden
eliminar la propiedad fundamental de las correlaciones de alto orden que permitia la
estimacion de los parametros de la sefial, es decir, que la secuencia de momentos deberia
modelarse como una suma de sinusoides exponencialmente amortiguadas incluso para el

caso de longitud finita de datos.

Estos errores deterministas dependen del método usado para estimar las
correlaciones. En esta seccién vamos a analizar el estimador estandar sesgado o "biased",
que ha sido usado extensivamente para la estimacion de las correlaciones de alto orden,
y proponemos un nuevo estimador que denominamos el estimador tipo covarianza. Este
nos permitird mantener la propiedad fundamental sefialada anteriormente y extender el
conjunto de las "slices" itiles para estimar los obtener los pardmetros de la sefial. Estas
caracteristicas hacen del estimador tipo covarianza mds adecuado que el estimador

estandar, especialmente cuando el nimero de datos disponibles es reducido.

IL.S.1. Estimador estandar sesgado o ''biased'’.

Supongamos que estamos interesados en estimar una secuencia de nm momentos
a partir de N datos de la sefial x(n) n=0,...,N-1. El estimador estandar sesgado se define
como [NIK87] [RAG85] [RAG86] [NIK93b]:

SZ
R (t,,1,) = % Y x@x(@+1)x T,

ale (2.57)
S, = max(0,-7,,-7,)
S, = min(N-1,N-1-7,,N-1-1,)
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Estamos interesados en usar una "slice" unidimensional de momentos para estimar los
pardametros de la sefial. Teniendo en cuenta la ecuacién (2.1), la secuencia de momentos

estimada mediante el estimador estindar sera:

* *
aiaj a es;'r es;(a-r +b)

M

1

f.(t) = R,(t,at+b) = —
. N EE 1_et (2.58)

o iy Sy (1 e +sk)(s2-s,+1)) 1=0,+1,.. tnm

Como puede observarse de la ecuacién (2.58), cuando usamos este estimador aparece un
acoplo entre las diferentes frecuencias, ya que S; y S, son funciones de 1. Esta situacion
puede invalidar el modelo de exponenciales amortiguadas para r,(t), haciendo de esta
forma imposible obtener las frecuencias de la sefial. Los resultados que obtenemos para
los distintos casos que surgen dependiendo del cuadrante al que la "slice" pertenece

cuando usamos este estimador vienen especificados en la siguiente proposiciéon [RUI94]:

Proposicion 2.- Si el estimador estandar sesgado (o el insesgado) se usa para estimar la
secuencia de momentos a partir de N datos, sélo ciertas "slices" horizontales (a grandes
valores del retardo) en el primer cuadrante permiten un modelado de r,(T) como una suma
de exponenciales amortiguadas. En este caso, la recta diagonal o "slice” diagonal en el

tercer cuadrante usada en [PAPA90] no seria valida.

Demostraciéon: Analizando de nuevo cuando N es finito los tres casos posibles que

aparecian con longitud de datos infinita, obtenemos los siguientes resultados:

(a) "Slices" horizontales en el primer cuadrante. En este caso, S;=0 y S,=min(N-1,N-1-

T,N-1-b). Sustituyendo estos valores en la ecuacién (2.58) encontramos que:
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M * *
aa: a ® ) S5 gl +
Yy B B SEPLAP S (l e & Sz D) 1=0,1,..nm (2.59)

X 1

t(3) = =

x N ik §;+5, +8y.
ij.k=1 l_es ) 8k

Como puede verse de la ecuacién (2.59), a menos que S,#S,(T) aparecerian términos
oscilatorios que vibran como la suma de tres frecuencias, de manera que la secuencia de
momentos no conservaria la estructura de los datos. Si elegimos b2nm (nm es el maximo
valor de T que vamos a computar) entonces S, = N-1-b, y S, resulta ser independiente de
1. Asi, las "slices" horizontales con b>nm retienen el modelo exponencial en la estimacion
de r,(1). Este caso se estudid y analiz6 en [RUI64]; y tiene el defecto de implicar grandes
valores de T en la estimacién de momentos, siendo en consecuencia mas sensible al ruido

cuando el nimero de datos disponibles es reducido.

(b)  "Slices" diagonales en el tercer cuadrante. En este caso S;=-1-b y S,=N-1, de

manera que la secuencia de momentos estimada adopta la forma:

M * * * L3 -
E aiaj a . -5 e ~bs;-bs; (1 _e(si+s’ +8 )N+t +b))

1
N k=1 q _esi+s; +5y (2.60)

La presencia del término entre paréntesis en (2.60) indica que la estimaciéon de la
secuencia de momentos de tercer orden contiene términos que oscilan como la suma de
frecuencias de la sefial original, siendo imposible extraer las frecuencias y los factores de
amortiguamiento de la sefial separandolas del resto. Cuando el nimero de datos aumenta,
el término entre paréntesis llega a ser despreciable, y pueden por tanto obtenerse los

parametros de la sefial.

Estimacién de pardmetros de exponenciales complejas amortiguadas.../ 103



CAPITULO II. ESTIMACION DE PARAMETROS DE EXPONENCIALES COMPLEJAS AMORTIGUADAS USANDO
CORRELACIONES DE ALTO ORDEN. TEOR{A Y METODO.

c) "Slices" horizontales en el cuarto cuadrante. En esta situacion, S;=-b y S,=N-1-1.
Sustituyendo estos valores en la ecuacién (2.58) puede observarse que la secuencia de
momentos estimada vuelve a contener de nuevo términos que vibran como la suma de
frecuencias de la sefial, de forma que el rango de cualquier matriz formada con estas
correlaciones sera igual a M(M+1)/2, es decir, el nimero de términos exponenciales en
la "slice" unidimensional estimada. Como ocurria en el caso de las "slices" diagonales en
el tercer cuadrante, la secuencia de momentos estimada no retiene la estructura original

de los datos.

11.5.2. Estimador tipo covarianza.

Con el objetivo de solucionar los problemas asociados con el nimero finito de
datos en el estimador estdndar, vamos a definir un nuevo estimador que denominamos
estimador tipo covarianza. La causa de los errores de estimacion eran las componentes
oscilatorias que surgen en la secuencia de correlaciones estimadas, y para eliminarlas seria
necesario hacer el término entre paréntesis en la ecuacion (2.58) independiente de T. Para
lograr esto, es suficiente imponer S,-S;+1=constante, de forma que la secuencia de
correlaciones de tercer orden r,(1), T=0,+£1,%+2...+#nm pueda modelarse como la suma de
M exponenciales complejas amortiguadas. Imponiendo esta condicién, podemos definir

el estimador tipo covarianza como [RUI95a]:

T t,=0,+1,..T
R (1,7, = iz x(@) x*(n+7,) X*(n+1,) ' fmax
NaT, 1,=0,+1,.7,

(2.61)
T,=max(0,-7,,-1,)

T2=min(N—l—1:lm,N— 1 —tm,N+‘tlm—‘rl—l,N+1.'2m—1.‘2—1)

donde T, ¥ Tomsx SON los maximos valores computados para T; y T,. NOtese que este
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estimador satisface las condiciones de simetria que cumplen las correlaciones triples
[MENO1]. Cuando usamos este estimador para estimar la secuencia de momentos en una

"slice" unidimensional, obtenemos los siguientes resultados [RUI95a]:

Proposicién 3. Usando el estimador tipo covarianza, todos los casos que obtuvimos con
longitud de datos infinita permanecen vélidos para conservar la estructura de los datos,
es decir, podemos seguir usando con momentos estimados las "slices" horizontales en el
primer y cuarto cuadrante y las "slices" diagonales en el tercer cuadrante. Ello nos permite

que podamos usar el método KT con momentos estimados en vez de con datos para

recuperar los pardmetros de la sefial.

Demostracién: Podemos probar la Proposicién 3 estudiando los diferentes casos que

hemos analizado en otras proposiciones con el estimador tipo covarianza definido en

(2.61):

(a) "Slices" horizontales en el primer cuadrante. (a=0). En este caso tenemos que T,=0
y T,=N-1-1,,, o T,=N-1-b dependiendo de que b<t, .. 0 b>1,,, respectivamente, siendo
1..,=nm el valor mdximo de la coordenada T que toman los momentos estimados.

Teniendo en cuenta estos limites, se obtiene:

T, M =
t(c) = %E x(n)x*(n+1)x*(n+b) = EA(]')e'ijT t=0,1,..nm
"0 i 2.62)
M * * i .
nord 3 Ao i)
N i1 s

Ya que A(j) es ahora independiente de T debido a que T, ha sido fijado, y siempre que

la "slice" sea de rango completo, (i.e. A(j)#0, j=1..M), la secuencia de momentos
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estimados sobre la "slice" horizontal conserva la estructura exponencial de la sefial

original.

(b)  "Slices" diagonales en el tercer cuadrante. (a=1). En este caso T;=-t-b y

T,=N+1,,,-7-1 resultando en:

N+t g—-7-1 M
£(z) = % Y x@x*(@m+1)x*(@+T+b) = Y B()e ™"
n=-t-b i=1
M (2.63)

—bs,-bs, 4SS + +
B(@) = e B (1 — "% N T b))

k1
N ik=1 1. esi+s, +8y

Como ocurria anteriormente con A(j), B(i) es independiente de T, de forma que la

secuencia estimada no contiene términos que vibran a otras frecuencias distintas de las

de los datos.

(¢)  "Slices" horizontal en el cuarto cuadrante. Aqui tenemos que T,=-b y T,=N-1-1,,,

resultando en:

(1) = % Y x@x*(@+t)x*(@+b) = EC(])es’ 7=0,1,..nm
y . 2.64)
C(])=-—1— E aa ak s;b (1 (51"51 +5, )(N-7 ))
N =1 1 5,45 +5¢

Ya que C(j) no depende de T (como podemos observar en (2.64)), las "slices" horizontales

en el cuarto cuadrante siguen siendo validas cuando usamos el estimador tipo covarianza.
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A partir de los casos (a), (b), y (c) puede verse que la forma que adopta este

estimador en cada cuadrante es:

N-1-%p,,
£ Y x@x*(m+t)x*(@+b)  bsr,,
er N %
HS 1% cuadrante |
N
= x(n)x*(n+1t)x*(n+b) bt
~ s (2.65)
lN-rm -1
DS 3% cuadrante —
N =
5

Z x()x*(n+t)x"(n+t+b)
z-b

N
HS 4° cuadrante % Y x@x*@+1)x*(n+b)

n=-b

Obsérvese que en todos los casos, el nimero de correlaciones es el mismo e igual
a N-nm-Ibl, de forma que la "slice” que contiene un mayor nimero de productos cruzados

corresponde a el caso de b=0. c.q.d.

Como la proposicién 3 establece, el uso del estimador tipo covarianza permite
conservar la estructura original de los datos en la secuencia de momentos incluso cuando
el nimero de datos es finito. A medida que se incremente el nimero de datos, los
estimadores estandar y el propuesto tipo covarianza tienden a ser equivalentes, de forma
que las propiedades asint6ticas del estimador estdndar pueden aplicarse al estimador tipo

covarianza sin ningin tipo de modificacion.

Ademis del planteamiento adoptado para definir el estimador tipo covarianza de
mantener S,-S,+1=constante, podemos tomar un camino algo diferente. Si acotamos
ambos limites por separado en la sumatoria (2.58) de tal forma que lleguen a ser

independientes de T se vuelven a cumplir las propiedades que busciabamos para este
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estimador. Este planteamiento lleva a una forma diferente del estimador tipo covarianza
que no introduce ningin caso nuevo y que es muy similar al definido previamente. En el
siguiente apartado vamos a estudiar con mds detalle la definicion y propiedades de esta

forma alternativa del estimador tipo covarianza.

I1.5.3. Una definicion alternativa del estimador tipo covarianza.

Si acotamos los limites de la sumatoria en la ecuacién (2.58) por sus valores

maximos y minimos, podemos definir de una nueva forma el estimador tipo covarianza

[RUI9Sc]:

R(t,1,) 1§T2: x(n) x*(n+1,) X (147, B i

T,T,) = — T

R N7 ! 2 £=0,81,. 0

T, = max (0,-7,,-1,) (2.66)
iy )

T, = min(N—l,N—l—rl,N—l-tz)
T1%2

Cuando una "slice" unidimensional se estime por este procedimiento, la pendiente a debe
elegirse igual a 0 ya que, a diferencia de la definicién del apartado I1.5.2, ninguno de los
limites varia con 7. Entonces, sélo las "slices" horizontales serdn posibles, llevando a la

siguiente proposicion:

Proposicién 4.- Si la secuencia de momentos se estima de acuerdo con la expresion
(2.66), las "slices" horizontales en cualquier cuadrante mantienen la misma estructura de
exponenciales complejas de los datos. En este caso las "slices” diagonales no son posibles,

rompiéndose por tanto las propiedades de simetria de los momentos [MEN91].
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La demostracién de esta proposicion se deriva facilmente a partir de la

demostracion de la proposicién 3.

La forma que toma este estimador para cada cuadrante se muestra en la siguiente

ecuacion:
1 N=l-z 0y
HS cuadrante 1 — x(n)x *(n+1)x*(n+b)
N n=0
1 NoLb
HS cuadrante 2 i Y x@mx*(@+t)x*(n+b)
S (2.67)
; N
HS cuadrante 3 = x(n)x *(n+1)x"(n+b)
n=-To.
. N=1-7 ax
HS cuadrante 4 T x(n)x*(n+1)Xx"(n+b)
n=-b

II-6. PLANTEAMIENTO BASADO EN HOC. NUMERO FINITO DE DATOS
CONTAMINADOS CON RUIDO.

En cualquier caso practico, la seiial estd contaminada con ruido aditivo. Supongamos que
la secuencia de datos observados consiste de N muestras de M exponenciales complejas

amortiguadas en ruido complejo Gaussiano:

y(m) = x(n) + w(n) n=0,1,.N-1 (2.68)

Estimacién de pardmetros de exponenciales complejas amortiguadas.../ 109



CAPITULO 1L ESTIMACION DE PARAMETROS DE EXPONENCIALES COMPLEJAS AMORTIGUADAS USANDO
CORRELACIONES DE ALTO ORDEN. TEOR{A Y METODO.

donde x(n) se define como en la ecuacién (2.1) y el ruido aditivo w(n) es un proceso
Gaussiano estacionario de media cero, blanco o coloreado, con partes reales e imaginarias
independientes e idénticamente distribuidas, independientes de la sefial. Asumiendo que

tenemos disponible un nimero grande de realizaciones y definiendo la sefial y’(n) como:

M+1
x'm)=Y ae™
i=1

y'(m)=x'(n)+w(n) . (2.69)

SM+1=O aM+l=__§— Z X(n)
i=0

es decir, con la media eliminada, podemos construir la secuencia de cumulantes de tercer

orden de y’(n), definida como [MENO1]:

Cy/(n’Tl’TZ) = B {y/(n)y/*(n+‘tl)y/*(n+1;2)} (2.70)

donde la secuencia de cumulantes C,. depende de n ya que el proceso no es estacionario.
Teniendo en cuenta que la sefial es independiente del ruido y que la secuencia de

momentos de tercer orden de un proceso Gaussiano es cero, tenemos:

C,n,t,,7,) = x'(m) x"(@+1) x"(n+1)) (2.71)

Si tomamos la suma sobre el indice n, obtenemos la secuencia de cumulantes en el
espacio 1;-T, que notamos como C,(7;,T,):

T2
¢, (T;Ty) = %E x'(@) x*(+1)) x"(@+1,) = R (1,,1,) (2.72)

n=T,
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donde T, y T, se definen como en (2.61). En este caso la secuencia de cumulantes 1,-T,
es equivalente a las correlaciones de tercer orden estimadas de la sefial. Usando el
estimador tipo covarianza nos aseguramos que podemos obtener los parametros de la sefial

a partir de la "slice" unidimensional de momentos estimados, como se establece en la

Proposicién 3.

Cuando disponemos de una unica realizacién, como ocurre en muchas situaciones
practicas tal y como en discriminacién de blancos de radar [CAR93], la secuencia de
cumulantes de tercer orden T,-T, pasa a ser la secuencia de correlaciones de tercer orden

de los datos ruidosos, la cual, teniendo en cuenta (2.69), resulta en [RUI95a]:

TZ
1 * * =
K./(Tp‘rz =§E y/(ﬂ))’/ (n+1:1)y/ (Il+‘|72)=Rx/(‘L'1,TZ)+
n=T,
" | &
+—E x/(n)x“(n+rl)w‘(n+'cz)+—E x/@w "+t )x""(@+7,)+
n=T,; n=T, (2.73)
1 T2 Tz
+=Y X@w @+ )W m+1)+— Y, wox (m+1)x” (+1,)+
n=T, n=T,
| & | &
+§2 w(n)x"'(n+tl)w“(n+1:2)+§2 w(n)w"(n+'cl)x’*(n+12)+f{w(rl,tz)
=T, =T,

Como puede observarse los momentos estimados de la sefial medida incluye tanto
los momentos de la sefial exponencial como las correlaciones cruzadas entre la sefial y
el ruido, asi como los momentos estimados de tercer orden del ruido. Estos términos son
indeseables y se comportan como un "ruido” que perturba la secuencia de momentos. En
este caso, cuando tenemos disponible una tunica realizacién, no puede evitarse la
influencia del ruido en las correlaciones de tercer orden. De esta forma, existirdn dos tipos

de errores asociados con esta estimacién; errores denominados "deterministas” debidos a
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la longitud finita de los datos, y errores "estocasticos” debidos a la presencia de ruido
aditivo Gaussiano. Sin embargo, a medida que la longitud de los registros de datos
aumenta, se espera que los efectos de los errores deterministas decrezcan y, por tanto,
para longitudes suficientemente grandes (dependiendo de los coeficientes de
amortiguamiento) solo los errores estocdsticos estén presentes en la estimacidon. Sin
embargo, si combinamos esto con técnicas robustas tal y como la SVD para obtener los
parametros de la sefial nos va a permitir obtener mejores resultados que cuando usamos
estas técnicas simplemente con los datos, como veremos en el capitulo siguiente en los

ejemplos de simulacion.

De forma andloga, todos los resultados de esta seccion pueden extenderse a
correlaciones de alto orden sin cambios. En la seccién II-7 plantearemos la extension a
correlaciones o cumulantes de cuarto orden, ya que este caso es particularmente titil como

veremos en los resultados de simulacién.

II-7. EXTENSION A CORRELACIONES DE CUARTO ORDEN.
En esta secciéon vamos a tratar la extensién de los resultados obtenidos en las
secciones II-4, II-5 y II-6 al caso de la estadistica de cuarto orden [RUI95a]. Para ello

vamos a estudiar los casos de longitud infinita y finita de datos y a expresar las

proposiciones 1-3 para el caso de correlaciones de cuarto orden.

(1)  Longitud infinita de datos.

Las correlaciones de cuarto orden de una sefial energética se definen de la forma:
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R (77t = Y x@x @+1)x@+7)x (A7) (2.74)

n=-o

TpTnTs=0,21,42 .

De forma analoga, una "slice" unidimensional en el espacio (T,-T,-T,) se define:

1,(t) = R(r,at+bct+d) 1=0,+1,+2 ... (2.75)

donde a y c son las pendientes y b y d las ordenadas en el origen de las rectas en el
espacio de momentos T,-T,-T;. Estamos interesados en mantener la misma estructura
exponencial en la secuencia de correlaciones de cuarto orden que en la sefial original. Para

el caso de un nimero infinito de datos, es valida la siguiente proposicion:

Proposicién 5.- Siempre que r,(T) sea una "slice” de rango completo, solamente las

siguientes "slices” retienen la estructura sinusoidal exponencialmente amortiguada de la
seiial original:

1) "Slices" horizontales en el primer y cuarto cuadrante:

r(t) = R(t,b,d) (2.76)

2) "Slices" diagonales en el tercer cuadrante:

(1) = R (r,1+b,1+d) (2.77)

Demostracién: La prueba de esta proposicion sigue las mismas lineas que para el caso de

tercer orden.
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(2)  Longitud finita de datos

En caso de que tengamos N muestras de la sefial y estamos interesados en estimar nm
correlaciones a partir de los datos, se verifica la siguiente proposicién, que es la versién

en cuarto orden de la proposicion 2:

Proposicion 6.- Con el estimador estidndar sesgado definido como:

SZ
R (5550 = = Y x@x*@+t)xn+1,)x*(0+7,)

=51 2.78)
S, = max(0,-7,,-7,,~73)
S, = min(N-1,N-1-1,,N-1-1,,N-1-1,)

la secuencia estimada de la "slice" unidimensional mantiene la estructura de la sefal
solamente para las "slices" horizontales en el primer cuadrante con b o d mayor que nm.
Cuando la SNR es baja, esta estimacion no es buena debido al gran valor de la
coordenada o retardo T usado en los estimadores de las correlaciones (recuérdese que

tratamos con relaciones sefiales-ruido de pico).

La demostracidn se sigue facilmente de la prueba de la proposicién 2, teniendo en
cuenta la siguiente ecuacién obtenida a partir de (2.77) y la ecuacién (2.1) para las

estimaciones de las correlaciones de cuarto orden:

M # *
aa aa . .
f.(r) = R (r,at+bct+d) = L Yy L efTented
N i I T (2.79)

esl'(cr +d) e(si+sj' +8,+85])S, ( 1-e (si+8) +8+8) )(S,-Sy + 1)) t=0,+1,.. +nm
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Proposicién 7.- El estimador tipo covarianza definido como:

T 2y =0t ]y Tyray
2

f{,(ﬁ,fz) - lz x(n) x*(n+1)) X(n+1,) X*(N+75) 7,=0,£1,.. T,

n=T,
T3=0,21,... T30,

T,=max(0,-1,,~T5,-T;)

T2=min(N— 1 ’TlmmN'l"‘zmmN'I“Tam’N”lm'Tl‘ l,N+tm—1:2—1,N+t3m—'r3-—l)
(2.80)

donde Ty Tomax Y Tsmax SON los maximos valores de la coordenadas T, T, y T,
respectivamente, permite que la estructura sinusoidal exponencialmente amortiguada se
mantenga para la secuencia de correlacién estimada en los mismos casos que con longitud
de datos infinita (Proposicién 5). Ello significa que los pardmetros de la sefial pueden

obtenerse de la misma forma a partir de correlaciones de cuarto orden con un nimero

finito de datos.

(3)  Longitud finita de datos contaminados con ruido.

Supongamos que la sefial medida consiste de M sinusoides amortiguadas
contaminadas con ruido del tipo dado en la ecuacién (2.68), donde w(n) es un proceso
Gaussiano complejo de media cero, con partes reales e imaginarias independientes e
idénticamente distribuidas. Suponiendo un nimero suficientemente grande de realizaciones
de este proceso, y definiendo y’(n) como en la ecuacién (2.69), la secuencia de

cumulantes de cuarto orden de y’(n) se define como [MENO91]:
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C,(n,7,,7,7y) = B {y@y" (+1)y'(0+7)y" (+1,)}
-E {y/my”*@+7)} E {y'(+1)y" @+7,)}
-E {y'@y’(@+7,)} E {y"(@+7))y" (0+7,)}
-E {y/@y""@+7,)} E {y'(n+1)y" " (@+7))}

(2.81)

Teniendo en cuenta que la sefial y el ruido son independientes y que los cumulantes de

6rdenes mayor que dos para un proceso Gaussiano son todos cero, tenemos:

Cyi(n,T,,75,75) = x'(m) x"(n+t)) x'(n+7,) x""(n+7,) (2.82)

Si tomamos la sumatoria sobre el indice n, la ecuacion (2.82) se transforma en:

T,

1
C (T1sTpTy) = EE C, (0,7 4,75,T3)
"=h (2.83)
3 .
= -= Y x') x"@+7) x'(@+1) x"(0+1;) = -2 RA1,,7,,75)
n=T,

donde T, y T, se definen como en (2.80).

Podemos observar a partir de (2.83) que la secuencia de cumulantes de cuarto
orden c, (1,,1,1;) es equivalente a la secuencia de correlaciones de cuarto orden
estimadas de la seiial, y ya que estas correlaciones estimadas se comportan como la sefal
original, los pardmetros de la sefial pueden extraerse a partir de ellas. En el caso sefialado
aqui, en el que tenemos disponible una tnica realizacién, los momentos de segundo y

cuarto orden en (2.81) se estiman como correlaciones usando el estimador tipo covarianza.
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En la expresion de la secuencia de cumulantes de cuarto orden aparecerian entonces
correlaciones cruzadas entre la sefial y las correlaciones del ruido. Estos términos se
comportan como un "ruido" afiadido a las correlaciones estimadas de cuarto orden de la
sefial. Incluso asi, cuando la matriz de cumulantes estimada se combina con técnicas
basadas en la descomposicién de valores singulares, se obtienen mejores resultados que
cuando dnicamente se trabaja con los datos ruidosos, especialmente en el caso de ruido

coloreado.

II-8. CONCLUSIONES.

En este capitulo se ha desarrollado un nuevo estimador de las correlaciones de ordenes
superiores (el estimador tipo covarianza) con el propdsito de la estimacion de parametros
de sinusoides exponencialmente amortiguadas usando secuencias de correlaciones de alto
orden. Este estimador reduce los errores deterministas asociados con el modelado
imperfecto de la secuencia de correlacién estimada con el estimador estindar, y tiene la
propiedad de retener la estructura exponencial amortiguada en ciertas secuencias de
correlaciones. Estas secuencias son las mismas que en el caso de longitud infinita de
datos, de forma que el estimador tipo covarianza mantiene la misma propiedad con un
nimero finito de datos. Cuando tnicamente tenemos disponibles observaciones
contaminadas con ruido, primeramente estimamos la secuencia de cumulantes para reducir
los efectos del ruido Gaussiano, y después tomamos la sumatoria sobre la sefial no
estacionaria para obtener la secuencia de correlacién unidimensional. Posteriormente
podemos usar esta secuencia de correlaciones de alto orden con métodos basados en

prediccién lineal para extraer los pardmetros de la sefial, como haremos en el capitulo

siguiente.
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CAPITULO III. ESTIMACION DE PARAMETROS DE EXPONENCIALES COMPLEJAS AMORTIGUADAS USANDO
CORRELACIONES DE ALTO ORDEN. ALGORITMO Y RESULTADOS.

I1I-1. INTRODUCCION

En el capitulo anterior hemos tratado el problema de como mantener el modelo de
sinusoides exponencialmente amortiguadas para la secuencia de correlaciones de alto
orden de esta clase de sefiales deterministas. Este objetivo se ha logrado mediante la
introduccién de un nuevo tipo de estimador, el estimador tipo covarianza [RUI95a] que
soluciona el problema del modelado imperfecto asociado al estimador estdndar sesgado
o insesgado de los momentos [ROS83] [NIK87]. Junto a ello, en este capitulo se han
establecido las "slices" posibles en el plano o espacio de momentos de manera que las

correlaciones mantengan la estructura de los datos.

Una vez que se ha estimado la secuencia de correlaciones de tercer o cuarto orden
el siguiente paso es extraer las frecuencias y factores de amortiguamiento. En este
capitulo vamos a tratar el problema de la disposicién de la secuencia de correlacion de
alto orden de la sefial en matrices para resolver el problema lineal asociado mediante una
solucién de norma minima usando la descomposicién en valores singulares (SVD). El
objetivo de este capitulo es, pues, introducir diferentes tipos de matrices de correlaciones
o cumulantes, establecer el algoritmo para estimar los pardmetros de la sefial y corroborar
los argumentos teéricos dados en el capitulo anterior mediante una evaluacion cuantitativa
del comportamiento tanto del estimador estindar sesgado como del estimador tipo

covarianza.

Dentro de este capitulo propondremos un nuevo tipo de matriz basada en varias
"slices" horizontales en el plano de momentos y se relacionan con otra matriz propuesta
recientemente en la bibliografia. Este marco unificado nos permite obtener algunas

propiedades y resultados interesantes considerando los diferentes tipos de matrices dentro
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de un nuevo formalismo. Particularmente itil ha sido la relacién obtenida entre las
matrices tipo CTOM (media de tercer orden restringida) [RAG86] y las propuestas aqui
usando el estimador tipo covarianza [RUI95a]. Dichas matrices surgen en la modelacién
paramétrica autoregresiva en el biespectro, y una versién modificada de ellas se utilizaron
en [GAL95a] para el mismo problema que nos ocupa en este capitulo, es decir, la
estimacién de las frecuencias complejas. La relacién obtenida entre este tipo de matrices,
en principio independientes del estimador usado y las matrices construidas usando el
estimador tipo covarianza proporciona un marco unificado que nos permite explicar las

propiedades, especialmente en resolucion en frecuencia, asociadas a este tipo de matrices.

Junto a este estudio de las matrices posibles para estimar los pardmetros,
expondremos su utilizacién en un algoritmo global consistente y lo aplicaremos a
ejemplos de simulacién estdndar mediante simulaciones tipo Montecarlo. La consistencia
de los algoritmos basados en estadistica de érdenes superiores €s un tema muy importante
objeto de estudio en afios recientes. En este capitulo extendemos los resultados de
identificabilidad de sistemas lineales al problema objeto de nuestro estudio, y basandonos
en estos resultados construiremos un algoritmo consistente de estimaciéon de los
parametros de la sefial independiente de cuél sea el estimador usado para las correlaciones
de alto orden. Los resultados de simulacién proporcionados por el algoritmo que usa el
estimador tipo covarianza se comparan con los del método de Kumaresan-Tufts (KT) y
el planteamiento basado en el estimador estandar sesgado. Esta comparacion muestra la
efectividad del estimador propuesto en el capitulo anterior en términos del sesgo 6 "bias"
y error cuadratico medio cuando las sefiales estin contaminadas con ruido aditivo

Gaussiano y se dispone de un tunico registro de datos de longitud reducida.

Este capitulo se ha organizado de la siguiente forma: en la seccién III-2 se

establecen los diferentes tipos de matrices utiles para estimar los parametros. Esta seccion
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introduce una nueva matriz no Hankel usando "slices" horizontales en el plano o espacio
de momentos, matriz que estd relacionada intimamente con la matriz tipo CTOM
propuesta en [GAIl95a] para tratar este problema. En la seccion III-3 establecemos el
método de estimacién de estos pardmetros, discutiendo el problema de la identificabilidad
usando una dnica "slice" unidimensional. La seccién III-4 resume los pasos de un
algoritmo consistente para estimar los pardmetros de la sefial. En la seccién III-5 se
proporcionan los resultados de simulacién que demuestran la efectividad del estimador
tipo covarianza cuando solamente esta disponible para su analisis un unico registro de la
sefial con un nimero reducido de datos. En esta seccion incluimos un estudio de los
parametros libres de configuracién de los algoritmo y de la propia sefial que se usa en

este problema de estimacién. Finalmente, se resumen los resultados principales obtenidos

en la seccion II1-6.

I1I-2. MATRICES DE CORRELACION DE ALTO ORDEN.

Supongamos que tenemos N muestras de una sefial exponencial amortiguada

definida como en el capitulo anterior y que reproducimos de nuevo aqui:

M
xm) = Y a e (3.1)
m=1

donde los nimeros complejos a, m=1,2..M se las amplitudes complejas y s, = G, +
j2nf_, m=1,2..M son las frecuencias complejas. G, son los factores de amortiguamiento
y f_ las frecuencias de los polos de la sefial. De acuerdo con los resultados expuestos en
la Proposicién 2 del capitulo anterior, si la secuencia de correlacin definida sobre una

de las "slices" unidimensionales permitidas se estima usando el estimador tipo covarianza,
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siempre que sea una "slice" de rango completo esta secuencia retendrd el modelo de
exponenciales amortiguadas de los datos. De esta forma, ya que la secuencia de
correlacién puede modelarse de la misma forma que los datos, las siguientes matrices

basadas en correlaciones de alto orden son posibles:

(1) Matrices Hankel usando una tinica "slice".

Usando la secuencia de momentos como si fuesen datos para el método de Kumaresan-

Tufts [KUM82] [KUMS86], obtenemos la siguiente matriz:

£:(0) fo(£1) e Be(Tg)
£2(x1) B2(:2) e e () _—
t:(1, FK) £ (i FEK+D) - -~ E(T,0)

donde la secuencia de momentos estimada usando el estimador tipo covarianza se define
como:
T2

fx(‘r)=% Y xmx*@+7)x"(n+at+b)  a={0,1} 1=0,+1,..7 (3.3)

n=T,;

donde T, y T, estdn definidos como en (2.61), b representa la "slice” especifica utilizada
para la estimacién de los pardmetros y a es la pendiente de la recta, de forma que a=0
representa una "slice” horizontal y a=1 es una "slice” diagonal. En caso de que elijamos
una "slice" diagonal en el tercer cuadrante y T,,,=27,, obtenemos como caso particular

el tipo de matriz usada por Papadopoulos y Nikias en [PAPA90] con el estimador
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estandar sesgado. Notese que, a diferencia del anélisis efectuado en [PAPA90], 1a matriz
propuesta aqui no tiene que ser necesariamente cuadrada. De esta forma el orden del filtro
del error de prediccién K no esté relacionado con el méaximo coeficiente de retardo de la

secuencia de correlacion de alto orden.

(2)  Matriz no Hankel usando q+1 "slices".

Ya que cualquiera de las posibles secuencias de correlacion unidimensionales estimadas
con el estimador tipo covarianza preservan la estructura de los datos, podemos usar q+1
"slices" para construir una matriz (q+1)x(K+1) no Hankel, donde cada fila corresponde
a una "slice" diferente. Si tomamos como ejemplo el caso de "slices” horizontales en el

cuarto cuadrante, esta matriz adoptara la forma:

T Tor  Tog|
Q - Lig Bp » Iz (3.4)
T Tq1 Tk )
donde r; se define como:
N-K-1 .
1 ; : A ; : j=0,1,.K
I, = — x(mx*(n-1)x*(n+j) = R(r=j,b=-1 (3.5)
i N % XX @-Dd = Resjbed

siendo 1., = K en (3.3). Como puede observarse en la matriz dada en (3.4) cada fila
toma los datos de una "slice" diferente. En este punto es interesante notar que si queremos
mantener el mismo nimero de correlaciones en cada fila, podemos acotar el indice

inferior de la expresion (3.5), el cual es q. En este caso solamente las "slices" horizontales
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seran posibles y cada elemento ij de la matriz sera:

N-K-1 .
1 . e wr j=0,1,.K
Ty = % Z.:; x(n)x *(n-i)x *(n+j) i-0.1,.q (3.6)

el cual corresponde a una estimacién de momentos usando la forma alternativa del
estimador tipo covarianza definido en la seccién II-5 del capitulo anterior. La matriz
resultante usando esta forma alternativa del estimador tipo covarianza es de hecho la
matriz CTOM, dada por la ecuacién (2.45). Para explicitar claramente esta relacion,
escribamos el estimador tipo covarianza de la siguiente forma, en vez de la dada en la
ecuacion (3.6):

NK-1 j=0,1,.K

Iy = % g x2(n-i)x *(n+j) (3.7)

i=0,1,..q

expresion que es bdsicamente la misma, ya que se ha obtenido reemplazando x(n) por
x(n-i). En otras palabras, al tomar la secuencia r, (T) = R,(1,b,b), la matriz (3.4) llega a
ser equivalente a la matriz CTOM de la ecuacion (2.45), cuando g=K y se usan datos que
provienen unicamente de un cuadrante. Esta ltima imposicién es necesaria en nuestro
caso para mantener la estructura exponencial amortiguada. De hecho, esta es la forma de
la matriz que se usé en [GAL95a] para la estimaciéon de pardmetros de senales

exponencialmente amortiguadas.

Examinando con detalle esta matriz construida usando el estimador tipo covarianza,
aparece claramente el por qué del nombre elegido para el estimador propuesto. Si
descomponemos la matriz Q, de la ecuacién (3.4), y la matriz R, definida en (3.2) pero
estimando las correlaciones mediante el estimador estandar en la recta diagonal del tercer

cuadrante, obtenemos:
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Qx"'YzTXz szYlTxl (3.8)

donde las matrices de datos Y,, Y,, X, y X, representan:

x*(0) - x"(K) |t
x*'(Q - Xx"(q+K)
L k%, (3.9)

x*(N-K-1) ~ x"(N-1) ‘

~N- 0 .
xz.(O) 0 [
@ - X0

: ,. ; Y, |y, (3.10)

x’(N-K-1) - x*(N-K-1-q)

| *(N-1) - x’(N-g-D) )

A través de esta descomposicién observamos el truncamiento de las matrices de datos
para evitar el ventaneo en el registro de datos que lleva a cabo el estimador tipo
covarianza, ya que usa las matrices X, y Y, que no incluyen ningin elemento fuera del
registro de datos. Con la matriz R, ocurre lo contrario, ya que €ésta si utiliza datos fuera

del registro, y que al ser desconocidos se toman como cero (ventaneo). Esta es una

Estimaci6n de pardmetros de exponenciales complejas amortiguadas.../ 125



CAPITULO III. ESTIMACION DE PARAMETROS DE EXPONENCIALES COMPLEJAS AMORTIGUADAS USANDO
CORRELACIONES DE ALTO ORDEN. ALGORITMO Y RESULTADOS.

caracteristica que diferencia al método de la covarianza de prediccion lineal respecto al
método de la autocorrelacién basado en el uso de estimadores estdndar sesgados
[MARS87]. Este método, basado en correlaciones de segundo orden, muestra también otra
caracteristica que lo diferencial del método de la autocorrelacién, y es su relacion
especifica con el método de Prony. Ello significa que puede usarse para extraer las
frecuencias complejas de las sinusoides amortiguadas [MARS87]. Todas estas
caracteristicas son compartidas por las matrices formadas por correlaciones estimadas
mediante el estimador tipo covarianza; en consecuencia el método de estimacion de
parametros de la sefial con este estimador puede considerarse como una generalizacion
del método de la covarianza de prediccién lineal al dominio de la estadistica de 6rdenes

superiores.

(3)  Matriz no Hankel usando una "slice".

Con el objetivo de usar el nimero mayor posible de correlaciones en cada fila de la
matriz (3.4) usando el estimador tipo covarianza, podemos imponer T,,,=K para la
primera fila, 1,,,,=K+1 para la segunda fila y asi sucesivamente, donde 1,,, es el intervalo
temporal maximo (coordenada 1) para cada fila. Usando como ejemplo el caso de "slices”
horizontales en el cuarto cuadrante, una matriz no Hankel de orden (q) x (K+1) construida

sobre una "slice" unidimensional sera:

(10 #Q) - - 2R )
B 5@ - - BEKD 3.11)
fiq-1) i@ - - f(K+q-1),

donde
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N-(K+) -

- 1 . i=12.q

N P R T (3.12)
B = g X @xebcad T

expresién obtenida a partir de la ecuacién (2.61) tomando como 1,,=K+i-1, siendo i el

indice correspondiente a cada fila (i=1...q).

Debido a que se usa un nimero diferente de términos en cada fila para estimar la
secuencia de momentos, la matriz no posee estructura Hankel, aunque para un nimero de
datos N moderadamente elevado esta matriz tiende a ser equivalente a la matriz Hankel
dada en (3.2). La posible ventaja de esta matriz al usar mas términos para estimar las
correlaciones puede verse atenuada por la pérdida de la estructura Hankel. Es un hecho
bien conocido en la estimacién de parametros de sefiales sinusoidales que la presencia de
una determinada estructura en las matrices de datos lleva a obtener mejores resultados si
estos se comparan con los obtenidos mediante matrices que carecen de esas estructuras
o simetrias. De hecho, los experimentos de simulacién llevados a cabo en este capitulo
muestran que las estimaciones obtenidas usando matrices tipo Hankel dadas en (3.2)
exhiben un menor sesgo y proporcionan mejores resultados que los obtenidos usando las

matrices no Hankel definidas en este apartado.

Cuando el registro de datos disponible esté contaminado con ruido aditivo, todas
las matrices definidas siguen siendo validas reemplazando correlaciones de tercer orden
por momentos, es decir reemplazando en las ecuaciones (3.3), (3.5) y (3.12) x(n) por
y’(n), siguiendo los resultados de la seccién II-6. Né6tese también que podemos usar
estimadores insesgados en todos los casos reemplazando el término 1/N por el inverso del

nimero de sumandos en el estimador tipo covarianza, i.e. N-t,,,+bl.
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II1-3. EL PROBLEMA DE LA IDENTIFICABILIDAD.

Una cuestion interesante que surge cuando se trata de estimar parametros mediante
correlaciones de alto orden es si podemos estimar los pardmetros de la sefial usando
solamente una tnica "slice” de momentos o correlaciones. Ello seria posible si la matriz
construida usando esa "slice" particular tuviera rango M, es decir, el nimero de
exponenciales presentes en los datos. En esta situacion a esta "slice” se le denomina
"slice" de rango completo. Por lo tanto, una determinada "slice” serd una "slice” de rango
completo cuando la secuencia de correlaciones contenga las mismas frecuencias de los
datos, es decir, pueda modelarse como la suma de M exponenciales amortiguadas. En este
caso una matriz de cualquier tipo de los anteriores construida usando esta "slice" tendra
rango M, tal y como establece el método KT [KUMS2]. Papadopoulos y Nikias
[PAPA90] establecieron condiciones suficientes sobre las amplitudes a;’s y las frecuencias
s;’s basadas en las distribuciones de ceros de polinomios complejos que aseguran que
expresiones del tipo (2.52), (2.53), o (2-54) del capitulo anterior se verifican, i.e. A(i),

B(i) y C(i) son no nulos para Vi=l,...M.

Recientemente, Giannakis, Swami y Mendel [SWA92] [GIA92] han tratado el
problema de la identificabilidad de los pardmetros AR de un modelo ARMA causal
usando una unica "slice". Teniendo en cuenta la formula de Brillinger-Rosenblatt
[BRI67a], que establece que los cumulantes de un proceso estacionario que sea la salida
de un sistema lineal estable pueden calcularse a partir de las correlaciones de alto orden
de la respuesta impulso de dicho sistema, y ya que una sefial sinusoidal exponencialmente
amortiguada puede considerarse como la respuesta impulso de un sistema racional estable
[OPP75], ambos problemas son equivalentes. Esto es, si la "slice" de correlaciones de una
sefial determinista o la "slice" de cumulantes de salida de un proceso ARMA puede

modelarse como la suma de M sinusoides exponencialmente amortiguadas, estamos ante
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una "slice” de rango completo. Este resultado para la secuencia de cumulantes de un
proceso ARMA fue también obtenido en [SWA92] (Teorema 1). Lo realmente importante
de esta seccién, y que constituye una de las aportaciones de este capitulo, reside en
relacionar el problema determinista no estacionario con el problema aleatorio estacionario,
y aplicar los resultados previamente obtenidos en la bibliografia para la secuencia de
cumulantes de un proceso aleatorio a la secuencia determinista de correlaciones de alto
orden para luego recobrar mediante un algoritmo consistente los parametros de la sefial

a partir de ella.

Considerando la discusién anterior, si en [SWA92] se establece la suficiencia de
M+1 "slices" para asegurar la identificabilidad de la parte AR de un proceso ARMA
causal, equivalentemente podemos establecer la suficiencia de un conjunto finito de
"slices" para recuperar los parametros de la sefial. Considerando por simplicidad el caso

de estadistica de tercer orden tenemos la siguiente proposicién adaptada de [SWA92]:

Proposicion: El conjunto de "slices” de momentos de tercer orden r,(T,b) , b=0,..M-1 es

suficiente para identificar los pardmetros de la sefial.

La proposicién anterior establece un nimero de "slices" suficiente para identificar los
parametros de la sefial, pero en algunas ocasiones puede que baste un nimero menor de
"slices", por ejemplo si existe una "slice” de rango completo solamente es necesario una

tinica "slice". En la practica, el procedimiento a seguir seria el siguiente:

- Construir las matrices R, b=0,1,... M-1 de tipo 1 o 3 formadas por las "slices"
unidimensionales r,(T,b). Si existe una "slice" de rango completo, la matriz
correspondiente R, serd de rango M. En este caso la matriz de tipo 1 o 3 construida con

esta "slice" seria valida.
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- Si no existe una "slice" de rango completo, formamos entonces la matriz bloque
de estructura Hankel o no R=[R,” R,"..Ry,,"]". La proposicién anterior asegura la

identificabilidad a partir de este conjunto especifico de "slices".

Un procedimiento similar a este se usé en [GIA89a] para la identificacion de
sistemas ARMA de fase no minima. En este caso adoptamos y aplicamos este metodo
para el caso de sefiales deterministas. Aunque nos refiramos siempre al caso de estadistica
de tercer orden, la extensién al caso de correlaciones de cuarto orden es directa siguiendo
las mismas lineas. Este problema de identificabilidad no se presenta en la caso tratado en
[11] de sefiales arménicas con fase aleatoria. Swami y Mendel [SWA91] tratan la
estimacién de parametros de sefiales sinusoidales o arménicas con fase aleatoria usando
multiples realizaciones de la sefial, en vez de una unica como es nuestro caso. En
[SWA91] se demuestra que la "slice” diagonal se comporta como la secuencia de
autocorrelacién, de forma que la identificabilidad usando tnicamente esta "slice” esta

asegurada.

El procedimiento descrito anteriormente puede también extenderse a matrices no
Hankel usando g+1 "slices" (matrices del tipo 2). Denotemos por Q(0:k) una matriz de
este tipo (ecuacién (3.4)), la cual, teniendo en cuenta las ecuaciones (34) y (3.5), puede

escribirse como:

(R0,0) R(1,0) -~ R(EK,0))

Q,OK) = R(‘?’l) f‘(f") Rﬂf’l) (3.13)

R0, R(l,9 -~ RK.9)

Si construimos las matrices no Hankel Q (m:m+K) m=0,1...M-1, y ninguna de ellas tiene

rango M, entonces tenemos asegurado que la matriz bloque Q=[Q,"(0:K) Q,(1:K+1) ...
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Q,"(M-1:M-1+K)]" es de rango M. Este resultado es una consecuencia de la proposicién
anterior, ya que si reordenamos las filas de la matriz bloque Q se puede demostrar
facilmente que dicha matriz contiene todas las filas de la matriz bloque R, para la cual

tenemos asegurado que es de rango M.

I1I-4. DESCRIPCION DEL ALGORITMO.

Una vez que hemos discutido el problema de la identificabilidad y hemos establecido los
posibles tipos de matrices que podemos usar para estimar los parimetros de la sefial,
estamos en condiciones de formular los pasos de un algoritmo consistente para la
estimacién de parametros de sefiales sinusoidales exponencialmente amortiguadas. Este

algoritmo consta de cinco etapas, que vamos a describir suscintamente:

1) A partir de la secuencia de datos medidos contaminados con ruido aditivo {y(0)

y(1)...y(N-1)} de la forma

y(n) = x(n) + w(n) n=0,1,.N-1 (3.14)

donde x(n) se define en la ecuacién (3.1) y el ruido aditivo w(n) es un proceso Gaussiano
complejo, estacionario, blanco o coloreado, de media cero, independiente e idénticamente
distribuido, formamos la secuencia {y’(0) y’(1) ... y’(N-1)} sustrayendo la media muestral

a los datos.

2) Estimamos las correlaciones de tercer o cuarto orden de la sefial x(n) en la "slice”
elegida. Para ello calculamos la secuencia de cumulantes de la sefal y’(n) definida usando

el estimador tipo covarianza (ecuacién (2.72)) con el conjunto de datos {y’(0) y'(1) ...
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y’'(N-1)}. En caso de que dispongamos de multiples realizaciones de la sefial, estimamos
las correlaciones para cada realizacion y luego promediamos para obtener la secuencia de

momentos resultante.

3) Con la secuencia de correlacién estimada, construimos una matriz de cualquiera
de los tipos anteriores (3.2), (3.4) o (3.11) como se describe en la seccién III-2. Luego
usamos un estimador del rango de la matriz [KON88] y establecemos dicho rango. Si la
"slice" elegida es de rango completo, la matriz construida tendra un rango efectivo M. En
caso de que no lo sea, usamos los resultados de la seccién anterior para obtener una
matriz de rango M. En caso de que el nimero M de exponenciales de los datos no sea
conocido, testeamos con diferentes matrices usando secuencias de momentos en el
conjunto especifico de "slices" especificado anteriormente, o usamos la matriz bloque

Hankel R o la matriz bloque de estructura no Hankel Q.

4) Con cualquiera de las matrices usadas en la etapa 3), que denominaremos C,

formamos el sistema lineal de ecuaciones:

c b - -c (3.15)

donde C, es la matriz C sin la primera columna, c, es dicha primera columna, y b es el
filtro de prediccidn lineal hacia atrds. Luego calculamos la solucién de minimos cuadrados
truncada de orden M de (3.15) siguiendo el método KT, la cual, expresada en términos

de una descomposicién en valores singulares es:

M H
ui Cx
b=-y b (3.16)

i=1
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donde A, u;, y v, son los valores singulares y los vectores singulares izquierdo y derecho
respectivamente. Ya que la secuencia de correlacién se comporta como una secuencia
exponencial, las mismas consideraciones sobre la eleccién del orden del filtro de

prediccién lineal siguen siendo validas para este caso.

5) Una vez que hemos estimado las frecuencias complejas, las amplitudes complejas
pueden evaluarse facilmente a partir de los datos medidos de la seiial resolviendo un

sistema de Vandermonde en el sentido de minimos cuadrados [MARS&7].

De forma analoga, los resultados tanto de esta seccién como de la anterior formulados
para momentos o correlaciones de tercer orden pueden extenderse a correlaciones de
orden arbitrario. La extensién de correlaciones o cumulantes de cuarto orden es

particularmente 1til y es la que usaremos en los resultados numéricos de la seccion

siguiente.

I1I-5. RESULTADOS DE SIMULACION.

En esta seccién nos proponemos aplicar los resultados teéricos obtenidos en las
secciones anteriores a ejemplos concretos de simulacién [RUI95a]. Nos proponemos
demostrar a través de varias sefiales test la aplicabilidad y efectividad de usar el estimador
tipo covarianza para estimar correlaciones o cumulantes de cuarto orden en el problema
de extraccién de pardametros de sefiales sinusoidales exponencialmente amortiguadas. Nos
vamos a centrar particularmente en casos donde el nimero de datos es pequefio, o en
resolver sinusoides amortiguadas de frecuencias muy cercanas entre si. Por
consideraciones de brevedad los resultados mostrados aqui se refieren al caso de

cumulantes de cuarto orden en vez de momentos de tercer orden, ya que en nuestras
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simulaciones la estadistica de cuarto orden muestra una clara superioridad comparada con
el caso de tercer orden. De hecho estos resultados corroboran las observaciones y
conclusiones mostradas en [PAPA90], y por ello no hemos creido necesario insistir mas

en un estudio comparativo de tercer y cuarto orden.

En los ejemplos que siguen vamos a estudiar los efectos del nivel del ruido aditivo,
de la separacién en frecuencia de las sinusoides y de la sensibilidad a la forma espectral
del ruido coloreado en las estimaciones de parametros usando el estimador tipo covarianza
y el estimador estandar sesgado en la "slice” diagonal del espacio de cumulantes de cuarto
orden, asumiendo que solo disponemos de una tnica realizacién de la sefial. Asimismo,
nos proponemos investigar los efectos de pardmetros tales como la longitud del registro
de datos, el orden del filtro del error de prediccidn o el periodo de muestreo de la sefial.
Con objeto de llevar una comparacién con un método referencia, hemos empleado
también el método KT usando matrices de las mismas dimensiones que las de los métodos
basados en cumulantes. Como hemos comentado anteriormente s6lo vamos a tratar el
problema considerando una tnica realizacién, en caso de que dispusiéramos de mas de
una realizacién de la sefial el promedio adicional llevado a cabo en las estimaciones de
los cumulantes proporcionaria mejores resultados, pero el comportamiento relativo global
permaneceria inalterado. Teniendo esto en cuenta y por consideraciones de brevedad, los
resultados que consideran miltiples realizaciones de la sefial no los mostramos en esta
Memoria. En todas las simulaciones que siguen hemos utilizado el lenguaje de
programacién FORTRAN77 asi como la libreria IMSL en un VAX 6000 del equipo

informatico de la Universidad de Granada.

Ejemplo 1: En primer lugar vamos a considerar un ejemplo ampliamente usado en la
bibliografia [KUM82] [PAPA90Q] para testear el comportamiento de los algoritmos de

estimacion de parametros de las sefiales de las que nos ocupamos en este capitulo. En este
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primer ejemplo los datos de simulacién vienen generados por la ecuacion:

y(n) = a, e aze,sznT +wnT) n=0.N-1 (3.17)

donde s,=-0.2+j210.42 y s,=-0.14j210.52, a,=1, a,=1. Las fases iniciales son cero, asi que
cualquier "slice" es una "slice” de rango completo por la condicion suficiente dada en
[PAPA90]. El ruido w(n) es un proceso Gaussiano complejo, i.i.d., con parte real e
imaginaria independientes entre si con varianza o’ cada una. La relacion sefial ruido
(SNR) se define como log10(1/26%). Nétese que esta es una definicion de SNR de pico,
es decir, referida al mayor valor que toma la seiial transitoria, de forma que las ultimas
muestras de la sefial estdn fuertemente contaminadas con ruido. El ruido coloreado que
vamos a usar se generd filtrando ruido Gaussiano blanco a través de un filtro FIR de
respuesta impulso dada por h=[0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.7, 0.6, 0.5, 0.0, 0.0, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8,
0.7, 0.6, 0.5]. Este mismo filtro FIR fue usado por Papadopoulos y Nikias en [PAPA90]

para generar el proceso Gaussiano coloreado.

Para cuantificar estadisticamente el comportamiento de los métodos usados en
nuestras experiencias realizamos 500 ejecuciones independientes de la sefial ruidosa en
una simulacién tipo Montecarlo, dejando inalterada la sefial transitoria y generando
independientes realizaciones del ruido usando semillas diferentes. Como parametro que
nos mida la bondad de las estimaciones computamos el error cuadratico medio (MSE) asi
como el sesgo o "bias" de los factores de amortiguamiento y las frecuencias. Como ocurre
en los métodos basados en una solucién de norma minima, en las simulaciones se llega
a un valor de la SNR por debajo de la cual la varianza crece vertiginosamente. A este
valor de SNR se le denomina en la bibliografia valor umbral. En nuestras simulaciones
diremos que tenemos un valor umbral cuando el sesgo o "bias" de las estimaciones es

muy grande (un 100% del valor verdadero de los pardmetros) o cuando obtenemos mas
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raices del polinomio del filtro de error de prediccion fuera del circulo unidad que el orden
de la sefal, lo que implicaria unos errores de estimacién o una ruptura de los valores del
MSE. Estos valores umbrales aparecen a bajas relaciones sefial-ruido y constituyen una
limitacion practica en el uso de estos métodos. Cuando se alcanza el valor umbral el
correspondiente valor del MSE no se mostrara en las gréficas, por lo que la ausencia de

valor a una determinada SNR significa que ese método ha alcanzado su nivel umbral.

En este ejemplo, usaremos N datos obtenidos a partir de la ecuacién (3.17) para
estimar nm muestras de la secuencia de cumulantes de cuarto orden en la recta diagonal
del tercer cuadrante usando tanto el estimador tipo covarianza (y notaremos este método
como COV-FOC) y el estimador estdndar sesgado (que denominaremos método BIA-
FOC). Con estos nm cumulantes estimados, construimos matrices Hankel usando una
"slice" del tipo mostrado en la ecuacién (3.2). Hemos elegido en nuestros experimentos
este tipo de matrices ya que las estimaciones obtenidas usando matrices de estructura
Hankel son las que exhiben un menor sesgo y proporcionan las mejores estimaciones. Los
otros tipos de matrices descritos en la seccién III-2 muestran un peor comportamiento en
ambientes de baja relacion sefial-ruido, aunque los resultados obtenidos con las matrices
de estructura no Hankel sobre q "slices" (3.4) muestran unas interesantes propiedades de
resolucién en frecuencia a valores de SNR moderadamente altas [GAL95a]. Junto a los
métodos COV-FOC y BIA-FOC vamos a mostrar los resultados del método KT basado
en matrices de datos. Para llevar a cabo una comparacién ajena a factores tales como la
longitud del filtro de error de prediccion lineal, se usaran matrices de las mismas

dimensiones que las utilizadas en los métodos basados en estadistica de cuarto orden.

Antes de pasar a mostrar los resultados de la estimacion de las frecuencias
complejas de la sefial (3.17), vamos a llevar a cabo un estudio de los pardmetros de

trabajo que aparecen en este problema, tales como el periodo de muestreo T de la sefial,
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el orden del filtro de error de prediccién lineal K, y el mimero de datos N. Los resultados
se muestran en las figuras (3.1)-a, (3.1)-b, (3.2)-a, (3.2)-b, (3.3)-a y (3.3)-b. En las figuras
(3.1)-ay (3.1)-b el MSE de las frecuencias estimadas 0.42 y 0.52 se representa en funcion
del orden del filtro del error de prediccién a una SNR de 10 dB en ambiente de ruido
blanco y coloreado respectivamente usando el estimador tipo covarianza. En este caso
hemos estimado 25 cumulantes a partir de 30 datos de la sefial contaminada con ruido
(3.17) con T=0.5. Tal y como se apuntaba por otros autores, la existencia de una eleccién
6ptima del orden del filtro sobre un valor de 17 o 18 (2N/3) aparece claramente reflejada
en estas graficas. La eleccién del orden del filtro es importante a bajas SNR como se
muestra en estas figuras. A mayores valores de SNR, el orden del filtro K es mucho
menos critico, apareciendo un amplio intervalo de posibles 6rdenes del filtro que se

pueden elegir. Este comportamiento ratifica los resultados experimentales presentados en

[KUMB2].

Otro de los pardmetros importantes que aparecen en este problema son el intervalo
de muestreo y el nimero de datos disponibles para estimar la secuencia de cumulantes.
Como se puede observar en las figuras (3.2) y (3.3), el estimador estdndar de las
correlaciones de alto orden es bastante sensible a la eleccién de estos pardmetros. La
razén hay que buscarla a partir de la ecuacién (2.58) que nos da la secuencia estimada
de correlaciones por el estimador estindar. Como muestra dicha ecuaciodn, si el numero
de datos o el intervalo de muestreo decrecen, las componentes oscilatorias de la secuencia
de correlaciones que vibran como la suma de frecuencias de la sefial original aumentan
progresivamente su importancia, haciendo cada vez mis dificil extraer las frecuencias
correctas de la secuencia de correlaciones, especialmente a elevados niveles de ruido. Esta
situacién se muestra para la primera frecuencia compleja en las figuras (3.2)-a y (3.2)-b
para el caso del periodo de muestreo o en las figuras (3.3)-a y (3.3)-b para el caso del

nimero de datos.
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Figura (3.1)-a. MSE de las frecuencias estimadas frente al orden del filtro de error de
prediccién a una SNR = 10 dB de ruido blanco usando el estimador tipo covarianza.
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Figura (3.1)-b. MSE de los factores de amortiguamiento frente al orden del filtro de error
de prediccién a una SNR = 10 dB de ruido blanco usando el estimador tipo covarianza.
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10*LOG10(1/MSE)
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Figura (3.2)-a. MSE de la frecuencia 0.52 frente al intervalo de muestreo de la sefial para
SNR = 5 dB en ruido coloreado.
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Figura (3.2)-b. MSE del factor de amortiguamiento 0.1 frente al intervalo de muestreo
de la seiial para una SNR = 5 dB en ruido coloreado.
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Figura (3.3)-a. MSE de la frecuencia 0.52 en funcién del numero de datos usados para
estimar la secuencia de cumulantes para SNR = 5 dB en ruido coloreado.
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Figura (3.3)-b. MSE del factor de amortiguamiento 0.1 en funcién del nimero de datos
usado para estimar la secuencia de cumulantes con SNR = 5 dB en ruido coloreado.

Estimacién de pardmetros de exponenciales complejas amortiguadas.../ 140

S0000000000000000C0OCN000C0N000C0000CESOPDPAQCRONOGOOIONIBITG



' 0000000000080 0000000 0006000000000 000C0COCOCY°COCCXCOCOPTCORRQYS

CAPITULO III. ESTIMACION DE PARAMETROS DE EXPONENCIALES COMPLEJAS AMORTIGUADAS USANDO
CORRELACIONES DE ALTO ORDEN. ALGORITMO Y RESULTADOS.

Es evidente a partir de estas figuras la incapacidad del método BIA-FOC para extraer los
valores correctos de la frecuencia compleja -0.1+j210.52 cuando el nimero de datos es

menor de 70 6 el intervalo de muestreo es menor de 0.9.

Finalmente hemos llevado cabo un test para mostrar la capacidad de los cumulantes
de cuarto orden para suprimir el ruido Gaussiano usando una dnica realizacion de la sefal.
El resultado se muestra en las figuras (3.4)-a y (3.4)-b para los casos de ruido blanco y
coloreado. En esta experiencia calculamos separadamente a partir de la sefial ruidosa tanto
la secuencia de cumulantes de la sefal libre de ruido como de la propia secuencia del
ruido usando el estimador tipo covarianza para computar la SNR de salida. Puede
observarse en esta figura que, independientemente del nimero de datos que forman la
sefial, el ruido esta siendo suprimido de manera efectiva en el dominio de los cumulantes
de cuarto orden hasta una SNR de -5 dB, ya que la secuencia de salida exhibe menos
SNR que la secuencia de entrada. Ademds, la ventaja de usar cumulantes para mejorar la
SNR efectiva de la sefial se mantiene tanto para el caso de ruido blanco como de ruido

coloreado, dada la similitud de las figuras (3.4)-a y (3.4)-b.

Una vez que hemos establecido la influencia de los pardmetros de trabajo
relacionados con este problema, nos vamos a concentrar en estudiar la capacidad de
estimacién de las frecuencias complejas de la sefial en ambiente ruidoso de los métodos
BIA-FOC, COV-FOC, y KT cuando la longitud del registro de datos es reducido (N=30).
Con estos 30 datos estimamos una secuencia de 25 cumulantes de cuarto orden. Estos 25
cumulantes (o 25 datos para el método KT) son usados para construir una matriz Hankel
con K=17, para posteriormente extraer las raices del polinomio del filtro del error de
prediccién y estimar las frecuencias y factores de amortiguamiento. El intervalo de

muestreo T fue elegido como 0.5.
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Figura (3.4)-a. Comportamiento de los cumulantes de cuarto orden de la sefial
contaminada con ruido Gaussiano blanco.
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Figura (3.4)-b. Comportamiento de los cumulantes de cuarto orden de la sefial
contaminada con ruido Gaussiano coloreado.
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Para cuantificar la capacidad de discriminacién computamos para los métodos COV-FOC,
BIA-FOC y KT el MSE y el sesgo o "bias" de las frecuencias y factores de
amortiguamiento estimados en ruido aditivo blanco y coloreado a partir de 500
ejecuciones independientes. Los resultados para el "bias" se dan en las Tablas III.1 y II1.2
para ruido blanco y coloreado respectivamente. E1 MSE para diferentes valores de la
relacién sefial-ruido se representa en las figuras (3.5)-a, (3.5)-b, (3.5)-¢c, (3.5)-d para el
caso de ruido blanco y (3.6)-a, (3.6)-b, (3.6)-c y (3.6)-d para el caso de ruido coloreado.
A partir de las figuras (3.5)(a), (b), (c) y (d) se observa claramente que el método COV-
FOC supera al método BIA-FOC, el cual muestra grandes errores de estimacion en los
parametros, sobre todo en el factor de amortiguamiento -0.1 y en la frecuencia 0.52. El
método KT muestra un buen comportamiento en el caso de ruido blanco, pero el método
COV-FOC lo mejora, especialmente con la frecuencia asociada con el mayor factor de
amortiguamiento. Esta mejoria en las estimaciones del método COV-FOC sobre el método
KT es mayor en el caso de ruido coloreado que se muestra en las figuras (3.6)(a), (b), (c)
y (d), ya que el método KT estd mds afectado por el ruido y estima frecuencias espureas
debido a las componentes espectrales del ruido. En este caso el método BIA-FOC da
mejores estimaciones que en caso de ruido blanco, pero los errores de modelado
introducidos en la estimacién de la secuencia de cumulantes afectan una vez mas a los

parametros estimados, especialmente a la segunda frecuencia (-0.1+j2w 0.52).

En las Tablas III.1 y IIL.2 se muestra el sesgo de los factores de amortiguamiento
y frecuencias obtenidos por los métodos COV-FOC, BIA-FOC, y KT en 500 ejecuciones
independientes de ruido blanco o coloreado a diferentes valores de la relacion sefial-ruido.
Estas tablas muestran claramente que el método BIA-FOC esta afectado por un sesgo
persistente en la segunda frecuencia debido al modelado imperfecto de la secuencia de
cumulantes, que contiene varias componentes deterministas que contribuyen a los valores

singulares de la matriz de coeficientes.
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|| SNR (dB) | ~ SESGO DEL FACTOR DE AMORTIGUAMIENTO -0.2
KT COV-FOC BIA-FOC
30 1.15E-3 240E-3 182E-2
25 2.78E-3 3.14E3 19752
20 2.06E-2 5.04E3 2.40E-2
15 7.28E2 T1.06E-2 3.68E-2
10 ¥ 3.79E2 ¥
5 % * *
[ swam | SESGODELFACTOR DE AMORTIGUAMIENTO 01 |
r |  kxr |  covroC |  BIAFOC |
30 56854 1.05E-3 75,5562
25 138E-3 144E3 5.52E2
20 3 61E-3 2.53E3 ¥
15 0.84E-3 144E-3 *
10 3.14E2 1.59E-2 :
5 % % *
SESGO DE LA FRECUENCIA 0.42
KT COV-FOC BIA-FOC
30 551E-S 1.05E4 0.64E4
25 1 44E4 904954 1.18E-3
20 34364 1.02E-3 1.77E-3
15 1.08E-3 11753 34763
10 * 1.70E-3 ¥
5 * * *
SESGO DE LA FRECUENCIA 0.52
KT COV-FOC BIA-FOC
30 17765 47654 9.11E4
25 345E5 51054 111E3
20 6.66E-4 5.59E4 >
15 T1.06E-3 61754 ¥
10 548E-2 7.78E-3 -
5 % % *

Tabla IIL1. Sesgo o "bias" de los pardmetros estimados en ruido blanco para 500 ejecuciones.
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SNR (dB) | SESGO DEL FACTOR DE AMORTIGUAMIENTO -0.2 "

|  kr [ covroc |  BIAFOC |
30 -5 60E-4 -1.85E-3 “1.75E-2
25 -7.20E-4 -2.12E-3 “182E2
20 -3.36E-3 -3.13E3 -2.08E-2
15 -149E-2 -7.09E-3 -295E-2
10 * -2.79E-2 -6.35E-2
5 * * *

SESGO DEL FACTOR DE AMORTIGUAMIENTO -0.1

SNR (dB) “

SESGO DE LA FRECUENCIA 0.42

KT COV-FOC BIA-FOC
30 -241E-5 7.31E4 -5.60E-2
25 3.06E4 8.44E4 -5.63E-2
20 1.73E-3 141E-3 -5.84E-2
15 8.09E-3 3.80E-3 -6.70E-2
10 6.16E-2 1.56E-2 ¥
5 b 6.95E-2 *

KT COV-FOC BIA-FOC
30 3.61E-5 6.15E-5 8.93E4
25 1.25E4 7.67E-5 1.04E-3
20 4.27E4 3.10E4 1.53E-3
15 1.58E-3 6.38E-4 3.15E-3
10 * 4.39E-3 8.89E-3
5 * * *

SESGO DE LA FRECUENCIA 0.52

KT COV-FOC BIA-FOC
30 -1.57E-5 -4.89E-5 1.09E4
25 -3.80E-5 -6.10E-5 121E4
20 -1.00E-4 -1.03E-4 4.89E-3
15 -2.64E-4 -1.93E-4 -7.21E-3
10 3.19E-3 -3.34E4 *
5 1.12E-2 -5.28E-3 *

Tabla IIL2. Sesgo o "bias"

ejecuciones.

de los pardmetros estimados en ruido coloreado para 500
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FACTOR DE AMORTIGUAMIENTO -0.2

10*log10(1/MSE)

60
~KT

50 — + cov-Foc ......................................................
* BIA-FOC

10 T T T T

SNR (dB)
N=30 RUIDO BLANCO

Figura (3.5)-a. MSE del factor de amortiguamiento -0.2 en funciéon de la SNR en
ambiente de ruido Gaussiano blanco.

FRECUENCIA 0.42
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Figura (3.5)-b. MSE de la frecuencia 0.42 en funcién de la SNR en ambiente de ruido
Gaussiano blanco.
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FACTOR DE AMORTIGUAMIENTO -0.1

10*l0g10(1/MSE)
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Figura (3.5)-c. MSE del factor de amortiguamiento -0.1 en funciéon de la SNR en

ambiente de ruido

SNR (dB)
N=30 RUIDO BLANCO

Gaussiano blanco.

FRECUENCIA 0.52
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Figura (3.5)-d. MSE de la frecuencia 0.52 en funcién de la SNR en ambiente de ruido

Gaussiano blanco.
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FACTOR DE AMORTIGUAMIENTO -0.2

10*log10(1/MSE)

60
= KT

50 — +COV-FOC | . |
* BIA-FOC L

10 T 1 T T

SNR (dB)
N=30 RUIDO COLOREADO

Figura (3.6)-a. MSE del factor de amortiguamiento -0.2 en funcién de la SNR en
ambiente de ruido Gaussiano coloreado.

FRECUENCIA 0.42
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65
- KT

ST B o0 )TN o] o) USRS

* BIA-FOC
L e B s s s i

60

50._. ................................................................

45_ ..................................................................

40_. ....................................................................

35 T T T L
5 10 15 20 25 30

SNR (dB)
N=30 RUIDO COLOREADO

Figura (3.6)-b. MSE de la frecuencia 0.42 en funcién de la SNR en ambiente de ruido
Gaussiano coloreado.
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FACTOR DE AMORTIGUAMIENTO -0.2

10*10g10(1/MSE)

60
- KT

50 < + COV-FOC ......................................................

* BIA-FOC
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SNR (dB)
N=30 RUIDO COLOREADO

Figura (3.6)-c. MSE del factor de amortiguamiento -0.1 en funcién de la SNR en
ambiente de ruido Gaussiano coloreado.

FRECUENCIA 0.52
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Figura (3.6)-d. MSE de la frecuencia 0.52 en funcién de la SNR en ambiente de ruido
Gaussiano coloreado.
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Como conclusién a partir de todos los resultados mostrados podemos afirmar que
el método COV-FOC da las mejores estimaciones en términos de "bias" y MSE cuando
operamos con un nidmero de datos reducido. Este método muestra la ventaja de aplicar
la estadistica de ordenes superiores a este tipo de sefiales deterministas, incluso cuando
la longitud del registro de datos es pequefia. A medida que el nimero de datos se
incrementa, el método BIA-FOC va siendo progresivamente equivalente al método COV-
FOC ya que los términos extra que aparecian por los errores de modelado son
despreciables cuando aumenta N (véase ecuacion (2.58)). Esta propiedad se ha confirmado
en nuestras simulaciones cuando hemos usado un registro de 64 datos. En este caso
aumenta la ventaja de los métodos basados en cumulantes sobre el método KT en el
sentido de que se obtienen menores valores del MSE especialmente en el caso de ruido
coloreado, aunque el valor umbral de SNR obtenido para el método COV-FOC permanece

inalterado.

Ejemplo 2: En este segundo ejemplo vamos a centrar nuestro estudio en la resolucion de
sinusoides exponencialmente amortiguadas de frecuencias muy cercanas entre si. Por ser
las situaciones de mas interés nos vamos a limitar al caso de que tengamos un unico
registro de datos con un nimero reducido de los mismos contaminados con ruido
Gaussiano coloreado. El ruido coloreado se ha generado como en el ejemplo anterior. Para
llevar a cabo esta experiencia la sefial y(n) se definen como en la ecuacién (3.17) con s,=-
0.2+j2m 0.5 y s,=-0.1+j2n 0.52. El orden del filtro se elige como 13 y el periodo de
muestreo T como 0.5. La secuencia de cumulantes usada para estimar las frecuencias de
la sefial consiste de 25 cumulantes estimados a partir de 30 datos. En este ejemplo el
nimero de exponenciales no se supone conocido a priori, y en consecuencia ha de ser
estimado a partir de la SVD de la matriz Hankel de cumulantes. Los valores singulares
de esta matriz para el caso de ausencia de ruido se muestran en la figura (3.7) para dos

valores del nimero de datos N =30 y N = 64.
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Valores singulares

Figura (3.7). Valores singulares normalizados de la matriz de cumulantes (COV-FOC
N=30 linea sélida, COV-FOC N=64 linea punteada, BIA-FOC B=30 linea rayada, BIA-

FOC N=64 linea rayada-punteada).

FRECUENCIA

0.6 7 :

OBB oo mmem e fesnmmzssmes g e
4 s
: X

0.5 ---crrrmmniomrrano R W e

0_45_..............-...----...§ ...........................

o . ; .

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

FACTOR DE AMORTIGUAMIENTO

= TEORICAS + COV-FOC * BIA-FOC > KT

Figura (3.8). Frecuencias complejas de la sefial en el plano s con una SNR =35 dB en
ruido Gaussiano coloreado.
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A partir de esta figura se hace evidente que las matrices construidas a partir del método

COV-FOC exhiben una ruptura clara en M = 3 (2 sinusoides mas el cero en el origen),
mientras que el método BIA-FOC es incapaz de establecer el orden correcto ya que
muestra un decrecimiento monétono en los valores singulares incluso en el caso de
ausencia de ruido. La presencia de estos valores singulares de magnitud no nula a partir
del orden de la sefial es debido al modelado imperfecto de la secuencia de cumulantes de
cuarto orden ya que estos valores singulares son indicativos de la presencia de

componentes extra en dicha secuencia.

En la figura (3.8) se muestran las frecuencias complejas de la sefial en el plano s
estimadas usando los métodos COV-FOC, BIA-FOC y KT con la SNR establecida en 35
dB de ruido coloreado. El comportamiento de estos métodos aparece reflejado claramente
en esta figura. El método COV-FOC es mas adecuado para la resolucion de sinusoides
de frecuencias muy cercanas cuando hay disponibles un nimero pequefio de datos,
mientras que tanto el método BIA-FOC como el KT fallan al resolver ambas sinusoides,
estimando la presencia de tan solo una. Podria pensarse que el orden de la sefial que
buscamos lo aumentamos artificialmente en uno o dos 6rdenes en el método KT
podriamos dar entrada mediante la SVD al subespacio que generan ambas sinusoides. Esto
es cierto en parte, ya que en algunas ocasiones se pueden resolver las sinusoides pero en
otras apareceran frecuencias extra debido al ruido coloreado, ya que el método KT que
en esencia usa la secuencia de correlacién de segundo orden de la sefial modela el

espectro del ruido coloreado como nuevas componentes sinusoidales de la sefal.

Ejemplo 3: En este ejemplo vamos a analizar el caso de sefales reales. Para ello
consideramos que la sefial consta de una sinusoide exponencialmente amortiguada a la
frecuencia 0.52 con factor de amortiguamiento -0.1. Los datos se generaron a partir de

la ecuacion (3.17) con s,=-0.14j2n 0.52 y s,=-0.1-j2n 0.52. Consideramos la sefial
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contaminada con ruido Gaussiano coloreado obtenido filtrando ruido blanco por el filtro
FIR del ejemplo 1. La frecuencia y el factor de amortiguamiento se estiman a partir de
25 cumulantes obtenidos a partir de 30 datos usando los métodos COV-FOC y BIA-FOC.
Como parametros de trabajo tomamos K=13 y T=0.5. La figuras (3.9) (a) (b) muestra los
ceros del polinomio del filtro del error de prediccién para 50 ejecuciones de la sefial
contaminada por ruido coloreado usando el método COV-FOC para valores de SNR de
15 dB y 5 dB respectivamente, mientras que las figuras (3.9) (c) (d) lo muestran para el

método BIA-FOC.

(@)

Figura (3.9). Ceros del polinomio del filtro de error de prediccion para 50 ejecuciones
del ejemplo 3. (a) COV-FOC SNR = 15 dB, (b) COV-FOC SNR =5 dB, (c) BIA-FOC

SNR = 15 dB, (d) BIA-FOC SNR=5 dB.
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Estas figuras demuestran claramente que el método COV-FOC muestra un mejor
comportamiento que el BIA-FOC en el caso de sefiales reales, estimando de manera
precisa la frecuencia real. Por otra parte, el método BIA-FOC falla al recobrar la
frecuencia de la sefial. Ello se debe al hecho de que el método BIA-FOC estd
profundamente afectado por los errores deterministas en la estimacién de la secuencia de
correlaciones de cuarto orden para este ejemplo. Ya que las dos frecuencias son pares
complejos conjugados aparecen varias componentes oscilatorias en dicha secuencia a
frecuencias cercanas a cero (véase ecuacion (2.58))) y los cumulantes estimados resultan
fuertemente perturbados por este modelado imperfecto. Este comportamiento aparece
claramente reflejado en las figuras (3.9) (c) y (d), en donde multiples ceros aparecen cerca

del eje real y un sesgo persistente altera las estimaciones.

Valores singulares

Figura (3.10). Valores singulares normalizados de la matriz de cumulantes de cuarto
orden del ejemplo 3. (COV-FOC linea sélida, BIA-FOC linea rayada).
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Por otra parte, la presencia de estas componentes deterministas en la secuencia de
cumulantes estimados aparece claramente en la grafica de los valores singulares de las
matrices de cumulantes estimados sin ruido mostrados en la figura (3.10). En el caso del
método BIA-FOC se observa un decrecimiento lento de los valores singulares, mientras
que en el caso del método COV-FOC aparece un corte limpio en el orden 3, indicando
la presencia de exactamente dos frecuencias. Este hecho facilita sustancialmente el uso
de un criterio estadistico para decidir el rango efectivo de la matriz de cumulantes en caso

de que no fuese previamente conocido.

Ejemplo 4: En este dltimo ejemplo vamos a evaluar el comportamiento del método COV-
FOC en un test de reconstruccion de la sefial en el dominio del tiempo cuando un
reducido nimero de datos estd disponible. Para ello vamos a considerar una sefial real que

consta de dos sinusoides amortiguadas de amplitud unidad dadas por:

y@) = e cos2nf,nT)+e’" cos@nf,nT)+w@T) n=0.N-1  (3.18)

donde 6,=-0.2, f,=0.42, 6,=-0.1, £,=0.52, y T=0.5. El ruido w(n) es Gaussiano coloreado
generado como en el ejemplo. La secuencia de cumulantes consistié en 25 cumulantes
estimados a partir de 30 datos usando el estimador tipo covarianza. Para efectuar una
comparacién entre la capacidad del método COV-FOC y KT de llevar a cabo la
reconstruccién de esta sefial cuando la longitud del registro de datos es pequeiia,
construimos matrices de datos o cumulantes con un orden del filtro de 13. Posteriormente
computamos los factores de amortiguamiento y las frecuencias y luego evaluamos las
amplitudes mediante un ajuste de minimos cuadrados a los datos [MARS87] para cada
realizacién de las 500 ejecuciones independientes de la sefial. Las frecuencias y

amplitudes estimadas se usan en una etapa posterior para reconstruir la sefal.
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AMPLITUD

— SENAL
-+ COV-FOC
== KT

.....................................................................

0 5 10 15 20 25 30
TIEMPO

Figura (3.11). Seiial transitoria original del ejemplo 4 y sefiales reconstruidas usando los
métodos KT y COV-FOC a 10 dB de ruido coloreado.
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FRECUENCIA DE LOS CEROS DEL FILTRO FIR

Figura (3.12). Influencia del espectro del ruido coloreado en las estimaciones de la
frecuencia 0.42 a 5 dB de ruido coloreado usando los métodos KT y COV-FOC.
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En la figura (3.11) tenemos representado el transitorio original y la sefial reconstruida
obtenida por los métodos COV-FOC y KT para un nivel de relacién sefial-ruido de 10 dB.
Obsérvese que la sefial estimada a partir del método COV-FOC muestra un buen acuerdo
con la sefial original, pero la estimada a partir del método KT estd influenciada por la
estimacién imperfecta de la frecuencia del menor coeficiente de amortiguamiento debido
al ruido coloreado. Este hecho demuestra la mejora en la SNR efectiva de la sefial que

lleva a cabo el método COV-FOC.

Por iltimo, para mostrar la independencia del método COV-FOC con la secuencia
de autocorrelacién del ruido coloreado (o con el espectro de potencia particular del ruido
usado), vamos a variar los coeficientes del filtro FIR usados en el ejemplo 1. Asi,
generamos nuevas secuencias de ruido Gaussiano coloreado filtrando ruido Gaussiano
blanco a través de un filtro FIR de segundo orden cuyos ceros estdn localizados en
diferentes frecuencias. Los resultados obtenidos para la frecuencia menos amortiguada con
los métodos COV-FOC y KT se muestra en la figura (3.12). Para construir esta gréfica,
hemos variado la frecuencia de los ceros del filtro FIR en el intervalo [0.1 0.9]. Nétese
que el método COV-FOC estima esta frecuencia independientemente del espectro del
ruido, mientras que el método KT unicamente estima esta frecuencia cuando los ceros del
filtro FIR estan localizados en el intervalo de frecuencia de la seiial, es decir, cuando el
espectro del ruido pierde las componentes en las bandas de frecuencia cercanas a las

componentes de frecuencia de la sefial.

III-6. CONCLUSIONES.

En esta dltima seccién vamos a resumir las conclusiones més importantes obtenidas

en este capitulo. Basicamente, el objetivo esencial ha sido aplicar el estimador tipo
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covarianza propuesto en el capitulo anterior para la estimacién de correlaciones de alto
orden de sefales sinusoidales exponencialmente amortiguadas a la extraccién de
frecuencias y factores de amortiguamiento. Ya que tenemos asegurado que las secuencias
estimadas de correlaciones o cumulantes mantienen la misma estructura de los datos,
podemos aplicar los métodos basados en la prediccidn lineal a estas secuencias en lugar
de a los datos, con la ventaja afladida de que la secuencia de cumulantes de orden mayor
que dos es insensible al ruido Gaussiano. Basandonos en esta propiedad hemos propuesto
tres matrices de correlaciones de alto orden y hemos mostrado su relacién con resultados
previos. Particularmente interesantes desde un punto de vista tedrico son las matrices de
estructura no Hankel usando varias "slices" horizontales debido a su vinculacién con el

método de la covarianza de la prediccion lineal.

También hemos discutido en este capitulo el problema de la identificabilidad a
partir de una unica "slice” unidimensional usando resultados recientes desarrollados para
procesos ARMA causales. Ello nos ha permitido obtener un algoritmo consistente para
extraer los parametros de la sefial. Este algoritmo ha sido aplicado usando la secuencia
de cumulantes de cuarto orden al caso de disponer de un nimero de datos finito
contaminados con ruido Gaussiano. A través de ejemplos de simulacién se ha mostrado
la mejora introducida por el estimador tipo covarianza, que reduce los errores
deterministas asociados con el modelado imperfecto de la "slice" unidimensional. Estos
errores deterministas llegan a ser importantes con el estimador estindar cuando el numero
de datos disponibles sea pequefio, llevando a una estimacién imperfecta y a un sesgo
persistente incluso en el caso de ausencia de ruido. Comparado con el método KT basado
en datos, los resultados numéricos muestran un incremento de unos 5-10 dB en los
valores umbrales de la SNR en el caso disponer de un nimero reducido de datos
contaminados con ruido coloreado. Todos los resultados mostrados en la seccién anterior

se han restringido al caso de que una unica realizacién de la sefial esté disponible. Si
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tenemos acceso a varias realizaciones, los resultados de simulacién muestran una mejora

adicional sobre el método KT.

Junto a la propia estimacién de las frecuencias complejas de la sefial, hemos
estudiado mediante simulaciones la influencia de los pardmetros de trabajo en las
estimaciones, parametros tales como el orden del filtro de error de prediccion, intervalo
de muestreo, nimero de datos y espectro del ruido. Como conclusion de estas
simulaciones resulta evidente que existe una eleccién Optima para algunos de estos

pardmetros, eleccion que cobra una especial importancia para bajas SNR.

También hemos analizado la capacidad de resolucién en frecuencia usando
sinusoides amortiguadas de frecuencias muy cercanas entre si. Se obtiene una mejora de
5 dB cuando estimamos las correlaciones de alto orden mediante el estimador tipo
covarianza. Relacionado con la capacidad de resolucién en frecuencia es de destacar las
buenas caracteristicas que presentan las matrices tipo CTOM. De hecho, son las
propiedades de este estimador las que permiten explicar el buen comportamiento que

muestran dichas matrices, como ya sefialamos en la seccién III-2.

Un tema interesante en el que se podria profundizar posteriormente seria el realizar
un anélisis de perturbaciones de las matrices propuestas en este capitulo siguiendo los
resultados obtenidos en [RAO88], para asi poder cuantificar tericamente la precision de

las estimaciones.
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INTRODUCCION A LA SEGUNDA PARTE.

Como se comentd en el capitulo I, uno de los planteamientos mas utiles y
populares para la interpretacién de las series temporales es la construccion de modelos
paramétricos lineales del proceso fisico subyacente excitados por un proceso aleatorio
blanco. Si tuviésemos acceso tanto a la salida z(n) como a la entrada w(n) del sistema
lineal LTI mostrado en la figura 1.3, es posible reconstruir la repuesta impulso del sistema
h(n), y en consecuencia, identificar el modelo a partir de la correlacion cruzada entre las

sefiales de entrada y salida del sistema a través de la ecuacion:

1,,(t) = Efw(n)z@+1)} = ¥,, h(®) ¢

Sin embargo en muchas aplicaciones y casos practicos como por ejemplo en ecualizacién
y deconvolucién en sismologia de reflexién, sélo se tiene acceso a la salida del sistema,
por lo que la ecuacién (1) no se puede aplicar. El problema que se plante6 fue determinar
dicha respuesta impulso o identificar el sistema usando solamente la sefial de salida.
Varios métodos surgieron entonces para identificar sistemas usando solo datos de medidas
de la salida. La formulacién del problema seria en este caso la siguiente: dado un
conjunto finito de N medidas de la sefial de salida y(n), n = 1, 2,..., N, posiblemente
contaminadas con ruido, estimar los parametros de la funcién de transferencia del sistema

lineal H(z), estando H(z) representado por:

q
E b@)z
_B@ _ i3 .
e Ty aG)z .
i=0
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Los parametros que se han de identificar son b(1),...,b(q), a(1),..., a(p) siendo q
y p los 6rdenes de la parte MA y AR del modelo, que habran de ser estimados en un caso

préctico.

En 4reas como comunicaciones [BEN8O] y sismologia de reflexién [LII82] este
problema surge frecuentemente. En comunicaciones, v(n) es un mensaje, h(n) es el canal
e y(n) es el mensaje distorsionado debido a la interferencia entre simbolos. Un modelo
preciso del canal se necesita para restaurar el mensaje en el receptor. Este modelado se
usa en muchos escenas de ecualizacién. ‘En sismologia, v(n) es la secuencia de
reflectividad de la Tierra (el mensaje de la Tierra), h(n) es el tren de ondas de la fuente
sismica e y(n) es el sismograma. Un modelo preciso de la onda fuente se necesita para

estimar la secuencia de reflectividad de la Tierra a través de deconvolucién.

La mayor parte de los resultados para llevar a cabo la identificacion del sistema
estan basados en criterios de minimos cuadrados que, en el caso gaussiano, son
asintéticamente equivalentes a planteamientos de maxima verosimilitud. En el caso no
gaussiano, estos procedimientos son soluciones de minimos cuadrados pero no una
solucién de maxima verosimilitud. Es por ello que la literatura sobre las series temporales
ha estado dominada por la hipdtesis gaussiana o por técnicas de modelado de la
autocorrelacién [MARS87]. Estas técnicas tienen dos limitaciones basicas:

1) Si el proceso no es gaussiano, los modelos del espectro de potencia no capturaran toda
la informacién que nos proporcionan los datos.
2) Los procesos no gaussianos que sean de fase no minima seran identificados como de

fase minima por los modelos basados en la autocorrelacion.

Idealmente el objetivo que se trata de conseguir es encontrar un modelo que

reproduzca lo méas exactamente posible los datos medidos. Ello se conseguiria si
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conociéramos completamente la funcién densidad de probabilidad (p.d.f) porque la
verosimilitud es proporcional a la probabilidad; pero, a menos que los datos sean
gaussianos o condicionalmente gaussianos, es imposible determinar la funcién densidad
de probabilidad de forma completa. La hipétesis gaussiana significa que la funcion
densidad de probabilidad estd completamente caracterizada por sus dos primeros
momentos, por lo que usar un modelo gaussiano significa ajustar los datos por un funcién
densidad de probabilidad de dos momentos. Si abandonamos el modelo gaussiano, en
teoria necesitariamos un nimero de momentos infinito para un buen ajuste de los datos.
Cuando queremos determinar modelos basados en un conjunto de méas de dos momentos
aparecen de forma natural los cumulantes de la sefial, y es que, en muchas aplicaciones,
como en las anteriormente comentadas de comunicaciones y geofisica, los datos no siguen
una distribucién gaussiana. Ya que los métodos basados en la estadistica de ordenes
superiores no requieren el conocimiento de la funcién densidad de probabilidad no
gaussiana, se convierten en una herramienta mas atractiva en problemas précticos de
procesado de sefial, ya que la distribucion no gaussiana de los datos es generalmente

desconocida o dificil de estimar.

Por lo anteriormente expuesto, hay cuatro motivaciones principales para usar y
estimar los poliespectros usando un modelo paramétrico excitado por ruido blanco no
gaussiano:

1) El uso de los cumulantes nos permite recobrar la informacién de la fase, y asi
identificar correctamente modelos de fase no minima.

2) Ademas, los métodos basados en HOS nos permiten modelar aquellas situaciones
practicas donde surgen procesos no gaussianos.

3) Como los procesos gaussianos tienen cumulantes nulos para un orden mayor que dos,
podremos eliminar cualquier ruido gaussiano de espectro de energia desconocido que

contamine los datos.
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4) El uso de un modelado paramétrico permite incrementar la capacidad de resolucién de
estimadores para resolver picos cercanos en el dominio poliespectral o aumentar la
fiabilidad del modelado en aquellas situaciones en que los procesos no gaussianos son de

hecho paramétricos o pueden ser bien aproximados por modelos paramétricos.

La identificabilidad de la funcién de transferencia H(z) del sistema lineal a partir
de medidas de la salida del sistema, dependera de si el proceso de excitacién w(n) (figura
1.3) es o0 no gaussiano y de si el sistema es o no de fase minima y se determina como

sigue:

a) Si w(n) es gaussiana y H(z) es de fase minima, los métodos basados en autocorrelacion
pueden identificar tanto la fase como la magnitud de H(z) cuando éste sea de fase
minima. Si H(z) es de fase no minima, ningiin método puede recobrar correctamente la
fase de H(z).

b) Si w(n) es no gaussiana y H(z) es de fase no minima, los métodos basados en
autocorrelacion identificardn correctamente la magnitud de H(z), pero no la fase. Si se
conociese la distribucién no gaussiana de w(n) podrian obtenerse una estimacién de
maxima verosimilitud de los parametros del modelo (2) resolviendo un sistema de
ecuaciones no lineales. Por otra parte, los métodos basados en estadistica de 6rdenes
superiores pueden estimar tanto la magnitud como la fase de H(z) sin conocer la

distribucién especifica no gaussiana de la sefial de excitacion.

En los capitulos IV y V vamos a tratar la identificabilidad de procesos MA a partir
de observaciones de la sefial de salida usando estadistica de 6rdenes superiores. En el
capitulo IV se establecerdn relaciones generales entre los poliespectros de ordenes k y/o
k-1 (k=2) de la sefial de salida. Estas relaciones llevan a un conjunto de ecuaciones

lineales que combinan los cumulantes de salida de 6rdenes k y k-1 del proceso con los
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coeficientes del sistema, ecuaciones que se mostrardn utiles para identificar un sistema
lineal de fase no minima excitado por una secuencia no gaussiana. Estas ecuaciones
generalizan las usadas en métodos lineales existentes basados en minimos cuadrados tales
como el algoritmo del Giannakis-Mendel-Tugnait (GMT) [GIA89a] [TIG90] [TUG91] o
aquellos propuestos en [NAN94] y [ZHA94], con la ventaja afiadida de que el uso la
secuencia de autocorrelacién de la sefial es opcional en estas ecuaciones. Esta
caracteristica las convierte en especialmente ttiles para estimar los coeficientes del
sistema MA a partir de medidas de la sefial contaminadas con ruido Gaussiano coloreado
de espectro de energia desconocido. La implementacion de estas ecuaciones en algoritmos
para obtener los coeficientes MA se realiza en el capitulo V. En este capitulo se
distinguiran entre sistemas MA excitados con procesos de funcién de densidad de
probabilidad simétrica 6 no. Para los primeros se usardn algoritmos que utilizan
exclusivamente estadistica de cuarto orden, y para los segundos se usaran algoritmos que
combinen estadistica de tercer y cuarto orden. Tambien en este capitulo se tratara el
problema de la estimacién del orden del modelo, ya que tanto los métodos lineales
propuestos como la mayoria de los existentes en la bibliografia requieren un conocimiento
previo del orden. El criterio propuesto de seleccion del orden del modelo se basa
solamente en estadistica de ordenes superiores o cumulantes por lo que en principio no
es sensible al ruido aditivo Gaussiano. Asimismo se presentardn en este capitulo los
resultados de simulacién obtenidos para los métodos propuestos de estimacion de los
coeficientes del modelo MA y los compararemos con otros métodos lineales basados en
una estimacién de minimos cuadrados existentes en la bibliografia. Como podra
comprobarse por los resultados, las simulaciones numéricas confirman las ventajas
tedricas esperadas de los métodos propuestos en ruido blanco y coloreado, y nos van a
permitir establecer una comparacién tanto entre los métodos lineales propuestos como con

otros publicados en la bibliografia.
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CAPITULO IV. IDENTIFICACION DE PROCESOS MA. ECUACIONES PROPUESTAS

IV-1. INTRODUCCION

En los capitulos IV y V abordamos el problema de la identificacion de sistemas
MA o todo ceros a partir de un conjunto de N datos de la sefial de salida. La ecuacion

que describe un proceso MA de orden g, x(n), es:

q
x(m) = Y b() w(n-i), 4.1)

i=0

Las razones que motivan el estudio de la identificacién de pardmetros de este tipo de

modelos usando solamente medidas de la salida del sistema son las siguientes:

1) En muchos casos practicos los datos recibidos o captados por un sensor o dispositivo
de recepcién de datos en N instantes consecutivos pueden ser considerados como la sefial
de salida de un sistema MA de fase no minima excitado por una sefial de entrada no
gaussiana. Este problema es de considerable interés en geofisica, comunicaciones digitales
y astronomia. Como se estableci6 en la introduccién a esta segunda parte, solo métodos
basados en estadistica de O6rdenes superiores pueden obtener de forma precisa los

parametros del sistema.

2) En aquellos casos en los que un modelado ARMA de los datos sea el adecuado, todos
los algoritmos que se desarrollen para identificar los parametros del sistema MA de fase
no minima son aplicables de forma andloga para obtener los parametros MA del sistema
ARMA usando el método de las "series residuales” [GIA89a] [MENO91]. Este método
consiste en estimar en primer lugar los pardametros AR del modelo a través de las
ecuaciones normales [GIA9_Oa] [NIK93b] o por cualquier algoritmo desarrollado para la
identificacién de sistemas AR [GAL94b], para posteriormente construir la serie temporal

residual denotada como ¥(n), igual a y(n)-/)\'(n) donde
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p
ym) = -y a@) ym-i) 4.2)
i=

1

y a() son los parametros AR estimados. Si asumimos que dichos pardametros constituyen

una buena estimacién de la parte AR del modelo ARMA, es fécil observar que:

ym) = qu b(i) v(n-i) 4.3)

i=0

es decir, la serie residual satisface un modelo MA de orden q con los mismos coeficientes
que el modelo original. Aplicando seguidamente cualquier algoritmo para estimar los
coeficientes de un modelo MA podremos obtener los coeficientes MA del proceso

ARMA.

De forma anéloga, la parte MA de un proceso ARMA puede obtenerse a través de
los primeros q coeficientes de la respuesta impulso del sistema una vez estimados
previamente los parametros AR. Usando q slices unidimensionales y dicha respuesta

impulso (algoritmo g-slice) puede obtenerse los coeficientes MA.

3) Siempre se puede reducir la estimacién de parimetros de un sistema ARMA a la
estimacién de parametros de sistemas MA a través del denominado "algoritmo MA doble”
[GIA90a]. Este algoritmo, aplicable tanto a procesos ARMA causales como no causales,
transforma el problema de estimar los pardmetros AR y MA del modelo ARMA en la
aplicacién dos veces de los algoritmos de estimacion de coeficientes MA a unas series
temporales determinadas [MENO91]. Este procedimiento de conversién del problema de
estimacién de coeficientes ARMA al de la estimacién de coeficientes de dos sistemas MA
extiende considerablemente la aplicabilidad de los algoritmos desarrollados para el caso

de sistemas MA puros los cuales son objeto de este capitulo y el siguiente.
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En este capitulo estudiaremos, pues, los métodos de identificacion de modelos MA.
Comenzaremos en la seccién IV-2 con una revisién de los distintos métodos existentes
en la bibliografia, deteniéndonos mds en los métodos lineales basados en la solucion de
minimos cuadrados de un sistema de ecuaciones lineales, métodos en los que se
encuadran las aportaciones de este capitulo. Posteriormente, en la seccién IV-3 se plantea
el problema que vamos a tratar y se introducen las hipétesis de trabajo. En la seccion IV-
4 se presentan varios conjuntos de ecuaciones lineales relacionando los cumulantes de
orden arbitrario de la sefial de salida y los parametros del modelo para identificar un
sistema lineal de fase no minima excitado por una secuencia no gaussiana. Estas
ecuaciones, que constituyen la aportacién de este capitulo, se han obtenido a partir de
relaciones generales entre los poliespectros de 6rdenes k y k-1 (k>2) y proporcionan un
marco general que combina cumulantes de ordenes k-1 y k-ésimo. Con ello se generalizan
los métodos lineales existentes basados en minimos cuadrados tales como €l algoritmo del
Giannakis-Mendel (GM) [GIA89a] [TUG90] [TUG91] o aquellos propuestos en [NAN94]
y [ZHA94]. Ademas, a partir de estas relaciones podemos obtener nuevos conjuntos de
ecuaciones ttiles para recobrar los coeficientes del modelo MA. Ya que el uso de la
secuencia de autocorrelacién de la sefial es opcional en estas ecuaciones, las relaciones
propuestas serdn ltiles para estimar los coeficientes del sistema MA a partir de medidas
de la sefial contaminadas con ruido Gaussiano coloreado de espectro de energia
desconocido. En la seccién IV-5 se establecen a través de varias proposiciones las
relaciones especificas entre cumulantes de tercer y cuarto orden, que seran itiles para
implementar los algoritmos en el capitulo siguiente. Asimismo en esta seccion se
presentan las relaciones que usan solamente cumulantes de cuarto orden, ecuaciones que
se mostraran ttiles en el caso de distribuciones no Gaussianas simétricamente distribuidas,
las cuales tienen cumulantes de tercer orden nulos y por tanto necesitan el uso de cuarto
orden. Ejemplo de este tipo de distribuciones son las distribuciones uniforme, de Laplace

y la Bernoulli-gaussiana. La implementacién de todos estos conjuntos de ecuaciones en
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algoritmos se deja para el capitulo siguiente, en el que se propondran varios métodos
basados en el método de minimos cuadrados a la vez que se propone un procedimiento
para estimar el orden del modelo. Finalmente, en la seccién IV-6 se resumen las

resultados mas importantes obtenidos en este capitulo.

IV-2. REVISION DE METODOS DE IDENTIFICACION DE PROCESOS MA
USANDO CUMULANTES.

Durante la dltima década ha habido un continuo interés en la identificacién de
sistemas MA de fase no minima usando estadistica de ordenes superiores. Varios métodos
han surgido intentando explotar la informacién de la fase de las sefiales o la inmunidad
tedrica al ruido Gaussiano que proporciona el uso de cumulantes de la sefial. Estos
métodos pueden clasificarse en tres grandes categorias [MENO1]:

1) Soluciones recursivas o cerradas [SWAS89] [GIA89a] [TUG90], que muestran la
posibilidad de recuperar los coeficientes MA recursivamente, bien usando tanto
correlaciones como la "slice" diagonal de cumulantes de tercer orden, o bien usando

solamente cumulantes de tercer o cuarto orden en la férmula C(q.k) [GIA87]:

bk) = c,,(q.,k) / c,,(q,0) k=1.q
bk) = c,,(q,k0) / c,(q,0,00 k=1.q

4.4)

En cualquier caso, este tipo de soluciones tienen una gran importancia tedrica, ya que
muestran la posibilidad de obtener los coeficientes del modelo de forma recursiva (no hay
resultado equivalente en segundo orden). Sin embargo, su aplicabilidad es muy limitada
debido a que los cumulantes han de ser estimados a partir de los datos, y la ecuacion 4.4)
no proporciona ningun tipo de filtrado que reduzca los efectos de los errores de

estimacion de los cumulantes.
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2) Soluciones de optimizacién [LII82] [FRI89] [FRI90], basadas en la minimizacion de
una funcién no lineal de los cumulantes de la sefial en una regién determinada y los
parametros del modelo. Ya que las funciones a minimizar son no lineales, la minimizacion
se ha de hacer mediante algoritmos tales como el algoritmo de Newton-Gauss o el del
gradiente descendente. Estos métodos suelen proporcionar las mejores soluciones, aunque
necesitan una buena estimacion previa de los coeficientes del modelo para inicializar el
algoritmo, de lo contrario puede converger a un minimo local. En cualquier caso, la
convergencia a un minimo global nunca esta garantizada y generalmente suponen un gran

gasto computacional.

3) Soluciones del algebra lineal, basadas en la solucién de un sistema de ecuaciones que
se consideran lineales en un conjunto de parametros. Este tipo de soluciones ha generado
un interés considerable debido a su simplicidad computacional y como buenas
inicializaciones de algoritmos no lineales en las denominadas soluciones de optimizacion.
Entre este tipo de soluciones destaca el denominado algoritmo de Giannakis y Mendel
(algoritmo GM) [GIA89a] que usa estadistica de segundo y tercer orden. En este
algoritmo se combinan la slice diagonal de la secuencia de cumulantes de tercer orden y

la secuencia de autocorrelacién de la sefial en la siguiente ecuacion:

k! q
025 Y b) cpy(c-it-i) = Y b2() r,(v-i) 4.5)
i=0 i=0

Esta ecuacién se trata como un sistema lineal en €b(i) y b’(i) (i=1...q), siendo €' =62 MNs0-
Evaluando 7T en (5.2) desde 1=-q...2q se obtiene un sistema de 3q+1 ecuaciones y 2q
incégnitas que puede resolverse por minimos cuadrados. Los coeficientes estimados del
modelo MA se obtienen combinando s’/t\)(i)/e’ y l;\z(i). Para ello se guarda el signo de /t\)(i)

A N
y se toma como amplitud estimada la expresion (2 (b(i))*+b* (i))”.
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Por otra parte, Tugnait desarrollé otro método lineal denominado "método T"
basado en la siguiente ecuacion que relaciona correlaciones y "slices” de cumulantes de

tercer orden fuera de la diagonal [TUG90,ecuacién (10)]:

q

Y ba) ¢y i-7,9) = € b(@ 1,(7) . (4.6)

i=0

donde e=y,,/6”,. Evaluando T = -q...q en esta ecuacién se obtiene un sistema de 2q+1
ecuaciones y g+1 incGgnitas (eb(q) b(1) ... b(q)) que puede resolverse usando minimos
cuadrados. Cuando haya ruido Gaussiano blanco contaminando la sefial se prescinde en

la ecuacién de los términos de ry(‘c=0).

Entre estos dos métodos lineales, el método GM da buenos resultados aunque
presenta ciertas deficiencias. Cuando ruido blanco contamine la sefial, se prescinde del
término r,(0) y el sistema de ecuaciones dado por (4.5) se convierte en un sistema
indeterminado, con mas incOgnitas que ecuaciones. Ademas, la divisién por €’ efectuada
en e’/t;(i)/e’ da lugar a un cierto mal condicionamiento del algoritmo que puede dar lugar
a estimaciones erréneas si el valor obtenido de € es muy pequefio. Para aliviar estos
problemas, Friedlander y Porat [FRI90] reparametrizaron la ecuacién GM, tratando como
incégnitas (b(1) ... b(q) eb’(1) ... i-:b"(q)), y Tugnait [TUG91] propuso aumentar estas
ecuaciones con aquellas propuestas en el "método T", de forma que el par de ecuaciones

resultante es de la forma:

! q
Y b ¢, (-7,0) = € Y, b3@) r,3G-7) 4.7)
i=0 i=0

q

g; b) c,,G-7,9) = € b 1,(x) , 4.8)
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Este método, denominado en la bibliografia "modificacion al método GM reformulado”,
y que nosotros notaremos como GMT, ha demostrado su potencia [TUGO1] en la
determinacién de parametros de sistemas MA. Cuando no hay ruido contaminando la
sefial, evaluando 1=-q..2q en (4.7) y T = -q...q (4.8) se obtiene un sistema de 5q+2
ecuaciones y 2g+1 incégnitas (b(1) ... b(q) eb(q) eb*(1) ... €b*(q)). Cuando haya ruido
blanco contaminando la sefial, se prescinde de aquellas ecuaciones que contengan el
término r,(0). Una posterior modificacién a este método ha sido propuesta en [ALS93],
en el que se evalia la ecuacién (4.7) no sélo sobre la "slice” diagonal, sino sobre toda la
regién de soporte para un modelo MA de orden q. Este procedimiento, al usar mucha mas
informacién de la estadistica de la sefial, mejora la estimacién de pardmetros del sistema
comparada con el uso de las ecuaciones (4.7) y (4.8) que usan dnicamente la "slice"

diagonal de cumulantes de tercer orden.

Mais recientemente se han propuesto métodos que usan sélo cumulantes de tercer
orden sobre la tltima slice del dominio de soporte para un modelo MA(q) (slice q).

Utilizando la relacién c,,(q,i) = ¥5,b(i)b(q) para un modelo MA(q), se obtiene que:

q
Y b c2(gk+H) = vs, bHD c3ykK) IKlsq @.9)

i=0

Esta ecuacién fue inicialmente sugerida en [SCA92] y finalmente implementada en
[NAN94] en tres algoritmos. Estos tres algoritmos diferfan en el nimero de incognitas
usadas al evaluar la ecuacién (4.9) para k=-q...q. Del exhaustivo estudio llevado a cabo
en [NAN94] se desprende que el mejor comportamiento surge cuando la ecuacion (4.9)
representa un conjunto de 2q+1 ecuaciones y q+1 incdgnitas (b(1), b(2), ... b(q), Y2, D (Q)).
Al usar dnicamente estadistica de tercer orden, esta ecuacién tiene la ventaja de ser
te6ricamente insensible a cualquier clase de ruido Gaussiano independientemente de su

contenido espectral. Sin embargo, en las simulaciones presentadas en [NAN94] no aparece
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estudiado este caso, limitindose a mostrar el caso de ruido Gaussiano blanco. La
aplicacion a ruido Gaussiano coloreado aparece en [ZHA94], donde la ecuacion (4.9) se
obtiene de una relacién general para cumulantes de orden k-ésimo (k>3). Los resultados
de simulacién presentados en [ZHA94] muestran la ventaja de este método sobre el GMT

en ambientes de ruido coloreado.

Otro método lineal que no requiere el uso de la funcién de autocorrelacién de la
sefial de salida es el método bicepstral propuesto por Pan y Nikias [PAN88]. Este método
calcula, resolviendo por minimos cuadrados una ecuacién [PAN88] que implica los
cumulantes de tercer orden de la seiial, los coeficientes del cepstrum complejo. A partir
de los valores del cepstrum se puede reconstruir la respuesta impulso de la sefial, que en
el caso de sistemas MA equivale a los coeficientes del modelo. Este método tiene la
ventaja de no requerir una estimacién previa del orden del modelo, aunque el método no
es aplicable a sefiales de banda limitada (el cepstrum no esta definido) o para sefiales

distribuidas simétricamente.

Por ultimo, otro método lineal ha sido propuesto recientemente por Fonollosa y
Vidal [FON93]. Este método usa una combinacién lineal causal de "slices" de cumulantes
de o6rdenes diferentes para obtener la respuesta impulso del sistema. Las "slices” de
cumulantes del sistema se agrupan en una ecuacién matricial cuya solucion de norma
minima permite obtener los coeficientes de la expansion lineal causal de "slices”. A partir
de estos coeficientes se obtiene la respuesta impulso del sistema. Este método tiene la
ventaja de no necesitar un conocimiento a priori del orden del modelo siempre que se
usen técnicas robustas como la descomposicién en valores singulares (SVD) para obtener
la solucién de norma minima. Ademas, dicho orden puede estimarse a partir del rango de
la matriz de cumulantes mediante la SVD. Al combinar en una unica matriz todas las

"slices" de cumulantes de la sefial de 6rdenes arbitrarios, este método puede usar toda la
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informacién de la estadistica de la sefial de salida, al igual que hacia el método propuesto

en [ALS93] para el caso de segundo y tercer orden.

IV-3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA E HIPOTESIS DE PARTIDA.

Consideremos un proceso aleatorio ergddico, estacionario de orden k-€simo, x(t),
que puede considerarse como la salida de un sistema lineal MA causal, invariante en el
tiempo (LTI) (posiblemente de fase no minima) con coeficientes b(i), i=0...q. Por lo tanto,

la serie temporal viene descrita por la siguiente ecuacion:

q
x() = Y b{) wn-i), (4.10)
i-0

siendo q el orden del sistema MA y w(n) el proceso aleatorio de excitacién del modelo.
Generalmente, la sefial de salida estd contaminada con ruido aditivo v(n). En
consecuencia, la sefial observada o medida y(n) viene especificada por la siguiente

ecuacion:

y(m) = x(n) + v(n). 4.11)

El problema que nos proponemos abordar es determinar los pardmetros del sistema, o
repuesta impulso b(i), i=0...q a partir solamente de la sefial de salida observada y(n).
Ademas, en el capitulo siguiente, trataremos de determinar el orden del modelo q usando

un planteamiento basado en estadistica de 6rdenes superiores.

En las derivaciones del resto del capitulo, asumimos las siguientes hipétesis de

partida:
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H1) La secuencia de excitacion del modelo w(n) no es accesible (la identificacion se lleva
a cabo usando unicamente la sefial de salida), y es un proceso aleatorio no Gaussiano de
media cero, independiente e idénticamente distribuido (i.i.d.) con al menos 0 < 7,,, < e
Y0 < Vgw <o, k>3,60 <7, <, siendo v,, el cumulante de orden k-ésimo de la
variable aleatoria w(n).

H2) El ruido aditivo v(n) es un proceso Gaussiano, independiente e idénticamente
distribuido (blanco o coloreado), independiente de la sefial de entrada w(n), y en
consecuencia de la salida x(n).

H3) El sistema MA es causal e invariante en el tiempo, posiblemente de fase no minima,
con b(q) # 0y b(0) = 1. La iltima condicién fija la ambigiiedad inherente en el factor de

escala de la respuesta impulso del sistema.

Estas hipdtesis, y entre ellas, que la serie temporal es no Gaussiana, son realistas
como se establecié en la introduccién a esta segunda parte. Debe también tenerse en
cuenta que la hipétesis contenida en H1) de que el proceso aleatorio de excitacion w(n)
es independiente e idénticamente distribuido es més fuerte de lo que se necesita para
obtener las derivaciones posteriores, y que basta imponer que la sefial de entrada tenga

un poliespectro plano sobre el rango de frecuencia de la funcidn de transferencia.

Para la serie de salida del sistema MA, los cumulantes de salida de orden k-ésimo
puede denotarse como ¢,(T;,T,, ..., Tx;) debido a la estacionariedad del proceso aleatorio.
Ademas, debido al hecho de que los cumulantes de orden k-ésimo, con k>2, se anulan

para un proceso Gaussiano, tal y como v(n) (hipétesis H2), llegamos a que:

Cy (TpsTom Ty p) = Cpp (13T ) k23, (4.12)
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Basandonos en esta observacién podemos usar indistintamente c,, y C,, para denotar la
secuencia de cumulantes de la salida del sistema. Precisamente es esta insensibilidad de
los cumulantes de salida al ruido Gaussiano de funcién de autocorrelacién desconocida
que contamine la sefial lo que hace atractivo el uso de estadistica de ordenes superiores

incluso para el caso de sistemas de fase minima.

Por otra parte, teniendo en cuenta la hipétesis H1) para w(n), los cumulantes de
orden k-ésimo del proceso de excitacion €y, (T;,T5...,Tx) SON Y 8(T;,T5,-.,Ty1). Teniendo
este hecho en cuenta, y bajo las hipétesis HI-H3, la secuencia de cumulantes de salida
de orden k-ésimo pueden expresarse en términos de los coeficientes del sistema MA por

la formula de Brillinger-Rosenblatt [BRI67a]:

q
cky(TpTz’-":Tk_1) = ¥iw E b(i) b(i+1'.l) e b(i+1:k_l). (4'13)
i=0

Tomando la transformada Z de dimensién k-1, la ecuacién (4.13) se transforma en:

Coy(Zy 2yt ) = Vi B(@)) Bz).. Bz, ) B((zlzz...zk_l)‘l) , (4.14)

donde B(z) es la funcién de transferencia del sistema y C,(z,,2,,...,Z,,) €s €l poliespectro

de orden k-ésimo.
IV-4. RELACIONES GENERALES ENTRE LOS POLIESPECTROS DE
ORDENES K Y K-1-ESIMOS.

Basandonos en las hipétesis de la seccién IV-3, vamos a establecer una serie de

ecuaciones generales que relacionen los poliespectros de dos érdenes consecutivos k y k-1
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(k>3) para un proceso MA(q). Estas relaciones entre los cumulantes del proceso y los
coeficientes del modelo MA podran ser itiles para establecer un sistema de ecuaciones
lineales de cuya solucién de minimos cuadrados podran obtenerse los parametros del
modelo. Asimismo se encontraran relaciones entre la "slice” q de cumulantes de orden
arbitrario del proceso MA y sus coeficientes, ecuaciones que son utiles cuando se quiere
recuperar los pardmetros del sistema usando unicamente los cumulantes de orden k

[RUI95D].

A. Primer conjunto de ecuaciones.

Consideremos la sefial de salida y(n) definida en la seccién anterior en la ecuacién

(4-11), con Y., ¥ Y1 Do nulos (k>3), y las siguientes secuencias de cumulantes:

Cry (15 Toses Ty p) @.15)

ck_ly(rl,'rz,...,rk_z) 8(v. ) »

definidas sobre el dominio de soporte de un sistema MA(q). Teniendo en cuenta la
ecuacién (4.14), la transformada Z de dimensién k-1 de las secuencias anteriores puede

expresarse como:

Cyy (2122 ) = Vi B(z)) B(z)) - B(z, ) B((zlzz...zk_l)‘l) 4.16)

Cpoty Z1ZpZ 2) = Yy B(z) B(zy) - B(z, ,) B((zlzz...zk_z)‘l). 4.17)

Combinando las ecuaciones (4.16) y (4.17), obtenemos la siguiente relacion que liga los

poliespectros de 6rdenes k y k-1-ésimo:
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B((2),Zy+% 2) ') Ci(21sZp5ms5 ) =

Yiu (4.18)
= S B(z, ,) B((zl,zz,...,zk_l)'l) Cy 1y (@122 5)-
k-1w
En el dominio del tiempo, la ecuacién anterior se transforma en:
q . . . .
E b(@) cky(l—11,1—12,...,1—1:k_2,—tk_1) =
=0 4.19)

q
=€ b@) bG-7,_,) ck_ly(i—tl,i-'cz,...,i—'ck_z) ,
i=0

1

donde €= Y Vi 1w-

Resultado 1. Imponiendo 7, ,=0 y T,,=-q en la ecuacién (4.19), obtenemos el siguiente

conjunto de ecuaciones:

q q
T,.,=0 = E b(i) cky(i—'rl,i—tz,...,O) = € E b2(@i) ck_ly(i—‘cl,i—tz,...,i—rk_z)

i=0 i=0
(4.20)
N 4.21)
=4 = Y b() ¢ (-T,i-T5@) = € D@ € 1 (~T;,~Tpms" Ty )

i=0

Estas ecuaciones pueden considerarse como la generalizacion de la ecuaciones de GM
(4.5) reparametrizada y de la ecuacién lineal de Tugnait (4.6) al dominio de los
cumulantes de 6rdenes k y k-1-ésimo. En efecto, si imponemos k=3 en (4.20) y (4.21),
y asumimos que no hay ningin tipo de ruido que contamine 1a salida del sistema,

podemos reescribir, usando la notacién estdndar para la secuencia de autocorrelacion r,(1)
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= ¢,(7), las ecuaciones anteriores como:

k! q
Y b@) ¢, (-1,0 = € ) b) r-7) 4.22)
=0 i=0

q

3, b0 cyi-w0) = € b@ 1), (4.23)

que coinciden con las ecuaciones (4.7) y (4.8) del denominado método GMT. El problema
de estas ecuaciones es que son sensibles a la presencia de ruido Gaussiano de secuencia
de autocorrelacién desconocida, ya que usan la secuencia de autocorrelacion de la salida
del sistema. Cuando exista ruido Gaussiano coloreado contaminando la sefial de salida
serfa wtil usar unicamente cumulantes de ordenes superiores (k>2), usando la propiedad
de insensibilidad de los cumulantes a cualquier ruido Gaussiano, como haremos en la

siguiente seccidn.

B. Segundo conjunto de ecuaciones.

Junto a la ecuacién (4.19) puede obtenerse un conjunto de ecuaciones diferente que
relacione la estadistica de orden k y k-1-ésimo. Para obtener este nuevo conjunto,

consideremos las secuencias:

8$,(T1rTormnTy) = cky(tl,‘cz,...,rk_l) 8(ty) 4.24)

8:(TsTarnay) = ck_ly(tl,tz,...,‘ck_z) O(t, ) O(z 7. )

En el dominio de la transformada Z de dimensién k, el poliespectro de orden k-ésimo de

las secuencias anteriores resulta en:
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8,(21Zp2) = C(212002, 1) = Yy, B(z)) B(z) .. Bz, ) B((z]zz...zk_l)‘?
4.25)
S,(2,:25--5Z) = Ck_ly(zl,zz,...,zk_zzk) = .

= Y1 B(z) Bz .. B(z,_y Bzz ) B((zz,-2)7)

Combinando las ecuaciones dadas en (4.25) obtenemos:

Yi-1w B(ZZy ) B((le2“'zk—lzk)_l)cky(zl’zzr"’zk—l) = (4.26)
= Yy B(Zp) Bz B((ZIZZ“'Zk—l)-l)ck-ly(zl’ZZ”"’zk—zzk)'

Tomando la transformada Z inversa de dimensién k en ambos miembros de (4.26),
aparece la siguiente ecuacién en el dominio del tiempo que relaciona las secuencias de

cumulantes de 6rdenes k y k-1-ésimos con los pardmetros del modelo:

q
Vi1 E b(@) b(v, +i) Cky(‘t1+i,12+i,...,‘tk_2—‘L'k,‘rk_l) =

=0 @27
q
View Z; b@) b(z,_,-T7,+i) b(t,_,+1) ck_ly(‘rl+i,12+i,...,‘rk_3+i,rk)
i=

Resultado 2. Los coeficientes del sistema MA pueden obtenerse a partir de la familia de

ecuaciones que surge de (4.27) imponiendo T,=T,,=7,,=0 6 T,=T,,=q T,,=0

respectivamente.
_ _ - Yk—lw & bz o N . _
T, =Ty =T =0 i) cky('rl+1,1:2+1,...,0,0) =
Yiow 10 (4.28)
q
= E b3@) ck_ly('r1+i,'cz+i,...,1:k_3+i,0)
i=0
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Yi-1w
rk=tk—2=q tk—1=0 2 b(q.) cky(tptzr",o’o) =

Yew 4.29)
q
= E b3@) ck_ly(t1+i,12+i,...,‘rk_3+i,q).
i=0

Este par de ecuaciones definido para érdenes k>2 tiene, al igual que comentdbamos en
las ecuaciones del apartado anterior, la ventaja de ser insensible al ruido Gaussiano

coloreado al usar dnicamente cumulantes del proceso de salida.

C. Tercer conjunto de ecuaciones basadas en la ultima ''slice'' horizontal (''slice"’

Q-

Varias ecuaciones pueden obtenerse a partir de la dltima "slice” horizontal de los
cumulantes de érdenes k y k-1-ésimo 6 dnicamente cumulantes de orden k-€simo. Estas
relaciones surgen de la formula de Brillinger-Rosenblatt (4.13) que relaciona los
cumulantes de salida de un sistema MA excitado por una secuencia independiente e
idénticamente distribuida no-Gaussiana con sus coeficientes. Ya que b(i) = O para i>q,
evaluando el dltimo argumento de los cumulantes de salida para 1=q ("slice" q)
obtenemos un dnico término no nulo en la sumatoria dada por la formula de Brillinger-
Rosenblatt, de forma que la dltima "slice" horizontal (multidimensional) para los

cumulantes de 6rdenes k y k-1-ésimo viene dada por

Cry (T153Ty 22D = View b(0) b(z) .. b(z,_,) b@ (4.30)

Cpo1y(Fires T3 = Viopw b(0) b(z)) .. b(z,_3) b@ , (4.31)

obtenida haciendo 1, ,=q y T, ,=q respectivamente en la férmula de Brillinger-Rosenblatt.
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Nuestro interés es encontrar una relacion entre las dltimas "slices” horizontales de
cumulantes de 6rdenes k y k-1-ésimo (o equivalentemente cumulantes de 6rdenes k y
k+1-ésimo), o una relacidn entre la "slice” q de cumulantes de un orden dado. Para lograr
este prop6sito, elevaremos la secuencia ¢, (1,,T,....,q) a diferentes potencias y buscaremos
una ecuacién que la relacione con la misma "slice q" de cumulantes de orden k-ésimo o
con la "slice" q de cumulantes de orden k-1-ésimo ¢, ,(T;,T,,...,q). Siguiendo este
procedimiento hay muchas posibilidades y ecuaciones posibles, pero los siguientes
resultados recogen los casos mds utiles para las posteriores aplicaciones al caso practico

de tercer y cuarto orden:

Resultado 3. Casos de ¢! (1,,Ty,.Q) ¥ Cop (T4,Tpse-0q)-
Las siguientes ecuaciones para la dltima "slice” horizontal de cumulantes de orden k-1-

ésimo son validas:

k-1
Yk-1w

bk'l('rz) .. b¥(@ cky(‘rl,'cl,...,'cl)
Viw - (4.32)

q k-2
3 b2G) oL (T, 4, Tn@) = Y;“‘” b*2(1,) ... BAQ € (1,,71,..0)
i=0 kw

B :
3 b() oy (v, T =
i=0

Demostracién.- Tomando la potencia (k-1)-ésima en (4.31) obtenemos:

] ] (4.33)
Cp 1y (T, Typen® = Vi o DXN(5+) DRy L BENQ  Os7,+isq.

Multiplicando ambos miembros de (4.32) por b(i) y sumando sobre el intervalo no nulo

de b(i) (i=0...q) obtenemos:
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2 k-1 k-1 3 N Rk-1 . (4.34)
E b(l) ck ly(‘c +i 3Ty ’q) = Yk lw b (Tz) o (q) E b(l) b (T1+l).
i=0

i=0

Teniendo en cuenta la ecuacién (4.13), la sumatoria del segundo miembro de (4.34)
resulta ser la secuencia ¢, (7,,T;,...,;)/¥iw, 10 cual nos permite obtener la primera ecuacion

en (4.31).

De forma similar podemos demostrar la segunda ecuacién en (4.31). Si tomamos

la potencia de orden k-2 en (4.31) y substituimos T; por T,,; obtenemos:

y 4.35)
c:_fy(‘rl+i,‘l22,...,q) Yk lw b¥ 2(‘I: +1) bx 2(‘l:z) bk_z(q) O<t,+i<q.

Multiplicando ambos miembros por b%(i) y tomando la sumatoria desde i=0 a q tenemos:

q q 4.36
Y b2A) o g (v, +,Tp00) = Yiaw BT, - X% Y b%() bk'2(1:1+i(). .
i=0

i=0

Teniendo en cuenta la ecuacién (4.13), la expresion anterior puede escribirse como:

; yT0) (437
E b2(i) Cf__lzy(‘tﬁi,‘cz,...,q) Yk lw bx2(r ) - . bX%(q) ky(Tl T 5-50) ’ 4.37)
i=0 Y

lo cual completa la demostracién.

Resultado 4. Caso cf' (1,,T,,...,Q).
La "slice" q y la "slice" diagonal de la secuencia de cumulantes de orden k-ésimo estan

relacionados por la siguiente ecuacion:
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q
Y obll) of ot = Ty D55 « DY) o Bmat)  43)
i=0

Demostracién.- La demostracién es similar a la del Resultado 3 y se omite por brevedad.

Resultado 5. Caso ct? (1,,1,,...,9).

Dos ecuaciones que relacionan la "slice” q de la secuencia de cumulantes de orden k-
ésimo con la "slice" diagonal de la secuencia ¢, ,, 0 la "slice” 0 de la secuencia ¢, se

verifican:

z:bu) e 4T ) = o el . bEAG) 6, (T Tty 439)

Yk 1w
Ebz(l) ey, Ty = Yoy BT, - Q) o (5,,7),,0).  (440)

Demostracién.- La demostracién es analoga a la del Resultado 3.

Resultado 6. Caso ¢}’ (1,,7,,....Q).
El siguiente par de ecuaciones relaciona la potencia de orden k-3 de la "slice” q de la

secuencia de cumulantes de orden k-ésimo con la secuencia de cumulantes de orden k-1-

ésimo C, ;:
Yiw
Eb(l) B, T iy Tgea®) = —— b1y L BEAQ) o (51,7457

i=0 Yi-1w 4.41)

g k-3
3 b26) ok (0,4, Ty ® = —2 BE(r,) . BERQ) €y (71,7 10ea0)

i=0 Yi-1w
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De forma andloga obtenemos la siguiente ecuacién que relaciona tdnicamente los

cumulantes de orden k-ésimo:

1 4.42
Y b%) (1,4, Tpes Ty D = Vi DE3(Ty) - BEEQ cky(tl,'rl,...,0,0)( )
i=0

Otra relacién iitil entre cumulantes de orden k-ésimo y orden 2k-4-ésimo aparece en la

siguiente ecuacion:

9 L wa, . e s (4.43)
Z;b () ¢y (vy+,7;+i,.0) = » b (1) ... BE3(Q) ¢y 4 (74,74540)
1= 2k-4

Demostracién.- Demostraremos, a titulo de ejemplo las dos ultimas relaciones dadas por

las ecuaciones (4.42) y (4.43). Las prueba de las ecuaciones restantes es similar y se

omite por brevedad.

Para demostrar la primera ecuacién, elevamos a la potencia (k-3)-ésima la relacién

(4.31):

o (1, Tp0@) = Yo BT, +) BE3(T) L DY@ Ostyvicq. (44)

Si multiplicamos ambos miembros de (4.44) por b’(i) y sumamos desde i=0...q

obtenemos:

q 4.45
qu b3() ¢ (v,+,7500) = Vi DT . D@ Y BG) b“‘3(tl+i)(. )
i=0

i=0
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Teniendo en cuenta la férmula de Brillinger-Rosenblatt, la sumatoria del segundo
miembro de (4.45) no es mas que la secuencia ¢,(1,,T;,...0,0)/, con lo cual se obtiene

la ecuacion (4.42).

Anilogamente se puede demostrar la ecuacion (4.43). Para ello evaluamos la
secuencia de cumulantes de orden k-ésimo ¢, (T,,T,,...,q) para T,=T,=T;+i1 y elevamos

dicha secuencia, usando la expresién dada en (4.31), a la potencia de orden k-3:

(4.46)
c§3(11+i,rl+i,...,q) = y5) b3z, +1) b¥3(r,+i) .. B¥ (@ Ost,+isq.

Multiplicando ambos miembros por b*(i) y sumamos desde i=0 a q obtenemos:

q q (4.47)
Y bz(l) B, +,7, 4,00 = Vi DEXT) . D@ YD b2 b O(x, ).

i=0 i=0

Teniendo en cuenta la ecuacién (4.13), la expresién anterior puede escribirse como:

3 ,T1sm,0) (4.48
Y b%G) ¢ &2 (ty+,7+,q) = k=3 k3 pk-3(r,) ... bE¥(g) Czk-4y$71 T150) S )
0 2k-4w

lo cual completa la demostracion.

Comentario 1. Los resultados anteriores establecen un conjunto de ecuaciones que
relacionan la "slice" q con otras "slices" de cumulantes de 6rdenes k 6 k-1-€simo para un
sistema MA(q). Estas ecuaciones, junto a las obtenidas en las anteriores subsecciones,
pueden utilizarse para obtener los pardmetros del modelo MA. Sin embargo, el conjunto

de ecuaciones que relaciona la "slice" q de la secuencias de cumulantes ¢ Cr.1v €S
ky Y Ckay
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mucho mas amplio que el mostrado en los resultados 3-6. Los casos recogidos en estos
resultados son aquellos que seran utiles para el caso de tercer y cuarto orden, que sera el
caso que permitird una mas facil implementaciéon. Como ejemplo de otras relaciones que
impliquen la "slice" q de cumulantes de orden k estdn las siguientes:

k-1
v ] ) 4.49)
= b5ty . Q) Cpp ) (51T 1oy

S s gt ’ .
Eb(l) Chy (v +i,7;+i,..,9) =
i=0

Yok-1w

B e E5 oa L - (4.50)
Zo:b(l) Sy (T Ty ) = Y_ b (1y) . BH@ cy 5 (4T 5Ty
i= 2k-3

q iy 4.51)
N k2, Y I '
z;bz(l) of (v, +, Ty Hen@) = Yl b2 o B o 505 i)
1= 2k-2
q e (4.52)
N kB . Y . :
Z;b(l) o, (T4, Ty Hn@) = 7“1 o R o T T
1= 2k-5
q Ylﬁj
§b3(i) o, (%4, %50 = . b*¥(5,) w B o (47 s0,0) @5
i= kw
9 =2 4.54
o Bl o Y ! _ (4.54)
Y b3 o (1,47, 4,00) = 75"-— b53(5y) .. D@ cpp 5 (54,7,-,00)
i=0 2k-3w

En general, tanto estas iltimas ecuaciones como las expresadas en los resultados 3-6

pueden reescribirse de varias formas, elevando tanto los cumulantes como las parametros
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incégnitas a diferentes potencias. Por ejemplo, la ecuacién dada en el resultado 4 puede

reescribirse como:

q 4.55
Y0 o (7 Tpe® = Vi DEUE) o BE@) € (55,7,/0,.,7,/0) ,( )

i=0

donde el argumento de la secuencia de cumulantes de orden k del segundo miembro de
(4.55) contiene 1-1 ceros, y 1 toma valores en el intervalo 1..k-1. De la misma forma
pueden obtenerse ecuaciones mds generales de las que se deduzcan como casos

particulares algunas expuestas en los resultados 3-6. Asi, la ecuacion

q k-m

. -m g Y v .
Y b)) o (1,4, Ty = Y_ﬂ— bE(c,) ... BXT(Q) Cg gy (71,71/05,T1/0)
i=0 (k-m+l)w

(4.56)

generaliza las ecuaciones (4.32), (4.38)-(4.42) y (4.53). En (4.56) el argumento del
cumulante de orden k-m+l-ésimo contiene 1-1 ceros, siendo 1 y m enteros , con 1=1...k-1
y m=0.. k-1, con l<m para evitar casos equivalentes. De la misma forma la ecuacion

k-m

. |
o By x s Y ] }

Y blG) o (x4, Ty @) = ——— DY) . BER(Q) Cop gy (T T1/05T/0)

i=0 Y 2k-2m+Dw

4.57)

generaliza las ecuaciones (4.43) y (4.49)-(4.52). En (4.57) 1 y m toman los mismos

valores que en (4.56), aunque 1<2m para evitar casos equivalentes.
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IV-5. RELACIONES ESPECIFICAS ENTRE EL BIESPECTRO Y EL
TRIESPECTRO.

Todas las ecuaciones obtenidas en la seccién IV-4 relacionan la secuencia de
cumulantes de la sefial de salida con los pardmetros del sistema MA. Cuando la sefial de
salida esta contaminada con ruido Gaussiano coloreado, las ecuaciones de la seccién
anterior seran utiles al implicar Unicamente los cumulantes del proceso y no usar la
secuencia de autocorrelacion del sistema. Los cumulantes més simples de estimar son los
de tercer y cuarto orden, es por ello que el procedimiento mas util para recobrar los
coeficientes del sistema serd aquel que use cumulantes de tercer y cuarto orden. En esta
seccién vamos a explicitar a partir de las relaciones generales anteriores el caso particular

de tercer y cuarto orden.

a) Procesos no distribuidos simétricamente.

Cuando la seiial de excitacién sea un proceso no distribuido simétricamente, como
por ejemplo una distribucién exponencial o de Rayleigh, el biespectro de la sefial de
salida sera no nulo y podemos usar relaciones que impliquen cumulantes de tercer orden.
Las siguientes proposiciones recogen los ecuaciones que pueden aplicarse a este tipo de
procesos, obtenidas particularizando al caso de tercer y cuarto orden las relaciones

generales de la seccién IV-4 [RUI9Sb]:

Proposicion 1. Consideremos la sefial de salida y(n) definida en la ecuacién (4.11). Bajo
las hipétesis H1-H3 con k fijado a 4, se verifican las siguientes relaciones entre las

secuencias de cumulantes de tercer y cuarto orden de la sefial de salida:

q q
Y b Cay(T,-1,7,-1]) = € Y b2 Cay(T,~1,D) (4.58)
i=0 i=0
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q
Y bl) ¢, (-7,i-7,9) = € b@) ¢ (-7, , 4.59)

i=0

Estas ecuaciones se obtienen evaluando k =4 en (4.21) y (4.22) y usando las propiedades
de simetria de los cumulantes. En (4.58) y (4.59), € = v,/v;, y 1 toma valores en el

intervalo desde -q a q, representando 1 la "slice" especifica utilizada.

Comentario 2. El conjunto de ecuaciones dados en (4.58) y (4.59) son insensibles al
ruido Gaussiano aditivo de secuencia de autocorrelacién desconocida, a diferencia de las
ecuaciones (4.22) y (4.23) que usa el método GMT, el cual emplea informacién de
segundo orden. Este hecho sugiere que mejores estimaciones de los parametros pueden
obtenerse con (4.58) y (4.59) cuando el ruido aditivo es Gaussiano coloreado. Por otra
parte, otro hecho digno de tener en cuenta es que cuando la estadistica real no se conoce,
como ocurre en los casos practicos, los cumulantes se han de estimar a partir de la
secuencia de salida, y los cumulantes estimados de 6rdenes mas altos presentan una
mayor varianza que los de érdenes menores, por lo que el uso de las ecuaciones (4.22)
y (4.23) es recomendable para sefiales gran fiabilidad (sefiales poco ruidosas). En el
método GMT cuando el ruido aditivo es blanco, la secuencia de autocorrelacién en 1=0
puede eliminarse, pero cuando el ruido es coloreado, los parametros estimados por dicho
método estan fuertemente afectadas por el ruido, y es en este caso cuando el uso de las

ecuaciones (4.58) y (4.59) sera qtil.

Proposicion 2.- Los cumulantes de salida de procesos MA obedecen, bajo las hipétesis

H1-H3 con k fijado a 4, el siguiente par de ecuaciones:

q q
Yw ¥ b2 ¢, (£+5,0,0) = 3 b3G) ¢, (x+i,0) (4.60)
4y 3y
Y4w i=0 i=0
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q
T @) ¢4, (1,00) = 3 b3 ¢, (r+iq). 4.61)

Y 4w i=0

Comentario 3. El par de ecuaciones dadas por la Proposicién 2 se obtiene imponiendo
k=4 en las ecuaciones (4.28) y (4.29) y constituye una alternativa a las ecuaciones dadas
por la Proposicién 1. Pero, a diferencia de (4.58) y (4.59), éstas solamente hacen uso de
la "slice" horizontal de los cumulantes de cuarto orden c,(7,0,0) y las "slices"
horizontales ¢; (1,0) y ¢,,(1,q) de cumulantes de tercer orden, mientras que (4.55) y (4.56)
permiten un intervalo mayor de "slices" de cumulantes tanto de tercer como de cuarto
orden. Otro hecho que debe tomarse en consideracion es que cuando el par de ecuaciones
(4.60) y (4.61) se trata como un sistema lineal con incégnitas b*(i) y b*(i), la respuesta
impulso estimada del sistema se obtiene tomando la raiz cubica en la solucién del sistema
b(i), lo cual puede hacer este procedimiento mds sensible a errores en las secuencias de

cumulantes estimados.

Proposicion 3.- Bajo las hipétesis H1-H3, se verifican las siguientes relaciones que usan
la "slice" q horizontal (multidimensional) de los cumulantes de salida de tercer y cuarto

orden de un sistema MA(q):

q

Y b() ci(r+ig) = ﬁ‘—’ b*(@) ¢, (7,7,7) (4.62)
i=0 Y4w

q
Y b26) c5(+iQ) = 73‘" b%(q) ¢, (,7,0) (4.63)
i=0 Y4w
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q 2
: : Yaw
b@) ca(t,+,7,@ = — bA(ty) bHQ c5 (7,7 (4.64)
i=0 Yaw
q
b2 ¢y (7, +,1,0) = % B(c,) B(@) ¢3y(51,0) (4.65)
i=0 3w

Estas ecuaciones entre los cumulantes de tercer y cuarto orden se obtienen a partir de los
resultados 3, 5 y 6 de la seccién IV-4 imponiendo k=4. Especificamente, las ecuaciones
(4.62) y (4.63) provienen del resultado 3, la ecuacién (4.64) del resultado 5 y la ecuacion
(4.65) del resultado 6 haciendo k=4.

Proposicion 4.- Para un proceso MA(q) bajo las hipétesis H1-H3 con k=3, se verifican
las siguientes ecuaciones entre la "slice" q horizontal de los cumulantes de tercer orden

y los coeficientes del sistema:

q

360 o5, (-9 = Y3 DD €,(5) (4.66)
q
3 D% €3, (t+i0) = @) ¢, (%0 (4.67)

La ecuacién (4.66) proviene del resultado 4 y la ecuacién (4.67) de la ecuacion (4.40) del
resultado 5 con k evaluado en 3. Nétese que (4.66) es idéntica a (4.9) usada en el método
propuesto por A.K. Nandi [NAN94] y [ZHA94], y ha sido reobtenida aqui desde un

planteamiento general.
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b) Procesos distribuidos simétricamente.

Hay muchas distribuciones no Gaussianas de interés que aparecen en
comunicaciones digitales o sismologia que tienen cumulantes de cuarto orden no nulos
pero cumulantes de tercer orden nulos. En estos casos el proceso aleatorio de excitacion
tiene una funcién densidad de probabilidad simétrica con v,,=0, como por ejemplo una
distribucién uniforme o de Laplace, y el biespectro de la sefial de salida sera nulo, por lo
que s6lo podemos usar relaciones que impliquen cumulantes de cuarto orden. La siguiente
proposicién recoge las ecuaciones que podemos usar cuando aparezcan este tipo de

procesos de cumulantes de tercer orden nulos [RUI95d]:

Proposicion 5.- Bajo las hip6tesis H1-H3, con k=4, se verifican las siguientes ecuaciones
entre la "slice" q horizontal de los cumulantes de salida de cuarto orden y los coeficientes

de un sistema MA(Q):

iz:;b(i) Cay(T1 D) = Yoy D3(1) DY@ ¢y (7,717 (4.68)
gbz(i) Cay(T+1,7+1,9) = b(Q) ¢, (7,7,0) (4.69)

g b2(0) ¢4 (7,70 = gy DX(1y) BAQ c4(v1,7,,0) (4.70)
iZi;lf(i) Cay(T1+,72@) = b(T,) B(D) C4y(7,,0,0). @.71)

La ecuacién (4.68) proviene del resultado 4, la ecuacién (4.69) de la relacion (4.43) del

resultado 6, la ecuacién (4.70) se obtiene de la ecuacién (4.40) del resultado 5 y la
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ecuacion (4.71) se obtiene evaluando (4.53) para k=4.

Comentario 6. Las relaciones dadas por las proposiciones 4 y 5 constituyen unos sistemas
de ecuaciones que pueden usarse solas o0 en combinacién con otras ecuaciones de las
proposiciones anteriores para obtener los coeficientes del modelo MA. Ya que estas
ecuaciones usan la estadistica de la tltima "slice" horizontal de los cumulantes de tercer
y/o cuarto orden, parece adecuado combinarlas con otras ecuaciones que usen un conjunto
diferente de la estadistica de la sefial de salida. Un hecho que debe tenerse en cuenta
cuando se trata de implementar estas ecuaciones en un algoritmo es que los cumulantes
estimados de cuarto orden presentan mayor varianza que los de tercer orden, por lo que
para procesos no distribuidos simétricamente conviene usar aquellas ecuaciones que

exploten una mayor cantidad de términos relacionados con la estadistica de tercer orden.

IV-6. CONCLUSIONES.

En este capitulo se han obtenido, a partir de unas relaciones generales entre los
poliespectros de ordenes consecutivos arbitrarios, un conjunto de ecuaciones que
relacionan los cumulantes del proceso de salida de un sistema MA con los coeficientes
de dicho sistema. Estas relaciones implican tanto la "slice” q o tdltima "slice” horizontal
de la regién de soporte de un sistema MA(q), como otras "slices” multidimensionales en
el espacio de cumulantes de orden arbitrario. La particularizacion de estas expresiones a
los casos précticos de tercer y cuarto orden da lugar a la obtencién de sistemas de
ecuaciones que han sido usados previamente en la bibliografia [GIA89a] [TUG90]
[TUG91] [NANO94] [ZHA94] como a nuevas relaciones entre los cumulantes de tercer y
cuarto orden que pueden ser Wtiles para obtener los coeficientes del sistema. Estas

ecuaciones no implican la funcién de autocorrelacién de los datos del proceso, por lo que
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pueden ser titiles para recobrar los coeficientes del sistema cuando el proceso MA esta
contaminado con ruido Gaussiano coloreado de espectro de potencia desconocido. Las
relaciones especificas entre la estadistica de tercer y/o cuarto orden se recogen en las
proposiciones 1-4, que sern el punto de partida para el establecimiento de algoritmos

lineales basados en una solucién de minimos cuadrados en el capitulo siguiente.
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CAPITULO V. IDENTIFICACION DE PROCESOS MA. ALGORITMOS Y RESULTADOS

V-1. INTRODUCCION

En el capitulo anterior se han obtenido nuevos conjuntos de ecuaciones lineales que
relacionan los coeficientes de un sistema (MA) con los poliespectros de 6érdenes k y k-1-
ésimo de la sefial de salida. Estas ecuaciones pueden usarse para identificar los parametros
del modelo MA de fase no minima a partir de la estadistica de la sefial de salida. En este
capitulo nos ocupamos primero de como combinar dichas ecuaciones en una serie de
algoritmos para obtener los coeficientes MA. Posteriormente, trataremos el problema de
la estimacién del orden del modelo, ya que tanto los métodos lineales propuestos como
la mayoria de los existentes en la bibliografia requieren un conocimiento previo del orden.
Cuando éste no es conocido a priori, es necesario disponer de algiin procedimiento que
nos permita buenas estimaciones ya que son de importancia fundamental. El criterio
propuesto de seleccién del orden del modelo se basa solamente en estadistica de ordenes
superiores o cumulantes, por lo que en principio no es sensible al ruido aditivo Gaussiano.
Este criterio busca minimizar una funcién discreta evaluada sobre la hipotética ultima
"slice" del dominio de soporte del modelo MA vy la siguiente "slice” no perteneciente al

dominio asumido para el sistema MA.

Este capitulo consta de seis secciones. En la seccion V-2 se estudia como obtener
soluciones recursivas de las ecuaciones propuestas en el capitulo anterior. Estas soluciones
tienen una gran importancia tedrica pues no hay resultados equivalentes en el caso de
estadistica de segundo orden. Sin embargo, dichas soluciones no son adecuadas cuando
se usan cumulantes estimados a partir de los datos debido a los errores de estimacién. Por
ello, en la seccién V-3 se estudian varias combinaciones de ecuaciones propuestas en el
capitulo anterior y su implementacién en algoritmos basados en el método de minimos

cuadrados. En esta seccién proponemos y discutimos cuatro estimadores basados en la
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solucién de minimos cuadrados de un sistema de ecuaciones lineales entre cumulantes de
tercer y cuarto orden. Al combinar varias relaciones entre estadistica de tercer y cuarto
orden, estos métodos hacen uso de mas informacién de estadistica de 6rdenes superiores
que otros métodos lineales basados también en una solucién de minimos cuadrados. Para
procesos con funcién densidad de probabilidad simétrica se proponen igualmente cuatro
algoritmos basados en estadistica de cuarto orden. En todos los casos la unicidad de la
solucién puede garantizarse por la linealidad de las ecuaciones. Ya que el conocimiento
del orden del sistema es necesario para aplicar los algoritmos lineales, en la seccién V-4
proponemos un algoritmo que puede usarse en combinacién con cualquier estimador y
puede implementarse facilmente. Los resultados obtenidos para los métodos propuestos
y el algoritmo de seleccién del orden para procesos no distribuidos simétricamente se
presentan en las seccién V-5. En esta seccién se hace una comparacion entre los distintos
métodos propuestos y otros estudiados en la bibliografia, asi como un analisis en funcion
del ruido y del nimero de datos disponibles de la sefial. De forma analoga, los resultados
para procesos distribuidos simétricamente se presentan en la seccion V-6. Como veremos,
las simulaciones numéricas confirman las ventajas tedricas esperadas de los métodos
propuestos en ruido coloreado y nos permiten trazar una comparaci()ri clara tanto entre los
métodos lineales propuestos como con otros publicados en la bibliografia. Por ltimo, en

la seccién V-7 extraeremos las conclusiones mds importantes de los resultados de

simulacion obtenidos.

V-2. ESTIMACION DE LOS COEFICIENTES MA. SOLUCIONES RECURSIVAS.

Bajo las hipétesis H1-H3 de la seccién IV-3, los coeficientes del modelo MA

pueden estimarse mediante una férmula cerrada (usando q ecuaciones) a partir de la
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familia de ecuaciones dadas en la seccién IV-4. Férmulas recursivas similares fueron
obtenidas para la ecuacién (4.5) en [GIA89a] y para la ecuacién (4.6) en [TUG90]. El
interés de dichas férmulas consiste en mostrar que es posible recuperar los parametros
MA cuando se conozca la estadistica de salida del sistema. Sin embargo, cuando la
estadistica de salida deba ser estimada a partir de los datos medidos, las formulas
recursivas son muy sensibles a la propagacién de los errores debidos al ruido y a la

estimacién de los cumulantes, por lo que se prefieren soluciones de minimos cuadrados.

Podemos obtener una férmula recursiva basandonos en la ecuacién (4.21). Para ello

impongamos T,=-q en (4.21) para obtener:

cky(q,—'rz,...,—tk_z,q) = eb(q) ck_ly(q,—tz,...,—tk_z) =
cky(q,—‘cz,...,—tk_z,q)
ck_ly(q’—tgr"’_‘rk_z)

(5.1

= €b(q) =

A continuacién, evaluando T,=-g+1 en (4.21) y usando la ecuacién anterior se obtiene:

b(l) Cky(q,l-‘fz,---,Q)’kay(Q‘1,-‘52,---:@ = Eb(q) ck_ly(q_l,-Tzs"-:—Tk_z) =

cky(q,—tz,...,q) ck_ly(q—l,—rz,...,—-ck_z) ) cky(q—l,—tz,...,q)
ck_ly(q, ~T oy~ B2 cky(q,l =Tyl cky(q,l “Fogd@)

(5.2)
- b(l) =

Continuando de esta manera, obtenemos sucesivamente los coeficientes b(m) (1<m<q) a

partir de los previamente obtenidos b(k) 1<k<m-1 de la forma:
- Cky(q,—'fz,---,Q) Ck_ly(Q‘m:‘Tz,---,-fk_z) _
Ck_ly(q,—‘rz,...,—‘rk_z) cky(q,m-rz,...,q)

. Oy+rg-mi-T,,..9)
- b % 2
i=20 (l) cky(qsm_t 2r“rq)

b(m)
(5.3)
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La ecuacién (5.3) constituye una férmula recursiva que permite obtener los coeficientes
del modelo MA. Esta solucién esta bien condicionada ya que las tunicas divisiones
realizadas son con ¢, (q,m-T,,...,q), m=0...q, los cuales son no nulos siempre que la “slice”
especifica usada (1,,Ts,...,T,,) se elija dentro del dominio de soporte del modelo MA(q)

(m'qSTz,T3, . .,Tk_zsm).

De forma andloga, podemos usar la ecuacién (4.29) para establecer otra férmula

recursiva:
Tl-_- Yk—lw b(q) = ck—1y(q,T2,...,‘rk_3,q)
Yiw cky(q,rz,...,0,0)
c..(q-m,7,,..,0,0) =1 c -m+i, T, +i,...,
fegm b - T pg S0 3 gy Senf L
Yiw ck-ly(q’TZ""’Q) i=0 ck_ly(qfrz"'lr--’Q)

5.4

Los pardametros MA se obtienen a partir de (5.4) tomando la raiz cibica (b*(m))"".

Para el caso de ecuaciones que establezcan relaciones solamente entre los
cumulantes de orden k-ésimo podemos obtener soluciones recursivas similares. Por
ejemplo, considerando la ecuacién (4.38) y la evaluamos sucesivamente para T, =q y T,

= q-m, m=1...q obtenemos:

- k-2 bk_l( bk_l( - Cky(q,fz,---,Q)
L e o €999
‘E =q_m b(m) _ Cky(q,tza-..’q) CkY(Q‘m,Q‘m,...,Q‘m) _!nz.-l b(i) Cky(q’m‘*i’rz'*ir-wQ)
1 e N R R = SRR
(5.5)
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La solucién anterior nos permitiria recobrar los coeficientes del sistema a partir del

conocimiento de la estadistica de orden k-ésimo.

Soluciones recursivas similares pueden obtenerse a partir de (4.39) 6 de las
primeras relaciones en (4.32) 6 (4.41), repitiendo las anteriores derivaciones. De forma
analoga, ecuaciones que impliquen b(i) i=1...q como (4.40) 6 las segundas relaciones en
(4.32) 6 (4.41) pueden usarse en unién con (4.20). Para recuperar los coeficientes
primeramente obtenemos b%(i) i=1...q a partir de una férmula recursiva analoga a las
anteriores usando (4.32) 6 (4.40) 6 (4.41). Una vez que hayamos obtenido b*(i) por el
procedimiento anterior, podemos recuperar € y b(i) i=l..q a partir de (4.20),
recursivamente. Como se comento anteriormente, estos procedimientos estin siempre bien
condicionados ya que solamente tomamos divisiones por cumulantes no nulos para el

sistema MA(Q).

V-3. ESTIMACION DE LOS COEFICIENTES MA. SOLUCIONES DE MINIMOS
CUADRADOS.

En el capitulo anterior obtuvimos varios conjuntos de ecuaciones que relacionaban
los cumulantes de tercer y/o cuarto orden. Estas ecuaciones podemos usarlas aisladamente
o combinarlas entre si para obtener los pardmetros del sistema. Ya hemos discutido las
soluciones recursivas en la seccién V-2. En esta seccién nos dedicamos a las soluciones
obtenidas mediante la solucién de un sistema de ecuaciones que se considera lineal en un
conjunto de parametros mediante el método de minimos cuadrados. Discutiremos varias
combinaciones de ecuaciones que son iitiles para obtener estimaciones robustas de los
coeficientes del sistema MA, distinguiendo los casos de procesos de funcién densidad de

probabilidad distribuida o no simétricamente. Todos los algoritmos propuestos pueden
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extenderse facilmente al caso de cumulantes de érdenes k y k-1-ésimo. En esta seccion
consideramos el caso de cumulantes de tercer y cuarto orden tanto por simplicidad de

notacién como por ser el caso usado en las simulaciones.
a) Procesos no distribuidos simétricamente.

Cuando el proceso de excitacién del sistema MA obedezca a una funcién densidad
de probabilidad no simétrica (Exponencial, Rayleigh o distribucion K) podemos usar las
ecuaciones obtenidas en el apartado a) de la seccién IV-5. Las combinaciones de
ecuaciones que proponemos buscan utilizar el conjunto mas amplio posible de estadistica
de la sefial de salida sin redundancia, y las hemos clasificado en cuatro algoritmos
denominados desde minimos cuadrados 1 a minimos cuadrados 4 (LS-1 a LS-4).
Compararemos posteriormente en la seccién V-4 estos algoritmos entre si y con otros

basados en minimos cuadrados existentes en la bibliografia.

Algoritmo 1. Minimos cuadrados 1 (L.S-1). Consideremos las ecuaciones dadas por la

Proposicién 1 de la seccién IV-5. Tomando 1=0 en (4.58) y 1,=1, ("slice” diagonal),

obtenemos el siguiente par de ecuaciones:

q q
b() ¢, (t-1,7-10) = € Y b(d) c;(v-1,0) (5.6)
i=0 i=0
q
Y bG) Cyy(i-7,i-7,@) = € b(Q@) C5(-7,-7). (5.7)
i=0

Formando seguidamente el sistema de ecuaciones que surgen de (5.6) para 1=-q ...0...2q

y de (5.7) para T=-q...q, obtenemos un sistema de ecuaciones sobredeterminado con 2q+2

incégnitas x = (¢, €bX(1), €b*(2), ....£b%(q), €b(q), b(1), ....b(@):

A x =0b. (5.8)
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donde A denota la siguiente matriz:

[ ¢3,(-q.0) 0 0 -~ 0
¢, (-q+1,0)  ¢;,(-q,0) 0 - 0

°3y(‘q+2,0) ng('q+1»0) Cg,(“l»o) 0

¢,@0 ¢, (a-10) ¢, (q-20) - 00

0 3,(@0)  €5,(q-1,0) - ¢4(1,0)
0 0 0 - 3,(,0)
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
y el vector b representa:
b =

0
0 "c4y(_‘1: —q,O)
0 -¢4,(-q+1,-9+1,0)
0
0 ~C4,(9,9,0)
0 0
csy(O,—q) 0

ng(o’ -q+ 1) = C4y(q,Q»q)
c3y(0: _q+2) "°4y(Q' I,Q‘ liq)

¢,,(0.9 0

C4y("q, _qao)
¢4y(-a+1,-q+1,0)
¢4 (-4+2,-0+2,0)

C4y(q" 1 q- 1 ,0)
C4,(2,9,0)

0
C4,(3.,:9)
c4y(q— 1 q- 1 ,Q)
C4y(q— 2!q —Z,Q)

0

0
0

_C4y("q: —q,O)

-¢4,(@-1,9-1,0)  -¢,(q-2,9-2,0) - -¢,,(0,0,0)
‘°4y(Q'1,Q‘1,0) =

0
0
0

—€4,(9,:9.9)

0

Posteriormente calculamos la solucién de minimos cuadrados como :

E "C4y(1,1,o)

P == c4y (Q»q’o)

S c4y(0,0,Q)_

0

0
0
0

5.9

(5.10)

Identificacién de procesos MA. Algoritmos y resultados/ 209



CAPITULO V. IDENTIFICACION DE PROCESOS MA. ALGORITMOS Y RESULTADOS

x=ATATAD, (5.11)

y tomamos los ultimos q elementos del vector fila x como los pardmetros estimados del
modelo MA. La unicidad de la solucién asi obtenida estd garantizada al ser la matriz A

de rango completo, como se demuestra en la siguiente proposicion.
Proposicién. La matriz de coeficientes A definida en (5.9) es de rango completo.

Demostracion. La matriz A puede descomponerse en 4 bloques formados por las

submatrices A,, A, y A, de la forma:

(5.12)

donde A, es la matriz construida tomando las primeras 3q+1 filas y g+1 columnas de la
matriz A, A, contiene las restantes q+1 columnas, y A, consta de las ultimas 2q+1 filas

y las dltimas q+1 columnas.

Las primeras q+1 filas de A, constituyen una matriz triangular superior cuyo
determinante es c§;'(-q,0), el cual es no nulo ya que c,,(-q,0) pertenece al dominio de
soporte de la secuencia de cumulantes ¢, (7,,T,) de un sistema MA(q). Esto implica que
A, tiene rango completo. De manera similar, las primeras q+1 filas de A, son una matriz
triangular superior con determinante ¢ (q.q.q) ¢3,(0,-q), el cual vuelve a ser no nulo ya
que implica cumulantes no nulos para un sistema MA(q); en consecuencia A, es de rango

completo. Ya que A, y A, tienen rango completo, A también es de rango completo.
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Algoritmo 2. Minimos cuadrados 2 (LS-2). Consideremos la ecuacién (5.6) del algoritmo

1 y las ecuaciones (4.62) y (4.63) dadas en la Proposicién 3, es decir:

q q
@ Y bl) ¢y (z-i,t-10) = € Y b3 c5(r-i,0)
i=0 i=0

M-

(b)

2
bd) c3,(-7.9) = _’% b3@ ¢y (5.00) (5.13)

1l
o

eb%(i) c5(-7,9) = C5,(0,9) C4y(7,7,0)

M-

©

-
I}
o

donde hemos usado la igualdad c,,(q.q) = Vs b’(q). Si evaluamos (5.13)(a) para T = -q
... 2q, (5.13)(b) para 1=-q...q, y (5.13)(c) para 1=-q...q obtenemos un sistema de 7q+3
ecuaciones con 2q+2 incégnitas x = (g, €b*(1), €b*(2),..., €b*(q), Y5,b'(q)/e, b(1),....b(q)).
Como ya hicimos en (5.8) podemos reescribir este sistema de forma matricial, donde

ahora el vector fila b es b=[b,” b,"]" siendo b, y b,:

€3,(6,9) ¢4(0,-¢,-9)

C4y( -q, _q,O) C3y(q,q) C4y(0, -q+ 1’ -q+ 1)
Cay(-9+1,-q+1,0) C3{(2D ©4,(0,-9+2,-q+2)
c,.(-q+2,-q+2,0 :

X (02720 | 600080 | s
— - 3
' ¢4,(a-1,4-1,0) | columnas C3,(4.9) columnas
¢4,(2,9,0) c5@-1,9
; 3
0
(5.14)

y ahora la matriz A representa:
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A, (3g+1) x (29+2)
A, (4q+2) x (29+2)

(5.15)

donde la matriz A, de dimensién (3g+1)x(2q+1) consta de las 3q+1 primeras filas de (5.8)

y la matriz A, de dimensién (4q+2)(2q+1) es:

[ 2@ 0 0 0 0 0 0 0
-c3@-19 -c5(09 0 0 (] 0 0 0
-¢3@-29 -¢3@-19 -c@d ~ O (] 0 0 0
2 2 2 2
'°3y(0,Q) —CSy(lsq) '°3y(2:Q) _c3y(QJq) 0 0 0 0
C . . (5.16)

0 0 0 - -¢;00 0 0 0 0
0 0 0 0 ¢4,0.0,-) 0 0 0
0 0 0 0 ¢, 00-¢+) -c5a9 O 0
0 0 (] 0 ¢,00-9+2) -c;(q-19 -cia9 ~ O

0 0 0 0 ¢4,(0.0,0) (] 0 - -c300)

A continuacién resolvemos este sistema de ecuaciones sobredeterminado obteniendo la

solucién de minimos cuadrados y, a partir de ella, los parimetros del sistema MA de los

tltimos q elementos del vector estimado x. Ademads, la ecuacién anterior da una solucion

tnica ya que la matriz A, como puede probarse ficilmente, tiene rango completo.

Algoritmo 3. Minimos cuadrados 3 (LS-3). Otra alternativa para la estimacién de los

parametros del modelo MA es resolver la ecuacién (4.58) de la Proposicion 1
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considerando un conjunto especifico de "slices". Si esta ecuacién es evaluada desde -q <
1,=1,=1< 2q y | variando desde 0 a 1, siendo 1, la dltima "slice” horizontal en el espacio
de los cumulantes de tercer o cuarto orden usada para estimar los pardmetros (1,=q),
tenemos un sistema de 2g+1 incégnitas x = (g, eb’(1), €b*(2), ....eb*(q), b(1),...,b(q)) ¥
(3g+1)(1,+1) ecuaciones que pueden resolverse en el sentido de minimos cuadrados. Como
en los algoritmos precedentes, la consistencia (unicidad) de este planteamiento puede
demostrarse notando que la matriz de coeficientes es de rango completo. Tras resolver
dicho sistema, los parametros MA estimados se obtienen a partir de los dltimos q

elementos en la solucién de minimos cuadrados para el sistema.

Algoritmo 4. Minimos cuadrados 4 (LS-4). Para estimar los coeficientes del modelo

podemos considerar las ecuaciones dadas por la Proposicién 2. Evaluando (4.60) para -q
< 1<2qy (4.61) para -q < T < q, obtenemos un sistema de 5q+2 ecuaciones con 2g+2
incégnitas x = (', £b(1), ... ,.£'bXq), £b(g), b’(1), ... b¥(q)) siendo &'=yy/y,. Como
antes, el vector de pardmetros x se obtiene resolviendo el sistema en el sentido de
minimos cuadrados. Como coeficientes del modelo estimados tomamos los tltimos q
elementos de x. El anterior sistema de ecuaciones da una solucién tnica ya que la matriz
de coeficientes tiene rango completo, como puede probarse observando que esta matriz

tiene elementos "diagonales" no nulos para un modelo MA(q).

Comentario. Otras combinaciones de ecuaciones diferentes de las mostradas aqui podrian
haberse usado para estimar los pardmetros del modelo. Por ejemplo, algunas ecuaciones
usadas anteriormente podrian haberse utilizado solas, combinadas o afiadidas a otros
conjuntos de formas diferentes para obtener un nuevo sistema de ecuaciones
sobredeterminado. M4s atin, las ecuaciones (4.64) y (4.65) dadas en la Proposicién 3 para
un conjunto de "slices" 0<1,Sq no han sido usadas en ninguno de los algoritmos

anteriores. Todos estos planteamientos llevarfan a un nuevo conjunto de ecuaciones para
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estimar los pardmetros de la sefial, y cuando dispusiéramos de la verdadera estadistica
darian correctamente los coeficientes del sistema MA. Sin embargo, para el caso de
longitud de datos finita y observaciones ruidosas, hemos de usar los cumulantes estimados
y no todas las situaciones son idénticas. En este caso hay que tener en cuenta varios
factores que tienen una influencia practica en el buen comportamiento de las estimaciones,
como se demuestra en las simulaciones que se presentan en la seccién V-6. Los
pardmetros estimados obtenidos como la solucién de minimos cuadrados de un sistema
de ecuaciones sobredeterminado depende del conjunto especifico de “slices" de
cumulantes de tercer o cuarto orden y la cantidad relativa de informacién de estadistica
de tercer y cuarto orden usada en la estimacién. Més ain, afiadir mas ecuaciones a un
determinado sistema de ecuaciones (es decir, usar mas "slices” o nuevas ecuaciones y de
esta forma incrementar el tamafio de la matriz de coeficientes) puede que no conduzca a
mejores estimaciones y en algunos casos incrementard la varianza de los parametros
estimados. La razén de este comportamiento es que los cumulantes estimados tienen
mayores varianzas conforme las coordenadas T, y T, 0 T, se acercan a la frontera del
dominio de soporte del modelo, y que los cumulantes estimados de cuarto orden muestran
una mayor varianza que los de tercer orden. Tomando estos puntos en consideracion, las
combinaciones propuestas en los algoritmos 1-4 hacen uso de un intervalo amplio de
"slices" y, de esta forma, de informacion estadistica de tercer y cuarto orden sin
redundancia y constituyen un conjunto de métodos practicos para recobrar los

coeficientes del modelo MA a partir de datos contaminados con ruido.
b) Procesos distribuidos simétricamente.
Cuando el proceso de excitacion del modelo MA obedezca a una funcién densidad

de probabilidad distribuida simétricamente (por ejemplo Uniforme o de Laplace), el

coeficiente de asimetria del proceso es cero Y,,=0 y hemos de usar las ecuaciones
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obtenidas en la proposicién 5 de la seccién IV-5. En esta proposicion tenemos tres
ecuaciones que nos relacionan la "slice” q de cumulantes de cuarto orden que podemos
implementar en algoritmos de minimos cuadrados para estimar los coeficientes del modelo
MA. En esta subseccién describiremos estos algoritmos que usaremos en las simulaciones
para el caso de cuarto orden. En todos los algoritmos la unicidad de la solucion de
minimos cuadrados estd garantizada ya que la matriz de coeficientes posee rango

completo en cada caso.

Algoritmo 5. Minimos cuadrados 5 (LS-5). Consideremos la ecuacién (4.68) de la

Proposicién 5. Utilizando la relacién c¢,(0,7,,q) = Ya b(T) b(q) podemos reescribir esta

ecuacion de la forma:

3
c4y(0’1:2)q)

y4w

C4y(17p1-'p‘51) (5.17)

q
Z;b(i) cjy(‘cl+i,‘c2,q) =
i=

Evaluando (5.17) para 1,=-q ...0...q y T, variando desde O hasta g-1 podemos formar un
sistema de q(2q+1) ecuaciones y q+1 incégnitas x = (1/Y,,, b(1), ....b(q)). Resolviendo
este sistema en el sentido de minimos cuadrados podemos recuperar los coeficientes del

modelo de los ultimos q valores del vector solucion x.

Algoritmo 6. Minimos cuadrados 6 (LS-6). Teniendo en cuenta que 74‘,,=c;}y

(0,0,9)/c4,(0.9,9), la ecuacién (5.17) se puede escribir en la forma:

Cay (0,75, €4,(0,0,0)
c4,(0.0,0)

q
;b(i) cj'y(rl+i,r2,q) = Cay(T1T1Ty) (5.18)
i=i

Evaluando (5.18) para 1,=-q ...0...q y T, = 0...g-1 obtenemos un sistema de q(2q+1)
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ecuaciones con g+1 incGgnitas x = (b(0), b(1), ...,b(q)). Los coeficientes del modelo se
obtienen de la solucién de minimos cuadrados, dividiendo x por el coeficiente b(0)

estimado de forma que los pardmetros del modelo seran (1, b(1)/b(0)...., b(q)/b(0)).

Algoritmo 7. Minimos cuadrados 7 (LS-7). Consideremos la ecuacién (4.69):

q
Ebl(i) Coy(T+,T+,Q) = b(@) c4(7,7,0) (5.19)

i=0

Esta ecuacién la podemos usar para recuperar los parametros del sistema en combinacion
con la ecuacién (5.17). Para ello evaluamos (5.19) para 1=-q...q formando un sistema de
2q+1 ecuaciones con q+1 incégnitas x= (b(q), b*(1), b*(2) ..., b*(q)). Con los dltimos q
elementos de la solucién de minimos cuadrados de este sistema extraemos la raiz
cuadrada y resolvemos la ambigiiedad del signo tomando como signo de los coeficientes

el dado por la solucién del algoritmo LS-5.

Algoritmo 8. Minimos cuadrados 8 (LS-8). Podemos obtener un sistema con mas

ecuaciones que en el algoritmo LS-7 si consideremos junto a (5.19) la ecuacién (4.70),

que reescribimos aqui como:

q
Y b2() 2 (7,+,T50) = Q) €4 (T2T5D) €4 (71,7,,0) (5.20)

i=0

donde hemos usado que €, (T5,T5,q)=Yaw b%(t,) b(q). Evaluando la ecuacién (5.20) para
1,=-q ...0..q y T, = 0...1 siendo 1 la dltima "slice” que queremos usar en la estimacion
(1<q), tenemos un sistema de (1+1)(2q+1) ecuaciones con incégnitas x=(b(q), b%(1), b*(2)
..., b%(q)). Si a estas ecuaciones le afiadimos las dadas por el algoritmo LS-7, obtenemos

un sistema de (1+2)(2q+1) ecuaciones que podemos resolver en el sentido de minimos
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cuadrados. Como en el caso del algoritmo LS-7, para eliminar la ambigiiedad del signo
inherente al tomar la raiz cuadrada en las estimaciones, usamos el signo de las soluciones

del algoritmo LS-5.

Algoritmo 9. Minimos cuadrados 9 (LS-9). Una ultima alternativa para estimar los

coeficientes del sistema usando cumulantes de cuarto orden podria ser usar la ecuacion
(4.71). Utilizando en dicha ecuacién que ¢,,(0,7,,9)=Y,, b(1,) b(q), tenemos:
<N . C4,(0,72,9)
Y 3G) cp (74170 = ...

¢4, (71,0,0). (5.21)

Si evaluamos la ecuacién (5.21) para 1,=-q ...0...q y T, = 0...1 (I<q), obtenemos un sistema
de (1+1)(2q+1) ecuaciones con incégnitas x=(1/Y,,, b’(1), b*(2) ..., b(q)). Los coeficientes
del sistema se obtienen extrayendo la raiz ciibica de los iltimos q elementos del vector
solucién x. La unicidad, como en todos los casos anteriores, esta garantizada ya que la

matriz de coeficientes es de rango completo.

V-4. SELECCION DEL ORDEN DEL MODELO MA.

Una adecuada determinaci6n del orden del sistema es de importancia capital en los
algoritmos lineales basados en una solucién de minimos cuadrados. Todos estos
algoritmos estdn basados en ecuaciones que sélo son validas cuando se usa el verdadero
orden del sistema. Cuando el orden del modelo no se conoce a priori, como ocurre en
muchas aplicaciones practicas, necesitamos una herramienta que nos proporcione buenas
estimaciones del orden. Aiin mas, cuando se trabaja con sefiales contaminadas con ruido
se requiere una buena eleccién del orden del modelo en la mayoria de los casos, ya que

los algoritmos lineales con muy sensibles a variaciones en los ordenes de los sistemas.
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Es por ello que una estimacion previa del orden constituye un tema de gran importancia
en muchos algoritmos de identificacion de sistemas [MEN91] [GIA89a] [TUGO91]
[NANO94] [ZHA%4].

En esta seccién tratamos con el problema de la seleccién del orden del modelo
usando solamente la estadistica de ordenes superiores o cumulantes. Ya que los
cumulantes de orden mayor que dos se anulan para un proceso Gaussiano, estos
constituyen una herramienta apropiada para la estimacién del orden del modelo cuando
la serie temporal estd contaminada con ruido Gaussiano de funcién de autocorrelacion
desconocida. Para tratar este problema han surgido recientemente en la bibliografia tres
planteamientos principales [GIA90b] [ZHA93] [ALS93]. El método propuesto en
[GIA90b] esta basado en buscar la coordenada q que satisfaga ¢;(q,0)#0 y ¢;(q+i,0)=0,
i>1. Este procedimiento puede implementarse por inspeccién visual o automaticamente
mediante un test estadistico. De los estudios llevados a cabo en [ZHA93] este método no
es numéricamente robusto, por lo que han surgido recientemente algoritmos basados en
minimizar una funcién "error" [ALS93] o técnicas de determinacién del rango de una
matriz basadas en la SVD [ZHA93] que muestran un mejor comportamiento que el
método propuesto en [GIA90b]. El primer procedimiento de los dos citados anteriormente
busca hacer minimo del error entre la secuencia de cumulantes de tercer orden estimada
a partir de la estadistica de segundo y/o tercer orden y la estimada a partir de la sefial de
salida en la region completa de soporte de un sistema MA(q). El segundo método
[ZHA93] determina el rango de las matrices construidas usando cumulantes de orden k-

ésimo, para lo cudl pueden usarse herramientas robustas como la SVD.

En el resto de esta seccién proponemos un método de seleccion del orden del
modelo MA usando cumulantes de érdenes k-1 y/o k-ésimo, basado en minimizar el error

de reconstruccion de la hipotética tltima "slice” horizontal (g-slice) de cumulantes de
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orden k-ésimo y la suma cuadratica de la secuencia de cumulantes de la primera “slice"
que no pertenezca al dominio asumido (g+1-slice) [RUI95b]. Este método muestra un
buen comportamiento en sefiales contaminadas con ruido a niveles moderadamente altos
y evita el uso de la inspeccién visual, tests estadisticos, o determinacion del rango de

matrices. El algoritmos propuesto consta de las siguientes etapas:

1) Elegir un valor Q que constituya una cota superior al orden auténtico del modelo q.

2) Para m=1...Q, calcular la siguiente funcion cuadratica discreta:

m
Yy (cky(‘r1,12,...,1k_2,m)—éky(11,12,...,tk_2,m))2
F (m) _ Ty TomaTy =0 N
m
Y o (TTpmm) (5.22)
TpTpTy =0

m
+ Y g1t pmel)

Ty5Tp Ty p=0

donde ¢,(T,,1,,...,Ty»,M) representa los cumulantes de orden k-ésimo estimados a partir
de los datos, y &, (T;,Ty,...,TxM) €8 la secuencia de cumulantes reconstruida de orden k-

ésimo asumiendo que el orden correcto €s m, i.e,

Cyy (T T T o) = Yy b(z,) b(x,) .. b(z,_,) b(m) (5.23)

y B(@i) i=l..m se estima mediante cualquier algoritmo propuesto en las secciones
anteriores o sus versiones recursivas, que haga uso de informacién estadistica de orden

k y k-1-ésimo, o tinicamente de orden k-ésimo.

Cuando dispongamos de la estadistica exacta del problema, F(m) se anulard
solamente para m>q, ya que C;(Ty,...,Tk2:q) = Cig(TpoeesTu2s@ Y Ciy (10 Ti2q+1)=0. En

los casos précticos, cuando disponemos tnicamente de la sefial de salida y hemos de
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estimar los cumulantes a partir de un conjunto de datos finito, posiblemente ruidoso, F(q)
no serd nulo debido a errores de estimacién, pero mostrard un minimo global en este
punto.

3) Témese como orden del modelo q el valor del entero m para el cual F(m) alcanza su

valor minimo.

V-5. RESULTADOS DE SIMULACION. PROCESOS NO DISTRIBUIDOS
SIMETRICAMENTE.

En esta seccién vamos a aplicar los algoritmos de identificacién de sistemas MA
de fase no minima y seleccién del orden del modelo descritos en la seccién V-4 y V-5
para el caso de procesos de excitacién no distribuidos simétricamente y sefiales ruidosas
[RUI95b]. Los resultados que vamos a exponer se refieren al caso de ruido Gaussiano
coloreado, ya que estos algoritmos que usan Unicamente cumulantes de tercer y cuarto
orden muestran su potencialidad cuando se aplican al caso de ruido coloreado. En las
simulaciones llevadas a cabo comparamos el comportamiento de los algoritmos propuestos
LS-1, LS-2, LS-3 (con 1,=2) y LS-4 con dos métodos lineales bien estudiados en la
bibliografia, la versién modificada del método Giannakis-Mendel propuesta por Tugnait
[TUGY1], denominado en el apartado IV-2 método GMT, y el denominado algoritmo de
minimos cuadrados 1 propuesto en [SCA92] y usado en [NAN94] [ZHA94] que implica
estadistica de tercer orden sobre la "slice" q (véase seccién IV-2). En las simulaciones nos
proponemos estudiar el efecto del nivel de ruido coloreado y de la longitud del registro
de datos sobre la estimacion de los coeficientes del sistema MA. Para tres casos o tests
representando procesos MA de 6rdenes diferentes, elegimos la sefial de entrada del
sistema como un proceso aleatorio i.i.d. de media cero distribuido segiin una distribucién

Exponencial con un factor de asimetria tedrico Y;,=2 y una kurtosis teérica igual a 6.
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Estos procesos, asi como todos los resultados que aqui se muestran se han obtenido en
una estacién de trabajo SUN Sparcl0 usando el lenguaje MATLAB y las librerias
(toolboxes) que este lenguaje incorpora. La sefial observada y(n) viene dada por la
ecuacién (4.12) donde el ruido aditivo de media cero es un proceso Gaussiano coloreado,
obtenido filtrando ruido Gaussiano blanco de media cero a través de un sistema ARMA
usado en [ZHA94] con parametros AR [1, -2.2, 1.77, -0.52] y pardmetros MA [1, -1.25].
Este ruido es afadido a la sefial de salida de forma que se obtenga la razén sefial-ruido

(SNR) deseada, donde la SNR se define como:

N
Y x*@
SNR = 10 log —N‘-— ) (5.24)

Y vim)
n=1

siendo N 1la longitud del registro de datos. Las N muestras de la sefal de salida se usaron
para estimar los cumulantes de tercer y cuarto orden reemplazando los valores esperados
de la definicién de cumulantes por sus estimaciones usando el estimador sesgado. Estas
estimaciones se usan para sustituir a los correspondientes cumulantes de tercer y cuarto
orden en los algoritmos de la seccién V-4. Junto a la propia estimacion de parametros de
los modelos, estudiaremos mediante simulaciones el comportamiento del algoritmo de
eleccion del orden del sistema MA de la seccién V-5 usando estadistica de tercer orden

(k viene dada por 3 en la ecuacién (5.23)).

Test 1 (Caso de modelos MA (2)). Comenzaremos estudiando en primer lugar el caso
de modelos de orden q=2. Para ello vamos a simular los siguientes procesos [GIA89a]

[NANO94]:

y(@m) = w(n) - 2.0833 w(n-1) + w(n-2) + v(n) (5.25)
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y(n) = w(n) - 2.333 w(n-1) + 0.667 w(n-2) + v(n) (5.26)

con ceros localizados en 3/4 y 4/3 (ceros reciprocos) para el primer modelo (5.25) y en
2 y 1/3 para el segundo modelo (5.26). Para reducir la dependencia de la realizacion
particular usada en las estimaciones, se llevan a cabo 500 realizaciones del proceso, en
una simulacién tipo Montecarlo de y(n), y se calculan la media y la varianza de las
pardmetros estimados tanto para los algoritmos propuestos (LS-1 a LS-4) como para
aquellos usados en [TUG91] y [NAN94] [ZHA94]. Las tablas V.1 y V.2 muestran los
resultados de las simulaciones para tres diferentes longitudes del registro de datos de
salida (N=1024, N=2048 y N=4096) y tres valores de SNR (SNR=10 dB, SNR=5 dB y
SNR=0 dB) para los dos modelos (5.25) y (5.26) respectivamente. Como se puede
observar de estas tablas, todos los estimadores proporcionan mejores resultados cuando
la longitud del registro de datos aumenta, y la varianza de los parametros estimados se
incremente cuando la SNR decrece. Entre los algoritmos propuestos, LS-2 y LS-3 son los
mas robustos al ruido Gaussiano coloreado, mientras que LS-4 muestra un importante
sesgo en las estimaciones para este ejemplo. Comparados con otros métodos lineales
usados en [TUG91] y [NAN94], los algoritmos propuestos, y especialmente LS-2, los
superan en términos de sesgo y varianza. Este comportamiento se puede visualizar mas
claramente si calculamos el promedio entre todas ejecuciones de la sefial del error
cuadratico medio (MSE) entre los coeficientes MA verdaderos b(i) y los estimados G(i),

ie.,

. _6 \\2
media sobre todas i (bh)-bt) } (5.27)
las realizaciones q )
Y b%)

i=1

q
=1

MSE =
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N=1024 N=2048 N=4096

Coeficientes b(1)=-2.0833 b(2)=1.0000 b(1)=-2.0833 b(2)=1.0000 b(1)=-2.0833 b(2)=1.0000
Algoritmos

LS-1 -1.9213 +0.2679  0.8732 +0.1736 -2.0048 +0.1882 0.9423 +0.1199  -2.0254 +0.1176 0.9624 +0.0717
LS-2 -2.0748 +0.2531  0.9868 +0.1631 -2.0985 +0.1873  1.0104 +0.2896  -2.0837 +0.1236 1.0057 +0.0784
LS-3 -2.0184 +0.2355  0.9491 £0.1513 -2.0826 +0.2080 0.9984 +0.1268  -2.0780 +0.1413  1.0017 +0.0848
LS-4 -1.6089 £1.1708  0.7355 +0.3409 -1.7493 +0.9942 0.8275 +0.3094  -1.8567 +0.8959 0.9038 +0.2601
[NANO94] -1.9806 +0.5305  0.9582 +0.3592 -2.0438 £0.3916  1.0104 +0.2896  -2.0584 +0.2591 1.0059 +0.1956
GMT -0.7840 +0.4585  0.5625 +0.0854 -0.8607 £0.4202 0.5805 +0.0515  -0.8604 +0.2697 0.5891 +0.0293

Tabla (V.1)(a). Pardmetros estimados (media + desviaci6n estdndar) para el proceso MA(2) [1, -2.0833, 1] del

test 1. (a) SNR

= 10 dB (500 ejecuciones Montecarlo).

N=1024 N=2048 N=4096

Coeficientes b(1)=-2.0833 b(2)=1.0000 b(1)=-2.0833 b(2)=1.0000 b(1)=-2.0833 b(2)=1.0000
Algoritmos

LS-1 -1.7461 £0.3711  0.6861 +£0.2570 -1.9365 +0.3232  0.8455 +0.1687  -2.0363 +0.2388 0.9301 +0.1095
LS-2 -2.0808 +0.4924  0.8687 £0.2942 -2.1035 +0.3632  0.9493 +0.1959  -2.1056 +0.2348 0.9784 +0.1149
LS-3 -1.8552 +0.3809  0.7512 +0.2676 -2.0011 +0.3313  0.8936 +0.1843  -2.0539 +0.2350 0.9439 +0.1161
LS-4 -1.1326 +0.8625  0.5268 +0.2131 -1.3564 £0.9368 0.5956 £0.2610  -1.6123 £1.2644 0.7211 +£0.3224
[NANO94] -1.9120 +0.8302  0.8317 +0.4811 -2.0749 +0.6661 0.9324 +0.3914  -2.0918 +0.4484 0.9585 +0.2452
GMT -0.2289 +0.2873  0.4352 +0.0862 -0.1827 +0.1849  0.4495 +0.0580  -0.1384 +0.1096 0.4565 +0.0390

Tabla (V.1)(b). Pardmetros estimados (media + desviacién estdndar) para el proceso MA(2) [1, -2.0833, 1] del

test 1. SNR =5 dB (500 ejecuciones Montecarlo).
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N=1024 N=2048 N=4096

Coeficientes b(1)=-2.0833 b(2)=1.0000 b(1)=-2.0833 b(2)=1.0000 b(1)=-2.0833 b(2)=1.0000
Algoritmos

LS-1 -1.2988 +0.7864  0.3978 +0.3613 -1.5777 +0.7298 0.6172 +0.3934  -1.8676 +0.4846 0.8083 +0.2418
LS-2 -2.0452 +1.1768  0.6533 +0.4362 -2.1791 +0.7446  0.8785 +0.4289  -2.0658 +0.5143 0.9522 +0.2509
LS-3 -1.1176 +0.4218  0.3741 +0.3041 -1.3904 +0.3739 0.5544 +0.2778  -1.7284 +£0.3452 0.7719 +£0.2229
LS-4 -1.0759 +1.1494  0.5867 +0.3979 -1.1606 £1.2976 0.5992 +0.3166  -1.2165 £1.1222  0.5853 +0.2901
[NAN94] -1.4342 +1.6635  0.3200 +0.6150 -2.0854 £1.7989 0.7298 £0.7693  -2.0869 +1.3434 0.8918 +0.6393
GMT 0.1047 +0.1574  0.4961 +0.1751 0.1176 £0.1105 0.5132 +0.1055 0.1261 £0.0736 0.5141 +0.0696

Tabla (V.1)(c). Pardmetros estimados (media + desviacion estdndar) para el proceso MA(2) [1, -2.0833, 1] del
test 1. (¢) SNR = 0 dB. (500 ejecuciones Montecarlo).

N=1024 N=2048 N=4096

Coeficientes b(1)=-2.333 b(2)=0.667 b(1)=-2.333 b(2)=0.667 b(1)=-2.333 b(2)=0.667
Algoritmos

LS-1 -2.037 £ 0.393 0.487 + 0.234 -2.172 £ 0.320 0.556 + 0.151 -2.336 £ 0.193 0.616 + 0.108
LS-2 -2.377 £ 0.572 0.618 + 0.308 -2.374 £ 0.367 0.656 = 0.210 -2.336 £ 0.211 0.669 + 0.153
LS-3 -2.255 £ 0474 0.560 = 0.259 -2.323 £ 0.363 0.626 + 0.176 -2.307 £ 0.223 0.652 + 0.137
LS-4 -1.723 £ 1.711 0.779 + 0.461 -1.929 + 1.935 0.783 + 0.475 -2.034 + 1.629 0.752 + 0.479
[NAN94] -1.826 + 0.728 0.552 + 0.459 -2.051 + 0.544 0.622 + 0.277 -2.209 + 0.387 0.671 £ 0.270
GMT -1.943 + 0.945 0.267 + 0.200 -2.534 + 0.873 0.191 + 0.173 -2.869 + 0.670 0.151 + 0.149

Tabla (V.2)(a). Pardmetros estimados (media + desviacion estdndar) para el proceso MA(2) [1, -2.333, -0.667]
del test 1. (a) SNR = 10 dB (500 ejecuciones Montecarlo).
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N=1024 N=2048 N=4096

Coeficientes b(1)=-2.333 b(2)=0.667 b(1)=-2.333 b(2)=0.667 b(1)=-2.333 b(2)=0.667
Algoritmos

LS-1 -1.825 + 0.531 0.384 + 0.315 -2.052 + 0.363 0.502 + 0.209 -2.184 + 0.266 0.564 + 0.153
LS-2 -2.327 £ 0.613 0.598 + 0.407 -2.408 + 0.553 0.633 + 0310 -2.374 + 0.343 0.649 + 0.223
LS-3 -1.990 + 0.435 0.470 + 0.323 -2.225 £+ 0439 0.569 + 0.262 -2.280 + 0.325 0.611 = 0.196
LS-4 -1.383 + 1.299 0.723 + 0.477 -1.638 + 1.636 0.764 + 0.438 -1.907 + 1.908 0.827 + 0.564
[NAN94] -1.525 + 0915 0.452 + 0.402 -1.768 £ 0.641 0.502 + 0.303 -2.119 + 0.467 0.617 + 0.268
GMT -0.487 + 0.794 0.384 + 0.210 -0.509 + 0.798 0.421 £ 0.190 -0.502 + 0.715 0.427 + 0.133

Tabla (V.2)(b). Pardmetros estimados (media + desviaci6n estdndar) para el proceso MAQ2) [1, -2.333, -0.667]

del test 1. (b) SNR = 5 dB (500 ejecuciones Montecarlo).

N=1024 N=2048 N=4096

Coeficientes b(1)=-2.333 b(2)=0.667 b(1)=-2.333 b(2)=0.667 b(1)=-2.333 b(2)=0.667
Algoritmos

LS-1 -1.207 + 0.774 0.198 + 0.410 -1.586 + 0.784 0.343 + 0.384 -2.103 + 0.598 0.414 + 0.326
LS-2 -1.723 + 1.167 0.422 + 0.588 -2.106 + 0.905 0.516 + 0.505 -2.525 £ 0.779 0.570 + 0.423
LS-3 -1.137 + 0.497 0.236 + 0.291 -1.515 + 0.451 0.371 + 0.311 -1.942 + 0.444 0.519 + 0.253
LS-4 «1.133 # 1.593 0.702 + 0.488 -1.203 + 1.430 0.759 + 0.635 -1.522 £ 1.248 0.860 + 0.764
[NAN94] -1.246 + 1.299 0.098 + 0.490 -1.391 + 1.177 0.240 + 0.666 -1.723 + 1.048 0.394 + 0415
GMT 0.069 + 0.098 0.422 + 0.094 0.060 + 0.077 0.426 + 0.066 0.059 + 0.066 0.431 + 0.052

Tabla (V.2)(c). Pardmetros estimados (media + desviacién estdndar) para el proceso MA(2) [1, -2.333, -0.667]

del test 1. (c) SNR = 0 dB (500 ejecuciones Montecarlo).
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Figura (5.1)(a). MSE frente a la SNR para el modelo MA(2) [1 -2.0833 1] con N=1024.
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Figura (5.1)(b). MSE frente a la SNR para el modelo MA(2) [1 -2.0833 1] con N=2048.
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Figura (5.1)(c). MSE frente a la SNR para el modelo MA(2) [1 -2.0833 1] con N=4096.
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Figura (5.2)(a). MSE frente a la SNR para el modelo MAQ) [1 -2.333 0.667] con
N=1024.
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Figura (5.2)(b). MSE frente a la SNR para el modelo [1 -2.333 0.667] con N=2048.
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Figura (5.2)(c). MSE frente a la SNR para el modelo [1 -2.333 0.667] con N=4096.
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Las figuras 5.1 (a) (b) (c) para el modelo (5.25), y las figuras 5.2 (a) (b) (c) para el
modelo (5.26), muestran el MSE frente a la SNR a diferente nimero de datos cuando se
emplean los algoritmos LS-1, LS-2 y LS-3 (LS-4 es un algoritmo bastante sesgado en
estos ejemplos y no se muestra en estas figuras) y los de [TUG91] y [NAN94].
Basandonos en los resultados obtenidos podemos afirmar que:

(a) Los algoritmos propuestos LS-1, LS-2 y LS-3 dan los pardametros con el error
cuadritico medio mas bajo.

(b) El algoritmo LS-2 parece aventajar en términos de sesgo y varianza de los parametros
a todos los restantes algoritmos.

(c) Las estimaciones dadas por el método GMT estdn claramente sesgadas ya que este
método hace uso de la secuencia de autocorrelacién de la sefial, que estd afectada por el
ruido Gaussiano coloreado.

(d) Los algoritmos LS-2 y LS-3 muestran un mayor grado de robustez que el algoritmo
de minimos cuadrados 1 de [NAN94], que usar cumulantes de tercer orden sobre la
"slice" q. La razén para este comportamiento es que los algoritmos propuestos hacen uso
de mucha mias informacién estadistica que [NAN94], obteniéndose asi una mayor

precision en las estimaciones.

Ademds de la obtencién de pardmetros, hemos aplicado el procedimiento de
estimacién del orden del modelo MA descrito en la seccién anterior a estos ejemplos. En
este caso hemos usado el algoritmo LS-2 para estimar los pardmetros asumiendo los
ordenes m=1...7 y hemos empleado estadistica de tercer orden en (5.22). En la figuras 5.3
(a) (b) (para el modelo (5.25)) y 5.4 (a) (b) (para el modelo (5.26)) mostramos la mediana
de la funcién F(m), m=1..7 normalizada a su maximo valor para 100 ejecuciones
independientes y valores de la relacién sefial-ruido de SNR=10 dB y 5 dB. Como se
puede observar, estas funciones muestran un minimo claro en el orden correcto m=2, lo

que indica que la eleccién ha sido correcta en la mayoria de los casos.
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SNR =0 dB
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Figura (5.3)(a). Gréfica semilogaritmica de la mediana de la funcién F(m) normalizada
para el proceso MA(2) [1, -2.0833, 1]. (a) SNR =0 dB.
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Figura (5.3)(b). Grafica semilogaritmica de la mediana de la funcién F(m) normalizada
para el proceso MA(2) [1, -2.0833, 1]. (b) SNR =5 dB.
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SNR =5 dB
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Figura (5.4)(a). Gréfica semilogaritmica de la mediana de la funcion F(m) normalizada
para el proceso MA(2) [1, -2.333, 0.667]. (a) SNR =5 dB.
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Figura (5.4)(b). Griéfica semilogaritmica de la mediana de la funcién F(m) normalizada
para el proceso MA(2) [1, -2.333, 0.667]. (b) SNR =10 dB.
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Para cuantificar el porcentaje de aciertos, la tabla (V.3) indica el nimero de selecciones
correctas de las 100 ejecuciones efectuadas para diferentes valores de la SNR y longitud
del registro de datos. Esta tabla muestra que incrementar la relacion sefial-ruido o el
numero de datos resulta en mejores selecciones del orden, y que podemos obtener buenas
estimaciones hasta un nivel de SNR de 5 dB, aunque para el caso del modelo (5.25)

podemos llegar hasta un nivel de O dB con fiabilidad.

Ejemplo [1, -2.0833, 1]

SNR 0 dB 5dB 10 dB 15 dB
N° datos

1024 76 % 87 % 94 % 100 %

2048 83 % 96 % 100 % 100 %

4096 94 % 100 % 100 % 100 %

Ejemplo [1, -2.333, 0.667]

SNR 0 dB 5dB 10 dB 15 dB
N° datos

1024 54 % 61 % 71 % 84 %

2048 63 % 67 % 83 % %4 %

4096 66 % 78 % 89 % 97 %

Tabla (V.3). Nimero de selecciones correctas del orden del sistema en 100 ejecuciones

Montecarlo para los ejemplos de simulacién del test 1.
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Test 2 (Caso de modelos MA (3)). Para estudiar el caso de modelos MA de tercer orden
vamos a utilizar un modelo ampliamente usado en la bibliografia [GIA89a], [NAN94],

[ZHA94] y [GIA90b], que corresponde a un sistema MA de fase no minima:

y@) = w(n) + 0.9 w(n-1) + 0.385 w@-2) - 0.771 w-3) + v(n). (5-28)

Los parametros estimados y el MSE obtenido usando los seis algoritmos que estamos
comparando se muestran en la tabla (V.4) (a)-(f) para diferentes valores de la SNR y
longitud del registro de datos. Como en el test anterior, los resultados provienen de 500
ejecuciones independientes para cada uno de los seis estimadores. En este ejemplo, los
cuatro algoritmos propuestos proporcionan estimadores consistentes de los coeficientes del
sistema hasta un nivel de 5 dB, mientras que el sesgo llega a ser importante a una SNR
de 0 dB y bajo nimero de datos. En conjunto, los algoritmos LS-4, LS-2 y LS-3 parecen
mostrar un MSE mads bajo y mejores estimaciones que los otros algoritmos estudiados.
Nétese, que a diferencia al ejemplo anterior, el algoritmo LS-4 estd menos afectado por
errores de estimacién de los cumulantes debido al pequeiio valor absoluto de la secuencia

de cumulantes para este ejemplo concreto.

Algoritmos LS-1 LS-2 LS-3 LS-4 [NANOS4] GMT

Coeficientes

b(1)= 0.900 0.553 +0.330 0.623 + 0.382 0.574 + 0.243 0.735 + 0.209 0.691 + 0.316 0.366 + 0.191
b(2)= 0.385 0.329 + 0.184 0.353 + 0314 0.286 + 0.165 0.450 + 0.093 0.450 + 0.359 0.452 + 0.134
b(3)=-0.771  -0.601 + 0.208  -0.626 + 0.203  -0.611 + 0.156  -0.678 + 0.170  -0.697 + 0.243  -0.304 0.100

MSE 0.133 + 0.204 0.121 + 0.190 0.098 + 0.132 0.085 + 0.095 0.133 £ 0.270 0.224 + 0.087

Tabla (V.4)(a). Pardmetros estimados (media + desviacién estdndar) para el proceso MA(3) del test 2.
(a) SNR = 5 dB y N=1024 (500 ejecuciones Montecarlo).
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Algoritmos LS-1 LS-2 LS-3 LS-4 [NAN9%4] GMT

Coeficientes

b(1)= 0.900 0.789 + 0.156 0.812 +0.123 0.794 + 0.094 0.849 + 0.113 0.801 = 0.181 0.366 = 0.139
b(2)= 0.385 0.371 £ 0.096 0.360 + 0.102 0.343 + 0.091 0.399 + 0.052 0.399 + 0.236 0.431 £ 0.092
b3)=-0.771 -0.731 £0.103  -0.732£0.069 -0.721 £ 0.073  -0.745+ 0.091 -0.721 £ 0.221  -0.302 £ 0.077

MSE 0.023 + 0.028 0.015 + 0.021 0.014 + 0.015 0.016 + 0.018 0.058 + 0.118 0.212 + 0.071

Tabla (V.4)(b). Pardmetros estimados (media + desviaci6n estdndar) para el proceso MA(3) del test 2.
(b) SNR = 5 dB y N=2048 (500 ejecuciones Montecarlo).

Algoritmos LS-1 LS-2 LS-3 LS-4 [NAN94] GMT

Coeficientes

b(1)= 0.900 0.838 + 0.105 0.867 = 0.114 0.843 + 0.082 0.862 + 0.095 0.837 + 0.111 0.373 + 0.098
b(2)= 0.385 0.366 + 0.067 0.370 + 0.079 0.356 + 0.072 0.403 + 0.044 0.396 + 0.175 0.435 + 0.072
b(3)=-0.771 -0.734 £ 0.082  -0.744 + 0.057 -0.734 £ 0.057 -0.751 £ 0.070  -0.756 + 0.138  -0.305 = 0.051

MSE 0.010 £ 0.014 0.009 = 0.012 0.008 + 0.009 0.010 £ 0.012 0.026 = 0.043 0.202 £ 0.052

Tabla (V.4)(c). Pardmetros estimados (media + desviacién estdndar) para el proceso MA(3) del test 2.
(c) SNR = 5 dB y N=4096 (500 ejecuciones Montecarlo).

Algoritmos LS-1 LS-2 LS-3 LS-4 [NANS4] GMT

Coeficientes

b(1)= 0.900 0.185 £ 0.456 0.310 + 0.569 0.059 + 0.428 0.719 + 0.335 0.403 + 0.703 0.148 £ 0.292
b(2)= 0.385 0.279 £ 0.372 0.324 + 0.503 0.166 + 0.291 0.530 £ 0.164 0.545 + 0.594 0.581 + 0.307
b(3)=-0.771  -0.342 + 0395  -0357 +0.413  -0.359 £ 0.288  -0.564 £ 0.220  -0.542 £ 0.671  -0.055 + 0.110

MSE 0472 £ 0471 0.495 + 0.605 0.498 + 0.434 0.180 £ 0.108 0.631 + 1.286 0.514 + 0.087

Tabla (V.4)(d). Pardmetros estimados (media + desviacion estdndar) para el proceso MA(3) del test 2.
(d) SNR = 0 dB y N=1024 (500 ejecuciones Montecarlo).
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Algoritmos LS-1 LS-2 LS-3 LS-4 [NAN94] GMT

Coeficientes

b(1)=0.900 0327 +0389 0484 +0427  0.500 + 0421  0.701 £ 0310 0590 = 0.447  0.129 + 0.218

b(2)= 0.385 0.271 + 0.251 0.351 + 0.269 0.359 + 0.425 0.512 + 0.159 0.578 + 0.523 0.566 + 0.229

b(3)=-0.771 -0.607 + 0.287  -0.647 + 0.265 -0.618 + 0.448  -0.685 + 0.209  -0.735 + 0.404  -0.075 £ 0.069
MSE 0.284 + 0.311 0.289 + 0.396 0.294 + 0.319 0.168 + 0.113 0.301 £ 0.560 0.476 + 0.087

Tabla (V.4)(e). Pardmetros estimados (media + desviacion estdndar) para el proceso MA(3) del test 2.

(e) SNR = 0 dB y N=2048 (500 ejecuciones Montecarlo).

Algoritmos LS-1 LS-2 LS-3 LS4 [NAN94] GMT

Coeficientes

b(1)= 0.900 0.701 + 0.228 0.783 + 0.243 0.784 + 0.269 0.724 + 0.267 0.779 £ 0.248 0.092 + 0.101

b(2)= 0.385 0.335 £ 0.151 0.354 + 0.204 0.354 + 0.206 0.446 + 0.089 0.502 + 0.358 0.518 + 0.108

b(3)=-0.771 -0.624 £ 0.176  -0.665 + 0.181 -0.667 + 0.182 -0.768 + 0.175 -0.767 £ 0.268 -0.068 + 0.049
MSE 0.085 + 0.092 0.076 + 0.084 0.080 + 0.107 0.056 + 0.113 0.112 £ 0.275 0.465 + 0.059

Tabla (V.4)(f). Pardmetros estimados (media + desviacién estdndar) para el proceso MA(3) del test 2. (f)

SNR = 0 dB y N=4096 (500 ejecuciones Montecarlo).

Hemos aplicado también el procedimiento de seleccion del orden del modelo MA

a este ejemplo, usando los coeficientes estimados dados por el algoritmo LS-2 para todos

los 6rdenes dados. La figura 5.5 (a) (b) muestra el comportamiento del algoritmo,

representando la mediana de la funcién F(m), m=1...7 normalizada a su valor mas alto

cuando la SNR esta fijada a 10 y 5 dB respectivamente. La figura 5.5 (a) muestra un

minimo claro en m=3, indicando un orden del modelo de 3. En la figura 5.5 (b) el

minimo aparece menos pronunciado en el orden correcto m=3, debido a que se obtienen

valores pequeiios de la funcién F(m) para m=1.
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Figura (5.5)(a). Gréfica semilogaritmica de la mediana de la funcién F(m) normalizada
para el proceso MA(3) [1, 0.9, 0.385, -0.771]. (a) SNR = 10 dB.
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Figura (5.5)(b). Gréfica semilogaritmica de la mediana de la funcién F(m) normalizada
para el proceso MA(3) [1, 0.9, 0.385, -0.771]. (b) SNR = 5 dB.
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Esto nos indica que cuando la SNR es baja y la longitud del registro de datos de la serie
de salida disminuye, el algoritmo tiende a infradeterminar el orden para este ejemplo;
debido al pequefio valor de los coeficientes del modelo a veces la sefial de salida queda
mejor modelada por un sistema MA de orden 1. Este comportamiento aparece de forma

mas nitida en la tabla (V.5), que indica el tanto por ciento de aciertos en el orden.

SNR 0 dB 5 dB 10 dB 15 dB
N° datos

1024 47 % | 11 % | 80 % 92 %

2048 68% | 83 % | 87 % 96 %

4096 718% | 91% | 94 % | 100 %

Tabla (V.5). Nimero de selecciones correctas del orden del sistema en 100 ejecuciones

Montecarlo para el ejemplo de simulacién del test 2.

De esta tabla podemos afirmar que buenas selecciones del orden son posibles hasta un
nivel de SNR de 5 dB, mientras que cuando la SNR es menor es necesario un mayor

nimero de datos para obtener un mayor indice de fiabilidad.

Test 3 (caso de modelos MA (5)). En este ejemplo de simulacién la sefial observada

viene dada por un modelo MA de fase no minima de orden 5 usado en [ZHA94],

[GIA90D]:
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y(m) = w(n) - 2.33 w(n-1) + 0.75 w(n-2) + 0.5 w(n-3) +

+ 0.3 win-4) - 1.4 w(n-5) + v(n).

(5.29)

El resultado del experimento Montecarlo para tres longitudes de datos diferentes y SNR

de 10, 5 y 0 dB se muestra en la tabla (V.6)(a)-(g). Para el caso de 0 dB no incluimos

todos los resultados para diferente longitud del registro de datos debido a que no se

produce una estimacién consistente por ningin método. Como puede observarse si

comparamos esta tabla con las de los modelos anteriores, se obtienen peores resultados

globales a una SNR dada para todos los algoritmos a medida que el modelo posee 6rdenes

mayores. Entre los algoritmos estudiados, los algoritmos LS-2 y LS-1 dan un MSE mas

bajo y mejores estimaciones de los coeficientes en términos de sesgo y varianza que los

otros algoritmos. En conjunto, el algoritmo LS-2 vuelve a proporcionar los mejores

resultados.
Algoritmos L8:1 LS-2 LS-3 LS4 [NANO94] GMT
Coeficientes
b(1)=-2.330 -1.594 + 0424  -1.857 + 0482  -1.863 + 0489  -1.321 +0.713  -1.590 + 0.546  -1.007 = 0.377
b(2)= 0.750 0.293 + 0.466 0.510 + 0.815 0.538 + 0.888 0.571 + 0.217 0.612 + 0.419 0.514 + 0.296
b(3)= 0.500 0.250 + 0.430 0.330 + 0.628 0.288 + 0.798 0.444 + 0.141 0.161 + 0.449 0.155 + 0.225
b(4)= 0.300 0.301 + 0.247 0.344 + 0.611 0.295 + 0.659 0.418 + 0.126 0.295 + 0306  -0.093 + 0.149
b(5)=-1.400 -0.897 + 0395  -1.073 £ 0314  -1.167 £ 0.789  -0.731 £ 0.661  -1.021 = 0.550  -0.989 = 0.344
MSE 0.214 + 0.173 0.196 + 0.154 0.247 + 0.268 0.497 + 0.222 0.203 + 0.205 0.287 + 0.146

Tabla (V.6)(a). Pardmetros estimados (media + desviaciOn estdndar) para el proceso MA(5) del test 2. (a) SNR

= 10 dB y N=1024 (500 ejecuciones Montecarlo).
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Algoritmos LS-1 LS-2 LS-3 LS4 [NANO94] GMT
Coeficientes
b(1)=-2.330 -1.780 + 0.289 -2.210 + 0.384 -1.959 = 0.316 -1.571 £ 0.903 -2.021 + 0.390 -1.294 + 0.226
b(2)= 0.750 0.384 + 0.387 0.855 + 0.439 0.549 + 0.503 0.730 £ 0.336 0.729 + 0.400 0.569 + 0.232
b(3)= 0.500 0.338 + 0.306 0.276 + 0.397 0.349 + 0.508 0.562 + 0.212 0.351 £ 0.300 0.181 + 0.161
b(4)= 0.300 0.302 + 0.169 0.248 + 0.187 0.432 + 0.460 0.402 + 0.098 0.295 + 0.229 -0.181 + 0.101
b(5)=-1.400 -1.054 = 0.299 -1.391 £ 0.309 -1.293 £ 0424 -0.873 £ 0.396 -1.363 £ 0.354 -1.274 £ 0.214
MSE 0.108 + 0.066 0.079 + 0.087 0.127 + 0.099 0.291 + 0.206 0.071 = 0.065 0.176 = 0.056

Tabla (V.6)(b). Pardmetros estimados (media + desviacion estdndar) para el proceso MA(S) del test 2. (a) SNR

= 10 dB y N=2048 (500 ejecuciones Montecarlo).

Algoritmos LS-1 LS-2 LS-3 LS-4 [NAN94] GMT
Coeficientes
b(1)=-2.330 -1.997 + 0.361 -2.271 = 0.226 -1.970 + 0.253 -1.766 = 1.010 -2.178 £ 0.274 -1.407 + 0.239
b(2)= 0.750 0.600 + 0.535 0.731 + 0.302 0.450 + 0.522 0.700 + 0.317 0.781 + 0.325 0.604 + 0.201
b(3)= 0.500 0.337 £ 0.318 0.377 + 0.201 0.659 + 0.641 0.512 + 0.198 0.432 + 0.261 0.223 + 0.123
b(4)= 0.300 0.318 + 0.130 0.302 + 0.131 0.388 + 0.620 0.403 + 0.135 0.301 + 0.128 -0.172 + 0.092
b(5)=-1.400 -1.243 £ 0.206 -1.378 £ 0.216 -1.378 £ 0.457 -1.003 + 0.549 -1.413 £ 0.211 -1.371 £ 0.202
MSE 0.079 + 0.066 0.030 + 0.024 0.106 + 0.138 0.220 + 0.167 0.035 + 0.032 0.142 £+ 0.056

Tabla (V.6)(c). Pardmetros estimados (media + desviaci6n estdndar) para el proceso MA(S) del test 2. (a) SNR

=10 dB y N=4096 (500 ejecuciones Montecarlo).
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Algoritmos LS-1 LS-2 LS-3 LS-4 [NAN94] GMT
Coeficientes
b(1)=-2.330 -1.502 £ 0.562 -1.618 = 0.595 -1.408 = 0.361 -1.061 = 0.801 -1.195 + 0.499 -0.484 £ 0.265
b(2)= 0.750 0.239 + 0.441 0.479 + 0.787 0.302 + 0.453 0.548 + 0.238 0.330 £ 0.317 0.346 + 0.203
b(3)= 0.500 0.182 + 0.340 0.223 + 0481 0.209 + 0.444 0.499 + 0.211 0.130 + 0.360 0.181 + 0.215
b(4)= 0.300 0.226 + 0.302 0.368 + 0.718 0.142 + 0.408 0.465 + 0.162 0.275 £ 0.193 -0.107 £ 0.172
b(5)=-1.400 -0.864 + 0.451 -1.132 £ 0.715 -1.131 £ 0.611 -0.727 £ 0.403 -0.838 + 0.614 -0.471 £ 0.223
MSE 0.237 £ 0.158 0.212 £ 0.255 0.290 + 0.156 0.632 £ 0.202 0.298 + 0.236 0.530 £ 0.117

Tabla (V.6)(d). Pardmetros estimados (media + desviacién estdndar) para el proceso MA(S) del test 2. (a) SNR

=5 dB y N=1024 (500 ejecuciones Montecarlo).

Algoritmos LS-1 LS-2 LS-3 LS-4 [NAN94] GMT
Coeficientes
b(1)=-2.330 -1.780 £ 0289  -2.172 £0.293  -1.939 + 0271  -1.556 £ 0938  -1.705 + 0.414  -0.551 + 0.201
b(2)= 0.750 0.384 + 0.387 0.645 + 0.503 0.298 + 0.471 0.615 + 0317 0.584 + 0.400 0.401 * 0.155
b(3)= 0.500 0.338 + 0.306 0.383 + 0.485 0.785 + 0.470 0.501 + 0.207 0.251 + 0.424 0.198 + 0.142
b(4)= 0.300 0.302 + 0.169 0.425 + 0.491 0.467 + 0.643 0.484 + 0.189 0.285 +0.223  -0.151 = 0.155
b(5)=-1.400 -1.054 +0.299  -1.388 +0.346  -1.048 + 0316  -0.856 + 0.453  -1.084 + 0436  -0.525 = 0.206
MSE 0.108 + 0.066 0.107 + 0.084 0.154 +0.114  0.341 £ 0.186 0.142 £ 0.153 0.484 + 0.094

Tabla (V.6)(e). Pardmetros estimados (media + desviacién estdndar) para el proceso MA(S) del test 2. (a) SNR

=5 dB y N=2048 (500 ejecuciones Montecarlo).
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Algoritmos LS-1 LS-2 LS-3 LS4 [NANO94] GMT
Coeficientes
b(1)=-2.330 -1.997 + 0.361 -2.214 + 0.228 -1.969 + 0.253 -1.737 = 1.005 -1.991 £ 0.362 -0.556 + 0.196
b(2)= 0.750 0.600 + 0.535 0.824 + 0.452 0.450 = 0.522 0.409 + 0.491 0.768 + 0.442 0.482 + 0.163
b(3)= 0.500 0.337 + 0.318 0.367 + 0493 0.659 + 0.641 0.492 + 0472 0.262 + 0.385 0.213 £ 0.163
b(4)= 0.300 0.318 + 0.130 0.342 + 0.490 0.388 + 0.620 0.401 + 0.196 0.269 + 0.159 -0.169 = 0.096
b(5)=-1.400 -1.243 + 0.206 -1.329 = 0.331 -1.378 + 0.457 -0.998 = 0.373 -1.143 = 0.389 -0.518 £ 0.135
MSE 0.079 + 0.066 0.076 + 0.072 0.131 £ 0.138 0.286 + 0.138 0.092 + 0.105 0.462 + 0.087

Tabla (V.6)(f). Pardmetros estimados (media + desviacién estdndar) para el proceso MA(5) del test 2. (a) SNR

= 5 dB y N=4096 (500 ejecuciones Montecarlo).

Algoritmos LS-1 LS-2 LS-3 LS-4 [NANO94] GMT
Coeficientes
b(1)=-2.330 -1.256 + 0.430 -1.486 + 0.491 -1.146 + 0.293 -0.895 + 0.579 -1.452 + 0.611 -0.153 £ 0.133
b(2)= 0.750 0.222 + 0.386 0.488 + 0.608 0.282 + 0.451 0.579 + 0.287 0.504 + 0421 0.415 £ 0.157
b(3)= 0.500 0.239 + 0.322 0.358 + 0.606 0.205 + 0.496 0.494 + 0.256 0.206 + 0.404 0.384 + 0.151
b(4)= 0.300 0.274 + 0.246 0.285 + 0.246 0.241 + 0.301 0.515 £ 0.159 0.257 + 0.284 -0.083 = 0.150
b(5)=-1.400 -0.901 £ 0.346 -0.987 + 0.404 -0.952 + 0.443 -0.649 + 0.422 -0.935 + 0.542 -0.169 + 0.101
MSE 0.247 + 0.168 0.186 = 0.178 0.274 + 0.115 0.658 + 0.190 0.238 + 0.212 0.713 + 0.063

Tabla (V.6)(g). Pardmetros estimados (media + desviaci6n estdndar) para el proceso MA(S) del test 2. (a) SNR

= 5 dB y N=4096 (500 ejecuciones Montecarlo).
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Figura (5.6)(a). Gréfica semilogaritmica de la mediana de la funcién F(m) normalizada
para el proceso MA(S) [1, -2.33, 0.75, 0.50, 0.30, -1.40]. (a) SNR = 10 dB.
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Figura (5.6)(b). Grifica semilogaritmica de la mediana de la funcién F(m) normalizada
para el proceso MA(S) [1, -2.33, 0.75, 0.50, 0.30, -1.40]. (b) SNR = 5 dB.
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La aplicacién del método de seleccion del orden del modelo da los resultados
mostrados en la figura 5.6 (a) (b) para la mediana de F(m), m=1...7 a niveles de SNR =
10 y 5 dB. El fuerte minimo que muestran estos graficos en m=5 indica que el orden
correcto se ha seleccionado en la mayoria de los casos. El niimero de elecciones correctas
del orden del modelo para 100 ejecuciones independientes se muestra en la tabla (V.7).
Como ocurria en los ejemplos anteriores, estos resultados revelan la capacidad de este

método para determinar el orden correcto hasta un nivel de 5 dB.

SNR 0 dB 5 dB 10 dB 15 dB
N° datos

1024 4% | 3% | 84 % 91 %

2048 58% | 2% | 9% | 100 %

4096 91% | 97 % | 100 % | 100 %

Tabla (V.7). Numero de selecciones correctas del orden del sistema en 100 ejecuciones

Montecarlo para el ejemplo de simulacién del test 3.

V-6. RESULTADOS DE SIMULACION. PROCESOS DISTRIBUIDOS
SIMETRICAMENTE.

En esta seccién se van a aplicar los algoritmos de identificacién de sistemas MA
de fase no minima y seleccién del orden del modelo descritos en la seccién V-4 y V-5
al caso de que el sistema MA sea excitado por un proceso distribuido simétricamente y,
la sefal observada esté contaminada con ruido aditivo Gaussiano [RUI95d]. En este caso

los cumulantes de tercer orden del proceso son nulos, por lo que hemos de aplicar los
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algoritmos que usan unicamente estadistica de cuarto orden. Al igual que en la seccién
anterior, los resultados que vamos a exponer se van a referir fundamentalmente al caso
de que el ruido contaminante sea ruido Gaussiano coloreado por ser la situacion de mas
interés, aunque incluiremos un ejemplo de ruido blanco para mostrar que los algoritmos
propuestos son también itiles en este caso. En las simulaciones que se llevaron a cabo
comparamos el comportamiento de los algoritmos propuestos LS-5, LS-6, LS-7 y LS-8
(con 1=g-1) con la versién modificada del método Giannakis-Mendel en estadistica de
cuarto orden propuesta por Tugnait [TUG90] [TUG91], que vamos a seguir denominando
método GMT. Conviene hacer notar que hasta ahora el caso de estadistica de cuarto orden
no ha sido apenas tratado en la bibliografia, y en lo que a algoritmos lineales basados en
una solucién de minimos cuadrados se refiere, el método GMT es préacticamente el unico
propuesto. El algoritmo LS-9 también propuesto en la seccién V-3(b) no se incluye en los
resultados pues, como ocurria con el algoritmo LS-4 en la seccién V-5, al considerar las
ecuaciones como lineales en b*(i), i=1...q, son muy sensibles a los errores de estimacién
de los cumulantes. En el caso de cuarto orden, donde los cumulantes exhiben una mayor

varianza, este algoritmo deja de ser util para una solucién lineal.

En las simulaciones que siguen nos proponemos estudiar el efecto del nivel de
ruido coloreado y de la longitud del registro de datos de la serie temporal sobre la
estimacion de los coeficientes del sistema MA en términos de sesgo y varianza. Vamos
a seguir utilizando los tres test usados anteriormente en la seccién V-5, que representan
procesos MA de ordenes diferentes, aunque por simplicidad para el test 1 sélo
mostraremos los resultados para uno de los modelos de orden 2. Para excitar al sistema
MA tomamos como sefial de entrada un proceso aleatorio i.i.d. de media cero distribuido
segun una distribucién Laplaciana con un factor de asimetria 7y;,=0 y kurtosis tedrica v,,,
igual a 12. La sefial observada y(n) viene dada por la ecuacién (4.12) donde el ruido

aditivo de media cero es un proceso Gaussiano coloreado, obtenido filtrando ruido
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Gaussiano blanco de media cero a través del mismo sistema ARMA usado en la seccién
V-5. Este ruido es afiadido a la sefial de salida de forma que se obtenga la razén sefal-
ruido (SNR) deseada. Ademas de estimar los coeficientes de los modelos, vamos a tratar
de estimar el orden del sistema a través del algoritmo de eleccién del orden del sistema
MA de la seccién V-5 usando estadistica de cuarto orden (k = 4 en la ecuacion (5.23)).
Al aplicar el algoritmo en este caso haremos una pequefia modificacion, que consiste en
buscar la reconstruccién de la "slice" (0,0) de los cumulantes de cuarto orden en lugar de
la "slice" (0,q) en la ecuacién (5.23). La razén de esta sustitucién es que todos los
algoritmos propuestos para estadistica de cuarto orden usan la "slice” (0,q) para estimar
los parametros, por lo que es mas conveniente usar otra "slice” diferente para testear la
capacidad de reconstruccién de dicha "slice” a diferentes 6rdenes, como lleva a cabo el

algoritmo de eleccién del orden.

Test 1 (Caso de modelos MA (2)). Vamos a estudiar en un primer test la identificacién
del sistema MA de fase no minima de orden q=2 dado por la ecuacién (5.25). Al igual
que se hizo en el caso de procesos de excitacién no distribuidos simétricamente se llevan
a cabo 500 realizaciones del proceso, y suponemos en primer lugar que la salida esta
contaminada con ruido blanco. A partir de la simulacién Montecarlo de y(n), se calculan
la media y la desviacién estdndar de las pardmetros estimados del sistema tanto con los
algoritmos propuestos (LS-5 a LS-8) como para el algoritmo GMT. Las tablas (V.8)(a)-(d)
muestran los resultados obtenidos de las simulaciones para cuatro diferentes longitudes
del registro de datos de salida (N=2048, N=4096, N=8192 y N=16394) y tres valores de
SNR (SNR=10 dB, SNR=5 dB y SNR=0 dB) asi como el caso de ausencia de ruido (SNR
= o). Como puede observarse de esta tabla, en el caso de estadistica de cuarto orden es
mucho m4s importante el nimero de datos de que conste la serie temporal que para el
caso de estadistica conjunta de tercer y cuarto orden. Como era de esperar, todos los

estimadores proporcionan mejores resultados cuando la longitud del registro de datos
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aumenta, pero se obtienen estimaciones robustas a partir de un nimero de datos de 4096.
El comportamiento de los algoritmos en funcién del nimero de datos se puede visualizar
claramente en las figuras 5.7 (a) (b) que representan el MSE en funcién de la longitud del
registro de la serie temporal para una relacioén sefial-ruido de 5 dB y ausencia de ruido,
respectivamente. Obsérvese de estas figuras que el MSE del algoritmo GMT permanece
casi invariable a partir de unos 2000 datos mientras que los algoritmos propuestos
muestran una mejora significativa con el nimero de datos. Resulta interesante notar la
gran sensibilidad del algoritmo LS-6 a la longitud del registro de la sefial, lo que significa
que este algoritmo se ve mas afectado por los errores de estimacién de los cumulantes.
La misma observacidn cabe hacer a partir de la tabla (V.8), en las que el algoritmo LS-6
da muy buenas estimaciones para N>4096, pero muestra una enorme varianza para un

nimero de datos mds bajo.

Estas caracteristicas también se manifiestan en el caso de que no haya ruido
anadido, como aparece en la tabla (V.8)(d). El algoritmo GMT da unos pardmetros
estimados que cambian relativamente poco con el nimero de datos, mientras que las
estimaciones obtenidas por los algoritmos LS-5 - LS-8 mejoran a medida que los errores
de estimacién de la secuencia de cumulantes decrecen (i.e. el nimero de datos con los que
se estiman aumenta). La razén por la que el algoritmo LS-6 se ve particularmente muy
afectado por dichos errores hay que buscarla en las caracteristicas del mismo. Como
puede observarse de la seccién V-3(b), en €l no se asume que el coeficiente b(0) vale la
unidad, si no que éste forma parte del vector incoégnita. Para obtener finalmente los
coeficientes del sistema ha de dividirse por el coeficiente b(0) estimado. Debido a la gran
varianza que muestran los cumulantes de cuarto orden cuando el nimero de datos es bajo
o la sefial es muy ruidosa, en algunas ocasiones dicho coeficiente es muy pequefio, por
lo que la division posterior da lugar a importantes desviaciones de los coeficientes

estimados respecto a los reales del sistema.
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Figura (5.7)(a). MSE frente al nimero de datos del proceso MA(2) [1, -2.0833, 1] para
una SNR de 5 dB.
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Figura (5.7)(b). MSE frente al nimero de datos del proceso MAQ2) [1, -2.0833 1] en
ausencia de ruido.
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=2048 N=4096

Coeficientes b(1)=-2.0833 b(2)=1.0000 b(1)=-2.0833 b(2)=1.0000
Algoritmos

LS-5 -0.2321 + 0.4819 0.2323 + 0.4446 -0.4656 = 0.7174 0.3225 + 0.4090
LS-6 -0.6612 = 6.7270 0.5697 + 4.3872 -1.1084 + 3.8933 -0.0971 + 5.7744
LS-7 -0.3735 + 0.8790 0.4159 = 0.5575 -0.4822 = 1.0371 0.5176 £ 0.6184
LS-8 -0.2911 + 0.7283 0.3593 + 0.4978 -0.4552 + 0.8438 0.4586 + 0.5080
GMT -0.4378 + 0.5017 0.2335 = 0.1560 -0.5391 + 0.5343 0.2513 = 0.1680

N=8192 N=16394

Coeficientes b(1)=-2.0833 b(2)=1.0000 b(1)=-2.0833 b(2)=1.0000
Algoritmos

LS-5 -0.6526 = 0.7715 0.4229 + 0.4108 -1.0518 + 0.8211 0.5622 + 0.3729
LS-6 -2.0313 + 1.3403 1.1072 + 2.1439 -1.9086 + 2.5042 0.8524 = 1.3272
LS-7 -0.7355 + 1.1922 0.6276 + 0.5688 -1.0793 = 1.1931 0.7587 = 0.4658
LS-8. -0.6395 + 0.9411 0.5526 + 0.4593 -0.9632 = 0.9708 0.6830 + 0.3881
GMT -0.7911 = 0.5589 0.2826 + 0.1643 -1.0823 + 0.5027 0.3380 = 0.1601

Tabla (V.8)(a). Pardmetros estimados (media + desviacién estdndar) para el proceso MA(2) [1, -2.0833, 1] del

test 1 en ruido blanco. (a) SNR = 0 dB (500 ejecuciones Montecarlo).
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N=2048 N=4096
Coeficientes b(1)=-2.0833 b(2)=1.0000 b(1)=-2.0833 b(2)=1.0000
Algoritmos
LS-5 -0.6349 + 0.7176 0.3666 + 0.4044 -1.0541 = 0.7854 0.5459 + 0.3659
LS-6 -1.6797 = 1.1874 0.8094 + 1.4169 -2.0911 = 0.8373 1.0289 + 0.6097
LS-7 -0.9117 = 1.0083 0.5802 + 0.6332 -1.2947 + 1.0852 0.7339 + 0.5803
LS-8 -0.7984 + 0.8448 0.5210 £ 0.5147 -1.0937 = 0.8766 0.6471 £ 0.4742
GMT -0.6434 + 0.3128 0.4715 = 0.3769 -0.7318 = 0.2928 0.5554 + 0.3518
N=8192 N=16394
Coeficientes b(1)=-2.0833 b(2)=1.0000 b(1)=-2.0833 b(2)=1.0000
Algoritmos
LS-5 -1.4806 = 0.7406 0.7470 £ 0.3663 -1.7137 = 0.5205 0.8343 + 0.2464
LS-6 -2.1153 + 0.4328 1.0117 = 0.2935 -2.0740 = 0.1971 0.9868 + 0.1332
LS-7 -1.5486 = 1.0234 0.9128 + 0.4846 -1.9418 = 0.6003 0.9847 = 0.3800
LS-8 -1.4032 + 0.9202 0.8560 + 0.4025 -1.7900 = 0.4784 0.9337 = 0.3078
GMT -0.7670 + 0.2882 0.5585 + 0.2820 -0.8065 = 0.2259 0.5508 + 0.2756

Tabla (V.8)(b). Pardmetros estimados (media = desviacion estdndar) para el proceso MA(2) [1, -2.0833, 1] del

test 1 en ruido blanco. (b) SNR = 5 dB (500 ejecuciones Montecarlo).
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N=2048 N=4096
Coeficientes b(1)=-2.0833 b(2)=1.0000 b(1)=-2.0833 b(2)=1.0000
Algoritmos
LS-5 -0.8877 = 0.7710 0.4841 = 0.3951 -1.3109 = 0.7207 0.6626 = 0.3463
LS-6 -2.1975 + 2.1368 1.2021 = 1.9834 -1.9937 + 0.4123 0.9228 = 0.3402
LS-7 -1.1158 + 0.9432 0.6408 + 0.5959 -1.6591 = 0.9361 0.8485 + 0.5824
LS-8 -1.0249 + 0.8223 0.5910 £ 0.5306 -1.4243 + 0.6992 0.7633 + 0.4750
GMT -1.0973 = 0.3842 0.7071 = 0.3571 -1.3492 = 0.4719 0.8052 + 0.4566
N=8192 N=16394
Coeficientes b(1)=-2.0833 b(2)=1.0000 b(1)=-2.0833 b(2)=1.0000
Algoritmos
LS-5 -1.6508 + 0.6046 0.8112 + 0.2857 -1.8643 = 0.3595 0.9013 + 0.1683
LS-6 -2.0759 = 0.1825 0.9907 + 0.1349 -2.0716 = 0.1132 0.9893 + 0.0867
LS-7 -1.9097 = 0.7840 1.0014 = 0.4150 -2.0615 = 0.5100 1.0319 + 0.3446
LS-8 -1.7101 = 0.6334 0.9332 + 0.3386 -1.9537 + 0.3769 0.9924 + 0.2818
GMT -0.4211 = 0.4578 0.7870 = 0.3486 -1.4723 + 0.3220 0.7596 + 0.2245

Tabla (V.8)(c). Pardmetros estimados (media + desviaci6n estdndar) para el proceso MA(2) [1, -2.0833, 1] del

test 1 en ruido blanco. (¢) SNR = 10 dB (500 ejecuciones Montecarlo).
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N=2048 N=4096
Coeficientes b(1)=-2.0833 b(2)=1.0000 b(1)=-2.0833 b(2)=1.0000
Algoritmos
LS-5 -0.8771 = 0.8169 0.4876 = 0.4173 -1.3914 = 0.7817 0.7136 + 0.3813
LS-6 -2.0110 = 1.2192 0.9763 = 1.0079 -2.0265 = 0.3259 0.9758 + 0.2348
LS-7 -1.3838 + 0.9753 0.7042 + 0.6834 -1.7745 £ 1.1028 0.9328 = 0.5354
LS-8 -1.2148 = 0.8150 0.6424 = 0.6068 -1.5059 + 0.8351 0.8479 + 0.4301
GMT -1.5566 = 0.4403 0.8771 = 0.3435 -1.7597 + 0.3922 0.9366 + 0.3396
N=8192 N=16394
Coeficientes b(1)=-2.0833 b(2)=1.0000 b(1)=-2.0833 b(2)=1.0000
Algoritmos
LS-5 -1.7434 + 0.5297 0.8569 + 0.2510 -1.9059 + 0.3327 0.9222 + 0.1566
LS-6 -2.0725 + 0.1253 0.9929 + 0.0951 -2.0792 = 0.0891 0.9960 + 0.0746
LS-7 -2.0602 + 0.7697 1.0305 = 0.4073 -2.0879 + 0.4785 1.0368 + 0.3093
LS-8 -1.8310 + 0.5260 0.9630 = 0.3013 -1.9917 + 0.3595 1.0003 + 0.2509
GMT -1.8718 + 0.3010 0.9527 + 0.2490 -1.9492 + 0.2391 0.9672 = 0.1928

Tabla (V.8)(d). Pardmetros estimados (media + desviacion estdndar) para el proceso MA(2) [1, -2.0833, 1] del

test 1 en ruido blanco. (d) SNR = « dB (500 ejecuciones Montecarlo).
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Este mal condicionamiento del algoritmo podria corregirse si adoptdsemos el criterio de
tomar como una solucién vélida de las ecuaciones de minimos cuadrados aquella en la
que el coeficiente estimado b(0) no difiera significativamente de la unidad. En aquellos
casos en que b(0) fuese pequefio convendria descartar la solucién y tomar la de los otros

algoritmos LS-5, LS-7 6 LS-8 como vilida.

Por otra parte, observando los resultados de la tabla (V.8) puede concluirse que los
algoritmos propuestos son mas robustos al ruido Gaussiano blanco que el algoritmo GMT.
Entre todos ellos el algoritmo LS-6 da los mejores resultados en sesgo y varianza cuando
el nimero de datos no es bajo, mientras que el algoritmo GMT muestra un sesgo mayor
en sus parametros debido a que se ve afectado por el ruido blanco. Comparando estos
resultados con los del caso de estadistica de tercer y cuarto orden observamos un
incremento general de la varianza de los pardmetros estimados que se atribuye a la mayor

varianza que presentan las estimaciones de los cumulantes de cuarto orden.

La comparaci6n de los resultados obtenidos por los diferentes métodos se visualiza
mas claramente en las gréficas del error cuadratico medio (MSE) entre los coeficientes
MA verdaderos b(i) y los estimados G(i) (MSE) definido por la ecuacién (5.27) frente a
la SNR, representado en las figuras 5.8 (a) (b) (c) para un nimero de datos de 4096, 8192
y 16384 respectivamente en ruido blanco. Basindonos en los resultados obtenidos
podemos afirmar que:

(a) En estadistica de cuarto orden y con los algoritmos propuestos se obtienen
estimaciones robustas a partir de una SNR de 5 dB y un niimero de datos superior a 4000.
(b) Cuando la SNR es muy baja (SNR < 5 dB) o la longitud del registro de datos es
reducido (N<4000) el error cuadratico medio es muy importante para todos los algoritmos,
y las estimaciones no son consistentes en general. Pueden obtenerse estimaciones

adecuadas en ambientes severos de ruido si el numero de datos es elevado (N = 16000).
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MSE

1E+00
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Figura (5.8)(a). MSE frente ala SNR para el sistema MA(2) [1, -2.0833, 1] con N=4096.

4-LS-8
¥ GMT
1E-03 T T

SNR (dB)

Figura (5.8)(b). MSE frente a la SNR para el sistema MA(2) [1, -2.0833, 1] con N=8192.
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MSE
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Figura (5.8)(c). MSE frente a la SNR para el sistema MA(2) [1, -2.0833, 1] con
N=16384.

(c) Los algoritmos propuestos aventajan al algoritmo GMT en términos de sesgo, varianza
y error cuadritico medio. Este sesgo en las estimaciones del algoritmo GMT desaparece
a medida que la SNR aumenta. En general, las mayores diferencias entre dicho algoritmo
y los propuestos aparecen cuando la SNR es baja y el nimero de datos elevado.

(d) Entre todos los algoritmos, es el LS-6 quien da mejores estimaciones y menor MSE,
aunque como se comenté anteriormente este algoritmo es muy sensible a los errores de
estimacién de los cumulantes. Es por ello que su uso se recomienda cuando el nimero

de datos de la serie temporal supera las 4000 muestras.

Ademads de tratar el caso de ruido blanco, conéideraxnos ahora el caso en que
contaminamos la salida del proceso MA (2) con ruido Gaussiano coloreado. En las tablas
(V.9)(a) y (V.9) (b) se muestran el sesgo y la varianza de los coeficientes estimados por

los algoritmos estudiados. .-
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N=8192 N=1639%4

Coeficientes b(1)=-2.0833 b(2)=1.0000 b(1)=-2.0833 b(2)=1.0000
Algoritmos

LS-5 -1.3606 + 0.8441 0.6963 + 0.3966 -1.6850 = 0.5833 0.8194 = 0.2747
LS-6 -2.2094 + 0.6242 1.0379 = 0.3191 -2.1162 + 0.2484 0.9907 + 0.1497
LS-7 -1.4978 + 1.2009 0.8898 + 0.5085 -1.8449 + 0.7356 09222 = 0.3839
LS-8 -1.3249 + 09714 0.8022 + 0.3721 -1.6808 = 0.6187 0.8775 £ 0.3011
GMT -0.4063 = 0.0798 0.5771 = 0.0890 -0.4104 = 0.0569 0.5678 = 0.0725

Tabla (V.9)(a). Pardmetros estimados (media + desviacién estdndar) para el proceso MA(2) [1, -2.0833, 1] del

test 1 en ruido coloreado. (a) SNR = 5 dB (500 ejecuciones Montecarlo).

N=8192 N=16394

Coeficientes b(1)=-2.0833 b(2)=1.0000 b(1)=-2.0833 b(2)=1.0000
Algoritmos

LS-5 -1.6388 + 0.8090 0.8112 + 0.2857 -1.8582 = 0.4001 0.8993 + 0.1878
LS-6 -2.1025 + 0.2135 1.0036 + 0.1352 -2.0834 + 0.1300 0.9940 = 0.0905
LS-7 -1.8915 = 0.7942 0.9771 + 0.3961 -2.0654 = 0.6506 1.0206 = 0.3505
LS-8 -1.7118 + 0.6586 0.9122 + 0.3032 -1.9356 + 0.4969 0.9748 + 0.2852
GMT -0.5458 + 0.1194 0.6323 + 0.1782 0.6109 = 0.1197

Tabla (V.9)(b). Pardmetros estimados (media + desviaci6n estdndar) para el proceso MA(2) [1, -2.0833, 1] del

-0.5357 £+ 0.0849

test 1 en ruido coloreado. (b) SNR = 10 dB (500 ejecuciones Montecarlo).
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Figura (5.9)(a). MSE frente a la SNR para el sistema MA(2) [1, -2.0833, 1] con N=8192
para el caso de ruido coloreado.

MSE

SNR (dB)

Figura (5.9)(b). MSE frente a la SNR para el sistema MA(2) [1, -2.0833, 1] con
N=16384 para el caso de ruido coloreado.
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Si comparamos estos resultados con los de las tablas (V.8) (b) y (V.8) (c) observamos que
los parametros estimados apenas si varfan para el caso de los algoritmos basados
tinicamente en estadistica de cuarto orden, mientras que el algoritmo GMT que usa la
secuencia de autocorrelacion se ve fuertemente afectado por el ruido coloreado que
contamina los datos. Las estimaciones dadas por el método GMT [9] estan claramente
sesgadas ya que este método hace uso de la secuencia de autocorrelacion de la sefial, que
estd afectada por el ruido Gaussiano coloreado. Este comportamiento se muestra mas
claramente en las figuras 5.9 (a) (b) que representan el MSE de las estimaciones obtenidas
por los diferentes métodos. Al igual que en el caso del ruido blanco, el algoritmo LS-6
da los mejores estimaciones, aunque muestra inestabilidades cuando la SNR es muy baja.
El algoritmo GMT muestra un MSE mucho més alto que en el caso de ruido blanco, por
lo que la diferencia con los algoritmos propuestos es aun mayor en el caso del ruido
coloreado. Este resultado era de esperar ya que el ruido coloreado afecta muy

negativamente a la secuencia de autocorrelacion de la sefial.

Junto a la propia obtencién de los pardametros del modelo, hemos tratado de estimar
el orden del modelo MA a partir del procedimiento descrito en la seccién V-4. En este
caso hemos usado el algoritmo LS-8 tomando el pardmetro 1 o nimero de "slices” en
dicho algoritmo como 1=0...m, siendo m el orden asumido m=1...7, y hemos empleado en
(5.22) estadistica de cuarto orden tratando de reconstruir la "slice” (0,0). El nimero de
selecciones correctas de las 100 ejecuciones efectuadas para diferentes valores de la SNR
y longitud del registro de datos se muestra en la tabla (V.10). Esta tabla muestra que
incrementar la relacién sefial-ruido o el nimero de datos conduce a mejores selecciones
del orden, y que podemos obtener buenas estimaciones hasta un nivel de SNR de 5 dB,
aunque para el caso del modelo (5.25) podemos llegar hasta un nivel de 0 dB con
fiabilidad.
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SNR 0 dB 5dB 10 dB 15 dB
N° datos

4096 60 % 70 % 85 % 90 %

8192 65 % 85 % 90 % 100 %

16384 75 % 100 % 100 % 100 %

Tabla (V.10). Nimero de selecciones correctas del orden del sistema MA (2) [1, -2.0833, 1] en 20

ejecuciones Montecarlo en ruido coloreado.

Test 2 (Caso de modelos MA (3)). Vamos a tratar el caso de modelos MA de tercer
orden. Para ello vamos a utilizar el sistema MA de fase no minima que fue usado en la
seccién anterior (ecuacién (5.28)). Los parametros estimados y el MSE obtenido usando
los seis algoritmos que estamos comparando se muestran en la tabla (V.11) (a)-(c) para

un valor de la SNR de 5 dB y diferente longitud del registro de datos en ruido coloreado.

Algoritmos LS-5 LS-6 LS-7 LS-8 GMT

Coeficientes

b(1)= 0.900 0.453 + 0.366 1.451 £ 1.134 0.578 £ 0.562 0559+ 0.522 0.334 + 0.279
b(2)= 0.385 0.379 £0.223 0.508 + 0.554 0.380 + 0.266 0.356 + 0.256 0.433 £ 0.167
b(3)=-0.771 -0.575 + 0.250 -1.201 = 0.841 -0.755 £ 0.174 -0.717 £ 0.173 -0.291 = 0.104

MSE 0.188 + 0.206 1.089 + 2.662 0.202 + 0.403 0.189 = 0.362 0.262 £0.139

Tabla (V.11)(a). Pardmetros estimados (media + desviacién estdndar) para el proceso MA(3) del test 2 en

ambiente de ruido coloreado. (b) SNR = 5 dB y N=4096 (500 ejecuciones Montecarlo).
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Algoritmos LS-5 LS-6 LS-7 LS-8 GMT

Coeficientes

b(1)= 0.900 0.662 + 0.221 1.105 + 0.344 0.801 £ 0.278 0.786 + 0.268 0319 + 0.221
b(2)= 0.385 0.401 £ 0.185 0.414 = 0.242 0.374 £ 0.175 0.369 = 0.166 0431 £0.117
b(3)=-0.771 -0.659 + 0.194 -0.893 £ 0.306 -0.746 = 0.149 -0.728 = 0.139 -0.294 + 0.080

MSE 0.074 £ 0.086 0.127 £ 0.203 0.055 £ 0.186 0.051 £ 0.177 0.249 = 0.107

Tabla (V.11)(b). Pardmetros estimados (media + desviacion estdndar) para el proceso MA(3) del test 2 en
ambiente de ruido coloreado. (b) SNR = 5 dB y N=8192 (500 ejecuciones Montecarlo).

Algoritmos LS-5 LS-6 LS-7 LS-8 GMT

Coeficientes

b(1)= 0.900 0.749 + 0.161 1.063 + 0.312 0.881 = 0.066 0.869 = 0.066 0.303 £ 0.165
b(2)= 0.385 0.415 £ 0.148 0.427 £ 0.181 0.366 + 0.108 0.360 = 0.108 0.428 + 0.086
b(3)=-0.771 -0.716 + 0.140 -0.855 + 0.195 -0.758 = 0.087 -0.745 = 0.085 -0.287 = 0.062

MSE 0.037 £ 0.044 0.079 £ 0.155 0.009 = 0.008 0.010 = 0.008 0.247 £ 0.079

Tabla (V.11)(c). Pardmetros estimados (media + desviacién estdndar) para el proceso MA(3) del test 2 en
ambiente de ruido coloreado. (¢) SNR = 5 dB y N=16384 (500 ejecuciones Montecarlo).
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Figura (5.10)(a). MSE frente a la SNR para el sistema MA(3) del test 2 con N=8192 para
el caso de ruido coloreado.
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