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Prélogo

La teorfa y métodos de regresién no paramétrica se han desarrollado principalmente
en las tltimas decadas. Los modelos de tipo no paramétrico no imponen fuertes
restricciones sobre la estructura de los datos, permitiendo una mayor flexibilidad
y adaptabilidad a lo observado, a diferencia de aquellos cldsicos modelos lineales o
polinémicos los cuales, por otro lado, posibilitaban un estudio teérico més senci-
llo y un coste computacional mucho menor. Pero aiin en el caso de optar por un
modelo paramétrico, estas técnicas de regresién no paramétrica pueden servir de
gufa en la eleccién del mismo, presentindose como una potente herramienta de tipo
exploratorio.

En esta memoria consideramos de partida el planteamiento de un problema de
regresién multivariante, y estudiamos las generalizaciones a tal situacién de sua-
vizadores univariantes de interés. No obstante y aunque en general es posible la
generalizacién de la mayorfa de técnicas de suavizamiento univariantes, presenta
mayores inconvenientes tanto desde el punto de vista teérico, como en la posterior
aplicacién préctica, dado que la mayor parte del software disponible que implementa
tales técnicas admite hasta un méximo de tres o cuatro variables explicativas. Estos
problemas son los que han motivado la bisqueda de otras técnicas de estimacién,
que siguiendo la linea no paramétrica permitan una reduccién de la dimensionalidad
en el tratamiento.

En los tiltimos afios se han propuesto diferentes aproximaciones; entre ellas des-
tacamos por su importancia las siguientes: projection pursuit (Friedman y Stuelzle,
1981); ACE! (Breiman y Friedman, 1985); los modelos aditivos y aditivos genera-
lizados (Hastie y Tibshirani, 1986); y MARS? (Friedman, 1991). Entre ellas, cen-
tramos nuestro estudio en los modelos aditivos para estimar la funcién de regresién
multivariante.

Propuestos originalmente por Friedman y Stuetzle (1981) los modelos aditivos
son una técnica de regresién no paramétrica multivariante muy utilizada, en gran
parte debido a la extensa discusién de la técnica que realizan Hastie y Tibshira-

1Método que estima un modelo aditivo con transformaciones en la variable de respuesta y en
cada una de las variables explicativas. El nombre corresponde a las iniciales de su nombre en inglés
Alternating Conditional Ezpectation algorithm.

2Tniciales de Multivariate Adaptive Regression Splines.

1



9 PROLOGO

ni (1990) y a las posibilidades de ajuste mediante rutinas de S-Plus descritas por
Chambers y Hastie (1992). Estos modelos resuelven los problemas que presentaban
las versiones multivariantes de los suavizadores univariantes, al considerar la fun-
cién de regresién como la suma de funciones suaves de cada variable explicativa. De
este modo, se puede estimar cada una de las componentes por separado utilizando
suavizadores univariantes, y la estimacién global se define por la suma de todas las
estimaciones. Frente a otras técnicas de regresién no paramétrica multivariante, los
modelos aditivos pueden interpretar facilmente los efectos individuales de las varia-
bles independientes sobre la variable dependiente, sin tener en cuenta que el nimero
de variables sea elevado.

Los principales métodos de estimacién de estos modelos son el algoritmo back-
fitting, de Buja, Hastie y Tibshirani (1989) y el método de integracién marginal
propuesto por Linton y Nielsen (1995). A partir de estos métodos se han desarro-
1lado varios procedimientos en un intento siempre de obtener mejores resultados en
las estimaciones.

La generalizacién de las técnicas de suavizamiento univariantes al problema de
regresién multivariante lleva asociado el hecho de tener que seleccionar una matriz
de anchos de banda; problema que ha sido mucho menos considerado en la literatura
que el problema en el caso univariante, en el que interviene un dnico ancho de banda.
En la teorfa de los modelos aditivos, en lugar de tener matrices de anchos de banda,
tendremos un vector, esto es, un nivel de suavizado, en principio distinto, para cada
variable explicativa. El problema central de la tesis lo va a constituir el problema
de seleccién de los anchos de banda o pardmetros de suavizamiento que determinen
el buen comportamiento del modelo aditivo estimado. Nuestras aportaciones por
tanto est4n asociadas a tal problema, y las desarrollamos en el siguiente contexto: Se
considera un modelo aditivo bivariante estimado utilizando el algoritmo backfitting
aplicado con suavizadores lineales locales en las componentes, segiin las expresiones
de las estimaciones dadas por Opsomer y Ruppert (1997).

En la seleccién del pardmetro ancho de banda diversos autores han utilizado la
metodologfa bootstrap, sobre todo en la estimacién de densidades, con resultados bas-
tante satistactorios. Recientemente, se ha propuesto un selector local bootsirap del
estimador polinomial local en el contexto de regresién no paramétrica univariante.

Puesto que la estimacién de los modelos aditivos conduce a estimaciones de tipo
univariante, proponemos la metodologia bootstrap como método de seleccién de los
anchos de banda del modelo aditivo. Entonces, se define un nuevo selector de tipo
local-variable, que se prueba que es vélido tanto desde el punto de vista teérico como
del prictico.

La herramienta grifica SiZer Map ha sido desarrollada para el estudio de las
caracteristicas de funciones, tales como funciones de densidades o de regresién, y ha
demostrado su gran potencial como herramienta para el andlisis de datos, mostrando
caracteristicas de estos que de otra forma eran de dificil deteccién. No obstante,
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ademss de servir como herramienta de tipo exploratorio en el andlisis de los datos,
es posible aplicar el potencial de SiZer Map al problema de decidir sobre el nivel
adecuado de suavizamiento, valorando a su vez el comportamiento de selectores que
habitualmente se utilizan en este contexto.

En este trabajo se propone el uso de SiZer Map con estas dos finalidades, como
herramienta de andlisis individual de las componentes aditivas y como ayuda al
problema de decisién del nivel de suavizamiento adecuado, tanto en cada variable
como para cada punto de estimacién considerado.

La memoria se estructura en cinco capitulos y tres apéndices. El primer capitulo
se dedica a la presentacién de los problemas de regresién univariante y multivarian-
te, en su forma m4s general, describiendo los principales métodos de estimacién en
ambos casos y viendo las dificultades que surgen al generalizar los métodos univa-
riantes al caso multivariante. El segundo capitulo define y estudia las propiedades
fundamentales de los métodos de estimacién de los modelos aditivos, més importan-
tes, destacando el algoritmo backfitting, puesto que serd el método que utilizaremos
en el resto de la memoria. El tercer capitulo describe algunos de los selectores del
ancho de banda propuesto para el problema de regresién multivariante y recoge
los métodos, existentes hasta el momento, para el caso de los modelos aditivos. En
los capitulos cuarto y quinto se encuentran las aportaciones fundamentales de esta
memoria, en el cuarto se adapta la definicién de SiZer Map a un modelo aditivo
bivariante y se presenta un ejemplo de aplicacién a un modelo aditivo con diferentes
tamafios muestrales y niveles de correlacién entre las variables independientes; en el
quinto se describe un nuevo selector para los anchos de banda de un modelo aditi-
vo bivariante estimado utilizando el algoritmo backfitting con suavizadores lineales
locales, empleando una estimacién bootstrap del error cuadritico medio local. El se-
lector bootstrap propuesto se estudia desde un punto de vista tedrico, probando su
validez (consistencia de la estimacién bootstrap) y desde un punto de vista practi-
co, realizando un estudio de simulacién que permite ilustrar su comportamiento
finito-muestral. Finalmente se incluyen tres apéndices, el primero de ellos contiene
la programacién realizada en Matlab 5.10.421, incluyendo las funciones que han sido
definidas para el desarrollo de SiZer Map y el célculo del selector propuesto, asi co-
mo para la obtencién de los resultados del estudio de simulacién; el segundo contiene
algunas expresiones omitidas para conseguir mayor claridad en la expresi6n en las
demostraciones del capftulo quinto; y el Gltimo recoge la notacién empleada en esta
memoria.

Las aportaciones fundamentales realizadas en este trabajo son las siguientes:

» Se realiza una descripcién de los procedimientos propuestos hasta el momento
para la seleccién de los pardmetros ancho de banda que intervienen en un
modelo aditivo.

= Se propone un nuevo selector del pardmetro en el contexto asumido, exten-
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diendo las recientes ideas propuestas en un problema de regresién univariante
estimado con un suavizador lineal local por Martinez-Miranda (2000).

= Se realiza un estudio de sus propiedades teéricas bajo una perspectiva asint6ti-
ca y se comprueba su validez desde el punto de vista préctico a través de un
estudio de simulacién.

= Se extiende la definicién del grifico SiZer Map a un modelo aditivo bivariante,
permitiendo el estudio del comportamiento de las componentes y la eleccién
del nivel de suavizamiento adecuado.

= Se muestra a través de un ejemplo la aplicacién de SiZer Map a un modelo
aditivo bivariante.

= Se realizan implementaciones en Matlab 5.10.241 para las diferentes aporta-
ciones.

Las aportaciones al estudio gréfico de los modelos aditivos recogidas en esta me-
moria han sido presentadas y aceptadas en XXVI Congreso Nacional de Estadistica
e I.0., SEIO 2001, y en XV Conference on Computational Statistics, COMPSTAT

2002.



Capitulo 1

Introduccion

Para el estudio de una variable de respuesta, Y, a veces es suficiente la informacién
de una tnica variable explicativa, X. Sin embargo, en la préctica, lo més habitual
es que el comportamiento de Y no pueda explicarse con una sola variable, y sea
necesario considerar un conjunto de ellas. Por ello, dentro del contexto de regresién
no paramétrica vamos a comenzar con la distincién entre modelos univariantes y

multivariantes.

1.1. Regresién no paramétrica univariante y mul-
tivariante

Consideremos un conjunto de variables aleatorias, independientes e idénticamente
distribuidas, {(X1, Y1) , .-, (Xn, Ya)}, procedentes de una variable aleatoria bidimen-
sional, (X,Y). El modelo de regresién no paramétrica univariante' se define

como
Y; =m(X;) + v (X;)e, i=1,..,m, (1.1)

donde m es la funcién de regresién desconocida, es decir, m(z) = E[Y | X =] y
v(z) = Var (Y | X = z). Ademis, ¢;, son los errores de observacién, que se suponen
variables aleatorias independientes con media 0, varianza 1 y son independientes de
X. A la funcién de densidad de X la denotamos por f. La tinica hipétesis que se
hace es que las funciones, m y v, sean suaves, donde esta suavidad se entiende en
términos de derivabilidad.

Entre los estimadores de regresién no paramétrica univariantes caben destacar
los de tipo nticleo, como son el de Nadaraya-Watson [Nadaraya (1964), Watson
(1964)] el de Prietsley-Chao [Priestley y Chao (1972)] el de Clark (1977) y el de
Gasser-Miiller [Gasser y Miiller(1979)] que han gozado de gran interés por parte

1Hemos considerado el caso general heteroced4stico.

5



6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

de muchos autores, debido fundamentalmente a su formulacién sencilla y facilidad
de tratamiento teérico. Desde comienzos de los noventa, hemos de resaltar la no-
table evolucién de los denominados estimadores de regresién polinomial local?, que
se presentan como extensiones de los sencillos estimadores de tipo nicleo y que
los mejoran al responder y solucionar algunos de los problemas que estos ltimos
planteaban en las estimaciones en puntos fronterizos. Cleveland (1979) introduce
la regresién localmente ponderada, cuya definicién est4 muy ligada a la regresién
polinomial local. Otros métodos a destacar son el suavizamiento por splines [Schoen-
berg (1964), Eubank (1988) y Wahba (1990)] y los métodos basados en desarrollos
en serie ortogonales.

En el caso multivariante la situacién que se plantea es la siguiente: Dado el con-
junto de variables aleatorias {(X1,Y1) , ..., (X, Y,)} independientes e idénticamente
distribuidas segin una variable aleatoria D + 1 dimensional, (X,Y), con valores
en RP+! donde las variables aleatorias tienen funcién de densidad conjunta f con
sop (f) € RP; la estructura del modelo de regresién no paramétrica multiva-
riante tiene la misma formulacién (1.1):

Y =m (X)) +v2 (Xi)e, i=1,..,m,

donde v (x) es finita y &; son variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas con media cero, varianza unidad e independientes de las variables alea-
torias, Xj.

En esta situacién, los estimadores més comunes para m (x) son versiones mul-
tivariantes de los estimadores nicleo de Nadaraya-Watson y Gasser-Miiller, y de
la técnica de suavizamiento por splines. Ademés de estos, el ajuste de polinomios
locales mediante mfnimos cuadrados ponderados es un método de estimacion con
buenas propiedades teéricas (Fan (1992)). Cleveland y Devlin (1988) tratan el caso
(D > 1) y Ruppert y Wand (1994) desarrollaron la teorfa asintética para el estima-
dor polinémico local, para D variables y distintos grados del polinomio.

Pasamos a describir en detalle el estimador polinomial local. En primer lugar,
para el caso general de utilizar un polinomio de grado p, y a continuacién para dos
casos particulares, p = 0 y p = 1. Se presenta también un estimador nicleo, deno-
minado estimador interno®. En lo que sigue denotaremos por 7, (x), al estimador
polinémico local de grado p multivariante y por m®) a la derivada de orden v de la

funcién m.

2Una formulacién detallada y clara de tales estimadores se puede encontrar en Fan y Gijbels

(1996).
8La importancia de introducir este estimador se debe a su relacién con el estimador lineal local.



1.2. ESTIMADOR POLINOMIAL LOCAL DE GRADO P

1.2. Estimador polinomial local de grado p

Dada la importancia de los estimadores polinomiales locales, vamos a ver cémo se
definen para los dos modelos anteriores, univariante y multivariante.

1.2.1. Modelo univariante

Consideramos el siguiente problema de mfnimos cuadrados ponderados:
minY (Y- fo— i (Ki=2) == fp(Ki= VP Ka(Ki=2), (1)
i=1

donde B = (fo, ...,ﬂ,)T es un vector de coeficientes, h es el pardmetro ancho de
banda (h > 0); y K () = h~2K (-/h), siendo K (-) una funcién niicleo, que se supone
funcién de densidad simétrica con soporte compacto.

Si denotamos por B,-, j =0,...,p, a las soluciones del problema (1.2), entonces,
usando el desarrollo de Taylor, el estimador polinomial local vendrd dado por la

primera de ellas, es decir,
it (z; h) = Po,

y la curva completa, i, (; h), se obtendrd variando z en el rango de estimacién
considerado.

La expresién matricial para la estimacién de la funcién de 'regresién en cada
punto, estd dada por:
iy (73 ) = & (KEWpXa) ™ XZWonY,

donde e; es un vector (p+ 1) x 1, que tiene un 1 en la primera posicién y ceros en
el resto; Y = (Y4, ...,Y,.)T,

1 X,—z - (Xi—3z)f
X;=1 - : ;
1 X,—z - (Xp—2)f
es la matriz de disefion x (p+1) y
W = diag {Kn (X1 — ), -, Kn (Xa — 2)},

es una matriz (n x n) de pesos, diagonal.
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Casos particulares

s Cuando p = 0, se obtiene el estimador de Nadaraya-Watson:

o (a3 1) = Hp =D L )

=1

s Cuando p = 1, se obtiene el estimador lineal local:

~ 2y -1 . {32(-"7;’7')—31 (a:;h) (Xi"x)}Kh(Xi—-'E)Yi
iy (z;h) =n Z 52 (@ 1) 50 (@ ) — 51 (@; h)z ,  (1.4)

i=1
donde "
s (z h) = n_IE(X.- —z) Kp(Xi—z), r=0,1,2.

=1

1.2.2. Modelo multivariante

Las expresiones para el modelo multivariante no resultan tan triviales. Sea ahora el
problema de minimos cuadrados ponderados:

n P D -
mﬂl’n {Y. — Z Z Bu,dn H (X5 — -"?j)lj} Kn (X; —x),

i=1 L=1l+--+ip=L j=1

donde 8 = {B,.ip : h++-+1p=L; L =0,...,p} es un vector de coeficientes, H
es una matriz de dimensién D x D simétrica, definida positiva; K (-) es una funcién
niicleo no negativa D-variante y Ky (u) = |H|~/2K (H~/?u).

A la matriz H se la denomina matriz ancho de banda, dado que es la extensién
multivariante del pardmetro ancho de banda univariante.

Si, de nuevo, denotamos por B;, j = 0, ..., p, a las soluciones del problema anterior,
entonces, usando el desarrollo de Taylor, el estimador polinémico local vendrd dado
por la primera de ellas, esto es,

Ty (x) = f,....0-
El problema en forma matricial se escribe como:

min (Y — XxB)" W (Y — Xxf),

y su solucién:
#ip (x) = €7 (XIWrmXx) " XIW,nY,
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donde e, es un vector (pD + 1) x 1, con un 1 en la primera posicién y 0 en el resto,
¥ = (¥ T >

1 (X-x)7 0 (X—x)P)"

xx — - - » .

?

1 Ko o (K=
Wx,H = dia.g{KH (X1 = x) y eey KH (x,, == x)}
Casos particulares

= p = 0, que coincide con la versién multivariante del estimador niicleo de

Nadaraya-Watson:
o) = S K (G- 7)
= p =1, es el estimador lineal local multivariante (Ruppert y Wand, 1994):

i (x) = €7 (XL gWinXx) XIWynY,

Para este caso no es posible dar expresiones sencillas, como las (1.3) y (1.4).

1.2.3. Estimador interno

Incluimos aquf un estimador tipo nicleo de la funcién de regresién, m, propuesto
por Mack y Miiller (1989), y estudiado en profundidad por Jones, Davies y Park
(1994). Se define el estimador interno segiin la siguiente expresi6n:

~ =1 . Kh ""x},i
mr (x) =n ; (;C('x‘)) .

En este caso, h es un vector (D x 1) de anchos de banda y Ky (u) = h='K (h~'u).
La relacién de este estimador con el estimador lineal local, en el caso univariante,
es facil de obtener, para ello se establecen las siguientes equivalencias asintGticas:

® S (IU) o f(:L‘),
a 3 (Z) ~ —'hﬂz (K)f (:E), ¥
n 5 (z) ~ p2 (K) f (z).
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of

donde 3 (K) = [uuTK (u)dt y f (z) = 3"

Obsérvese entonces que:

(50 (z) 82 (z) — 52 (z)) 1 x (52 (z) — b1 (Xi — z) 81 (z)) ~
~ (12 (K) £2(2)) ™" (12 (K) £ (@) + (Xs = 2) i (K) £ () =

-(H@+o-a(5) @)=

- (o) o=

Con lo cual, los pesos que se introducen en (1.4) son asint6ticamente equivalentes a
71 (X;); y de esta forma, un estimador lineal local se puede aproximar asintética-
mente por un estimador interno.

1.3. Propiedades de los estimadores

En general, como medida de error para estudiar el comportamiento del estimador
de regresién, vamos a considerar el error cuadratico medio, MSE.

MSE [ (z) | X] = E [ (z) — m (z) | X]*.

Dicho término se descompone en la suma de dos términos: un primer término que
corresponde al cuadrado del sesgo del estimador y un segundo que corresponde a su
varianza, en ambos casos sobre la distribucién condicional de la variable de respuesta,
Y, a la variable X.

MSE [ (z) | X] = E [ (z) — m (z) | X] + Var[m (z) | X].

Siguiendo la misma estructura de las secciones anteriores, comenzamos estudian-
do las propiedades en el modelo de regresién univariante, en el caso general de un
polinomio de grado p y en el caso particular p = 1. A continuacién hacemos la
generalizacién al modelo de regresién multivariante.

1.3.1. Modelo univariante

Introducimos alguna notacién necesaria para esta seccion:

Sea [u K (u)du = p; (K), N, una matriz (p + 1) X (p + 1), cuyo elemento (3, 5)-
ésimo es 12, y Mp (u) la misma matriz que Ny, pero reemplazando la primera
columna por (1, u, ..., u")T.

hrhadddsacncacadnadsacaadsndcdcocdatoacannnanscacnndcannncannnanannnnacaan
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Se considera la funcién:
| Mp (U)I}
K, (u) = {———- K (u).

Sea D, = {z: h™! (z — z) € sop (K)} el soporte de Kj (z — -). Consideraremos
z como un punto interior, si D, € sop (f). En otro caso, z se definird como
un punto frontera. Si z es un punto fijo en el interior de sop (f), entonces z es
un punto interior para todo n elevado. Sin embargo, conviene considerar una serie
z = {z,} que converja a un punto, z;, de la frontera de sop (f) tan répido que z
sea un punto frontera para todo n, es decir, z = z5 + hc, para un c € sop (K).

Para el estudio de las propiedades asintéticas del sesgo y la varianza condiciona-
dos de 7, (z) son necesarias las siguientes hipdtesis:

(i) La funcién nicleo, K, es acotada y tiene soporte compacto, tal que yz (K) # 0.
Ademés todos los momentos de orden impar de K son nulos.

(ii) En un punto, z, de sop (f), v, f' y m® son continuas. Ademds, f(z) > 0y
v(z) > 0.

(iii) La funcién m(®+? es continua en un entorno de z.

(iv) h — 0, nh — oo cuando n — oo.

El siguiente teorema da el sesgo y la varianza (componentes del error cuadrético
medio) del estimador 7, en el caso univariante.

Teorema 1.3.1 Si suponemos que T es un punto interior de sop (f) y se cumplen
las hipdtesis (i)-(iv), entonces, si p es impar,

E [, (z) — m (z) | X1, .oy Xa] =
= {/ WKy (u) du} {gf(ﬁll;—!hﬁl} +op (P,

y 81 p es par,
E [ﬁp (:L‘) - m(z) I Xl:-",Xﬂ] =

- { / WK, (u) du} {ﬁ:;:;f’_‘_(f))! - (7: _(:Z;'} hP2 + op (RP1?).

En ambos casos,
Var [y (2) | X1, -y Xn] =
- {/ K ()" du} {(nh)™ v (@) /1 (5)} {1 +0p(1)}.
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Caso particular (p=1)

Las expresiones* para el sesgo y la varianza en este caso son mas sencillas, y son las
siguientes:

E [y (&) — 1 (&) | Xy oeey K] = %hzm@) (z) pa (K) + 0p (h?)

1 R(K)

7@ v(z) +op {(nh)™},

Var [ (z) | X1, ..., Xn] = (nh)~

donde R (K) = [ K (u)® du.

1.3.2. Modelo multivariante

Para el modelo de regresién multivariante slo vamos a presentar las propiedades
para el caso particular p = 1, ya que las expresiones para un p general no estn
dadas.

Denotamos por D, (x) el vector D x 1 de derivadas parciales de primer orden
y por H, (x) la matriz Hessiana de dimensién D X D de una funcién D-variante g,
suficientemente suave en x. Sea R(K) = [ K(u)?du.

Las condiciones en este caso quedan de la siguiente forma:

(i’) El niicleo, K, es acotado y tiene soporte compacto. Adem4s se verifica que
JuuTK (u)du = pg(K)I, donde pa(K) # O es un escalar e I es la matriz
identidad (de dimensién D x D); y todos los momentos impares de K son
nulos, es decir, [ u! ... u'2 K (u) du = 0, para todos los enteros no negativos,
li,...,lp, tales que su suma sea impar.

(ii’) Para un punto x € sop(f), v es continua, f es continuamente derivable y
todas las derivadas de segundo orden de m son continuas. Ademsds, f(x) > 0
y v(x) > 0.

(iii’) m(P+? es continua en un entorno de x.

(iv’) La matriz H es tal que n~!|H| y cada uno de los elementos de H tienden a cero
cuando n — oo, siempre que H sea una matriz simétrica y definida positiva.
Ademés, existe una constante, L, tal que el niimero de condicién® de H, es al
menos L para todo n.

4Fan (1992).
5Cociente entre el mayor y el menor de los autovalores.

aAasadcdsssaisdcascadsacnscacisdassnccnccacnisancansscsnsacassassasnsnnasaassannanaanacaa
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(v') Existe un conjunto convexo, C, con interior no nulo y que contiene a x; tal

que
’l‘leltf: f(x)>0.

Definimos una funcién:
T
K* (u;x, H) = eF (XTW,uXx) [1 (u— x)T] Ku(u—x),

obsérvese que verifica:

iK‘ (X;;x, H) =1,

i=1

n
3 K (Xi;x, H) (X — x) =0.
i=1
De este modo el estimador lineal local se puede escribir de la forma:

i (x) =Y K* (Xix, H) Y.

i=1

El siguiente teorema da expresiones asintéticas del sesgo y de la varianza para
el caso del estimador lineal local, 7; (x), para un punto, X, interior.

Teorema 1.3.2 Sea x un punto interior de sop (f). Si se verifican las hipdtesis
(+’),(#’) y (’), entonces,

E [ () — 1 () | Xy X = 3 p2(KC) 1 {HHm (3)} + op (t2(HD)

Var [ (%) | X1, Xn] = {n " H|"*R(K)/f (x)}v(x) {1+0p(1)}.

Si consideramos que el punto, x, est4 en la frontera, las expresiones correspon-
dientes a las componentes sesgo y varianza se recogen a continuacién:

Teorema 1.3.3 Sea x = x5 + H/2¢, donde c € sop(K). Entonces, bajo las condi-
ciones (ii’)-(w’),

E [ (x) — my (x) | X3, ey Xp] =

e N1 1
=1 X / [ ] K (u) uTHY?H,, (x) H?udu + op (tr(H)),
2 Jo.lu
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Var [ (%) | X1,y Xa] =
= {n‘l|H|_1/2efN;1TxN;1e1/f (x)} v(x) {1+0p(1)},

donde

1.4. El problema de la dimensionalidad

La generalizacién al caso multidimensional de la mayorfa de técnicas de suaviza-
miento es posible, pero existen varios problemas asociados a los suavizadores D-

dimensionales:

1. La maldicién de la dimensionalidad®. Este problema se refiere al hecho de
que cuando estamos estimando considerando un entorno con un niimero fijo
de datos, y tenemos una superficie de gran dimensién, dicho entorno puede
ser demasiado grande como para ser llamado local; hecho que produce grandes
5€8gos.

2. La falta de interpretabilidad, ya que serd dificil visualizarlos grdficamente. No
es posible representar superficies para D > 2.

3. El excesivo coste computacional de las versiones multivariantes, que requieren
un gran niimero de operaciones (més de O (n)). Esto hace que en la prictica
los suavizadores multidimensionales sélo se apliquen hasta dimensiones 2 o 3.

Los problemas anteriores llevan a plantear modelos alternativos que eviten estos
inconvenientes, como los que tratamos en este trabajo y que reciben el nombre de
modelos aditivos.

Los modelos aditivos se presentan como una herramienta 1til para el andlisis de
datos. Estos modelos mantienen una importante caracteristica de interpretacién de
los modelos lineales, al tener representada cada variable de forma separada; asi la
naturaleza de los efectos de una variable sobre la variable de respuesta no depende
de los valores de las otras variables.

%Del inglés curse of dimensionality, Bellman (1961).

acasasaascaiaasscaccacascaanbdacoacncancisncnntsanocsannscaanansancasadasaaaacaaanana
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Los modelos aditivos fueron formulados por Friedman y Stuetzle (1981)7 y cons-
titufan el centro del algoritmo ACE de Breiman y Friedman (1985). A partir de
entonces, estos y otros modelos relacionados son objeto de estudio para muchos
autores, como por ejemplo, Wahba (1986) Engle, Granger, Rice y Weiss (1986)
Burman (1985) Buja, Hastie y Tibshirani (1989) y Hastie y Tibshirani (1990).

Ademis de los conocidos datos de regresién, los modelos aditivos pueden aplicarse
a otro tipo de datos. En Hastie y Tibshirani (1990) encontramos una discusién de
la técnica aplicada a datos binomiales, binarios, de supervivencia y de estudios de
control de casos.

7La superficie de regresién la consideraban como la suma de combinaciones lineales de funciones
suaves.



CAPITULO 1. INTRODUCCION

16



Capitulo 2

Estudio de los modelos aditivos

2.1. Definicién del modelo
Partimos del modelo de regresién miiltiple heterocedéstico':
Y = m(X) +v?(X)e,

donde la funcién v (x) = Var[Y | X = x] es finita, y los residuos, ¢, son variables
independientes, idénticamente distribuidas, con media cero, varianza uno e inde-
pendientes del vector de variables, X = (X1, ..., X, p)T. El modelo aditivo supone
que la funcién, m, se puede escribir como la suma de funciones univariantes de las
variables independientes, que se suponen suaves; es decir,

m(x) = E [Y | X = (21, ...,xD)T] —a+m (@) +-+mp(zp).  (21)

Sea (X1,Y1), ..., (X5, Ys), un conjunto de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas, con valores en RP+!, y supongamos que dichos datos
han sido generados mediante el modelo:

Yi=a+m (X15)+"'+mD(XD,')+€.', t1=1,..,n. (2.2)

Para asegurar la identificabilidad de las componentes aditivas, mq (+), suponemos
que E [mq (X&) =0,d=1,...,D.

Sean Y = (i, ..., Ya)T) Xi = (Xui, s X0i)T ¥ X = (X1, ...,X5)". Ademés, las
columnas de X las denotamos por X¢ = (Xa, .oy Xan)T y los vectores de las fun-
ciones aditivas en las observaciones serdn my = (mg (Xa1) , ---, Ma (Xan))T. Para una
constante a, a es un vector de n valores (a, ..., a)T. Si representamos la matriz de
suavizamiento con respecto a la d-ésima variable, de dimensién n X n, como S,

1En principio, consideramos el modelo heterocedastico, més general; aunque serd tratado solo

en algunos casos.
17
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definida para algin método de suavizamiento, las funciones aditivas, mg4, se pue-
den estimar de forma no paramétrica resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones
normales:

I S]_ e Sl m, Sl

s, I --- S m S

LT 2= |y (2.3)
SD SD SR | mp SD

2.2. Meétodos de estimacion

Para estimar el modelo (2.2) se han propuesto diferentes métodos en los ultimos
afios. Entre ellos, destacamos el algoritmo backfitting y el método de integracién
marginal, como los mds importantes, y a partir de estos se han propuesto distintas
modificaciones, todas ellas con el fin de mejorar las estimaciones obtenidas.

El algoritmo backfitting, propuesto por Buja, Hastie y Tibshirani (1989) pro-
porciona un método iterativo para estimar las componentes unidimensionales. En
Hastie y Tibshirani (1987, 1990) se pueden encontrar diferentes aplicaciones pricti-
cas que demuestran los buenos resultados que proporciona el método. Sin embargo,
el hecho de ser un proceso iterativo dificulta el estudio de las propiedades asintéticas
de las estimaciones. Afios més tarde, Opsomer y Ruppert (1997, 1998) y Opsomer
(2000) dan las expresiones para el sesgo y la varianza en el caso particular de utilizar
suavizadores polinomiales locales.

La dificultad del estudio de las propiedades del algoritmo backfitting es lo que
lleva a otros autores a plantearse métodos de estimacién alternativos. Asi, Linton y
Nielsen (1995) proponen el método de integracién marginal para un modelo aditivo
bivariante, este es un método que estima directamente cada una de las componentes
univariantes y permite el estudio de sus propiedades, y fue generalizado para un
modelo multivariante (D > 2) por Hengartner (1996) y Kim, Linton y Hengartner
(1997). Fan, Hiirdle y Mammen (1998) extienden la idea del método de integracién
marginal de Linton y Nielsen (1995) incluyendo dos novedades: en primer lugar,
introducen una funcién de ponderacién, W, para obtener unas estimaciones eficientes
y, en segundo lugar, permiten mayor flexibilidad en el modelo, ya que se puede
utilizar el método con variables discretas.

Linton (1997) y Kim, Linton y Hengartner (1999) definen estimadores en dos
etapas, que combinan los dos métodos que hemos mencionado. El procedimiento
consiste en calcular unas estimaciones iniciales utilizando el método de integracién
marginal y a continuacién utilizar estos valores para aplicar una iteracién del algo-
ritmo backfitting. De esta forma se obtienen mejores resultados que cuando se aplica
s6lo uno de los métodos individualmente.

Por tltimo Mammen, Linton y Nielsen (1999) proponen un nuevo estimador
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para la funcién de regresién aditiva, basado en una interpretacién del estimador de
Nadaraya-Watson como una proyeccién sobre el espacio de Hilbert.

A continuacién pasamos a describir en detalle los méds importantes: el algoritmo
backfitting, el método de integracién marginal y el algoritmo de proyeccién backfit-
ting. En cada uno de ellos se da la definicién del método en general y se estudian sus
propiedades para algunos casos particulares. Nos detendremos més en el caso del
algoritmo backfitting aplicado con suavizadores lineales locales, ya que serd el méto-
do que utilicemos en nuestras aportaciones. M4s informacién sobre otros métodos
se puede encontrar en Raya Miranda, R. (2001).

2.3. Algoritmo backfitting

El algoritmo backfitting, como hemos mencionado anteriormente, fue propuesto por
Buja, Hastie y Tibshirani (1989) y es un método iterativo para resolver el conjunto
de ecuaciones normales dado en (2.3).

Consideramos el modelo (2.1), de donde:

E|Y—a-) mi(X;)| Xs| =me(Xi), k=1,..,D;
J#k

esta expresién sugiere un algoritmo iterativo para el célculo de cada una de las
funciones my, ...,mp. La idea es la siguiente: Si a y las funciones m;, (j # k), son
conocidas, la funcién m; se puede estimar mediante un suavizador univariante so-
bre el conjunto de observaciones {(Xxi,Y;);i=1,...,n}. N6tese ademds que para
el suavizamiento se puede utilizar cualquier técnica de regresién no paramétrica
univariante.

No obstante, para que las estimaciones, 77, obtenidas aplicando un suavizador
dado, S, verifiquen la condicién de identificabilidad® del modelo en cada etapa,
serd necesario centrar las estimaciones aplicando el siguiente cambio a los resultados:

iy = fiy — 'Y e (Xi) - (29

2.3.1. Definicién

Siguiendo las ideas antes expuestas, se define el algoritmo backfitting para la esti-
macién de las funciones, my, ...,mp, a través de los siguientes pasos:

2g g (X4)] =0, d=1,..,D.
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Algoritmo backfitting

Paso 1. Inicializacién:

Paso 2. Para cada k = 1, ..., D obtener

iy, = Sy (Y—a'—zﬁlj(xj)lxk),

i#k
y calcular m} segiin la expresién (2.4).

Paso 3. Repetir el paso 2 hasta que se obtenga el criterio de convergencia®
deseado.

El algoritmo involucra la eleccién de unas funciones iniciales, mq)], veny m[g], de

las que en general no se tiene conocimiento a priori y, por ejemplo, se pueden uti-
lizar las funciones de regresién lineales de Y sobre cada una de las variables Xj,
k=1,...,D. En cambio, si el algoritmo backfitting estd incluido dentro de otro pro-
cedimiento mayor, este es el que proporciona las funciones iniciales. La estimacién
a=n"1Y" Y;, surge de forma natural, ya que o = E[Y].

A partir de ahora vamos a considerar sin pérdida de generalidad las observacio-
nes, Y;, centradas con respecto a su media, de modo que nos olvidaremos del término
constante, o.

Nétese que la descripcién general del algoritmo backfitting puede dar la impresién
de que es necesario usar el mismo suavizador para cada una de las variables, no
obstante, esto se hace asi solo para facilitar la presentacién, ya que de hecho este
método permite que se utilice un suavizador diferente para cada variable, e incluso
suavizadores que se apliquen a varias variables o a transformaciones de variables,

sin que esto afecte para obtener la convergencia deseada.

2.3.2. Convergencia para suavizadores lineales generales

El algoritmo backfitting es uno de los métodos més utilizados para resolver el sis-
tema (2.3) que consiste en nD ecuaciones con nD incégnitas. De forma teérica, y

3La convergencia se consigue cuando la diferencia entre la solucién de una etapa con la anterior
es menor que una cantidad prefijada.
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siempre que exista la inversa de M, es posible escribir la solucién de los estimadores

directamente segiin la siguiente expresion:
1

i, IS - 8] [s:

g S, I --- S

gial T B e % |y = Moy,
Zip ey B wo I Sp

Con lo que los estimadores del modelo aditivo son adem4s suavizadores lineales en
las observaciones, Y;. Sea la matriz suavizadora aditiva, Wy, definida como:

Wu= EdM_IC,

donde E; es una matriz por bloques, de dimensién n x nD, que tiene una matriz
identidad en el bloque d-ésimo y ceros en el resto. Por tanto, la estimacién para la
componente d-ésima se puede escribir como my = WiY.

Sea Wy = W + - - - + Wp, la matriz de suavizamiento aditiva para la funcién
completa, (m = m, + - -+ + mp), entonces:

D
d=1

Ademis, sea W%, la matriz de suavizamiento para la funcién (D — 1)-variante,

mM(_d), My—d) = Z,l;l k£d T, Que se puede considerar como el suavizador de un

modelo aditivo en el que los datos se han generado por el siguiente modelo:

Y] =my (X)) + -+ -+ ma_y (Xao15) + a1 (Xava) + - +mp (Xpi) + &,

1i=1,...,n.

Son muchos los autores que han estudiado las condiciones necesarias para la
convergencia del sistema (2.3); el colorario 4.3 de Buja, Hastie y Tibshirani (1989)
establece que, para un modelo aditivo bivariante, las ecuaciones de estimacién son
consistentes si:

|| 8182 |I< 1, (2.5)
para una norma matricial || - ||. Y las situaciones en las que || S;S; ||= 1 serdn
casos que son denominados de concurvity, situacién anilaga a la colinealidad en los
modelos lineales. Hemos de sefialar que la condicién (2.5) no la satisface cualquier
técnica de suavizamiento a no ser que las matrices suavizadoras sean centradas, es
decir, que las matrices Sq sean reemplazadas por S = (I — 117 /n) Sg.

Hastie y Tibshirani (1990) dan las expresiones explicitas para W; y W, cuando
D = 2; que vienen expresadas como sigue:

W, =I-(I-S,S)"'(I-S))
Wo=1I—(1-S:8)"(I-S2), (2.6)
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siempre que las inversas involucradas en ambas expresiones existan.

El lema 2.3.1, dado por Opsomer (2000) y expuesto a continuacién, generaliza la
condicién (2.5) para el caso de D-variables y proporciona las condiciones que deben
verificar las matrices suavizadoras para garantizar que los estimadores backfitting
existan y sean tnicos. La condicién es totalmente general y no depende del tipo
de suavizador que se utilice en el algoritmo. En el lema también se generaliza la
expresién (2.6) al modelo aditivo D-variante.

Lema 2.3.1 Un modelo aditivo D-variante estimado mediante el algoritmo backfit-
ting con matrices de suavizamiento Sy, ..., Sp, converge a una solucidn unica, si

I saWiz? lI< 1,

para d € (1,...,D) y || - || una norma matricial. En este caso el suavizador aditivo
con respecto a la variable d-ésima tiene la siguienie ezpresion:

Wi=T= (1 s s,,w{;““)—]l (I—-S,).

Con esto se demuestra que la unicidad de los estimadores para suavizadores
generales depende del comportamiento conjunto entre las matrices de suavizamiento
individuales y el suavizador aditivo para el resto de variables, pero no proporciona
una forma préctica de evaluar la existencia y unicidad de los estimadores, ya que no
existe una expresién explicita para Wﬁ'ﬂ.

2.3.3. Suavizadores polinomiales locales

Cuando se estima el modelo aditivo mediante el algoritmo backfitting, hemos visto
que el estudio tedrico es complicado porque los estimadores se definen como la
solucién de un proceso iterativo. Sin embargo, Opsomer y Ruppert (1997, 1998) y
Opsomer (2000) estudian las propiedades asintéticas de los estimadores backfitting
en el caso en el que los suavizadores que se utilizan sean estimadores polinémicos
locales. Dicho estudio hace posible la comparacién de este método con los siguientes
que estudiaremos en el capitulo.

Notacién

Introducimos en primer lugar la notacién necesaria:

Sean Sy = (Sa,x,,,,---,sa,x,,,,)T, donde s}:zd, d = 1,..., D representan los nicleos
equivalentes para la regresién polinomial local de la variable d-ésima en zg4, y su
expresion es la siguiente:

-1
i T (xd"W d W
sd;zd =& (xzd zd;hdx'zd) de Z4,ha?
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donde e; es un vector con un uno en la posicién i-ésima y ceros en el resto, la matriz
W, 1, = diag {(1/ha) K (Xar — Za) /ha) s -+, (1/ha) K (Xan — za) [ha)}
para K una funcién nicleo, hy €l pardmetro ancho de banda, y

1 Xap—2a) -+ (Xa—za)™
X3 =|: : : ,
1 (Xgn—%a) -+ (Xan — za)™

donde pq es el orden del polinomio local que se utiliza para ajustar la componente mq
(para el estudio de las propiedades los autores se apoyan en el trabajo de Ruppert
y Wand (1994)). Sea f (x), que representa la funcién de densidad de X;, y fa(zq)
la funcién de densidad marginal de la variable d-ésima. Para la funcién micleo, K,
p; (K) = [wK (u) du es el momento de orden j y R (K) = [ K (u)” du. Por tiltimo,
D es el operador derivada v-ésima con respecto a la variable d-ésima,

F 0"mg (Xa1) T
oz}
Dymg = 5
3"171.4 (an)

i oz} -

E [m{? (Xu) | Xa]
E [m{? (X) | x| = :
E [m{? (Xin) | Xan]

Propiedades de los estimadores

El siguiente conjunto de hipétesis son necesarias para garantizar la existencia de los
estimadores:

(O.I) La funcién niicleo, K, es acotada, continua, tiene soporte compacto y la
primera derivada tiene un nimero finito de cambios de signo sobre su soporte.
Ademés, pp,+1 (K) # 0, para todo d.

(O.II) Las funciones de densidad f y fs4, d = 1,..., D son continuas, acotadas,
tienen soporte compacto y la primera derivada de cada una de ellas, tiene un
ndmero finito de cambios de signo sobre su suporte. Ademds, fq(z4) > 0 para
todo z4 € sop (fa).



24 CAPITULO 2. ESTUDIO DE LOS MODELOS ADITIVOS
(O.IM) hy — 0 y nhy/log(n) — oo, para todo d = 1,..., D, cuando n — oo.

A continuacién presentamos el sesgo y la varianza asint6ticos en puntos interiores
de soporte de f, para el caso en que el grado del polinomio es impar y D = 2, para
simplificar la exposicién. Las propiedades en los puntos de la frontera, grado par del
polinomio y en el caso bivariante se pueden encontrar en Opsomer y Ruppert (1997).
Y en Opsomer (2000) es posible encontrar las expresiones para el caso general de D

variables.
Para el caso particular bivariante afiadimos una restriccién a la (O.II) dada para

el caso general.

(O.IP’) Las funciones de densidad f y f4, d = 1, ..., D, son continuas, acotadas,
tienen soporte compacto y la primera derivada de cada una de ellas, tiene un

niimero finito de cambios de signo sobre su suporte. Ademés, f4(z4) > 0 para
todo z4 € sop (f) ¥,
f (21, 22)
sup |——————~—1
zl,alv)a fi(z1) fa (22)

<l

Los dos resultados siguientes prueban que las matrices inversas que aparecen en
las expresiones de W; y Wy, dadas en (2.6), estdn bien definidas para polinomios
locales de grado p; y ps, cuando n — 00. Los resultados* solo prueban la existencia
del estimador #;, pero anslogamente se pueden obtener para iz y .

Lema 2.3.2 Bajo las hipdtesis (0.I), (0.1’) y (O.11I) son vdlidas las siguientes
aprozimaciones asintdticas, para todos los elementos de las matrices,

S:=8; —11T/n+0(117/n)
SiS; = Ti; +0(117/n),
donde T}, es una matriz cuyo elemento (i5)-ésimo es:

o1 _ 1 f(Xu, Xo) 1
(Tl = nfi (Xu) f2(X2) 0

Lema 2.3.83 Bajo las hipdtesis (0.I), (0.II’) y (O.11I), la matriz (I — T}y) es in-
vertible para todo n, y

P[AN /(1-SiS;) sea invertible Vn > N] = 1.

4Las demostraciones se pueden encontrar en Opsomer y Ruppert (1997).
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Cuando (I — S3S3)™" eziste, entonces la siguiente aprozimacion es vdlida sobre todos
los elementos de la matriz:

I-8:S;) ' =(1-T}) ' +0(117/n) =1+ 0 (117 /n) .

Sean tT y v;, la i-ésima fila y la j-ésima columna, respectivamente, de la matriz
(I—-T%,)~", y la siguiente hipétesis adicional.

(O.IV) Las derivadas, (p1 + 1)-ésima de m; y (pz + 1)-ésima de m; existen,
son continuas y estdn acotadas.

Teorema 2.3.4 Bajo las hipdtesis (0.1), (0.1II’), (O.11I) y (O.IV), para el conjunto
de observaciones {(X1;, X2),%i=1,...,n}, y p1 Yy p2 impares; el sesgo y la varianza
condicionados de @, M, (X1;) y M (X1, Xa:) se aproziman por®:

-~ 1
E[a—a | X]_,X2] =a+0p (-\/_ﬁ) .
varfa] = Z,
n
E [ (Xu) — my (X5) | Xq, Xz =
1
= e (K Xu) mP* (Xy) +
1
+ o 1)!h'1’l+lﬂm+l (Kon) {(t’T —ef) D"*'m, — E [mgp1+l) (Xn)]} _

~ -ll' 1)!h§’+‘nm+1 (K@) {t7E [mz“”“’ (X2) | Xi] — E [mr? (X”)] }+
+0p (L) +op (R + 1E*),

Ja
K, X1 o
Var [ﬁll (Xli) | X11X2] = azR_(_%_i_)_fl (Xli) 1 4+ op (;;-1') ’

5Los resultados para fiig (X2;) se obtienen de forma anéloga.
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E [ (Xn,Xzz) m (X, Xai) | Xy, Xo] =
h’m+ (”’P1+1 (K(Pl)’xli) m(PH' ) ( li) o

Tt
+ tipy1 (Kpa)) {(tT —e]) D""'m; —vi'E [mgplﬂ) (Xu) | Xz] })+

1
3 (2 + 1)1"';’2  (tpr 41 (Ko, Xas) m™ ) (Xai) +

ttris (Kip) { (6 — €F) Dmy =T E [mf** () | 3] P+
+op (h11u+1 3 h12n+1) )
Var [ﬁt (Xl.',Xz,') I XI,X2] =

- { B ), o BT o, s

1 1
+ op (Tl + ;h—z) (2.7)

Corolario 2.3.5 Cuando la observacién (X;;, Xo;) estd en el interior de sop (f), el
sesgo y la varianza condicionados de M, (X1;) y m (X1, X2i) se aproziman por:

E [ (Xu) —my (Xy) | Xy, Xp] =
— hm Ppr+1 (K(pl) {tTDp1+1m1 [mgp1+1) (Xli)] } —

(p1 + 1)'
Tt 1)|h§”+ orer (Kim) {47 E [m@™* (Xai) | X1 — E [mf* (X)) } +

1
+Op (\/—) + o0, (R2** + BE*HYY,
- R (K » 1
Var [ (X13) | Xy, Xp] = f—(néfl)‘)‘fl (X)) +op (ﬁﬁ;) )
E [T?l (Xli’ X2z) —m (Xlu X2¢) | Xla x2] -
hp1+ —_— (K(Pl)) {tTDm'Hml v E [ (p1+1) (XI:) |x2]}+

(p1 + Ht
* ot 1)!"5’ it (Kgy) {VF D'y — 7 E [P (Xa) | Xa] } +

+ op (’1{1+1 + h12’2+1) ,
Var [T?l (Xl,', Xz,) I xl,X2] =

=02 {MA ot + BEe) (Xzi)_l} +op (- +).

nhy nhy nhy nhs
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Al igual que para el caso general de D-variables, si se considera el caso en que
las variables son independientes, entonces se obtiene una versién simplificada para
el sesgo. Estas expresiones se pueden encontrar en Opsomer y Ruppert (1997).

Corolario 2.3.6 Para un modelo con D variables independientes, el sesgo de g,
en un punto interior, se puede aprozimar por

E [fiq (X&) — ma (X&) | X] =

K,
= ————“”g:g_ 1(;;)) Jifetl (mf,p"“) (X&) —E [mfip"'H) (Xdi)]) +

+ 0, (\/Lﬁ) + 0, (R5*).

2.4. Método de integracién marginal

Linton y Nielsen (1995) introducen un método que, a diferencia del algoritmo backfit-
ting cuando se define de forma general, permite derivar directamente las propiedades
estadisticas de los estimadores resultantes. Este hecho facilita el estudio del error
cuadrético medio, y su aplicacién para la definicién de selectores del ancho de banda.
Este método seré posteriormente utilizado para obtener las estimaciones iniciales ne-
cesarias para la aplicaci6n del algoritmo backfitting por Linton (1997) y Kim, Linton
y Hengarnert (1999), que obtienen asi mejores resultados para las propiedades de

los estimadores.
Se presenta el método para el caso bivariante con la definicién de los estimadores

y el estudio de sus propiedades. A continuacién se exponen las dificultades que
encontraron dichos autores para extender este método al caso de D-variables y la
modificacién del método que propone Hengartner (1996) que se puede aplicar al caso
de D-variables.

2.4.1. Caso bivariante
Definicién del estimador

Sea m (21, T;) una funcién de regresién bivariante, y consideramos un modelo aditivo
sin término constante, es decir,

m (T, T2) = my (T1) + ma (22) - (2.8)

El método consiste en realizar una estimacién inicial® de la funcién bidimensional,

SA partir de ahora la denominaremos estimacién piloto.
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e integrar dicha estimacién con respecto a cada una de las variables, para obtener
las estimaciones individuales de las funciones aditivas.

Sea Q una funcién de pesos deterministica, tal que [dQ (z2) =1, y ¢ la funcién
de densidad de Q respecto de alguna medida discreta, o una medida de Lebesgue.
Consideramos la siguiente expresién:

m (z1) = / m (z1,22) dQ (z2) -
En el modelo aditivo serd,
m (z1) = my (1) + a1,
donde
L= / ma (72) dQ (z2) .

Entonces, 7, (z,) seré la estimacién de m, (z;).
La estimacién de la funcién de regresién de Y sobre X; y X2, m (z1, z2), se calcula
mediante el estimador lineal local” con una funcién nicleo producto; es decir,

n
P (zl; $2) = e{ (xxTWx,hxx) i xxT“rx,hY = E w; (zla 32) Y,
=1
con h = (hy, k)T y Ky, (-) = h;'K (h;'-), 5 = 1,2. La funcién K es una funcién
de densidad univariante, derivable y simétrica respecto de cero. En Wand y Jones
(1993) se puede encontrar una discusién sobre la utilizacién de diferentes anchos de

banda para cada variable.
Entonces, la estimacién de 7, (z,) se define como:

(o) = [ (21,00 0Q a2) = Y (@n) ¥, 29)

donde,

w; (z1) = /w,- (z1,22) dQ (z2) -

Y finalmente, para la otra componente se hace un desarrollo anélogo.

"Fan (1992).
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Propiedades del estimador

Consideremos un modelo de regresién bivariante y homocedéstico, donde Var (;) =
2. Sean F (z1) y Fz(2), las funciones de distribucién marginales de la variable
explicativa X = (X1, X2) . Se supone que f tiene soporte compacto en A X Ay =
A C R, y que el soporte de @ esté contenido en A,.

Baséndose en los resultados para el sesgo y la varianza de Ruppert y Wand
(1994), el teorema 2.4.1 de Linton y Nielsen (1995), expuesto a continuacién, pro-
porciona los dos primeros momentos del estimador de integracién marginal y su
distribucién asintética. Para ello se establecen las siguientes hipétesis:

(LN.1) m posee dos derivadas continuas en cada variable.
(LN.2) f es continuamente derivable.

(LN.3) hy, hy = 0y nhyh3 — oo, cuando n — oo.

Teorema 2.4.1 Bajo (LN.1)-(LN.8), condicionando sobre { Xy, Xai}i_,, se tiene

que:
(nhy)? {1 (1) — E [ (z1)]} = N (0,97 (21)) ,

donde
2 (@) =R(K)0? [ 17 (@12 (@) dos,
Y,
E [ (z1)] —m (1) =
= Lo [m [ I+ [ T a0 |+

(2.10)
+o(h+h3).

Cuando hy, hy = O (n=Y/®), 7 (z1) converge con razén n*/°. Se consigue una
reduccién en el sesgo asintético cuando infrasuavizamos con respecto a Zz, s decir,
tomando hy = o(n~/%), en cuyo caso (2.10) depende solo de las derivadas con

respecto a z; es decir, el sesgo seréd

1 n
hisa (K)m (z1).
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En cuanto a la eleccién de Q, se trata de elegir una funcién de ponderacién de
minima varianza, Qsv, con funcién de densidad gav, que minimice:

V= / 2 (21) fi () dzs.

Dicha funcién resulta ser:

guv (T2) = 771 (z2) ( / 771 (22) dzz) - ,

donde
T(z2) = /f—l (z1,%2) f1 (z1) dzy,

y tiene asociado el siguiente valor minimo de la funcién,

V =R(K)o® (/'r'1 (a:g)d:v2)—1.

Otra forma serd elegir Q con error cuadritico medio integrado 6ptimo, pero en
general este dependers de f y de m, si bien, para el caso especial en que m es aditiva
y ha = o (n~'/%), el sesgo no depende de Q y entonces, guv tiene error cuadrético
medio integrado 6ptimo.

En la prictica, se recomienda el uso de la funcién de distribucién empirica,
Fy, (22), que converge ripidamente a F; (X;); ademés, los resultados del teore-
ma. siguen siendo vélidos. Cuando X; y X, son independientes, se verifica que
Quv (X2) = F> (X2), lo que justifica esta eleccién.

2.4.2. Extensién al caso de D-variables

Si suponemos que x; es (D — 1)-dimensional, el procedimiento para estimar la fun-
cién univariante de z; serfa el mismo, excepto que se utilizardn un estimador nicleo
y una funcién de pesos, @, (D — 1)-dimensional. En esta situacién, m (z1) estima
consistentemente a m; (z;) sin imponer ninguna estructura sobre la funcién m; (x3),
(D — 1)-dimensional. Y aplicando el procedimiento a cada una de las componentes
se obtendrian todas las funciones univariantes.

No obstante, el método de integracién marginal de Linton y Nielsen (1995) ve-
rifica el teorema central del limite para funciones de regresién con dos derivadas
continuas, pero el resultado sélo es vélido para D muy pequeiio, porque para valores
elevados, el estimador lineal local sufre la maldicién de la dimensionalidad, que se
ha comentado en el capftulo 1, ademds de su complejidad computacional.

Hengartner (1996) establece los siguientes resultados: bajo ciertas condiciones
y utilizando como estimador piloto el suavizador de regresién de Nadaraya-Watson



2.4, METODO DE INTEGRACION MARGINAL 31

multivariante se obtiene una estimacién asintéticamente normal de las componentes
aditivas unidimensionales. Ademds, si se utiliza como estimador piloto el suavizador
de integracién interno, entonces se obtienen estimadores que son asintéticamente
normales con razén de convergencia éptima, y se calculan con O (n? + nD) opera-
ciones®.

Definicién y propiedades del estimador

Sea {(X;,Y:),4 = 1,...,n}, una muestra aleatoria independiente, idénticamente dis-
tribuida con funcién de densidad conjunta, f (x,Y) = f (Y|x) f (x). Sea ¢; (x2), una
funcién de densidad sobre zo ® - - - ® Tp. La siguiente expresién define la funcién de
regresién marginal para la primera componente, con respecto a ¢z (x2),

T (T1) = /I;D_l m (x) gz (x2) dxo,

donde x = (z1,x3) € RP. Cuando la funcién de regresién m (x) es aditiva, entonces
7 (z1) es igual a m, (z;) més una constante.

Linton y Nielsen (1995) establecian que el método de integracién marginal reduce
la varianza de cada una de las componentes, pero no el sesgo; Hengartner (1996) y
Kim, Linton y Hengartner (1997) resuelven este problema considerando estimadores
centrados en cada componente. La diferencia entre ambos trabajos estd en el es-
timador piloto considerado. Hengartner (1996) considera varios estimadores piloto:
el estimador de Nadaraya-Watson, un estimador interno y el estimador lineal local.
Y Kim, Linton y Hengartner (1997) utilizan un estimador interno. Presentamos los
resultados que se obtienen en ambos trabajos.

En primer lugar, consideramos el suavizador de regresién multivariante de Nada-
raya-Watson, utilizado por Hengartner (1996):

A = T T Kn (-0 Y_ 7)
NW n-i1y e K ()(1 _x) - f(x)’

=1

Y sean las siguientes hipétesis:

(H.1) La funcién de regresién multivariante, m (x) , tiene s derivadas continuas
con respecto a z;, y la varianza condicionada, 0% (x) = Var[Y | X =x], es
finita y continua Lipschitz.

(H.2) La funcién de densidad conjunta de las variables, f (x), estd estricta-
mente acotada por cero e infinito, y es continua Lipschitz sobre su soporte
compacto. La funcién de densidad condicionada verifica f (xz | 21) > 0, para
todo (z1,%2) € sop(f (x)). Y existe la funcién de densidad marginal, f; (z1).

8Esta cantidad resulta menor que el nimero de clculos necesarios para realizar k iteraciones
del algoritmo backfitting.
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(H.3) La funcién de integracién, gz (x2) = [],529; (z;), esté acotada, es conti-
nua Lipschitz y el soporte de g (x) = Hjl;l gj (z;) esté contenido en el soporte
de f (x).

(H.4) El nicleo de suavizamiento multivariante, K, es el producto de D fun-
ciones niicleo univariantes Kj (-), cada una con soporte compacto, acotada,
continua Lipschitz y R(K;) = [ K} (t)dt < oo. Las funciones K; (t) son de
orden r;, es decir,

/t"K,- (t)dt=0parak=1,..,1; —1,

/t”'K_.,- (t)dt < o0; y 1 =35.

(H.5) by =n~Y@+) h; 0y n][~, h; = 0o, cuando n — co.

(H.6) La funcién de densidad condicionada, f (x2 | z1), tiene s derivadas con-
tinuas en z; para todo (z1,X2) € sop (¢ (x)) ® €, para un € > 0.

(H.7) Sea rg = [(D — 1) /2| + 1 y se supone que
D
VreA (To) = {(Tz, ...,TD) s Z’I‘j = To} 5
j=2
las derivadas parciales

are g (x2)
or2zy..00zp f (%2 | 71)’

existen y son continuas en 3, ...,Zp.

(H.8) Para j = 2,..., D, el orden del niicleo K;(t) esro = [(D-1)/2] +1y
los anchos de banda son hg = - - - = hp = n~*/(2ro(s+1)),

Entonces, se define el estimador de integracién para la funcién de regresién mar-
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ginal, m; (z), por la siguiente expresi6n:

h (21) = / ZKh(X x)Y; (1(2( ) g,

T1,X2)
=235k (P5) 7
fnv 1 {H hj ( h J)} f?iiTil)dxz B

1l (Xu—m &(=1)
—ngthl( hy )f(zl)’

&i(z) = Y/D . {H h; ( h;j zj)} f(xszz-'zl)

Teorema 2.4.2 Si se considera el suavizador de regresion de Nadaraya- Watson
multivariante como estimador piloto de la funcidn de regresion, y se estima la fun-
cion

donde

m(X1) = /;D_l m (T1,Xz) g2 (x2) dxz2—
- /R _m(21,%2) g2 (x2) @1 (71) dxpdzy,
mediante
(o) = [ iy (o0, %0) 02 (x2)
- /R A ke (Z1,%2) g2 (%X2) 1 (1) dx2dzy,

bajo las hipdtesis (H.1)-(H.8), el estimador de integracion verifica:

Vnhy {7 (21) = m (z1)} = N (b1 (1), 97 (z1))
donde

o= [E;()I) 1N
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siendo
Vare [& (z1) | 31 = 2] =

N /1;0_1 (0% (21, 22) + m” (21, 22)) f g:2(z|23:1) ; g: |I :3"1’2 () e

El sesgo que se obtiene en este caso depende de la funcién de densidad de las
variables, lo que requiere imponer condiciones de suavidad también sobre la funcién
de densidad. Sin embargo, en el caso de utilizar como estimador piloto el suavizador
interno, el sesgo que se obtiene no depende de esta funcién. Esta solucién es la que
se propone a continuacién, aunque dado que el nimero de operaciones que requiere
este estimador es muy elevado, no es muy recomendado en la prictica.

Se considera ahora el caso de utilizar como estimador piloto el suavizador de
regresién interno, dado por Kim, Linton y Hengartner (1997), para el que se obtiene
la siguiente expresién:

.k, (552) ()

hg—l Z F (X1, X23) ’

=1

g (x) =

donde K; es una funcién niicleo univariante, K, es una funcién nicleo de dimen-
sién (D — 1), ambas simétricas respecto de cero; h; y hy son dos anchos de banda

escalares, y,
o~ _ 1 = Xh x2,' — Xo
f(x)_——nhlh2"1 ;Iﬁ( 7 )Kz (—h2 ),

es un estimador de la funcién de densidad, f (x). Entonces, el estimador de 7 (Xi;)
se define de la siguiente forma:

"I(Xlt) =n = Z (Xlu X2_1) =

j=1

Xy — Xl,) fr(Xas) o,
"‘hlZK( hy f(Xl,-,ij)Y;’

siempre que K, sea una funci6én nicleo simétrica respecto de cero.

Las propiedades asintéticas de este estimador son similares a las del estimador
de integracién marginal, es decir, converge a una variable normal con razén de
convergencia n%/°. Este resultado se recoge en el signiente teorema, y considerando
el siguiente conjunto de hipétesis:
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(KLH.1) K; y K, son niicleos simétricos con respecto de cero y de érdenes r;,
j = 1,2 respectivamente, es decir, [u'Kj;(u)du =0, = 1,...,7; — 1, donde
r. = 2y rp > 2. Ambas funciones nicleo tienen soporte compacto, estdn
acotadas y son continuas Lipschitz.

KLH.2) h, es del orden de n='/3,n?/5h; — 0, nhyhP~1/logn — oo, cuando
2 Yy
n — 00.

(KLH.3) Las funciones m y f tienen r > D/2 derivadas continuas en cada una
de las variables de x, y son dos veces derivables con respecto a z;. La funcién
de densidad condicionada, fij2 (1 | x2), estd acotada por cero e infinito, sobre
su soporte compacto. La varianza condicionada, o (x) = Var[Y | X = x], es
continua Lipschitz, acotada por cero e infinito.

Teorema 2.4.3 Bajo las hipdtesis (KLH.1)-(KLH.8), y si limp,onhi = a > 0,

entonces,
(nhy)? {fi (z1) — m (1)} = N (b1 (21) ,25 (21))

donde

b1 (z1) = \/Eﬂ%2 {m'l' 1) —

m (1, X3) f2 (x2) *f (xl,xz)dxz} ,

f (z1,x2) oz?

o2 (z1) = R (K1) / %’3—)& il

2.5. Estimador eficiente de Linton

Linton (1997) define un procedimiento de estimacién para un modelo aditivo, que
consiste en usar el método de integracién marginal de Linton y Nielsen (1995) para
obtener unos valores iniciales, que se utizardn para aplicar un ciclo del algoritmo
backfitting de Hastie y Tibshirani (1990). Este método es eficiente, en el sentido
de que tiene menor error cuadritico medio que el método de integracién marginal
aplicado de forma individual; en concreto, esta técnica reduce el sesgo.

2.5.1. Definicién del estimador

Se define el método para un modelo aditivo bivariante (para facilitar la presentacién),

es decir,
m(x) = a+my (21) + maz (32) -
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En primer lugar, se aplica el método de integracién marginal, por lo que se
considera un estimador piloto bivariante de la funcién de regresién, m (x), que al
igual que en Linton y Nielsen (1995), seré el estimador lineal local®. Entonces el
problema que se plantea es:

Minimizar 6y y 6; en la expresién:

ZKI = (Xll ) thg (_X_mh:_zz) X

=1
x (Y; — g — 03 (X1; — 1) — 02 (X — 72))°,

donde h; y h son los anchos de banda escalares, K; y K, son funciones niicleo, y
mPt (x) = fo (x).

A continuacién se estiman las componentes univariantes utilizando la estimacién
piloto obtenida por el estimador lineal local.

La expresién para m, (z;) seré:

n
7%1 (31) == n_l Z ﬁ?’!ﬂ (317 -X2l') - 61 (2.11)
i=1

dondea=n"')7 Y,y

m (x) =a+m (.'51) + Mg (zz) i (2.12)

Bajo condiciones adecuadas (Linton y Nielsen (1995), Linton y Hardle (1996)), y
suponiendo que hy = hy = O (n~'/%), se verifica:

n?/® {fny (1) — ma (21)} = N (b1 (21) , 9 (21))

donde 1
b1 (z1) = §N2 (K1) mj (1),

o2 (z1) = R (Ki1) o f 7 () 12 (22) dza.

La estimaci6n de la funcién de regresién, 7 (x), es también asintéticamente nor-
mal con razén de convergencia n?/°.
El procedimiento definido en (2.11) y (2.12) recibe el nombre de método de

integracién empirico.

®Fan (1992).
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La segunda etapa del método se basa en la siguiente idea: suponemos que se
conocen a y my (). Entonces, se puede estimar m; (z;) por un suavizador de regre-
sién unidimensional, aplicado a los errores parciales que se obtienen de la siguiente
expresion,

Ui =Y; — a—my (Xa),

sobre X;;. Sean $o y $1 los valores que minimizan:

o (&—'g;ﬂ) {Usi — o — 1 (Xui — 21)}",

=1

donde J es una funcién niicleo, g s el ancho de banda, y P (z,) = do (z1). Este
estimador es lineal en la variable dependiente, es decir,

mP (z1) = Z Wi (z1; 9) Ui, (2.13)

i=1

para {W; (z1; 9)}~,, un conjunto de pesos que dependen del disefio. Bajo las condi-
ciones clisicas de regularidad!®, que incluyen g = O(n~*/%), se cumple que:

n2/5 {ﬁlvlapt (31) —m (:1:1)} - N (b‘l’pt (-'L'l) ’ (”?)2 (zl)) ’

donde i
b (z1) = gH2 (J)m] (z1),

opt\2 s __R.(J)U2
(vl ) ( 1)— fl(-'b'l) .

Aungque el sesgo de este procedimiento coincide con el sesgo obtenido en el método
de integracién marginal empirico, Mm% (z,) mejora cualquier versién del método de
integracién marginal en términos de la varianza. A partir de ahora, un estimador
que tenga este sesgo y varianza se llamar4 estimador 6ptimo.

Entonces, se ha establecido que el estimador i (z;) es més eficiente que 7, (1)
y la diferencia puede ser bastante elevada cuando el disefio presenta correlaciones
altas o cuando los puntos en los que se esté estimando estén en la frontera. Por
este motivo, Linton (1997) propone una modificacién de 7, (z1) para obtener un
resultado asint6ticamente equivalente a las estimaciones m (z1).

Para ello se definen los residuos parciales,

Uy =Y; — & — g (Xa),

10Hzrdle (1990).
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y se suavizan sobre X;;. Entonces,

my (z1) = ZW’: (z1;9) [71:':

=1

donde W; (z,; g) estdn definidos igual que en (2.13). Entonces, 77, (z;) ser4 la esti-
maci6n revisada de m; (z,).

2.5.2. Propiedades del estimador

El siguiente conjunto de hipé6tesis es necesario para el teorema que se expone a
continuacién:

(L.1) Las funciones m;, mo y todas las funciones de densidad tienen dos deri-
vadas continuas.

(L.2) Las densidades fi, f2 y f tienen soporte compacto, estdn acotadas, son
continuas Lipschitz y estdn acotadas inferiormente por cero.

(L.3) Los errores, Y — m (X), condicionados sobre X, son independientes e
idénticamente distribuidos con varianza finita y positiva, o2.

(L.4) Las funciones nicleo, K;, K, y J, son densidades acotadas, con soporte
compacto, continuas Lipschitz y simétricas respecto de cero.

(L.5) Los anchos de banda verifican, nh$, nhj — 0, y nhiha — oo, cuando:

0 < liminf ¢°n < limsup ¢°n < oo.

Teorema 2.5.1 Bajo las hipdtesis (L.1)-(L.5), y si se verifica hy,hy = o (n™%) y
g =0 (n~1/%), entonces,

n2/5 {Thl (161) e ‘ﬁlfpt (271)} — 0,

en probabilidad.
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2.6. Estimador de proyeccion-backfitting

Este estimador se define como la mejor aproximacién del estimador de Nadaraya-
Watson sobre el espacio de funciones aditivas. Adem4s, el estimador se puede in-
terpretar como un estimador backfitting definido por una solucién iterada de las
ecuaciones empiricas.

Se presenta también la distribucién asintética y un resultado de convergencia
uniforme para los estimadores. Este procedimiento tiene el mismo sesgo y varianza
que el estimador 6ptimo, basado en el conocimiento de las otras componentes; y
en este sentido mejora el método analizado en Opsomer y Ruppert (1997). Las
condiciones que se imponen son m4s débiles que las que se imponen en dicho trabajo
y, en particular, no restringen la dependencia entre las variables.

2.6.1. Definicién del estimador

En este apartado se trata una estimacién backfitting, para suavizadores de regresién
de Nadaraya-Watson, que utiliza como funcién niicleo multivariante una funcién

producto, es decir,
Yoo Il Ea (X —25) Yo _ () (2.14)
o I Kn(Xjs—25) (%)

Sea un modelo aditivo de dimensién D. El algoritmo backfitting de Hastie y
Tibshirani (1990) surge como solucién de la versién empirica del siguiente conjunto
de ecuaciones:

mi () =E[Y | Xy =31 —a—E[m (X2) | Xi = =] -
—---—E[mp (Xp) | X, =],

ﬁlNW (x) =

mp (zp) =E[Y | Xp = zp] — a — E[ma (X3) | Xp = zp] -
—"'—E[mp..l(Xp._1) |Xp=zp].

Cuando tenemos informacién muestral, las esperanzas condicionadas son reemplaza-
das por suavizadores unidimensionales, 77i;, y se itera el proceso a partir de unos
valores iniciales para m;.

Sea f (x) = n 1", [1, Kn (Xji — =), el estimador niicleo multidimensional
de la funcién de densidad, y sea finw (x) el estimador de Nadaraya-Watson mul-
tidimensional, definido como en (2.14). Entonces se definen las estimaciones de
proyeccién empiricas, {f;, j =1,...,D, y &}, como los minimos del siguiente
criterio:

vy~ ml= [ G () = &= (21) =+ = o o) F ) x. (219
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La minimizacién se hace sobre todas las funciones, (x), M (x) = @+, (z1) +
--+1mp (zp), con [ m; (z;) fj (z;) dz; = 0,y donde f; (z;) es la funci6n de densidad
margmal estimada de f (x):

filz)) =n""Y_ Kn(Xj— zj)-

i=1

El minimo de (2.15), existe si la estimacién de la funcién de densidad, f(x), es
no negativa. La solucién de (2.15),

ﬁl(X)=a+1’7b1($1)+"’+77‘D($D)’

es la proyeccién en el espacio Lq (F) de i@ sobre el subespacio de funciones aditivas,
{m € Ly(f) : m(x) = @+ my (z1) + - - - +mp (zp)}
La solucién de (2.15) est4 caracterizada por el siguiente sistema de ecuaciones

(1 =1, Dy}

m; (z;) = /me (x) ,\E X} dx(_j)—a— Z/mk (zx) = E ))dx(_,), (2.16)

J) ' k#j
0= / i (z;) i (z;) dz;.

Donde en la primera ecuacidn:

. (x) _niyh K (Kii—2) Y _ o
J o 9 5 gyt J; ) o )

dado que
/ I &n (Xi — =) dx—jy = 1.

I#3

Entonces, 71, vw (z;) es el correspondiente estimador univariante de Nadaraya-
Watson de la componente m; (z;). Y,

=/T7ENW (x)f(x)dx=n—lzn:yi_

Ademas,
= /ﬁj,NW (IEJ') f, (z_.;) d:c,-, para _7 = 1, ...,D. (2.17)
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Se define 7; (z;), j = 1,..., D, que recibe el nombre de estimador backfitting,
como la solucién del sistema de ecuaciones (j = 1,..., D):

Fe) 4
B

nj (z;) = Mjnw (25) — @ — 2. / i (xk)
0= [ (@) (e s

con @ dado en (2.17).
En este proceso, la hipétesis de que las estimaciones multivariantes de la funcién

de densidad y de la funcién de regresién existen para todo x, no es necesaria, ya que
la expresién (2.16) se puede escribir de la siguiente forma:

m; (z5) = Mjnw (T5) — & — Z/m (z) f’;(::”zk) k) (2.18)

k#j J x])

donde
. n
Fik (zj, z2) = n7! Z Ky (Xji — zj) Ky (X3 — 21)

=1
es la funcién de densidad marginal bidimensional de la estimacién niicleo de la fun-
cién de densidad D-dimensional, (x). En esta expresién solo aparecen funciones
marginales unidimensionales y bidimensionales, y por eso este procedimiento resuel-
ve el problema de la maldicién de la dimensionalidad.

Ajin no se ha indicado ninguna condicién sobre el soporte de X. Se considera aho-
ra una generalizacién del método que trata el efecto frontera que se produce cuando
las funciones de densidad tienen soporte compacto. En tal caso no serd, necesario
que se verifique (2.17), es decir, [ i nw (z;) f;i (z;) dz; depender4 de j. Ademis,
fJ no tiene que ser una funcién de probabilidad, y tampoco tiene que ser la funcién

marginal de f,k, es decir, puede que no se verifique que si j # k:

f;'(xj) = / .E'k (5, ) Az (2.19)

Esta situacién puede ocurrir con las estimaciones nicleo de funciones de densidad
con soporte compacto. Para este caso més general se trata de encontrar una modi-
ficacién apropiada de (2.18).

Se expresa ahora de la siguiente forma:

m; (z;) = m z a; My, i’—'f(:c’—’x'izdx 2.20
iy ) = M (a3) =8 = 3 [ () 52 (2:20
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donde @; se elige de modo que se cumpla:
[ s @) () a2 =0, i

Bajo las hipétesis (2.17), (2.19) y [ f; (z;) dz; = 1, se obtiene (2.18).
En general, (2.20) se puede expresar como:
g (z5) = Mjnw (25) — &~

-3 / ik (Tx) (M — Frgi4l (:z:k)) dzy, (2.21)

k£ fi (z;)
donde,
= _ L™ (25) f (z;) dz;
’ [ fi(z;)dz;
y para k # j,

J Fik (%5, 7x) Az
J fi(z;) dz;
En la prictica, este algoritmo backfitting consiste en seguir el siguiente proceso:
Se comienza con unos valores iniciales arbitrarios, 171,5-0], para 7; Como por ejem-
plo, mld = ; Nw 0 los obtenidos utilizando el estimador de integracién marginal
de Linton y Nielsen (1995). En el paso j-ésimo de la iteracién r-ésima se aplica la
siguiente férmula:

Fri) (za) =

s (z;) = M (25) — &=

_ Z/T‘ﬁg] (zk) (M— - ﬁ»[j"‘] (:ck)) dxk—
k<j

fi (25)
- g ./ iy~ ) (iﬂ‘é—%,;?l ~ Fep (xk)) dazx, (2.22)

y este proceso se repite hasta que se verifique el criterio de convergencia deseado.

Un procedimiento anélogo se puede hacer considerando en lugar del estimador
de Nadaraya-Watson, el estimador lineal local, y calculando la mejor aproximacién
de este estimador sobre el espacio de funciones aditivas. No presentamos aquf los
resultados por ser similares a los anteriores. Méds detalles se pueden encontrar en
Mammen, Linton y Nielsen (1999).
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2.6.2. Existencia de solucién

Se consideran las estimaciones, 77;, que est4n definidas en (2.21), donde 7;, f,k y f_,
son estimaciones conocidas. En el siguiente teorema, baJo condiciones adecuadas!!
con probabilidad que tiende a 1, existe una solucién 7; de (2.21), dnica y que se
calcula utilizando el algoritmo backﬁtting.

Teorema 2.6.1 Cuando n — oo, eriste solucidn unica m; para (2.21), con pro-
babilidad uno. Ademds, ezisten constantes, v y c, tales que se verifica la siguiente
desigualdad:

/ {ﬁz[-' V(z;) — ™ (ar:,-)}2 fi (z;) dzj <
<°”Y2’{1+Zf (A (@) 5 (25) e }

j=1

con probabilidad uno. Agui, 'Ffz;-o] (z), j =1, ..., D, son las funciones iniciales del al-
goritmo backfitting. Parar > 0, las funciones, i (z1), ...y 171[[)] (zp), estdn definidas
en (2.22).

Se demuestra que los términos del sesgo de las estimaciones backfitting se calculan
por las proyecciones del sesgo tedrico de la estimacién D-dimensional de Nadaraya-

Watson.

11Yer Mammen, Linton y Nielsen (1999).
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Capitulo 3

Seleccién del ancho de banda

3.1. Introduccion

En la mayorfa de los procedimientos de regresién no paramétrica intervienen pardme-
tros que hay que determinar de forma éptima con el fin de obtener buenas estima-
ciones. Entre ellos estén la funcién nicleo, K, y €l ancho de banda, h.

La eleccién de la funcién niicleo resulta un problema de poca dificultad resuelto
habitualmente utilizando elecciones que infieran buenas propiedades al estudio; no
obstante la seleccién de h es crucial para el buen comportamiento del suavizador,
m.

El problema de seleccién del ancho de banda ha sido muy desarrollado en la lite-
ratura. En las tiltimas décadas se han propuesto muchas técnicas para la seleccién del
paradmetro de suavizamiento en diferentes contextos, fundamentalmente dentro de la
estimacién no paramétrica de densidades, y otras especificamente para la regresién
no paramétrica.

La seleccién de una matriz de anchos de banda en el caso multivariante, H, a
partir de los datos, ha sido mucho menos considerado en la literatura que el problema
en el caso univariante, en el que interviene un tnico ancho de banda. Sin embargo,
muchas de las ideas del problema en el caso univariante se pueden extender al caso
multivariante.

En general, la matriz H, simétrica de dimensién D x D, tiene D(D+1)/2
elementos diferentes lo cual, adn incluso cuando D no es muy elevado, supone la
eleccién de un niimero considerable de pardmetros de suavizamiento.

Algunos casos particulares de la matriz H simplifican de alguna forma este pro-
blema. Sea F la clase de matrices D x D, simétricas, definidas positivas; se obtiene
una simplificacién imponiendo la restriccién H € D, donde D C F es la subclase de
matrices D x D, diagonales, definidas positivas. Obsérvese que suponer una matriz
de anchos, H € D, H = diag {h?, ..., h%}, significa considerar un ancho de banda
independiente para cada una de las variables.

45



46 CAPITULO 8. SELECCION DEL ANCHO DE BANDA

Una matriz atin més simple se obtiene si consideramos la restriccién H € S,
donde 8§ = {h?1: h > 0}, lo que supondré elegir un tnico ancho de banda para
todas las variables.

En el caso de los modelos aditivos el problema se puede plantear en los dos
dltimos contextos analizados, es decir, considerando un ancho de banda diferente
para cada una de las componentes aditivas o un iinico pardmetro comin para todas
ellas.

3.2. Meétodos para la seleccion del ancho de banda

Un método que utilice el conjunto de observaciones para obtener un ancho de banda,
h, recibe el nombre de selector de ancho de banda.

Introducimos a continuacién dos procedimientos muy utilizados, en el contexto
de regresién no paramétrica. Un primer procedimiento de tipo plug-in que parte de
alguna expresién teérica del error cuadrédtico medio y proponer estimadores de los
pardmetros desconocidos que intervengan, obteniendo asf el ancho de banda ptimo
como el minimo de dicha expresién estimada. Y un segundo método que se basa en
la minimizacién de alguna funcién que aproxime, a partir de los datos, el error del
estimador.

Para cada uno de ellos establecemos, en primer lugar, la definicién en el caso
univariante y a continuacién, proporcionamos las directrices para extenderlo al caso
multivariante.

3.2.1. Selector plug-in

Se utiliza como estimador de regresién no paramétrica, el estimador lineal local.
Por simplicidad suponemos que los errores son homoced4sticos con varianza a°,
y que los X; proceden de densidades con soporte compacto en [0, 1].
Consideramos el criterio de error, MISE, para el estimador lineal local, i, (z; k),
dado por la siguiente expresién:

MISE [ (;h) | X] =E { {@ (z;h) —m ()}’ f(z)dz | X] :
Segtin este criterio, el ancho de banda asintéticamente 6ptimo’ seré:

R(K)o? )1/5

hasase = | ——t—
AMISE (nuz (K)" b2,2

1Wand y Jones (1995), p. 138.
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donde 65, es un caso particular de la funcién:
0,5 = / mOm f (z) dz.

La expresién dada para el ancho de banda depende de 622 y 02, cantidades
desconocidas, que es necesario estimar. Consideramos como estimador para 6,2 el

siguiente:
~ R 2) 2
Baa(g)=n"") (m§ (X y)) ;
i=1
donde g es un ancho de banda (diferente de k), y para o2,

n

32 (k) = v ) _ (¥ - (X5 k)Y,

i=1

siendo k otro ancho de banda, y donde

n n n
v=n—22wg;+zzwfj,

i=1 =1 j=1

wij = €F (X5, Wx, 1 Xx,) " X5, Wxies.
Entonces, se define el selector plug-in del ancho de banda como:

N 1/5
5 ( R (K)&* (k) )
DPI — 2~ .
nps (K)* 02,2 (9)

Sin embargo, esta férmula requiere la eleccién de anchos de banda preliminares, g
y k. Para elegir estos pardmetros se obtiene el error cuadréitico medio de cada uno
de los estimadores, y se elegirdn § y k, que minimicen la aproximacién asintética de
los MSE de cada estimador.

Este método se puede extender al caso multivariante utilizando la misma idea, y
considerando ahora las expresiones para el sesgo y la varianza dadas en el teorema
1.3.2, con las que obtener el criterio de error, MISE. La siguiente ecuacién determina
la eleccién 6ptima de la matriz ancho de banda.

Si la matriz Hessiana de m, #(x), es definida positiva o negativa, existe una
unica solucién dada por:

J1/2 ) /(D)
HH = {Ru(:&‘)fznl;t o } L (31)

con

H* = H para H definida positiva
~ | —H para H definida negativa

Se elegird la matriz H, ancho de banda, que verifique la ecuacién (3.1).
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3.2.2. Validacién cruzada por minimos cuadrados

Sea i (z; h), el estimador no paramétrico considerado para la funcién de regresién
univariante. Para cada i (i =1,...,n), denotaremos por ;) (z; h), al estimador
no paramétrico calculado usando todas las observaciones excepto la i-ésima. La
validacién del modelo se puede hacer examinando el error de prediccién,

Y; — i) (Xis h) -

La técnica de validacién cruzada por minimos cuadrados promedia los errores de
prediccién al cuadrado, esto es

CV(h)=n""! E {Y: — My (X5 h)}2 ’

i=1

lo cual constituye una medida global de la efectividad de 7 (-; h) como estimador
de m (-) sobre los puntos de la muestra considerada.
Entonces, se define el selector del ancho de banda por validacién cruzada como

hev = argmin CV (h).

La extensién de este método al caso multivariante, se hace de forma natural. Se
considera entonces, el siguiente criterio:

Ccv (H) =n"! Z {K - 7’7\7'(—:') (x-‘u H)}2 ’

y el selector de la matriz ancho de banda por validacién cruzada seré:
Hcy = argg]égcv (H).

Se podria minimizar CV (H) también sobre H € D o sobre H € S, para obtener
selectores de anchos de banda que pertenezcan a las clases menores.

3.3. Selectores del ancho de banda en los modelos
aditivos

La mayoria de los selectores propuestos para los modelos aditivos estdn basados
en un método de validacién cruzada o en una de sus aproximaciones; a pesar de
su cardcter intuitivo y su simplicidad esta aproximacién tiene dos inconvenientes:
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el primero, se refiere a las propiedades de los estimadores del ancho de banda, en
concreto a la lenta razén de convergencia que presentan. El segundo inconveniente,
est4 en que, desde un punto de vista practico, este selector del ancho de banda tiene
un intenso cdlculo computacional.

Por esta razén, Opsomer y Ruppert (1998) y Opsomer (2000) proponen utilizar
un selector plug-in del ancho de banda para los modelos aditivos, que se puede
aplicar cuando se utiliza el algoritmo backfitting de Hastie y Tibshirani (1990). En
el capftulo anterior se han proporcionado el sesgo y la varianza asintéticos para un
modelo aditivo estimado utilizando el algoritmo backfitting; se trata entonces de
establecer el sistema teérico necesario para desarrollar este método.

3.3.1. Selector plug-in

En primer lugar se presenta el selector para un modelo aditivo bivariante ajustado
por regresién lineal local. El ajuste de este modelo aditivo requiere la eleccién de
los anchos de banda para m, y mgy, que denotamos por h; y hp, respectivamente.
La eleccién 6ptima para estos pardmetros serd el minimo del error cuadrético medio
promediado (MASE), dado en la siguiente expresion:

e~
MASE [y, ha| X1, Xo] = — 3 B [ (Xus, Xos) — m (Xusy Xoi) | X, Ko
i=1
A partir de los resultados teéricos que se presentan en Opsomer y Ruppert (1997) y
que se recogen en el teorema 2.7, se obtiene que cuando el modelo aditivo se estima
mediante regresién lineal local, la aproximacién asintética de MASE, denotada por
AMASE es:

K 2
AMASE [hy, ho| X1, X,) = &2 (4 ) {14611 + h2h20, 5 + hifa2} +

2 b —a b2 — az

donde (a;,b;), 2 = 1,2 es el rango de X, y

n .
01,1 = .17;2 {t'TDzml T V;-I' E [m&z) (.Xl,') |X2- }2 y

i=1

s = %i {V?D2m2 —t{ E [m§2) (X2:) |X1: }2 ,

i=1

01,2 = %i {t?Dzml = V:.PE [mgz) (Xh') |X2: } X

i=1

x {vTD?m; — [ E [mg2> (Xa:) |X1] } .
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Los valores de los pardmetros que minimizan esta funcién se denotardn por
hiamase ¥ h2,amase. La funcién MASE es méds simple que la MSE, pero la mi-
nimizacién de esta expresién no resuelve el problema dado porque depende de 6, ;,
622, 012 y o, cantidades desconocidas. Entonces, se definen los selectores plug-in,
7 y 71,2, para estos pardmetros como el resultado de realizar el siguiente proceso en
tres etapas:

Paso 1. Estlmar 01,1, 02’2, 01’2 y 0‘2 por 61,1, b;,g, 51’2 y 32
Paso 2. Utilizar 51,1, 0, 2 6, 2y 02 para calcular MASE.

Paso 3. Encontrar los valores h;, hy > 0 que minimizan MASE.

Si para calcular las estimaciones en el paso 1 se utiliza la regresién no paramétri-
ca, entonces se necesitan nuevos pardmetros de suavizamiento para cada una de las
estimaciones. Por tanto, también habrd que calcular el error cuadritico medio de
estos estimadores. De modo que, en general, no hay expresiones explicitas para h;
y he.

Cuando X; y X, son independientes, el problema de seleccién del ancho de banda
se simplifica, ya que en la expresién dada para AMASE, 6,2 = 0, y tendremos que

0= 23 {m® () — & [mf? (2]},

i=1

Or2 = %i {méz’ (X%) —E [m?’ (Xg,)] }2 .

=1

Bajo la hipétesis de independencia, los minimos de AMASE tienen las siguientes
expresiones:

o R(K) (bsy — )) v |

h —
LAMASE ( npy (K )2 01,1

0*R (K) (bay — m)” y

ho =
,AMASE ( iz (K)? 022
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Estimacién de funciones de regresién

Se trata de encontrar estimadores para funciones como la siguiente:

0., (r,5) = % 2": {t,.TDfm1 —vTE [mg") (X)) |X2] } x
i=1
X {t?D’ml - V,-TE [mﬁ’) (Xli) |X2] } 5

y de forma similar para 6y2(r,) y 612(r,s), conr, s 2 1,y 7 + s par. Obsérvese
que, i1 (2,2) = i, los pardmetros que aparecen en la seccién anterior.

Sean 3&2, y 3:(222: los suavizadores polinémicos locales para la r-ésima derivada
en las observaciones z, y 2. Para z;, este suavizador tiene la siguiente expresion:

T 1
(35’2:1) =7'!‘3‘:rr+1 (xf;wzl,hlle) x;rlwl'l:hl’

donde €7, es un vector de dimensién (p+1) X 1 con un 1 en la coordenada r+1y

0, en el resto. Una expresi6n similar se tiene para s;;’”. Sean S y S las matrices

cuyas filas son los suavizadores derivados en las observaciones de X; y Xa.
Se definen los vectores de estimadores de regresién polinémicos locales de las
funciones derivadas, m{" y m{", con respecto a z; y T»:

@ = 51 (Y - ),

y
&) =57 (Y - ),

donde i, y M, se estimardn mediante un modelo aditivo con polinomios locales de
grado p.
Sea T3, = (T%;)7, entonces 6y (7, s) se puede expresar del siguiente modo:

1 - -
01,1 (7‘, 3) = Etl‘ { ((I = TIz) ' D'm1 - (I = T21) ! E [mgr) (Xl.') IXz]) X
x (1= T3) ™ D*my — (10— T3) ™ E [m{? (%) 1X:] ) }
Utilizando las siguientes aproximaciones,

S1S; =~ T,
E [S;my] & E [mq (Xy) | Xa] ¥
E [W{mi| ~ D'my.
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Se define el estimador para 6, (r, s):
Oy, (r,8) == tr { ((1- 885" — (1 S387) 7' 83) WYY T x
xW"’*T ((1 S18:) ! — ST (I-S; )"T) } .
La expresién para 8, 2 (7, s) es completamente andloga, y para 6, (7, s):
Bua(r,5) = ltr {(@-sisp™ - @-s38D) 7" 85) WYY
xw"’*T (@-sisp)™ s @- sis))) }-

Para el célculo de estos estlmadores se usardn, g; y g, anchos de banda corres-
pondientes a m; y m», para S1 ; 82 , STy Ss.

Estos pardmetros, g, y g2, se eligen ta.les que minimicen AMSE de los estimadores
en los que intervienen. Estas expresiones se pueden encontrar en Opsomer y Ruppert
(1998).

Estimacién de la varianza

El pardmetro o2 se estimaré por

p—y Z {Y m (Xln X2:)} (3.2)

:=1

El célculo de o2 requiere la seleccién de dos pardmetros anchos de banda, k1 y ke.
Como antes, k; y k2 se elegirdn minimizando AMSE de 2. Las expresiones se pueden
encontrar en Opsomer y Ruppert (1998).

Extensién para D variables independientes

La extensién del método al caso en que hay D variables requiere, como se indicé en la
definicién del método de estimacién, la independencia de las variables. Esta hipétesis
permite utilizar expresiones mucho més simples para los estimadores.

Consideramos el caso en que se ajusta el modelo mediante regresién polinémica
local de grado impar. Por el teorema 2.3.6, MASE para el modelo aditivo con D
variables independientes se puede aproximar por:

K
MASE [h| X, ..., Xp] ~ Z “”"("; (+ ;’;‘;’) h2Pe29, (pa) +

e Z (hgm+2 + _)} )
d=1 d=1 nhq

+0” Z R (K(m))

c\adascasasssadtccocsdsansidionaxadbacscnnssasnscasnsnscaannsnaananssnasannaann
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Y los valores de hy que minimizan esta funcién son:

(pa + 1) pa! (R (K(py))) 02 (ba — aa)) 1/(2pa+3)
2npip, (Kpg)” 0 (pa+ 1) )

Para estimar 6, (pg + 1) y 0 es necesario encontrar los anchos de banda éptimos
para ambos estimadores.

Opsomer y Ruppert (1998) desarrollan la expresién de AMSE de 8, utilizando un
modelo aditivo con polinomios locales de grado p + 2. El minimo de esta expresién
se alcanza en:

haaMASE = (

1/(2p4+5)
(pa+3)'R (K(Pd+1,Pd+2)) o’ (ba — ad) ) ‘

gaamse = | Co (pa)
AMS ( 2n Iﬂd (pd +1,pq + 3)| Hpy+3 (K(Pd+1:1’d+2))
parad =1,...,D, donde

Oy loa) = 1 sif;(pa+1,pa+3)<0
0V = 22482 50y (pa+1,pa+3) >0

Y para 62, se utiliza un modelo aditivo utilizando polinomios locales de grado p. Los
valores que minimizan AMSE de 02, son los siguientes:

1/(2 +3)
(pa+1)2| R (K(ps)) — 2K(ps) (0) |02 (ba — a.,)) Pa
2n64 (pa+ 1,p4 + 1) ptp1 (K(w))2 ,

ka,amse = (Co' (Pa)

parad =1,...,D, donde

Cs (pa) = { 2e¢1+3 Si R EK(PJ); — 2K, (0) <0 } '
4t si R(Kpy) — 2K(p,) (0) >0

Se puede resumir el procedimiento a seguir para estimar un modelo aditivo de
la siguiente forma:
Dado un conjunto de datos siguiendo un modelo del tipo:

1/i=a'|"7n1()(1i)'*'""}"”’7’D(X—Di)-"61') i=1,"'1n-
Paso 1. Estimar 02 y o 6 (p+ 1,p+ 3) por regresién polinémica local. Se obtiene
asi §(p+1,p+3) y o2.

Paso 2. Estimar 0 (p+1,p + 1) mediante un modelo aditivo con g, donde
g es el ancho de banda que minimiza AMSE de ) (p+1,p+ 3). Se obtiene
Gp+1,p+1).
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Paso 3. Estimar o2 mediante un modelo aditivo con_ k. donde % es el ancho
de banda que minimiza AMSE de 02 Obteniendose 2.

Paso 4. Ajustar un modelo aditivo con Ed. Para obtener a, M, ..., Mp.

Entonces, el modelo ajustado seré:

M (X) = & + i (21) + -+ - + 7p (D) -

3.3.2. Validacién cruzada generalizada

El método es una extensién de la definicién para el caso univariante del criterio
de validacién cruzada generalizado, originalmente propuesto por Craven y Wahba
(1979) introduciendo una modificacién en el método de Newton utilizado para mi-
nimizar dicho criterio en el contexto de regresién no paramétrica lineal local. Este
procedimiento fue propuesto por Kauermann y Opsomer y se extiende ademéds para
los modelos aditivos generalizados.

La generalizacién directa del criterio de validacién cruzada generalizado (GCV)
a un modelo aditivo multivariante homoceddstico con D variables seria la siguiente:

(Y — &) (Y - )

GOV (R) = = - Waafn)®

Sin embargo, la matriz Wy no es fécil de calcular, dado que requiere invertir la
matriz M de dimensién (nD) x (nD). Esto motiva que los autores propongan la
seleccién de h que minimice una aproximacién de este criterio, dada en la siguiente
expresion:

(Y — @) (Y — i)

GOV = T, a5 /)

De esta forma definen el siguiente algoritmo:

i Sea hg = (hqy, ..., hop) un vector de anchos de banda inicial y h; = hy. Elegir
h, = (hu, ,hw), tal que hy = o (h), para d = 1,...,D (por ejemplo,
hoa = hg)")-

ii Para t = 1,2, ... calcular la actualizacién, h;;,, mediante:

P E[GCV (ht)]] - (aGCV) _

(6h) (9h)T oh (33)

ht+1=ht_[
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iii Repetir el paso ii hasta que el cambio en el criterio de validacién cruzada,
GCV (h), sea lo suficiente pequefio.

Las aproximaciones que son necesarias para el cdlculo de (3.3) se pueden encon-
trar en el trabajo de Kauermann y Opsomer.
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Capitulo 4

SiZer Map para modelos aditivos

4.1. Introduccion

Uno de los inconvenientes que se presentan en los problemas de regresién multidi-
mensionales, y que ya comentdbamos en el capitulo 1, es la dificultad de representar
gréficamente superficies de dimensién mayor que 2. Los modelos aditivos, sin em-
bargo, permiten que cada variable se represente de forma individual, mostrando por
separado su influencia sobre la variable dependiente.

Los métodos de suavizamiento aplicados a la estimacién de curvas se han presen-
tado por muchos autores como una herramienta itil para identificar caracteristicas
de los datos. Algunos ejemplos sobre esto se pueden encontrar en Eubank (1988),
Fan y Gijbels (1996), Hirdle (1990) y Wand y Jones (1995).

Chaudhuri y Marron (1999) proponen una herramienta de tipo gréafico, deno-
minada SiZer! Map, que permite descubrir las caracteristicas que los datos ponen
de relieve, en la estimacién de curvas. Esta herramienta tiene dos importantes propie-
dades: En primer lugar, agiliza el proceso de decisién para un analista experimentado
de " qué caracteristicas est4n presentes”, a la vez que resuelve, de alguna manera, la
situacién para aquellos puntos dudosos; y segundo, permite, incluso a los analistas
no experimentados, hacer inferencia sobre caracteristicas desconocidas de las curvas.

La formulacién y desarrollo de SiZer Map estd dada tan sélo para curvas uni-
variantes, la extensién a mayores dimensiones supone una gran complejidad, si bien
segiin estos autores goza de un notable interés.

En el contexto de la regresién no paramétrica, si se aplica SiZer Map a partir de
las versiones multivariantes de los suavizadores, como los de tipo polinémico local,
o los sencillos suavizadores tipo niicleo como el de Nadaraya-Watson, la dificultad
parte desde la propia representacién gréifica de SiZer Map, siendo necesario el es-
tudio de la magnitud del gradiente de la superficie estimada, asi como una visién

18iZer procede del acrénimo en inglés de ”SIgnificant ZERo crossings of derivatives”.

57



58 CAPITULO 4. SIZER MAP PARA MODELOS ADITIVOS

tridimensional de las distintas regiones que SiZer Map pone de manifiesto.

Como apuntdbamos antes los modelos aditivos en la estimacién de las superficies
de regresién multidimensionales permiten tratar cada una de las covariables sepa-
radamente, de modo que abordar la aplicacién de SiZer Map tomando como base
dichos modelos permitird una simplicidad mayor que la que ofrecerian los suaviza-
dores multivariantes a los que nos referiamos antes.

4.2. Definicion de SiZer Map

Se trata de un grafico en el que por medio de colores o tonalidades de grises (para
versiones en blanco y negro) se muestran, para distintos niveles de suavizamiento
(distintas elecciones del ancho de banda) el crecimiento o decrecimiento significativo
de la curva objeto de estudio.

SiZer Map permitird comprobar la significacién de caracteristicas en la super-
ficie, tales como picos y valles sobre una familia de suavizadores {m (z;h) : h €
[Amin, hmaz)}, basdndose en intervalos de confianza para la derivada, m' (z; h), en el
espacio definido por el pardmetro de suavizado, h. Sobre el espacio de localizacién
definido por la posicién de z y h, el grifico muestra el comportamiento de la funcién
con distintas tonalidades, que representan: color azul (negro, en versiones en blanco
y negro) donde la derivada es significamente positiva; rojo (gris oscuro) para las
zonas en que la derivada es significativamente negativa, y morado (gris claro) si la
derivada no es significativamente distinta de cero. Las zonas con la tonalidad més
clara de gris marcan valores demasiado pequeiios del ancho de banda, que hacen que
el tamaiio muestral efectivo sea insuficiente, esto es, el niimero de observaciones en
cada entorno local imposibilita el cdlculo de las estimaciones.

Los intervalos de confianza para la derivada se expresan de la forma:

' (z; h) £+ q\/\;ﬂfr (@ (z; b)),

donde el cuantil, g, se calcula desde aproximaciones normales, o bien utilizando
técnicas bootstrap (més detalles sobre este aspecto se pueden encontrar en Chaudhuri
y Marron (1999)).

El rango para el ancho de banda, [Amin, hmaz], se puede definir de varias formas,
eligiendo un rango més o menos amplio. Lo usual serd elegir un rango bastante
amplio que permita captar las caracteristicas més interesantes en cada punto sobre
la familia de suavizadores. _

Es necesario, por tanto, dar expresiones para 7' (z; h) y Var (' (z; b)), que per-
mitan el célculo de dichos intervalos. Se resumen dichas expresiones en la siguiente
seccién.
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4.2.1. Desarrollo de SiZer Map

Consideramos, en primer lugar, la estimacién de la primera derivada de m en un
punto zo, que viene dada por el siguiente problema de minimos cuadrados ponde-
rados?:

n
il (o h) = min Z_; {Y; — o — B1 (Xi — 20)} Kn (X — 20).-
La expresién matricial de la s:)lucic')n es la siguiente:
' (zo; h) = & (xwowzo,hxxo)_l XooWaon Y, (4.1)
con ez = (0, l)T. _
La estimacién propuesta para Var (7 (zo; h)) se basa en el hecho de que el esti-

mador de la derivada es la suma ponderada de Y;, con lo cual se obtiene la siguiente
expresién para la varianza condicionada:

Var (7 (zo; h) | X1, -y Xn) = Zn:az (Yi| X:) (w (zo, Xi; h))?.

Y para estimar o2 (Y;|X;) se suavizan los residuos mediante la siguiente expresién:

> i1 E1 K (X — %0)
Y iy Kn (X — 20)

o2 (Y|X) =

donde &; = Y; — m (X;; h).

Como se puede deducir, la creacién del mapa implica el cédlculo repetido de mu-
chas estimaciones por lo que es muy importante introducir métodos computacionales
que permitan agilizar el proceso. Una técnica que se adapta muy bien a esta situa-
cién es el denominado método binnig®, cuya idea principal es la de reducir el nimero
de evaluaciones niicleo, basdndose en el hecho de que muchas de estas evaluaciones
son muy similares.

En la siguiente seccién incluimos las expresiones bésicas para la aplicacién del
método binnig en la creacién de SiZer Map.

4.2.2. Aproximacion binned

Para aplicar el método binning primero hay que modificar las observaciones de la
siguiente forma: Dado un conjunto de observaciones {(X;,Y:), i = 1,...,n} se define

21,08 autores utilizan el suavizador lineal local por la simplicidad de sus expresiones para el

célculo de la derivada de la funcién m.
$Fan y Marron (1994) explican en detalle la aplicacién de esta herramienta en la estimacién no
paramétrica de funciones de densidad y de regresién. La aproximacién se denomina binned.
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una red de puntos equiespaciados: z;, ..., Z,. A continuacién, cada observacién, X;, se
reemplaza por el punto més préximo en la red, z;;. Esta modificacién del conjunto
original genera los siguientes indices:

I ={i: Xi - z;}, g =148
Entonces, los datos binned resumen a los originales mediante
{(xj’?j’cj) ) j= 17-",9}3

siendo Y; = -3 .cp. i ¥ ¢; = #1;, es decir, el niimero de observaciones en ;.
A partir de aqui, una aproximacién binned eficiente del estimador lineal local de
la primera derivada de m en z; es la siguiente:

T (z5) — To (z5) X (25)
Sa (z;) — 51 (z)” /S0 (z5)’

ﬁl’ (III i1 h) ~
donde

9 g9
Si(z5) =Y kij-yep, Ti(zs) =) kij3Yy, X (z3)=351(z5)/50(z;),

=1 =1
YP=Y Y% k;j=K(A)(GA) v A=zj—gzi.
iEIjl

En este procedimiento hay que sefialar que el uso de la funcién nicleo gaussiana
asegura que Sy (z;) sea distinto de cero.

Para la obtencién de la estimacién de 02 (Y] X = z;), utilizando célculos similares
a los empleados en regresion lineal local, se tiene que

2 (YX = z;) ~ (1 - B(z5)") 0 (z3),

donde
o2 (z; =U°(xj) _ To(xj) .
(25) =5 (z;) (go (:z:_.,-))_’ )
p(z5)" = (7 (=53 h))2(50 (”j;,lf; .()x ‘s:)fzs) (z) )
¥

9
To (25) = Y ki-s Y7

=
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siendo Y7* = 3. Es Y2. Entonces, la aproximacién para la varianza condicionada
serd
Vs (25) — 2V1 () X (;) + Vo () X (25)°
= - 2
(82 (z3) = 81 (z3)* /S0 (7))

Var (ﬁ"" (x.‘i; h) |X17 '"7Xﬂ) e

donde .
Vi(z) =Y kj_yepo® (VX = z7).

=1

4.3. Extensién a un modelo aditivo

Para un modelo aditivo, SiZer Map constard de tantos graficos como sea la di-
mensién del modelo, y permitird comprobar la significacién de caracteristicas en la
superficie unidimensional de cada componente. En esta linea se considera una fa-
milia de suavizadores de tipo aditivo (como, por ejemplo, el estimador lineal local
realizado en Opsomer (2000)) {7 (x; hy, ..., hp) : ha € [Ramin, Paymas] ,d = 1, ..., D},
sobre la que se definen intervalos de confianza para las derivadas de las componen-
tes, My (z4; ha), d = 1,..., D. Asi el grifico d-ésimo muestra el comportamiento de
la funcién para la componente mq a través de distintas tonalidades, que tendrén el
mismo significado que en la definicién de SiZer Map en el caso univariante.

Los intervalos de confianza para la derivada de la d-ésima componente se expresan
de la siguiente forma:

7, (a3 ha) £ \/ Var (i (z4; ha)),

donde el cuantil, g, de nuevo se calcula desde aproximaciones normales, o bien uti-

lizando técnicas bootstrap.

Llegados a este punto, es necesario tener expresiones tanto para i (z4; ha) como
para Var (7 (za; ha))- En la siguiente seccién se presentan dichas expresiones para
un modelo aditivo bivariante, més simple, siendo inmediatas las expresiones para el
caso D-variante.

4.3.1. Desarrollo de SiZer Map (D = 2)

Segiin lo sefialado antes, desarrollamos ahora SiZer Map para la primera componen-
te, m,; siendo el caso de m, andlogo por lo que aqui lo omitimos.
Consideramos la estimacién de la primera derivada de m; en un punto zp, que

vendr4 dada por?
iy (z0) = s5) (Y — ),

4Opsomer y Ruppert, 1997.
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siendo 8y = I (XT W, ,,,,Xzo)_1 XT W1, segiin la expresién dada en (4.1).
Sustituyendo la expresién de My, dada en (2.6), M} (zo) = Wi _ Y, donde,

Wi, = sl (1-8iS5) ™" (I-8}).

1,z0

*
1,20

De aqui se tiene que

Var(iit) (z0)) = Wi 5,  SWi 5,

siendo X = diag(e?).
Dado que los residuos, €;, son desconocidos los estimamos por

& =Y; — m(Xy),

y sustituyendo estas estimaciones en la matriz X, la varianza anterior se estimaria
por
——— Py TA
Var(ii; (zo)) = W1z, W1 -
Con esto los intervalos representados en SiZer Map se construyen, para la primera

componente, como:
i (20) + gy Var(i# (zo))-

Segin apuntibamos antes, para el cdlculo del cuantil, ¢, son posibles varias
aproximaciones. Chaudhuri y Marron (1999) proponen tres estimaciones, una de
ellas basada en técnicas bootstrap que anade un elevado coste computacional a la
produccién del mapa. En nuestro trabajo utilizamos dos aproximaciones gaussianas
para dicho cuantil que pasamos a definir.

La aproximacién mas simple, que denotamos por ¢, viene dada por:

-1 «a
91 = @ (1 - 5) ’
donde a es el nivel de significacién asociado al intervalo de confianza.

La segunda aproximacién, que denotamos por ¢, también estd basada en la
aproximacién normal, pero en lugar de definirse como una constante para todo
el espacio de localizacién que construye SiZer Map, se define variable en la red de
anchos de banda considerada, g = ¢2(h;). En su definicién interviene el denominado
tamano muestral efectivo, ESS, dado por:

> i1 Kz — X5)
Khl (0)

ESS(IE, h1) =

de forma que, .
@(h) =07 (1+(1- a)™0),

donde n

L1 ZIL=1 ESS(zi, 1)’
y 71, (1 <1< L), son la red de valores de X que definen el espacio de localizacién
junto con los anchos de banda.

m(h;) =
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4.3.2. Aproximacion binned

Para aplicar el método binning hay que modificar las observaciones de la siguiente
forma: Dado un conjunto de observaciones {(X;, Z;,Y;), i =1,...,n} se definen dos
redes de puntos equiespaciados, Zi,...,Zg, ¥ 21, ..., %g,- Expondremos aqui c6mo se
actda para X y anilogamente se hard con Z. Cada observacién, X;, se reemplaza
por el punto més préximo en la red, z;;). Esta modificacién del conjunto original
genera, los siguientes indices:

IIJE{i:X,'—)xj}, j=1,---;91-
Entonces, los datos binned resumen a los originales mediante
{(zjyyl,j’cl,j)y .7= 17'"791}7

siendo ?1,_1 c1g 21611 (Y m2 (Z )) Ya,; = #Ilg
A partir de a.qu1 una aproximacién binned eficiente del estimador lineal local de
la derivada de m,, M} (z;, h1), es la siguiente:

T (25) = T1,o (25) X1 (25)
S12 (z5) — S11 (%5)* /S10 (z5)

fﬁ"l (z.‘i ’ hl) =~
donde

91 g1
Su(z) =) kuj-gerg, Tral(es) = Z kuj—3Y1

X, (z;) = S11 (z3) /Suo (z5), Y= Z (Y: — M2 (Z3)),

kuj = Kn (A1) GA)' ¥y Ay =35 — 5.1

En el caso de t;f (Y — mig) | (X, Z) = (z;,2;)), utilizando calculos similares a los
empleados en regresién lineal local, se tiene que

32 (Y — | (X, Z) = (z5,%)) = (1 - A1 (25)?) 0% (z5),

donde
“, T =Ul,0 (z;) T (z;) 2
P (e §1,0 (z5) (gl,o (Zvj)) ’ B
B o) = (4 a3 o)’ (S 2o Bate) )
1\Z5) 21,0 \T5
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91
Ui (25) = D krj-y Vi,

i'=1

= -~ 2 . . p . -
siendo Y% = ) (Y; — m2)”. Entonces, la aproximacién para la varianza condi-

iEIl ,j’
cionada serd

V1,2 (xj) i 2‘—/-1,1 (1'_1') 71 (.'Ej) -+ 71,0 (:Bj) 71 (:1:]-)2
(812 (23) — 1.1 ()% /B (7))

Var (i, (53 ) 1X, Z) ~

b

donde -
Vii(z) =Y kuj-yeryot (Y — i) | (X, Z) = (z7,27)) -

i'=1

4.4. Estudio de simulacion

El objeto de este estudio es, ademds de ilustrar el funcionamiento de SiZer Map
para los modelos aditivos, el de permitir una comparacién y valoracién del selector
plug-in de Opsomer y Ruppert (1998) descrito en el capitulo 3.

En la simulacién llevada a cabo hemos considerado las funciones empleadas por
Opsomer y Ruppert (1998) para la exploracién del comportamiento del selector
plug-in, que son las siguientes:

my (z) = 1 — 6z + 362® — 53z° + 222°,

mg (2) = sen (572) .

Asi, el modelo aditivo considerado se define como
Y=a+m (X)+ma(Z)+e

donde los residuos, €, se han generado segiin una distribucién N (0;0.5), y el vector
de covariables, (X, Z), segin la siguiente distribucién normal bivariante,

wnsn (1) (3 1))

para los siguientes valores de p: -0.5, -0.25, 0, 0.25 y 0.5. Se consideraron, ademds,
dos tamaiios de muestra, n = 200 y 500. El nicleo utilizado para el estimador lineal
local ha sido el gaussiano, definido como K (z) = (2r) "/ exp(—22/2).

haoascadcssodcdacascascsacaccossacascascnaacssssnccansscsncscsasnacsssnssacanssasnaascsaanaan
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modeft.mi

oz oA os os o2 o4 os o8
x z

Figura 4.1: Componentes para el modelo 1.

Se trata de un modelo bivariante, ajustado mediante regresién lineal local, con
distintos niveles de correlacién entre las variables. Las funciones para cada compo-
nente estdn representadas en la figura 4.1.

Para cada modelo simulado, combinando un tamafio de muestra y un nivel de
correlacién, se han generado dos tipos de gréficos, el mapa tal y como se ha descrito
en este capitulo, y un gréfico que representa las estimaciones de las componentes para
distintos valores del ancho de banda. Este dltimo tipo de grifico permite comparar
el comportamiento de las distintas elecciones del suavizado en la estimacién de las
funciones componentes; siendo el pardmetro idéntico para ambas componentes.

La interpretacién de los gréaficos se hace més precisa si prestamos atencién al
primero de los casos considerado. En la figura 4.2, se representan dos gréficos para
cada componente del modelo, por columnas. El primero de ellos, se ha denominado
family plot®. Las curvas de color azul son las asociadas a distintas elecciones del
grado de suavizamiento y la curva de color negro la que emplea el pardmetro elegido
segin el criterio plug-in de Opsomer y Ruppert. Predeterminadamente se utiliza una
red de once anchos de banda, aunque este niimero se ha elegido arbitrariamente. Las
curvas que presentan m4s oscilaciones o cambios corresponden a los anchos de banda
menores y estas se van suavizando conforme el ancho de banda utilizado es mayor.

El segundo grifico, SiZer Map, ya ha sido definido a lo largo del capitulo. En
horizontal se representa el rango de variacién de la variable y en vertical aparecen
los distintos anchos de banda en escala logaritmica. La linea continua representa el
ancho de banda que proporciona el criterio plug-in de Opsomer y Ruppert (1998).
En este caso, predeterminadamente, la red que se utiliza es de 21 anchos de banda.
En la parte inferior del gréfico, correspondiente a los anchos de banda menores, nos

5Este nombre se ha adoptado del inglés, por ser més corto, que su posible en espaiiol, grafico
de familia de suavizadores.
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Family Plot Family Plot

-1.8

SZer Piot

logiopt)

Figura 4.2: Family plot y SiZer Map para una muestra de tamaiio n = 200 y variables
incorreladas, p = 0.

Ramily Piot Family ot

bgiopt)

logi0h2)

Figura 4.3: Family plot y SiZer Map para una muestra de tamaifio n = 200 y nivel
de correlacién p =-0.5.
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Family Plot Family Plot

bgiof1)

Figura 4.4: Family plot y SiZer Map para una muestra de tamafio n = 200 y nivel
de correlacién p =-0.25.

Eamily Plot Family Plot

bgiot)

Figura 4.5: Family plot y SiZer Map para una muestra de tamafio n = 200 y nivel
de correlacién p =0.25.
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Family Piot Eamily Plot
1

-1.5

0.2 oA o.e o.s
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x

Figura 4.6: Family plot y SiZer Map para una muestra de tamafio n = 200 y nivel
de correlacién p =0.5.

encontramos con zonas grises. Esto quiere decir que en el entorno que proporciona
el ancho de banda correspondiente no se dispone de observaciones suficientes para
calcular las estimaciones.

En las figuras 4.2, 4.3, 4.4, 4.5 y 4.6, que corresponden a muestras de tamaifio
n=200 y los diferentes niveles de correlacién considerados, se puede observar co-
mo el ancho de banda plug-in no se adapta perfectamente en ninguna de las dos
componentes.

Para la primera componente es destacable el comportamiento de las estimaciones
en las fronteras o extremos, donde estas se alejan mds de la verdadera funcién. Sin
embargo, se puede observar que para anchos de banda menores se consiguen mejoras
en estas zonas.

En la segunda componente se puede decir, sin embargo, que en general el an-
cho de banda plug-in sobresuaviza la funcién, aunque también es evidente el mal
comportamiento de este selector en la frontera.

En las figuras 4.7, 4.8, 4.9, 4.10 y 4.11 se representan las muestras de tamaifio
n = 500 y los diferentes niveles de correlacién considerados. En este caso se produce
una notable mejoria del comportamiento del selector plug-in en las estimaciones de
la frontera en ambas componentes, méas destacable en la segunda componente.

Una situacién que ocurre, en general, en todos los casos es que el valor para el
selector es menor para la segunda componente y de forma més pronunciada en los
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casos de n=500.

Family Plot Eamily Plot

-185 -1.8'
oz o4 os os oz a4 ce o8

loglofht)
L

logiofi2)
1

o2 o4 o.e os

L .2 o4 o.e o.s
x

Figura 4.7: Family plot y SiZer Map para una muestra de tamafio n = 500 y variables
incorreladas, p = 0.

4.5. Conclusiones

Del estudio desarrollado se desprende que no es suficiente con que el ancho de ban-
da elegido sea diferente para cada variable, y parece que una posible solucién seria
considerar un procedimiento de regresién local con parimetros de ancho de ban-
da locales. La solucién de este nuevo problema fue desarrollada para modelos de
regresién lineales locales univariantes por Fan y Gijbels (1995).

La solucién que nosotros hemos considerado ha sido el desarrollo de un ancho de
banda bootstrap local en cada variable. Esta metodologia solo ha sido desarrollada
por Martinez-Miranda (2000) para modelos de regresién univariantes estimados uti-
lizando suavizadores lineales locales y en el siguiente capitulo se extiende para un
modelo aditivo bivariante.

Para futuros trabajos se pretende la extensién a un modelo aditivo de cualquier
dimensién y el desarrollo de un gréafico tipo SiZer Map que permita el estudio de
estas nuevas metodologias de seleccién del ancho de banda en dimensiones superiores
a dos.
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Family Plot

Figura 4.8: Family plot y SiZer Map para una muestra de tamafio n = 500 y nivel

de correlacién p =-0.5.

Pamily Piot

0.2 oA o.s

SZer Plot

os
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Figura 4.9: Family plot y SiZer Map para una muestra de tamafio n = 500 y nivel

de correlacién p =-0.25.
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Family Plot Family Piot

bgiopt)

Figura 4.10: Family plot y SiZer Map para una muestra de tamaifio n = 500 y nivel
de correlacién p =0.25.

boglopt)

Figura 4.11: Family plot y SiZer Map para una muestra de tamafio n = 500 y nivel
de correlacién p =0.5.
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Capitulo 5

Selector bootstrap del ancho de
banda

5.1. Introduccion

Desde que la metodologia bootstrap fuera introducida por Efron en 1979 ha sido
objeto de estudio por muchos autores y aplicada en diferentes contextos como es
el caso general de la estimacién no paramétrica de curvas y en particular el de la
regresién no paramétrica que nos ocupa.

Para los modelos de regresién no paramétrica heterocedésticos ha sido fundamen-
tal el denominado wild bootstrap que fue introducido por Wu en 1986, en el contexto
particular de modelos de regresién paramétricos lineales. Este tipo de remuestreo
también ha sido utilizado por otros autores en diferentes situaciones; asi Cao-Abad
(1991) y Hérdle, Huet y Jolivet (1995) lo usan para aproximar distribuciones a la
estimacién de tipo Nadaraya-Watson de la funcién de regresién, Neumann y Pol-
zehl (1998) para calcular intervalos de confianza, o Hardle y Mammen (1993) y
Stute, Gonzélez-Manteiga y Presedo-Quindimil (1998) que lo utilizan para realizar
contrastes de hipétesis acerca de dicha funcién de regresién.

Como ya hemos mencionado en otros capitulos, una cuestién fundamental en el
problema de regresién no paramétrica es la eleccién del pardmetro ancho de banda,
que ha sido muy estudiado en la literatura. En el caso unidimensional cabe citar
los selectores para dicho pardmetro del tipo plug-in (Ruppert, Sheather y Wand
(1995), Fan y Gijbels (1995) y Ruppert (1997) entre otros) y validacién cruzada
(Hirdle, Hall y Marron (1998)). En el caso multivariante debido a la complejidad
del problema existen menos trabajos sobre este problema (Ruppert (1997) y Yang y
Tschernig (1999). Y en cuanto a los modelos aditivos, el método plug-in de Opsomer
y Ruppert (1998) y el de validacién cruzada de Opsomer (2000), ambos definidos
en el capftulo 3, son las soluciones més relevantes ofrecidas para la seleccién del
pardmetro ancho de banda.

73
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En los dltimos anos han surgido trabajos que utilizan el método bootsirap para
la seleccién del pardmetro de suavizado; en este sentido encontramos los trabajos
de Hirdle y Bowman (1988) para el estimador de Nadaraya-Watson, Hall (1990)
para un estimador sencillo, tipo nicleo y mds recientemente el trabajo de Martinez-
Miranda (2000) para el estimador lineal local.

5.1.1. Bootstrap en regresiéon no paramétrica

En el problema de regresién, tanto si se considera desde un punto de vista clédsico
como desde una perspectiva no paramétrica, surgen dos formas de realizar el re-
muestreo: sobre los pares de observaciones o bien sobre los residuos de la regresién.
Aplicar la filosofia bootstrap sobre los pares, (X;,Y;), supone disefiar muestras
bootstrap del tipo
{(xila Y;l) ’ (xiza },l'z) y ety (xim7 Km)} ’

siendo {41, 12, ..., im} Una muestra aleatoria de enteros entre 1 y n.

El planteamiento sobre los residuos, €;, es totalmente diferente. En primer lugar,
se obtiene una estimacién inicial de la funcién de regresién desconocida, 7, y se
estima cada ¢; de la siguiente manera

& =Y —m(X,).

A partir de dichas estimaciones se disefian los residuos bootstrap, €], siguiendo algiin
método de muestreo especificado. Con este procedimiento se obtienen muestras
bootstrap de la forma:

{(xh YI*) ) (x2, Y2*) 3 =iey (xm Y:)} ’

donde Y;* = m (X;) + ¢}. En variantes elementales del bootstrap (naive bootstrap) se
consideran versiones centradas de &;, y se obtienen los residuos bootstrap mediante
muestreo con reposicién y probabilidades iguales.

Otra versién de la metodologia bootstrap es la denominada wild bootstrap, que
aplicada sobre los residuos, £;, genera los residuos bootstrap, €}, a partir de una
distribucién degenerada en dos puntos, con media 0, varianza igual al cuadrado del
residuo estimado, y momento de tercer orden igual al cubo del residuo estimado.

En las siguientes secciones se describe esta metodologia wild bootstrap aplicada
a la seleccién del ancho de banda en un modelo aditivo bivariante estimado con sua-
vizadores lineales locales. Asi, en primer lugar definiremos una estimacién bootstrap
del error cuadrético medio puntual del estimador aditivo y obtendremos el selector
bootstrap del ancho de banda minimizando en cada punto dicha estimacién. Obsérve-
se que de este modo el selector obtenido proporciona un parametro de tipo local,
esto es, una funcién.
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5.2. Estimacién bootstrap del error cuadratico me-
dio en la estimacién de un modelo aditivo

Partimos del modelo aditivo de regresién no paramétrica, formulado con anterioridad
en esta memoria,

Y = a+my (Xu) + -+ mp (Xpi) + &,

donde los residuos, &;, se suponen de media 0 y varianza o (X;), esto es, una situa-
cién de heterocedasticidad.

La generacién de muestras en este contexto de regresién no paramétrica multi-
dimensional se lleva a cabo siguiendo los siguientes pasos:

i) Se construyen los residuos, &; = Y; — fig,g(X;), en donde 77ig,g €s un estimador
pilotode my g = (g1, .-y gD)T es un vector de pardmetros anchos de banda.

ii) Se generan los residuos bootstrap, €}, i = 1,...,n, verificando las siguientes

condiciones
E'[e}]=0, E*[e%] =&, E'[’] =§,..

iii) Se construye la muestra bootstrap {(XT,Y;*)}, donde Y;* tiene la siguiente
definicién: Y;* = flig,g(X;) + €, i =1,...,n.

iv) Se calcula el estimador bootstrap de la funcién de regresién, My, utilizando
como estimador el algoritmo backfitting con suavizadores lineales locales sobre
la muestra bootstrap definida en el paso anterior.

El error cuadrético medio (MSE) en una observacién x,
MSEj, (x) = Eyjx [{m (x) — m (x)}?] ,
con h = (hy,..., hp)T, se aproximars por el error cuadrdtico medio bootstrap:
MSE;, (x) = E* (i, (x) — o (x))7] (5.1)

siendo E*, el operador esperanza condicionado sobre la distribucién en el remuestreo.
El siguiente teorema (dado para el caso particular D = 2) demuestra la consis-
tencia de esta aproximacién bajo las siguientes hipdtesis:

H1. La funcién micleo, K, es una funcién de densidad simétrica, acotada y con
soporte compacto, tal que [ K(u)udu = 0, [ K(u)u’du = pa(K) # 0y
J K (u)utdu < oo.
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H2. Las sucesiones de anchos de banda {h;} y {hp} verifican: n='A{' = 0 y
n~'h;! — 0, cuando n — oo, y A{'he = O(1). Las mismas propiedades
se dan para las sucesiones {g1} y {g2}-

H3. f se supone de soporte compacto y para cada x en el soporte de f, o2 (x)
es estrictamente positiva, y f, 0% y la funcién de regresién, m, se suponen
continuamente diferenciables.

H4. La funcién p4 (x) = E[Y* | X = x] est4 uniformemente acotada o es continua-
mente diferenciable y acotada.

H5. higi' = 0y hag;* — 0 cuando 1 — oo.

Teorema 5.2.1 Bajo las hipédtesis H1-HS5, la aprozimacion bootstrap del error MSE,
(5.1), para un estimador aditivo, es consistente en el interior de soporte de f, es
decir,

MSEj, ; (x) — MSEy, (x) = 0
en probabilidad.

Demostracién: Consideramos la descomposicién de MSE en términos del sesgo y
la varianza,

MSE (x) = {Eyx [fftn (x)] — m (x)}” + Varyix (7n (x)) = Bn (x)* + Vi (x),

y, de forma andloga, para la aproximacién bootstrap de MSE

MSE;, ; (%) = {Eyx [, (x)] — ig (%)} + Varyx (i, (x)) =
=B} (0" + Vig (%),

Entonces, para demostrar la consistencia de MSE*, probamos la consistencia
para cada una de sus componentes, sesgo y varianza bootstrap, por separado.

Empezamos, en primer lugar, con el sesgo. Haciendo célculos se obtiene la siguien-
te expresién

hg (X) — Bn (x) = z w; (x, h) w; (X5, 8) (m (X;) - Y3) +
+ Z w; (x; h) wj (X,-, g) (m (x_l) = },J) =
L]
= T1,1  a T1,27
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donde los pesos estdn definidos de la siguiente forma:
T *qx\—1 * T sqx\—1 *
w; (x,h) = 51,5, (I-5; )7 (I—83) + s34, (I—SiS;3) (I-87),
y asintdticamente se expresan
w; (x,h) = 07 7 (31) Kny (Xin — 21) + 07 f5 (22) Ky (X2 —72) . (5.2)
Se trata de probar que la diferencia entre los sesgos es o, (1), 0 lo que es lo mismo,

Ty =Tip=0p(1)
Por la desigualdad de Markov se tiene que

Ti1=E[Ti1]+ O, (\/Va.r (Tl,l)) y

asi que pasamos al cdlculo de la esperanza y la varianza de:':Tl,yl».
= Ex [EYIX [i w; (x, h) w; (X;, g) (m (X.,) - K)]] =0 (53)

i=1

dado que Eyx [Y;] = m(X;), y donde Ex denota la esperanza condicionada a la
distribucién de X y Eyx es la esperanza condicionada a Y | X.

Var(T,) = Varx (Evjx [T1,1]) + Ex [Varyx (T1,1)] = Ex [Varyix (T1,)]

puesto que el primer término se anula, igual que en (5.3). Entonces,

Varyx (T1,1) = Y wi (x,h)” w; (X, g)° Varyx (m (Xi) — Y5) =

i=1

= Z w; (x,h)? w; (Xi,8)" 0% (X)

=1

Utilizando la expresién asintética de los pesos, (5.2),

Tip=Y (07 (@) Kny (Xu — 21) + 071 f5 (@2) Ky (Xoi — 22)) X
i=1

x {n U (Xu) Kgy (0) + 17 f5 (Xas) Ko, (0)} (m (Xs) = X))
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la varianza seria

Varyx(T1,1) =Z (07 i (1) Kny (X — 31) + 17 37 (22) Ky (Xai — 3’2))2 X

i=1

x {n 7 (Xus) Koy (0) + 07 57 (Xai) Ko, (0)) 02 (X0)

y si se aproxima la suma de Riemann por la integral, la esperanza queda de la
siguiente forma:

Ex [Varyx (Ti,)] =n"° L (F7! (z1) Ky (21i — 21) + S5 (22) K, (225 — 72))” x

x {fT (z1:)gr K (0) + f3(z2:)97 " K (0)}° 0% (x:) f (xs)dx

y usando el desarrollo de Taylor en f y o2, la expresién de la varianza ser4:

nK (0)2[, (fi (z1) AT K (w1) + f5 ' (z2) hy 'K (Uz))2 X

X {fi (21 + hwr) g1 + fit (z2 + houg) 92_1}2 X
X o2 (:Dl + hiuy, T2 + hzuz) f (31 + hyuy, z2 + hz'l.tz) hihodu =

= n=3K (0)? (i (21) + 0105 f5* (%2))” 0% (%) f (%) hahagy
x [ (£ (@) BK () + £ (22) B3 K (u2))? du =

=n3K (0)? (7" (21) + 9105 f * (22))” 02 (%) f (x) hahagi X
x {h72f{% (z1) R(K) + b3 f5 % (z2) R(K) + 2k hy 7 (1) £ (22) }

donde, por estar acotadas K, f y o2, tenemos que:
Var(Ti,1) = O (n™°g;%)

Finalmente
T1,=0+0, ("—3/291_ 1/2) =0, (1).

Seguimos con el segundo término, T} 2. De nuevo por la desigualdad de Markov

Ty» =E[T15]+ O, (, [Var (T} ,2))
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E[Tiz) =E [Z w; (x, h) w; (X5, 8) (m (X3) — Yj)] =
i#i

=Ex [Z w; (x, h) w; (X;,8) Eyix [m (Xs) — Yj]] =
i

=E [Z w; (x, h) w; (X;,8) (m (X;) —m (X'J))]

i#j

Aplicando la expresién asintética de los pesos, (5.2), podemos llegar a la siguiente
expresion:

[ U @1) Ky (1= ) + 157 (22) Ko (= 2)) F () %
X f | [(f* (z1) Kgy (@15 — 215) + ' (22) Ko, (T2 — T25)) f (%5) ¥
x (m (x;) — m (x;)) dx;] dx;

Haciendo el desarrollo de Taylor sobre m y f en la segunda integral se obtiene

/. (fl_-1 (3;1) Ky, (zli = -'131) =+ fg_l ($2) K;, (.’Ez,' e :(;2)) f (x,) X
x {fi* (@) g + f2* (22) 9} 0 (1) f () 9192

y aplicando de nuevo el desarrollo de Taylor sobre f se obtiene

E[Ti2] = 0o(1) f (x)* (f* (@) by + £ (m2) hY) (T (@) 921 + f3* (z2) 91) =
=o0(1).

Ahora la varianza:

Var (Tl,g) = Varx (Ey|x [T1,2]) + Ex [Va.l'y|x (Tl,g)] =A; + Az

A, = Varx (Ele [Z wi (x, B) w; (X, &) (m (X:) - Y,-)D =

i#j

= Varx (Z w; (x, h) wWj (X;, g) (m (X,) -—m (XJ)))

i#j
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La expresi6n a la que calculamos la varianza tiene media o (1) segiin hemos visto
anteriormente, por tanto, solo tenemos que calcular el momento de orden 2,

A=) Ex [wi (x, )" w; (X5, 8)" (m (X:) —m (X,))’] =
i#]
=n"2 / (7t (z1) Ky (21 — 21) + f5 " (22) K, (T2i — 22))" ()%

X / . [(ff Y(215) Koy (313 — 215) + f3(22) Koy (22 — 7)) £(x5) %

x (m(x;) — m(x;))? dx;] dxc,

Ahora, aplicando el desarrollo de Taylor sobre f y m en las dos integrales llegamos
a

Ay =2 (f7 (@1) b haR(K) + 37 (2) by 'R(K) + 217" (21) f5 (22)) X

x (f* (z1) 97 g2R(K) + fz* (22) 9105 'R(K) + 27" (21) f* (22)) 0(1) f (x:)* =

=0(n?).

Ay = Ex | Vary;x (sz (x, h) w; (X;, 8) (m (X;) — Y}'))} =

i#j

[ O ) )|
L i£]
Aplicando la expresién asintética de los pesos, (5.2), y aproximando la suma de
Riemann por la integral

Az =n”" / _ (7' (zu) Ky (z1s — 31) + [z ' (z25) Kn, (T2 — 22))” f (%:) X
X / . [(ff Yzy) Ky (@15 — 715) + f3 (225) Ko (25 — 727))” f (%7) 0% (x5) dx,-] dx;

y siguiendo el mismo procedimiento que el realizado para calcular Var (T1,1) se de-
muestra que Az = O (n™2).
Por tanto, Var (Ty2) = O (n™?), luego

T1’2 =0 (1) + Op (n_l/z) = 0p (1) .
Entonces hemos conseguido probar lo que buscibamos, es decir,

he(X) —Bn(x) =T, +Ti2=0(1).
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Continuamos ahora con el término de la varianza:

he (%) = Va (%) =D _wi (x, )" (6] — 0® (X3)) +

+ Y wi () (g (Xs) — m (X))* —

-2 Z w; (x,h)? &; (g (X)) —m (Xs)) =
=9, + 1;2 — 29;.

Desarrollamos cada uno de los términos ¥;, 2 = 1, ..., 3, por separado.
El primer término tiene esperanza y varianza:

E [#1] = Ex [Evjx [91]] = Ex [Eylx [Z w; (x,h)* (7 — o” (x.-))H =0 (54)

puesto que Eyx [€%] = o2 (X).
Var (191) = Varx (Ey|x [191]) + Ex [Va.ryp( (‘191)] = Ex [Varle (191)]

teniendo en cuenta (5.4).
Por la representacién asintética de los pesos, (5.2), el primer término es equiva-
lente a

¥ ~n? i (7 (1) Kny (Xus — 31) + f32 (2) Ky (Ko — 32))” (67 — 0% (X3))

entonces,

Var (191) =

=Ex [n_4 D (7 (@) Ky (Xui = 31) + f57 (z2) Ky (Xi — 22))" e (X3) | -

i=1

Si suponemos que puq4(X;) es continuamente derivable, entonces, aplicando el
desarrollo de Taylor en uy y f es ficil comprobar que Var (%) = 0, (1), y si pa (X;)
se supone uniformemente acotada llegamos a la misma conclusién. Por tanto,

191 =0p (1) v
El segundo término,

Yy = Z’wi (x, h)2 (Z w; (X;,g)Y;—m (Xa)) =1s1 + P22,

=1 j=1
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donde

Do = Y w; (%, 0)* w; (X;,8)° (¥ — m (X))* +

=1

+ ) wi (x,h) w; (X;,8) (V; —m (X3)” = A1 + 4y
i#j

Ba2 =Y wi(x,h)* ) w; (X, 8) wi (X, 8) (V; — m (X)) (Vi — m (X))
i=1 J#
lj#i

Por desarrollos andlogos realizados durante la demostracién se llega a

E [Al} =E [z": w; (X, h)2 w; (xu g)2 0'2 (X,)} =

i=1

=n"3 / (fl_l (z1) K, (%16 — 1) + fz—l (z2) K, (z2i — 32))2 X
x {7 (@) 97K (0) + f* (2) 93K (0)}" 0% (x:) f (x:) dx; =

=n"3K (0)*0? (x) £ (%) (fi* (z1) g7 + £ (z2) 63)”
X {f% (z1) b "R (K) + f57% (z2) b3 'R (K) + 27" (1) £ (z2)} =

=o(1).
Yy
Var(4,) =Ex [Z w; (x, h)* w; (X, )" pa (X.-):I +
+ Varx (2": w; (x, h)2 w; (X, g)2 a° (X,)) = A1+ Agp.
Ahora,

Ary =n""K (0)* / (f7* (1) hT'K (w1) + £57 (22) B3 ' K ()" x

x (ft (1) g7 + £ (o) 037%) " pa (33) f (%:) Buhadu =
=n"TK (0)* C (ua) f (%) (f* (z1s) 07" + £5 (223) 957%) " %

x [ (F7 (1) BTK () + £ (20) iy 'K ()" du =

=0 (" (g +05")* (b + h3")") ,
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Aup =3 Fx [us () wi (X )" 0* (X)) -

=1

- Z Ex [w: (x,h)” w; (X;,g)* 0 (X,-)]2 =
—0 (7 (it +15)" (o +537)')

luego Var(4;) =0 (n_7 (gfl + 951)4 (hl'1 + h{1)4) , con lo que

Ai=0(1)+0, (\[0 (n—7 (91_1 + 92—1)4 (hl—l 4 h;l)")) =i, L1}

Ahora, veamos qué ocurre con Aa:

E[A;] =Ex [E w; (x, h)2 w; (X, 8)2 Eyix [(6,- +m(X;)—m (X,))z]] -
i#£j
=" wi (x, h)? w; (X, 8)° 0 (Xy) =
i#j)

=0 (n‘3 (97" + 9 1)2) =o(1)

’ Var (Ag) = Ex [Val'yp( (Az)] + Va.l'x (Ele [Az]) = Bl ~f Bg,
donde
B, =Ex [E wi (x, h)* w; (X;, 8)" Varyx, (¥ —m (xi))z)] ~
i
~ Y wi (xh)* w; (X, 8)" (o (X5) + 0% (X)) (m (X;) —m (X:)*) =
i

=0 ("'7 (h* +hgY)* (97" +92")" hlha) =0 ("'7 (hi' +hg 1)3)

y
B, =Varx (E w; (x, ) w; (X, 8)* o (X,-)) =
i#]
—0 (n" (k" + h3)* (o + 93") " haha) = O (n™" (1 +15")°)

con lo que

Ay =0(1)+0, (072 (b7 + 1)) = 0, (1).
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Seguimos con Y52, E [¥29] seré:

Ex zn:wi (x,h)* )~ w; (X, 8) wi (Xs,8) Eyix [(¥; — m (X)) (Vi —m (X)) | =

i=1 G

(74
=0 (1) )

Var (‘192,2) = Ex [Val‘y|x (‘!92,2)] + Val‘x (Ey|x [192’2]) = Bl + Bg

Es fécil ver que cada uno de los términos es O (n‘5 (hT' + b3 1)4) . Para B, tenemos
que:

Ex |Varyx i w; (x, h)? Z w; (X, g) wi (X5,8) (V; —m (X)) (Vi —-m (X)) | | =

=1 J#
Ly#i

=n / (n7 7 (21) Ky (313 — 1) + 17 57 (32) K, (@2 — 72)) " f (33) %
/ (07 (25) Ko (@ — 20g) + 15 (2) Ko (@1 — 727))” f (35)

/ (077 (213) Koy (313 — zu) + 172 57 (223) Koy (T2 — 722))” f (1) X
x 0% (x;) 0% (x;) dx;dx;dx; =
= O (n*n~*n~2n~22h3 (b + h3")* (o +0")" (o7 + 05)°) =

=0 (n° (k" +h5Y)")
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y B2:

Vorx Z s (x,B)° z;; w; (X, 8) wi (X, g) (m (X;) — m (X)) (m(Xy) —m (X)) | ~
- {iks

~n® / (7 7 (z1) Ky (@1 — 21) + 171 37 (22) Ky (23 — z2))" f (%) x
X / (" fi (zu) Ky, (T2 — 315) + 17 i H(22:) Ko, (223 — 25))” F (%) X

8 /x (n 7 f7 (z13) Ky, (21i — zu) + 07" f3 1 (223) Ky, (T2 — za))” f (x) x
 (m (x5) = m () (m (x2) — m (3x2)) Ayl =
=0 (nsn‘4n‘2n'2hfh§ (he' + hz_l)4 (7" + 92_1)2 (o7 + 92_1)2) =
=0 (w3 (h7* +h5")")
luego, Var (d22) = O (n‘5 (hi' +hz 1)4), con lo que
B2z = 0(1) + 0y (072 (A7 + h5%)?) = 0, (1).

Y esto lleva a que, por tanto, 9, = 0, (1).
Por iltimo, el término J3:

193 = Z w; (x, h)2 E;W; (X,, g) (Y, -m (X.)) +

i=1

+ 3 wi (x, ) ew; (Xs, 8) (¥ — m (X3)) = Oa1 + D5,
]

E[9s:] =Bx |Evix |3 wi (x,h)’ ewi (Xs, 8) (Y.-—m(x.-))H )

i=1

=Ex iws (x,h)? w; (X;,g) 0° (x,-)]

L 1=1
Ahora utilizando la expresién asintética de los pesos, (5.2), y el desarrollo de Taylor
sobre 02 y f como en pasos anteriores se llega a
E [931] =n 2K (0) {fi" (z1) g2 + f * (z2) a1} 0® (x) X
x {f7* (z2) AT*R(K) + f5 (22) b "R (K) +2f" (m) f5 (z2) by } =
=0 (n"zh"l) =o(1)
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Var (93,,) =Varx (Eyx [95.1]) + Ex [Varyx (95,1)] =

=Varx (5"-: w; (x, h)* w; (X5, g) 0° (X.-)) =k

i=1

n

+Ex [Z w; (%, B) w; (X, 8)° g (x,-)] = Ai + A,
i=1

entonces, si sustituimos la expresién de los pesos por una aproximacién asintética y

la suma de Riemann por la integral, obtenemos

Ay =n"° / _ (f7 (z1) Kn, (@1 — 71) + f5 " (%2) K, (22 — z3))" x

x {7 (21) 97K (0) + £ (z2) 65" K (0)}’ 02 (xs) f (x:) dx; =
=0 (n~® (hy* + hi*))

y
Ay =% [ (7 @2) K (010 = 1) + 15 (5) K (0~ 22) "
x {7 (21) 07K (0) + f5* (2) 92" K (0)}” paa (33) f () dx; =
=0 (n~5 (h{* + h1?)) .
Luego,

951 = 0(1) + 0y (1752 (h* + h7%)"*) = 0, (1).
Para el término 93 :
E [952] = Ex [wa [Z w; (x,h)? w; (X;,g)e: (V; —m (X,-))” =0
i#]
ya que Eyx [ei€;] = 0. Entonces, teniendo en cuenta que esta esperanza se anula,
tenemos

Var (432) = Ex [Varle (Z w; (%, h)* w; (X;, g) & (¥; —m (x,-)))]

i)

Varyx (Z w; (x, h)* w; (X;,8) & (Y; —m (Xi))) ~

i#j
~ Z Vary|x (w,— (x, h)2 w; (X;,8) i (e +m(X;) —m (X,))) =
i#j
= wi (x,1)" w; (X, 8)° Varyix (63 (65 + m (X;) = m (X))
i#j
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Ahora
Varyx (€ (g; +m (X;) - m (X4))) =
= Eyx [€2 (65 + m (X;) — m (X:))’] = Evix [ei (65 + m (X;) —m (X)) =
= Eyix [62€7] + (m (X;) — m (X3))” Evix [€] +
+2(m (X;) — m (X:)) Byix [efe;] =
= 0? (X;) 0%(X;) + (m (X;) — m (X3)) 0* (X))

Entonces, por célculos similares a los ya empleados anteriormente,

Var (’193,2) ==

= Ex[)_ wi (x,h)" w; (X;,8)" (¢ (X:) 0*(X;5) + (m (X;) —m (Xs)) o* (X)) =

=nt / (fT" (1) Kpy (25 — 71) + fa* (22) Ky (%2 — -"72))4 .
8 ./ {(fl—l (z15) Koy (@1 — 1) + f5 " (z2) Ky (T2i — “’2.1‘))2 %
xa? (x3) 62 (x5) + (m (x5) — m (x3)) 0% (%:) f (3¢;) dx; } f (i) dx; =
=n"* / (fi* (1) Ky (21 — 21) + S5 (22) Ky (T2i — 3’2))4 ®

x { 7! (@) g7 2R(K) + f372 (32) 65 °R (K) + 267" (@1) £ (@2) 97703 } X
X hihao? (x;) f () dxi =
=0 (n_4 (hl—1 -+ h{l)z) ;
luego, #35 = 0+ Op (n~2 (A7 + h3')) ¥ 93 =0, (1).
O

Nota: La generalizacidn del resultado a D variables se obtiene siguiendo la misma
linea de demostracidn que el teorema, si bien la notacion se hace mds complicada.

5.2.1. Eleccién bootstrap del ancho de banda

Segtin el procedimiento descrito, se propone como criterio de seleccién del vector
de pardmetros ancho de banda, la estimacién bootstrap del error cuadrético medio.
Entonces, definimos la seleccién bootstrap de dicho vector como la funcién

B{ee (x) = argmin MSE, (x)

que difiere, por tanto, en cada punto de estimacién considerado, x.
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5.2.2. Expresién exacta del estimador bootstrap

Calculando la esperanza bajo la distribucién en el remuestreo, E*, obtendremos la
expresién exacta de la estimacién bootstrap del error cuadritico medio, MSEj, . (x).

Consideramos una descomposicién del error cuadratico medio bootstrap en suma
de una componente de sesgo y otra de varianza, de la siguiente forma

 MSE;, (x) = (Bhg (%)) + Varig (%),
donde los términos de sesgo y varianza se definen como
B} ¢ (x) = E* [, (x)] — g (x)

hg (x) = Var® (i, (x)) -

Comenzamos por el cdlculo del término de sesgo:

B g, (9] = E° | 3w (x, b) y] _

=1

=E* zn:w,- (x, h) (Mg (X;) +s,’-‘)} =

=1

= > ui(x, h) g (X0),

de modo que

r () = 3wy (x, b) g (Xi) — g (x)

i=1

Para el término de varianza
n
Var* (7, (x)) = Var® (E w; (x, h) Y) =
=1
n
= wi(x,h)*Var* (V") =
=1

= i ws (x7 h)2 aa

=1
entonces

Vi (%) =D wi(x,h) (¥i — g (X))

=1
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La expresién final de la estimacién bootstrap que se propone para el error cuadra-
tico medio sera

MSE;,g (x) = {Z w; (x, h) Mg (X;) — g (x)} +

+ 3w, B)? (¥ — g (X))

=

Es posible obtener versiones matriciales de tales expresiones. Para ello, conside-
ramos la siguiente notacién:

. a + Mg, (X11) + Mg, (X1)

Mg = :
a + ﬁll;gl (Xln) a5 %192 (X2ﬂ)

Tg = diag (&) .

Con esta notacién, la definida en el capitulo 2 y usando las expresiones de los
estimadores obtenidas cuando se aplica el algoritmo backfitting con suavizadores
lineales locales, se obtienen las siguientes expresiones matriciales del sesgo y la va-
rianza, respectivamente:

hg (X) =
=n"' (1 + s’f,znbl (I - S;SI)—I (I - S;) i sg:zz;hz (I - SIS;)_I (I - S;)) MS_
—n (L 8T, (T S350 (1= 83) + 8L, (1— SIS} (1= S)) Y (5.5)

Vie (%) =
=n"2 (147, 5, (T—S3S1) ™" (1 —S3) + 855,.4, T — SIS3) ™" (T — S7)) Zex
X (1487, 5 (T—S381) 7" (I—S3) + 53,,5, I—SiS5) " (I-8S]). (5.6)

5.3. Eleccién de los parametros piloto

El procedimiento de estimacién bootstrap que acabamos de describir, supone la elec-
cién de un vector de pardmetros ancho de banda piloto, g.

En esta seccién describiremos la forma de elegir este ancho de banda piloto,
considerando en los desarrollos el caso que nos ocupa de un modelo aditivo bivariante
estimado utilizando estimadores lineales locales.
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En la bisqueda de un criterio para decidir qué pardmetro es el més adecuado,
consideramos el sugerido por Hirdle y Marron (1991) quienes en el contexto de
regresién no paramétrica, obtienen bandas de confianza aplicando la metodologia
bootstrap sobre los residuos de tipo wild boostrap para el estimador tipo nicleo de
Nadaraya-Watson. Entonces definimos el vector de anchos de banda piloto 6ptimo
como aquel que minimice la distancia en media cuadrética entre el sesgo bootsirap
y el sesgo tedrico, esto es,

Eope = argmin Eypx [{B} ¢ (%) — Bu ()}]

El siguiente lema da una aproximacién asintética para la anterior esperanza
condicionada que denotamos por L (h, g), cuya expresién resulta compleja, no siendo
facil su minimizacién. Este problema queda abierto para posteriores trabajos. En
las simulaciones, debido a que la implementacién de estos resultados presentaba
una gran dificultad se ha usado el criterio de validacién cruzada para elegir estos

pardmetros.
Para la formulacién del resultado necesitamos ademads de las hipétesis estableci-
das en el teorema 5.2 la siguiente:

H.6 my,ma, fi y f2, son cuatro veces diferenciables; y K es dos veces continuamente
diferenciable.

Lema 5.3.1 Bajo las hipétesis H.1-H.6, el criterio L (h,g) tiene la siguiente apro-
zimacion asintotica:

L(b,g) ~ (B: (¢} (K + 13)) + B2 (63 (} + 13)))” +
| + %n_lf T (z1) £5 (z2) 91920 (x) f [(b — a) p2 (K) (f22 (z2) K297 *D’K (u1) +
+ 2 (z1) hig7*D*K (u2)) + (b — @)’ f1 (z1) f2 (z2) (97> DK (w1) +

: _3a) (£2 (1) 97°D°K (w1) + f3 (22) 9;°D°K (u3))]” du

siendo B, (g2 (h? + h2)) y B2 (2 (h? + h3)) las definidas en (5.8) y (5.9), respectiva-
mente.

+ 9;°DK (up)) +

Demostracién. Consideramos la descomposicién habitual en sesgo y varianza,
L (h,g) = B2 +V, donde

B = Ey|x [B¢ (x) — Bn (x)]

V = Varyix (B ()
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El término de sesgo se puede aproximar por:

B fil(z1) f5 (z2) x
x ( [ (20 K (21 = ) + i (31) Ko (52— 52)) s (8)d5 = U (x)) (5.7)

donde Uy, (x) estd definido como:
/(fz (22) Kn, (71 — 81) + f1 (21) Kn, (22 — 52)) (m (8) — m (x)) f1 (51) f2 (s2) ds.

Para llegar a esta expresién hay que hacer los siguientes célculos:

B = Eyjx [B}¢ (X) — Bn (x)],

donde
() = Zw (x,h)f;w,- (Xog) Y5 - Zw (x,8)Y;
. 2 ‘
¥
Bn = zn;w.- (x, ) (¥; — m (x)).
Entonces, —

B= u () 3wy (o) — i (x,8)m (X6) — D wi (. ) m o) =

i=1 j=1 i=1

=M1 - M21

no obstante, utilizando aproximaciones asint6ticas de los pesos y aproximando la
suma de Riemann por la integral, el término M, se expresa como sigue:

n 7 (30) £ (22) ) (F2 (@2) Ky (Xui = 21) + f1 (31) K, (Xai — 22)) X

=1

x (m(X;) —m(x)) =
~ fit (7)) f37 (22) / (f2 (z2) Kn, (X1i — 21) + f1 (%1) Ky (X2i — 72)) X
x (m(8) —m (%)) fi (s1) fa (s2) ds =~ fi* (z1) f5 " (%2) Un (x) .
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De igual forma, en el primer término, M,, si aproximamos asintéticamente los
pesos y las sumas de Riemann por integrales tenemos que

Zw,- (x,8) = Zwi (X,g)zwj (X;,h)m (X;) =~

~ fi (z1) 3 (z2) / (f2 (z2) Ky, (51 — 1) + f1 (21) K, (82 — 72)) X
X / (f2 (82) Kn, (t1 — 81) + f1(51) Kn, (B2 — 52)) f1 (t1) f2 (£2) m (s) dsdt,

puesto que Y7, w; (X;, h) = 1. Para la primera parte del término M,

Z w; (x,h) (Z w; (X;,8)m (XJ-)) ~

i=1

~ f1_1 (331) fz_l (-""2) f (fz (372) Km (31 = 1‘1) +h (-'L‘l) K, (32 = -’52)) X
X [ (o) Ko (11 = 51) + F (50) Koy (12 = 52) f (1) f () m (8) st

y sustituyendo tenemos que

T 00 £ @) [ (2 (@) Koy (51— 22) + fy (01) Ko (52— 32))

x / (f2 (52) Ky (81 — 51) + f1 (81) K, (82 — 52)) f1 (81) f2 (82) (m (£) — m (s)) dbds =

= fi' (1) f5" (z2) / (f2 (z2) Ky, (51— 1) + f1(21) Ky, (52 — 22)) Up (8) ds = M;.

Entonces, con las expresiones dadas para B; y B,, llegamos a la aproximacién
del sesgo dada en (5.7).

Sean D;m; (z;) la primera derivada parcial de la funcién m; respecto a la i-ésima
coordenada y D!m; (z;) la derivada j-ésima de la funcién m; respecto a la i-ésima
variable.

Pues bien, si integramos y aplicamos el desarrollo de Taylor a f y m, obtenemos
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la siguiente expresién desarrollada para Uy, (x)

Un () = [ (fa (22) Ky () + £ (20) K () 3D (22) -+ 5 D () ) ¢

X (fi (z1) + D1fi (1) w1) (f2 (z2) + D2}2 (z2) ug) du =
= (b —2a) fi(z1) f2 (2) Z (Di"ni (z4) fi (=) + (b —20) %Df’m. (z;) D; f; (:v,-)) 4+

=1

+ (o ;a) fi(z1) f2 (z2) ; (Dim.- (z:) Di fi (z:) + %Dfm, (:1:,-)) +

+(b—a) [fz (z2) _/; K4, (u1) (Diymy (1) Difi (21) fa (z2) +
1 1
3

+ 3 Dl (22) o (22)) | +

(b—ay
2

+ = Dimy (1) fi (z1)) widuy + fi ($1)/u K, (u2) (Dama (z2) D2 f2 (z2) fi (z1) +

+

[szz (z2) fa (z2) /u K4, (1) (D1my (1) D1 fa (21) +

+ % Dim,y (z1) f1 (z1)) widuy + Dy fi (z1) f1 (1) X

X /u Kh, (u2) (Damyz (z2) D2 f2 (72) + +% Dimy (22) f2 (22)) ugdw]

A continuacién, calculamos las dos primeras derivadas parciales de Uy, (x):

DUh (x)
6:1:1

+ Dymy (z1) D2 f1 (21) f2 (z2) + %Dfml (z1) f (1) +

= A+ (b—a) [fz (32)/ Kh, (v1) {D}m (z1) D1 f1 (z1) f2 (z2) +

1
+ ) D?my (z1) D1 fy1 (z1) } uidus+
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+Difr (-’1?1)/ K, (u) {Damg (z2) Do fa (z2) fi (z1) +
1 % D3my (22) f2 (22) } uzdus+

+ f1(z1) / Kh, (u2) D1 f1 (z1) Damg (2) D2 fa (z2) "%duz] +

(b-a)*
2

+ [szz (z2) f2 (z2) /m K, (u1) {ngm& (z1) D1f1 (z1) +

2
+ (D2 f1.(31) f1.(31) + (D2 (30))”)

[ Ko (s2) { Dara (a2) Dot (a2 + 5 Dima (@)  (0) | ]

1
+ Dyma (22) D2 (1) + -+ D%y (1) fi (xl)} wlduy+

o) = -+ (0= 0) i (01) [ K ) {Dma () Do (a2)f () +

+ Dymy (z2) Daf2 (z2) f1 (z1) + %ngz (z2) f2 (z2) +

1
-2— ngg (372) D2f2 (332)} ’llgd’U:z‘l'

+ D2 f2 (z2) / Ky, (u1) {D1m (21) Difi (71) fa (z2) +
1 1

2

+ fa (z2) / Kh, (u1) Dy f2 (z2) Dymy (z1) Dy fi (1) deul] +

(b—a)”
2

+ Dyma (22) D3 f (22) + +%ngz (z2) f2 (-’52)} uzdus+

-

+ Dfml (271) fl (.’El)} ufdu1+

-

[lel (1) f1 (z1) /u; K, (u2) {ngmg (z2) Dafa (z2) +

2 (Dgfz (z2) f2 (z2) + (D3 f2 (1'2))2) X
X /; K, (uw1) {D1m1 (z1) Difr (z1) + —21—Dfm1 (z1) fr (3"1)} U%d’ul] ,



000090000000 000000000000000000000C°COCPONOCGOGONECEOIOONOGOIONITOIOGNONONINOGESBSNYYS

5.3. ELECCION DE LOS PARAMETROS PILOTO 95

Do) — 0+ 0-0) [fa (o) [ Ko () {Dlms (a2) Dufi (o2) o) +

+2D%my (z1) D} f1 (21) fa (22) + Dyma (z1) Dif1 (1) fa (z2) +
+ Dimy (z1) D1 f1 (z1) + % (Dimy (z1) f1 (1) + Dimy (21) D fi (1)) } widu,+

+(b— a)/ K, (u2) { D3 f1 (z1) (Damg (z2) Daf2 (z2) fi (z1) +

+ 1 Dima (22) f2(52)) + 2Dam (z2) Daf (52) (Du i (@) +
+f1 (z1) D2f1 (%1) Dama (z2) Daf2 (z2) } uddug+

) [sz2 (@) fa @) | K (u2) {2D{m (@) Dify (=) +

+ ngmd (-’01) fol (1) + Dimy (1‘1) D:ffl (1?1) + %D‘;ml (31) f (xl)}ugdul"'

-+

+ (D31 (z1) f1 (z1) + 3D} f1 (z1) Dafi (21)) /u K, (u2) {Damz (z2) Daf2 (z2) +

+% Dimy (z2) f2 (z2) } ugduz] ;

Dg;g(x) =dat@r-a] [fl (@) | Kn, (w2) {Dima (@2) Dt o2) f (@1) +

+ 2D%my (z2) D} f2 (z2) f1 (%1) + Dama (z2) D3 f2 (22) fr (1) +
+ D3my (z2) D2 f2 (z2) + % (D3ma (z2) fo (z2) + D3ma (z2) Di fa (22)) } uidua+

+(b—a) / Kp, (w1) { D3 f2 (z2) (Dymy (z1) D1 f1 (71) fa (z2) +

+ % D}my (1) f1 (1)) + 2Dymy (21) D1 fi (1) (Dafa (22))* +

+f2 (z2) D2 f2 (z2) Dim (z1) Dy f1 (1) } widu,+

= _20')2 [D1f1 (21) fi(z1) /u, K, (uz) {2D3m; (22) Dafa (22) +

+ ngmz (z2) Dgfz (z2) + Damy (z2) Dgfz (z2) + %Démz (z2) fo (xz)}uﬁduﬁ

+ (D3 f2 (z2) fa (x2) + 3D3 f2 (z2) D2 f2 (z2)) /u K, (w1) {D1m1 (21) D1 f1 (z1) +

-

+% Dfml (1}1) f1 ($1)} ufdul] ’
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donde A, ..., A4 son constantes', que no dependen de h.
Si en (5.7) hacemos el cambio de variable z; — s; = u;, ¢ = 1,2, y consideramos
el desarrollo de Taylor

Un (x +u) — Uy (x) = DUy (x)u + ~u’ DUy, (x)u

se tiene que

DU
Nfl (xl) /Kgl( 1) {DUh (X) Uz + ';‘Dl;;fZ(X)ul -+ % 6:;22,(X)u§} du+

D 1 DU 1DU
+ 157 @) [ K ) {—91'—@111 + 5t + ;2o u =

11 @) [(b- o 2020 ¢ gt 1) el 4 € i ‘;‘;ﬁ")] +
2 (@) [(b i D‘;‘;z("’ + QS D0 4 g () D) J ,

donde lo que interesa es la parte que depende a la vez de g y de h, por lo que nos
queda la siguiente expresién
'"fl (z1) gipz (K) {hipa (K) [(b — a) fa (z2) {D3m, (z1) D1 f1 (71) fo (z2) +
+2D?m,; (1) D f1 (1) f2 (%2) + Dymy (z1) D2 fy (21) fa (2) +
+ Dim, (1) D1 (z1) + % (Dimy (1) f1 (z1) + Dimy (z1) D} fi (1)) } +

2
+ 8= Doy () 12 (82) {2D3ms (50) Dufs (1) + 3 Dm (20) D2 () +

+ Dymy (21) D3 fi (1) + % Dim, (z1) f1 (z1)}] +

+ hjpz (K) [(b — a) D} fi (21) {(Damg (22) Do fa (z2) f1 (z1) +
+5 Dima (22) f2 (z2)) + 2Dgms (22) Dafa (z2) (Drfi (@) +
+f1 (z1) D3 f1 (21) Dama (z2) DSz (z2) } +

+ (D f1 (1) f1 (21) + 3D} f1 (z1) Dy fi (21)) X

X (Damy (z2) D f2 (z2) + % Dim, (2) f2 (22))] } + (5.8)

1Las expresiones de estas constantes vienen recogidas en el apéndice B.
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+ %fz—l (z2) 9%#2 (K) {hgl@ (K) [(b — a) f1 (z1) {ngz (z2) D2 f2 (z2) f1 (z1) +
+ 2D3mg (z2) D3 f2 (2) f 1 (z1) + Damy (z2) D3 f (z2) f1 (z1) +
+ Dimy (z2) Dafa (z2) + = (Dé’mz (z2) f2 (z2) + Dima (z2) D3 f2 (z2)) } +

I U “) Difi (1) i (xl) {2D3ms (22) Daf (22) + 2 Dims (a2) D3fa (a2) +

+ Dymy (z2) D3 f2 (22) + 5 ngz (z2) fa (z2) }] +

+ hips (K) [(b —a) D3 f, (-'52) {(Dymy (z1) D1f1 (21) f2 (z2) +
+ % D2my (z1) f1 (z1)) + 2Dymy (1) Difi (71) (D22 (22))* +
+f2 (z2) D3 f2 (z2) Dymy (z1) Difa (1) } +

+ (D3 f2 (z2) f2 (z2) + 3DZf2 (z2) Daf2 (z2)) X
X (Dymy (z1) D1 f1 (21) +t3 > Dimy (1) f1 (z1))]} + (5.9)
= B1 (g (hi + h3)) + B2 (93 (h2 +h3)) -

Consideramos ahora la varianza. De nuevo usando las representaciones lineales
de los pesos

Bhg ()= Zw,(xh)Zw,(X.g)Y sz(Xg)Y

i=1 j=1

B, (x)=)_¥ (E w; (x, h) w; (Xj,8) — wi (x, g)) =) wi(xY..

i=1 j=1 i=1

Entonces, V = Y%, (@i(x))> o (X;), y aproximando las sumas de Riemann por
integrales se tiene que

Bi(x) = [ (fa(00) Ki (21 = 50 + i (22) K (22— 225)

X (fz (z25) Kgy (15 — i) + [1 (215) Ky, (T2j — Tai)) dx;—
— (f2 (z2) Ky (21 — 713) + f1 (31) Ky, (22 — 723)) =

B / (f2 (z2) Ky (31 — 215) + f1 (31) Kp, (T2 — 725)) ¥

x {(f2 ($2j) Kgn (xlj - $1.‘) <+ f1 ($1J') Ifg2 (z2j — $2i)) —
— (f2 (z2) Ky, (21 — 715) + f1 (21) Ky, (@2 — 22:)) } dx; =
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= /(f2 (-'172) Klu (ul) 4 fl (-'L'l) Khz (u2)) X

X {(f2 (z2) K, (21 + w1 — 21:) + 1 (71) Ky, (T2 + vz — 7)) —
— (f2 (z2) Ky (21 — 213) + f1 (z1) Ky, (T2 — 225)) } du

V =z n f72(31) £ % (z2) /a(s) / [(fa (z2) Kp, (u1) + f1 (21) K, (u2)) X

X {(f2 (z2) Kg, (1 + 11 — 81) + f1 (21) Ky, (T2 + uz — 52)) —
— (f2 (z2) Ky, (31 — 81) + f1 (71) Ky (32 — 72))} du® f(s)ds

Consideramos el desarrollo de Taylor, ¢ = 1,2

K, (z; +u; — 85) — Ky, (zi — ;) =97 2DK (g7 (zi — 8:)) it
+ %yf *D*K (g7 (zi — ) ui

y sustituyendo en V tenemos

Vs gnl R (o) £ (00) / o (8) [(b— 0) iz (K)

x { f2 (z2) K397 DK (97" (z1 — 51)) + f7 (1) 395 °D*K (g;" (z2 — 52)) } +
+(b— 0)2 fi(z1) fo (z2) ¥
x {97*DK (97" (z1 — 1)) + 95 °DK (95" (z2 — 52)) } +

+ (b—;g)_ {£l @) 67°D*K (97" (@1 — 51)) +

+ f2(22) 93°D°K (95 (22 — 52)) }]” £ (8) ds,

y desarrollando por Taylor las funciones o y f se tiene por continuidad que

V= in—lffl (1) f5 " (%2) 91920 (x)/ [(b— @) p2 (K) { f3 (z2) B39 DK (u1) +
+£2 (2:) h3g;°D*K (u2)} + (b — a)? fi (z1) f2 (z2) {97° DK (1) +
+ ;DK ()} + "3“) {£ (@) 67°D°K (w1) +

+ f2 (22) 97°D*K (uwp)}]” du.
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5.4. Estudio de simulacion

En el estudio de simulacién realizado hemos considerado tres modelos teéricos (el
primero de ellos también utilizado en el capitulo anterior).

Las funciones que definen cada uno de los modelos aditivos considerados son las
siguientes:

Modelo 1
my (z,) = 1 — 6z + 3622 — 53z3 + 2248,

¥

ma (z2) = sen (57z2) .
Donde los residuos se han generado segiin una distribucién N (0, 0.5), y el vector de
covariables, (X, X3), segin la siguiente distribucién normal bivariante,

oo ((32)m(5 )

Modelo 2
1
my (z1) = §sen (wzq)

4

my (T2) = sen (47zz) .
En este caso los residuos se han generado segtin una distribucién N (0,0.25), y el
vector de covariables, (X, X2), segln una uniforme, (X1, X2) = U (0,1).

Modelo 3
my (z1) = 73

¥

my (z2) = 3.
De nuevo los residuos se han generado segitin una distribucién N (0,0.25), y el vector
de covariables, (X;, X2), segiin una uniforme.

Las funciones para cada componente y modelo estdn representadas en las figuras
51,52y 5.3.

El nicleo utilizado para el estimador lineal local ha sido el gaussiano, definido
como K (z) = (27) " Pexp(—22/2).

Para todos los modelos se ha considerado un tamafio de muestra de n = 100, y
el niimero de réplicas considerado ha sido, también, de 100, con objeto de eliminar
el efecto de la muestra.

El estimador lineal local se ha evaluado sobre una red equiespaciada de 20 x 20
puntos, para los tres modelos, dentro del intervalo de definicién.

En esta situacién hemos evaluado en todos los casos el comportamiento del selec-
tor bootstrap del ancho de banda con una eleccién particular del pardmetro piloto.
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Figura 5.1: Componentes para el modelo 1.
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Figura 5.2: Componentes para el modelo 2.
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5.4.1. Estudio del estimador bootstrap del error cuadrético
medio

En esta seccién estudiamos el comportamiento en muestras finitas del error cua-

drético medio teérico, MSEy, (x), y de su estimador bootstrap, MSE; ; (x). Estas

medidas son locales, y se trata de ver la proximidad de ambas medidas en cada
punto bidimensional.

12

HOE bootatrayp
IR

¢ 3 8 8

Figura 5.4: MSE bootstrap (a la izquierda) y teérico (a la derecha) para el modelo
1.

En las figuras 5.4, 5.5 y 5.6 se representan gréficamente las curvas MSE}, (x) (a la
izquierda de la figura) y MSEp g (x) (a la derecha) para los tres modelos de prueba
considerados. En el cédlculo de la estimacién bootstrap del error cuadritico medio,
MSE?*, se ha utilizado un ancho de banda piloto seleccionado por un método sencillo
de validacién cruzada.

Sobre tales gréficos se pueden hacer los siguientes comentarios:

1. Tanto para el primer modelo como para el segundo se observa que las curvas
para MSE bootstrap son més suaves que las curvas de MSE tedricas. Esta
diferencia, en el caso del modelo 1, es més evidente en un entorno del punto
0.1 y en un entorno de 0.9, ambos para la variable z,; ya que en estos puntos
es donde se producen cambios bruscos en la curvatura de esta funcién. En el
segundo modelo la diferencia es mayor, en general, en los valores de la segunda
variable.
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Figura 5.5: MSE bootstrap (a la izquierda) y teérico (a la derecha) para el modelo
2.
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Figura 5.6: MSE bootstrap (a la izquierda) y tedrico (a la derecha) para el modelo
3.
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2. Sin embargo, se observa cémo, para el tercer modelo, debido a la simplicidad
de las funciones, las curvas son practicamente idénticas.

5.4.2. Modelos estimados con anchos de banda bootstrap

Se han calculado las curvas de regresién estimadas, utilizando el algoritmo backfitiing
con suavizadores lineales locales, para cada una de las réplicas simuladas de los tres
modelos de prueba. En cada estimacién se ha utilizado el ancho de banda local
seleccionado segiin el procedimiento wild bootstrap sobre los residuos, descrito en
este capitulo, y el ancho de banda local tedrico.

»

§ 40001028
m

¢ 40001820

Figura 5.7: Funcién de regresién estimada con el ancho de banda bootstrap (a la
izquierda) y estimada con el ancho de banda teérica (a la derecha) para el modelo
1.

En las figuras 5.7, 5.8 y 5.9 se representan graficamente las curvas i, (x), con h
el ancho de banda local bootstrap (a la izquierda de la figura) y 7y (x), con h el ancho
de banda local teérico (a la derecha) para los tres modelos de prueba considerados.

Sobre estos grificos podemos hacer las mismas consideraciones que en la seccién
anterior, y aunque las diferencias en los dos primeros modelos no son tan evidentes,
s estdn presentes. De todas formas, resulta importante la buena descripcién de la
curva de regresién tedrica en todos los casos.

Observamos por iltimo las diferencias entre los anchos de banda bootstrap y
tedricos, para comprender mejor las diferencias entre las estimaciones.
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erda) y tedrico (a la derecha) para

cada componente del modelo 1. Cada fila representa el ancho de banda para cada

componente.
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5.4. ESTUDIO DE SIMULACION

Figura 5.10
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W1 bootstrep
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Figura 5.11: Ancho de banda bootstrap (a la izquierda) y teérico (a la derecha) para
cada componente del modelo 2. Cada fila representa el ancho de banda para cada
componente.
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ierda) y teérico (a la derecha) para

cada componente del modelo 3. Cada fila representa el ancho de banda para cada

componente.
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Figura 5.12
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En las figuras 5.10, 5.11 y 5.12 se representan, por filas, el ancho de banda
bootstrap y tedrico, para cada componente.

Es evidente, a la vista de los gréficos, 1a necesidad de utilizar un ancho de banda
local, sobre todo para los dos primeros modelos que presentan mayores dificultades.
La mayor suavidad que presentan los anchos de banda locales bootstrap con respecto
a los tedricos, en este caso, se explica teniendo presente el hecho de que puntos
préximos deberfan describir valores parecidos del ancho de banda local.

Es claro que para el tercer modelo los anchos de banda son muy poco variables
debido a que ni la funcién ni ninguna de las componentes presentan cambios bruscos.

5.5. Conclusiones

El estudio de simulacién realizado muestra el buen comportamiento, en la practi-
ca, del selector bootstrap del ancho de banda. En cuanto a los modelos estimados
utilizando el algoritmo backfitting con suavizadores lineales locales y anchos de ban-
da locales bootstrap, describen bastante bien las estructuras subyacentes.

Por tanto, para futuros trabajos se pretende generalizar esta técnica a modelos
de dimensién mayor que 2 y con polinomios de grado superior, no teniendo que ser
el grado del polinomio el mismo para todas las componentes, sin que esto afiada
demasiada complejidad al problema.
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Apéndice A
Computacién estadistica

A continuacién se presentan en varias secciones las funciones que se han definido
en Matlab, versién 5.2.0.3084, para realizar las simulaciones. Entre ellas las hay
propias, otras que son adaptaciones de las definidas por Chaudhuri y Marron (1999)
para realizar los grificos SiZer Map y las definidas por Opsomer y Ruppert (1998)
para implementar su método plug-in de seleccién del ancho de banda en un modelo
aditivo bivariante.

A.1. Funciones para la simulacion de las observa-
ciones

function [x,y]=modell(n,mul,mu2,sigmal,sigma2,ro,filedatos)
% Esta funcién crea una muestra de tamaiio n segiin el modelo 1
% Los argumentos son:
% n (tamaiio de la muestra)
% mul (media de la primera variable)
% mu2 (media de la segunda variable)
% sigmal (varianza de la primera variable)
% sigma2 (varianza de la segunda variable)
% ro (nivel de correlacién entre las variables)
x=[], y=[], m1=[], m2=[], er=[], cov=0;
cov=sqrt(sigmal)*sqrt(sigma2)*ro;
i=l:
for i=1:n ;

rand(’state’,sum(100*clock));

x(i,:)=mvnrnd(jmul mu2),[sigmal cov; cov sigma2],1);

while (any(x(i,))<0)[any(x(i,)) >1);

x(i,:)=mvnrnd([mul mu?2],[sigmal cov; cov sigma2},1);
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end;
end;
m1=1-6*x(:,1)+36*(x(:,1)."2)-53* (x(:,1)."3)+22*(x(:,1)."5);
m2=sin(5*pi*x(:,2));
er=randn(n,1);
er=0.25%er;
y=ml+m2+-er;
fi=fopen(filedatos,’w’);
if (i==0);
disp(’Error al abrir el fichero de resultados’);
stop;
else;
for i=1:n;
datos(i,)=[x(i,1) x(i,2) YO}
fprintf(fi,’ %f %f %f \n’,datos(i,:));
end;
end;
fclose(fi);

function [x,y]=model2(n,filedatos)
% Esta funcién crea una muestra de tamaiio n para el modelo 2
% Los argumentos son:
%n (tamafio de la muestra)
% filedatos (fichero donde se grabarén los resultados)
x=[], y=[], m1=[}, m2=[], er=[];
x(:,1)=rand(n,1);
rand(’state’ sum(100*clock));
x(:,2)=rand(n,1);
m1=0.5%sin(pi*x(:,1));
m2=sin(4*pi*x(:,2));
er=randn(n,1);
er=0.25%er;
y=ml+m2+er;
[fi]=fopen(filedatos, w’);
if (i==0);

disp(’Error al abrir el fichero donde se van a guardar los datos’);

stop;
else;

for i=1:n;

data(i,’)=[x(i,1),x(1,2),y)];
fprintf(fi,) %f %f %f \n’,data(i,:));
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end;
st=fclose(fi);
end;

function [data]=model3(n,filedatos)
% Esta funcién crea una muestra de tamaifio n para el modelo 3
% Los argumentos son:
%n (tamafio de la muestra)
% filedatos (nombre del fichero donde se grabarén los datos)
x=[], y=[], m1=[], m2=[], er=[], data=[];
x(:,1)=rand(n,1);
rand(’state’,sum(100*clock));
x(:,2)=rand(n,1);
1=1;
for i=1:n/2;
X(i,:)=—X(i,:);
end;
mil=x(:1)."2;
m2=x(:,2)."2;
er=randn(n,1);
er=0.25%er;
y=ml-+m2+er;
[fi]=fopen(filedatos,’w’);
if (i==0);
disp("Error al abrir el fichero donde se van a guardar los datos’);
stop;
else;
for i=1:n;
data(i,?)=[x(3,1),x(3,2),y(3)m1 (), m2()};
fprintf(fi,” %f %f %f %f %f \n’,data(i,:));
end;
st=fclose(fi);
end;

A.2. Funciones para la creacién de graficos SiZer
Map en un modelo aditivo bivariante
function [bindat,bincent]=binr(data,vgridp)

% Calcula las cantidades binned asociadas a un conjunto de datos
% Los argumentos son:
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% data (la matriz de datos, que debe ser de dimensién (n, 2))
% vgridp (un vector de pardmetros para construir un grid de puntos)
xdat=data(:,1);
ydat=data(:,2);
n=length(xdat);
if nargin == 1;
lend=min(xdat);
rend=max(xdat);
nbin=401;
else;
if length(vgridp)==1,;
lend=min(xdat);
rend=max(xdat);
nbin=401;
elseif length(vgridp)==2;
lend=vgridp(1);
rend=vgridp(2);
nbin=401,;
else;
lend=vgridp(1);
rend=vgridp(2);
nbin=vgridp(3);
end;
end;
if lend<rend;
bxdat=zeros(nbin,1);
bydat=zeros(nbin,1);
loflag=((xdat-lend) < (10"(-10)*(rend-lend)));
numlo=sum(loflag);
if numlo>0;
if numlo==n;
disp(’ ! Atencién, problemas con gplbinr: todos los datos por debajo del
rango binned!!!’);
end;
bxdat(1)=bxdat(1)+numlo;
bydat(1)=bydat(1)+sum(ydat(loflag));
end;
hiflag=((xdat-rend)>-(10"(-10)*(rend-lend)));
numhi=sum (hiflag);
if numhi>0;
if numhi==n;
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disp(’ "' Atencién, problemas con gplbinr: todos los datos por encima del
rango binned!!!’);
end;
bxdat (nbin)=bxdat(nbin)+numbhi;
bydat (nbin)=bydat(nbin)+sum(ydat(hiflag));
end;
end;
iflag=(~loflag)&(~hiflag);
numi=sum(iflag);
if numi>0;
ixdat=xdat(iflag);
iydat=ydat(iflag);
isixdat=((nbin-1)*(ixdat-lend)./(rend-lend))+1;
vibinl=floor(isixdat);
vwt=isixdat-vibinl;
for idati=1:numi;
bxdat(vibinl(idati))=bxdat(vibinl(idati))+(1-vwt(idati));
bxdat (vibinl(idati)+1)=bxdat(vibinl(idati)+1)+vwt(idati);
end;
for idati=1:numi;
bydat (vibinl(idati))=bydat(vibinl(idati))+(1-vwt(idati)). *iydat(idati);
bydat(vibinl(idati)+1)=bydat(vibinl(idati)+1)+vwt(idati). *iydat(idati);
end;
end;
bindat=[bxdat bydat];
bincent=linspace(lend,rend,nbin)’;

function makeplot:gaditivos(data,icolor,vrange,nhp,psfname)

% Gaditivos, hace una séla pagina con dos tipos de gréficos, un primer gréfico que
% representa las estimaciones de las componentes para distintos valores del ancho
% de banda y el SiZer Map

% Se puede utilizar con 1, 2, 3, 4 6 5 argumentos.

% Los argumentos son:

% data (matriz de datos (n x 3),

% X en las dos primeras columnas e Y en la tercera)

% icolor (- 0 Utiliza una escala de grises

% 1 (o no especificado) utiliza rojo, azul y morado)

% vrange (- 0 (o no especificadp) utiliza el minimo y el maximo de los datos
% 2 vector: utiliza minx como vrange(1) y maxx como vrange(2)

% 3 vector: utiliza minx como vrange(1) y maxx como vrange(2)

% y el ntimero de puntos del grid como vrange(3))
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% nhp (- 0 utiliza un valor por defecto de 11
% en otro caso, el valor indica el nimero de anchos de banda diferentes
% considerados)
% psfname (- nombre para el fichero postscript)
% (autom4ticamente afiadird ”.ps”)
% (ser4 un fichero postscript a color cuando icolor = 1)
if nargin==1;

iicolor=1;
else;

iicolor=icolor;
end;
if nargin<=2;

ivrange=0;
else;

ivrange=vrange;
end;

if nargin<=3;

inhp=11;
else;

if nhp==0;

inhp=11,;
else;
inhp=nhp;

end;
end;
if nargin<=4;

ipsfname=(];
else;

ipsfname=psfname;
end;
xdat=[data(:,1) data(:,2)];
ydat=data(:,3);
n=length(xdat);
disp("Working on family’);
if length(ivra.nge)== ;

mind=min(xdat);

maxd=max(xdat);

ngrid=100;
else;

mind=[vrange(1) vrange(3)};

maxd=|vrange(2) vrange(4)];
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if length(ivrange)==>5;
ngrid=vrange(5);
else;
ngrid=100;
end;
end;
centd=mean([mind;maxd]);
range=maxd-mind;
binw=range./(ngrid-1);
hmin=2.*binw;
hmax=range;
[yhat,hcent,m,ybar]=addfit(xdat,ydat,[1 1]);
i=1;
for i=1:2;
vh(:,i)=logspace(log10(hmin(i)),Jog10(hmax(i)),inhp)’;
end;
if heent(1)<min(vh(:,1))|hcent(:,1)>max(vh(:,1));
disp(’"Error desde gaditivos: la base de datos de h excede este rango!!!’);
hcflag(1)=0;
else;
heflag(1)=1;
end;
if heent(2)<min(vh(:,2))|hcent(2)>max(vh(:,2));
disp(’!!"Error desde gaditivos: la base de datos de h excede este rango!!!’);
heflag(2)=0;
else;
hcflag(2)=1;
end;
ycen=ydat-ybar;
coeflin(1,:)=polyfit(xdat(:,1),ycen,1);
coeflin(2,:)=polyfit(xdat(:,2),ycen,1);
mstart(:,1)=polyval(coeflin(1,:),xdat(:,1));
mstart(:,2)=polyval(coeflin(2,:),xdat(:,2));
inh=1;
for inh=1:inhp;
Countmax=30, step=1, count=1;
mnew=mstart;
while(step>0.0001&count<Countmax);
mold=mnew;
[msmoof(:,1),xgrid1]=gestimates([xdat(:,1) ycen-mold(:,2)],vh(inh,1), ...
[mind(1);maxd(1);ngrid]);
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[msmoo(:,2),xgrid2]=gestimates([xdat(:,2) ycen-mold(:,1)],vh(inh,2), ...
[mind(2);maxd(2);ngrid]);
msmoo=msmoo-ones(ngrid,1)*sum(msmoo) /ngrid;
mnew(:,1)=interpl (xgrid1,msmoo(:,1),xdat(:,1), cubic’);
mnew(:,2)=interpl (xgrid2,msmoo(:,2),xdat(:,2), cubic’);
step=sum(sum(mnew-mold)."2)/n;
count=count+1;
end;
bottom(1)=min(min(msmoo(:,1)));
top(1)=max(max(msmoo(:,1)));
range(1)=top(1)-bottom(1);
bottom(1)=bottom(1)-0.05*range(1);
top(1)=top(1)+0.05*range(1);
subplot(2,2,1), hold on;
plot(xgrid1,msmoo(:,1),”-k’);
vax=axis;
vax([1,2])=[mind(1),maxd(1)];
axis(vax);
title("Family Plot’);
bottom(2)=min(min(msmoo(:,2)));
top(2)=max(max(msmoo(:,2)));
range(2)=top(2)-bottom(2);
bottom(2)=bottom(2)-0.05*range(2);
top(2)=top(2)+0.05*range(2);
subplot(2,2,2), hold on;
plot(xgrid2,msmoo(:,2),-k’);
vax=axis;
vax((1,2])=[mind(2),maxd(2)};
axis(vax);
title("Family Plot’);
end;
Countmax=30, step=1, count=1;
mnew=mstart;
while (step>0.0001&count<Countmax);
mold=mnew;
[msmoof(:,1),xgrid1)=gestimates([xdat(:,1) ycen-mold(:,2)],hcent(1), ...
[mind(1);maxd(1);ngrid]);
[msmoo(:,2),xgrid2]=gestimates([xdat(:,2) ycen-mold(:,1)],hcent(2), ...
[mind(2);maxd(2);ngrid]);
msmoo=msmoo-ones(ngrid,1)*sum(msmoo)/ngrid;
mnew(:,1)=interpl (xgrid1,msmoo(:,1),xdat(:,1),’cubic’);
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mnew(:,2)=interp1 (xgrid2,msmoo(:,2) xdat(:,2), cubic’);

step=sum (sum(mnew-mold)."2)/n;

count=count-+1;
end;
i=1, j=1;
for i=1:inhp

if hcent(1)<=vh(i,1)

=i+

end;
end;
=it
i=1, k=1,
for i=1:inhp

if hcent(2)<=vh(i,2)

k=k+1,

end;

end;
=k+1,;

bottom(1)=min(min(msmoo(:,1)));
top(1)=max(max(msmoo(:,1)));
range(1)=top(1)-bottom(1);
bottom(1)=bottom(1)-0.05*range(1);
top(1)=top(1)+0.05*range(1);
subplot(2,2,1), hold on;
plot(xgrid1,msmoo(:,1),”-k’);
veurvh=get(gca, Children’);
set(vcurvh(j),’LineWidth’,2);
hold off;
bottom(2)=min(min(msmoo(:,2)));
top(2)=max(max(msmoo(:,2)));
range(2)=top(2)-bottom(2);
bottom(2)=bottom(2)-0.05*range(2);
top(2)=top(2)+0.05*range(2);
subplot(2,2,2), hold on;
plot(xgrid2,msmoo(:,2),-k’);
vcurvh = get(gca, Children’);
set(vcurvh(k), LineWidth’,2);
hold off;
disp("Working on SiZer’);
gsizer([xdat(:,1) xdat(:,2) ydat]);
subplot(2,2,3);

117



118 APENDICE A. COMPUTACION ESTADISTICA

title(’SiZer Plot’);
hold on;
if heflag(1)==1;
plot([mind(1);maxd(1)],ones(2,1)*log10(hcent(1)),’-k’);
end;
plot(centd(1)+2.*vh(:,1),log10(vh(:,1)),”:k’);
plot(centd(1)-2.*vh(:,1),log10(vh(:,1)),"k’);
subplot(2,2,4);
title(’SiZer Plot’);
hold on;
if heflag(2)==1;
plot([mind(2);maxd(2)],ones(2,1)*log10(hcent(2)),”-k’);
end;
plot(centd(2)+2*vh(:,2),log10(vh(:,2)),"k’);
plot(centd(2)-2*vh(:,2),logl0(vh(:,2)),":k’);
if iicolor~=0;
cocomap=]0,0,1;0.35,0.35,0.35;0.5,0,0.5;1,0,0];
colormap(cocomap);
end;
if length(ipsfname)>0;
orient tall;
if iicolor~=0;
eval([’print -dpsc \matlab\bin\’ psfname ’.ps’]);
else;
eval([’print -dps \matlab\bin\’ ipsfname ’.ps’]);
end;
end;

function [npr,xgrid,mker] = gestimates(data,vh,vxgrid)
% Hace regresién polinomial local utilizando técnicas binned.
% Los argumentos son:
% data (matriz n x 2 de observaciones)
% vh  (vector de anchos de banda)
% vxgrid (vector of pardmetros para el grid)
if nargin==1;
ivh=0;
else;
ivh=vh;
end;
if nargin<=2;
ivxgrid=0;
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else;
ivxgrid=vxgrid;
end;
if length(ivxgrid)>3;
disp(’!!! Error !I’) ;
end;
nbin=401;
lend=min(data(:,1));
rend=max(data(:,1));

if (length(ivxgrid)==2)|(length(ivxgrid)==3);

lend=ivxgrid(1);
rend=ivxgrid(2);

end;

if length(ivxgrid)==3,;
nbin=ivxgrid(3);

end;

if lend>rend;
disp(’!"! Error en gpnpr !!’);
bincts=[];

else;
bincts=binr(data,[lend,rend,nbin});

end;

xgrid=linspace(lend,rend,nbin)’;

npr=(;

for ih=1:length(ivh);

=ivh(ih);

delta=(rend-lend)/(nbin-1);
k=nbin-1;
arg=linspace(0,k*delta/h,k+1)’;
kvecO=exp(-(arg."2)/2)/sqrt(2*pi);
arg=arg*h;
kvecl=kvec0.*arg;
kvec2=kvecl.*arg;
kvecO=[flipud (kvec0(2:k+1));kvec0];
s0=conv(bincts(:,1),kvec0);
s0=s0(k~+1:k+nbin);
syO=conv(bincts(:,2),kvec0);
sy0O=sy0(k+1:k-+nbin);
kvecl=[-flipud(kvecl(2:k+1));kvecl];
s1=conv(bincts(:,1),kvecl);
s1=s1(k-+1:k+nbin);
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syl=conv(bincts(:,2),kvecl);
syl=sy1(k+1:k+nbin);
kvec2=[flipud (kvec2(2:k+1));kvec2];
s2=conv(bincts(:,1),kvec2);
s2=s2(k+1:k+nbin);
denom=s2.*s0-51.*s1;
vilag0d=(denom/max([denom;eps])) <=eps;
sflag0d=sum(vflag0d);
if sflag0d>0;
disp(’!!! Error !V);
denom(vflag0d)=ones(sflag0d,1);
end;
nprh=(s2.*sy0-s1.*syl)./denom;
if sflag0d>0;
vflagbf=bincts(:,1)>0;
txbdat=xgrid(vilagbf);
tybdat=bincts(vflagbf,2). /bincts(vflagbf,1);
if sflag0d==nbin;
nprh=interpls(txbdat,tybdat,xgrid);
else;
if vilag0d(1)==1;
[temp,ifge]=max(1-vflag0d);
[temp,ifpbag]=max(vflagbf(ifge:nbin));
ifpbag=ifpbag-+ifge-1;
flag=txbdat<xgrid(ifpbag);
if sum(flag)>0;
vx=[txbdat(flag);xgrid(ifpbag)];
vy=[tybdat(flag);nprh(ifpbag)];
else;
vx=xgrid(ifpbag);
vy=nprh(ifpbag);
end;

APENDICE A.
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nprh(1: (ifpbag-1))=interpls(vx,vy,xgrid(1:(ifpbag-1)));

vilag0d(1:(ifpbag-1))=zeros(ifpbag-1,1);

end;

if vilag0d(nbin)==1;
[temp,ilge]=max(flipud(1-vilag0d));
ilge=nbin+1-ilge;

[temp,ilpbbg]=max(fipud(vflagbf(1:ilge)));

ilpbbg=ilge+1-ilpbbg;
flag=txbdat>xgrid(ilpbbg);
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if sum(flag)>0;
—[xgrid(ilpbbg);txbdat(flag)];
vy=[nprh(ilpbbg);tybdat(flag)];
else;
vx=xgrid(ilpbbg);
vy=nprh(ilpbbg);
end;
nprh((ilpbbg+1):nbin)=interpls(txbdat,tybdat,xgrid((ilpbbg+1):nbin));
vflag0d((ilpbbg+1):nbin)=zeros(nbin-ilpbbg,1);
end;
while sum(vflag0d)>0;
[temp,ind0d]=max(vflag0d);
[temp,inge]=max(1-vflagdd (ind0d:nbin));
inge=inge-+ind0d-1;
[temp,inpbag]=max(vflagbf(inge:nbin));
inpbag=inpbag-+inge-1;
[temp,ilge]=max(flipud(1-vflag0d(1:ind0d)));
ilge=ind0d+1-ilge;
[temp,ilpbbg]=max(flipud(vilagbf(1:ilge)));
ilpbbg=ilge+1-ilpbbg;
flag= (txbdat>xgrid(ilpbbg)).*(txbdat<xgrid(inpbag));
if sum(flag)>0;
vx=[xgrid(ilpbbg);txbdat (flag);xgrid (inpbag)];
vy=[uprh(ilpbbg);tybdat(flag);nprh(inpbag)];
else;
=[xgrid(ilpbbg);xgrid(inpbag));
vy=[nprh(ilpbbg);nprh(inpbag)};
end;
nprh((ilpbbg+1):(inpbag-1) )=interpl (vx,vy,...
xgrid((ilpbbg-+1):(inpbag-1)));
vflag0d((ilpbbg+1):(inpbag-1))=zeros(inpbag-ilpbbg-1, 1);
end;
end;
end;
npr=[npr nprh];
end;
if nargout==3;
cent=mean([lend;rend});
mih=vec2mat(1./ivh’,nbin);
mker=vec2mat((xgrid-cent),length(ivh)).* mih;
mker=exp(-mker."2/2).*mih/sqrt(2*pi);
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mker=0.05*mker;
end;

function [mapout,xgrid] = gsizer(data,vxgp,vhgp,eptflag,alpha,simflag)
% Funcién que genera el gragico SiZer Map de un modelo aditivo bivariante
% Los argumentos son:
% data (matriz n X (D + 1) de observaciones)
% vxgp (vector de pardmetros para el grid de x)
% vhgp (vector de pardmetros para el grid de h)
if nargin==1,
ivxgp=0;
else;
ivxgp=vxgp;
end;
if nargin<=2;
ivhgp=0;
else;
ivhgp=vhgp;
end;
if nargin<=3;
ieptflag=0;
else;
ieptflag=eptflag;
end;
if nargin<=4;
ialpha=0.05;
else;
ialpha=alpha;
end ;
if nargin<=y5;
isimflag=1,;
else;
isimflag=simflag;
end ;
xdat=[data(:,1) data(:,2)};
ydat=data(:,3);
n=length(xdat);

if ivxgp==0;
ivxgp=[min(xdat),max(xdat),401];
end;

left=[ivxgp(1) ivxgp(2)];
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right=[ivxgp(3) ivxgp(4)];

ngrid=ivxgp(5);

range=right-left;

binw=range/(ngrid-1);

if ivhgp==0;
ivhgp=[2*binw,range,21];

end;

hmin=[ivhgp(1) ivhgp(2)];

hmax=([ivhgp(3) ivhgp(4)];

nh=ivhgp(5);
i=1;
for i=1:2;

vh(:,i)=logspace(log10(hmin(i)),log10(hmax(i)),nh)’;

end;
ybar=sum(ydat)/n;
ycen=ydat-ybar;

coeflin(1,:)=polyfit(xdat(:,1),ycen,1);
coeflin(2,:)=polyfit(xdat(:,2),ycen,1);
mstart(:,1)=polyval(coeflin(1,:),xdat(:,1));
mstart(:,2)=polyval(coeflin(2,:),xdat(:,2));
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mdsurfl=[], mdsurf2=[], mesurfl=[], mesurf2=[], mvsurfl=[], mvsurf2=[], vgql=[],

vgq2=(];

inh=1;

for inh=1:nh;
Countmax=30;
step=1, count=1;
mnew=mstart;

while (step>0.0001 & count<Countmax);

mold=mnew;

[msmoo(:,1),xgrid1]=gestimates([xdat(:,1) ycen-mold(:,2)],vh(inh,1),...
[ivxgp(1);ivxgp(3);ngrid]);

[msmoo(:,2) xgrid2]=gestimates([xdat(:,2) ycen-mold(:,1)],vh(inh,2),...
[ivxgp(2);ivxgp(4);ngrid]);

msmoo=msmoo-ones(ngrid,1)*sum(msmoo) /ngrid;

mnew(:,1)=interpl(xgrid1,msmoo(:,1),xdat(:,1),’cubic’);

mnew(:,2)=interpl(xgrid2,msmoo(:,2) xdat(:,2) ,’cubic’);

step=sum (sum(mnew-mold)."2)/n;

count=count+1,;
end;

binctsl::biﬁr([xdat(:,l) (ycen-mnew(:,2))],[ivxgp(1) ivxgp(3) ivxgp(5)]);
bincts12=binr([xdat(:,1) (ycen-mnew(:,2))."2],[ivxgp(1) ivxgp(3) ivxgp(5)]);
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bincts2=binr([xdat(:,2) (ycen-mnew(:,1))],[ivxgp(2) ivxgp(4) ivxgp(5)]);
bincts22=binr([xdat(:,2) (ycen-mnew(:,1))."2],[ivxgp(2) ivxgp(4) ivxgp(5)]);

delta=(right-left) / (ngrid-1);
k=ngrid-1;

argl=linspace(0,k*delta(1)/vh(inh,1),k+1)’;

kvecl=exp(-(argl."2)/2);
kvecl=[flipud (kvecl(2:k+1));kvecl];

arg2=linspace(0,k*delta(2)/vh(inh,2) k+1)’;

kvec2=exp(-(arg2."2)/2);

kvec2=[flipud (kvec2(2:k+1));kvec2];
vel=conv(binctsl(:,1),kvecl);
vel=vel(k+1:k+ngrid);
ve2=conv(bincts2(:,1) ,kvec2);
ve2=ve2(k-+1:k+ngrid);

flagl=(vel<1);

flag2=(ve2<1);

vel (flagl)=ones(sum(flagl),1);
ve2(flag2)=ones(sum(flag2),1);
s11=conv(binctsl(:,1).* xgrid1,kvecl);
s11=s11(k+1:k+ngrid);
s12=conv(bincts1(:,1).*xgrid1."2kvecl);
s12=s12(k+1:k+ngrid);
t10=conv(bincts1(:,2),kvecl);
t10=t10(k+1:k-+ngrid);
s21=conv(bincts2(:,1).* xgrid2,kvec2);
$21=s21(k-+1:k+ngrid);
s22=conv(bincts2(:,1).* xgrid2."2kvec2);
§22=522(k+1:k+ngrid);
t20=conv(bincts2(:,2),kvec2);
t20=t20(k+1:k-+ngrid);
xbarl=conv(bincts1(:,1).* xgridl,kvecl);
xbarl=xbarl(k+1:k+ngrid);
xbar2=conv(bincts2(:,1).*xgrid2,kvec2);
xbar2=xbar2(k+1:k-+ngrid);
xbarl=xbarl./vel;

xbar2=xbar2. /ve2;
t11=conv(binctsl(:,2).* xgridl,kvecl);
t11=t11(k+1:k+ngrid);
t21=conv(bincts2(:,2).*xgrid2,kvec2);
t21=t21(k-+1:k-+ngrid);
numerd1=t11-t10.*xbarl;
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numerd2=t21-t20.*xbar2;
denomd1=s12-2%s11.*xbar1+vel.*xbarl."2;
denomd2=s22-2*s21.*xbar2+ve2.*xbar2."2;
flagl2=denomd1<(10"(-10)*mean(denomd1));
flag22=denomd2< (10" (-10)*mean(denomd?2));
vel(flagl2)=ones(sum(flagl2),1);
ve2(flag22)=ones(sum(flag22),1);
flagl=flagl—flagl2;

flag2=flag2—flag22;

denomd1 (flagl)=ones(sum(flagl),1);
denomd2(flag2)=ones(sum(flag2),1);
mhat1=t10./vel;

vdl=numerdl./denomd]l;

mhat2=t20./ve2;

vd2=numerd2./denomd?2;
sig12=conv(bincts12(:,2) kvecl);
sigl2=sigl12(k+1:k-+ngrid);

sigl2=sigl2. /vel-mhat1."2;
sig22=conv(bincts22(:,2) kvec2);
sig22=sig22(k+1:k-+ngrid);

sig22=sig22. [ve2-mhat2."2;

flagl 2=sig12< (10" (-10)*mean(sig12));

vel (flagl2)=ones(sum(flagl2),1);
flag22=sig22< (10" (-10)*mean(sig22));
ve2(flag22)=ones(sum(flag22),1);
flagl=flagl—flagl2;

flag2=flag2—flag22;
sig12(flagl)=ones(sum(flagl),1);
sig22(flag2)=ones(sum(flag2),1);
rhol2=vd1."2.*(denomd1./(sigl2.* vel));
sig2resl=(1-rh012).*sigl2;
rho22=vd2."2.*(denomd2./ (sig22.*ve2));
sig2res2=(1-rh022).*sig22;
ul0=conv(binctsl(:,1).*sig2res1,kvecl."2);
u10=u10(k-+1:k+ngrid);
ull=conv(binctsl(:,1).*sig2res1.*xgrid1,kvecl."2);
ull=ull(k+1:k+ngrid);
ul2=conv(bincts1(:,1).*sig2resl.*xgrid1."2kvecl."2);
ul2=u12(k+1:k+ngrid);
vvl=ul2-2*ull.*xbarl+ul0.*xbarl."2;
vvl=vvl./denomdl.”2;
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u20=conv(bincts2(:,1).*sig2res2,kvec2."2);
u20=u20(k-+1:k-+ngrid);
u21=conv(bincts2(:,1).*sig2res2.*xgrid2,kvec2."2);
u21=u21(k+1:k+ngrid);
u22=conv(bincts2(:,1).*sig2res2.*xgrid2."2,kvec2."2);
u22=u22(k+1:k+ngrid);
vv2=u22-2*u21.*xbar2+u20.*xbar2."2;
=vv2./denomd2."2;
flagl=(vel >=5);
flag2=(ve2>=5);
if sum(flagl)>0;
if isimflag==0;
gquant1=-phiinv((1-ialpha)/2);
else;
nxbarl=mean(vel (flagl));
numind1=n/nxbarl;
betal=(1-ialpha)"(1/numindl);
gquant1=-phiinv((1-betal)/2);
end;
else;
gquant1=inf;
end;
if sum(flag2)>0;
if isimflag==0;,
gquant2=-phiinv((1-ialpha)/2);
else;
nxbar2=mean(ve2(flag2));
numind2=n/nxbar2;
beta2=(1-ialpha)”(1/numind2);
gquant2=-phiinv((1-beta2)/2);
end;
else;
gquant2=inf;
end;
mdsurfl=[mdsurfl vdl];
mdsurf2=[mdsurf2 vd2];
mesurfl=[mesurfl vel];
mesurf2=[mesurf2 ve2];
mvsurfl=[mvsurfl vvl];
mvsurf2=[mvsurf2 vv2];

vgql=[vgql gquantl];
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vgq2=[vgq2 gquant2];
end;
if length(vgql)>1;
mlocil=mdsurfl-vec2mat(vgql,ngrid).*sqrt (mvsurfl);
mhicil=mdsurfl+vec2mat(vgql,ngrid).*sqrt(mvsurfl);
else;
mlocil=mdsurfl-vgql *sqrt(mvsurfl);
mhicil=mdsurfl+vgql*sqrt(mvsurfl);
end;
if length(vgq2)>1;
mloci2=mdsurf2-vec2mat(vgq2,ngrid). *sqrt(mvsurf2);
mhici2=mdsurf2-+vec2mat(vgq2,ngrid).*sqrt(mvsurf2);
else;
mloci2=mdsurf2-vgq2*sqrt(mvsurf2);
mhici2=mdsurf2+vgq2*sqrt(mvsurf2);
end;
mapout1=3*ones(size(mlocil));
mapout2=3*ones(size(mloci2));
flagl=(mlocil >0);
flag2=(mloci2>0);
ssflagl =sum (sum(flagl));
ssflag2=sum(sum(flag2));
if ssflagl >0;
mapout1(flagl )=ones(ssflagl,1);
end;
if ssflag2>0;
mapout2(flag2)=ones(ssflag2,1);
end;
flagl =(mhicil <0);
flag2=(mhici2<0);
ssflagl=sum(sum(flagl));
ssflag2=sum(sum(flag2));
if ssflagl >0;
mapout1(flagl )=4*ones(ssflagl,1);
end;
if ssflag2>0;
mapout2(flag2)=4*ones(ssflag2,1);
end;
flagl =(mesurfl <=5);
ssflagl=sum(sum(flagl));
if ssflagl>0;
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mapout1(flagl )=2*ones(ssflagl,1);

end;

flag2=(mesurf2<=5);

ssflag2=sum(sum(flag2));

if ssflag2>0;
mapout2(flag2)=2*ones(ssflag2,1);

end;

mapoutl=mapoutl’;

mapout2=mapout2’;

if nargout==0;
comap=[.2, .2, .2; .35, .35, .35; .5, .5, .5; .8, .8, .8];
subplot(2,2,3);
image([left(1),right(1)],{log10(hmin(1)),log10(hmax(1))],mapoutl);
set(gca, YDir’,'normal’);
colormap(comap);
xlabel(’x’);
ylabel(’log10(h1)’);
subplot(2,2,4);
image([left(2),right(2)],{log10(hmin(2)),log10(hmax(2))],mapout2);
set(gca,”YDir’,'normal’);
colormap(comap);
xlabel(’z’);
ylabel(’log10(h2)’);

end;

Para implementar el método plug-in de seleccién del ancho de banda de Opsomer
y Ruppert (1998) se han utilizado las funciones definidas por los propios autores,
que se pueden encontrar en la pigina web de Opsomer. La implementacién se hace

utilizando la siguiente funcién:
[yhat,h,m,ybar,variance]=addfit(x,y,p)
Esta funcién calcula el ajuste del siguiente modelo aditivo,
y = a+my (z1) +ma (z2) + &,
usando polinomios locales de grado p = py, p2. Los argumentos de entrada son:
x matriz de variables explicativas (n x 2)

y vector de observaciones de la variable respuesta (n x 1)
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p orden de los polinomios locales! para las funciones aditivas (1 x 2 6 escalar)

Y la salida que produce tiene los siguientes elementos:
yhat vector estimado en las observaciones (n x 1)
h vector de anchos de banda para las funciones aditivas (1 x 2)

m matriz de estimaciones para las funciones aditivas en las observaciones
(n x 2)

ybar estimacién de o (escalar)

variance varianza estimada de los errores (escalar)

A.3. Funciones para evaluar el selector bootstrap

function bucle1(r,n,C)
% Realiza r repeticiones del experimento para el modelo 1
%Los argumentos son:
%r (ntmero de veces que se repetiré el experimento)
%n (tamafio de la muestra)
% C (constante que se utiliza para crear la red de anchos de banda)
xgrid=[];
xgrid=linspace(0,1,10);
xgrid=xgrid’;
redx=(];
i=1, j=1, ncross=1;
for i=1:10;
for j=1:10;
redx(ncross,?)=[xgrid i) xgrid(})};
ncross=ncross+1;
end;
end;
m1_ x=1-6*redx(:,1)+36* (redx(:,1)."2)-53* (redx(:,1). ~3)+22*(redx(:,1)."5);
m2_x=sin(5*pi*redx(:,2));
m_x=ml _x+m2_x;
i=1;
for i=1:r;
filedatos=strcat(’c:\Model1\m1’,num2str(i), .txt’);
fileresul=strcat(’c:\Modell\rm1’,num2str(i),".txt’);

11,3 funcién est4 limitada a ajustar polinomios locales de grado 1.
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replical(n,filedatos,fileresul,C,redx,m x);
end;

function bucle2(r,n,C)
% Realiza r repeticiones del experimento para el modelo 2
%Los argumentos son:
%r (ntimero de veces que se repetiré el experimento)
%n (tamaifio de la muestra)
% C (constante que se utiliza para crear la red de anchos de banda)
xgrid=[];
xgrid=linspace(0,1,10);
xgrid=xgrid’;
redx=[], i=1, j=1, ncross=1;
for i=1:10;
for j=1:10;
redx(ncross,:)=[xgrid (i) xgrid(j)];
nCross=ncross+1;
end;
end;
m1_x=0.5*sin(pi*redx(:,1));
m2_x=sin(4*pi*redx(:,2));
m_x=ml _x+m2_x;
i=1;
for i=1:r;
filedatos=strcat(’c:\Model2\m2’ ,num2str(i),.txt’);
fileresul=strcat(’c:\Model2\rm2’,num2str(i),’.txt’);
replica2(n,filedatos, fileresul,C,redx,m x);
end;

function bucle3(r,n,C)

% Realiza r repeticiones del experimento para el modelo 3
%Los argumentos son:

%r (ntmero de veces que se repetiré el experimento)
%n (tamafio de la muestra)

% C (constante que se utiliza para crear la red de anchos de banda)
xgrid=(];

xgrid=linspace(0,1,10);

xgrid=xgrid’;

ml_x=xgrid."2;

m2_x=xgrid."2;

i=1, j=1, step=1,
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for i=1:10;
for j=1:10;
m_x(step,:)=m1 x(i,:)+m2 x(j,:);
step=step+1;
end;
end;
=1
for i=1:r;
filedatos=strcat(’c:\Model3\datosm3’,num2str(i),”.txt’);
fileresul=strcat(’c:\Model3\resulm3’ ,num2str(i),’.txt’);
replica3(n,filedatos,fileresul,C,xgrid,m x);
end;

function [mse_boot_min,h_boot,mse_teo_min,h_teo]=comparamse(x,y,...

redvh,z,g,m.x,yhat,mlhat,m2hat,ybar,W1,W2)
% Los argumentos son:
% x (matriz de observaciones)
%y (vector de respuesta)
% redvh  (red de pardmetros ancho de banda)
%z (punto de estimacién)
% g (ancho de banda bootstrap)
% mx (valor real de las componentes aditivas)
% yhat (estimacién de la funcién de regresién)
% mlhat, m2hat (estimacién de las componentes aditivas)
% ybar (media del vector de respuesta)

% W1, W2 (matriz W correspondiente a la estimacién de cada componente)

nh=length(redvh);
i=1;
for i=1:nh;
if (isnan(W1(:,:1)))| (isnan(W2(:,:));
mse_boot=NaN;
mse_teo=NaN;
else;

[mse_boot,mse_teo] —estimamse(x,y,z,redvh(i,:),g, W1(:,:,i), W2(:,:,i),m x,...

yhat,m1hat,m2hat,ybar);
end;
resul(i,:)=[mse_boot,mse_teo,redvh(i,:)];
end;
[mse_boot min,pos1]=min(resul(:,1));
h_boot=[resul(posl1,3),resul(pos1,4)];
[mse_teo_min,pos2]=min(resul(:,2));
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h_teo=[resul(pos2,3),resul(pos2,4)};

function [mhat_x]=estimaz(x,y,ybar,m1hat,m2hat,yhat,z,h)

% Calcula la estimacién de la funcién de regresién en un nuevo punto
% Los argumentos son:

% x (matriz de observaciones)

%y (vector de respuesta)

% ybar (media del vector y)

% milhat, m2hat (las estimaciones de la funcién para las variables)
% yhat (las estimaciones de la funcién de regresién)

% z el valor donde queremos estimar

% h el ancho de banda que vamos a utilizar

ycen=y-ybar;

mhat _x=[];

s1.x1=defineS(x(:,1),2(:,1),h(:,1));

§2_x2=defineS(x(:,2),z(:,2),h(:,2));

m1hat x1=s1_x1*(ycen-m2hat);

m2hat x2=s2_x2*(ycen-m1lhat);

mhat_x=ybar+m1lhat_x1+m2hat x2;

function [matrizpesos,tam]=definepesos(x,z,h)
% Calcula la matriz de pesos de la funcién nicleo
% Se ha calculado usando la funcién nicleo gaussiana
% Los argumentos son:
% x (el vector de observaciones de la variable explicativa)
%z (el punto de estimacién considerado)
%h (el ancho de banda)
fil=length(x);
P=zeros(fil,fil);
Kh=zeros(fil,1);
tamentorno=0;
for i=1:fil;

d=((x(1,)2)/b);

if (abs(d)<1);

tamentorno=tamentorno+1;

end;

Kh(i,:)=(kgaus(d)/h);

P(ii)=Kh(i,);
end;
matrizpesos=P;
tam=tamentorno;
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function [S]=defineS(x,z,h,p,r)
9% Calcula cada elemento de la matriz S, suavizador lineal local
% Los argumentos son:
% x (vector de observaciones de la variable explicativa)
%z (punto de estimaci6n)
%h (ancho de banda)
% p (orden del polinomio que se ajusta)
%r (escalar, 0, 1, 2, ... si lo que queremos calcular son el valor
% de las estimaciones, o las estimaciones de la primera derivada,...)
fil=length(x);
S=zeros(1,fil);
col=p+1;
e=[], matrizX=[], matrizW=(], trasX=[], inversa=(];
=zeros(1,col);
if (r==0);
e(1)=1;
else;
e(r+1)=1;
end;
matrizX=defineX(x,z,p);
tam=0;
[matrizpesos,tam]=definepesos(x,z,h);
control=0;
for i=1:fil;
if (matrizpesos(i,i)>0.001);
control=1;
end;
end;
if (tam>=p+1 & control~=0)
trasX=matrizX’;
determinante=det((trasX*matrizpesos)*matrizX);
if (abs(determinante)>0.001);
inversa=inv((trasX*matrizpesos)*matrizX);
matrizS=inversa*(trasX*matrizpesos);
S=(e*matrizS);

else;
for i=1:fi;
S(i)=NaN;
end;
end;
else;
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for i=1:fil;
S(i)=NaN;
end;
end;

function [Sast]=defineSast(S)
% El argumento es:
%S (matriz de suavizamiento)
Sast=(];
[fil,col]=size(S);
I=eye(fil);
uno=ones(fil,1);
i=1, control=0;
for i=1:fi;
for j=1:col;
if S(i,j)==NaN;
control=control+1;
end;
end;
end;
if control==0;
Sast=(I-(uno*uno’)./fil)*S;
else;
for i=1:fl;
for j=1:col;
Sast(i,j)=NaN;
end;
end;
end;

function [matrizX]=defineX(x,z,p)
9% Define la matriz de disefio para cada variable
% Los argumentos son:
% x (vector de observaciones de la variable explicativa)
%z (punto de estimacién)
%p (orden del polinomio que se ajusta)
fil=length(x);
col=p+1;
matrizX=ones(fil,col);
for i=1:fil;
for j=2:col;
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matrizX (i,j)=(x(i,:)-z) " (-1);
end;
end;

function [Wast_x_h]=deﬁneWast(x,y,z,h,W1,W2)
n=length(x);

uno=ones(1,n);

s1_x1=defineS(x(:,1),z(:,1),h(:,1));
s2_x2=defineS(x(:,2),2(:,2),h(:,2));

Wilast=s1x1*W1,;

W2ast=s2_x2*W2;
Wast_x_h=(uno./n)+W1last+W2ast;

function [yhat,mlhat,m2hat,ybar] = estimam(x,y,h)

% Los argumentos son:

% x (matriz de observaciones)

%y (vectos de respuesta)

%h (parmetro ancho de banda)

n=length(x);

mind=min(x);

maxd=max(x);

ngrid=401;

ybar=sum(y)/n;

ycen=y-ybar;

coeflin(1,:)=polyfit(x(:,1),ycen,1);

coeflin(2,:)=polyfit(x(:,2) ,ycen,1);

msta.rt(:,l)=polyva.l(coeﬂin(1,:),x(:,l));

mstart(:,2)=polyval(coeﬂin(2,:),x(:,2));

Countmax=30, step=1, count=1;

mnew=mstart;

while (step>0.0001& count<Countmax);
mold=mnew,;

[msmoo(:,l),xgridl]:gestimates([x(:,1) ycen-mold(:,2)],h(:,1),...

[mind(1);maxd(1);ngrid]);

[msmoo(:,2),xgrid2]=g$timates([x(:,2) ycen-mold(:,1)],h(:,2),-.-

[mind(2);maxd(2);ngrid]);
msmoo=msmoo-ones(ngrid,1)*sum(msmoo)/ngrid;
mnew(:,l):interpl(xgridl,msmoo(:,l),x(:,l),’cubic’);
mnew(:,2)=interp1(xgrid2,msmoo(:,2) x(:,2),’cubic’);
step=sum (sum(mnew-mold)."2) /n;
count=count—+1;
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end ;
yhat=ybar+mnew(:,1)+mnew(:,2);
mlhat=mnew(:,1);
m2hat=mnew(:,2);

function [mse_boot,mse_teo]=estimaMSE(x,y,z,h,g,W1,W2,m x,yhat,...
mlhat,m2hat,ybar)

[yhath]=estimam(x,y,h);

[mha.t_x]=estimaz(x,y,ybar,m1hat,m2hat,yhat,z,g);

[Wast_x_h]=defineWast(x,y,z,h, W1,W2);

[mse_boot]=(Wast x_h*yhat-mhat x)."2+Wast_x_h*(y-yhat)*(y-yhat)*Wast_x h’;

[mse_teo]=(Wast_x_h*y-m_x)."2+Wast _x_h*(y-yhath)*(y-yhath)*Wast x h’;

function fundereplicas(r,n,filefinal)
% Los argumentos son:
% r (nimero de replicas)
% n (tamafio de muestra)
% filefinal  (fichero donde se grabaran los resultados finales)
fid=fopen(filefinal,’'w’);
if (fid==0);
disp(’Error al abrir el fichero donde se grabarén los resultados);
stop;
else;
I=1;
for 1=1:r;
fileresul=strcat(’c:\Model3\rm3’,num2str(l),’.txt’);
fi=fopen(fileresul,’r’);
if (fi==0);
disp(’Error al abrir un fichero de datos’);
stop;
else;
i=1;
for i=1:n;
position(i)=ftell(fi);
control=0;
temp=(];
temp=~fscanf(fi,” %f’,12);
iposition(i)=ftell(fi);
if iposition(i)==position(i)+1;
fseek(fi,-1,0);
=1
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for j=1:12;
fscanf(fi,” %s’,1);
end;
else;
temp=temp’;
fprintf(fid,” %f %f %f %f %f %f %f %f %f %f %f %f\n’,temp);
end;
clear temp;
i=i+1;
end;
end;
fclose(fi);
end;
fclose(’all’);

end; function [K]=kgaus(x)

% Calcula pesos segtin una funcién micleo gaussiana
% Argumento:

% x (vector de observaciones)

K=0;

cons=1/sqrt(2*pi);

valor=(-(x"2))/2;

K=cons*exp(valor);

K;

function [Slast,S2ast,W1,W2]=makeW(x,h,n)

% Los argumentos son:

% x (matriz de observaciones)

%h (pardmetros ancho de banda)

%n (tamafio de muestra)

I=eye(n);

g

for i=1:n;
S1(i,)=defineS(x(:,1)x(i,1),h(:,1));
S2(i,:)=defineS(x(:,2) x(i,2),h(:,2));

end;

Slast=defineSast(S1);

S2ast=defineSast(S2);

if (isnan(S1ast(1,1)))|(isnan(S2ast(1,1)));
for i=1:n;

for j=1:n;
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W1(i,j)=NaN;
W2(i,j)=Na.N ’
end;
end;
else;
prod1=I-Slast*S2ast;
prod2=I-S2ast*Slast;
determinantel=det(prod1);
determinante2=det(prod2);
if (abs(determinantel)>0.001)& (abs(determinante2)>0.001)
W1=(inv(prod1))*(I-Slast);
W2=(inv(prod2))*(I-S2ast);
else;
for i=1:n;
for j=1:n;
W1(i,j)=NaN;
W2(i,j)=NaN;
end;
end;
end;
end;

function replical(n,filedatos,fileresul,C,redx,m x)

% Realiza una repeticién completa

% Los argumentos son:

%n (tamafio de la muestra)

% filedatos (nombre del fichero donde se guarda la muestra)

% fileresul (nombre del fichero donde se guardan los resultados)
% C (constante para crear la red de anchos de banda)

% redx (conjunto de valores de x donde se evaluard la funcién de regresién)
% mx (evaluacién de la funcién de regresién en redx)

Slast=[], S2ast=[], W1=[], W2=[], yhatcv=[];
[x,y}=model1(n,0.5,0.5,1/9,1/9,0,filedatos);

mind=min(x);

maxd=max(x);

range=maxd-mind,;

hmin=range/n;

hmax=range/2;
i=1;
vh(1,:)=hmin;

while (vh(i,1)<hmax(:,1));
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hnuevo=(C"i)*hmin(:,1);
i=i+1;
if (hnuevo<hmax(:,1));
vh(i,1)=hnuevo;
end;
if (hnuevo>=hmax(:,1));
vh(i,1)=hmax(:,1);
end;
end;
i=1;
while (vh(i,2)<hmax(:,2));
hnuevo=(C"i)*hmin(:,2);
i=i+1;
if (hnuevo<hmax(:,2));
vh(i,2)=hnuevo;
end;
if (hnuevo>=hmax(:,2));
vh(i,2)=hmax(:,2);
end;
end;
nh=length(vh);
redvh=(];
i=1, j=1, nhcross=1;
for i=1:nh;
for j=1:nh;
redvh(nhcross,:)=[vh(i,1) vh(j,2)};
nhcross=nhcross+1;
end;
end;
i=1;
for i=1:(nhcross-1);
[Slast(:,:,i),S2ast(:,:,i),Wl(:,:,i),W2(:,:,i)]=ma.keW(x,redvh(i,:),n);
end;
=1
Ccv=();
for j=1:(nhcross-1);
if (isnan(Slast(1,1,j)))|(isnan(S2ast(1,1,)));
CV(j)=NaN;
else;
[yhatev(:,j)]=estimam(x,y,redvh(j,:));
for k=1:n;
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CV(j)=0;
CV(§)=CV({§)+((y(k)-yhatcv(k,j))/(1-1/n-Slast (k,k,j)-S2ast (k k.j)))."2;
end;
CV(j)=CV()/n;
end;
end;
[Cvmin,pos]=min(CV);
=redvh(pos,:);
[yhat,m1hat,m2hat,ybar]=estimam(x,y,g);
fi=fopen(fileresul,'w’);
if (fi==0);
disp(’Error al abrir el fichero de resultados’);
stop;
else;
i=1;
resul=[];
for i=1:n;
mse_boot_min=0, mse_teo_.min=0, mhat_xgrid_boot=0;
h_boot=[], h_teo=[];
[mse_bootJnin,h_boot,mse_teo_min,h_teo]=compa.ra.mse(x,y,redvh,redx(i,:),...
C,g,m x(i,:),yhat,m1hat,m2hat,ybar, W1,W2);
mhat_xgrid_boot(i,:)=estimaz(x,y,ybar,m1hat,m2hat,yhat,redx(i,:),h boot);
mhat_xgrid_teo(i,:)=estimaz(x,y,ybar,m1hat,m2hat,yhat,redx(i,:),h_teo);
resul(i,:)=[mse_boot_min,h_boot(:,1),h_boot(:,2),mse_teo.min,h teo(:,1),...
h_teo(:,2),redx(i,1),redx(i,2) ,mhat xgrid_boot (i,:),-..
mhat xgrid_teo(i,:),m x(i,:),yhat(i,:)];
fprintf(fi,’ %f %f %f %f %f %f %f %f %f %f %f %f \n’,resul(i,:));
end;
fclose(fi);
end;

function replica2(n,ﬁledatos,ﬁleresul,C,redx,m_x)

% Realiza una repeticién completa

% Los argumentos son:

%n (tamafio de la muestra)

% filedatos (nombre del fichero donde se guarda la muestra)

% fileresul (nombre del fichero donde se guardan los resultados)

% C (constante para crear la red de anchos de banda)

% redx (conjunto de valores de x donde se evaluar4 la funcién de regresién)
% mx (evaluacién de la funcién de regresién en redx)

Slast=[], S2ast=[], W1=[], W2=[], yhatcv=[];
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[x,y]=model2(n,filedatos);
mind=min(x);
maxd=max(x);
range=maxd-mind;
hmin=range/n;

hmax=range/2;
1=1;
vh(1,:)=hmin;

while (vh(i,1)<hmax(:,1));
hnuevo=(C"i)*hmin(:,1);
i=i+1;
if (hnuevo<hmax(:,1));
vh(i,1)=hnuevo;
end;
if (hnuevo>=hmax(:,1));
vh(i,1)=hmax(:,1);
end;
end;
i=1;
while (vh(i,2)<hmax(:,2));
hnuevo=(C"i)*hmin(:,2);
i=i+1;
if (hnuevo<hmax(:,2));
vh(i,2)=hnuevo;
end;
if (hnuevo>=hmax(:,2));
vh(i,2)=hmax(:,2);
end;
end;
nh=length(vh);
redvh=[], i=1, j=1, nhcross=1;
for i=1:nh;
for j=1:nh;

redvh(nhcross,:)=[vh(i,1) vh(j,2)};

nhcross=nhcross+1;
end;
end;
i=1;
for i=1:(nhcross-1);

end;

[S1ast(:,:,i),52ast(::,i), W1(:,5,i), W2(:,:,i) |=makeW (x,redvh(i,:),n);
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j=1, CV=[|;
for j=1:(nhcross-1);
if (isnan(S1ast(1,1,j)))|(isnan(S2ast(1,1,j)));
CV(j)=NaN;
else;
[yhatev(:,j)]=estimam(x,y,redvh(j,:));
for k=1:n;
CV(j)=0;
CV(j)=CV({i)+((y(k)-yhatev(k,j))/ (1-1/n-Slast(k,k,j)-S2ast (k.k,j)))."2;
end;
CV(j)=CV(j)/x;
end;
end;
[Cvmin,pos]=min(CV);
g=redvh(pos,:);
[yhat,m1hat,m2hat,ybar|=estimam(x,y,g);
fi=fopen(fileresul,’w’);
if (fi==0);
disp("Error al abrir el fichero de resultados’);
stop;
else;
i=1;
resul=];
for i=1:n;
mse_boot_min=0, mse_teo_min=0, mhat_xgrid_boot=0;
h_boot=[], h_teo=(];
[mse_boot_min,h_boot,mse_teo_min,h_teo]=comparamse(x,y,redvh,...
redx(i,:),C,g,m_x(i,:),yhat,m1hat,m2hat,ybar,W1,W2);
mhat_xgrid_boot (i,:)=estimaz(x,y,ybar,m1hat,m2hat,yhat,redx(i,:),h_boot);
mhat_xgrid_teo(i,:)=estimaz(x,y,ybar,m1hat,m2hat,yhat,redx(i,:),h_teo);
resul(i,:)=[mse_boot_min,h_boot(:,1),h_boot(:,2),mse_teo_min,h_teo(:,1),...
h_teo(:,2),redx(i,1),redx(i,2),mhat _xgrid_boot(i,:),...
mhat_xgrid_teo(i,:),m x(i,:),yhat(i,:)];
fprintf(fi,’ %f %f %f %f %f %f %f %of %of %of %of %f \n’,resul(i,:));
end;
fclose(fi);
end;

function replica3(n,filedatos,fileresul,C,xgrid,m _x)
% Realiza una repeticién completa
% Los argumentos son:
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%n (tamafio de la muestra)

% filedatos (nombre del fichero donde se guarda la muestra)

% fileresul  (nombre del fichero donde se guardan los resultados)
% C (constante para crear la red de anchos de banda)

% redx (conjunto de valores de x donde se evaluard la funcién de regresién)
% mx (evaluacién de la funcién de regresién en redx)
W1(,:,:)=[], W2(:,:,:)=[;

[x,y}=model3(n,filedatos);

[yh,g]=addfit(x,y,[1 1]);

[yhat,m1hat,m2hat,ybar]=estimam (%,¥,8);

mind=min(x);

maxd=max(x);

range=maxd-mind,;

hmin=range/n;

hmax=range/2;
i=1;
vh(1,:)=hmin;

while (vh(i,1)<hmax(:,1));
hnuevo=(C"i)*hmin(:,1);
i=i+1;
if (hnuevo<hmax(:,1));
vh(i,1)=hnuevo;
end;
if (hnuevo>=hmax(:,1));
vh(i,1)=hmax(:,1);
end;
end;
i=1;
while (vh(i,2)<hmax(:,2));
hnuevo=(C"i)*hmin(:,2);
i=i+1;
if (hnuevo<hmax(:,2));
vh(i,2)=hnuevo;
end;
if (hnuevo>=hmax(:,2));
vh(i,2)=hmax(:,2);
end;
end;
nh=length(vh);
i=1, j=1, cross=1;
for i=1:nh;
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for j=1:nh;
[W1(:,1,cross), W2(:,:,cross)|=makeW (x,y,[vh(3,1),vh(3,2)],n);
cross=cross+1;
end;
end;
fi=fopen(fileresul,'w’);
if (i==0);
disp(’Error al abrir el fichero de resultados’);
stop;
else;
i=1, j=1, step=1;
resul=[];
for i=1:10;
for j=1:10;
mse_boot_min=0, mse_teo_min=0, mhat_xgrid_boot=0;
h_boot=[], h_teo=(];

[mse_boot_min,h_boot,mse_teo_min,h_teo]=comparamse(x,y,vh,[xgrid (i,2)...

xgrid(j,:)],C,g,m_x(step,:),yhat,mlhat,m2hat,yba.r,W1,W2);
mhat_xgrid_boot=estimaz(x,y,ybar,m1hat,m2hat,yhat,...
begrid(i:) xgrid(j,})};_boot);
resul(step,:)=[mse_boot_min,h_boot(:,1),h_boot(:,2),mse_teo_min,...
h_teo(:,l),h_teo(:,2),xgrid(i,:),xgrid(j,:),mhat_xgrid.boot,m_x(step,:)];
fprintf(fi,) %f %f %f %f %f %f %f %f %f %f \n’,resul(step,:));
step=step+1;
end;
end;
fclose(fi);
end;
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Apéndice B

Expresiones adicionales

A= (b —2a) D\ f (1’1) fa (3"2) {D1m1 (-’L'l) f (11?1) + Doyms (-’152) fa (-’Ez) g

(b - a)2 (Dfm1 (z1) Di1f1 (z1) + ng2 (z2) Daf2 (1'2))} +

(b a) f1 (z1) f2 (z2) {D?m1 (z1) fi (z1) + Diyma (z1) Difi (1) +

(b a) (D1m1 (1) D1 f1 (z1) + Dima (z1) Dify (x1))} *

L B= 0)3
3

+ 5 (D2 (@) + Djms (22)) } +

"D f1 (z1) fa (z2) {D1m1 (z1) D1f1 (z1) + Dama (z2) Daf2 (z2) +

(- a)3 2 g
+ 3 1 (1) fa (z2) { D¥my (z1) D1 f1 (1) + Dy (21) Difi (21) +
+ % Dimy (z1)},

A; = b —2a) Dsf2 (z2) fi (z1) {Dama (z2) f2 (z2) + Dimy (71) f1 (z1) +

+ O= 9 (Dtn a2) Dafa () + D (o) Duf )} +

+ (b —2 a) fa (2) fi (z1) {D3m2 (z2) f2 (z2) + Dama (z2) Dafs (z2) +

+ ¢ —40) (D3ma (22) Dafz (22) + Dima (z2) D3 f2 (22)) } +
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(b—a)®
3

+ 2 (Dima (z2) + D (21))} +

(b—a)®

" 3

+ 2 Dimy ("72)} J

+ Dsfa (z2) fi (z1) {Dama (z2) Daf2 (2) + Dimu (z1) Difi (1) +

-}

fa (z2) f1 (1) {D2my (z2) D2 f2 (z2) + Damy (z2) D3 f2 (z2) +

= L —za) [fol (1) f2 (z2) {D1mu (21) f1 (21) + Damga (22) f2 (22) +

- L ':10) (Dimy (z1) Difr (z1) + D3my (z2) Daf2 (22)) } +

+ 2D fi (1) fa (z2) {Dima (1) fi (z1) + Dyma (21) Difi (z1) +

+ (b —4a) (D3¥m, (z1) D1 f1 (1) + Dimy (z1) DY i (z1))} +
+ f1 (21) fa (z2) {D¥my (z1) f1 (1) + 2DFm, (1) D1 f1 (1) +

2
+ Dym, (z1) D2 f1 (1) + (b —;a) (Dfml (z1) D1 fi (=) +

+2D3my (z1) D2 f1 (21) + D?my (z1) D3 f1 (21)) }] +
(b—a)’
3

+ % (D?my (z1) + Dimy (z2)) } +
+ 2D; fi (1) f2 (z2) {D%'ml (z1) D1f1 (1) + Dimy (1) Dify (z1) +

= % Dimy (z1)} + f1(z1) fa (z2) {Dima (z1) D1 fi (1) +

+2Dim (22) D2y (21) + D (@) D (@) + 5 Dima @)},

As

-+ [fol (z1) f2 (“72) {Dymy (Zl) D fi (171) + Domy (z2) Da fo (z2) +

= "20) [D2f2 (z2) f1 (z1) {Damaz (z2) fa (22) + Dyma (21) f (1) +

+ @= 9 (Dim, (2) Da (52) + D () Dufi (=)} +

+ 2D, f5 (x2) f1 (z1) { D3ma (z2) fa (z2) + Damy (z2) Daf2 (22) +

e _(_b_—z_a)_. (Dgynz (3;2) D;fo (.'32) =+ D§m2 (3:2) D§f2 ($2))} T

Ay =

Aaasdsasncsdcdacnassadnoaidciacneicidaotnsoacancacacaccnsanacscnnsocnscadracrsaanncan
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+ f2 (22) f1 (1) {ngz (z2) f2 (z2) + 2D2m, (z2) Dafa (z2) +

2
+ D2m2 (372) Dgf2 (:1:2) + (b —4a) (ngg ($2) D2f2 (1:2) +

+2D3my (z2) D2 f2 (z2) + Dimy (z2) D3f2 (z2)) }] +
(b—a)®
3

+ % (DZma (z2) + Dimy (21)) } +
+2D; f2 (22) f1 (z1) { D3mya (z2) Dafs (z2) + Dams (z2) Dj f2 (z2) +

<+ % ngz (-’52)} + f1 (z1) fa (z2) {ng2 (w2) Dafz (z2) +

+ 2D2m, (z2) D3 f2 (z2) + Dama (T2) D3 fy (z2) + % Djymg (z2)}] -

-
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Apéndice C
Notacion

A continuacién se incluye una lista con algunas aclaraciones sobre la notacién y
terminologia empleada a lo largo de este trabajo.

s RP espacio real euclideo de dimensién D.

= X variable de prediccién en R.

s X = (Xy,...,Xp)" vector de variables de prediccién en R”.
m Y variable de respuesta en R.

» f(x) funcién de densidad conjunta de X.

= f; (z;) funcién de densidad marginal de X;.

s fji (z;) funcién de densidad condicionada de X;|Xj.

» m (x) funcién de regresién de Y sobre X.

s m® derivada v-ésima de una funcién m. m' y m” son la primera y segunda
derivadas, respectivamente.

= o2 varianza de Y sobre X. (Modelo homocedéstico)

= v (x) varianza condicionada de Y sobre X. (Modelo heteroceddstico)
s I matriz identidad.

» AT traspuesta de la matriz A.

s tr (A) traza de la matriz A.

s 2 (K) = [wuTK (u) du momento de segundo orden de K.
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s R(K) = [ K(u)*du.
s D, (x) vector D x 1 de derivadas parciales de primer orden.

s . (x) matriz Hessiana de m de dimensién D x D de una funcién D-variante.

= Sean a, y b, series de nimeros reales.
an = O (b,) si a,/b, — ¢, donde c es un constante, cuando n — oo.
an = 0(by) si a, /by, — 0, cuando n — oo.
ay ~ by, si ap/b, = c+0(1), c # 0, cuando n — oo.
= Sean A, y B, series de variables aleatorias reales.
An = Op (B,) si V6 > 0 3M, 3N tales que P[|A,/By| > M] <4, Vn > N.
A, = op (B,) si ¥6 > 0 lim, — coP [|An/Bg| > é] = 0.
A, =~ B, si A, = B, + Op (By).
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