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INTRODUCCION GENERAL

Esta memoria tiene por objeto el estudio de los proce-

sos (J-X) bidimensionales, introducidos por Ronald Pyke en 1961
con el fin de tratar bajo este enfoque a los procesos semimarko-
vianos y de renovacién markovianos y continuada después su inves
tigacién por Jacques Janssen (1969) que los aplica a la Teoria
de recorridoa aleatorios sobre la recta real.

Nuestro propésito es la construcciédn de Inferencias so-
bre estos procesos ,aplicando la Teoria de Anderson y Goodman ,
que en 1957 publicaron sus trabajos sobre Inferencia en @adenas

de Markov.

Primeramente ,se d4 la definicidén de un proceso (J=X)
como un proceso bidimensional de tripleta (m,p,Q),definido so -
bre un espacio probabilistico (L ,A,P ) y con valores en IxR
donde I representa el conjunto de los naturales excluido el O.
6 bien el conjunto I= (l,...,m) ,m ® .y R es la recta real.
Se da 1la serie de condiciones que deben cumplir dichos proce-
sos y que nos conduce a clasificarlos en varios tipos,siendo
los procesos (J=X) positivos la base de las definiciones de los
procesés markovianos de renovacién y de los procesos semimarko-
vianos.Tiene gran importancia la definicidén de la variable Sn=
f?: Xk’ n €N ,llegando a la comprobacién de que el proceso s

k=0

(( Jn,Sn);rleN') es un proceso de lMarkov y ( Jn;]gepn una ca-—

dena de Markov ,llamada cadena inmersa en el proceso (J=X).
"a-



Pasamos despues a considerar las funciones f:IxIxR — R ,tales
que ¥ i,j €I , f( i,j,.) sea medible Lebesgue ¥y tras estable-
cer las medias condicionales e incondicionales ,se introducen
las sumas Wf(n) de tales funciones , llegando a propiedades de
tales sucesiones de sumas ,establecidas en las proposiciones 2A
Yy 2B ,1legando como consecuencia de estas a una generalizacidn
de la igualdad de Wald establecida para variables (Xn;né!N) ’
independientes ,integrables ¥y equidistribuidas.

Si consideramos .las partes positiva y negativa del pro
ceso (X ,m€N ),1los procesos ( (Jn,X'I"1 ),n€EN) , ((Jn,X; ),n&N)
asi como ((JnJXn() sn€ N) ,son procesos (J-X) positivos , y se
demuestra que todo proceso (J-X) se descompone en dos procesos
(J-X) positivos ,donde para ¥n€ N : X = Xi - X; .

Uno de los apartados méds importantes de este capitulo
es aquel en el que hacemos :la clasificacién y estudio del pro-
ceso segln su cadena inmersa ( I3 né€ N),estudiando los casos

siguientes:

a) Cadena irreducible recurrente positiva.

b) Cadena irreducible recurrente nula

¢) Cadena aperiddica recurrente nula

Dentro del apartado a) y partiendo de que el proceso estd deter

minado por la cuadrupleta ( m,f?,P,F) donde 1T es la distribu -

cién estacionaria tinica,que tomamos como distribuecidn inicial ,

se introduce el proceso dual ( ( Jn,Xn); QénéN ) ,determinado

N

v oA ~ -~
por la cuadrupleta ( m,’T,P ,F ) ,donde P y F vienen dadas por

la definicidn 4A. ~b-—



En el caso b), al no existir distribucién inicial apropiada ,
nos restringimos a clases de procesos con la misma tripleta:
(m,P,F) ,llegando al establecimiento de clases duales y auto-

duales,

Toda la teoria que se desarrolla a partir de aqui va
encaminads al establecimiento de las Leyes de los Grandes Né-
meros y T.C.L., para estos procesos.

A partir de la cadena inmersa ,definimos para ¥ jé I ,el pro-

ceso r(j)
n

in€ No) de los indices de recurrencia(Ver Chung
(2)) .En el caso de cadena irreducible recurrente ,el proce-
so para un j fijo ( ugj); S(ENO) ,donde uéj) viene dado por
(5.1) ,se puede considerar como un proceso de renovacién en
sentido amplio demostrando en la proposicién 5A que E(ul) =
~Z; ﬁ}'fi . En el caso en que f(i,j,x)= x (recorrido alea-
igkio,ul representéré la posicién de la particula cuando se
produce el 12X retorno a j, dado que se parte del mismo jJ.
y en este caso se verifica que rﬁj = B( ul) =Zi rri’Zi’ NG
que el cociente rﬁj/ m,y s independiente de j y vale E(Xn)
A partir de aqui, bajo ciertas condiciones de converw:.
gencia ,se demuestra la existencia de las esperanzas E( uik))
¥k, y en particular que E( ui ) existe y es < ® ,viniendo

su expresidén dada en funcion de los tiempos medios de primer

paso por (5.7) (pdsg 26 ).

Una vez establecida la existencia y finitud de los no~.:..

mentos ,se deduce un caso particular de Ley Fuerte de los G.N,

haciendo intervenir los momentos de orden 2 y seguidamente si
-C-



se adopta el método de descomposicién de Chung ( ver pdg 30)
para cadenas tomado por Pyke(l7) para los procesos (J-X) posi-
tivos se llega a una Ley Fuerte sin hipétesis sobre los momen-
tos de orden dos. dada por la Proposicién 6C.(pdg 33).
Andlogamente,se pueden traspasar al caso de procesos
(J-X) ,otros Teoremas vélidos para procesos (J-X) positivos.
Pras las Leyes Fuertes y basandonos nuevamente -en el
métodoxde descomposicién de Chung ,establecemos un Teorena Cen-
tral del Limite para las sumas Wf(N) de funciones de los pro -
cesos (J-X) ,cuando la cadena inmeraa es irreducible recurren=:
te positiva y var ul(g) {® ,donde g=f - mj/ mis llegandose
al resultado establecido en la Proposicién 8A,pdg 39.,obtenien
do el caso particular correspondiente para ‘recorvidos aleato-.
rios., De esta proposicion 8A se deduce con facilidad un Teore-
ma Central del Limite para el proceso bidimensional (Jn,Wf(N))
deduccién en 13 gue se utiliza el paso al proceso dual,ya que
Wf(N) = &% (N), y cuyo resultado viene dado por la Proposicion
8B.

Como final del Capitulo 12 se realiza una aplicacion
de estos procesos a la prédctica ,en particular a la Programa -
¢ién Dindmica ,donde Xn representa el rendimiento de¢ la n-ési-
ma etapa y Sn el rendimiento total en n etapas ,adoptando una
politica estacionaria,.Howard(1l0) demuestra que la ganancia to--
tal esperada por etapa E(Sn)/n tiende en el caso irreducible ,

“\
recurrente positivo yaperidédico con m £L® ,hacia g=Ei rTini

—d- 1



En las aplicaciones précticas de estos procesos,nos-
tropezamos generalmente con el desconocimiento de las probabi
lidades de transicién de la cadena de Markov inmersa y por tan
to con la necesidad de obtener estimaciones de estas lo més co-
rrectas posible.

A este fin se dedican los Capitulos ITI y III de esta
memoria basados fundamentalmente en los trabjos de Anderson y
Goodman (1957 ) sobre Inferencia en Cadenas de Markov,dedican
do el 22 capitulo a obtener estas estimaciones y el 3¢ a esta-
blecer contrastes de hip6tesis acerca de ellas.

Supongamos que la cadena de Harkov inmersa es de un
n? finito de estados i : i=1,2,..,m.y sean los instantes de ob-
servacién t(t= 0,1,..,T) ; pij(t) serd la probabilidad de que
la cadena esté en el estado j en el instante t ,dado que esté
en el i en el instante t-l1, ¥y es obvio gue si las probabilida-
des de transicidén son estacionarias : p. .(t) = p.. t=l,eee,T
como es nuestro caso , aunque se obtendrdn las estimaciones ,
simulténeamente para uno y otro caso ,.

Para.llegar a estas , supongamos que existen ni(O)
individuos en el estado i en el instante cero.

Una observacidén sobre un individuo dado consiste en
la sucesién de estados que ocupa en los instantes 0,1,..,T,
que llamamos i(0),i(1l),ee,i(T) ,es decir,dado el estado ini -

cial,su trayectoria tendré mT posibilidades.

—C



En los estados intermedios ,llamamos nij(t) al n? de indivi-
duos que pasan del estado i,al j en el instante t ,siendo evi
dentemente: ni(t-l):i: nij(t) . De esta forma llegamos .. a
que las variables nij(t) son V.A. multinomiales con distribu~-

cién(condicional en las ni(O)):

T ( n, (t-1) m ( )nla(t) N
| ‘ T E ] 5 p..(%
t=1 n (t) J= 1)

i=1

Se obtiene que,para probabilidades de transicién no estaciona-
rias pij(t) ylos nij(t) forman un conjunto de estadisticos su-
ficientes y en el caso de probabilidades estacionarias,las nij=
tfl lJ(t) ,son las que forman un conjunto de estadisticos su-
f;cientes.

Pasamos enseguida a hallar los estimadores de méxima

verosimilitud de las pij(t) Y py4 sen funcibn de las nij(t),si—

T
do:
enco n, (%) . n, . 2y n, (%)
(t)= —— y — ij _ =l i
n, (t-1) ij ® -1
i n, ~— n.(t)
i £0 i

Con el fin de saber el comportamiento asintético "de

las Py yhay que conocer antes el de las n, (t).

Consideramos que Ezkici » M k ( "rl K> 0 r M = T ),

cuando Z. n. (O) -—-? ® .

Para cada estado inicial i(0) ,el conjunto de las 35 (0)
i(1)..i(T) ? son V.A., multinomiales y cuando la amplitud mues-—

tral crece se distribuyen asintéticamente segun una normal Yy

por tanto ,las nij(t) sque son C.L. de estas ,éétén distribui-

—f—



das tambien asintéticamente segin normales , calculandose sus

medias,varianzas y covarianzas.

Con esta base, se comprueba,que cuando n —— ® ylas variables
(n)l/2 ( Pij = Pij ) siguen,en el limite ,la distribucidén nor-

mal, halldndose con facilidad los pardmetros que la caracteri-

Zalle

La cadena inmersa de los procesos (J-X) es de probabilidades de
transicién estacionarias.Por tanto,se adoptarédn las estimacio -
nes propias para tal caso.

Refiriendonos al apartado 42 del Cap.I. podremos calcu-
lar la distribucién estacionaria ,con la base de estas estima -
ciones,pudiendo pasar después ,en funcion de ellas al estudio
del proceso dual.

Posteriormente pasamos a estudiar ,tomando como‘base la teoria
desarrollada por Chia Kuei Tsao( 11 pég 84)(1968),funciones ,
probabilisticas de la cadena tratando con una sucesidén espe -
cial de ellas,que son vectores aleatorios multinomiales i.i.d.
bajo ciertas hipétesis acerca de sus probabilidades de transi-
cién .

En el Wltimo apartado de este capitulo ,estudiamos si-
guiendo los trabajos de Do Sun Bai( 1975)(Ver 15,pdg 85)sobre
estimacién de funciones de P, la eficiencia de dichas estimaci--
ones. En el caso en que las N observaciones de las que partimos

(Jl,Jz,..,JN),de la cadena inmersa del proceso (J-X),sean em n?

fijo,se sabe que no existen estimadores insesgados de funciones

—g_



de P. Por tanto,para que dichos estimadores insesgados existan
N debe ser una variable aleatoria y todo esquena relativo a es -

timaciones insesgadas serd un esqguema de estimacidén secuencial .

Como se quiere estudiar la eficiencia de estas estima~
ciones de funciones de P, y sabemos que un estimador es eficien
te cuando su varianza alcanza la cota de FRECHET-CRAMER-RAO, el
problema consiste en caracterizar tripletas eficientes (s,f,g)
para la cadena de Markov de m estados inmersa en el proceso ,
donde S es el plan de muestreo ,f =f(Jl,J2,..,JN) el estimador
y g(P)=E(£) el valor esperado,estableciendo despues la desigual-
dad de Informacién para dicha cadena( Ver 3.2, Cap II )

Tratamos despues con funciones especificas de P,tales
como funciones de una fila de P y funciones de dos § mds filas
de P,hallando tripletas eficientes,en el primer caso y compro -
bando que en el 2¢ caso no existen tripletas eficientes,a menos

que la cadena tenga sélo dos estados,(m=2).

Como una continuacién natural de la Teoria de Estima -

cién,el Capitulo 32 se dedica a estudiar algunos métodos de con

traste de hipdtesis ,aplicandolos a los casos particulares que

se nos presentan.Para ello nos basamos ,al igual que en el Capi-
tulo anterior ,en la Teoria de Anderson y Goodman(1)(1957),80 -
bre Inferencia en Cadenas de Markov y en los trabajos de Chia
Kuei Tsao ( 4 ) (1968) ,relativos a funciones de la Cadena.

En la 128 parte ,contrastamos primeramente la hip6tesis de que

~h-



(0)

las probabilidades de transicién tienen valores especificos pij

ge decir HO: pla ia), j=1,2,..,m. ¥y para un i dado.

Para ello nos basamos en la distribucién asintotica de los es-

] : N 0
timadores ,y en el hecho de que n (p.. ( 3 >
>on i i, )X
n. >
£ i (o) m-1
j=1
13
grados de libertad.A partir de esto ,se hallard con facilidad la

regién critica, para un nivel &« dado.

Aunque la cadena inmersa en el proceso (J-X) es de probabilida~-
des de transicion estacionarias,se puede contrastar tambien la
hip6tesis de que dichas probabilidades son ctes. contra la alter
nativa Hl:pij=pij(t).Para este problema se utiliza el test de ra-

zén de verosimilitudes ,hallando el cociente :
(t)

A = ﬂﬂ( >

ij(t)

g > "d)

y como ya es conocido que =2 log A — )( (7-1)m(m=1) scuando
Ho es cierta,esto nos conduce a establecer una semejanza con los
tests standard de homogeneidad utilizados en las tablas de con-
tingencia y a establecer hipbtesis equivalentes bajo este punto
de vista.Usamos tambien el citado test de verosimilitudes para
contrastar la hipbtesis de homogeneidad para T muestras indepen-
dientes de pruebas multinomiales.Para ello se calculan los corre-
spondientes Ai’ distribuyendose —ZloglAi segin una 'X. ,con 3
(m-1)(7-1) g.l. Deducimos finalmente que las X_i son asintética-
: . 2 <&
mente independientes y que la sumas X = Z X‘i es una X2

con m(m-1)(E-1) g.1l.



Una alternativa al modelo ,oue se ha estudiado hasta ahora ,en
que las ni(O) son fijas,se presenta considerando que sean V.A.
multinomiales.A este caso dedicamos el apartado 39 de este Ca-
pitulo,(ver pig 93)

Despues de analizar los tests mis importantes concernientes a
las pij y como continuacién de la 22 parte del Cap. II,se es-

tudia la admisibilidad de las funciones probabilisticas de la

Cadena inmersa en el proceso (J-X),como tests estadisticos acer-

ca de la matriz de transicién P.

Llamamos S, . 2 la suma $i+..+YT de funciones de la cadena,si-

guiendo la ShT una distribucién multinomial ,(binomial si h=2)

segin el Teorema 2(p4g 63) del 22 capitulo.
Tratamos en este dltimo apartado sbélo este caso,partien

do de r,y Ty ybales que O(ro,rl(l y de 2m distribuciones ,

o} o . )
conocidas o desconocidas u(?k 2( 0 L g X ey % )]
1] ij1? ij2 13mij

para i=l,..,m y j=l,2.

Se trata entonces de contrastar la hipdétesis nula Ho:p=r0; X, =

1]

1+ 4 ig , con cada una de las alternativas:
- Ll L 3 - L3 L3 — o
Hy:p=ry H,p > T ,H3. pLT, Y H4.p # r  scon o(ij_ xij

Se obtienen ,con esta base 4 tests optimos para cada una de las
cuatro hipbétesis,siendo Po, Pl’ P2, P3 y 34 las matrices de tran
sicibn baje cada una de las hipétesis expuestas.Se comprueba ,

posteriormente,que los %est obtenidos son los U.M.P. para con -

trastar las hipétesis citadas( Ver Teorema 1 y Corolarios 1 y 2

pégs. 97,98 y 99)
._j...



Se obtienen como consecuencias:

12) Si los o(:j se consideran como parémetros perturbadores

los test Y,y ¥or¥ fg son B.M.P. e insesgados.

28) Ya que las funciones de potencia son todas binomiales con
parémetros (Pyp) ,todos los tests son uniformemente consis-—
tentes.

En todos estos planteamientos se supone fija la distribucidn

inicial Po, ¥y se puede. contrastar Ho,contra hipbtesis alter-

nativas mé4s generales ,suavizando las condiciones impuestas a

las distribuciones o(gj y a Po.

Finalmente,se estudian algunos modelos de aplicacibén - =7

practica ,considerando a 32T como generalizacidén de algunos es-
tadisticos bien conocidos.

Los modelos estudiados son:

I) Modelo del " test de los signos "

II)Modelo del"n? total de rachas"

III)Modelo de " Recorrido aleatorio ciclico”

IV) Modelo de " Tendencia mixta " , este ultimo con aplicacidén

a los problemas de movilidad social.

ke



CAPITULO I

I.5.

I.6.
I.7.

I.3.

LOS PROCESOS ( J-X )

Introduccién,definiciones y propiedades'fundamehtales
Estudio de las funciones f: I x I xR —> R
Descomposicién: . |

Estudio del Proceso (J=X) segliin el tipo de cadena in-
mersa,

Estudio del proceso ( uéj) » SEN )

Leyes fuertes de los Grandes Numeros para Procesos (J,X)

Aplicacién de estos Procesos a la Programacidn Dindmica.

Teorema Central del Limite para. los Procesos ( J-X ).

Bivliografia,
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CAPITULO I

ESTADO ACTUAL DE LA TEORIA

Vamos a introducir una clase de procesos estocédsti-
cos bidimensionales ,cuyo estudio fué iniciado por R.Pyke en
1961 , con motivo de sus trabajos sobre procesos semimarkovia-
nos y de renovacién markovianos, pero sin resiringir las V.A.
a ser c.s. positivas.

Estae generalizacién , que ya ha sido considerada por
varios autores,como: Hi,D.Miller (1962) ,Keilson(1964),Whisart
(1964), Hatori y Mori(l966) , es muy interesante , ya gue am-
piia el concepto de recorrido aleatorio sobre la recta real,
al no suponer que los pasos sucesivos son V.A. independientes
y ecuidistribuidas, ya que se introduce una cierta dependencia
entre los diferentes pasos.

Dada la importancia del concepto de recorrido aleato-
rio por sus aplicaciones en Teoria de Colas ,Teoria colectiva
del Riesgo etc.. ,vemos en estos procesos un vampo de investi-
gacidén fructifero a la vez ,desde el punto de vista teorico,co
mo préctico.

Ademéds estos procesos se encuentran en la Teoria de

Procesos de Decisién secuenciales ¥y los resultados gque se ob-

-
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tienen son Gtiles:a la vez en la gestidén de stocks , y equi-
pos de armamento.

Comenzaremos dando las definiciones y fundamentos de
estos procesos , asi como las nociones de descomposicién y de
dualidad , para pasar después a la clasificacidém de estos pro-
cesos segin su cadena inmersa y se establecerédn resultados fun
damentales sobre las Leyes Fuertes de los Grandes Numeros y so
bre Teorema Central de Limite , para las sumas del tipo:

XL
£

£( Jn—l’Jn’Xn)
n=1

generalizando asi los resultados de varios autores.

Se obtendrén estos Teoremas, sea a partir de razonami-
entos probabilisticos , como los utilizados por K.L.Chung,en
cadenas de Markov o por Pyke y Schaufele(1l964) en los Proce-
sos de Renovacién Markovianos , sea con la ayuda de las.pro-

piedades de sucesién centrada del proceso:

{f( T _199,0%,) 5 neN)




DefTRICIONES Y PROPIEDADES FUNDAMENTALES

Designamos por I , el conjunto finito Im=(1,2,..,m)
méﬁNo sy 0 bién el conjunto de los naturales excluido el cero.

NO. Si m<om , significa que I= Im y m= ® que I= Nb.

DEfINICION 1 A

Sea un-espacio probabilistico ({2 ,7(, P), gue sin
pérdida de generalidad se supone completo.Sobre este espacio
llamamos proceso (J-X) a todo proceso bidimensional:

{ ( Jn, Xn) s NEN } ; (N= NOU 0) , con valores en I xR

gue satisface &

I) X =0 C.8,
(o]

o k ke T k

II) P( Jn-‘-'- k,Xn$x / JO’Jl’Xl'Ja’xz’...'Jn"l ’

X )CéS. QJ

el (x) ;VxeR y VkeI

n—l’k

Ademds ,para todo i,j€1I , Qij(x) es no decreciente,

continua a la derchs ' Vo

lim Q. .(x) =0 (1.1) y lim Q. .(x) = p.. (1.2)
X—= —-® 1d X —>® 1J 13

donde ;{: pij =1 ,i€I (1.3)
J

Por tanto las funciones H.(x) = E Q.. (x) JE€I
J kel Ik .



son funciones de distribucién definidas sobre (- @, ®) , to

do proceso (J-X) , queda caracterizado por la tripleta(m,p,Q)

siendo:

m= un entero positivo o + ® , seglin sea I =Im é No.

p= vector de probabilidades iniciales.

Q= matriz de funciones de masa ,definidas sobre R y gue satis-

facen (1.1) y (1.3) .

DEFINICION 1 B

Si para todo i,j€I ’Qij(x) = Qj(x) , el proceso de-
terminado vpor (m,p,Q) se llama proceso (J-X) de"orden cero".

DEFINICION 1 C

Si para todo i,jeI , Qij(x) es nula para x<{0 y es
Qij(o +)<1 , el proceso (J-X) determinado por (m,p,Q) se 1lla
ma proceso (J-X) positivo.

Hay que hacer constar que esta nocién es , en los tra-
bajos de Pyke, la base de la definicidn de los procesos semi-
markovianos y de renovacidén markovianos.

DEFINICION 1 D

Si en la definicién de proceso (J,X) positivo sustitu-
imos la condicién (1.3) por : Z pij\<l y 1€1I con al menos
una desigualdad estricta , llaiéggs a estos procesos ,positi-
vos defectuosos.

Un proceso (J,X) positivo defectuoso es i-terminal ,si'

y solo si ,partiendo de i ,se termina casi seguramente.

-5



Un proceso (J - X) positivo defectuoso es p-terminal
sl «e ternina c.s,

Una clase de procesos (J,X) positivos defectuosos ca-
racterizada por (m,Q) es terminal si cualquiera que sea la dis

tribucién inicial p , el proceso de tripleta (m,i,Q) es p-ter-

minal,
Vamos a introducir shora las variables aleatorias si-
guientes: n
Sn =Z Xk y NEN , y las funciones:
k=0
Q ;(x)/py; s opy) 0
Py %) = 1,j€1
Ul(x) si P; 5= 0
0 x¢c |
donde : Ua(x) = CER
1 xg,c

Bajo estas condiciones se verifican los siguiebtes lemas:
LEMA 1 A
£l proceso ( I Sn) yn€N es un proceso de Markov

y el proceso ( Jn,nEiN ) es una cadena de Markov.

&n particular,tendremos:

= “d . ,C_._S .
P( Jn"' k’ Sn\< y / JO’Jl’bl’Jz’ SQ'..’Jn-l’sn-l)’ - QJ'n 1k(y—

Sn—l)

_ c.S.
E( Jn* k/Jo’Jl""Jn-l)) - pJn 1k

-



LEMA 1 B

Todo proceso (J-X) goza de las propiedades siguientes:

a) : CeSe
P(XEX /T 30, peeyd o) = "H_ (x)—Z Q (x)
n 0’1"’ ' n-1 ;n {1 J 13
b) P(X <x/ J Jl,..,Jn) S=p (x)
n-1n
©)  p(x X <x /3 3 n N p(x ( X <
< Xl,.., nk\ k/ n’ - AN xl".’ =~
k
c.s.
X, /T 3T eeyd V22T F , (x,), si 0L
X 1 n, R gl

< n2<..<nk ’ nié No s i= 1,2,..,k.

Esta Wltima igualdad expresa la independencia condicional de

Xn ,X ,..,X dados ’o',J 1’J

J ydJ .
1 e Ty 0y -1 my et By
Entonces resulta que una forma equivalente de definir
un proceso (J,X) consiste en dar:
P : matriz estocdstica y F ¢ matriz de funciones de distri-
bucién , donde Fij representa la funcién de distribucidbén con-

dicional de X_dado J =1 ,J = j. En este caso:
n n-1

(x) = P, ; Fij(X)
Asi ,podemos definir un proceso (J,X) sea por la tripleta (m,p
Q), sea .por la cuadrupleta(m,p,P,F)
Los dos lemas anteriores han sido demostrados sor Pyke
(18) (1961) en su estudio de los procesos de ienoVacién mar-—
kovianos.

Posteriormente veremos la importancia gue tiene la va-
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riable aleatoria Sn, en el estudio de recorridos aleatorios
sobre la recta real.Dicha Sn yrepresenta la posicién de la

particula al cabo de n pasos.




IT, E5TUJIO DE LAS FUNCIONES f: IxIxR —> R

Vamos a considerar ahora ,las funciones reales f(.,.,.)
definidas sobre IxIxR tales que para todo i,j de I ,f(i,j,.) es
medible en sentido de Lebesgue.

Supondremos por tanto , una de las condiciones siguien-

(2,1) Z / lf(k,g,x)'dQ (x) <o Vkel

(2.2) Z / If(k,j,x)lz dQ, :(x) < @ V ket
j€r1 / R J

Sea ahora

Eik = /R f(i,k,x) ink(X) (2.3)
i(ii = J/-R (f(irkyx))e ink(x) (2.4)

Asi, bajo las condiciones (2.1) y (2,2) ,las series :

B F(2) (2)
(2.5) %= 1{/,Z_I ?ik v (2.6) L % i

son absolutamente convergentes para todo i 1I.
Si designamos ahora portfy' y 077 7 los G -cuer-
n-1 n-1

o0s engendrados r ecti .o
P drado espectivamente por ( JO ’Jl ,Xl, ’Jnrl’xn-l)

y por: (Jo’Jl""gn-l) para n)l y ponemos‘jv ; = A ;, =

=(d>,fl), se vezrifica la siguiente propiedad:

-0



PROPOSICION 2 A

Sea el proceso {f (Jn_l,Jn,Xn), neNo} que satisface
(2,1). Entonces la sucesidn :

(£, 1000 - F; 5 A 5m)
n-1 n

es una sucesidn centrada,
Como la sucesién de las V.A. dadas est4d adaptada a la
familia creciente de U-cuerpos (;ﬂ “ 3 n2l) es suficiente de
n N

mostrar que la esperanza matemdtica de dichas variables aleato-

rias ,adaptadas a A © es cero C.S.
n-1

La propiedad de ser centrada ,para la sucesiédn dada se
considera en el sentido de Neveu( 15 )

Consideremos ahora las sumas siguientes:
n

Wo(n) =Z £( 3, _1,9,0%,) 5 031, W.(0) =0
k=1

¥y llamamos para simplificar la notacidén :

£ Jn--l’Jn ’Xn ) = £( Jn,--l'Jn ’Xn ) - ?.Jn 1

e introducimos la V.A, m(w) y de valores enteros superiores
0 iguales a 1 ,y que verificanm 1la propiedad siguiente:

( w o m(w) = n}s)ﬂ ‘ ypara todo ne’No.
n

De la proposicién precedente y de un teorema de Neveu
(15 ) ,extraemos la siguiente consecuencia , en forma de pro-

posicién :

-1~



FaUrus ICTION 2 B

31 se satisface la condicién (2.1) ,entonces la suce-
sién : {Wf(n) s né N } es una martingala con respecto a la
sucesidén creciente de (¢-cuerpos {%; s né N} .

Este resultado ,junto con un teorema de DOOB ( & ),nos
conduce a la proposicidn siguiente:

PROPOSICION 2 C

Bajo la condicién (2.1) y si

1) E[m(w)J (+o

II) Existe una constante k positiva ,tal que:

E [] £ In 1951 0¥ n+£ /Q;qu K para
n ¢ n(w) c.s.
se cumple: ,entonces :
E [Wf,(m(w))] =0
Como consecuencia de la proposicidn anterior podemos extraer
un interesante eorolario y aue puede interpretarse como una
generalizacidén de la igusldad..de Wald y establecida para V.,A,

(Xn; n€N_ ) ,independientes ,integrables y equidistribuidas.

COROLARIQ 2 A

Bajo las hipétesis de la anterior proposicidn yS€ veri-

fica que : m(w)

B [ Wf(m(w))j = E g J (2,7)
n= n~-l :
Si la primera de estas esperanzas matemidticas existe.

Bs facil ver ,que la condicidén 2 de la anterior pro-
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vosicibén ,se verifica cuando el supremo de la sumatoria de
la condicidén (2.1) es finito.

Si consideramos el caso f(i,j,x)=x , con lo cual -
consideramos el caso de recorrido aleatorio sobre la recta
real, resulta poniendo como expresién de las esperanzas con-
dicional e incondicional :

Bij = RXdFij(x) y 71";1’13 b, ;
y suponiendo que todas las 7Zi son iguales a)?, iel, vy

nue E[mhﬂ}(+m.z

B[ S, = BX) C Em(w) = 7. B(a(w)
va que m(w) es una ivariable aleatoria.
Vemos asi que la igualdad(2.7) se puede interpretar como una
generalizacidén de la igualdad de Wald.

De forma parecida se puede generslizar el Teorema fun-
damental del Analisis Secuencial ,demostrado por Doob( € ).
Parz esto consideramos la V,A. z ,compleja, y suponemos que
las V.A.

z3
n

7 = = ;s n)l
BE( ezsn / J,d J )
o’1’"*?’"'n

esten definidad.Tenemos entonces 1la siguiente proposicidn:

PROPOSICION 2 D

Sea m(w) de valores en NO y tal gue para toao néNO:

-12-



{w : m(w) = n} € ﬂn siendo ﬁn el - cuerpo engendra-

do por Jo’Jl’Xl""’Jn—l’Xn—l ,Jn.vpara nyl.
Si ¢
) E[n W/<o
II) Existe una constante K) 0 , tal que :
E {!‘Zn«l» 1" Zn”ﬂn]é K , para n{m(w) c.s.
entonces se verifica que : la esperanza matemdtica de la varias'

ble 2 y vale 1, es decir:
m(w)

-~

esz(w) !

2S5
(w) )
E( e n W’/ Jo,...,J‘lm(w) J

E =1

La condieién 1II) es equivalente a :

z3 . 2X
P "B || ;e*u -1l A_Kx
L PR )  Yi o

siend
neo ? Jk_le(z) y la funeidn caracteristica correspondien-

te as F J(x) .

19k
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3o DESCONPO3ICION

Vamos a dedicar este apartado a ibtener la descompnosi-
cién de todo proceso (J-X) ,en dos procesos (J-X) positivos:

+ 1 - & - _
{(Jn,Xn) y nEN( y (Jn,Xn) ,néfN} sdonde X'y X repre
sentan la parte positiva y negativa de la V.A. Xn’

si x+ (w) y X (w), son las partes positiva y negati-
vz de X(w),de funcibn de distribucién F(x),es fdcil verificar
aues

4 i +

F' (x) =P( X~ (w) <¢x)= U, (x). P(x)
F©' (x) =P( X~ (w) ¢ x)= (1-F(-x-)) (1-U_(-x~))

JFLo(x) =POIX(W)| ¢ x)=U(x)(F(x) - P(-x-))

Bajo esvas condiciones se verifiega la siguiente proposicidns

PROPOSICION 3 A

Sea & (Jn’Xn) y DNEN }, un proceso (J-X) de cuadruple-
ta (m,p,P,F) . Si para todo i,j de I , respectivamente ,se ve-

rifica
Fi5000<¢1 F;5(0-)) 0 v F;(0)-F; (0-)1

entonces los procesos
[Gaoy )y mew [, {a,x0), nenfy {(, | x_|),ne |
son procesos (J,X) positivos caracterizados pobditivos caracte-
rizados por las cuadrupletas :
(,5,,7°) 5 (m,5,2,F) vy (m,5,P, F, )
Se puede demostrar a titulo de ejemplo, cualquiera de

las tres afirmaciones anteriores.
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En 1o que concierne a la relacién entre las medias condiciona-

les e incondicionales,tenemos:

= - b.° . .. =b.. 4+ Db..
Pig=Piy - Pyy oy Pyy = by ij

(5

i
-
e
'
~
By
L4
—
-
|
~
(TS
’~
N
P

siendo:

+ +
b.. = E( Xn/ J

=i ]
ij n-1 "7 "n v i

b, E( xn/ J

ij n-1""""n

’n; =E(X: /Jn-1=i)’ 02; =E(X;/Jn-1=i)

Ney =BC X /3 = 1)

las medias condicionales e incondicionales.,y siendo equivalen~
te la convergencia absoluta de la seriez:: pij bij sa2 la conver

i
gencia de las dos series de términos positivos:

+ -
Z; Pij Pij y j; UTLEY

De todo esto podemos deducir el resultado siguiente en forma
de corolario :

COROLARIO 3 A

Todo proceso (J-X) ,se descompone en dos vrocesos (J=X)

positivos {( J X'L) n€N3 y{(J X~ ) nGN}
n’ n y n ? n 4 .

Estos tres procesos tienen el mismo conjunto de esta~
dos, la misma cadena dé Markov inmersa y como matrices de fun-
ciones de distribucidén condicionales F,F+,y F oy para todo:n

+ -

d N = -
e Xn Xn Xn ~15-




4.~ 55TUDIO DL PROCESQ  J-X SEGUN EL TIPO DE CADENA TNHERSA

in ecte apartado vamos a realizar un estudio de ios
procesos (J-X) » Seglin sea el tipo de cadena asociada al Pro-—
ceso , haciendo especial hincapié en el estudio del proceso
dual.

Vamos a considerar,en principio, un proceso (J-X) cu-
ya cadena de Markov inmersa (Jn;nch),sea irreducible, compu-
esta de una clase recurrente positiva de periodo d.Sean 01,02
,..,Cd,las d subclases ciclicas de esta cadena .En este caso

Sabemos cue existe distribuciédn estacionaria Ynica,solucién

del sistema : /~7—i - Z ﬁk Py s feT
kel
con la coudicidn: < X f: 5, .
P T‘/'i =1 ,con ]I, 70, ¥iel
iel
Le Gnica solucién de este sistema es: TTi = — siendo
ii
mii el tiempo medio de recurrencia del estado i, y verifican-
N = 1
dOlJe [ .é:_‘ ‘ji ——T'“
16.0r

Vamos a sunoner ahora gue el proceso (J=X) considerado,estd

~N
determinado por la cuadrupleta (m, I'T,P,F), es decir tomamos

como distribucidén de probabilidades iniciales,la distribucién

s “~ v

estacionaria, f7'=(ffl,f7é,.....,72k,..), y fijamos N€ N, .

Esto nos permite definir las V.A. siguientes:

~ ~n

= £ ‘A= H £ , = eS e .
n T ? O\<n\N,Xn XN—n-!-l’O(n N 3 X, =0 co.s.(4.1)
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Es fécil ver que,para todo n, tal que : 1&n (N ,se verifica:

» ~ ,-[.
P(J —J/J l ”"J _l ) = NJ pj 3 CeSe
a4 n-1

es decir,sobre (0,N), el proceso se comporta como una cadena

de Markov ,de matriz :

“

A 17. a ) ~ .
P =( LVJ Pji) y tal que  P( J°=1)= /‘71,161
/1
1

-~

Se verifica igualmente que la cadena de Markov de par (/a’ P )
es irreducible recurrente positiva de periodo d, y que la ni-
ca distribucidén estacionaria viene dada por el vector .

En virtud de las definiciones (4.1) y (4.2) tenemos

casi seguramente:

”»

P( X S$%09 =k/ I, Iy ’Xl ,..,J 1 ,X ) =(después de suce=

n-l
sivos naSOo)"’ P( J = k / J l ,oo’J ~1 ) Fk J (x) =

Ademés ,esta claro que:

>

1300 =P (/0 =1, 9=0) =R (X < x/ INens1™

El resultado (4.3) ,demuestra que el proceso ( (Jn , X ),0<
n< N )), obtenido invirtiemdo el sentido de las X etapaBd,se

~ N T
comnorta como un proceso (J,X) de cuadrupleta (m,f], P, P ).

Todo esto nos lleva a la definicion siguiente:

-17-



DWFINICION 4A

Sea un proceso (J-X) ,cuya cadena de liarkov inmersa

sea del tipo irreducible ,recurrente ypositiva de cuadruple-
44 -~ ~
ta (m, //,P , P ).Entonces ,el proceso (J,X) : {(Jh ,Xn),né‘Nf

caracterizado por la cuadrupleta (m,/7p, P, F ) ,donde:

2

[e—
-_—

deep..) yjeon F=F
i 9t

se llama proceso dual del proceso considerado.

P=( =

R

Vamos a considc¢rar ahora un segundo caso ,el de un
proceso (J,X) ,cuya cadena inmersa (Jn y N¢N) es irreducis
ble recurrente nula(de periodo d), y no positiva como en el
caso anterior.Sabemos,qué en este caso,no existe distribucidn
estacionaria de probabilidad.Sin embargo Derman yha demostra-

do que el sistemas -
. T, p..=TI., F€I (4.4)

jer * A J

admite, en este caso ,la fnica solucién no negativa , tal co-

mo s ]7; =1 (donde a€¢ I es fijo).De hecho esta solucidn es po-—

Pig
P

sitiva y viene dada por: :f%
v=
n

=30 aa

=
En este caso, como no se puede hallar distribueidén inicial
apropiada ,consideramos ,en vez de procesos,clases de proce-
sos (J,X) que tengan el mismo espacio de estados ,y las mis-

mas matrices P y F .

Esta clase vendr4 caracterizada por la tripleta (m,
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;P,F) , pudiendo con esto extender la definicidn anterior al
caso recurrente nulo:

DSFINICION 4 B

Sea la clase de procesos (J,X) de tripleta (m,P,F),
tal que la cadena de Markov inmersa sea del tipo recurrente

nulo ; entonces la clase de tripleta (m,P,F) ,donde :

J .o 9 F—F
p]

se llama clase dual de la clase considerada.

P =

se demuestra, para que esta definicién tenga un sentido,que
la nmatriz ﬁ, no depende de la eleccién del estado "a" en las
relaciones (4.5).

Se nos presenta un caso particularmente interesante
tel de la autodualidad,es decir aquel donde la clase dual,
'coincide con la clase inicial.Esto nos lleva a la definicidn
siguiente:

DEFINICION 4 C

La clase de procesos (J,X) ,de tripleta (m,P,F),se
dice que es autodual ,si y solo si:

P =P y P=F

Consideremos en principio el caso particular de las matrices
biestocdsticas .Sabemos en este caso yque todos los 775 son
iguales a 1/m ,si md{om y todog los TG son iguales a 1,si

m= ® .Con esta Wltima hipdtesis la cadena debe ser necesaria—

mente nula recurrente , al serm = ® ,
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Resulta asi ,que P

e

i3 = pji y 1€ 1

Obtenemos asi la siguiente proposicidn:
Y

PROPOSICION 4C

Sea la clase de procesos (J,X) ,de tripleta (m,P,gr)
donde P es una matriz biestoc4stica y determina una cadena
de HMarkov irreducible ,recurrente (positiva § nula ysegin sea
m<®» 6 m= o) .Entonces, la clase (m,P,7 ) es autodual
si y solo si P=Pt y ?'=.?t.

Otro caso particular se presenta ycuando la cadena in-
nmersa es de orden cero ,es decir:
ij =Py ii,del

.=lo N O H cI
j};l Pa Pa> N

D

En estas condiciones actuales ,la cadena de lMarkov es aperié-

dica ,recurrente,positiva y:

.3

Pig =P
En este caso resulta que el proceso dual est4 caracte-

rizado por la cuadruvleta (m,§ v P, ?¢ ) y» ¥ que existe autodua-

¢
lidad si y solo si ¢ F = ZF°.

En el caso en que ademés Fij(X) = Fj(x) y Fj(x) = 0
, x4 0 y la consideracién del proceso dual yes8 fructifera tanto

desde el punto ds vista tedrico como préctico.
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5.- ESTUDIO DEL PROCESO ( uéa) ; SEN )

Partamos ahora de la cadena de Markov inmersa :

{ Jn, ne?N}, y para todo jeI , definamos el proceso {riJ) ’

néINo§ de los indices de recurrencia:

3 _ o
0
(i) _ . { . (3) . (3) )
rd’ = skup KEN : k>r Y L34 5, v l<1c k) new
siendo: _ (3) 3, :
m, = B( Tim To ) ne N

Con las notaciones usuales en las cadenas de Markov( 2 ),te-
nemos ques

»
P( J=j para un ciertp n )= z ;p. £.. (5.1)
n ‘ i7ij
iel
La hipotesis de base clédsica consiste en suponer que existe
¢l estado j recurrente y que la distribucién inicial p sea
tal que el segundo miembro de (5.1) sea igual a la unidad.
En este caso y sin por ello perder generalidad

es suficiente limitarse al caso en que la cadena de Markov

{ Jn,nEENJ es irreducible y recurrente.Estas hipétesis im-

plican que réa) tiende c.s, a® con n , y que el proceso

para j fijos
g u(J) sE€N f
<] ) 0

donde

(3)

Ts + 1

ug'j) = :f 23 1 o3, oK)

n=r{ 3y 1
S .
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es un proceso de renovacién en sentido amplio, es decir una
serie de V.A., independientes y equidistribuidas sobre (- o,
® ). Cuando el estado j permanece fijo ,no escribiremos el
indice suvnerior con el fin de aligerar las notaciones.

Segin Chung,vames a introducir unas probabilida-~

des:

¥ _ < (n) ‘
j Pix _‘:2:1:1 iPik siendo: jpg_i’) = Probabilidad de que

partiendo de i lleguemos a k en n pasos sin pasar por j .

. _ . E _ (n+l) Ef (n)
Evidentemente : rpjr =0 y P ik vk
., Py - x
Derman ha demostrado que @ “i jpji

siendo el vector |[1la unica solucién no negativa del siste-

ma (4.4) tal que IW':l. Ademas la cadena es recurrente nula

s:Lysolos:.Z]— i= ®
iel

PROPOSICION 5 A

3i se verifica (2.1) ¥y siZ Z l?ik!n—i < @, entonces:
i k

E(Jul]) € o
1

Y )=ZJ‘ ? (5.2)

ie l

Demostracidbns
En el caso particular donde la cadena es recu~

rrente positiva , la proposicién resulta directamente del Co-
rolario 2A y del Lema 4.1 de Pyke y Schaufele(20 )
En el caso recurrente nulo, la hipétesis de con-
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vergencia absoluta nos permite hacer una demostracién semejan-
te a la del Lema citado.

En el caso recurrente positivo,resulta:

R =2

m..
i j Fii

i ~ v

ii
donde mjj es el tiempo medio de recurreneia del estado j.

De agui resulta el:

COROLARIO 5 A

En el caso recurrente positivo, si se verifica (2.1)

y si Z %‘?ikl M <o entonces:
i

i

Vamos a aplicar ahora la proposicién precedente al caso parti-

cular en que . .
4 f(lyﬂyx)z X

es decir estamos en el caso de recorridos aleatorios sobre la
recta real,partiendo del origen( ya que X°= 0 c.s.),u1 repre-
senta la posicidén de la particula cuando el primer retorno

a j. dado que se parte de Jo = j. pues:

X
n

ul =

gL

1

Supongamos ,que para todo k€I

(5.4)F >y ~ (5.5)
& pkl‘bklk‘” y que Zf " pik\bikini <o

donde: by, = E( Xn/ J 1=k Jn?l) ¥ Py =B( Jn?l/ I, 1=%)
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De 1la proposicidn 54,resulta entonces que :

/Hj*E“i)=EEﬂi (5.6)

1

Obtencmos asi los corolarios siguientes:

COROLARIO 5B

Bajo las hipétesis (5.4) y (5.5) y las de la pro-
sici A i .. 0 entonces :
posicién 5A y si /JJJ #0,
B(uy )= My he
donde ?]Tl "f N

A =

£ z;”r’(r

COROLARIO 5C

Bajo las hipétesis (5.4) y (5.5) y si la cadena in-
cluaa es recurrente positiva ,el cociente fkjj/mjj es indepen~.
diente de j y wvale E(Xn), calculado bhajo la distribucién esta-

cionaria., Ademés

/e

/«tjj =‘f \-—>/ TT 7( =0 (—9 /u'kkz' 0 para todo k del

es decir los /4jj 0 son todos nulos o son del mismo signo,sien-~
do este signo ,en el caso de que la cadena inmersa sea recurren—

te positiva , el dez:ll 711
LEMA 5A
D | |
81 oy 5P 31§> converge absolutamente( y es di-
2 *
ferente de 0) para un j€ I entonces it 1 pli¥i converge
absolutamente (y es diferente de 0) para todo 1 de I.Ademés

el signo de estas series es el mismo.
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Demostracidn :

Sabemos, segin Chung,que:

*
= do 1
x Pri para todo €l

*® *%
k Pr1° 1 P1i

*
Hagamos k=j y reemplazamos 3 pji por su valor en @

z: 3 p%i ?i s Obtenemos asi:

ie I
*® * %
.Z jp;ii;i:jp;jl leli?i
iel jeI

Como para todo j y todo 1 ,tenemos:
#
0?1 <
el lema queda demostrado.

De este lema y de la proposicidén 54 , obtenemos la

PROPOSICION 5B

Si (2,1) se satisface y si Zi' Zk ’?iki 4 p§i<m

para un j, entonces existe la E(u{k)) para todo k de I.Estas
esperanzas son , o bien todas nulas ,0 todas diferentes de O

y del mismo signo .

De forma més general,se puede extender una demostracidn ,bastan
te larga y complicada de Chung y demostrar asi la

PROIOSICION 5C

Si existe E( juil)!p) para un j de I , entonces

existe la B( ‘uik)’p) para k€I (pe No)'

Lo dicho para el momento de primer orden de W oy
puede repetirse para el calculo de E( ui ); obtenemos asi los

resultados siguientes que generalizan los de Pyke(l7) :
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PROTOSICION 5D

Si (2.2) se satisface y si:

P §2)lTi <oy L L E Hik‘ S| T jpiir e
3 L

i€ i k#£j

entonces: M1{a)<w
NE
(2), _T 7 (2) NSRS .
B(uy )_§7i ﬁi+2§_§ E};j L . P Ty (5.7

De esta proposicién y de la relacidén (5.6) resulta entonces:

COROLARIO 5D
Sifdjj existe y es diferente de O y bajo las hipé-

tesis de la anterior proposicién , tenemos :

TRCIN

donde
(2)— , 0. . | *
Zﬁi M2 s 1;3 43 ki ikgrni(:i?kr)
B = : '

’ Ty,

Terminamos este apartado con las aclaraciones siguienten:

a) Cuando la cadena es recurrenite positiva sabemos ,segln

[a%

Chung, que:s — T ..
R V- S F PP
i j* i 77 - m 4
y | g B+ BBy (5.9)
j ik mkk

(

Estas relaciones permiten determinar la E( ula)) con la ayuda

—-26-



de los tiempos medios de primer paso , reemplazando en (5.7)

*
771 Y iPxr

por las expresiones dadas antes.
s . . E z{(2)
Cuando n {®m , la existencia de las cantidades ik y'fik

es suficiente para poder aplicar los resultados dados.Ademis

se pueden emplear siempre (5.8) y (5.9).
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6.— LEYES FUERTES DE LOS GRAND:S NUMEROS PARA PROCESOS (J-X)

Vamos a presentar primeramente en este apartado
un Teorema general vdlido sin la hipbtesis de irreducibili-: ..
dad ,con 1z ayuda de las sucesiones centradas.Deduciremos un
caso particulas de ley fuerte haciendo intrevenir los momentos .
de orden 2 ,y veremos despues que el metodo de descomposicidn
dz CHUNG(2 ), para las cadenas de Markov,utilizado por PYKE
para los procesos (J-X) positivos, conduce a una ley fuerte
para los procasos (J-X) sin hipotesis sobre los momentos de 2°
orden , pero con una hipb8tesis que es en ciertos casos dificil
de verificarse.

LEMA 64

Si las series(2.5)y (2.6) convergen absolutamente

vy si se verifica que 3
Sup (], aflca (6.1)
entonces:

(6.2) &[(£(3_) ,3.,X_ )- ?Jn*ﬁ:;p(i‘%igk,(‘?? -F2),mn

cualguiera que sea la naturaleza de la cadena inclusa, y sien-
do por definicién:
(n) E (n)
= = = . €
Py P( Jn k) P, P ne€ N

£ ik?
iel
Demostracidn

Tenemos §

2 2
E (£ 3, 1,3 ,X )- ?Jn-l) = E[E [(f( Toa 9y 0%, ),x-?Jn-l)/(s.s)
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/A’ H (6.3)

n-1
La esperanza condicional que figura en esta ultima igualdad se
calcula aisladamente y vale:

§2) _ g 2

n-1 Jn--l

El Lema resulta entonces de la igualdad (6.3).
Vamos a enunciar directamente la siguiente propo-
sicién ,resultante del Lema anterior,de la Proposicién 2A y

de un Teorema de Neveu(15)( pdgl4O):

PROPOSICION 64

Bajo las hipétesis del lema 6A,,para toda sucesién
no decreciente ( un,nGZNo) de reales no nulos tendiendo hacia

®, la. convergencia de:
®

: -2 (n—lz (2) .2
u 2 P -£)
j{; n eI k k k
n=
implica que la serie :
L5 ;
Wy -1 n-1""n""n Jn—l

tiende c.s. a O ,cuando N tiende a @ .

En particulay ,si:

tenemos:

1
lim ————— f( J ,Jf ,X )= A Ce.Se
N Uy Z;; n-1""n "n

De un teorema de CHUNG(2 )( t.2,pdg 87) , resulta entonces el

Corolario siguiente:
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COROLARTI . GA

Bajo las hipétesis del lema 6A y si la cadena es

recurrenlte positiva N

1§m -%— /- £ In-1"9n n 5%; TY ?
siempre que esta ultima serie converja absolutamente.
Hay cue tener en cuenta que cuando m (® , la existencia de los
‘Zik y la hipétesis de irreducibilidad son suficientes psra a-
plicar este corolario.

Otra forma de establecer una Ley Fuerte de los gran-
des numeros consiste en tomar el metodo de descomposiciédn de
CHUNG ,que ha sido utilizado por PYKE (17),(20) , en el caso
de Procesos (J-X)) positivos,y permanece vélida para los proce-
sos (J=X) .Para recordar como es necesario proceder, introduci-

mos las variables aleatorias siguientes, definidas unicamente

sobre la cadena de Markov inmersa ( I ,n€ N):

Zk(v)-.:{ 1, d,=k ke T
0, Jv;ék
n
Nk(n).-: L Zk(v), ne No" keI
Poniendo : mln(1 N. (N))
Rl(N) = — fn i fn= f(’)‘1'1.--1"Tza”}{11)
RZ(N) = g fn
n=rNj(N)-!-l
N.(N)-1
V(N)= u
s=1
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con el convenio habitual de que la suma sobre un conjunto de
indices de sumacidn vacio es nula, podemos escribir la formu-

1ls de descomposicidén ,vdlida para todo nE:NO:
Wf(N)= Rl(N) + V(N) + RZ(N)

Esta formula es,de hecho algo diferente a la de CHUNG ya cita-

da .CHUNG considera los intervalos [rn en lugar de

’rn+l)’

los ( r rn+£)

Se tienen entonces los resultados siguientes,anédlo-
gos a los ya existentes para los Procesos(J-X) positivos( (17)

y(20)) y para las cadenas de Markov(2 ).

.Lule 6B
E[ ‘u]_” {o y si my = E(ul), entonces:
, (M)

(6.4) I) "----—-—“‘ "‘é o CoS.

N
' m.,
(6.5) II1) -—Ziﬁl-- -3 —EQ—- C.8,

N 3
siendo el ultimo limite nulo si m..=®

dd

Demostracidn
Tenemos: \Rl(N)’ E:; ’f l

Ahora bién: rl<ia> c.s. puesto que la cadena es irreducible

recurrente .Por consiguiente §ii lfn‘ es una variable alea-—

toria cagi seguramente finita y que ademés es independiente de

N. Esto prueba el apartado II).

-31-



Para demostrar II) ,sabemos que:

1 n
u - m, c.s. (6.6)
n s J
g=1
en virtud de la Ley Fuerte de los Grandes Numeros(. )

Ademéds la Teoria de la Renovacién nos ensefia que:

Nj(N)

N C.S. (6.7)

v

B

3d

Ahora bien ,como la cadena de Markov inmersa es irreducible re-
currente ,se verifica

P( 11m N (N)- co/J i) =1 para W i€l
N~ @

de donde
P( 1lim Nk(N) = ®)
N—" @

i
)

De (6.6) resulta entonces que:
N, (N)-l

N, (N)— Zu

tiende casi seguramente a mj .

0

S1i expresamos

N.(N)-1
vy 1 N N, (W)= 1
TN IR é—;f Uy N

y sabiendo que en virtud de (6.7) el 22 miembro de esta segunda
igualdad tiende c.s. a m, /mjj ycuando Ne-»® , el teorema gueda
demostrado.

PROPOSICION 6B:

s+l

Si B( Gﬁ) < o ,donde &= E ]f ’ (s 6N ),enton—
n=r, =17

ces @



siendo el limite nulo si mjj es infinito.

Demostracidn

Podemos aplicar el anterior lema puesto gue por

n

hipétesis E( E%)}((D y u1 en modulo se mantiene menor que u ¢

Tse1 ~
U N

En consecuencia es suficiente demostrar que:

R ,(N)
lim ——e—e—— = 0 c.s.
N -2 N

v como : dRZ(N” £ %%.(N)
J

resulta:

.Y
N N Nj(N) ,

para N suficientemente grande.

La proposicién resulta entonces de:
s

CeS.
G e,
(13. pag 173 ) .Ademds N;'L(N) N-sm, 1
N c.s./ m s

Las proposiciones 5C y 6B muestran que si para un k¢ I,Be.veri-
fica que E( ﬁ: ) (o , entonces el cociente mj/mjj =:A ynio de-
pende del estado j considerado .

De las proposiciones 6B y 5A resulta la:

PROPOSICION 6C ( LEY FUERTE DE LOS GRANDES NUMEROS PARA LOS
PROCESOS (J =X))

- Si un proceso (J-X) verifica las hipotesis siguien~
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tes
i) ( Jn’ neN) es irreducible recurrente.

ii) Las series vlkf 2:1 pkjbkj’ kel y Z:‘TTi)li convergen
J i

absolutamente ,entonces Sn/n tiende c.s. a cero en el caso

~

recurrente nulo y hacia Z: TTirli en el caso recurrente po-
i

sitivo.

Otros teoremas validos para los procesos (J-X) po-

s8itivos pueden traspasarse al caso de procesos (J-X) .




Te— APLICACION A LA PROGRAMACION DINAMICA

Los procesos (J-X) se pueden utilizar en la teoria
de los procesos de decisién secuenciales( 10 ).
En efecto, si se adopta uan politica estacionaria,Xn.repre -
senta el rendimiento de la n-ésima etapa y Sh el rendimien-
to total en n etapas .Howard ha demostrado gue la ganancia to
tal esperada por etapa , es decir :

E( S n )

n
tiende ,en el caso irreducible recurrente positivo y aperiddi-

co conm {(® , hacia:s
€ = E My
i
De hecho ,podemos afirmar mids ,pues de la proposicion 6C,5 de

» JET Yy D}ﬂ.

la 6A si m<{ow ,y si las series E: pij b

7 ij i
convergen absolutamente ,podemos deducir més,puesto que:
",
S, CeSe Z;rZi 7 i ( Caso recurrente po-
n | ’ sitivo)
0 ( Recurrente nulo)

La conclusién es entonces evidente: Cuando en Progra-

macién dindmica se busca una politica estacionaria que maximi-

ce g ,se maximiza no s6lo 1lim E(sn) »Sino también el
n n

. S . .
lim n ( en sentido casi seguro)
n n

Ademds ,no hay ninguna razén para descartar el caso
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en que m = ® Yy el caso periddico..

Hay que aclarar tambien ,que en el caso recurrente
nulo ,toda politica estacionaria tiene un rendimiento nulo.
BEsta es la razén por la cual , en este caso, es necesario bus-

car otros criterios de optimalidad,




8.-TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE PARA LOS PROCESQS (J=X)

Vamos a establecer un Teorema Central limite para
Wf(N) para los procesos (J-X) cuya cadena inclusa es irreducie:
ble recurrente y positiva y suponiendo que la varianza de Ul’

sea finita .De la formula de descomposicién resulta que:

Wf(N) Rl(N) V(N) R2(N)
VN Vv V§ YW

Como R2(N) estd mayorada por unan V.A. c.s. finita e in-

(8.1)

dependiente de N( segin 6.5’) ,tenemos:

R, (N)
2 N (8.2)

Vﬁf pr.

De la misma forma se demuestra facilmente que
R, (1) .0

V.SI-.— pr.’

Vemos asi que el estudio asintotico de W(N)AT se reduce al

(8.3)

de V(N)/(N, al menos para la convergencia en probabilidad y
a fortiori para la convergencia en ley.

Por definicién tenemos:

N(N)-1

V(N) = :Z:j u_

s=]1

donde el proceso ( u,, S )1) es un proceso de renovacidn de .
media mj y varianza s?. Aplicando el Teorema Central limite

de Lindenberg-Levy sresulta que:
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1 ° ] L, No,s)
‘VT? N—m

Puesto que G'Nj(N) - 1)/ & +tiende c.s. hacia 1/mjj , can-—
tidad positiva y finita ,por hipétesis, podemos aplicar los
resultados de Billingsley (1 ) sobre las sumas de numeros ale-
atorios de variabiés aleatorias y establecer asi el:
LA 8A

Si el proceso (J-X) es de cadena inmersa irreduci-

ble ,recurrente positiva y si: 5
var w = sj Yy :)

u N —-— N . N m .

L .
N N> @

y:
V(N) - N j(N) mj

| Nj(N)

L .
T——— /W(O, SJ)

COROLARIO 8a

Bajo las hipétesis del lema 84 , tenemos:

W(N) = N_(N) m
iy L, /oL
= N—-;cﬁ'/r(o’ mjj Sj)

Este ltimo resultado no es del todo satisfactorio ,debido a

la presencia de la variable aleatoria Nj(N), pero la proposici-

cién siguiente nos permitiri desembarazarnos de ella.

PROPOSICION 8A ( T.C.L. para las funciones de procesos (J-X)

Si el proceso (J-X) es dec cadena inmersa irreduci-
—38-



ble recurrente positiva y si var ul(g)<a) , donde:

m.

g&= T - ——3e

i

entonces: oy
onces: W(N)-N-B--J
= L5 (0, DT( £ - i)

> 0, (U - ———
‘r-‘ -¥ ’ 1 m, .

Si, ademds , .. existe es diferente de cero ,entonces se
’ ii y )

verifica ,ques

W (K) - NA [A
f f 5 [N .
o Tw ey

con =M./ m.. A B definidos como en el apartad .
I*Ifu/ ii Y ¥ 5 ° © partade 3

Demostracidn
Puesto que: m,
que: 8= fn- —3_ tenemos:
JJ
m, ( ) rs+1
W () = Wo(N) - N .u.ﬂ- ¥ &) o g, =
= F T_+1
s
(£) 9
4 - (rs# 1" rs) mjj

De esta Ultima igualdad resulfa quef mgg) = B( uig)) = O

Por aplicacién del lema 8A ,resultas

D uy (2= —deen))) (8.4)

Esto demuestra la primera parte de la proposicidén.Si ademds
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/ujj existe y es no nulo , tenemos por una parte:
m m. -
S B H o F A
m. . . m, . f
JJ fAJj Jd
4%

por el corolario 5B.y 5C:

siendo Af ¥ independientes del estado j fijado.

Por otra parte el corolario 5D implica que D2(u(§))=flthg

porgue Z( Uigg = 0, El resultado 8.4 se convierte entonces

ens

Wo(N)- N, p
Vv

Como As yvﬂ-no dependen del estado j fijado, Bg no depende

L,
N — o (o, %F:E;)

tampoco.

Esta proposicién extiende el resultado de Pyke (17)
para los procesos (J-X) positivos;

En el caso particular en que: f(i,j,x) = x, es de-
cir en el caso de recorrido aleatorio,si las series:

Zpijbiu' 161y Zﬁi'\i
i i

o~
son absolutamente convergentes y si f* %= E: fTi*li es no
i

nulo , obtenemos que: Wf(N)= Sy ¥ Ap=1

f

De la proposicién 8A obtenemos que:

S. -NYTLM.
N \(N—Z il (0, Ips)
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Bste resultado generaliza un Teorema de Hatori y Mori(9 )demos-—
trado por un metodo algebraico pero solamente en el caso de un
n: finito de estados y cuando la cadena inclusa es irreducible
y aperiodica.

De la proposicién 8A vamos a deducir facilmente un
teorema central limite para el proceso bi-dimensional (Jh’wf(N)
,neéN) . Pero antes es necesario establecer los lemas siguien-
tes:

LEMA 8B

Sea la cadena de Markov irreducible recurrente po-

sitiva, caracterizada por la pareja (77,P ) y la cadena dual

( Jn y n€N) .Entonces para todo i,j,ke€ I se cumple:

% R #*
S m—e=e 0D (8.5)
ji 75 k¥ij
Demostracidn
Tenemos (n& = P( Jv%k s v=l n-1,J =j/J =1i)
13 H gee) ] n 0
= ke BP( g =1, £ k,v=l,..,n-1,3 = j)
i

Pasando al proceso dual,obtenemos:

(n) _ _ 1 s 0 PR [T  *(n)

Sumando sobre n de 1 a ® ,obtenemos(8.5).

Sear: ahora el proceso (J=X) {( Jn,Xn), ne€ N} de
cadena inmersa ,irreducible ,recurrente posi%iva de cuadruple-
ta (m,ff,P,F» y el proceso dual asociado {(3n,in), neN} de

N/ A ~

cuadrupleta (m,TT,P, F )(

ko
i
b



Est4 claro que:
N N. ~ ~

o ()= ) £Q I 1 29 0%) =) . I-(0-1) " INen P14 )
n=1 n=1
N ; ~ »~ -~
= E f( Jn an_l 1Xn ) (8.6)

n=1 -~
Definiendo sobre el proceso dual la funcién f(.,.,.) por la
relacidun :

f(i,j,x)=2%( j,i,x); i,jeI ,x€R (8.7)

podemos escribirs Wf(N) =W, (N) (8.7)°

£
De aqui podemos concluir con el lema siguiente:
LEMA  8C

Sean el proceso (J-X) de cadena inmersa recurrente

154

positiva de cuadrupleta (m, /7 ,P,F ) y su dual.Entonces:
1) E( w) = E(w)

II) Af=:Af

¢ = By

en tanto que los segundos miembros tengan un sentido.

III) B

Ahoara podem¢s establecer la proposicién anunciada

PROPOSICION 8 B

Sea el proceso (J-X) de cadena inmersa irreducible
recurrente positiva de cuadrupleta (m,f?,P,F»; entonces ,hajo

las hipotesis de la proposicién 8A , resulta:

We() = N &g p .
N éx»Ef:g M P

P( Ik, .

donde (7(x) es la funcién de digtribucidén de.la ley normal

(o, (ffﬁé)
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Denmostracidbn

Pasando al proceso dual , obtenemos en virtud de la

relacién (38.7)° :

P( JN=k,wf(N)g x) = P( JO= k, ij(N)gx) =P ( Jo= k).

o %}(N) </ 3o= k) = ﬁk <P ( Wf(N) {x / 3o= k)
La proposicién resulta entonces inmediatamente de la proposi-
cidén 8A y del lema 8C.

Este dltimo resultado extiende un teoremea de Keil-
gon y Wishart (11 ) , que se han limitado al:caso de un n? fi-
nito de estados y a una cadena irreducible recurrente aperio-
dica .Su método de demostracién(de tipo algebraico ) no puede
evidentemente generalizarse al caso en que m= @

Eg fécil ver que si la cadena imclusa ademéds de
las hipotzesis hechas ,es aperiodica , entonces la proposici-
cién 8B es cierta cualquiera que sea la distribucidén inicial

p. En efecto ,pasando a la cadena dual, se sabe qel 12.p.163)

pgN"m)

NonF 1)~ Pji

P( J =3/ 3 oy =t )=

T
Py

Haciendo tender K hacia m,resulta para todo n
N
TT.

P(J =j/J .=1i) = —=cdep ..

n n-1 iy Ji

en virtud de la aperiodicidad,
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CAPITULO II

INFER SNCIA SOBRE PROCESOS(J - X) ( ESTIMACIuN)

IT -1,- SSTIWACION

. er
Zstimacidén de los pardmetros de la cadena de NMarkov de 1-—

orden inmersa en el proceso (J-X)

Introduccidén

Dados Im=(1,2,..,m) yR= ( - ®», @), sabemos que se
llama proceso (J,X) :((Jn,Xn);neiN ), con espacio de estados

Ime a un proceso estocdstico bidimensional que satisface:

C.8. ‘ _ - -
1) x %20 - P(J=K)=rp, ,k€I ,Zé p =1
. = [ =
I1)  P( I =k,X €x/ (I X )yeer(T 10X 1))
= Q (x)
Ik

para todo (k,x) € I xR ydonde ij(.),(j,k= 1,2,..,m) ,85 una

familia de funciones no decrecientes definidas sobre R ,tales

m m
wue Q. (-® = 0 para j,k=1,2,..,m y » Q. (+0) =) p,=1
Jk k=1 k=1 ok
con ij(+ ®) = Py
De aqui resulta gque las funciones H.(}s:)=z:l Q.. (x) , j€1I
ké‘IJk m
m

son funciones de distribucién definidas sobre(- @, @ ) ¥y que
todo proceso (J-X) estd definido por la tripleta(m,p,Q), sien-

do:m ,un entero positivo 6 + ® ,segin sea I=I_S8N_ , P ,el vec-
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tor de probabilidades iniciales y Q,la matriz de funciones de
masa definidas sobre R y que satisfacen las condiciones diches
anteriormente.

n
Construyendo las variables Sn£Zij , se demuestra que

k=1
el proceso ( (Jn’sn:); n€ N) es un proceso de Markov y que el

proceso ( Jn , n€N) es una cadena de Markov de 122 orden ,
1lamada cadena de larkov inmersa en el proceso, y adue con pro-
babilidgdes de transicién estacionarias.

Vaﬁos a aplicar a esta cadena los resultados obtenidos

por Anderson y Goodman ,sobre inferencia en cadenas de larkov.




[IODELO

Sean los estados i = 1,2,..,m .El estado i ge entiende
usualmente como un entero que va de 1 a m ,aunque i puede ser
tento un lugar geogrdfico, un partido .politico etc...

Sezn los instantes de observacién 1=0,1,..,T .

Sean pij(t) = lasiprobabilidades de transicidén de di-
cha cadena ,para i,j= 1,2,..,m y t= 0,1,..,T , es decir :

p;5(8) = PO Jy=3 /3, 1= 1) =p,
ya que tratamos con probabilidades de transicidén estacionarias

Suponemos que :Hay ni(O) individuos en el estado i en
t=0, y que los ni(O) ,en principio ,no son aleatorios aunque
se discutird posteriormente el caso en que sean V.A,

Una observacién sobre un individuo dado,consiste en la
sucesidn de estados en gue el individuo esté en %= 0,1,..,T,0
sea 1(0),i(1),..,1i(T).

Dado el estado inicial i(0) existen mT posibles suce-
siones .Estas representan sucesos mutuamente exclusivos,con

probabilidades:

€ I.1)  py00y5(1)Pi(1)a(2)*" Pi(r-1)4i(T)

Sean nij(t) ,el n? de individuos que estén en el es-
tado 1 en t-1 y j en t.Podemos ver que el conjunto de los nij(
(¢) (i,3j=1,2,..,m)(%=1,2,..,T7), un conjunto de m2T ndmeros ,

forman un conjunto de estadisticos suficientes para las sw: -
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cesiones observadas .

Sea el n¢ de individuos cuya sucesién de

B4(0)4(1)..5(T)

estados es i(0)i(1)...i(T) .Entonces :
(1.2) n,;(t) ==ZE: Bi(0)i(1)..i(T)

donde la suma es sobre todos los valores de los i ,con @
i(t-1)=g e i(t)=].

En el espacio nmT dimensional que describen todas
las sucesiones para todos los n individuos(para cada estado .»
inicial existen nT dimensiones), la probabilidad de un con-

junto ordenado dado de sucesiones para los n individuos es:

n
i(0)i(1)..
TT (pl(O)l(l)(l) pl(l)i(?)(a) .o pl(fﬂ-l)i({[\)(‘l‘)) 1 1

n. . (1)
o™y T
i(T-1)i(T)

i(1) (

(]

1(0)i(1) Pi(0)i(n) (M)

(1.3)

Bypog)i(r) (P "gi
Pi(r-1)i(m) ") )= E T’E Pys(t)

()

en el caso general de probabilidades de transicién no esta-
cionarias .,
En nuestro caso ,tenemos: que la expresidén anterior se trams-
forma en 3 T ngj(t) nij
(z.3)- LT U1 gy = 1T »y
t=1 g,] 1,4
haciendose la sumatoria en (I.3)sobre todos los valores delos

T+ 1 indices.
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Entonces el conjunto de los nij(t) forman un conjunto de esta=
disticos suficientes,como se habia anunciado.
La distribucién de los nij(t) es , en nuestro c€aso,

(1.3)° multiplicada por una cierta funcién de factoriales.Dado
m

gue ni(t—l) =)ﬂ~ nij(t) , la distribucién condicional de los
=1

nij(t) ,j=1,e..,m, dados los ni(t-l),es pues:

o (4 ' m
(I.4) __:i(t D T nij(t)
n, .(t) ! . pij
IT i3 3=1
i=

Ahora bien,esta es la misma distribucién que se obtiene si se
tienen ni(t-l) observaciones de una distribuciém multino -

mizl con probabilidades P~ji y con. ntmeros resultantes :
id!

nij(ﬂﬁ:..La distribucién. de los n o condicional de los ni(o)

ess
T m n, (t-1) ! m nij(t)
I. o -
(1.5)  TT (TT ¢ [T 2577 3
t=1  i=1 B (1)
7 i3
=1
En nuestra caso de probabilidades de transicién estaciona-
T
rias el conjunto nij = EZ: nij(t) forma un conjunto de es-=

tadisticos suficientes.
Para probabilidades de transicién no necesariamente es-

tacionarias pij(t) , los nij(t) forman un conjunto minimal

de estadisticos suficientes.

Vamos a construir ahora estimadores de médxima verosimi-
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1itud para las probabilidades de transicién pij'

TSTIMACIONSS DE MAXIMA VEROSIMILITUD

Las probabilidades de transicidén estacionarias de la
cadena de Markov inmersa en el proceso (J=X) , (Jn s n€EN),se
pueden estimar ,maximizando la probabilidad (I.3)° ,con respec-
to a las pij , sujetas desde luego a las restricciones :

m
(1.6) B, ; > 0 ¥y ;;; Py =1 i=1,2,..,m
cuando las nij son las observaciones actuales. Esta probabi-
1idad es precisamente de la misma forma ,excepto para un fac-
tor no dependiente de las pij ,tal como el que se obtiene pa-
ra m muestras independiéntes, donde la i-&sima muestra (i=l,
..,m) , consiste en nf pruebas multinomiales ( n? =Z:nij )
J
con probabilidades L (i,3j=1,2,+.,m) .Para tales muestras es

bien conocido y facilmente verificable,que:las estimaciones de

méxima verosimilitud para las pij son

N , T m T
Py = B3/ ny = & n 4(t) / = e M) =
D - 1
(I.7) = 2 ng 5(%) / > n (%)
$=1 $=0

y por tanto esto es tambien cierto para cualquier otra distri-
bucién , en la cual la probabilidad elemental sea de la .imisma

forma y cuyas restricciones sobre las pij sean las mismas,
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Las estimaciones se pueden describir gréficamente en la forma
siguiente: Las nij(t) se pueden disponer en una doble tabla
mxm . En general, el estimador de pij(t) es la i, j-ésima
componente de la tabla ,dividida por la suma de las comporen-
tes de la i-ésima fila.En orden a estimar las pij para nuestra
¢adena estacionaria , se suman las correspondientes componentes
en las tablas de doble entrada para t=1,..,T ,obteniendo una
tabla doble,con entradas nij= E%: nij(t)' El estimador de P 5
es la i, j-ésima componente de la tabla dividida por la suma de
las componentes de la i-ésima fila.

Vamos a estudiar ahora el comportamiento asintético

A~

de los nij(t), para poder estudiar después el de las D40

CONMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LOS m (%)
1]

Vamos a considerar que el cociente nk(O)/ 2: nj(O)

_.)’r(k ( v( k> 0, Eqkal) y cuando an(O)-——b © .

Para cada i(0) , el conjunto son variables

B5(0)i(1)..4i(T)
multinomiales simples ,con amplitud muestral ni(O)(O) y pari-
metros veoyP. .

°% P3(0)1(1)?Pi(1)i(2)?***Pi(n-1)i(p)? ¥ PO tanto estdn

asintoticamente normalmente distribuidas ,cuando la amplitud
muestral crece . Al ser las nij(t) combinaciones lineales de

estas variables multinomiales , estén, por tanto, también nor-

malmente distribuidas asintoticamente.



(t)

Sea P= (pij) y sean. D4

(t)

Intonces pij es la probabilidad del estado j en el instan-

te t dado el estado i en el instante 0.5i designamos por ¢

los elementos de la matriz Pt.

nk‘ij(t) el n de sucesiones que incluyen el estado k en el
’ .

instante cero, i en el instante t-1 y J en el instante t, va-.

mos & calcular los primeros momentos de 3

(1.8) m o (8) = 3y (%)

La probabilidad asociada con las .y (t) es pil-l)pij con

una amplitud muestral de nk(O)

Entonces :

(1.9) Bmy, (9)) = m0) my T

. (+-1) H(5-1)
(1.10) Var( n k~13(t)) = n(0) p p; {1 = Py Pyy)
(1.13) Covla, (+),my, 1 (9) = = m(0) Bt ", | e by

para (i,j) # (&,h)
ya cue el conjunto de los nk;ij(t) siguen una distribucién
multinomial.

Vamos a estudiar ahora los momentos de nk_la(t)—
nk;i(t—l) Pis v donde los nk;i(t—l) = z: nk;ij(t); nos van a
ser necesarios para obtener una teoria asintotica para proce-
dimientos de test.La distribucién condicional de los nk'fj(t)

dados los nk'i(t-l) se vé facilmente gque es multinomial ,con
’

probabilidades pij' Entonces se verifica:
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(1.12)

(1.13)

(1.14)

E( nk;ij(t)/ 5 (8-1))= 1D, 4 n,;(t-1)

E( nk;ij(t) - nk;i(t—l)pij) = EE((nk;ij(t)— nk;i(t—l)
p; )/ nk;i(t—l)) = 0

La varianze de esta cantidad seri:

Blny,; (8) = my (4-1) By )% = BE(C myyy 4(6)-my (6-1)
.pij)Z/ m 5 (8-1) )=E ( nk;i(t-l)pij(l_pij) =

(t-1)

= nk(O) Pii pij(l-pij)

Las covarianzas de los pares de tales cantidades son:

(I1.15)

(1.16)

(1.17)

Para resumir ,las variables aleatorias nk;ij(t)- n,, (t-1)p,
’

BC g 5(8) = oy (520 py g nk;ih(f) = By (5-3)py)

- _ (t-1) .

B( nk;ij(t) - nk;i(t-l)pij)(nk;gh(t%“- nk;g(t-l)pgh)=0
" ifg

B(ny,; ()= nk;i(t-l)piih(nk;gh(t+r)- ny,  (847-1)p )

= 0 ’ r>0

J

para j=1,2,..,m , tienen medias O y varianzas y covarianzas de

variables multinomiales con probabilidades pij y amplitud mues

(t-1)

tral .. L& i - -
ra nk(o) 1 Las variables nk;ij(t) nk;i(t 1) LI y

nk;gh(s) -.nk;g(s—l)pgh son incorreladas si tfs 6i#fe.

~54—



Yi gque suponenos que los n (O) son flgos,nk (t) y n1 gh
son independientes si k # 1.

Por consiguiente:

(1.18) E( n, (t) - n, (t—l)p ) 0

]

(1.19)  E(n; (¥) - my(6-1)p; ) g n (03 ¥74, (1-p;

(1.20) E(nij(t)-ni(t—l)pij)(nih(t)—ni(t-l)pih) =

(t-l)

k—l
y finalmente:
para: £ ?4 s 6 iié g

Vamos a ver ahora como se distribuyen asintéticamente, los

estimadores de las pij'

DISTRIBUCION ASINTQTICA DE LOS ESTIMADORES

Vamos a ver zhora que cuando n —> @,

ZZ: n, .(t)

1J

VE (5, - ;) =Vo ( 22 — -3, )=

ij b T ij
ni(t—l)

(1.22) t=1

ni(t—l) )

’%‘
ElE

ct
il
=
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T

s

gy 5080 - Pijnk:i(t'l)))

)

=1 t=1

T ,
ni(t~l)
2

= n (

tiene como limite la distribucién normal , y vamos a ¢alcu-
lar las medias ,varianzas y covarianzas . Ya conocemos que

,puesto que nk;ij(t) es una variable multinomial

(1.23) o8/ 2 = (ny, 5080/ (0) )My

converge en probabilidad a su esperanza,cuando nk(O)/n ——%ﬂk

Entonces :

P i
! ' ' . 1 .
(I.24) pnl_._n;; = Z n, ($-1) = lim —2= E n, ($-1)=
t=1 t=1
=f’ M f poit)
=y k b=1 ki

Por lo tanto n;/z (pij = Py ) tiene la misma distribucién

limite ques

7
(.25 ga (my,(8) - pijni("*”l))/nl/a
I.25) m T (t-1)

T4 = e Pxg

Da las conclusiones de la seccidén anterior , el numerador de

(I.25) tiene media cero y varianza

Sl (+-1)
(I.26) k=1 %;i nk(o) Pri  Pij (1 - pij)/ n
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y las covarianzas entre dos diferentes numeradores ,seri:

(.27) ~ Sig Z 7 e (O P %’ia‘ P/

k=1 %=1
donde ¢ g0t iFe v =1
m T
t-1
5i llamamos q)i a E:: }Zj X pii ) \
k=1 +t=1

entonces la varianza limite del numerador de (I.25) es:
¢i pij(l—pij) , ¥ la covarianza limite entre dos

diferentes numeradores es = <gig '] i Pij Pan

Ya que los numeradores de (I.25) son combinaciones lineales
de veriables multinomiales normalizadas,:con probabilidades
fijas y amplitud muestrai creciente ,.tienen cbmo limite la
distribucién normal y las varianzas y covarianzas de estal
distribucidén limite son los limites de las respectivas va-
rianzas y covarianzsas,

Ya que nl/a( ;ij—pij) , tiene la misma distribucién
limite que (I.25) , dichas variables tiene la distribucidn

limite normal conjunta con medias O,varianzas pij(l_pij)/ [}

i
lE < "‘A 7 - J‘ * i j 4
¥y las covarianzas igpijpgh Tambien,el conjunto ¢
*®, 1/2 ,°
(ni) / (pij - pij) tiene distribucién limite normal con-
junta con medias cero, varianzas pi.(l—pij) y covarianzas
T-1
S . ® _ S )
g Pij Pon ,donde n; = tio n, ().
En otras p: jun 1/2 .
as palabras,el conjunto (n ﬁi) (. Pij = Pyg ) para
1]
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un 1 dado ,tiene la misma distribucién limite que los estima-
dores de las probabilidades multinomiales pij scon amplitud
muestral nﬂi, que es el n? total esperado de observaciones
n? en el i-ésimo estado para t=0,1,..,T-1,

1/2

Las variables (n ﬁi) (pij - p..) para m valores

ij
diferentes de i.(i=1,2,..,m) ,son asintoticamente independi-
entes , y por tanto tienen tambien la misma distribucidn 1li-
mite conjunta que la obtenida a partir de funciones simila-

res de los estimadores de las probabilidades multinomizles

P de m muestras independientes con amplitudes muestrales

i
n ¢, .(i=1,2,1..,m).

Podemos hacef tambien uso del hecho de que las varia-
bles ;ij(t)= nij(t)/hi(t-l) pare un dado i y t tienen la mis-
ma distribucién asintética que loskestimadores de las probabi-
lidades multinomiales coin amplitudes muestrales E-ni (t-1)

v las varigbles ;ij(t) para dos valores diferentes de i ,d
dos valores diferentes de t son asintoticamente independien-
tes .Por tanto, cuéndo se contrasten hipétesis concernientes
a los pij(t) yserd posible reformular estas hifotesis en ter-
minos de m x T muestras independientes,consistentes en prue-

bas multinomiales, y 108 procedimientes normales de contrastes

se podrédn aplicar.
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II. 2

£STUDIO DE FUNCIONWES PROBABILISTICAS Di LA CADENA DE MARKOV

INHERSA BN EL PROCESO ( J=X)

Despues de estudiar la Inferencia Estadistica, en par-
ticular ls estimacién de las probabilidades de transicién ¥y
la distribucién asintotica de los estimadores de méxima vero-
similitud para la cadena ( Jn;nefN) ,basandonos en los resul---
tados de Anderson y Goodman( 2 ) , vamos a tratar con las dis-
tribuciones de ciertas funciones probabilisticas de la cadena
(considerada finita) y la admisibilidad de estas funciones co-
mo test estadisticos.

Consideraremos que el espacio de estados de la cadena
es finito y que el parametro tiempo ,como hasta ahora ,es dis-
creto .

Para nuestro estudio haremos uso de la representacidén
vectorial de la cadena de Markov y trataremos después de una
sucesidn especial dz funciones de la cadena , comprobando que
son vectores aleatorios multinomiales independientes e identi-
camente distribuidos, bajo ciertas hipétesis acerca de sus pro-

babilidades de transicién .



EYPRSSION VSCTORIAL DE LA FUNCION DE DISTRIBUCION Dis PROBABI-

LIDAD DE UNA CADENA DE MARKOV DISCRETA DE NULZRO FINI.C DE ES-

72D08 .
Supongamos m 2 2 vy llamemos I = (24 ,2, ye.y% ), 2l
m 1 2 m
espacio de estados finito de la cadena.

Cada estado se puede expresar vectorialmente como :

_ , L 1 isj
Zi"" ( ‘Sily‘gizycc’gim) ? 1 —l,2,..,m . y Jij - ) ]

0 i#j
es deCir: Zl= (1,0,0,..,03322: (0,1,0,..,O);...;Zm-'-‘-(o,o,..
'11) .

Sea Jo ,Jl ,..,JT la cadena definida sobre Im yesto

es: Cada Jt expresada vectorialmente seri de la forma:
J% = ( Jtl’Jt2""’Jtm>; t= 0,1,.,7

donde para cada t ,una y s6lo una de las componentes toma el

valor uno y las restantes toman el valor cero.
Sean Po=( pl,pz,..,pm» wPE = Py ; ) la distribucidn
de probabilidades iniciales y la matriz de probabilidades de

transicidén estacionarias de la cadena de HMarkov Jo’Jl’J2""JT

Podemos expresar los elementos de Po y P como funciones expo-
nenciales de zl,z2,..,zm.

zsto es,tenemos: 5 inp
(2.1)  py=Pr( I =2,) = exp( L(B ) z).= e""1i =p,
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para i =1,2,..,m donde L(Po) =( 1npl,lnp2,..,lnpm) y z{

es z, escrita como vector columna( traspuesta de zi).

Igualmente tenemos vnara las pij:

p..=Pr( J,= zj/J' ==zi) = exp ( z; L(P);zg)q i,j=1,2,.,m

donde L(P) = ( 1n pij) (2.2)

Por conveniencias de la notacién ponemos aquis
(1n0)0= 0 y =x(1nO)y 3 O bién sea x = 0 4 y=0
Con esta representacién vectorial para la cadena-de lMarkov

podemos establecer el siguiente :

TEORENA 1

Sean P_ =(pl »Po ooy m)y P=.(pij ) la distribucion iniecial
¥ la matriz de transicidén de la cadena de lMarkov finita Jo’
Jl,..,JT.Entonces la densidad de probabilidad de la cadena se
pueden escribir como:

v T

con VAR € I Yy t 20,1§¢..,T' ( 2.3 )

Zig-1) L) 27y

it m
Vista esta representacién vectorial de las probabili-
dades iniciales ,de transicidén y de la funcién de densidad de‘
14 cadena de Markov ,vamos a estudiar cierto tipo de fuanciones

probabilisticas de dicha cadena y su distribucién.
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DISTRIBUCION DE FUNCIONES PROBABILISTICAS DE LA CADENA DE

MARKOV ( J‘l; n€N)
f ¢

Es ya conocido,que si las filas de la matriz de probabi-
lidades de transicion P=( pij ) son todas iguales ,entonces Jl,
Jé""JT son vectores aleatorios multiriomiales independientes e
identicamente distribuidos .Esta propiedad se comprueba también
para otras funciones de algunas cadenas de Markov .

En este apartado se definen una clase de funciones més
generales de Jl’Ja"”JT & damos una condicién suficiente para
que estas funciones probabilisticas sean estocédsticamente inde-
pendientes. : | v
Para llegar a estas funciones ,vemos ahtes‘unaé matrices que jue-
gan un papel fundamental en nuestro“estudio.

Sea A = (é(u,v)) unavmatrié mxm de enteros positivos
ytal que las filas de A som permutaciones m-arias de los ente-
ros positivos (1,2,,.,m) o

Sea h un entero positive ,tal Que 1 24 h<m yla ma-
triz M= ( m, 5 ),m X h ,con las propiedades:

a) Cada mij es un entero positivo.

( 2.4)

b) Woqteeeet mo=m ; i=1,2,..,n

h=
Sean Yl'Yz"”YT y T funciones probabiliisticas vector-valuadas
..’J

de J_,J p » definidas de la siguiente forma:

17

(2.5) L Tioreooos¥yy) 5 t=1,2,..,T
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donde = Muj
(2.6) Ytj= z E J(t-l)u Jta(u,v) 3 3 =l,.,h

u=l v=K , . 41l
u( j-1)

v donde

M =0 y M .=m

uo wj a1 + mu2 4+ s+ m

uj

Se vé facilmente que Yl,..,YT es una sucesion de vectores alea-
torios,cada uno definido en el espacio de estados Ih'

Lstos vectores aleatorios no son en general estocésti-
camente independientes. ,pero ,si las probabilidades de transi-

cién satisfacen ciertas condiciones, no muy fuertes,pueden lle-

gar & ser vectores aleatorios independientes.

THOREMA 2

Supongamos que la matriz de probabilidades de transi-

cién P = ( p,. ) de la cadena J _,J.,..,d, satisface la propie-
iJ o’ 1

T

dad de gue para todo u (u=l,,..,m) y cada j (j=1,..,h) ,el con-

junto de probabilidades de transicidn p 1)
u( j-1):

P .y s€8 un escalar , miltiplo de una distribucidén mul-
ua(u,Muj) ~

ua(u,M

tinomial m .- variante K .= A cey K |
g : uj © uj ( ujl’* "’ ujm

on otras palabras,tenemoss

( A

Poalu, i 1)""’pua(u,Muj)) = qj(cxujl"" ujnm .) -

u(j—l)+

= qj O(u;] ; j:l'....,h y u-_—'l,ooo,m (2.7)
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donde ( ql,...,qh), es una distribucién multinomizl h-varian-
te con miembros no nulos .

sntonces Yl’YQ"”YT son vectores aleatorios independientes e
identicamente distribuidos segin una distribucidén multinomial

comtn (ay,..,a,)

DuilOSTRACION

Es suficiente probar que,para todo enterp positivo & )2 y todo
subconjunto (tl’tz""tx) de (1,..,T) ,se satisface la siguien-

te identidad:

(e
P(\Y = 2. pcoo,Y = Z. ) = P( Y = Z. ) (2'8)J
tl i, Ty iy =T tj 1j

donde cada ik es uno de los ndmeros 1l,...,h.

Podemos probar esta identidad por induccidn matemética.

En primer lugar ,por la definicién de Y%, tenemos para todo t

(t=1,..,T7) y todo i (i=l,..,h) que:

m Mui
(2.9)P( Y, =2z, ) =P (¥, =1)= )" 3 P( 3y 14
~ , i u=1 V=Mu(i-l)+1

Jta(u,v)=l) = 25- Pr( Tgo1u = 1) 2;: Pua(u,v) ~ Pi

Vamos a ver ahora que ,para todo l.étl < t, {1 ¥y
todo par (i,k);i,k=1,..,h , se verifica :
(2.1o0Px( Yt =zi,Yt =z, )= Pr( Yf =zi)w Pr(Yt =z ),

1 2 1 o K
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Ahora bién ,si: pgcg) = éij v ngl) = probzbilidad

de transicién de n pasos del estado z; al Zj‘ para i, j= 1,

2’.o,m; n= 1,2,00

Entonces tenemos :

m M m
Pr( Y =2z.,Y =2)=>Pr( Y i =1 )pzl Zl
tl i t2 k tl H 5 s
u(i-1)
- k
e .1 Pr ( Jtl-lthla(u,v) J"tz-l,c Jtaa(c,af 1)
“Te(k=1)
- 1. (t,=%,-1)
B Zj Pr{ Jtl-lyu =1) z: ua(u v) E: pa(u,v c
u v a
Poa(c,d) = 93° 9 =:?r( Y, =z, )Pr( Y, =32 ) (2.11)

1 ‘ 2

coni lo cual se cbmpleta la demostracién.
Finalmenté, y suponieﬁdo que ( 2,8)=es cierta para
= 2,..y0 , necesitamos probar que es tambien cierto para =

= ntl .Sin embargo puede probarse facilmente susando el mismo

procedimiento que en ( 2.1lo ).

COROLARIO 1

Bajo las suposiciones del Teorema anterior ,la distribucidén de

1

probabilidad de la suma 3

viene dada por la siguiente densidad mﬁltinomial:
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= — - - - {e ! 1..
Pr ( S,.= (1, T, RETT T L A Th_l)) Tre (70T,

T2
)_1. Tl T2 T—Tl-..-Thbl

O(T—T ql q2 ..oqh (2.12)

-oo—T

1 h—l)!

En el caso en que h = 2 ,tenemos la distribucién binomial :

‘\y s X T-x

donde p=ql y qéqz;




IT.3:E8TIMACION EFICIENTE DE PFUNCIONES DE P

Supongamos que tenemos Ni observaciones Q&l,J2,..,Jn)
de una cadena de Markov de m estados,con matriz de probabili-
dades de transicidén estacionaria P = ( pij ) con las pij‘> 0
i, j=1,2,..,m.

N debe ser una variable aleatoria , ya que si perma-
nece fijo ,se sabe que no existen estimadores insesgados de
funciones de P. Entonces, todo esquema que trate con estima-
dores insesgados de funciones de P y Serd. un esquema de es-—
timacidén secuencial. |

E1 criterio méds comin de optimalidad ,cuando se tra-
baja con estimacién insesgada , viene dado en funcidén de las
varianzas de los estimadores y sabemos que un extremo inferi-
or de¢ la varianza de un estimador insesgado viene dado por la
desigualdad de informacién de Cramer-Rao ( ya sea con muestra
fija 8 secuencial).

La igualdad y con esto la eficiencia del estimador ,
se alcanza ,si y sélo si, el plan de muestreo,S, el estimador

f=£( J,,J )

oy N) y el valor esperado E(f) = g(P) son . efi-
cientes , en el sentido que indicaremos., |

Entonces el problema estd en caracterizar las triple-
tas eficientes ( S,f,g) , para la cadena de Markov de m esta-

dos.
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DESIGUALDAD DE INFORMACION PARA LA CADENA DE MARKOV

(J sn € N) Y C.,N. v S. PARA LA EFICIENCIA DE UN
11

B5TIMADOR

Partimos de nuestra cadena de HMarkov ( Jn;nE'N ),de
m estados con matriz de probabilidades de transicién esta-

m
cionarias P = ( L ) 0(pij<l ; Z Pyy = 1 y con
i=1

distribucidén inicial p, = Pr ( J,=k ) 0¢p, <1 ; k=1,2,.,n
m
¥ -.Z pk =1 b
k=1
Sea Pl= ( pilypiz’oooo’pim) ,i= l,..,m ,el vector
fila que indica la fila i-ésima de P y P0=-( pl,p2,..;,pm)
el vector de probabilidades iniciales.

Supongamos gue Se observa ( Jl,J JN) ,donde "N

D1y
es una variable aleatoria cuya distribucidén estéd completa-

mente especificada por el plan de muestreo en consideraci-

Sn.Definimos la V.A. de recuento de transiciones por:

N
5 nij( Tyseerdy ) 22;2 Nij(t) , donde:
N (8) = 1 si J, =iy Je=

= 0 en los deméds casos

m

y N=( Nij ) . Ademés definimos la V.A. V.. por:

Vi

1 si J& =k

0 en los deméds casos
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ya nue ¢ Pr( V = e, y=Pr( J, =k ) = p, » donde V=( V

1 l’..

,Vm) y e es el vector fila de m componentes ,con un uno en
1n k-ésima componente ¥y ceros en las demés.

Para llegar a establecer la desigualdad de informaci-
61 , vamos a ver primeramente en que consiste un plan de mues-
treo cerrado y no trivial. Definimos:

a) A(S)

i

(n: Pr( N=n/S)> 0 )

U  (n=(n

b) B(5) ..
ne A(S) 1d

il

) :nij=nij(al,--,an)')

i, j=lyee,m
¢) B (8) = ( (v,n) : ve(e, ,..,e ),meB(S))

La distribucidén conjunta de (V,N) bajo S es la dada por:

m om n, .
p(v,n/8) =Pr(Vsv ,N=n/S)= k(n/v;S).(T [ p;k Y (TT pi.la )
| k=1 i,j=1 *J
(3.1) (v,m) € B (S)

= 0 en los deméds casos
donde k(n/v;S) es el n? de todas las sucesiones posibles (jl,
""jn) ; n€ A(S) gue dan los mismos recuentos de transicidn
N:l’l dé-"LdO V=Vo
A partir de estas definiciones se define un plan de muestreo
cerrado y no trivial ,como 3
I)  CERRADO si 2. p(v,n/S) = 1
7
B (S)
II) NO TRIVIAL si Pr( N&l1 /8 ) =0

( Se adoptan las mismas definiciones de Girshick y De Groot)

( Ver (14))
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Bajo el plan de muestreo S ,un estimador f( v,n ) es una fun-
cién real- valuada definida sobre B? (S) .Es insesgado ya
que su valor esperado ess g(Po,P) = Ef(V,N)= f(v,n)p(v,n
/S) . Esta serie es absolutamente convergente ? éi%erenciable
termino a termino con una serie derivada absolutamente conver-
gente para todos los valores de (PO,P) . |

El objetivo es caracterizar todos los planes de mues-
treo ,que admiten estimadores insesgados de algunas funciones
paramétricas cuyas varianzas alcanzan los extremos inferio -
res de la desigualdad de informacién.

Para la cadena de Markov ( JﬁgnéN) ,la désigusldad

de informacién para un estimador f=f(V,N) de g( PO,P )=E(f)

secdemuestra ,que toma la forma :

| m-1 m-1

Fansl 2 2 n
Var (£) ) ( 2 p,_8° = (2 p &))" )+
(3.2) 1 1
m " MM Me=
-1 .2 .2
1 Z=:1 ( ENi.?: . ( ZFl P;j 855 ( JZ;_I_' Pij 5] )7 )

. S . )
donde g/= de/ bpk Y 8f; g/ 6pij son las derivadas par

ciales de g( PO,P ) respecto a Py ¥ pij respectivamente,para
- m—-1
Kyj=1y..,m=15i =1,,u.,m , siendo p = 1 - § b, ¥ b =l- Z
=1 j=1
. pij .

Yor ejemplo , para todo estimador insesgado de viuna
probabilided de transicién p,., tendremos:

-7l



?

Var ( £) ) pyy (1-p; 5 )/ (B (N )

Para la demostrmcién ,de esta desigualdad nos remitimos a: ¢
(Do Sun Bai)( 15 ) , regultando entonces el siguiente Teore-

ma sobre la desigualdad de informacién de una cadena de Mar-

kovs

TEOREWA 1

Bajo todo plan de muestreo cerrado y no trivial S, la
varianza de todo estimador insesgado f=f(V,N) de E(f):g(Po,P)
estd acotada inferiormente por ( 3.2) t

La igualdad se verifiga~si ¥y solo si f(v,n) es una

funcién lineal de las'uk y las w, . ,para todo (vnn):Bx(SM,don

13
de Wy wijfson las derivadas parciales del logaritmo de .=la

funcién de verosimilitud;:és decir:
(3.3) Uy = dlog p( V,N/ S ) /dp = ( p V=0,V )/p, P

(3.4) Wy 5 = ¢ log p(V,N/S) /dpyy = (pyp Nyy = by Ny /

im

/pi‘.j Pym

A partir de esta introduccién,vamos a caracterizar los estima-
dores eficientes . La nocién de estimador eficiente que se uti-
liza agqui es la misma utilizada por Pisher ,en relacién con la

estimacién insesgadai
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BSTIIWADORES EFICIENTES

DUFPINICION 1

I) Para un plan de muestreo dado S, un estimador no
constante f = f(V,N) se dice que es eficiente para E(f)zg(Po,P)

en ( Pi,P*) si la igualdad se verifica en ( 3.2) ,cuando P0=P:

\'g P=Px . & se dice entonces eficientemente estimable en(Pi,Px)
II) Si f es eficiente en todos los valores de (PO,P) y
entonces se dice que es eficiente para g(Po,P) s ¥ & se dice ,
que es eficientemente estimable,
III) Un plan de muestreo S ,se dice eficiente si admite

al menos, un estimador eficiente no constante.

El siguiente corolario, que es una conseduencia inme -
diata del Teorema ( 1 ) caracteriza a los estimadores efici-

entes.

COROLARIO 1

" Bajo un plan de muestreo S ,cerrado y no trivial ,
un egtimador no constante f=f( V,N) es eficiente para E(f) si
y sélo si ,existen constantes ak’bij yKyJ =l,c0ey,m=1 ;i=l,.,.

.y ,n0 todas cero , y d , tal que :

'.—l

‘ m—1 m o
f(v,n)= [:: ak(PmV k_ Z: b 1m ij pijnim)
i=l j=

[

+d , para todo (v,n) perteneciente a Bﬁ(S). (3.5)
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ESTIMACION EFICIENTE DE FUNCIONES DE P

Vamos ahora a considerar funciones especificas de P
v le aplicaremos lo visto hasta ahora.En primer lugar vamos
a considerar funciones de una filg de P ,hallando tripletas
eficientes para este caso particular.

Posteriormente,se trataridn funciones de dos 6 més fi
les de P , y se comprobard que ,a menos que la cadena tenga
solo dos estados( m = 2 ) no existen tripletas eficientes,

tratando después este caso particular,

ESTIMACION EFICIENTE DE FUNCIONES DE UNA FILA DE P

Vamos a caracterizar todas las tripletas eficientes
(8,f,g) ,donde las g son funciones de una fila de P.
Tomamos ,8in por ello perder generalidad,la primera
fila de P ; sea P, = ( PyqsPyorevsPyp ).
(o) y P il)se dice que son:

1 1
v . 1
equivalentes con respecto a g(Pl) si g( Pio)) = g( P{ )); y

Dos valores distintos de P s P

las probabilidades iniciales P = ( pl,...,pm) ySe comside~.
ran parémetros perturbadores.
Bajo estas suposiones vamos a establecer el siguiente :
LEMA 1
Sea S ,un plan de muestreo cerrado y no trivial para

el cual existe un estimador no constante f ,que es eficiente
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para alguna funcidn g( Pl ) ,en dos valores de P, que no sean

equivalentes con respecto a g(Pl)
Entonces existen constantes /‘1’/“2""/um ys00 todas

cero , ¥y E;( 0 tal que :

(3.6) /41 n11+ cvecone *'/‘m w o =ff para ¥ ?1=(ﬁ11""n1m)

perteneciente a BZ( S ), donde

Bi(S) = ( n, = (,nil”"'nim) sm € B(S)); i =1,..,m)

Demostracidén

Como g es una funcién de P, solamente,el Teorema( )

1

demuestra que para todo estimador insesgado f«de g3

-1 . m-l m-1 . 2
(3.7)Var(£) 2 (BN, )7 . (}:;::l P gl’a - (%’j b, &)

y por el corolario I f es eficiente en Pl,si y s6lo si ’

existen constantes al,...;a no todas cero y b tal que :

m-—-1

(3.8) f = 3:? aj(ﬁlm nlj - pljnlm) + b ,pgra todo njEBi(S)

=1
(0) (1) .

Supongamos que f es eficiente en E Pl .Entonces exis-

ten constantes ago) ,agl) 9y J=ly eeym=1 ,b(o)y b(l),tales que
m-1

_ (o) (o) (o) 4 w(0)
T = g;i 25 - “Pim My~ pla nlm)' P

m-1

(1)

il

(1) (1) (1)
ng &3 - Pim nla Py j nlm)+ b
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De esto resulta directamente ( 3.6) .Ya que b(1)=g(P§1))=
Ei(f) 3i=0,1. donde Ei(f) es la esperanza de f ,cuando Pl=
Pl(l) v ¥ Pgo) y'Pil) no son equivalentes respecto a g(Pl),y

tenemos '; #0 , y que no todos los /“j son cero.

El lema anterior demuestra que si la condicién ( )

no se satisface ,entonces f no puede ser eficiente en dos §

mas valores no equivakentes de Pl.

LEMA 2

Sea S un plan de muestreo cerrado y no trivial para
el que se verifica ques Pr(iﬁi =:0:/S) = O,Entonces Ni=(Nll’
eeeyN; ) se puedeiéscribiriddmo{~

m N :

( 3.9) N ,,{:} z. donde los z, son vectores aleato-
1 =1 k k

rios independientes e identicamente distribuidos cons
f3.10) Pr( zlz'ej‘) =:plj ‘ j=l!",m

Demostracién

Definimos las V.A.. ( M, ) por:

M, = min ( t: Jo =1 )

(3'11) — 3 sy T j—
%{—mn(ﬁ.Jt-l,t>M

Entonces,ya que Pr( N1 = 0/8)=0 ,pk> o ¥ plj> 0 ,ik=1,..

k—-l) k=2,3'o¢~

..,m tenemos que Pr( M { »/8)=1 ,k=1,2,..

Sea ahora 2z, =6. si

K a Jmk+ 1 =' j ? j=l,cijm yk= 1,2'03

Es decir zk=ej si la k-&sima visita al estado 1 por la ca-

dena es seguida por una visita al estado Jj.Entonces obtenemos:

~76-



(3.12)8r( 2z = e, ) = Br ( Jink-x- =)= > Pr(dy =i/ =
mk k

mk).Pr( M, = m ) = Py e %; Pr( Mk = mkb = plj;j=l,..,m
k
y se puede ver facilmente que las (Zk) son independientes.
Ademds se puede ver que Ni,puede representarse como
la suma de N observaciones independientes de un vector

1.

aleatorio z ,con la misma distribucién que la dada para las

( zk)’-

Vamos ahora a introducir algunas notaciones y definiciones

que se utilizarén para caracterizar phanes de muestred efici-:
entes |

Sean ¢ ¥y o* dos renteros positivos prefijados y W = w(Jl,.g.
.,Jn) una variable aleatoria,tal que w= w( jl,..ﬁ,jn);nGSA(S)
es una funcidén positiva entero ~-valuada de ( 31""3n) no de-
creciente en n.Sea W otra variable aleatoria tal que: W=
W (Jl,...,Jn) .S(Wye) nos indica el plan de muestreo en el
cual las observaciones se han realizado hasta que:W=c se al -

canza .

DEFINICION 2

Un plan de muestreo S( ® 3 W*) se diréd que es similar
a S(c3W) si w = w( jl,..,jn) =¢c pra todo(jl,..,jﬁ), siempre
% .
que o =z w*(jl,...,jn)= c* y ne A(S( o ;WK )) jesto es, si

W =¢ a la terminacién del muestreo bajo ( S(cx,wx).
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EJEHPLOL

Sea m(1)= j(l)( J”l’l ,Jé ""JN') = n? de veces en que

Jt=i y t = l’ooo,N

Intonces tenemos:

PLEV 3: Iy )((J))-—Nl FoI( ) ‘

donde I. es upa funcién indicador,
Ahora se puede ver que el plan de muestreo Ssﬁfc-!-l,J:(l;

tiene la propiedad de :

i) i= i para todo ne<A( S(c-l—l, '(1)))

2). mn; =c para todo n;eB; ( S(c-l-l Jl( ))))

Entonces S( c-!-l;:,J(l)) es 'similar a S( c3 Ni.)

EJEMPLO II

(1) _ (i)( I

Sea R &) = nf de rachas de i en N.

l! oy
observaciones.

Entonces tenemos:

Z Noo + I SJN)
i=1, §#i

El plan S(c4l; R(i)) se puede ver gue tiene la propledad de

que 3

I) 3§ =i para todo n€A( S(ctl; R(i)))

m .
I1) S H, = ¢ para todo m, € By ( S(c4l; g{1)y)
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Entonces S( c#l; R(i)) es similar a S( c; }%: N..)

j=1, jAL
Bhat y Kulkarni (1966) extendierom los resultados de de Groot
(1959) para poblaciones binimiales al caso multinomial,-y han
caracterizado planes de muestreo @ficientes ,para tales pobla-

ciones.El siguiente Teorema es una consecuencia de los lemas

2 y 3 y de los Fesultados de Bhat y Kulkarni.

TEOREMA 2

Sea S un plan de muestreo cérrado y no trivial ,tal
ques |
I) Pr( Ny = 0/ s) =0' 
II) Existen constanﬁea.'/“#l;..;...n/&i no todas cero y

? # 0 tal qué :
foy mpgt eeeeblug By = ¥ para todo imy € B, (S)
k :

Entonces S es ,bién S(cj Zi
k=1

positivo ¢ ,6 un plan de muestreo similar a este ,donde ( 67(1),

Nl,&(k)) para algin entero

yesey 0(m)) es una permutacidn de (Lyeveym) ¥ k  es un entero

tal que 1 £ ko <m "

De los lemas 1 y2 y del Teorema anterior ,se deduce

que solamente lds planes de muestreo que pueden ser eficien—
k

tes para alguna funcién gl Pl) son S( c¢; 2;;_1 Nl, U‘(k))’é pla-

nes similares a ellos.

Vamos a ver en el siguiente Teorema que estos planes
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son verdaderamente eficientes .Todo esto ,unido al lema
implica que un estimador no constante f .es eficiente para
g( Pl ), para todos los valores de Pl si y s6lo si es efici-

ente en dos valores distintos,no equivalentes de Pl‘

TEOREMA 3

k

El plan de muestreo S( c3 z N V1
H 1,0

§ planes similares a é1 son eficientes si toda funcidén . no

£k £ n
o

constante £ de la formas

(3.13) £= Ay N.ll; vee kM N

es eficiente para : ‘

Demostracidn ’ .

Habréd que probar gue S(c;"z N..) ,1l€k <m es
| = 0
eficiente y ( 3s13) es el estimador eficiente paras

g(P ) =C( P +.oo P )/ (p '!’ooo‘l’ P )}
1) =elfy pptee oty P!/ (P 1k
demostrando que existen constantes aj‘ y3=lyes,m=1;,7y b ,tal

que la ecuacién ( 3+2) se verifica para todo nﬁ.eBl(S ( e

k
Zo Nlj)‘).ESCI‘lblmOS :

J=1
— - : .=1 o e k
(3.15) Pijfa (P ™4~ P1j ny ) Pty 13 veerfy
k
Ya que: K 0
5:0 my=c para todo m, € Bl(s(c; Z Nlj)),suman—
i1 1

do ambos miembros de ( 3+15),obtenemos:
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( pyg+ oood plko) Y =~ i (P myy - Py )4 oopgy

J=1
Entonces: k
J=1 °

Si escribimos:

-1 -
) 4= Prpe ( Py Byy = Ppj Byp)¥ Ppy Moy

De donde resulta finalmente , la expresién de f ,después de

algunas simplificacioness .

t= Z P I - Pn" ree b Py ) Z:/"k Py (Pyy Py
j=1 - k=1

-1
=Py j Bpp) * Z M le ()04 4 Planlm)"' °(‘P11"'"*P1k )
j=ke_+1

.

2__ )‘*a pl;l que es de da forma ( 3.17).Por tanto f es

eflclente para s m

E(f) = cf P11t ceot plko)—l' %;;rﬁ Py 4 = g( By )

Aclaremos ,que en particular, S(c;Nl ) es eficiente y ( )

es un estimador eficiente para e‘z:tﬁ plj"
=1
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S5TIACION LITCIBUNTE DE FUNCIONES DE DOS O MAS FILAS DE P

Vamos ahora a considerar el problema de caracterizar

‘tripletas eficientes ( S, f,2 ) ,cuando las g son funciones

de dos filas de P ,sean Pl y P2.
Cuzndo las Py ¥ Pyrge ( i# i’) no estan funcionalmen—

te relacionadas:

a) Los terminos que contienen a las pij en la probabilidad

conjunte desarrollada en (3.1l)se pueden factorizar de forma

cue los terminos que contengam a las Pi= ( pil”"pim ) ycon-

tengan sbélo a las m, = (-nil"f"'nim )y

b) E1 extremo inferior en la desigualdad de informacién 'y
la forma de los estimadores eficientes (3.5 ) tienen una pro-
piedad aditiva ,en el sentido de que son ,en parte,sumas de

términos que contengan solamente & las P, ¥ m.

Estos hechos, junto con el Teorema 2 , indican que ,
en orden a que el plan de muestreo S sea eficiente para algu-

na g( Pl’Pz) » © debe tener la propiedad de que ,para algu-

|
nos enteros positivos fijos lcl ye, s
ko %x

(3.18) 2. M ogk) =% 7

n, = c
- 2,0(8) = %

=1
para todo ( ni,né) para los cuales mn€B(S) ,donde ko ¥y 6'0

son enteros positivos ,1 é:ko ’ 50 $m.

Sin embargo ,es fdecil ver que la condicién (3,18 )
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ne se puede satisfacer si m > 2,

Cuzndo m=2,estamos en el caso de pruebas de Bernouilli
dependientes, ( Jl,.... ),tales que:

Pr( Jl=l)=l-Pr(J =0)J=p 0<Kp<l

Pr (J,=1/J, ,=1) = &  04«<1

.

Pr (J -l/J o;<{5<1

$-17 0)

]
>

con l-ok=o ; 1-p =/3' i 1-p= q

En este caso la desigualdad de informacidn se reduce as

(3.19Var(f) 3 pag; ? (2,9, ') +oaZgl? (p, »(>)/E(N] )+

'!‘/3/3 (P’ vﬁ) /E(No.)

Yy los estimadores eflclentes tienen la forma:

£( 3yom ) = a(ig=p) + by( Lmyy —ony ) + by(Eny,-fn, )

, 20
(3,20) . a

Entonces se demuestra que: (Ver :Do SUN BAI ,(15))

TEOREMA 3

"1 Ynico plan de muestreo eficiente , para funciones
e . s 'L " i -
de ambos pardmetros a'yle ,es8 S( 2c; Nlo' Nol) 0 planes simi
lzres a este, y toda funcidn no constante f de la forma :
f= aNl + b NO 4 d es un estimador eficiente para :

al oty 3) = of /g +v/p)+d
kn particular, se verifica que f es eficiente para:
f=N es eficiente para : g( ,(5) =e( 1/x ¢+ 1/('.~)-l-1
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CAPITULO III

INFERENCIA EN PROCESOS (J~X ). CONTRASTES DE HIPOTESIS

ITI.1. Contraste de hipbétesis acerca de probabilidades

especificas.Regiones de confianza,.

Ii1.2. Contraste de hipb6tesis de que las probabilidades
de transicién son estacionarias.

IT1,3. Modelo modificado.

IT1I.4. Admisibilidad de las funciones de 1la cadena,como

tests estadisticos.Algunog modelos particulares,

Bibliografia.
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3.1 . TEST DE HIPOTESIS ACERCA DE PROBABILIDADES ESPECIFI-

CAS Y REGIONES DE CONFIANZA.

Sobre la base del capitulo anterior,referente a dis—
tribuciones asintoticas de los estimadores de las probabili-: -
dades de transicién ,podemos estudiar algunos métodos de in-
ferencia estadistica y aplicarlos en cualquier caso particu--x
lar que se presente,

Para esto,vamos a suponer que todo pij es mayor gue
cero,y en primer lugar vamos a contrastar la hipétesis de que
ciertas probabilidades de transicién pij tienen valores espe-
cificos pgj .

Con este fin,hacemos uso de que, bajo la hipétesis nu-

. ‘ * o . .
la ,las variables: ( n: )1/2 * ( p.. - pij ), siguen una dis-

ij
tribueidén limite normel ,con medias cero y varianzas ¥y covari-
anzas dependientes de los p;j, de la misma forma gue se obte-
nia para los estimadores multinomiales.

Entonces,podemos usar la Teoria asintética standard,re-
ferente a distribuciones normeles o multinomiales,para contras-
tar una hipétesis acerca de una 6 mas de las Pij’o determinar
regiones de confianza para estas.

Como un ejemplo especifico ,vamos a contrastar la hipétesis 3

’ j = 1’2,o¢,m’para Im i dado:

-87-



Bajo la hipbtesis nula tenemos que:

= ( ; - 2. )2
(L) ) x - Pig T P
i 1 (o]

tiene gsintoticamente una distribucidén ‘X 2 con m-l grados
de libertad .Entonces,la regién critica de un contraste de es-
ta hipbtesis al nivel de significacién « jconsta del conjunto

~

d=z los pij y para los cuales la suma anterior es mayor gus el
nunto de AK-significacién de la distribucidn )(2,con m-1 gra-
dos de libertad.

Una regidén de confiaﬁza sde coeficiente de confianza
& ,consta del conjunto de los p:j y para los cuales la suma
e3 menor gue el punto de &« -gignificancia.

Ya que las variables n? ( ;ij - pij)g,para i diferen-
tes,son asintéticamente independientes,las formas (1.1 ) para
diferentes i ,son asintoticamente independientes ,y por tan-
to se pueden sumar para obtener otré.s variables X2 .

Un test para todas las pij(i’j =1,2,..,m) ,se puede
obtener sumando ( 1.1) para todo i ,resultando una variable

;( 2 con m(m-1l) grados de libertad.

=38



Jo
.
N
L]

cONTAASTE D& LA HIPOTRESIS DE QUE LAS TROBABILIDADES

D= TRANSICION SON CONSTANTES.

En nuestra cadena de Markov ( Jn;ntsN ) suponemos gue
las probabilidades de transicidn pij,son estacionarias,es de-
cir no dependen del tiempo ,

Una alternativa general g esta suposicién ,es que las
probabilidades de transicién: ,dependan de t, es decir son de
la forma pij(t) .

Contrastamos la hipétesis nula HQ: pij(t)=pij

tgl,co,T
Bajo la hipétesis alternativa, los estimadores de las .probabi-
lidades de transicién para el instante t son:

R n, (%)
(2.1) pia(t)= -——-J:-‘?_.__
ni(t-l)

La funcion devverosimilitud maximizada ybajo la hipétesis nu—~

P nij(t)
(2.2) f—7 7 Py j
%

=L i,

la ,es:

La funcién de verosimilitud maximizada bajo la alternzativa ’

seri
R nij(t)

ol T TT 3.4
1] i, ]

1
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1l cociente nos di el criterio de razén de verosimilitudes:

" n, (t)
3 ij
(2.4) A=TT TTC ——re (t))

t i,

Ahora bién ,ya sabemos que - 2 1og,* se distribuye segiin
una X_2 con (T-1)(m(m-1)) grados de libertad cuando 1le hi-
pétesis nula es cierta . |

La razén de verosimilitud anterior, es semejante -a
las razoncs de verosimilitud obtenidas para tests standard de
homogeneidad en las tablas de contingéncia.ansiderando esta
seme janza,sea para un i dado ,el conjunto ;ij(t) gque tiene la
nisma distribucién asintoticacque los estimadores de las pro-
babilidades multinomiales pij(t),para T muestras independien-
tes .

Se puede usar una tabla m x T ,que tiene la misma apa-
riencia formal gue una tabla de contingencia, para represen—
tar los estimadores conjuntos ;ij(t) para un i dado y para

i=l,2,.,m y t=1,2,..,T

t J 1 L 2. .eewevens nm

1| pyy (1) pyp(Meeene 2y (0)
2 p;1(2) p12(2) pim(z)
T P;1(T) Pio(Meeens p, (D)
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La hipotesis de interés esyque las variables aleatorias repre-
sentadas por las T filas,tienen la misma distribucibén, ya cue
los datos son homogéneos a este respecto.

Esto es equivalente a la hipbtesis de que existen m
constantes pil’piZ"”’pime y CON Z-:pij =1l ,tal que la proba-
bilidad asociada con la columna j—éiima es igual a pij yen

todas las filas(T);esto es ’pij(t) = P, spara t=1,2,..,T.

J
El test )(2 de homogeneidad ,nos parece el més apro-

pilado 2qui.Por tanto ,en orden a contrastar esta hipétesis,cal-

culamos

2 - - N

si la hipd8tesis nula es cierta ,X?‘ tiene la distribucidn 1i-
mite usual con ( m=-l jtT»l) gradosl de libertad.

Otro test de la hipdtesis de homogeneidad para T mues—
tras independientes de pruebas multinomiales se puede obtener
usando el criterio de razén de verosimilitudes; esto es ,en or-

den a contrastsr esta hipétesis para los datos dados en la ta-

bla m x T ,calculamos

P a n, .
(2.6) }\i= E( pij/ pij(t)) +d

(t)

rue es formalmente similar al criterio de razén de verosimili-

. . . . P 2
tudes .La distribucién asintdtica de -2 log 7\1 es la )gi
con (m-1)(T-1) grados de libertad . |

La aclaracidén precedente relativa a la seme janza con
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las tablas de contingencia ,trata con un valor dado de 1i.
Yor tanto,la hipétesis se puede contrastar separadamente pa-
ra cada valor de 1i.

Vamos a considerar shora la hipbtesis conjunta de que
pij(t) = p;; para todo i,j= 1,2,.eym y t = 1,2,..,T.

Un test para esta hipétesis nula conjunta, resulta di-
rectamente del hecho de gque las variables aleatorias ;ij(t) vy

~

pij ypara dos valores diferentes de i,son asintoticamente in-

dependientes.Por tanto,bajo la hipbtesis nula ,el conjunto de

los X:2 calculados para cada i=l,2,..,m , son asintotica-
i . \

mente independientes, y la suma:

~

m ’ : -
(2.7) X‘? ::'L'Xi =Z' Z n, (t-1) ( ;’ij(t)" - ;i.)z/ P
i=

i t,J J 1J
tiene la distribucién limite usual con m(m-1)(T-1) grados de

libertad .

De igual,forma,el test del cociente de verosimilitudes

como en ( 2.4))se puede expresar de la forma:

(2.8) - 2 log /\i= - 2 log A

s

v
1
]




3.3 UN MNMODELO MODIFICADO

En los apartados anteriores hemos supuesto que los
ni(O),(n‘-J de individuos en el estado i en el instante cero)
eran no aleatorios .Una alternativa a esta suposicién es que
los ni(O),estén distribuidos multinomialmente,con probabili-
dades Yli ¥y amplitud muestral n. Entonces ,la distribucién
del conjunto de las nij(t) es ( L5 ) multiplicada por 1la

distribucién marginal del conjunto de 1os'ni(0) que es:

n! m ni(o)

(‘-3-1) - e v ‘ ni.

En este modelo ,el estimador de méxima verosimilitud de pij

es otra vez (1,%),y el estimador de mdxima verosimilitud de
i e Ny = 2000 /m (3.2)

Las medias ,varianzas y covarianzas de nij(t) - ni(
(t-—l)pij ySe calculan ,tomando los valores esperados de(l.lo)
a (1.23) . Las mismas formulas se aplican con nk(O) reempla-
zado por nT), = Tambien nij(t) - ni('b-l)pij son incorreladas
con ni(O).

Ya que nk(o)/n estima a ‘n rConsistentemente,las va-

rianzas y covarianzas asintoticas de n;/z( pij - pij) son

i
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irnales a los del apartado

.
KHesulta de estos hechos que la teoria asintética de
los tests dada en el apartado anterior ,continua siendo util
nara este modelo modificado.
Se puede simplificar algo la expresién de las yarian—
zag y covarianzas asintdéticas , si la cadena parte de un ests-—
do estacionariojesgto es ,si: m

(3.3) | Z”’]k Pei = M4

k=1

Entonces Z V( K pl(cz-l) = 7(1 vy ¢i= T 111.

e sabe,que si la cadena parte de un estado estacionario,las
ecuaciones (4.3) pueden)ser.de algin uso adicional para la es-
timacidn de las Prs scuando el conocimiento de las'ni,é bien
los estimadores de las\li ,son calculables.

Tratamos aqui ,con el caso mds general ,donde no se
conoce cuando ( 3.3) se verifica,y se usan en este caso los
estimadores de méxima verosimilitud .

En el caso mds general ,los estimadores obtenidos no
son eficientes ,en el caso especial de aue 15 cadena esté en
un estado estacionario, ya que no se conoce informacién de re-
lieve.kn el caso especial ,las estimaciones de M.V. pars las

y las pij se obtienen maximizando:

log L = Z::nij log Py 5 i ni(o)log’qi sujeta a las res-—

tricciones:
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Zpij=1 ’ Z'ylipij =f"(j ’ Z'V(J =1 con
pij )/ 0 y ‘r(i ; 0.

En el caso de que la cadena parta de un estado esta-
cionario con los 'Vli conocidos ,las estimaciones de méxima ve-

rosimilitud de 1los pij se obtienen maximizando) nij log‘pij

sujeta a las r icei :E..= Z P.. =1

jeta as restricciones pla 1, . ’Yllpla 7’[3 con
B i

pij >/ O.

Para obtener las ecuaciones. para los estimadores de maxima vero

similitud se pueden usar los multiplicadores de Lagrange.




3.4

TaSTS ADMISIBLES BASADOS EN S

27—

Deciamos en el capitulo anterior que las funciones
probabilisticas de la cadena de Markov ( J 3 neN ) yconsi-
derada finita,se podian-admitir como test estadisticos.

Baséndonos en esto ,vamos a considerar nuevamente,
el problena de contrastar hipétesis acerca de la matriz de
probabilidades de transicién de la cadena.

Utilizando la misma notacidén ,llamamos ShT a la su-~
ma Yl+ Y2+..+ Y.y ¥ sabemos que la ley de probabilidad de

T

dicha suma viene dada por la densidad multinomial,siguiendo

la ley binomial ,cuando h = 2.

Vamos a tratar sélo este ultimo caso ,cumpliendose

las hipotesis del Teorema .

Sean royr dos ndmeros dados ,tales que O<ro,rl<

1

(1l y sean :

O(O— ° “o o e o(o. ) i=l oo gl j=1,2
lJ = ( (xl,jl’ ij2”" ? iamia) ’ ’ ? y J y
(4.1)

2m distribuciones(conocidas o desconocidas)

k=0,1,2,3,4. a las siguientes hipétesis:

Llamemos Hk;
o . .
® Ty v 4 P m, . 1=l 2 PRI 11} =l 2
Ho.p ry o 1j ij 1€y 00y, J=1,
Hl:pzrl ’ ‘Kij = “ ij oo i=1,2f’oo,m’ j=l’2

-96_




o
S
A
!
LR
i
X
[#]

i=1’2,'.’m 9 j: 1,2.

2 o! ij ij ?
(4.2) o . )
H3: p(ro dij = Kij y i=1l,2,..,m , j= 1,2.
o . -
H4: pq&ro X i =°<ln y i=1,2,..,m , j= 1,2,

A partir de estas hipbtesis podemos extraer cuatro
tests optimos para contrastar Ho,contra las cuatro hipote-~

sis alternativas Hl’ H H, ¥y H4, respectivamente.

2! 3
En lo que sigue, las matrices de probabilidades de transi-
cién , bajo las cinco hipétesis expuestas se notardn por

Po’Pl’P:Z’PB y P4.

TUORSHA 1

"Supongamos que la distribucién inicial Po, permane-.
ce fija( sea conocida o desconocida).Entonces el test més

potente para contrastar Ho contra Hl yViene dado por:

*f’l(x) =1 ©para x) ¢y

(4.3) =d, para X =c

{1

0 para =z ¢y

si r0<rl,6=

¥Y,(x) =1 para x<{c
(4.4) 2 ?

]
0

= d2 para

= 0 para X > c,



51 T > r, , donde ( cl,dl) vy ( c,sd, ) estan determina-
dos por un nivel de significacién preasignado , y por el

valor ro y donde x viene dado por: x = x 4+ x i,.4 x

11 21 " °° 71

m m
* 6= g;; Z:?l é i, Ju gita(u,v);t=l""T

v=1 t-1

con H

Do s ACTON

Vamos a probarlo ,solo para el caso ro rl.La demostra-
cién de la segunda parte es,en todo,similar.
Por el Teorema 1 y el lema fundamental de Neynan y
Fearson, se sabe que para cualquier « dado, el test més poten~
te viene dado por: |

¢ ( 2, veerBy )= lA para R( Z, yeesBy ) > e

o 7 0 T
) =q n R( 2, yee93. ) = ¢C
(4.5) i lT‘
= O " R( Zi ,..,Zi ) < B
0 T

donde (c,d) esta determinado por (°<,r°) y donde:

T t
Rz, yeepz, ) = ) 2z, (L(B) = L(-P)) 2 = (lar,-
*o o =1 el 1 ° g

~lnro)x 4+ ( 1n (1-rl) ~ 1n (1-ro)))( T - x)= ( lnrl(l-ro)/
/r (1-r))x + T( 1n (1-r;)/(1-r ) y.
Entonces el test més potente esta dado por ( 4.5 )y

es equivalente al test dado por (4.3).

Con esto se completa la prueba.




COROLARIO 1

Si la distribucién inieial Po permanece fija,enton< -
ces
I) E1 test ‘Pl es uniformemente més potente para contrastar
H0 contra H2 y s
II)E1 test fz es uniformemente més potente para contrastar

H contra H..
0 3

COROLARIO 2

Si Po rermanece fijo ,entonces ,el test :

\103(“) = % ipara x(ci 6 x)e]

"

4 . ’
d3 para Xx = c; é c;

(4.6) , .
0 para cl(x <c2

donde ( ci,cé,d3) estd determinada por («, r )i , es unifor-
memente m4s potente e insesgado para contrastar HB contra
la hipbtesis alsernativa H4.

Hotemos que si miramos ( & gj ) como parémetros adicionales
entonces los tres tests ‘f’l, for Y, » son tests similares
U:’ e insesgados.Enrsegundo lugar ,va que las funciones de
potencia son todas binomiales coh pardmetros (T,p) ,todos

los tests son uniformemente consistentes.

“n tercer lugar, podemos usar los mismos tests para contras-— *°

tar la hipdtesis nula Hb,contra hipétesis alternativas més




generales, suavizando las condiciones sobre las distribucio-
nes o« L) o sobre la distribucién inici = »
( ij y/ ién inicial P, ( 1 295 I

geee ’p*n) ,cOomo veremos zhorai
i

COROLARIO 3

Sea A un n? positivo ,tal que 0{ A £ 1/s .Se= P,
1a distribucién inicial de la cadena de Harkov inmersz ( J‘n;:
n¢N) , tal que : Po)/l = (A, Aye.eyA) , esto es D
, i=1,2,..,m.

Entonces ‘fl, Por ~(3, son tests uniformemente mZs po-
tentes e insesgados para contrastar la hipétesis nula H@,g@n—
tra las hipdtesis H;‘?,H‘3 ¥y H4,re5pectivamente.

Vamos « ahora a considerar el problema de contrastar
la hipdtesis Ho contra una de las siguientes hipdtesis al-
ternativas extendidas :

i)

(4.7) Hy+ p(T,

H,

..
"

p=7T p) T,

1

-e

e
(1]

-e

H; P ;éro

Obviamente,no existen tests insesgados uniformemente m&s po-

tentes para contrastar Ho conira estas hipétesis aliernati-

vas .5in embargo, ya que tenemos:
H, C HI i= 1,2,3,4.
i i

podemos extraer el siguiente resultados
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Bajo las suposiciones del teorema ¥y suponiendo
que 130 permanece fijo ,los tests )01, )02 y )03 son admisi-
bles para contrastar Ho contra la hipétesis alternativas :
H{,H’,Hé y Hi respectivamente ,y tienen las mismas funciones

de potencia ,que las que sirven para contrastar Ho contra Hl

H2,H3 y H4 respectivamente.




ALGUNOS HMODELOS BSTADISTICOS

Y& cue la distribucidn de SZT es la binomial ,bien
bejo la hindtesis nula 6 cualquiera de las alternativas,nos
es de gran conveniencia usar este hecho para las aplicacio-
nes préacticas.

Bs més ,el estadistico SZT’ se puede éonsiderar co-
0 una generalizacién de algunos estadisticos bien conoci-

dos, especialmente en el caso,en que:
= = eeces = =lo‘
M1 T I Bm

Vamos a exponer ,algunos ejemplos

I) MODELO ™ TzST DE LOS SIGKNQS "

51 se verifica el caso anterior ,es decir- todas

las mg, =1, y a( u,l)= i, u=1,..,m , entonces S,p Se
recduce a T‘ T
S”—‘(ZJ ,T"ZJ
t=1 t1 ) t1 )

¥y el test correspondiente se puede considerar como una ge-
neralizacién del"test de los signos", ya que,parz el caso
m=2 ,es el ya conocido test de los signos.

II) MODELO DEL"NUMERO TOTAL DE RACHAS"

Si se verifida y a(u,1) = uy u=l,2,..,m
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smtonces S y Se reduce a :

2T
T m m
E:: E:: J ’ T - E:: .E:j J )
=1 u=l t=1lu tu $=1  wel t-1u tu

v este es justamente el estadistico " n? total de rachas"de

.

los m estados para nuestra cadena de Markov, ya que :

tal- Zf: <2ff T5-1 utu

t=1 u=l
es exactamente el n? total de rachas de los m estados.

Este estadistico ,fué primero‘introducido por Good-

man ( ) y més tarde usado por Barton, David y Fix.

Relativo a este 22 apartado se pueden encontrar fa-
cilmente ejemplos de persistencia en una cadena de sucezos

adltiples.,

IIT) HODELO DE "™ RECORRIDO ALEATORIO CICLICO "

Si se verifica ( )y a(u,l) =u+l, usl,2,..,

entonces S se reduce a 3

ymu-1 y a(m,l) =1 ) on

I T 'm"' Zf . )
5;: 2:7 t-lu tusl P T T ggi: Tg-1u Jtu+1”

t=1

fmdl Jtl .Este es un test UMP e insesgado para

donde J
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pién sea una hipétesis unilateral 6 bilateral , acerca de
p, en una cadena de Markov , con,por ejemplo,la siguiente
matriz 4 x 4 de transicién :

rbr P 0 q7
q 0 p 0

O a9 O »p

Lp‘OqO

que es justamente la matriz estocédstica, para un recorrido

aleatorio ciclico:

Iv) MODZLO DE "TENDENCIA MIXTA "

Para explicar este modelo,nos valemos de un simple
ejemplo.Sea P la siguiente matriz de probabilidades de transi-

cién de una cadena de Markov con tres estados :

r 3

« P (1- o, )p q
& (1- «%)p
(! 3° 37

Si se quiere contrastar la hipdtesis de aleatoriedad:
e X = = = 1/2 = 2
Hy: &) = &, = 3 =1/2 y  p=2/3

contra la hipotesis alternativa: de tendencia mixtas

Hotp ) 2/3

Entonces se puede usar el +test estadisticos

~104-
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S = ( Y, Y )
QAQIHde 2
K
= E Clenai a1 T ¥ T Tt Iy Iy
=1
J‘ T l ]
P i3 Jee P94 37e3)

vomo ejemplo de aplicacién de este modelo , tememos un prokle-

na @e interés en Sociologia, contrastande el efecto de 1= clz—

O Le

-~

ek

3

h

.1 del padre en la clase social del hijo.

i

Si consideramos las clases sochales alta ,media y baja
como los tres estados de una cadena de larkov,se ve en l1a ms-
triz de transicidn ,por su estructura, gue dicho modelo es el

ués conveniente para contrastar dicha hipétesis,
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