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Resumen
El razonamiento inductivo es un medio potente de construccion de conocimiento tanto
en el medio cientifico como en el social. Su potencialidad se debe, fundamentalmente, a
que la generalizacién es una de las componentes del mismo. Es posible llegar a la
generalizacion a través de la abstraccion de lo que es regular y comdn en los sucesos y
los hechos cientificos, a partir del descubrimiento de patrones que constituyen el
germen de leyes propias del nuevo conocimiento. Exponemos a continuacién algunas
ideas sobre el razonamiento inductivo, el papel de la generalizacion en la construccion
de conocimiento, asi como del uso que se puede hacer en el aula del razonamiento
inductivo para el aprendizaje de las matematicas.
Abstract
Inductive reasoning is a powerful mean for constructing scientific as well as social
knowledge. Its importance comes from one of its components: generalization. It is
possible to reach generalization through the abstraction of what is regular and common
in scientific events and facts by the discovery of patterns. These patterns are the germen
of laws of the new knowledge. Here we present some ideas about inductive reasoning,
the role of generalization in the construction of knowledge and the use of inductive
reasoning for mathematics learning in the classroom.
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El razonamiento es un proceso de pensamiento que permite obtener conclusiones a
partir de premisas previamente establecidas. Segln sea el desarrollo de dicho proceso se
distingue entre razonamiento deductivo y razonamiento inductivo. A este Ultimo tipo de
razonamiento dedicamos las paginas de este articulo. Algunos autores, entre los que se
encuentran Polya, Poincaré y Whitehead tratan la induccion y la consideran importante
en la generacion de conocimiento. Pdlya (1945) expresa que la induccién es una

practica que usan los cientificos para tratar con la experiencia, un método para descubrir



propiedades tras la observacion de los fendémenos, de la regularidad que presentan
dichos fenémenos y de la coherencia que se les supone a los mismos’. Poincaré (1902),
utiliza el término induccion cuando reflexiona y trata de la naturaleza del razonamiento
matematico. Considera la induccion como la via para llegar al conocimiento en
cualquier ciencia, en particular en la ciencia matematica, partiendo de situaciones
particulares, observando las regularidades y alcanzando la generalizacion. Por su parte
Pélya (1945) argumenta que el razonamiento inductivo es el razonamiento natural que
da lugar al conocimiento cientifico mediante el descubrimiento de leyes generales a
partir de la observacion de casos particulares; jugando la evidencia un papel primordial
en el descubrimiento de leyes generales. También Whitehead coincide en sefialar el
papel destacado de la induccion, de la percepcion de lo general en lo particular, de la
distincion entre lo que es permanente y lo que es transitorio, en la generacion de
conocimiento  cientifico:  “El  progreso de la ciencia consiste en
observar...interconexiones en mostrar... que los eventos de este mundo constantemente
cambiante no son sino ejemplos de unas pocas conexiones o relaciones generales
Ilamadas leyes (Whitehead 1911, p.4).

Observamos que induccién y razonamiento inductivo se utilizan a la par,
indistintamente, con significados equivalentes y denotan un proceso cognitivo que
permite obtener reglas a partir de un comportamiento comun observado en algunos
casos particulares y concretos. Esta accion de ver lo general en lo particular que los
autores citados destacan en la generacion del conocimiento matematico y cientifico, no
es Unicamente caracteristica de los procesos de razonamiento en los ambitos cientificos,
sino que es una habilidad del ser humano que se manifiesta y se pone en juego desde la
infancia -por ejemplo cuando se asocian tonos de voz diferentes a un mismo adulto y
palabras concretas como agua a determinados objetos que pueden contener este liquido-
y que se ha mostrado primordial en la generacién de conocimiento.

Modelo tedrico de razonamiento inductivo

Algunos de los autores que tratan el razonamiento inductivo en la construccion de
conocimiento matematico, sefialan una serie de fases a considerar para obtener éxito en
el trabajo. Por ejemplo Hadamard, uno de los seguidores de Poincaré, distingue cuatro

fases en la invencion de la matematica: preparacion, incubacion, iluminacion vy

! Se distingue induccién de induccién matemética o induccién completa. Esta Gltima es considerada una
forma de demostrar propiedades matematicas y, por lo tanto, sélo se utiliza en la ciencia matematica. La
coincidencia en el nombre se debe a que, a menudo, se llega a propiedades matematicas por un proceso de
inducciodn y, posteriormente, se demuestran por el método de induccién completa (Polya, 1945).



verificacion o comprobacion (Hadamard 1947, pg.102). Por su parte Pdlya (1945)
sugiere que el razonamiento inductivo requiere del trabajo con casos particulares, de la
blusqueda de patrones basados en la regularidad observada en los casos particulares, de
la formulacion de una conjetura de acuerdo con el patron, y de la comprobacion
posterior de dicha conjetura. Tomando en consideracion estas ideas y las evidencias
mostradas por algunos sujetos en nuestras investigaciones (Cafadas y Castro, 2004),
proponemos un modelo de siete pasos, que describimos a continuacion.

Trabajo con casos particulares. Casos concretos o ejemplos con los que se inicia el
proceso. Suelen ser casos sencillos y facilmente observables.

Organizacion de casos particulares. Disponer los datos obtenidos de forma que ayude a
la percepcidn de patrones, ya sea en una tabla, en filas y columnas, con algln orden.
Identificacion de patrones. El patron, o pauta, es lo comdn, lo repetido con regularidad
en diferentes hechos o situaciones y que se prevé que puede volver a repetirse.
Formulacidon de conjeturas. Una conjetura es una proposicion que se supone verdadera
pero que no ha sido sometida a exploracién. Dicha exploracion puede dar como
resultado su aceptacion o su rechazo. Si se presenta un ejemplo para el que la conjetura
no es valida, ésta se rechaza. En términos de Popper (1967), se dice que la conjetura se
refuta.

Justificacion de las conjeturas. Hace referencia a toda raz6n dada para convencer de la
verdad de una afirmacién. Se suele distinguir entre justificaciones empiricas y
deductivas. Las empiricas usan los ejemplos como elemento de conviccion. Se vuelve
comprobar con otros casos particulares.

Generalizacion. La conjetura se expresa de tal manera que se refiere a todos los casos
de una clase determinada. Implica la extension del razonamiento mas alla de los casos
particulares considerados.

Demostracion. Proceso de validacion formal que no deja lugar a dudas sobre la validez
de la conjetura que se trata de probar y que la determina inequivocamente.

Estos siete pasos no tienen el mismo peso en el proceso de razonamiento inductivo
—unos son imprescindibles y otros no— ni es equivalente el esfuerzo que su ejecucion
requiere por parte del sujeto. El paso sexto, referido a la generalizacion, es
imprescindible en el razonamiento inductivo, también es el mas costoso de realizar para
el alumnado (Cafiadas y Castro, 2004). Es el que da fuerza al proceso para ser
considerado generador de conocimiento. La generalizacion, cuando se produce, puede

expresarse de formas diferentes: mediante lenguaje verbal, utilizando la representacién



simbdlica o algebraica, o mediante otro tipo de lenguaje como puede ser el gestual
(Radford, 2010). La demostracién, el paso séptimo, permite por su parte conocer si se
estd verdaderamente ante un nuevo conocimiento, es decir, si se puede aceptar la
conjetura con plena certeza de su validez desde el punto de vista matematico.
Generalizacion y adquisicién de conocimiento matematico
Al indagar en la literatura especializada se descubre que la concepcion de que la
abstraccion y la generalizacién intervienen de manera activa en la formacion de
conceptos esta muy presente en dicha literatura. Numerosos autores procedentes de
campos diferentes tratan este tema. Rastreando en documentos como puede ser un
diccionario se encuentra, entre otras, las siguientes ideas sobre abstraccion: Se llega al
conocimiento a través de la abstraccion, ésta es una operacion espontanea, natural y
congénita al pensamiento humano. Por su parte, la abstraccion es el precedente o el
instrumento de la generalizacién. No es posible construir conocimiento general sin
eliminar lo individual, esto es, sin abstraer. La abstraccion prepara para la
generalizacion, dispone el analisis y es el requisito indispensable de la sistematizacién
ordenada de los conocimientos (Diccionario Enciclopédico Hispano-Americano, 1887).
Acercandonos al tema desde el campo de la educacion matematica recogemos el punto
de vista de algunos autores. Dorfler sefiala que tanto en la vida cotidiana como en el
pensamiento cientifico, las generalizaciones son de gran importancia, ya sea en la
construccién de conceptos o proposiciones como en la generacion de ideas, hipotesis o
argumentaciones. Dicho autor otorga importancia a la generalizacion tanto en el
pensamiento individual como en el desarrollo de la comunicacion social al declarar que
las generalizaciones son tanto objetos como medios de pensamiento y comunicacion
(Dorfler, 1991, pg 63.). Otro autor, Kaput, introduce la nocién de patrén y estructura
cuando se refiere a la generalizacion con las siguientes palabras:
extender deliberadamente el rango de razonamiento o comunicacion mas alla del
caso o casos considerados, identificando explicitamente y exponiendo similitud
entre casos, 0 aumentando el razonamiento o comunicacion a un nivel donde el
foco no son los casos o situacion en si mismos, sino los patrones, procedimientos,
estructuras, y las relaciones a lo largo y entre ellos. (Kaput, 1999, p.136)
La generalizacion es considerada asi mismo por Krutestskii (1976) como la habilidad
para generar conocimiento matematico (objetos, relaciones y operaciones) y distingue
dos niveles: la habilidad personal para ver lo general y conocido en lo que es particular
y concreto, y la habilidad para ver algo general y todavia desconocido en lo que es



particular y aislado. También Piaget y sus colaboradores presentan la generalizacion
como un proceso fundamental en la construccién del conocimiento. Tratando de
diferenciar lo posible de lo real utilizan los conceptos de abstraccion y generalizacion
estableciendo relaciones entre ellos. La generalizacion estaria sometida a la abstraccién
y tendria como tarea el establecimiento de regularidades en lo real. Distinguen dos
formas de abstraccion; una empirica, en este caso el sujeto se limita a comprobar ciertas
propiedades de los objetos exteriores y a analizarlas independientemente. La
generalizacion en este tipo de abstraccion empirica es de naturaleza extensional, es decir
s6lo contempla el paso de algunos a todos (Piaget, 1975). Otra forma de abstraccion es
la reflexiva, se refiere a las acciones y operaciones que el sujeto realiza, que hacen de lo
real una manifestacién de lo posible (Piaget, 1982; citado en Yarfiez 1989).
Pélya (1945) sostiene que la generalizacidn lleva a construir conocimiento a partir de la
acumulacién de ejemplos (casos concretos) entre los que se detecta y se sistematiza una
regularidad. Usa el ejemplo siguiente para ilustrar cdmo se puede llegar al
descubrimiento de una propiedad. Una persona puede observar que 1° + 2° + 3% + 4% =
10%. La pregunta de esta persona, si esta interesada por el comportamiento de los
nameros, puede ser: ¢serd cierto que esto mismo ocurra con todos los ndmeros
naturales? o sea ¢sera cierto que 1° + 2° + 3* + 43 +....+ n® es un nimero natural
elevado al cuadrado? ¢Cual es dicho niimero?
Esta persona, a la que hacemos referencia, puede ver qué sucede con otros numeros
sencillos. Para el caso de dos y tres sumandos comprueba que se cumple la conjetura
que ha supuesto:

1’+2°=9=%

1°+2°+3°=36=¢6
Ademas, percibe que en el segundo miembro de la igualdad aparece en todos los casos
estudiados la suma de las bases que estan elevadas al cubo en el primer miembro de la
igualdad, elevada al cuadrado. Luego hay ya muchas posibilidades de que sea cierta la
siguiente igualdad, que constituye la generalizacion para las expresiones anteriores:

13+ 2%+ 3P+ 4%+ 5% n=(1+ 2+ 3+ 4+5...n)°

La generalizacion de lo observado lleva a construir conocimiento matematico. En este
caso una propiedad matematica de los nimeros naturales. Esto que seria una conjetura a
la que llega la persona de nuestra historia, exigiria de una demostracion para
corroborarla y aceptarla como una regla general o propiedad de los nimeros naturales.
Se hace hincapié en que el reconocimiento de patrones es esencial en el desarrollo de la



habilidad para generalizar, ya que al partir de una regularidad observada, se busca un
patron que sea valido para mas casos y ya se esta hablando de generalizacion (POlya,
1966).

Razonamiento inductivo y educacién matematica

La importancia de la generalizacion en el aprendizaje ha sido reconocida en
investigaciones pioneras como indicé Davidov al sefialar que desarrollar las
generalizaciones de los nifios se ve como uno de los principales propésitos de la
instruccién escolar Davidov (1972/1990, p.10). En documentos de orientacion
curricular también se reconoce dicha importancia. Por ejemplo, en los estandares del
NCTM se enuncia que la generalizacién es uno de los principales objetivos de la
instruccion matematica y se argumentan sobre la trascendencia e importancia de la
induccién y del razonamiento inductivo para el quehacer matematico de los escolares.
Para ello se basan en la consideracion de la induccién como un medio potente para la
adquisicion de conocimiento, para realizar descubrimientos matematicos y para poner a
los alumnos en una situacién semejante a la de un matematico en su quehacer cientifico.
Se recogen ideas como que vislumbrar mas alld de lo que se percibe, ver alguna
regularidad y plantear conjeturas es el “corazon” de la induccion, hacer matematicas
implica descubrir, y la conjetura es el principal camino para el descubrimiento
(NCTM, 2003, p. 60). Polya, a su vez, critica la consideracion de la matemética como
una disciplina formal y deductiva, defendiendo la necesidad de la actitud inductiva, en
la que se requiere saber ascender de las observaciones a las generalizaciones. Da tal
importancia a la actitud inductiva, que considera que estamos ante un verdadero
cientifico cuando éste trata de extraer de una experiencia determinada las conclusiones
mas correctas y acumular las experiencias mas Utiles para establecer la mejor linea de
investigacién respecto a una cuestion dada (Pdlya, 1966, p. 26). Otros autores como
Mason y colaboradores apoyan el trabajo en tareas de generalizacién en las aulas al
destacar la actividad de generalizar como esencia de la actividad matematica y afirmar
que una leccién en la que los estudiantes no tengan oportunidad para expresar
generalidad no es una leccién matematica (Mason, Graham, Johnston-Wilder, 2005).
Dos funciones se le atribuyen al razonamiento inductivo que tienen implicaciones en la
Educacién Matematica. Una de ellas, ya la hemos tratado, hace referencia a que permite
el descubrimiento de conocimiento nuevo mediante la formulacion de conjeturas
basadas en casos particulares, llegando a la generalizacion. La otra funcion se refiere a

la verificacion o comprobacién de conjeturas mediante la consideracion de casos



particulares. Se recomienda introducir y trabajar con este tipo de razonamiento, como
modo de validacion previamente al trabajo con razonamiento deductivo presente en los
procesos de validacién formal. Parece razonable y natural que la fase inductiva
preceda a la fase demostrativa. Primero intuir; luego probar (Pdlya, 1966, p. 125). Se
potenciaria, de este modo el desarrollo de ciertas capacidades y habitos de trabajo que
facilitarian en a los estudiantes el avance en la utilizacion y manejo de los procesos de
validacién formales. Numerosas investigaciones de las Gltimas décadas entre las que se
encuentran las realizadas por Maher y Martino (1996) y Waring, Orton y Roper (1999)
centradas en los procesos de validacion formal han evidenciado la existencia de
dificultades en la realizacion de estos procesos por parte de los estudiantes de los
niveles educativos medios. Algunas de esas dificultades se han atribuido a que los
estudiantes no pueden adquirir las habilidades de razonamiento necesarias para llegar a
hacer y comprender una demostracion matematica formal de manera inmediata, sino
que necesitan un periodo de tiempo para adaptarse y es conveniente que Sigan una
progresion légica en el desarrollo de su razonamiento, desde los razonamientos
cotidianos mas proximos a lo concreto hasta los razonamientos matematicos mas
abstractos. Se sugiere dar importancia y prioridad al trabajo en el que se utilicen
procesos de validacion informales como inicio o puente, segin los casos, hacia las
demostraciones formales.

Tareas y problemas concernidos con el razonamiento inductivo

Existen numerosas situaciones que dan lugar a tareas y problemas que pueden ser
tratados para su resolucion mediante una heuristica basada en el razonamiento
inductivo. A veces las tareas no requieren de todo el proceso que hemos descrito y
organizado mediante pasos, sino de una o varias partes del mismo. Presentamos algunos
ejemplos de tareas y problemas.

Hallar un nuevo elemento

En los tres ejemplos que se presentan a continuacion la tarea consiste en hallar un
elemento a partir de los que se presentan y que siga una pauta marcada bien por una
relacion numérica, bien por una disposicién de elementos en el plano. La Figura 1
presenta un circulo dividido en seis sectores en los cuales, excepto en uno, hay escrito
un nimero. Hay que encontrar el niUmero que falta en el sector en el que aparece la
interrogacion a partir de los nameros que hay en el resto de los sectores y las relaciones
que se pueden establecer entre ellos. Se trata de percibir un patrén, analizando los

ndmeros y su organizacion, que permita obtener el nimero desconocido.



Figura 1. Circulo numérico
Una tarea similar es la que requiere la cuadricula que se muestra en la Figura 2. Hay que
encontrar un namero para colocar en la celda donde aparece el signo de interrogacion,

de manera que tenga relacion con los que hay en el resto de las celdas.

234 | 333 | 567

345 | ? 678

Figura 2. Celda desconocida
En otras tareas los patrones a descubrir estan relacionados con la percepcién espacial o
visual. Asi ocurre en la tarea que se presenta en la Figura 3 en la cual es necesario
determinar cudl es la imagen que corresponde al siguiente término de la secuencia,

eligiendo como respuesta una de las opciones A, B, Co D.

Ds ° - ﬁ+ _+® g °+:I ;—
+ [H| e+ L

A BE C D

Figura 3.Secuencia de puntos, cruces y cuadrados

Tareas de este tipo, que involucran la bldsqueda de patrones, constituyen un factor
relevante en los test que miden la capacidad de los individuos para un cierto desempefio
profesional. En dichas pruebas aparece algun item similar a los presentados. Su solucién
exige hallar un elemento a partir de otros dados o conocidos. Radican en generar, a
partir de los casos particulares dados, un caso particular mas para lo que es necesario
generar una pauta o patron de comportamiento de los elementos conocidos.

Tareas que incluyen la generalizacién

La Figura 4 muestra una situacion de juego, en la misma se proporcionan los cuatro
primeros casos particulares que podrian darse en un proceso inductivo. La
generalizacion pedida en la tarea recae solo en el nimero de cartas de la base de los

castillos. Estos nimeros forman una sucesion cuyo término general es una funcion



lineal. La tarea, con la misma ilustracion, se puede hacer mas compleja si los
interrogantes se hacen sobre el numero total de cartas necesario para formar los
castillos, en cuyo caso el término general de la sucesién que forman dichos nimeros es

una funcién cuadrética lo que aumenta la complejidad.

Con las catas se pueden hacer castillos de
diferentes pisos come los de la fiura

A B

1 pizo 1 pisos

4 pisos

Responder a las preguntas siguientes:
a) g Cudntas cartas ferman la fila de la base en cada castille?
B) g Cudntas cartas tendrd la fila de la base en un castille de 10 pisos?
¢) g Cudntas cartas tendrd la fila de la base en un castillo de n pisos?

Figura 4. Torres de cartas
A veces en las tareas se prescinde de la representacion grafica y se proporciona
solamente la secuencia numérica y la accion consiste en hallar el término general de la
misma, como ocurre en los ejemplos incluidos en la figura 5. En todos estos ejercicios,
desde el punto de vista de la induccién, hay que buscar un patrén de comportamiento de
los numeros, hacer la generalizacion y expresarla algebraicamente, desde otro punto de
vista, se puede llegar a la solucién utilizando un algoritmo conocido para hallar la

expresion del término general.

Halla el término general de las siguientes sucesiones

a)s5, 7,9 11,13, ..

b) -2, -4, -6, -8, —10, ...
11 11

“3rsE

d) 1, 8, 27, 64, 125, 216, ...

Figura 5. Sucesiones numéricas
Los dos ultimos ejemplos presentados son propios de libros de texto de aquellos cursos
en los que se trabajan las progresiones aritméticas. No es usual que los autores de textos
escolares introduzcan actividades que requieran de razonamiento inductivo para su

realizacion a pesar de su vinculacion con la adquisicion de conocimiento matematico,



como hemos argumentado; y cuando se introducen, en gran nimero de ocasiones, se
propone uno a uno la realizacion de los pasos, indicando al resolutor lo que ha de hacer.
Problemas

Algunas situaciones dan lugar a problemas cuya resolucion admite el uso de
razonamiento inductivo. En la figura 6 se presentan dos de dichos problemas.
Dependiendo del curso en el que se trabajen pueden ser problemas no rutinarios ya que
en ninguno de ellos se dan indicaciones para su resolucién ni quedan dentro de las

situaciones habituales con las que se ejemplifican las estructuras aritméticas

Problema 1. En una comunidad que tiene 53 municipios se plantean que todos
ellos estén comunicados por carretara de todas las formas posibles. Para ello
van a comstruir un tramo de carretera entra cada dos mumicipios. ;Cuzsntos
tramos de carretera seran necesarios?

Problema 2. D eterminar el mayor nimero de regiones en gque queda dividido el
plano cuando se considera en el mismo un namero dado de rectas

Figura 6. Problemas
En la Figura 7 se muestra el desempefio de una estudiante de secundaria que trabajo en
el problema 2. Se puede observar que comienza a examinar lo que sucede con algunas
rectas, organiza los datos obtenidos con dichos casos particulares, identifica un posible
patron y llega a una generalizacion que expresa, de manera erronea, utilizando lenguaje

algebraico.
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Figura 7. Trabajo de una alumna sobre el problema 2 (Cafiadas 2002)

Sugerencias para la ensefianza

Dada la justificada implicacion del razonamiento inductivo en la generacion del
conocimiento matematico consideramos pertinente que los estudiantes lo trabajen en el
aula para que vayan desarrollando progresivamente las habilidades que con el mismo se
potencian. Ya se ha comentado que permite el descubrimiento y la adquisicion de
conocimiento, asi mismo se introduce al alumnado en los procesos de validacién
informales, al tratar de validar sus conjeturas y avanzar hacia la obtencion de
generalizaciones. En el aula el trabajo debe de realizarse comenzando por los pasos mas
accesibles como pueden ser tratar con casos particulares e ir avanzando en la busqueda
de patrones, hacer conjeturas y generalizaciones, asi como llegar a expresar dichas
generalizaciones. En trabajos recientes (Carpenter, Franke y Levi, 2003; Carraher,
Martinez, Schlieman, 2008) en los que se enfatiza la importancia de atender a la
habilidad de generalizar, para enriquecer la actividad matematica escolar, se ha

mostrado cdémo, sin conocer ni manejar el simbolismo algebraico, los alumnos de




diferentes niveles educativos pueden realizar y expresar generalizaciones trabajando en
contextos aritméticos. Radford (2010), que investiga en un contexto de patrones
geométricos, propone a estudiantes de primeros cursos de Educacion Secundaria una
caracterizacion para la generalizacion algebraica. Los resultados que obtiene sustentan
la necesidad de que las actividades de razonamiento inductivo sean integradas en la
actividad escolar desde los primeros cursos de Educacion Primaria, dando por supuesto
que ha de existir una exigencia progresiva en relacion al grado de validacion de la
conjetura y en la rigurosidad con la que ésta es expresada por los alumnos. En nuestras
investigaciones hemos constatado el conflicto que les crea a estudiantes de primeros
cursos de secundaria el hecho de que la expresién del término general de una sucesién
de nimeros esté compuesto de varios elementos (como 2n-1) frente a cada uno de los
nameros de la sucesion que son simples (como 1, 3, 5, 7...) (Castro, 1995). Asi mismo
se ha puesto de manifiesto la gran dificultad que presentan alumnos de niveles
universitarios para expresar de forma algebraica relaciones numéricas descubiertas por
ellos (Trujillo, Castro y Molina, 2009). Es deseable, por tanto, que se les vaya
introduciendo en este proceso desde edades tempranas, con la blsqueda de
regularidades y en niveles superiores lleguen a establecer generalizaciones asi como
expresarlas algebraicamente, culminando con la resolucion de problemas en cuyo
enunciado no se describa el procedimiento a seguir. Este deseo viene justificado por
nuestras reflexiones iniciales ya que desde los diferentes ambitos referidos en estas
paginas se recomienda que la ensefianza de la matematica fomente habilidades
fundamentales en el alumnado, entre ellas la habilidad para generalizar asi como para
justificar y expresar sistematicamente generalizaciones.
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