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Capítulo 1

Introduction

Multidimensional scaling (MDS) is a statistical technique that has its
origins at the end of XIX century, on the �rst models developed by psycho-
logy. Such models tried to study a relation between the physical intensity of
the stimuli and the subjective sensation that these exert on the subjects. As
input data MDS uses proximities between pairs of objects and the primary
target is to represent these proximities by means distances between points in
a low dimensional space.

Cluster analysis (CA) is a generic term used to de�ne a wide range of
multivariate methods, whose objective is to reveal or discover groups of ho-
mogenous observations. Cluster techniques have been used in diverse discipli-
nes, e.g. psychiatry, where it has been used to rede�ne categories of existing
diagnostic, archaeology, where it has been used to investigate the relation
between several types of devices, and market research, producing consumer
groups with diverse purchase pattern, amoung others.

Although MDS and CA have di�erent objectives, joint application of CA
and MDS methods facilitates the description of dataset in diverse situations.
Originally, this application was achieved independent way as it is pronounced
in Heiser and Groenen (1997). Nevertheless, interaction of both techniques
could help understanding structure dataset better that if these was used of in-
dependent way, in this sense Bock (1986, 1987 and 1997) established the �rst
models that consider an interaction of both methodologies. In particular, the
simultaneous application of the techniques established in Heiser and Groenen
(1997), by partitioning a set of N objects in classes or clusters according to
dissimilarities among them and by constructing simultaneously a con�gura-
tion of K points in a low dimensional space. Thus, points representing the

5



centers of K clusters, contribute signi�cantly to improve the interpretation
of large set of objects, by means a signi�cantly smaller set points, each one
representing a subgroup of objects with similar characteristics established
only by dissimilarities matrix.

In this chapter, a general description of both techniques is presented as
introduction and then a models revision of CA and MDS combined develo-
ped until now is provided. Next, both existing problems for its application
and situations nonconsidered in its development that could allow a better
performance, are discussed. Finally as central objective of present research
work, the procedures proposed according to problematic exposed is brie�y
established, giving rise to presentation of the chapters.

1.1. Multidimensional Scaling
In order to introduce the MDS concept, we suppose that one is interested

in the study of N cities with respect to its geographic position. In order to
realise this we have a square matrix (N ×N) consisting of distances between
each pair of cities and it is tried to reconstruct a map from this matrix. This
problem, in arbitrary dimension, has exact solution based on the works of
Schoenberg (1935) and Young & Houselholder (1938), which are summarized
in the following result and whose demonstration can be seen, for example, in
Mardia (1980).

Theorem 1.1.1 (CLASSICAL MDS ) Let D(N×N) be a distance matrix
interpoints n points in a con�guración space of K dimension and de�ne
B(N×N) by B=HAH, being H(N×N) given for H = I −N−111t and A(N×N) =
(ars) where ars = −1

2
d2

rs. Then, D is Euclidean if and only if B is p.s.d. In
particular, the following results hold:

1. If D(N×N) is the matrix of Euclidean interpoint distances for a con�-
guration Z(N×K) = (z1, ..., zN)′, then B = (HZ)(HZ)t, that is,

brs = (zr − z)t(zs − z), ∀r, s = 1, ..., N,

so B ≥ 0. Note that B can be interpreted as the centred inner product
matrix for the con�guration Z.

2. Conversely, if B is p.s.d and rank K then a con�guration corresponding
to B can be constructed as follows. Let λ1 > · · · > λK denote the
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positive eigenvalues of B with corresponding eigenvectors X(N×K) =
(x(1), ..., x(K)) normalized by

x′(i)x(i) = λi, ∀i = 1, ..., K

.
Then the points Pr in RK with coordinates xr = (xr1, ..., xrK)′ (so xr is
the rth row of X) have interpoints distances given by D. Further, this
con�guration has centre of gravity x = 0 and B represents the inner
product matrix for this con�guration.

The previous result shows that there exist a unique solution for Euclidean
distances in a space of dimension K = rank(B), except for isometry, where
K at most will be (N − 1), since 1 is a eigenvector of B associated to ei-
genvalue 0. The statistical problem that solves MDS arises when we want to
obtain a representation in a dimension space smaller than K and/or available
information between each pair of elements for represent is not given in terms
of Euclidean distances but in terms of pseudo-distances or generally of pro-
ximities with respect to some criterion by means dissimilarity or similarity
coe�cients. In the formulated example, such situation could correspond to a
case in which we wished to reconstruct map (two dimension) using distances
measured by highway or proximity coe�cients between cities based on some
economic criterion, social criterion, etc . . ..

1.1.1. MDS Data
As described above, MDS is a method that describes relations between

objects based on data that represent observed dissimilarities. Nevertheless,
instead of dissimilarities, frequently we observe similarities between objects,
for example, correlations. After transforming similarities into dissimilarities,
MDS can be easily applied. There are several ways to transform the simi-
larities into dissimilarities. For example, we can take the complement of a
similarity or apply any monotone decreasing function that generates nonne-
gative values (dissimilarities cannot be negative). Later, when we formalize
MDS, we will see that it is not necessary to transform similarities into dis-
similarities. In order to indicate similarity or dissimilarity data, we will use
the generic term proximity.

Proximities can be directly or indirectly obtained from observations on
the objects. Distance between cities is an example of proximities obtained
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directly. Proximities can also be derived from data gathered in a (N×q) ma-
trix X∗, that represents measurements realised on N objects of q variables.
There exist di�erent ways of calculating dissimilarities or similarities between
variables or objects. If our interest is in representing variables, we can cal-
culate the correlation matrix as a similarity measurement amoung variables,
applying MDS for the variables representation in a low dimensional space.
On contrary, if we want to represent objects, distances between objects can
be computed in a q dimensional space. In this case, we can use MDS to re-
present objects in a low dimensional space. A detailed description of several
(dis)similarity measures can be found in Gower and Legendre (1986).

MDS can be applied on data regarding objects, individuals, subjects or
stimuli. These four terms are usually used indistinctively, although generally,
objects and stimuli refer to elements over which judgment is emitted and
subjects and individuals to emitters of these judgments.

Denoting by δij the dissimilarity between a pair of objects (i, j), we con-
sider the situation where the set of objects consists of ten bottles of red wine
corresponding to di�erent warehouses. Dissimilarity δij between each pair of
bottles (i, j) can correspond to a integer score between 0 and 10, interpreted
like an emitted judgment by an expert wine taster with respect to i− th and
j− th bottles. The judgment comes from a comparison between a glass from
bottle i and one from bottle j, classifying its di�erences in a scale where 0
means that wines are identical, and 10 means that they are completely dif-
ferent. If instead of one, we suppose that there are several tasters, then data
will be represented by δijr where i, j refer to wines and r to r − th taster.

In MDS, data usually are described by number of modes and number
of ways . Mode is used for each set of objects underlying data for MDS
analysis, and Way for each underlying index in dissimilarities measurement
between objects. Following with the previous situation, if only 1 taster is
considered, that is, δij, data are one-mode two-way, whereas if several tasters
are considered, δijr, data are two-mode three-way. An example where two-
mode two-way data are considered in certain MDS models, is called Unfolding
models.

1.1.2. MDS models
Let N denote the number of objects and let δij denote the dissimilarity

between objects i and j (by simplicity we will refer to one-mode two-way
data). Let X be a N × p matrix, where p represents dimensionality of the
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solution that will be speci�ed in advance by the user. Thus, row i of X will
represent the coordinates for object i, where dij(X) will denote generally the
distance Euclidean between row i and row j of X, de�ned as

dij(X) =

(
p∑

s=1

(xis − xjs)
2

)1/2

. (1.1)

The MDS goal is to �nd a matrix X such that dij(X) approximates the
corresponding δij. This goal usually is formulated in a context of least squares,
through raw STRESS function σ2(X),

σ2(X) =
N∑

i=2

i−1∑
j=1

wij(δij − dij(X))2, (1.2)

de�ned by Kruskal (Kruskal, 1964a, 1964b), being the �rst in proposing a
formal �tting measurement in MDS. The term wij denotes a weight factor
de�ned for the user, which must be nonnegative, and usually takes value of
wij = 0 for missing dissimilarities.

Up to now, it has been assumed that dissimilarities are known, although
frequently this is not the case. Consider for example the situation in which
objects have been ordained according to their rank. Values of the dissimila-
rities between the objects are not known, but their positions are known. In
this case, numerical values are assigned to proximities such that these values
exhibit same the order of the data. Usually, these numerical values are deno-
minated as disparities or pseudo-distances, and are denoted by d̂. The MDS
goal is to obtain disparities and a con�guration simultaneously, such that the
coordinates represent to disparities as well as possible. This objective can be
expressed by minimizing

σ2(d̂, X) =
N∑

i=2

i−1∑
j=1

wij(d̂ij − dij(X))2, (1.3)

over d̂ y X, where d̂ is a vector that contains disparities d̂ij for all pairs
(i, j), i < j. This process of �nding disparities is called optimal scaling and
was also introduced by Kruskal (1964a, 1964b). In order to avoid the trivial
solution X = 0 and d̂ij = 0 for all i, j, a length condition on disparities is
imposed such that the sum of squared d̂ij is equal to a �xed constant. For
example,

∑N
i=2

∑i−1
j=1 wij d̂

2
ij = N(N − 1)/2 (De Leeuw, 1977).
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Transformations or disparities, d̂ij, are used frequently in MDS. The dif-
ferent forms de�ne the di�erent types of MDS, which are usually classi�ed
in metric and nonmetric models.

Metric MDS models
The metric MDS models consider transformations which relate dissimi-

larities to distances considering, besides order, intrinsic dissimilarities value.
Metric MDS usually is associated to ratio transformations, that is, d̂ij = bδij

where b is a scalar and to interval transformations, d̂ij = a + bδij, which is a
generalization of a ratio model, where a and b are unknown values. Thus, the
goal of metric MDS models is to estimate simultaneously the d̂ij values and
the con�guration of points X, such that dij(x) ≈ d̂ij. Within these models,
the following three stand out:

1. Classical MDS. This model treats dissimilarities directly as Euclidean
distances by means of relation dij(X) = δij, using spectral decompo-
sition of the doubly centered disimilarities matrix to obtain a con�gu-
ration matrix. The result 1.1.1 summarizes development of this model.
Here a = 0 and b = 1.

2. Least squares MDS. This type of models obtain con�guration X by �t-
ting distances {dij} to the disparities d̂ij, under a least squares scheme.
The formulation established in 1.3 de�nes these models

3. Maximum Likelihood MDS. This model supposes an underlying proba-
bility distribution, for example, the Ramsay model (1977). Using nor-
mality or lognormality assumptions for the dissimilarity data. It is pos-
sible to �t dissimilarities to distances by estimating the con�guration
X and a dispersion parameter under a maximum Likelihood approach.
This model allows the possibility to test the model parameters.

Some of the more important metric models are the Torgerson model (1958)
and the INDSCAL model (Carroll and Chang, 1970).

Nonmetric MDS models
In nonmetric MDS models, disparities d̂ij are only restricted to preserve

the proximities'order. In this case, d̂ij can be arbitrary and only obeys to
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monotony restriction: δij ≤ δRS ⇒ d̂ij ≤ d̂RS. The most important
models of this type are:

1. Least squares MDS comprising the Kruskal model (1964a, 1964b) and
the ALSCAL model (Takane, 1977), although this last one can also be
considered metric.

2. Maximum Likelihood MDS. The Takane model (1981) under norma-
lity assumptions on errors allows maximum Likelihood estimation of
parameters.

Preference data model. Unfolding
A particular case of MDS models, related to two-mode two-way prefe-

rence data, are Unfolding models, originally developed by Coombs (1964)
for the analysis of preference choice data. This approach assumes that the-
re exists a relation of proximity between the elements of two di�erent sets,
such that each element i, i = 1, . . . , R in the �rst set denoted by V , called
the individuals set, gives a preference rating sij over each of the elements
j, j = 1, . . . , N in the second set denoted by O, called the objects set. The
distance model for preference data gives a representation of individuals and
objects in the same Euclidean space of dimension M . It is assumed that the
distance from the point representing an individual i (called the ideal point)
to the point representing an object j, is inversely related to the corresponding
preference score sij. Thus, a large value of sij indicating strong preference
will be associated with a small distance between the points representing the
individual i and the object j. Conversely, a weak preference will be related
to a large distance.

Technically, unfolding can be considered a special case of Multidimen-
sional Scaling (MDS), where the within-sets proximities are missing (Heiser,
1981). The general formulation of the unfolding model includes the estimation
of a monotone transformation, d̂ij = f(sij), of the preference data, compared
with the distances in the representation, which in the metric model is usually
restricted to be linear, in order to deal with interval or ratio scale data. Ac-
cording to the nature of data sij, we can consider a transformation for each
individual, in which case the model is denominated row conditional. In the
analogous case for individuals, the model is called unconditional.

In order to formalize the general model, let us denote by S = (sij) the
R×N , preference matrix, and consider the R×M matrix A and the N ×M
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matrix B, whose row vectors ai, i = 1 . . . , R, and bj, j = 1, . . . , N , are the
coordinates of the R individuals and of the N objects respectively in dimen-
sion M . Let dij Euclidean distance between the ai and bj vectors, de�ned
by dij = d(ai, bj) = [(ai − bj)

′(ai − bj)]
1/2. Then, the objective of unfolding

models is to �nd simultaneously the disparities value d̂ij and con�gurations
A and B, such that for each individual i and object j, d̂ij values are as close
as possible to the distance dij. From a least squares approach, this objective
can be expressed minimizing,

σ2(d̂, A,B) =
R∑

i=1

N∑
j=1

(d̂ij − dij)
2, (1.4)

where d̂ is a vector of length RN that contains disparities d̂ij for i = 1, , R,
j = 1, , N .

Degeneracy, is perhaps the largest single problem in unfolding, and spe-
cially so for the nonmetric situation. Several analytical procedures have been
proposed to avoid the problem (see Busing et al. (2005), Borg and Groenen
(2005) or Van Deun et al. (2005), for further details).

Optimization in MDS: SMACOF algorithm
The minimizing of least squares loss functions (1.3) or (1.4) is a complex

problem that cannot be solved in exact form. Therefore, the software packages
of MDS use numerical algorithms with an iterative way to �nd simultaneously
d̂ and X such that these functions reach a minimum. One very e�cient
algorithm to realise this is SMACOFproposed by De Leeuw and Heiser
(1977, 1980) and De Leeuw (1977, 1988), which is based on the principle of
iterative majorization.

The central idea of the majorization method is to replace iteratively the
original function to minimizing ϕ(x) by an auxiliary function ϕ̂(x, y), where y
in ϕ̂(x, y) is some �xed value, which must to meet the following requirements:

1. ϕ̂(x, y) should be more simple to minimize than ϕ(x).

2. ϕ(x) must always be smaller than or at most equal to the auxiliary
function ϕ̂(x, y), i.e.,

ϕ(x) ≤ ϕ̂(x, y) ∀x, y
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3. ϕ̂(x, y) should touch to ϕ(x) at the so-called supporting point y, i.e.,

ϕ(y) = ϕ̂(y, y).

If ϕ̂(x, y) meet these three conditions, is called mayorización function of
ϕ(x).

In order to understand the principle of minimizing a function by majori-
zation, consider the following. Let the minimum of ϕ̂(x, y) over x be attained
at x∗ for x, y, x∗ in the corresponding dominion. The last two conditions of
the majorizing function imply the chain of inequalities:

ϕ(x∗) ≤ ϕ̂(x∗, y) ≤ ϕ̂(y, y) = ϕ(y) ∀x, y. (1.5)

The iterative majorization algorithm is summarized as follow:

1. y0 −→ y, where y0 is a starting value.

2. Find x+ for which ϕ̂(x+, y) = mı́nx ϕ̂(x, y).

3. If ϕ(y)− ϕ(x+) < ε then stop (ε is a small, positive constant).

4. x+ −→ y and go to 2.

By (1.5), the majorization algorithm yields a nonincreasing sequence of
function values, which is an attractive aspect of iterative majorization.

According to the previous, STRESS function 1.3 (or equivalently 1.4) is
majorized by function

σ2
r(d̂, X, Y ) = η2

δ + tr (X ′V X)− 2tr (X ′B(Y )Y ) , (1.6)
which is a quadratic function in X. Setting the gradient respect of X to 0,
we obtain its minimum:

X = V +B(Y )Y, (1.7)
where V + is the Moore-Penrose inverse of V = {vij}, with vij = −wij if i 6=
j and vii =

n∑

j=1,j 6=i

wij. The majorization algorithm guarantees a series of

nonincreasing STRESS values, and when the algorithm stops, the stationary
condition X = V +B(X)X holds. De Leeuw and Heiser (1980) call (1.7)
the Guttman transform, in recognition of Guttman (1968). To see Borg and
Groenen (2005)for further details over algorithm .
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1.2. Cluster Analysis
Cluster Analysis (CA) has as objective to group elements in homogenous

groups based on the similarity among them. Generally objects are grouped,
but this analysis can also be applied to group variables. CA studies three
kinds of problems:

Partition of data . We have data that we suspected are homogeneous
and it is desired to divide these in a number of groups �xed beforehand, so
that:

1. Each element belongs to one, and only one, of the groups.

2. All elements are classi�ed.

3. Each group is homogenous within.

Construction of hierarchies . We wish to structure the elements of a
set of hierarchical form by its similarity. A hierarchical classi�cation implies
that the data are ordained in levels, so that superior levels contain to inferior
levels. This type of classi�cation is frequently used in Biology, when classif-
ying animals, plants, etc. Strictly, these methods do not de�ne groups, but
the structure of association in the chain that can exist between the elements.
Nevertheless, the constructed hierarchy allows to obtain a partition of data
in groups.

Variables Classi�cation . In problems with many variables it is inter-
esting to make a initial exploratory study to divide variables into groups.
This study can orient us to raise formal models to reduce dimensionality.
Variables can be classi�ed in groups or be structured in a hierarchy.

Partition methods can be applied to any matrix of data, for example,
a dissimilarity matrix (squared and symmetrical), whereas hierarchical al-
gorithms use distances matrix or dissimilarities among elements. In order to
group variables we start from a matrix of relations amoung variables; for con-
tinuous variables correlation matrix are usually considered, and for discrete
variables the matrix is usually constructed from the chi-square distance.

We will concentrate only on partition methods, in which objects are grou-
ped in a number speci�ed clusters by minimizing or maximizing some nume-
rical criterion. The underlying fundamental idea in these methods consists
of associating an index c(N, T ), to each partition of N objects in T groups
such that it measures some aspect of su�ciency of this particular partition.
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Tabla 1.1: �tness measures of the t-th group that contains nt objects, derived
from dissimilarity matrix ∆, where elements δql,kv measure the dissimilarity
between object l in group q and object v in group k.

Measures Index(r ∈ 1, 2)

Lack of homogeneity h1(t) =
nt∑

l=1

nt∑

v=1,v 6=l

(δtl,tv)r

Lack of homogeneity h2(t) = máx
l=1,...,nt
v=1,...,nt
v 6=l

[(δtl,tv)r]

Lack of homogeneity h3(t) = mı́n
v=1,...,nt

[
nt∑

l=1

(δtl,tv)r

]

Separation i1(t) =
nt∑

l=1

∑

k 6=t

nk∑
v=1

(δtl,kv)r

Separation i2(t) = mı́n
l=1,...,nt
k 6=t
v=1,...,nk

[(δtl,kv)r]

Depending on the nature of the used index, large values indicate a desired
solution of group, whereas in other cases small index values re�ect a sui-
table solution. Once an index is associated with each partition, these can
be compared by means of some established criterion, choosing in this way
the optimal partition. Several criteria to group have been suggested, some
which are based on dissimilarities between objects whereas others are applied
directly to the data matrix.

1.2.1. Techniques that group by means of optimization
Group criteria derived from a dissimilarity matrix

The concepts of homogeneity and separation can be used in order to de-
velop suitable index. An appropiate partition of objects must produce groups
such that objects within a group have a cohesive structure and such that the
groups are well separated. In this approach it is particularly useful to de�ne
group criteria based on one-mode dissimilarity matrix ∆ = (δij). Table 1.1
summarizes some of common group criteria that, based on δij, minimize la-
ck of homogeneity or maximize separation of groups; other measures can be
found in Rubin (1967) and Hansen and Jaumard (1997).
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The index h1(t) for example, quanti�es the lack of homogeneity or hete-
rogeneity among elements of the t-th group, by means of summing over all
squared dissimilarities between two objects of the t-th group; when r = 1
and the dissimilarities are metrics, h2(t) can be interpreted as the diameter
of the cluster. In a similar way to the homogeneity criteria, measurement
i1(t) for example, quanti�es the separation, i(t), of the t-th group, by means
of summing over all squared dissimilarities between an object in the group
and an object outside the group.

After the index that measures the lack of homogeneity or separation of
the groups is chosen, the optimal criteria can be de�ned as follow,

c1(N, T ) =
T∑

t=1

h(t) (1.8)

c2(N, T ) = máx
t=1,...,T

[h(t)] (1.9)

c3(N, T ) = mı́n
t=1,...,T

[h(t)]. (1.10)

(In a similar way, some compendium of functions can be used as sepa-
ration index.) The �rst optimal criterion re�ects the lack of homogeneity
average, whereas the second and the third measure are the lack of homo-
geneity of the worse and the best group, respectively. When using a lack of
homogeneity criterion, the solution to cluster problem is found by minimizing
criterion c(N, T ); when using a separation index, the objective is to maxi-
mize c(N, T ). Nevertheless it can be observed, that the optimal criterion,∑T

t=1 h1(t), has the serious disadvantage that the number of dissimilarities
that contribute to it depends on the size of group nt (

∑T
t=1 nt = N); Thus,

the summing could simply be great because the particular partition in T
groups implies that many dissimilarities are involved. The previous suggests
a modi�cation as follows

c∗1(N, T ) =
T∑

t=1

h1(t)

nt

. (1.11)

This group criterion is more appropriate for the index h1(m). Besides the
previous criterions, others optimal criteria could be de�ned by means of a
combination of homogeneity and separation measures.
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Group criteria derived from a data matrix.

The usual group criteria from of a n×p matrix X of continuos data, con-
sider the p× p matrix of total dispersion, T , de�ned as T =

∑T
t=1

∑nt

l=1(xtl−
x)(xtl − x)′, where xtl is the p-dimensional vector of observations of the l-th
object in the group t and x is p-dimensional vector of means for each va-
riable. This matrix of total dispersion can be decomposed into a dispersion
matrix within-groups W , and in a dispersion matrix between-groups B, that
is, T = W + B, which has the explicit form

T =
T∑

t=1

nt∑

l=1

(xtl − xt)(xtl − xt)
′ +

T∑
t=1

nt(xt − x)(xt − x)′, (1.12)

where xt is the p-dimensional vector of means within group t.
In the univariate case, a natural criterion for grouping could be the elec-

tion of the partition corresponding to the minimum value of the dispersion
matrix within-groups W (homogeneity criterion), or equivalent to the maxi-
mum value of the sum of squared between groups, B (separation criterion).
Nevertheless for the multivariate case (p > 1), the derivation of a criterion
group from equation 1.12 is not clear. For this case several alternatives will be
discussed. An obvious extension of the minimizing criterion of W in the uni-
variate case to multivariate case, is to minimize trace(W ) as a homogeneity
criterion, or equivalent to maximize trace(B) (separation criterion). It can
be shown that this criterion is equivalent to minimizing the sum of squared
Euclidean distances between the objects and mean of its group, that is

T∑
t=1

nt∑

l=1

(xtl − xt)
′(xtl − xt) =

T∑
t=1

nt∑
i=1

d2
tl,t

where d2
tl,t is the squared Euclidean distance between object l in group t

and mean of the t-th group. Therefore, minimizing trace(W ) is equivalent to
minimize of the lack of homogeneity criterion (1.11) for Euclidean distances
and r = 2 in the de�nition of h1(m) in the table 1.1. The trace criterion was
proposed by Ward (1963).Other criterions imply the minimizing of det(W )
or equivalently the maximization of det(T )/det(W ), or the maximization of
trace(BW−1) (to see Everitt, 2001 for more details).
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Optimization algorithms
After deciding the appropiate group criterion, it is necessary to �nd an

algorithm that optimize the criterion to obtain a partition in T groups. In
theory the criterion value could be calculated for each possible partition
and we may choose a partition that has an optimal value for the criterion.
Nevertheless in practice, the task is not easy, because the number of di�erent
partitions of N objects in T groups is very large when N is moderately large.
This problem leads to the development of designed algorithms to look for the
optimal value of a group criterion, changing the partitions and considering
the new value only if it provides an improvement. Generally, these algorithms
follow the steps:

Find some initial partition of N objects in T groups.

Calculate the change in group criterion which is produced by moving
each object from its own group to another group.

Realise the change that leads to the greatest improvement in the group
criterion value.

Repeat two previous steps until no movement of a single object produ-
ces an improvement in the group criterion.

k-means algorithms
Some of the �rst algorithms based on the previous steps are the algorithms

denominated k-means. These algorithms consist of an iterative update of a
partition by reassigning simultaneously each object to the group whose mean
it is nearest to, recalculating then the means of the groups. It is possible
to show that under some regularity conditions, the k-means algorithms are
equivalent to minimizing trace(W ). These algorithms are usually applied to
a data matrix X. In fact, the majority of the statistical software packages
(including SPSS) implement it this way. However, the algorithms can also be
applied directly to a dissimilarity matrix.

In order to describe the operating of these algorithms, we will consider a
data matrix that represents a sample of N objects with p variables. The ob-
jective is to divide this sample in a number of groups, say T , �xed beforehand.
The steps to follow are:
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1. Select T points as centers of the initials groups. This can be realised
by:

a) assigning objects to the groups randomly and taking the centers
of groups formed.

b) taking as centers the T points most distant to each other.
c) constructing initial groups with a priori information and calcula-

ting its centers, or selecting a priori the centers .

2. Compute Euclidean distance of each element to centers of T groups,
and assign each element to the group whose center is nearest to it. The
allocation is realised sequentially and when introducing a new element
in a group, the coordinates of the new group center are recalculated.

3. Verify if reassigning some of the elements the value of trace(W ) is
reduced according to chosen optimal criterion for example trace(W ).

4. If it is possible to reduce trace(W ) by moving an element returns to
step 2; if it is not possible to reduce trace(W ) the process is �nished.

Although all k-means algorithms basically follow the four steps summari-
zed above, they di�er in the details of their implementations. For an extensive
description of the implementations and the variants see, for example, Fried-
man and Rubin (1967), MacQueen (1967), Ball and Hall (1967), Hartigan and
Wong (1979) and Ismail and Kamel (1989). In the algorithms of simulated
annealing (Kirkpatrick et al.,1983) the reassignment of an object that pro-
duces a reduction in the quality of the partitions is not eliminated; instead,
a small probability is assigned to avoid that the algorithm remains catched
in a local minimum . Other algorithms to �nd optimal group criteria are
discussed in Hansen et. al.,(1994), Hansen and Jaumard (1997) and Gordon
(1999).

Choosing the appropiate number of clusters
In many applications of cluster analysis, the investigator will have that

to estimate the number of groups in data. A great variety of methods has
been suggested for this purpose. Nevertheless many of these are relatively
informal and are based essentially on graphical criteria. Milligan and Cooper
(1985), analyzed 30 methods and provided a detailed comparative study of
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the e�ciency of these for the determination of the number of groups. The
method with good results was introduced by Calinski and Harabasz (1974)
for continuous data. Calinski and Harabasz suggest to take the T value, which
corresponds to the maximum value of C(T ), where C(T ) is given by

C(T ) =
trace(B)(N − T )

trace(W )(T − 1)
.

Another method with good results in the study of Milligan and Cooper
was the "F"test proposal by Beale (1969a). Denoting by S2

T the sum of squa-
red of the deviations from the clusters centroids in the sample, a partition of
N objects in T2 clusters is signi�cantly better than a partition in T1 clusters
(T2 > T1) if statistic

F (T1, T2) =
S2

T1
− S2

T2
/S2

T2

[(N − T1)/(N − T2)](T2/T1)2p − 1

exceeds the critical value of a distribution F with p(T2 − T1) and p(N − T2)
degrees of freedom. Another procedure to determine the number of groups
consists in minimizing det(W ), which was proposed by Marriott (1971). Ge-
nerally, chosen groups number depends on the cluster method used.

The methods described before suppose that the variables are measured
on a continuous scale. For categorical data, there exist several procedures
also described in Milligan and Cooper (1985) . Another diagnostic that is
useful to determine the number of groups and that also operates based on
a dissimilarity matrix, is the silhouette method suggested by Kaufman and
Rousseeuw (1990).

1.2.2. Finite mixtures of densities as cluster analysis
models

The methods of �nding groups discussed above, are based on distances
models, whereas determination of the number of clusters is based essentia-
lly on informal criteria, because of the descriptive nature of the methods.
Nevertheless there exist other approaches to realise groups of a data set.
Consider for example, the nonparametric estimation of densities to identify
clusters. In a completely probabilistic context a particular class of parame-
tric functions of density can be used to describe data that display a potential
behavior in di�erent sub-groups. The �nite mixtures of densities have been
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used in a variety of disciplines. Using these as models for clusters analysis,
the group problem becomes a parameter estimation problem of supposed
mixture models. These models are described next.

Finite mixtures of densities
A �nite mixture of densities is a family of probability density functions

of the form

f(x; π, θ) =
T∑

j=1

πjgj(x; θj), (1.13)

where x is a p dimensional random variable, π′ = [π1, π2, , πT−1] and θ′ =
[θ1, theta2, , θT ], where πj are the mixture proportions and gj, j = 1, 2, , T ,
are the densities that compose the mixture. Each density gj is parametrized
by θj. The mixture proportions are nonnegative values such that

∑T
j pij = 1.

The number of components that form the mixture is T .
The �nite mixtures models provide suitable models for cluster analysis if

we assume that each group of observations in a data set suspected to contain
clusters, comes from a population with a di�erent probability distribution.
Each group can belong to the same family, but the groups may di�er in their
value for the parameter of the distribution. For example, densities compo-
nents can be multivariate normal with di�erent means vectors and possibly
di�erent covariances matrices. In other cases, the mixtures can include sums
of di�erent densities component. The �rst applications of mixtures of dis-
tributions was realised by Karl Pearson (1894) over two components with
univariate normal densities, using for �rst time the method of moments for
estimation of the model parameters.

Maximum likelihood estimation
Given a sample of observations x1, x2, , xN , from a mixture of densities as

in (1.13), the loglikelihood function, L, can be expressed as

L(Φ) =
N∑

i=1

log f(xi; π, θ). (1.14)

The parameter estimates in the densities could be obtained generally as
a solution of the likelihood equations ∂L(Φ)

∂Φ
= 0, where Φ′ = [π′, θ′].
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After estimating the distribution parameters of the mixture model the
observations can be associated to a particular cluster based on the maximum
value of the probability a posteriori estimated, given by

Pr(clusterj|xi) =
π̂jgj(xi, θ̂j)

f(xj; π̂, θ̂)
, j = 1, 2, ..., T. (1.15)

Consider for example, a multivariate normal density mixture, with mean
µj and covariances matrix, Σj, the maximum likelihood estimates of the
parameters satis�es the following equations:

π̂j =
1

N

N∑
i=1

Pr(j|xi) (1.16)

µ̂j =
1

Nπ̂j

N∑
i=1

xi Pr(j|xi) (1.17)

Σ̂j =
1

N

N∑
i=1

(xi − µi)(xi − µi)
′ Pr(j|xi) (1.18)

where Pr(j|xi) are probabilities a posteriori estimated given by equation
(1.15).

Hasselblad (1966; 1969), Day (1969) and Wolfe (1970), suggested an ite-
rative scheme to solve likelihood equations. First we use initial estimations of
the a posteriori probabilities from an initial estimation of the mixture para-
meters, and we use these in the right hand part of the equations(1.16)-(1.18).
The parameter estimates can be used to obtain new estimation of a poste-
riori probabilities and the process is repeated until a suitable criterion of
convergence is satis�ed. This procedure is a particular application of the EM
algorithm described by Dempster et.al.(1977) in the context of likelihood
estimation for the problem of noncomplete data, a detailed description of
the EM algorithm can be found in Krishnan and McLachlan (1997).

Scott and Symons (1971) and Ban�eld and Raftery (1993) also considered
the use of mixtures models for cluster analysis, with the same probability
model described above. However, they introduced the procedure of maximum
likelihood classi�cation, which involves choosing θ and γ to maximize the
likelihood function given by:
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l(θ, γ) =
N∏

i=1

gγi
(xi; θγi

) (1.19)

where γ′ = [γ1, , γN and γi = j if xi comes from the j-th subpopulation;
the γi classify the subpopulation of each observation, x1, , xN .

The di�erence between the likelihood classi�cation procedure and the for-
mulation of mixtures is that, in last one it is assumed that xi comes from a
mixture of distributions, whose parameters are estimated and then the mem-
bers of the clusters are determined by the maximum values of the probabilities
a posteriori estimated. However, in the likelihood classi�cation approach, it
is assumed that xi comes from a simple distribution gγi

(xi, θγi
) which is de-

termined by the unknown classi�cation parameter γi. Then the integration of
clusters is determined directly by �nding the classi�cation parameters that
maximize the classi�cation likelihood. The approach of classi�cation by li-
kelihood has an important role in the diverse models proposed in this work.
Everitt, Landau and Leese (2001) describe models of mixtures for a variety of
densities, and for categorical data (latent class model) or for a combination
of continuous and categorical data.

Tests for number of components
The great advantage of the probabilistic approach in cluster analysis, is

that it allows the possibility for testing several hypotheses on the model. In
the present context, the fundamental hypothesis involves the determination
of the number of mixture components. However, to determine the number
of components T in a mixture is a very di�cult problem, that not has been
solved completely. A natural candidate to determine the hypothesis T = T0

Vs T = T1 (T1 > T0), is the likelihood ratio statistic λ, given by

λ =
Likelihood with T = T0

Likelihood with T = T1

. (1.20)

Unfortunately, this does not lead to a suitable signi�cance test, due to the
fact that in the mixtures models the regularity conditions are not satis�ed so
that −2logλ has its usual null asymptotic distribution, that is, a chi squared
distribution with degrees of freedom equal to the di�erence in the parameters
number in the two hypotheses (to see McLachlan and Basford, 1988 for more
details). The problem has been considered by numerous authors, for example
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Wolf (1971), Hernandez-Avilia (1979), Everitt (1981), McLachlan (1987) and
Thode et al. (1989).

For the simpler case that the decision to be made concerns solely the re-
jection or acceptance of the null hypothesis at a speci�ed signi�cance level α,
Aitkin, Anderson and Hindle (1981) noted how analogous to the Monte Carlo
test procedure of Hope (1968), the bootstrap replications can be used to pro-
vide a test of approximate size α. The test which rejects H0 if −2logλ for the
original data is greater than the jth smallest of its K bootstrap replications,
has size α = 1 − j/(K + 1) approximately. The details of the implementa-
tion of this procedure can be found in McLachlan and Basford (1988). Other
criteria considered for the election of the number of components are the in-
formation criterion of Akaike (AIC) and the Bayesian Information Criterion
or BIC (Schwarz, 1978). Nevertheless both criteria depend essentially on the
same necesary regularity conditions, so that −2logλ has the mentioned asym-
ptotic distribution under the null hypothesis. These criteria can therefore be
used as guidelines and not as a automatic rule. Tibshirani et al. (2001) have
proposed additional criteria.

1.3. Cluster-MDS models
Traditionally a close relation has existed among MDS and CA techniques

(Kruskal, 1977). One of the �rst works on the matter was made by Bock
(1986, 1987, 1997), he used a linear combination in an alternating method,
optimizing between the MDS criteria and the classi�cation methods. On the
other hand, Heiser and Groenen (1997) indicate that the combined applica-
tion of these techniques would provide a better understanding of the data
if these were used separately. The general practice to reduce the number of
dimensions by MDS and to superpose the results of a classi�cation method
is not advisable, proposing the representation, not of the original data, but
the centers of the classes, in a space of low dimension. Therefore, arises the
necessity to raise a unique model that represents all the objects and their
associations respectively in a space of low dimension, using the original data.

In any case, it is necessary to remember that both methods are of di�e-
rent nature, so that MDS is allowed to obtain a reduction of the problems
dimensionality in a function of the most relevant characteristics, which is
used for the representation of the stimuli, whereas cluster analysis is used
to classify the stimuli in homogenous groups in the space from which these
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come.
As is shown in Heiser and Groenen (1997), some classi�cation procedures

based on partitions, for example k -means, when applied to rectangular matri-
ces formed by vectors in Rv, o�er an acceptable representation if v or k take
value of two or three. Otherwise, or when the procedure is applied directly to
dissimilarities data, the number of dimensions for its possible representation
is excessively high, being habitual from a point of view practical to procede
by reducing the dimension for its representation and to interpret the groups
previously obtained by means of classi�cation techniques over the obtained
con�guration.

The MDS solution is optimal in the sense of representing the stimuli in
reduced dimension, but not in obtaining conglomerates, whereas CA des-
cribes optimal conglomerates over the stimuli and therefore, on the original
space from where the dissimilarity data measurement come, in that the great
dimensionality causes that the representation of the stimuli lacks statistical
interest. Although in the context of hierarchical classi�cation, Kruskal (1977)
shows that the use of the CA on the dissimilarity data has been used by the
investigators to facilitate the interpretation of the aspects that have common
the corresponding grouped points, that form to act can lead to deceptive con-
clusions with respect to the points that can seem related to each other, since
the MDS solution is in�uenced by large disimilaridades but not by small or
even by medium (Graef and Spence, 1979). An alternative to the indepen-
dent analysis by means of both methods could consist of a methodology that
allows to realise MDS and Classi�cation simultaneously.

By means the transformation of Young-Householder for scalar products,
Bock (1986) proposed a procedure so that, known previously a partition in
k classes based directly in the dissimilarity data, allows to obtain the simul-
taneous representation of the k representatives of the classes joint to the n
objects, de�ning the dissimilarity between two classes or from an object to
a class, as the average of disimilaridades between the elements that compo-
se them or between elements of the class and the object. Heiser (1993) and
Heiser and Groenen (1997) in a least squares context propose a alternati-
ve to the previous approach and that which denominated cluster di�erences
scaling (CDS). CDS simultaneously �nds a classi�cation by means of proce-
dure equivalent to k-means and allows representation of the centers of the
estimated classes in a space of low dimension.

In a probabilistic context, several models have been proposed in the lite-
rature to formulate latent class models for multidimensional scaling of paired
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comparison data (Formann, 1989; BÄockenholt and BÄockenholt, 1990; De
Soete, 1990; De Soete and Winsberg, 1993a), pick any/n data (BÄockenholt
and BÄockenholt, 1990, 1991; De Soete and DeSarbo, 1991), multinomial
choice data (Chintagunta, 1994), single stimulus preference data (DeSarbo,
Howard and Jedidi, 1991; De Soete and Heiser, 1993; De Soete and Wins-
berg, 1993b), and three-way two mode data (Winsberg and De Soete, 1993),
among others (see also DeSarbo et al., 1994, Wedel and DeSarbo, 1996 and
Andrews and Manrai, 1999, who also provide a good review of the literature).
For two-way one-mode data, Oh and Raftery (2007) recently have proposed a
Bayesian approximation based on a mixture of multivariate normal distribu-
tions for the latent class positions, assuming an inverse Gamma, a Dirichlet,
a Normal and an inverse Wishart distribution as priori distributions for the
parameters

1.4. Some problems and extensions of the Cluster-
MDS models

There exist diverse problematic situations, or well, that have not been
considered in the development of the models of cluster-MDS and whose solu-
tion and consideration provides a greater e�ciency in the description of the
structure of the data. Schematically, some of them are the following:

1. Applications of Cluster-MDS models for Non-stationary spatial cova-
riance structure estimation. In the analysis of spatiotemporal processes
underlying environmental studies, the estimation of the non-stationary
spatial covariance structure is a well known issue in which multidimen-
sional scaling provides an important methodological approach (Sam-
pson and Guttorp, 1992). It is also well known that approximating
dispersion by a non-metric MDS procedure o�ers, in general, low pre-
cision when accurate di�erences in spatial dispersion are needed for
interpolation purposes, specially if a low dimensional con�guration is
employed besides a high number of stations in oversampled domains.
Therefore the application of cluster MDS models in this context is very
appropiate, nevertheless according to the nature of the implied process,
the group must be realised by considering as fundamental criterion the
geographic location of the objects and later the characteristics under
study measured for each object.
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2. Partition in latent class for two-way one-mode dissimilarities data.
In the probabilistic models of cluster-MDS developed until now, a par-
tition of the two way one-mode dissimilarity matrix ∆ in latent blocks
has not been considered. Nevertheless, from a theoretical and practical
point of view the development of this type of models is advisable to
handle dissimilarity measures directly.

3. A dual latent class unfolding model for two-way two-mode preference
rating data. In many situations, the analysis of stimuli preferences for a
individuals set (two-way two-mode data) by means unfolding models,
could be little e�cient when the number of individuals is very great
for its representation in a common space. Due to this situation, the
categorization of the individuals set while the categories are represented
in a low dimensional space may be an advisable procedure to facilitate
their understanding. In addition to considering groups of individuals of
a similar preference pattern, homogeneous groups of stimuli could also
be considered, such that within each group there are clustered stimuli
perceived to have similar attributes.

4. Estimation of unrestricted variances in Finite Mixtures and MDS Mo-
dels. Even when a constant variance σ2 is in accordance with most of
the least squares MDS models formulations for two way one mode dissi-
milarities data or two way two mode preference data, the consideration
of a variance depending on the latent block class does not signi�cantly
increase the number of parameters to be estimated, while it may lead
to a model with fewer mixture components being selected. In addition,
this assumption may be used to �nd the most objective possible the
clusters structure in data.

5. Consideration of asymmetric distributions in the components of the �-
nite mixtures models. The assumption of normality for two way one
mode dissimilarities in the components of the �nite mixture as group
model, is a common fact. Nevertheless, although the assumption of nor-
mality in the dissimilarities means that minimizing the equivalent least
squares loss function provides maximum likelihood estimators, regar-
ding the non-negativity and the usual increase in spread with the loca-
tion of δij, the lognormal distribution can be an appropriate stochastic
model for the residual variability (see Ramsay 1982). Furthermore, the
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lognormal model is not as in�uenced by large dissimilarities as the nor-
mal model, and the near-zero dissimilarities are as important as the
large ones for the solution.

6. Indetermination problem in the partition in latent class. The EM al-
gorithm (Dempster, Laird and Rubin, 1977) traditionally can give an
easy solution to computational parameter estimation problem in a �-
nite mixtures model under a classi�cation approach (see McLachlan y
Krishnan, 1997). Nevertheless, in the situation where the two-way one-
mode dissimilarity matrix is partitioned in blocks of the form ∆kl, a
dissimilarity δij could have ∆kl as the posteriori most probable associa-
ted latent class, while δij′ must be associated to the ∆tr block by their
largest estimated posterior probability πij′,tr; this would be introducing
an indetermination of what latent class the oi objects is belonging to.
This indetermination extends to the two way two mode preference data.
Therefore it is necessary to establish an estimation procedure guaran-
teeing that the partition in blocks achieved from the dissimilarity or
preference matrix can be associated to an objects classi�cation in the
case of two way one mode data and by the objects and individuals
classi�cations for the case of two-way two-mode data.

7. Determination of the suitable representation dimensionality and of the
number of cluster. The exploratory approaches and in particular the
least squares method have been used as estimation procedures in MDS
models. In addition, to improve the MDS solution interpretation and/or
to obtain an adequate �t of the model when the number of objects is
large for their representation, cluster-MDS methods have been develo-
ped demonstrating its utility as much in the classic framework as in
the least squares framework. Nevertheless, due to its descriptive na-
ture, these models do not provide an objective methodology to clarify
the two fundamental problems underlying in these models: the suitable
dimensionality of the clusters representation and the suitable number
of clusters. This problem extends to the least squares unfolding models,
in determining the number of clusters for individuals and objects and
in the dimensionality of the joint representation of these clusters.
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1.5. Chapter overview
The previous situations motivated the development of several models that

give form to this work of investigation. The presentation order of these models
is as follow.

In chapter 2 we propose a modi�cation to the model clusters di�erences
scaling of Heiser and Groenen (1997), consisting of including geographical
spatial constraints, by which not the original stations but the cluster cen-
tres can be represented, while the stations and clusters retain their spatial
relationships. A decomposition of the sum of squared dissimilarities into con-
tributions from several sources of variation can be employed for an explora-
tory diagnosis of the model. Real data are analyzed and di�erences between
several cluster-MDS strategies are discussed.

In chapter 3 we propose a cluster-MDS probabilistic model for two-way
one-mode continuous rating dissimilarity data. The model aims at partitio-
ning the objects into classes and simultaneously representing the cluster cen-
ters in a low-dimensional space. Under the normal distribution assumption,
a latent class model is developed in terms of the set of dissimilarities in a ma-
ximum likelihood framework, assuming a unrestricted variances model, that
is, considering di�erent variances in the latent classes. In each iteration, the
probability that a dissimilarity belongs to each of the blocks conforming to a
partition of the original dissimilarity matrix, and the rest of the parameters,
are estimated in a Simulated Annealing based algorithm. A model selection
strategy is used to test the number of latent classes and the dimensionality
of the problem. Both simulated and classical dissimilarity data are analyzed
to illustrate the model.

In chapter 4 we formulate latent class cluster-MDS model that, under the
normal or the lognormal distribution assumption for the mixture components,
enables us to partition the sample stations into classes and simultaneously
to represent the cluster centers in a low dimensional space, while the sta-
tions and clusters retain their spatial relationships. This model extends to
models proposed in the chapters 2 and 3 for one-mode two-way continuous
rating dissimilarity data, including geographical spatial constraints. Real and
arti�cial data sets are also analyzed to prove their performance.

In chapter 5 a dual latent class model is proposed for a matrix of prefe-
rence ratings data, which will partition the individuals and the objects into
classes, and simultaneously represent the cluster centers in a low dimensio-
nal space, while individuals and objects retain their preference relationship.
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Both the categories achieved and the unfolding con�guration are estimated
to be simultaneously optimal, by means of a conditional maximum likelihood
estimation procedure, in a simulated annealing framework that enables us to
take a statistical decision about the parameters of the model. The adjusted
BIC statistic is employed to test the number of mixture components, and
the dimensionality of the representation. Real and arti�cial data sets are
analyzed to illustrate the performance model.

In chapter 6 an alternating least squares conditional procedure is proposed
to partitioning the individuals and the objects into clusters, while the cluster
centres are represented by unfolding. An extended minimum distance opti-
mization procedure is employed that makes the algorithm e�cient both in
solution quality as in CPU time, that make it also advisable for large data
sets. An extension of the jump method to determine the number of individual
and objects clusters is proposed, and the adjusted BIC statistics is employed
to determine the dimension- ality of the unfolding representation. Because of
the dependence of the minimum distance optimization method of the initial
solution, an enhanced Simulated An- nealing algorithm in the least squares
framework is also proposed to deal with the local optimum problem, that also
is e�cient in terms of CPU time for small and medium sized data sets. Real
and arti�cial data sets are analyzed to illustrate the model's performance.

Finally, in chapter 7 a series of general conclusions are presented from the
results obtained of this work and recommendations on future investigations
with the aim of extending the application perspective of the cluster-MDS
models.
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Capítulo 2

Un modelo de Cluster-MDS con
restricciones de contigüidad
espacial y su aplicación en
procesos espacio-temporales

2.1. Introducción
En el análisis de procesos espacio-temporales subyacentes en estudios am-

bientales, generalmente la suposición de estacionaridad en estructuras de
covarianza espacial no es una hipótesis adecuada, como lo demostraron Sam-
pson y Guttorp (1992) mediante ejemplos convincentes. En este contexto, el
Escalamiento Multidimensional recientemente ha tenido un papel fundamen-
tal en la estimación de la estructura de covarianza espacial no estacionaria.

Basados en una version ponderada del modelo de MDS no métrico (Krus-
kal, 1964a, 1964b), Sampson y Guttorp (1992) propusieron un enfoque no
paramétrico para la estimación global de la estructura de covarianza espa-
cial de una función aleatoria, Z(x, t), observada repetidamente en el tiempo
ti, i = 1, 2, ..., T en un número �nito (y pequeño debido a las restricccio-
nes de dimensionalidad de la con�guración MDS) de estaciones muestra-
les, xi, i = 1, 2, ..., N en el plano, suponiendo estacionaridad temporal pe-
ro sin suponer estacionaridad espacial. Usando la notación del variograma,
D2(xi, xj) = V ar(Zit − Zjt), donde Zit y Zjt representan las observaciones
centradas (por la media) en las estaciones xi y xj, y denominando a D2(xi, xj)
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como la función de dispersión espacial debido a que el término de variograma
convencionalmente sugiere la suposición de estacionaridad, la usaron como
una métrica natural para la estructura de covarianza espacial, la cual después
modelaron como una suave función general de las coordenadas geográ�cas de
las estaciones (xi, xj).

Suponiendo una apropiada escala temporal para prevenir dependencia de
la variabilidad espacial en el tiempo, o a la temporalidad, u a otros problemas
relacionados (como observaron Suckling y Hay, 1978), el modelo se estableció
considerando una matriz muestral Z, N×T , centrada por columnas. Entonces
S = (1/T )ZHT Z ′, donde HT = I − (1/T )11′ y 1 es un vector columna de
longitud T , representa la matriz de covarianza muestral (N × N) entre las
�las centradas (estaciones) de Z, cuyos elementos se denotan por sij, para
i, j = 1, ..., N . Entonces V ar(Zit − Zjt) = sii + sjj − 2sij, representa una
medida de disimilaridad para la dispersión espacial. Es fácil probar que si
δij, es la distancia Euclídea entre la i-ésima y j-ésima �la de Z, entonces

1

T
δ2
ij = V ar(Zit − Zjt) = sii + sjj − 2sij,

∀i, j = 1, ..., N, ∀t = 1, ..., T.

De las disimilaridades espaciales δij así de�nidas, el método de Sampson
y Guttorp (1992) construye mediante MDS no métrico una con�guración de
las estaciones muestrales en un espacio de dos dimensiones, cuyas distancias
entre puntos representan (en una versión suavizada ) la dispersión espacial
muestral. El procedimiento continúa buscando ahora una función apropiada
que ajuste el grá�co de dispersion de las disimilaridades versus las distan-
cias MDS, para obtener así un modelo condicional de�nido no positivo para
las disimilaridades espaciales. Finalmente se propone una interpolación me-
diante thin-plane spline para relacionar las coordenadas geográ�cas con la
con�guración MDS de las estaciones.

La consideración del MDS en esta metodología es una estrategia reco-
mendable para resolver el problema de la extrapolación en la situación no
estacionaria, siendo adoptada recientemente, por ejemplo, por Arbia y La-
fratta (2002), quienes usaron MDS para proponer un diseño muestral espacial
anisotrópico. Una estrategia similar ha sido seguida por Løland y Høst (2003),
ellos propusieron una aproximación métrica mediante MDS clásico para un
modelo de covarianza espacial en un dominio costero complejo.

Es conocido el hecho de que una representación exacta MDS de N obje-
tos se obtiene a lo máximo en N − 1 dimensiones, siendo la restricción para
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obtener una aproximación en una dimensionalidad baja, en general, menos
condicional para un procedimiento no métrico que para un procedimiento
métrico (debido a su naturaleza menos restrictiva), con el costo instrínseco
de que una representación no métrica usualmente es menos aproximada a la
realidad. En cualquier caso, cuando el número de sitios muestreados incre-
menta en el procedimiento descrito arriba, resultará más difícil obtener una
con�guración en dos dimensiones que describa los datos de manera precisa,
por lo tanto el mapeo de dispersión obtenido de acuerdo al procedimiento,
podría ser un procedimiento no muy recomendable para la representación de
las dispersiones espaciales, ni para los propósitos de predicción.

Por otro lado, si la muestra de sitios está distribuida irregularmente sobre
el dominio, algunas vecindades locales pueden ser sobremuestreadas mientras
que otras pueden ser submuestreadas, en cuyo caso, según lo precisado por
Kovitz y Christakos (2004), se requieren estimadores modi�cados de estruc-
turas de correlación. Pero aún cuando los sitios muestreados se distribuyan
sobre alguna red o mallado regular, podrían aparecer clusters espaciales debi-
do a la dependencia espacial heterogénea, entonces la interpretación después
de aplicar procedimientos estandar de estimación para propósitos de extra-
polación, podría resultar engañosa.

La aplicación combinada del análisis cluster con el escalamiento multidi-
mensional métrico de mínimos cuadrados en las situaciones descritas anterior-
mente, podría conducir a una dispersión adecuada basada en la representa-
ción de las estaciones muestrales. Aún cuando la imposición de una estructu-
ra de cluster sobre la representación MDS podría parecer una metodo-logía
alternativa para cualquiera de las situaciones previamente descritas , debe
notarse que el espacio reducido de MDS es óptimo para los puntos represen-
tados, pero no para los cluster sobrepuestos, mientras que la estructura de
cluster es óptima únicamente en el espacio original no reducido. Por lo tan-
to, integrar ambos procedimientos para modelar la dispersión entre clusters
directamente en una dimensionalidad reducida es el enfoque más apropiado
(Heiser y Groenen, 1997).

En este trabajo proponemos una modi�cación al procedimiento Cluster
Di�erences Scaling (CDS) desarrollado por Heiser y Groenen (1997), me-
diante el cual no serán los puntos originales sino los centros de los clusters
los que pueden ser representados en el plano, mientras que las estaciones y
clusters mantienen sus relaciones espaciales. Esta metodología puede ser apli-
cada cuando el número de estaciones muestrales es demasiado grande para
una representación MDS en el plano o cuando exista un esquema de clusters
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subyacente en el plano geográ�co y/o en el espacio de dispersiones. En todos
los casos, la representación de los centros de los clusters en lugar de las es-
taciones ofrece una solución de MDS métrico de mínimos cuadrados para el
problema del sobremuestreo.

Por lo tanto, la aplicación del procedimiento de estimación no paramé-
trica consistiría en dos pasos. Primero, se calcula una con�guración 2D para
las estaciones muestrales mediante el procedimiento CDS con restricciones
espaciales, de esta forma transformamos el problema en uno en el cual la
estructura de covarianza (en términos de dispersion espacial) es estacionaria
e isotrópica. Entonces, la estimación no paramétrica de la estructura de co-
varianza puede realizarse siguiendo, por ejemplo, el enfoque de interpolación
de Sampson y Guttorp (1992).

2.2. Modelo CDS con restricciones de contigüi-
dad espacial

Sea O = {o1, . . . , oN} un conjunto de N estaciones (en general, N elemen-
tos de cualquier naturaleza), y ∆ = (δij), i, j = 1 . . . N , una matriz simétrica
de disimilaridades entre ellos. Se asume que, basado en ∆, cada estación se-
rá asignada a uno y solamente uno de K clusters, denotando por E a una
matriz indicadora de orden N ×K, cuyos elementos eik son igual a uno si la
estación oi, pertenece al cluster k, o cero en otro caso. Así, si denotamos por
Jk = {oi|eik = 1}, para k = 1, . . . , K, la hipótesis de que los clusters forman
una partición se expresa como Jk

⋂
Jl = ∅, para k 6= l, y

⋃
k Jk = O.

El problema del cluster di�erence scaling se puede expresar como la ob-
tención de una con�guración, X, de K puntos, xi, i = 1, . . . K, en un espacio
euclídeo métrico de baja dimensión M ≤ N − 1, usualmente M = 2 en es-
te contexto, el cual es óptimo en el sentido de que el vector de distancias
asociado, d, en RK(K−1)/2, se aproxima lo mejor posible a las correspondien-
tes disimilaridades entre clusters. Este modelo se basa sobre la suposición
de que cuando la asignación conduzca a la estación i ∈ Jk y a la estación
j ∈ Jl, sus disimilaridades serán representadas en el modelo como la distan-
cia Euclídea dkl entre los puntos clusters xk y xl, que será constante para los
otros pares de estaciones en la cual la primera es elegida del cluster k y la
segunda del cluster l. Para una partición, se supondrá que las disimilarida-
des variarán aleatoriamente dentro de un cluster, mientras que la distancia
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correspondiente es constante dentro del mismo cluster, mientras que entre
clusters, diferencias en distancia re�ejarán la tendencia de las disimilarida-
des correspondientes a variar sistematicamente. Por lo tanto, el objetivo aquí
es minimizar la función de pérdida (llamada STRESS), lo cual nos permite
asignar una ponderación wij a cada par de estaciones (por ejemplo, podría-
mos tomar ponderaciones proporcionales a alguna función de distancia en
el plano geográ�co como en Sampson y Guttorp, 1992), la cual es de�nida
como:

Stress =
∑

k≤l

∑
i∈Jk

∑
j∈Jl

wij(δij − dkl)
2. (2.1)

La obtención de cluster con restricciones es necesaria cuando deseamos
que las estaciones y los clusters mantengan sus relaciones espaciales. Estas
restricciones espaciales son generalmente bidimensionales (ocasionalmente,
en tres o cuatro dimensiones si se incluye el tiempo). Un método comúnmen-
te usado, especialmente para restricciones espaciales, implica el concepto de
contigüidad entre estaciones y clusters, donde se de�ne una matriz C (N×K),
con elementos que son cik = 1, si la estación oi es contigua al cluster k, y 0,
de otro modo (Everitt et al. 2001). Una vez de�nida una apropiada matriz
de contigüidad, los métodos de partición estandar o jerárquicos podrían ser
modi�cados convenientemente para su aplicación. Diversas restricciones de
contiguidad han sido ampliamente utilizadas en literatura, muchas de ellas
para métodos de cluster jerárquicos tales como Maravalle et al. (1997), Ferli-
goj y Batagelj (1982) o Murtagh (1995). En el presente trabajo, proponemos
una modi�cación al procedimiento de Heiser y Groenen (1997) basada en
la inclusión de restricciones de contigüidad geográ�ca en la estructura de
cluster. Además, tal modi�cación evitará el problema de clases vacías inhe-
rente al procedimiento sin restricciones. Incluso cuando el problema inherente
de mínimos locales persiste, se pueden incorporar sin di�cultad restricciones
geográ�cas espaciales a la versión fuzzy del procedimiento CDS.

Después de la Etapa Inicial, en la cual se obtiene una partición inicial de
las estaciones mediante el algoritmo de k-means y una con�guración inicial
clásica a partir de las disimilaridades de Sokal-Michener (Sokal y Michener,
1958) entre los clusters iniciales, el procedimiento de estimación alternante
k-mean/MDS se puede resumir en dos fases (los detalles pueden ser consul-
tados en Heiser, 1993 y Heiser y Groenen 1997): una Fase de MDS, en la
cual la con�guración de los centros de los clusters se obtiene a partir de las
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disimilaridades de Sokal-Michener entre los clusters, usando SMACOF (De
Leeuw y Heiser, 1980), y una Fase de Asignación, en la cual las estaciones son
clasi�cadas a partir de las distancias MDS entre los centros de los clusters,
minimizando el criterio equivalente al k-means clásico:

κ2(E) =
∑

i

∑

k

eik‖ai − b(i)
k ‖2, (2.2)

where ‖ai − b(i)
k ‖2 denota la distancia Euclídea cuadrada entre la i − sima

�la de la matriz (N × q) A = {air} y la k − sima �la de la matriz (K × q)

B(i) = {b(i)
kr}, con q = N−1, y con los elementos de A and B(i), i = 1, . . . , N ,

siendo especi�cados como air = δ∗ir y b
(i)
kr = d∗kr, donde δ∗ir = δis y d∗kr =∑

l esldkl(X), para r = 1, . . . , N − 1, con s = r si r < i, y s = r + 1 si r ≥ i.
Si G es la matriz N ×M de coordenadas geográ�cas para N estaciones

en dimensión M (usualmente, M = 2), y denotando por DG a la matriz
N ×N con elementos dGij = dG(oi, oj), i.e. las distancias Euclídeas entre la
i-ésima �la y laj-ésima �la de G, entonces, una estación oi ∈ Jl se dice que
es contigua al cluster Jk, k 6= l, si y solo si existe una estación o ∈ Jk tal
que dGi = mı́nh6=i{dG(oi, oh), oh 6∈ Jl}.

Para de�nir C, la matriz de restricciones de contigüidad geográ�ca aso-
ciada a G, denotaremos por U = (u1, . . . , uN)′ al vector cuyos elementos
están de�nidos por ui = l, si oi ∈ Jl, para i = 1, . . . , N , y l = 1, . . . , K, i.e.
el vector que contiene los índices del cluster al cual pertenece cada estación
en la partición actual, y consideramos el vector d−G = (d−G1, . . . , d

−
GN)′ cuyos

elementos son d−Gi = mı́nj{dGij, oj 6∈ Jui
}, i.e. el vector columna que contiene

la distancia mínima de la i-ésima �la en DG a todas las estaciones fuera del
cluster Jui

.
Asociada a cada estación oi, i = 1, . . . , N consideraremos el conjunto

Li = {uj, j 6= i | ∃oj ∈ Juj
, dGij = d−Gi}, i.e., el conjunto de clusters diferentes

a ui en la misma distancia mínima d−Gi desde oi. Sobre la base de Li, para
i = 1, . . . , N , podemos construir la matriz N ×K, F , cuyos elementos están
dados por fil = d−Gi, si l ∈ Li y d−Gi = mı́n

oj∈Jui

{d−Gj | l ∈ Lj} , y fil = 0, en otro
caso.

Con respecto ahora a cada estación oi y su cluster correspondiente , Jui
,

podemos de�nir el conjunto Oi = {oj ∈ Jui
| fjl 6= 0, l = 1, . . . , K} de todas

las estaciones en el mismo cluster Jui
, que podrían ser movidas a cualquier

otro cluster. A partir de Oi, para i = 1, . . . , N , podemos de�nir el conjunto
asociado de restricción de amplitud, Φi, como
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Φi =





oj ∈ Oi |
∑

oh,oy∈Jui
h,y 6=j

dGhy = mı́n
ow∈Oi

∑
oh,oy∈Jui

h,y 6=w

dGhy





,

que consiste de las estaciones en el cluster Jui
que pueden ser transferidas a

otro cluster, sin dividir el cluster original.
Por último, los elementos de la matriz de contigüidad C, N×K, se pueden

de�nir como

cil =





1, si l = ui, y |Jui
| 6= 1

1, si oi ∈ Φi, y @oj ∈ Jui
, j < i, con cjl = 1, ∀ l = 1, . . . , K

0, en otro caso

donde |Jui
| representa la cardinalidad del cluster Jui

. La primer condición po-
sibilita a un punto a permanecer en su cluster actual, y la segunda condición
está compuesta por dos criterios: primero, una estación puede ser movida
únicamente si está situada en la frontera de su propio cluster y este movi-
miento no dejará subconjuntos disjuntos de estaciones en su cluster actual,
y segundo, únicamente una estación puede ser movida al mismo tiempo.

2.2.1. Procedimiento alternante de estimación k-means
El ciclo de la fase de asignación ajusta E si una reasignación produce

un decremento de κ2(E), y termina con el cálculo de las nuevas disimilari-
dades de Sokal-Michener entre cluster. Heiser y Groenen (1997) mostraron
que un simple algoritmo convergente es posible si procedemos �la por �la
encontrando

mı́n
ei

∑

k

eik‖ai − b
(i)
k ‖2, (2.3)

siendo ei = (ei1, . . . , eiK)′, la i-ésima �la de la matriz E y manteniendo �ja la
asignación de las otras estaciones j 6= i. Este procedimiento se lleva a cabo
sobre todos los K vectores binarios ei. El valor mínimo se obtiene en alguna
�la k de B(i) tal que si k = u(i), el algoritmo se mueve a la siguiente estación,
de otro modo la estación i es reasignada y la i-ésima �la de E es ajustada
primero; entonces la siguiente estación es considerada hasta que la posición
de todas las estaciones ha sido examinada, concluyendo la fase de asignación.
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El esquema anterior de reasignación sin restricciones, llamado método de
la distancia mínima, implica únicamente un ciclo de longitud N y puede ge-
nerar clases vacías (Späth, 1985). Por lo tanto, que tal vez podría ser mas
apropiado considerar una extensión con un cambio del método de reasig-
nación basado en el algoritmo de Annealing Simulado con un esquema de
enfriamiento similar al de Murillo et al. (2005) o Vera et al. (2007). No obs-
tante, la inclusión de restricciones de contiguidad espacial implica un ciclo de
longitud usualmente menor que N , debido a que únicamente serán reasigna-
das en (2.3) aquellas estaciones contiguas a cada estación oi, además en todas
las pruebas ejecutadas en el presente trabajo el problema de clases vacías no
se presentó. De esta forma, es necesaria una nueva matriz B

(i)
c , r(i) × q, con

r(i) ≤ N , el número de elementos no cero en la i-ésima �la ci de la matriz C.
Denotando por W (i) = diag(ci), i.e. el vector ci expresado como una ma-

triz diagonal K×K, las �las de la matriz W (i)B(i) = B̂(i) tienen ceros excepto
para los clusters candidatos en la fase de asignación. Buscamos entonces una
matriz R(i) de rango r(i) tal que

R(i)B̂(i) = B(i)
c . (2.4)

Aplicando el teorema de la factorización del rango (Dhrymes, 1978), existe
una matriz V1, K × r(i), y una matriz V2, r(i) × q, ambas de rango r(i), tal
que B̂(i) = V1V2. Tomando V2 = B

(i)
c , la relación

B̂(i) = V1B
(i)
c (2.5)

se satisface si R(i)V1 = I. Pero de�niendo R(i) como la matriz cuyas �las
están dadas por los vectores r(i) {ek|cik = 1}, se sigue que R(i)R(i)′ = I, y
tomando V1 = R(i)′ , la ecuación (2.4) se cumple.

2.3. Aplicación
La estructura especial del modelo CDS nos permite localizar las estacio-

nes con respecto a la con�guración de los centros de los clusters mediante
una función matricial simple de las coordenadas de los centros de los clusters,
denominada con�guración implícita de las estaciones (los detalles se pueden
encontrar en Heiser y Groenen, 1997). Considerando la matriz Y = EX, don-
de E es la clasi�cación óptima y X la con�guración �nal de los centros de
los clusters , de�nimos la matriz P = {pij} de orden N ×N , con elementos
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fuera de la diagonal pij = −wij, y elementos de la diagonal pii =
∑

j 6=i wij, y
la matriz Q(Y ), con elementos fuera de la diagonal qij(Y ) = −wijδij/dij(Y ),
si dij(Y ) > 0, y cero en otro caso, mientras que los valores de la diagonal de
Q(Y ) son tal que sus �las y columnas suman a cero. Entonces, la con�gura-
ción implícita de las estaciones se obtiene mediante la siguiente expresión:

I(Y ) = P+Q(Y )Y, (2.6)

donde P+ es la inversa Moore-Penrose de P .
Denotamos por Nk al número de estaciones en el cluster Jk, k = 1, . . . , K,

y por δ̃kl a las disimilaridades Sokal-Michener (Sokal y Michener, 1958), de-
�nidas por

δ̃kl =
∑
i∈Jk

∑
j∈Jl

wijδij

w̃kl

, ∀k, l = 1, . . . , K,

donde

w̃kl =
∑
i∈Jk

∑
j∈Jl

wij.

El enfoque de mínimos cuadrados permite una descomposición de la su-
ma de cuadrados de las disimilaridades en contribuciones de varias fuentes
de variación, lo cual es el análogo multidimensional de una tabla de Análisis
de Varianza para una clasi�cación a una vía. La tabla 2.1 muestra tal des-
composición y los grados de libertad apropiados para cada fuente, teniendo
en cuenta que el término grados de libertad se utiliza aquí en un sentido
descriptivo, como el número de términos lógicamente independientes en los
cuales se basa un estadístico, es decir, sin referirse a ninguna distribución
especí�ca (los detalles pueden encontrarse en Heiser y Groenen, 1997). El
criterio DAF (Dispersion-Accounted For) Entre-Cluster es la suma de las
distancias cuadradas entre los centros de los clusters ajustados, que combi-
nada con el Stress total (2.1) representan la suma de las disimilaridades al
cuadrado. Mas aún, el Stress total es descompuesto en cuatro componentes:
la suma de cuadrados del error Entre Cluster(SSQ), que mide la variabilidad
en las disimilaridades no explicadas por el agrupamiento ni por el modelo
espacial MDS; la falta de ajuste del modelo espacial MDS, que mide la des-
viación ponderada entre las distancias en la con�guración de los clusters y las
disimilaridades de Sokal-Michener; la suma de cuadrados del error Dentro
de Cluster, mide la suma de la variabilidad residual de las disimilaridades en
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Tabla 2.1: Analisis de Dispersión para el modelo CDS.

Fuente SSQ GL

Between
∑

k≤l

w̃klδ̃
2
kl 1/2K(K + 1)

Entre-clusters D.A.F.
∑

k<l

w̃kld
2
kl(X̃) KM −M(M + 1)/2

Falta de homogeneidad
∑

k

w̃kk δ̃2
kk K

Falta de ajuste espacial
∑

k<l

w̃kl(δ̃kl − dkl(X̃))2 (K − 1)(K/2−M) + M(M − 1)/2

Error
∑

k≤l

∑

i∈Jk

∑

j∈Jl

wij(δij − δ̃kl)2 [N(N − 1)−K(K + 1)]/2

Entre-clusters
∑

k<l

∑

i∈Jk

∑

j∈Jl

wij(δij − δ̃kl)2
∑

k<l(NkNl − 1)

Dentro-clusters
∑

k

∑

i∈Jk

∑

j∈Jl

wij(δij − δ̃kk)2
∑

k(Nk(Nk − 1)/2− 1)

Total
∑

i<j wijδ
2
ij N(N − 1)/2

cada bloque k con respecto a sus medias, y �nalmente, la falta de homogenei-
dad, que mide la suma de la compactación relativa de cada cluster k. De esta
forma, un valor alto del DAF y un bajo valor de la falta de ajuste espacial
para la con�guración de los cluster son señales de un análisis satisfactorio.
La su�ciencia de la suposicion espacial para un numero dado de clusters (es
decir, los clusters están bien localizados por sus centros en un espacio metrico
de baja dimensión) se puede obtener comparando la falta de ajuste espacial
MDS con el error Entre-Cluster SSQ, y la su�ciencia del numero de clusters se
obtiene comparando el error Entre-Cluster SSQ con el error Dentro-Cluster
SSQ. El componente Entre-Cluster debería ser aproximadamente (K − 1)/2
veces más grande que el componente Dentro-Cluster. Finalmente, un valor
grande del componente Between comparado con el componente Error será
una señal para sentir con�anza de que las variaciones en las disimilaridades
de Sokal-Michener son sistemáticas.
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Figura 2.1: Con�guración de MDS no métrico para las 289 estaciones con los
datos sobre la velocidad del viento en dos y tres dimensiones.

2.4. Análisis de una red regular ajustada
La metodología fue aplicada a los datos de Cressie y Huang (1999) que

representan la velocidad del viento de componente este-oeste (en m/s) sobre
una región en el oeste tropical del oceano pací�co. Los datos fueron recolecta-
dos de una muestra de 289 sitios distribuidos en una red regular rectangular
de 17× 17, esparcidos 120 km, en cada sitio se midió la velocidad del viento
repetidamente 480 veces. De la matriz de disimilaridades obtenida usando
el variograma, y calculado este a partir de la matriz de datos centrados, se
obtuvo una con�guración mediante MDS no métrico de las 289 estaciones en
dos y tres dimensiones, como se muestra en la �gura 2.1. El valor del STRESS
normalizado para la con�guración en dos dimensiones fue de 0.2079, en tres
dimensiones el STRESS fue de 0.1402 y en 10 dimensiones el valor es de
0.0261, lo cual indica que aun para soluciones no métricas, serán necesarias
más de dos dimensiones para obtener una adecuada representación para un
número de estaciones tan grande.

Para ilustrar el método propuesto en el caso de un dominio regular grande,
se consideraron cinco clusters para su representación simultanea, siguiendo
el procedimiento de Heiser y Groenen (1997). La falta de ajuste espacial
(1129.5) fue más grande que el Error SSQ Entre Cluster (671.7) para dos
dimensiones, lo cual sugiere como en la situación del MDS no métrico, que
quizás son necesarias más dimensiones. Sin embargo, cuando se consideraron
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Tabla 2.2: Análisis de dispersión para cinco clusters en dos dimensiones para
el modelo CDS-R (con restricciones), de los datos de la velocidad del viento.

CDS-R (5 clusters) de los datos de la velocidad del viento.
Fuente SSQ % DF MS
Between 39203.7 94.2 15 2613.579
Entre-Cluster D.A.F. 30639.3 73.6 7 4377.043
Falta de Homogeneidad 7140.5 17.2 5 1428.107
Falta de ajuste espacial 1423.9 3.4 3 474.616
Error 2412.3 5.8 41601 0.057
Entre-Clusters 1888.9 4.5 33305 0.056
Dentro-Clusters 523.4 1.3 8296 0.063
Total 41616.0 100.0 41616

restricciones espaciales, la falta de ajuste espacial (1423.9) es 1.32 veces más
pequeña que el Error SSQ Entre Cluster (1888.9), como se puede apreciar en
la tabla 2.2; Esta conclusión no es contradictoria con la suposición espacial
en dos dimensiones en la situación previa, debido a la baja variabilidad entre
las disimilaridades obtenidas del variograma. El alto DAF (73.6%) y la baja
falta de ajuste espacial para la con�guración de los cluster en dos dimensiones
(3.4%) indican un análisis satisfactorio. El cociente Entre-Cluster/Dentro-
Cluster es 1888.9/523.4 = 3.6, lo cual es ligeramente más alto que el valor
esperado (4/2 = 2), y la falta de homogeneidad (17.2%) no es demasiado ba-
ja, lo cual sugiere que quizás podría ser más apropiado considerar un número
de clusters más grande.

La �gura 2.2 muestra la estructura de partición sobre el plano geográ�co
usando un convex hull para identi�car estaciones que pertenecen al mismo
cluster (panel izquierdo). Para ilustrar las diferencias entre la con�guración
de los centros de los clusters con una obtenida después de aplicar el procedi-
miento de k -means sobre la con�guración MDS no métrica y con la obtenida
sobre las coordenadas geogra�cas de las estaciones, se realizó una represen-
tación simultanea de la solución CDS-R y la transformación procrustes para
los centros de los clusters obtenidos con los mencionados procedimientos al-
ternativos, la cual es mostrada en el panel derecho de la �gura 2.2. Como
podría esperarse, diferentes estructuras son evidenciadas con las diferentes
con�guraciones.

Cuando siete clusters son considerados para su representación simultanea
en dos dimensiones, con y sin la consideración de restricciones espaciales,
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Figura 2.2: Estructura de partición para cinco clusters con restricciones mos-
tradas sobre el plano geográ�co original (panel izquierdo) y representación
simultanea después de procrustes, de los centros de los clusters obtenidos por
CDS-R, con los centros geográ�cos y los obtenidos con MDS no métrico y
k-means en dos dimensiones (panel derecho) para los datos de la velocidad
del viento.

la falta de ajuste espacial (1505.6 para el modelo CDS y 2263.6 para el
modelo CDS-R) fue más grande que el Error SSQ Entre-Clusters (721.4 para
el modelo CDS y 1992.3 para el modelo CDS-R), en ambas situaciones, lo cual
sugiere que deben tomarse en cuenta más dimensiones. Una posible razón de
estos valores para el error se podría encontrar en la baja variabilidad entre
las disimilaridades, porque en general el error SSQ Entre-Cluster no es tan
alto como el valor de la falta de ajuste espacial, para estos datos.

La tabla 2.3 muestra la descomposición de la dispersión para el modelo
CDS sobre los datos de la velocidad del viento. El alto DAF (87.6%) y la
baja falta de ajuste espacial para la con�guración de los clusters en tres di-
mensiones (1.5%) son señal de que este análisis es satisfactorio. La falta de
ajuste espacial (654.8) es ahora más pequeña que el error SSQ Entre-Cluster
(746.8), y dada la baja variabilidad en las disimilaridades, parece justi�cable
cambiar de 2 a tres dimensiones. La razón entre el Error SSQ Entre-Cluster
(746.8) y el Error SSQ Dentro-Cluster (199.4) es 3.7, que es escasamente más
grande que el valor de 3.0 que debería esperarse. En términos de cuadrados
medios (MS), el valor Entre componentes (1452.493) es muy grande compa-
rado al valor del error (0.022) lo cual indica una variación sistemática de las
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Tabla 2.3: Análisis de Dispersión del modelo de Cluster-MDS métrico para
siete clusters en tres dimensiones para el modelo CDS, sobre los datos de la
velocidad del viento.

Fuente SSQ % DF MS
Entre 40669.8 97.7 28 1452.493
Entre-Clusters D.A.F 36453.1 87.6 15 2430.204
Falta de homogeneidad 3561.9 8.6 7 508.852
Falta de ajuste espacial 654.8 1.5 6 109.132
Error 946.2 2.3 41588 0.022
Entre-Clusters 746.8 1.8 35262 0.021
Dentro-clusters 199.4 0.5 6326 0.031
Total 41616.0 100.0 41616

disimilaridades de Sokal-Michener.
La �gura 2.3 muestra la estructura de clusters en el plano geográ�co

original (panel izquierdo) y la representación MDS de los clusters y la con-
�guración transformada por procustes de los clusters obtenida después de
aplicar el procedimiento de k−means sobre la con�guración MDS no métri-
ca en tres dimensiones de las 289 estaciones (panel derecho). Como se puede
observar de la grá�ca, diferentes conclusiones se podrían obtener para pro-
pósitos de interpolación, dependiendo de la con�guración de referencia que
se considere.

La descomposición de la variabilidad para describir la bondad de ajuste
del modelo cuando se consideran restricciones espaciales se muestra en la
tabla 2.4. De nuevo, el DAF (80%) es alto y la falta de ajuste espacial (2.1%)
baja, lo cual signi�ca que el análisis es aceptable. El error SSQ Entre-Cluster
(1992.3) es aproximadamente 2.3 veces más grande que la falta de ajuste
espacial (876.0), lo cual es indicativo de una suposición espacial apropiada.
La razón Entre/Dentro de los dos componentes del error es 4.8, la cual es
ligeramente más alta que en la situación sin restricciones. Esto se debe a
que el error se incrementa por la introducción de restricciones espaciales
y, como en la situación previa, debido a que el componente Between del
cuadrado medio (1400.477) es muy grande comparado al correspondiente
componente del error (0.057), por lo que se asume una variación sistemática
de las disimilaridades.
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Figura 2.3: Estructura de partición para los 7 cluster mostrada sobre el plano
geogra�co original (panel izquierdo) y la representación de Cluster-MDS en
tres dimensiones (panel derecho) para los datos de la velocidad del viento.

Tabla 2.4: Análisis de Dispersión para siete clusters en tres dimensions para
el modelo CDS-R sobre los datos de la velocidad del viento.

CDS-R (7 clusters) sobre los datos de la velocidad del viento
Fuente SSQ % DF MS
Entre 39213.4 94.2 28 1400.477
Entre-Cluster D.A.F. 33289.5 80.0 15 2219.301
Falta de Homog 5047.9 12.1 7 721.130
Falta de ajuste espacial 876.0 2.1 6 145.987
Error 2402.6 5.8 41588 0.057
Entre-cluster 1992.3 4.8 35687 0.055
Dentro-cluster 410.3 1.0 5901 0.069
Total 41616.0 100.0 41616

45



−15 −10 −5 0 5 10 15

145

150

155

160

165

170

175

1
1
1
1
1
1

1
1
1
1
1
1

1
1
1
1
1
1

1
1
1
1
1
1

1
1
1
1
1
1

1
1
1
1
1
1

2
2
2
2
2

2
2
2
2
2

2
2
2
2
2

2
2
2
2
2

2
2
2
2
2

2
2
2
2
2
2

2
2
2
2
2
2

2
2
2
2
2
2

3
3
3
3
3
3

3
3
3
3
3
3
3

3
3
3
3
3
3
3

3
3
3
3
3
3
3

3
3
3
3
3
3

3
3
3
3
3
3

4
4
4
4
4

4
4
4
4
4

4
4
4
4
4

4
4
4
4
4

4
4
4
4
4

4
4
4
4
4
4

4
4
4
4
4
4

4
4
4
4
4
4

4
4
4
4
4

5
5
5
5
5
5

5
5
5
5
5
5

5
5
5
5
5
5
5

5
5
5
5
5
5
5

5
5
5
5
5
5
5
5

6
6
6
6
6
6

6
6
6
6
6
6

6
6
6
6
6
6

6
6
6
6
6
6

6
6
6
6
6
6

6
6
6
6
6

6
6
6
6
6

6
6
6
6

7
7
7
7
7

7
7
7
7
7

7
7
7
7
7
7

7
7
7
7
7
7

7
7
7
7
7
7

7
7
7
7
7
7

7
7
7
7

7
7
7
7

7
7
7

−1

−0.5

0

0.5

−0.5

0

0.5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

7
7

3

2

3

5

6

4

5

4

2

1

1

6

CDS−R
Non metric MDS

Figura 2.4: Estructura de partición para siete clusters con restricciones mos-
tradas sobre el plano geográ�co original (panel izquierdo) y la representación
clusters-MDS en tres dimensiones (panel derecho) para los datos de la velo-
cidad del viento.

Incluyendo restricciones de contiguidad espacial, la �gura 2.4 muestra la
estructura de partición sobre la representación geográ�ca en el plano me-
diante un convex hull, debido a que dos estaciones que pertenecen al mismo
cluster deben ser ahora adyacentes. De nuevo, la con�guración resultante de
los centros de los cluster es representada con la transformación procrustes de
la obtenida aplicando k-means sobre la solución MDS no métrica, presentán-
dose una diferencia entre los dos esquemas de cluster y MDS utilizados.

Para el modelo de CDS no condicionado (Heiser y Groenen (1997)), no
se pudo obtener una clasi�cación adecuada con más de siete clusters debido
a que se encontraron una o más clases vacías en todas las ejecuciones. En el
análisis de los datos de la velocidad del viento bajo restricciones espaciales, se
obtuvieron resultados aceptables para 3 dimensiones con diecisiete clusters,
como se muestra en la tabla 2.5. El DAF (85.5%) es alto y la falta de ajuste
espacial (4.7) es bajo, como se esperaba. El cociente del error Entre/Dentro
es 10.57 ligeramente más alto que el valor esperado de 8 y como podría
esperarse debido a que el número de clusters se incrementa, la falta de ajuste
espacial (1956.5) se aproxima al error SSQ Entre-Cluster (2029.5), indicando
que quizás el número de clusters no es demasiado bajo para tres dimensiones.
La �gura 2.5 muestra la estructura de partición sobre el plano geográ�co y
la con�guración CDS-R en tres dimensiones.
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Tabla 2.5: Análisis de Dispersión para diecisiete clusters en tres dimensiones
para el modelo CDS-R sobre los datos de la velocidad del viento.

CDS-R (17 clusters) sobre los datos de la velocidad del viento
Fuente SSQ % DF MS
Entre 39394.5 94.7 153 257.480
Entre-Cluster D.A.F. 35560.6 85.5 45 790.236
Falta de Homo 1877.4 4.5 17 110.437
Falta de ajuste espacial 1956.5 4.7 91 21.499
Error 2221.5 5.3 41463 .053
Entre-cluster 2029.5 4.8 39124 .051
Dentro-cluster 192.0 0.5 2339 .082
Total 41616.0 100.0 41616
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Figura 2.5: Estructura de partición para diecisiete clusters con restricciones
mostradas sobre el plano geográ�co original (panel izquierdo) y la represen-
tación clusters-MDS en tres dimensiones (panel derecho) para los datos de
la velocidad del viento.
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Figura 2.6: Con�guración MDS no métrico para 17 estaciones sobre los datos
del dioxido de sulfuro.

2.5. Análisis en un dominio distribuido irregu-
lamente

La metodología fue aplicada a un segundo conjunto de datos que presen-
tan una agrupación natural y que representan las concentraciones de dioxido
de sulfuro recolectadas diariamente de 17 estaciones de monitoreo distribui-
das en un mallado rectangular (Arbia y Lafratta, 1997). La �gura 2.6 mues-
tra la con�guración de MDS no métrico en dos dimensiones con un valor del
STRESS normalizado de 0.0967.

Las disimilaridades obtenidas del variograma, fueron analizadas conside-
rando cinco clusters y escalando los centros de los clusters en dos dimensiones.
Aplicando el modelo CDS se obtuvo la estructura de cluster presentada en su
plano geográ�co original, como se muestra en la �gura 2.7 (panel izquierdo)
y, debido a que el número de estaciones no es muy alto, la representación
MDS de los centros de los clusters y la con�guración implícita de las estacio-
nes en dos dimensiones son representadas simultáneamente(panel derecho).
De nuevo, varias estaciones pertenecientes al mismo cluster están separadas
geográ�camente.

La tabla 2.6 muestra la descomposición de la dispersión para el modelo
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Figura 2.7: Estructura de partición para 5 clusters mostrada en diferentes
colores sobre el plano geográ�co original (panel izquierdo) y la representación
de Cluster-MDS en dos dimensiones (panel derecho) para los datos de dioxido
de sulfuro.

CDS. La falta de ajuste espacial (1.8) es un factor 1.6 veces mas pequeño que
el error SSQ entre clusters (2.9) indicando que dos dimensiones pueden ser
usadas para explicar las relaciones entre las estaciones. De nuevo, el elevado
porcentaje de D.A.F (85.3) y el bajo porcentaje de la falta de ajuste espacial
(1.3) es un indicio de un análisis satisfactorio. El cociente del cuadrado medio
del Error Entre Clusters (0.027)/ Dentro de clusters (0.013) es 2.1, similar
a (K − 1)/2 = 2, y por lo tanto no existe evidencia de que el número de
clusters elegido sea inadecuado.

Imponiendo restricciones de contiguidad espacial sobre la composición de
los clusters, la �gura 2.8 muestra la estructura de partición dada sobre el
mapa geográ�co original, la cual coincide con una clasi�cación geográ�ca na-
tural y además con la representación de los centros de los clusters obtenida
con el modelo CDS-R en dos dimensiones. Como puede apreciarse de la dis-
posición geográ�ca de las estaciones, éstas no fueron clasi�cadas en clusters
geográ�camente disjuntos y la representación estadística muestra diferencias
con respecto a la con�guración obtenida sin restricciones.

La tabla 2.7 muestra la descomposición de la dispersión para la partición
en cinco clusters bajo restricciones espaciales. La falta de ajuste espacial
(1.4) es aproximadamente 5.3 veces mas pequeña que el error SSQ Entre-
Cluster (7.4). Se encontró un valor relativamente alto del DAF (69.8%), con
respecto a la falta de ajuste espacial (1.0%), indicando un análisis aceptable,
a pesar de que las restricciones penalizan la bondad de ajuste en el análisis.
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Tabla 2.6: Análisis de Dispersión para cinco clusters en el modelo CDS sobre
los datos de dioxido de sulfuro.

Fuente SSQ % DF MS
Entre 132.9 97.7 15 8.859
Entre-Clusters D.A.F 116.0 85.3 7 16.567
Falta de homogeneidad 15.1 11.1 5 3.015
Falta de ajuste espacial 1.8 1.3 3 0.615
Error 3.1 2.3 121 0.025
Entre-Clusters 2.9 2.1 103 .027
Dentro-Clusters 0.2 0.2 18 .013
Total 136.0 100.00 136
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Figura 2.8: Estructura de partición para cinco clusters con restricciones mos-
tradas sobre el plano geográ�co original(panel izquierdo) y la representación
clusters-MDS en dos dimensiones (panel derecho) para los datos de dioxido
de sulfuro.
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Tabla 2.7: Análisis de dispersión para cinco clusters en el modelo CDS-R
para los datos del dióxido de sulfuro.

CDS-R (5 clusters) sobre los datos de dióxido de sulfuro
Fuente SSQ % DF MS
Entre 125.1 92.0 15 8.33
Entre-Cluster D.A.F. 94.9 69.8 7 13.55
Falta de homog 28.8 21.2 5 5.75
Falta de ajuste espacial 1.4 1.0 3 0.45
Error 10.9 8.0 121 0.09
Entre-cluster 7.4 5.4 96 0.07
Dentro-cluster 3.5 2.6 25 0.14
Total 136.0 100.0 136

El cuadrado medio del error Entre-Cluster (0.07) y el cuadrado medio del
error Dentro-Cluster(0.14) son muy pequeños y aproximadamente iguales,
y la razón entre sus valores del stress bruto es 7.4/3.5 = 2.1, similar al
que podría esperarse (2.0). El componente del MS Entre (8.33) es grande
comparado al componente Error (0.09), lo cual nos permite con�ar en que
la variación de las disimilaridades es sistemática.

2.6. Conclusiones
Sampson y Guttorp (1992) propusieron un algoritmo de MDS no métrico

usando la formulación del variograma para la aproximación paramétrica a la
estimación global de la estructura de covarianza espacial, lo cual constituye
una estrategia recomendable para el propósito de extrapolación en la situa-
ción no estacionaria para conjuntos de datos de tamaño moderado, como se
ha señalado en la literatura al respecto.

Sin embargo, cuando son necesarias diferencias precisas en las dispersiones
espaciales, la aproximación de éstas mediante un procedimiento de MDS no
métrico ofrece en general poca exactitud (debido a su naturaleza menos res-
trictiva), especialmente si se utiliza una con�guración en una dimensión baja
y considerando un gran número de estaciones. Cuando las localizaciones de
la muestra están distribuidas irregularmente sobre el dominio, se requerirán
estimadores para la estructuras de correlación más con�ables para tratar con
conjuntos de datos agrupados, como señalaron Kovitz y Christakos (2004).
Pero incluso, en mallados regulares ajustados, se podrían presentar cluster es-
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paciales debido a información rebundante. Una estrategia recomendable para
tratar con tales problemas, es realizar un análisis de cluster en combinación
con MDS Métrico, y por lo tanto un algoritmo en el que ambos métodos
puedan ser utilizados de manera simultánea, puede ser altamente útil. El
agrupamiento con restricciones es necesario cuando deseamos mantener la
relación espacial entre estaciones y clusters; estas restricciones espaciales son
generalmente bidimensionales, y se basan en la contigüidad geográ�ca de las
estaciones, y ocasionalmente en tres o cuatro dimensiones si se incluye el
tiempo.

En este trabajo proponemos una modi�cación al procedimiento de Cluster-
MDS de mínimo cuadrados o modelo CDS desarrollado por Heiser y Groenen
(1997), mediante el cual no los puntos originales sino los centros de los clus-
ter pueden ser representados en un espacio de baja dimensión, mientras que
las relaciones espaciales entre las estaciones y los clusters se mantienen. Esta
metodología se puede aplicar cuando el tamaño de la muestra de estaciones
es muy grande para ser representada en un espacio de baja dimensión o bien
cuando un esquema de clusters es subyacente en el plano geográ�co y /o en
el espacio de las dispersiones. En todo caso, la representación de los centros
de los clusters en lugar de las mismas estaciones, ofrece una solución MDS
métrica de mínimos cuadrados para el problema del sobremuestreo. Además,
el procedimiento nos permite establecer una representación conjunta de las
estaciones y los centros de los clusters, por medio de la con�guración implícita
de las estaciones.

El enfoque de mínimos cuadrados permite una descomposición de la suma
de cuadrados de las disimilaridades en contribuciones de varias fuentes de
variación que constituye el análogo multidimensional de una tabla de Análisis
de Varianza para una clasi�cación a una vía. Esta descomposición se puede
emplear para un diagnóstico exploratorio del modelo que puede ayudar a
decidir sobre la su�ciencia del número de clusters y las dimensiones para la
representación de los centros de los clusters.

Para ilustrar el desempeño del modelo, fueron analizados dos conjuntos
de datos, el primero representa a un gran número de estaciones sobre un
mallado regular ajustado y el segundo a un pequeño número de estaciones en
una muestra de localizaciones irregularmente distribuidas sobre el dominio.
En ambas situaciones, aún cuando en general el error se incrementa por la
introducción de restricciones espaciales, el modelo CDS-R ofrece resultados
satisfactorios para todos los datos analizados. Para analizar la e�ciencia de
la metodología propuesta, se empleó un procedimiento de k -means para de-
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terminar las coordenadas de los centroides de los clusters directamente de
la representación MDS no métrico de las estaciones en ambas situaciones, lo
cual representa la estimación no métrica de la dispersion espacial muestral.
Los centroides obtenidos de esta manera fueron comparados grá�camente
mediante un análisis de procrustes con la con�guración de cluster-MDS, con
y sin la consideración de restricciones. Se encontraron diferencias notables
con este enfoque no paramétrico a la dispersión espacial, que deben tomarse
en cuenta. El conocido problema de mínimos locales en el modelo CDS está
todavía presente bajo la consideración de restricciones espaciales. Aquí, las
soluciones del procedimiento de agrupamiento k means sobre las coordenadas
geográ�cas de las estaciones fueron empleadas como con�guraciones inicia-
les para los datos analizados. Sin embargo, la versión fuzzy del modelo CDS
puede ser extendida sin di�cultad para incluir las restricciones espaciales
geográ�cas propuestas.

Cuando los centros de los clusters son representados adecuadamente en
un espacio de dimensionalidad baja, se puede proponer un thin plane spline
o cualquier otro procedimiento de interpolación de manera que la relación
entre las dispersiones espaciales es re�ejada de forma precisa por el espacio
MDS implantado, y así los resultados de interpolación son aceptables.

Para concluir, enfatizaremos que las metodologías de modelización de in-
teracción espacio-tiempo, de estimación y de diseño de muestras implicando
aspectos cruciales de dimensionalidad (ver, por ejemplo, Angulo et al.,2000,
2005; Ruiz-Medina et al., 2003) constituyen un contexto importante donde la
implementación apropiada de la metodología CDS propuesta ofrece signi�-
cativas aplicaciones potenciales, que se están considerando actualmente para
continuar la investigación.
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Capítulo 3

Un modelo de clases latentes
MDS para disimilaridades
unimodales a dos vías

3.1. Introducción
El objetivo principal del escalamiento Multidimensional (MDS) es la re-

presentación de un conjunto O = {o1, . . . , oN}, de N objetos, en un espacio
generalmente euclídeo de baja dimensionalidad M , mediante una matriz de
con�guración (N × M) Y = (yia), i = 1, . . . , N , a = 1, . . . , M , de manera
que se preserve la información de las proximidades entre los objetos. Sea
∆ = (δij) la matriz simétrica N ×N de disimilaridades entre los objetos, por
ejemplo evaluaciones sobre una escala continua (ver Ramsay, 1973, para una
discusión sobre escala discreta), y D = (dij) la matriz de distancia Euclídea
entre los puntos de la con�guración

dij =

(
M∑

a=1

(yia − yja)
2

)1/2

.

Aunque el enfoque exploratorio y en particular el método de mínimos cuadra-
dos ha sido el procedimiento de estimación más empleado en MDS, también
se han desarrollado enfoques con�rmatorios. Si el error resultante en la apro-
ximación de distancias dij a disimilaridades δij, se considera de naturaleza
aleatoria en lugar de determinística como en el método de mínimos cua-
drados, se puede formular un modelo probabilístico para MDS asumiendo
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una distribución de probabilidad para las disimilaridades (ver, por ejemplo,
Ramsay, 1982). En esta situación, se puede utilizar el método de máxima ve-
rosimilitud, no únicamente para la estimación de parámetros, sino también
para tomar decisiones sobre las características del modelo

Para realzar la interpretación de la solución MDS y /u obtener un ajuste
adecuado del modelo cuando el número de objetos es grande para su re-
presentación, se han desarrollado métodos de cluster-MDS demostrando su
utililidad tanto en el marco clásico como en el de mínimos cuadrados, (Bock
1986, 1987; Heiser, 1993; Heiser y Groenen 1997; Vera, Macías y Angulo,
2008). En un contexto probabilístico, las formulaciones de mezclas de distri-
buciones se han considerado como un modelo de clases latentes para datos
continuos, asumiendo que dentro de cada grupo homogéneo o clase laten-
te, los datos son independientes y normalmente distribuidos (ver De Soete,
1992). También se han propuesto varios modelos de clases latentes para es-
calamiento multidimensional de comparación de pares de datos (Formann,
1989; Böckenholt y Böckenholt, 1990; De Soete, 1990; De Soete y Winsberg,
1993a), pick any/n data (Böckenholt y Böckenholt, 1990, 1991; De Soete y
DeSarbo, 1991), elección de datos multinomiales (Chintagunta, 1994), datos
de preferencia de estímulos (DeSarbo, Howard y Jedidi, 1991; De Soete y
Heiser, 1993; De Soete y Winsberg, 1993b), y datos bimodales a tres vías
(Winsberg y De Soete, 1993), entre otros (ver tambien DeSarbo et al., 1994,
Wedel y DeSarbo, 1996 y Andrews y Manrai, 1999, quienes también pro-
porcionan una buena revisión de la literatura). Para datos unimodales a dos
vías, Oh y Raftery (2007) propusieron recientemente una aproximación Ba-
yesiana basada en una mezcla de distribuciones normales multivariadas para
las posiciones de las clases latentes, asumiendo una Gamma inversa, una Di-
richlet, una normal y una Wishart inversa como distribuciones a priori para
los parámetros.

En este trabajo, proponemos un modelo de clases latentes para datos con-
tinuos que representan disimilaridades unimodales a dos vías cuyo objetivo
es particionar los objetos en clases y estimar simultáneamente una repre-
sentación espacial de dimensionalidad baja de K puntos que representan a
los clusters. Para cada clasi�cación de prueba de los objetos, se encuentra
la correspondiente partición en bloques de la matriz original de disimilari-
dades. Entonces, asumiendo que las disimilaridades siguen una distribución
normal (ver Ramsay, 1982), se estiman condicionalmente una con�guración
de los centros de los clusters en un espacio de dimensionalidad baja y las
dispersiones de los clusters, mediante un procedimiento de estimación de An-
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nealing Simulado (Simulated Annealing) denominado LACSSCAL (LAtent
Class Simulated annealing SCAling). A diferencia del procedimiento usual
de estimación basado en el algoritmo EM, la propuesta heurística asigna pri-
mero los objetos a K clusters, y entonces se evalua la logverosimilitud en la
partición derivada de las disimilaridades. Por lo tanto, el algoritmo asegura
que no únicamente al �nal, sino cada vez mediante SA, se preserva la relación
en el espacio de objetos entre los objetos y las clases latentes. De esta forma,
al �nal del procedimiento SA, los objetos son asignados a la clase a la cual
son mas probables de pertenecer conjuntamente con la con�guración óptima
de los centros de clusters. Luego se utiliza una estrategia de selección del
modelo para probar el número de clases latentes así como la dimensionalidad
del problema.

3.2. Modelo
Siguiendo la notación usual en la formulación de modelos de clases latentes

sea P(O) una partición en el espacio de los objetos O, en un número pequeño
K(K ¿ N) de clases latentes, es decir, cada objeto pertenece a uno y solo
uno de los K subconjuntos Ok, k = 1 . . . , K, con nk elementos donde n1 +
· · · + nK = N , sin conocer de antemano a que clase latente pertenece un
objeto particular oi. Sin pérdida de generalidad, se asumirá que las matrices
de disimilaridades y de distancias se particionan en bloques permutando los
índices de �la y columna de acuerdo a la secuencia en los conjuntos de índices
de clases latentes O1, . . . , OK . Por lo tanto, tal partición P(O), induce una
partición correspondiente P(∆) en la matriz de disimilaridades ∆, en K2

bloques de dimensión nk×nl, k, l = 1, . . . , K que serán denotados por ∆kl =
(δij), con oi ∈ Ok y oj ∈ Ol. De esta forma, ∆kl es la matriz de todas las
disimilaridades entre los objetos de la clase latente Ok y de la clase latente
Ol.

Como en otras formulaciones clásicas o de mínimos cuadrados de cluster-
MDS, el modelo propuesto en este trabajo asume que no serán los objetos
en sí los que serán representados sino los centros de los clusters mediante
una matriz de con�guración X = (xta) (K × M), donde k = 1, . . . , K y
a = 1, . . . M , (M ≤ K − 1). Así, se asume que las disimilaridades varían
aleatoriamente dentro de un bloque, mientras que la distancia correspon-
diente es constante dentro del mismo bloque. Entonces, estamos asumiendo
que cuando la asignación de objetos en clusters conduce a oi ∈ Ok y oj ∈ Ol,
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sus disimilaridades δij serán representadas en el modelo como la distancia
Euclídea entre las coordenadas de los centros de los clusters xk y xl en RM ,

dkl = d(xk, xl) =

(
M∑

a=1

(xka − xla)
2

)1/2

. (3.1)

La partición óptima de las disimilaridades P(∆), está completamente
determinada por la partición óptima P(O) de los objetos originales, pero el
inverso en general no es verdad en cuanto a que la conexión en el espacio de
los objetos entre los objetos y las clases latentes podría perderse, a menos
que consideremos restricciones en la forma del bloque en la construcción de
P(∆) (esto se hará explícito cuando se discuta la estimación condicional
de máxima verosimilitud). Por lo tanto, se desarrolla un modelo de clases
latentes en el conjunto de disimilaridades preservando la relación entre los
objetos oi y los puntos de los clusters latentes xk. En cada iteración, la
probabilidad de que una disimilaridad pertenezca a cada uno de los bloques
que conforman una partición P(∆) de la matriz original de disimilaridades,
se estima condicionalmente de la correspondiente partición provisional P(O)
del espacio de objetos, en un algoritmo basado en Annealing Simulado que
asegura el vínculo directo entre objetos y clases latentes.

Para formular el modelo de clases latentes en términos del conjunto de
disimilaridades continuas δij, i < j, i, j = 1, . . . , N , se asumirá que existen
K × (K + 1)/2 bloques o grupos homogéneos de disimilaridades en la matriz
triangular inferior ∆, donde los bloques diagonales también son considera-
dos. Se asume que cada disimilaridad δij pertenece exactamente a un bloque
latente ∆kl, k ≤ l, pero no se conoce de antemano a cual bloque latente per-
tenece. De esta forma, la probabilidad incondicional de que una disimilaridad
δij pertenezca a un bloque latente ∆kl, mientras se preservan las restricciones
sobre la forma del bloque, es el tamaño relativo del bloque latente que será
denotada por λkl, con 0 ≤ λkl ≤ 1, y

∑

k≤l

λkl = 1. (3.2)

Se asumirá que las δij pertenecientes a un bloque particular ∆kl son obser-
vaciones de variables aleatorias independientes que siguen una distribución
normal de media µkl, y varianza σ2

kl,

δij ∼ N (µkl, σ
2
kl), para δij ∈ ∆kl, (3.3)
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donde las medias de los bloques estarán relacionadas geométricamente a los
centros de los clusters asumiendo µkl = dkl. Aún cuando la hipótesis de una
varianza proporcional a la media (como argumentó Ramsay, 1982) puede
considerarse como una situación particular que reduce el número de pará-
metros a estimar, en este trabajo se ha considerado únicamente la situación
más general sin restricciones. La suposición de independencia entre pares de
estímulos dentro de cada clase latente es congruente con la suposición de in-
dependencia local del análisis clásico de clases latentes (ver De Soete, 1992),
y la suposición de independencia local no implica independencia global entre
los pares de estímulos. La condición de independencia local es más débil que
la suposición usual de independencia global de los modelos probabilísticos
clásicos de MDS (Ramsay 1977, 1982) o de la mayoría de los modelos MDS
de mínimos cuadrados. Como argumentó Ramsay (1997, p. 65), también con
datos de escala de evaluación, las dependencias no son generalmente bastante
serias para preocuparse (ver por ejemplo De Soete y Heiser, 1993 o Winsberg
y De Soete, 1992 para más detalles sobre este punto).

El modelo propuesto de clases latentes para disimilaridades continuas
unimodales a dos vías tiene 3×K × (K + 1)/2 parámetros si las medias de
las clases µkl no están condicionadas geométricamente. Tomando en cuenta
la condición (3.2), los grados de libertad del modelo sin condiciones son (3×
K×(K+1)/2)−1. Cuando se consideran relaciones geométricas de las medias
de los clusters con los parámetros de la con�guración X, es decir, ajustando
µkl = dkl, y tomando en cuenta la invarianza rotacional y traslacional del
modelo MDS Euclídeo unimodal a dos vías, los grados de libertad del modelo
de clases latentes propuesto se transforman en

K × ((K + 1) + M)− M × (M + 1)

2
− 1, (3.4)

lo cual permite determinar un límite superior en el número de dimensiones
M en el modelo, tal que los grados de libertad para el modelo condicionado
sean más pequeños que para la situación incondicional.

En todo caso, el número de parámetros a estimar en el modelo propuesto
será generalmente más pequeño comparado con el número de parámetros en
el modelo de Ramsay, mientras tengamos un número su�cientemente pequeño
de clases latentes en relación a objetos en el modelo.
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3.3. Estimación de máxima verosimilitud
Bajo el modelo normal en (3.3), y relacionando las medias de las distri-

buciones a la con�guración de los centros de los clusters X, la función de
densidad de probabilidad (f.d.p.) de una disimilaridad δij que pertenece a un
bloque ∆kl, puede escribirse como

fkl(δij | xk, xl, σ
2
kl) =

1

σkl(2π)1/2
exp

[
−(δij − µkl)

2

2σ2
kl

]
, (3.5)

y debido a que no se conoce de antemano a cual bloque o clase latente
pertenece una disimilaridad, la f.d.p. de la variable aleatoria δij se convierte
en una mezcla �nita de densidades normales univariadas dadas por (3.5). La
mezcla de distribuciones se puede expresar como

g(δij | X, Σ, λ) =
∑

k≤l

λklfkl(δij | xk, xl, σ
2
kl), (3.6)

donde Σ = (σ2
kl) denota la matriz K ×K de varianzas en los bloques, y λ el

vector columna (K × (K + 1)/2) de λkl, k ≤ l, k, l = 1, . . . , K. Entonces, la
función de log-verosimilitud se puede escribir como

log L(X, Σ, λ | ∆) =
∑
i<j

log(g(δij|X, Σ, λ)), (3.7)

cuyo valor máximo bajo las condiciones impuestas por (3.2), es obtenido por
los estimadores de máxima verosimilitud de los parámetros dados por

λ̂kl =

∑
i<j

πij,kl

N(N − 1)/2
(3.8)

µ̂kl =

∑
i<j

πij,klδij

∑
i<j

πij,kl

(3.9)

σ̂2
kl =

∑
i<j

πij,kl(δij − µ̂kl)
2

∑
i<j

πij,kl

(3.10)
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donde

πij,kl =
λklfkl(δij)∑

k≤l

λklfkl(δij)
. (3.11)

Los coe�cientes πij,kl representan la probabilidad a posteriori de que un valor
observado de la disimilaridad δij pertenezca a la clase latente ∆kl, es decir,
que δij provenga de una f.d.p. normal fkl(δij). Para resolver las ecuaciones
(3.8), (3.9) y (3.10), son necesarios los valores de las probabilidades πij,kl,
pero para obtener estos mediante (3.11), son necesarios los valores estimados
de los parámetros y entonces se aplica el teorema de Bayes.

El algoritmo EM (Dempster, Laird y Rubin, 1977) tradicionalmente pro-
porciona una solución fácil a este problema computacional de estimación (ver
McLachlan y Krishnan, 1997). Sin embargo en la presente situación no se
puede asegurar que los estimadores resultantes de πij,kl (y consecuentemente
de λkl), están representando las probabilidades asociadas a una partición a
dos vías de la matriz de disimilaridades ∆ en bloques. Si no se consideran
restricciones adicionales, la partición P(∆) obtenida mediante el algoritmo
EM, no necesariamente debe ser una partición en bloques en la matriz origi-
nal de disimilaridades ∆ y consecuentemente, no puede estar asociada a una
partición P(O) en el espacio de objetos, como se asume en la formulación
del modelo de clases latentes propuesto. En un algoritmo EM genérico, una
disimilaridad δij podría tener a ∆kl como el bloque latente asociado a la pro-
babilidad a posteriori más grande, mientras que δij′ podría estar asociada al
bloque latente ∆tr debido a su probabilidad a posteriori estimada más gran-
de πij′,tr; esto podría introducir una indeterminación sobre la clase latente
a la que pertenece realmente el objeto oi. El mismo problema también está
presente usando cualquiera de los procedimiento de optimización heurístico
Monte Carlo en los cuales las soluciones de prueba pueden ser generadas di-
rectamente por la asignación aleatoria de los valores de los parámetros en
el modelo de mezclas. Para resolver este problema, se ha propuesto un pro-
cedimiento de estimación condicional de máxima verosimilitud para estimar
los parámetros en el modelo, que garantiza que la particion obtenida en las
disimilaridades puede estar asociada a una clasi�cación de objetos.

Como en la formulación del algoritmo del EM, se introducen las siguientes
variables indicadoras de cluster,
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zij,kl =

{
1, si δij ∈ ∆kl, i < j, k ≤ l,
0, otro caso.

De�nimos el vector columna K(K + 1)/2 × 1, zij = (zij,11, . . . , zij,KK)
′ , y

la matriz N(N − 1)/2 × K(K + 1)/2, Z, escrita por sus vectores �la co-
mo (z′12, . . . , z

′
(N−1)N)

′ . Se asumirá que las zij son variables independientes e
identicamente distribuidas multinomialmente con probabilidades λkl, tal que

∑

k≤l

zij,kl = 1, y
∑
i<j

∑

k≤l

zij,kl = N(N − 1)/2.

Entonces, la f.d.p. de δij, dada zij, se puede escribir como,

g(δij | zij, X, Σ, λ) =
∏

k≤l

fkl(δij | xk, xl, σ
2
kl)

zij,kl (3.12)

y la f.d.p. de zij, dada λ, adopta la expresión,

p(zij | λ) =
∏

k≤l

λ
zij,kl

kl . (3.13)

Usando (3,12) y (3,13), la f.d.p completa de δij y zij se puede escribir como

f(δij, zij|X, Σ, λ) = g(δij|zij, X, Σ, λ)p(zij|λ)

=
∏

k≤l

(λklfkl(δij|xk, xl, σ
2
kl))

zij,kl , (3.14)

y la log verosimilitud de los datos completos ∆ y Z puede expresarse como

log L(X, Σ, λ | ∆,Z) =
∑
i<j

∑

k≤l

zij,kl log λkl

+
∑
i<j

∑

k≤l

zij,kl log fkl(δij | xk, xl, σ
2
kl).

(3.15)

En la práctica, las variables indicadoras Z no son observadas. Sin embar-
go, si fuese conocido a que clase pertenece cada objeto, las probabilidades
a posteriori πij,kl serán 1 si δij ∈ ∆kl y cero en otro caso, y el problema de
máxima verosimilitud se convierte en un procedimiento general de estimación
de máxima verosimilitud. Conceptualmente, el problema puede ser resuelto
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mediante un algoritmo en el cual, iniciando de una partición provisional en
el espacio de objetos, el resto de los parámetros son estimados condicional-
mente maximizando (3.15), dada ∆ y los valores previamente conocidos de
Z. Este procedimiento de estimación condicional se convierte en parte de un
proceso iterativo en el cual continuamente, la partición provisional cambia
aleatoriamente, terminando cuando se alcanza algún criterio de convergencia.
Por lo tanto, los métodos de optimización Monte Carlo, y en particular, un
algoritmo basado en Annealing Simulado con soluciones de prueba basadas
en la clasi�cación aleatoria de los objetos originales en K clusters, puede
dar una solución al problema de estimación total. Especí�camente, en nues-
tro método de estimación aseguramos que las variables indicadoras para las
disimilaridades satisfacen

zijkl = eikejl,

donde eik es una variable binaria que indica si el objeto oi está o no en el
cluster Ok, y similarmente ejl indica si el objeto oj está o no en el cluster
Ol. Esta misma estructura fue empleada en Heiser y Groenen (1997, ver
teorema 2). Tal optimización heurística toma en cuenta la naturaleza de la
forma en bloque de la partición en la matriz de disimilaridades, preservando
el vínculo directo entre objetos y objetos latentes en términos de las variables
indicadoras eik.

Por lo tanto, en la s-ésima iteración del algoritmo propuesto, los valores de
Ẑ(s) son encontrados directamente mediante la partición en bloques P(∆)(s),
derivada de una partición obtenida P(O)(s), y la estimación condicional de
las probabilidades a posteriori está dada por

π̂
(s)
ij,kl = ẑ

(s)
ij,kl =

{
1, si δij ∈ ∆

(s)
kl , i < j, k ≤ l,

0, otro caso. , (3.16)

de lo cual, cuando los valores no observados Z son sustituidos en (3.15) por
Ẑ(s), la función a maximizar se convierte en,

Q(X, Σ, λ | ∆, Ẑ(s)) =
∑
i<j

∑

k≤l

ẑ
(s)
ij,kl log λkl

+
∑
i<j

∑

k≤l

ẑ
(s)
ij,kl log fkl(δij | xk, xl, σ

2
kl).

(3.17)

Entonces, bajo la hipótesis de los valores conocidos Z, (3.17) se maximiza
con respecto a los parámetros X, Σ, and λ, con los valores de ẑ

(s)
ij,kl previa-
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mente estimados. Se puede demostrar fácilmente que sustituyendo los valores
de π̂

(s)
ij,kl en (3.8), la expresión para el estimador de λkl en la s-ésima iteración

está dada por

λ̂
(s)
kl =

∑
i<j

ẑ
(s)
ij,kl

N(N − 1)/2
. (3.18)

Mediante la condición geométrica de nuestro modelo, µkl = dkl, la estimación
de los centros de los cluster puede realizarse maximizando (3.17) con respecto
a X, o equivalentemente minimizando

q(X) =
∑
i<j

∑

k≤l

ẑ
(s)
ij,kl(δij − d(xk, xl))

2. (3.19)

Debido a que q(X) puede ser descompuesto ortogonalmente en un compo-
nente dentro de clases y un componente entre clases

q(X) =
∑
i<j

∑

k≤l

ẑ
(s)
ij,kl(δij − δkl)

2 +
∑

k≤l

γkl(δkl − d(xk, xl))
2, (3.20)

donde

δkl =

∑
i<j

ẑ
(s)
ij,klδij

∑
i<j

ẑ
(s)
ij,kl

, y γkl =
∑
i<j

ẑ
(s)
ij,kl,

debería ser necesario minimizar únicamente el último término de (3.20), que
denotamos por φ(X), pero usando la condición geométrica µkl = d(xk, xl),
y considerando que dll = 0, para k, l = 1, . . . , K, este término puede ser de
nuevo descompuesto como

φ(X) =
∑

k≤l

γkl(δkl − d(xk, xl))
2

=
∑

k<l

γkl(δkl − d(xk, xl))
2 +

∑

l

γll(δll)
2.

(3.21)

Entonces, para la estimación de la con�guración, el primer término de (3.21)
puede minimizarse con respecto a X usando cualquier algoritmo estándar de
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MDS. En particular, la presente implementación usa SMACOF (De Leeuw
y Heiser, 1980), para obtener la estimación de la con�guración X̂(s), en la
s-ésima iteración.
Finalmente, sustituyendo π̂

(s)
ij,kl de (3.16) y µ̂

(s)
kl = d(x

(s)
k , x

(s)
l ) de la con�-

guración solución en (3.10), la estimación de los elementos de Σ se obtiene
mediante la expresión

σ̂2(s)

kl =

∑
i<j

ẑ
(s)
ij,kl(δij − d(x̂

(s)
k , x̂

(s)
l ))2

∑
i<j

ẑ
(s)
ij,kl

, (3.22)

en la cual, para evitar soluciones degeneradas para los bloques diagonales de
disimilaridades, se emplea la varianza muestral como σ̂2(s)

kk , ∀k = 1, . . . K.

3.3.1. Algunas consideraciones en la estimación de pa-
rámetros

A diferencia del algoritmo EM, que inicia a partir de algunos valores que
deben ser especi�cados, y donde diferentes estrategias de inicio y reglas de
detención pueden conducir a estimaciones totalmente distintas en este con-
texto (ver Seidel, Mosler y Alker, 2000), el algoritmo de Annealing Simulado
no depende de una solución inicial debido a su naturaleza aleatoria, a costa
de la posibilidad de elegir deliberadamente una adecuada combinación de
los valores de los parámetros. La estimación inicial para los datos no obser-
vados ẑ(0)

ij,kl se realiza simplemente a partir de una clasi�cación aleatoria de
los N objectos en K grupos bajo la restricción computacional de nk > 2,
k = 1, . . . , K, la cual se preservará a lo largo del algoritmo para evitar la
presencia de columnas ceros en la matriz Ẑ como consecuencia de clases que
contengan un solo objeto y a la presencia de varianza cero de un bloque
diagonal comprendido por únicamente una disimilaridad. Para estimar la
con�guración inicial en cada iteración, en SMACOF se empleó MDS clásico
sobre las disimilaridades de Sokal-Michener (1958) como los valores iniciales
de X̂(0) (ver Heiser y Groenen, 1997).

Asociada a cada clasi�cación provisional en el algoritmo propuesto, se
debe calcular las diferencias entre dos valores consecutivos de la función de
logverosimilitud condicional. Entonces, los cambios en la estimación de los
parámetros entre dos iteraciones consecutivas se han simpli�cado e�ciente-
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mente para reducir el costo computacional. En la s-ésima iteración, si el
objeto ov ∈ Ot es seleccionado para moverse al cluster Or, todas las entradas
de Ẑ(s−1) son preservadas en Ẑ(s), excepto aquellas para las cuales los índi-
ces v, t o r aparecen en su posición correspondiente. Entonces, cuando Ẑ(s)

es actualizada de Ẑ(s−1), únicamente se deben cambiar (N − 1) × (2K − 1)
entradas mientras que el resto se preservan.

Únicamente los bloques relacionados a los índices t o r necesitan actuali-
zarse para calcular las probabilidades λkl en (3.18). Además, si no se conside-
ran restricciones espaciales, el mismo atajo se puede aplicar para la estima-
ción de las medias µkl y varianzas σ2

kl, cuando los valores π̂ij,kl son sustituidos
en (3.9) y (3.10) respectivamente. Entonces, sustituyendo d(xk, xl) por µkl en
(3.15), y organizando los componentes de la logverosimilitud,fkl(δij | µ̂kl, σ̂

2
kl),

en una matriz F (N(N − 1)/2×K(K +1)/2), únicamente los términos rela-
cionados a los mismos índices que fueron considerados en la Ẑ(s) actualizada
deberían ser recalculados entre dos iteraciones consecutivas

3.4. Algoritmo de estimación de máxima vero-
similitud basado en Annealing Simulado

Annealing Simulado (SA) es una técnica estocástica para la optimización
global usando el algoritmo de Metropolis et al. (1953) en analogía al proceso
de enfriamiento en termodinámica. Fue introducido por Kirkpatrick, Gelatt y
Vecchi (1983), y �erny (1985). Para optimizar una función sobre un dominio
compacto, en la versión homogénea del algoritmo, SA genera una secuencia
de cadenas de Markov disminuyendo un parámetro positivo T , llamado tem-
peratura de acuerdo con la analogía física. Annealing se basa en la analogía
del principio termodinámico de cristalización, en el cual primero se calien-
ta el material y posteriormente la temperatura se reduce lentamente hasta
que el material ha sido enfriado de tal forma que el cristal resultante alcan-
za una con�guración de enrejado cristalino lo más regular posible (estado
de energía mínima). El esquema de enfriamiento es un aspecto fundamental
del procedimiento; si el material es enfriado demasiado rápido, esto implica
la existencia de impurezas (la energía mínima no será alcanzada) y así no
se obtendrá el óptimo. Además, el procedimiento proporciona medios para
escapar de óptimos locales aceptando puntos que pueden tener energía más
alta que los previos con probabilidad no cero, la cual es llamada la regla de
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aceptación de Metropolis. Al �nal, valores pequeños de T aseguran aceptar
únicamente buenas soluciones. Winkler (1995) y Andrieu y Doucet (1998)
dieron una demostración de la convergencia asintótica del algoritmo SA a
un óptimo global. Sin embargo, en cualquier implementación, el algoritmo
de annealing simulado es un procedimiento de aproximación, garantizado a
detenerse por lo menos en un óptimo local. El algoritmo general SA es como
sigue:

Paso 1. Se elige un punto aleatorio de una vecindad del punto pre-
viamente seleccionado, y se evalua la energía del sistema, ε, en este
punto

Step 2. Si la energía del sistema, ε, decrece, es decir, si la diferencia
en la energía del sistema de la evaluación previa, 4ε, es negativa, el
nuevo punto es aceptado. Si la energía incrementa en 4ε, el nuevo
punto puede ser aceptado con probabilidad de exp(−4ε/T ), donde T
es la temperatura actual. Este paso se denomina regla de aceptación
de Metropolis (Metropolis et al., 1953).

Step 3. Repetir los pasos 1 y 2 después de actualizar las cantidades
apropiadas, de acuerdo a la longitud de la cadena de Markov, después
de lo cual, la temperatura se disminuye y el proceso se repite hasta que
el sistema alcanza un equilibrio.

Varios autores en la literatura han propuesto diferentes SA heurísticos pa-
ra tratar con el problema de escalamiento unidimensional (De Soete, Hubert
y Arabie, 1988; Brusco, 2001) y el problema de escalamiento multidimensio-
nal (Brusco, 2001), sin conclusiones alentadoras sobre su utilidad. Murillo,
Vera y Heiser (2005) en el contexto de escalamiento unidimensional, y Ve-
ra, Heiser y Murillo (2007) en el contexto de escalamiento multidimensional
para cualquier metrica Minkowsky, fueron los primeros en demostrar que An-
nealing Simulado puede constituir un heurístico sistema autónomo e�ciente.
Además, el uso del SA se ha ilustrado extensamente en la literatura del análi-
sis cluster, como en Klein y Dubes (1989), Selim y Asultan (1991), o Sun, Xie,
Song, Wang y Yu (1994), y fue comparado con el algoritmo EM en modelos
de descomposición de mezclas como en Ingrassia (1991) e Ingrassia (1992),
entre otros.

La �gura 3.1 muestra el pseudo-código del algoritmo de Annealing Simu-
lado propuesto, en la cual se utiliza la siguiente notación:
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LC: Longitud de truncamiento de la cadena de Markov en cada fase o ni-
vel de temperatura, la cual se incrementa por un número IC cada m
iteraciones.

IC: Incremento en LC para m iteraciones.
m: Numero de iteraciones en la cual LC permanece constante.
γ: Factor de enfriamiento, que controla las reducciones en temperatura.
T : Temperatura del sistema en cada iteración.
Tf : Temperatura �nal del sistema.

Itmáx: Número máximo de iteraciones de enfriamiento
Rmáx: Número máximo de iteraciones en la cual una solución se mantiene sin

cambios.
Ma: Número de elementos de la muestra inicial que empeoran el valor de la

función de pérdida (en el calculo de la temperatura inicial).
Mamáx: Número máximo de translaciones de la muestra inicial para obtener

Ma.
χ: Probabilidad de que peores soluciones en la muestra inicial serán acep-

tadas cuando el sistema inicia (en el cálculo de la temperatura inicial).

Asumiendo una partición P(O) = {O1, . . . , OK} en K clases, se de�ne el
vector columna CP = (c1, . . . , cn)

′ , tal que ci = k, si oi ∈ Ok, i = 1, . . . , N , k =
1, . . . , K. El algoritmo primero calcula la partición inicial de bloques P(∆)(0)

a partir de una clasi�cación inicial aleatoria P(O)(0) de los N objectos en
K clusters. Entonces las probabilidades a posteriori π̂ij,kl son directamente
calculadas de Z y el resto de los parámetros son estimados condicionados
a la partición inicial dada, siendo estimada la con�guración de los centros
de los clusters en un ciclo iterativo interno mediante el algoritmo SMACOF.
Por último, se evalua la función de pérdida log L(X, Σ, λ | ∆,Z). El valor
inicial de T es calculado, de acuerdo al esquema dado en la �gura 3.2. La
inicialización de T es realizada objetivamente, usando muestreo aleatorio
simple como en Murillo et al. (2005) o en Vera et al. (2007). Eventualmente,
se realizan Mamáx asignaciones con el objetivo de promediar los posibles
incrementos Ma de las soluciones que empeoran la función objetivo. De esta
forma obtenemos un valor para la temperatura inicial tal que, en las primeras
iteraciones del proceso, el 100χ % de las peores soluciones son generalmente
aceptadas.

La fase principal en el algoritmo consiste de un ciclo interno de longi-
tud LC en el cual se aplica la regla de aceptación de Metropolis a la nueva
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Lectura de datos: Lee la matriz de datos ∆N×N

Inicialización: Genera P(O) presentando CP = (c1, . . . , cN )
′ , con ci ∈ [1,K] aleatoriamente.

Estima λ, X (usando SMACOF) y Σ, dada Z
log L ← log L(X, Σ, λ | ∆,Z)

Calcule: Tm ← Temperatura inicial (ver �gura 3.2)
Inicialización de parámetros: LC, IC, γ, Tmf , Rmáx,m
Itmáx ← ln(Tmf/Tm)/ ln(γ)
Iter ← 1
Repetir

Para 1 a LC Hacer
Genera i ∈ [1, n], y t ∈ [1,K], aleatoriamente. Asigna c

(s)
i = t

C(s)
P ← (c1, . . . , c

(s)
i , . . . , cn)

′

Estima Z(s), λ(s), X(s) y Σ(s)

log L(s) ← log L(X(s), Σ(s), λ(s) | ∆, Z(s))
Calcula: 4 log L = log L(s) − log L
Si 4 log L > 0 Entonces
P(O) ← P(O)(s)

De lo contrario
Si

(
exp

(
dt
T

)
> Random(0, 1)

)
Entonces P(O) ← P(O)(s)

Fin(Condición)
Fin(Ciclo)
Tm ← (Tm ∗ γ)
Si MOD(Iter,m) = 0 Entonces LC ← (LC + IC)
Actualización: ContRep ← Contador de repetición
Iter ← (Iter + 1)

Hasta (Iter = Itmáx) o (ContRep = Rmáx)

Figura 3.1: Pseudo-código del algoritmo LACSSCAL
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Temperatura inicial:
Inicialización: Ma, Mamáx, χ
Promedio ← 0
cont ← 0
Prueba ← 1
Repetir

Genera CP , aleatoriamente
Estima Z, λ, X y Σ
Calcula 4 log L
Si 4 log L < 0 Entonces

Promedio ← (Promedio + dt)
cont ← (cont + 1)

Fin(Condición)
Prueba ← (Prueba + 1)

Hasta (Prueba = Mamáx) o (cont = Ma)
Tm0 ← Promedio/cont

ln(χ)

Figura 3.2: Pseudo-código para calcular la temperatura inicial

partición elegida aletoriamente. Esta nueva partición se obtiene asignando
un objeto elegido aleatoriamente oi ∈ Ol a un nuevo cluster elegido aleato-
riamente Ok en su correspondiente vecindad. La temperatura del sistema es
reducida mediante un sencillo procedimiento de enfriamiento propuesto por
Kirkpatrick et al. (1983), que consiste en calcular, T (s+1) = γ × T (s) para
cada iteración.

Al �nal del proceso, se deben comprobar dos criterios para que el algorit-
mo �nalice. Uno es de naturaleza computacional, evaluando hasta obtener el
número máximo de iteraciones, determinado por

Itmáx =
ln(Tf/T0)

ln(γ)
,

tal que si el parámetro Tf es muy cercano a cero, el proceso se compor-
ta eventualmente como una técnica de gradiente descendiente, garantizando
que cualquier método SA �naliza en un óptimo local (Winkler, 1995). El
otro criterio es el de la convergencia, cuando una solución permanece inalte-
rada durante un número Rmáx de iteraciones, establecidas previamente por
el investigador
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3.5. Selección del modelo
Una de las preocupaciones principales cuando se aplican modelos pro-

babilísticos de MDS es la pregunta sobre cuántas dimensiones M necesitan
especi�carse en el modelo. Cuando se comparan soluciones para dos dimen-
siones consecutivas, para un número �jo de clusters K, el valor más pequeño
del criterio de información AIC (Akaike, 1977) y BIC (Schwarz, 1978) o la
prueba de la razón verosimilitud, pueden ser útiles para resolver este pro-
blema (ver Ramsay, 1982). Sin embargo las condiciones de regularidad para
una prueba de razón de verosimilitud no se sostienen cuando el número de
clusters no es conocido previamente como es comentado abajo, y ninguno de
estos procedimientos son apropiados para comparaciones en esta situación (
ver McLachlan y Basford, 1988).

En la aplicación del modelo MDS de clases latentes, el problema de
la determinación del número de cluster K se presenta naturalmente ade-
más del problema del número de dimensiones. Una manera obvia de abor-
dar este problema sería utilizar el estadístico de la razón de verosimilitud
U = −2 log(L̂(K)/L̂(K+1)), donde L̂(K) y L̂(K+1), denotan el máximo de la
función de verosimilitud para las K y (K + 1) clases respectivamente, para
probar el valor mas pequeño de K compatible con los datos. Desafortunada-
mente, con modelos de mezclas las condiciones de regularidad no se cumplen
para que U tenga su distribución usual chi-cuadrada, con grados de libertad
igual a la diferencia entre el número de parámetros bajo las hipótesis nula y
alternativa. Aunque este problema ha sido considerado por un gran número
de autores, el problema no se ha resuelto completamente (ver McLachlan y
Peel, 2001 para una descripción detallada).

Como en otras aplicaciones relacionadas de clases latentes (e.g. De Soete,
1990; De Soete y DeSarbo, 1991; De Soete y Winsberg, 1993a, 1993b; De
Soete y Heiser, 1993), en este trabajo se utilizó un procedimiento de bootstrap
para determinar la distribución muestral de U como sugirió Hope (1968) y
aplicado por Aitkin et al. (1981) en el contexto de modelos de clases latentes.
Se generan muestras bootstrap del modelo ajustado bajo la hipótesis nula
de K clases sin condiciones geométricas. Esto es, los estimadores de máxima
verosimilitud de los parámetros λ̂kl, σ̂2

kl y µ̂kl derivados de los datos son
sustituidos en el modelo bajo la hipótesis nula. Entonces, B − 1 muestras
aleatorias independientes de matrices simétricas ∆∗ (N×N) son elegidas de la
población sin restricciones. El valor de U es calculado para la muestra original,
denotado por U∆ y cada muestra bootstrap entonces es ajustada a los modelos
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de clases latentes para K y K + 1 alternadamente. Los valores replicados de
U obtenidos mediante el proceso de bootstrap proporciona una valoración
de la verdadera distribución de U si B es por lo menos igual a 20 para un
nivel de signi�cancia de α = 0,05 (Hope, 1968), pero preferimos valores más
grandes de B para aumentar la potencia de la prueba. Si denotamos por
j al número de valores replicados en la muestra de U por debajo del valor
U∆, el j-ésimo estadístico de orden de las B − 1 replicaciones bootstrap se
puede usar para estimar el quantil de orden j/B. Así, la hipótesis nula de
K clases será rechazada a un nivel de signi�cancia α en favor de la hipótesis
alternativa de (K + 1)-clases si los valores de U∆ para los datos observados
exceden B(1−α) de los valores para la muestra de Monte Carlo U obtenida.

3.6. Aplicación

El procedimiento propuesto fue implementado en Fortran, trabajando
en un ordenador Pentium IV 3.00 GHz con 2 Gb de RAM bajo Microsoft
Windows XP. Para el algoritmo LACCSCAL, se siguió la siguiente estrategia
en la implementación de SA en el problema de MDS. Se eligió el mejor óptimo
local en 20 réplicas independientes como la mejor solución, usando los valores
de los parámetros χ=0.95, Ma = 50K y Mamax = 500, para la fase de
la temperatura inicial, y los valores de γ =0.70, Tf = 10−7, Rmáx = 10,
LC = (N + K), m = 20 y IC = 25K para el resto de los parámetros. Para
el procedimiento SMACOF en la etapa de estimación de la con�guración,
se seleccionó la solución clásica como la con�guración inicial, empleándose
el criterio de convergencia con un número máximo de 200 iteraciones, así
como una diferencia en valores subsiguientes del STRESS menor que 10−6.
Finalmente, para probar el número de clases por el procedimiento Monte
Carlo y para asegurar una estimación muy precisa del p-valor, se utilizó un
valor de IC = 100K, y el tamaño de muestra fue �jado en B = 1000, con un
nivel de signi�cancia de α=0.05.

Esta metodología se aplicó primero a un conjunto de datos agrupados
arti�cialmente de distancias Euclídeas, calculadas de las coordenadas de 75
puntos en el plano, clasi�cados en grupos de quince valores seleccionados de
cinco distribuciones normales bivariadas diferentes, con los siguientes vectores
de medias y matrices de covarianzas:
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Tabla 3.1: Resultados Monte Carlo para probar el número de clases para
K = 1, 2, 3, 4, 5 en el conjunto de datos generados de una normal bivariada.

Análisis sin restricciones sobre las medias de las clases
No. de Clases (K) gl del modelo Log-Verosimilitud Prueba de Signi�cancia de Mon-

te Carlo de K versus K+1 Clases
Razón de verosimilitud Probabilidad

1 2 -2076.50 150.93 0.002
2 8 -2001.04 845.41 0.002
3 17 -1578.33 474.28 0.002
4 29 -1341.19 262.70 0.002
5 44 -1209.84 9.28 0.578

µ1 =

(
0
0

)
, µ2 =

(
0
3

)
, µ3 =

(
4
3

)
, µ4 =

(
7
6

)
, µ5 =

(
4
−5

)

Σ1 =

(
4 1,7

1,7 1

)
, Σ2 = Σ4 =

(
,25 0
0 ,25

)
, Σ3 = Σ5 =

(
4 −1,7

−1,7 1

)
,

Las primeras tres distribuciones fueron las mismas que propusieron Di-
day y Govaert (1977), mientras que las dos últimas fueron agregadas aquí.
Siguiendo un procedimiento similar al descrito por Gordon (1999), de cada
distribución, se generaron cincuenta puntos, luego se seleccionó una muestra
de quince candidatos con distancia mínima a la media, elegidos aleatoria-
mente entre el quinto vecino más cercano (entre los puntos que todavía no
habían sido seleccionados), en una region de con�anza del 75% para la me-
dia. Los puntos generados y la muestra seleccionada se pueden ver en el panel
izquierdo de la �gura 3.3.

La tabla 3.1 muestra la bondad de ajuste del procedimiento de Monte
Carlo descrito previamente, para probar el número adecuado de clases la-
tentes en el modelo sin considerar restricciones geométricas sobre los datos
generados. Los p-valores correspondientes muestran que debe seleccionarse el
modelo de cinco clases como el modelo más apropiado de acuerdo con la prue-
ba de signi�cancia Monte Carlo. Entonces, usando un modelo de cinco clases
con restricciones espaciales, se calcularon los estadísticos AIC y BIC para
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Tabla 3.2: Resultados de los criterio de información para el modelo de K = 5
clases cuando los centros de los clusters son restringidos a ser escalados en
dos y en tres dimensiones para el conjunto de datos generados de una normal
bivariada.

Análisis con 5-clases restringiendo la media de la clases
No. de Clases (K) No. dimensiones gl. modelo logVer AIC BIC

5 2 36 -1209.69 2491.38 2704.80
5 3 38 -1209.97 2495.95 2721.23

probar una dimensionalidad adecuada del modelo, considerando M = 2, 3.
Los resultados se resumen en la tabla 3.2. Los valores más pequeños de los
estadísticos AIC y BIC se encontraron para un modelo en dos dimensiones,
y de esta forma la estructura natural de los datos parece recuperarse satis-
factoriamente.

La con�guración resultante de los centros de los clusters se muestra en
el panel derecho de la �gura 3.3, después de aplicar un procedimiento de
procrustes con respecto a los centros de los clusters originales para propósitos
comparativos. Como se aprecia en la tabla 3.3, se encontraron probabilidades
iguales para bloques de disimilaridades que están compuestos de clusters
distintos, así como para los bloques diagonales. Los valores más pequeños de
µkl corresponden a los bloques diagonales, mientras que el resto de valores
son congruentes con la distancia real entre clusters distintos (sin considerar
la transformación procrustes de la con�guración).

Para probar el desempeño del algoritmo propuesto en términos del tiem-
po CPU, se generaron adicionalmente dos conjuntos de datos simulados de
tamaño N = 50 y N = 100, respectivamente, usando el procedimiento des-
crito anteriormente. Estos conjuntos de datos fueron analizados para probar
el número de clusters en 20 réplicas, el tiempo CPU promedio por réplica sin
imponer restricciones espaciales se muestra en la �gura 3.4. Se puede apreciar
que el tiempo crece cuando N y K aumentan, lo cual se debe al incremento
en términos del costo computacional intrínseco al procedimiento SA, por lo
tanto el procedimiento propuesto es recomendable hasta conjuntos de datos
de tamaño mediano.

El modelo propuesto se aplicó tambien a las disimilaridades obtenidas de
un conjunto de datos reales que corresponden a 159 peces de 7 especies que
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Tabla 3.3: Resultados LACSSCAL bajo restricciones espaciales en dos di-
mensiones y K = 5, para el conjunto de datos generados de una normal
bivariada. Para cada bloque diagonal, las disimilaridades de Sokal-Michener
y la varianza muestral representan los valores de los parámtros µkk y σ2

kk,
respectivamente.

∆kl λkl µkl σ2
kl

∆11 0.0378 0.1464 0.0084
∆12 0.0811 1.0581 0.0068
∆13 0.0811 1.7140 0.0044
∆14 0.0811 1.2122 0.0025
∆15 0.0811 1.4322 0.0058
∆22 0.0378 0.1037 0.0032
∆23 0.0811 1.3512 0.0067
∆24 0.0811 0.7037 0.0085
∆25 0.0811 0.4311 0.0034
∆33 0.0378 0.0967 0.0018
∆34 0.0811 0.6541 0.0045
∆35 0.0811 1.1589 0.0052
∆44 0.0378 0.1072 0.0031
∆45 0.0811 0.6178 0.0095
∆55 0.0378 0.0993 0.0024
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Figura 3.3: Conjunto de datos generados de una distribución normal bivaria-
da. Los puntos expresados en cuadrados negros en cada uno de los cincuenta
puntos generados, conforman la muestra aleatoria seleccionada en la región
de con�anza del 75% para cada cluster (panel izquierdo) y la representación
de clusters latentes-MDS obtenida en dos dimensiones (panel derecho).
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Figura 3.4: Tiempo CPU promedio por réplica (en segundos), para tres con-
juntos de datos simulados de tamaño 50, 75 y 100 analizados en veinte répli-
cas, considerando los valores de K=1,...,15 para probar el número de clases.

fueron capturados y medidos del lago Laengelmavesi, cerca de Tampere en
Finlandia (El conjunto de datos está disponible libremente en el sitio web de
the Journal of Statistical Education http://www.amstat.org/publications/jse
/datasets/�shcatch.txt). De acuerdo a lo indicado antes, debido a que el tiem-
po CPU crece para valores grandes de N , se analizó una muestra compuesta
de 100 peces únicamente. Para el análisis se emplearon seis variables conti-
nuas: peso del pez, longitud desde la nariz hasta el inicio de la cola, la longitud
desde la nariz hasta el valle de la cola, longitud desde la nariz hasta el �nal
de la cola , altura maxima y anchura, de las cuales y para propósitos ilus-
trativos en este trabajo, se consideró a peso de los peces como la principal
variable de clasi�cación. Entonces, las disimilaridades se calcularon como las
distancias Euclídeas al cuadrado entre las �las de la matriz muestral de los
datos brutos. La representación MDS de los 100 peces en dos dimensiones
obtenida mediante SMACOF se muestra en la �gura 3.5.

Siguiendo el procedimiento bootstrap descrito en la sección 3.5, primero
se probó el número de clases mediante la distribución empírica generada
para el estadístico U , sin considerar restricciones espaciales sobre el modelo
estimado considerando K y K+1 clases, para los valores de K = 1, 2, 3, ..., 15.
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Tabla 3.4: Resultados Monte Carlo para probar el número de clases para
K=1,2,...,10 en el conjunto de datos de peces.

Análisis sin restricciones sobre las medias de las clases
No. de Clases (K) Gl Modelo LogVer Prueba de Signi�cancia de Mon-

te Carlo de K versus K+1 Clases
Razón de verosimilitud Prob

1 2 -6229.82 7441.15 0.002
2 8 -2509.25 2312.86 0.002
3 17 -1352.82 2524.93 0.002
4 29 -90.35 365.52 0.002
5 44 92.41 480.27 0.002
6 62 332.55 434.93 0.020
7 83 550.01 261.44 0.030
8 107 680.73 245.34 0.038
9 134 803.40 203.12 0.044
10 164 904.96 77.72 0.668

La tabla 3.4 presenta los resultados de la bondad de ajuste obtenidos por el
procedimiento Monte Carlo para valores de K hasta 10 (siendo limitado por
razones de espacio), de lo cual se puede inferir que un modelo de K = 10
clases resulta adecuado para la estructura de disimilaridades.

Para el modelo de 10 clases restringido espacialmente, se calcularon los
estadísticos AIC y BIC para probar la dimensionalidad adecuada del modelo
en una, dos y tres dimensiones. Los valores más pequeños de los estadísticos
AIC (14.38) y BIC (782.23) se encontraron en ambos casos para un modelo
unidimensional, lo que es congruente con la mayor importancia de la variable
peso del pez en el análisis, esto también puede apreciarse de la �gura 3.5 donde
se presenta mayor dispersión para la dimensión 1 que para la dimensión dos.
La con�guración obtenida en una dimensión se muestra en la �gura 3.6. El
cluster O4 está compuesto por los peces o63, o64 y o65 que pertenecen a la
especie Pike, y que se caracterizan por tener un gran peso, como se aprecia
en la �gura 3.5. Del mismo modo, los clusters uno, cinco, seis y ocho, están
conformados principalmente por peces de un tamaño pequeño en la muestra,
lo que es congruente con su posición en las grá�cas.

Para probar el desempeño del procedimiento de cluster MDS propuesto,
fueron analizados los 10 centros de los clusters obtenidos sin usar restric-
ciones espaciales usando SMACOF en un procedimiento de dos pasos, que
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Figura 3.6: Representación clusters latentes-MDS en una dimension para el
conjunto de datos de peces.
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primero realiza clusters y entonces los centros de los clusters obtenidos son
representados mediante MDS en una dimensión. Con la metodología propues-
ta de cluster MDS se encontró un valor menor del STRESS normalizado de
0.02608 mientra que con el procedimiento de dos pasos el STRESS menor fue
de 0.03754, lo que demuestra que la metodología de cluster MDS simultáneo
tiene un mejor funcionamiento, como se había indicado antes.

3.7. Conclusiones
En este trabajo se desarrolló un modelo de clases latentes para disimi-

laridades continuas unimodales a dos vías. Como en el modelo de Cluster
Di�erences Scaling (Heiser y Groenen, 1997), el modelo propuesto nos per-
mite encontrar de manera simultánea la clasi�cación más apropiada y la
representación de los centros de los clusters en un espacio de dimensiona-
lidad baja mediante MDS. Como en metodologías probabilísticas de MDS
previas, una de las mayores ventajas del modelo propuesto es que permite la
posibilidad de contrastar varias hipótesis en el modelo, donde la selección de
número de clases es quizás la más importante. Además, los estadísticos AIC
y BIC se pueden emplear para seleccionar la dimensionalidad apropiada para
el modelo, siguiendo el principio de parsimonia según lo propuesto por Lee
(2001).

La busqueda de la clasi�cación óptima de los objetos se formula como un
problema de partición en bloques en la matriz de disimilaridades, asumien-
do que las disimilaridades en un bloque son independientes y normalmente
distribuidas, y estableciendo una mezcla de normales univariadas como la
distribución de una disimilaridad sin clasi�car previamente. La hipótesis de
normalidad en las disimilaridades, considerada en este trabajo, es consistente
con resultados anteriores en la literatura, pero podrían ser propuestas otras
distribuciones de probabilidad para modelar las disimilaridades como la log-
normal o la inversa Gaussiana. Sin embargo, en general no existe garantía
a priori que asumiendo cualquier otra distribución se puedan obtener resul-
tados más plausibles en el modelo, mientras que en todas las ejecuciones
probadas, el modelo normal propuesto parece ser adecuado.

La consideración de una varianza especí�ca por clase en la estructura
de partición de las disimilaridades generaliza el caso de la hipótesis de una
distribución normal con desviación estandar proporcional a la media, sugerida
por Ramsay (1982). De este modo, es posible condicionar los parámetros de
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las varianzas de las clases para que sean comunes a todos los bloques en la
estructura de clases latentes, para reducir el número de parámetros estimados
en el modelo si el número de objetos N , es pequeño en relación al número de
clases latentes K.

El algoritmo EM constituye en general una herramienta fundamental en
el ajuste de modelos de mezclas por máxima verosimilitud, pero en su for-
ma habitual no es apropiado para el modelo de clases latentes propuesto,
debido a que no garantiza que la partición dada en las disimilaridades esté
relacionada a la clasi�cación en el espacio de objetos. Como se mencionó en
la sección 3.3.1, diferentes valores iniciales para el algoritmo EM conducen
a diferentes estimaciones. La convergencia con el algoritmo EM es lenta y la
situación se exacerbará si los valores iniciales de los parámetros son elegidos
de�cientemente. Además, en varias situaciones, la secuencia de estimaciones
generada por el algoritmo EM podría diverger si los valores iniciales de los
parámetros son elegidos muy cercanos a la frontera (ver McLachlan y Peel,
2001). Finalmente, otro problema importante con los modelos de mezclas es
que la ecuación de verosimilitud tiene generalmente múltiples máximos lo-
cales y entonces, se recomienda un algoritmo heurístico de optimización que
evite óptimos locales. El desarrollo de Annealing Simulado en este contexto,
nos permite encontrar cada vez, una partición en bloques en la matriz de di-
similaridades, examinando directamente la partición en el espacio de objetos.
Esta también es una estrategia recomendable para tratar con el problema de
óptimos locales.

El alto costo de calculos intrínseco a cualquier procedimiento combina-
torio de optimización heurística comparado a otros procedimientos de op-
timización, constituye la principal desventaja de SA, que puede ser resulta
parcialmente mediante el uso de fórmulas de reducción en los cálculos, para
evitar que el tiempo CPU crezca cuando N y K aumentan. De esta forma, se
pueden explorar implementaciones paralelas de SA en estudios futuros sobre
este aspecto. Como en el procedimiento EM, el problema es especialmente
relevante en el bootstrapping de la prueba estadística de la razón de verosimi-
litud para determinar el número de clases latentes en el modelo, y se podrían
investigar otros criterios de información para la selección del modelo para
reducir el tiempo CPU.

El procedimiento propuesto también se puede considerar para conjuntos
de datos a tres vías bimodales, para determinar simultáneamente grupos de
objetos y/o sujetos similares (ver por ejemplo, Brusco y Cradit, 2005), mien-
tras que los centros de los clusters son representados es un espacio de baja
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dimensión, este tema está siendo actualmente investigado por los autores.
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Capítulo 4

Un modelo de clases latentes
MDS con restricciones espaciales
para la estimación de la
covarianza espacial no
estacionaria

4.1. Introducción
Consideremos una función aleatoria, Z(x, t), observada repetidamente en

el tiempo ti, i = 1, 2, ..., T en un número �nito de estaciones muestrales,
xi, i = 1, 2, ..., N , en el plano, suponiendo estacionaridad temporal pero no
espacial. Usando el variograma muestral, como una métrica natural para la
estructura de covarianza espacial D2(xi, xj) = V ar(Zit − Zjt), donde Zit y
Zjt representan las observaciones en las estaciones xi y xj (centradas por
la media) en el tiempo t, y basados en una version ponderada del método
MDS no métrico (Kruskal, 1964a, 1964b), Sampson y Guttorp (1992) propu-
sieron modelar la dispersión espacial como una función general suave de las
coordenadas geográ�cas de las estaciones.

De la matriz muestral N×T , Z, podemos obtener la matriz N×N de las
covarianzas muestrales sij, i, j = 1, ..., N , entre las �las centradas (estaciones)
de Z, denotada por S = (1/T )ZHTZ ′, donde HT = I − (1/T )11′ y 1 es un
vector columna de longitud T , y así δ2

ij = V ar(Zit−Zjt) = sii +sjj−2sij, de-
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nota una medida de disimilaridad para la dispersión espacial entre estaciones.
Basado en la raíz del variograma δij, el método de Sampson y Guttorp (1992)
usa las distancias entre puntos derivadas de la con�guracion MDS no métrico
de Kruskal en dos dimensiones, como una medida suavizada de la dispersión
espacial de la muestra. Entonces se ajusta una apropiada función al grá�co de
dispersión de las disimilaridades versus las distancias MDS para obtener un
modelo condicional de�nido no positivo para las disimilaridades espaciales,
relacionando luego las coordenadas geográ�cas con la con�guración MDS de
las estaciones mediante un procedimiento de interpolación thin-plane spline
(ver también Arbia y Lafratta 2002, para otras aplicaciones).

Løland y Høst (2003), proposieron un enfoque diferente no estacionario
para un modelo de covarianza espacial, que a diferencia del método de Sam-
pson y Guttorp (1992), no se basa en observaciones repetidas de una red
de monitoreo. Mediante MDS clásico, se obtiene una con�guración Euclídea
a partir de una distancia acuática aproximada previamente dada, usando
interpolación lineal para situar las localizaciones de los datos en el espacio
MDS.

Según lo precisado recientemente por Vera, Macías y Angulo (2008), cuan-
do el número de localizaciones muestrales se incrementa, la con�guración
MDS en un espacio de dimensión baja podría no ser conveniente, incluso
para un procedimiento de MDS no-métrico. Entonces es necesario reducir
el número de localizaciones muestrales o aumentar el número de dimensio-
nes de la representación para alcanzar una solución adecuada. Por otro lado,
cuando las localizaciones muestrales están distribuida irregularmente sobre
el dominio, algunas vecindades locales pueden ser sobremuestreadas y otras
submuestreadas (Kovitz y Christakos, 2004); para datos recolectados en un
mallado regular estrecho, en algunas situaciones podrían aparecer clusters
espaciales debido a la dependencia heterogénea espacial.

Para tratar este problema, Vera, Macías y Angulo (2008) propusieron un
modelo para la estimación de la estructura de covarianza espacial no esta-
cionaria, basado en la inclusión de restricciones espaciales geográ�cas en el
modelo CDS de Heiser y Groenen (1997). De esta forma, no serán las esta-
ciones originales sino los centros de los clusters los que son representados,
mientras que las estaciones y clusters mantienen sus relaciones espaciales.
El método integra simultáneamente cluster y MDS desde una perspectiva
exploratoria, proponiendo un procedimiento puramente descriptivo (i.e., sin
hacer referencia a una distribución especí�ca) para determinar la idoneidad
de la suposición espacial y el número apropiado de clusters, basado en una
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descomposición de la suma de cuadrados de las disimilaridades en contribu-
ciones de varias fuentes de variación. Aunque los resultados obtenidos fueron
muy satisfactorios en todos los conjuntos de datos analizados, quizás la falta
de una naturaleza estocástica subyacente di�culta tomar decisiones sobre los
parámetros estructurales del modelo.

Suponiendo una distribución normal para las disimilaridades, Vera, Ma-
cías y Heiser (2007) propusieron un modelo probabilístico de cluster-MDS
unimodal a dos vías en el cual la clasi�cación óptima, la dispersión asociada
de los clusters y la con�guración de los centros de los clusters son estimadas
por máxima verosimilitud. Se desarrolló un modelo de clases latentes en el
espacio de las disimilaridades de tal forma que los parámetros son estimados
condicionalmente a la clasi�cación de objetos, mediante un algoritmo basado
en Annealing Simulado (SA). La hipótesis de normalidad en las disimilarida-
des signi�ca que minimizando la función de pérdida de mínimos cuadrados
equivalente se obtienen estimadores de máxima verosimilitud. Sin embargo,
considerando la no negatividad y el incremento usual en propagación con la
localización de δij, la distribución lognormal puede ser un modelo estocástico
apropiado para la variabilidad residual (ver Ramsay 1982). Esta situación
puede ser de especial interés en los modelos en los cuales las disimilaridades
no se obtienen directamente del variograma muestral, sino que son aproxi-
madas directamente por MDS como en Løland y Høst (2003). Además, el
modelo lognormal no está tan in�uenciado por disimilaridades grandes como
el modelo normal, y las disimilaridades cercanas a cero son tan importantes
como las grandes para la solución.

En este trabajo proponemos un modelo general de clases latentes con
restricciones espaciales, que bajo la suposición de que las disimilaridades
siguen una distribución normal o lognormal nos permite particionar las esta-
ciones muestrales en clases y representar simultáneamente los centros de los
clusters en un espacio de dimensionalidad baja, mientras que las estaciones
y los clusters conservan sus relaciones espaciales. El modelo introduce una
modi�cación del modelo de clases latentes de Vera, Macías y Heiser (2007)
incluyendo restricciones de contigüidad espacial bajo una mezcla de distri-
buciones normales o lognormales; se propone una estrategia de selección de
modelo para probar el número de clases latentes y la dimensionalidad del
problema. Al igual que en el modelo de mínimos cuadrados, este modelo
probabilístico métrico ofrece una solución para la estimación de una medida
suavizada de dispersión espacial cuando el número de estaciones es alto co-
mo para obtener una representación MDS en dos dimensiones o cuando está
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presente un esquema natural de agrupamiento, en el plano geográ�co y /o
en el espacio de dispersión. A diferencia del enfoque exploratorio previo, la
naturaleza estocástica de este modelo proporciona la valiosa posibilidad de
probar hipótesis sobre los parámetros estructurales del modelo.

Por lo tanto, la aplicación del procedimiento de estimación no paramé-
trico consistiría en tres pasos. Primero, bajo las restricciones de contigüidad
espacial, se determina el número de clases suponiendo una distribución nor-
mal o lognormal para los componentes de la mezcla, pero sin considerar las
restricciones geométricas. Segundo, se imponen las restricciones geométricas
para el número dado de clases latentes y se determina la dimensionalidad
apropiada del problema, estimándose los parámetros del modelo. Tercero, las
distancias Euclídeas entre los centros de los clusters de la con�guración se
puede usar como un estimador isotrópico y estacionario de la dispersión es-
pacial, y entonces se puede emplear el método de Sampson y Guttorp (1992),
el método de interpolación de Løland y Høst (2003), o cualquier otro pro-
cedimiento similar para la estimación no paramétrica de la estructura de
covarianza.

4.2. Un modelo general de mezclas de disimi-
laridades con restricciones de contigüidad
espacial

Sea O = {o1, . . . , oN} un conjunto de N estaciones, y ∆ = (δij), i, j =
1 . . . N , una matriz simétrica de disimilaridades entre ellos. Considerando
P(O), una partición en el espacio de los objetos O en un numero pequeño
K(K ¿ N) de clases latentes, es decir, cada estación pertenece a uno y solo
uno de los K subconjuntos Ok, k = 1 . . . , K, con nk elementos y n1 + · · · +
nK = N , sin conocer de antemano a que clase latente pertenece un objeto
particular oi.

De P(O), podemos derivar una partición P(∆) de la matriz de disimila-
ridades ∆ en K2 bloques, ∆kl = (δij), de dimensión nk × nl,k, l = 1, ..., K,
con oi ∈ Ok y oj ∈ Ol, i, j = 1, ..., N , donde ∆kl es la matriz de todas
las disimilaridades entre objetos en la clase latente Ok y en la clase latente
Ol, respectivamente. Entonces, consideramos los K× (K +1)/2 bloques ∆kl,
k ≤ l, en la matriz triangular inferior ∆, si los bloques de la diagonal son tam-
bien tomados en cuenta. Entonces, se asume que cada disimilaridad δij,i < j,
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pertenece a exactamente un bloque latente ∆kl, k ≤ l, pero sin conocer de
antemano a cual bloque latente pertenece una disimilaridad particular δij.
Denotamos por λkl a la probabilidad incondicional de que δij ∈ ∆kl, con

∑

k≤l

λkl = 1. (4.1)

En el modelo, los centros de los clusters son representados por una matriz
de con�guración X = (xkm), K×M , en un espacio Euclídeo métrico de baja
dimensión (M ≤ K), usualmente M = 2. Entonces se asume que mientras
la distancia es constante dentro de cada bloque, las disimilaridades corres-
pondientes variarán aleatoriamente dentro del mismo bloque, siguiendo una
distribución normal o lognormal, de parámetros µkl y σ2

kl, que dependen de
cada bloque.

La suposición de independencia entre pares de estaciones dentro de cada
clase latente es congruente con la suposición de independencia local del análi-
sis clásico de clases latentes, y la suposición de independecia local no implica
independencia global entre los pares de estaciones. Así, las medias de los blo-
ques de las disimilaridades originales o del logaritmo de las disimilaridades
estarán relacionadas geométricamente a los centros de los clusters ajustando
µkl = dkl o µkl = logdkl, en el modelo de mezclas normales o lognormales,
respectivamente, donde dkl = d(xk, xl) representa la distancia Euclídea entre
los centros de los clusters.

Debido a que no se conoce de antemano el bloque o clase latente al que
pertenece una disimilaridad, la f.d.p. de la variable aleatoria δij se convierte
en una mezcla �nita de densidades normales univariadas N(µkl, σ

2
kl) o en una

mezcla �nita de densidades lognormales univariadas Λ(µkl, σ
2
kl), adoptando

la expresión,

g(δij | X, Σ, λ) =
∑

k≤l

λklfkl(δij | xk, xl, σ
2
kl), (4.2)

donde fkl denota la función de densidad de probabilidad correspondiente en
la mezcla, Σ = (σ2

kl) denota la matriz K×K de los parámetros de dispersión
dentro de los bloques, y λ = (λkl) denota el vector columna K × (K + 1)/2
de proporciones de mezclas, k ≤ l, k, l = 1, . . . , K. Entonces, la función de
log-verosimilitud se puede escribir como

log L(X, Σ, λ | ∆) =
∑
i<j

log(g(δij|X, Σ, λ)). (4.3)
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Denotando por δ̃ = δ, o δ̃ = logδ, en el modelo normal o lognormal,
respectivamente, los estimadores de máxima verosimilitud de los parámetros,
bajo la condición impuesta por (4.1), están dados por

λ̂kl =

∑
i<j

πij,kl

N(N − 1)/2
(4.4)

µ̂kl =

∑
i<j

πij,klδ̃ij

∑
i<j

πij,kl

(4.5)

σ̂2
kl =

∑
i<j

πij,kl(δ̃ij − µ̂kl)
2

∑
i<j

πij,kl

(4.6)

donde

πij,kl =
λklfkl(δij)∑

k≤l

λklfkl(δij)
. (4.7)

Para resolver las ecuaciones (4.4), (4.5) y (4.6), son necesarios los valores
de las probabilidades πij,kl, que representan la probabilidad a posteriori de
que el valor observado de la disimilaridad δij pertenezca a la clase latente ∆kl,
pero para obtener estos mediante (4.7), son necesarios los valores estimados
de los parámetros. De�namos la matriz N(N−1)/2×K(K+1)/2, Z = (zij,kl)
de las variables indicadoras de cluster

zij,kl =

{
1, si δij ∈ ∆kl, i < j, k ≤ l,
0, otro caso.

tal que
∑

k≤l

zij,kl = 1, y
∑
i<j

∑

k≤l

zij,kl = N(N − 1)/2.
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Puesto que desde un punto de vista práctico, los indicadores Z son varia-
bles no observadas, el algoritmo del modelo de clases latentes es un procedi-
miento iterativo de estimación condicional de máxima verosimilitud. Enton-
ces, en la s-ésima iteración, los valores de Ẑ(s) se encuentran a partir de una
partición de prueba en el espacio de las estaciones, preservando la restricción
de contigüidad espacial, y tomando π̂ij,kl = zij,kl, los parámetros restantes
son estimados maximizando la ecuación

logLc(X, Σ, λ | ∆, Ẑ(s)) =
∑
i<j

∑

k≤l

ẑ
(s)
ij,kl log λkl

+
∑
i<j

∑

k≤l

ẑ
(s)
ij,kl log fkl(δij | xk, xl, σ

2
kl),

(4.8)

mediante un procedimiento basado en Annealing Simulado. Denotando por
d̃kl(X) = dkl(X), ó d̃kl(X) = log dkl(X), en el modelo de mezclas normales
o lognormales, respectivamente, e imponiendo las restricciones geométricas
µkl = d̃kl(X), la con�guración de los centros de los clusters X es estimada
maximizando 4.8, o equivalentemente minimizando

q(X) =
∑
i<j

∑

k<l

ẑ
(s)
ij,kl(δ̃ij − d̃kl)

2, (4.9)

de lo cual, usando la descomposición ortogonal de q(X) en un componente
dentro de clases y un componente entre clases,

q(X) =
∑
i<j

∑

k<l

ẑ
(s)
ij,kl(δ̃ij − δkl)

2 +
∑

k<l

γkl(δkl − d̃(xk, xl))
2, (4.10)

donde

δkl =

∑
i<j

ẑ
(s)
ij,klδ̃ij

∑
i<j

ẑ
(s)
ij,kl

, y γkl =
∑
i<j

ẑ
(s)
ij,kl,

la con�guración de los centros de los clusters puede ser estimada minimizando
el término �nal en 4.10, dado por
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φ(X) =
∑

k<l

γkl(δkl − d̃(xk, xl))
2, (4.11)

usando el algoritmo SMACOF (de Leeuw y Heiser 1980). Finalmente, y para
evitar soluciones degeneradas en los bloques diagonales, los parámetros de
dispersión dentro de los bloques, σ2

kl, son estimados como

σ̂2s

kl =





∑
i<j

ẑ
(s)
ij,kl(δ̃ij − d̃(x̂

(s)
k , x̂

(s)
l ))2

∑
i<j

ẑ
(s)
ij,kl

si k < l

∑
i<j

ẑ
(s)
ij,kk(δ̃ij − δkk)

2

∑
i<j

ẑ
(s)
ij,kk

si k = l

(4.12)

4.2.1. Un algoritmo de annealing simulado de clases la-
tentes con restricciones de contigüidad espacial

Para el problema de estimación de parámetros, el algoritmo EM es pro-
bablemente el procedimiento más utilizado en el análisis de clases latentes.
Sin embargo, en la presente situación, EM o algoritmos similares no pue-
den ser aplicados directamente a menos que se consideren restricciones en la
estimación del parámetro λkl, asegurando que las probabilidades están aso-
ciadas a una partición en bloques en ∆. Así, Vera, Macías y Heiser (2007)
propusieron un procedimiento iterativo de estimación condicional de máxi-
ma verosimilitud tal que cada vez, una clasi�cación de prueba, P(∆), y los
valores relacionados de Z se derivan de la clasi�cación de prueba correspon-
diente P(O), de los cuales el resto de los parámetros son estimados, todo en
un algoritmo basado en SA.

Annealing Simulado es un buscador meta-heurístico que proporciona me-
dios para escapar de óptimos locales permitiendo movimientos de subir coli-
nas en la búsqueda del óptimo global. Su nombre procede de una analogía
con el proceso físico de calentamiento de sólidos, en el cual primero se ca-
lienta un sólido cristalino a una temperatura muy alta, T0, de tal forma que
el sistema alcanza una energía inicial ε0. Entonces se permite enfriar el siste-
ma muy lentamente hasta que alcanza la con�guración de enrejado cristalino
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más regular posible, es decir, la energía de enrejado mínima εf . La evolución
del sistema físico es simulado en optimización, en el cual se genera una se-
cuencia de cadenas de Markov mientras la temperatura decrece, y un nuevo
estado del sistema es aceptado mediante la regla de aceptación de Metrópo-
lis (Metropolis et al. 1953). Se elige un punto aleatorio de la vecindad del
punto previamente seleccionado, y se evalua la energía del sistema, ε, en este
punto. Si ε decrece en 4ε, el nuevo punto es aceptado y la temperatura se
disminuye, pero si ε aumenta, el nuevo punto es aceptado con una probabili-
dad de exp(−4ε/T ), donde T es la temperatura actual. La temperatura se
disminuye y el proceso se repite hasta que el sistema alcanza un equilibrio,
así se garantiza que el algoritmo se detiene por lo menos en un mínimo local.

Para incluir las condiciones de contigüidad espacial en el modelo, con-
sideramos una generalización de la matriz de contigüidad de�nida en Vera,
Macías y Angulo (2008) como sigue.

Considerando G la matriz N × M∗ de coordenadas geográ�cas para N
estaciones en dimensión M∗ (usualmente, M∗ = 2), y denotando por DG a
la matriz N ×N con elementos dGij = dG(oi, oj), i.e. las distancias Euclídeas
entre la i-ésima �la y laj-ésima �la de G. Para una partición P(O) en el
espacio de estaciones, una estación oi ∈ Ol se dice que es contigua al cluster
Ok, k 6= l, si y solo si existe una estación oj ∈ Ok que satisface dGi =
mı́nh6=i{dG(oi, oh), oh 6∈ Ol}. Denotando por U = (u1, . . . , uN)′ al vector cuyos
elementos estan de�nidos por ui = l, if oi ∈ Ol, for i = 1, . . . , N , y l =
1, . . . , K, es decir, el vector que contiene los índices de los clusters al cual
pertenece cada estación en la partición actual, y consideramos el vector d−G =
(d−G1, . . . , d

−
GN)′ cuyos elementos son d−Gi = mı́nj{dGij, oj 6∈ Oui

}, i.e. el vector
columna que contiene la distancia mínima de la i-ésima �la en DG a todas
las estaciones fuera del cluster Oui

.
Con respecto a cada estación oi, i = 1, . . . , N consideraremos el conjunto

Li = {uj, j 6= i | ∃oj ∈ Ouj
, dGij = d−Gi}, es decir, el conjunto de clusters

diferentes a ui en la misma distancia mínima d−Gi desde oi. Sobre la base
de Li, para i = 1, . . . , N , podemos construir la matriz N × K, F , cuyos
elementos están dados por ϕil = d−Gi, si l ∈ Li y d−Gi = mı́n

oj∈Oui

{d−Gj | l ∈ Lj} ,
y ϕil = 0, en otro caso.

Considerando cada estación oi y su cluster correspondiente, Oui
, podemos

de�nir el conjunto Ji = {oj ∈ Oui
| ϕjl 6= 0, l = 1, . . . , K} de todas las

estaciones en el mismo cluster Oui
, que podrían ser movidas a cualquier

otro cluster. A partir de Ji, para i = 1, . . . , N , podemos de�nir el conjunto
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asociado de restricción de amplitud, Φi, como

Φi =





oj ∈ Ji |
∑

oh,oy∈Oui
h,y 6=j

dGhy = mı́n
ow∈Ji

∑
oh,oy∈Oui

h,y 6=w

dGhy





,

que consiste de las estaciones en el cluster Oui
que pueden ser transferidas a

otro cluster, sin dividir el cluster original, y �nalmente, los elementos de la
matriz de contigüidad CP , N ×K, se pueden de�nir como

cik =

{
k, si ϕik 6= 0, oi ∈ Φi y |Oui

| > 3
0, otro caso.

Por lo tanto, esta matriz de contigüidad CP tiene tantos vectores �las cero
como estaciones que no puedan ser movidas de su partición actual P(O),
los cuales debería ser removidos del modelo. Entonces, de�niendo el vector
columna β = (b1, ..., bN)′, con bi = i, si la i-ésima �la de CP no es el vector
de ceros, y cero en otro caso, i = 1, ..., N , podemos considerar la matriz
extendida N × (K + 1), C̃P = [β|CP ], resultante de la unión del vector
columna β y la matriz CP . Entonces rP = rango(diag(β)), es decir, el rango
de la matriz K×(K) dada, expresando el vector β como una matriz diagonal
es el número de �las no cero en CP . Denotando por vi, el i-ésimo vector
unitario de longitud N , es decir, vim = 1 si m = i, y cero en otro caso,
m = 1, ..., N , y de�niendo la matriz RP cuyos �las está dadas por los RP
vectores unitarios {vi|bi 6= 0}, se puede mostrar que la vecindad de la matriz
de contiguidad para la partición actual P(O) está dada por

ϑ(CP) = RPC̃P . (4.13)
De esta forma, en cualquier vector �la de la matriz rP × (K + 1), ϑ(CP),
el primer elemento indica la estación que puede ser reasignada o movida, y
cualquier otro elemento distinto de cero representa un cluster candidato al
que esta estación puede ser movida.

El algoritmo inicia con la partición inicial de bloques P(O) en la ma-
triz de disimilaridades ∆, y los valores relacionados de Z, asociados a una
partición inicial P(0)(O) de las N estaciones en K clases. Para preservar las
restricciones espaciales, esta clasi�cación inicial es obtenida usando un proce-
dimiento de clasi�cación k−means de las estaciones en el espacio geográ�co
G, bajo la restricción computacional de que nk > 2, k = 1, ..., K, que se
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mantiene en todo el algoritmo para evitar la presencia de columnas cero en
la matriz Z y la presencia de bloques diagonales de varianza cero. Entonces,
se inicializan el factor de enfriamiento γ que controla la taza de decremento
de la temperatura, y la longitud de truncamiento de la cadena de Markov en
cada nivel de temperatura LC, la cual se incrementa por un número �jo IC
cada m iteraciones. La temperatura �nal del sistema Tf se elige muy cercana
a cero, garantizando que el algoritmo termina por lo menos en un óptimo
local, y la temperatura inicial T0 se calcula siguiendo un procedimiento de
muestreo aleatorio adoptada en implementaciones previas, por ejemplo en
Murillo, Vera y Heiser (2005), o en Vera, Heiser y Murillo (2007). Se �jan un
valor de la probabilidad χ, y un máximo Mamax de asignaciones aleatorias
para promediar los posibles incrementos Ma de la solución que empeora la
logverosimilitud condicional, para obtener una temperatura inicial tal que
en las primeras iteraciones son aceptadas el 100χ % de las peores soluciones.
En la s-ésima iteración, el algoritmo SA puede describirse esquematicamente
como sigue:

1. A partir de una partición P(s)(O), se calculan las probabilidades a pos-
teriori π̂

(s)
ij,kl, el resto de parámetros, λ, Σ y X (usando SMACOF) son

estimados dada Ẑ(s), y entonces se evalua la función de log-verosimilitud
log L.

2. Se estiman la matriz de contigüidad CP(s) y la matriz de vecindad
ϑ(CP(s)). Entonces, se selecciona aleatoriamente una partición de prue-
ba P(s+1)(O) usando el siguiente procedimiento: primero, se selecciona
al azar una �la v de ϑ(CP(s)). Segundo, la estación ovl

se selecciona para
ser movida al cluster indicado por el valor vj distinto de cero seleccio-
nado aleatoriamente, j = 2, ..., (K + 1), si la condición no degenerada
se sostiene. De otra forma, se selecciona una nueva �la de ϑ(CP(s)), y el
proceso se repite hasta que se encuentra una nueva partición de prueba
P(s+1)(O).

3. Los nuevos parámetros son estimados de P(s+1)(O), y se evalua el in-
cremento en la log-verosimilitud, tal que si ∆logL > 0, la partición es
aceptada. Inversamente, la nueva partición es aceptada con una proba-
bilidad exp(4logL/T (s)), usando la regla de aceptación de Metrópolis.

El proceso anterior se repite en un ciclo interno de longitud creciente
LC, alcanzando una partición de�nitiva P(s+1)(O). Entonces, la temperatura
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T = γ×T se disminuye, y el proceso continua hasta que se alcanza un criterio
de convergencia. Como en otras implementaciones de SA descritas por los
autores, se probaron dos criterios de �nalización. Uno, evaluando cuando se
alcanza el número máximo de iteraciones dado por Itmáx = log((Tf/T0)− γ),
y el otro, cuando una solución permanece inalterada durante un número de
iteraciones previamente establecidas, Rmáx, asegurando que el parámetro de
la temperatura �nal Tf , está cercano a cero.

4.2.2. Una estrategia de selección del modelo
Dos decisiones principales se deben adoptar en la formulación del mo-

delo. Una se re�ere al número de clases latentes, siendo este en general un
problema inherente al modelado de mezclas �nitas. La otra es determinar el
número apropiado de dimensiones en la representación MDS de los centros
de los clusters. Aunque se pre�ere normalmente una representación planar,
el presente algoritmo nos permite determinar el número de dimensiones más
apropiado.

El número de clases latentes se determina del número de componentes de
la mezcla, siendo esto una tarea importante que todavía no se ha solucionado
totalmente (Yang y Yang 2007). Es bien conocido, que el resultado clásico
que proporciona una distribución asintótica chi cuadrada no es válido en este
contexto. Una alternativa es usar un enfoque bootstrap como en Vera, Macías
y Heiser (2007). Sin embargo, para evitar el incremento en el tiempo CPU
asociado con la naturaleza misma del procedimiento bootstrap, empleamos
el criterio de informacion Bayesiano BIC (Schwarz 1978), usando el ajuste en
el tamaño de la muestra sugerido por Rissanen (1978) para mejorar su fun-
cionamiento en este contexto (Yang y Yang 2007). De esta forma, el criterio
de información propuesto, denotado por BIC*, está dado por,

BIC∗ = −2logLc(X, Σ, λ|∆, Z) + dlog((p + 2)/24), (4.14)

donde p = N(N − 1)/2, y d = (3K(K + 1)/2) − 1 denota el número de
parámetros desconocidos en el modelo, si las condiciones geométricas no son
consideradas. El criterio de información BIC* es usado de nuevo para probar
la dimensionalidad de la solución MDS, en la cual d = K(K + 1 + M) −
(M(M + 1)/2) − 1 describe el número de parámetros desconocidos en el
modelo cuando se estima la con�guración MDS. Al igual que la prueba de
razón de verosimilitud, las condiciones de regularidad no se cumplen para la
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justi�cación teórica del BIC, según lo derivado originalmente. Sin embargo,
varios estudios recientes han revelado la considerable ayuda de su uso en este
contexto, y Rissanen (1986, 1989) incluso derivó la formulación del BIC en
el contexto de selección del modelo, desde una perspectiva distinta basada
en teoría de codi�cación de información (ver McLachlan y Peel 2001, Secc.
6.9.3, para más detalles).

Por lo tanto, basado en el criterio BIC* y bajo restricciones espaciales,
fue aplicada la siguiente estrategia para seleccionar el modelo apropiado de
clases latentes. Primero, se determina el número de clases latentes como el
valor de K relacionado con el valor más bajo del estadístico BIC*, cuando no
son tomadas en cuenta restricciones geométricas. Después de �jar el número
de cluster, se imponen las restricciones geométricas y la dimensionalidad
de la representación se determina de nuevo mediante el valor más bajo del
criterio BIC* cuando los valores de M aumentan, condicionado al número de
componentes de la mezcla �jado previamente. Como en Dasgupta y Raftery
(1998), se propone una regla para determinar un valor signi�cativamente
mas bajo del BIC*; diferencias que excedan 0.005 ·mı́n(BIC∗) entre dos
valores del BIC* son consideradas como una fuerte evidencia de que el modelo
correspondiente al valor más bajo del BIC* es el mejor modelo ajustado.

4.3. Aplicaciones
Para ilustrar el algoritmo propuesto, se analizaron tres conjuntos de datos.

Los primeros dos correponden al variograma muestral, bajo la suposición de
que los componentes de la mezcla siguen una distribución normal, situando
a las estaciones en un mallado o red regular y en un dominio distribuido irre-
gularmente, respectivamente. El tercer ejemplo corresponde al análisis bajo
la distribución lognormal de las distancias acuáticas analizadas por Løland
y Høst (2003).

El algoritmo propuesto fue implementado en Fortran, trabajando en una
PC Pentium(R) IV 3.00 GHz con 1 Gb de RAM bajo ambiente Microsoft
Windows XP. Como en otras implementaciones previas de SA reportadas por
los autores, se eligió el mejor óptimo local en 20 réplicas independientes como
la mejor solución, usando para la fase de la temperatura inicial los valores de
los parámetros: χ=0.95, Ma = 50K y Mamax = 500, y los valores de γ=0.95,
Tf = 10−7, Rmax = 10, LC = 5N , IC = 50N y m = 10 para los demás
parámetros. Para el procedimiento SMACOF en la etapa de la estimación
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de la con�guración, se eligió la solución clásica como la con�guración inicial,
utilizandose como criterios de convergencia un maximo de 200 iteraciones así
como una diferencia menor a 10−7 en valores consecutivos del STRESS.

El primer conjunto de datos analizados corresponde a la precipitación
promedio mensual (en ug S/m3) de dioxido de sulfuro(SO2) en al año 2002,
medidas en 59 estaciones de Europa central. Los datos y la localización geo-
grá�ca de las estaciones fueron proporcionados por Cooperative programme
for monitoring and evaluation of the long-range transmissions of air pollu-
tants in Europe(EMEP), en la dirección electrónica http://www.emep.int/.
Aunque el periodo de tiempo considerado fue elegido especí�camente debi-
do a la buena disponibilidad de observaciones, todavía se encontraron datos
faltantes para algunas estaciones, y fue diseñado un mallado de 5× 6 nodos
sobre la super�cie geográ�ca analizada, como se muestra en la �gura 4.1. La
precipitación promedio registrada por estaciones que no presentaron valores
faltantes en cada celda fue tomada para representar la precipitación men-
sual de dióxido de sulfuro en el área geográ�ca abarcada por la celda. Por
lo tanto, obtenemos una matriz centrada Z de tamaño 30× 12, tomando el
centro geográ�co de las celdas como las localizaciones geográ�cas, de lo cual
la matriz raíz-variograma ∆, de tamaño 30 × 30 es dada como una medida
de la dispersión espacial.

Suponiendo una distribución normal de los componentes de la mezcla
(Davis y Borgman 1982), los datos son primero analizados sin tomar en
cuenta las restricciones geométricas para K = 1, ..., 7 clases latentes, lo cual
produce un valor mínimo del estadístico BIC* para K = 3 clusters, como
se muestra en la tabla 4.1. Considerando las restricciones geométricas en
dos dimensiones para una mezcla de 6 componentes, la tabla 4.2 muestra
los valores estimados de los parámetros, donde los valores µ̂kl = dkl,k < l
indican la distancia geométrica entre los centros de los clusters dados por el
variograma.

En el panel izquierdo de la �gura 4.2 se muestra la estructura de particion
sobre el mallado muestral, donde el signo × representa el centro geográ�co
de los clusters, y en el panel derecho se presenta la con�guración MDS de los
centros de los cluster en dos dimensiones. Se puede ver que existen diferentes
relaciones entre las distancias geográ�cas y geométricas de los centros de
los clusters. El primer cluster corresponde aproximadamente al área desde
Irlanda al Reino Unido, el segundo al noroeste del área analizada y el tercero
a las estaciones de monitoreo en el suroeste.

Analizamos un segundo conjunto de datos agrupados naturalmente, tam-
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Figura 4.1: Mallado muestral para los datos de dióxido de sulfuro.

Tabla 4.1: Resultados del criterio BIC* para probar el número de clases para
los datos de dióxido de sulfuro.

Análisis sin considerar restricciones geométricas
No. de clases (K) gl log-verosimilitud BIC*

1 2 -385.98 777.76
2 8 -334.09 691.40
3 17 -302.27 653.87
4 29 -295.58 675.31
5 44 -301.07 729.82
6 62 -264.94 709.79
7 83 -263.69 768.24
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Tabla 4.2: Valores estimados de los parámetros en dos dimensiones para los
datos de dióxido de sulfuro, donde µkk representa δkk.

Parámetros estimados
∆kl λ̂kl µ̂kl σ̂2

kl

∆11 0.023 0.516 0.038
∆12 0.126 0.443 0.045
∆13 0.161 0.884 0.324
∆22 0.126 0.386 0.032
∆23 0.354 0.853 0.312
∆33 0.210 1.186 0.473
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Figura 4.2: Estructura de partición para tres clusters con restricciones es-
paciales mostradas sobre el plano geográ�co original (panel izquierdo), y la
representación MDS de las clases latentes en dos dimensiones (panel derecho)
para los datos de dióxido de sulfuro. El signo × en el panel izquierdo indica
la localización geográ�ca de los centros de los clusters.
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Tabla 4.3: Resultados del criterio BIC* para probar el número de clases para
los datos de zinc.

Análisis sin condiciones geomátricas
No. de Clases (K) gl log L BIC*

1 2 -875.44 1757.53
2 8 -561.94 1150.49
3 17 -225.74 508.03
4 29 -27.89 152.24
5 44 45.62 55.11
6 62 92.62 20.99
7 83 91.03 94.02
8 107 141.78 72.34

bién de la base de datos de EMEP, basado en el variograma y en una mezcla
de componentes normales. La matriz muestral Z de tamaño 37× 12, corres-
ponde a la precipitación mensual promedio (en ug/l) de zinc, medida por 37
estaciones de monitoreo EMEP distribuidas en Europa en el año 2004. La
tabla 4.3 muestra los resultados de la bondad de ajuste de acuerdo al criterio
de información BIC* cuando se aplica el modelo sin restricciones geométricas
para K = 1, . . . , 8 clases latentes, de lo cual se puede inferir que una mezcla
de 21 componentes (K = 6) puede ser adecuada para el variograma.

Considerando las restricciones geométricas para el modelo de seis clases
latentes, la tabla 4.4 muestra los valores BIC* para probar una adecuada
dimensionalidad para la representación. De esta forma, un plano parece ade-
cuado para explicar el modelo de seis clases latentes, de lo cual se obtienen
los valores estimados de los parámetros en dos dimensiones, dados en la tabla
4.5. La inclusión de restricciones espaciales en el modelo de clases latentes
incrementa la di�cultad de obtener una clasi�cación óptima globalmente, con
respecto a la qué se podría obtener sin restricciones. Así, y como en el ejemplo
previo, algunas de las estimaciones µ̂ para los bloques diagonales presentan
un valor más alto que las estimaciones de los bloques no diagonales, como es
esperado.

La �gura 4.3 muestra los clusters sobre el plano geográ�co original (panel
izquierdo) y la con�guración MDS de las clases latentes en dos dimensiones
para los centros de los clusters asociados (panel derecho). Existen diferencias
evidentes entre las estaciones de monitoreo localizadas en el norte, centro y
sur de Europa. En la parte superior del mapa podemos ver los clusters dos y
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Tabla 4.4: Resultados del criterio de información para el modelo de K = 6
clases cuando los centros de los clusters son restringidos a ser escalados en
dos y en tres dimensiones para los datos de zinc.

Análisis de 5-clases con restricciones sobre las medias de las clases
No. de Clases (K) dimensión gl log L BIC*

6 2 50 84.68 -3.05
6 3 53 79.72 16.85

Tabla 4.5: Valores estimados de los parametros en dos dimensiones para los
datos de zinc, donde µkk representa δ̄kk.

Parámetros estimados
∆kl λ̂kl µ̂kl σ̂2

kl

∆11 0.023 0.044 0.0001
∆12 0.036 0.492 0.4072
∆13 0.036 0.065 0.0008
∆14 0.081 0.059 0.0038
∆15 0.081 0.092 0.0069
∆16 0.045 0.995 2.1385
∆22 0.009 0.850 0.5317
∆23 0.024 0.434 0.3947
∆24 0.054 0.451 0.3993
∆25 0.054 0.521 0.3625
∆26 0.030 1.331 2.0991
∆33 0.009 0.094 0.0010
∆34 0.054 0.071 0.0039
∆35 0.054 0.101 0.0057
∆36 0.030 1.051 2.1071
∆44 0.054 0.112 0.0058
∆45 0.122 0.146 0.0077
∆46 0.068 0.986 2.1002
∆55 0.054 0.156 0.0080
∆56 0.068 1.060 2.0963
∆66 0.015 1.869 2.8978
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Figura 4.3: Estructura de partición asociada a K = 6 mostrada sobre el plano
geográ�co original (panel izquierdo) y la representación MDS de clusters
latentes en dos dimensiones (panel derecho) para los datos de zinc.

cuatro, que están compuestos por estaciones localizadas en Noruega, Suecia,
Finlandia, Estonia, Latvia y Polonia. En el centro del mapa se observan los
clusters uno y cinco formado por estaciones localizadas en Alemania, Holanda
y Dinamarca, seguido del cluster tres cuyas estaciones pertenecen a Islandia
y al norte de Inglaterra. En la parte inferior se localiza el cluster seis, que
está compuesto por estaciones que pertenecen a Francia, España, Portugal y
al sur del Reino Unido.

Siguiendo la estructura de partición y la representación de los centros de
los cluster descritas anteriormente, podemos aplicar la metodología de inter-
polación de Sampson y Guttorp (1992) o cualquier otro procedimiento para la
estimación no paramétrica de la estructura de covarianza. El procedimiento
propuesto asegura una estimación estacionaria e isotrópica de la estructura
de covarianza.

Finalmente, usando la distribución lognormal para los componentes de la
mezcla, analizamos las distancias acuáticas dadas por Løland y Høst (2003).
La matriz de datos Z está constituida de mediciones del arenque noruego
spring-spawning recogidas del sistema Vestfjord durante diciembre de 1996.
Usando un mallado triangular de 123 nodos de los �ordos en el espacio geo-
grá�co, se calculó una matriz de distancias acuáticas mediante la búsqueda
grá�ca de la trayectoria mas corta de Dijkstra (ver Løland y Høst, 2003,
para más detalles). Bajo restricciones geográ�cas, un modelo de mezclas de
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Tabla 4.6: Resultados del criterio BIC* para probar el número de clases para
los datos del sistema Vestfjord imponiendo restricciones geográ�cas.

Análisis sin restricciones geométricas
No. de Clases (K) gl log L BIC*

1 2 -5729.88 11471.25
2 8 -5464.17 10974.30
3 17 -5205.12 10507.91
4 29 -5144.10 10454.81
5 44 -5085.76 10424.31
6 62 -5071.61 10499.43
7 83 -5053.04 10582.94

15 componentes lognormales (K = 5) parece ser apropiado para los datos de
distancias acuáticas como se muestra en la tabla 4.6. Sin embargo como se
puede apreciar, existe una diferencia menor entre los valores del BIC* para
K = 4 y K = 5 (mas pequeño que 5−3 · BIC*K=5).

La dimensionalidad de la representación MDS es probada considerando
µkl = log dkl, para el modelo de cinco clases latentes. Como se muestra en
la tabla 4.7, el valor más bajo del estadístico BIC* se obtiene en tres dimen-
siones. Sin embargo, desde un punto de vista práctico no existen diferencias
signi�cativas (más grande que 52) entre el valor más bajo del BIC* y los
otros valores. De esta forma, un modelo de cinco clases latentes representado
en dos dimensiones parece ser la mejor opción para las distancias acuáticas.
Debido a que existen solamente diferencias menores entre las distancias acuá-
ticas exactas y las aproximadas dadas por cualquier con�guración MDS, en
general se esperaría que las restricciones geográ�cas tuvieran solamente una
in�uencia leve en la con�guración MDS de los clusters. Quizas la excepción
puede ser apreciada en clusters muy unidos como los clusters uno y cinco,
los cuales presentan un valor pequeño del parámetro estimado exp(µ̂15) en la
tabla 4.8. La consideración de restricciones geométricas determina la forma
de las fronteras de estos clusters.

Los cinco convex hulls en el panel izquierdo de la �gura 4.4 representan las
áreas comprendidas por el modelo de clases latentes estimado, representando
con el símbolo × el centro geográ�co de los clusters. El panel derecho muestra
la representación procrustes de la con�guración Euclídea MDS de los centros
de los clusters en el modelo de cinco clases latentes y la con�guración de los
centros geográ�cos. Como se mencionó antes, diferencias menores entre las
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Tabla 4.7: Valores del criterio de información BIC* para el modelo de cinco
clases cuando los centros de los clusters son restringidos a ser escalados en
dos, tres y cuatro dimensiones, para los datos del sistema Vestfjord .

Resultados para el modelo restringido de cinco clases latentes
No. de Clases (K) dimensión gl log L BIC*

5 2 36 -5110.1126 10427.05
5 3 38 -5090.8793 10400.08
5 4 39 -5090.8732 10405.81

distancias acuáticas exactas y aproximadas signi�ca que, aunque pocas, son
evidentes diferencias signi�cantes entre los valores estimados exp(µ̂kl) y las
distancias entre los centros geográ�cos de los clusters. Está situación también
se puede inferir de la suma de cuadrados de errores de 0.1131 relacionada a
la representación procrustes, cuando son comparadas las dos con�guraciones
usando el procedimiento de procrustes en MATLAB.

Además de la con�guración MDS de los centros de los clusters, la clasi�-
cación dada de los nodos del mallado es óptima tanto en el espacio original de
las distancias acuáticas como en el espacio MDS dado. Así, una clasi�cación
óptima basada en distancias acuáticas es también obtenida para las estacio-
nes, donde toda las estaciones pertenecientes al mismo mismo convex hull, y
las obtenidas del procedimiento de cluster-MDS, están relacionadas. Por lo
tanto, un valor estimado de la variable Z podría ser asignado a los centros
de los clusters mediante interpolación, o por cualquier otro procedimiento
de estimación apropiado basado en información relacionada a las estaciones
agrupadas, de lo cual se puede estimar el variograma.

4.4. Conclusiones
Escalamiento Multidimensional proporciona una metodología no estacio-

naria para la estimación de la estructura de covarianza espacial en el marco
del análisis de procesos ambientales espacio-temporales. Se puede obtener
una con�guración Euclídea no únicamente a partir del variograma basado en
la muestra de observaciones repetidas de una red de monitoreo (Sampson y
Guttorp, 1992), sino siendo calculadas directamente de una matriz dada de
distancias aproximadas (Løland y Høst, 2003).

Sin embargo, para un número grande de localizaciones de la muestra o
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Tabla 4.8: Valores estimados de los parámetros para los datos del sistema
Vestfjord para K = 5 en dos dimensiones (µ̂kk es representado por δ̄kk).

Estimación de parámetros
∆kl λ̂kl exp(µ̂kl) σ̂2

kl

∆11 0.079 0.237 0.503
∆12 0.084 1.347 0.049
∆13 0.065 0.910 0.164
∆14 0.098 0.517 0.163
∆15 0.163 0.448 0.121
∆22 0.020 0.313 0.427
∆23 0.033 1.745 0.056
∆24 0.050 0.886 0.191
∆25 0.084 1.627 0.029
∆33 0.012 0.435 0.427
∆34 0.039 0.948 0.178
∆35 0.065 1.281 0.066
∆44 0.028 0.245 0.383
∆45 0.098 0.916 0.045
∆55 0.079 0.197 0.402
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Figura 4.4: El panel izquierdo representa la estructura de partición para los
cinco clusters con restricciones mostradas sobre el plano geográ�co original
para los datos del sistema Vestfjord, donde el signo × indica los centros
geográ�cos. El panel derecho muestra la representación Procrustes en dos
dimensiones de la con�guración MDS de los centros de los clusters y la de
los centros geográ�cos.
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cuando es evidente una estructura natural de agrupamiento en las localiza-
ciones de la muestra (Kovitz y Christakos, 2004), o aun en una estrecha red
regular, también debe ser considerada una estructura espacial de clusters.
Desde un punto de vista exploratorio, Vera, Macías y Angulo (2008) propu-
sieron resolver el problema usando un modelo de cluster-MDS de mínimos
cuadrados con restricciones geográ�cas, con un procedimiento puramente des-
criptivo para determinar la idoneidad de la suposición espacial y del número
apropiado de clusters.

En este trabajo proponemos un modelo de cluster-MDS de clases laten-
tes que, bajo la suposición de que los componentes de la mezcla siguen una
distribución normal o lognormal, nos permite particionar la muestra de esta-
ciones en clases y simultaneamente representar los centros de los clusters en
un espacio de baja dimensionalidad, mientras que las estaciones y clusters
mantienen sus relaciones espaciales. Este modelo extiende el modelo de esca-
lamiento multidimensional de clases latentes de Vera, Macías y Angulo (2008)
para datos continuos de disimilaridades unimodales a dos vías, incluyendo
restricciones geográ�cas espaciales y considerando mezclas de distribuciones
normales y lognormales.

Basado en el estadístico BIC, se propuso una estrategia para la selección
del modelo para determinar objetivamente el número de clases latentes así
como la dimensionalidad del modelo. A diferencia de la estrategia bootstrap
propuesta en Vera, Macías y Heiser (2007), el uso del criterio de información
BIC* ajustando el tamaño de la muestra (Rissanen, 1978) bajo restricciones
espaciales hace la elección del número de componentes de la mezcla mucho
más e�ciente en términos del tiempo CPU. Además, el procedimiento de
estimación condicional de máxima verosimilitud propuesto y la obtención del
BIC* desde la perspectiva de la teoría de codi�cación de información, nos
permite considerar ésto como una estrategia conveniente para la selección del
modelo.

A diferencia del algoritmo EM, el uso de Annealing Simulado como pro-
cedimiento de estimación de parámetros evita la necesidad de seleccionar una
solución inicial adecuada. Mas aún, en todas las pruebas ejecutadas y des-
critas en el presente trabajo, la solución obtenida produjo un alto índice de
atracción, es decir, el porcentaje de veces que se encuentra el valor óptimo
más pequeño durante las veinte réplicas, el cual es un indicador de la e�cien-
cia del algoritmo en términos de la calidad de la solución, como se de�nió
en Murillo, Vera y Heiser (2005) y en Vera, Heiser y Murillo (2007). De esta
forma, el problema de mínimos locales intrínseco al algoritmo EM es menos
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severo cuando se usa Annealing Simulado
El procedimiento propuesto ha sido analizado mediante tres situaciones

diferentes. Las primeras dos están basadas en el procedimiento de estimación
de Sampson y Guttorp (1992), aplicado a una red regular y a un dominio
agrupado de manera natural. Mediante la con�guración reducida de cluster-
MDS el problema primero se transforma a uno en el cual la estructura de
covarianza es estacionaria e isotrópica, a partir de lo cual se puede realizar la
estimación no paramétrica de la estructura de covarianza. El tercer ejemplo
ilustra la situación en la cual un dominio espacial métrico pero no euclídeo
debe ser convertido a uno euclídeo mediante MDS antes que el variogra-
ma muestral sea estimado. Los datos usados están basados en las distancias
acuáticas entre los nodos de una red triangular analizada por Løland y Høst
(2003), pero nuestro procedimiento podría ser aplicado directamente a las
distancias acuáticas entre estaciones. La red muestral geográ�ca es agrupada
mediante el procedimiento propuesto de cluster -MDS en K = 5 clases, cuyas
distancias representan las distancias acuáticas aproximadas entre los cinco
clusters correspondientes en el mallado geográ�co. Así, los valores estimados
de Z sobre la con�guración MDS de los centros de los clusters puede ser
empleada para calcular el variograma de la muestra reducida K.

Se proponen dos distribuciones principales para los componentes de la
mezcla, de acuerdo con Ramsay (1982). La distribución normal parece ser
un candidato adecuado cuando las disimilaridades provienen del variograma
muestral (Davis y Borgman, 1982). Sin embargo, la distribución lognormal
parece ser más apropiada para datos no negativos con varianza proporcional
a la media, como se espera de las disimilaridades medidas directamente. En
cualquier caso, el procedimiento de estimación condicional basado en An-
nealing Simulado puede ser extendido a cualquier distribución de mezclas
y una estrategia de selección del modelo para determinar la distribución de
los componentes mas adecuada constituye un problema interesante para fu-
turos estudios. La desventaja del procedimiento propuesto es que demanda
un alto costo computacional, inherente a cualquier procedimiento de opti-
mización de SA. Además, un enfoque exploratorio podría ser más adecuado
en algunas situaciones prácticas donde no son apropiadas las suposiciones
de(log)normalidad y /o independencia .
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Capítulo 5

Un modelo dual de clases latentes
Unfolding para preferencias
bimodales a dos vías

5.1. Introducción
En el contexto de ciencias del comportamiento, la técnica de unfolding

fue desarrollada por Coombs (1964) para el análisis de datos de preferencias.
Este enfoque supone que existe una relación de proximidad entre los elemen-
tos de dos diferentes conjuntos, tal que cada elemento vi, i = 1, . . . , R en el
primer conjunto V , llamado individuos, proporciona un grado de preferencia
sij sobre cada uno de los elementos oj, j = 1, . . . , N en el segundo conjunto
O llamado objetos. El modelo de distancia para datos de preferencia pro-
porciona una representación de los individuos y objetos en el mismo espacio
Euclídeo de dimensión M , asumiendo que la distancia del punto que repre-
senta un individuo vi (llamado el punto ideal) al punto que representa un
objeto oj, está inversamente relacionado al correspondiente valor de la prefe-
rencia sij. Así, un valor grande de sij indica que una fuerte preferencia será
asociada con una distancia pequeña entre los puntos que representan al indi-
viduo vi y al objeto oj, e inversamente una débil preferencia será relacionada
a una distancia grande.

Desde un punto de vista computacional, unfolding puede considerarse un
caso especial de Escalamiento Multidimensional (MDS) donde las proximi-
dades entre individuos o entre objetos son datos faltantes (Heiser, 1981). La
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formulación general del modelo de unfolding incluye la estimación de una
transformación monótona de los datos de preferencias comparada con las
distancias en la representación, la cual en el modelo métrico es generalmente
restringida a ser lineal para tratar con datos de intervalo o escala de razón.
Esta transformación varía para cada individuo en el modelo condicional por
�la, o es la misma para todos los individuos en el modelo incondicional. La
degeneración es quizás el problema más grande en unfolding, y especialmente
para la situación no métrica. Varios procedimientos analíticos has sido pro-
puestos para evitar el problema (ver Busing, Groenen y Heiser, 2005; Borg y
Groenen, 2005; o Van Deun, Groenen, Heiser, Busing y Delbeke, 2005, para
más detalles). El objetivo en este trabajo es obtener un ajuste del modelo
métrico de unfolding para datos de grado de preferencias en el nivel de in-
tervalo. Debido a que únicamente se permite una constante aditiva como en
De Soete y Heiser (1993), no existe problema de degeneración en la presente
situación (ver Busing et al., 2005).

Denotando por S = (sij) a la R×N matriz de preferencias, y considendo
la matriz A (R × M) y la matriz B (N × M), cuyos vectores �la ai, i =
1 . . . , R, y bj, j = 1, . . . , N , son las coordenadas de los R individuos y de los
N objectos respectivamente en dimensión M . Entonces, el modelo métrico
incondicional de unfolding encuentra A y B, tal que para cada individuo vi

y objecto oj, la proximidad (α − sij) es tan cercana como sea posible a la
distancia dij, donde α denota una constante aditiva para los datos de escala
intervalo, asumiendo que la pendiente de la transformación lineal se incluye
en la escala de la con�guración, y donde dij es la distancia Euclídea entre los
vectores ai y bj, de�nida por

dij = d(ai, bj) = [(ai − bj)
T(ai − bj)]

1/2.

Para mejorar la interpretación o cuando se debe analizar una gran can-
tidad de datos, el agrupamiento puede ser un procedimiento recomendable.
Los datos son categorizados en un pequeño número de grupos de elementos
similares tal que cada etiqueta del grupo resume la información requerida
sobre el grupo. Conjuntamente con MDS, se han desarrollado procedimien-
tos de cluster-MDS para datos de disimilaridades unimodales a dos vías en
el marco clásico (Bock 1986), en un contexto de mínimos cuadrados (Heiser,
1993; Heiser y Groenen, 1997; Vera, Macías y Angulo, 2008) y en un marco
de máxima verosimilitud para un modelo de clases latentes para datos con-
tinuos (Vera, Macías y Heiser, 2007). También se han desarrollado modelos
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de clases latentes en el conjunto de individuos para datos bimodales, en el
marco de MDS para disimilaridades a tres vías (Winsberg y De Soete, 1993)
y en unfolding para datos de grado de preferencia de estímulos a dos vías
(De Soete y Heiser, 1993).

Además de considerar grupos de individuos con patrones de preferencia
similares, en este trabajo proponemos una manera adicional para categorizar
la información dada en un conjunto de datos bimodal a dos vías, considerando
grupos homogéneos de objetos tal que cada grupo contiene objetos percibidos
con cualidades similares. En este contexto, se pueden emplear varios métodos
de agrupamiento a dos modos (ver Van Mechelen, Bock y De Boeck, 2004
para una revisión exhaustiva de la literatura al respecto) y procedimientos de
optimización (ver Van Rosmalen, Groenen, Trejos y Castillo, 2005 para una
revisión práctica de comparaciones adicionales) para particionar una matriz
de preferencias en su espacio original. Se podrían usar también procedimien-
tos de dos pasos, es decir, reduciendo primero la dimensionalidad mediante
unfolding y entonces agrupando las coordenadas, o realizando primero un
agrupamiento a dos modos y entonces realizar unfolding a la matriz de datos
agrupados. Sin embargo, debe observarse que el espacio reducido de unfol-
ding es óptimo para los puntos representantes de los individuos y objetos,
pero no para los clusters sobrepuestos, mientras que la estructura de cluster
es óptima en el espacio original no reducido (ver Heiser y Groenen, 1997).

De esta forma, se propone un modelo dual de clases latentes para una
matriz de datos de grado de preferencias, teniendo como objetivo particionar
los individuos en T (T << R) y los objetos en C(C << N) clases, y simul-
taneamente representar los (T + C) centros de los clusters en un espacio de
dimensión baja, mientras que los individuos y objetos mantienen sus relacio-
nes de preferencias. Asumiendo una distribución normal para los grados de
preferencia (De Soete y Heiser, 1993), los parámetros son estimados mediante
un procedimiento de estimación condicional de máxima verosimilitud, basa-
do en un algoritmo de annealing simulado. Dada una clasi�cación de prueba
de los individuos y objetos, obtenemos una partición en bloques de la matriz
rectangular de preferencias, de la cual se pueden estimar los parámetros del
modelo de mezclas, así como la con�guración de los centros usando SMACOF
(de Leeuw y Heiser, 1980), siendo entonces evaluada la log-verosimilitud y el
proceso se repite hasta que se obtiene la convergencia del algoritmo. Se pro-
pone un procedimiento de selección del modelo basado en el estadístico BIC
para determinar la mejor combinación de clases latentes para los individuos
y objetos, así como para determinar la dimensión de la representación de los
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centros de los clusters.

5.2. Un modelo dual de clases latentes unfol-
ding

Consideremos una partición P(V ) del espacio de individuos en T clases
latentes Vt con rt elementos, donde r1 + · · ·+ rT = R, y una partición P(O)
del espacio de objetos en C clases latentes Oc con nc elementos, donde n1 +
· · · + nC = N . Se asumirá que un individuo u objeto pertenece a uno y
solamente uno de los subconjuntos de su partición correspondiente, y que
no conocemos de antemano a cual clase latente pertenece un individuo o un
objeto particular. Los elementos en S son considerados para ser organizados
permutando �las y columnas de acuerdo con la secuencia en el conjunto de
índice de las clases latentes de individuos y objetos. Así, en términos de
la matriz de preferencias S, la situación se puede describir suponiendo una
partición en forma de bloques P(S) de la matriz S en TC clases latentes
Stc = (sij) de rtnc elementos, con vi ∈ Vt y oj ∈ Oc, tal que

∑
t

∑
c rtnc =

RN . Entonces, cada preferencia sij pertenece a uno y solamente uno de los
TC subconjuntos Stc, mientras que se preserva la condición de la partición
en forma de bloques, pero no se conoce de antemano a cual bloque latente
pertenece una preferencia particular.

En la formulación del modelo, no son los individuos ni los objetos sino los
dos conjuntos de clusters los que son representados mediante los vectores �las
at de la matriz AT (T ×M), para el conjunto de individuos Vt, t = 1, . . . , T ,
y por los vectores �la bc de la matriz BC (C × M), para el conjunto de
objetos Oc, c = 1, . . . , C, es un espacio de dimensión M . Siguiendo la notación
general para modelos de clases latentes, denotamos por λtc la probabilidad
incondicional de que un valor de la preferencia sij pertenezca a una clase
latente Stc, mientras que se preserva la condición de la forma de bloques de
P(S), es decir, mientras que vi ∈ Vt y oj ∈ Oc, donde 0 ≤ λtc ≤ 1, y

T∑
t=1

C∑
c=1

λtc = 1. (5.1)

La hipótesis de distribución normal para los componentes de la mezcla es
congruente con la formulación de unfolding de mínimos cuadrados, así como
con las formulaciones previas del modelo de unfolding de clases latentes para
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valores de preferencias (De Soete y Heiser, 1993). Entonces asumimos que
las sij que pertenecen a una clase latente Stc son observaciones de variables
aleatorias independientes distribuidas normalmente de parámetros media y
varianza, µtc y σ2

tc respectivamente, es decir,

sij ∼ N (µtc, σ
2
tc), para sij ∈ Stc, (5.2)

donde las medias de los bloques µtc están geométricamente relacionadas al
correspondiente par de centros de clusters de individuos y objectos por µtc =
αt−d(at, bc) en el modelo de unfolding condicional, mientras que en el modelo
incondicional se considera la situación particular de αt = α, t = 1, . . . , T .

Aun cuando una varianza constante σ2 es congruente con muchas de las
formulaciones del modelo unfolding de mínimos cuadrados, la consideración
de una varianza dependiente de la clase latente puede contribuir a obtener
un modelo mucho mas parsimonioso. La reducción en el número de pará-
metros cuando los individuos y objetos son categorizados signi�ca que, la
consideración de la varianza dependiente de la clase latente no incrementa
signi�cativamente el número de parámetros a ser estimados, mientras que es-
to puede llevar a seleccionar un modelo con pocos componentes de la mezcla.
Si las µtc no son geométricamente relacionadas a los centros de los clusters,
el modelo propuesto tiene 3TC parámetros a estimar. Entonces, tomando en
cuenta la condición dada por (5.1), los grados de libertad del modelo son
3TC − 1. Cuando se estima la con�guración de unfolding, y considerando la
invarianza rotacional y traslacional de la solución de unfolding, los grados de
libertad del modelo son T (1 + 2C) + (T + C)M − (M(M + 1)/2) − 1 para
el modelo condicional y 2(TC) + (T + C)M −M(M + 1)/2 si se considera
un escalar α, lo cual nos permite establecer una cota superior para la dimen-
sionalidad del modelo, de tal forma que los grados de libertad del modelo
completo sean menores que los del modelo sin restricciones geométricas.

5.2.1. Procedimiento de estimación condicional de má-
xima verosimilitud

La formulación del problema de clases latentes desde la perspectiva de la
matriz de valores de preferencia S, además del hecho de que no se conoce
de antemano a cual bloque latente pertenece una preferencia, nos conduce a
de�nir la f.d.p de sij como una mezcla de densidades normales univariadas
de la forma,

111



g(sij | AT ,BC ,α,Σ,Λ) =
T∑

t=1

C∑
c=1

λtcftc(sij | at, bc, αt, σ
2
tc), (5.3)

donde Σ = (σ2
tc) denota la matriz T × C de varianzas dentro del bloque,

α es el vector (α1, . . . , αT )
′ en la situación condicional o un escalar en el

modelo incondicional, y Λ = (λtc) es la matriz T × C de probabilidades
incondicionales bajo la restricción de la forma en bloques de P(S), y donde
ftc(sij) es la función de densidad de probabilidades normal de sij ∈ Stc, dada
por

ftc(sij | at, bc, αt, σ
2
tc) =

1

σtc(2π)1/2
exp

[
−(sij − µtc)

2

2σ2
tc

]
. (5.4)

La función de log-verosimilitud asociada del modelo de mezclas puede escri-
birse como

log L(AT ,BC ,α,Σ,Λ | S) =
R∑

i=1

N∑
j=1

log(g(sij|AT , BC ,α,Σ,Λ)), (5.5)

la cual, sin considerar las restricciones geométricas, presenta un valor máximo
en los estimadores de los parámetros dados por

λ̂tc =

R∑
i=1

N∑
j=1

πij,tc

RN
, (5.6)

µ̂tc =

R∑
i=1

N∑
j=1

πij,tcsij

R∑
i=1

N∑
j=1

πij,tc

, (5.7)

σ̂2
tc =

R∑
i=1

N∑
j=1

πij,tc(sij − µ̂tc)
2

R∑
i=1

N∑
j=1

πij,tc

, (5.8)

112



donde

πij,tc =
λtcftc(sij)

T∑
t=1

C∑
c=1

λtcftc(sij)

. (5.9)

Bajo la restricción de la partición en forma de bloques en S, los coe-
�cientes πij,tc representan la probabilidad a posteriori de que un valor de
preferencia observado sij pertenezca a la clase latente Stc, es decir, que sij

proviene de una f.d.p normal ftc(sij). Como es usual en el contexto de mode-
los de clases latentes, los valores de los estimadores de los parámetros dados
por (5.6), (5.7) y (5.8) dependen de los valores estimados πij,tc, pero para
obtener estos, son necesarios los valores de los parámetros. El algoritmo EM
(Dempster, Laird y Rubin, 1977), conjuntamente con el teorema de Bayes,
puede proporcionar una solución al problema, si se imponen condiciones adi-
cionales en la estimación de parámetros, para asegurar que se preserve la
partición P(S) en forma de bloques. Debido a que una partición P(V ) en el
espacio de individuos y una partición P(O) en el espacio de objetos conduce
a una partición en forma de bloques P(S) en las preferencias, el inverso,
en general no es verdad, lo cual desde un punto de vista computacional in-
crementa la di�cultad en la estimación de parámetros. Alternativamente, se
puede emplear un método de optimización de Monte Carlo conjuntamente
con un procedimiento de estimación condicional de máxima verosimilitud pa-
ra tratar con el problema de estimación bajo la condición de una partición
en forma de bloques.

De esta forma, de�nimos la matriz Z = (zij,tc) (RN × TC) de variables
indicadoras de clases latentes por

zij,tc =

{
1, si sij ∈ Stc, i = 1, . . . , R, j = 1, . . . , N, t = 1, . . . , T,=� 1, . . . , C
0, otro caso,

donde
T∑

t=1

C∑
c=1

zij,tc = 1, y
R∑

i=1

N∑
j=1

T∑
t=1

C∑
c=1

zij,tc = RN.

Dada una clasi�cación de individuos y objetos, la partición en forma
de bloque P(S) es conocida y los vectores �la de Ẑ, denotados por ẑij =
(ẑij,11, . . . , ẑij,TC)T, tienen todos los elementos igual a cero excepto para ẑij,tc =
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1, si sij ∈ Stc, sin asumir alguna distribución de probabilidad para zij. De
esta forma, los valores de la probabilidad condicional a posteriori están dados
por π̂ij,tc = ẑij,tc, de lo cual, cuando son sustituidos en (5.6), obtenemos el
estimador condicional de λtc dado por

λ̂tc =

R∑
i=1

N∑
j=1

ẑij,tc

RN
. (5.10)

Entonces, si los valores Z son conocidos, la f.d.p condicional de sij, dada
ẑij, se puede expresar como

g(sij | ẑij,AT ,BC ,α,Σ) =
∏

t

∏
c

ftc(sij | at, bc, αt, σ
2
tc)

ẑij,tc , (5.11)

y la función de log-verosimilitud condicional sigue la expresión,

Q(AT ,BC , α,Σ | S, Ẑ) =
R∑

i=1

N∑
j=1

T∑
t=1

C∑
c=1

ẑij,tc log ftc(sij | at, bc, αt, σ
2
tc).

(5.12)
Imponiendo las restricciones geométricas µtc = αt − d(at, bc), las coorde-

nadas de los centros de los clusters asociadas AT , BC , y el vector α (el cual es
un escalar α en el modelo incondicional), pueden ser estimados maximizando
(5.12), o equivalentemente minimizando

q(AT , BC , α) =
R∑

i=1

N∑
j=1

T∑
t=1

C∑
c=1

ẑij,tc(sij − µtc)
2. (5.13)

Sin embargo, q(AT ,BC ,α) puede ser descompuesto ortogonalmente en un
componente dentro de clases y un componente entre clases

q(AT ,BC ,α) =
R∑

i=1

N∑
j=1

T∑
t=1

C∑
c=1

ẑij,tc(sij−stc)
2+

T∑
t=1

C∑
c=1

γtc(stc−µtc)
2, (5.14)

donde

114



stc =

R∑
i=1

N∑
j=1

ẑij,tcsij

R∑
i=1

N∑
j=1

ẑij,tc

, y γtc =
R∑

i=1

N∑
j=1

ẑij,tc,

de lo cual únicamente el último término en (5.14) debería ser minimizado
para estimar AT , BC y α. El último término de (5.14) es denotado por

φ(AT ,BC ,α) =
T∑

t=1

C∑
c=1

γtc(stc − µtc)
2. (5.15)

De�niendo las disparidades d̂tc como

d̂tc =

{
αt − stc, (modelo condicional )
α− stc, (modelo incondicional ), (5.16)

la función de mínimos cuadrados ponderada φ(AT ,BC ,α), se puede escribir
como

φ(AT ,BC ,α) =
T∑

t=1

C∑
c=1

γtc(d̂tc − d(at, bc))
2, (5.17)

la cual puede ser minimizada usando cualquier algoritmo de unfolding. En
este trabajo usamos la adaptación de SMACOF a unfolding (Heiser 1981,
1987), tomando en cuenta las modi�caciones propuestas por Heiser (1991) y
De Soete y Heiser (1993) para evitar el problema de valores negativos en d̂tc,
estimando apropiadamente los valores de ÂT , B̂C , y donde el nuevo valor de
α̂ en el modelo condicional de unfolding está dado por

α̂t =

C∑
c=1

γtc(stc + d(ât, b̂c))

C∑
c=1

γtc

, (5.18)

mientras que para el modelo incondicional adopta la expresión,
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α̂ =

T∑
t=1

C∑
c=1

γtc(stc + d(ât, b̂c))

RN
. (5.19)

Así, los valores estimados de ÂT , B̂C y α̂ son obtenidos al �nal del
procedimiento modi�cado de SMACOF, condicionados a los valores dados
de Ẑ. Finalmente, cuando los valores π̂ij,tc, y las restricciones geométricas
µ̂tc = α̂t − d(ât, b̂c) (o µ̂tc = α̂ − d(ât, b̂c) en la situación incondicional) son
sustituidas en (5.8), los valores Σ̂ adoptan la expresión

σ̂2
tc =

R∑
i=1

N∑
j=1

ẑij,tc(sij − µ̂tc)
2

R∑
i=1

N∑
j=1

ẑij,tc

. (5.20)

5.3. Algoritmo de Annealing para propósitos
de estimación

Puesto que en la práctica, Z son variables indicadoras no observadas, el
procedimiento de estimación condicional se convierte en parte de un algorit-
mo iterativo en una estructura de annealing simulado. De esta forma, para
una partición de prueba en forma de bloques P(S), derivada de las particio-
nes P(V ) y P(O) elegidas aleatoriamente, los valores de la matriz Z están
dados y se estiman los otros parámetros, y el procedimiento se repite hasta
que se alcanza un criterio de convergencia.

Annealing simulado (SA) es un procedimiento de optimización Monte
Carlo intoducido por Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi (1983), y por �erny (1985).
El término proviene de una analogía con el proceso físico de calentamiento y
luego de un lento enfriamiento de una sustancia para obtener una estructura
cristalina libre de impurezas. Un sólido es calentado a una temperatura ini-
cial alta T0, �jando la energía del sistema a un estado inicial E0. Entonces,
el sistema se enfría lentamente hasta alcanzar la mejor con�guración cris-
talina posible, es decir, hasta que el sistema alcanza su estado de energía
mínima Ef . El esquema de enfriamiento es de gran importancia debido a que
si el sistema es enfriado demasiado rápido, podrían aparecer impurezas en
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el enrejado cristalino. En optimización, el proceso es simulado mediante la
generación de una secuencia de cadenas de Markov en temperaturas decre-
cientes, proporcionando recursos para escapar de óptimos locales permitiendo
movimientos de subir colinas en la busqueda del óptimo global, aceptando
puntos que pueden tener más energía que los previos mediante la regla de
aceptación de Metropolis (Metropolis et al, 1953). Durante el proceso, en la
temperatura T del sistema, la energía del sistema E es avaluada en un punto
elegido aleatoriamente. El nuevo punto es aceptado si la energía ha dismi-
nuido con respecto al punto previamente seleccionado. Por el contrario, si la
energía se incrementa por 4E , el nuevo punto puede ser aceptado, con una
probabilidad de exp(−4E/T ), la cual es llamada la regla de aceptación de
Metropolis. El proceso se repite hasta que el sistema alcanza un equilibrio,
de tal forma que al �nal, valores pequeños de T aseguran que únicamente
serán aceptadas buenas soluciones.

Annealing simulado ha demostrado su utilidad en el tratamiento de la op-
timización directa de la función de pérdida en escalamiento unidimensional
métrico exploratorio (Murillo, Vera y Heiser, 2005) así como en escalamiento
multidimensional (Vera, Heiser y Murillo, 2007). En el marco de estima-
ción condicional de máxima verosimilitud, SA ha sido usado recientemente,
por ejemplo, en el problema general de estimación de parámetros en una
distribución lognormal de tres parámetros (Vera y Díaz-García, 2008) y en
escalamiento multidimensional para datos a dos vías un modo (Vera, Macías
y Heiser, 2007).

El procedimiento de optimización parte de una partición inicial en forma
de bloques P(0)(S) derivada de las particiones iniciales elegidas aleatoria-
mente P(0)(V ) y P(0)(O). Los valores de los parámetros son estimados, la
logverosimilitud inicial es evaluada (energía inicial), y el factor de enfria-
miento γ es inicializado, junto con la longitud de la cadena de Markov LC y
el factor IC, el cual incrementa la longitud de la cadena de Markov cada m
iteraciones. Para un valor de probabilidad dado χ, la temperatura inicial T0

es estimada en un procedimiento de muestreo aleatorio como se describió en
implementaciones previas de SA (ver Murillo et al., 2005 para más detalles),
promediando un número de Ma posibles incrementos de las soluciones que
empeoran la logverosimilitud. Así, se obtiene un valor de la temperatura ini-
cial tal que en las primeras iteraciones son aceptadas el 100χ % de las peores
soluciones. La temperatura �nal Tf se elige muy cercana a cero para asegu-
rar que, eventualmente, el algoritmo se detiene en por lo menos un mínimo
local. El esquema de enfriamiento constituye un ciclo iterativo principal de
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Itmax = log(Tf/T0−η) iteraciones, en el cual la temperatura actual T decrece
gradualmente. En cada iteración principal, se selecciona una nueva partición
óptima en forma de bloques para S, maximizando la logverosimilitud, en un
ciclo iterativo secundario de longitud de incremento LC. Así, en la p-ésima
iteración secundaria, el algoritmo SA se puede describir como sigue:

1. Dada una partición en forma de bloques P(p)(S), los parámetros son
estimados condicionalmente como Ẑ

(p) y se calcula la log-verosimilitud
del modelo de mezclas log L(p).

2. Basados en P(p)(S), se obtiene una nueva partición aleatoriamente me-
diante un procedimiento de dos pasos. Primero, el conjunto de indivi-
duos o el conjunto de objetos es elegido aleatoriamente. Segundo, un
elemento elegido aleatoriamente del conjunto previamente seleccionado
es movido a un nuevo cluster elegido aleatoriamente, produciendo una
partición de prueba P(p+1)(S), bajo la condición de que la cardinalidad
de cualquier bloque Stc es mayor o igual a dos, para evitar soluciones
degeneradas. Entonces, se calcula la nueva matriz indicadora Ẑ

(p+1).

3. De Ẑ
(p+1)

, se estiman las probabilidades a posteriori π̂
(p+1)
ij,tc , y los coe-

�cientes de la mezcla λ̂tc, los parámetros con restricciones geométricas
A

(p+1)
T , B

(p+1)
C y α̂(p+1) (usando la versión modi�cada de SMACOF) y

los parámetros de la dispersión Σ(p+1) son calculados condicionalmente.
La log-verosimilitud del modelo de mezclas, log L(p+1), dada por (5.5)
es entonces evaluada y se calcula el incremento en la log-verosimilitud
4 log L = log L(p+1) − log L(p).

4. Usando la regla de aceptación de Metropolis, si la log-verosimilitud
se incrementa, la partición de prueba P(p+1)(S) es seleccionada; de lo
contrario, se selecciona la partición de prueba con una probabilidad
exp(4 log L/T ).

El proceso se repite en un ciclo interno de longitud LC, obteniendo la nueva
partición de�nitiva P(S). Entonces la temperatura se disminuye a T = γT , y
el proceso continua hasta que se alcanza un criterio de convergencia, es decir,
se cumple el número máximo de iteraciones, o el valor de la log-verosimilitud
es repetido un número de iteraciones principales Rmax previamente �jado,
conjuntamente con un valor pequeño de la temperatura.
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5.3.1. Consideraciones prácticas

Aunque el procedimiento de optimización de annealing simulado no de-
pende de la solución inicial, varias ejecuciones del algoritmo y un adecuado
esquema de enfriamiento debería ser empleado para mantener un buen ba-
lance entre la calidad del óptimo encontrado y el costo computacional. De
esta forma, para un valor dado de T y C, la partición inicial P(S) está dada
mediante la asignación aleatoria de individuos y objetos en T y C clases res-
pectivamente, bajo la condición de que rtnc ≥ 2, para evitar el problema de
bloques con varianza cero, y para prevenir la presencia de una columna cero
en la matriz Z. La restricción computacional anterior introduce la condición
de que si T ≥ R/2, entonces C < N/3, e inversamente, si C ≥ N/2, entonces
T < R/3, lo cual restringe las posibles combinaciones de clases latentes para
el propósito de selección del modelo.

En el siguiente paso, para estimar la con�guración de los centros de los
clusters, la matriz (T + C) × M , X = [A

′
T B

′
C ]
′ , que une las coordenadas

de los centros de los clusters de los individuos y objetos, es considerada en
SMACOF. Entonces, interpretando el procedimiento de unfolding de mínimos
cuadrados como un problema de escalamiento multidimensional, la matriz
de preferencias S comprende los valores de similaridades entre-conjuntos,
mientras que los valores de las proximidades dentro-conjuntos son valores
faltantes que deben estimarse para la solución inicial. El procedimiento de
imputación empleado para los valores faltantes es descrito en la sección 2.4
de Heiser (1981), eligiendo un valor inicial de α para asegurar que todos los
valores αt − stc son positivos. Entonces, la solución clásica de MDS es usada
como la con�guración inicial en SMACOF.

Desde un punto de vista teórico, SA es un procedimiento de optimización
global. Desde un punto de vista práctico, como cualquier procedimiento de
optimización Monte Carlo, éste se basa en prueba y error necesitando gene-
ralmente un tiempo considerable de procesamiento, debido a su naturaleza
aleatoria. Por lo tanto, aun cuando el método de clases latentes unfolding
es en principio adecuado para conjuntos de datos grandes, el heurístico SA
es especialmente adecuado para conjuntos de datos de tamaño pequeño y
mediano debido a su costo CPU inherente. Por otro lado, aun cuando el
problema de óptimos locales persiste en el algoritmo de unfolding, especial-
mente en la situación unidimensional, para la estimación heurística global el
problema de mínimos locales es menos severo cuando se utiliza SA.
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5.4. Selección del modelo
Además del problema de estimación de parámetros, uno de los principales

objetivos de los modelos de clases latentes es determinar el número de com-
ponentes de la mezcla. En el modelo de clases latentes propuesto, se debe
adoptar una decisión independiente en relación al número de clusters para
los conjuntos de individuos y de objetos. Entonces, en lugar de determinar
el número �nal TC de componentes en la mezcla, deben ser identi�cados los
factores que conducen a este valor �nal, es decir, el número de clases latentes
T en los individuos y el número de clases de clases latentes C en los objetos.
El procedimiento de estimación Monte Carlo propuesto en este trabajo pro-
porciona una solución al problema, debido a que el número de componentes
de la mezcla en los datos de preferencia es determinado condicionalmente por
la clasi�cación dada en ambos conjuntos originales.

El algoritmo propuesto basado en SA ofrece una estimación del modelo
de mezclas condicionada a la restricción en forma de bloques en la matriz de
preferencias S, a diferencia de los estimadores incondicionados que pueden
obtenerse con la forma general del algoritmo GEM. Así, cualquier modelo
de clases latentes correspondiente a una factorización en T y C clases de un
modelo de mezclas con TC componentes �jos, tiene el mismo número de pa-
rámetros (si las condiciones geométricas no son tomadas en cuenta) y puede
ser un candidato para describir el modelo con mejor ajuste. Así, por ejem-
plo, para una mezcla de TC = 12 componentes, cualquier modelo de clases
latentes correspondiente a los (T, C) pares de (2, 6), (6, 2), (3, 4), o (4, 3),
pueden ser un candidato. Por lo tanto, es investigada la mejor factorización
que conduce al número de componentes de la mezcla, en lugar del número
directo de componentes de la mezcla.

El modelo también provee la posibilidad de determinar la dimensionalidad
de la representación unfolding usando el criterio de información. Sin embargo,
es conocido el hecho de que las condiciones de regularidad no se sostienen para
la prueba de razón de verosimilitud cuando se comparan mezclas con diferente
número de distribuciones componentes. El enfoque bootstrap (Hope, 1968)
es un procedimiento alternativo extensamente usado. Aunque este método
ha sido empleado en el contexto de modelos de clases latentes para MDS y
unfolding (ver De Soete y Heiser, 1993 para más detalles), el tiempo CPU se
incrementa considerablemente.

Para propósitos de selección del modelo, proponemos la utilización del
criterio de información Bayesiana (BIC) (Schwarz, 1978). Su aplicación en
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este contexto está apoyado en varios estudios recientes, siendo derivado por
Rissanen (1986, 1989) en un contexto de selección de modelos, desde una
perspectiva diferente basada en la teoría de codi�cación de información (ver
Sección 6.9.3 de McLachlan y Peel, 2001 para más detalles). Para mejorar el
criterio de información BIC en este contexto, incluimos el ajuste del tamaño
de muestra sugerido por Rissanen (1978), donde el número de datos RN es
ajustado por (RN + 2)/24 (Yang y Yang, 2007). Bajo este ajuste, el criterio
BIC adopta la siguiente expresión,

BIC* = −2 log L + l log h,

donde h = (RN +2)/24, y l = 3TC−1 para el modelo incondicional. Cuando
se imponen restricciones geométricas, el número de parámetros desconocidos
en el modelo condicional está dado por l = T (1+2C)+(T +C)M−(M(M +
1)/2) − 1, mientras que considerando αt = α, t = 1 . . . , T , el número de
parámetros está dado por l = 2(TC) + (T + C)M −M(M + 1)/2.

Cuando no se imponen restricciones geométricas, el número adecuado
de clases latentes en el espacio de individuos y de objetos se indica como
el correspondiente al valor más pequeño del estadístico BIC*. Después de
determinar el número de clases latentes para individuos y para objetos, se
puede emplear el criterio BIC* para establecer la dimensión de la represen-
tación unfolding. Entonces, bajo los valores previamente seleccionados de T
y C, e imponiendo condiciones geométricas, la dimensión M correspondiente
al valor más bajo del BIC* se selecciona como la mejor representación del
modelo.

5.5. Aplicaciones ilustrativas
Para ilustrar el algoritmo propuesto, analizamos dos conjuntos de datos.

El modelo fue aplicado primero a un conjunto de datos de preferencias agru-
pados arti�cialmente, después analizamos un conjunto de datos empíricos.
Además, los resultados obtenidos para este conjunto de datos reales de prefe-
rencias son comparados con los obtenidos por un procedimiento de dos pasos,
donde primero se derivan los clusters y luego la representación unfolding de
las clases.

Uno de los aspectos más importantes de cualquier algoritmo de Annealing
Simulado se re�ere a la e�ciencia de su implementación computacional, para
minimizar el tiempo CPU. Como en aplicaciones previas de SA realizadas por
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el autor, el procedimiento propuesto fue implementado en Fortran, trabajan-
do en un ordenador Pentium IV 3.00 GHz con 2 Gb de RAM bajo Microsoft
Windows XP. Para incrementar la e�ciencia del algoritmo propuesto, el mejor
óptimo local en 20 réplicas independientes se elegió como la mejor solución,
con el índice de atracción siendo de�nido como el porcentaje de veces que se
obtiene el mejor óptimo local. En todos los conjuntos de datos examinados,
los valores adecuados de los parámetros fueron χ=0.95, Ma = 50(T + C)
para la fase de la temperatura inicial, con valores de γ =0.95, Tf = 10−7,
Rmáx = 10, LC = 2(TR+CN), IC = (TR+CN) y m = 20, para los paráme-
tros restantes. Para el procedimiento SMACOF en la etapa de estimación de
la con�guración, empleamos criterios de convergencia de un máximo de 300
iteraciones con una diferencia en valores subsiguientes del STRESS menor
que 10−7.

Se generó una matriz rectangular de preferencias arti�ciales, después de
localizar en un plano 20 individuos agrupados en 5 clusters, y 12 objetos
clasi�cados en 3 clases. Entonces, fue derivada una matriz de preferencias
5× 3 de las distancias Euclídeas entre las coordenadas de los centros de los
clusters localizados, usando la condición geométrica µtc = α − d(at, bc). La
varianza entre-clusters σ2

tc fue calculada de tal forma que aproximadamente el
25% del total de la varianza de los datos generados fue error de varianza (De
Soete y Heiser, 1993). De cada componente de la mezcla, fueron generados
49 valores, correspondientes a un bloque 7× 7 Stc, de esta forma generamos
una matriz de datos correspondiente a 35 individuos y 21 objetos.

Para determinar la combinación apropiada de clase latentes, probamos
el modelo correspondiente a todas las combinaciones admisibles de pares
de valores T y C, considerando por lo menos dos clusters en las �las y en
las columnas de S para evitar soluciones triviales. El valor más bajo del
estadístico BIC* (4059.6) se encontró para los valores de T = 5 y C = 3,
como se esperaba. La tabla 5.1 muestra los resultados correspondientes a
todas las combinaciones de valores para T y C hasta 6, siendo limitados por
razones de espacio. Como puede ser apreciado, diferentes valores del BIC* y
de la logverosimilitud están presentes en la comparación de combinaciones
de clases latentes correspondientes al mismo número de componentes de la
mezcla.

Siguiendo el procedimiento de selección del modelo, la restricción geomé-
trica µtc = α − d(at, bc) fue considerada en el modelo de T = 5, C = 3
clases latentes. Como se muestra en la tabla 5.2, se seleccionan dos dimensio-
nes para representar los centros de los clusters, lo cual corresponde al valor
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Tabla 5.1: Resultados del criterio BIC* para probar el número de clases
latentes para el conjunto de datos arti�ciales sin considerar restricciones geo-
métricas.

Resultados del análisis sin restricciones geométricas
(T,C) TC gl log L BIC*
2,2 4 11 -2340.73 4719.1
2,3 6 17 -2245.65 4549.5
3,2 6 17 -2236.65 4531.5
2,4 8 23 -2245.50 4569.8
4,2 8 23 -2146.86 4372.5
3,3 9 26 -2092.81 4274.7
2,5 10 29 -2245.50 4590.3
5,2 10 29 -2079.81 4258.9
2,6 12 35 -2245.51 4610.9
3,4 12 35 -2090.13 4300.1
4,3 12 35 -2004.82 4129.5
6,2 12 35 -2079.55 4279.0
3,5 15 44 -2088.63 4328.0
5,3 15 44 -1954.45 4059.6
4,4 16 47 -2004.23 4169.4
3,6 18 53 -2088.20 4357.9
6,3 18 53 -1953.33 4088.2
4,5 20 59 -2003.82 4209.7
5,4 20 59 -1953.16 4108.4
4,6 24 71 -2003.48 4250.1
6,4 24 71 -1951.07 4145.3
5,5 25 74 -1952.19 4157.8
5,6 30 89 -1951.57 4207.9
6,5 30 89 -1947.56 4199.9
6,6 36 107 -1945.36 4257.1
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Tabla 5.2: Resultados del criterio de información para el modelo T = 5 y
C = 3, cuando los centros de los clusters están restringidos a ser escalados
incondicionalmente en una, dos y en tres dimensiones, para el conjunto de
datos arti�ciales.

Resultados para el modelo incondicional de clases latentes
No. de Clases (T,C) No. de dimensiones gl Modelo log-Likelihood BIC*

5 , 3 1 37 -2122.51 4371.73
5 , 3 2 43 -1954.59 4056.43
5 , 3 3 48 -1954.45 4073.28

más pequeño del estadístico BIC*. La tabla 5.3 muestra los valores estima-
dos de los parámetros para el modelo incondicional resultante; se puede ver
que la estructura arti�cial de 7 elementos por cluster es recuperada, y que
obtenemos valores iguales de la proporción de mezcla (0.0666), lo cual está
de acuerdo con el modelo. Distancias más pequeñas entre los centros de los
clusters se encuentran para valores grandes de µtc, como se muestra en la
�gura 5.1, donde existe una proximidad evidente entre los datos verdaderos
y los recuperados. Un bajo valor de la varianza σtc indica un alto grado de
precisión entre los centros de los clusters de preferencias α − d(at, bc) y las
preferencias entre los individuos y objetos en las respectivas clases Vt y Oc.

La segunda aplicación corresponde al análisis de la evaluación sobre una
escala likert de 7 puntos, variando desde 1 - en completo desacuerdo a 7 -
completamente de acuerdo, de 22 declaraciones acerca de internet por 193
respondientes en la Universidad Erasmus de Rotterdam, después de elimi-
nar los valores faltantes. Los datos fueron recopilados alrededor del 2002
antes de que el internet de banda ancha tuviera una amplia cobertura en
Holanda. La matriz S de los datos originales analizados fue recopilada de
http://people.few.eur.nl/groenen. Esta matriz primero fue centrada y enton-
ces analizada en el contexto de agrupamiento a dos modos por Van Rosmalen,
Groenen, Trejos y Castillo (2005), para comparar varios procedimientos. El
propósito principal de analizar el conjunto de datos empíricos es ilustrar el
funcionamiento del modelo propuesto, teniendo como objetivo particionar la
matriz de preferencias a dos vías dos modos y simultáneamente representar
los centros de los clusters en un espacio de dimensión baja mediante unfol-
ding. Para demostrar que el espacio reducido de unfolding es óptimo para
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Tabla 5.3: Valores estimados de los parámetros en dos dimensiones para el
modelo de T = 5, C = 3 clases latentes con restricciones geométricas incon-
dicionales de µtc = α− d(at, bc) para el conjunto de datos arti�ciales.

Estimación de parámetros
Stc λtc µtc σ2

tc

S11 0.0666 27.03 0.87
S12 0.0666 26.84 0.56
S13 0.0666 5.09 0.63
S21 0.0666 22.47 1.75
S22 0.0666 7.50 1.36
S23 0.0666 22.97 0.67
S31 0.0666 7.57 0.98
S32 0.0666 22.50 1.63
S33 0.0666 6.71 0.62
S41 0.0666 5.55 1.82
S42 0.0666 5.65 1.44
S43 0.0666 26.36 2.87
S51 0.0666 23.10 1.67
S52 0.0666 24.78 1.35
S53 0.0666 23.50 1.26
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Figura 5.1: Representación procrustes de la solución verdadera (·) y la recu-
perada (+) para el conjunto de datos arti�ciales.
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Figura 5.2: Representación óptima de los centros de los clusters en una dimen-
sión para los datos de internet (panel izquierdo) y su diagrama de Shepard
(panel derecho). Los respondientes son representados por letras mientras que
las declaraciones son representadas por números.

los puntos representantes de los clusters, pero no para los clusters sobrepues-
tos, mientras que la estructura de clusters es óptima en el espacio original
no reducido, el conjunto de datos es también analizado usando un procedi-
miento que primero realiza agrupamiento a dos modos y entonces obtiene la
representación unfolding de los centros de los clusters.

Primero, fue probado el número de clases latentes para los grupos de
respondientes T y los grupos de declaraciones de internet C. El valor más
bajo del estadístico BIC* (15798.5) se encontró asociado con un valor de la
logverosimilitud de -7715.51, para una mezcla de 24 componentes correspon-
diente a T = 6 y C = 4 clases latentes. Para el modelo de clases latentes
obtenido, se encontró un valor más pequeño del estadístico BIC* (15440.8)
con el modelo incondicional de una dimensión comparado con el modelo de
dos dimensiones (15663.7) y con el de tres dimensiones (15966.8), y también
comparado con el mejor resultado para el modelo condicional, encontrado en
tres dimensiones (15719.2). Por lo tanto, el modelo incondicional de clases
latentes en una dimensión fue ajustado a los datos, obteniendose los valores
de los parámetros que se muestran en la tabla 5.4, donde el valor estimado
de α̂ =6.1528 es muy cercano a µ52, lo cual hace que la distancia d52 sea muy
cercana a cero, como es evidente en el panel izquierdo de la �gura 5.2.

La tabla 5.5 muestra la conformación de las declaraciones en la estructu-
ra de partición O. El cluster O1 está compuesto de per�les de declaraciones
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Tabla 5.4: Valores estimados de los parámetros en una dimensión para el
modelo de T = 6, C = 4 clases latentes con restricciones geométricas incon-
dicionales de µtc = α− d(at, bc) para el conjunto de datos de internet.

Estimación de parámetros
Stc λtc µtc σ2

tc

S11 0.0918 4.2614 2.2343
S12 0.0122 5.9675 0.0010
S13 0.0244 5.3938 1.2326
S14 0.0061 2.8213 2.5456
S21 0.1130 3.3346 2.8497
S22 0.0150 5.0408 2.5338
S23 0.0301 4.4671 2.1777
S24 0.0075 1.8945 0.9056
S31 0.1236 4.0832 2.9316
S32 0.0164 5.7894 0.8405
S33 0.0329 5.2157 1.5553
S34 0.0082 2.6432 1.8582
S41 0.1271 3.4717 2.5026
S42 0.0169 5.1779 1.5754
S43 0.0339 4.6042 1.9556
S44 0.0084 2.0316 0.0010
S51 0.1519 4.4473 2.7364
S52 0.0202 6.1535 0.8386
S53 0.0405 5.5798 0.9750
S54 0.0101 3.0073 2.6916
S61 0.0741 3.8289 2.6249
S62 0.0098 5.5351 1.3072
S63 0.0197 4.9614 1.9135
S64 0.0049 2.3888 1.6009
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de internet correspondientes a consideraciones relacionadas con la �abilidad
[Pagar usando Internet es seguro, Internet no es �able, El envío de datos per-
sonales usando el Internet es inseguro, El contenido de los sitios web debería
ser regulado], calidad-costo [Internet es lento, Los precios de las suscripciones
del Internet son altos, Los costos por navegar son altos, Los costos de inter-
net vía telefono son altos ], frecuencia de uso [A menudo hablo con los amigos
sobre el Internet, Me gusta estar informado de nuevas cosas importantes,
Visito regularmente sitios web recomendados por otros, Sé mucho sobre el
Internet ] y facilidad [Internet es rápido, Internet es de uso amigable, Inter-
net es adictivo]. El cluster O2 se re�ere al entusiasmo [Internet es el medio de
comunicación a futuro, Me gusta navegar ]. El cluster O3 se re�ere el riesgo
de su facilidad de uso [Navegar por internet es fácil, Internet ofrece muchas
posibilidades de abuso, Internet ofrece oportunidades ilimitadas, Internet es
fácil de usar ], y el último cluster está relacionado a la naturaleza online de
internet [Siempre intento nuevas cosas en el internet primero]. Por lo tanto,
la solución de unfolding obtenida sugiere el siguiente orden de declaracio-
nes preferidas: los individuos entrevistados están relacionados al entusiasmo,
riesgo de uso, consideraciones prácticas y la naturaleza online, como se pue-
de apreciar en el panel izquierdo de la �gura 5.2. En este caso, el modelo
de unfolding se reduce a un modelo aditivo de efectos principales, lo cual se
muestra en la �gura 5.2 por el hecho de que prácticamente todos los clusters
de declaraciones están a la izquierda de todos los clusters de respondientes.

Las diferencias entre los clusters de respondientes podrían ser explicadas
más fácilmente si estuviera disponible información auxiliar. En general, debi-
do a la naturaleza métrica del modelo unfolding, tales diferencias demuestran
el grado con el cual los clusters de respondientes perciben a los clusters de
declaraciones. Así, el orden de preferencia puede sugerir un respondiente más
conservador para los clusters B y D (quizas de los padres de hijos jovenes), y
un per�l de usuario más experimentado para los clusters E, A y C, seguido
por el cluster F.

Para ilustrar la utilidad del procedimiento simultáneo de cluster-unfolding
propuesto, los datos de internet fueron analizados con un procedimiento de
dos pasos que primero determina el mejor modelo de clases latentes a dos-
modos y entonces representa los centros de los clusters obtenidos median-
te unfolding, considerando los valores de γtc como las ponderaciones entre
conjuntos. Así, primero se considera la clasi�cación resultante a dos-modos
correspondiente al modelo de T = 6, C = 4 clases latentes asociado al mejor
valor del BIC* 15798.5 encontrado en el procedimiento de selección del mo-
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Tabla 5.5: Clasi�cación de declaraciones óptima para el modelo de unfolding
incondicional de C = 4 clases latentes en una dimensión para los datos de
internet.

Grupo de declaraciones Oc

Pagar usando Internet es seguro 1
Internet no es �able 1
Internet es lento 1
Internet es de uso amigable 1
Internet es adictivo 1
Internet es rápido 1
Envío de datos personales usando Internet es inseguro 1
Los precios de las suscripciones del Internet son altos 1
Los costos de navegar son altos 1
Los costos de internet vía telefono son altos 1
El contenido de los sitios web debería ser regulado 1
A menudo hablo con los amigos sobre el Internet 1
Me gusta estar informado de nuevas cosas importantes 1
Regularmente Visito sitios web recomendados por otros 1
Sé mucho sobre el Internet 1
Internet es el medio de comunicación a futuro 2
Me gusta navegar 2
Navegar por internet es fácil 3
Internet ofrece muchas posibilidades de abuso 3
Internet ofrece oportunidades ilimitadas 3
Internet es fácil de usar 3
Siempre intento nuevas cosas en el internet primero 4
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delo. Entonces, los centros de los clusters resultantes son representados con el
modelo incondicional de unfolding en una y en dos dimensiones, obteniéndose
los valores del STRESS normalizado de 0.1191, y 0.002, respectivamente.

En términos del agrupamiento a dos-modos, cuando el procedimiento de
dos pasos se compara con la clasi�cación obtenida con el algoritmo de cluster-
unfolding combinado en una dimensión, se encontró la misma clasi�cación
para el conjunto de declaraciones pero una diferente para el conjunto de
individuos. En términos de la calidad de la solución, el procedimiento com-
binado obtuvo un valor pequeño del STRESS de 0.0040 en el modelo de una
dimensión y de 0.0005 en el modelo de dos dimensiones (este último está rela-
cionado a una clasi�cación diferente), así como el valor pequeño del BIC* de
15440.8 en una dimensión, y de 15663.7 para el modelo de dos dimensiones.
Aunque el valor más pequeño global del BIC* se encontró únicamente en
una de veinte réplicas independientes del procedimiento heurístico propues-
to para el modelo unidimensional, el valor grande del BIC* (16678.93) que
se encontró en el proceso de réplicas en una dimensión corresponde al valor
del STRESS para el modelo incondicional de 0.0049, de nuevo un valor del
STRESS más pequeño que el encontrado con un procedimiento de dos pasos
en una dimensión. Con el procedimiento de dos pasos y considerando una
dimensión se encontró una representación ligeramente distinta de unfolding
con respecto a la obtenida con el procedimiento heurístico propuesto de SA,
con la solución en dos dimensiones siendo más comparable con la que obtu-
vimos en una dimensión mediante el procedimiento combinado, como puede
verse en la �gura 5.3. Por lo tanto, en un procedimiento de dos pasos parecen
ser necesarias dos dimensiones para representar adecuadamente los centros
de los clusters.

Es bien conocido en unfolding que los cambios a través de la escala de
disimilaridades pueden in�uenciar de manera signi�cativa la solución obte-
nida e incluso a la dimensionalidad estimada de la con�guración de puntos
(ver por ejemplo Heiser, 1991). Así, en este contexto se analiza la matriz de
preferencias originales únicamente para propósitos de ilustración, aunque el
unfolding condicional puede ser in�uenciado por un efecto del estilo de la
respuesta (ver Van Rosmalen et al., 2005, para una revisión de procedimien-
tos de optimización para agrupamiento a dos-modos para la matriz de datos
doblemente centrada).

Cuando el procedimiento propuesto es aplicado al conjunto de datos ori-
ginales, se encuentra un valor mínimo global del BIC* correspondiente al
modelo de T = 6 y C = 4 clases, como se puede ver en la �gura 5.4. La
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Figura 5.3: Representación de los centro de los clusters para el procedimiento
de dos pasos en una y en dos dimensiones para los datos de internet (panel
izquierdo) y su diagrama de Shepard (panel derecho). Los respondientes están
representados por letras mientras que las declaraciones son representadas por
números.
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Figura 5.4: Valores ajustados de BIC* para T+C = 4, . . . , 16 para el conjunto
de datos de Internet, cuando no se imponen restricciones geométricas en el
modelo de clases latentes.

desventaja es que éste demanda un alto costo computacional, inherente a
cualquier procedimiento de optimización SA, como se aprecia en la �gura
5.5, donde se presentan los tiempos CPU promedio para los datos simulados
y para los datos de internet para todo T y C tal que T + C = m, para
m = 4, . . . , 16, (ver Van Rosmalen et al., 2005), lo cuál sugiere que el pro-
cedimiento propuesto puede ser recomendable solamente hasta conjuntos de
datos de tamaño mediano.

5.6. Conclusiones y extensiones
En este trabajo proponemos un modelo dual de clases latentes unfolding

para datos de preferencias de dos-modos a dos vías. El modelo propuesto
puede ser visto como un procedimiento que nos permite categorizar un con-
junto de individuos y de objetos mientras que simultáneamente proporciona
una representación unfolding de los centros de las categorías, en base a una
matriz de preferencias. Las categorías obtenidas y la con�guración unfolding
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Figura 5.5: Tiempo CPU promedio (en segundos) para T + C = 4, . . . , 16
para los datos Simulados (panel izquierdo) y para los datos de Internet (panel
derecho), cuando los datos son representados en una, dos y tres dimensiones.

son estimadas de tal forma que son simultáneamente óptimas en un marco de
máxima verosimilitud, permitiendonos tomar una decisión estadística sobre
los parámetros en el modelo. En términos de los valores del STRESS, los
resultados experimentales demuestran claramente la superioridad del méto-
do combinado, comparado con un procedimiento de dos pasos que primero
determina la clasi�cación a dos-modos y entonces representa los centros de
los clusters mediante unfolding en un espacio de baja dimensión.

En el análisis de los datos de internet con nuestro modelo, notamos que
la solución unidimensional óptima que se encontró para estas similaridades,
tiene la propiedad de que at ≥ bc para todo t y c. Entonces la distancia
unfolding toma la forma especí�ca dtc =| at−bc |= at−bc, y las similaridades
promedio reconstruidas bajo esta condición se convierten en

s̄tc = α− at + bc.

Esta ecuación demuestra que el procedimiento de unfolding propuesto con sus
pruebas del modelo nos permite identi�car un modelo lineal con estrucutura
aditiva simple sin términos de interacción como un caso especial. Esta es la
estructura de unfolding no degenerada más simple posible, la cuál describe
los efectos principales de la respuesta de los respondientes y los efectos princi-
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pales de la atracción de las declaraciones. La conclusión substancial debe ser
que en este conjunto de datos no hay evidencia para respuestas diferenciadas
de los grupos de respondientes a las declaraciones. Aunque el resultado es
posiblemente decepcionante desde un punto de vista de la aplicación, es un re-
sultado satisfactorio desde un punto de vista estadístico, debido a que la apli-
cación combinada de cluster y unfolding nos permite resumir 193×22 = 4246
puntos de referencia mediante un modelo con 2× (6× 4) + (6 + 4)− 1 = 57
parámetros.

El problema se aborda desde la perspectiva de un modelo de clases la-
tentes, no en los espacios originales de los individuos y de los objetos, sino
en la matriz de preferencias bajo una partición en forma de bloques. Por lo
tanto, este enfoque introduce una complicación adicional en los procedimien-
tos generales de estimación usados en modelos de clases latentes, debido a
que la estimación directa en el modelo de mezclas �nitas derivado puede no
estar asociada con cualquier partición en los espacios originales. Las mezclas
�nitas de TC componentes estarán asociadas con todas las factorizaciones
en T y C clases latentes en los espacios originales; un método de estimación
condicional basado en un procedimiento de optimización Monte Carlo, puede
proporcionar una solución fácil y natural al problema, a expensas de invertir
mayor tiempo CPU.

Una de las hipótesis del modelo es la consideración de la varianza sin
restricciones en los componentes de la mezcla. Aunque esta consideración es
congruente con el principio de parsimonia debido a que el empleo de varianzas
distintas tiende a reducir el número estimado de clases latentes, la suposición
de una varianza constante en todos los componentes de la mezcla pueden ser
un procedimiento recomendable, especialmente si se emplean valores grandes
de T y C. Además, debido a que SA maneja tanto la restricción de la for-
ma en bloque como el problema de máximos locales inherente al algoritmo
EM (a expensas de un incremento en el tiempo CPU), están implicados dos
procedimientos de optimización en este algoritmo y el problema del óptimo
local persiste, especialmente para conjuntos de datos grandes. Así, el algorit-
mo de SA propuesto se puede considerar adecuado para conjuntos de datos
de tamaño moderado, aunque se pueden investigar otros procedimientos de
optimización para reducir el tiempo CPU pero de tal manera que se preserve
la calidad de la solución.

Para el tema de la selección del modelo, el estadístico BIC* nos pro-
porciona una aproximación al problema, tanto desde la perspectiva de esti-
mación de la densidad verdadera cuando se comparan modelos igualmente
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parametrizados, y cuando el número de clases latentes se establece mediante
la determinación del número de componentes en el modelo de mezcla. Sin
embargo, también se pueden investigar otros criterios, especialmente aque-
llos relacionados al principio de descripción de longitud mínima de Rissannen.
Desafortunadamente, el problema de determinar el número de componentes
en modelos de mezcla no se ha resuelto totalmente (McLachlan y Peel, 2001,
Sección 6; Yang y Yang, 2007).

La ocurrencia de degeneraciones es un problema importante en unfol-
ding cuando se permiten transformaciones de los datos que incluye por lo
menos un intercepto y una pendiente, tales como las transformaciones de
intervalo y ordinales. Aun cuando el procedimiento de SMACOF modi�cado
produce buenos resultados en todos los datos examinados, un procedimiento
PREFSCAL (Busing et al. 2005) u otro procedimiento (como el propuesto
por Van Deun, Marchal, Heiser, Engelen y Van Mechelen, 2007) podría ser
empleado cuando se imponen las restricciones geométricas, y en particular
para extender el método para transformaciones ordinales. Nuestro modelo fue
desarrollado para el modelo de unfolding simple, pero puede ser desarrollado
también para el modelo vectorial, y también en MDS a dos vías, unimodal;
esta última posibilidad es el tema de un próximo trabajo del autor.
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Capítulo 6

Cluster Di�erences Unfolding
para datos de preferencias
bimodales a dos vías

6.1. Introducción
Unfolding es una importante técnica desarrollada por Coombs (1964) ori-

ginalmente para el análisis de datos de elección de preferencias. La represen-
tación conjunta de los individuos vi ∈ V , i = 1, . . . , R y de los objetos oj ∈ O,
j = 1, . . . , N mediante (R + N) puntos en un espacio euclídeo de dimensión
M , se determina de las similaridades sij, i = 1, . . . , R, j = 1 . . . , N , de una
matriz de preferencias S, que representa una relación de proximidad entre
conjuntos.

Se encuentra una matriz A (R × M) y una matriz B (N × M), cuyos
vectores �las ai, i = 1 . . . , R, y bj, j = 1, . . . , N , representan las coordenadas
de los R individuos y de los N objetos respectivamente en dimensión M , de
tal manera que las distancias entre las �las de A y B están inversamente
relacionadas a las similaridades correspondientes entre los V y O elementos.
En este trabajo tratamos con la situación métrica en la cual las preferencias
son relacionadas a las distancias mediante una transformación lineal en la
cual únicamente se permite una constante aditiva. Esta transformación varía
para cada individuo en el modelo condicional por �la, o es la misma para
todos los individuos en la situación incodicional. Por lo tanto, el problema de
degeneración, que es quizás el problema más grande en unfolding (ver Busing,
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Groenen y Heiser, 2005; Borg y Groenen, 2005; o Van Deun, Groenen, Heiser,
Busing y Delbeke, 2005, donde se proponen varios procedimientos analíticos
para evitar el problema), no existe en la situación actual (ver Vera, Macías
y Heiser, 2008).

El modelo métrico de unfolding busca A y B, tal que para cada individuo
vi y objeto oj, la similaridad sij está inversamente relacionada a la distancia
dij, que generalmente denota la distancia Euclídea entre los vectores ai y bj,
de�nidos por

dij = d(ai, bj) = [(ai − bj)
′
(ai − bj)]

1/2.

Para datos de escala intervalo, el problema general de unfolding métrico se
puede formular en un esquema de mínimos cuadrados como la minimización
de una forma incompleta del STRESS (Heiser, 1981). Entonces asumiendo
que las similaridades entre individuos y entre objetos son datos faltantes, la
función de pérdida está dada por,

σ2(α, A,B) =
R∑

i=1

N∑
j=1

(αi − sij − dij)
2,

donde α es el vector (α1, . . . , αR)
′ en la situación condicional o un escalar α

en el modelo incondicional denotando la constante aditiva para los datos de
escala intervalo, asumiendo que la pendiente de la transformación lineal está
incluida en la escala de la con�guración. Así, SMACOF (de Leeuw y Heiser,
1980), o cualquier otro procedimiento general se pueden utilizar para resolver
el problema de estimación.

Se ha propuesto un número considerable de métodos de clasi�cación y es-
paciales de manera conjunta para representar la información de preferencias
similares resumida por medio de grupos, lo cual reduce signi�cativamente el
número de parámetro a estimar en el modelo. Para datos a dos vías, se han
propuesto varios de estos procedimientos combinados en un marco determi-
nístico, para estimar grupos de individuos en el contexto de MDS (Heiser,
1993; Heiser y Groenen, 1997; Kiers, Vicari y Vichi, 2005; Vera, Macías y
Angulo, 2008a), escalamiento óptimo (Van Buuren y Heiser, 1989) y análisis
de componentes principales (De Soete y Carroll, 1994; Vichi y Kiers, 2001).
Desde la perspectiva de un modelo de clases latentes, se han propuesto varios
procedimientos para datos de preferencias para estimar vectores (DeSarbo,
Howard y Jedidi, 1990; DeSoete y Winsberg, 1993; Chintaguna, 1994; DeSar-
bo, Ramaswamy y Chatterjee, 1995) o puntos ideales (DeSarbo, Jedidi, Cool

138



y Schendel, 1991; De Soete y Heiser, 1993; Böckenholt y Böckenholt, 1991)
de clusters individuales (ver DeSarbo, Manrai y Manrai, 1994 o Wedel y
DeSarbo, 1996, para una revisión exhaustiva de tales procedimientos).

En el contexto de modelos de clases latentes para datos a dos vías uni-
modales Vera, Macías y Heiser, (2007) y Vera, Macías y Angulo (2008a) han
propuesto un modelo de Cluster-MDS para disimilaridades particionando los
objetos en T clusters , T << N , mientras que los centros de los clusters son
representados por MDS. Así, la naturaleza probabilística de estos enfoques
permite la utilización de un criterio estadístico de selección para determinar
el número de clusters y la dimensionalidad de la representación. Para datos
a dos vías, bimodales, Vera, Macías y Heiser, (2008) propusieron un proce-
dimiento de cluster-unfolding basado en Annealing Simulado para datos de
preferencias de escala intervalo, que simultáneamente particiona los indivi-
duos en T << R clusters y los objetos en C << N clusters, mientras que
ambos conjuntos de centros de clusters son representados mediante unfolding.
Se propone un criterio de selección basado en el estadístico BIC* (Yang y
Yang, 2007) para la elección de la mejor combinación del número de clus-
ter en el conjunto de individuos y en el conjunto de objetos, así como para
determinar la dimensionalidad de la representación. También, se demuestra
la superioridad de la metodología combinada de clustering a dos modos y
espacial con respecto a un procedimiento de dos pasos que primero reduce
los individuos y objetos mediante un agrupamiento a dos modos y entonces
representa los centros de los clusters mediante unfolding.

Aunque el método de Vera, Macías y Heiser (2008) funciona bien, en mu-
chas situaciones prácticas las hipótesis de independencia y normalidad de los
datos de preferencias pueden resultar restrictivas, y entonces debería ser más
recomendable un enfoque determinístico . El procedimiento de estimación
propuesto basado en Annealing simulado (SA) también hace menos severo
el problema de óptimos locales. La desventaja es que demanda un alto cos-
to computacional, que hace del procedimiento SA únicamente recomendable
para conjuntos de datos pequeños o medianos. Primero, deben ser probados
TC modelos con T = 1, . . . , R y C = 1, . . . , N , para determinar el núme-
ro apropiado de clusters. Entonces, es necesaria otra ejecución imponiendo
restricciones geométricas para la estimación �nal de los parámetros. Por lo
tanto, desde un punto de vista exploratorio, debería ser recomendable el pro-
cedimiento más e�ciente en términos de tiempo CPU, especialmente para
conjuntos de datos grandes, debido a que el tiempo CPU crece en el modelo
de clases latentes cuando R, N , T y C aumentan (ver Vera, Macías y Heiser,
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2008 para más detalles).
Para una matriz de datos de preferencias, en este trabajo se propone un

modelo de mínimos cuadrados cuyo objetivo es particionar los individuos y los
objetos en T (T << R) y C(C << N) clases, respectivamente, mientras que
simultáneamente se representan los T +C centros de los clusters en un espacio
de baja dimensión tal que los individuos y objetos mantienen sus relaciones de
preferencias. Los parámetros son estimados por medio de un procedimiento
condicional alternante de mínimos cuadrados basado en una extensión del
procedimiento de distancia mínima (Minimal Distance) para datos a dos
modos propuesto en Heiser y Groenen (1997). Debido a que el procedimiento
de distancia mínima es muy dependiente de la solución inicial, se propuso
también un algoritmo de Annealing simulado modi�cado en el contexto de
mínimos cuadrados para tratar con el problema de óptimos locales. De esta
forma, dada una clasi�cación de prueba de los individuos y de los objetos,
obtenemos una partición de la matriz de preferencias rectangular en bloques,
a partir de la cual se estima la con�guración de los centros usando SMACOF
(de Leeuw y Heiser, 1980). La función de pérdida es entonces evaluada y
el proceso se repite hasta que se obtiene la convergencia del algoritmo. Se
emplea un procedimiento de selección del modelo basado en la adaptación del
criterio de información de Sugar y Gareth (2003) para determinar la mejor
combinación del número de clusters para los individuos y objetos. Además,
la dimensión de la representación de los centros de los clusters es elegida
usando el criterio BIC (Lee, 2001).

6.2. Modelo
Denotamos por ET = (eit), i = 1, . . . , R, t = 1, . . . , T , la matriz indica-

dores R× T de�nida mediante una partición P(V ) del espacio de individuos
en T clases Vt con rt elementos, t = 1, . . . , T , tal que r1 + · · · + rT = R,
donde eit = 1 si vi ∈ Vt y cero en cualquier otro caso. De la misma forma,
denotamos por EC = (ejc), j = 1, . . . , N , c = 1, . . . , C, la matriz indicadora
N × C de�nida por una partición P(O) del espacio de objetos en C clases
separadas Oc con nc elementos, c = 1, . . . , C, tal que n1 + · · · + nC = N ,
donde ejc = 1 si oj ∈ Oc y cero en cualquier otro caso. Así, Vt ∩ Vt′ = ∅
para todo t, t′ y Oc ∩ Oc′ = ∅ para todo c, c′, y los elementos en S son or-
denados permutando las �las y las columnas de acuerdo con la secuencia en
los conjuntos de índices de las clases de individuos y de objetos; entonces, la
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partición dual provoca una partición en forma de bloques P(S) de la matriz
de preferencias S en TC clases separadas Stc.

El objetivo en el modelo propuesto es representar los centros de los clus-
ters para el conjunto de individuos Vt, t = 1, . . . , T , mediante los vectores �la
at de la matrix AT (T ×M), y los centros de los clusters para el conjunto de
objetos Oc, c = 1, . . . , C por los vectores �la bc de la matrix BC (C ×M),
en un espacio de dimension M . Denotando por dtc = d(at, bc) la distancia
Euclídea entre los vectores representantes de los centros de los clusters, y
considerando el vector α = (α1, . . . , αT )

′ en la situación condicional, o un
escalar α en el modelo incondicional, las disparidades ŝtc en términos de una
medida de similaridad se pueden escribir como

ŝtc =

{
αt − dtc, (modelo condicional )
α− dtc, (modelo incondicional ), (6.1)

y el STRESS puede ser formulado como,

σ2(ET ,EC , α,AT , BC) =
T∑

t=1

C∑
c=1

R∑
i=1

N∑
j=1

eitejc(sij − ŝtc)
2. (6.2)

Considerando la descomposición ortogonal de la suma de cuadrados re-
siduales en cada bloque, el STRESS se puede descomponer aditivamente en
dos partes, una dependiente únicamente de la clasi�cación y la otra depen-
diente de la clasi�cación y de las coordenadas de los centros de los clusters
AT , y BC de la siguiente forma:

σ2(ET ,EC ,α, AT ,BC) =
T∑

t=1

C∑
c=1

R∑
i=1

N∑
j=1

eitejc(sij−stc)
2+

T∑
t=1

C∑
c=1

γtc(stc−ŝtc)
2

(6.3)
donde

stc =

R∑
i=1

N∑
j=1

eitejcsij

R∑
i=1

N∑
j=1

eitejc

, y γtc =
R∑

i=1

N∑
j=1

eitejc. (6.4)
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Se debe notar que el STRESS es simultáneamente minimizado con res-
pecto a la partición óptima en S y a la con�guración de los centros de los
clusters AT , y BC . Sin embargo, para un valor dado de ET , y EC , se puede
encontrar una partición en forma de bloque P(S) y entonces los centros de
los clusters pueden ser estimados usando SMACOF. Por lo tanto, se pue-
de emplear un procedimiento de estimación condicional alternante para el
procedimiento de estimación global.

6.3. Algoritmo condicional alternante de clus-
tering a dos modos y unfolding

El procedimiento de estimación global es un algoritmo de optimización
alternante en el cual en una iteración principal, se obtiene primero una cla-
si�cación ET , mientras que EC y el resto de los parámetros permanecen
�jos, entonces, en un procedimiento iterativo secundario los parámetros del
modelo son estimados condicionalmente a las clasi�caciones actuales de indi-
viduos y objetos. En la siguiente iteración principal, se obtiene EC mientras
que ET y el resto de parámetros permanecen �jos, después los parámetros
del modelo son también estimados condicionalmente a la clasi�cación actual
de los individuos y objetos en un procedimiento iterativo secundario. El pro-
cedimiento continua hasta que se minimiza el STRESS total (6.2). Por lo
tanto, el algoritmo asegura que no únicamente al �nal, sino cada vez a lo
largo del procedimiento de optimización, la relación en el espacio de indivi-
duos y objetos entre los elementos y sus correspondientes clases latentes, se
preserva.

Para describir el procedimiento de estimación condicional, primero supone-
mos que la clasi�cación de objetos (con respecto a los individuos) es �jada
en una iteración principal. Entonces, se emplea un procedimiento iterativo
secundario para minimizar el STRESS global. Éste está compuesto de dos
pasos; primero, la clasi�cación óptima de los individuos (con respecto a los
objetos), se obtiene en una fase de asignación, y entonces los parámetros del
modelo son estimados condicionalmente usando SMACOF en una fase de
unfolding.
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6.3.1. Fase de asignación
En la p-ésima iteración, para un valor dado de α(p−1), A

(p−1)
T , B

(p−1)
C y

E
(p−1)
C , denotamos por ς2

it(S, L
(p−1)
T ) = ‖si − l

(p−1)
t ‖2 la distancia Euclídea

entre la i-ésima �la de S y la t-ésima �la de la matriz matrix L
(p−1)
T (T ×N)

de elementos l
(p−1)
tj =

∑
c e

(p−1)
jc ŝ

(p−1)
tc . Entonces, denotando por κ2(ET ) =

σ2(ET ,E
(p−1)
C ,α(p−1), A

(p−1)
T ,B

(p−1)
C ), el STRESS total se puede minimizar

condicionalmente en términos de E
(p)
T minimizando,

κ2(ET ) =
R∑

i=1

T∑
t=1

eitς
2
it(S, L

(p−1)
T ). (6.5)

Este resultado fue demostrado por Heiser y Groenen (1997) para datos
de disimilaridades a dos vías unimodales. En este contexto,

σ2(ET ,E
(p−1)
C ,α(p−1), A

(p−1)
T ,B

(p−1)
C ) =

R∑
i=1

T∑
t=1

eit

N∑
j=1

C∑
c=1

e
(p−1)
jc (sij−ŝ

(p−1)
tc )2,

y

C∑
c=1

e
(p−1)
jc s2

ij = s2
ij y

C∑
c=1

e
(p−1)
jc (ŝ

(p−1)
tc )2 =

(
C∑

c=1

e
(p−1)
jc ŝ

(p−1)
tc

)2

.

Así, tomando en cuenta los valores de E
(p−1)
C , se obtiene el siguiente resultado,

N∑
j=1

C∑
c=1

e
(p−1)
jc (sij − ŝ

(p−1)
tc )2 =

N∑
j=1

(
sij −

C∑
c=1

e
(p−1)
jc ŝ

(p−1)
tc

)2

= ς2
it(S, L

(p−1)
T ).

Por lo tanto, minimizar (6.2) en términos de ET es equivalente al criterio de
clasi�cación k-means para obtener el valor de E

(p)
T que minimiza (6.5),

R∑
i=1

T∑
t=1

e
(p)
it ς2

it(S,L
(p−1)
T ) = κ2(E

(p)
T ).

Este resultado también se puede enunciar en términos de una parti-
ción de objetos. Así, para un valor dado de α(p−1), A

(p−1)
T , B

(p−1)
C y de
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E
(p−1)
T , denotamos por ς2

jc(S,L
(p−1)
C ) = ‖sj − l(p−1)

c ‖2 la distancia Euclí-
dea entre la j-ésima columna de S y la c-ésima �la de la matriz L

(p−1)
C

(C × R) de elementos l
(p−1)
ci =

∑
t e

(p−1)
it ŝ

(p−1)
tc . Entonces, denotando por

κ2(EC) = σ2(EC ,E
(p−1)
T ,α(p−1), A

(p−1)
T ,B

(p−1)
C ) el STRESS total puede ser

minimizado condicionalmente en términos de E
(p)
C minimizando,

κ2(EC) =
N∑

j=1

C∑
c=1

ejcς
2
jc(S,L

(p−1)
C ).

De esta forma, dada una clasi�cación en el espacio de objetos (con respec-
to al espacio de individuos), primero se encuentra una clasi�cación de prueba
de los individuos (con respecto a los objetos) minimizando el STRESS total.
Para este propósito, se emplea una extensión del método de distancia mínima
de Heiser y Groenen (1997). De E(p−1)

c y ŝ
(p−1)
tc , un valor de E

(p)
t se puede

encontrar minimizando κ2(ET ) como sigue:

1. Para el i-ésimo individuo, se elige la �la ei de ET , mientras que se
�jan el resto de las �las. Entonces, son probados todos los posibles
reagrupamientos del individuo vi en las T clases, siendo asignado al
cluster Vt de tal forma que se minimice

mı́n
ei

T∑
t=1

eit‖si − l
(p−1)
t ‖2.

2. El proceso se repite hasta que todos los individuos son reagrupados
y entonces se obtiene E

(p)
T , mientras que la clasi�cación de objetos,

α(p−1), A
(p−1)
T y B

(p−1)
C no se actualizan

3. De E
(p−1)
C y E

(p)
T , los valores stc y γtc , t = 1, . . . , T , c = 1, . . . , C, se

actualizan usando (6.4).

Si los objetos (en lugar de los individuos) son elegidos para reagrupar-
se en la fase de asignación, el algoritmo descrito antes puede ser adaptado
usando los valores de α(p−1), A

(p−1)
T , B

(p−1)
C y de E

(p−1)
T , y buscando E

(p)
C que

minimice,

mı́n
ej

C∑
c=1

ejc‖sj − l(p−1)
c ‖2.
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La fase de asignación consiste de un ciclo de longitud RT para la cla-
si�cación de individuos o de longitud NC para la clasi�cación de objetos.
Para cualquier clasi�cación de prueba en el espacio de individuos y de ob-
jetos, el resto de los parámetros en el modelo son estimados imponiendo la
restricciones geométricas y usando SMACOF en la fase de unfolding.

6.3.2. Fase de unfolding
Dada cualesquiera clasi�caciones ET y EC en el espacio de individuos

y en el espacio de objetos, se calculan los valores correspondientes stc y γtc,
t = 1, . . . , T , c = 1, . . . , C, y los parámetros α(p), A

(p)
T , B

(p)
C pueden ser ac-

tualizados minimizando el segundo término en (6.3), el cual puede ser escrito
en términos de las medidas de disimilaridad como

φ(AT ,BC ,α) =
T∑

t=1

C∑
c=1

γtc(d̂tc − dtc)
2, (6.6)

donde las disparidades d̂tc son de�nidas como

d̂tc =

{
αt − stc, (modelo condicional )
α− stc, (modelo incondicional ). (6.7)

Entonces, (6.6) se puede minimizar usando cualquier algoritmo de un-
folding ponderado, y en particular mediante la adaptación de SMACOF a
unfolding (Heiser 1981, 1987), tomando en cuenta las modi�caciones pro-
puestas por Heiser (1991) y De Soete y Heiser (1993) para evitar el problema
de que cualquier valor d̂tc puede ser negativo. De esta manera se estiman los
valores apropiados de A

(p)
T , B

(p)
C , y donde el nuevo valor de α(p) en el modelo

de unfolding condicional está dado por

α
(p)
t =

C∑
c=1

γtc(stc + d(a
(p)
t , b(p)

c ))

C∑
c=1

γtc

, (6.8)

mientras que para el modelo incondicional se adopta la expresión,
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α(p) =

T∑
t=1

C∑
c=1

γtc(stc + d(a
(p)
t , b(p)

c ))

RN
. (6.9)

El ciclo iterativo principal alterna entre la clasi�cación de individuos y
de objetos. En cada iteración principal, se aplica un procedimiento de asig-
nación de dos fases y un procedimiento de estimación condicional unfolding,
y el proceso principal continua hasta que el STRESS total es minimizado.
Luego se utilizan dos criterios de optimización para la convergencia del pro-
cedimiento de estimación global. El primero es de naturaleza computacional,
evaluando el proceso hasta que se alcanza un número máximo de iteracio-
nes previamente establecido. El otro criterio es el de la convergencia, cuando
una solución permanece inalterada durante un número Itmáx de iteraciones,
establecido previamente por el investigador.

Desde un punto de vista práctico, se tomaron en cuenta algunas restric-
ciones. Para valores dados de T y C, la partición inicial P(S) se obtiene
asignando aleatoriamente individuos y objetos en T y C clases respectiva-
mente, bajo la condición de que rtnc ≥ 2, para evitar el problema de obtener
un bloque con varianza cero, y la presencia de cualquier Stc = ∅. La res-
tricción computacional anterior introduce la condición de que si T ≥ R/2,
entonces C < N/3, e inversamente, si C ≥ N/2, entonces T < R/3, lo cual
restringe las posibles combinaciones de clases latentes para el propósito de
selección del modelo.

6.4. Criterio de selección del modelo

Para el propósito de estimación de parámetros, los valores de T y C se
suponen conocidos. Aunque en algunas situaciones experimentales el número
de clusters se �ja previamente por el investigador, uno de los principales
objetivos del procedimiento de cluster-unfolding es determinar el número de
clusters así como la dimensión para la representación de los centros de los
clusters. Para este objetivo se proponen dos procedimientos independientes.
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6.4.1. Selección del número de clusters. Una extensión
del método jump

Para cada par de valores de T y C, una partición de la matriz S en
TC clases es asociada a la clasi�cación de clustering a dos-modos. Tal par-
tición se encuentra a partir de una clasi�cación independiente dada de los
individuos, ET y de los objetos EC , obtenidas sin imponer restricciones geo-
métricas en la formulación del STRESS, mediante la minimización aplicando
el procedimiento de distancia mínima de la ecuación

σ2(ET ,EC) =
T∑

t=1

C∑
c=1

R∑
i=1

N∑
j=1

eitejc(sij − stc)
2, (6.10)

donde ŝtc = stc, t = 1, . . . , T , c = 1, . . . , C, se �ja en (6.2).
En la literatura se han propuesto varios criterios para determinar el nú-

mero de clusters (ver por ejemplo Milligan y Cooper, 1985 y Sugar y James,
2003 para una descripción adicional). Algunos de los criterios más e�cientes
se basan en el análisis del modelo de dispersión como en Heiser y Groenen
(1997), siendo el índice de Calinski y Harabasz (1974), denotado por CH,
uno de los más e�cientes, dado por

CH =

T∑
t=1

C∑
c=1

γtcs
2
tc/TC

T∑
t=1

C∑
c=1

R∑
i=1

N∑
j=1

eitejc(sij − stc)
2/(RN − TC)

. (6.11)

Sin embargo, en el contexto de variables aleatorias, Sugar y James (2003),
demostraron que el índice CH puede subestimar el número verdadero de clus-
ters cuando un gran número de dimensiones está asociado con la variable.
Así, propusieron un criterio no paramétrico basado en el concepto de dis-
torsión, una cantidad que mide la distancia promedio, por dimensión, entre
cada observación y su centro de cluster más cercano. Formalmente, sea X una
variable aleatoria p-dimensional con una mezcla de distribuciones de G com-
ponentes, cada uno con covarianza Γ. Sea f1, . . . , fK un conjunto candidato
de centros de cluster, y sea fX el más cercano a X. Entonces, la distorsión
mínima obtenible asociada con el ajuste de los κ centros a los datos es el
promedio de distancia Mahalanobis , por dimensión, entre X y fX , dada por
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dκ =
1

p
mı́n

f1,...,fK

E[(X − fX)TΓ−1(X − fX)]. (6.12)

Cuando Γ es la matriz identidad, esta cantidad es simplemente el cuadra-
do medio del error, y en práctica, dκ se estima mediante la distorsión mínima
obtenida aplicando el algoritmo de clustering k-means a los datos observados.
Para elegir el número de clusters, Sugar y James (2003) propusieron gra�car
la distorsión transformada d−q

κ versus κ, para todos los valores candidatos de
κ, donde q > 0 es un valor adecuado tal que la grá�ca podría exhibir un salto
abrupto en el número verdadero de clusters. Para seleccionar el valor de q,
se pueden examinar todos los valores posibles de manera decreciente desde
p/2, hasta que el salto máximo ocurre (ver Sugar y James, 2003, Sección 5).

Para la implementación del criterio de distorsión, es necesario conocer los
valores de X. Así, para los datos de preferencias, el criterio del salto de Sugar
y James (2003) no puede ser utilizado directamente, entonces proponemos
una extensión del criterio de distorsión de tal forma que nos permita aplicar
el criterio del salto en este contexto. Para este objetivo, la matriz de datos
de preferencias S es representada primero mediante unfolding en un espa-
cio de dimensión completa M∗, y la con�guración asociada X = [AT|BT]T

se emplea para el criterio de distorsión. Denotando por M∗
(0) el número de

valores propios positivos asociados a la solución clásica, cuando el problema
de unfolding se considera un caso especial de MDS donde las proximidades
dentro del mismo conjunto (de individuos y objetos) son valores faltantes
(Heiser, 1981). Entonces, desde un punto de vista práctico, la dimensión M∗

se puede determinar por la dimensión menor desde 1 ≤ M∗ ≤ M∗
(0), asocia-

da al valor más grande del STRESS por debajo de un valor MINSTRESS
previamente establecido por el investigador. De esta forma, el procedimiento
SMACOF también se puede usar para obtener X en M∗ dimensiones.

La aplicación del método del salto en este contexto puede describirse como
sigue:

1. De S, se determina el número inicial de dimensiones M∗
(0) por el nú-

mero de valores propios positivos asociados en el contexto de MDS
clásico, cuando el problema de unfolding es considerado un caso espe-
cial de MDS. Entonces la con�guración auxiliar X se obtiene usando
SMACOF, examinando todas las con�guraciones desde 1 a M∗

(0) dimen-
siones, y eligiendo la con�guración X en M∗ dimensiones asociada al
valor mas grande del STRESS por debajo de MINSTRESS = 10−6.
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2. Para cada κ, desde κ = 4 a κ = H (considerando por lo menos dos clus-
ters en las �las y en las columnas de S para evitar soluciones triviales),
donde H es cualquier valor entero establecido por el investigador, el
modelo es ejecutado sin imponer restricciones geométricas para todas
las combinaciones posibles del número de clusters de individuos y de
objetos tal que T + C = κ. Entonces, la combinación de los valores de
T y C que minimicen (6.10) se selecciona como la asociada al valor κ.

3. Para cada valor κ, el índice de distorsión dκ se calcula usando (6.12),
donde Γ = I, y f1, . . . , fT , fT+1, . . . , fT+C son los T + C = κ centros de
cluster asociados a la correspondiente partición en X dada por,

fi =
1

M∗

M∗∑
m=1

xim, i = 1, . . . , κ.

Este procedimiento se repite para todos los valores κ.

4. La transformación de potencia q > 0 para el índice de distorsión es
elegida de tal manera que ocurrirá un salto máximo (un valor típico
es q = M∗/2, o algún valor menor, como propusieron Sugar y James,
2003), y los valores de los saltos Jκ = d−q

κ −d−q
κ−1 se calculan, de�niendo

d−q
κ = 0, para κ < 4, para evitar menos de cuatro clusters en el modelo.

5. El número de clusters en el conjunto de individuos y en el de objetos
son estimados de tal forma que estén asociados a κ∗ = arg maxκJκ, es
decir, el valor de κ asociado al salto mas grande.

6.4.2. Selección de la dimensionalidad de la representa-
ción

El modelo también proporciona la posibilidad de determinar la dimensio-
nalidad de la representación unfolding usando un criterio de información BIC
en una aproximación de clases latentes al modelo de cluster-unfolding. Según
lo precisado por Lee (2001), el problema de determinar la dimensionalidad
apropiada de una representación unfolding debe ser tratado por el principio
de parsimonia, es decir, se debe elegir el modelo que mejor se adapte a los
datos pero que además exhiba la complejidad mínima. De esta forma, el esta-
dístico ajustado BIC* (Yang y Yang, 2007) puede adoptarse para la selección
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del modelo. Sin embargo, para su aplicación es necesario proporcionar una
formulación probabilística de los datos �jos mostrados por diferentes con�-
guraciones espaciales. Para este �n, el modelo de clases latentes unfolding
de Vera, Macías y Heiser (2008) nos proporciona el marco apropiado para la
formulación del BIC*.

En la formulación del modelo, se asume que cada preferencia pertenece a
uno y solamente a uno de los TC subconjuntos Stc, mientras que se preser-
va la condición de la partición en forma de bloques, pero no es conocido de
antemano a cual bloque latente pertenece una preferencia particular. Deno-
tando por λtc la probabilidad incondicional de que un valor de la preferencia
sij pertenezca a un bloque latente Stc, mientras vi ∈ Vt y oj ∈ Oc, donde
0 ≤ λtc ≤ 1, y

T∑
t=1

C∑
c=1

λtc = 1. (6.13)

Entonces asumimos que las sij que pertenecen a una clase latente Stc son
observaciones de variables aleatorias independientes y normalmente distri-
buidas de parámetros media y varianza µtc y σ2

tc respectivamente, es decir,

sij ∼ N (µtc, σ
2
tc), para sij ∈ Stc, (6.14)

donde las medias de los bloques µtc están geometricamente relacionadas a
los correspondientes pares de centros de clusters de individuos y objetos
mediante µtc = αt−d(at, bc) en el modelo condicional de unfolding , mientras
que en el modelo incondicional se considera la situación particular αt = α, t =
1, . . . , T . La hipótesis de la distribución normal para los componentes de la
mezcla es congruente con la formulación de mínimos cuadrados de unfolding.
Cuando la con�guración unfolding es estimada, y considerando la invarianza
rotacional y translacional de la solución unfolding, los grados de libertad
del modelo son T (1 + 2C) + (T + C)M − (M(M + 1)/2)− 1 para el modelo
condicional y 2(TC)+(T +C)M−M(M+1)/2 si un escalar α es considerado,
lo cual nos permite establecer una cota superior para la dimensionalidad del
modelo, tal que los grados de libertad del modelo completo sean menores que
los del modelo sin restricciones.

La f.d.p. de sij como una mezcla de densidades normales univariadas de
la forma,
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g(sij | AT ,BC , α,Σ,Λ) =
T∑

t=1

C∑
c=1

λtcftc(sij | at, bc, αt, σ
2
tc), (6.15)

donde Σ = (σ2
tc) denota la matrix T × C de varianzas dentro de bloques,

α es el vector (α1, . . . , αT )
′ en la situación condicional o un escalar en el

modelo incondicional, y Λ = (λtc) es la matriz T × C de probabilidades
incondicionales bajo la restricción en forma de bloques de P(S), y donde
ftc(sij) es la f.d.p normal de sij ∈ Stc.

Entonces, el criterio del BIC ajustado puede escribirse como

BIC∗ =
T∑

t=1

C∑
c=1

R∑
i=1

N∑
j=1

eitejc

(
log(σ̂2

tc) +
(sij − ŝtc)

2

σ̂2
tc

)
+ η log h (6.16)

donde

σ̂2
tc =

R∑
i=1

N∑
j=1

eitejc(sij − ŝtc)
2

R∑
i=1

N∑
j=1

eitejc

, (6.17)

y donde h = (RN+2)/24, y η es el número de parámetros desconocidos dados
por η = 1 + (TC) + (T + C)M −M(M + 1)/2 en el modelo incondicional,
mientras que considerando αt = α, t = 1 . . . , T , este valor está dado por
η = T + (TC) + (T + C)M −M(M + 1)/2.

6.5. Aplicaciones ilustrativas
Para ilustrar el desempeño del algoritmo propuesto primero se considera-

ron dos conjuntos de datos previamente analizados por Vera, Macías y Heiser
(2008), y los resultados dados son comparados con los obtenidos mediante el
modelo de clases latentes. El procedimiento extendido de jump se emplea
para determinar el número de clusters de individuos y de objetos, y los re-
sultados obtenidos se comparan con los alcanzados por el criterio de Calinski
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y Harabasz (1974) para probar el funcionamiento del criterio propuesto de
selección del modelo .

El procedimiento propuesto fue implementado en Fortran, trabajando
en un ordenador Pentium IV 3.00 GHz con 1 Gb de RAM bajo Microsoft
Windows XP. Debido a que es conocido que el método de distancia mínima
depende de la solución inicial (ver Heiser y Groenen, 1997), se eligió el mejor
óptimo local obtenido en 3000 replicas independientes como la mejor solución.
Para el procedimiento de estimación global y para el algoritmo SMACOF
en el paso de la estimación de la con�guración, empleamos un criterio de
convergencia de un maximo de 300 iteraciones con una diferencia en los
valores subsecuentes de STRESS menor a 10−7.

Primero, fue analizada la matriz rectangular de preferencias arti�ciales
de Vera, Macías y Heiser (2008). Los datos fueron generados después de
localizar en un plano 20 individuos agrupados en 5 clusters, y 12 objetos
agrupados en 3 clusters. Entonces, se derivó una matriz de preferencias 5× 3
de las distancias Euclídeas entre las coordenadas de los centros de los clusters
localizados, usando la condición geométrica ŝtc = α − d(at, bc), donde el
valor de α fue escogido arbitrariamente mayor que la distancia máxima. La
varianza entre-clusters σ2

tc se calculó de tal forma que aproximadamente el
25% de la varianza total de los datos generados fue error de varianza. De
cada componente de la mezcla en el modelo de clases latentes, se generaron
49 valores, correspondientes a una matriz en bloque 7× 7, Stc, generando así
una matriz de datos correspondiente a 35 individuos y 21 objetos.

Sin imponer restricciones geométricas, primero se determinó el número de
clusters de individuos y objetos analizando el conjunto de datos arti�ciales
para toda combinación de los valores de T y C, tal que T + C = κ, para
κ = 4, . . . , 12. Para cada valor de κ, se seleccionó el par de valores T and C
correspondientes al STRESS más bajo, para lo cual se calcularon el criterio
CH (6.11), y el método jump usando la con�guración auxiliar X en M∗ = 20
dimensiones y el valor de q = 3 para la transformación de la distorsión.
El valor más grande del jump se obtuvo para T + C = 8, correspondiente
a la combinación del número de clusters de T = 5 y C = 3, la misma
solución se obtuvo con el método CH. La tabla 6.1 muestra los resultados
correspondientes a todas las combinaciones de valores de T y C hasta 6,
siendo limitados por razones de espacio. En la �gura 6.1 se representan la
curva de la distorsión transformada (multiplicada por 6 · 106 para propósitos
comparativos) y el índice CH, contra los valores de κ.

Para T = 5 y C = 3 clusters, fue aplicado el modelo considerando la
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Tabla 6.1: Resultados obtenidos por los criterios jump y CH para determinar
el número de clusters de individuos y de objetos para el conjunto de datos
arti�ciales. Para cada κ, 4 ≤ κ ≤ 12, se presenta el par (T, C) asociado al
valor más bajo del STRESS, y para el criterio jump se emplearon los valores
de q = 3 y M∗ = 20.

Resultados del Análisis sin restricciones geométricas
κ (T, C) dκ d−3

κ JUMP CH
4 2,2 14.39 0.00033 0.00021 1296.7783
5 3,2 12.18 0.00055 0.00021 1351.7747
6 4,2 9.52 0.00115 0.00060 1494.3847
7 4,3 7.65 0.00223 0.00107 1946.2259
8 5,3 6.04 0.00453 0.00230 13862.4130
9 5,4 5.91 0.00484 0.00030 10555.3104

10 6,4 5.68 0.00545 0.00061 9002.5017
11 6,5 5.54 0.00588 0.00042 7311.4605
12 6,6 5.48 0.00607 0.00019 6146.6227

4 5 6 7 8 9 10 11 12
0

5000

10000

15000

T+C

Jump method
CH method

Figura 6.1: Grá�co del jump (×6 ·106) usando M∗ = 20 y q = 3 (cuadrados),
y grá�co de CH (triángulos) para el conjunto de datos arti�ciales.
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Tabla 6.2: Resultados del criterio BIC∗ para el modelo de T = 5 y C = 3
clases, cuando los centros de los cluster se restringen a ser escalados incon-
dicionalmente en una, dos y en tres dimensiones, para el conjunto de datos
arti�ciales.

Resultados para el modelo incondicional de cluster-unfolding
No. de Clases (T,C) No. de dimensioness No. parámetros Stress Total BIC*

5 , 3 1 23 13436.15 4047.94
5 , 3 2 29 957.31 2302.65
5 , 3 3 34 956.03 2318.76

Tabla 6.3: Preferencias promedio estimadas por cluster ŝst y tamaño del
cluster para el conjunto de datos arti�ciales.

O1 O2 O3 tamaño
V1 27.04 26.85 5.09 7
V2 22.47 7.50 22.97 7
V3 7.57 22.50 6.71 7
V4 5.55 5.65 26.36 7
V5 23.10 24.78 23.50 7

tamaño 7 7 7

restricción geométrica ŝtc = α − d(at, bc). Se seleccionaron dos dimensiones
para la representación de los centros de los clusters, que corresponde al valor
más pequeño del estadístico BIC (2302.65), como se puede apreciar en la
tabla 6.2. En la tabla 6.3 se muestran los valores promedios resultantes de
las preferencias, ŝtc, y el tamaño de los centros de los cluster de individuos
y objetos. Las distancias más pequeñas entre los centros de los clusters se
corresponden con grandes valores de ŝtc, encontrándose siete elementos por
cluster, como se esperaba. La con�guración verdadera es recuperada satis-
factoriamente por el modelo, como puede ser apreciado en la representación
Procrustes de la �gura 6.2.

Para ilustrar el desempeño del modelo para conjuntos de datos reales,
fue considerado el conjunto de datos de internet analizado previamente por
Vera, Macías y Heiser (2008). El conjunto de datos de preferencias corres-
ponden a la evaluación sobre una escala Likert de siete puntos, variando
de 1 - discrepa totalmente a 7 - de acuerdo totalmente, de 22 declaracio-
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Figura 6.2: Representación Procrustes de la solución verdadera (puntos) y
de la recuperada (cruces) para el conjunto de datos arti�ciales. Los centros
de los clusters para individuos son representados por letras, mientras que los
clusters para los objetos por números.

nes sobre internet obtenidas de 193 respondientes en la Universidad Erasmus
de Rotterdam, después de eliminar los valores faltantes (ver Borg y Groe-
nen, 2005). La matriz S de los datos originales de internet fue recopilada de
http://people.few.eur.nl/groenen, la cual (previamente centrada) fue analiza-
da por Van Rosmalen, Groenen, Trejos y Castillo (2005), en el contexto de
clustering a dos-modos, para comparar varios procedimientos.

Siguiendo el procedimiento de selección del modelo, se emplearon los cri-
terios jump y CH para probar el número de clusters para 4 ≤ κ ≤ 16 (ver
Van Rosmalen et al., 2005, o Vera, Macías y Heiser, 2008). Para el método
jump, primero se analizó la matriz de preferencias completa 193× 22 usando
SMACOF y se consideró la con�guración dada en dimensión M∗ = 49 como
la con�guración auxiliar. Usando el valor de q = 20 para la transformación
de la distorsión, el valor más grande del jump se obtuvo para T + C = 13
clases, correspondiente a la combinación del número de clusters T = 7 y
C = 6, como se aprecia en la tabla 6.4. Para el criterio CH, se encontró la
combinación T = 2 y C = 2 correspondiente a κ = 4, la cual comparada a
la solución jump parece subestimar el número verdadero de clusters, como
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Tabla 6.4: Resultados obtenidos por los criterios jump y CH para determinar
el número de clusters de individuos y objetos para el conjunto de datos de
Internet. Para cada κ, 4 ≤ κ ≤ 16, se muestra el par (T, C) asociado al
STRESS más pequeño, y para el criterio jump se usaron los valores de q = 20
y M∗ = 49.

Resultados del Análisis sin restricciones geométricas
κ (T, C) dκ d−20

κ JUMP CH
4 2,2 1.930 1.94E-06 6.93E-07 8609.050
5 2,3 1.922 2.11E-06 1.68E-07 6100.249
6 3,3 1.872 3.58E-06 1.46E-06 4229.143
7 3,4 1.851 4.48E-06 9.06E-07 3285.104
8 4,4 1.807 7.25E-06 2.77E-06 2533.941
9 4,5 1.759 1.24E-05 5.17E-06 2092.115

10 5,5 1.735 1.63E-05 3.93E-06 1721.102
11 6,5 1.715 2.06E-05 4.27E-06 1465.931
12 6,6 1.703 2.37E-05 3.11E-06 1242.147
13 7,6 1.671 3.47E-05 1.09E-05 1084.677
14 7,7 1.663 3.82E-05 3.49E-06 945.855
15 7,8 1.655 4.20E-05 3.86E-06 844.335
16 8,8 1.651 4.41E-05 2.05E-06 749.237

se aprecia en la �gura 6.3, lo cual coincide con lo demostrado por Sugar y
James (2003).

Cuando se consideran las restricciones geométricas para T = 7 y C = 6,
el valor más pequeño del BIC∗ para el modelo incondicional y condicional,
en una, dos y tres dimensiones, se encontró para el modelo incondicional en
tres dimensiones (14659.41), como se aprecia en la tabla 6.5. A partir de
este modelo se obtiene la partición de preferencias de los clusters mostrada
en la tabla 6.6. Como se puede observar en la �gura 6.4, se presenta una
mayor interacción entre los centros de los clusters de individuos y objetos en
tres dimensiones que la encontrada por Vera, Macías y Heiser (2008) en el
contexto de clases latentes. Para la solución obtenida, se encontró un valor
de 0.05328 para el índice de entremezclado de DeSarbo et al. (1997).

La composición de los C = 6 clusters de declaraciones se presenta en
la tabla 6.7. El cluster O1 está compuesto de las declaraciones de internet
que se re�eren a la frecuencia de su uso [Internet es adictivo, Frecuentemen-
te hablo con los amigos sobre Internet, Me gusta estar informado de cosas
importantes nuevas, Visito regularmente sitios Web recomendados por otros,
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Figura 6.3: Grá�co de Jump (×109) usando M∗ = 49 y q = 20 (cuadrados),
y grá�co de CH (triángulos) para el conjunto de datos de internet.

Tabla 6.5: Resultados del criterio de información para el modelo de T = 7 y
C = 6 clusters, cuando los centros de los clusters son escalados en una, dos
y en tres dimensiones, para el conjunto de datos de internet.

Resultados para el modelo incondicional de cluster-unfolding
No. de Clases (T,C) No. de dimensiones No. parámetros Stress Total BIC*

7 , 6 1 55 8382.18 15002.03
7 , 6 2 66 7671.71 14698.78
7 , 6 3 76 7505.73 14659.41

Resultados para el modelo condicional de cluster-unfolding
No. de Clases (T,C) No. de dimensiones No. parámetros Stress Total BIC*

7 , 6 1 61 7869.23 14749.82
7 , 6 2 72 7589.80 14695.82
7 , 6 3 82 7450.50 14664.77
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Tabla 6.6: Preferencias estimadas entre clusters ŝtc y tamaño de los clusters,
para el conjunto de datos de internet, cuando los centros de los clusters están
restringidos a ser escalados incondicionalmente en tres dimensiones.

Clusters de individuos Clusters de objetos
O1 O2 O3 O4 O5 O6 Tamaño

V1 3.93 5.37 3.35 4.25 2.62 5.88 34
V2 5.08 5.99 2.99 4.84 3.71 2.48 34
V3 4.84 5.11 3.53 3.46 3.98 1.84 16
V4 2.73 4.24 3.07 3.60 1.70 1.92 27
V5 2.48 4.73 3.33 4.44 1.14 5.39 29
V6 3.55 5.28 2.73 5.15 2.21 2.50 31
V7 3.91 5.82 3.12 5.19 2.44 5.36 22

Tamaño 5 6 3 6 1 1
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Figura 6.4: Representación óptima de los centros de los cluster en tres di-
mensiones para los datos de internet. Los respondientes están representados
por letras mientras que las declaraciones por números.
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Sé mucho sobre Internet ]. El cluster O2 agrupa declaraciones que re�ejan un
entusiasmo por internet pero también un riesgo debido su facilidad de uso
[Internet es el medio de comunicación del futuro, Me gusta navegar, Navegar
en internet es fácil, Internet ofrece muchas posibilidades de abuso, Internet
ofrece oportunidades ilimitadas, Internet es fácil de usar ]. El cluster O3 esta
compuesto por declaraciones relacionados a la con�abilidad [Pagar mediante
internet es seguro, Internet no es �able, Internet es rápido]. El cluster O4

se re�ere a declaraciones que re�ejan pesimismo [Internet es lento, Internet
es de uso amigable, Enviar datos personales usando Internet es inseguro, los
precios de suscripciones a Internet son altos, los costos por navegar son altos,
los costos de Internet vía teléfono son altos ]. El cluster O5 está relacionado
a la naturaleza online [siempre intento nuevas cosas en Internet primero] y
el cluster O6 a la libertad de su uso [El contenido de los sitios Web debe ser
regulado]. La solucion de unfolding podría sugerir que los respondientes en
los clusters V1, V5 y V7 se pronuncian principalmente por una regulacion de
internet, ponderan la relacionan calidad-costo del servicio y aunque muestran
interes tienen poca disponibilidad para explorar todo su contenido, lo que los
per�la como gente adulta o padres de usuarios jovenes. Los respondientes en
los clusters V2 y V3 parecen ser expertos usuarios de internet que advierten
sin embargo de su riesgo debido a la facilidad de uso, aunque paradójicamen-
te no consideran su regulacion, que los per�la como usuarios jovenes. Los
respondientes en los clusters V4 y V6 mani�estan entusiasmo por internet y
advierten de sus riegos pero tambien muestran muy poca predisposición para
explorar todo su contenido, lo que indica un per�l de usuarios noveles.

Para ilustrar la utilidad del procedimiento simultáneo de cluster-unfolding
propuesto, los datos de internet fueron también analizados con un procedi-
miento de dos pasos que primero determina el mejor modelo de clases a
dos-modos y entonces representa los centros de los clusters obtenidos me-
diante unfolding, considerando los valores γtc como las ponderaciones entre-
conjuntos. De esta forma, se considera primero la clasi�cación a dos-modos
resultante correspondiente al modelo T = 7, C = 6 asociada con el valor
más grande del jump. Entonces, los centros de los clusters resultantes fueron
representados con el modelo incondicional de unfolding en tres dimensio-
nes, obteniendo el valor del STRESS normalizado de 0.0021. En términos
de agrupamiento a dos-modos, una clasi�cación diferente se encontró para
el conjunto de individuos y para el conjunto de objetos, cuando el procedi-
miento de dos pasos se compara con la clasi�cación obtenida con el algoritmo
combinado de cluster-unfolding en tres dimensiones. En términos de la cali-
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Tabla 6.7: Clasi�cación óptima de las declaraciones para el modelo incon-
dicional de unfolding métrico de mínimos cuadrados para C = 6 en tres
dimensiones para los datos de internet.

Grupo de declaraciones Oc

Internet is adictivo 1
Frecuentemente hablo con los amigos sobre Internet 1
Me gusta estar informado de cosas importantes nuevas 1
Visito regularmente sitios Web recomendados por otros 1
Sé mucho sobre Internet 1
Internet es el medio de comunicación del futuro 2
Me gusta navegar 2
Navegar en internet es fácil 2
Internet ofrece muchas posibilidades de abuso 2
Internet ofrece oportunidades ilimitadas 2
Internet es fácil de usar 2
Pagar mediante internet es seguro 3
Internet no es �able 3
Internet es rápido 3
Internet es lento 4
Internet es de uso amigable 4
Enviar datos personales usando Internet es inseguro 4
Los precios de suscripciones a Internet son altos 4
Los costos por navegar son altos 4
los costos de Internet vía teléfono son altos 4
Siempre intento nuevas cosas en Internet primero 5
El contenido de los sitios Web debe ser regulado 6
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dad de la solución, el procedimiento combinado obtuvo el valor más pequeño
del STRESS de 0.00062 para el modelo en tres dimensiones.

6.6. El problema del mínimo local
El algoritmo de optimización basado en la distancia mínima es muy e�-

ciente en términos del tiempo CPU comparado con los procedimientos usuales
de optimización Monte Carlo. La desventaja es que la solución obtenida es
muy dependiente de la solución inicial. Experimentalmente, este problema se
puede apreciar, por ejemplo, en el conjunto de datos arti�ciales, para los cua-
les el valor más pequeño del STRESS se obtuvo 729 veces en 3000 réplicas,
lo que indica un índice de atracción (es decir, el porcentaje de veces que se
obtiene la mejor solución) de 24.3%. Por lo tanto, se puede emplear un proce-
dimiento de estimación condicional basado en un algoritmo de optimización
de Monte Carlo, para el problema de estimación global.

6.6.1. Annealing simulado para propósitos de estima-
ción

Annealing simulado (SA) es un método estocástico de optimización global
introducido por Metropolis et al. (1953) para la minimización de una función
en un conjunto �nito muy grande, y después aplicado para optimización sobre
un conjunto continuo (Du�o, 1996). Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi (1983), e
independientemente �erny (1985), demostraron su utilidad para encontrar
óptimos globales en problemas de optimización combinatorios. Annealing está
relacionado al principio de termodinámica de cristalización y es un proceso
usado para revelar el estado de la baja temperatura de un material, en el
cual el material primero se calienta a un estado de energía atómica alto, y
subsecuentemente la temperatura se reduce lentamente hasta que el material
se ha enfriado de tal forma que el cristal resultante es perfecto, es decir,
existe un estado de energía mínima. El ritmo de enfriamiento es un aspecto
fundamental del procedimiento; si el material se enfría muy rápido, existirán
impurezas y no se obtendrá un óptimo.

En annealing simulado, el interés radica en encontrar el estado más proba-
ble k de una cadena de markov que modela el comportamiento del algoritmo.
Si usamos Pk para denotar la probabilidad del estado k, la distribución del
equilibrio P es reemplazada por una distribución �jando una probabilidad
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dependiente sobre un parámetro positivo pequeño fundamental que tradicio-
nalmente es llamado temperatura, T , y la cadena es ejecutada con T decre-
ciendo gradualmente a cero. Si T es grande, se aceptan casi todos los pasos
propuestos, y la cadena muestrea ampliamente el espacio de estados. Como
T declina gradualmente, se toman pocos pasos desfavorables, y la cadena
�nalmente se estabiliza en k o en un estado óptimo cercano.

Aarts y Korst (1989) probaron asintóticamente la existencia de una dis-
tribución estacionaria asociada con la cadena de Markov modelando una ca-
dena de markov aperiódica, ergódica por medio de una trayectoria aleatoria,
mostrando que el método de SA encuentra un óptimo global. Hàjek (1988)
estableció las condiciones sobre T para la convergencia del algoritmo SA a un
óptimo global en un espacios �nitos. Winkler (1995) extendió la demostra-
ción de Hàjek y Andrieu y Doucet (1998) reportaron una demostración de la
convergencia del algoritmo SA en el establecimiento de modelos de Markov
ocultos.

Para su aplicación, Metropolis et al.(1953) introdujo un procedimiento
iterativo conocido como la regla de aceptación de Metropolis, proponiendo
una modi�cación del estado actual del sistema en los siguientes términos:

Si la energía del sistema, E, decrece, acepta la modi�cación.

Si la energía incrementa en 4E, la modi�cación puede ser aceptada
con una probabilidad de exp(−4E/T ), donde T es la temperatura.

En práctica, la determinación del parámetro de control T ha sido es-
tudiado por autores tales como Geman y Geman (1984), Mitra, Romeo y
Sangiovanni-Vincentelli (1986), Van Laarhoven y Aarts (1987) y Aarts y
Korst (1989), entre otros. Aunque SA obtiene el óptimo asintóticamente,
en cualquier implementación, el algoritmo es un tipo de aproximación que
garantiza que éste se detendrá en por lo menos un óptimo local, debido a
los valores pequeños de T (Winkler, 1995). El procedimiento de busqueda
en la vecindad es también de gran importancia para un adecuado esquema
de enfriamiento para problemas de optimización continua como mostraron
Murillo, Vera y Heiser (2005) o Vera y Díaz-García (2008).

El procedimiento de optimización SA propuesto parte de una partición
inicial en forma de bloque P(0)(S) derivada de unas particiones iniciales
elegidas aleatoriamente P(0)(V ) y P(0)(O). Entonces se estiman los valores
de los parámetros, se evalua el STRESS inicial (energía inicial), y se inicializa
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el factor de enfriamiento η, junto con la longitud de la cadena de Markov LC
y el factor factor IC, el cual incrementa la longitud de la cadena cada m
iteraciones. Para un valor de probabilidades dado χ, la temperatura inicial
T0 se estima en un procedimiento de muestreo aleatorio como el descrito
en las implementaciones previas de SA (ver Vera, Heiser y Murillo, 2007
para más detalles en el contexto de MDS), promediando un número de Ma

posibles incrementos de las soluciones que empeoran el STRESS. De esta
forma, se obtiene un valor de la temperatura inicial tal que en las primeras
iteraciones se aceptan el 100χ % de las peores soluciones. La temperatura
�nal Tf elegida es muy cercana a cero para asegurar que, eventualmente,
el algoritmo se detiene en por lo menos un mínimo local. El esquema de
enfriamiento constituye un ciclo iterativo principal de Itmax = log(Tf/T0−η)
iteraciones, en el cual la temperatura actual T decrece cada vez. En cada
iteración principal, se selecciona una nueva partición óptima en forma de
bloque para S, minimizando el STRESS, en un ciclo iterativo secundario
de longitud de incremento LC. Así, en la p-ésima iteración secundaria, el
algoritmo SA se puede describir como sigue:

1. Dada una partición en forma de bloques P(p)(S), los parámetros son es-
timados condicionalmente y se calcula el STRESS asociado, σ̂2

(p)
usan-

do (6.2).

2. Basados en P(p)(S), se obtiene aleatoriamente una nueva partición me-
diante un procedimiento de dos pasos. Primero, se elige aleatoriamente
un conjunto de individuos o de objetos. Segundo, un elemento elegi-
do aleatoriamente del conjunto previamente seleccionado se mueve a
un nuevo cluster elegido aleatoriamente, produciendo una partición de
prueba P(p+1)(S), bajo las condiciones de que la cardinalidad de cual-
quier bloque Stc es por lo menos de dos, para evitar soluciones degene-
radas. Entonces, se calculan las nuevas matrices indicadoras Ê

(p+1)

T y
Ê

(p+1)

C .

3. De Ê
(p+1)

T y Ê
(p+1)

C , los parámetros α̂(p+1), Â
(p+1)

T , y B̂
(p+1)

C (usando
la versión modi�cada de SMACOF) son estimados condicionalmente.
Se evalua el STRESS σ̂2

(p+1)
dado por (6.2) y entonces se calcula el

incremento en el STRESS total , 4σ2 = σ̂2
(p) − σ̂2

(p+1)
.
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4. Usando la regla de aceptación de Metropolis, si el STRESS decrece se
selecciona la partición de prueba P(p+1)(S); de lo contrario, se seleccio-
na esta partición de prueba con una probabilidad exp(4σ2/T ).

El proceso anterior se repite en un ciclo interno de longitud LC, y se
obtiene la nueva partición de�nitiva P(S)(p+1). Entonces la temperatura es
disminuida a T = ηT , y el proceso general continua hasta que se alcanza un
criterio de convergencia, es decir, se alcanza el número máximo de iteraciones,
o el valor del STRESS se repite un número Rmax de iteraciones principales
previamente establecido, conjuntamente con un valor bajo de la temperatura.

6.6.2. Resultados experimentales para el desempeño de
SA versus el procedimiento DM

Para ilustrar el desempeño del procedimiento SA comparado con el al-
goritmo DM para el problema del mínimo local, se han considerado los
datos transformados del modelo de la escala BTL de mínimos cuadrados
y que consisten en el grado de preferencia sobre 12 candidatos presiden-
ciales observada por 21 grupos de individuos obtenidos de Wang, Schöne-
mann, y Rusk (1975). La matrix S de los datos analizados está dada por
la transformación log vij, i = 1, . . . , 12, j = 1, . . . , 21, para relacionar los
valores de escala BTL vij con las distancias unfolding (Luce, 1961; Krantz,
1967). Los datos vij se recopilaron de Borg y Groenen, 2005, Sección 16.4
(http://people.few.eur.nl/groenen/mmds). Para el algoritmo SA, se eligió el
mejor óptimo local en 20 réplicas independientes como la mejor solución. Pa-
ra el conjunto de datos de tamaño moderado probado, los valores adecuados
de los parámetros son χ=0.70, Ma = 50(T + C) para la fase de la tempera-
tura inicial, con valores de γ =0.95, Tf = 10−7, Rmáx = 10, LC = (T + C),
IC = 2(T + C) y m = 20, para los parámetros restantes .

Primero, tomando en cuenta las restricciones computacionales, se probó
el número de clases para los grupos de entrevistados T y políticos C para
T, C = 2, . . . , 6. Ambos algoritmos, DM y SA, obtuvieron el valor menor
del STRESS para κ = 11 clases correspondiente a la combinación T = 5 y
C = 6 cuando se emplea el criterio jump, como se aprecia en la �gura 6.5,
usando los valores de M∗ = 13 para la con�guración auxiliar y q = 3 para la
transformación de la distorsión. Para el algoritmo SA, el método CH de nuevo
parece subestimar el número de clusters cuando se compara con el método
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Figura 6.5: Grá�co Jump usando M∗ = 13 y q = 3 (cuadrados), y grá�co
CH (triángulos) para el conjunto de datos BTL.

jump, obteniendo el valor óptimo de T = 2 y C = 4 para la combinación de
cluster, como tambien se puede ver en la tabla 6.8.

Para T = 5 y C = 6 clases, se aplicaron ambos algoritmos usando las
restricciones geométricas, los resultados obtenidos se presentan en la tabla
6.9. El valor más bajo del estadístico BIC* (289.31) se encontró asociado con
un valor del STRESS de 46.35, para el algoritmo SA con el modelo incon-
dicional en dos dimensiones. En términos del tiempo CPU, el algoritmo SA
es también más e�ciente para este conjunto de datos de tamaño mediano.
Sin embargo, para conjunto de datos de gran tamaño examinados, se debe
emplear un esquema de enfriamiento diferente para el procedimiento heurís-
tico SA, de tal manera que en esta situación el algoritmo DM parece ser mas
e�ciente.

La tabla 6.10 muestra los grupos de entrevistados y de políticos que con-
forman la estructura de partición en V y O clases, respectivamente. El cluster
V1 está compuesto de grupos de entrevistados correspondientes a: [blanco, de-
mócrata débil, sur, educación alta], [blanco, demócrata débil, sur, educación
baja], [blanco, independiente, sur, educación alta], [blanco, independiente,
sur, educación baja], [blanco, independiente, no del sur, ed. alta. ], [blanco,
independiente, no del sur, ed. baja ]. El cluster V2 está compuesto de [negro,
sur], [negro, no-sur], [blanco, demócrata fuerte, no del sur, ed. alta], [blanco,
demócrata débil, no del sur, ed. alta]. El cluster V3 está compuesto de [blanco,
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Tabla 6.8: Resultados obtenidos para los criterios jump y CH para determinar
el número de clusters de entrevistados y políticos para el conjunto de datos
BTL. Para cada κ, 2 ≤ κ ≤ 12, se presenta el par (T,C) asociado al STRESS
más bajo, y para el criterio jump, se emplearon los valores de q = 3 y M∗ =
13.

Resultados del análisis sin restricciones geométricas
κ (T,C) dκ d−3

κ JUMP CH
4 2,2 0.557 5.786 2.461 43.042
5 2,3 0.532 6.641 0.854 47.283
6 2,4 0.476 9.272 2.630 53.394
7 3,4 0.397 15.981 6.709 51.357
8 3,5 0.353 22.734 6.752 47.895
9 4,5 0.332 27.326 4.592 41.122
10 4,6 0.314 32.300 4.974 40.216
11 5,6 0.262 55.602 23.302 36.229
12 6,6 0.237 75.119 19.517 33.762

Tabla 6.9: Resultados obtenidos para el modelo de T = 5 y C = 6 cla-
ses, cuando los centros de los clusters son escalados en una, dos y en tres
dimensiones, para el conjunto de datos BTL.

Resultados para el modelo incondicional de cluster-unfolding
Distancia Mínima Annealing Simulado

Dim STRESS BIC* Tiempo Atr(%) STRESS BIC* Tiempo Atr(%)
1 69.04 381.98 100 0.03 69.04 381.98 88 5
2 46.38 290.63 622 0.03 46.35 289.31 385 10
3 39.94 294.57 620 0.06 39.94 294.57 472 10

Resultados para el modelo condicional de cluster-unfolding
Distancia Mínima Annealing Simulado

Dim STRESS BIC* Tiempo Atr(%) STRESS BIC* Tiempo Atr(%)
1 69.93 366.04 96 0.76 69.93 366.04 75 10
2 43.59 329.34 771 0.03 43.59 329.34 653 5
3 38.64 313.63 674 0.03 38.34 313.32 522 5
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Figura 6.6: Representación óptima de los centros de los clusters en dos di-
mensiones para los datos de escala BTL. Los clusters de los grupos de entre-
vistados son representados por letras mientras que los clusters de políticos
son representados por números.

republicano fuerte, sur, ed. baja], [blanco, republicano fuerte, no del sur, ed.
alta], [blanco, republicano fuerte, no del sur, ed. baja], [blanco, republicano
débil, no sur, ed. alta]. El cluster V4 está compuesto de [blanco, republicano
débil, sur, ed. alta], [blanco, republicano débil, sur, ed. baja], [blanco, repu-
blicano débil, no del sur, ed. baja], y el cluster V5 está compuesto de [blanco,
demócrata fuerte, sur, ed. alta], [blanco, demócrata fuerte, sur, ed. baja],
[blanco, demócrata fuerte, no del sur, ed. baja], [blanco, demócrata débil, no
del sur, ed. baja].

Sobre el espacio de los políticos, el O1={Wallace, LeMay}, O2={McCarthy,
Rockefeller, Romney}, O3={Reagan, Agnew}, O4={Kennedy}, O5={Nixon},
y O6={Johnson, Muskie, Humphrey}. De esta forma, el grupo más liberal se
siente muy identi�cado al grupo de Kennedy, Johnson, Muskie y Humphrey,
mientras que el grupo más conservador se siente más cercano a Nixon, como
se puede apreciar en la �gura 6.6.

Para el algoritmo SA, los datos de escala BTL fueron también analizados
con un procedimiento de dos pasos que primero obtiene el mejor modelo de
cluster a dos-modos y entonces representa los centros de los clusters obte-
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Tabla 6.10: Clasi�cación óptima en dos dimensiones para el modelo incondi-
cional de unfolding de T = 5 y C = 6 clases para los datos de la escala BTL
transformada.

Grupo de entrevistados Vt Políticos Oc

1 BS 2 1 Wal 1
2 BN 2 2 Hum 6
3 SDSH 5 3 Nix 5
4 SDSL 5 4 McC 2
5 WDSH 1 5 Rea 3
6 WDSL 1 6 Roc 2
7 SDNH 2 7 Joh 6
8 SDNL 5 8 Rom 2
9 WDNH 2 9 Ken 4

10 WDNL 5 10 Mus 6
11 ISH 1 11 Agn 3
12 ISL 1 12 LeM 1
13 INH 1
14 INL 1
15 SRSL 3
16 SRNH 3
17 SRNL 3
18 WRSH 4
19 WRSL 4
20 WRNH 3
21 WRNL 4
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nidos mediante unfolding. Usando el método jump, se selecciona el modelo
T = 5 y C = 6 asociado al valor más grande del jump (23.302). Cuando los
centros de los clusters son representados, se obtiene un valor del STRESS de
0.0086. En términos del agrupamiento a dos-modos, se encontraron diferentes
clasi�caciones para los conjuntos de grupos de entrevistados y de políticos,
cuando el procedimiento de dos pasos se compara con la clasi�cación obte-
nida del algoritmo de cluster-unfolding combinado en dos dimensiones. En
términos de la calidad de la solución, el procedimiento combinado obtuvo el
valor del STRESS de 0.0029 en el modelo de dos-dimensiones. El procedi-
miento de cluster-unfolding SA simultáneo, parece ser también más e�ciente
que un procedimiento de dos pasos, como mostraron primero Vera, Macías y
Heiser (2008).

6.7. Conclusiones y extensiones
En este trabajo se propone un modelo de mínimo cuadrados para una ma-

triz de preferencias, cuyo objetivo es particionar los individuos en T (T << R)
y los objetos en C(C << N) clases, mientras que simultáneamente son repre-
sentados los the T +C centros de los clusters en un espacio de baja dimensión.
Aunque el enfoque de clases latentes anterior tiene un buen desempeño, la
hipótesis de independencia y de normalidad sobre los datos de preferencias
pueden resultar restrictivos en muchas situaciones prácticas, por tanto un
enfoque determinístico debería ser más adecuado. Desde un punto de vista
computacional, los anteriores métodos basados en una optimización Monte
Carlo demandan un tiempo CPU alto, lo cual hace que el modelo sea re-
comendable únicamente para conjuntos de datos de tamaño mediano. Un
procedimiento de estimación condicional alternante de mínimos cuadrados
basada en una extensión para datos bimodales del procedimiento de distan-
cia mínima propuesto en Heiser y Groenen (1997) se emplea para la esti-
mación de los parámetros. El procedimiento garantiza que no únicamente
al �nal sino cada vez a lo largo del proceso de estimación en el modelo, la
partición en forma de bloques de la matriz de preferencias se puede asociar
a una clasi�cación en los individuos y objetos. De esta forma, la utilización
del método de distancia mínima permite al algoritmo ser e�ciente también
en tiempo CPU por lo que se puede emplear en conjuntos de datos grandes.

La determinación del número verdadero de grupos en un conjunto de
datos es un problema fundamental sin resolver en análisis de cluster. En el
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contexto de cluster-unfolding, se han sugerido varios enfoques a este pro-
blema. En un marco de mínimos cuadrados, el análisis de la dispersión del
modelo ha sido utilizada para este �n, y en este contexto, el criterio de infor-
mación de Sugar y Gareth (2003) se ha extendido para tratar con datos de
preferencias bimodales. Usando la con�guración unfolding de los conjuntos
de datos originales en una dimensionalidad tal que el STRESS llegue a ser
más pequeño que 10−6, se emplea el salto maximo exhibido en la grá�ca de
la distorsión transformada para determinar el verdadero número de clusters.
Como fue demostrado por Sugar y Gareth (2003), los resultados dados con-
�rman que el criterio de Calinski y Harabasz (1974) parece subestimar el
número de clusters cuando están implicadas un número grande de dimensio-
nes en la con�guración, como sucede usualmente cuando el modelo propuesto
se aplica a conjuntos de datos medianos o grandes.

Para determinar la dimensionalidad de la representación unfolding, se em-
plea el criterio de información ajustado BIC en un enfoque de clases latentes
al modelo de cluster-unfolding, siguiendo el principio de parsimonia como
propuso Lee (2001). De esta forma, la formulación del criterio BIC* en un
marco de modelos de clases latentes como propusieron Vera, Macías y Heiser
(2008) se emplea para determinar la dimensión de la representación de los
centros de los clusters, condicionada al número de clusters dado.

Para ilustrar el funcionamiento del modelo, se utilizaron los conjuntos de
datos arti�ciales y de internet previamente analizados por Vera, Macías y
Heiser (2008). Para los datos de internet, el método del salto proporciona
un cluster más de respondientes y dos más de declaraciones que cuando se
aplica el criterio BIC* para el modelo de clases latentes empleando varianzas
desiguales. El algoritmo de optimización basado en la distancia mínima es
muy e�ciente en términos del tiempo CPU comparado con el procedimiento
usual de optimización de Monte Carlo, pero la solución depende de la solu-
ción inicial. Este problema se aprecia también para el conjunto de datos de
internet en el cual el valor del STRESS más bajo fue obtenido una sola vez
en las 300 réplicas, obteniendose diferentes soluciones en todas las réplicas.
Un procedimiento de estimación condicional de mínimos cuadrados basado
en annealing simulado (SA) se propone para tratar con el problema de mí-
nimos locales. El análisis del conjunto de datos BTL escalados muestra la
e�ciencia del procedimiento SA comparado con el algorimo DM, así como
con un procedimiento de cluster y unfolding a dos pasos. Desafortunadamen-
te, el procedimiento SA es recomendable únicamente para conjuntos de datos
de tamaño pequeño y mediano porque el tiempo CPU crece cuando R + N
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se incrementa. Por ejemplo, para los datos de internet se encontró un valor
del STRESS de 7531.44 en 8715 segundos, mientras que con el procedimiento
DM se se obtuvo un valor menor del STRESS de 7505.73 en únicamente 4515
segundos. Por lo tanto, un procedimiento condicional de estimación basado
en un procedimiento de estimación Monte Carlo que también podría ser e�-
ciente en términos del tiempo CPU podría ser recomendable para el problema
global de estimación, un asunto que está siendo desarrollado actualmente por
los autores.
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Capítulo 7

General conclusions and possible
extensions

The combined application of Cluster Analysis and Multidimensional Sca-
ling is a very advisable methodology when one has large data sets and it is
desirable to summarize their structure by means of a standardization of their
behavior through homogenous groups, and by means of the representation of
these groups formed in a space of low dimensionality.

Several methodologies have been considered to realize this. A common
practice is to consider the application of both techniques separately, redu-
cing �rst the number of dimensions by means of MDS and then, superposing
on the MDS representation, obtain a grouping of the objects by some method
of classi�cation. However the objectives of both techniques are of di�erent
nature. The MDS solution is optimal in the sense of representing the objects
in a reduced space, whereas CA constructs optimal groups on the original
space from the dissimilarity data come. Therefore, the application of both te-
chniques in this way is not very recommendable. A unique methodology that
represents all the objects and their associations in a space of low dimension,
using the original data, is needed.

In many situations, the application of the cluster-MDS models requires
the consideration of certain restrictions in the phase of classi�cation. In the
context of spatiotemporal processes underlying environmental studies, the
use of the cluster-MDS models in the estimation of the structure of nonsta-
tionary space covariance is very suitable. However, the space factor implies
that the grouping of the objects must be realized using the geographical spa-
tial location of the objects and their characteristics as fundamental criteria.
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In this work, several models that apply jointly cluster analysis and multi-
dimensional scaling were developed. The methodology can be used to analize
a (n × n) matrix of two-way one-mode data, representing continuous dis-
similarities between n objects, or a (n × p) matrix of two-way two-mode
data that represent the degree of preference of n individual over p stimuli
or objects. These models provide a classi�cation of the objects (for two-way
one-mode data) or of individuals and objects (two-way two-mode data) and
simultaneously provide a representation of the centers of these classes in a
space of low dimension. Thus, this implies a MDS and Unfolding solution,
respectively, but on the basis of a number of points signi�cantly smaller to
the original ones. The estimation of the partition in the constructed models
was obtained using least squares and maximum likelihood, whereas the MDS
con�guration was realized by means of SMACOF.

For two-way one-mode continuous rating dissimilarity data, a model of
cluster-MDS was developed proposing a modi�cation to the Least squares
metric cluster di�ences scaling procedure (Heiser and Groenen, 1997). This
model can be used to estimate spatial dispersion in spatiotemporal processes.
The model, called the CDC-R model, is a minimal distance method (equiva-
lent to a k means algorithm) and is based on a new concept of geographical
contiguity on the dissimilarities. The model simultaneously estimates a clas-
si�cation of the objects and the con�guration of the cluster centers in a space
of low dimension, such that the spatial relationships between the objects and
the clusters are retained. Although generally, the inclusion of geographical
restrictions on classi�cation increases the error in terms of total STRESS
function, the results obtained with the CDS-R model were very satisfactory.
Furthermore the problem of empty classes did not appear, at least in the
analyzed data sets.

The CDS model was formulated from a probabilistic approach. The search
for the optimal object classi�cation is raised as a block partition problem in
the dissimilarity matrix, assuming that dissimilarities in a block are indepen-
dent and normally distributed, and establishing a univariate normal mixture
as the distribution for a previous unclassi�ed dissimilarity. Then the optimal
classi�cation, the associated dispersion of each cluster and the cluster centers
con�guration are estimate by means of maximum likelihood applied an al-
gorithm based on simulated annealing and for the representation of clusters
using SMACOF. This was done in an iterative process. This methodology
was called the LACSSCAL model. For the latent classes MDS model, spatial
restrictions were considered by introducing the contiguity concept analogous
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to the model CDS-R. By considering both normal and lognormal mixture
distributions, the new model enables us to partition the sample objects into
classes and simultaneously represent the cluster centers in a low dimensional
space, while the objects and clusters maintain their spatial relationship.

An important problem with the mixture models is that the likelihood
equation usually has multiple local maxima. In addition, partitioning the
proximity matrix into blocks su�ers from an implicit indetermination pro-
blem. In this sense, a partition achieved by means of the EM algorithm does
not guarantee a direct relation with the classi�cation in the objects spa-
ce. Because the �nal solution of the EM algorithm depends strongly on the
initial solution, we are forced to consider an alternative estimation strategy.
Application of simulated annealing in this context is a very recommendable
strategy, because it constructs a partition of the dissimilarity matrix into
blocks that is directly related to the partition in the objects space, which
diminishing the problem of local optimal.

A fundamental aspect of the cluster-MDS/Unfolding models is the selec-
tion of the suitable model, that is, the appropriate number of clusters and the
suitable dimensionality for its representation. It is important to note that the
�nding the number of clusters is a problem that has not been solved satis-
factorily until now. In the least squares models the procedure for the model
selection is completely descriptive, whereas in the probabilistic models mo-
re objective strategy for the suitable selection based on the modi�ed BIC
statistic or by means of the bootstrap procedure is proposed. In addition,
in probabilistic models, one of the established hypotheses is the nonrestric-
tive condition of the variances in the mixture components. This situation
contributes to a more objective explanation of the cluster structure in the
data, and is in accordance with the parsimony principle, because using une-
qual variances for each block tends to reduce the estimated number of latent
classes.

The principal disadvantage of the proposed latent class MDS/Unfolding
procedure based on the SA algorithm for the estimation of the parameters,
is the high CPU time compared with other optimization algorithms. This
limits its application to data sets of small or medium size. Nevertheless, in
some practical situations where the independence and (log) normality as-
sumptions of the proximities are not appropriate, an exploratory approach
using for example the minimal distance algorithm that demands a time con-
siderably smaller in the estimation of the parameters, could be an suitable
alternative, that can be applied to large size data sets. The problem of the
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high computer cost of the SA algorithm can be solved partially using reduc-
tion formulas that simplify the calculations of the estimators in each iteration
of the algorithm. This possibility is being explored by the author at the mo-
ment. The Simulated Annealing based conditional estimation procedure can
be extended to include any other mixture distributions. Another interesting
possibility for future studies is to develop a new strategy of model selection
to determine the most adequate distribution of the mixture components. The
developed methodologies can also be extended to three-way two-mode data
sets, to simultaneously determine groups of objects and/or of similar sub-
jects, while the cluster centers are represented in a low dimensional space.
This topic is also currently investigated by the author.

The problem of the degeneration appears frequently in unfolding models
when transformations of the data are allowed that include at least an inter-
cept and a slope, that is, ordinal and interval transformations. Even though
the modi�ed SMACOF procedure produces good results in all the data exam-
ples, other algorithms, for example, PREFSCAL (Busing et al., 2005) could
be used when geometric constraints are imposed, and to extend the method
for ordinal transformations. The two models for preference data were deve-
loped for the simple unfolding model, but it may be developed for the vector
model as well.

The new methodologies developed in this thesis for the cluster MDS/unfol-
ding models provided encouraging results in all the data sets analyzed. Ho-
wever, from the discussion it is clear that still much work can be done for
example, considering new strategies for the estimation of the parameters and
for model selection, as well as extending the proposed strategies to more
general models.
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