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Introduccion

Planteamiento

La Toma de Decision es un proceso cognitivo que consiste en seleccionar la mejor
alternativa (o alternativas) de entre un conjunto de alternativas. Es una tarea compleja
y una de las actividades fundamentales de los seres humanos. Algunos autores defienden
que la Toma de Decision en situaciones complejas es una caracteristica fundamental que
diferencia a los seres humanos de los animales [32].

La Toma de Decisiéon es una tarea habitual de la vida cotidiana. Constantemente nos
enfrentamos a situaciones en las que existen varias alternativas y, al menos en algunas
ocasiones, tenemos que decidir cual es mejor o cudl llevar a cabo. Ejemplos tipicos
incluyen qué comprar, decidir déonde viajar o a quién votar en unas elecciones.

Sin embargo, la Toma de Decisiéon no sélo ocurre para individuos aislados. Muchos
problemas de decisién tienen que ser resueltos por un grupo de personas, normalmente
expertos, que tienen que decidir de forma conjunta qué alternativa de entre todas es
mejor en una situacién concreta. Este tipo de Toma de Decision con multiples indivi-
duos o expertos se denomina Toma de Decisién en Grupo (TDG). El hecho de que estén
involucradas varias personas implica algunas complicaciones adicionales que deben re-
solverse antes de obtener una solucién adecuada. Por ejemplo, las opiniones sobre las

alternativas de los distintos individuos pueden diferir en gran medida y, por lo tanto,



durante el proceso de decision, es necesario llegar a alcanzar algin tipo de acuerdo o

consenso entre los individuos antes de seleccionar la mejor alternativa.

En todo proceso de Toma de Decisién en Grupo, son dos los procesos a desarrollar
antes de obtener una solucién [46, 111, 122, 123, 140, 142]: el proceso de consenso y el
proceso de seleccién. Ambos procesos han sido objeto de estudio por diversos autores
en diferentes contextos de Toma de Decisiéon en Grupo [90, 139, 147]. El primero, co-
nocido también con el nombre de consenso topologico, hace referencia a como alcanzar
el maximo grado de consenso o acuerdo entre los individuos o expertos sobre el con-
junto de alternativas soluciéon. Normalmente esté coordinado por una persona, llamada
moderador, que ayuda a los individuos o expertos a acercar sus opiniones [140, 187].
El segundo, conocido también con el nombre de consenso algebraico, hace referencia a
cémo obtener el conjunto de alternativas solucion a partir de las opiniones expresadas
por los individuos o expertos. Ambos procesos actiian conjuntamente de forma secuen-
cial. Primero, el proceso de consenso actia para lograr alcanzar el maximo grado de
consenso posible entre las opiniones de los individuos o expertos. En cada momento se
calcula el grado de consenso existente. Si el grado es satisfactorio, entonces el proceso de
seleccion se aplica de cara a obtener la solucién. Por el contrario, si el grado de consenso
medido no es satisfactorio, entonces los individuos o expertos son instados a modificar
sus opiniones de cara a aumentar la proximidad en sus planteamientos. De este modo,
un proceso de Toma de Decisiéon en Grupo se puede definir como un proceso dinamico
e iterativo en el que los individuos o expertos van cambiando sus opiniones hasta que
sus planteamientos sobre la solucién son lo suficientemente préximos, momento en el

que se obtiene la solucién de consenso mediante la aplicacién del proceso de seleccion.

Para modelar correctamente las situaciones de Toma de Decisiones en Grupo, son

varios los aspectos que tenemos que tener en cuenta:
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s FEl dominio de representacion que se usa para valorar las preferencias de los exper-
tos, el cual depende de la naturaleza cuantitativa o cualitativa de los aspectos que
se estén valorando. Normalmente se asume que los individuos que participan en
un proceso de decision son capaces de expresar sus preferencias sobre el conjunto
de alternativas mediante valores numéricos precisos. Sin embargo, en multitud
de ocasiones, puede ocurrir que un individuo tenga que valorar aspectos de na-
turaleza cualitativa que dificilmente admitan valoraciones precisas, siendo mas
apropiado utilizar otro tipo de valores como, por ejemplo, términos lingiiisticos.
Asi, en aquellas situaciones de decision en las que la informacion disponible es
demasiado imprecisa o se valoran aspectos cuya naturaleza recomienda el uso de
valoraciones cualitativas [50, 67, 103, 104, 109, 195, 207, 217, 231, 232, 233, 235],
el uso del Enfoque Lingiifstico Difuso [231, 232, 233] basado en conceptos de la
Teoria de Conjuntos Difusos [75, 230] se ha mostrado muy 1til para modelar este
tipo de aspectos. El uso del enfoque lingiiistico implica la necesidad de realizar
procesos para operar con palabras que en la Toma de Decisién se ha llevado a

cabo usando distintos modelos [67, 69, 114].

s FEl formato de representacion que pueden usar los expertos para expresar sus opi-
niones o preferencias. Dicho formato de representacién puede afectar en gran me-
dida al proceso de decisién. Por ejemplo, algunos formatos de representacion, como
la seleccion de un subconjunto de alternativas o los drdenes de preferencias de las
alternativas, son modelos de representacién simples, de forma que los expertos que
no estan familiarizados con ellos pueden aprender a usarlos de manera efectiva
facilmente. Sin embargo, su simplicidad implica también que la cantidad de infor-
macion que puede modelarse con ellos y la granularidad de la misma es escasa. Por

otro lado, otros formatos de representacion de preferencias, como las relaciones de




preferencia 2, 25, 36, 38, 50, 52, 67, 90, 103, 104, 117, 156, 173, 207, 208, 217, 235],
ofrecen una mayor expresividad y, por lo tanto, se puede modelar mucha mas in-

formacién (y mas precisa) con ellos.

Falta de informacion. Es deseable que los expertos que se enfrentan a un pro-
blema de decision tengan un conocimiento exhaustivo y amplio sobre todas las
alternativas, sin embargo, esto no siempre se cumple. Existen numerosos factores
culturales y personales que pueden dar lugar a situaciones donde existe falta de
informacion para tomar una decisién correctamente. Por ejemplo, los expertos
pueden no estar familiarizados con todas las alternativas, lo cual suele ocurrir si
el conjunto de alternativas posibles es grande, o quizas los expertos no son capaces

de discriminar suficientemente entre alternativas similares.

Falta de consistencia o contradiccion en las preferencias expresadas por los exper-
tos. Aunque la diversidad de opiniones entre los distintos expertos para resolver
un problema de decision es tipicamente recomendable (incluso cuando las opinio-
nes son antagonicas), ya que esto lleva a la discusion y el estudio profundo del
problema a resolver, la contradiccién en las opiniones individuales de los expertos
no es considerada tan 1til normalmente. De hecho, en cualquier situaciéon real, si
una persona expresa opiniones inconsistentes o contradictorias, esa persona suele

ser menos tenida en cuenta por el resto.

Localizacion de los expertos que participan en el proceso de decision. El proceso
de consenso normamlmente involucra la comunicacién y discusién entre expertos
y entre los expertos y el moderador. Por tanto, automatizar totalmente el proceso
de consenso es una tarea bastante dificil debido al alto niimero de interacciones
necesarias. Sin embargo, podemos encontrar varias aproximaciones y herramien-

tas que hacen uso de nuevas tecnologias (principalmente tecnologias web) para




Introduccién 5)

adaptar los procesos de consenso cldsicos a nuevos entornos [11, 145, 146]. La
aplicacion de estas nuevas tecnologias permite realizar procesos de consenso en
situaciones en las que anteriormente no seria posible. Por ejemplo, podemos llevar
a cabo procesos de consenso entre varios expertos localizados en diferentes paises
a lo largo del mundo. Por tanto, es importante notar que, incluso con la adopciéon
de nuevas tecnologias de comunicacién (video conferencias, salas de chat, mensa-
jeria instantdnea, e-mail, etc.), los expertos podrian encontrar dificultades para
discutir y colaborar entre ellos a la hora de resolver problemas de Toma de Deci-
sién en Grupo en los cuales no pueden estar fisicamente reunidos. Debido a esto,
en los procesos de consenso para problemas de Toma de Decisién en Grupo donde
los expertos no tienen la posibilidad de estar juntos, éstos podrian no tener una
idea clara sobre el actual estado de consenso existente entre todos los expertos

involucrados en el proceso de decision.

Por tanto, el estudio de todos estos aspectos es un punto critico para desarrollar
modelos y procesos de decisién en grupo. Asi pues, admitiendo que muchos problemas
de Toma de Decision en Grupo cotidianos pueden representarse mediante un modelo
lingiiistico, el problema que se afronta en esta memoria es el de intentar dar solucion a
esos modelos lingiiisticos de Toma de Decisién en Grupo de la manera mas parecida a
como se hace en la vida real, con vistas a crear modelos suficientemente consistentes y
coherentes con las situaciones reales.

De esta manera, el tratamiento de la informacién incompleta en Problemas de Toma
de Decisién en Grupo con relaciones de preferencia difusas ha sido eficaz y ampliamente
estudiado [121, 122, 206]. Sin embargo, para relaciones de preferencia lingiiisticas di-
fusas, aunque se han propuestos varias aproximaciones [210, 212, 213], existen todavia

ciertas limitaciones a la hora de trabajar con informacién lingiiistica incompleta.




Por otra parte, existe gran cantidad de modelos de consenso para problemas de
Toma de Decision en Grupo basados en una aproximacion lingiiistica que usa varia-
bles lingiifsticas valoradas en conjuntos de términos lingiiisticos que estan uniforme y
simétricamente distribuidos, es decir, asumiendo el mismo nivel de discriminacién a
ambos lados del término lingiiistico medio [22, 111, 113, 128, 207]. Sin embargo, existen
problemas que necesitan valorar sus variables con términos lingiiisticos que no estan
ni uniforme ni simétricamente distribuidos [107, 125, 159, 191, 202], es decir, usando
conjuntos de términos lingiiisticos difusos no balanceados, y que no han sido estudiados
todavia en profundidad.

Debido a la necesidad de mejorar estos aspectos en los Problemas de Toma de
Decisién en Grupo con informacion lingiiistica difusa, nos proponemos en esta memo-
ria desarrollar nuevos modelos que tengan en cuenta todos los aspectos anteriormente

mencionados.

Objetivos

El propésito principal de esta memoria es desarrollar nuevos modelos de Toma de
Decisiéon en Grupo con informacién lingiiistica difusa. Para conseguir este propdsito,

hemos establecido los siguientes objetivos:

= Desarrollar un procedimiento de estimacién de valores perdidos para relaciones

de preferencia lingiiisticas difusas incompletas basado en criterios de consistencia.

= Desarrollar un proceso de seleccion para resolver problemas de Toma de Decision
en Grupo con relaciones de preferencia lingiiisticas difusas incompletas que haga

uso del procedimiento de estimacion anterior.
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= Desarrollar un modelo de consenso para problemas de Toma de Decision en Grupo
con informacion lingiiistica difusa no balanceada que realice todo el proceso de
forma automatica, es decir, sin moderador, realizando las tareas habituales del
mismo como son la identificacion de los expertos mas alejados del consenso y la
recomendacion de los cambios de opiniéon que deberian acometer tales expertos

para mejorar el consenso. El desarrollo de este modelo de consenso implica:

Proponer una nueva metodologia lingiiistica difusa para trabajar con con-

juntos de términos lingiiisticos no balanceados.

e Proponer medidas de consenso entre las preferencias expresadas por los ex-

pertos.

e Proponer medidas de proximidad entre las preferencias expresadas por los

expertos y la preferencia colectiva.

e Desarrollar un mecanismo de retroalimentacién que use las medidas anterio-
res para dar consejo a los expertos sobre como deberian cambiar sus prefe-

rencias para obtener un nivel de consenso mayor.

e Desarrollar una herramienta de visualizacion que ayude a los expertos a

comprender mejor cudl es el actual estado de consenso en todo momento.

Estructura de la Memoria

Para alcanzar los objetivos planteados, esta memoria se estructura en cuatro capitu-

los. A continuacién, presentamos un breve resumen de cada uno de ellos:

= FEn el Capitulo 1 se hace una introduccién a la Toma de Decision y a las carac-

teristicas de estos problemas, dedicando especial interés al esquema general de




los modelos de Toma de Decisién en Grupo. Ademés, se presentan las herramien-
tas y modelos béasicos que seran usados en los siguientes capitulos: estructuras
de representacion de preferencias, propiedades de las relaciones de preferencia,
consistencia, cuantificadores difusos, operadores de agregacion y el problema de

la informacion incompleta.

En el Capitulo 2 se estudian los conceptos y herramientas del modelado lingiiisti-
co difuso, ademaés de los diferentes enfoques del mismo para la representacién de
informacion: el modelado lingiiistico difuso clasico, el modelado lingiiistico difu-
so ordinal, el modelado lingiiistico difuso 2-tupla, el modelado lingiiistico difuso

multi-granular y el modelado lingiiistico difuso no balanceado.

En el Capitulo 3 se desarrolla un proceso de seleccién de alternativas que permi-
tira abordar problemas de Toma de Decisién en Grupo con relaciones de preferen-
cia lingtifsticas difusas incompletas. Para ello, se desarrollara un procedimiento de
estimacién iterativo basado en criterios de consistencia que es capaz de calcular
informacion perdida en las relaciones de preferencia lingiiisticas difusas incomple-

tas.

En el Capitulo 4 se desarrolla un modelo de consenso para problemas de Toma de
Decision en Grupo con informacién lingiiistica difusa no balanceada. El modelo de
consenso serd capaz de generar recomendaciones a los expertos para que puedan
cambiar sus opiniones con el objetivo de llegar a una solucién lo suficientemente
consensuada. Ademas, se desarrolla una herramienta de visualizacion para ayudar

a los expertos a comprender mejor cudl es el actual estado de consenso.

Finalmente, se presentan las conclusiones y resultados mas relevantes obtenidos

de la investigacién realizada en esta memoria, asi como las futuras lineas de inves-
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tigacién a seguir y las publicaciones derivadas a partir de la misma. La memoria
concluye con una recopilacién bibliografica de las contribuciones méas destacadas

en la materia estudiada.







Capitulo 1

La Toma de Decisién en Grupo

La Toma de Decision, es decir, el proceso de seleccionar la mejor alternativa o alter-
nativas de entre un conjunto de las mismas, es una tarea muy comun y que esta presente
en casi todas las actividades humanas. Por tanto, el estudio de situaciones de Toma de
Decisién y de los mecanismos que permiten resolver esta clase de problemas es funda-

mental.

Este primer capitulo esta dedicado a hacer una revisiéon de los problemas de Toma
de Decisién en Grupo, es decir, problemas en los que participan varios individuos o
expertos con el objetivo de alcanzar una solucién en comun al mismo, y a presentar los

aspectos a tener en cuenta para resolver esta clase de problemas.

La estructura del capitulo es la siguiente. En primer lugar, presentamos el concepto
de Toma de Decisién junto con algunos ejemplos de situaciones de Toma de Decision
tipicas en la Seccién 1.1. Las principales caracteristicas de los problemas de Toma de
Decision se describen en la Seccion 1.2. A continuacion, mostramos el esquema general
de los modelos de Toma de Decisién en Grupo en la Seccién 1.3 y, en la Seccién 1.4,
revisamos los formatos méas comunes de representacion de preferencias usados por los
expertos para expresar sus opiniones. Posteriormente, tratamos el problema de la consis-

tencia en las opiniones de los expertos en la Seccién 1.5. Los cuantificadores lingiiisticos

11
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difusos se presentan en la Seccién 1.6. Algunos operadores de agregacién son descri-
tos en la Seccién 1.7. Y para finalizar este capitulo, introducimos el problema de la

informacion incompleta en la Seccién 1.8.

1.1. La Toma de Decision

Muchas de las actividades humanas precisan tomar decisiones en algin momento
determinado. Asi, diariamente nos enfrentamos a situaciones en las que debemos decidir
qué hacer o qué alternativa elegir en funcién del entorno en el que nos encontramos. Por
ejemplo, decidir qué ropa ponerse o qué comer. De esta forma, cada vez que se plantea
la necesidad de tomar una decision, ésta va acompanada de un conjunto de posibles
alternativas que, a su vez, tienen una serie de consecuencias que pueden hacernos dudar
sobre la idoneidad de cada una de ellas. Por tanto, en un sentido amplio, tomar una
decision consiste en elegir la mejor opcién o alternativa de entre un conjunto de opciones
o alternativas.

Una situacion de Toma de Decision clésica presenta los siguientes elementos basicos

[51]:

1. Uno o varios objetivos por resolver.

2. Un conjunto de alternativas o decisiones posibles para alcanzar dichos objetivos.

3. Un conjunto de factores o estados de la naturaleza que definen el contexto en el

que se plantea el problema de decision.

4. Un conjunto de valores de utilidad o consecuencias asociados a los pares formados

por cada alternativa y estado de la naturaleza.
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Como la Toma de Decisién [90, 178, 203] esté presente en casi todas las actividades
humanas, no es sorprendente que el estudio de modelos de Toma de Decision tenga
un papel destacado no sélo en Teoria de Decision, sino también en otras areas de
investigacion como la Inteligencia Artificial, Economia, Sociologia, Ingenieria, etc.

Sin embargo, los modelos de decisién basicos tienen poco en comun con los modelos
de decision reales. Muchos procesos de Toma de Decisién reales se desarrollan en am-
bientes donde los objetivos, restricciones y posibles alternativas no son conocidas con
precision o no estan bien definidas. Por lo tanto, es necesario estudiar y refinar estos mo-
delos de decisién para poder modelar esa incertidumbre. El profesor Zadeh propuso en
1965 una manera practica y poderosa de tratar dicha incertidumbre en el conocimiento
humano: La Teorfa de Conjuntos Difusos [230]. La aplicacién de la Teoria de Conjuntos
Difusos, para resolver la incertidumbre en la informacién en los procesos de Toma de
Decisién, fue propuesta por Bellman y Zadeh en 1970 [20] y, desde ese momento, se ha
utilizado extensivamente debido a su utilidad. Su principal cualidad es la de presentar
un entorno de trabajo mucho mas flexible, donde es posible representar la imprecision,
tanto cualitativa como cuantitativa, de los juicios humanos. Esto permite solucionar
satisfactoriamente muchos de los problemas derivados de la pérdida de informacién.

Por otro lado, es normal que los problemas de decision necesiten de un analisis de
las diferentes alternativas y del problema al que nos enfrentamos. La Toma de Decision,
como apuntan Keeney y Raiffa [144], intenta ayudar a los individuos a tomar decisiones
dificiles y complejas de una forma racional. Esta racionalidad implica el desarrollo
de métodos y modelos que permitan representar fielmente cada problema y analizar
las distintas alternativas con criterios objetivos. Sin embargo, no todo problema de
decision se resuelve por medio de un proceso completamente racional. De hecho, muchos
factores externos y subjetivos afectan a los procesos de decision y, por lo tanto, la

solucion final puede variar si las condiciones en las que se presenta el problema cambian.
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A continuacién, mostramos algunos ejemplos comunes y reales de procesos de Toma
de Decision y comprobaremos como su solucién puede verse influenciada por factores

externos o subjetivos:

» FElegir lo que se va a comer. Elegir entre varias comidas posibles cuando uno
estd hambriento es una situacién comun en nuestra vida diaria. Sin embargo,
la eleccién de un tipo particular de comida o incluso la manera de cocinarla,
no depende exclusivamente de factores racionales (por ejemplo, las necesidades
corporales, las propiedades nutritivas del alimento, etc.), sino que otros factores
externos y subjetivos afectan en gran manera a la decisién final. Por ejemplo,
gustos personales, el aspecto de los distintos platos (que no implica directamente

buena calidad o sabor), etc.

= Comprar. Este es un claro ejemplo de Toma de Decisién. Cuando queremos com-
prar un producto particular, usualmente tenemos que elegir entre una gama de
alternativas diferentes pero similares. Esta claro que existen factores externos que
nos influencian en gran medida sobre qué productos comprar. Por ejemplo, el lu-
gar donde se encuentran situados los productos en la tienda o la ayuda que ofrece
el vendedor al cliente son factores fundamentales que determinan qué productos
se venden bien y cudles no. Ademas de los factores externos, que pueden influen-
ciar mucho en la decision final, éste es un buen ejemplo donde nos enfrentamos al
problema de la falta de informacion. No es extrano que un cliente, que tiene que
escoger entre diversos productos similares, no posea informacion suficiente sobre

las caracteristicas particulares que los diferencian.

s Votar en unas elecciones. En unas elecciones, los votantes tienen que elegir entre
diversos candidatos. En este caso, es facil percibir que factores muy subjetivos

pueden influir muy seriamente en el resultado final. Ademads, este es un claro
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ejemplo donde es mejor utilizar valoraciones lingiiisticas, tales como bueno, malo,

mejor, para valorar a los candidatos que valores numéricos exactos.

1.2. Caracteristicas de los Problemas de Toma de
Decision

Ante la gran variedad de situaciones o problemas de decisiéon que se pueden presentar
en la vida real, la Teoria de la Decision ha establecido una serie de caracteristicas que
permiten clasificar estas situaciones o problemas atendiendo a diferentes puntos de vista
como, por ejemplo, la fuente o fuentes de informacién y el formato de representacién
de preferencias utilizado para resolver dicho problema de decisién.

En los siguientes apartados, se hace una breve revisién de las caracteristicas que

definen cada uno de estos puntos de vista.

1.2.1. Numero de Criterios

El ntimero de criterios o atributos que se tienen en cuenta en los procesos de decisién
para obtener la solucién permite clasificar a los problemas de decision en dos tipos

[56, 57, 90, 92, 96, 135, 160, 162, 179, 203]:

1. Problemas con un unico criterio o atributo. Problemas de decisién en los que,
para evaluar las alternativas, se tiene en cuenta un unico valor que representa la
valoracion dada a esa alternativa. La solucion se obtiene como la alternativa que

mejor resuelve el problema teniendo en cuenta este tinico criterio de decision.

Ejemplo 1.1. Supongamos un problema de decisién en el que nos planteamos

cambiar de trabajo y nos ofrecen tres posibles alternativas, cada una de ellas




16 1.2. Caracteristicas de los Problemas de Toma de Decision

caracterizada por el atributo sueldo. Este problema de decisién seria muy simple

de resolver puesto que escogeriamos la alternativa con mejor sueldo.

En los problemas de decisién con un tnico criterio, cada alternativa se caracteriza
por un unico valor. Sea X = {z1,xs,...,2,} el conjunto de alternativas del pro-
blema. Una forma de representacion de la informacion del problema se muestra

en la Tabla 1.1:

Alternativas | Criterio
() ¢

X Y1

Tn Yn

Tabla 1.1: Esquema general de la informacién de un problema de Toma de Decisién con
un dnico criterio.

Cada entrada y; de la tabla indica la preferencia de la alternativa z; de acuerdo
al criterio c. Segun el contexto de definicién del problema, cada y; estara valorada

en un dominio de expresiéon determinado (numérico, lingiiistico, etc.).

2. Problemas multi-criterio o multi-atributo. Problemas de decision en los que, para
evaluar las alternativas, se tienen en cuenta los valores de dos o mas criterios o atri-
butos que definen las caracteristicas de cada alternativa. La alternativa solucién

sera aquella que mejor resuelve el problema considerando todos estos criterios.

Ejemplo 1.2. Supongamos un problema de decisién en el que nos planteamos
cambiar de trabajo y nos ofrecen tres posibles alternativas, pero, en este caso, cada
una de ellas se caracteriza por tres atributos: el sueldo, la ubicacién geografica y
el tipo de trabajo a desarrollar. En esta situacién, estamos ante un problema en el
que se consideran varios criterios para tomar una decisién y, por tanto, hablamos

de un problema de decision multi-criterio o multi-atributo.
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Los problemas de Toma de Decisién multi-criterio son mas complejos de resolver
que los problemas en los que solo hay que tener en cuenta un criterio para obtener
la solucion. Cada criterio puede establecer un orden de preferencia particular y
diferente sobre el conjunto de alternativas. A partir del conjunto de 6rdenes de
preferencia particulares, serd necesario establecer algin mecanismo que permita
construir un orden global de preferencia. Podemos encontrar varios ejemplos en

la literatura [97, 188, 203].

El ntimero de criterios en problemas de decisién multi-criterio se asume que es
finito. Sean X = {xy, 29, ...,2,} y C = {c1,¢a,...,c} €l conjunto de alternativas
y el conjunto de criterios que caracterizan una situacién de decisién determinada.
Entonces, una forma de representacién de la informaciéon del problema puede

expresarse mediante la Tabla 1.2:

Alternativas C'riterios
(x;) c1 \ Co \ \ Cm
T1 Y11 | Y12 | - | Yim
Ty Ynl | Yn2 | -+ | Ynm

Tabla 1.2: Esquema general de la informacién de un problema de Toma de Decision
multi-criterio.

Cada entrada y; de la tabla indica la preferencia de la alternativa z; respecto del
criterio c¢,. Segun el contexto de definicion del problema, cada v, podria estar

valorada en un dominio de expresién determinado (numérico, lingiiistico, etc.).

1.2.2. Ambiente de Decisién

El ambiente de decision viene definido por las caracteristicas y el contexto en el que

se va a llevar a cabo la Toma de Decisién. La Teoria Cléasica de la Decisién distingue
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tres situaciones o ambientes de decisién [80, 180]:

1. Ambiente de certidumbre. Un problema de decision estd definido en un ambiente
de certidumbre cuando se conocen con exactitud todos los elementos y factores
que intervienen en el problema. Esta situacion permite asignar valores precisos de

utilidad a cada una de las alternativas presentes en el problema.

Ejemplo 1.3. Supongamos que disponemos de una determinada cantidad de di-
nero que queremos invertir en alguno de los diferentes productos financieros del
mercado que nos garantice la inversién realizada (por ejemplo, imposicién a plazo
fijo). Asumiendo que conocemos con exactitud la rentabilidad de cada producto,
los gastos de gestién y la duracién del mismo, debemos decidir en qué producto
invertir para maximizar la inversion realizada. En este caso, conocemos todos los
factores que se han de tener en cuenta para tomar la decision y el problema con-
sistird en estructurar correctamente esta informacion y establecer las preferencias
entre las alternativas de forma que nos permita elegir aquella que maximice el

beneficio esperado.

2. Ambiente de riesgo. Un problema de decision estd definido en un ambiente de
riesgo cuando alguno de los elementos o factores que intervienen estan sujetos a
las leyes del azar. En estos casos, estos problemas se resuelven utilizando la Teoria

de la Probabilidad.

Ejemplo 1.4. Supongamos que queremos realizar una inversion en un depdsito
ligado a resultados deportivos. Inmediatamente surgen dudas sobre los resultados
de equipos de los que depende la inversion. En este caso, el enfoque del problema
ha de ser diferente y se podra utilizar una distribuciéon de probabilidad para

reflejar la posible subida o bajada dependiendo de los resultados deportivos que
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influird en la utilidad de cada una de las posibles alternativas en las que invertir

el dinero.

3. Ambiente de incertidumbre. Un problema de decisién esté definido en un ambiente
de incertidumbre cuando la informacion disponible sobre las distintas alternativas
puede ser incompleta, vaga o imprecisa, lo que implica que la utilidad asignada a
cada alternativa tenga que ser valorada de forma aproximada. Esta incertidumbre
surge a raiz del intento de modelar la imprecision propia del comportamiento

humano o la inherente a ciertos fenémenos que por su naturaleza son inciertos.

Ejemplo 1.5. Supongamos que queremos realizar una inversiéon sobre un nuevo
valor en bolsa. En este caso, los expertos intentan valorar fenémenos relacionados
con apreciaciones subjetivas sobre una posible subida o bajada en la cotizacién

de las acciones en las que se invierta el dinero.

Los métodos clasicos no son adecuados para tratar situaciones en las que la incer-
tidumbre se debe a la aparicion de informacién vaga e imprecisa. Esto ha generado
la necesidad de recurrir a la definicién de nuevos modelos basados en la Teoria
de Conjuntos Difusos [230] para modelar la incertidumbre como, por ejemplo,
los Conjuntos Aproximados (Rough Sets) [78, 100, 133], los Conjuntos Difusos

Intuicionistas [16, 35, 37, 39, 194, 215], etc.

1.2.3. Numero de Expertos

Otro punto de vista, a la hora de clasificar los problemas de decisién, hace referencia
al nimero de expertos que toman parte en el proceso de decision. Un proceso de Toma de

Decisién en el que participan varios expertos es mas complejo que otro que se realiza de
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forma individual. Sin embargo, el hecho de que intervengan varios expertos con puntos
de vista diferentes puede ofrecer una soluciéon mas satisfactoria al problema [180, 187].

Atendiendo al numero de expertos que toman parte en el proceso de Toma de
Decisién, los problemas de decisién se pueden clasificar en dos tipos [88, 111, 117, 121,

122, 123, 128, 139, 196, 197, 204, 207, 217]:

1. Unipersonales o individuales. Las decisiones son tomadas por un tnico experto.
En los problemas de decision con un tnico experto, cada alternativa es valora-
da por un tnico experto. Sea X = {x1,,...,x,} el conjunto de alternativas
que son valoradas por el experto e. Entonces, una forma de representacion de la

informacion del problema se puede observar en la Tabla 1.3:

Alternativas | Experto
(x;) e

o Y1

Ln Yn

Tabla 1.3: Esquema general de la informacién de un problema de Toma de Decisiéon con
un dnico experto.

Cada entrada y; de la tabla indica la preferencia dada por el experto e sobre la
alternativa z;. Segun el contexto de definicién del problema, cada y; podria estar

valorada en un dominio de expresién determinado (numérico, lingiiistico, etc.).

2. En grupo o multi-experto. La decisiones son tomadas por un grupo de expertos
que intentan alcanzar una solucion en comin al problema. El niimero de expertos
en los problemas de Toma de Decision en Grupo se asume que es finito. Sean
X = {x1,29,...,2,} vy E = {e1,e€9,...,e,} el conjunto de alternativas y el con-

junto de expertos que valoran cada alternativa que caracteriza una situacion de
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decisiéon determinada. Entonces, una forma de representacion de la informacién

del problema puede observarse en la Tabla 1.4:

Alternativas Expertos
(I’l> €1 ‘ €9 ‘ e ‘ €Em
X1 Y1 | Y12 | - | Yim
Tn Yn1 Yn2 ves Ynm

Tabla 1.4: Esquema general de la informacion de un problema de Toma de Decision en
Grupo.
Cada entrada y;; de la tabla indica la preferencia sobre la alternativa x; del experto
e;. Segun el contexto de definicion del problema, cada y; podria estar valorada

en un dominio de expresiéon determinado (numérico, lingiiistico, etc.).

Existe cierta similitud entre los problemas de Toma de Decisiéon en Grupo y los
problemas de decisién multi-criterio. En ambos casos, existen multiples 6rdenes de
preferencia sobre las alternativas y es necesario integrarlos en un tunico orden global
de preferencia. La diferencia consiste en que en los problemas de Toma de Decisién en
Grupo, los 6rdenes de preferencia representan la importancia de las alternativas segiin
cada persona, mientras que en los problemas multi-criterio, los érdenes representan la

importancia de cada alternativa respecto a cada criterio.

1.2.4. Importancia del Experto

La importancia de cada experto que participa en el proceso de decision es otra forma

de clasificar los problemas de decisién [22, 111, 112, 113]:

1. Homogéneos. Las opiniones de los expertos se consideran igualmente importantes.

2. Heterogéneos. Las opiniones de los expertos no se consideran igualmente impor-

tantes.
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Un modo de recoger este aspecto consiste en asignar un peso a cada experto. Los
pesos son valores cualitativos o cuantitativos que pueden ser asignados, por ejemplo, por
un moderador. Pueden interpretarse como la importancia del experto dentro del grupo o
como lo relevante que realmente es el experto en relacion al problema tratado [74, 79]. En
cualquier caso, es conveniente apreciar que este peso ha de actuar como una restriccién
sobre las opiniones de los expertos en el proceso de resolucion. En algunas situaciones,
estos problemas pueden ser complicados ain mas, considerando que tenemos opciones

o alternativas con distinta relevancia de cara al domino de aplicacion del problema.

1.2.5. Formato de Representacién de Preferencias

Finalmente, otra forma de clasificar los problemas de decisiéon es teniendo en cuenta
el formato de representacion de preferencias usado por los expertos que participan en

el proceso de decision [52, 53, 54, 86, 88, 117, 123, 128, 165, 239, 240]:

1. Homogéneos. Todos los expertos expresan sus preferencias utilizando el mismo

formato de representacion de preferencias.

2. Heterogéneos. Los expertos expresan sus preferencias utilizando distintos formatos

de representacién de preferencias.

En la vida real no siempre es posible que todos los expertos utilicen el mismo
formato de representacién de preferencias, debido a que cada experto tiene su propio
conocimiento, experiencia y personalidad, lo cual implica que los diferentes expertos
expresen sus preferencias mediante distintos formatos de representacién. Este es un
tema que ha atraido la atencién de muchos investigadores del area de Toma de Decisién
en Grupo y, como resultado, se han propuesto distintas aproximaciones para integrar
diferentes formatos de representacién de preferencias [52, 53, 54, 86, 88, 117, 123, 128,
165, 239, 240].
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En esta memoria, nosotros nos centramos en los problemas de Toma de Decisién
en Grupo homogéneos, tanto en la importancia de los expertos como en el formato de

representacion de preferencias utilizado.

1.3. Esquema General de los Modelos de Toma de

Decision en Grupo

Tomar decisiones en grupo, como su propio nombre indica, implica la participacién
de varias personas que han de tomar decisiones de forma colectiva para alcanzar una
solucién en comun a un problema.

Un proceso de Toma de Decision en el que participen varios individuos o expertos,
cada uno de ellos aportando sus propios conocimientos, experiencia y creatividad, pro-
porcionara una decisiéon de mayor calidad que aquella aportada por un tnico experto
[180, 187]. Por esta razén, el estudio de problemas de Toma de Decisién en Grupo ha
sido ampliamente tratado en la literatura [88, 111, 112, 113, 117, 121, 122, 123, 128,
139, 196, 197, 207, 217].

Un problema de Toma de Decisién en Grupo se establece en situaciones donde hay
una cuestiéon comun a solucionar, un conjunto de opciones o alternativas posibles a
escoger, X = {x1,...,2,} (n > 2), y un conjunto de individuos (expertos, jueces, etc.),
E ={e1,...,en} (m > 2), que expresan sus opiniones o preferencias sobre el conjunto
de opciones o alternativas. El objetivo es encontrar una solucién, que serd una o un
conjunto de alternativas, que sea la de mayor aceptacion por parte de todo el grupo
de expertos. A veces, existe una persona singular, llamada moderador [111, 140], que
no participa en el proceso de discusién y que se encarga de dirigir todo el proceso de

resolucién del problema de Toma de Decisién en Grupo y de ayudar a los expertos
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a aproximar sus preferencias sobre las alternativas hasta que éstos logran un acuerdo

sobre la solucién a escoger (Figura 1.1).
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Figura 1.1: Planteamiento de un problema de Toma de Decisiéon en Grupo.

En todo proceso de Toma de Decisién en Grupo, son dos los procesos a desarrollar
antes de obtener una solucién [46, 111, 122, 123, 140, 142]: el proceso de consenso y el
proceso de seleccion. Ambos procesos han sido objeto de estudio por diversos autores en
diferentes contextos de Toma de Decisién en Grupo [90, 139, 147]. El primero, conocido
también con el nombre de consenso topoldgico, hace referencia a cémo alcanzar el maxi-
mo grado de consenso o acuerdo entre los individuos o expertos sobre el conjunto de
alternativas solucién. Este proceso suele estar coordinado por un moderador [111, 140]
que se encarga de controlar el proceso de negociacion y de ayudar a los expertos a
aproximar sus preferencias. El segundo, conocido también con el nombre de consenso
algebraico, hace referencia a cémo obtener el conjunto de alternativas solucién a par-
tir de las opiniones expresadas por los individuos o expertos. Ambos procesos actiian
conjuntamente de forma secuencial. Primero, el proceso de consenso actia para lograr
alcanzar el maximo grado de consenso posible entre las opiniones de los individuos o
expertos. En cada momento, el moderador calcula el grado de consenso existente. Si el

grado es satisfactorio, entonces el proceso de seleccién se aplica de cara a obtener la
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solucién. Por el contrario, si el grado de consenso medido no es satisfactorio, entonces
el moderador insta a los individuos o expertos a modificar sus opiniones de cara a au-
mentar la proximidad en sus planteamientos. De este modo, un proceso de Toma de
Decisiéon en Grupo se puede definir como un proceso dinamico e iterativo en el que los
individuos o expertos van cambiando sus opiniones hasta que sus planteamientos sobre
la solucién son lo suficientemente proximos, momento en el que se obtiene la solucion
de consenso mediante la aplicacion del proceso de seleccion. Este procedimiento puede

observarse graficamente en la Figura 1.2.
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Figura 1.2: Esquema del proceso de Toma de Decision en Grupo.

Tanto el proceso de consenso como el proceso de seleccién se describen en mayor

detalle en las siguientes subsecciones.
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1.3.1. Proceso de Consenso

El proceso de consenso hace referencia a como alcanzar el mayor grado de acuerdo o
coincidencia entre los individuos o expertos sobre el conjunto solucion de alternativas,
y constituye un area de investigacion importante en el campo de la Toma de Decisién
en Grupo [28, 33, 46, 83, 89, 111, 121, 123, 128, 140, 142, 187, 194].

Tal y como recogen S. Saint y J. Lawson en [187], puede ocurrir que en un proceso
de Toma de Decisién en Grupo varios expertos consideren que sus preferencias no han
sido tenidas en cuenta para obtener la solucién final al problema y, por lo tanto, la
rechacen o no se sientan identificados con ella. Para evitar esta situacion, parece logico
llevar a cabo un proceso en el que los expertos expresen sus preferencias, las justifiquen,
y, finalmente, las aproximen con el proposito de alcanzar un nivel de acuerdo aceptable
entre todos ellos antes de tomar una decision sobre el problema.

Este proceso, que se denomina proceso de consenso, desarrolla la idea del consenso
en el mismo sentido en que aparece recogido en el diccionario de la Real Academia

Espanola [85], donde se define el término consenso como:

“Acuerdo producido por consentimiento entre todos los miembros de un gru-
po o entre varios grupos”

Segun esta definicién, un proceso de Toma de Decisién en Grupo en el que las
decisiones se toman por consenso implica que ningin experto esta en desacuerdo sobre
tales decisiones, aunque esto no significa que individualmente cada experto no pueda
seguir pensando que sus soluciones son mejores que las finalmente tomadas. Para que
este acuerdo sea posible, es necesario que todos los expertos cambien sus opiniones
o preferencias iniciales y tiendan a aproximarlas hacia una preferencia colectiva que
consideren satisfactoria.

Normalmente, al inicio de todo problema de Toma de Decisién en Grupo, las opi-
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niones de los expertos suelen diferir sustancialmente. En esta situacién, consideramos
que es apropiado que los expertos cambien sus preferencias y tiendan a aproximar sus
opiniones. De esta forma, se consigue que todos los expertos cedan en sus pretensiones
iniciales en pos de la busqueda del consenso y que ninguno de ellos rechace la solucion
obtenida por considerar que ¢l si ha cambiado sus preferencias y el resto no. Por tanto,
es importante desarrollar procesos de consensos en un intento de obtener una solucién al
problema sobre la que dicho conjunto de expertos muestren cierto grado de aceptacion.

La visién del concepto de consenso ha evolucionado a lo largo del tiempo. Tra-
dicionalmente el consenso se ha definido como el acuerdo unanime y total entre las
preferencias del grupo de expertos [23, 24, 192, 193]. Sin embargo, esta definicién de

consenso es inconveniente para nuestro propodsito por tres razones fundamentalmente:

1. En primer lugar, nos permite diferenciar tan sélo entre dos posibles estados, la

existencia y la ausencia de consenso.

2. En segundo lugar, las posibilidades de alcanzar tal acuerdo total, en caso de ser
necesario, son practicamente nulas. Es mas, un acuerdo completo y unanime no es

esencialmente necesario, incluso a veces es preferible evitarlo en la vida real.

3. En tercer lugar, para tomar una decision no es necesario alcanzar un acuerdo
unanime entre todos los expertos. Es suficiente con que una mayoria de expertos
alcance un acuerdo sobre cudl es el conjunto solucién de alternativas para resolver

el problema.

Todo esto ha conducido a una relajaciéon del concepto clésico del consenso y a la
tendencia hacia una interpretacion menos estricta en la que se valore la coincidencia
de las preferencias de una mayoria mas o menos significativa del conjunto de expertos.
Dependiendo del contexto y del tipo de problema que se esté abordando, esta mayoria

se define utilizando algin tipo de parametro cuantitativo o umbral de consenso. Por
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ejemplo, que la mitad mds uno o mds del 75 % de los expertos estén de acuerdo.
Kacprzyk en [136, 137] profundiza en el estudio del concepto de mayoria en pro-
blemas de Toma de Decisiéon en Grupo y propone suavizarlo hacia otro més flexible al
cual denomina mayoria difusa. Esta relajacion se consigue acudiendo al uso de cuanti-
ficadores lingiiisticos difusos del tipo la mayor parte de o muchos mas que la mitad y
apoyandose en el calculo de proposiciones cuantificadas lingiiisticamente desarrollado
por Zadeh [234] y Yager [218]. Continuando en esta misma direccién, en [137, 138, 141]
se propone suavizar el concepto tradicional del consenso entendido como la coincidencia
undnime y completa de las opiniones de los expertos por otro mas acorde con la per-
cepcién humana que se tiene sobre él mismo, surgiendo el concepto de soft consensus

que Kacprzyk define en [138] como:

“most of the relevant individuals agree as to almost all of the important al-
ternatives”!

Por todo esto, todos los procesos de consenso intentan alcanzar el maximo grado de
consenso posible entre los individuos o expertos, aunque éste no sea ideal. Para ello, el
proceso de consenso consiste en una fase de discusién en la que los expertos expresan sus
preferencias e intentan aproximarlas. Esta aproximacién se realiza a lo largo de varias
rondas de consulta o de consenso donde los expertos van cambiando sus preferencias
iniciales. El propésito de estos cambios es alcanzar un nivel de acuerdo minimo antes
de iniciar el proceso de seleccién de las alternativas solucion al problema de Toma de
Decisién en Grupo. Todo este proceso suele estar coordinado por al menos una figura
humana conocida como moderador. La figura del moderador es clave en un proceso de

consenso y entre otras funciones tiene asignadas tres que se consideran fundamentales

[187]:

! La mayoria de los expertos més relevantes estdn de acuerdo sobre la mayoria de las alternativas
mas importantes.
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» Evaluacion del grado de consenso alcanzado en cada ronda de consenso.
= Identificacion de las preferencias que impiden la consecucion del consenso buscado.
= Recomendacién de los cambios que los expertos deben hacer sobre dichas preferen-

cias para conseguir mejorar el consenso.
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Figura 1.3: Fases del proceso de consenso.

La Figura 1.3 muestra las distintas fases basicas que componen un proceso de consen-
so estandar. Si bien alguna de estas fases puede variar debido al contexto de definicién

del problema que se esté resolviendo, basicamente todas ellas realizan las operaciones

que se describen a continuacion.

1.3.1.1. Calculo de las Medidas de Consenso

Inicialmente, en cualquier problema de Toma de Decisién en Grupo no trivial, cabe
esperar que las preferencias de los expertos sean diferentes. Esto implica un grado de
consenso bajo. Conforme van transcurriendo las diferentes rondas, si el moderador dirige

correctamente el proceso, el grado de consenso deberd ir aumentando. Por lo tanto, es
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primordial establecer o definir operadores y medidas capaces de calcular y evaluar el

nivel de acuerdo alcanzado entre los expertos a lo largo del proceso.

Para evaluar el grado de consenso, la mayoria de los autores [33, 46, 136, 148, 236]
utilizan un valor numérico cuantificado dentro del intervalo [0, 1]. De esta manera, un
grado de consenso proximo a 0 indica que el nivel de acuerdo es muy bajo y, por el
contrario, un valor préximo a 1 significa que las preferencias de los expertos son muy
similares.?

Una variante al uso de valores numéricos en el intervalo [0, 1] la podemos encontrar en
[71, 111] para resolver problemas de Toma de Decisién en Grupo definidos en contextos
lingiifsticos difusos. En este tipo de problemas, debido a la naturaleza cualitativa de
las alternativas que se estan valorando, los expertos expresan sus preferencias mediante

términos lingiiisticos, los cuales se utilizan también para evaluar el nivel de acuerdo.

Para calcular el grado de consenso alcanzado en cada ronda de consenso, todos los
autores coinciden en la idea de medir la similitud entre las preferencias dadas por los
expertos a cada una de las alternativas presentes en el problema de decisién. Las pro-
puestas se diferencian en la forma de calcular esta similitud, distinguiendo dos posibles

vias de calculo:

1. Cadlculo de Distancias. La idea es muy simple y consiste en utilizar funciones que
permitan medir la distancia entre las preferencias de los expertos. A partir de esos
valores, es posible obtener un valor que represente el grado de consenso alcanza-
do entre los expertos. Como ejemplos de funciones de distancia, los autores han

utilizado distancias clasicas como:

» Distancia Euclidea [59].

2 Resaltar que Carlsson en [46] hace una interpretacién del grado de consenso justo al contrario,
es decir, un valor proximo a 0 indica un grado de consenso alto y un valor préximo a 1 un grado de
consenso bajo.
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» Distancia Geométrica [46].
= L-1 norma [58].
» El seno [17, 33] y coseno [101] del dngulo entre dos vectores.

2. Cdlculo de Coincidencias. Consiste en medir el grado de coincidencia entre las
preferencias de los expertos y, a partir de estas, obtener el grado de consenso.
Diremos que las preferencias de dos expertos coinciden si ambos asignan los mismos
valores a dichas preferencias. El grado de coincidencia se puede tratar desde dos
puntos de vista [141]:

a) Coincidencia rigida. Se hace una interpretacion estricta del concepto de coin-
cidencia, de ahi que el resultado de la comparacion entre dos preferencias sélo

admite dos valores:
= 1, si los valores de las preferencias son exactamente iguales.
= (), en caso contrario.

b) Coincidencia flexible. Se hace una interpretacion relajada del concepto de coin-
cidencia en el sentido de que se tiene en cuenta la proximidad o cercania de los
valores asignados a las preferencias. El resultado de la comparacién entre dos

preferencias admite valores entre [0, 1].

1.3.1.2. Control de Consenso

Una vez calculado el grado de consenso existente entre los expertos, es necesario
establecer una condicién de parada del proceso de consenso. Esta condicién consiste en
comprobar si el nivel de acuerdo ha alcanzado un umbral de consenso fijado previamente.
Este umbral de consenso representa el valor minimo que debe alcanzar el grado de
consenso para dar por finalizada la fase de consenso y dar paso al proceso de seleccion

de alternativas. El valor del umbral de consenso suele estar comprendido en el intervalo
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[0,1] y su valor dependera del tipo y objetivos del problema que se esté tratando en
cada momento. De esta forma, si las consecuencias de la decision a tomar son muy
importantes, entonces se puede exigir que el valor minimo del grado de consenso sea
alto (por ejemplo, 0.8). Por otro lado, si las consecuencias de la decisién a tomar no
son muy importantes o si es necesario obtener la solucién al problema rapidamente,
entonces se puede plantear rebajar el umbral de consenso hasta un valor préximo a
0.5. Valores inferiores a 0.5 no tienen sentido porque podrian interpretarse como que
existe consenso cuando ni siquiera la mitad de los expertos estan de acuerdo en sus

preferencias.

1.3.1.3. Generaciéon de Consejo

Si el grado de consenso no es suficiente, significa que existe bastante discrepancia
entre las preferencias de los expertos. En esta fase el moderador identifica a los expertos
y las preferencias que impiden que se alcance el grado de consenso deseado de la siguiente

forma:

1. Se calcula la opinién o preferencia colectiva del grupo de expertos a partir de las

preferencias individuales dadas por cada uno de ellos.

2. Se calcula la proximidad de las preferencias individuales de los expertos respecto a

la preferencia colectiva del grupo de expertos.

Teniendo en cuenta la proximidad, es posible identificar los expertos y las prefe-
rencias mas alejadas de la opinién colectiva y, por lo tanto, las que més inciden ne-
gativamente en la consecucién del consenso. De esta forma, el moderador sugerird o
aconsejara a los expertos que cambien sus preferencias mas alejadas con el proposito
de acercar sus opiniones y, de este modo, mejorar el grado de consenso o acuerdo en la

siguiente ronda de consenso.
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1.3.2. Proceso de Seleccion

Una vez que el proceso de consenso ha finalizado, esto es, se ha alcanzado un nivel
de consenso suficiente, se aplica el proceso de seleccién [48, 68, 69, 87, 83, 104, 109, 122,
153, 155, 164, 209, 239].

Por proceso de seleccién se entiende el proceso mediante el cual se obtiene el conjunto
de alternativas solucion a partir de las preferencias individuales sobre el conjunto de
alternativas de cada uno de los expertos implicados en el proceso de Toma de Decision en
Grupo. Para conseguir este objetivo, se ha de tener claro el criterio global o de conjunto
a aplicar en la eleccion de las alternativas que formaran parte del conjunto solucién.
Este criterio global suele reducirse a una comparacién de las alternativas entre si, para
lo que normalmente se suele utilizar una funcién, llamada de seleccién, para asociar a
cada alternativa un valor, llamado grado de seleccion, que se utilizara obviamente para
producir un orden parcial de las alternativas [72, 90, 137, 173, 198].

Se conocen dos esquemas de seleccion de alternativas:

1. Esquema directo. Este esquema propone obtener la solucion trabajando directa-
mente sobre las opiniones individuales de los individuos o expertos.

2. Esquema indirecto. En este caso, se obtiene la solucién a partir de la opinién co-

lectiva, que representa la opinién social del grupo de individuos o expertos.

Los modelos de seleccion de alternativas, tanto si adoptan el esquema directo como
el indirecto, se basan en diversos tipos de grados de seleccién de alternativas. Estos
grados expresan la relevancia de una alternativa dentro del conjunto de alternativas, y
actian selectivamente sobre el conjunto de alternativas durante el proceso de seleccion.

Suelen considerarse tres tipos de grados:

1. Grados de seleccion individuales. Se calculan para cada alternativa x; en base a la

opinion individual del individuo o experto e;, considerado independiente del resto.
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Se aplican en los modelos de seleccion directos.

Grados de seleccion colectivos. En este caso, se evalian a partir de la opinion

colectiva del grupo de individuos o expertos. Logicamente, se aplican en los modelos

de seleccién indirectos.

Grados de seleccion sociales. Por iltimo, éstos se obtienen mediante la agregacién de

los grados de seleccién individuales obtenidos para dicha alternativa. Por tanto, este

tipo de grados se usa siempre junto con los grados individuales y, en consecuencia,

se aplican en los modelos de seleccion directos.

Tanto los modelos de seleccion directos como los indirectos se desarrollan a lo largo

de dos fases [90, 182]: agregacion y explotacién (Figura 1.4).
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Figura 1.4: Fases del proceso de seleccion.

.3.2.1. Agregacion

La agregacion es la operacién consistente en transformar un conjunto de elementos

(conjuntos difusos, opiniones individuales sobre un conjunto de alternativas expresadas

cardinalmente o lingiiisticamente, etc.) en un tinico elemento representativo del mismo

[74, 76, 219]. En los problemas de Toma de Decisién en Grupo, la fase de agregacion
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consiste en la combinacion de las unidades de informacién individuales en unidades de
informacion colectivas. Esta combinacién de preferencias se realiza utilizando operado-

res de agregacién (ver Seccién 1.7).

= En los modelos de selecciéon directos, estas unidades de informacion individuales son
los grados de selecciéon de alternativas, hallados para cada preferencia individual de

un experto, y las unidades colectivas son grados de seleccion sociales.

= En los modelos de seleccién indirectos, estas unidades de informacién individuales
son cada una de las unidades elementales de preferencia de un experto, es decir, el
grado de preferencia expresado por un experto para cada par de alternativas. Las
unidades colectivas son cada uno de los grados de preferencia de la preferencia u

opinién colectiva.

1.3.2.2. Explotacion

El ultimo paso de un proceso de Toma de Decision en Grupo es la fase de ex-
plotacién, la cual utiliza la informacién proporcionada por la fase de agregacion para
identificar el conjunto solucion de alternativas. Asi, el proceso de explotacion transforma
la informacion global sobre las alternativas en una ordenacién global de las mismas.

Para llevar a cabo esta fase, es necesario definir un criterio de seleccion que permita
establecer un orden entre el conjunto de alternativas del problema. El procedimiento
que normalmente se sigue es la utilizacion de una funcién de seleccién que asigna un
grado de seleccion a cada una de las alternativas. Este grado de seleccion establece un
orden de preferencia entre el conjunto de alternativas. Se utilizan funciones de seleccién
que permiten medir la intensidad del grado de seleccion en cada alternativa, de forma
que aquellas alternativas con mayor intensidad son las que constituyen el conjunto

de alternativas solucion al problema de decisién. Dos funciones de seleccion utilizadas
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frecuentemente en la literatura son las siguientes [15, 103, 173, 181]:

1. Funcion de dominancia. Indica el grado en el cual una alternativa se prefiere o

domina al resto de alternativas.

2. Funcion de no-dominancia. Indica el grado en cual una alternativa no es dominada

por el resto de alternativas.

Dependiendo de como se calculen, estas funciones de seleccion pueden ser de tres
clases: individuales, colectivas o sociales.

En los modelos de seleccion indirectos, la fase de explotacién conlleva la obtencién
de los grados de seleccién de alternativas colectivos de cada alternativa en base a la
preferencia colectiva del grupo de expertos o individuos, mientras que en los modelos
de seleccion directos, la fase de seleccion conlleva la obtencion de los grados de seleccion
de alternativas individuales de cada alternativa en base a la preferencia individual de

cada experto.

1.4. Formatos de Representaciéon de Preferencias

El formato de representacion de preferencias juega un papel esencial, ya que define la
naturaleza y estructura de la informacién en que expresan los expertos sus preferencias
sobre las distintas alternativas del problema, independientemente del area en el que
se esté trabajando (Economia [14, 66], Psicologia [45, 60, 143], Teoria de la Decisién
[91, 174, 177, 183], etc.).

Como hemos mencionado anteriormente, en un problema de Toma de Decision en
Grupo, la informacién proporcionada por los expertos sobre las posibles alternativas
puede ser de diversa naturaleza. Asi, en base a su conocimiento, experiencias y creen-

cias, los expertos han de emitir sus valoraciones sobre el conjunto de alternativas y
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establecer un orden de preferencia sobre la idoneidad de cada una de ellas como solu-
cion al problema.

Para emitir sus preferencias, los expertos utilizan formatos de representacion de pre-
ferencias que le resulten cercanos a sus disciplinas o campos de trabajo. Por ejemplo,
expertos que pertenecen a areas técnicas se pueden sentir muy cémodos representan-
do sus preferencias mediante valores numéricos. Sin embargo, expertos que pertenecen
a otro tipo de disciplinas menos técnicas, como pueden ser las pertenecientes a areas
sociales (Sociologia, Psicologia, etc.), pueden preferir expresar sus preferencias utili-
zando expresiones mas cercanas al lenguaje humano, tales como palabras o términos
lingiifsticos.

En las siguientes subsecciones, describimos brevemente algunos de los formatos de
representacion de preferencias mas comunes que han sido ampliamente usados en la

literatura y comparamos sus ventajas y desventajas.

1.4.1. Conjunto Seleccién

Este formato de representacién de preferencias es uno de los més basicos. Consiste
en la seleccion por parte del experto del conjunto solucion de alternativas que considera

mas relevante para resolver el problema [3].

Definicién 1.1. Las preferencias de un experto e; € E sobre un conjunto de posibles

alternativas X se describen mediante el conjunto seleccién SS* C X, SS* # ().

Ejemplo 1.6. Sea E = {ej,e9,e3,e4} un conjunto de cuatro expertos que han de
expresar sus preferencias sobre un conjunto de cuatro alternativas X = {xy, zo, x5, 24}.
Si el experto es piensa que las mejores alternativas para resolver el problema son x5 y

r3, darfa el siguiente conjunto seleccién de alternativas: SS5? = {zy, r3}.
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Este es un formato de representacién muy facil de entender y de usar. Sin embargo,
no ofrece informacién apenas, ya que al usar una evaluacién binaria para las diferentes
alternativas (relevante / no relevante), no permite diferenciar el grado de preferencia

del experto sobre las alternativas que considera relevantes.

1.4.2. Ordenes de Preferencia

En este formato de representacién de preferencias se establece un ranking u orden de
alternativas que representa la idoneidad de cada alternativa como solucién al problema,

segtn el punto de vista de cada experto [172, 190, 196].

Definicién 1.2. Las preferencias de un experto e¢; € E sobre un conjunto de posibles
alternativas X se describen como un orden de preferencias O" = {0°(1),...,0"(n)},
donde 0'() es una funcién de permutacién sobre el conjunto de indices {1,...,n} para

dicho experto.

De esta forma, un experto, de acuerdo a su punto de vista, proporciona un vector de
alternativas ordenado de mejor a peor. Para todo orden de preferencia O, supondremos,
sin pérdida de generalidad, que cuanto menor es la posicion de una alternativa en dicho
orden, mejor satisface dicha alternativa el criterio del experto que proporciona dicho

orden y viceversa.

Ejemplo 1.7. Sea E = {ej,es,e3,e4} un conjunto de cuatro expertos que han de
expresar sus preferencias sobre un conjunto de cuatro alternativas X = {x1, z2, x5, 24}.
Si el experto ey proporciona el siguiente orden de preferencia {xq, x4, 21,3}, entonces
0*(1) =2, 0*(2) =4, 0*(3) =1, 0*(4) = 3, lo que significard que la alternativa z, es la

mejor para dicho experto, mientras que la alternativa x3 es la peor.

Este formato de representacion de preferencias ofrece una evaluacion de las alterna-

tivas a un nivel més fino y permite diferenciar un grado de preferencia entre cada par de
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alternativas. Por tanto, mejora al conjunto seleccién como formato de representacion de
preferencias. Sin embargo, como este formato de representacién necesita un orden total
entre las alternativas, no permite modelar situaciones tipicas de Toma de Decisién, ya
que un experto no puede expresar que tiene un grado de preferencia igual entre dos

alternativas usando este formato de representacion.

1.4.3. Valores de Utilidad

Los valores de utilidad han sido un formato de representacién de preferencias muy

utilizado en la literatura cldsica [72, 161, 197].

Definicién 1.3. Las preferencias de un experto e; € E sobre un conjunto de po-
sibles alternativas X se describen mediante un conjunto de n valores de utilidad,

Ut = {ul,..,u’}, ut €10,1].

En este caso, el experto asocia a cada alternativa un valor de utilidad que representa
el grado de cumplimiento desde su punto de vista por parte de dicha alternativa. Para
cada conjunto de valores de utilidad, supondremos, sin pérdida de generalidad, que
cuanto mayor es la valuacién de una alternativa, mejor satisface dicha alternativa el

objetivo del experto.

Ejemplo 1.8. Sea E = {ej,ez,e3,e4} un conjunto de cuatro expertos que han de
expresar sus preferencias sobre un conjunto de cuatro alternativas X = {xy, zo, x5, x4}.
Si el experto ey proporciona el siguiente vector de utilidad U? = {0.3,0.7,0.9,0.4}, eso
significara que, desde su punto de vista, la alternativa x; es la peor de todas y que z3

es la mejor.

Este formato de representacion de preferencias es més fino que los anteriores, por lo

que un experto puede utilizarlo para representar correctamente sus preferencias sobre
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las alternativas. Sin embargo, su uso implica que el experto debe ser capaz de evaluar
cada alternativa de manera global con respecto a las demas, lo que puede ser una tarea

bastante dificil.

1.4.4. Relaciones de Preferencia

En la Teoria Clésica de Preferencias [183], las preferencias sobre un conjunto de
alternativas X = {z1,...,x,} se pueden modelar a través de una relacién binaria R

definida como sigue:

1 Rx < “x; no es peor que xy”

Esta definicién considera una relacion binaria como una relacién de preferencia débil,
e implica que dicha relacion R es reflexiva. Con esta definicién, es natural asociar un
nimero real, llamado valuacién y denotado R(x;, z) € R, el cual representa el grado de
verdad de la afirmacién “x; no es peor que x}”, o grado de preferencia de la alternativa
x; sobre la alternativa xy.

Cuando se trabaja con conjuntos de alternativas finitos, las relaciones de preferencia
son una estructura de informacion capaz de soportar este tipo de relaciones binarias
entre alternativas.

Relaciones de preferencia de diferentes tipos pueden usarse de acuerdo al dominio
usado para evaluar la intensidad de la preferencia. Esto se expresa en la siguiente

definicién:

Definicién 1.4. Una relacién de preferencia P sobre un conjunto de alternativas X se
caracteriza por una funcion pp : X x X — D, donde D es el dominio de representacién

del grado de preferencia.
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Cuando la cardinalidad de X es pequena, la relacién de preferencia puede represen-

tarse convenientemente por una matriz P = (p'*) de nxn, siendo p'* = up(x;, 1) VI, k €

{1,...,n}.

En las relaciones de preferencia es habitual no definir los elementos de la diagonal
principal. Esto es debido a que en los métodos utilizados para la eleccion de alterna-
tivas basados en la comparacién de alternativas de dos en dos no tiene mucho sentido
comparar una alternativa con ella misma. En todo caso, la comparacién de una alter-
nativa con ella misma no deberia influir en el proceso de eleccion de la mejor o mejores
alternativas.

Este formato de representacion de preferencias resuelve el problema presentado por
los valores de utilidad, permitiendo la comparacién de las alternativas por pares. De
esta forma, los expertos tienen mucha mas libertad para expresar sus preferencias y con

su uso pueden ganar en expresividad.

1.4.4.1. Relaciones de Preferencia Difusas

Las relaciones de preferencia difusas han sido utilizadas de manera extensa para
modelar las preferencias en problemas de Toma de Decisién. En este caso, la intensidad

de las preferencias se mide usando una escala [0, 1] [52, 90, 156, 173].

Definicién 1.5. Una relacion de preferencia difusa P sobre un conjunto de alternativas
X es un conjunto difuso sobre el conjunto producto X x X, esto es, caracterizado por

una funcion de pertenencia
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upiXXX—>[O,1].

Cada valor p'* en la matriz P representa el grado de preferencia o intensidad de la
alternativa x; sobre zy:
» p’* = 1/2 indica indiferencia entre las alternativas x; y z (2; ~ xy,).
» p'* =1 indica que la alternativa x; es absolutamente preferida a xy.
» p’* > 1/2 indica que la alternativa z; es preferida a zj en un cierto nivel (x; = xy).
Como hemos comentado, en las relaciones de preferencia es habitual no definir los
elementos de la diagonal principal. En todo caso, si los elementos de la diagonal principal

estan definidos, el valor de dichos elementos en las relaciones de preferencia difusas

deberia ser 1/2 como consecuencia de lo comentado anteriormente.

Ejemplo 1.9. Sea E = {ej,e2,e3,e4} un conjunto de cuatro expertos que han de
expresar sus preferencias sobre un conjunto de cuatro alternativas X = {xy, zo, x5, 24}.

Si el experto ey proporciona la siguiente relacion de preferencia difusa:

- 00 04 04

1.0 — 0.7 0.5
P2 -

06 03 — 0.75

0.6 0.5 025 —

quiere decir que considera que Ty ~ x4, ya que p3' = 0.5, que zo es completamente
mejor que 1, ya que p3! = 1.0, y que z3 = x4, ya que p3' = 0.75.
1.4.4.2. Relaciones de Preferencia Multiplicativas

En este caso, el grado de preferencia se interpreta como un indicador de la razén

de intensidad de preferencia entre las alternativas [53, 86]. De acuerdo al estudio de
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Miller [167], Saaty sugiere medir cada valor usando una escala de razon, concretamente

la escala 1 — 9 [184, 186].

Definicién 1.6. Una relacién de preferencia multiplicativa A sobre un conjunto de

alternativas X se caracteriza por una funciéon de pertenencia

pa: X x X — [1/9,9].

¥ en la matriz A representa el ntimero de veces que la alternativa

Cada valor a
x; es mejor que la alternativa xp. Se suelen asociar los siguientes significados con los

siguientes nimeros:

1 igualmente importantes

3 un poco mas importante

5) bastante mas importante

7 demostrablemente mas importante o mucho mas importante
9 completamente mas importante

2,4,6,8 compromiso entre juicios ligeramente distintos

Si los elementos de la diagonal principal estan definidos, el valor de dichos elementos
en las relaciones de preferencia multiplicativas deberia ser 1 como consecuencia de lo

comentado anteriormente.

Ejemplo 1.10. Sea E = {ej, ez, €e3,64} un conjunto de cuatro expertos que han de
expresar sus preferencias sobre un conjunto de cuatro alternativas X = {xy, zo, x5, 24 }.

Si el experto e, proporciona la siguiente relacion de preferencia multiplicativa:

~ 3 6 1/2
1/3 — 1 1/5
|V /
1/6 1 — 9
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quiere decir que considera que xy ~ x3, ya que a3> = 1, que x3 es completamente més

importante que x4, ya que a3* =9, y que x; = x3, ya que ai® = 6.

1.4.4.3. Relaciones de Preferencia Intervalares

Las relaciones de preferencia intervalares son usadas como alternativa a las relaciones
de preferencia difusas cuando existe dificultad en expresar las preferencias con valores
numéricos exactos, pero, sin embargo, puede haber suficiente informacién como para
poder hacer una estimacién del intervalo en el que se encuentra dicha preferencia |2,

25, 38, 117, 208].

Definicién 1.7. Una relaciéon de preferencia intervalar P sobre un conjunto de alter-

nativas X se caracteriza por una funcion de pertenencia
pp: X x X — P[0, 1],
donde PI0,1] = {[a,b] | a,b € [0,1], a < b} es el conjunto potencia de [0, 1].

Si los elementos de la diagonal principal estan definidos, el valor de dichos elementos
en las relaciones de preferencia intervalares deberia ser [0.5,0.5] como consecuencia de
lo comentado anteriormente.

Una relacion de preferencia intervalar P puede verse como dos relaciones de pre-
ferencia difusas independientes. La primera de ellas, PL, que se corresponde con los
extremos izquierdos de los intervalos y la segunda, PR, que se corresponde con los

extremos derechos de los intervalos:

P = (p"*) = ([pl", pr'*]),

con PL = (pl'*), PR = (pr'*) y pi'* < pr’* Vi, k.
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Obviamente, es necesario definir algin tipo de operador de comparacién para ser
capaces de establecer un orden entre los valores intervalares y, por tanto, ser capaces

de interpretar correctamente cuando una alternativa se prefiere a otra.

Ejemplo 1.11. Sea E = {ej, ez, €e3,64} un conjunto de cuatro expertos que han de
expresar sus preferencias sobre un conjunto de cuatro alternativas X = {x1, z9, x5, x4 }.

Si el experto ey proporciona la siguiente relacion de preferencia intervalar:

- 0.0,0.2] [0.4,0.6] [0.4,0.45]
1.0, 1.0] - 0.7,0.9]  [0.5,0.5]
0.4,0.6] [0.1,0.3] - [0.3,0.55]

0.55,0.6] [0.5,0.5] [0.45,0.7] -

quiere decir que considera que Ty ~ 24, ya que pa' = [0.5,0.5], que x5 es completamente

mejor que z1, ya que p3! = [1.0,1.0], y que =3 = x3, ya que p3> = [0.7,0.9].

1.4.4.4. Relaciones de Preferencia Lingiiisticas

Existen situaciones donde puede ser muy dificil para los expertos expresar valo-
res de preferencia numéricos precisos o incluso intervalares. Por ejemplo, en aquellas
situaciones de decisién en las que la informacién disponible es demasiado imprecisa
o se valoran aspectos cuya naturaleza recomienda el uso de valoraciones cualitativas
[50, 67, 103, 104, 109, 195, 207, 217, 231, 232, 233, 235|. En estos casos, pueden utili-

zarse valoraciones lingiiisticas para expresar las preferencias.

Definicién 1.8. Una relacion de preferencia lingiiistica P sobre un conjunto de alter-
nativas X es un conjunto de términos lingiiisticos de un cierto conjunto de términos
lingtiisticos S = {s¢, S1,..., 541,54} en el conjunto producto X x X, esto es, caracte-

rizado por una funciéon de pertenencia
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,uPZXXX—>S.

El conjunto de términos lingiiisticos S tiene un nimero impar de elementos normal-
mente. Ademads, se suele considerar que el elemento s,/ representa una etiqueta neutral
(que significa igualmente preferido) y que el resto de las etiquetas se distribuyen de ma-
nera homogénea alrededor suya.

Si los elementos de la diagonal principal estan definidos, el valor de dichos elementos
en las relaciones de preferencia lingiiisticas deberfa ser s,/ como consecuencia de lo

comentado anteriormente.

Ejemplo 1.12. Sea E = {ej, €9, €3,€4} un conjunto de cuatro expertos que han de
expresar sus preferencias sobre un conjunto de cuatro alternativas X = {xy, xs, 3, T4}
Supongamos el conjunto de etiquetas lingiiisticas S = {N, M P, P,1, M, MM, T}, con

el siguiente significado:

N = Nulo MP = Mucho Peor
P = Peor I = Igual

M = Mejor MM = Mucho Mejor
T = Total

si el experto ey proporciona sus preferencias mediante la siguiente relacion de preferencia

lingtiistica:

— M MP MP
P - T I
Py =
MM T — M

MM I P —
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quiere decir que considera que o ~ 4, ya que p3* = I, que x5 es completamente mejor

que 3, ya que p2> =T, y que z3 = x4, ya que p3* = M.

1.4.5. Discusion

El uso de cada uno de los formatos de representacion de preferencias que han si-
do descritos tiene una serie de ventajas e inconvenientes que van a ser presentadas y

comparadas a continuacion.

» El conjunto seleccion de alternativas es un formato muy sencillo de usar. Los exper-
tos pueden entenderlo rapidamente, pero dada la inherente simplicidad del formato,
no ofrece una cantidad elevada de informacién. De hecho, como usa una evalua-
ci6n binaria para las diferentes alternativas (relevante / no relevante), no permite
diferenciar el grado de preferencia del experto sobre las alternativas que considera

relevantes.

s Los drdenes de preferencia ofrecen una evaluacién de las alternativas a un nivel
mas fino y, de hecho, permiten diferenciar un grado de preferencia entre cada par
de alternativas. Sin embargo, ya que este formato necesita un orden total entre
las alternativas, no permite modelar situaciones tipicas de Toma de Decisién. Por
ejemplo, un experto no es capaz, utilizando este formato, de expresar que tiene un

grado de preferencia igual entre dos alternativas.

= Los valores de utilidad son un formato mas fino que los anteriores, por lo que los
expertos pueden utilizarlos para representar correctamente sus preferencias sobre
las alternativas. Sin embargo, su uso implica que el experto debe ser capaz de
evaluar cada alternativa de manera global con respecto a las demas, lo que puede

ser una tarea bastante dificil.

= Las relaciones de preferencia resuelven el problema presentado por los valores de
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utilidad, permitiendo la comparacion de las alternativas por pares. Por lo tanto,
los expertos tienen mucha maés libertad para expresar sus preferencias y con su
uso pueden ganar en expresividad. Por todo esto, en esta memoria utilizaremos
relaciones de preferencia para modelar las opiniones de los expertos. En concreto,
utilizaremos relaciones de preferencia lingiiisticas, ya que la mayoria de los proble-
mas de Toma de Decisién en Grupo existentes en la vida real presentan aspectos
de naturaleza cualitativa [50, 67, 103, 104, 109, 195, 207, 217, 231, 232, 233, 235]
que dificilmente admiten valoraciones numeéricas precisas, siendo mas apropiado el

uso de términos lingliisticos para valorar estos aspectos.

1.5. Consistencia

En los problemas de Toma de Decisién en Grupo, es importante que las opiniones de
los expertos sean consistentes [4, 7, 55, 62, 65, 73, 93, 94, 95, 122, 162, 171]. Como hemos
comentado, utilizaremos relaciones de preferencia para modelar las opiniones de los
expertos debido a su gran expresividad. Sin embargo, esta expresividad puede dar lugar
a situaciones donde las relaciones de preferencia no reflejen realmente las preferencias
de los expertos debido a que los valores de las preferencias pueden ser contradictorios.
Asi pues, es interesante estudiar algunas propiedades o restricciones que las relaciones
de preferencia deben cumplir para garantizar la consistencia (no contradiccién) y que
los valores expresados por los expertos puedan considerarse realmente preferencias [197,

198].

Estas propiedades pueden usarse para modelizar la consistencia de la informacién

expresada por los expertos en términos de relaciones de preferencia.
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1.5.1. Reciprocidad Aditiva

La Reciprocidad Aditiva es una de las restricciones que més comtinmente se asume

que las relaciones de preferencia difusas deben verificar [136]. Se describe como:
PP =1, Vik=1,...,n.

Sin embargo, esta condicién puede relajarse para ofrecer a los expertos un nivel de
libertad mas grande cuando expresan sus preferencias. Esta propiedad relajada se llama

Reciprocidad Débil:

p*>05=p" <05 ViLk=1,...,n

1.5.2. Transitividad

La Transitividad representa la idea de que un valor de preferencia que se obtie-
ne comparando directamente dos alternativas debe ser igual o mayor que el valor de
preferencia que se obtiene entre esas dos alternativas usando una cadena indirecta de

alternativas. Esto puede expresarse en la siguiente definicion:

Definicién 1.9. Una relacién de preferencia difusa P es t-transitiva con ¢ una t-norma
si

plk > t(pljapjk)7 vza]ak = 1a EENT

Siguiendo la definicion, existen multiples caracterizaciones posibles para la transiti-
vidad, ya que existen diferentes funciones ¢ (ver Seccién 2.2.4). Vamos a describir ahora

algunas de las més utilizadas en la literatura.

» Transitividad Débil:

min{p”, p*} > 0.5 = p'* > 0.5, VI,jk=1,...,n.
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1.5. Consistencia

Esta es la condiciéon minima que una persona aplicaria racionalmente si no quiere

expresar informacion inconsistente.

Transitividad MAX-MIN:
plkzmln{pl]7p]k}’ \V/l7j7k:17""n'

Este tipo de transitividad ha sido tradicionalmente un requisito para caracterizar

la consistencia de las relaciones de preferencia difusas.

Transitividad MAX-MAX:
p* > max{p¥, p*}, VI,5k=1,... n

Este tipo de transitividad representa un requisito mas fuerte que la transitividad

MAX-MIN.

Transitividad MAX-MIN Restringida:
P > 0.5, % > 0.5 = p* > min{p”, p*}, Vi, 5 k=1,...,n=1,...,n.

Esta es una condicién mas fuerte que la Transitividad Débil, pero mas débil que la
Transitividad MAX-MIN. Puede ser una suposicién racional para considerar a una

relacién de preferencia difusa consistente el que verifique esta propiedad.

Transitividad MAX-MAX Restringida:
P >0.5,pF > 0.5 = p* > max{p”, p*}, VI, jk=1,... n.

Este es un concepto mas fuerte que la Transitividad MAX-MIN Restringida, pero
también puede ser una suposicion racional para considerar consistente una relacion
de preferencia difusa el que tenga que verificar esta propiedad.

Transitividad Aditiva: Como puede verse en [124], la transitividad aditiva para

las relaciones de preferencia difusas puede verse como un concepto paralelo de la
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propiedad de consistencia de Saaty para las relaciones de preferencia multiplicativas
[185]. La formulacién matemética de la transitividad aditiva fue propuesta por

Tanino en [196]:
(P9 —0.5) + (p* —0.5) = (p* —0.5), VI, 5 k=1,...,n. (1.1)

Este tipo de transitividad tiene la siguiente interpretacion: supongamos que quere-
mos establecer un ranking entre tres alternativas x;, z; y xy, y que la informacién
disponible sobre dichas alternativas sugiere que nos encontramos ante una situaciéon
de indiferencia, es decir, x; ~ x; ~ x;. Cuando expresemos nuestras preferencias,
esta situacién se representaria como p¥ = p/* = p’* = 0.5. Supongamos a conti-
nuaciéon que tenemos alguna informaciéon que dice que z; < z;, esto es, pY < 0.5.
Esto significa que p’* o p'* deben cambiar, o, si no, incurrirfamos en una contra-
diccién porque tendriamos que x; < x; ~ x ~ ;. Si suponemos que p’* = 0.5,
tendriamos la siguiente situacién: x; es preferida a z; y no hay diferencia en la
preferencia de x; a zj. Por lo tanto, debemos concluir que z; tiene que preferir-
se a z;. Lo que es mds, dado que x; ~ xy, entonces p” = p'* y, por lo tanto,
(pY —0.5) + (p’* — 0.5) = (p" — 0.5) = (p'* — 0.5). Obtenemos la misma conclusién
si p* = 0.5. En el caso de que p’* < 0.5, tendriamos que x;, es preferida a, Ty
esta a x;, por lo que z; deberia preferirse a z;. Por otro lado, el valor p'* debe
ser igual o menor que p", siendo igual sélo en el caso de que p/* = 0.5, como
ya hemos mostrado. Si interpretamos el valor p’' — 0.5 como la intensidad de la
preferencia de la alternativa z; sobre x;, entonces parece razonable suponer que
la intensidad de la preferencia de x; sobre x; deberia ser igual a la suma de las
intensidades de las preferencias cuando se usa una alternativa intermedia z;, esto
es, p'* — 0.5 = (p — 0.5) + (p’* — 0.5). Podemos aplicar el mismo razonamiento en

el caso de que p’* > 0.5.
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La transitividad aditiva implica la reciprocidad. De hecho, dado que p"* = 0.5 VI,

si hacemos k = [ en la ecuacidn 1.1, tenemos que: p +pt =1, Vi,j=1,...,n.

1.5.3. Consistencia Aditiva

La consistencia, esto es, la no existencia de contradicciones puede caracterizarse
mediante la transitividad. Por tanto, si una relacién de preferencia verifica cualquiera
de las propiedades de transitividad presentadas con anterioridad, podemos decir que es
consistente en esa manera particular. Por ejemplo, si una relacién de preferencia verifica
la Transitividad MAX-MIN Restringida diremos que es consistente en el sentido MAX-
MIN restringido.

No obstante, debido a sus buenas propiedades, la transitividad aditiva es la tnica
propiedad que asumiremos a lo largo de esta memoria. De hecho, la ecuacion 1.1 puede

reescribirse como:

pF=p 4+ p*—05, VI,jk=1,...,n. (1.2)

Por lo tanto, consideraremos que una relacién de preferencia P es consistente de
manera aditiva cuando para cada tres opciones en el problema, x;, x;, 3, € X, sus grados
de preferencia asociados, p", p’*, p'*, cumplan la ecuacion 1.2. Llamaremos consistente
a cualquier relacion de preferencia que sea consistente de manera aditiva, ya que es la

unica propiedad de transitividad que estamos considerando.

1.6. Cuantificadores Lingiiisticos Difusos

Como hemos comentado anteriormente, uno de los elementos subyacentes en la Toma
de Decisién en Grupo es el concepto de mayoria, pues una solucién ha de contener

el conjunto de alternativas de mayor aceptacién por parte del grupo, en el sentido
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de que la mayoria de sus miembros ha de aceptar tal solucién, ya que en ninguna
situacion real, salvo en las obvias, la solucién es aceptada por todos los expertos. En este
sentido, algunos de los problemas en la Toma de Decision en Grupo estan claramente
relacionados con la concepcién demasiado rigida del concepto de mayoria. Una linea de
razonamiento que puede adoptarse para resolver dichos problemas es la de adoptar una
concepcién de mayoria mas flexible y cercana a la que de ella tienen las personas, la cual
suele ser vaga, en el sentido de no ser la misma para distintas situaciones. Asi, puede que
en alguna situacion quedemos satisfechos con que la mitad de los expertos coincidan
en la solucion, mientras que en otros casos puede que dicho valor sea insuficiente y
necesitemos al menos el acuerdo de un 80 % de los expertos. Se podria decir que la
acomodacion de una mayoria menos rigida o flexible ayudaria a conseguir modelos de
Toma de Decision en Grupo mas consistentes con la forma de actuacién humana.

Es facil ver que las manifestaciones mas naturales de tal mayoria flexible son los
llamados cuantificadores lingiifsticos difusos como, por ejemplo, bastantes, casi todos,
muchos mas que la mitad, etc., los cuales no pueden manejarse por métodos formales
convencionales pues, en éstos, suelen considerarse tan solo dos cuantificadores, que son
al menos uno y todos. Afortunadamente, en anos recientes, se han propuesto calculos de
proposiciones cuantificadas lingtiisticamente basados en la Légica Difusa [220, 223, 234].
Estos cdlculos han sido aplicados por Kacprzyk y otros [109, 111, 139] para introducir
una mayoria difusa, representada por un cuantificador lingiiistico difuso, tanto en los
modelos de Toma de Decisiéon en Grupo como en la implementacion de sistemas de
ayuda para la obtencién de consenso.

Los cuantificadores pueden utilizarse para representar la cantidad de elementos que
satisfacen una determinada propiedad. La Légica Clasica se restringe al uso de tan sélo
dos cuantificadores, al menos uno y todos, los cuales estan relacionados con las conjun-

ciones légicas o e y respectivamente. Sin embargo, los cuantificadores que habitualmente
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se utilizan son muchos mas. Por ejemplo, aproximadamente 5, casi todos, unos pocos,
muchos, la mayor parte de, casit la mitad, al menos la mitad, etc. En un intento de
proporcionar una representacion de tales cuantificadores, Zadeh introdujo el concepto
de cuantificador lingiiistico difuso [234], el cual fue definido como un conjunto difuso.
El distinguié entre dos tipos de cuantificadores lingtiisticos, absolutos y proporciona-
les o relativos. Los primeros se utilizan para representar cantidades que son absolutas
en naturaleza, tales como, por ejemplo, aproximadamente 5, mas de 5 o menos de 5.
Estos cuantificadores lingiiisticos absolutos estan relacionados con el concepto de niime-
ro de elementos. Zadeh definié estos cuantificadores como subconjuntos difusos () del
conjunto de niimeros reales no negativos R*, de forma que para r € R, el grado de
pertenencia de r en @, Q(r), indica el grado con el que la cantidad r es compatible con
el cuantificador representado por ). Los cuantificadores relativos como, por ejemplo, al
menos la mitad o la mayor parte, pueden representarse mediante subconjuntos difusos
del intervalo [0,1]. Para r € [0, 1], @(r) indica el grado con el que la proporcién r es
compatible con el significado del cuantificador que representa. Cualquier cuantificador
del lenguaje natural puede ser representado como un cuantificador relativo o, supuesto
conocida la cantidad de elementos en consideracién, como un cuantificador absoluto.

Un cuantificador absoluto, @ : Rt — [0, 1], verifica
Q(0) =0 A 3k tal que Q(k) =1,
mientras que un cuantificador relativo, @ : [0, 1] — [0, 1], satisface la propiedad
Q(0) =0 A Fre€[0,1] tal que Q(r) = 1.

Yager, en [226], distingue dos categorias de estos cuantificadores relativos: cuantifi-
cadores monétonos crecientes regulares (RIM), tales como todos, la mayoria, muchos,
al menos a, y cuantificadores mondtonos decrecientes regulares (RDM), tales como al

menos uno, pocos, como mucho .
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La mayoria Tantos como sea posible
Figura 1.5: Ejemplos de cuantificadores lingiiisticos difusos relativos.
Un cuantificador mondtono creciente regular (RIM) satisface
Va,b si a > b entonces Q(a) > Q(b).
Un cuantificador mondtono decreciente regular (RDM) satisface
Va,b si a > b entonces Q(a) < Q(b).

Una funcién de pertenencia ampliamente usada para representar un cuantificador

RIM es la siguiente [136]:

0 sir<a
Q(r) = r—a sta<r<b

b—a

1 sir>b

con a,b,r € [0,1]. Algunos ejemplos de cuantificadores relativos se muestran en la
Figura 1.5, donde los pardmetros (a,b) son (0.3,0.8), (0,0.5) y (0.5, 1) respectivamente.

La funcién de pertenencia de un cuantificador RIM con pardmetros (0.3, 0.8) utiliza-
da para representar el cuantificador lingiiistico difuso mayoria, cuando se aplica con un
operador OWA (Ordered Weighted Averaging) (ver Seccién 1.7), asocia un valor bajo

a los expertos mas importantes debido a que asigna un valor de 0 al 30 % primero de
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mayoria

Figura 1.6: El cuantificador lingiiistico difuso relativo mayoria.

expertos. Para solventar este problema, se deberia usar una funcién de pertenencia di-
ferente para representar el cuantificador lingiiistico difuso mayoria. Para garantizar que
todos los expertos tengan asociado un valor distinto de 0 y, por tanto, todos contribu-
yan al valor final agregado, deberia utilizarse un cuantificador estrictamente creciente.

De esta forma, Yager considera la familia parametrizada de cuantificadores RIM [226]:

Q(r)=r" a>0,

la cual es estrictamente creciente. En particular, usaremos la funcién RIM Q(r) = r'/2,

mostrada en la Figura 1.6, para representar el cuantificador lingiiistico difuso mayoria
en esta memoria.

Yager, en [223], describié un formalismo para evaluar la verdad de proposiciones
cuantificadas lingtifsticamente, el cual se basa en una interpretaciéon légica que utiliza
una generalizacion de las operaciones y y o via los operadores de agregacién, incorpo-
rando de esta forma el concepto de mayoria difusa. El concepto de mayoria difusa se
usara en la fase de agregacion de la informacién, asi como en la fase de explotacién, por
lo que se usaran operadores de agregacion de informacion guiados por un cuantificador,
pues la idea es la de calcular los pesos de tales operadores utilizando un cuantificador

lingiiistico para representar el concepto de mayoria en las operaciones de agregacion
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y explotacién que se realicen en el proceso de decisién. Por tanto, en los procesos de
agregacion y explotacién, el concepto de mayoria es introducido mediante los pesos del

operador utilizado.

1.7. Operadores de Agregacion

La agregacion es la operacién que transforma un conjunto de elementos (conjuntos
difusos, opiniones individuales sobre un conjunto de alternativas, etc.) en un tnico
elemento que es representativo del conjunto al completo [74, 76, 219]. En Toma de
Decision en Grupo, la agregacién se lleva a cabo a partir de las preferencias individuales
de los expertos sobre el conjunto de alternativas para obtener una preferencia global,
que es un resumen de sus propiedades. El problema de la agregacion de informacion
ha sido estudiado en profundidad y existe gran cantidad de publicaciones al respecto
[18, 19, 21, 44, 63, 74, 76, 77, 98, 205, 219, 221, 227].

Las distintas formas de llevar a cabo la combinacion de las preferencias ha originado
que muchos autores se hayan dedicado al estudio y diseno de operadores de agregacion

de informacién, entre los que cabe destacar:
1. Agregacion de informacion cuantitativa:

» Operadores conjuntivos (t-normas), disyuntivos (t-conormas) y operadores pro-
medio [12, 76, 168, 169](Véase la Seccién 2.2.4 para una mayor informacién

sobre las t-normas y t-conormas).
= Operadores de agregacién de informacién ponderada “MAX” y “MIN” [76, 77].
= Operadores promedio ponderados [63, 64, 219, 221].

2. Agregacién de informacién cualitativa [47, 70, 99, 110, 199, 224].

En las siguientes subsecciones, presentamos dos familias de operadores de agregacién
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que seran usadas en los siguientes capitulos.

1.7.1. Operador OWA

El operador de agregacion de informacién numérica OWA (Ordered Weighted Ave-
raging) fue propuesto por Yager en [219]. Posteriormente, fue estudiado en mayor pro-
fundidad y caracterizado en [222]. El operador OWA es conmutativo, idempotente,
continuo, mondtono, neutral y estable para transformaciones lineales positivas. Un as-
pecto fundamental del operador OWA es la reordenacién de los argumentos que deben

ser agregados, basada en la magnitud de sus valores respectivos:

Definicién 1.10. [219] Un operador OWA de dimensién n es una funcién ¢: R® — R,
que posee unos pesos o vector de pesos asociado, W = (wy, ..., w,), con w; € [0,1],
Yo w; =1, y que se define para agregar una lista de valores {pi,...,p,} de acuerdo

con la siguiente expresién,

¢W(pl7 7pn) = sz * Po(i)s
=1

siendo o: {1,...,n} — {1,...,n} una permutacion tal que po;) > po(it1), Vi = 1,...,n—1,

esto es, Py (i) es el i-ésimo valor més grande en el conjunto {py,...,pn}.

Una pregunta natural en la definicién del operador OWA es como obtener el vector de
pesos asociado. En [219] Yager propuso dos maneras de obtenerlo. La primera propuesta
es usar algun tipo de mecanismo de aprendizaje usando datos de ejemplo; mientras que
la segunda propuesta trata de darle alguna seméntica o significado a dichos pesos. La
segunda posibilidad ha permitido desarrollar multiples aplicaciones en el area en el que
estamos interesados, la agregacién guiada por cuantificadores [218].

En el proceso de agregacién guiada por cuantificadores, dada una coleccién de n

criterios representados como subconjuntos difusos de las alternativas X, el operador
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OWA se usa para implementar el concepto de mayoria difusa en la fase de agregacién por
medio de un cuantificador lingiistico difuso [228] que indica la proporcién de criterios
satisfechos necesarios para una buena solucion [218]. Esta implementacién se lleva a
cabo usando el cuantificador para calcular los pesos del operador OWA. En el caso de
un cuantificador monétono creciente regular (RIM) @, el procedimiento para evaluar la
satisfaccién global de () criterios (o expertos) (e;) para la alternativa z; se lleva a cabo

calculando los pesos del operador OWA como sigue:

wi = Qi/n) — Qi —1)/n), i=1,....n. (1.3)

Cuando un cuantificador difuso @) se utiliza para calcular los pesos del operador
OWA 1), entonces se simboliza como 1. Debemos senalar que este tipo de agregacién
‘es altamente dependiente del vector de pesos que se use’[226] y, por lo tanto, también
sobre la funcién que se haya usado para representar el cuantificador lingiiistico difuso.

En [226] Yager propuso también un procedimiento para evaluar la satisfaccién global
de @ criterios de importancia (u;) (o expertos) (e;) para la alternativa z;. En este
procedimiento, una vez que los valores de satisfaccién que deben ser agregados han
sido ordenados, el vector de pesos asociado al operador OWA se calcula usando un

cuantificador lingiiistico @) utilizando la siguiente expresion:
i i—1
w; = Q 2=ttt ) 0 2j=1Uot)
1 T T )

siendo T' = Z u; la suma total de importancia y o la permutacion usada para producir
j=1
el orden de los valores que deben ser agregados. Esta propuesta de incluir los grados

de importancia asocia un peso nulo a los expertos que tienen un nivel de importancia

también nulo.
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1.7.2. Operador LOWA

El operador de agregacién de informacién lingiiistica no ponderada LOWA (Linguis-
tic Orderer Weighted Averaging) estd basado en el operador OWA y en la combinacién

convexa de etiquetas lingiiisticas definida en [118].

Definicién 1.11. [110] Sea A = {ay,...,a,} un conjunto de etiquetas a agregar,

a; € S, entonces el operador LOWA, ¢, se define como:

¢lay, ... any =W -BY = C"™{wi, b, k=1,...,m} =
=wi @b ® (1 —w) @ C" By, by, h=2,...,m},

donde W = (wy, ..., w,,) es un vector de pesos tal que w; € [0,1] y > .w; =1, B, =

%, h=2,...,m,y B esel vector ordenado asociado a A. Cada elemento b; € B es el
2

i-ésimo mayor elemento en la coleccién {ay, ..., a,}, y C™ es el operador de combinacién

convexo de m etiquetas. Si w; =1y w; =0, con 7 # j Vi, j, la combinacién convexa se
define como: C™{w;,b;, i =1,...,m} =b;. Y si m = 2, entonces se define como:
C*{wi, by, i =1,2} =w; ®@5;® (1 —wy) @ s; = sy, 85,85 €5, (j >1),
k= MIN{T,i+ round(wy - (j —1i))},
donde round simboliza el operador de redondeo usual, y by = s; y by = s;. Por otro
lado, si wj =1y w; = 0, con @ # j Vi, entonces el operador de combinacién se define
como:
C™{w;, b, i=1,....,m} =b,.

Para obtener el vector de pesos, se pueden usar los métodos anteriormente descritos

para calcular el vector de pesos para un operador OWA. Cuando se usa un cuantificador

lingtiistico difuso () para obtener el vector de pesos asociado al operador LOWA, se

simboliza como ¢g.
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1.8. Informaciéon Incompleta

Uno de los principales problemas al que nos debemos enfrentar, cuando tratamos de
resolver problemas de Toma de Decision en Grupo, es la falta de informacién. Como se
ha comentado, cada experto tiene sus propias experiencias concernientes al problema
estudiado, lo cual puede implicar un grave inconveniente: que un experto no tenga un
conocimiento perfecto sobre el problema a resolver [82, 121, 122, 149, 150, 151, 158, 206,
214, 216]. Existen muchas causas posibles por las cuales un experto puede no ser capaz
de expresar de manera eficiente todos los valores de preferencia que le son solicitados.

Algunas de estas causas son:

= No tener suficiente conocimiento sobre las distintas alternativas. De esta forma,
si existe un nimero alto de alternativas distintas, los expertos pueden no estar
familiarizados con todas ellas. Por ejemplo, si el problema al que se enfrentan los
expertos es determinar cudal de 10 aerolineas distintas es mejor, un experto concreto
puede no tener conocimiento sobre una aerolinea particular, pero puede tener una
experiencia amplia y extensa con todas las demas. En ese caso, parece obvio que
ese experto no podra expresar ningun tipo de preferencia sobre la aerolinea que

desconoce.

= Un experto puede no ser capaz de discriminar el grado en el cual prefiere una
alternativa sobre otra. Incluso si el experto posee un conocimiento profundo sobre
las distintas alternativas, quizas no sea capaz de comparar dos de ellas o de expresar

de manera precisa el grado en el cual prefiere una alternativa sobre otra.

= A los expertos se les solicita usualmente que den informacién consistente, esto
es, que sus preferencias no impliquen contradicciones. Por lo tanto, un experto

puede preferir no dar todas las preferencias por las que se le preguntan para evitar
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introducir inconsistencias.

Por eso, es muy importante ofrecer a los expertos herramientas que les permitan
expresar esta falta de conocimiento en sus opiniones.

Tradicionalmente, la falta de informacién se ha tratado como un tipo especial de
incertidumbre. Es por eso que los conjuntos difusos, que han demostrado ser una he-
rramienta poderosa para modelar y tratar incertidumbre, han sido usados de manera
extensa para modelar este tipo de situaciones. En el contexto particular en el que las
preferencias de los expertos son modeladas por medio de relaciones de preferencia di-
fusas, en las propuestas mas simples, se asumia que un valor de preferencia p'* que no
fuera dado por un experto podia asignarsele el valor 0.5, significando que al experto le
son indiferentes las alternativas x; y x; entre si. Nosotros creemos que esta manera de
proceder no es correcta, ya que el hecho de que un experto no proporcione un valor de
preferencia concreto puede ser el resultado de su incapacidad para cuantificar el grado
de preferencia de una alternativa sobre la otra, en cuyo caso, puede preferir no adivi-
narlo para mantener la consistencia de los valores que ya ha proporcionado. Por tanto,
debe quedar claro que cuando un experto no es capaz de expresar un valor concreto p**
porque no tiene una idea clara sobre como la alternativa x; es mejor que la alternativa
T, esto no quiere decir que automaticamente el experto prefiera ambas opciones con la

misma intensidad.




Capitulo 2

El Modelado Lingiistico Difuso

Las distintas técnicas de modelado lingiiistico difuso para el manejo de informacion
lingiifstica nos van a proporcionar una mayor flexibilidad en aquellas situaciones de de-
cision en las que la informacion disponible es demasiado imprecisa o se valoran aspectos

cuya naturaleza recomienda el uso de valoraciones cualitativas.

En este segundo capitulo se hace una revision de los principales enfoques de mo-
delado lingiiistico difuso existentes para manejar informacién lingiiistica. La estructura
del capitulo es la siguiente. En primer lugar, hacemos una breve introduccién a la Logi-
ca Difusa y mostramos la ventaja de esta légica respecto de la logica tradicional en
la Seccion 2.1. Las nociones y conceptos basicos de la Teoria de Conjuntos Difusos se
revisan en la Seccién 2.2. A continuacion, describimos el modelado lingiiistico difuso en
la Seccién 2.3. El modelo tradicional, es decir, el modelado lingiiistico difuso clasico se
trata en la Seccién 2.4. El modelado lingiiistico difuso ordinal, el cual se define para
eliminar la excesiva complejidad del enfoque lingiiistico difuso clasico, se estudia en la
Seccion 2.5. Posteriormente, nos centramos en el modelado lingiiistico difuso 2-tupla,
definido como una mejora del anterior, en la Seccion 2.6. El enfoque lingiiistico difuso
multi-granular, que permite trabajar con distintos conjuntos de etiquetas, se muestra

en la Seccién 2.7. Finalmente, revisamos el enfoque lingiiistico difuso no balanceado en

63
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la Seccién 2.8, el cual permite trabajar en aquellas situaciones en las que la informacion

necesita ser valorada sobre un conjunto de etiquetas no uniforme, es decir, asimétrico.

2.1. Introduccion

La Légica Difusa se plantea como alternativa a la 16gica tradicional con el objetivo
de introducir grados de incertidumbre en las sentencias que califica [237]. Fue pro-
puesta, en la década de los 60, por L.A. Zadeh [230] cuando se dio cuenta de lo que él
llamé principio de incompatibilidad: “Conforme la complejidad de un sistema aumenta,
nuestra capacidad para ser precisos y construir instrucciones sobre su comportamiento
disminuye hasta el umbral mds alld del cudl, la precision y el significado son carac-
teristicas excluyentes”. La Loégica Difusa permite representar el conocimiento comun,
que es mayoritariamente de tipo lingiiistico cualitativo y no necesariamente cuantita-
tivo, en un lenguaje matemético a través de la Teoria de Conjuntos Difusos [230] y
funciones caracteristicas asociadas a ellos.

Hay numerosas situaciones en las que la logica tradicional funciona perfectamente.
Por ejemplo, supongamos que partimos de las calificaciones obtenidas en una clase y
queremos agrupar a los aprobados, es decir, aquellas personas que hayan obtenido una
calificacion igual o superior a 5. El proceso de razonamiento que se seguiria mediante
la 16gica tradicional serfa ir comparando cada calificaciéon con 5 hasta obtener cudles

estan aprobados y cuéles no:

¢ FEs cierto que 8 > 57 Si: Aprobado.
¢ Es cierto que 3 > 57 No: Suspenso.

¢Es cierto que 5 > 57 Si: Aprobado.

Sin embargo, el inconveniente de esta logica es que en la vida real no nos encontra-
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mos frecuentemente con criterios de clasificacion tan claros como en el ejemplo anterior.
En efecto, hay numerosas situaciones en las que la informacién no puede ser evaluada
cuantitativamente de forma precisa, pero puede que si sea posible hacerlo cualitativa-
mente. En estos casos, hemos de hacer uso de un enfoque lingiistico. De esta forma,
cuando intentamos cualificar algiin fenémeno relacionado con percepciones humanas,
a menudo usamos palabras o descripciones en lenguaje natural, en lugar de valores
numéricos. Por ejemplo, supongamos que dado un conjunto de personas, las intentamos
agrupar segun su altura. Las personas no son sélo altas o bajas, sino que la mayoria
pertenecen a grupos de altura intermedia. La gente suele ser mds bien alta o de altura
media. Casi nunca las calificamos con rotundidad porque el lenguaje que usamos nos
permite introducir modificadores que afiaden imprecisién: un poco, mucho, algo, etc.

Como la légica tradicional es bivaluada, es decir, sélo admite dos valores: o el ele-
mento pertenece al conjunto o no pertenece, se ve maniatada para agrupar segiin su
altura al anterior conjunto de personas, puesto que su solucion seria definir un umbral
de pertenencia. Por ejemplo, un valor que todo el mundo considera que de ser alcan-
zado o superado, la persona en cuestiéon puede llamarse alta. Si dicho umbral es 1.80
metros, todas las personas que midan 1.80 metros o mas serian altas, mientras que el
resto serian bajas. Segin esta manera de pensar, alguien que mida 1.79 metros seria
tratado igual que otro que mida 1.60 metros, ya que ambos han merecido el calificativo
de personas bajas.

Si se dispusiera de una herramienta para caracterizar las alturas de forma que las
transiciones entre las que son altas y las que no lo son fueran suaves, estariamos repro-
duciendo la realidad mucho mas fielmente. En la realidad, hay unos puntos de cruce
donde las personas dejan de ser altas para ser consideradas medianas, de forma que
el concepto alto decrece linealmente con la altura. Al asignar una funcién lineal para

caracterizar el concepto alto en lugar de definir un solo umbral de separacion, estamos
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dando mucha mas informacién acerca de los elementos. Esta funcién, como veremos, se

llamara funcién de pertenencia.

En este sentido, el uso de la Teoria de Conjuntos Difusos ha dado muy buenos
resultados para el tratamiento de informacién de forma cualitativa [231, 232, 233].
El modelado lingiiistico difuso es una herramienta que permite representar aspectos
cualitativos y que esta basado en el concepto de variables lingiiisticas, es decir, variables
cuyos valores no son numeros, sino palabras o sentencias expresadas en lenguaje natural
o artificial [231, 232, 233]. Cada valor lingiiistico se caracteriza por un valor sintdctico
o etiqueta y un valor semdntico o significado. La etiqueta es una palabra o sentencia
perteneciente a un conjunto de términos lingiiisticos y el significado es un subconjunto

difuso en un universo de discurso.

A lo largo de las cuatro décadas de existencia de la Teoria de Conjuntos Difusos,
gran cantidad de investigadores le han prestado atencion en sus investigaciones y la han

aplicado en dos vertientes principales [176]:

1. Como una teorfa matematica formal [132, 170], ampliando conceptos e ideas de
otras areas de la matematica como, por ejemplo, el Algebra, la Teoria de Grafos,
la Topologia, etc., al aplicar conceptos de la Teoria de Conjuntos Difusos a dichas

areas.

2. Como una herramienta potente para tratar situaciones del mundo real en las que
aparece incertidumbre (imprecisién, vaguedad, inconsistencia, etc.). Debido a la
generalidad de esta teoria, ésta se adapta con facilidad a diferentes contextos y
problemas. De esta forma, se ha demostrado que es una herramienta muy util
en numerosos problemas como, por ejemplo: Toma de Decision [13, 22, 28, 110,
128, 202, 219], evaluacién de la calidad informativa de documentos Web [129, 130,

131], modelos de recuperacién de informacién [29, 30, 119, 120, 125, 126, 127],
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diagnésticos cldsicos [67], andlisis politico [13], Teoria de Sistemas [34, 175], bases

de datos [31, 229], operadores de agregacién [102, 201, 202, 211], etc.

2.2. Nociones y Conceptos Basicos de la Teoria de
Conjuntos Difusos

La Teorfa de Conjuntos Difusos [230] generaliza la nocién clasica de conjunto e intro-
duce el concepto de conjunto difuso como aquel conjunto cuya frontera no es precisa.
Los conjuntos difusos surgen como una nueva forma de representar la imprecision y
la incertidumbre [152, 241] diferente al tratamiento tradicional llevado a cabo por la
Teoria Clésica de Conjuntos y la Teoria de la Probabilidad.

A continuacién, haremos una pequena revision de los conceptos y las operaciones

bésicas de la Teorfa de Conjuntos Difusos. Para una revision mas detallada, véase [152].

2.2.1. Definicion de Conjunto Difuso

La nocién de conjunto refleja la idea de agrupar colecciones de objetos que cumplen
una o varias propiedades que caracterizan a dicho conjunto. Una propiedad puede ser
considerada como una funcién que a cada elemento del universo de discurso U le asigna
un valor en el conjunto {0, 1}, de forma que si el elemento pertenece al conjunto, es
decir, cumple la propiedad, se le asigna el valor 1 o, en caso contrario, el valor 0.
De esta forma, los conjuntos introducen una nocién de dicotomia que, en esencia, es
una clasificacién binaria: o se acepta o se rechaza la pertenencia de un objeto a una
categoria determinada. Esta decision de aceptar o rechazar la pertenencia de un objeto
a una categoria determinada se expresa mediante una funcién caracteristica, segin las

propiedades que posean los objetos del conjunto.




68 2.2. Nociones y Conceptos Basicos de la Teoria de Conjuntos Difusos

Definicién 2.1. Sea A un conjunto en el universo de discurso U, la funcién carac-

teristica asociada a A, A(u), u € U, se define como:

1, stue A
A(u) =
0, siu¢gA.

La funcién A : U — {0,1} induce una restriccién, con un limite bien definido,
sobre los objetos del universo de discurso U que pueden ser asignados al conjunto A.

La Légica Difusa se fundamenta en el concepto de conjunto difuso [230], que relaja
el requerimiento anterior y admite valores intermedios en la funciéon caracteristica, la
cual se denomina funcion de pertenencia.

Esta relajacion permite una interpretaciéon més realista de la informacién, puesto
que la mayoria de las categorias que describen los objetos del mundo real no tienen unos
limites claros y bien definidos. Por ejemplo, ordenador potente, buen sabor, coche veloz,
etc. (las palabras en itdlica identifican fuentes de imprecisién). Si un objeto pertenece a
una categoria con un grado de pertenencia que puede ser expresado por un niimero real
en el intervalo [0, 1], cuanto més cercano a 1 sea el grado, indicard mayor pertenencia
a esa categoria determinada, y cuanto mas cercano a 0, indicard menor pertenencia a
dicha categoria.

Por tanto, un conjunto difuso puede definirse como una coleccién de objetos con
valores de pertenencia entre 0 (exclusion total) y 1 (pertenencia total). Los valores de
pertenencia expresan los grados con los que cada objeto es compatible con las propie-
dades o caracteristicas distintivas de la coleccién. Formalmente, podemos definir un

conjunto difuso como sigue [230]:

Definicién 2.2. Un conjunto difuso A sobre un dominio o universo de discurso U

estd caracterizado por una funciéon de pertenencia

MAU—>[Oa1]
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que asocia a cada elemento u, u € U, el grado con que pertenece al conjunto difuso A,

asignandole un valor en el intervalo [0, 1].

Asi, un conjunto difuso A en U puede representarse como un conjunto de pares

ordenados de un elemento genérico u, u € U, y su grado de pertenencia i z(u):

A= {(u,pz(w)/ u € U pz(u) € 0,1]}.

Claramente, un conjunto difuso es una generalizacion del concepto de conjunto cuya

funcién de pertenencia toma sélo dos valores {0, 1}.

Ejemplo 2.1. Consideremos el concepto persona joven en un contexto donde se clasifica
a las personas atendiendo exclusivamente a la edad, la cual oscila en el intervalo U =
[1,110] anos. Una persona cuya edad sea menor o igual a 30 anos se puede considerar
como joven y, por lo tanto, se le asignara un valor 1 a su grado de pertenencia al
conjunto difuso de persona joven. Una persona con una edad igual o superior a 65 afios
no puede considerarse como una persona joven, y de ahi que se le asigne el valor 0 al
grado de pertenencia al conjunto difuso de persona joven. La cuantificacion del resto
de valores puede llevarse a cabo mediante una funcién de pertenencia pz : U — [0, 1]

que caracteriza al conjunto difuso A de persona joven en el universo U = [1,110].

1 u € [1,30]

palu) =9 1— 458 4 € (30,65)

0 u € [65,110).

Los conjuntos difusos pueden definirse sobre universos de discurso finitos o infini-
tos usando distintas notaciones. Si un universo de discurso U es discreto y finito con
cardinalidad n, el conjunto difuso puede expresarse con un vector n-dimensional cu-

yos valores son los grados de pertenencia de los correspondientes elementos de U. Por




70 2.2. Nociones y Conceptos Basicos de la Teoria de Conjuntos Difusos

ejemplo, si U = {uy, ..., u,}, entonces un conjunto difuso A = {(a;/u;)|u; € U}, donde

a; = pz(u;), i =1,...,n, puede notarse por [152]:
A= ay/uy + as/ug + ... + ap/u, = Zai/ui.
i=1

Cuando el universo de discurso U es continuo, para representar un conjunto difuso

flz/ua/u,

donde a = pj(u) y la integral deberia ser interpretada de la misma forma que el

usamos la siguiente expresion:

sumatorio en el universo de discurso finito.

2.2.2. Conceptos Basicos sobre Conjuntos Difusos

A continuacién, introducimos otros conceptos basicos a la hora de trabajar con
conjuntos difusos como son: el soporte, el nicleo, la altura, el a-corte y el conjunto de

niwveles de un conjunto difuso.

Definicién 2.3. El soporte de un conjunto difuso A en el universo U, Soporte(fl), se
define como el conjunto formado por todos los elementos de U cuyo grado de pertenencia

a A sea mayor que 0.
Soporte(A) = {u e U | pz(u) > 0}.

Si esta definicion la restringimos a aquellos elementos del universo de discurso U

con grado de pertenencia igual a 1, tendriamos el nicleo del conjunto difuso.

Definicién 2.4. El nicleo de un conjunto difuso A, Nicleo(A), se define como el

conjunto de todos los elementos de U cuyo grado de pertenencia a A es igual 1.

Nicleo(A) ={ue U | pz(u)=1}.




El Modelado Lingiiistico Difuso 71

Definicién 2.5. La altura de un conjunto difuso A, Altura(fl), se define como el mayor

grado de pertenencia de todos los elementos de dicho conjunto.

Altura(A) = maz{uz(u) | ue U}.

En muchas ocasiones, puede ser interesante conocer no sélo los elementos que per-
tenecen en algin grado al conjunto difuso, sino también conocer el conjunto de aquellos
elementos que lo hacen con un valor al menos igual o mayor que un umbral determinado

a. Estos conjuntos se denominan a-cortes.

Definicién 2.6. El a-corte de un conjunto difuso A, A,, se define como el conjunto
formado por todos los elementos del universo de discurso U cuyos grados de pertenencia

en A son mayores o iguales que el valor de corte a € [0, 1].

Ao ={ueU| pslu) > a}.

2.2.3. Tipos de Funciones de Pertenencia

En principio, cualquier funcién pz : U — [0, 1] describe una funcién de pertenencia
asociada a un conjunto difuso A que depende no sélo del concepto que representa,
sino también del contexto en el que se usa. Las graficas de las funciones pueden tener
diferentes representaciones o formas y pueden tener algunas propiedades especificas

como, por ejemplo, continuidad.

Los conjuntos difusos suelen representarse con familias de funciones paramétricas.

Las mas comunes son las siguientes:




72 2.2. Nociones y Conceptos Basicos de la Teoria de Conjuntos Difusos

a b c >U 0 a b d c >U m >U
Funcién de pertenencia Funcién de pertenencia Funcidn de pertenencia
triangular trapezoidal gaussiana

Figura 2.1: Representaciéon gréafica de las funciones de pertenencia triangular, trapezoi-
dal y gaussiana.

1. Funcién Triangular:

0 stu<a

=2 siu € [a,b]
pi(u) =

cC—Uu N

¢ siuc b

0 st u > ¢,

\

donde b es el punto modal de la funcién triangular y a y ¢ los limites inferior y

superior respectivamente para los valores no nulos de p ;(u).

2. Funcion Trapezoidal:

0, siu<a
=2 siu € [a,b]
pi(u) =< 1  siuelbd
= siucld

\ 0 st u>c,

donde b y d indican el intervalo dénde la funcién de pertenencia vale 1 y a y ¢ los
limites izquierdo y derecho del dominio de definicién de la funcién de pertenencia

trapezoidal.
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3. Funcién Gaussiana:

Au) = e’k(“’m)Q,
donde k£ > 0 y m es el punto modal.

La representacion grafica de cada una de estas funciones de pertenencia puede verse

en la Figura 2.1.

2.2.4. QOperaciones con Conjuntos Difusos

Como en la logica tradicional, las operaciones légicas que se pueden establecer en-
tre conjuntos difusos son: la interseccién, la union y el complemento. Al igual que el
resultado de operar dos conjuntos clasicos es un nuevo conjunto clasico, las mismas
operaciones con conjuntos difusos nos daran como resultado otros conjuntos también
difusos.

Hay muchas formas de definir estas operaciones. Cualquier operacién que cumpla
las propiedades de una t-norma puede ser usada para hacer la interseccién, de igual
manera que cualquier operacién que cumpla las propiedades de una t-conorma puede
ser empleada para la union.

Las t-normas y t-conormas son conceptos derivados de Menger [166] y Schwizer y
Sklar [189], y actualmente estan muy desarrollados. Establecen modelos genéricos para

las operaciones de unién e interseccion y deben cumplir ciertas propiedades béasicas:
1. Propiedad Conmutativa: AUB=BUA; ANB=BNA.
2. Propiedad Asociativa: AU(BUC)=(AUB)UC =AUBUC.
3. Condiciones Frontera: AU =A; AUX=X: AnD=0; AnX=A.

4. Monotonicidad.

Definicién 2.7. Se define la norma triangular o t-norma, como una operaciéon binaria

t:0,1]*> — [0, 1] que cumple las siguientes propiedades:
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Conmutativa: x t y =yt x.

Asociativa: x t (ytz)=(xty)tz.
= Monotonicidad: Six <yyw < z,entonces x t w <yt z.

Condiciones Frontera: xt t 0 =0, x t 1 = x.

Definicién 2.8. Se define la conorma triangular, t-conorma o s-norma, como una ope-
racién binaria s: [0, 1]> — [0, 1] que cumple las siguientes propiedades:

= Conmutativa: T sy =1y s x.

» Asociativa: x s (y s z) = (x s y) s z.

s Monotonicidad: Six <yyw < z, entonces x s w <y s z.

s Condiciones Frontera: x s 0=z, v s 1 = 1.

Como t-norma y s-norma mas importantes, podemos encontrar las siguientes:

1. t-norma del minimo: La funcién min(A) es una t-norma que corresponde a la
operacién de interseccion en conjuntos clasicos cuyos grados de pertenencia estan en
{0,1}. Por eso, esta funcién es la extensién natural de la interseccién en conjuntos

difusos.

2. t-conorma o s-norma del maximo: La funcién maz(V) es una t-conorma que
corresponde a la operaciéon de unién en conjunto clasicos cuyos grados de perte-
nencia estan en {0, 1}. Por eso, esta funcién es la extensién natural de la unién en

conjuntos difusos.

Estas son las t-normas y t-conormas principales. Sin embargo, no son las tinicas. Ejem-

plos de otras t-normas son las siguientes:

1. Producto: x - y.
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2. Producto Drastico:
r siy=1
PD=< vy siz=1
0 en otro caso

3. Producto Acotado:

maz (0, (1 + p)(x + y — 1) — pzy), p > 1, (usualmente p = 0);

Ymaz (0, 27 + y? — 1), p> 0, (usualmente p =1).
4. Producto de Hamacher:

zy
p+ (1 —pl+y— 2y

, p >0, (usualmente p = 0).

5. Familia Yager:

1 - min(l, Y1 — x)p + (1 — y)p>, p > 0.
6. Familia Dubois-Prade:

ry

L A——7 T
maz(z,y,p) © 0,1

7. Familias Frank:

T — 1)(pY — 1
logp(l + v ) )>,p>0,p7£1.
p — 1
8. Producto de Einstein:
Ty

1+ 1 -2 + (1 -y
Ejemplos de otras t-conormas son las siguientes:

1. Suma-Producto: x + y — zy.
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2. Suma Drastica:

xr siy=20
SD=4q vy siz=0
1 en otro caso

3. Suma Acotada:

min (1, x + y + pry), p > 0.

4. Familia Sugeno:
min(l, z +y + p — zy), p>0.

5. Familia Yager:
min (1, VaP + yp), p > 0.
6. Familia Dubois-Prade:

(1 —2)(1 — y)

1 0, 1].
max(l —z, 1~y p) P01
7. Familias Frank:
l-z 1 -y 1
logp(l + (v ) )>,p>0,p7é1.
p — 1

Finalmente, algunas de las caracteristicas de las t-normas y de las t-conormas son:
= Para cada t-norma existe una t-conorma dual y viceversa:
exsy=1— (1 —x2)t(1 — y).
exty=1—- (1 —2)s(l — y).
e Estas son las Leyes de De Morgan de la Teoria de Conjuntos Difusos que, en

conjuntos crisp, se aplican a la unién y a la interseccion:

AUB=ANB.

ANB=AUB.
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s Las t-normas y t-conormas no pueden ordenarse de mayor a menor: Sin embargo,

es facil identificar la mayor y la menor t-norma y t-conorma:
e Mayor t-norma: Funciéon minimo.
e Menor t-norma: Producto drastico.
e Mayor t-conorma: Suma drastica.
e Menor t-conorma: Funciéon minimo.
» t-norma Arquimediana: Si es continuay zty <z, Vz € (0,1).
= {-conorma Arquimediana: Sies continuay z sy >z, ¥V z € (0,1).

= En general, las t-normas no satisfacen las siguientes leyes fundamentales en la

logica bivaluada:
e Contradiccion: AN A # ().
e Exclusién del medio: AU A # X.

e Eistas contradicciones se producen al operar con valores de pertenencia entre 0

y 1. La mayor desviacién es para el valor 1/2.
s Fxcepciones: Operaciones introducidas por J. Lukasiewicz.

e t-norma Suma Acotada con p=0:

(ANA)(x) =max [0, A(z) + (1 — A(x)) — 1] =0.

e t-conorma Producto Acotado con p=0:

(AU A)(z) =min[l, A(z) + (1 — A(2))] = 1.
= Propiedad de Idempotencia: Solo se cumple para el minimo y el maximo: x t x = x
y * s © = z. Si se repite la t-norma (t-conorma) sobre el mismo z los valores

decrecen (crecen).
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» Propiedad Distributiva: En general, no se cumple, excepto para el minimo y el
maximo.

= La interseccion y la union pueden ser identificadas con los conectivos logicos AND
y OR respectivamente.
Teniendo esto en cuenta, las operaciones con conjuntos difusos se definen de la

siguiente manera:

= Interseccién: AN B = {(u, j13np) / ranp(w) = tli(w), ppw)]}.

= Unién: AUB = {(u, pjp) / maos(w) = slui(w), pp(w)]}.

» Complemento: p_z(u) =1 — pz(u).
La representacion grafica de algunas de estas operaciones puede verse en la Figu-

ra 2.2.

MAN N\

Interseccion por el MiNIMO Unién por el MAXIMO
Amin(1,A+B)
Interseccion por el PRODUCTO Unién por el MINIMO (1,A+B)

Figura 2.2: Interseccién y unién en conjuntos difusos.

2.2.5. Principio de Extension

El Principio de Extensién es un concepto béasico de la Teoria de Conjuntos Difusos

utilizado para generalizar conceptos matematicos no difusos a conjuntos difusos. A lo
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largo del tiempo, han aparecido diferentes formulaciones de este concepto [134, 152,

231, 232, 233], que se puede definir como:

Definicién 2.9. Sea U el producto cartesiano de los universos Uy, ..., U, y sean Ay, ..., A,
r conjuntos difusos en Uy, ..., U, respectivamente. Sea f una funcién definida desde el
universo U, (U = U; x ... x U,), al universo Y, y = f(uq,...,u,). El Principio de Ex-
tensién nos permite definir un conjunto difuso B en Y a partir de los conjuntos difusos
Ay, ..., A, representando su imagen a partir de la funcién f de acuerdo a la siguiente
expresion,

B={(y, uz(v)) )y = f(ur, ..., ur), (uy, ..., u,) € U},

donde

SUP(yy,....ur)ef~1(y) min{,u/il (Ul), e A, (ur)}a st f_l(y) 7é 0
nply) =
0, en otro caso.

Para r = 1, el Principio de Extensién se reduce a:

donde

SUPyef-1(y) pa(u), si f~Hy) #0

1p(y) =
0, en otro caso.

2.2.6. Numeros Difusos

Entre los distintos tipos de conjuntos difusos, tienen una especial significacion aque-

llos que estan definidos sobre el conjunto de los niimeros reales, R.
A:R— [0, 1].

Bajo ciertas condiciones, estos conjuntos difusos pueden ser vistos como numeros difusos

o intervalos difusos, definiéndose el concepto de nimero difuso como [231, 232, 233]:
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Definicién 2.10. Un ntimero difuso A es un subconjunto de R que verifica las siguientes

propiedades:

1. La funcién de pertenencia es convexa,
Vr,y € R,Vz € [07 1]7:“/1(2) > min{“ﬁ<x)7ﬂﬁ(y)}'

2. Para cualquier a € (0, 1], A, debe ser un intervalo cerrado.
3. El soporte de A debe ser finito.
4. A estd normalizado,

supgprz(x) = 1.

Casos particulares de nimeros difusos [152]:

Los numeros reales (Figura 2.3.a).

Intervalos de nimeros reales (Figura 2.3.b).

Valores aproximados (Figura 2.3.c).

Intervalos aproximados o difusos (Figura 2.3.d).

0 5 >0 - > 0 >0

a) b) Cl)

Figura 2.3: Ejemplos de ntimeros difusos.

Para terminar esta seccion dedicada a los conjuntos difusos, tan sélo anadir que
las operaciones aritméticas habituales sobre niimeros reales se extienden a los ntimeros

difusos mediante el Principio de Extension presentado anteriormente.
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2.3. El Modelado Lingiiistico Difuso

Los problemas presentes en el mundo real presentan aspectos que pueden ser de
distinta naturaleza. Cuando dichos aspectos o fendmenos son de naturaleza cuantitativa,
éstos se valoran facilmente utilizando valores numéricos mas o menos precisos. Sin
embargo, cuando se trabaja con informacion vaga e imprecisa o cuando la naturaleza
de tales aspectos no es cuantitativa sino cualitativa, no es sencillo ni adecuado utilizar
un modelado de preferencias numérico. En este caso, es mas aconsejable utilizar otro

tipo de modelado como, por ejemplo, el lingiiistico.

Este tipo de aspectos suele aparecer frecuentemente en problemas en los que se
pretenden evaluar fenémenos relacionados con percepciones y relaciones de los seres
humanos (diseno, gusto, diversion, etc.). En estos casos, se suelen utilizar palabras del
lenguaje natural (bonito, feo, dulce, salado, simpatico, mucha, poca, etc.) en lugar de
valores numéricos para emitir tales valoraciones. Tal y como se indica en [49, 235], el

uso de un modelado lingiiistico de preferencias puede deberse a varias razones:

= La informacién disponible con la que trabajan los expertos es demasiado vaga o

imprecisa para ser valorada utilizando valores numéricos precisos.

= Situaciones en las que la informacion no puede ser cuantificada debido a su na-
turaleza y sélo puede medirse utilizando términos lingiiisticos. Por ejemplo, para
evaluar el comfort o el diseno de un coche [157], el uso de términos como bueno,

medio y malo, suele ser habitual.

= Informacién cuantitativa que no puede medirse porque no estan disponibles los
elementos necesarios para llevar a cabo una medicién exacta o porque el coste
de su medicion es muy elevado. En este caso, el uso de un wvalor aprorimado que

permita reflejar los distintos valores del problema puede ser adecuado. Por ejemplo,
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imaginemos una situacion en la que se pretende evaluar la velocidad de un coche
y no disponemos de crondémetro, sirviéndonos tan sélo de nuestras percepciones.
Entonces, en lugar de valores numéricos, podemos utilizar términos lingiiisticos

como, por ejemplo, rdpido, muy rdpido y lento, para medir la velocidad.

El modelado lingiiistico difuso, que tiene como base tedrica la Teoria de Conjuntos
Difusos, se ha mostrado como una técnica eficaz para valorar aspectos de naturaleza
cualitativa [1, 13, 26, 29, 67, 69, 105, 202, 207, 225]. Para representar los aspectos
cualitativos como valores lingiiisticos, utiliza variables lingiisticas cuyo dominio de
expresion son conjuntos de palabras o términos lingiiisticos [231, 232, 233].

Una variable lingiiistica se caracteriza por un wvalor sintdctico o etiqueta y por un
valor semdntico o significado. La etiqueta es una palabra o frase perteneciente a un
conjunto de términos lingiiisticos y el significado de dicha etiqueta viene dado por un
subconjunto difuso en un universo de discurso. Al ser las palabras menos precisas que los
nimeros, el concepto de variable lingiifstica es una buena propuesta para caracterizar
aquellos fenémenos que no son adecuados para poder ser evaluados mediante valores

numeéricos. Formalmente, una variable lingliistica se define como:

Definicién 2.11. [231, 232, 233] Una variable lingiiistica estd caracterizada por una
quintupla (H,T(H),U, G, M), donde:

= H es el nombre de la variable.

» T(H) es el conjunto de valores lingiiisticos o etiquetas lingiiisticas.

U es el universo de discurso de la variable.

G es una regla sintéctica (que normalmente toma forma de gramética) para generar

los valores de T'(H).

M es una regla semantica que asocia a cada elemento de T'(H ) su significado. Para

cada valor L € T(H), M(L) serd un subconjunto difuso de U.
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Ejemplo 2.2. Consideremos la variable lingiiistica H = velocidad y la variable base
u € U, con U = [0,125]. El conjunto de términos asociados con la velocidad podria
ser T(H) = {baja, media, alta}, donde cada término en T'(H) es el nombre de un valor
lingiiistico de velocidad. El significado M (L) de una etiqueta L € T'(H) se define como
la restriccién L(u) sobre la variable base u, impuesta segin el nombre de L. Por lo
tanto, M (L) es un conjunto difuso de U cuya funcién de pertenencia L(u) representa
la semantica del nombre L. La representacion grafica del ejemplo puede observarse en

la Figura 2.4.

Velocidad

0 25 50 75 100 125

Figura 2.4: Ejemplo de variable lingiiistica.

En cualquier ambito en el que deseemos aplicar un enfoque lingiiistico difuso para
la resolucién de algiin problema, debemos tomar dos decisiones:

s Modelo de representacion. Eleccion del conjunto de términos lingiiisticos junto con

su semantica. De esta forma, se proporciona a una fuente de informacién (experto,
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juez, etc.) un nimero reducido de términos con los que poder expresarla.

s Modelo computacional. Definir el modelo computacional seleccionando los corres-

pondientes operadores de comparacion y de agregacién.

A continuacién, vamos a describir varios enfoques existentes tanto para generar el
conjunto de términos lingliisticos como para definir la seméantica que estd asociada a

los mismos.

2.3.1. Eleccion del Conjunto de Términos Lingiiisticos

Para que una fuente de informacién pueda expresar con facilidad su informacién
y conocimiento es necesario que disponga de un conjunto apropiado de descriptores
lingiiisticos. Un aspecto muy importante que es necesario analizar con el fin de establecer
la descripcién de una variable lingtiistica es la granularidad de la incertidumbre [27],
es decir, la cardinalidad del conjunto de términos lingiiisticos usado para expresar y
representar la informacién.

Se dice que un conjunto de términos lingiiisticos tiene:

= Una granularidad baja o un tamano de grano grueso cuando la cardinalidad del con-
junto de etiquetas lingiiisticas es pequena. Esto significa que el dominio esta poco
particionado y que existen pocos niveles de distincién de la incertidumbre, produ-

ciéndose una pérdida de expresividad.

= Una granularidad alta o un tamano de grano fino cuando la cardinalidad del con-
junto de etiquetas lingiiisticas es alta. Esta situacién puede provocar un aumento

de la complejidad en la descripcién del dominio.

La cardinalidad de un conjunto de términos lingiiisticos no debe ser demasiado
pequena como para imponer una restriccion de precision a la informacion que quiere

expresar cada fuente de informacion, y debe ser lo suficientemente grande como para
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permitir hacer una discriminacion de las valoraciones en un nimero limitado de grados.
Habitualmente, la cardinalidad usada en los modelos lingiiisticos suele ser un valor
impar como 7 0 9, no superando las 11 o 13 etiquetas. El término medio representa una
valoracion de aproximadamente 0.5 y el resto de los términos se distribuyen alrededor
de éste [27]. Estos valores clésicos de cardinalidad parecen estar dentro de la linea de
observacién de Miller [167] sobre la capacidad humana, en la que se indica que se pueden
manejar razonablemente y recordar alrededor de 7 o 9 términos diferentes.

Una vez establecida la cardinalidad, es necesario definir un mecanismo para generar
los términos lingiiisticos. Existen dos enfoques para esto, uno los define a partir de una
gramatica libre de contexto y el otro mediante un orden total definido sobre el conjun-
to de términos lingiiisticos. Como veremos mas adelante, dependiendo del mecanismo
utilizado para generar los términos lingiiisticos, encontramos dos modelados lingiiisti-
cos diferentes: el modelado lingiiistico difuso clésico y el modelado lingiiistico difuso

ordinal.

2.3.2. Semantica del Conjunto de Términos Lingiiisticos

Existen varios enfoques para definir la seméntica del conjunto de etiquetas lingtiisti-
cas [28, 201, 221], siendo uno de los més utilizados el enfoque basado en funciones de
pertenencia [27, 29, 69, 154, 199].

El enfoque basado en funciones de pertenencia define la semantica del conjunto de
términos lingtiisticos utilizando nimeros difusos en el intervalo [0, 1], donde cada nimero
difuso es descrito por una funcién de pertenencia. Un método eficiente desde un punto
de vista computacional para caracterizar un nimero difuso es usar una representacion
basada en pardmetros de su funcién de pertenencia [26]. Debido a que las valoraciones

lingiiisticas dadas por las fuentes de informacién son aproximaciones, algunos autores
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consideran que las funciones de pertenencia trapezoidales son lo suficientemente buenas
como para representar la vaguedad de dichas valoraciones lingiiisticas [26, 27, 69, 199,
200].

En la Figura 2.5, se muestra la semantica de una variable lingiiistica que evalda la
altura de una persona utilizando nimeros difusos definidos por funciones de pertenencia

trapezoidales:

Muy bajo Bajo Mediano Alto Muy Alto

>

0

1.2 1.25 1.35 1.4 1.6 1.65 1.85 1.90

Figura 2.5: Definicién seméantica de la variable lingiiistica altura usando funciones de
pertenencia trapezoidales.

T (Altura) = {Muy bajo, Bajo, Mediano, Alto, Muy Alto}
Muy Bajo = (0,0,1.2,1.25)
Bajo = (1.2,1.25,1.35,1.4)
Mediano = (1.35,1.4,1.6,1.65)
Alto = (1.6,1.65,1.85,1.9)
Muy Alto = (1.85,1.9,2,2)

Un caso particular de este tipo de representacion son las funciones de pertenencia
triangulares, en las que b = d. La Figura 2.6 muestra el mismo conjunto visto anterior-

mente, pero representado ahora con funciones de pertenencia triangulares.
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A
1 Muy bajo  Bajo Mediano Alto Muy Alto

0.25 0.5 0.75 1

Figura 2.6: Definicién seméntica de la variable lingiiistica altura usando funciones de
pertenencia triangulares.

bueno excelente bueno excelente

0 1 > o >

Figura 2.7: Distribuciones diferentes del concepto excelente.

Este enfoque implica establecer las funciones de pertenencia asociadas a cada etique-
ta. Esta tarea presenta el problema de determinar los parametros segun los puntos de
vista de todas las fuentes de informacion. En la realidad, es dificil que todas las fuentes
de informacién propongan exactamente las mismas funciones de pertenencia asociadas
a los términos lingiiisticos, debido a que cada una de ellas puede interpretar de forma
parecida, pero a la vez diferente, el mismo concepto. Por ejemplo, dos percepciones
muy cercanas pero diferentes de la evaluacion del concepto ezcelente pueden verse en

la Figura 2.7.

Por lo tanto, puede darse el caso de términos lingiifsticos con una sintaxis similar

pero con diferente semantica [105].
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2.4. Modelado Lingiiistico Difuso Clasico

A continuacion, vamos a describir el modelado lingiiistico difuso clasico. Para ello,
como hemos comentado anteriormente, vamos a definir tanto su modelo de representa-

cién como su modelo computacional.

2.4.1. Modelo de Representacion en el Modelado Lingiiistico

Difuso Clasico

El modelado lingiiistico difuso clasico adopta un enfoque basado en una gramatica
libre de contexto [26, 27, 29, 231, 232, 233, 234] para generar el conjunto de términos
lingiiisticos. Una gramética generadora G es una 4-tupla (Viy, Vp, I, P), siendo Vy el
conjunto de simbolos no terminales, V7 el conjunto de simbolos terminales, I el simbolo
inicial y P el conjunto de reglas de produccion. La eleccion de estos cuatro elementos
determinara la cardinalidad y forma del conjunto de términos lingiiisticos. El lenguaje
generado deberia ser lo suficientemente grande como para que pueda describir cualquier
posible situacién del problema. De acuerdo con las observaciones de Miller [167], el
lenguaje generado no tiene que ser infinito, sino mas bien facilmente comprensible.

Entre los simbolos terminales y no terminales de G, podemos encontrar términos
primarios (por ejemplo, alto, medio, bajo), modificadores (por ejemplo, no, mucho,
muy, mds o menos), relaciones (por ejemplo, mayor que, menor que) y conectivos (por
ejemplo, y, o, pero). Construyendo I como cualquier término primario, el conjunto de
términos lingiiisticos H = {muy alto, bastante alto, alto} se genera usando P. La
semantica del conjunto de términos lingiiisticos se define utilizando ntimeros difusos en
el intervalo [0, 1], donde cada nimero difuso se describe por una funcién de pertenencia

basada en ciertos parametros o reglas seménticas.
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2.4.2. Modelo Computacional en el Modelado Lingiiistico Di-

fuso Clasico

Con respecto a la definicion de operadores de agregacién de informacién lingiiistica,
el modelo clasico lo que hace es extender las operaciones de la logica tradicional para
aplicarlas sobre las funciones de pertenencia. El inconveniente es que, como resulta-
do, obtendremos otro conjunto difuso que no se corresponde con ninguna etiqueta del
conjunto de términos originalmente considerado. Si finalmente deseamos obtener una
etiqueta de dicho conjunto, es necesario realizar un proceso de aproximacion lingiiisti-
ca, el cual consiste en encontrar una etiqueta cuyo significado sea el mismo o lo mas
parecido posible (de acuerdo a alguna métrica) al significado del conjunto difuso no

etiquetado obtenido como resultado de alguna operacion.

2.5. Modelado Lingiiistico Difuso Ordinal

El modelado lingiifstico difuso ordinal [68, 102, 110] es un tipo muy 1til de enfo-
que lingiifstico difuso. Fue propuesto como una herramienta alternativa al modelado
lingiiistico difuso clasico, ya que simplifica la computacién con palabras al eliminar la

complejidad de tener que definir una gramatica.

Ademas, el modelado lingiiistico difuso clasico, al trabajar con ntimeros difusos, pre-
senta el inconveniente de que no suelen coincidir con etiquetas del conjunto de términos
lingiiisticos, por lo que si se desea obtener una etiqueta, se hace necesaria una aproxi-
macion lingiifstica. Sin embargo, el modelado lingiiistico difuso ordinal trabaja direc-
tamente con las etiquetas previamente definidas, por lo que evita tener que recurrir a

aproximaciones lingiiisticas complejas.
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2.5.1. Modelo de Representaciéon en el Modelado Lingiiistico

Difuso Ordinal

Un enfoque lingiiistico difuso ordinal se define considerando un conjunto de etiquetas
finito y totalmente ordenado S = {s;}, ¢ € {0,...,g}, con s; > s; si i > j, y con
una cardinalidad impar (la cardinalidad de S es g + 1). La seméantica del conjunto
de etiquetas se establece segin la estructura ordenada del conjunto de etiquetas [28§],
considerando que cada etiqueta del par (s;, s,—;) es igualmente informativa. Por ejemplo,
podriamos usar el siguiente conjunto de 7 etiquetas para representar la informacion
lingtiistica:

S ={N,MB,B,M,A,MA, P}

so = Nulo= N s1 = Muy Bajo= MB
sy = Bajo= B s3 = Medio =M
sy =Alto=A s5 = Muy Alto= M A

s¢ = Perfecto= P
donde s; < s; siy sblo sii < j.

N MB B M A MA P

0 0.17 0.33 0.5 0.67 0.83 1

Figura 2.8: Un conjunto de 7 términos lingiiisticos y su seméantica.

A continuacién, tenemos que dar significado al conjunto de etiquetas lingiiisticas,
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asociando con cada término lingiifstico un conjunto difuso definido en el intervalo [0, 1].
Para ello, podemos hacer uso de una representacion trapezoidal de la funcién de per-
tenencia, o de su caso mas particular, una representacion triangular. Como ejemplo,
podemos considerar el anterior conjunto de etiquetas con las siguientes funciones de

pertenencia (ver Figura 2.8):
so = Nulo(N) = (0,0,0.17) s1 = Muy Bajo(MB) = (0,0.17,0.33)
sy = Bajo(B) = (0.17,0.33,0.5) s3 = Medio(M) = (0.33,0.5,0.67)
sy = Alto(A) = (0.5,0.67,0.83) s5 = Muy Alto(MA) = (0.67,0.83,1)

s¢ = Perfecto(P) = (0.83,1,1)

2.5.2. Modelo Computacional en el Modelado Lingiiistico Di-

fuso Ordinal

En cualquier enfoque lingliistico, necesitamos operadores para el manejo de la infor-
macién lingtistica. Una ventaja del enfoque lingtistico difuso ordinal es la simplicidad
y agilidad de su modelo computacional. Estéd basado en el célculo simbélico [102, 110]
y actua operando directamente sobre las etiquetas, teniendo en cuenta el orden de las
valoraciones lingiiisticas en la estructura ordenada de las etiquetas. Habitualmente, el
modelo lingiiistico difuso ordinal para la computaciéon con palabras se define estable-

ciendo:

1. un operador de negacién,

2. operadores de comparaciéon basados en la estructura ordenada de los términos

lingiiisticos, y

3. operadores apropiados para la agregacién de informacion lingiiistica difusa ordinal.
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En la mayoria de los enfoques lingiiisticos difusos ordinales, a partir de la seméantica

asociada a los términos lingiiisticos, el operador de negacién se define como:
NEG(s;))=sj|j=g—1i.

También se pueden definir dos operadores de comparacién de términos lingiiisticos:
1. Operador de mazimizacion: MAX (s;,s;) = s; sl s; > sj.
2. Operador de minimizacion: MIN(s;,s;) = s; si s; < sj.

A partir de estos operadores, es posible definir operadores automaticos y simbdlicos
de agregaciéon de informacion lingiiistica como, por ejemplo, el operador de agregacién de
informacién lingtiistica no ponderada LOWA (Linguistic Ordered Weighted Averaging)
[110], que estd basado en el operador OWA (Ordered Weighted Averaging).

Para concluir, indicar que existen otras opciones de modelado lingiiistico difuso
ordinal, como generar la seméntica de las etiquetas lingiiisticas utilizando funciones de
negacion que inducen una seméntica para cada etiqueta [201], estando éstas definidas

como intervalos en [0, 1].

2.6. Modelado Lingiiistico Difuso 2-tupla

El modelado lingiiistico difuso 2-tupla [114, 115] es un tipo de modelado lingiiistico
difuso que nos permite reducir la pérdida de informacion que habitualmente se produce
en el modelado lingiiistico difuso ordinal. Esta pérdida de informacién, que provoca
una falta de precision en los resultados, se debe al propio modelo, puesto que opera
con valores discretos sobre un universo de discurso continuo. La principal ventaja del
modelo computacional lingliistico basado en 2-tupla es que permite realizar procesos de
computo con palabras de forma mas precisa y, por tanto, sin pérdida de informacion,

puesto que utiliza un modelo continuo de representacién de la informacion.




El Modelado Lingiiistico Difuso 93

2.6.1. Modelo de Representacion en el Modelado Lingiiistico

Difuso 2-tupla

Consideremos que S = {sg,...,5,} es un conjunto de términos lingiiisticos con
cardinalidad impar, donde el término intermedio representa una valoracién de aproxi-
madamente 0.5 y con el resto de términos lingiiisticos del conjunto distribuidos simétri-
camente alrededor de ese punto intermedio. Asumimos que la seméntica asociada con
cada una de las etiquetas viene dada por medio de funciones de pertenencia triangu-
lares y consideramos todos los términos distribuidos sobre una escala sobre la que hay
establecida una relacién de orden total, es decir, s; < s; <= i < j. En este contex-
to lingiiistico difuso, si mediante un método simbdlico de agregacion de informacién
lingiifstica [102, 110] obtenemos un valor 5 € [0, g],y 5 ¢ {0, ..., g}, podemos usar una

funcion de aproximacion para expresar el resultado obtenido como un valor de S.

Definicién 2.12. [114] Sea (3 el resultado de una agregacién de los indices de un con-
junto de etiquetas valoradas sobre un conjunto de términos lingiiisticos S, es decir, el
resultado de una operacién de agregaciéon simbdlica. 5 € [0, g], siendo g + 1 la car-
dinalidad de S. Dados i = round(f3) y a = (3 — i dos valores, tales que i € [0,¢] y

a € [—0.5,0.5), entonces « es lo que denominamos traslacion simbdlica.

La traslacion simbdlica de un término lingiiistico s; es un valor numérico valorado
en [—0.5,0.5) que representa la diferencia de informacidon entre la informacién 5 € [0, g]
obtenida después de una operacion de agregacién simbélica y el valor mas cercano en
{0,..., g} que indica el indice del término lingiiistico mas cercano en S (i = round(3)).
El enfoque lingiiistico difuso basado en 2-tupla se desarrolla a partir del concepto de
traslacion simbdlica, representando la informacion lingiiistica por medio de una 2-tupla

(si,a4), si€ Sy a; €[-0.5,0.5):
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= 5; representa la etiqueta lingiiistica, y
= (; es un valor numérico que expresa la traslacion de (8 al indice de la etiqueta mas
cercana, i, en el conjunto de términos lingtiisticos (s; € S).
Este modelo define un conjunto de funciones de transformacion entre términos lingiiisti-

cos y 2-tupla y entre valores numéricos y 2-tupla.

Definicién 2.13. [114] Sea S = {so,...,s,} un conjunto de términos lingiifsticos y
B € [0, g] un valor que representa el resultado de una operacién de agregacién simbdlica,
la 2-tupla que expresa la informacién equivalente a (3 se obtiene mediante la siguiente

funcion:

A:]0,g9] — S x [-0.5,0.5)
A(B) = (s1.0) con Si i = round(()
a=0—-i aec[-05,05)

donde round(-) es el tipico operador de redondeo, s; es la etiqueta cuyo indice es el mas

cercano a 3y « es el valor de la traslacion simbdlica.
Proposicién 2.1. [114] Sea S = {s¢,...,s,} un conjunto de términos lingiisticos y

(si, ) una 2-tupla. Existe siempre una funcion A™' tal que aplicada sobre una 2-tupla

(si, ) devuelve su valor numérico 5 € [0, g].

A7 S x [-0.5,0.5) — [0, ]
A Y (s5,a) =i+ a= 8.
Nota 2.1. A partir de las definiciones 2.12, 2.13 y de la proposicion 2.1, la conversién
de un término lingiiistico en una 2-tupla consiste en anadir el valor cero como traslacion
simbolica:

si € S = (s4,0).
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2.6.2. Modelo Computacional en el Modelado Lingiiistico Di-
fuso 2-tupla

Vamos a mostrar ahora el modelo computacional que nos permite operar sobre la
representacion lingtifstica difusa 2-tupla, presentando los operadores de comparacion,
negacion y agregacion de 2-tupla:

1. Operador de comparacion de 2-tupla: La comparacién de informacién lingiiistica
representada por medio de 2-tupla se realiza de acuerdo a un orden lexicogréfico
normal y corriente. Consideremos dos 2-tupla (sg, 1) v (81, a2) que representan

cantidades de informacion:
» Si k <[, entonces (s, 1) es menor que (s;, o).
= Si k=, entonces
a) Si oy = ag, entonces (sg, 1) y (87, e) representan la misma informacion,
b) Siay < g, entonces (Sg, ) es menor que (S;, &),
¢) Si ay > g, entonces (Sg, o) es mayor que (s;, ag),
2. Operador de negacion de 2-tupla: El operador de negacién sobre una 2-tupla se

define como:
Neg(si,a) = Alg — (A7 (si,a))),
siendo g + 1 la cardinalidad del conjunto de etiquetas S.

3. Operador de agregacion de 2-tupla: La agregacion de informacién consiste en ob-
tener un valor que resuma un conjunto de valores, por lo que el resultado de la
agregacion de un conjunto de varias 2-tupla debe ser una 2-tupla. En la literatura
podemos encontrar numerosos operadores de agregacion que nos permiten combi-
nar la informacién de acuerdo a distintos criterios. Cualquiera de estos operadores

puede ser facilmente extendido para trabajar con 2-tupla usando funciones A y
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A~! que transforman valores numéricos en 2-tupla y viceversa sin pérdida de in-
formacién. Algunos ejemplos de estos operadores son los siguientes:

Definicién 2.14. Sea x = {(r1,a1),...,(rn, @,)} un conjunto de varias 2-tuplas
lingiiisticas, la 2-tupla que simboliza la media aritmética, z°, se calcula de la si-

guiente forma:

z(r1,0q), .oy (T, a)] = (Z —A7! 7’“041>:A<%Z@>-

Definicién 2.15. Sea x = {(r1,a1),...,(rn, @,)} un conjunto de varias 2-tuplas
lingiiisticas y W = {wy,...,w,} un vector numérico con sus pesos asociados, la

2-tupla que simboliza la media ponderada, z", es:

it - (B s (gt

Definicién 2.16. Sea = = {(r1, 1), ..., (rn, &)} un conjunto de varias 2-tuplas y
W = {(wy,ay),..., (w,,a¥)} sus pesos asociados representados mediante 2-tuplas
lingtifsticas, la 2-tupla que representa la media ponderada lingiiistica, z;°, se calcula

de la siguiente forma:

.T;U - [((Tla al)v (wla aiﬂ)) cee ((r”’ a")’ (wm ag))] (W> ’

con 3; = A7 ry, 05) y Bw, = A7 Hw;, o).

2.7. Modelado Lingiiistico Difuso Multi-Granular

Con anterioridad hemos comentado que en cualquier enfoque lingiiistico difuso, uno

de los parametros més importantes que hay que determinar es la granularidad de la

incertidumbre, es decir, la cardinalidad del conjunto de términos lingiiisticos S usado
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para expresar la informacion lingiiistica. En funcién del grado de incertidumbre que
un experto encargado de calificar un fenomeno tenga sobre el mismo, el conjunto de
términos lingiiisticos elegido para proporcionar ese conocimiento tendra mas o menos
términos. Por lo tanto, cuando distintos expertos tienen diferentes grados de incer-
tidumbre sobre el fenémeno, es conveniente que cada uno trabaje con conjuntos de
términos lingiiisticos de diferente granularidad de incertidumbre (es decir, trabajar con
informacion lingiifstica multi-granular) [105, 116, 128]. El uso de diferentes conjuntos de
etiquetas es también necesario cuando un experto tiene que valorar conceptos diferentes.
En ese tipo de situaciones, necesitamos herramientas que nos permitan gestionar infor-
macion lingiifstica multi-granular, es decir, necesitamos definir un modelado lingiiistico

difuso multi-granular.

De esta forma, para operar con la informacion lingtifstica multi-granular, el primer
paso es unificarla en un tnico dominio de expresion. Todas las preferencias lingiiisticas
de los expertos deben transformarse (usando una funcién de transformacién) en un
unico dominio llamado conjunto de términos lingiiisticos bdsico (BLTS) y denotado

como Sy [105, 128].

El BLTS debe ser un conjunto de términos linglifsticos que permita mantener los
grados de incertidumbre asociados a cada dominio individual ;. Asi, en un contexto

lingiifstico multi-granular general, para seleccionar St se procede de la siguiente forma:

1. Sisolamente hay un tinico conjunto de términos lingiiisticos con granularidad maxi-

ma, entonces se elige ese como el conjunto BLTS, Sr.

2. Si hay dos o mas conjuntos de términos lingiiisticos con granularidad maxima,

entonces la seleccion de St dependerd de la semantica asociada a ellos:

a) Si todos los términos lingiiisticos tienen la misma seméntica (con diferentes

etiquetas), entonces cualquiera de ellos puede seleccionarse como Sr.
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b) Sidos o més de los conjuntos de términos lingiiisticos tienen diferentes semanti-
cas, entonces Sy se define como un conjunto genérico de términos lingiiisticos
con un numero de términos mayor que el nimero de términos que una persona

puede discriminar, el cual normalmente es 7 0 9 [167].

Una vez que el conjunto BLTS ha sido seleccionado, la informacién lingtifstica multi-
granular se unifica en conjuntos difusos definidos sobre el conjunto BLTS mediante una

funcion de transformacion multi-granular:

Definicién 2.17. [105] Si S = {lo,...,l,} ¥ St = {s0,...,S,} son dos conjuntos
de términos lingiiisticos, con g > p, entonces una funcién de transformacion multi-
granular 7gg, se define como 7gg,.: S — F(Sr), tal que 755,(l;) = {(sn,an) | h =
0,...,9} VI, € A, con oy, = max, min{p, (y), tte,, (v) }, v donde F(S7) es el conjunto de
conjuntos difusos definidos sobre St, y 1,(y) ¥ fc, (y) son las funciones de pertenencia

de los conjuntos difusos asociados a los términos lingiiisticos I; y ¢, respectivamente.

Ejemplo 2.3. Sean S = {lo,l1,...,l4} y S = {s0, $1, - - -, S¢ } dos conjuntos de términos
lingiiisticos con la siguiente semantica asociada cuya representaciéon mediante nimeros

difusos triangulares se muestra en la Figura 2.9:

lo = (0,0,0.25) 0,0,0.16)

( so = (

[y =(0,0.25,0.5) s1 = (0,0.16,0.34)

lo = (0.25,0.5,0.75) sy = (0.16,0.34,0.5)

I3 =(0.5,0.75,1) s3 = (0.34,0.5,0.66)

I, =(0.75,1,1) s4 = (0.5,0.66,0.84)
s5 = (0.66,0.84,1)
s¢ = (

0.84,1,1)

El conjunto difuso obtenido después de aplicar la funciéon de transformaciéon multi-
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granular 7gg, para la etiqueta [; es:

TSST(ZI) = {(So, 039), (Sl, 085), (SQ, 085), (Sg, 039), <S4, 0), (85, O), (86, 0)}

0 0.25 0.5 0.75 1
S, S, I, S S, S, S, S,
N
i A '
0 0.16 0.5 0.84 1

Figura 2.9: Transformacion de [; € S en un conjunto difuso sobre Srt.

Para unificar las preferencias de cada experto e;, se definen funciones de transfor-
macién multi-granular, s,s,., tal que cada preferencia lingiifstica p/* € S; serd transfor-
mada dentro del conjunto difuso pi* sobre Sr = {so, ..., s,}, tal que pi*¥ = 75,5, (p¥) =
{(sn,al¥) | h=0,...,g}, aff = max, min{se,u (y), pe, ()}, donde al menos 3 af >0y

1k

V olf € [0, 1]. Para simplificar, usaremos los grados de pertenencia (o 7...,o/gk) para

denotar cada conjunto difuso pi*:

~}1:(a(1)1,...,a;1) ﬁ%”:(aé”,...,a;”)
5 _
Pl = (apl,. .. amt) e = (apn,. ., o)
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2.8. Modelado Lingiistico Difuso No Balanceado

Segin se ha comentado, ante cualquier problema que hace uso de informacién
lingiiistica, el primer objetivo que hay que satisfacer es la eleccién de los términos
lingiiisticos con sus correspondientes semanticas para, asi, establecer el conjunto de eti-
quetas que se va a usar. A lo largo de la literatura, podemos encontrar dos posibilidades

distintas para la eleccién de los términos lingiiisticos y sus semanticas:

= Por un lado, podemos asumir que todos los términos del conjunto de etiquetas
son igualmente informativos, es decir, estan distribuidos simétricamente tal y como

sucede en los modelados lingiiisticos difusos que hemos estado viendo hasta ahora.

= Por otro lado, podemos asumir que no todos los términos del conjunto de etiquetas
son igualmente informativos, es decir, las etiquetas no estan distribuidas simétri-
camente. En este caso, necesitamos un modelado lingiiistico difuso no balanceado
[106, 108, 125] para gestionar los conjuntos de términos lingiiisticos con distintos
niveles de discriminacién a ambos lados del término medio. La necesidad de utili-
zar conjuntos de términos lingiiisticos no balanceados aparece, por ejemplo, en el

sistema de evaluacion de educacion espaniol (Figura 2.10):

Figura 2.10: Conjunto de etiquetas del sistema de evaluacién de eduacién espanol.

Sun={S,A,N,SB, MH}

S = Suspenso A = Aprobado
N = Notable SB = Sobresaliente
MH = Matricula de Honor
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Asi, aunque existe gran cantidad de modelos de consenso para problemas de To-
ma de Decisién en Grupo basados en una aproximacion lingiiistica que usa variables
lingiifsticas valoradas en conjuntos de términos lingiiisticos uniforme y simétricamente
distribuidos, es decir, asumiendo el mismo nivel de discriminacién a ambos lados del
término lingiiistico medio [22, 111, 113, 128, 207], existen problemas que necesitan va-
lorar sus variables con términos lingiiisticos que no estan ni uniforme ni simétricamente
distribuidos [107, 125, 159, 191, 202], es decir, usando conjuntos de términos lingiiisticos

difusos no balanceados.

Para gestionar los conjuntos de términos lingiiisticos no balanceados, se puede hacer
uso del modelado lingiiistico difuso basado en 2-tuplas. Basicamente, el método consiste
en representar los términos lingiifsticos no balanceados usando distintos niveles de una
jerarquia lingiifstica LH [61, 116], llevando a cabo todas las operaciones mediante el

uso del modelo computacional definido para la representacién de 2-tuplas.

Una jerarquia lingiiistica es un conjunto de niveles, donde cada nivel, a su vez, es un
conjunto de términos lingiifsticos con una granularidad diferente del resto de niveles de
la jerarquia [61, 116]. Cada uno de los niveles de una jerarquia lingiiistica se denota como
[(t,n(t)), siendo ¢ un nimero que indica el nivel de la jerarquia y n(t) la granularidad

del conjunto de términos lingiiisticos del nivel .

Normalmente, las jerarquias lingiifsticas trabajan con términos lingiiisticos cuyas
funciones de pertenencia son de forma triangular, simétricas y uniformemente distri-
buidas en el intervalo [0, 1]. Ademads, los conjuntos de términos lingiiisticos tienen una

granularidad impar, con la etiqueta central indicando un valor de indiferencia.

Los niveles de una jerarquia lingiiistica estan ordenados en funcién de su granulari-
dad, es decir, que para dos niveles consecutivos ¢t y t + 1, n(t + 1) > n(t). Por lo tanto,

cada nivel t + 1 proporciona un refinamiento lingiiistico con respecto al nivel anterior ¢.
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Definicién 2.18. Una jerarquia lingtiistica LH se define como la unién de todos los

niveles t que la conforman:

LH = Ji(t,n(t)).

Para la construccién de LH debemos tener en mente que el orden jerarquico nos
viene dado por el incremento de granularidad de los conjuntos de términos lingiiisticos
de cada nivel.

Partiendo de que S™*) = {sg(t), ce 528_1} sea el conjunto de términos lingiiisticos
definido para el nivel ¢ con n(t) términos, la construccién de una jerarquia lingtiistica

debe satisfacer las siguientes reglas basicas [116]:

1. Preservar todos los puntos modales previos de las funciones de pertenencia de cada

uno de los términos lingtiisticos de cada nivel con respecto a los del nivel siguiente.

2. Hacer que las transacciones entre dos niveles consecutivos sean suaves. El propdsi-
to es construir un nuevo conjunto de términos lingiifsticos, S™**Y . de forma que
anadiremos un nuevo término lingiiistico entre cada pareja de términos pertene-
cientes al conjunto de términos del nivel anterior ¢. Para realizar esta insercién
de nuevos términos, reduciremos el soporte de las etiquetas lingiiisticas para dejar

hueco entre ellas para la nueva etiqueta.

De forma genérica, podemos establecer que el conjunto de términos lingiiisticos de
nivel ¢ + 1, S™*+1) puede obtenerse a partir del nivel anterior ¢, S™®, de la siguiente

manera:

l(t,n(t)) = l(t+1,2-n(t) —1).

La granularidad necesaria en cada conjunto de términos lingiiisticos de nivel ¢, de-
pendiendo del valor n(t) definido en el primer nivel (para valores de 3 y 7 respectiva-

mente), puede verse en la Tabla 2.1.
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Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3
) | 1(1,3) 1(2,5) 1(3,9)
l(t,n(t)) | 1(1,7) | 1(2,13)

Tabla 2.1: Granularidad en distintos niveles de una jerarquia.

Un ejemplo grafico de una jerarquia lingiiistica compuesta de 3 niveles de 3, 5y 9

etiquetas cada uno de ellos, puede observarse en la Figura 2.11.

Figura 2.11: Jerarquia lingiiistica de 3 niveles de 3, 5 y 9 etiquetas.

En [116] se demostr6 que las jerarquias lingiiisticas son utiles para representar in-
formacion lingiiistica multi-granular y, por tanto, permiten trabajar con informacion
lingiiistica sin pérdida de informacién. Para conseguirlo, fue definida una familia de

funciones de transformacién entre etiquetas de diferentes niveles.

Definicién 2.19. Sea LH = J,l(t,n(t)) una jerarquia lingiiistica cuyos conjuntos




104 2.8. Modelado Lingiiistico Difuso No Balanceado

de términos lingiifsticos son denotados como S™* = {sg(t), NN szgg_l}. La funcién de
transformacién de una etiqueta lingiiistica (representada mediante una 2-tupla) de un

nivel ¢ a una etiqueta de un nivel consecutivo ¢ + ¢, con ¢ € {—1, 1}, se define como:

TEL,: (t,n(t) — Ut + ¢, n(t + c)).

AT an®) L (n(t +¢) — 1)
n(t n 7 Y
Tﬂt“rc(si ( )’ o (t)) = At-ﬁ-c ( : n(t) _ 1 .

Esta funcion de transformacion fue generalizada para transformar términos lingiiisti-

cos entre cualquier nivel dentro de la jerarquia lingiiistica.

Definicién 2.20. Sea LH = J,[(t,n(t)) una jerarquia lingiiistica cuyos conjuntos
de términos lingiifsticos son denotados como S"® = {s0 528_1}. La funcién de
transformacion recursiva entre una etiqueta lingiiistica (representada mediante una 2-
tupla) perteneciente a un nivel ¢ y una etiqueta perteneciente al nivel t' =t+a, con

a € 7, se define como:
TFEL:1(t,n(t)) — I, n(t)).

Si |a| > 1 entonces

/
t—t
=4

t
TF, (5!, a"W) = TF,

(TFZJF bt/ (Sn(t)a an(t)))-

i
[t—t/]

Si |a| = 1 entonces

TFté(s?(t),oc"(t)) =TF' ,_, (s@(t),oz"(t)).

(A
=

Esta funcion de transformacion recursiva puede ser definida facilmente de una forma

no recursiva de la siguiente manera:
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TFL:1(t,n(t) — (', n(t)).

. AL Sﬂ(t)’an(t) C(n(t) =1
jwﬁ%@awnzAﬂ<t<z ) (nlt) 1))

Proposicién 2.2. [116] Esta familia de funciones de transformacion entre etiquetas

linguisticas de distintos niveles de una jerarquia lingtiistica es biyectiva:

TFtt’ (TFtt,(s?(t)’ an(ﬂ)) _ (Sﬁ(t)’ Ozn(t)>.

Demostracion:
, ) AL ("0 om0y . n_1
Tﬂt (TFtt,(S?(t), an(t))) _ TFtt Ay t (Sl & ) (n(t ) ) _
n(t) —1
A (s, am®) - (n(t) — 1)
Afll A , t 7 ) . 1
t < t ( n(t) 1 (n(t) )
- At et

Este resultado garantiza que la transformacion entre niveles de una jerarquia lingiiisti-

ca se realizan sin pérdida de informacién.

2.8.1. Modelo de Representaciéon en el Modelado Lingiiistico

Difuso No Balanceado

Para manejar informacion lingiiistica difusa no balanceada, debemos representar la

informacion en otro dominio de expresién. Para representar el conjunto de términos
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lingiifsticos no balanceado S, por medio de una jerarquia lingiiistica LH , usamos dife-
rentes niveles de la jerarquia LH para representar ambos lados del término lingiiistico
medio. Asi, el lado con mas términos lingiiisticos necesita un nivel de granularidad ma-
yor, I(i,n(i)) de LH, y el lado con menor nimero de términos lingiifsticos necesita un
nivel de granularidad menor, I(j,n(j)) de LH, siendo i > j. En concreto, se necesita

un procedimiento formado por dos pasos [106, 125]:

1. Encontrar un nivel £~ de la jerarquia lingiiistica L H para representar el subconjunto

L

de términos lingiiisticos S, a la izquierda del término lingiiistico medio del conjunto

de términos lingiiisticos difusos no balanceado.
2. Encontrar un nivel ¢t* de la jerarquia lingtiistica L H para representar el subconjunto
de términos lingiifsticos SE a la derecha del término lingiifstico medio del conjunto

de términos lingiiisticos difusos no balanceado.

3. Representar el término medio de S, utilizando los términos medios de los niveles

t~ oy tt.
Sun ={N,B,M, A, BA, MA, T}
N = Nulo B = Bajo
M = Medio A= Alto
BA = Bastante Alto MA = Muy Alto
T = Total
N B M A BA MA T

Figura 2.12: Conjunto de términos lingiiisticos no balanceado de 7 etiquetas.

Por ejemplo, asumiendo el conjunto de términos lingiiisticos no balanceados S, =

{N,B,M,A, BA, MA,T} mostrado en la Figura 2.12 y la jerarquia lingiistica LH
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mostrada en la Figura 2.11, en la Figura 2.13 podemos ver una jerarquia lingiiistica en
la que se usan diferentes niveles de la jerarquia lingiiistica para representar los términos
de ambos lados del término central. Por lo tanto, para representar los términos {V, B}
se usa el nivel [(2,5), (t~ =1(2,5)), mientras que para representar {A, BA, M A, T} se
usa el nivel [(3,9), (t* =1(3,9)). Finalmente, se utilizan ambos niveles de la jerarquia,

[(2,3) y 1(3,9), para representar el término medio M.

rZ
o
<
>

BA MA T

Figura 2.13: Representacion de un conjunto de términos lingiiisticos no balanceado de
7 etiquetas utilizando una jerarquia lingiiistica.
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2.8.2. Modelo Computacional en el Modelado Lingiiistico Di-

fuso No Balanceado

Para manejar la informacién lingiiistica difusa no balanceada se necesitan herra-
mientas de computacion. Pero antes de llevar a cabo cualquier tarea computacional con
informacién lingiifstica difusa no balanceada, necesitamos elegir un nivel ¢ € {¢t7, ¢},
tal que n(t') = maz{n(t~),n(t")} [106, 125]. Ademé&s, como en el modelo lingiiistico
computacional difuso 2-tupla, se debe definir un operador de comparacion, un ope-
rador de negaciéon y un operador de agregacién de informacién lingiiistica difusa no
balanceada:

1. Operador de comparacion de informacion lingiuistica no balanceada: La compara-

cion de informacion lingiifstica no balanceada representada por 2-tuplas, (sz(t)

,a),
te{t,tT}y (s?(t), ag), t € {t7,t1}, es similar a la comparacién de dos 2-tuplas,
pero actuando sobre los valores TFL(si™ ay) = (sp™) 8)) y TFL(s)™, an) =
(st”)| 3,). Entonces tenemos:
» si v < w, entonces (sﬁ(t,),ﬁl) es mdas pequeno que (sﬂ(t/),@).
= Si v = w, entonces
a) si 1 = (s, entonces (sﬁ(t/), B1) y (sg(t/), f2) representan la misma informa-
cion.
b) si f1 < o, entonces (3’3(’*'), f1) es mas pequeno que (sz,(t/), Ba).
c) si 31 > [, entonces (sﬁ(tl), 1) es mayor que (SZ(t/),ﬁg).
Q)

2. Operador de negacion de informacion lingiistica no balanceada: Sea (s, a), t €

{t~,t"}, una 2-tupla lingliistica no balanceada, entonces:
NEG(s", o) = Neg(TF (s
(Sk ) a) eg( t”(sk ’ a))v

donde t # ", t" € {t~,t*}.
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3. Operador de agregacion de informacion lingtistica no balanceada: Como mencio-
namos, para trabajar con informacion lingiiistica difusa no balanceada, tenemos
que representarla en una jerarquia lingtiistica LH. Por lo tanto, cualquier operador
de agregacién de informacién lingiiistica no balanceada debe agregar informacién
lingiifstica difusa no balanceada por medio de su representacién en una jerarquia
lingiiistica LH. Para ello, usamos los procesos de agregacién disenados en el mode-
lo computacional 2-tupla, pero actuando sobre valores lingiiisticos no balanceados
transformados por medio de T'F},. Una vez que se obtiene el resultado, se transforma
al nivel correspondiente ¢ € {t~, 7} mediante TF! para expresar el resultado en
el conjunto de términos lingiiisticos no balanceado S,,. De esta forma, el operador
LOW Ay, que es una extension del operador LOWA (Linguistic Ordered Weighted

Averaging) [110], se define de la siguiente manera:

Definicién 2.21. Sea {(ai, 1), ..., (am, &)} un conjunto de valoraciones no ba-

lanceadas a agregar, el operador LOW A, ¢un, se define como:

Puni{(a, 1), ..., (@, am)} =W - BT = C™ {wy, by, k=1,...,m} =
:w1®b1@(1_w1>®0%_1{ﬁhabha h:27"'7m}7

donde b; = (a;, ;) € (S x [—0.5,0.5)), W = [wy, ..., wy], es un vector de pesos tal
que w; € [0,1] y > w; =1, B = %, h=2,...,m,y B es el vector ordenado
2-tupla no balanceado asociado. Cada elemento b; € B es el i-ésimo mayor elemento
2-tupla no balanceado en la coleccién {(a1, 1), ..., (@m, am)}, y CI es el operador
de combinacion convexo de m 2-tuplas no balanceadas. Si w; = 1y w; = 0 con
i # j Vi,j la combinacién convexa se define como: C! {w;, b;, i = 1,...,m} = b;.

Y si m = 2, entonces se define como:

C2 fw, by, 1=1,2 =w1 ®b; ® (1 — wy) @b; = TF (57", ),
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donde (s @) = A(N) y A = AN TFL (b)) +wi - (A (TEL (b))~ AT (b)),
bj,bi € (S x[—0.5,0.5)), (b; >b;), Ae[0,n(t')—1], t € {t,t"}.

Para calcular el vector de pesos W del operador LOW A,,,, ¢un, Usamos un cuan-
tificador lingiiistico difuso () para implementar el concepto de mayoria y la ecua-

cion 1.5.




Capitulo 3

Un Proceso de Seleccién para TDG
con Relaciones de Preferencia
Lingiisticas Difusas Incompletas

En las situaciones de Toma de Decisién en Grupo presentes en la vida real, el proble-
ma de la falta de informacién es bastante comun, es decir, los expertos no proporcionan
toda la informacién que se les solicita. Por tanto, el estudio de procesos que permitan
manejar esta clase de situaciones es muy importante para resolver eficientemente un
problema de Toma de Decisién en Grupo.

La falta de informacién en las preferencias proporcionadas por un experto pueden
deberse a que el experto no posea un nivel de conocimiento preciso o suficiente del
problema, a que no pueda discriminar el grado con el cual algunas alternativas son
mejores que otras o a que prefiera no dar todas las preferencias por las que se le pregunta
para evitar introducir inconsistencias (ver Seccién 1.8). En tales situaciones, los expertos
proporcionan relaciones de preferencia incompletas [82, 121, 122, 149, 150, 151, 158, 206,
214, 216]. Por tanto, es de gran importancia proporcionar a los expertos herramientas
que les permitan trabajar con la falta de conocimiento en sus opiniones.

Ademas, como comentamos al principio de la memoria, otro aspecto importante a

tener en cuenta es el de la consistencia en las opiniones de los expertos (ver Seccién 1.5).
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De esta forma, para mantener los niveles de consistencia de los expertos, muchos autores
han propuesto procedimientos de estimacién de preferencias basados en criterios de
consistencia [122, 206, 210, 212, 213|. Asi, para las relaciones de preferencia difusas,
se han propuesto procedimientos para estimar valores perdidos en [122, 206] basados
en la propiedad de consistencia aditiva de Tanino [196]. Para relaciones de preferencia
lingiiisticas difusas ordinales, se han propuesto procedimientos para estimar valores
perdidos en [212, 213] basados en la propiedad de consistencia de Saaty [184], la cual
se define para relaciones de preferencia multiplicativas y, por lo tanto, no es aplicable
a relaciones de preferencia lingiiisticas difusas. Sin embargo, es bien conocido que la
traslacién difusa de la propiedad de consistencia de Saaty coincide con la propiedad
de consistencia aditiva de Tanino [122, 124]. Por lo tanto, serfa deseable disenar un
procedimiento de estimacion para relaciones de preferencia lingiiisticas difusas basado
en la propiedad de consistencia aditiva. En [210] se propuso una primera aproximacién
para el caso de relaciones de preferencia lingiiisticas difusas ordinales basado en la
propiedad de consistencia aditiva. Sin embargo, falla en el uso de todas las posibilidades
de estimacion que pueden derivarse de la propiedad de consistencia aditiva.

En este capitulo presentamos un proceso de seleccion de alternativas para problemas
de Toma de Decision en Grupo con relaciones de preferencia lingiiisticas difusas incom-
pletas siguiendo el esquema de eleccién propuesto en [90], esto es, agregacion seguida
de ezplotacion (Figura 3.1).

Ademas, proponemos un procedimiento de estimacion de valores perdidos para rela-
ciones de preferencia lingiiisticas difusas incompletas basado en la extension lingiiistica
del principio de consistencia de Tanino y que hace uso de todas las posibilidades de esti-
macién que se derivan de él. Este procedimiento intenta estimar la informacién perdida
en una relacion de preferencia lingiiistica difusa incompleta individual usando sélo los

valores de preferencia proporcionados por ese experto. Para ello, asumimos relaciones de
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Proceso de Seleccion
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Figura 3.1: Esquema de eleccién de un proceso de seleccion.

preferencia lingiifsticas difusas valoradas usando el modelado lingiiistico difuso 2-tupla,
debido a las ventajas que proporciona con respecto al modelado lingiiistico difuso or-
dinal [115]. Este procedimiento de estimacién serd usado por el proceso de seleccién
para completar las relaciones de preferencia lingtiisticas difusas. Ademas, analizamos el
uso del procedimiento de estimacion en el proceso de seleccién y la ventaja del mismo

frente a los procesos de seleccion clasicos.

De esta forma, este capitulo se estructura de la siguiente manera. En primer lu-
gar, presentamos las relaciones de preferencia lingiiisticas difusas incompletas como un
formato de representacion de preferencias que permite la expresién de preferencias in-
completas en la Seccion 3.1. A continuacion, definimos la consistencia lingiiistica aditiva
para relaciones de preferencia lingiifsticas difusas 2-tupla en la Seccién 3.2. El proce-
dimiento de estimacion de valores perdidos para relaciones de preferencia lingiiisticas
difusas 2-tupla incompletas junto con las condiciones suficientes que garantizan la es-
timacion de todos los valores perdidos y un ejemplo de su aplicacion se muestra en la
Seccién 3.3. El proceso de seleccién de alternativas para problemas de Toma de Decision

en Grupo con relaciones de preferencia lingiiisticas difusas 2-tupla incompletas se pre-
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senta en la Seccién 3.4 junto con un ejemplo de su aplicacién. Finalmente, analizamos
el uso del procedimiento de estimacién de valores perdidos en el proceso de seleccién y

la ventaja del mismo frente a los procesos de seleccion clasicos en la Seccién 3.5.

3.1. Relaciones de Preferencia Lingiiisticas Difusas
Incompletas

Como estudiamos en la Seccién 2.6, un término lingiifstico puede verse como una
2-tupla lingiiistica anadiéndole el valor 0 como traslacién simbdlica, s; € S = (s;,0),
y, por lo tanto, este modelo lingliistico puede usarse para representar relaciones de

preferencia lingtiisticas.

Definicién 3.1. Una relacion de preferencia lingiiistica 2-tupla P sobre un conjunto
de alternativas X es un conjunto de 2-tuplas sobre el conjunto producto X x X, esto

es, esta caracterizado por una funcion de pertenencia
pp: X x X — S x [-0.5,0.5).

Cuando la cardinalidad de X es pequena, la relacion de preferencia puede represen-
tarse mediante una matriz n x n, P = (p'*), siendo p'* = up(xy, 1) VI, k € {1,...,n}
y p'* € S x [-0.5,0.5).

Como hemos mencionado, la informacién incompleta es un problema que necesita ser
abordado ya que no siempre es posible para los expertos proporcionar todas las posibles
valoraciones de preferencia sobre el conjunto de alternativas. Un valor perdido en una
relacion de preferencia lingiiistica no es equivalente a la falta de preferencia de una
alternativa sobre otra, sino que puede ser, por ejemplo, el resultado de la incapacidad

de un experto para cuantificar el grado de preferencia entre ese par de alternativas.
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Por tanto, debe quedar claro que cuando un experto no puede expresar el valor p'*, ya
que no tiene una idea clara de como una alternativa z; es mejor que otra xy, esto no
significa que prefiera ambas alternativas con la misma intensidad.

Para modelar esta situacion, en las siguientes definiciones expresamos el concepto

de relacién de preferencia lingiifstica difusa 2-tupla incompleta.

Definicién 3.2. Una funcién f : X x Y es parcial cuando no necesariamente cada
elemento en el conjunto X se asocia con un elemento en el conjunto Y. Cuando cada
elemento del conjunto X se asocia con un elemento del conjunto Y, tenemos una funcion

total.

Definicién 3.3. Una relacion de preferencia lingtifstica difusa 2-tupla P sobre un con-
junto de alternativas X con una funcién de pertenencia parcial es una relacién de

preferencia lingtiistica difusa 2-tupla incompleta.

Obviamente, una relacion de preferencia lingiiistica difusa 2-tupla es completa cuan-
do su funcién de pertenencia es total. Claramente, la definicion 3.1 incluye tanto la
definicién de relacién de preferencia lingiiistica 2-tupla completa como la definicion de
relacion de preferencia lingiiistica 2-tupla incompleta. Sin embargo, como no hay riesgo
de confusién entre ambas, nosotros nos referiremos al primer tipo como relaciéon de

preferencia lingtifstica difusa 2-tupla simplemente.

3.2. Consistencia Lingiiistica Aditiva

La anterior definicién de una relacion de preferencia lingiiistica difusa 2-tupla no
implica ninguna clase de propiedad de consistencia. En realidad, los valores de pre-
ferencia de una relacion de preferencia pueden ser contradictorios. Obviamente, una

fuente inconsistente de informacion no suele considerarse tan util como una consistente
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y, por lo tanto, es bastante importante poder medir la consistencia de la informacién
proporcionada por los expertos para un problema particular.

Como hemos mostrado en la Seccién 1.5, la consistencia es caracterizada usualmente
por la transitividad, la cual parece un criterio razonable de coherencia para preferencias
individuales: si x se prefiere a y e y se prefiere a z, el sentido comun sugiere que x
deberia preferirse a z. Ademds, como mostramos en la Seccién 1.5.2, la transitividad
aditiva para relaciones de preferencia difusas puede verse como un concepto paralelo de
la propiedad de consistencia de Saaty para las relaciones de preferencia multiplicativas
[185]. La formulaciéon matematica de la transitividad aditiva fue propuesta por Tanino
en [196]:

(P —0.5)+ (pP* —0.5) = (p* —0.5) VI, 4,k € {1,...,n}.
De esta manera, usando las funciones de transformacién A y A~! presentadas en

la Seccion 2.6, se puede definir la propiedad de transitividad aditiva lingliistica para

relaciones de preferencia lingiiisticas difusas 2-tupla como:

A[(ATH(PY) = A (8972, 0)) + (ATH(P*) — A7 (s402,0))] =
= A[(A1(p*) — AY(s,2,0)] VI, j, k € {1,... n}.

(3.1)

Como en el caso de la aditividad transitiva, la aditividad transitiva lingiiistica im-
plica reciprocidad aditiva lingiifstica. Asi, como p" = (8g/2,0) VI, si hacemos k = [ en

la ecuacion 3.1, entonces tenemos:
AATT P + AT P") = (s4,0) VI, 5 € {1,...,n}.
La ecuacion 3.1 puede reescribirse como:
p* = AATH () + AT (pF) — A_I(Sg/g, 0) Vi,j,ke{l,...,n}. (3.2)

Una relacién de preferencia lingiiistica difusa 2-tupla se considerara consistente adi-

twa cuando para cada tres opciones en el problema, z;,x;, 7, € X, sus grados de
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preferencia lingiifsticos asociados, p¥, p’*, p*, cumplan totalmente la ecuacion 3.2. Una
relacion de preferencia lingiifstica difusa 2-tupla consistente aditiva serd nombrada co-
mo consistente a través de esta memoria, ya que es la inica propiedad de transitividad

que consideraremos.

3.3. Estimacion de Valores Perdidos para Relacio-
nes de Preferencia Lingiiisticas Difusas Incom-
pletas

En esta seccion, presentamos un procedimiento basado en consistencia para estimar
valores perdidos en las relaciones de preferencia lingiiisticas difusas 2-tupla incompletas.
Asi, en primer lugar, mostramos las distintas formas de estimacién de valores lingiiisti-
cos perdidos basadas en la consistencia lingiiistica aditiva, las cuales seran usadas por
el procedimiento de estimacion que sera presentado posteriormente y que consta de
dos pasos: 1) estimacion de los elementos que pueden estimarse en cada iteracién del
procedimiento, y 2) obtencién de la expresién particular que serd usada para estimar

un valor perdido dado.

3.3.1. Estimacion de Valores Lingiiisticos Perdidos Basada en

la Consistencia Lingiiistica Aditiva

La ecuacion 3.2 puede usarse para obtener un valor estimado de un grado de pre-
ferencia usando otros grados de preferencia en una relacion de preferencia lingiiistica
difusa. En [210] se usa una expresion equivalente para estimar valores perdidos en rela-

ciones de preferencia lingiiisticas ordinales. Sin embargo, de la ecuacion 3.1 se pueden
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derivar otras dos posibles formas para estimar valores perdidos. Por tanto, un valor de
preferencia lingiifstico p** (I # k) puede estimarse usando una alternativa intermedia

z; de tres formas diferentes:

1. De p'* = A(AT (p7) + A7 (p?*) — A7 (s4/2,0)) podemos obtener el valor estimado
(ep™ )t = AATHPY) + ATH ) — A7 (sg02,0)). (3.3)
2. De p* = A(A™H(p") + A7 (p*) — A (s,4/2,0)) podemos obtener el valor estimado
(cp™)? = AATHPF) = ATHP") + A7 (s02,0)). (3.4)
3. De p = A(AT (p™*) + A~ (pM) — A™Y(s4/2,0)) podemos obtener el valor estimado

(ep)? = A(ATH(PY) = ATHP) + AT (542, 0))- (3.5)

3.3.2. Procedimiento de Estimaciéon de Valores Lingiiisticos
Perdidos en una Relacién de Preferencia Lingiiistica Di-

fusa

Los procedimientos de estimacién de informacién incompleta para problemas de To-
ma de Decisiéon en Grupo corrigen usualmente la falta de informaciéon de un experto
particular usando la informacién proporcionada por el resto de los expertos junto con
procedimientos de agregacién [151]. Sin embargo, esta aproximacién tiene varias des-
ventajas. Entre ellas, podemos citar la necesidad de tener varios expertos para estimar
el valor perdido de un experto concreto. Otra desventaja es que estos procedimientos
normalmente no tienen en cuenta las diferencias entre las preferencias de los expertos,
las cuales podrian guiar a la estimacién de un valor perdido que podria no ser compati-
ble con el resto de los valores de preferencia proporcionados por el experto. Finalmente,

algunos de estos procedimientos de estimacién de informacién perdida son interactivos,
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es decir, necesitan que los expertos colaboren en tiempo real, lo cual no es siempre
posible.

Nuestro procedimiento es bastante diferente de las anteriores aproximaciones. No-
sotros proponemos un procedimiento que intenta estimar la informacién perdida en la
relacion de preferencia lingiiistica difusa 2-tupla incompleta de un experto usando solo
el resto de los valores de preferencia proporcionados por ese experto concreto. De esta
forma, nos aseguramos que la reconstruccion de la relacién de preferencia lingiiistica
difusa 2-tupla incompleta es compatible con el resto de la informacion proporcionada
por el experto. Pero antes de presentar nuestro procedimiento de estimacién de va-
lores perdidos para relaciones de preferencia lingiiisticas difusas 2-tuplas incompletas,
necesitamos introducir los siguientes conjuntos para manejar relaciones de preferencia

lingiifsticas difusas 2-tupla incompletas [122]:

A={(Lk) | Lke{l,....,n} N 1#k}

MV ={(l,k) € A | p* es desconocido}

EV =A\MV
donde MV es el conjunto de pares de alternativas cuyos grados de preferencia son
desconocidos o perdidos y EV es el conjunto de pares de alternativas cuyos grados de
preferencia han sido proporcionados por el experto. Nosotros no tenemos en cuenta el
valor de preferencia de una alternativa sobre si misma, ya que se asume que es igual a
(8472, 0).

Las ecuaciones 3.3, 3.4y 3.5 se usan para definir un procedimiento de estimacion

iterativo de valores perdidos en una relaciéon de preferencia lingiiistica difusa 2-tupla

incompleta de acuerdo a los siguientes dos pasos:

1. Identificacion de los elementos que pueden estimarse en cada iteracion del procedi-

miento, y
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2. obtencién de la expresion particular que serd usada para estimar un valor perdido

dado.

3.3.2.1. Elementos que Pueden Estimarse en Cada Iteracién del Procedi-

miento

El subconjunto de valores perdidos MV que pueden estimarse en el paso h de nuestro

procedimiento se denota por EMV), y se define como:

h—1
EMV, = {(l,k) c MV \ U EMV; | l#kATj€ {H{kuﬂg’“uﬂg’“}},
=0

con

Hy" = {j | (1.7), (4. k) € {Ev U EM%}} :

1=0

Hy = {j | (5:0), (. k) € {Ev LjEMV}}

=0

h—1
Hi = {j | (1,7): (k,j) € {Ev U EM%}} ,

i=0
donde H*, HY y HY son los conjuntos de la alternativa intermedia z; (j # [, k) que
pueden usarse para estimar el valor de preferencia p’* en el paso h usando las ecuaciones
3.3, 3.4y 3.5 respectivamente, y EMVy = ) (por definicién). Cuando EMV,,qprier = 0,
con maxlter > 0, el procegimiento parara, ya que no habra més valores perdidos
que estimar. Ademads, si U EMV, = MV, entonces todos los valores perdidos son
estimados y, consecuentemé;%e, se dice que el procedimiento ha tenido éxito en la com-

pletitud de la relacién de preferencia lingiiistica difusa 2-tupla incompleta.
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3.3.2.2. Expresién para Estimar un Valor Perdido Particular

En la iteracién h, para estimar un valor particular p** con (I, k) € EMV},, se propone

la aplicacién de la siguiente funcion:

funcién estimacion_p(l,k)
1) (Cplk)l = (8070)7 (Cplk)2 = (8070)7 (Cplk)g - (8070)7 K =0.
Z A=Y (epttyit
9 YL A jeH;® K CHkE £ 0
) (ep™) JHT , K++ st HY #0.
1
Z A=Y (eptt)i2
3) (cp)2 = A | =2 K+ + si HF #0
) (ep™) S HTF , K+ + st Hy® # 0.
2
Z A=Y (eptt)i3
A) ()3 = A jeHs K CHIE £
) (ep™) LH , K+ + si Hf" # 0.
3
1
5) Calcular ep* = A (E (A7 ((ep™)) + A7 ((ep™)?) + A‘l((cplk)3))> .
fin funcion

La funcién estimacién_p(l, k) calcula el valor estimado final ¢p'* de un valor perdido
como la media de todos los valores estimados que pueden calcularse usando todas las

posibles alternativas intermedias z; y las ecuaciones 3.3, 3.4y 3.5.

Resumiendo, el pseudo-codigo del procedimiento de estimacion de valores perdidos

para relaciones de preferencia lingiiisticas difusas 2-tupla incompletas es:
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PROCEDIMIENTO DE ESTIMACION
ITERATIVO

0. EMVy =10
1.h=1
2. mientras EMV}, # 0 {

3. paracada (I,k) € EMV, {
4. estimacién_p(l,k)
5}

6. h++

3.3.3. Condicién Suficiente para Estimar Todos los Valores

Perdidos

Es muy importante establecer condiciones que garanticen que los valores perdidos
de una relacién de preferencia lingiiistica difusa 2-tupla incompleta pueden estimarse.
De esta forma, presentamos una condicién suficiente que garantiza el éxito del anterior
procedimiento de estimacion para relaciones de preferencia lingiiisticas difusas 2-tupla

incompletas en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1. Una relacion de preferencia lingiistica difusa 2-tupla incompleta
puede completarse si un conjunto de n — 1 valores de preferencia que no pertenecen a
la diagonal principal, donde cada una de las alternativas es comparada al menos una

vez, es conocido.

Demostraciéon: Demostracién por induccién sobre el nimero de alternativas que seran

usadas:
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1. Base: Para n = 3, suponemos que dos grados de preferencia lingiiisticos que invo-
lucran tres alternativas son conocidos. Estos grados pueden ser proporcionados de
tres formas diferentes :

a) py p’* (I # j # k) son dados.
En este primer caso, todas las posibles combinaciones de los dos valores de
preferencia lingiifsticos 2-tupla son: {p'?, p®}, {p'3, p*2}, {p*',p"}, {p*3, p*'},
{p3L, p'?} v {p?, p*'}. En cualquiera de estos casos, podemos encontrar el resto

de los grados de preferencia lingiifsticos 2-tupla de la relaciéon {p'*, p*, pit, p*'}

Pt = AAT(PY) + AT PF) = A7 (5402, 0)).
P = AAT (") — AT PY) + A7 (5442, 0)).
Pt = AAT (pjr) — ATHP™) + A7 (572, 0)).
P = AATH(PM) = AT PY) + AT (572, 0)).

b) p’ty p?* (1 # j # k) son dados.
En este segundo caso, todas las posibles combinaciones de los dos valores de
preferencia lingiifsticos 2-tupla son: {p',p?*}, {p*, p*2} v {p'?, p'3}. En cual-
quiera de estos casos, podemos encontrar el resto de los grados de preferencia

lingiifsticos 2-tupla de la relacién {p'*, p*!, p*7 pY} como:

p* = AATH () = AP + A7 (502, 0)
P = AATH(p) = ATH(P™) + A7 (5402, 0)).
P = AATH(PM) = AT P) + A7 (572, 0))
p7 = AAT(PH) = AT PM) + A7 (572, 0))

c) p¥y pM (1 # j+# k) son dados.
En este tercer caso, todas las posibles combinaciones de los dos valores de
preferencia lingiifsticos 2-tupla son: {p'?, p**}, {p'3, p*} v {p*',p*'}. En cual-

quiera de estos casos, podemos encontrar el resto de los grados de preferencia
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lingiifsticos 2-tupla de la relacién {p'*, p*, pit, p’¥} como:
PP = AATIPY) = ATHPN) + A7 (sg/2,0))
= AATH(PM) = ATHPY) + AT (sg/2,0))
P’ =AATH(PM) = ATHPY) + AT (542, 0))
pr = AT (P") = ATHPY) + AT (542, 0))
2. Hipotesis de Induccién: Asumamos que la proposicion es cierta paran = g — 1.

3.

Paso de Induccién: Supongamos que el experto proporciona sélo (¢ — 1) grados de
preferencia lingtifsticos 2-tupla, donde cada una de las ¢ alternativas se compara al
menos una vez.

En este caso, podemos seleccionar un conjunto de (¢ — 2) grados de preferen-
cia lingiifsticos 2-tupla donde (¢ — 1) alternativas diferentes estan involucradas.
Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que estas (¢ — 1) alternativas son
T1,%2,...,Tq—1, ¥, por lo tanto, el resto de los grados de preferencia lingiiisticos
2-tupla que involucran la alternativa z, podrian ser p (I € {1,...,¢ — 1}) o
p(lefl,...,q—1}).

Por la hipétesis de induccién, podemos estimar todos los valores de preferencia
lingiifsticos 2-tupla de la relaciéon de preferencia lingtiistica 2-tupla de orden (¢ —
1) x (¢—1) asociado con el conjunto de alternativas {x1, xo, ..., x,1}. Por lo tanto,

hemos estimado por el siguiente conjunto de grados de preferencia lingiiisticos 2-

tupla

(P9, L,i=1,...,q—1, 1 #j}.
Si el valor lingiifstico 2-tupla que conocemos es p?, [ € {1,...,q — 1} entonces,
podemos estimar {p¥, j=1,...,q—1, 1 # j} y {p’?, j=1,...,q— 1} usando

P = AL (pT) + AT (P) = A (54/2,0)), Vi, y PO = AT (M) = AT (") +

A71(s4/2,0)), Vj, respectivamente.
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Si el valor lingiifstico 2-tupla que conocemos es p'4, [ € {1,...,q — 1}, entonces,
¥, j=1,...,q—1}y{p’?, j=1,...,q—1, L # j}, son estimados por medio de
P = AATIPY) = ATHPM) + A7 (s5402,0)), Vi, ¥ P = AATI (T + ATH(p') —

A™1(s4/2,0)), Vj, respectivamente.

3.3.4. Ejemplo de Aplicacién del Procedimiento de Estimacion

de Valores Perdidos

Sea X = {x1, 9, 23,24} un conjunto de cuatro alternativas y E = {ej, eq,€3} un
conjunto de tres expertos que proporcionan sus preferencias sobre el anterior conjunto de

alternativas usando el conjunto de términos lingiiisticos S = {N, M P, P, 1, M, MM, T}:

N = Nulo MP = Mucho Peor
P = Peor 1 = Igual

M = Mejor MM = Mucho Mejor
T = Total

Supongamos que el experto e, proporciona la siguiente relacién de preferencia lingiiistica

difusa incompleta:

— r P =z
T —  x MP
P2:
MM « — I
T M T —

Notemos que el experto e; no proporciona ningun valor «, lo cual es una practi-
ca comun cuando se expresan preferencias con términos lingiiisticos. En estos casos,

establecemos o = 0.
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— x (P,0) x
x - x  (MP,0)
(MM,0) = — (1,0)

x (M,0) (1,0) -

El procedimiento de estimacion se aplica de la siguiente forma:

Iteracion 1: El conjunto de elementos que pueden estimarse es:
EMVy ={(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)}.

= Para estimar pl?, el procedimiento es el siguiente:
it = {3} = (epy")! = AA ")) = AQATHAAT () + AT (p3Y) —
9/2))) = A(ATHA(2+3-3))) = A(ATH(A((2)) = (P,0).
' = {3} = (py')” = AATH(ep)?) = AATHAAT (R — A™H(p') +
9/2))) = A(ATHAB - 5+3))) = A(ATH(A(1))) = (MP,0).
A(
)
)

H3* = {3} = (cepy')’ A~ epy')?) = AATHAAT (p3?) — AT (pS?) +

9/2))) = AATH(A(2 - 3+3))) = A(ATH(A(2))) = (P,0).

L+ AT (epy)? +A‘1(cpé4)3) _A (2+1+2)
3 B 3

~—

2

N =

K=3 :>cp§4:A( Hep —
— (P, —0.33).
= Para estimar p3®, el procedimiento es el siguiente:
oY = {4} = () = AQATH(p)Y) = AATHAAT () + A7 (py°) —
9/2))) = AATH(A(1 +3 - 3))) = A(ATHA(L))) = (MP,0).
H3? = {4} = ()’ = AQATH(p)?) = AATHAAT(R®) — ATH(pE?) +
)
A(
)

9/2))) = A(ATHAB -4 +3))) = A(ATH(A(2))) = (P,0).
H = {4} = ()’ = AATH(ep3”)®) = AATHAAT (') — A7 (p3") +

9/2)) = A(ATI(A(L - 3+3))) = A(A(A(1))) = (MP,0).
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—1 23\1 —1 23\2 —1 23\3
K =3 :>cp§3=A<A (epy’)” + A7 (epy”)” + A (sz)):A(1+2+1):

3 3

= (MP,0.33).

= Para estimar p3?, el procedimiento es el siguiente:

HP? = {4} = (p?)' = AQAT(epd)") = AQTHAAT (R + A7) -
9/2))) = AATHAB +4 - 3))) = A(ATH(A(4))) = (M, 0).
H? = {4} = (p3?)* = AATH(p?)®) = AATHAAT () — A7 (py°) +
9/2))) = A(ATHA(A = 3+3))) = A(ATH(A(4))) = (M, 0).
Hi? = {4} = (p?)’ = AATH(p?)®) = AATHAAT (") — A7 (") +

) = AATHAWG)) = (MIM,0).
)L+ AN epy?) + A epy)? 4+4+5
; )=

9/2))) = A(ATH(AB - 1+3))
K=3 = cp3? :A< e

= (M,0.33).

= Para estimar pj', el procedimiento es el siguiente:
o' = {3} = (epy")! = AA (ep3!)?) = AATH(AAT(p’) + AP —
9/2))) = AQATHAB +5-3))) = A(ATHA(5))) = (MM, 0).
' = {3} = (epy')? = AAH(ep3!)?) = AATH(AAT(PE) — A (pY) +
9/2))) = A(ATHA(B =3 +3))) = A(ATHA(5))) = (MM, 0).
Hy' = {3} = (')’ = AQATH(ep)?) = AATHAAT () — A7 (p®) +
)

9/2))) = A(A™ (A(3—2+31)4) = ( H(A(4))) :_1(M’13);,
/C:3:>cp2 :A( (p2)+ (cp2)+A (CPZ)):A(5+§+4):

3

= (MM, —0.33).
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Después de que estos elementos hayan sido estimados, tenemos:

- x (P,0)  (P,-0.33)
o x - (MP,0.33)  (MP,0)
i (M,0)  (M,0.33) - (1,0)

(MM, —0.33) (MM, 0) (1,0) -

Iteracion 2: El conjunto de elementos que pueden estimarse es:

EMVy, ={(1,2),(2,1)}.

» Para estimar pl?, el procedimiento es el siguiente

= 1) = () = s (L) g
= 1) = (o = st (I pos)
HY? = {3,4} = (cpi?)? < py’)” + (epy’) > (M, —0.33).
K3 == a2 <CP2 sz) )P\ (32334367 _
3 3
= (1,0).
» Para estimar p3!, el procedimiento es el Siguiente
H' = {3,4} = (ep3')' = A(AT! <(cp2 + (ep3') >
A = (3,4} = (pt)? = aa-t ({222 E () ) (M, —0.33).
—1( 211 -
K=3 ;»cpgle(A Heps')' + A (§p2 H(cpd! ):A(3+3.6;+3.67):

= (1,0.44).
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Después de que estos elementos hayan sido estimados, tenemos la siguiente relacién

de preferencia lingiiistica difusa 2-tupla completa:

- (I,0) (P,0)  (P,-0.33)
| (1044 - (MP,0.33) (MP,0)
2 (M,0)  (M,0.33) - (1,0)

(MM, —0.33) (MM, 0) (1,0) -

3.4. Proceso de Seleccién para TDG con Relaciones
de Preferencia Lingiiisticas Difusas Incomple-
tas

El objetivo del proceso de seleccién en Toma de Decisién en Grupo es elegir las
mejores alternativas de acuerdo a las opiniones dadas por los expertos. Un proceso de
seleccion cldsico consiste en dos fases diferentes [90]: agregacidon y explotacion (Figura
3.2).

Asumiendo relaciones de preferencia para representar las opiniones de los expertos,
la fase de agregacion define una relacién de preferencia colectiva indicando la preferencia
global entre cada par de alternativas, mientras que la fase de explotacién transforma la
informacion global sobre las alternativas en un ranking global de ellas para identificar
las mejores alternativas o el conjuntos soluciéon de alternativas.

Cuando trabajamos con situaciones de Toma de Decisién en Grupo con relaciones
de preferencia incompletas, existen casos en los cuales el proceso de seleccién anterior
podria no ser aplicado satisfactoriamente. Por ejemplo, podriamos encontrar que algu-
nos grados de preferencia de la relacién de preferencia colectiva no pueden calcularse en

la fase de agregacién y, consecuentemente, el orden de algunas alternativas no podria
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Proceso de Selecciéon Clasico

Fase de Agregacion Fase de Explotacion
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)_ ()E)

Solucion

=B

oral o) I”g”

LAl

a&T
g

Figura 3.2: Proceso de seleccién clésico.

ser calculado en la fase de explotacion. Para superar este problema, presentamos un
proceso de seleccion para Toma de Decision en Grupo con relaciones de preferencia
lingtiisticas difusas 2-tupla incompletas compuesto por tres fases (Figura 3.3): (1) fase

de estimacion de valores perdidos, (2) fase de agregacion y (3) fase de explotacion.

3.4.1. Estimacion de Valores Perdidos

En esta fase, cada relacién de preferencia lingiiistica difusa 2-tupla incompleta es
completada siguiendo el procedimiento de estimacion de valores perdidos previamente

presentado en la Seccion 3.3.

3.4.2. Agregacion: La Relaciéon de Preferencia Lingiiistica Co-

lectiva

Una vez que todos los valores perdidos en cada relacion de preferencia lingiiistica

difusa 2-tupla incompleta han sido estimados, tenemos un conjunto de m relaciones
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( Proceso de Seleccion Presentado \

Fase de Estimacién
de Valores Perdidos

1 . 1 B Fase de Agregacion Fase de Explotacion
| | m
= = — -
[} u Solucion
u . —>In = -
E, Py P> = g

Figura 3.3: Proceso de selecciéon presentado.

de preferencia lingiifsticas difusas 2-tupla individuales {Py, ..., P, }. A partir de este
conjunto, una relacién de preferencia lingiifstica difusa 2-tupla colectiva, P, = (p'¥),
debe obtenerse por medio de un procedimiento de agregacion. En este caso, cada valor
plk € S x [~0.5,0.5) representara la preferencia de la alternativa x; sobre la alternativa
x, de acuerdo a la mayoria de las opiniones de los expertos. Para obtener P., definimos

el siguiente operador OWA lingiiistico 2-tupla:

Definicién 3.4. Un operador OWA lingiiistico 2-tupla de dimensién n es una funcion

Y (S x [-0.5,0.5))" — S x [—0.5,0.5) que tiene un vector de pesos asociado W =

(wy,...,wy,), conw; €[0,1], 3", w; =1,y se define de acuerdo a la siguiente expresion:
Vw(pr .. pn) = sz o)), i €S % [~0.5,0.5),

siendo o : {1,...,n} — {1,...,n} una permutacién definida sobre valores lingiiisticos

2-tupla, tal que py() > Po@r1), Vi = 1,...,n — 1, esto es, p,(;) es el valor lingiiistico

2-tupla i-ésimo en el conjunto {pi,...,p,}; y siendo el operador de comparacion de
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valores lingiiisticos 2-tupla (sg, a1) y (i, a2) el definido en la Seccién 2.6.

Por lo tanto, la relacion de preferencia lingiiistica difusa 2-tupla colectiva podria

obtenerse de la siguiente forma:
e = v, vl

donde @) es el cuantificador lingiiistico difuso usado para implementar el concepto de

mayoria difusa y, utilizando la ecuacion 1.3, calcular el vector de pesos W del operador

Yq.

3.4.3. Explotacion: Eleccién del Conjunto Solucién

Para seleccionar el conjunto soluciéon de alternativas a partir de la relacion de pre-
ferencia lingiiistica difusa 2-tupla colectiva, se definen dos grados de eleccién de al-
ternativas guiados por cuantificador [103]: un grado de dominancia y un grado de no

dominancia.

1. QGDD;: El grado de dominancia guiado por cuantificador cuantifica la dominancia
de una alternativa sobre todas las demas, en el sentido de mayoria difusa, y se define

de la siguiente forma:

QGDD; = (P, p2,. .., plt=1 pltb o piy,

Esta medida nos permite definir el conjunto de alternativas no dominadas con

maximo grado de dominancia lingiiistico:
XQEPD — {41 € X | QGDD; = sup,,exQGDDy}.

Para calcular sup,, ex@GDDy, se usa el operador de comparacion lingiiistica 2-

tupla.
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2. QGNDD;y: El grado de no dominancia guiado por cuantificador da el grado en el
cual cada alternativa no es dominada por una mayoria difusa del resto de alterna-

tivas. Su expresion es:

QGNDD; = ¢o(Neg(plh), Neg(p?), ..., Neg(p™h), Neg(ph), ... Neg(p")),

donde
(50,0) si p'* < pM
A(A_l(plk) . A—l(pkl)) si plk 2 pkl

representa el grado en el cual z; es estrictamente dominada por xy, y Neg es el

lk __
ps -

operador de negacién lingiifstica 2-tupla definido en la Seccién 2.6, Neg(p*) =
A(g — A71(p'%)). El conjunto de alternativas no dominadas con maximo grado de

no dominancia lingiiistico es:
XQONDD — L9 € X | QGNDD; = sup,,exQGNDDy}.

Como mencionamos anteriormente, para calcular sup,, cxQGN DDy, se usa el ope-
rador de comparacion lingiiistico 2-tupla.
Los anteriores grados de eleccién de alternativas, a su vez, se pueden aplicar siguien-

do dos politicas de seleccion distintas:

1. Politica secuencial. Uno de los grados de eleccién de alternativas se selecciona y se
aplica a X de acuerdo a las preferencias de los expertos, obteniendo un conjunto
seleccion de alternativas. Si hay més de una alternativa en este conjunto seleccion,
entonces se aplica el otro grado de eleccion de alternativas para seleccionar la
alternativa de este conjunto con el mejor grado de eleccién.

2. Politica conjunta. Se aplican los dos grados de eleccion de alternativas sobre X,
obteniendo dos conjuntos seleccion de alternativas. El conjunto seleccién final de
alternativas se obtiene como la interseccion de estos dos conjuntos seleccion de

alternativas.
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La politica de seleccién conjunta es més restrictiva que la politica de seleccién se-
cuencial ya que es posible obtener un conjunto de selecciéon vacio. Por tanto, en un
proceso de seleccion completo, los grados de eleccion pueden aplicarse en tres pasos:

= Paso 1. La aplicacion de cada grado de eleccion de alternativas sobre X obtiene los

siguientes conjuntos de alternativas:
XQEPD — L4, € X | QGDD; = sup,,cxQGDDy},

XQONDD — L9 € X | QGNDD; = sup,,exQGN DDy},

cuyos elementos se llaman elementos de maxima dominancia sobre la mayoria di-
fusa de X cuantificados mediante el cuantificador lingiiistico difuso () y elementos
no dominados maximales sobre la mayoria difusa de X cuantificados mediante el
cuantificador lingiiistico difuso () respectivamente.
= Paso 2. Aplicar la politica de seleccién conjunta, obteniendo el siguiente conjunto
de alternativas:
YQGCP _ xQGDD ~ xQGNDD
Si X@ECP £ () entonces, Fin.
En otro caso, continuar.
= Paso 3. Aplicar una de las dos politicas de seleccion secuencial, de acuerdo al
criterio de dominancia o de no dominancia, es decir,
e Proceso de seleccion secuencial basado en dominancia QG-DD-NDD. Aplicar
el grado de dominancia guiado por cuantificador sobre X y obtener X@¢PP.
Si #(XQ¢PDY = 1, entonces Fin, y este es el conjunto solucién. En otro caso,

obtener
X QG-DD-NDD _ {z; € XQeDD |QGNDD, = SupxkeXQGDDQGNDDk}.

Este es el conjunto seleccién de alternativas.




Un Proceso de Seleccién para TDG con Relaciones de Preferencia Lingiiisticas
Difusas Incompletas 135

e Proceso de seleccion secuencial basado en no dominancia QG-NDD-DD. Aplicar
el grado de no dominancia guiado por cuantificador sobre X y obtener X@¢VPD
Si #(X@ENDDY — 1 entonces Fin, y este es el conjunto solucién. En otro caso,

obtener

XQG-NDD-DD _ {z, € XQGNDD |QGDD; = sup,, cxecnopQGDDy}.

Este es el conjunto seleccion de alternativas.

3.4.4. Ejemplo de Aplicacién del Proceso de Selecciéon de Al-

ternativas

Sea X = {1, x9, 23,24} un conjunto de cuatro alternativas y supongamos que tres
expertos {ej, e, €3} proporcionan las siguientes relaciones de preferencia lingiiisticas
difusas 2-tupla incompletas usando el mismo conjunto de términos lingiiisticos S =

{N,MP,P, I, M, MM, T} que en el ejemplo anterior:

- x (P,0) x
P, — x - x  (MP,0)
(M,0) T — (1,0)
r  (MM,0) (I,0) —
— (MP,0) (P,0) (P,0)
p_ (MM,0) - (MM,0) (MM,0)
i (1,0) (MP,0) — (P,0)

(1,0) (MP0) (1,0) —




3.4. Proceso de Seleccion para TDG con Relaciones de Preferencia Lingiiisticas

136

Difusas Incompletas

- (MP,0) x x
Py = (M, 0) — (MM,0) (MM,O0)
(P,0) x — (P,0)
(P,0) (MP,0) (M,0) -

(1) Estimacion de informacion perdida
En primer lugar, se usa el procedimiento de estimacion presentado en la Seccion 3.3
para obtener las relaciones de preferencia lingiiisticas difusas 2-tupla completas, obte-

niéndose, en este caso, las siguientes:

(2) Fase de Agregacion

(P,0)
(M, 0)

(M, 0)

(MM, 0)
(£,0)
(Z,0)

(M, 0)
(P, 0)

(P, 0)

(M. 0)
(MM, 0)
(MM, 0)

(MP,0)
(MP,0)
(MP,0)

(MP,0)
(V,0)
(MP,0)

(,0)
(MP,0)

(£,0)

(P,0)
(MM, 0)

(1,0)

(M, 0)

(MM, 0)

(M, 0)

(P,0)
(MP,0)
(£,0)

(P,0)
(MM, 0)
(P,0)

(Z,0)
(MM, 0)
(,0)

Una vez que las relaciones de preferencia lingiiisticas difusas 2-tupla son completa-

das, las agregamos por medio del operador OWA lingiiistico 2-tupla. Nosotros hacemos
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uso del cuantificador lingiifstico mayoria definido como Q(r) = r'/2, el cual, aplican-
do la ecuacion 1.3, genera un vector de pesos de tres valores para obtener cada valor
de preferencia lingiifstico 2-tupla colectivo pi*. Como ejemplo, el valor de preferencia

lingiifstico 2-tupla colectivo pl? se obtiene como sigue:

= pi?2 = (M,0), pi*=(MP,0), pi*=(MP,0)=o0(1)=1, 0(2)=2, o(3)=3.
= Q(0) =0, Q(1/3) = 0.58, Q(2/3) = 0.82, Q(1) = 1 = (wy, wa, ws) = (0.58,0.24,0.18).
w pl2 = A(w - A7 (pl?) +we- A7 (pd?) +ws- A7 (ph?)) = A(0.58-4+0.24-140.18-1) =

= A(2.74) = (I,-0.26).

La relacién de preferencia lingiiistica difusa 2-tupla colectiva obtenida es:

- (I,—0.26) (1,0.16) (I,—0.42)
(M,0.22) - (M,0.28)  (M,0.28)
(1,0.40)  (1,0.14) - (I,—0.42)

(1,0.40) (1,0.32) (M,—0.42) -

(8) Fase de Ezplotacion

Usando de nuevo el mismo cuantificador difuso mayoria y el correspondiente vector
de pesos W = (0.58,0.24,0.18), se obtiene el siguiente grado de dominancia guiado por

cuantificador:

(QGDD:, QGDD,, QGDD;3, QGDD,) = {(E, —0.05), (B, 0.27), (E,0.19), (E, 0.49)}

Para calcular el grado de no dominancia guiado por cuantificador, primero obtenemos

la matriz P°:
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—  (N,0) (N,0) (N, 0)
(W,048) —  (W,0.14) (W, —0.04)
(N,0.24) (N,0)  — (N, 0)

(N,0.82) (N,0) (W,0) -

Los grados de no dominancia guiados por cuantificador obtenidos son:
(QGNDD,,QGNDDy, QGNDD3, QGNDD,) = {(MB,0.4),(T,0), (T,—0.45), (T, —0.18) }

En ambos casos, los conjuntos maximales son XQ¢PP = [g,} y XQONDPD — 4.1

Finalmente, aplicando la politica de seleccion conjunta, obtenemos:

XQGCP — XQGDD N XQGNDD = 2o

Y

lo que significa que la alternativa x5 es la mejor alternativa de acuerdo a la mayoria de

los expertos.

3.5. Discusion

En esta seccion, analizamos algunos aspectos importantes del uso del procedimiento
de estimacion de valores perdidos dentro del proceso de decision presentado en este
capitulo. Para hacer esto, comparamos nuestro modelo con otros modelos y mostramos

las ventajas de su uso en los procesos de decision.

1. Comparacion con el modelo propuesto por Xu [210]. La proposicion 3.1 establece
la condicién minima que debe satisfacer nuestro procedimiento de estimacion de
valores perdidos para resolver todas las posibilidades de informacién incompleta
cuando trabajamos con relaciones de preferencia lingiiisticas difusas individuales.

Sin embargo, el modelo propuesto por Xu [210] no satisface esa proposicién. Por
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tanto, podria no resolver todas las posibilidades de informacién incompleta debido
a que no usa todas las posibilidades de estimacién que pueden derivarse de la
propiedad de consistencia de Tanino, ya que hace uso sélo de la ecuacion 3.3, y no

tiene en cuenta las ecuaciones 3.4y 3.5.

Ejemplo 3.1. Supongamos la siguiente relacién de preferencia lingiiistica difusa

2-tupla incompleta:

-z (P0) =z

T — 1,0 T
. (1,0

r — T

r x (MM,0) —

Si utilizamos nuestro procedimiento de estimaciéon de valores perdidos, obtenemos

la siguiente relacién de preferencia lingiiistica difusa 2-tupla:

- (P,0) (P,0) (N,0)

I LA (I,0) (MP,0)
(M,0)  (1,0) ~ (MP0)

(T,0) (MM,0) (MM,O0) —

Sin embargo, el modelo propuesto por Xu [210] no puede obtener ningin valor
perdido porque no hay ninguna alternativa intermedia z; para la que la ecuacion
3.3 pueda aplicarse. Por lo tanto, la relacion de preferencia lingiiistica difusa 2-tupla
no podria calcularse.

2. Sobre el grado de eleccion en el proceso de seleccion. Dada un relacién de preferencia
lingiiistica difusa incompleta, el proceso de seleccion no podria llevarse a cabo

porque los grados de elecciéon no podrian ser obtenidos.
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Ejemplo 3.2. Supongamos la siguiente relacién de preferencia lingiiistica difusa

2-tupla incompleta:

En este caso, no podemos obtener ni QGDD ni QGNDD para todas las alternativas.
Esto se debe a que, por un lado, el grado de dominancia guiado por cuantificador
no puede obtenerse porque no hay valores en la segunda fila y, por otro lado, no es
posible calcular la matriz P, porque hay valores perdidos en la relacién de preferen-
cia lingiiistica y, por lo tanto, el grado de no dominancia guiado por cuantificador
no puede calcularse. Sin embargo, si usamos nuestro proceso de seleccién, el proce-
dimiento de estimacion de valores perdidos obtendria una relacién de preferencia
lingiifstica difusa completa a partir de la relacion de preferencia lingiiistica difusa
incompleta anterior y, de esta manera, tanto el QGDD como el QGNDD podrian

ser obtenidos.

En el proceso de seleccion. En muchos casos de situaciones de informacién incom-
pleta, un proceso de seleccion clasico no podria aplicarse satisfactoriamente. Asi, si
los expertos proporcionan relaciones de preferencia lingiiisticas difusas incompletas,
la fase de agregacién podria no obtener una relacién de preferencia lingiiistica difu-
sa 2-tupla colectiva completa y, por lo tanto, como hemos mencionado, los grados

de eleccién no podrian ser aplicados.

Ejemplo 3.3. Supongamos que cuatro expertos proporcionan las siguientes rela-

ciones de preferencia lingiiisticas difusas 2-tupla incompletas:
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-z (P0) =z -z (M, 0) =
r - 1,0 x r — (M,0) «=x
. o e, (3,0
T — x T — x
x x (MM,0) — x x (MP,0)
- x (MPO) zx — x (1,0) =z
xr — T,0 x xr — ([,0) =z
. GRS (1.0)
x T — x T — x
r z (M0 - z z (N,0)

A partir de ellas, solamente se pueden obtener los valores colectivos p'?, p?* y p23.

Por tanto, el proceso de seleccién no podria aplicarse satisfactoriamente, ya que
ni QGDD ni QGNDD podrian obtenerse por lo comentado en el punto anterior.
Sin embargo, nuestro modelo, utilizando el procedimiento de estimacién de valores
perdidos, obtendria relaciones de preferencia lingiiisticas difusas completas a partir
de las relaciones de preferencia lingiiisticas difusas incompletas proporcionadas por
los expertos. De esta manera, al realizar la agregacion de las preferencias proporcio-
nadas por los expertos, se obtendria una relacién de preferencia colectiva completa

y, por tanto, tanto QGDD como QGNDD podria ser obtenidos.







Capitulo 4

Un Modelo de Consenso para TDG
con Informacion Linguistica Difusa
No Balanceada

La mayoria de los problemas de Toma de Decisién en Grupo basados en aproxi-
maciones lingiiisticas usan conjuntos de términos lingiiisticos distribuidos simétrica y
uniformemente para expresar las opiniones proporcionadas por los expertos sobre el
conjunto de alternativas [22, 111, 113, 128, 207]. Sin embargo, existen problemas cuyas
valoraciones necesitan representarse por medio de conjuntos de términos lingiiisticos
no balanceados, es decir, usando conjuntos de términos que no estan ni uniforme ni
simétricamente distribuidos [107, 125, 159, 191, 202].

Por otro lado, una cuestion muy importante en los problemas de Toma de Decisién en
Grupo es como sustituir las acciones del moderador en el proceso de discusion entre los
expertos para modelar automaticamente todo el proceso de consenso. Para solucionar
esta cuestion, se han propuesto algunos modelos de consenso en problemas de Toma de
Decisién en Grupo con miltiples formatos de representacién de preferencias [123], en
problemas de Toma de Decisiéon en Grupo con informacién lingiiistica multi-granular
[128] y en problemas de Toma de Decisién con informacién incompleta [121, 122]. Sin

embargo, todavia no se ha propuesto ningiin modelo de consenso para problemas de
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Toma de Decisiéon en Grupo con informacién lingiiistica difusa no balanceada.

En este capitulo presentamos un modelo de consenso para ayudar a los expertos en
todas las fases del proceso de consenso en problemas de Toma de Decisién en Grupo
con informacion lingiiistica difusa no balanceada. Este modelo de consenso esta ba-
sado tanto en una nueva metodologia lingiiistica difusa para trabajar con conjuntos
de términos lingiiisticos no balanceados como en dos criterios de consenso: grados de
consenso que indican el acuerdo entre las opiniones de los expertos, y medidas de pro-
ximidad que se utilizan para encontrar como de similares son las opiniones individuales
de los expertos respecto de la opinién del grupo. Para hacer esto, presentamos una
nueva metodologia para manejar informacion lingiiistica difusa no balanceada y utiliza-
mos el modelo lingiiistico difuso 2-tupla como base de representacién de la informacién
lingiifstica difusa no balanceada. En [125] se presenta una metodologia basada en el
modelo computacional lingiiistico 2-tupla que usa los contextos jerarquicos lingiiisticos
para manejar informacion lingiiistica difusa no balanceada en sistemas de recuperacién
de informacion. Sin embargo, esta metodologia sélo puede representar conjuntos de
términos lingiifsticos no balanceados cuando existe un nivel con una granularidad ade-
cuada para representar el subconjunto de términos lingiiisticos a la izquierda del término
medio y un nivel con una granularidad adecuada para representar el subconjunto de
términos lingiifsticos a la derecha del término medio. De esta forma, la metodologia
presentada en este capitulo mejora a la anterior, ya que permite representar conjuntos
de términos lingiiisticos no balanceados cuando las anteriores condiciones no se satis-
facen. Ademas, el modelo de consenso incorpora un mecanismo de realimentacién que
sustituye las acciones del moderador y que esta basado en reglas simples y faciles para
ayudar a los expertos a cambiar sus opiniones con el objetivo de obtener el mayor grado
de consenso posible.

Este modelo de consenso presenta dos ventajas principales. Primero, su habilidad
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para trabajar con problemas de Toma de Decision en Grupo con informacion lingiiistica
difusa no balanceada, superando el problema de encontrar diferentes niveles de discri-
minacién a ambos lados del término lingiiistico medio en los conjuntos de términos
lingiifsticos. Y segundo, la capacidad de realizar el proceso de consenso automatica-
mente, es decir, sin moderador, el cual esta tradicionalmente presente en los procesos
de consenso del mundo real. De esta forma, se consigue evitar la posible subjetividad
que el moderador puede introducir en esta fase.

Ademas, presentamos una herramienta que crea diagramas de consenso para ayudar
a los expertos a comprender facilmente el estado actual de consenso en el problema de
decision. Asi, en la resolucién de los problemas de Toma de Decision en Grupo, es
usual que todos los expertos estén juntos en un lugar donde puedan hablar y discutir
sobre las alternativas del problema. Sin embargo, en situaciones donde no es posible que
todos los expertos permanezcan juntos, es bastante dificil para los expertos identificar
la cercania de sus opiniones con el resto de expertos y, por tanto, es dificil tener una
idea clara del actual estado del proceso de consenso. Esta herramienta esta basada en
medidas de consenso y similitud y junto con la aplicacion de un algoritmo de clustering
identifica y representa los diferentes grupos de expertos con opiniones similares y un
posible candidato como portavoz de cada grupo.

De esta forma, la estructura del capitulo es la siguiente. La nueva metodologia para
manejar informacién lingiiistica difusa no balanceada se presenta en la Seccion 4.1. A
continuacion, se definen los problemas de Toma de Decisiéon en Grupo en contextos
lingiifsticos difusos no balanceados en la Seccién 4.2. El modelo de consenso propuesto
para problemas de Toma de Decisiéon en Grupo con informacion lingiiistica difusa no
balanceada se describe en la Secciéon 4.3 junto con un ejemplo de su aplicacién. Por
ultimo, se muestra la herramienta de visualizacién de consenso desarrollada para ayudar

a los expertos a comprender mejor cudl es el actual estado de consenso en la Seccidon 4.5.
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4.1. Nueva Metodologia para Manejar Informacion
Lingiiistica Difusa No Balanceada

En esta seccién, presentamos una metodologia nueva basada en el modelo lingiiistico
difuso 2-tupla [114] para manejar conjuntos de términos lingiiisticos difusos no balancea-
dos. Esta metodologia nueva lleva a cabo operaciones computacionales con informacion
lingiifstica difusa no balanceada utilizando el modelo computacional 2-tupla [114] y

diferentes niveles de una jerarquia lingtiistica LH [116]. Presenta dos componentes:

= un modelo nuevo de representacién de informacion lingiiistica difusa no balanceada
y

= un modelo nuevo computacional de informacién lingiiistica difusa no balanceada.

4.1.1. Nuevo Modelo de Representaciéon de Informacién Lingiiisti-

ca Difusa No Balanceada

El procedimiento utilizado para representar informacién lingiiistica difusa no balan-
ceada descrito en la Seccién 2.8 trabajaba de la siguiente forma [106, 125]:

1. Encontrar un nivel t~ de la jerarquia lingiiistica L H para representar el subconjunto

de términos lingiifsticos SZ,

a la izquierda del término lingtiistico medio del conjunto
de términos lingiiisticos difusos no balanceado. Este nivel de la jerarquia lingiiistica
LH deberia soportar la distribucién de las etiquetas de SZ sobre el universo de

discurso.

2. Encontrar un nivel ¢t* de la jerarquia lingiiistica LH para representar el subconjunto
de términos lingiifsticos SE a la derecha del término lingiifstico medio del conjunto

de términos lingtiisticos difusos no balanceado. Este nivel de la jerarquia lingiiistica
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LH deberfa soportar la distribucién de las etiquetas de S sobre el universo de

discurso.

3. Representar el término medio de S, utilizando los términos medios de los niveles
t~ oy tt.

Sin embargo, esta metodologia sélo puede representar conjuntos de términos lingiiisti-
cos difusos no balanceados cuando existe un nivel de la jerarquia LH con una granulari-
dad adecuada para representar el subconjunto de términos lingiiisticos a la izquierda del
término lingiifstico medio y cuando existe un nivel con una granularidad adecuada para
representar el subconjunto de términos lingiiisticos a la derecha del término lingiiistico
medio. Es decir, el problema aparece cuando no existe un nivel ¢t~ o ¢t para representar

L R -
S, o S, respectivamente.

Figura 4.1: Jerarquia lingiiistica de 3, 5 y 9 etiquetas.




4.1. Nueva Metodologia para Manejar Informacién Lingiiistica Difusa No
148 Balanceada

Figura 4.2: Ejemplo de un conjunto de términos lingiiisticos no balanceado de 8 etique-
tas.

Ejemplo 4.1. Supongamos que tenemos el conjunto de términos lingiiisticos difusos
no balanceado Sy, = {N,MB,B, M, A, BA, MA, T} mostrado en la Figura 4.2 y la

jerarquia lingiiistica de la Figura 4.1. El significado de los términos lingiiisticos es el

siguiente:
N = Nulo MB = Muy Bajo
B = Bajo M = Medio
A = Alto BA = Bastante Alto

MA = Muy Alto T = Total

Utilizando la metodologia anterior, este conjunto de términos lingiiisticos difusos
no balanceado no podria representarse, ya que aunque existe un nivel ¢*, en concreto
tT =1(3,9), para representar el subconjunto de términos lingtiisticos {A, BA, M A, T}
que estd a la derecha del término medio M, no existe un nivel ¢~ con una granula-
ridad adecuada para representar el subconjunto de términos lingiiisticos { N, M B, B}
que esta a la izquierda del término lingiiistico medio M. Por tanto, el conjunto de
términos lingiiisticos difusos no balanceado anterior, no podria representarse usando

esta metodologia.

Para solucionar este problema, es decir, que no exista un nivel ¢~ o t* con una granu-
laridad adecuada para representar SZ o SE respectivamente, proponemos la aplicacién
del siguiente algoritmo, el cual se define asumiendo que no existe el nivel t~, como ocu-
rre en el conjunto de términos lingiiisticos difusos no balanceado mostrado en el ejemplo

anterior.
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1. Representar S :

a) Identificar el término medio de S% , llamado S%,,. Para hacer esto, debemos

un’

observar la distribucién de las etiquetas de S sobre el universo de discurso.
b) Encontrar un nivel ¢; de los conjuntos izquierda de LH para representar

el subconjunto de términos izquierdo de S | donde LH" representa la parte

un?

izquierda de LH.

¢) Encontrar un nivel ¢ de los conjuntos derecha de LH” para representar el

subconjunto de términos derecho de S .
d) Representar el término medio S% ., utilizando los niveles t; y 5.
2. Encontrar un nivel t* de LH para representar el subconjunto de términos lingtiisti-
cos SE .

3. Representar el término medio de S,,, utilizando los niveles t; y tt.

Ejemplo 4.2. Supongamos el conjunto de términos lingiiisticos difusos no balanceado
Sun ={N,MB,B, M, A, BA, M A, T} mostrado en la Figura 4.2. Aplicando el algorit-
mo anterior, la representacion de este conjunto de términos lingiiisticos utilizando la
jerarquia lingiiistica LH mostrada en la la Figura 4.1 seria la mostrada en la Figura

4.3. En este caso,
« 8L = {N,MB, B},
= Spia= DB,
- LH" = {sg"}Ulse ™, sty Ulsg ™ 1™ sy s5 @
Por tanto, tenemos que t; = 3, t7 = 2, el término medio S%,, = L (debido a su

posicién en el universo de discurso) se representa usando ambos niveles, 3 y 2, y el

término medio de S, se representa usando los niveles 2 y 3.
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rZ

o
=
>

BA MA

L

Figura 4.3: Representacion de un conjunto de términos lingiiisticos no balanceado de 8
etiquetas utilizando una jerarquia lingiiistica.

4.1.2. Nuevo Modelo Computacional de Informacion Linguisti-

ca Difusa No Balanceada

Al igual que en el modelo computacional del modelado lingiistico difuso no ba-
lanceado presentado en la Seccién 2.8 [106, 125], tenemos que definir tres tipos de
operadores de computacion: operador de comparacion, negacion y agregacion. En este
caso, aunque estos operadores son muy similares a los definidos en la Seccion 2.8,
hay que tener en cuenta que ahora, previamente a llevar a cabo cualquier opera-
cién de computacién, en lugar de tener que elegir un nivel ¢ € {t7,t*} tal que
n(t) = maz{n(t~),n(t")}, tenemos que elegir un nivel ¢’ € {t~,t,,t" ¢t} tal que

n(t') = maz{n(t™), n(t;), n(t*), n(t3)}:
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1. Operador de comparacion de informacion lingiuistica no balanceada: La compara-
cién de informacién lingiiistica representada por 2-tuplas lingiifsticas no balancea-
das (sz(t),al), te {t ty,tT 65}, y (S?(t),OKQ), t € {t7,t;,t7,t5}, es similar a
la operacion de comparacion usual de 2-tuplas, pero actuando sobre los valores
TF (P o) = (50, B) y TFL(sM ) = (s, 8,). Entonces tenemos:

= si v < w, entonces (sv ,ﬁl) es mas pequeno que (sqy ,ﬁg)
= Si v = w, entonces
e si 3, = (35, entonces (sy n(t ), B1), (sw ,ﬁQ) representan la misma informacion.
e si 3 < [, entonces (sy nit ),Bl) es mas pequeno que (sqy n(t ),52)
e si 3 > (3, entonces (sy ,Bl) es mayor que (s, /),62)
2. Operador de negacion de informacion lingtistica no balanceada: Sea (sz(t), a), t e

{t=,t;,t"T, 13}, una 2-tupla lingii{stica no balanceada, entonces:
NEG(s{V, a) = Neg(TFl(si", o),

donde ¢ # t", " € {t, 15,1, 15 }.

3. Operador de agregacion de informacion lingtiistica no balanceada: Para definir el
operador de agregacion, tenemos que tener en cuenta que, en este caso, una vez
que se obtiene el resultado de la agregacion, se transforma al nivel correspondiente
t € {t7,t5,t*, 13} mediante TF! para expresar el resultado en el conjunto de
términos lingiifsticos no balanceado S,,. De esta forma, la nueva definicién del
operador LOW A,,, presentado en la Seccion 2.8 es la siguiente:

Definicién 4.1. Sea {(a1,a1), ..., (@m, @)} un conjunto de valoraciones lingiiisti-

cas no balanceadas a agregar, el operador LOW A,,,,, ¢un, se define como:
buni(ar, 1), ..., (am, )} =W - BT = C™ {wy, by, k=1,...,m} =

:w1®b1@(1—w1)®0$1_1{ﬁh,bh, h:2,...,m},
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donde b; = (a;, ;) € (S x [—0.5,0.5)), W = (w1, ..., wy) es un vector de pesos tal
que w; € 0,1y >, w; =1, B, = %, h=2 ....m,y B es el vector ordenado
2-tupla no balanceado asociado. Cada elemento b; € B es el i-ésimo mayor elemento
2-tupla no balanceado en la coleccién {(ay, ), ..., (@m,am)}, y CI es el operador
de combinacién convexo de m 2-tuplas no balanceadas. Si w; = 1y w; = 0 con
i # j Vi,j la combinacién convexa se define como: C! {w;,b;, i =1,...,m} = b,.

Y si m = 2, entonces se define como:
C2 {w, by, 1=1,2} =w, @b; & (1 —wy) @b = TF (s, ),

donde (sp™, @) = AN) y A = AN TFL(b;) +wi - (AT FL (b)) — A~ T FL (b)),
bj, b € (S x [-0.5,0.5)), (b; >b;), A€ [0,n(t')—1], t € {t,t5,t, 15 }.

En este caso, para calcular el vector de pesos W del operador LOW A, ®un,
usamos también un cuantificador lingtiistico difuso () para implementar el concepto

de mayoria y la ecuacion 1.5.

4.2. Problemas de Toma de Decision en Grupo en
Contextos Lingiiisticos Difusos No Balancea-
dos

Como ya se comenté en el Capitulo 1, un problema de Toma de Decision en Grupo
se define como una situacién de decision en la que intervienen varios expertos, los cuales
pueden tener diferentes conocimientos, actitudes y percepciones sobre el problema, que
intentan alcanzar una soluciéon en comun al mismo.

En los problemas de decision, los expertos pueden valorar cuestiones o aspectos de

naturaleza cuantitativa que admiten valoraciones numéricas mas o menos precisas, o
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bien aspectos cuya naturaleza cualitativa dificilmente admite valoraciones numeéricas.
En este ultimo caso, es mas apropiado que los expertos utilicen un modelado lingtiistico
de preferencias, el cual se adapta mejor a ese tipo de aspectos.

De esta manera, la mayoria de los problemas de Toma de Decisiéon en Grupo basa-
dos en aproximaciones lingiiisticas usan conjuntos de términos lingiiisticos distribuidos
simétrica y uniformemente para expresar las opiniones proporcionadas por los expertos
sobre el conjunto de alternativas [22, 111, 113, 128, 207]. Sin embargo, existen pro-
blemas cuyas valoraciones necesitan representarse por medio de conjuntos de términos
lingiiisticos no balanceados, es decir, usando conjuntos de términos que no estan ni
uniforme ni simétricamente distribuidos [107, 125, 159, 191, 202].

La informacién lingiiistica difusa no balanceada puede aparecer como consecuencia
de la naturaleza de las variables lingiiisticas que participan en el problema. Esto ocurre,
por ejemplo, en el sistema de evaluacién de educacién espanol (Figura 2.10). En otros
casos, puede aparecer debido a que los expertos, para valorar sus preferencias, necesitan
trabajar con escalas que tienen un ntmero de términos en un lado del dominio de
referencia mayor que en el otro lado (Figura 4.2).

Formalmente, un problema de Toma de Decisiéon en Grupo estd definido en un

contexto lingiifstico difuso no balanceado cuando dado un conjunto finito de expertos
E={e,....,en}, (m>2),

y un conjunto finito de alternativas
X ={x,...,2,},(n > 2),

cada experto e; proporciona sus preferencias sobre X mediante un conjunto de términos

lingtiisticos difusos no balanceado

Sun = {307‘91a s 789}7
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el cual tiene una etiqueta minima, una etiqueta maxima, una etiqueta central, y el resto
de etiquetas se distribuyen de forma no uniforme ni simétrica alrededor de la etiqueta

central.

4.3. Modelo de Consenso para Problemas de Toma
de Decisién en Grupo con Informacién Lingiiisti-
ca Difusa No Balanceada

En cualquier problema de Toma de Decision en Grupo, cada experto tiene su propia
opinion sobre cual es la mejor alternativa para resolver el problema planteado. Este tipo
de problemas ha sido resuelto llevando a cabo un proceso de seleccién de alternativas que
consiste en realizar una serie de operaciones (agregacion y explotacion) con el propésito
de buscar la mejor alternativa solucién al problema a partir del conjunto de preferencias
dadas por los expertos.

Ahora bien, el hecho de resolver un problema de Toma de Decisién en Grupo llevando
a cabo exclusivamente el proceso de seleccion, no garantiza que la solucién final obtenida
sea asumida como la mejor por todo el grupo de expertos. De hecho, pueden existir
expertos que a titulo individual tengan la sensacién de que sus preferencias no han sido
tenidas en cuenta para obtener la solucién y, por lo tanto, la rechacen.

Para evitar estas situaciones no deseables, es recomendable realizar un proceso de
consenso previo al proceso de seleccion. En este proceso, que ya ha sido descrito en
detalle en la Seccién 1.3.1, los expertos proponen, discuten y cambian sus preferencias
con el fin de acercar sus opiniones y alcanzar un nivel de acuerdo minimo que garantice
que la solucién final sea aceptada por todos ellos.

El intento de modelar este proceso de consenso nos ha llevado a proponer un modelo
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de consenso capaz de llevar a cabo el proceso de busqueda del consenso de forma
automatica y sin la intervencion de la figura del moderador humano en problemas de
Toma de Decisiéon en Grupo con informacién lingiiistica difusa no balanceada.

La Figura 4.4 describe graficamente el papel que desempenaria el modelo de consenso

en el esquema general de resoluciéon de un problema de Toma de Decisiéon en Grupo.

CL+ EIl Nivel de Consenso Es Satisfactorio \
CL- El Nivel de Consenso No Es Satisfactorio

Modelo de Consenso

O
e |
+

Recomendaciones cL-

Proceso de
Seleccion

Proceso de
Consenso

Mecanismo de
Realimentacion

Problema 4 —

Cuestion Conjunto de

? —— Expertos

Alternativa(s)
Solucién
Py

g ]

Conjunto de Opiniones
Alternativas
.+
Qe | Y@ [---------------- .
— \_
\ Toma de Decision en Grupo /

Figura 4.4: Modelo de consenso para problemas de Toma de Decisién en Grupo.

Como se observa, una vez que los expertos han expresado sus opiniones, un proceso
de consenso calcula el nivel de acuerdo entre ellos. Si el grado de consenso es aceptable,
se da por finalizado el proceso de consenso. En caso contrario, se generan una serie de
recomendaciones que, apoyandose en un mecanismo de realimentacién, se hacen llegar

a los expertos. A continuacién, se repite de nuevo todo el proceso.
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El modelo que presentamos en esta seccion ha sido pensado para aplicarse en pro-
blemas de Toma de Decisién en Grupo en los que los expertos utilizan conjuntos de
términos lingtiisticos difusos no balanceados para expresar sus preferencias. Por este
motivo, ademéds de proponer la anterior metodologia para trabajar con informacion
lingtiistica difusa no balanceada, se han definido una serie de medidas que permiten
evaluar el nivel de acuerdo que existe entre los expertos en este tipo de contextos. Para
conseguir automatizar el proceso de consenso, se ha disenado un sistema de produccion
de consejo, cuya finalidad es identificar las preferencias en las que no existe suficiente
acuerdo y recomendar a los expertos la direccion en la que han de cambiar tales prefe-
rencias con el propodsito de aproximarlas y, asi, mejorar el grado de consenso o acuerdo
en la siguiente ronda de consenso.

Las caracteristicas y el funcionamiento del modelo de consenso propuesto se presen-

tan en las siguientes subsecciones.

4.3.1. Caracteristicas del Modelo de Consenso

Antes de pasar a describir las distintas fases que componen el modelo de consenso

propuesto, comentaremos las caracteristicas mas sobresalientes del mismo:

a) Expresion de preferencias. Los expertos expresan sus preferencias sobre el con-
junto de alternativas utilizando relaciones de preferencia lingiiisticas difusas no
balanceadas. Una descripcién mas formal del contexto de definicién del problema
serfa la siguiente. Sea X = {x1,x2,...,2,} (n > 2) el conjunto finito de alterna-
tivas valoradas por un conjunto finito de expertos £ = {ej,ea,...,en} (m > 2).
Cada experto e; proporciona sus preferencias sobre X por medio de una relacion de
preferencia P;: X x X con funcién de pertenencia pup,: X x X — S,,, donde cada

valor pp, (21, ) = pi¥ denota el grado de preferencia de la alternativa x; sobre la
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alternativa xp expresada por el experto e;,

11 1in
pi' cop
P =
nl nn
pto D
Y Sun = {50,51,-..,8,} representa el conjunto de términos lingiifsticos difusos no

balanceado utilizado por el experto e; para dar sus preferencias.
Una de las ventajas de usar relaciones de preferencia es que permiten trabajar con

tres niveles de informacion diferentes:

1) A nivel de pares de alternativas. Fijada una alternativa z; y una alternativa xy,

es posible conocer la informacién disponible sobre el par (z;, xy).

2) A nivel de alternativas. Fijada una alternativa z;, es posible conocer la infor-
macién disponible sobre esa alternativa a partir de los pares (z;,zx) que la
componen, con k=1,....,ny k # L.

3) A nivel de relacion. Teniendo en cuenta la informacién aportada por todas las
alternativas, se puede obtener un valor que represente la informacion contenida

en la relacién de preferencia.

Al considerar nuestra propuesta como un modelo general, en los ejemplos presenta-
dos en esta memoria no se requerira que las relaciones de preferencia satisfagan las
propiedades enumeradas en la Seccién 1.5, dejando para cada problema particular

la posibilidad de exigir el cumplimiento de alguna de estas propiedades.

b) Medicién del consenso. Se definen dos tipos de medidas para estudiar el con-

Senso:

1) Grados de consenso. El grado de consenso mide el grado o el nivel de acuerdo

alcanzado entre los expertos en cada una de las rondas que componen el proceso
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de busqueda del consenso. Esté valorado dentro del intervalo [0,1], de forma que
un valor cercano a 1 indica un grado de consenso muy alto, mientras que un

valor cercano a 0 indica un grado de consenso muy bajo.

2) Medidas de proximidad. Las medidas de proximidad miden la distancia que
existe entre las preferencias dadas por cada experto y la preferencia colectiva
dada por el grupo de expertos. Al igual que el grado de consenso, la proximidad
también se valora en [0,1], de forma que una proximidad cercana a 1 indica que
la opinién del experto estda muy préxima a la opinion colectiva, mientras que

un valor cercano a 0 indica que ambas opiniones son muy diferentes.
Ambas medidas se calcularan en los tres niveles descritos anteriormente:

= Pares de alternativas. Permiten conocer el grado de consenso y la proximidad

de las valoraciones dadas a cada par de alternativas (z;, zy).

s Alternativas. Permiten conocer el grado de consenso y la proximidad que existe

en cada una de las alternativas al problema.

= Relaciones. Permiten conocer el grado de consenso total que existe entre los
expertos, asi como la proximidad del conjunto de preferencias dadas por cada

experto respecto a la opinién colectiva.

Con ambas medidas se podra identificar, por ejemplo, los pares de alternativas en
los que no hay consenso o aquellos expertos cuya opiniéon global estd mas alejada
de la opinién del grupo.

El célculo y estudio del grado de consenso y proximidad a nivel de pares de al-
ternativas, alternativas y relaciones permite conocer en detalle la contribucién de

cada uno de ellos a la consecucién del consenso buscado.

Mecanismo de realimentacién. En un proceso de consenso, la tarea de identi-

ficar a los expertos mas discrepantes y recomendar que cambien sus preferencias
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ha sido siempre desempenada por la figura del moderador, siendo esta una acti-
vidad fundamental para conseguir alcanzar el consenso en un periodo de tiempo
no demasiado grande. En este modelo se propone un moédulo denominado mecanis-
mo de realimentacién que se encargara de realizar esta tarea, sirviéndose para ello
de las medidas de consenso presentadas anteriormente. De esta forma, se consigue

automatizar las tareas del moderador. Este modulo tiene asignadas dos funciones:

1) Identificar aquellas preferencias que no contribuyen a alcanzar un grado de

consenso satisfactorio.

2) Recomendar a los expertos los cambios que deben hacer en sus preferencias

para mejorar el grado de consenso.

Una vez comentadas las caracteristicas mas importantes del modelo de consenso,

pasamos a describir las diferentes fases que lo componen.

4.3.2. Fases del Modelo de Consenso

El esquema general del modelo de consenso propuesto para problemas de Toma de
Decisién en Grupo definidos en contextos lingiiisticos difusos no balanceados se puede
observar en la Figura 4.5.

El modelo esta dividido en tres grandes fases que presentamos brevemente a conti-

nuacion y que se describiran en detalle en las siguientes subsecciones:

1. Calculo de los grados de consenso. En esta fase se calcula el grado de consenso
alcanzado a nivel de pares de alternativas, a nivel de alternativas y a nivel de
relaciéon de preferencia. Para hacer estos calculos, se definird una funcién para

medir la similitud entre las preferencias de los expertos.

2. Control de consenso. En esta fase se comprueba el grado de consenso alcanzado

entre los expertos. Puede ocurrir que este grado de consenso sea suficiente, dando
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Figura 4.5: Modelo de consenso para problemas de Toma de Decisién en Grupo definidos
en contextos lingiiisticos difusos no balanceados.

por finalizado el proceso de consenso, o bien insuficiente, continuando el modelo

por la siguiente fase.

3. Mecanismo de realimentacion. Finalmente, en la tltima fase, el modelo genera

el conjunto de recomendaciones que los expertos deberian seguir para aproximar

sus preferencias y mejorar el grado de consenso en la siguiente ronda. Para hacer

esto, primero se calcularan las medidas de proximidad. A continuacién, un sistema

basado en reglas utilizara los grados de consenso y las medidas de proximidad para

identificar y sugerir los cambios de preferencias que recomendara a los expertos.

Como puede verse en la descripcion grafica del modelo, estas tres fases se ejecutan

secuencialmente y dentro de un ciclo que se corresponde con lo que podriamos entender

por una ronda de consenso. El modelo de consenso recibe las preferencias de los expertos

expresadas mediante relaciones de preferencia lingiiisticas difusas no balanceadas. El

modelo calcula el grado de consenso alcanzado entre los expertos. A continuacion, se
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compara el grado de consenso alcanzado en esa ronda con un umbral de consenso 7.
Este umbral representa el grado de consenso minimo que debe alcanzarse para dar
por finalizada la fase de consenso, y habra sido acordado previamente por el conjunto
de expertos e introducido como un parametro al modelo. Si el grado de consenso es
mayor que -, finaliza el proceso de consenso y comenzara el proceso de seleccion de
alternativas. En caso contrario, se generarda un conjunto de recomendaciones que a
través de un mecanismo de realimentacion seran propuestas a los expertos.
Finalmente, comentar que aunque el principal propésito del modelo de consenso es
ayudar a los expertos a través del proceso de consenso, ellos son los que deciden si
seguir o no el consejo generado por el modelo de consenso. En cualquier caso, el modelo
de consenso reduce considerablemente el tiempo asociado en tomar la decisién y, por
tanto, extiende la habilidad de los expertos para analizar la informacién envuelta en el

proceso de decisién.

4.3.3. Calculo de los Grados de Consenso

Los grados de consenso se usan para medir el nivel actual de consenso o acuerdo
entre los expertos. Como mencionamos anteriormente, los grados de consenso se dan en
tres niveles diferentes: pares de alternativas, alternativas y relacién. Para calcularlos, se
necesitan funciones de similitud o coincidencia para obtener el nivel de acuerdo entre
todos los expertos [111, 113, 128]. Ademads, estas funciones de similitud detectan cémo
de lejos estan las opiniones individuales del resto. De esta forma, el calculo de los grados

de consenso se realiza de la siguiente forma:

1. Calculo de las matrices de similitud. Las matrices de similitud representan
la coincidencia o similitud entre las preferencias de los expertos. Para cada par

de expertos, e;,e; (1 = 1,...,m —1, j =i+ 1,...,m), se define una matriz de
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similitud, SM;; = (smlF), donde

k _ 1 _ AN (TF(pF)) — AQI(TFté(pék))|
1) n(t/) — 1 7

Smlk _

siendo pif = (st o), t € {t= 15,1713}, plF = (S?U(t),&g), te{t,ty,tT it} y
te{t ty,t7,t5}

2. Calculo de la matriz de consenso. Se calcula una matriz de consenso, CM =
(em'*), agregando todas las matrices de similitud, usando la media aritmética como
funcion de agregacion ¢. Conceptualmente, esta matriz representa la similitud entre
todas las preferencias de todos los expertos y contiene la informacién a partir de

la cual se va a calcular el grado de consenso,

em™ = g(smif, i=1,....m—1, j=i+1,...,m).

Nota 4.1. Aunque hemos usado la media aritmética como funcién de agregacion,
ya que consideramos a todos los expertos igualmente importantes, diferentes ope-

radores de agregacién podrian usarse de acuerdo a los propiedades particulares que

queramos implementar.

3. Cdlculo de los grados de consenso. Una vez que se ha calculado la matriz de
consenso C'M, procedemos a calcular los grados de consenso. Una de las carac-
teristicas de este modelo es la posibilidad de conocer con detalle la distribucion
del consenso dentro del conjunto de preferencias dadas por los expertos. No sélo se
mide el grado de consenso general alcanzado entre los expertos, sino que también se
mide el grado de consenso que existe en una alternativa o en cada par de alternati-
vas concreto. Este conocimiento exhaustivo de la contribucién de cada preferencia
a alcanzar el consenso permite al modelo identificar de forma muy precisa aque-
llas preferencias en las que existe mayor discrepancia y proponer que los cambios

les afecten exclusivamente a ellas. De este modo, se garantiza que las preferencias
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en las que existe suficiente acuerdo no sean modificadas y que en aquellas en las

que no existe se pueda alcanzar en un futuro, siempre y cuando los cambios se

realicen en la direccion adecuada. Los detalles para llevar a cabo los cambios en

las preferencias se veran mas adelante en el apartado dedicado a la generacién de

recomendaciones, centrandonos ahora en las operaciones del calculo de los distintos

grados de consenso.

El modelo propone calcular el grado de consenso en tres niveles diferentes: pares

de alternativas, alternativas y relacién.

a)

Nivel 1. Grado de consenso sobre pares de alternativas. El grado de consenso
sobre un par de alternativas (z;, 73), llamado c¢p'®, se define para medir el grado
de consenso entre todos los expertos sobre ese par de alternativas. Cuanto mas
cercano sea cp'* a 1, mayor es el acuerdo entre todos los expertos sobre ese par
de alternativas (x;, xy). Por tanto, esta medida se usa para identificar aquellos
pares de alternativas con un pobre nivel de consenso y se expresa por el elemento

(I, k) de la matriz de consenso C'M:
cpF=em* Y1 k=1,... nAl#Ek

Nivel 2. Grado de consenso sobre alternativas. El grado de consenso sobre
una alternativa x;, llamado ca', se define para medir el grado de consenso entre

todos los expertos sobre esa alternativa:

1k
L ZZ:l,k;él cp
n—1

ca
Con esta medida se puede saber el grado de consenso que existe sobre las
preferencias dadas a cada alternativa.

Nivel 3. Grado de consenso sobre la relacion. El grado de consenso sobre la

relacién, llamado cr, se define para medir el grado de consenso global entre
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todas las opiniones de los expertos. Se calcula como la media aritmética de

todos los grados de consenso sobre las alternativas:

_ Z?:l ca’

n

cr

Este valor es fundamental, ya que es utilizado por el modelo de consenso para
conocer el nivel de acuerdo alcanzado en cada ronda de consenso y como con-
dicion de parada del proceso de consenso tal y como veremos en el siguiente

apartado.

4.3.4. Control de Consenso

El proceso de control de consenso involucra decidir si el mecanismo de realimentacién
deberia aplicarse para proporcionar consejo a los expertos o si el proceso de consenso
deberfa terminar. Para hacer esto, se fija un minimo umbral de consenso, v € [0, 1],
antes de aplicar el modelo de consenso. Este minimo umbral de consenso dependera del
problema particular con el que estemos trabajando. Por un lado, cuando las consecuen-
cias de la decision tengan una gran importancia, el minimo nivel de consenso requerido
para tomar la decision deberia ser 16gicamente tan alto como sea posible, y no es inusual
si se establece un valor minimo de 0.8 o mayor. Por otro lado, si las consecuencias no
son tan importantes o es urgente obtener una soluciéon al problema, podria requerirse
un valor minimo de consenso tan cercano como sea posible a 0.5.

En cualquier caso, cuando la medida de consenso cr satisface el minimo umbral
de consenso 7, el proceso de consenso finaliza y el proceso de selecciéon se aplica para
obtener la solucién final.

Es necesario destacar que si el valor del minimo umbral de consenso v es muy alto,
es posible que los expertos nunca alcancen un grado de consenso igual o superior a

v, 0 bien que el tiempo empleado para alcanzarlo sea demasiado largo. Para evitar
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esta situacion, se ha definido un parametro denominado MaxRondas que impide que
se lleve a cabo un nimero mayor de rondas de consenso al previsto inicialmente. Si
se llega a esta situacién, hay varias formas de proceder, tal y como se indica en [187],
habiéndose optado en esta propuesta por la opcion de dar por terminado el proceso de
consenso, indicando que no se ha alcanzado el acuerdo deseado y dando paso al proceso

de seleccién de alternativas.

CONTROL DE CONSENSO

l

PROCESO DE
SELECCION

NumRonda < MaxRonda

Figura 4.6: Control de consenso.

De esta forma, la operacién del proceso de control de consenso es la siguiente (Fi-
gura 4.6): primero, la medida de consenso global ¢r se compara con el minimo umbral

de consenso 7. Si ¢r > 7, el proceso de consenso termina y el proceso de seleccién se
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aplica. En otro caso, se comprobara si el maximo ntimero de rondas ha sido alcanzado.
Si es asi, el proceso de consenso termina y el proceso de seleccién se aplica, y si no, se

activa el mecanismo de realimentacion.

4.3.5. Mecanismo de Realimentacion

Como acabamos de mencionar, si la medida de consenso global es menor que un
minimo umbral de consenso, las opiniones de los expertos deben modificarse. Cuando
se explico el funcionamiento de los procesos de consenso en la Seccién 1.3.1, comenta-
mos que una tarea fundamental del moderador era la de aconsejar o recomendar a los
expertos hacer cambios en sus preferencias mas discrepantes para acercar sus posiciones
y asi incrementar el nivel de acuerdo. Este es el objetivo que se persigue en esta fase.

El resultado de las operaciones que se realizan en esta fase es un conjunto de re-
comendaciones donde se sugiere la direccién en la que los expertos deben cambiar las
preferencias mas discrepantes. Para hacer esto, el mecanismo de realimentacién usa
medidas de proximidad para identificar a aquellos expertos mas alejados de la opinion
colectiva y a continuacion aplicar un mecanismo de recomendaciones o produccion de
consejo. Seguidamente, tanto el calculo de las medidas de proximidad como la produc-

cién de consejo son explicadas en detalle.

4.3.5.1. Calculo de las Medidas de Proximidad

Las medidas de proximidad evalian la distancia entre las preferencias individuales
de cada uno de los expertos y una preferencia colectiva que representa la preferencia
del grupo de expertos. Son utilizadas en nuestro modelo para identificar los expertos
cuyas opiniones estan mas alejadas de la opinién del grupo y de ahi que puedan ser

consideradas como las méas discrepantes.
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Para calcular estas medidas, el modelo realiza las siguientes operaciones:

1. Calculo de la relacion de preferencia colectiva. Para identificar las preferen-
cias mas alejadas, es necesario calcular previamente una preferencia que represente
la posicion intermedia en la que se encuentran todos los expertos. La relacion de
preferencia lingiifstica difusa no balanceada colectiva, P, = (p!¥), se obtiene a partir
de las relaciones de preferencia individuales y representa la preferencia media dada
por el conjunto de expertos. Se calcula agregando todas las relaciones de preferencia

individuales, { P, ..., P,,}, de la siguiente forma:

= b (P, .. P,

con ¢, el operador LOW A,,, definido en la Seccién 4.1.

2. Céalculo de la matriz de proximidad. Una vez que se obtiene la matriz de
preferencia colectiva P., para cada experto e; se obtiene una matriz de proximidad,
PM; = (pmlF), donde

A (TF(p) — A (TF (p))]
n(t') —1 ’

pm =1-

siendo plt = (50", a1), t € {7ty 5,85}, plF = (i ), £ € {1 15,15 )y
the{tm ty,tT, 15}
Los elementos de la matriz de proximidad representan la distancia entre las prefe-

rencias individuales del experto y la preferencia colectiva.

3. Calculo de las medidas de proximidad. Utilizando un razonamiento similar al
utilizado para justificar el calculo de las medidas de consenso en diferentes niveles,
el modelo también calcula proximidad a nivel de pares de alternativas, alternativas

y relacion.

a) Nivel 1. Medida de proximidad sobre pares de alternativas. Dado un experto

e;, la medida de proximidad del par de alternativas (z;, z), denominada pp'*,
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mide la distancia que existe en ese par entre la preferencia del experto y la
preferencia colectiva, coincidiendo, en este caso, con el elemento (I,k) de la

matriz de proximidad PM;:
ppék:pmi-k, Vik=1,....nANl#k.

b) Nivel 2. Medida de proximidad sobre alternativas. Dado un experto e;, la medi-
da de proximidad de la alternativa z;, denominada pal, mide la distancia entre
las preferencias del experto y la preferencia colectiva evaluada a nivel de esa
alternativa. Fijada una alternativa x;, pal se calcula como la media aritmética
de todos los pp!*:

n 1k
! Zk:l,k;ﬁl bp;
pa; = ———.

n—1

c) Nivel 3. Medida de proximidad sobre la relacion. Dado un experto e;, la me-
dida de proximidad de la relacién de preferencia P;, denominada pr;, mide la
distancia global entre el conjunto de preferencias del experto y la preferencia

colectiva. Se calcula como la media aritmética de las medidas de proximidad a

nivel de alternativas:

_ Z?:l paé
=

pri

4.3.5.2. Producciéon de Consejo

Un proceso de busqueda del consenso puede verse como un proceso de acercamiento
de unas posturas u opiniones iniciales que inexorablemente va a llevar aparejado una
serie de cambios en las preferencias de los expertos. Un problema que se les puede
plantear a los expertos a la hora de cambiar sus preferencias es la eleccion de la direccion
mas adecuada en la que han de hacer los cambios para conseguir acercar sus opiniones.
Hemos de tener en cuenta que si los cambios no se realizan en la direccién correcta

se producird un alejamiento de las preferencias y, por lo tanto, una disminucién en el
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grado de consenso. En situaciones de decisiéon del mundo real, este problema queda
resuelto con la intervencion del moderador que, al conocer con detalle las opiniones de
los expertos, recomienda la direcciéon de los cambios mas idonea para aproximar las
preferencias.

En nuestro modelo, esta funcion la realiza un sistema de produccién de consejo, con-
siguiendo eliminar la figura del moderador de esta forma. Este sistema tiene asignados

dos objetivos:

1) Identificar de una forma precisa los expertos, alternativas y pares de alternativas

que no contribuyen favorablemente a la consecucion del consenso.

2) Recomendar la direccién en la que los expertos deben cambiar sus preferencias
para aproximar sus opiniones y, por lo tanto, incrementar el grado de acuerdo en

las siguientes rondas de consenso.

Para conseguir ambos objetivos se han definido dos conjuntos de reglas cuya des-

cripcion y funcionamiento se presentan a continuacion:

1. Reglas de identificacién (IR). Las reglas de identificacién seleccionan los pares
de alternativas que los expertos han de cambiar. Con estas reglas se consigue que
el modelo propuesto recomiende cambiar sélo aquellas preferencias en las que no
existe suficiente consenso, dejando de lado aquellas otras en las que el consenso es
satisfactorio. De este modo, se asegura que el nivel de acuerdo vaya aumentando a
lo largo del proceso de consenso siempre y cuando los cambios se produzcan en la
direccion apropiada.

Se han definido tres reglas que se aplican secuencialmente y que identifican, en
primer lugar, a los expertos que han de cambiar sus preferencias. A continuacién,
las alternativas en las que no hay consenso y, finalmente, los pares mas alejados en

dichas alternativas y, por lo tanto, las que deben modificarse.
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a)

Regla de identificacion de expertos (IR.1). ldentifica el conjunto de expertos
que deberian recibir consejo sobre como cambiar algunos de sus valores de pre-
ferencia. Este conjunto de expertos, llamado EX PCH, que deberian cambiar
sus opiniones, son aquellos cuya medida de proximidad a la relacién es menor
que el minimo umbral de consenso 7. Por lo tanto, la regla de identificacién de

expertos es la siguiente:
EXPCH = {i | pr; <~}.

Regla de identificacion de alternativas (IR.2). Identifica las alternativas cuyas
valoraciones asociadas deberian tenerse en cuenta por los expertos anteriores
en el proceso de cambio de sus preferencias, ya que en ellas no existe un grado
de consenso suficiente. Este conjunto de alternativas se denota como ALT. La

regla de identificacién de alternativas es la siguiente:
ALT = {x, € X | ca' <},

donde ca' es el grado de consenso a nivel de alternativas y 7 es el minimo
umbral de consenso.

Regla de identificacion de pares de alternativas (IR.3). Identifica los pares de
alternativas particulares (z;, z)) cuyas valoraciones respectivas asociadas, pﬁk,
el experto e; deberia cambiar. Este conjunto de pares de alternativas se denota

como PALT;. La regla de identificacién de pares de alternativas es la siguiente:
PALT; = {(z;,x) | 11 € ALT Ae; € EXPCH A ppl* < 4},

siendo ppl* la medida de proximidad a nivel de pares de alternativas y v el

minimo umbral de consenso.

2. Reglas de direccién (DR). Identificado los pares de alternativas (z;,zy) €

PALT; que cada experto e; debe modificar, el modelo recomienda la direccion
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en la que han de hacerse tales cambios para mejorar el acuerdo. El resultado de
aplicar las reglas de direccion serd recomendar que se incremente o decremente las
valoraciones de las preferencias a cambiar. Por ejemplo, si un experto e; ha de cam-
biar la preferencia pl¥ = s;, el modelo de consenso le recomendard incrementarla,
plf = s, siendo n > j, o decrementarla, pi* = s,,, siendo m < j. Para hacer esto,

definimos las siguientes reglas de direccion.

a) DR.1. Si pi* > pl¥ el experto e; deberfa decrementar la valoracién asociada al

par de alternativas (z;, z), esto es, p'*.

b) DR.2. Si p!¥ < pl* el experto e; deberfa incrementar la valoracién asociada al

par de alternativas (x,x;), esto es, pi¥.

Obviamente, el proceso de consenso dependerd del tamano del grupo de expertos,
asi como del conjunto de alternativas, de forma que cuando los tamarfios sean pequenos
y cuando las opiniones sean homogéneas, el nivel de consenso requerido es mas facil
de obtener [123, 238]. Por otro lado, notamos que los cambios en las opiniones de
los expertos produciran un cambio en la opinién colectiva, especialmente cuando las
opiniones de los expertos son bastante diferentes, es decir, en las primeras etapas del
proceso de consenso. En realidad, cuando las opiniones de los expertos son parecidas,
es decir, cuando la medida de consenso se aproxima al nivel de consenso requerido, los
cambios en las opiniones de los expertos no produciran una gran diferencia en la opinion

colectiva.

4.4. Ejemplo de Aplicacién

Por simplicidad, asumiremos un nimero bajo de expertos y alternativas. Vamos a
suponer que cuatro expertos diferentes, F = {ey, 3, €3, €4}, proporcionan las siguientes

relaciones de preferencia lingiiisticas difusas no balanceadas sobre un conjunto de cuatro
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alternativas, X = {x,z9, x3, 24}, usando el conjunto de términos lingiiisticos difusos

no balanceado S,, = {N,MB,B, M, A, BA,MA,T} (Figura 4.2 y Figura 4.3):

— A BA B — MB B MA
MB - M A A — BA T
P = s Py =
B M - B BA B — A
MA MB MA -— MB N B —
MB M MA - MA BA M
A — BA B MB — M MA
PSZ 7.P4:
M B — T B M - MB
B A N — M B BA —

Hay que notar que los expertos no proporcionan ningin valor «, lo cudl es una
practica comin cuando se expresan preferencias con términos lingiiisticos. En estos

casos, establecemos o = 0.

— (A,0) (BA,0) (B,0)
P, — (MB,0) — (M,0) (A,0)
(B,0) (M,0) - (B,0)
(MA,0) (MB,0) (MA,0) —
- (MB,0) (B,0) (MA,O0)
P, - (A,0) - (BA,0) (T,0)
(BA,0) (B,0) — (A,0)

(MB,0) (N,0) (B,0) —
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- (MB,0) (M,0) (MA,0)
P, — (A,0) — (BA,0) (B,0)
(M,0) (B,0) — (T,0)
(B,0) (A,0) (N,0) —
— (MA,0) (BA0) (M,0)
Py — (MB,0) — (M,0) (MA,0)
(B,0) (M,0) - (MB,0)

PRIMERA RONDA

A continuacién, mostramos como aplicar cada paso del modelo de consenso.

1. Calculo de los grados de consenso: Primero, el modelo de consenso calcula
la matriz de similitud para cada par de expertos y, entonces, obtiene la matriz de
consenso. Una vez obtenida, el modelo de consenso calcula los grados de consenso

sobre los pares de alternativas, sobre las alternativas y sobre la relacién.

a) Matrices de similitud:

— 0.50 0.50 0.37 — 0,50 0.75 0.37
050 — 0.75 0.62 050 — 075 0.62
SMyy = ;SM13 =
0.50 0.7 — 0.62 0.75 0.7 — 0.25
0.25 0.87 037 -— 0.37 0.50 0.12 —
— 0.75 1.00 0.75 — 1.00 0.75 1.00
1.00 - 1.00 0.75 1.00 - 1.00 0.25
SMyy = ;5M23 =
1.00 1.00 — 0.87 0.75 1.00 — 0.62

0.62 087 087 — 087 037 0.75 —
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- 0.25 0.50 0.62 — 025 0.75 0.62

0.50 — 0.75 0.87 0.50 — 0.75 0.37
SMyy = ; SMsy =

0.50 0.75 — 0.50 0.75 075 — 0.12

0.62 0.75 0.50 — 0.75 0.62 0.7 —

b) Matriz de consenso:

— 054 0.70 0.62

0.66 — 0.83 0.58
CM =

0.70 083 — 0.50

0.58 0.66 0.56 —

¢) Grados de consenso sobre pares de alternativas. El elemento (I, k) de C'M re-

presenta los grados de consenso sobre el par de alternativas (x;, xy).

d) Consenso sobre las alternativas:
ca’ =0.62 ca®=0.69 ca®=0.67 ca*=0.60

e) Consenso sobre la relacion:

cr = 0.65

2. Control de consenso: En este paso del modelo de consenso, el valor de consenso
global ¢r se compara con el minimo umbral de consenso ~. En este ejemplo, hemos
decidido usar el valor, v = 0.75. Como cr < 7, el modelo determina que no hay
acuerdo entre los expertos y, consecuentemente, el modelo de consenso calcula las
medidas de proximidad para ayudar a los expertos sobre los cambios necesarios en
sus preferencias para incrementar cr.

3. Mecanismo de realimentacion: En este paso, el modelo de consenso calcula
las medidas de proximidad. Para hacer esto, el modelo de consenso obtiene, en

primer lugar, la relacién de preferencia lingiiistica difusa no balanceada colectiva
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agregando todas las relaciones de preferencia individuales. En este caso, el modelo
hace esto usando el operador LOW A,,,, descrito en la Seccién 4.1 y el cuantificador
lingiifstico mayoria definido como Q(r) = r1/2, ¢l cual, aplicando la ecuacidn 1.3,

genera el siguiente vector de pesos {0.5,0.20,0.16,0.14}.

- (M,0.40) (A,0.04) (BA,—0.36)
P (M, —0.30) — (BA,0.46) (BA,—0.46)
(M,0.20) (M, —0.40) - (A,0.22)
(A,—0.38) (M,—0.49) (A,—0.26) —
a) Célculo de las medidas de proximidad:
1) Matrices de proximidad:
— 092 0.88 0.54 — 0.57 0.62 0.83
066 — 0.70 0.93 083 — 094 0.69
PM1 = 7]3]\4'2 -
072 095 — 0.60 0.65 080 — 097
0.83 0.68 0.72 — 0.55 0.56 0.65 —
— 0.57 0.87 0.83 - 0.67 0.88 0.80
083 — 094 0.56 066 — 0.70 0.82
PM; = s PMy =
097 080 — 0.65 0.72 095 — 047
0.67 0.81 041 - 092 0.81 0.84 -—

2) La prozimidad sobre pares de alternativas para el experto e; se da en PM,;.

3) Proximidad sobre alternativas:

T o X3 Ty
pai = 0.78 | pat = 0.76 | pai = 0.75 | pa; = 0.74
pay = 0.67 | pas = 0.82 | pa3 = 0.80 | pa; = 0.58
pat =0.75 | pa3 = 0.77 | pa3 = 0.80 | paj = 0.63
pa; = 0.78 | pa2 = 0.72 | pa3 = 0.71 | paj = 0.86
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4) Proximidad sobre la relacion:
pri =0.76 pro=0.72 pry3=0.74 pry,=0.77

b) Produccién de Consejo.

1) Reglas de Identificacion.

IR.1. Conjunto de expertos que deben cambiar sus preferencias:
EXPCH =i | pr; <0.75} = {ey, €3}

IR.2. Conjunto de alternativas cuyas valoraciones deberian considerarse en

el proceso de cambio:
ALT = {r; € X | ca' < 0.75} = {xy, xo, 23, 74}

IR.3. Conjunto de pares de alternativas cuyas valoraciones asociadas deberian

cambiar:

PALT, = {(x1,x2), (x1,23), (T2, 24), (T3, 21), (T4, 1), (T4, x2), (x4, 23)},

el cual da la siguiente lista de valores de preferencia:

p? v’ vyt pyt pet v pd
y PALT; = {(x1, x2), (x2,24), (23, 24), (x4, 1), (T4, 23)}, el cual da la siguien-

te lista de valores de preferencia:

12 24 34 41 43
P3 P3 P3 P3 D3
2) Reglas de Direccion.
12 12 1 1 41 41 42 42 4 4 24 24
Como py* < pi2, p3* < p*, p3t < pit, p3? < p?, p3® < p2, p3t > Pty

p3l > p3l al experto ey se le aconseja que incremente las valoraciones de los
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cinco primeros valores de preferencia y decremente las valoraciones de los dos
tiltimos valores de preferencia. Por la misma razén, como pi? < pl2, p3* < p?*,
p3t < pit pid < p2 y p3t > p3* al experto e; se le aconseja incrementar las

valoraciones de los cuatro primeros valores de preferencia y decrementar la

valoracién del dltimo valor de preferencia.

SEGUNDA RONDA

1. Proporcionar nuevas preferencias: En este ejemplo, suponemos que los exper-

tos es v e3 siguen el consejo dado y, por lo tanto, sus nuevas relaciones de preferencia

son las siguientes:

(4,0)
(M, 0)

(M, 0)

(4,0)
(M, 0)

(M, 0)

(M, 0)
(B,0)
(M, 0)

(M, 0)
(B,0)
(4,0)

2. Calculo de los grados de consenso:

a) Matrices de similitud:

SMip =

—  0.87 0.87
050 — 0.75
0.75 0.7 —
0.62 0.62 0.75

0.37
0.87
0.62

(A,0)
(BA,0)

(A, 0)

(M,0)
(BA,0)

(A, 0)

s SMyg =

(MA,0)
(BA,0)
(4,0)

(MA,0)
(BA, 0)
(A,0)

— 087 0.75
0.50 — 0.75
0.75 0.75 —

0.62 0.50 0.75

0.37
0.87
0.62
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- 0.75 1.00

1.00 — 1.00
SMyy =

1.00 1.00 —

0.62 0.87 0.87

—  0.62 0.87

050 — 0.75
SMyy =

0.75 0.75 —

1.00 0.75 0.87

b) Matriz de consenso:

CM =

¢) Grados de consenso sobre pares de alternativas. El elemento (I, k) de C'M re-

0.75
0.75

; SMas =
0.87
0.62
0.87

s SMsy =
0.50
—  0.78 0.85
0.66 — 0.83
0.83 0.83 —
0.81 0.71 0.85

1.00
1.00

1.00

0.50
0.75
1.00

0.63
0.87
0.68

1.00 0.87 1.00

1.00
0.87

0.62

0.75
0.62

1.00

1.00

0.75
0.75

0.87

presenta el grado de consenso sobre el par de alternativas (z;, z).

d) Consenso sobre alternativas:

ca' =0.75 ca®=0.79 ca®=0.78

e) Consenso sobre la relacion:

3. Control del estado de consenso: Como podemos observar, los cambios en los
valores de preferencia introducidos dan como resultado un incremento del consenso
global de 0.65 a 0.78. De esta forma, el minimo umbral de consenso es alcanzado,

cr = 0.78 > v = 0.75, y, por lo tanto, el modelo de consenso pararia y el proceso

cr =0.78

ca* =0.79

de seleccién seria aplicado para obtener la soluciéon final de consenso.

1.00
1.00

0.62
0.87
0.50
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4.5. Herramienta de Visualizaciéon para Guiar el Con-
senso en Problemas de Toma de Decisién en

Grupo

En esta secciéon, presentamos una herramienta para la elaboracién de diagramas de
consenso, los cuales se utilizan para ayudar a los expertos a comprender facilmente el
estado actual de consenso en el problema de decisién. Esta herramienta estd basada en
medidas de consenso y similitud, y junto con la aplicaciéon de un algoritmo de clustering
identifica y representa los diferentes grupos de expertos con opiniones similares y un

posible candidato como portavoz de cada grupo.

El proceso de consenso involucra la comunicacién y discusién entre expertos y entre
los expertos y el moderador. Por tanto, automatizar totalmente el proceso de con-
senso es una tarea bastante dificil debido al alto nimero de interacciones necesarias.
Sin embargo, podemos encontrar varias aproximaciones y herramientas que hacen uso
de nuevas tecnologias (principalmente tecnologias web) para adaptar los procesos de

consenso cldsicos a nuevos entornos [11, 145, 146].

La aplicaciéon de estas nuevas tecnologias permite realizar procesos de consenso en
situaciones en las que anteriormente no seria posible. Por ejemplo, podemos llevar a
cabo procesos entre varios expertos localizados en diferentes paises a lo largo del mundo.
Por tanto, es importante notar que incluso con la adopcién de nuevas tecnologias de
comunicacion (video conferencias, salas de chat, mensajeria instantédnea, e-mail, etc.),
los expertos podrian encontrar dificultades para discutir y colaborar entre ellos a la
hora de resolver los problemas de Toma de Decision en Grupo donde no pueden estar

fisicamente reunidos.
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Debido a esto, en los procesos de consenso para problemas de Toma de Decision en
Grupo donde los expertos no tienen la posibilidad de estar juntos, éstos podrian no tener
una idea clara sobre el actual estado de consenso entre todos los expertos involucrados
en el proceso de decisién. En los modelos de Toma de Decisiéon usuales, donde los
expertos estan juntos para discutir sus opiniones sobre las diferentes alternativas, es
relativamente facil determinar qué expertos tienen opiniones similares atendiendo a la
discusiones entre los expertos y, por tanto, los expertos pueden unirse o formar diferentes
grupos para discutir mejor y razonar sobre los pros y contras de cada alternativa.
Ademas, cuando los expertos pueden determinar el estado de consenso del proceso de
decisién, es més facil para ellos influenciar a otros expertos [84].

Sin embargo, en los casos donde la comunicacién directa no es posible, los expertos
probablemente encontraran dificultades para establecer conexiones entre ellos y obtener
una vista clara del progreso del proceso de consenso. Este problema se incrementa
cuando el nimero de expertos en el problema es alto.

Para resolver este problema, proponemos usar nuevas técnicas y herramientas para
generar automaticamente informacion de alto nivel y diagramas de consenso simples
sobre el estado de consenso en el problema de decisién que estd siendo resuelto. En-
tre otra informaciéon, podremos identificar grupos de expertos separados con opiniones
comunes sobre las alternativas en el problema, seleccionar un candidato para en uno
de los grupos para actuar, en caso necesario, como portavoz del grupo, e identificar
individuos aislados, es decir, aquellos cuyas preferencias sobre las alternativas son muy
diferentes de las preferencias del resto de expertos. Ademds, se generaran diagramas
de consenso en los que se muestra el estado actual de consenso. En estos diagramas de
consenso, los expertos seran dibujados como los nodos de un grafo que estardn sepa-
rados de acuerdo a la afinidad de sus preferencias sobre las alternativas del problema.

Ademas, en estos grafos, introduciremos la posicion relativa de la solucién de consen-
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so. Estos diagramas de consenso permitiran a los expertos tener una visiéon mas clara
sobre el actual proceso de consenso y sobre qué expertos tienen opiniones similares o
diferentes sobre las alternativas. Estos diagramas seran dibujados por una herramienta
de visualizacion que tiene en cuenta los expertos y medidas de consenso en tres niveles
diferentes. Ademads, usa un algoritmo de clustering (k-medias [163]) para agrupar a los
expertos de acuerdo a sus opiniones sobre las alternativas. Finalmente, otra de las ven-
tajas de esta herramienta de visualizacién es que puede ser integrada facilmente en los

modelos de consenso existentes.

4.5.1. Medidas de Similitud y Algoritmo de Clustering para

el Agrupamiento de Expertos

En esta seccién, presentamos nuevas medidas de similitud que pueden calcularse a
partir de las relaciones de preferencia expresadas por los expertos. Estas medidas, como
las medidas de consenso presentadas en la Seccion 4.3.3, se calculan en tres niveles
diferentes (pares de alternativas, alternativas y relacién) para cada par de expertos en

el problema.

4.5.1.1. Medidas de Similitud

A partir de la matriz de similitud SM;; presentada en la Seccién 4.3.3, definimos

varias medidas de similitud entre los expertos en tres niveles diferentes.

Definicién 4.2. La medida de similitud de la preferencia de la alternativa z; sobre la

Ik

alternativa xy de los expertos e; y €; es sm;j;.

Cuanto mas cercano sea smi" a 1, més similar es la preferencia de la alternativa z;

sobre la alternativa x; de los expertos e; y e;.
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Siguiendo el mismo esquema, calculamos las medidas de similitud a nivel de alter-

nativas y de relacion:

Definicién 4.3. Una medida de similitud para los expertos e; y e; sobre una alternativa

particular x; se calcula como:

n

Z(smlg + smf;)

k=1

sml.. = s
" 2(n—1)

Cuanto mds cercano sea sm;’ a 1, mas similar es la preferencia de los expertos e; y

e;j sobre la alternativa ;.

Definicién 4.4. Una medida de similitud global para los expertos e; y e; se calcula
como:
n
> smi;
sMyj = =1 )
n

Cuanto mas cercano es sm;; a 1, més similares son las preferencias de los expertos

€; y €;.

4.5.1.2. Algoritmo de Clustering para el Agrupamiento de Expertos

Vamos ahora a describir la aplicacién del algoritmo de clustering que permite agru-
par a los diferentes expertos en el problema de acuerdo a sus preferencias. Este agrupa-
miento puede usarse para detectar a los expertos en el problema que tienen opiniones
parecidas. Esta clase de informacién puede ser muy 1til en problemas de Toma de Deci-
sion en Grupo donde los expertos no tienen la posibilidad de estar juntos para discutir
las alternativas que finalmente son la solucién del consenso (por ejemplo, en procesos
de consenso web) porque puede ayudar a los expertos a diferenciar claramente cuales

de los otros expertos tienen opiniones similares y, por tanto, unirse a ellos para discutir
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efectivamente con el resto de los expertos con diferentes preferencias. El algoritmo pue-
de aplicarse a grupos de expertos de acuerdo a un valor de preferencia, a una alternativa
o a la relacién de preferencia. Para ello, usamos las medidas de consenso y similitud en
los tres niveles.

El algoritmo que hemos usado es una variacién del algoritmo de las k-medias [163].
Debemos notar que este algoritmo, ademas de las distancias entre los puntos al cluster,
toma como entrada un parametro k que representa el nimero de clusters en los cuales
los puntos van a ser organizados. De esta forma, es tarea de la persona que define el
problema proporcionar un valor apropiado para k al algoritmo de clustering.

El algoritmo comienza asociando aleatoriamente cada experto a uno de los k clusters.
Una vez que todos los expertos han sido asignados a un cluster, el algoritmo calcula
el centroide de los clusters de una forma similar a como hicimos con F.. La matriz de
similitud se calcula entre cada par de expertos y los centroides, y el cluster de cada
experto se cambia al centroide mas cercano. El proceso se repite hasta que no hay mas
cambios en los clusters. Cuando el algoritmo de clustering finaliza, devuelve un conjunto

de k grupos de expertos:

EG ={egy,...,eqr} | U egi=FE AN NF_jeq = 0.

Ademas, podemos calcular el experto mas representativo de cada uno de los grupos,
esto es, el experto mas cercano al centroide de su cluster. Calcular cudl es el experto
mas representativo para un grupo de expertos que tienen opiniones similares pueden
ser de gran importancia para situaciones de Toma de Decisién en Grupo donde hay
muchos expertos involucrados. En estos casos, cuando el proceso de consenso esta en
una etapa avanzada, el experto mas representativo de cada grupo puede actuar como

portavoz para acelerar y terminar con éxito el proceso de consenso.
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4.5.2. Herramienta para Visualizar el Estado de Consenso en

Problemas de Toma de Decision en Grupo

La herramienta de visualizaciéon genera diagramas de consenso en los cudles los
expertos del problema estan dibujados en diferentes localizaciones dependiendo de la
similitud de sus opiniones. De esta forma, los expertos con opiniones similares seran
dibujados unos cerca de otros, mientras que los expertos cuyas opiniones difieren bas-
tante seran dibujados alejados unos de otros. Estos diagramas pueden ser muy simples

y directos para identificar cual es el actual estado de consenso del problema.

Para dibujar los diagramas de consenso, usamos un algoritmo [81] en el cual los
expertos corresponden a los nodos del grafo y una medida de similitud entre cada par

de expertos actia como la longitud asociada a cada camino del grafo.

Como hemos definido varias medidas de similitud, la herramienta puede usar dife-
rentes medidas de similitud dependiendo de la informacién que queramos visualizar.
Por ejemplo, si necesitamos una vista general del estado de consenso para el problema,
podemos elegir usar las medidas de similitud globales sm;;, pero si queremos visualizar
el estado de consenso de una alternativa particular x; podemos elegir usar las medidas

de similitud sm;.

Finalmente, la herramienta usa diferentes colores para representar los diferentes
grupos de expertos y, de esta forma, reconocer facilmente las facciones de opinién prin-
cipales en el proceso de consenso. Ademads, marca las posiciones relativas de la solucién
de consenso global actual P,., los centroides para cada uno de los grupos de expertos y
los expertos que estan mas cercanos al centroide para cada grupo, es decir, el posible

representante o portavoz de cada grupo.
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4.5.3. Ejemplo de Diagrama de Consenso

La Figura 4.7 representa una captura de uno de los diagramas de consenso gene-
rados por la herramienta de visualizaciéon para un problema de Toma de Decisién en
Grupo de ejemplo. En el problema, 7 expertos son requeridos para seleccionar la me-
jor alternativa de entre cuatro posibles. Los expertos han proporcionado sus opiniones
sobre las alternativas en forma de relaciones de preferencia lingiiisticas difusas no ba-
lanceadas. Como puede verse, existen dos grupos principales de expertos (el rojo y el
azul) y dos expertos aislados (Sergio y Javier), que son aquellos cuyas opiniones son

bastante diferentes del resto de expertos (en verde).

Caonsensus Visualization Tool
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Figura 4.7: Herramienta de visualizacion del estado de consenso.
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Las distancias entre los expertos dependen de la similitud entre sus opiniones y, por
tanto, tan solo mirando el diagrama una vez, podemos inferir que la opinién de Javier
es bastante diferente de la opinién del resto de expertos.

Los centroides de los diferentes grupos han sido marcados con puntos de colores. A
partir de estos puntos, podemos decir que aunque Enrique, Francisco y Francisco C.
tienen opiniones similares (pertenecen al mismo grupo), Enrique es el mejor candidato
para ser el portavoz del grupo si es requerido. El mismo razonamiento se aplica para
seleccionar a Carlos como candidato para portavoz del grupo azul.

Finalmente, la actual solucién de consenso, pintada como un apreton de manos, nos
dice que el grupo rojo y Javier son las facciones cuyas opiniones son més cercanas a la

actual solucién de consenso.




Conclusiones y Trabajos Futuros

A continuacion, revisamos cudles han sido las principales propuestas y los resultados
obtenidos a lo largo de esta memoria y proponemos cuéles son las lineas de investigacion
y trabajos futuros que nos planteamos construir a partir de estos resultados. Finalmen-
te, presentamos una lista de las publicaciones derivadas de los resultados de nuestra

investigacion en este campo.

Propuestas y Resultados Obtenidos

En esta memoria hemos estudiado los procesos de Toma de Decisién en Grupo con
informacion lingiiistica difusa. Para ello, hemos propuesto nuevos modelos tanto para el
proceso de seleccién como para el proceso de consenso que tienen lugar en esta clase de
problemas. Ademas, se ha propuesto una herramienta de visualizacién para comprender
mejor el estado actual de consenso. Teniendo esto en cuenta, los resultados presentados
en esta memoria y algunas conclusiones sobre los mismos se exponen en los siguientes

puntos:

1. Sobre el modelado de situaciones de falta de informacién.
En esta memoria hemos presentado las relaciones de preferencia lingiiisticas di-
fusas incompletas como modelo de representacion de preferencias para modelar

situaciones de falta de informacién de manera apropiada. Sobre este aspecto hemos
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obtenido las siguientes conclusiones:

)

Los modelos usuales de representacién de preferencias no estan preparados pa-
ra tratar correctamente las situaciones de falta de informacion con informacion
lingiifstica difusa. De hecho, para solucionar este tipo de problemas, tradicional-
mente se confunde el concepto de falta de informacion con el de incertidumbre
en la informacién. Sin embargo, con las relaciones de preferencia lingiiisticas
difusas incompletas, hemos comprobado que se pueden modelizar de manera
mucho mas correcta este tipo de situaciones, diferenciando de manera mucho

mas clara la incertidumbre de la falta de informacién.

Un factor critico que determinara en gran medida la calidad de las soluciones
en los problemas de Toma de Decisién es la consistencia de la informacion
que ofrecen los expertos, ya que usualmente la informacion contradictoria no
nos proporcionard soluciones coherentes. Por tanto, es necesario el estudio de
propiedades de consistencia que ayuden a evitar los problemas de inconsistencia

en las preferencias expresadas por los expertos.

2. Sobre el proceso de seleccion.

Hemos desarrollado un proceso de seleccién nuevo que permite manejar correcta-

mente las situaciones de falta de informacién en entornos de Toma de Decision en

Grupo con informacion lingiiistica. Para ello, se usan las relaciones de preferencia

lingiiisticas difusas incompletas como formato de representacion de preferencias y

un nuevo procedimiento de estimacion que es capaz de calcular los valores perdidos

en las relaciones de preferencia lingiiisticas difusas incompletas. Del desarrollo de

este proceso de seleccién podemos extraer las siguientes conclusiones:

a)

Los procesos de seleccion desarrollados hasta ahora no poseian ningiin meca-

nismo eficiente que permitiera tratar situaciones de falta de informaciéon en
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entornos con informacion lingiiistica. Sin embargo, mediante el uso de las re-
laciones de preferencia lingiiisticas difusas incompletas y el procedimiento de
estimacion de valores perdidos, hemos verificado que las situaciones de falta de

informacion pueden ser solucionadas eficientemente.

Este nuevo modelo de seleccién permite resolver problemas de Toma de Decision
en Grupo con informacién lingiiistica difusa incompleta que con los modelos

clasicos de seleccion de alternativas no pueden resolverse.

3. Sobre el proceso de consenso.

Hemos desarrollado un proceso de consenso nuevo que permite trabajar con pro-

blemas de Toma de Decisién en Grupo con informacion lingiiistica difusa no balan-

ceada. Este modelo estd basado tanto en grados de consenso como en medidas de

proximidad que se calculan en tres niveles diferentes de representacién de informa-

cién: pares de alternativas, alternativas y relacién. Ademas, el modelo de consenso

se ha complementado con un mecanismo de realimentaciéon que genera recomenda-

ciones a los expertos sobre cémo deberian cambiar sus preferencias para conseguir

una solucién mejor de consenso. Del desarrollo de este proceso de consenso podemos

extraer las siguientes conclusiones:

a)

Los modelos de consenso tipicos no tratan de manera correcta la informacién
lingiiistica no balanceada. Sin embargo, este modelo permite superar el proble-
ma de encontrar diferentes niveles de discriminacién a ambos lados del término
lingiiistico medio. Para ello, hemos presentado una nueva metodologia para

manejar la informacion lingiiistica difusa no balanceada.

El modelo de consenso propuesto consigue automatizar los procesos de consen-
so, sustituyendo la figura del moderador humano y realizando las operaciones

que éste tiene asignadas.
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¢) Dentro de un contexto lingiiistico difuso no balanceado, se han definido un
conjunto de medidas y operadores para evaluar el nivel de acuerdo alcanzado

a lo largo del proceso de consenso.

d) El modelo incorpora un sistema de realimentacién basado en un conjunto de
reglas que permite identificar las preferencias mas discrepantes y recomendar la
direccién en la que los expertos han de modificarlas para conseguir aproximarlas
a las del resto de expertos y, de este modo, incrementar el grado de consenso

paulatinamente.

4. Sobre la herramienta de visualizacién.
Hemos presentado una herramienta que permite visualizar el estado del proceso de
consenso. Esta herramienta hace uso de medidas de consenso y similitud junto con
un algoritmo de clustering para generar diagramas de consenso donde los expertos
se dibujan mas cerca cuanto mas similares son sus opiniones. Del desarrollo de esta

herramienta de visualizacion podemos destacar:

a) Permite identificar los principales grupos de expertos (aquellos con opiniones

similares) y seleccionar un candidato como portavoz de cada grupo.

b) Esuna herramienta de gran ayuda para los expertos que participan en procesos
de consenso donde no existe la posibilidad de permanecer juntos (por ejemplo,
si el proceso de consenso se realiza mediante tecnologias web) y, consecuente-

mente, donde es dificil obtener una vista clara del actual estado de consenso.

Trabajos Futuros

En el mundo real, existen numerosas situaciones que pueden considerarse como
problemas de Toma de Decision en Grupo. Por lo tanto, seria interesante aplicar los

modelos de seleccion y consenso presentados a dichas situaciones. Para llevarlo a cabo,
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nuestros futuros esfuerzos iran encaminados en los siguientes caminos:
= Tedricos:

e Para incrementar el nimero de situaciones de Toma de Decisién en Grupo del
mundo real que puedan ser modeladas, estudiaremos los problemas donde la
informacion incompleta pueda ser expresada por los expertos con distintos for-
matos de representacién de preferencias (otros tipos de relaciones de preferencia

incompletas, valores de utilidad incompletos, etc.).

e Para modelar procesos de consenso reales més complejos, se tendrian que desa-
rrollar diversos cambios y adiciones a los modelos actuales. Por ejemplo, en los
procesos de consenso reales es usualmente posible anadir y quitar alternativas
(lo cual ocurre durante las discusiones de los expertos en las diversas rondas de

consenso).

e Profundizar en el estudio de técnicas de busqueda de consenso e incorporarlas
al modelo. El propdsito de esta linea de investigacion es la de representar situa-
ciones que pueden darse en problemas del mundo real como puede ser el hecho
de considerar que las opiniones de unos expertos son mas relevantes que las de

otros.

e Adaptar el modelo de consenso propuesto para que pueda trabajar con pro-
blemas de Toma de Decisién en Grupo con informacion lingiiistica difusa no
balanceada incompleta y anadirle medidas de consistencia para tener més en

cuenta las opiniones de los expertos mas consistentes.
= Practicos:

e Eis importante implementar todos los modelos presentados en esta memoria
para ser capaces de usarlos en diversos contextos. Debemos aprovechar las po-

derosas ventajas de comunicacion que nos ofrece la World Wide Web hoy en dia.
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Por eso, implementar estos modelos usando las nuevas tecnologias de Internet
permitiria llevar a cabo procesos de Toma de Decisién en Grupo en cualquier

pais del mundo, incluso cuando los expertos estén lejos unos de otros.

e Estudiar el desarrollo de mecanismos de realimentacién mas eficientes que pro-
duzcan recomendaciones mas utiles y precisas para los expertos y, por tanto,

ayuden a resolver los problemas de decision de manera mas eficiente.

Publicaciones

En relacion a la difusién y publicacion de los resultados presentados en esta memoria,

destacaremos las siguientes publicaciones:
= dos publicaciones en revistas internacionales del JCR [4, 40].
= siete contribuciones en congresos internacionales [6, 8, 9, 10, 11, 41, 43].

= dos contribuciones en congresos nacionales [5, 42].
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