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me ayudó con las cosas mas raras del C++, a recuperar Linux si se iba y mejorar
el inglés de los art́ıculos. Gracias igualmente a Alejandro León y Javier Melero por
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Resumen

Hoy en d́ıa existen multitud de aplicaciones para el campo de la Iluminación Global:
desde los modernos efectos especiales de las peĺıculas hasta el diseño de luminarias
para interiores, pasando por los trepidantes videojuegos cargados de acción y realismo.
La dispersión de la luz es un efecto importante responsable del aspecto de una
superficie, caracteŕıstica distintiva de muchos materiales. En este sentido la función
BRDF captura el comportamiento de la luz cuando alcanza un material y se refleja en
varias direcciones a partir de éste.

El objetivo a cumplir en este trabajo consiste en obtener, mediante or-
denadores, imágenes visualmente realistas, creando para ello programas
de cálculo numérico que realizan una simulación de la propagación de la
luz [Mil84, WRC88, GSCH93, GTGB84, CWH93]. El uso de estos programas
permite obtener imágenes de ordenador con un aspecto más natural, similar a las
fotograf́ıas. Mediante algoritmos de iluminación global como los sistemas de trazado de
rayos [Whi80, CPC84, Kaj86, WH92], y aplicando métodos de Monte Carlo, es posible
simular computacionalmente estas caracteŕısticas. Dado que estos algoritmos de
cálculo suelen presentar altos tiempos de ejecución, intentamos diseñar e implementar
técnicas que los hagan más eficientes. Los algoritmos de Monte Carlo conllevan un
error intŕınseco en el estimador, que es evitable empleando un número elevado de
muestras aleatorias. Esto, a su vez, implica un alto coste computacional que hace
dif́ıcil el uso de técnicas de iluminación global de forma práctica.

En la actualidad, se utilizan las técnicas que han conseguido aumentar la eficiencia
de los estimadores de Monte Carlo [VG94, Sbe96, Vea97, BSW00, ARBJ03, BGH05,
JTE05, CJAMJ05, CETC06], que permiten obtener menos error para un número
determinado de muestras, empleando a su vez menos tiempo. Motivados por este
mismo interés hemos desarrollado el trabajo de esta tesis. De forma más espećıfica, los
resultados obtenidos pretenden aumentar la eficiencia del estimador proporcionando
información exacta sobre una parte del estimando, que se traduce en un muestreo
eficiente de la función de reflectancia de la superficie.

Para poder acometer este objetivo, nos preocupamos de conocer los modelos de
reflexión más representativos, los más utilizados, aśı como los mas complejos. Nos



dimos cuenta de la problemática existente: no todos los modelos de reflexión cuentan
con un método de muestreo en base a la propia función en śı. Por otro lado, no exist́ıa
en la fecha, un formato de escena apto para enriquecer la información geométrica de
la escena con otra información más espećıfica: color por vértice, reflectancia de una
superficie, color de irradiancia, etc. Tras seleccionar un conjunto representativo de
modelos de reflectancia de la superficie, desarrollamos herramientas para su definición
y aplicación a escenas, como software de utilidad a un desarrollador gráfico, que
dispońıa de un conjunto amplio de modelos para aplicar a sus escenas. Otras utilidades
permiten la edición de los parámetros de la BRDF y su posterior visualización
aplicado a un modelo. Llegados a este punto, dispońıamos de suficientes facilidades
para desarrollar un algoritmo de muestreo integrado en un sistema de simulación del
transporte de la luz mediante un algoritmo de trazado de part́ıculas.

De forma esquemática, las principales aportaciones de este trabajo son:

1. Estudio de los distintos modelos de reflexión. Gracias al estudio realizado
se ha conseguido agrupar y definir los parámetros de un número elevado de fun-
ciones BRDF. Al homogeneizar la notación el lector tiene mayor capacidad de
comparar entre distintos modelos, al saber su significado exacto. En la memoria se
muestran de forma cronológica, ayudando al lector a sumergirse en la capacidad
de simulación de materiales de la informática gráfica para cada década.

2. Editor de escenas para sistemas de Iluminación Global. Mediante la he-
rramienta multiplataforma Wannabe Amazing [MUR+02] podemos importar es-
cenas procedentes de diversos formatos gráficos. Se le añade información de im-
portancia en el contexto de la śıntesis realista de imágenes, como es la instancia
de BRDF que se asocia a cada superficie. Todo esto y opcionalmente otra infor-
mación de utilidad, se exporta en un formato gráfico de uso interno: GRF.

3. Editor de materiales. Se han desarrollado varias herramientas para la compren-
sión y el uso adecuado de los parámetros de un conjunto considerable de modelos
de BRDFs. De esta forma asistimos al diseñador gráfico, a la edición de paráme-
tros en su mayoŕıa poco intuitivos. Desde el punto de vista de función matemática
se disponen de gráficas en coordenadas cartesianas y polares, y visualización en
3D actualizables a cambios en los parámetros. Desde el punto de vista del resul-
tado visual se ha implementado en GPU modelos de BRDFs para la edición de
esta en tiempo real.

4. Muestreo eficiente de modelos generales de BRDFs. El núcleo de este tra-
bajo reside en la creación de un algoritmo eficiente de muestreo que sea inde-
pendiente del modelo concreto de BRDF que se desee utilizar. Trabajos previos
existentes proporcionan técnicas individualizadas de muestreo aptas sólo para un
subconjunto de BRDFs [War92, LW94, NN98, AS00a]. En ningún caso exist́ıa una
técnica que permitiese de forma exacta el muestreo de cualquier función de reflec-
tancia en un sistema basado en Monte Carlo. El resultado ha sido favorable y se ha



comparado numéricamente con otras técnicas de muestreo aproximado [LRR04].
Si bien el algoritmo de muestreo fue concebido para modelos anaĺıticos y gene-
rales de BRDFs, ha sido a su vez probado con BRDFs adquiridas y disponibles
como base de datos públicas [MPBM03].

5. Muestreo del producto de la BRDF y la iluminación. Se ha visto que
nuestro algoritmo adaptativo de muestreo combina favorablemente con otras
técnicas basadas en el muestreo por importancias. Nos referimos de forma con-
creta al muestreo conjunto de la radiancia incidente (procedente de un mapa de
entorno (environment map) por la BRDF [ARBJ03, BGH05, JTE05, CJAMJ05,
CETC06]. Este estimador de Monte Carlo usa más información sobre el inte-
grando que el muestreo por śı sólo de la BRDF, proporcionando imágenes con un
grado de realismo adecuado para su aplicación.

La presente memoria de tesis doctoral desarrolla con mucha más extensión los
anteriores contenidos. El caṕıtulo 1 explica los fenómenos f́ısicos de reflexión de la luz
sobre los que se basan los modelos simplificados que suelen emplearse en computación.
Le sigue el caṕıtulo 2 en donde se introduce la terminoloǵıa utilizada en iluminación
global, con el objetivo principal de entender el modelo simplificado del transporte de
la luz que se utiliza en informática gráfica. El caṕıtulo 3 realiza un estudio de los
distintos modelos de reflexión existentes, considerando únicamente BRDFs emṕıricas.
De cada uno de ellos se comenta lo más reseñable, manteniendo la prerspectiva de
su uso en un algoritmo de śıntesis realista. Posteriormente, ya en el caṕıtulo 4, se
introducen los métodos de Monte-Carlo, con la finalidad de resolver la ecuación de
transporte y se muestran las ideas básicas de algunos de los métodos de cálculo que
lo aplican. En el caṕıtulo 5 nos centramos en uno de los aspectos de los algoritmos
de Monte-Carlo que mayor importancia tiene en la consecución de imágenes libres de
ruido en tiempos razonables. Nos referimos al muestreo eficiente de la BRDF. Tras
comentar las técnicas utilizadas, presentamos finalmente en el caṕıtulo 6, un método
de muestreo para BRDFs genéricas, cuya finalidad consiste en lograr que un sistema
de śıntesis de imágenes realistas trabaje con geometŕıa compleja y, al mismo tiempo,
utilice modelos genéricos de BRDFs, con los que pueda describir de forma precisa las
caracteŕısticas reflexivas de los materiales de una escena para su posterior visualización.

Conf́ıo en que el lector encuentre detalladas las partes de mayor interés, y disculpe
las limitaciones en la expresión que haya podido cometer.

Rosana Montes
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ÍNDICE DE TABLAS Y NOTACIÓN GRF
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6.19. Factorización de la BRDF y sus parámetros . . . . . . . . . . . . . . . 163
6.20. Tiempos medios precálculo para Escena 6. . . . . . . . . . . . . . . . . 164
6.21. Tiempos medios para Escena 6. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
6.22. Error relativo medio para la Escena 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
6.23. Datos Escena 7: tiempos de precálculo en escenas con BRDF adquiridas. 167
6.24. Datos Escena 7: tiempos de muestreo en escenas con BRDF adquiridas. 168

7.1. Comparación de los tamaños para originales y el formato de salida GRF. 173
7.2. Un fichero de opciones para BPT. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185

xiv R. Montes



CAPÍTULO 1

Introducción

1.1. La visualización realista

Los detalles visuales del mundo real son ricos y variados, pero perdemos la costum-
bre de observar lo pequeño. La visualización realista es un campo de la Informática
Gráfica que intenta cubrir la necesidad de realismo en este área. Para ello, se plantea
el objetivo de generar imágenes realistas, que posean la mayoŕıa de los efectos per-
ceptibles que produce la luz cuando interactúa con los objetos f́ısicos reales. Objetivo
que constituye una gran empresa, ya que imitar la naturaleza nunca ha sido una tarea
sencilla. Varios son los aspectos que se han de tratar:

construcción de modelos geométricos,

eliminación de partes ocultas,

aplicación de texturas y transparencias,

iluminación y técnicas de sombreado,

implementación de técnicas por hardware: visualización en tiempo real.

Cada una de estas tareas tiene suficiente potencial como para marcar las ĺıneas de
trabajo de muchas personas que se han dedicado en profundidad a esta investigación.
No es nuestra intención tratar de explicar aqúı en qué consiste cada uno de ellas; sólo
queremos que el lector observe que trabajar en visualización realista implica muchos
temas —todos ellos relacionados— por lo que es mejor concentrarse en un aspecto
concreto que intentar abarcarlos todos.

El desarrollo de los trabajos en śıntesis de imágenes realistas exige la resolución
de un número determinado de problemas diferentes. Por un lado, es necesario la
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CAṔITULO 1. Introducción

construcción del modelo geométrico optimizado en lo posible y, por otro, el cálculo de
la iluminación, sombreado o shading, o término empleado para designar la intensidad
y color aplicable a cada punto de la superficie. Centrándonos en éste último, vemos
que puede enfocarse desde varias perspectivas según las suposiciones realizadas sobre
la escena. Existen dos grandes familias de algoritmos de iluminación conocidos con
las siglas MIL —métodos de iluminación local— y MIG —métodos de iluminación
global—. La diferencia entre ambos radica en la consideración, o no, de las interrefle-
xiones entre los objetos.

Dado un modelo de la realidad, es necesario elaborar uno numérico que sea tratado
como una descripción objetiva de la escena. Este modelo abarcará principalmente
el fenómeno del transporte de la luz y la interacción de ésta con los elementos que
forman la escena. La representación se complementa con una descripción subjetiva que
realiza el usuario cuando observa la escena, por lo que es importante conocer el fun-
cionamiento del sistema visual humano que realiza dicha interpretación [Gla94, Bue01].

Al tratar principalmente las técnicas de iluminación y sombreado, cabe preguntarse
por el aspecto de los objetos presentes en la escena. El aspecto de la superficie, es decir,
la intensidad y color de luz con la que se observa un objeto dependerá de:

las caracteŕısticas de la superficie: color, grado de transparencia, reflectancia, etc.
Se trata en definitiva de las propiedades del material.

la posición del observador en la escena.

las condiciones de iluminación, intensidad, geometŕıa y posición de la fuentes de
luz.

las condiciones ambientales y atmosféricas (niebla, humo, etc. ).

El núcleo de los cálculos por ordenador de sombreado se centra en la simulación
de la compleja interacción de la luz con los objetos. Compleja en el sentido de
que en la realidad se producen millones de interreflexiones, dif́ıciles de abordar
computacionalmente en su totalidad. Para simplificar este fenómeno, se suelen utilizar
casos ideales más sencillos.

1.2. La naturaleza dual de la luz

La existencia de la luz es un hecho natural que siempre ha interesado al hombre, y
como respuesta a este interés ha intentado descubrir su naturaleza. Para explicar la
esencia de la luz se han ido proponiendo modelos, que han evolucionado en el curso de
la historia. Inicialmente los cient́ıficos se debat́ıan entre dos tendencias:

los que, con Newton, consideraban que la luz estaba formada por corpúsculos;
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los que, siguendo a Huygens, le asignaban a la luz una naturaleza ondulatoria.

Hasta muy recientemente —principios del siglo XX— no se ha encontrado una
explicación satisfactoria acerca de la naturaleza del fenómeno luminoso, conocido
como modelo onda-corpúsculo.

La primera teoŕıa para explicar la naturaleza de la luz se debe a Newton, que en
1671 revitalizó las ideas sostenidas por Empédocles (siglo V a. de C.). Esta teoŕıa
—teoŕıa de la emisión— está basada en la hipótesis de que la luz posee naturaleza
corpuscular. En ella se supone que los cuerpos luminosos emiten pequeñas part́ıculas,
corpúsculos, que se propagan en ĺınea recta si no están sometidos a ninguna fuerza.
Esta teoŕıa explica bien algunas propiedades de la luz, como la propagación rectiĺınea,
la absorción, la reflexión e incluso la refracción.

Muy pocos años después, en 1678, Huygens emitió la hipótesis de que la luz posee
carácter ondulatorio y demostró que las leyes de la reflexión y de la refracción se
pod́ıan explicar con tal hipótesis. Una objeción notable a esta teoŕıa consistió en que
si la luz era efectivamente un movimiento ondulatorio debeŕıa doblarse al llegar a las
esquinas, puesto que las ondas se doblan cuando encuentran obstáculos en su recorri-
do. Sabemos que este fenómeno ocurre realmente, que se llama difracción, y que si
no se aprecia de esa forma tan notable es debido a la pequeña longitud de onda de la luz.

Posteriormente los trabajos de Thomas Young (1773-1839) pusieron de manifiesto
fenómenos de interferencia que eran inexplicables según la teoŕıa corpuscular, con lo
que la teoŕıa de Huygens cobró actualidad.

A principios del siglo XIX, Fresnel demostró la naturaleza ondulatoria de la luz
a través de una serie de experimentos sobre interferencia, difracción y polarización.
Como sólo se conoćıan vibraciones mecánicas, Fresnel admitió que las vibraciones
luminosas correspond́ıan a un fluido hipotético que llamó éter.

En 1865, y gracias a Maxwell, se descubrió cómo la perturbación de un campo
electromagnético puede propagarse en el vaćıo y dio a tales ondas el nombre de
ondas electromagnéticas, eliminando el hipotético éter. Además determinó a partir
de medidas eléctricas y magnéticas la velocidad de la luz. Advierte en la luz las
propiedades de frecuencia, fase, amplitud y longitud de onda. Esta última es la
distancia entre dos picos sucesivos de una onda. Es bien conocido que la luz que
percibe el ojo humano —la luz visible— comprende longitudes desde 400 a 700 nm.
Longitudes de onda superiores a 700 nm no son visibles para el ojo y corresponden
a la llamada luz infrarroja. Por debajo de 400 nm tenemos la radiación ultravioleta
(100-400 nm). Después de esto resultaba evidente que la luz era una onda de naturaleza
electromagnética a la que le correspond́ıa una longitud de onda pequeña. Esta teoŕıa
se vió apoyada por las ondas ultracortas encontradas por Hertz.
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Posteriormente llegó la hipótesis cuántica de Plank (1900), que intentaba interpretar
teóricamente las curvas de radiación: los cuerpos calientes absorben y después emiten
enerǵıa radiante en forma de ondas electromagnéticas de todas las frecuencias, que
sólo corresponden al espectro visible si el cuerpo alcanza una cierta temperatura, como
es el caso del filamento de una bombilla. La cantidad de radiación que emiten para
cada frecuencia sólo depende de la temperatura. La relación intensidad-frecuencia para
una determinada temperatura es mostrada en la gráfica o curva de radiación. Plank
postuló que los intercambios de enerǵıa entre materia y radiación cumplen una ley
limitada, según la cual, a cada proceso elemental de absorción o de emisión de una
radiación de frecuencia ν debe corresponder un múltiplo entero de cuanto de enerǵıa.

E = h ν

siendo h la constante de Planck, cuyo valor es 6, 6 · 10−34 J · s en el S.I.

Por primera vez se puso en duda la continuidad de los cambios de enerǵıa electro-
magnética. La enerǵıa de la radiación no está distribuida uniformemente en forma de
onda electromagnética, sino concentrada en pequeñas part́ıculas, llamadas fotones,
a los que se les asigna una enerǵıa E, igual a la necesaria para la extracción de un
electrón más la enerǵıa cinética del electrón expulsado. Esto es, los electrones al vibrar
emiten enerǵıa, pero no de forma continua, sino por paquetes o cuantos.

A pesar de sus éxitos, la teoŕıa cuántica no fue bien recibida por los cient́ıficos
contemporáneos, ni siquiera por el mismo Plank. La razón estaba en el convencimiento
de que los procesos de la naturaleza ocurren de forma continua. Sin embargo, según
se demostró con el efecto fotoeléctrico, ciertas sustancias —metales principalmente—
emiten fotones cuando sobre ellas incide la luz. En 1916 quedan establecidas las leyes
experimentales —leyes del efecto fotoeléctrico— aunque ya hab́ıan sido previstas en
1905 por Albert Eisntein. Las leyes se enumeran como: (1) Es instantáneo, aparece en
el mismo momento que el metal es iluminado. (2) El número de electrones emitidos
no depende de la intensidad de la luz incidente, sino de la frecuencia de radiación. (3)
Por debajo de una frecuencia mı́nima, que depende de la naturaleza del metal, no se
presenta el efecto fotoeléctrico.

Ante la imposibilidad de explicar este fenómeno dentro del marco de la teoŕıa electro-
magnética de radiación, Einstein en 1905 notó que la luz se comporta de forma distinta
cuando interacciona momentáneamente con la materia (cuantificada como fotones),
compatible cuando se comporta como una onda en los procesos de propagación de la
luz. El fotón se caracteriza por su enerǵıa —con la conocida expresión de E = mc2— y
su cantidad de movimiento p = mc, siendo m la masa del fotón y c la velocidad de la luz.

Los datos anteriormente señalados manifiestan que la luz se comporta en algunos
casos como si estuviera constituida por un flujo de part́ıculas. Sin embargo, la teoŕıa
electromagnética, que sirve muy bien para explicar otros fenómenos, no puede admitir
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la existencia de fotones. La luz presenta, según esto, un doble aspecto: ondulatorio y
corpuscular. Y dependiendo de que se manifieste uno u otro, será aplicable la teoŕıa
electromagnética clásica o la de los fotones (corpuscular).

Pero ambas teoŕıas son contradictorias. Al menos ésta fue la situación hasta que en
1924 Louis de Broglie postuló que a cada part́ıcula corresponde una onda asociada
de λ = h/p. A partir de aqúı surgió una nueva óptica —la óptica electrónica—. De
las ideas de De Broglie se ha desarrollado una nueva mecánica, llamada mecánica
ondulatoria, que considera los problemas panteados en la mecánica clásica como
problemas de propagación de ondas.

Actualmente se admite que la dualidad onda-corpúsculo, que se manifiesta en los
electrones, es una propiedad general de la materia. No es posible conocer con exactitud
cuál va a ser la historia exacta, o evolución de un fotón, únicamente podemos conocer
la probabilidad de que ocurran secuencias concretas de eventos.

1.2.1. Propagación de la luz

Cuando un cuerpo no luminoso recibe luz se ilumina. Esto es lo que ocurre al
abrir las ventanas o al encender una bombilla. Los cuerpos que se iluminan presentan
distintos comportamientos, según sea su naturaleza; aśı podemos distinguir materiales
transparentes, que dejan pasar la luz a través de ellos y permiten ver objetos situados
al otro lado; translúcidos, cuando dejan pasar la luz pero no permiten ver otros
objetos de detrás; y opacos si impiden el paso de la luz. Cuando la luz se encuentra
en su camino un objeto opaco, forma detrás de él una zona de sombra y a veces otra
de penumbra, lo que suele ocurrir si la fuente luminosa es grande y está próxima al
objeto opaco.

La luz se propaga en todo cuerpo transparente, aśı como en el vaćıo, como es el
caso de la luz solar que llega a la Tierra, que lo hace con gran rapidez, pero no de
forma instantánea. En el vaćıo lo hace a una velocidad máxima aproximada de 300
000 km/s. Ocurre que en otros medios se introduce una variación en la velocidad del
haz transmitido. La relación entre las dos velocidades, la del medio y la del vaćıo, es
dada por el ı́ndice de refracción η.

1.2.2. Comportamiento de la luz al incidir en una superficie

Cuando la luz que se está propagando en un medio incide en otro medio, puede seguir
distintos comportamientos:

Parte de la luz es reemitida en la superficie de separación y continua dentro del
mismo medio de incidencia. Se dice que la luz se refleja.
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Otra parte puede atravesar la superficie de separación, cambiando de dirección
en el segundo medio. Entonces, se dice que se refracta.

Parte de la luz se absorbe, transfiriendo egerǵıa al medio, normalmente en forma
de calor.

La cantidad de luz reflejada o refractada es una función que depende de λ y del
medio. Al interactuar con la superficie se modifica la dirección de propagación, pero
no aśı su longitud de onda. También depende de otros factores como la geometŕıa
de la superficie y la luz y el ángulo de incidencia formado con respecto a la normal
de la superficie. En informática gráfica estos efectos se sumarizan y simulan en un
modelo de iluminación (Shading Model). Un modelo de iluminación que incluya los
distintos efectos que produce la radiación luminosa cuando interactúa con objetos reales
considerará, entre otras cosas:

la forma como la enerǵıa se refleja al alcanzar una superficie,

la refracción, o cómo se dispersa la luz al producirse un cambio en el medio,

la interacción del medio atmosférico (lluvia, polvo, humo, etc. ) con la luz.

1.3. Caracterización de las superficies

La función más relevante que interviene en la reflexión local a un punto es la
Función Bi-direccional de Distribución de la Reflectancia (BRDF), gracias
a la cual se describe el comportamiento reflexivo de la superficie del objeto. Si bien
debemos definir formalmente todos los términos relacionados con la caracterización de
la enerǵıa radiante, baste por ahora ver la BRDF como una función de dos direcciones,
una hacia la fuente de luz y otra hacia el visor, que determina el aspecto de un
material percibido por un observador.

Un modelo de reflexión debe describir el color y la distribución espacial de la luz
reflejada. La elección de un modelo de BRDF, aśı como sus parámetros, constituye
una labor de relevancia dentro del proceso general de śıntesis de imágenes realistas.
Es por ello que debemos esclarecer todo lo relacionado con los modelos de reflexión de
informática gráfica. Definición, clasificación, estrategias de trabajo, propiedades y utili-
zación en un sistema real de iluminación serán los temas a tratar en sucesivos caṕıtulos.

Esta tesis está dedicada a facilitar el uso de modelos de BRDF idóneos para la
adecuada caracterización de una superficie, en un sistema de visualización realista, al
permitir que se simule la trayectoria de la luz de forma predominante a cómo indique
dicha función. Es nuestra intención para el siguiente caṕıtulo realizar una introducción
de la terminoloǵıa utilizada en iluminación global, considerando un modelo simplifi-
cado del transporte de la luz —obtenido tras multitud de simplificaciones— útil en
informática gráfica.

6 R. Montes



CAPÍTULO 2

Modelos de reflexión en
iluminación global

2.1. Representación de la luz en iluminación global

En las técnicas de iluminación intervienen dos elementos básicos: las fuentes
productoras de luz y los objetos que se van a iluminar. En la literatura sobre
iluminación global la mayoŕıa de los autores consideran que la luz o enerǵıa radiante
está discretizada en pequeños paquetes, que se modelan mediante part́ıculas o fotones
con una propiedad y una determinada probabilidad de interacción con la materia. El
flujo de enerǵıa que recorre un medio es simplemente el número de fotones existentes
en una región del medio. Las part́ıculas siguen caminos rectiĺıneos a lo largo de un
medio homogéneo sin interferir entre śı. Sin embargo, śı interaccionan con los objetos
que se encuentran a su paso —dentro de la escena que se desea iluminar— momento en
el cual, se produce el efecto de dispersión de enerǵıa. Cuando la luz alcanza un objeto
—concretamente en algún punto de su superficie— sucederá que alguna porción de la
misma será reflejada, otra parte transmitida y el resto será absorbida por el objeto.
La absorción es ignorada —únicamente contribuye a mantener la temperatura de la
superficie estable con respecto al entorno— y sólo la luz reflejada y la transmitida
pueden llegar a alcanzar al observador.

El flujo de enerǵıa, quedará descrito por una ecuación general de transporte, cuya
resolución será la tarea principal de los algoritmos de śıntesis realista. El transporte
de part́ıculas en un sistema 3D requiere la caracterización de diversos conceptos
matemáticos aplicados a nuestro problema.
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2.1.1. Notación matemática

Mediante un vector de tres valores reales notaremos puntos en la superficie en donde
estudiamos la reflexión local —x ∈ S— y direcciones con su respectiva magnitud.
En este texto utilizaremos śımbolos en negrita para denotar direcciones expresadas
en un sistema cartesiano local al punto de la superficie que está siendo analizado.
Si las direcciones están normalizadas, podemos considerar a éstas como puntos
pertenecientes a una esfera de radio unidad. Esto es, si u ∈ S2 (donde S2 ∈ E3 es la
esfera unidad con origen en E3), entonces u = (xu, yu, zu) y, ademas, | u |= 1. En

este sistema el eje Z local coincide con la normal al punto, y se tiene que n
def
= (0, 0, 1)

es el vector de longitud normal paralelo a dicho eje Z.

r = 1

u
v

n

Figura 2.1: Espacio de direcciones unidad S2. El plano XY
divide a la esfera en dos hemisferios de direcciones,
uno positivo Ω y otro negativo f.

La semiesfera positiva de radio unidad Ω ⊂ S2 (fig. 2.1), cuyo eje es el vector n, se
define como:

Ω
def
= {v ∈ S2 | v · n > 0 }.

Su complemento se refiere a la semiesfera de direcciones negativas, esto es, Ω− ⊂ S2, y
cumple:

f def
= {v ∈ S2 | v · n ≤ 0 }.

Los vectores de dirección normalizados pueden expresarse igualmente en coordenadas
polares mediante un par de ángulos. Para un vector u, el ángulo polar θu mide el ángulo
con el eje Z y el azimutal φu, considera la proyección en el plano XY con respecto al eje
X. De tal manera puede verse en la figura 2.2. Aśı un vector se escribe u = (θu, φu). Las
coordenadas cartesianas (xu, yu, zu) de u pueden obtenerse a partir de (θu, φu) usando
la siguiente relación:
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! i

wr

! r

" i
" r

n

Z

X Y

wi

Figura 2.2: Ángulos formados por los vectores incidente y re-
flejado, medidos en un sistema de referencia con
respecto a la normal del punto.

xu = cos(φu) ∗ sin(θu),

yu = sin(φu) ∗ sin(θu),

zu = cos(θu).

Junto a la polar y la cartesiana existe una tercera parametrización para las direccio-
nes v ∈ S2. Consiste en representar la dirección como un punto 2D, correspondiente
a la proyección del vector —que se realiza en un sistema de referencia local a un
punto—, simplemente descartando la coordenada zv, lo cual nos deja vxy ∈ D2. El
conjunto de todas las proyecciones conforman el dominio D2:

D2 def
= { (x, y) ∈ E2 t.q. x2 + y2 < 1 }.

Una función de mapeo —h : Ω→ D2— fácilmente invertible se utiliza para realizar
paso de un dominio a otro:

h(v) = h(xv, yv, zv)
def
= (xv, yv) = vxy.

La conversión inversa usando h−1 de un punto incluido en el ćırculo unidad embebido
en un rectángulo [−1, 1) × [−1, 1) a un vector en la semiesfera, puede verse en la
figura 2.3.

v = h−1(vxy) = h−1(xv, yv) = (xv, yv, zv) | zv =
√

1− x2
v − y2

v.

Nos interesa conocer las áreas proyectadas para describir qué porción de una
superficie es visible desde una dirección. Cuando una superficie es vista desde un
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n

v

vxy

Figura 2.3: Proyección inversa: del punto en la superficie base
al vector de dirección en Ω.

determinado ángulo, su área es disminuida por el factor coseno del ángulo que forman
la dirección de vista y la normal de la superficie1 . Aśı en la figura 2.4 el área de la
superficie A1 que recibe luz es A, y para la segunda superficie, A2 = A/ cos(θ).

A
An

!

A2A1

Figura 2.4: Área proyectada aplicada a la Ley del coseno.

El concepto de ángulo en 2D —longitud de la circunferencia con respecto al radio—
al extenderse a 3D se denomina ángulo sólido 2 . Representa la generalización del
vector de dirección para incluir un rango de direcciones y equivale —en la esfera S2—
al diferencial de superficie que representan dichas direcciones. Aplicada a una dirección
cualquiera, v ∈ Ω —medida notada con la letra σ y con unidad esteroradián— se
calcula como:

dσ(v)
def
=

dA(θv, φv)

r2
=

(r dθv) (r sen(θv) d(φv))

r2
= sen(θv) d(θv) d(φv). (2.1)

y resulta independiente del radio de la esfera considerada, que es r.

1 La ley del coseno del ángulo afirma que la iluminación es proporcional al coseno del ángulo de
incidencia.

2 Matemáticamente, el ángulo sólido es parte del espacio comprendida dentro de la cavidad de
cierta superficie cónica (con generatriz cerrada).
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El producto escalar de dos vectores —término coseno— podrá expresarse utilizando
notación de vectores, al igual que la de ángulos:

(v · n) = cos(v) = cos(θv).

Una mediada de interés en Ω es el ángulo sólido proyectado σp, definido para
cualquier vector v ∈ Ω:

dσp(v)
def
= (v · n) dσ(v). (2.2)

Para todo par de puntos (x, y) ∈ D2 se utiliza la medida de área dA(x, y), que
puede relacionarse fácilmente con las otras unidades de medida de la esfera. Significa
que regiones diferenciales en Ω pueden proyectarse en regiones diferenciales en D2, e
igualmente con la inversa:

dA(uxy) = dA(xu, yu) = dx dy = dσp(h
−1(xu, yu)),

dσp(u) = dA(h(u)) = dA(uxy). (2.3)

Una vez introducida la notación general continuaremos con las magnitudes y
unidades de medida fundamentales empleados para valorar y comparar las cualidades
y los efectos de la radiación luminosa.

2.1.2. Densidad del flujo radiante

Se conoce como flujo radiante Φ al número de part́ıculas que fluyen a través de un
medio, transportando una cantidad de enerǵıa y con una determinada probabilidad
al interaccionar con la superficie. En la descripción matemática del comportamiento
de la luz se utiliza la medida de densidad de flujo radiante, que considera la potencia
recibida, emitida, transmitida o reflejada por la unidad de área de una superficie,
referida a radiación de una longitud de onda fija. Las unidades con las que se expresa
son W ·m−2 (vatios por metro cuadrado).

Supongamos que la potencia reflejada que abandona la superficie lo hace desde el
mismo punto donde se recibió la potencia que causó la reflexión. Entonces la potencia
saliente en una región Φ resulta de la propia emisión del objeto Φe y de la porción de
enerǵıa que es reflejada Φr, a partir de un flujo incidente Φi. Esto es:

Φ = Φe + Φr.

Nótese que podŕıamos referirnos al flujo radiante transmitido como Φt. A su vez,
para diferenciar entre el sentido o dirección utilizaremos el término E (irradiancia)
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para referirnos a la densidad de enerǵıa que llega a un punto de la superficie, y M
(exitancia) al hablar de densidad de enerǵıa que abandona la misma:

M(x) =
dΦ(x)

dA(x)
E(x) =

dΦi(x)

dA(x)
.

La densidad de enerǵıa que abandona la superficieM(x) es la conjunción la producida
en el evento de reflexiónMr(x) y de la que la superficie es capaz de generar como emisión
Me(x):

M(x) = Me(x) + Mr(x) =
dΦe(x)

dA(x)
+
dΦr(x)

dA(x)
.

Tanto la irradiancia como la exitancia son funciones que miden la enerǵıa en todas las
direcciones posibles, de ah́ı que puedan expresarse como una integral en la semiesfera,
como se verá en el próximo apartado.

2.1.3. Radiancia

Podemos definir la radiancia L como la densidad de flujo radiante que abandona por
un cono de direcciones un punto y que se propaga en una dirección concreta, por ángulo
sólido y por área proyectada en la dirección perpendicular a la normal. La unidad con
la que se expresa es W ·m−2 · sr−1:

dLr(x,u) =
d2Φ(x,u)

dAp(x) dσ(u)
=

d2Φ(x,u)

cos(u) dA(x) dσ(u)
=

d2Φ(x,u)

dA(x) dσp(u)
.

Corresponde a la forma diferencial de la radiancia, que puede relacionarse fácilmente
con la expresión anteriormente dada para la irradiancia:

dLi(x,v) =
d(dΦi(x,v))

dA(x) cos(v) dσ(v)
=

dE(x,v)

dσp(v)
,

por tanto,

dE(x,v) = dLi(x,v) cos(v) dσ(v). (2.4)

La luz abandona la superficie a través de un punto, y puede ser diferente dependiendo
de la dirección de entrada con respecto a la de salida. El ángulo sólido es una fracción de
la semiesfera de direcciones. Integrando la radiancia sobre los ángulos sólidos, podemos
calcular toda la enerǵıa que incide o deja la superficie por unidad de tiempo y área.
Con esta idea, las medidas anteriores pueden expresarse en forma de integral:

Mr(x) =

∫
Ω

dLr(x,u) dσp(u), (2.5)

E(x) =

∫
Ω

dLi(x,v) dσp(v). (2.6)
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2.2. Dispersión de la luz en la superficie

Cuando un haz de luz que se propaga por un medio ingresa en otro distinto; una
parte del haz se refleja mientras que la otra sufre una refracción, consistente en el
cambio de dirección del haz (véase la figura 2.5). El proceso de transmisión, reflexión
y refracción son manifestaciones macroscópicas de la dispersión de la luz que ocurren
a niveles microscópicos.

!

A cos !i

! t

A cos ! t

"i

"t

!

A cos ! rn

A

Figura 2.5: Reflexión y transmisión de un haz incidente.

Siempre que un rayo alcanza la interfaz entre la superficie lisa y un medio diferente,
con ı́ndices refractivos diferentes, se debe calcular la enerǵıa que es transferida en esa
interfaz, para el área cubierta por el haz de luz incidente. La enerǵıa total que fluye
hacia el área A por unidad de tiempo debe conservarse y, por tanto, debe ser igual a
la que sale:

Φi A cos(θi) = Φr A cos(θr) + Φt A cos(θi).

2.2.1. Ley de reflexión

La interfaz entre dos medios transparentes presenta una discontinuidad que hace
que parte de la luz que llega a esta se disperse hacia atrás en el mismo medio. Si la
transición entre los dos medios es gradual se produce poca reflexión. En este fenómeno
f́ısico intervienen las moléculas interiores a la superficie, en un grosor λ/2, que nos
muestra una dependencia de la longitud de onda del flujo incidente. Un flujo radiante
incidente de mayor λ conseguirá que dispersen moléculas de capas más profundas para
la región de contacto. Sin embargo, es sabido que la intensidad de la luz dispersada es
proporcional a 1/λ, por lo que se produce finalmente una situación de balance.

Debido a la reflexión podemos ver los objetos que no emiten luz, siempre que estén
iluminados. Las superficies que reflejan la luz lo hacen de distinta manera, según
estén o no pulimentadas. En las primeras, la luz reflejada sale en una única dirección;
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por esta razón se llama reflexión especular ideal, o reflexión dirigida. En las segun-
das, la luz reflejada sale en todas las direcciones, y por eso se denomina reflexión difusa.

Una superficie pulimentada y opaca se llama espejo. Su vector normal es la ĺınea
perpendicular en dicho punto a la superficie del espejo si éste es plano, o a la tangente
si es curvo. Las leyes de reflexión [FvDaSFH90], considerando que uno de los medios
es el vaćıo, se enuncian como:

1. El rayo incidente, el rayo reflejado y la normal al espejo están en el mismo plano.

2. Los ángulos de incidencia y reflexión son iguales.

El vector reflejado se calcula dada una dirección incidente (ver figura 2.6), como sigue:

θr = θu,
φr = φu ± π,
r = u− 2(u · n)n.

n

!r !u

r u

Figura 2.6: Reflexión de un vector con respecto a la normal.

Una superficie perfectamente lisa se representaŕıa mediante el valor de su reflectancia,
que en este caso coincidiŕıa con el factor de Fresnel (ver 2.3.3); si la superficie es muy
rugosa la luz deja de reflejarse preferentemente en una única dirección.

2.2.2. Ley de refracción

Cuando la luz incide en una superficie que separa dos medios transparentes de
distinta densidad, una parte se refleja y otra se refracta en el segundo medio, variando
su dirección de propagación. Este último fenómeno se conoce como refracción de la
luz.

En 1621, Willebrord Snell, observó que en función de la velocidad de la luz, al
penetrar esta en otro medio, sufŕıa una desviación que guardaba relación con el grado
de incidencia, y también con el grado de refracción del medio. Pero seŕıa Huygens, que
consideraba la luz como fenómeno ondulatorio, quien elaboró ı́ndices de refracción,
estableciendo que el ı́ndice de refracción de un material está determinado por la
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2.2. Dispersión de la luz en la superficie

velocidad con que lo traspasa la luz. Dentro del nuevo medio, los rayos se trasladan
rectiĺıneamente hasta encontrar la superficie ĺımite opuesta, actuando nuevamente
como rayos incidentes.

Por ejemplo (figura 2.7), los rayos de luz que pasan del aire al agua, disminuyen
su velocidad de propagación —v1 > v2—, haciéndose 1’3 veces menor. Al incidir en
el agua, cambian su dirección, aproximándose a la normal de la superficie que separa
ambos medios —aire y agua—. De la misma manera, los rayos procedentes de un foco
de luz que está dentro del agua de una piscina se refractan al salir al aire, pero en
este caso, como su velocidad aumenta a pasar del uno al otro medio —v1 < v2—, al
cambiar de dirección se aleja de la normal a la superficie de separación. En general,
cuando la velocidad de propagación del segundo medio es mayor que en el primero, el
ángulo de refracción es mayor que el de incidencia y viceversa.

V1

V2

w

t

!i

!t
V2V1 >
!i!t <t

w

!i

90 o

V1

V2

t

w
!i

!t !t !i>
V2V1 <t

w

Figura 2.7: Distintos casos en los que se produce refracción.

El ángulo que forma el rayo incidente con la normal a la superficie se denomina
ángulo de incidencia, y el que forma el rayo refractado con dicha normal se denomina
ángulo de refracción. Para un determinado valor del ángulo de incidencia, el rayo de
luz se refracta con un ángulo de refracción de 90o. El ángulo de incidencia al que le
corresponde uno de refracción de 90o se llama ángulo ĺımite, y en el medio agua-aire
es de 48o. Si el rayo incide con un ángulo mayor que el ĺımite, ya no se puede refractar
y toda la luz que llega a la superficie de separación se refleja. Se dice, entonces, que se
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produce una reflexión interna total.

Encontrar la relación entre los ángulos de incidencia y refracción es un proceso
experimental cuyos datos se conocen desde Ptolomeo, aunque fue descubierto más
tarde por Snell, en 1621, y por Descartes, en 1638. En la figura 2.8 puede verse la
diferencia entre el ángulo de incidencia y el de refracción del haz —antes y después de
ingresar al nuevo material—. La ratio constante xi/xt proporciona el valor del ı́ndice
de refracción del material: η.

!t

"i

"t

!i

x i

xt

n

w

t

Figura 2.8: Geometŕıa para la transmisión según la Ley de
Snell.

Las leyes que rigen el fenómeno de refracción son:

1. El rayo incidente, la normal a la superficie de separación entre el aire y el vidrio,
y el rayo refractado, se encuentran en el mismo plano.

2. Para dos medios f́ısicos, el cociente entre el seno del ángulo de incidencia y el
seno del ángulo de refracción es constante.

Este último enunciado corresponde a la ley de Snell, que se formula como:

ηi sin θi = ηt sin θt,
φt = φi ± π.

2.2.3. La función bidireccional de dispersión de la luz

El comportamiento de la luz al incidir sobre los materiales va más allá del fenómeno
de reflexión local a un punto. Los objetos no son puramente reflexivos ni transmisivos,
y se produce transferencia de enerǵıa procedentes de la dispersión de la luz en otras
superficies en otros puntos. En este caso, aparece en la formulación la BSDF (fs)
o Bidirectional Scattering Distribution Function, como la función matemática que
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describe el comportamiento del material frente a la dispersión de la luz. Es la unión
de cuatro funciones en una: dos BRDFs para considerar la reflexión en ambos lados
de la superficie, y dos BTDFs para la transmisión de la luz en cada dirección.

La Bidirectional Transmission Distribution Function (BTDF) es una función real no
acotada de valores positivos que tiene como unidad sr−1 (estereoradián a la inversa).
Se define de forma similar con respecto a la BSDF:

ft : Ωi × Ωt −→ R,

siendo la semiesfera de transmisión el complemento de la semiesfera incidente, Ωt = f.
Si bien son más numerosos los autores que únicamente consideran la BRDFs y la
reflexión local de la luz, también existen modelos de BTDFs [Sta01].

La función BRDF se define de forma completa en la sección 2.3.1. Por ahora basta
por saber que la BRDF es una restricción del dominio de la BSDF a un dominio menor:

fr : Ωi × Ωr −→ R,

con Ωi = Ωr ya que se refieren a un mismo conjunto de direcciones.

2.3. Reflexión local de la luz

2.3.1. La función bidireccional de distribución de la reflectancia

La BRDF, o Bidirectional Reflectance Distribution Function, es una representación
parametrizada de la reflectancia de una superficie. Constituye un modelo de la
interacción de la luz con la superficie, relacionando la radiancia que llega desde una
dirección v, con la que sale desde el punto, en la dirección u. Visto de otra forma, es
la constante de la relación:

dLr(x,u) ∝ dEi(x,v).

Se denomina bidireccional por ser una función de direcciones incidentes y reflejadas.
En su forma completa depende de seis parámetros; sin embargo su expresión suele verse
simplificada por las siguientes suposiciones:

- Puesto que la distribución de reflectancia es invariante a lo largo de la superficie,
y se asume que la reflexión es local a un punto, el término x queda impĺıcito en
la formulación.

- La luz se refleja inmediatamente, por lo que no se considera la variable tiempo.
No se simula la fosforescencia.
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CAṔITULO 2. Modelos de reflexión en iluminación global

- La luz que deja la superficie tiene la misma longitud de onda —y por tanto la
misma frecuencia ν— que la que incide; se omite el fenómeno de fluorescencia.

- Además de los parámetros anteriores, la BRDF es, junto a la radiancia, de-
pendiente de la longitud de onda λ. Si repetimos los cálculos de la reflectancia
para varias longitudes de onda, conseguiremos la reconstrucción del color. Esta
dependencia no se suele expresar en la formulación y se considera impĺıcita.

La expresión de la BRDF, notada por fr(u,v), nos da la ratio de radiancia observada
por un visor en la dirección u, proporcional a la irradiancia procedente de un ángulo
sólido infinitesimal alrededor de v:

fr(u,v) =
dLr(u)

dEi(v)
=

dLr(u)

Li(v) dσp(v)
. (2.7)

También podemos expresarla utilizando la notación de ángulos:

fr(θr, φr, θi, φi) =
dLr(θr, φr)

Li(θi, φi) cos(θi) dσ(wi)
.

Se trata de una función real no acotada de valores positivos, que tiene como unidad
sr−1 (estereoradián a la inversa):

fr(u,v) ∈ [0,∞).

2.3.1.1. Propiedades

La BRDF posee una serie de propiedades importantes —basadas en leyes f́ısicas—
que enumeramos a continuación:

1. Simetŕıa.
Cumple la ley de reciprocidad de Helmholtz [CP85], que dice que si un fotón tiene
cierta probabilidad de moverse a lo largo de un camino, conservará la misma
probabilidad aunque las direcciones se reviertan. Indica, por tanto, que la BRDF
es invariante frente al intercambio de direcciones:

fr(u,v) = fr(v,u) ∀ u,v ∈ Ω.

2. Conservación de la enerǵıa.
La cantidad de luz reflejada no puede superar a la incidente [Hel25], de otra forma
se rompeŕıa el equilibrio de la ecuación que modela el flujo de enerǵıa. Para la
conservación de ésta, la siguiente condición debe satisfacerse siempre:∫

Ω

fr(u,v) dσp(v) < 1 ∀ u ∈ Ω.

Este hecho está controlado por la reflectividad direccional-hemiesférica de la
BRDF.
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2.3.1.2. Geometŕıa de la BRDF

Algunos autores describen en sus trabajos la BRDF basándose en la figura 2.2 para
definir el proceso en el cual, al incidir la luz procedente de la dirección (θwi

, φwi
) con

un ángulo sólido dσ(wi) en un punto de la superficie, la misma se verá reflejada hacia
fuera en la dirección de reflexión (θwr , φwr) con un ángulo sólido dσ(wr).

En otros trabajos [PF90, KM99] se ha utilizado el vector binormal b y tangente t
para formar un sistema de coordenadas local —como el de la figura 2.2— apropiado
para cálculos de iluminación. Dado un vector arbitrario w, se deben cumplir las
siguientes propiedades geométricas:

b
def
= (w × t),

cos(θw)
def
= (n ·w),

tan(φw)
def
= (b·w)

(t·w)
.

n

t

w b

Figura 2.9: El sistema de referencia utilizado corresponde a
un sistema local, dado un vector.

Puesto que la notación en los trabajos estudiados no es homogénea, en esta tesis
se propone considerar una única descripción de la geometŕıa de la BRDF. El sistema
de coordenadas utilizado se forma alineando el eje Z con la normal perpendicular a
la superficie estudiada. En la geometŕıa intervienen —de forma elemental— el vector
incidente u, reflejado perfecto del incidente r, la normal n, y el vector de salida v.
Este sistema de referencia, llevado a nuestra particular notación, es el mostrado en la
figura 2.10.

En general utilizaremos u y v para representar un par de vectores cualquiera
(desligados del significado incidente o reflejado), ya que se entiende que la enerǵıa
radiante tiene la misma probabilidad de viajar en un sentido que en otro, y que las
BRDFs son simétricas. De esta forma notaremos ru al reflejado perfecto del vector u
y rv al reflejado perfecto del vector v.
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Figura 2.10: Vectores que intervienen en la reflexión de la luz
local a un punto.

∀ u,v,n ∈ Ω


α

def
= cos−1(ru · v),

β
def
= cos−1(u · h),

δ
def
= cos−1(h · n),

h
def
= u+v

‖u+v‖ .

El vector h o halfway fue introducido por Blinn [Bli77] y posteriormente utilizado
en trabajos como los de Cook-Torrance [CT82]. Representa la dirección de máximo
brillo, y permite agilizar los cálculos del modelo de reflexión que lo emplee. Más tarde,
se propuso como sistema de referencia para representar una BRDF, por Rusinkie-
wicz [Rus98] dando los ángulos polar y azimutal con respecto al vector highlight, en
lugar de hacerlo con respecto a la normal. La mejora se aprecia si utilizamos funciones
base para representar la BRDF, ya que reduce el número de coeficientes que son
necesarios.

2.3.1.3. Clasificación de las BRDFs

En general es posible clasificar las BRDFs atendiendo a tres criterios. En el primero
de ellos [War92], se distinguen los siguientes tipos de modelos de reflexión:

Aproximados: Se persigue una fórmula simple para la BRDF, ajustable mediante
parámetros designados para simular un determinado tipo de reflexión. Se trata
de modelos que son muy rápidos computacionalmente, pero no atienden a las
propiedades f́ısicas de la dispersión de la luz. Los casos más destacados por su
utilización en informática gráfica son los de Phong [Pho75] y Blinn [BN76].

Teóricos: Se basan en leyes f́ısicas para dar una mejor aproximación a la distri-
bución real. Sin embargo, implican un mayor costo computacional que hace que
no sean utilizados en sistemas de iluminación comerciales. Entran dentro de esta
categoŕıa los modelos de Cook-Torrance [CT82], Kajiya [Kaj85] y He-Torrance-
Sillion-Greenberg [HTSG91]. El problema de estos modelos es que sólo pueden
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representar un conjunto limitado de materiales, dependiendo de los detalles que
se asumen sobre la geometŕıa.

Experimentales: En ocasiones poder simular las caracteŕısticas f́ısicas no com-
pensa, y se hace necesario ajustes, mediante medidas de la reflectancia, ya que
algunos parámetros f́ısicos son dif́ıciles de medir. Si la teoŕıa no se adapta a los
datos, se propone un nuevo enfoque que ajusta lo mejor posible los valores obte-
nidos experimentalmente. Este es el caso de modelos que proponen Ward [War92]
y posteriormente Schlick [Sch93].

El segundo criterio considera dos tipos de BRDFs, basados en la distinción de las
caracteŕısticas de los materiales, ya comentado en páginas precedentes.

Las BRDFs isótropas son aquellas que representan a algunos materiales que no
dependen de la orientación de la superficie y su reflexión no vaŕıa cuando ésta es
rotada con respecto al sistema de referencia local. Este fenómeno ocurre general-
mente en superficies rugosas. Para todo par de ángulos incidentes y reflejados, se
comprueba que la BRDF es invariante:

∀α ∈ [0, 2π], α > 0 =⇒ fr(θr, φr, θi, φi) = fr(θr, φr + α, θi, φi + α),

y, por tanto, depende sólo de tres parámetros:

fr(θr, φr, θi, φi) = fr(θi, θr, φr − φi).

Una BRDF anisótropa refleja la luz de forma diferente para varios ángulos de
rotación α, en concreto, si fijamos u y v y rotamos la superficie con respecto al
vector normal n, el porcentaje de luz reflejada puede cambiar. Por ello, necesita
considerar las muestras de varias direcciones incidentes —en concreto los ángulos
azimut φi— para la obtención de la BRDF.

Igualmente podemos encontrar otra clasificación basada en la forma de representa-
ción de la BRDF. Nos encontramos con dos estrategias de trabajo:

Técnicas de medición directa. La BRDF puede ser medida directamente u-
sando un gonioreflectómetro [War92, GA97, GA99], que mecánicamente vaŕıa
la dirección de una fuente de luz pequeña, y un sensor espectral que recoge un
conjunto de medidas para la BRDF. También se han realizado medidas utilizando
dispositivos más asequibles, como las cámaras digitales [DGNK99, MPBM03].

Métodos empı́ricos. Existe una gran variedad de modelos de reflexión emṕıricos,
algunos de los cuales nos resultan muy familiares, como son los modelos introdu-
cidos por Gouraud [Gou71] y Phong [Pho75, Bli77]. Desde entonces, otros muchos
modelos han sido desarrollados.

Universidad de Granada 21
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En el primer caso, los datos procedentes de mediciones externas son precisos y
nos permiten simular con elevada calidad el aspecto de un material. Sin embargo
ello nos limita, ya que existen miles de materiales distintos y cada nuevo elemento
que deseemos simular debe ser capturado. Es preferible trabajar con un modelo
aproximado de reflexión, lo que nos permitirá aplicar el sistema de śıntesis en la
simulación de escenarios reales e imaginarios (interiores de inmuebles, pabellones
deportivos, señalizaciones de carreteras, edificios en construcción, etc.). De esta forma,
con tan solo modificar unos pocos parámetros, podemos reproducir cualquier BRDF.

2.3.2. Reflectancia de la superficie

La reflectancia ρ es un valor que mide la razón de enerǵıa reflejada con respecto a
la enerǵıa incidente en un punto. Muestra lo que le ocurre a la luz cuando es reflejada
desde una superficie; toma valores acotados en [0, 1) y carece de unidades.

La BRDF es la función que proporciona más información, ya que expresa la
dependencia de la dirección de la reflectancia y no sólo una ratio entre cero y uno.
La reflectancia sobre un punto x de la superficie puede ser modelada calculando la
integral sobre la semiesfera de la función BRDF, relativa a la medida del ángulo soli-
do proyectado [CWH93], lo que vendŕıa a estar representado por la siguiente expresión:

ρ(u)
def
=

∫
Ω

fr(u,v) cos(v) dσ(v).

En el estudio de la dispersión por reflexión se distinguen tres componentes denomi-
nados: dispersión especular perfecta, difusa perfecta y dispersión direccional difusa.

Figura 2.11: El fenómeno de reflexión de la luz visto desde
la perspectiva de sus tres componentes: difusa
uniforme, difusa direccional y especular.

La reflexión especular perfecta es un corportamiento ideal, apreciable a pequeña
escala en las superfices especulares tales como un espejo. Su reflectividad se nota con
el śımbolo ρs. En determinadas condiciones —ángulos de incidencia próximos a 90o—,
las superficies se comportan como un espejo. La cantidad de enerǵıa reflejada con

22 R. Montes



2.3. Reflexión local de la luz

respecto a la incidente, depende por tanto del ángulo de incidencia u, ρs(u) ∈ [0, 1)
y está controlado por el término de Fresnel que se explica en el siguiente apartado.
Normalmente es menor, cuanto menor es (v · n) = cos(v).

La reflexión difusa perfecta, también conocida como Lambertiana, es independiente
de la dirección de reflexión, ya que distribuye la proporción de luz reflejada igualmente
en todas las direcciones. No existen materiales en el mundo real que sean puramente
difusos. Para este caso idealizado de superficie la reflectividad se nota como ρd ∈ [0, 1).

Finalmente, la componente direccional difusa es aquella que incluye los modos
de dispersión que no son ideales —ni difusa, ni especular—. Es la forma de trans-
ferencia más compleja. En este caso, es posible considerar varios casos o tipos de
reflectancia [Gla94]. Sea la reflectancia hemisférica-direccional, aquella que considera
la fracción de enerǵıa reflejada en la dirección u, respecto a la incidente en todas las
direcciones:

ρhd(x,u) =
Lr(x,u)

E(x)
=

∫
Ω

fr(x,u,v) dσp(u). (2.8)

Sea la reflectancia direccional-hemisférica, aquella que calcula la fracción de enerǵıa
que es reflejada en todas direcciones, para un valor de irradiancia en un punto y una
dirección:

ρdh(x,v) =
dEr(x,v)

dEi(x)
=

∫
Ω

fr(x,u,v) dσp(v). (2.9)

Figura 2.12: Consideraciones para la reflectancia direccional-
hemisférica y hemisférica-direccional

Ambos valores son equivalentes y ρhd = ρdh, por lo que utilizaremos como notación
única el śımbolo ρ para referirnos a esta función que tanta importancia tiene en los
algoritmos de iluminación global.

2.3.3. Las ecuaciones de Fresnel

En el evento de reflexión o transmisión no es suficiente con calcular la nueva direc-
cion de la luz, sino que además es necesario conocer la fracción de luz incidente que
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es reflejada o transmitida. Este valor se conoce como reflectividad o transmisividad ;
f́ısicamente estos términos no son constantes en la superficie y, además, dependen de
la dirección de observación. La solución de las ecuaciones de Maxwell para superficies
pulidas se conoce como ecuaciones o términos de Fresnel.

En un movimiento ondulatorio transversal (ver figura 2.13) los puntos vibran en
sentido perpendicular a la dirección de propagación. Direcciones perpendiculares a las
de propagación son todas las que se encuentran en un plano perpendicular a dicha
dirección. En el caso que todos los puntos del medio, al ser alcanzados por la onda, vi-
bren en una sola dirección del plano P, se dice que la onda está polarizada. Este tipo de
polarización se llama lineal porque la proyección de todas las vibraciones de los puntos
sobre el plano P es un segmento de recta, el segmento AB (de la figura 2.14). El plano
en el que vibran todos los puntos de una onda polarizada se llama plano de polarización.

Propagacion
de la onda

Propagacion
de la onda

de las particulas
Vibracion

de las particulas
Vibracion

Figura 2.13: Onda transversal y onda longitudinal.

Un caso frecuente es que la vibración de los puntos no tenga lugar en un solo plano.
Un movimiento ondulatorio de este tipo no dará una sola dirección de vibración sobre
un plano perpendicular a la dirección de propagación. Las ondas de este tipo son
ondas no polarizadas.

Las ondas no polarizadas, cuando atraviesan una rendija resultan polarizadas, pues
sólo atravesará la abertura la componente de onda que lleve su misma dirección. El
fenómeno de la polarización sólo es posible en movimientos ondulatorios transversales.
De tal forma que puede servir de criterio, para distinguir entre ondas transversales y
longitudinales.

Se distinguen dos tipos de ecuaciones: uno para materiales dieléctricos —aquellos
que no conducen la corriente, como el cristal— y otro para eléctricos o conductores
—metales—. Para cada uno de estos casos, las ecuaciones tienen dos formas, depen-
diendo de la polarización de la luz incidente —perpendicular ⊥ y paralelo ‖— en
lo que se conocen como coeficientes de amplitud de Fresnel: r para los asociados al
fenómeno de reflexión y t para los involucrados en la transmisión.

Con los datos anteriores, y para una dirección incidente particular, se calcula
la reflectividad, término o factor de Fresnel —notada como F (θ) o simplemente
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direccion
de vibracion

B

A

P

Figura 2.14: Onda polarizada rectiĺıneamente.

F— y la transmisividad, T . Debido al pricipio de conservación de la enerǵıa, la
cantidad de enerǵıa que transmite un dieléctrico es T = 1 − F , también conocida
como transmitancia. Aśı se tiene que el flujo se puede considerar dividido en dos
componentes Φ = F Φ + T Φ. Al calcular la radiancia reflejada o la transmitida,
deberemos considerar, a su vez, ambos términos:

Lr = F Li,

y, por considerar los ángulos sólidos de los flujos incidentes y trasmitidos:

Lt = T

(
ηt
ηi

)2

Li.

2.3.3.1. Caso A: materiales dielécticos

Para el cálculo de la reflectancia de un dieléctrico es necesario conocer los ı́ndices
de refracción de los dos medios —algunos materiales usuales pueden verse en la
tabla 2.1— y considerar los coeficientes perpendicular y paralelo de la formulación:

r‖ =
ηt cos(θi) − ηi cos(θt)

ηt cos θi + ηi cos θt
,

r⊥ =
ηi cos(θi) − ηt cos(θt)

ηi cos(θi) + ηt cos(θt)
,

donde r‖ es la reflectancia para la luz incidente polarizada paralela y r⊥ es la
reflectancia para la luz perpendicularmente polarizada. El medio incidente muestra un
ı́ndice de refracción ηi y ηt y corresponde al medio en donde se produce la transmisión.
Los coeficientes para la transmisión seŕıan:
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Medio Índice de refracción η

Vaćıo 1.0
Aire (a nivel del mar) 1.00029

Hielo 1.31
Agua (20o C) 1.333

Cuarzo 1.46
Cristal 1.5 - 1.6

Diamante 2.42

Tabla 2.1: Índices de refracción de una variedad de objetos.
Conocida la ratio de velocidad de la luz en el vaćıo
con respecto a la velocidad de la luz en el medio.

t‖ =
2 ηi cos(θi)

ηi cos(θt) + ηt cos(θi)
,

t⊥ =
2 ηi cos(θi)

ηi cos(θi) + ηt cos(θt)
.

La reflectancia es una una suma ponderada de las reflectancias para el caso del haz
incidente perpendicular y paralelo, asegurandose que se cumpla s+ p = 1:

F = s F‖ + pF⊥,

siendo F‖ = r2
‖ y F⊥ = r2

⊥.

Para el caso de un sistema que tome luz despolarizada se escoge s = p = 1/2, lo cual
toma una orientación aleatoria del haz de luz con igual probabilidad. En este caso, el
término de Fresnel se calcula como:

F =
1

2
(F‖ + F⊥).

De forma similar se obtiene la transmitancia a partir de:

T‖ =

(
ηt cos(θt)

ηi cos(θi)

)
t2‖,

T⊥ =

(
ηt cos(θt)

ηi cos(θi)

)
t2⊥.
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Material Índice de refracción η Coeficiente de absorción κ

Oro 0.37 2.82
Plata 0.177 3.638
Cobre 0.617 2.63
Acero 2.485 3.433

Tabla 2.2: Valores medios representativos de algunos materia-
les conductores.

2.3.3.2. Caso B: materiales conductores o metales

Al contrario que los dieléctricos los conductores no transmiten luz, siendo parte
de ésta absorbida y transformada en calor. La enerǵıa reflejada depende de η y del
coeficiente de absorción κ. Algunos valores para estos datos son mostrados en la
tabla 2.2. Ambas magnitudes dependen de la longitud de onda λ, por lo que se dan
los valores medios.

La expresión de los coeficientes de Fresnel para conductores es como sigue:

r2
‖ =

(η2 + κ2) cos θ2
i − 2η cos θi + 1

(η2 + κ2) cos θ2
i + 2η cos θi + 1

,

r2
⊥ =

(η2 + κ2) − 2η cos θi + cos θ2
i

(η2 + κ2) + 2η cos θi + cos θ2
i

.

El término F debe ser obtenido del espectro de reflectancia del material pulido,
posteriormente, al multiplicarlo por 1/π, conseguimos el espectro de un material
más rugoso. Con su valor obtenemos la reflectancia de una superficie completamente
especular, en términos del ı́ndice de refracción η, y el coeficiente de extinción κ para
un ángulo de iluminación.

Para muchos conductores los valores de η y κ no son conocidos. En el art́ıculo de
Cook y Torrance [CT82] se presenta una aproximación que supone que la reflectancia
del objeto ha sido medida en la dirección incidente; esto mismo, permitiŕıa despejar
de la ecuación los términos η y κ.

Cuando estos valores son desconocidos se puede ajustar F en base a la reflectancia
para los ángulos 0 y π

2
—ya que F(π

2
) vale 1, independientemente de η(λ)— y suponiendo

κ = 0. Este cálculo alternativo presupone que la luz está despolarizada. Sea c = cos(θ),
se tiene enconces que la expresión para F dada por Cook-Torrance, es:

F (θ) =
1

2

(g − c)2

(g + c)2

{
1 +

[c(g + c)− 1]2

[c(g − c) + 1]2

}
,
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con g2 = η2+c2−1. Tomando el ángulo de incidencia, la anterior expresión se reduce a:

F (0) =

{
η − 1

η + 1

}2

,

y despejando η:

η =
1 +

√
F (0)

1−
√
F (0)

.

Podemos realizar el mismo proceso para aproximar el coeficiente de absorción, asu-
miendo que η = 1, y dar una formulación de Fresnel alternativa. Luego se toma su
valor para el ángulo de incidencia:

F (0) =
κ2

κ2 + 4
,

y despejando:

κ = 2

√
F (0)

1 − F (0)
.

2.4. La ecuación de radiancia

En esta sección introducimos la ecuación de radiancia, que describe la transferencia
de luz en entornos generales y es considerada como el cálculo más importante en la
śıntesis realista de imágenes. La interacción de la luz con la superficie es un evento
local al punto en el que incide el rayo; Kajiya [Kaj86] introdujo en la literatura de
iluminación global una expresión matemática global de la radiancia como una ecuación
integral de Fredholm de segundo grado, que representa la ecuación del transporte de
la luz (abreviado como LTE).

La ecuación del transporte de la luz describe la distribución en equilibrio de la función
de radiancia en una escena. Los algoritmos de iluminación global calculan el valor total
de la radiancia que sale de un punto, considerando la dispersión de la luz producida
por la radiancia incidente y la propia emisión del objeto. Es más, si no se considera la
participación del medio, la radiancia no vaŕıa a lo largo de una ĺınea recta, por lo que
—siguendo la geometŕıa del gráfico 2.15— se tiene que:

Li(x,v) = Lr(y,u
′),

siendo y = t(x,v), si t es la función que nos calcula la primera intersección del rayo
—con origen en x y dirección v— con alguna superficie. Esta función es denominada
ray casting function y consideramos que está definida para entornos abiertos y
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y

x

Ny

v’

u’

u

v = !u’

Nx

Figura 2.15: Geometŕıa de la radiancia que deja un punto y y
llega a otro punto x.

cerrados, aunque no es siempre el caso.

La radiancia total que abandona un elemento de superficie, L(x,u), se descompone
en dos: la radiancia emitida y la reflejada. La primera, Le, es dada en función de la
dirección de salida; es un dato conocido, ya que forma parte de la descripción de la
escena. La segunda, Lr, no es tan sencilla, ya que depende a su vez de toda la radiancia
que incide en la superficie Li —integrado sobre el hemisferio de direcciones entrantes—
, y que proviene de la reflejada de otra superficie, por lo que interviene en su propia
definición. Utilizando esta definición en la radiancia reflejada, y eliminando la x de la
notación por comodidad tenemos:

Lr(u)
def
=

∫
Ω

dLr(u) dσ(v) (2.10)

=

∫
Ω

fr(u,v)Li(v) (v · n) dσ(v). (2.11)

Evaluar la radiancia reflejada de forma anaĺıtica es imposible —salvo escenarios muy
simples—, ya que la visibilidad de un objeto, o el cálculo de la radiancia incidente, deja
de ser trivial en escenas complejas donde no hay facilidades para predecir el integrando.
En la literatura de iluminación global es usual la notación de ángulos:

Lr(θr, φr) =

∫ 2π

0

∫ π
2

0

fr(θi, φi, θr, φr)Li(θi, φi) cos(θi) sin(θi) dθi dφi

Finalmente podemos dar la ecuación completa de la radiancia, de gran interés en
los algoritmos de śıntesis de imágenes realistas, haciendo uso de la medida de ángulo
sólido proyectado (aquella de la ecuación 2.2):

L(u) = Le(u) +

∫
Ω

fr(u,v) Li(v) dσp (v). (2.12)
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Modelos de BRDFs

El papel de los modelos de iluminación es determinar cuánta luz es reflejada hacia el
observador procedente de un punto visible, aśı como describir el color y la distribución
espacial de la misma. Vista la evolución de los modelos de reflexión, no siempre se ha
considerado la realidad y las propiedades f́ısicas del modelo, sino que se ha intentado
encontrar un resultado válido para el sistema visual humano bajo un entorno simple. En
un principio estos trabajos sólo consideran el comportamiento isótropo de superficies
con un tipo de rugosidad aleatoria.

En informática gráfica se da importancia tanto a la calidad de los resultados, como a
la rapidez en la obtención de los mismos. Sin embargo, además de estas caracteŕısticas
también se intenta asegurar otras propiedades en la formulación en los algoritmos de
sombreado, como, por ejemplo, la reciprocidad de la BRDF y la conservación de la
enerǵıa.

Ciertamente, al comenzar el repaso histórico de los modelos de iluminación y
sombreado, se encuentran numerosas referencias al que resulta ser el modelo más
conocido por excelencia: Phong. Los trabajos de Beckmann & Spizzichino [BS63] y
Torrance & Sparrow [TS67] consiguen incorporar un gran número de propiedades
f́ısicas; entre ellas podŕıamos citar la polarización de la luz, cuyo estudio se centró en
la reflexión especular, observando que el máximo brillo no tiene por qué aparecer a lo
largo del vector h (highlight). Este efecto es modelado por la ecuación de Fresnel, que
causa incrementos en la reflectividad a medida que el ángulo de incidencia se aproxima
a π/2. Posteriormente otros trabajos incluiŕıan, a su vez, el factor de Fresnel.

Muchos de estos modelos, al merecer una atención especial, se comentarán más
adelante en los sucesivos apartados. La mayoŕıa de ellos han sido estudiados para
su incorporación a un sistema de śıntesis global basado en métodos de Monte-Carlo.
Relacionado con su implementación, nos referimos a ellos en su notación GRF
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CAṔITULO 3. Modelos de BRDFs

(GRanada File), formato de escena propio que puede conocerse en mayor detalle
consultando el apéndice A.

3.1. Reflexión especular ideal (1621)

Cuando un rayo alcanza la superficie la transferencia producida en ese momento, se
modela como la emisión de un nuevo rayo, tal y como se hace en los algoritmos basados
en trazado de rayos [Whi80, Arv86]. En el caso de una superficie idealizada de forma
especular, la luz sólo se refleja en una dirección, cumpliendo la Ley de reflexión vista
en el apartado 2.2.1. La BRDF que lo modela es una distribución delta de Dirac, δ,
que toma siempre el valor cero menos en una dirección r. Se define a continuación:

δu(v)
def
=

{
1 si v = ru,
0 en otro caso.

Simplifica en gran medida el cálculo de la enerǵıa reflejada: Lr,s(x,u) = Li(x, ru).
En este caso además, se mantiene el ángulo sólido del haz luminoso reflejado, esto es,
dσ(ru) = dσ(u).

Computacionalmente la BRDF resultante es muy sencilla, y se basa en la reflectividad
del caso especular ideal:

fr,s(u,v) = ρs(v) δu(v), (3.1)

La expresión de esta BRDF en formato GRF considera ρs (notado ks) parametrizable:

PerfectSpecularBRDF ::=

brdf specular ks =valor .

Tabla 3.1: Notación en GRF para PerfectSpecular-
BRDF

3.2. Lambert (1760)

La reflexión difusa ideal —conocida por muchos como lambertiana— es indepen-
diente de la dirección de salida, en el que influye tan sólo la dirección incidente.
Intervienen en este evento varios fenómenos de dispersión, producidos tanto en la
superficie como en las capas internas del objeto.

Una superficie difusa tiene una BRDF igual para todas las direcciones entrantes y
salientes; viene dada por la reflectividad difusa ρd, un valor que depende del punto
y que caracteriza a la superficie. El factor π en el denominador es el resultado de la
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integración del término cos(θv) en todas las direcciones:

fr,d(u,v) =
ρd
π

(3.2)

donde fr,d representa el caso de BRDF constante para superficies difusas ideales.
Permite simplificar notablemente el cálculo de la radiancia reflejada.

La expresión de esta BRDF en formato BNF (con ρd notado kd) seŕıa:

PerfectDiffuseBRDF ::=

brdf diffuse kd =valor .

Tabla 3.2: Notación en GRF para PerfectDiffuseBRDF

3.3. Minnaert (1941)

Minnaert [Min41] fue uno de los primeros en describir los modelos de iluminación.
Su propósito es la simulación de la reflectancia de la superficie lunar, que aplicado a
otros materiales produce en ellos un efecto de oscurecimiento. Considera sólo materiales
isótropos y emplea unicamente dos parámetros:

ρd: reflectividad difusa (lambertiana)

k: exponente de oscurecimiento

La expresión de esta BRDF es la siguiente:

fr(u,v) =
ρd
π

(cos(u) cos(v))k−1. (3.3)

Cuando k = 1, esta BRDF coincide con BRDF de Lambert.

Si utilizamos la notación BNF para el formato de descripción de escenas GRF de
nuestro sistema de śıntesis, el modelo queda descrito como:

MinnaertBRDFs ::=

brdf minnaert k =valor kd =valor

Tabla 3.3: Notación en GRF para MinnaertBRDFs
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Figura 3.1: La BRDF Minnaert se visualiza según sus paráme-
tros, desde nuestro editor GLSL de BRDFs.

3.4. Torrance-Sparrow (1967)

Modelo f́ısico que se centra en la simulación de la interacción de la luz con la super-
ficie del objeto. Considera que esa superficie está formada por una serie de cavidades
cóncavas de igual lado, orientadas de forma aleatoria, denominadas microfacets, y son
las encargadas de dar aspecto rugoso a la superficie [TS66, TS67].

fr(u,v) =
kd
π

+
ks

4π (n · v)
D(h) F (θu)G(u,v). (3.4)

La anterior es la expresión de la BRDF, en la que intervienen:

D : Ω→ R con D(h) ∈ [0, 1]. Fracción de microfacets que se encuentran orienta-
dos en la dirección del vector h.

F (θu) ∈ [0, 1]. Factor de Fresnel, que nos da la fracción de luz incidente que es
reflejada en cada microfacet. Aunque no se indique expresamente, esta función
depende de propiedades del material como η y κ.

G(u,v) ∈ [0, 1]. Coeficiente de atenuación geométrica, entre dos vectores cuales-
quiera, o razón de luz que no es ocultada por la superficie.

Cada término es dependiente de la longitud de onda λ, aunque en ocasiones se omita
en la notación por comodidad. En consecuencia, habrá que calcular cada término para
cada longitud de onda del espectro visible (al menos tres, en el modelo RGB).
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La orientación de los microfacets sigue una función de distribución D (similar a
la figura 3.2), y, aunque se han propuesto diferentes distribuciones de probabilidad,
siempre se construyen basándose en el parámetro m que caracteriza en que grado están
alineadas las normales de la distribución, al vector h y que caracteriza la rugosidad de
la superficie:

nf
nf

n n

Figura 3.2: Un modelo de cavidades queda descrito por una
distribución de las normales del microfacet con
respecto a la normal de la superficie. Cuanto ma-
yor sea la variación, mayor será la rugosidad.

En el caso de usar una distribución gausiana, la fracción de microfacets orientados
hacia h (según el ángulo δ de la figura 2.10) dada por Beckmann [BS63] es la siguiente:

D(h) =
1

m2 cos(δ)4
exp

(
cos(δ)2 − 1

m2 cos(δ)2
.

)
Este modelo incorpora efectos de polarización de la luz mediante el uso de matrices

de Jones para contar las diferencias de fase y de estado de polarización. Con esto,
propone una formulación diferente a las ecuaciones clásicas de Fresnel, basadas en la
teoŕıa de Maxwell (consúltese la sección 2.3.3). Se distinguen dos tipos en función de
la polarización del flujo incidente:

Polarización perpendicular

r⊥(θ) =
a2 + b2 − 2a cos(θ) + cos2(θ)

a2 + b2 + 2a cos(θ) + cos2(θ)

donde:

2a2 =
√

(η2 − κ2 − sin2(θ))2 + 4η2κ4 + (η2 − κ2 − sin2(θ))

2b2 =
√

(η2 − κ2 − sin2(θ))2 + 4η2κ4 − (η2 − κ2 − sin2(θ))

con η el ı́ndice simple de refracción y κ el coeficiente de extinción. Ambos son
dependientes de la frecuencia ν, ya que estas fórmulas parten de las ecuaciones
de Maxwell.
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Polarización paralela

r‖(θ) = r⊥(θ)
a2 + b2 − 2a sin(θ) tan(θ) + sin2(θ) tan2(θ)

a2 + b2 + 2a sin(θ) tan(θ) + sin2(θ) tan2(θ)

Los dos coeficientes se utilizan para calcular la reflectancia producidas del fenómeno
de la reflexión. El fractor de Fresnel, F , se calcula mediante una combinación lineal de
ambos controlada por los dos valores reales s y p, tal y como se vio en la sección 2.3.3
sobre las ecuaciones de Fresnel.

Otros efectos reproducidos por este modelo son el bloqueo de la luz, originados por
los altibajos formados en los microfacets ; son conocidos como shadowing y masking, y
se modelan con el factor geométrico G de la siguiente forma:

G(u,v) = mı́n

{
1,

2(n · h)(n · u)

(u · h)
,
2(n · h)(n · v)

(u · h)

}
.

En general podemos decir que, si bien este modelo considera muchas de las carac-
teŕısticas que determinan el comportamiento de la superficie ante la luz, queda limitado
al no poder modelar diferentes tipos de superficies. No obstante, es el modelo f́ısico más
completo para materiales isótropos.

3.5. Beard-Maxwell (1973)

Modelo destinado a la descripción de materiales pintados (preferentemente isótro-
pos). Con un enfoque mixto Maxwell et al. [MBWL73] propusieron un modelo emṕırico
basado en propiedades f́ısicas, dependiente de un número reducido de parámetros.

La BRDF se representa mediante dos componentes, difuso y especular, que se
denominan volumétrico y superficial, respectivamente. La superficie se modela con
varios microfacets orientados de varias formas en un espacio tridimensional, siguiendo
una función de distribución estad́ıstica D. La reflexión se produce principalmente por
dos eventos: reflexión especular local a la primera capa (cuya normal es n) y otra que
aproxima la aportación de las reflexiones producidas en los substratos debido al hecho
de que la luz profundiza en el material:

fr λ(u,v) = fr,sup λ(u,v) + fr,vol λ(u,v).

La reflexión fr,sup se rige principalmente por el término de Fresnel para dieléctricos
(tomando κ = 0 y η = 1, 65), interviniendo, además, el ángulo β o bisectriz entre la
dirección entrante y la saliente:
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3.5. Beard-Maxwell (1973)

fr,sup(u,v) = −F (β)

F (0)

fr(h) cos2(h)

cos(u) cos(v)
SO(τ,Ω),

siendo

fr(h) =
F (0)D(h)

4 cos(u) cos(v)
.

El trabajo de Beard y Maxwell [MBWL73] está muy vinculado al modelo de
Torrance-Sparrow [TS66, TS67], que toman del mismo la idea de modelar la superfice
utilizando microfacets ; sin embargo, derivan una función emṕırica propia para modelar
los efectos de enmascaramiento e interbloqueo (mostrados en la figura 3.3). El
término SO, que se muestra a continuación, se refiere a ambos, llamados shadowing y
obscuration:

SO(τ,Ω) =
1 + θh

Ω
e−2β/τ

1 + θh
Ω

(
1

1 + φh

Ω
θu
Ω

)
.

Los parámetros que intervienen τ , Ω se toman a partir de mediciones, pero nada
se indica con respecto a φh. Trabajos más recientes de Westlund y Meyer [WM02],
proporcionan una base de datos de dominio público1 con más de 400 materiales
(agrupados en 12 categoŕıas), que emplean un modelo de Beard-Maxwell modificado
denominado NEF-BM. Una de las simplificaciones que realiza este modelo reside
en la eliminación del parámetro φh y las funciones f y g; consiguen la anisotroṕıa
promediando los valores isótropos calculados.

En la reflexión volumétrica no se considera expĺıcitamente la absorción provoca-
da por el medio, ni tan siquiera la posible transmisión de enerǵıa a través de él.
Aśı mismo, se considera que la luz no cambia de polarización, esto es, está depolarizada.

fr,vol(u,v) =
2 ρv f(β) g(θh)

cos(u) cos(v)
.

El valor ρv es un valor constante que se obtiene midiendo la reflectancia del material
considerando θu = θv = 0 y f(β) = g(θh) = 1. La expresión detallada de f y g puede
encontrarse en Maxwell et al. [MBWL73].

1 NEF User Guide, 9.1 <http://math.nist.gof/~FHunt/aapearance/nedfs.html> Consulta-
do en Octubre de 2005
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CAṔITULO 3. Modelos de BRDFs

Figura 3.3: De izquierda a derecha: masking, la intensidad
de un microfacet no es visible al observador por
el bloqueo producido por otro microfacet; shado-
wing, cuando la luz no llega a un microfacet por
oclusión; interreflexión cuando la luz se refleja más
de una vez en el microfacet antes de alcanzar al
observador.

BeardMaxwellBRDF ::=
brdf beardmaxwell omega =valor tau =valor

nreal =valor nimag =valor Rs =valor
Rd =valor Rv =valor

Tabla 3.4: Notación en GRF para BeardMaxwellBRDF

Figura 3.4: La BRDF de Beard-Maxwell visualizada en nues-
tro editor GLSL de BRDFs.

38 R. Montes



3.6. Phong (1975)

3.6. Phong (1975)

El primer modelo de reflexión para superficies no-lambertianas usado en informática
gráfica fue propuesto por Phong [Pho75]. Entra dentro de la categoŕıa de modelos
emṕıricos y como tales, rápidos y sencillos computacionalmente pero faltos de
significado f́ısico; tan sólo dependen del ángulo α, calculado tras determinar el vector
reflejado r con respecto a la dirección incidente v:

cos(α) = (u · rv).

Lo que hace a este modelo tan rápido es que ignora los factores G y F del de
Torrance & Sparrow. El término D queda reducido a la siguiente expresión:

D(u,v) = cosn(α),

con el parámetro n ∈ [0,∞[ para caracterizar el brillo especular del material.

En la bibliograf́ıa de informática gráfica cabe citar numerosos trabajos que han
intentado reducir, con mayor o menor éxito, el costo asociado con la exponenciación.
Se ha almacenado de forma tabular la igualdad cosn(α) = en log cos(α), y también se ha
buscado su aproximación. Schlick [Sch94a] propuso la siguiente aproximación:

cosn(α) ≈ cos(α)

n − n cos(α) + cos(α)
.

Otros parámetros de este modelo son las constantes ks y kd, ambas en el rango [0, 1],
que permiten la combinación lineal las componentes de la reflexión: difusa y especular.

fr(u,v) = kd fr,d(u,v) + ks fr,s(u,v).

Mostramos, finalmente, la expresión para la BRDF dada por Phong:

fr(u,v) = kd (v · n) + ks (u · r)n, (3.5)

En este modelo se echa en falta la propiedad de conservación de la enerǵıa, si no se
impone ninguna restricción a los parámetros kd y ks. Cuando kd + ks ≤ 1 se cumple la
conservación de la enerǵıa, pero el albedo es muy inferior a 1 y los resultados aparecen
oscurecidos. Los parámetros utilizados no se corresponden con propiedades de los
materiales.

La definición de esta BRDF para un sistema de śıntesis de imágenes se daŕıa como:
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PhongBRDF ::=

brdf phong n =valor ks =valor kd =valor

Tabla 3.5: Notación en GRF para PhongBRDF

Figura 3.5: La BRDF de Phong se visualiza desde nuestro
editor GLSL de BRDFs.

3.7. Blinn (1977)

Según Blinn [Bli77] las superficies tienden a reflejar más luz en la dirección en donde
el ángulo incidente y el reflejado se igualan con respecto a la normal. Basándose en la
idealización de microfacets, e ignorando los términos F y G como Phong, extiende el
modelo de este último y emplea en lugar del vector reflejado (véase ilustración 2.10), el
vector h. Con ello, se aproxima la distribución D que orienta los microfactes mediante
una la cáıda exponencial que es computacionalmente más eficiente:

D(h) = (n · h) = cos(δ).

De esta manera, la BRDF de Blinn tiene la siguiente expresión:

fr(u,v) = kd (u · n) + ks (n · h)n con kd + ks = 1. (3.6)

La definición de esta BRDF es muy similar a la de Phong:
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Figura 3.6: La BRDF de Blinn es editada con una aplicación
GLSL para las BRDFs.

BlinnBRDF ::=

brdf blinn n =valor ks =valor kd =valor

Tabla 3.6: Notación en GRF para BlinnBRDF

3.8. Cook-Torrance (1981)

Los objetos reales no son puramente especulares (espejos), ni puramente difusos
(superficies lambertianas), por lo que una combinación lineal de ambos componentes,
como sugiere Phong [Pho75], no es suficiente. Blinn [Bli77] también usa esa idea, salvo
que considera los brillos que ocurren en los ángulos cercanos al horizonte (90o con
respecto a la normal de la superficie). Cook y Torrance usaron los trabajos de Beck-
mann y Torrance-Sparrow [BS63, TS67] con la siguiente salvedad: sólo contribuyen
a la reflexión aquellos microfacets orientados en la dirección h. Además se propone
una mejora a modelos anteriores, como el de Blinn, incorporando la distinción entre
superfies metálicas y no metálicas, y considerando las variaciones que produce λ en
la reflectividad. Cook y Torrance se basan en óptica geométrica y consideran que la
reflexión contiene tres componentes:

Ambiente, procedente de la distribución uniforme de la luz incidente, suponiendo
la existencia de fuentes de área extendida.

Difuso, cuando consideramos que las fuentes de luz de la escena son incidentes
en todas las direcciones.
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Especular, cuando se considera la contribución de las fuentes de luz, tan sólo para
una dirección particular.

Las dos primeras componentes tomarán el mismo color que el del material. A
diferencia de éstas, la componente especular utilizará la ecuación de Fresnel para
obtener la variación angular de la intensidad y no aśı el color.

En primer lugar se calcula el vector normalizado h y se interpreta como la normal
a una superficie imaginaria que refleja especularmente la luz.

Este modelo depende implicitamente de varias variables, principalmente:

Los coeficientes ks y kd, se obtienen a partir de las propiedades del material.
Controlan la contribución especular y difusa del objeto.

La reflectancia que depende, además, de las dos variables anteriores, de la
geometŕıa y rugosidad de la superficie, aśı como del ángulo de incidencia de la
luz. Se obtiene de la aportación de dos componentes, una parte difusa y otra
especular, a modo de combinación lineal:

ρ = ρa + ks ρs + kd ρd, donde ks + kd < 1.

Al mismo tiempo se considera la intensidad de luz ambiental reflejada, siendo el
término ρa la reflectancia ambiental, calculada a partir de ρs y ρd. Sobre ρa y ρd, se
supone, que no dependen de la posición del observador.

La componente especular de la reflectancia emplea en sus cálculos los términos F ,
D y G. Recordemos que el primero de ellos se conoce como factor o término de Fres-
nel (ver sección 2.3.3) y representa el modo en el que se produce la reflexión de la
luz en una superficie poco rugosa. D es la distribución que siguen la inclinación o
pendiente de las normales de cada microfacet. Hasta la fecha se usaba t́ıpicamente la
distribución gausiana. Cook-Torrance [CT82] propone una distribución alternativa la
dada por Beckmann [BS63]. Ambas están controladas por un parámetro del modelo
utilizado para caracterizar la rugosidad del material m. De esta forma, si el valor de
m es pequeño, la distribución es altamente direccional, siendo la dirección resultante
la especular perfecta. Para valores grandes de m la distribución se extiende más y se
hace uniforme:

D(h) = cos(β) e−( αm)
2

Cook − Torrance,

D(h) =
1

m2cos4(α)
e−[ tan(α)

m ]
2

Beckman.
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Por último, el factor de atenuación geométrico, G, considera los aspectos relacionados
con los bloqueos provocados por los mismos microfacets entre śı (shadowing y masking).
Su definición es igual a la vista en la sección 3.4 corresponiente a la BRDF de Torrance-
Sparrow. El términoG esta pensado para compensar el bloqueo de la luz y las oclusiones
que se producen en la luz al ser reflejados de forma local por una concavidad. El
inconveniente de los modelos que sólo consideran una reflexión primaria en la superficie,
es que asumen que toda la luz se absorbe y no consideran lo que pasa con la que ha
sido bloqueada o reflejada más veces. Finalmente, nos queda la expresión de la BRDF
como:

fr,s(u,v) =
F (β)

π

D(h)G(u,v)

(n · u)(n · v)
. (3.7)

Una vez calculada la componente especular, se ha observado que el objeto conserva
el color y se combina con el color de la iluminación incidente, con la salvedad de los
plásticos y los materiales pintados, que suelen mostrar un aspecto diferenciado en sus
componentes difuso y especular.

Figura 3.7: La BRDF Cook-Torrance se visualiza según sus
parámetros, desde nuestro editor GLSL de BRDFs.

Este modelo considera las caracteŕısticas f́ısicas de las superficies, relacionando
el brillo con la intensidad y tamaño de cada fuente de luz, y con la capacidad de
reflexión de dichas superficies. Pero, como en el modelo de Phong, los parámetros
no son independientes y es dif́ıcil derivar su valor, ya que éste como aquéllos, no son
muy intuitivos al diseñador gráfico. Utilizando el formato GRF se define mediante los
siguente parámetros:
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TorranceBRDF ::=
brdf torrance rough =valor nreal =valor
nimag =valor ks =valor kd =valor

Tabla 3.7: Notación en GRF para TorranceBRDF

3.9. Kajiya (1985)

Otro modelo, el de Kajiya [Kaj85], implementa un método anisótropo de fuerza
bruta calculando de forma anaĺıtica la intensidad de luz reflejada en una superficie.
El modelo está basado en la aproximación de Kirchoff y en un método de base
estacionaria para el cálculo por aproximación de la integral que expresa la ecuación de
radiancia (ver Eq. 2.12). Realiza una simplificación y reemplaza toda superficie rugosa
por su plano tangente normal más próximo.

Calcula la reflectancia y la almacena en una tabla para obtener posteriormente
valores por interpolación lineal. Sin embargo, es necesario volver a calcular dicha tabla
para cada superficie nueva alcanzada. Además, explora una técnica numérica al usar
las propiedades de la luz no polarizada y el término de Fresnel.

Como inconvenientes a este modelo se encuentra el que no considera reflexiones entre
elementos de una escena, ni tampoco las sombras arrojadas, no garantizando, por otra
parte, el principio de conservación de la enerǵıa.

3.10. Poulin-Fournier (1990)

En su trabajo Poulin y Fournier [PF90] presentan un modelo para la reflexión y
la refracción de la luz en materiales anisotrópicos, que son simulados mediante un
conjunto de cilindros paralelos fuertemente empaquetados, similares a los usados por
Miller [Mil84] y cuyas caracteŕısticas ópicas son ajustables mediante dos parámetros
que describen los cilindros: la altura y la distancia entre ellos. De esta forma se
consigue variar el grado de anisotroṕıa.

La superficie anisótropa es modelada mediante una distribución de cilindros que se
agregan o sustraen a la superficie base. Teniendo en cuenta que el radio del cilindro es
muy pequeño en comparación con la longitud de éste, la reflexión se puede aproximar
por dicho evento, pero producido en el corte longitudinal del cilindro. Se utiliza el
vector tangente, para especificar la orientación de los cilindros; en concreto, se emplea
el plano NB (normal-binormal), donde b = t × n. Los ángulos incidente θv y
reflejado θu se toman proyectados en el plano NB, esto es: θv y θu. Por tanto, la in-
formación necesaria en cada punto de la superficie es el vector normal n y la tangente t.
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3.10. Poulin-Fournier (1990)

La anisotroṕıa es creada variando la distribución de las normales a lo largo del cilin-
dro. El grado de anisotroṕıa se controla con dos parámetros: distancia entre cilindros
d ∈ [0,∞] y la altura de la superficie base h ∈ [0, 1]. Ambos parámetros carecen de uni-
dades y pueden verse de manera gráfica en la figura 3.8. Si tomamos d = 0, este modelo
se comporta como Torrance-Sparrow (comentado en la sección 3.4). El grado máximo
de anisotroṕıa —la variabilidad máxima entre las normales de los cilindros es de π—
ocurre en la distancia d = 2. Justo al superar ese valor, aparece entre los cilindros una
superficie base —cuya normal es constante— para participar como una componente
más en la reflexión. Cuanto mayor sea la altura de la superficie base —controlado con el
parámetro h— menor será la variación de las normales, lo que se suaviza la anisotroṕıa.

Superficie
Basess! !sh

d

h

u

v

Figura 3.8: La anisotroṕıa es controlable mediante dos
parámetros.

La expresión principal de este modelo es la siguiente:

Ir =
(Ia × lvi) + (If × fvi)

lv + fv
. (3.8)

La cantidad de luz reflejada se calcula determinando la porción visible e iluminada
del cilindro en el que incide la luz —notado Ia—, más la reflejada por la parte
visible de la superficie base If , cuando ésta interviene. Poulin y Fournier recomiendan
calcular If utilizando un modelo de iluminación sencillo y con u y v (visor y fuente
de luz) constantes. Esta suposición es válida ya que el cilindro es muy pequeño
en comparación con la posición de éstos. Para calcular Ia es necesario conocer las
longitudes de la proyección del cilindro sobre la base para la parte visible del cilindro
lv, la parte visible e iluminada del cilindro lvi, aśı como la parte visible e iluminada
de la superficie base fvi. La formula de la ecuación 3.8 tiene tres partes: la suma de
dos productos —que reflejan las contribuciones a la intensidad difusa reflejada y la
especular reflejada—, dividido por una suma.

Para considerar los efectos de ocultación de la luz —shadowing y masking— es
necesario conocer los ángulos en donde el cilindro comienza a ocultarse a śı mismo
desde la dirección de observación, θhs, o por otros cilindros θh De manera similar
calcularemos los ángulos en los que el cilindro bloquea la luz hacia el visor, por él
(θss), o por los que están a su lado θs.
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La parte visible del cilindro viene dada por:

lv =
sin(θh − θu) + sin(θsh − θu)

cos(θu)
.

La parte visible e iluminada del cilindro es:

lvi =

{
sin(θv − θu) + sin(θu + θu)

cos(θu)
si u, v en la misma cara que n,

sin(θu− θu) + sin(θv + θu)
cos(θu)

en otro caso.

Sea f la longitud total del suelo, la porción visible o fv ,es la porción restante a la
longitud oculta: f − fh. De forma parecida la porción iluminada es la que no está en
sombra: f − fs. Ambos valores se calculan como:

f = d − 2
√

1 − h2,

fh = min
(

1
cos(θu)

−
√

1− h2 −
(
h sin(θu)
cos(θu)

)
, f
)
,

fs = min
(

1
cos(θv)

−
√

1− h2 −
(
h sin(θv)
cos(θv)

)
, f
)
.

Utilizando la notación del formato GRF este modelo queda descrito como:

Cilindrico-PF-BRDF ::=
brdf poulin d =valor h =valor

n =valor ks =valor kd =valor

Tabla 3.8: Notación en GRF para Cilindrico-PF-BRDF

La ventaja de este modelo es que el conjunto de normales ya conocidas se pueden
emplear en el cálculo de las direcciones para los rayos reflejados y refractados, ya que
es posible emplear un modelo complementario de cilindros negativos, para simular, por
ejemplo, el interior de un océano. Los diversos efectos de bloqueo de la luz (figura 3.3)
se pueden tratar, considerando el precálculo de los ángulos para los que se produce.

Sin embargo, como inconvenientes de este modelo podemos decir que no se garantiza
la conservación de la enerǵıa; la bondad de los resultados dependen de la medida en
que se sepa dar correctamente los parámetros que caracterizan la superficie. A su
vez, cada cilindro es individual, lo que impide que se consigan efectos como sombras
arrojadas o reflexiones múltiples.
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Figura 3.9: La BRDF de Poulin-Fournier se visualiza desde
nuestro editor GLSL de BRDFs.

3.11. Strauss (1990)

Strauss [Str90] presenta un modelo emṕırico que considera los picos de brillo
—denominados off-specular peaks— y distingue los materiales entre metales y no
metales, al igual que los modelos presentes hasta la fecha.

Si bien el modelo de Phong es sencillo de dar y fácil de calcular, no establece ninguna
restricción a los parámetros, por lo que pueden darse elecciones inconsistentes. Al
mismo tiempo, el exponente de brillo no es intuitivo, no conocemos cómo modificarlo
para que el brillo se disminuya a la mitad. Y aún más, no existe ninguna conexión
entre los parámetros, por ejemplo, el valor del brillo y la porción especular producida.

En el caso de los modelos basados en microfacets, se describen los materiales
según sus propiedades ópticas. Inicialmente el modelo de Torrance-Sparrow no estaba
pensado para problemas de iluminación y, a pesar de que Blinn lo adaptó a la
informática gráfica y Cook-Torrance lo mejoró, sigue siendo un modelo dif́ıcil de usar.
Salvo experimentación, no podemos conseguir los datos necesarios para un nuevo
material.

Todo esto es observado por Strauss por lo que propone simplificar el uso de la BRDF,
acercándolo más a los profesionales de la animación y los gráficos por ordenador. Para
ello elimina los parámetros dif́ıciles de dar o de conocer al mismo tiempo que acota el
resto de parámetros. Todos los materiales tendrán cinco atributos que describirán su
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comportamiento; los mismos son los siguientes:

Color cromático C o color de la superficie. Debe distinguirse del color especular
Cs, o color del brillo, y que es calculado.

Grado de suavidad: s = 0, cuando es difuso perfecto, y s = 1, para especulares
perfectos. Este valor afecta a la ratio difuso / especular y modifica el tamaño del
brillo.

Grado de metalidad: m = 1, en superficies metálicas, y m = 0, para eliminar
esta caracteŕıstica. Modifica el color especular y la apariencia difusa del objeto.

Transparencia: t = 0, en superficies opacas, t = 1 en superficies totalmente
transparentes. La transmitancia es la transparencia medida para la dirección
incidente en la normal. Indica la cantidad de luz que pasa a través del material.

Índice de refracción η: determina la dirección que tomará la luz al cambiar de
medio.

El modelo de reflexión de Strauss emplea coeficientes de reflectividad difusa
—medida de cómo de rugosa y opaca es una superficie— y especular, que hacen que
vaŕıen de forma lineal las componentes difusas y especulares de la BRDF:

fr(u,v) = kd fr,d(u,v) + ks fr,s(u,v),

cada componente se expresa de la siguiente forma:

fr,d(u,v) = (u · n) d rdC,

fr,s(u,v) = rsCs.

A continuación detallamos cada uno de estos dos factores y otras funciones relacio-
nadas:

rd = (1− s3)(1− t) d = (1−ms),
rn = (1− t)− rd e = 3

1−s ,

rj = min[1, rn + (rn + kj)j] kj = 0,1,
rs = [−(h · v)]e rj j = F (α)G(α)G(δ).

El término rj es un factor que intenta considerar los brillos especulares. Se basa en
el factor de Fresnel y del término geométrico utilizado para los efectos de bloqueo de
la luz. Cada uno es aproximado mediante una curva que emplea respectivamente las
siguientes constantes: kf = 1, 12 y kg = 1, 01. La expresión se basa en el parámetro
x ∈ [0, 1] correspondiente al coseno del ángulo utilizado:
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F (θ) =

1
(x−kf )2

− 1
k2
f

1
(1−kf )2

− 1
k2
f

,

G(θ) =

1
(1−kg)2

− 1
(x−kg)2

1
(1−kg)2

− 1
k2
g

.

Los valores de F y G pueden precalcularse para posteriormente ser consultados
por tabla. De esta forma, operacionalmente Strauss es sólo un poco más costoso que
Phong. Con respecto a la bondad del modelo, hay que decir que Cook-Torrance es
mucho más preciso, sin embargo el atractivo de esta BRDF es su simplicidad.

En los no-metales, el color de la reflexión es el mismo que el de la fuente de luz.
Sin embargo, en los metales deberemos distinguir el ángulo de incidencia, e interpolar
entre el color de la superficie y el color especular blanco —notado como C1— que se
obtiene, por medición, para un ángulo de π/2. Esto es:

Cs =

{
C1 si no metal,
C1 +m (1 − F (α)) (C − C1) si metal.

Figura 3.10: La BRDF de Strauss es visualizada desde nuestro
editor GLSL de BRDFs.

Nuestro sistema de śıntesis de imágenes considera únicamente superficies opacas,
por lo que nuestra definición para la BRDF es como sigue:

Universidad de Granada 49
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StraussBRDF ::=
brdf strauss s =valor m =valor

ks =valor kd =valor

Tabla 3.9: Notación en GRF para StraussBRDF

3.12. He-Torrance-Sillion-Greenberg (1991)

Otro de los modelos f́ısicos es el de He et al. [HTSG91] que considera, además, otras
propiedades tales como la polarización, difracción e interferencia. La BRDF es una
función de varios parámetros, que en general pertenecen a dos grupos: parámetros
geométricos y parámetros f́ısicos. Los geométricos quedan ilustrados en la figura 2.2 y
los f́ısicos en la figura 3.11. En la primera se ven los ángulos polar y azimut para la
dirección incidente (θi, φi) y la reflejada (θr, φr), respectivamente, aśı como el ángulo
sólido del haz incidente dωi. Todos estos ángulos se miden con respecto a la normal de
la superficie, como ya se ha dicho anteriormente. En el caso de superficies isótropas,
la BRDF es rotacionalmente simétrica con respecto a la normal, y eso se traduce en
una independencia al ángulo φi.

En cuanto a los parámetros f́ısicos, la BRDF depende también de la longitud de
onda λ de la luz incidente, aśı como de otros parámetros que caracterizan la superficie.
Entre éstos está la rugosidad, dada por σ y τ , que especifican la altura y el espaciado de
pequeños picos en la superficie, y su ı́ndice de refracción η, que también es función de λ.

wi

!

"

#

Figura 3.11: Aspectos ópticos de la incidencia de la luz en
una superficie.

La caracteŕıstica principal de este modelo isótropo es la distinción de tres tipos
de reflexión, ya que hasta ese entonces los modelos como el de Phong o Blinn, sólo
consideraban dos, el difuso y el especular. La BRDF se divide en:

fr = f spr + fudr + fddr ,

donde:
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3.12. He-Torrance-Sillion-Greenberg (1991)

f spr indica reflexión especular ideal

fudr expresa reflexión difusa uniforme

fddr equivale a la reflexión difusa direccional

Gráficamente, estos componentes suelen adoptar la forma vista en la figura 2.11.
Cada componente se modela como una distribución independiente. Todas ellas se com-
binan en una BRDF final. Cada función de distribución, salvo la especular, se aproxima
mediante armonicos esféricos de la siguiente forma:

fr(u,v)cos(v) =
N∑
l=0

l∑
m=−l

Bl,m(u)Yl,m(v)

Bl,m(u) =

∫ 2π

0

∫ π

0

fr(u,v)Yl,m(v) dσ(v)

Los coeficientes Bl,m son almacenados en tablas e interpolados para su uso. La
función Yl,m corresponde a la función armónica esférica normalizada; base ortogonal
definida a trozos.

La reflexión especular ideal está gobernada por la ecuación de Fresnel; sin embargo,
la dependencia al ángulo de incidencia se ve alterada cuando el grado de rugosidad es
mucho mayor que la longitud de onda. Esta relación es obtenida mediante una función
de correlación gausiana. A su vez, su formulación se basa en la teoŕıa de difracción y
dispersión de Kirchoff y en la óptica de ondas.

Este modelo no sólo es complejo computacionalmente, es necesario conocer además
las propiedades ópticas de las superficies, algo que no siempre se sabe para todos los
materiales.

HTSG-BRDF ::=
brdf he sigma =valor tau =valor

lambda =valor ks=valor kd=valor

Tabla 3.10: Notación en GRF para HTSG-BRDF

En un intento por acelerar los tiempos, se propuso el cálculo y almacenamiento en
tablas de determinados valores de la aproximación [HHP+92]; sin embargo, se genera
un problema asociado debido al alto costo en almacenamiento.
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Figura 3.12: La BRDF de He-Torrance se edita con un soft-
ware GLSL que implementa las BRDFs.

3.13. Ward (1992)

En su trabajo Ward [War92] presenta un nuevo dispositivo para medir la distribu-
ción espacial de reflectancia de las superficies a estudiar, acompañado de un modelo
matemático anisótropo de la reflectancia.

Este modelo de reflexión se basa en un lóbulo gausiano y puede ser clasificado como
experimental en el sentido de que no hace una justificación teórica, ni aproximada.
La intención de este trabajo radica en conseguir un modelo simple en cuanto a los
parámetros utilizados, de forma que se ajusten lo mejor posible a los resultados
experimentales medidos, minimizando el error.

Aunque existen modelos isótropos de reflexión, son muy pocos los publicados
por esas fechas que puedan considerar el caso más general de la anisotroṕıa. Entre
éstos están los ya comentados de Kajiya y Poulin-Fournier (secciones 3.9 y 3.10
respectivamente). Ward comienza con una expresión matemática isotrópica para su
modelo:

fr,iso(u,v) =
kd
π

+
ks√

cos(u) cos(v)

exp
[
− tan2

(
δ
α2
m

)]
4πα2

m

, (3.9)

donde δ es el ángulo formado por la dirección normal y el vector normalizado halfway
h = (θh, φh), y αm es la desviación t́ıpica que caracteriza el lóbulo gausiano.
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Se incluye un factor de normalización de la BRDF, 1
4πα2

m
, ya que cuando el parámetro

αm toma valores por encima de 0.2 —momento en el cual la superficie deja de ser
prácticamente difusa— los que se devuelven son excesivamente altos y producen
efectos no deseados en las imágenes resultantes.

El caso anisótropo se desarrolla empleando una distribución gausiana eĺıptica, defi-
nida con dos direcciones, x e y. Tenemos, por tanto, tres parámetros para controlar
el lóbulo gausiano que representa la componente glossy : ks para la magnitud, αx y
αy para proporcionar el ancho en las direcciones de los ejes anisotrópicos. El valor kd
corresponde a la magnitud de la componente difusa. Empleando nuestra notación en
GRF para esta BRDF, los śımbolos varian ligeramente:

WardBRDF ::=

brdf ward sx =valor sy =valor ks =valor kd =valor

Tabla 3.11: Notación en GRF para WardBRDF

Si al definir una instancia usamos sx=sy, se tiene el modelo isotrópico. Se pueden
ver las distinciones de ambos modelos de Ward en la figura 3.13. Finalmente damos la
expresion anisotrópica de Ward:

fr,ani(u,v) =
kd
π

+
ks

4π αxαy
√

cos(u) cos(v)
e

»
− tan2(θh)

„
cos2(φh)

α2
x

+
sin2(φh)

α2
y

«–
.

A pesar de ser ésta la expresion completa, Ward propone una versión aproximada
orientada a su implementación:

fr,ani(u,v) =
kd
π

+ ks
1

4π αxαy
√

cos(u) cos(v)
e

24− [ (h·x)
αx ]

2
+[ (h·y)

αy ]
2

(h·n)2

35,
(3.10)

donde:

(h · x) =
sin(θu) cos(φu) + sin(θv) cos(θv)

| h |
,

(h · y) =
sin(θu) sin(φu) + sin(θv) sin(φv)

| h |
,

(h · n) =
cos(θu) + cos(θv)

| h |
,

| h | = [ 2 + 2 sin(θu) sin(θv) (cos(φu) cos(φv) + sin(φu) sin(φv))

+2 cos(θu) cos(θv)]
1
2 .
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Figura 3.13: La BRDF de Ward se visualiza según sus
parámetros. A la izquierda, una instancia del
modelo isotrópico. A la derecha la BRDF es
anisótropica.

La principal aportación de este modelo está relacionada con la distribución empleada
y por el factor de normalización, que asegura que sea fácilmente integrable sobre la
semiesfera.

3.14. Westin (1992)

Tras los desarrollos de modelos f́ısicos de reflexión de la luz [CT82, HTSG91, Kaj85,
Pho75], Westin et al. [WAT92] se centraron en encontrar un modelo de reflexión rápido
y con resultados aceptables. Al igual que el modelo de He et al. [HTSG91], la BRDF
es dividida en tres componentes: la especular, difusa direccional y difusa uniforme:

fr = f spr + fudr + fddr

La componente especular es la responsable de generar un comportamiento reflexivo
similar al producido en un espejo, esto es, un brillo intenso en una dirección preferente.
En este modelo se expresa con el siguente producto:

f spr (u,v) = | F (θu) |2 e−g(σ,λ) S(τ),

donde F es el término de Fresnel para la reflectividad, que depende del ángulo
incidente y del ı́ndice de refracción η del material. La rugosidad de la superficie se
caracteriza con el término g, y S es una función geométrica de sombreado. Este último
valor es similar a un test de oclusión, su valor depende de τ y su pseudocódigo se
encuentra en [HTSG91]. La función g se define como sigue:
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g(σ, λ) =

(
2πσ

λ
( cos(ru) + cos(v) )

)2

.

Es posible simplificar y tomar cos(v) = cos(ru), con lo que la expresión de g queda
reducida a:

g(σ, λ) =

(
4πσ cos(v)

λ

)2

Una superficie parecerá más lisa cuanto más se acerque la dirección incidente
al horizonte, ya que conforme se aproxima θi a 90o, el valor cos θi tiende a 0 y,
consecuentemente, el valor g es menor.

La componente difusa direccional representa los casos de reflexión más allá de los
ideales, en los que existe una dirección dominante. Por ello su carácter es no uniforme,
siendo la responsable de producir brillos más pronunciados. F́ısicamente corresponde
a los eventos de difracción y dispersión. La expresión de esta BRDF es:

fddr (u,v) =
| F (θu) |2

π

G(u,v)S(τ)D(u,v)

cos(θu)
(3.11)

El término anterior representa la extensión homogénea que se produce sobre la semi-
esfera situada sobre la superficie que se comporta de forma difusa. Interviene el término
geométrico G de Torrance-Sparrow [CT82], que vaŕıa con el ángulo de incidencia θi.
La función de distribución D se representa con una sumatoria infinita:

D(u,v) =
π2τ 2

4λ2

∞∑
m=1

g(σ, λ)me−g(σ,λ)

m!m
e(−

h(τ,λ,u,v)
4m )

donde h es una función que depende del parámetro de la superficie τ , de la longitud
de onda λ y de los ángulos incidentes y reflejados:

h(τ, λ,u,v) =

(
2πτ

λ

)2 (
(sin(θv) cos(φu)− sin(θv))2 + (sin(θu) sin(φu))2

)
3.15. Schlick (1993)

El modelo propuesto por Schlick [Sch93, Sch94b] intenta fundamentalmente dar
una BRDF plausible (conservación de la enerǵıa y reciprocidad), al mismo tiempo que
incorpora la teoŕıa de microfacets y el uso de las ecuaciones de Fresnel.

En otros modelos de reflexión ya se vio que separar la BRDF en partes difusa y
especular, usando una combinación lineal, no es del todo correcto. Esto es aśı porque
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son componentes que no proceden de un mismo fenómeno f́ısico. Aśı, en un material
como el plástico, la reflexión en la superficie es especular y en las capas interiores —las
que se denominan subfaces— la reflexión es difusa. El plástico es un ejemplo de lo que
se conoce como materiales hetereogéneos. Según Shirley [SHSL97] las proporciones
difusas y especulares no son constantes sino función del ángulo incidente. En el caso
de materiales homogéneos —como los metales— no es necesario distinguir entre
componente difusa y especular.

Schlick propone dos BRDFs, una single, para las superficies homogéneas y otra
double, para las heterogéneas, cosiderando, a su vez comportamientos isótropos y
anisótropos.

Una superficie sencilla —single— se define como una tripleta (Cλ, r, p). Una super-
ficie compuesta —double— se define como dos tripletas single: (Cλ, r, p) y (C ′λ, r

′, p′).
Para ambos casos se tiene:

Cλ es el factor de reflexión para λ, que puede tomar valores entre 0 y 1.

r ∈ [0, 1] define la rugosidad. Cuando r = 0 estamos en el caso de materiales
especulares perfectos; si r = 1 tenemos los difusos perfectos.

p ∈ [0, 1] caracteriza la isotroṕıa del material. Cuando p = 0 la superficie es
anisótropa perfecta y si p = 1 es isótropa perfecta.

En la formulación de este modelo de reflexión intervienen diversas funciones, que
tomaran los parámetros de una tripleta u otra, dependiendo del tipo de material.
Por ejemplo S(u) se calcula usando Cλ y S ′(u) hace lo mismo con C ′λ. Las funciones
necesarias corresponden a:

comportamiento espectral, o aproximación computacionalmente eficiente al
término de Fresnel:

S(u) = Cλ + (1− Cλ)(1− u),

comportamiento direccional, que considera fenómenos de emisión y reemisión:

D(t, v, v′, w) =
G(v)G(v′)

4π v v′
Z(t) A(w) +

(1 − G(v)G(v′))

4π v v′
,

factor geométrico: G(v)

G(v) =
v√

r − rv + v
,
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dependencia en el parámetro zenith: Z(t)

Z(t) =
r√

1 + rt2 − t2
,

dependencia en el parámetro azimuth:

A(w) =

√
p

p2 − p2w2 + w2
,

reflectancia espectral, cuando la superficie es sencilla:

R(t, u, v, v′, w) = S(u)D(t, v, v′, w),

de la misma forma para superficies compuestas:

R(t, u, v, v′, w) = S(u)D(t, v, v′, w) + [1− S ′(u)]S ′(u)D′(t, v, v′, w).

Finalmente la BRDF sustituye los parámetros (t, u, v, v′, w) de la reflectancia espec-
tral con los siguentes ángulos:

fr(u,v) = R( (n · h), (u · h), (v · n), (u · n), φh ). (3.12)

En notación GRF este modelo tiene cuatro parámetros obligatorios y tres opcionales
que deben ser proporcionados siempre que el cuarto parámetro tome un valor verdadero.

SchlickBRDF ::=
brdf schlick SC =valor Sr =valor

Sp =valor Ly =valor-lógico
[ DC =valor Dr =valor Dp =valor ]

Tabla 3.12: Notación en GRF para SchlickBRDF

3.16. Lewis (1993)

En un art́ıculo, Lewis [Lew93] hace un estudio de los modelos de iluminación de la
época, como Phong, Blinn y Torrance-Sparrow, dando una formulación alternativa,
que permite la plausibidad de éstos.

Los modelos basados en un lóbulo coseno, como los de Phong y Blinn, se diferencian
tan sólo en la función de distribución de los microfacets D. Esta distribución debe
ser normalizada para asegurar que el modelo es f́ısicamente plausible y, por tanto,
válido para su utilización en algoritmos de iluminación. Por normalizar la distribución
entendemos que si sumamos todas las áreas proyectadas de los microfacets en un área
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Figura 3.14: La BRDF de Schlick se visualiza desde nuestro
editor GLSL de BRDFs.

dA, esta suma debe ser igual a dA. Si asumimos la conservación de la enerǵıa, se tiene
que: ∫

S

D(h) cos(θh) dA(h) =

∫
Ω

D(h) cos(θh) dσ(h) = 1

Desarrollando esta condición tenemos, para el caso de Phong, con D(u,v) = (u·rv)n:

∫
Ω

c (u · rv)n cos(θu) dσ(u) =

∫ 2π

0

∫ π/2

0

c (u · rv)n+1 sin(θu) d(θu) d(φu),

= 2 c π

∫ 1

0

un+1 du,

= 2 c π
un+2

n+ 2

]1

0

=
2 c π

n+ 2
= 1.

De aqúı despejamos c como factor de normalización de Phong:

c =
n+ 2

2 π
. (3.13)

De igual manera el uso del factor de normalización en el modelo de Blinn, visto
en la sección 3.7, nos asegura la conservación de la enerǵıa. Se expresa ahora de la
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Figura 3.15: La BRDF de Lewis desde nuestro editor GLSL
de BRDFs.

siguiente manera:

fr(u,v) = kd cos(u) + ks
n+ 2

2 π
cos(δ)n. (3.14)

Cualitativamente podemos ver como resulta la normalización en la figura 3.15. La
definición de esta BRDF es muy similar a la de Phong y Blinn, y nos permite hacer un
uso normalizado de ellos en nuestro sistema de śıntesis con la siguiente expresión:

LewisBRDF ::=

brdf lewis n =valor ks =valor kd =valor

Tabla 3.13: Notación en GRF para LewisBRDF

3.17. Hanrahan (1993)

En el trabajo de Hanrahan y Krueger [HK93] se presenta un modelo de propagación
de la luz para superficies formadas por capas, en términos de la teoŕıa de transporte
lineal unidimensional. Los autores utilizan principalmente el modelo de reflexión f́ısico
para la simulación de las capas subcutáneas de la piel. Hanrahan y Krueger distinguen
dos capas básicas epidérmicas: una que contiene una serie de reflectores y otra con
propiedades de absorción. Ambas hacen uso de la dependencia en la longitud de onda
de la reflexión en los pigmentos que las forman.
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Aire

Capa
protectora

Sustrato

Figura 3.16: Modelo de sustratos para las superficies hete-
rogéneas.

Como en la mayoŕıa de los materiales modelados hasta la fecha, en la reflexión
de la luz interviene un término especular y otro difuso. El primero suele modelarse
considerando que la superficie está compuesta de pequeños reflectores perfectos o
microfacets, y el segundo considera todas las reflexiones producidas en el interior y en
la capa más externa de la superficie.

Se ha utilizado, por lo general, la ley del coseno de Lambert para calcular el término
difuso; esta ley considera que la radiancia saliente es isotrópica y proporcional a la
irradiancia en la superficie, que depende del coseno del ángulo de incidencia. Sin
embargo, la reflexión difusa puede ser explicada por la propagación de la luz a lo largo
de las capas internas del material. Cuando la luz entra en el material, la misma puede
ser absorbida o reflejada en una dirección aleatoria un número elevado de veces y,
eventualmente, podrá abandonar el material.

En este modelo las contribuciones de la reflexión en la superficie y en el resto de
las capas internas son muy sensibles al término de Fresnel. Además, la reflectancia
considerada en las subcapas no es necesariamente isotrópica, pero vaŕıa con la dirección
y predominan las reflexiones hacia adelante frente a aquéllas que retroceden en la
dirección de reflexión.

El valor de la radiancia que se refleja desde la superficie proviene de dos componen-
tes: la reflexión producida en la parte externa de la superficie y la generada por todo
el volumen de la superficie.

Lr(θr, φr) = Lr,s(θr, φr) + Lr,v(θr, φr).

Este modelo también calcula la transmisión de luz entre las diferentes capas. La
radiancia tansmitida tiene dos componentes: la primera se denomina intensidad
reducida y es la cantidad de luz incidente que se transmite a través de la capa y
que sólo puede llegar a producir absorción. La segunda componente es la reflexión
producida en el volumen de la capa.
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Lt(θt, φt) = Lr,i(θt, φt) + Lt,v(θt, φt).

En estos dos fenómenos f́ısicos separados —reflexión y transmisión de la luz— inter-
vienen la BRDF y la BTDF. Estas funciones de distribución poseen dos componentes:

fr = fr,s + fr,v,

ft = fr,i + ft,v.

Si se asumen superficies planas, interviene entonces el clásico factor de Fresnel F ,
que depende de los ı́ndices de rafracción ηi y ηt, aśı como del coseno de los ángulos θi y
θt. El factor de Fresnel interviene en la BRDF en la medida en que cuanto menor sea
su valor, más luz entrará a la superficie, por lo que mayor será la reflexión producida
por las subcapas.

Más detalles, sobre la aproximación de primer orden de las fórmulas derivadas con
la teoŕıa de transporte lineal unidimensional, pueden encontrarse en el propio art́ıculo
de Hanrahan y Krueger [HK93].

3.18. Oren-Nayar (1994)

El modelo de reflexión propuesto por Michael Oren y Shree Nayar en 1994 supuso
una mejora al clásico modelo lambertiano para materiales difusos. Utiliza la mis-
ma conceptualización de superficie rugosa de Cook-Torrance, basado en cavidades
simétricas en forma de V que fue primeramente ideado por Torrance & Sparrow
(véase apartado 3.4), con la salvedad de que, los microfacets son superficies difusas
perfectas. Es importante señalar que, además de considerar efectos conocidos como
masking y shadowing, las interreflexiones son modeladas mediante la simulación de
una segunda reflexión en cada microfacet. Como se vio en el apartado anterior, la
reflexión de la luz producida en una superficie puede ser clasificada en dos categoŕıas:
reflectancia en la superficie, que tiene lugar en la interfaz entre dos medios con ı́ndices
de refracción diferentes y reflectancia interior, que se produce en las subcapas inter-
nas del objeto y que suele, en la mayoŕıa de los casos, ser considerada como lambertiana.

El modelo descrito por Oren-Nayar [ON94, ON95] puede ser utilizado para modelar
materiales que no son del todo difusos, sino que presentan brillos cuando la dirección
de iluminación se aproxima a la de visión. Este es el caso de algunos tejidos, la arena
y algunos plásticos.

Inicialmente se tiene concavidades caracterizadas por su orientación, la normal a.
Seguidamente se considera que el área de una concavidad d(a) es muy superior a la
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longitud de onda del haz incidente λ, y éste a su vez es menor que el área total de la
superficie dA, esto es:

λ2 << d(a) << dA,

obteniéndose posteriormente un valor representativo de la fracción de área que es ocu-
pada por las concavidades orientadas hacia a, notado como P (a) y cuya expresión
es:

P (a) = N(a) cos(a) d(a),

donde cos(a) d(a) es el área proyectada en la superficie utilizada (recuérdese la figu-
ra 2.4) para calcular la contribución de cada microfacet a la radiancia de la superficie.
La función de distribución que modela la superficie es una gausiana dependiente de la
desviación t́ıpica σm de los ángulos que orientan las concavidades.

Dada una dirección incidente, la radiancia total de la superficie para una dirección
de salida se obtiene integrando sobre todas las concavidades existentes sobre la misma,
considerando únicamente dos eventos de reflexión. Es por ello que la BRDF se basa en
el cálculo de la radiancia proyectada Lp:

fr(u,v) = Lp(u,v, a) P (a)

siendo Lp(u,v, a) = L1
p(u,v, a) + L2

p(x,u,v, a). El primero de ellos, la radiancia refle-
jada proyectada, es originada al considerar un evento de reflexión en la superficie. Se
calcula como:

L1
p(u,v, a) =

ρ

π
E0

(u · a)

(a · n)

(v · a)

(a · n)
G(u,v, a),

donde el término E0 denota la irradiancia procendente de la dirección normal. El factor
de atenuación geométrica se obtiene a partir de la siguiente expresión:

G(u,v, a) = min

[
1,max

(
0,

2 (u · n) (a · n)

(u · a)
,
2 (v · n) (a · n)

(v · a)

)]
.

La radiancia reflejada proyectada, originada por dos eventos de reflexión interna,
considera el ancho de la concavidad. Al suponer que la longitud l es mucho mayor que
su ancho w, se puede considerar unidimensional. Los ĺımites de la integral consideran los
efectos de masking y shadowing : mv es el ancho de la porción visible de la concavidad
y ms es el ancho de la porción iluminada de la concavidad adjacente. Finalmente queda
la siguiente expresión:

L2
p(u,v, a) =

ρ

π

∫ 1

t=mv
w

∫ 1

r=ms
w

K(t, r, a) d(r)d(t),
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siendo aqúı K el kernel de simetŕıa transaccional para las dos distancias más cortas,
x e y, resultantes de la intersección de dos concavidades.

K(x, y, a) =
π sin2(2θa)

2

x y

(x2 + 2xy cos(2 θa) + y2)
3
2

,

El modelo propuesto considera las reflexiones producidas en la superficie, que tratan
como un caso isotrópico, aśı como las reflexiones producidas en el interior del cuerpo
sólido, considerando a éste como anisotrópico. Sin embargo, tan sólo se consideran
dos reflexiones internas, descartando el resto. Esta simplificación no se ajusta con lo
sucedido en la realidad dentro del objeto.

Figura 3.17: La BRDF de oren-nayar es visualizada en tiempo
real usando una instancia GLSL de la BRDF.

Este modelo se define dando dos parámetros rugosidad s ∈ [0, 1] —correspondiente
a σ— y reflectividad r ∈ [0, 1] —el equivalente a ρ en la formulación— y se describen
como:

Oren-Nayar-BRDF ::=

brdf oren s =valor r =valor

Tabla 3.14: Notación en GRF para Oren-Nayar-BRDF

3.19. Neumann-Neumann (1996)

Neumann & Neumann [NN96] presentan un modelo de BRDF plausible matemáti-
camente, fácil de aplicar y, que incluye los casos ideales. La definición resultante es
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simple y, adecuada al muestreo en algoritmos de Monte-Carlo. Visualmente es bueno
para simular materiales muy diversos, como metales, plásticos, cerámica, objetos
retroreflectivos, aśı como materiales anisotrópicos.

En primer lugar define un modelo básico sobre el que se basan modelos más
complejos, como los necesarios para los materiales anteriormente citados. Se trabaja
en el plano de proyección de la semiesfera de direcciones, utilizando la medida σp, por
lo que esta BRDF ya lleva implicito un término coseno. Es necesario disponer de una
función distancia entre dos vectores del plano de proyección. Nótese que el sub́ındice
p en los vectores indica proyección.

m(u,v) = |vp − ru,p | = |h− (n · h)n | con h = u + v.

n

u
ru

v

r

Figura 3.18: La BRDF de Neumann et al. se representa me-
diante discos de radio parametrizable en el do-
minio D2.

Para la proyección del vector reflejado se toma un disco C cuyo radio de acción es
r, de forma que valor de la BDDF es constante si se cumple:

fr(u,v) =

{
π/r si vp ∈ C(ru,p, r),
0 en caso contrario.

El parámetro 0 < r ≤ 2 distingue el caso especular perfecto (r = 0) del difuso
perfecto (r = 2). Aśı mismo, permite un sencillo cálculo de la reflectancia direccional-
hemisférica, ya que:

ρ(u) = r · Area(C(ru,p, r)).

Con esta base, se puede definir otras BRDFs. Podemos dar un modelo retroreflec-
tivo, utilizando en la función distancia el vector g = u − v en lugar del vector h,
consiguiendo de esta forma, reflejar la luz preferentemente en la dirección de entrada.
Un modelo anisotrópico tomará elipses E —con ejes a y b— en lugar de ćırculos, y
utilizará la norma eĺıptica para calcular la distancia entre dos vectores proyectados:
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fr,aniso(u,v) =

{
b si vp ∈ E(ru,p, a, b),
0 en caso contrario.

3.20. Lafortune (1997)

Una forma común en la obtención de imágenes realistas, ha sido la utilización
de datos procedentes de mediciones, como lo hace Ward. Sin embargo origina un
problema de almacenamiento debido a la gran cantidad de datos que son necesarios.
Este modelo surge, por tanto, ante la necesidad de ajustar datos medidos utilizando
uno simple y definible con pocos parámetros. Lo cierto es que en el caso isotrópico se
consiguen excelentes resultados [LFTG97]. Se trata sencillamente de una extensión
de la BRDF de Phong, que cumple que es f́ısicamente plausible: rećıproca y a su vez
conservadora de la enerǵıa.

Tomemos R(u,n) como el operador de reflexión de un vector con respecto a la
normal, que resulta de la operación r = u− 2(u · n) n. Aplicándolo tenemos la BRDF
modificada de Phong, que es rećıproca:

fr(u,v) = (u ·R(v,n))n = (v ·R(u,n))n. (3.15)

En un sistema de coordenadas canónico el operador de reflexión es equivalente a
R(u,n) = (−xu,−yu, zu). Este caso correspondiente a Phong puede generalizarse
usando una matŕız M para modificar el vector original u.

fr ∝ (v ·Mu)n

Si usamos los valores de la diagonal de M como un vector de orientación o, el
factor de escalado (-1,-1,1) nos deja el caso de la BRDF de Phong normalizada. Para
simular otros comportamientos, como el retroreflexivo, con tan sólo habŕıa que tomar
la orientación (1,1,1).

La BRDF de Lafortune es la suma de N lóbulos coseno, cada uno con una
orientación distinta, más un término difuso:

fr(u,v) =
ρd
π

+
N∑
i=1

(v · (xuxoi , yuyoi , zuzoi))
ni . (3.16)

Si queremos expresar este modelo para un único lóbulo utilizando la notación GRF,
usaremos los parámetros kp = ρd y (Cx, Cy, Cz) = o:
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LafortuneBRDF ::=
brdf lafortune n =valor kp =valor

Cx =valor Cy =valor Cz =valor

Tabla 3.15: Notación en GRF para LafortuneBRDF

Figura 3.19: La BRDF Lafortune desde nuestro editor GLSL
de BRDFs.

3.21. Shirley (1997)

En Shirley et al. [SHSL97] se presenta un modelo especializado en la simulación de
superficies mates. Consideran que el resto de modelos de reflexión de la época no dan
buenos resultados por intertar simular un amplio abanico de materiales. Los autores
utilizan un coeficiente especular derivado de la formulación de Fresnel, que depende, al
igual que el coeficiente mate, del ángulo de incidencia. Además de ser un modelo f́ısico
es rećıproco y conserva la enerǵıa. Se le denomina coupled model por ser el primero en
combinar de forma balanceada los eventos difusos y especulares.

Se tiene que la reflexión especular es causada por una supercie lisa de un material
dieléctrico en contacto con el aire; la luz que no es reflejada especularmente se
transmite dando lugar a la componente mate. Como en He et al. [HTSG91] se espera
que la componente mate sea casi constante y con comportamiento isotrópico. La
BRDF combina la parte especular y mate de la siguente manera:

fr(u,v) = F (θu) + k Rm f(θu) f(θv),

donde k es la constante necesaria para la restricción de la conservación de la eneŕıa,
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Rm es el coeficiente de reflectancia mate que se le indica como parámetro al modelo y
el valor f(θ) es aproximado como:

f(θ) ∝ (1 − (1− cos(θ))5).

Resolviendo las restricciones, conocemos el valor de k

k =
21

20π (1−R0)
,

donde R0 es un parámetro de entrada que vaŕıa entre 0.03 y 0.06, por lo que, la
expresión completa de la BRDF coupled es la siguiente:

fr(u,v) = [R0 + (1− cos(θu))5 (1−R0)] fr,s(u,v) +

k Rm [1− (1− cos(θu))5][1− (1− cos(θv))5].

Figura 3.20: La BRDF coupled instance se visualiza según
sus parámetros, desde nuestro editor GLSL de
BRDFs .

La definición de esta BRDF es bastante simple, ya que tomamos R0 como constante:

ShirleyBRDF ::=

brdf coupled Rm =valor

Tabla 3.16: Notación en GRF para ShirleyBRDF
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3.22. Ashikhmin-Shirley (2000)

Ashikhmin y Shirley [AS00a] proponen un modelo anisotrópico de microfacets que
busca destacar con respecto a otras BRDFs por la sencillez de sus parámetros, la
eficiencia de cálculo y el hecho de disponer de un método de muestreo apto para
algoritmos basados en Monte-Carlo.

Consiguen su objetivo mediante el uso de dos parámetros que controlan la función
de distribución de los vectores h de los microfacets : ex proporciona un exponente que
orienta h a lo largo del eje X de una elipse, ey hace lo mismo para la orientación en el
eje Y (puede verse más claro en la figura 3.21). El exponente e se calcula encontrando
el radio de la elipse dado el ángulo φ de orientación. La expresión de la distribución
empleada es la siguiente:

D(h) =
√

(ex + 1) (ey + 1) (h · n)ex cos2(φh) + ey sin2(φh).

ex
!

ye

Y

X

Figura 3.21: Se debe entender los exponentes ex y ey como
la longitud de los ejes que forman una elipse que
presenta la orientación deseada.

Mediante relaciones trigonométricas entre los ángulos, podemos realizar la siguiente
simplificación en el exponente que aparece en D(h) siendo h = (xh, yh, zh).

cos2(φ) =
x2

h

1 − z2
h

,

sin2(φ) =
y2
h

1 − z2
h

,

Una publicación posterior de Ashikhmin [AS00b] se centra en la descripción de
la BRDF en śı. Se basa en un modelo difuso recubierto de una capa especular, que
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permite reproducir los efectos visuales de las superficies pulidas como una mesa de
madera barnizada. En éstas superficies, la visión desde la dirección normal de la
superficie muestra con todo detalle las caracteŕısticas de la madera (comportamiento
difuso), mientras que si observamos el mismo punto desde el horizonte, comprobaremos
que la superficie es altamente especular y ya no podŕıamos distinguir los detalles
anteriores. Este comportamiento queda descrito con las ecuaciones de Fresnel.

Difusa
Capa

Capa
Especular

Figura 3.22: En este trabajo la superficie se modela suponien-
do dos capas superpuestas, una especular y otra
más interna, difusa.

Cuando la luz incide cerca de la dirección normal, la mayor parte de la misma se
transmite hasta la capa difusa (dominando dicho término) y, si el ángulo incidente
es próximo a 90o, predomina la reflexión glossy o especular, como puede verse en la
figura 3.22. Este modelo se basa en la suma ponderada del término difuso y el glossy.
Intervienen la función de distribución D y el valor de la reflectancia de Fresnel F , en
su versión aproximada:

fr,s(u,v) =
D(h) F (θv)

8 π (h · u)max(cos(u), cos(v))
. (3.17)

Lo fundamental de este modelo es la consecución de un término difuso que obedece
la ley de reciprocidad y el principio de conservación de la enerǵıa:

fr,d(u,v) =
28ρd
23π

(1− ρs)

(
1−

(
1− cos(u)

2

)5
)(

1−
(

1− cos(v)

2

)5
)
. (3.18)

Finalmente, la función BRDF final es la suma de las componentes difusa y especular,
anteriormente vistas. Esto es: fr = fr,s + fr,d. Utilizando la notación del formato GRF
este modelo queda descrito como:
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AshikhminBRDF ::=
brdf ashikhmin ex =valor ey =valor

Rs =valor Rd =valor

Tabla 3.17: Notación en GRF para AshikhminBRDF

Figura 3.23: La BRDF ashikhmin se visualiza según sus
parámetros, desde nuestro editor GLSL de
BRDFs .

3.23. Granier-Hiedrich (2003)

El trabajo de Granier y Hiedrich [GH03] proporciona un modelo de reflexión de
la luz especialmente orientado a aquellos materiales, como los metales viejos, cuyo
aspecto les viene dado por una pequeña capa transparente exterior a la superficie.

Busca como uno de sus objetivos conseguir una expresión para la BRDF que sea
sencilla de evaluar y presente un número reducido de parámetros, idea similar a la de
otros trabajos como los de Ward, Schlick y Lafortune; sin embargo ninguno de estos
incluyen impĺıcitamente el valor λ. En esta ĺınea existen otras aportaciones como la
dada por Stam [Sta99] en la que se consigue el efecto de difracción que se observa en
superficies como las de un CD-ROM. Hirayama [HKYM01] simula el arco iris con un
modelo multicapa de peĺıculas finas, que maneja superficies lisas y rugosas al mismo
tiempo.

Granier y Hiedrich consiguen dos efectos basados en la longitud de onda:

1. Cambio de fase entre la luz, que es directamente reflejada, y la parte de ésta que
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atraviesa la capa. Interviene el parámetro que caracteriza el grosor de la superficie
de revestimiento. La expresión a considerar es:

P (u,v, λ) = π
η2(λ) d

λ
(−n · h).

2. El ı́ndice de reflexión, que depende de la longitud de onda, η(λ) y que puede
crear dispersión en el color (efecto producido en un prisma). Se representa por
un modelo de subcapas no paralelas, en donde la normal de la capa superior y la
correspondiente a la inferior no están alineadas.

Aunque el modelo es dependiente de la longitud de onda, se realiza una primera
aproximación para el modelo de color RGB (usando R = 645 nm, G = 525 nm, y B =
445 nm). Aśı mismo, se supone que la capa más externa η1 corresponde al medio vaćıo
(consultar tabla 2.1), y que η1 ≤ η2, por lo que siempre se produce transmisión.

La expresión de esta BRDF incluye componentes para la reflexión R y para la trans-
misión T correspondientes a las ecuaciones de Fresnel para dielécticos, vistas en la
sección 2.3.3:

fr(u,v, λ) = R(u,v, λ) + T (u,v, λ)

+ 2 cos( 2P (u,v, λ) )
√
R(u,v, λ) T (u,v, λ).

(3.19)

Se modela la reflexión mediante un lóbulo coseno ponderado por la cantidad de
enerǵıa que es reflejada directamente; igualmente podŕıa implementarse usando un
modelo difuso. El valor de reflectividad —término de Fresnel— se calcula utilizando
la aproximación de Schlick:

R(u,v, λ) = F (−u, λ) (v · n)n.

En este trabajo de Granier y Hiedrich [GH03] se combina la reflexión difusa y
la especular para crear un modelo completo de superficie estratificada y utiliza
aceleración por hardware mediante texturas. En el art́ıculo en cuestión se exponen
imágenes que presentan desviación entre las normales de cada capa (que dejan de ser
paralelas), cambios en el grosor de la misma y ambos efectos simultáneos.
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Métodos de estimación de la
radiancia

El núcleo principal de la śıntesis realista de imágenes consiste en determinar el
aspecto visual de una escena, dada la descripción de ésta, considerando los aspectos
f́ısicos del transporte de la luz en un medio vaćıo. La luz procedente de iluminarias
interacciona con los objetos presentes, dispersándose y siguiendo los procesos de trans-
misión, absorción y reflexión. El resultado de la simulación queda descrito mediante
funciones de radiancia o flujos radiantes, que son transportados de una superficie
a otra de la escena hasta que se alcanza la posición del observador, resumiendo los
resultados en forma de imagen estática. Existen distintas formas de resolver este
cálculo, algunas de las cuales las exponemos a continuación.

En primer lugar, podemos hablar de los algoritmos de radiosidad, que son aquellos
que resuelven un modelo difuso de la escena al utilizar métodos de discretización
o de elementos finitos, en los cuales se usa un operador de transporte discreto
para resolver el problema de la iluminación global ; fueron introducidos por Goral et
al. [GTGB84] en 1984, siendo durante mucho tiempo la ĺınea seguida por la mayoŕıa
de investigadores. Por otro lado, Kajiya en 1986 [Kaj86] proporcionó una solución más
general utilizando un algoritmo estocástico de trazado de rayos.

Posteriormente, todas las contribuciones, partiendo de una u otra ĺınea, han
ido evolucionando combinándose a su vez entre śı. En general, los algoritmos de
iluminación global pueden clasificarse en atendiendo a dos criterios: el qué se intenta
resolver y el cómo se soluciona.

En función de qué se intenta resolver, hay dos tipos de algoritmos:

Algoritmos basados en objetos. Intentan resolver el problema de forma indepen-

73
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diente a los parámetros de visualización (punto de vista, angulo de visión,
etc. ). Es el caso de los metodos de radiosidad, algoritmos jerárquicos y wave-
lets [GTGB84, CWH93, GSCH93, NNB97]. En un primer paso se calcula la
solución considerando interacciones difusas entre superficies, que han sido subdi-
vididas en parches donde la radiosidad es constante; luego se sintetiza la imagen.

Algoritmos basados en imagen. Toman los parámetros de visualización como su
núcleo central y calculan soluciones espećıficas para una imagen. Es el caso de
los métodos basados en trazado de rayos [Whi80, Mil84, WRC88, UPTdS92,
MWLT00]. En este caso la solución es parcial, ya que nada se calcula de las
partes no visibles de la escena.

Igualmente, en función de cómo se intenta resolver hay dos tipos de algoritmos:

Algoritmos determińısticos. Son aquellos basados en técnicas numéricas clásicas
para resolver integrales de varias dimensiones o grandes conjuntos de ecuaciones
lineales [GSCH93].

Algoritmos basados en Monte-Carlo. Utilizan técnicas estocásticas para resolver
integrales de alta dimensionalidad como las del problema de iluminación glo-
bal [SAWG91, Shi96]. Básicamente consisten en promediar los resultados ob-
tenidos de un conjunto elevado de muestras aleatorias. Cuantas más muestras
se empleen, mayor será la precisión de la solución final y menor será el ruido
intŕınseco —el error— que se aprecia en las imágenes. Además del número de
muestras, existen varias optimizaciones para acelerar la convergencia a la solu-
ción y disminuir el error. Debido a su simplicidad los métodos de Monte-Carlo
son ampliamente utilizados [UT93, UTR+97, Ure98, JC95] y se combinan a la
perfección con los otros algoritmos comentados.

4.1. El cálculo de la radiancia reflejada

La radiancia —como hemos visto en la sección 2.1.3— es la medida de enerǵıa
calculada para la śıntesis realista de imágenes. Un sistema de śıntesis de imáge-
nes basado en rayos tratará de calcular el valor de radiancia que transporta el
rayo —con origen en las fuentes de luz o en la cámara— por toda la escena, y
que sufre modificaciones al interaccionar con los objetos de la misma. Finalmente el
color en el ṕıxel es la radiancia media que transportan los rayos que pasan a través de él.

Las ecuaciones integrales que describen el transporte de la luz no suelen tener
soluciones anaĺıticas, por lo que se emplean métodos numéricos, como la regla del
trapecio, la cuadratura gausiana, etc. que funcionan bien en integrales de bajas
dimensiones —la complejidad es O(N−d/2) con d la dimensión y N el número de
evaluaciones del integrando—. Los métodos de Monte-Carlo presentan una mejor
ratio de convergencia y, además, ésta es independiente del número de dimensiones
del dominio de integración; utiliza números aleatorios para evaluar la integral, dando
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el resultado deseado en media, lo que significa que si se emplean otras secuencias
de números aleatorios el resultado será distinto, pero en media es el valor de la integral.

Fijémonos en el caso de la integral 2.10 para el cálculo de la radiancia reflejada. Los
métodos básicos de Monte-Carlo hacen posible estimar la radiancia reflejada simple-
mente escogiendo un conjunto de direcciones v en la semiesfera, para posteriormente
calcular radiancia en esas direcciones. El estimador es de la forma:

FN =
1

N

N∑ fr(u,vi) Li(vi) cos(vi)dσ(vi)

p(vi)
. (4.1)

El principal inconveniente de Monte-Carlo es que para N muestras en el estimador,
el algoritmo converge al resultado en O(N−1/2), lo que significa que para disminuir
el error a la mitad son necesarias 4N muestras. En términos de trazado de rayos,
cada muestra implica trazar más de un rayo (rayos primarios, secundarios y rayos de
sombra) y supone un alto costo computacional. En la imagen resultante el error de
Monte-Carlo aparere visible como ruido —ṕıxeles aleatoriamente más brillantes o más
oscuros—. Debido a esto, las investigaciones se centran en desarrollar técnicas que
reduzcan el error, minimizando el número de muestras necesarias.

En las secciones siguientes comentamos brevemente en qué consisten los métodos
de Monte-Carlo empleados en este trabajo, introduciendo, a su vez, las medidas
probabiĺısticas necesarias.

4.2. Monte-Carlo para la resolución de integrales

4.2.1. Teoŕıa de las probabilidades

La teoŕıa de las probabilidades estudia los métodos de análisis que son comunes en
el tratamiento de los fenómenos aleatorios, cualquiera que sea el area en que éstos se
presenten. Se representan los resultados de un experimento aleatorio —a los que se
le asocia una familia de sucesos— por un par (S2,Ω), donde S2 representa el suceso
seguro y Ω es una clase de subconjuntos de S2.

El espacio muestral S2, con la clase Ω, nos da una estructura en la que es posible
establecer una probabilidad, definida como una aplicación de la siguiente forma:

s ∈ Ω −→ P (s) ∈ R.

Entendemos por variable aleatoria X toda función definida sobre el espacio S2, en
el campo de los números reales. Se trata de un valor escogido mediante algún proceso
aleatorio. Aplicar una función f a una variable aleatoria (en adelante v.a.) nos da otra
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v.a. Y = f(X). Revisaremos a continuación los siguientes conceptos:

Medida de probabilidad. Consideraremos en este trabajo familias de medidas de
probabilidad, notadas por P , de forma que para cualquier vector u ∈ Ω tenemos
Pu en S2 que cumple la siguiente propiedad:

Pu(Ω) = 1.

Se asume que la semiesfera negativa presenta probabilidad 0 y, en consecuencia,
el resultado seguro es Ω.

Función de distribución acumulada (CDF) FX de una variable aleatoria:

FX(x) = Pr [X 6 x] .

De la definición se deduce que FX(+∞) = 1 y FX(−∞) = 0. Además:

Prob[a < X 6 b] = FX(b) − FX(a).

Esta función clasifica las variables aleatorias en discretas, cuando FX(x) es
escalonada —constante salvo un conjunto de puntos donde tiene saltos o
discontinuidades—, o continuas, cuando la función de distribución toma un con-
junto continuo de valores. Tomemos como ejemplo el hecho de que en iluminación
se puede muestrear aleatoriamente una fuente de luz, seleccionando puntos alea-
torios xi en su área. Si se toma como probabilidad la potencia de una fuente
lumı́nica, con respecto a la potencia de todas ellas, entonces:

Prob(x ∈ Li) =
Φi∑M
j=0 Φj

,

donde Li es al área de la fuente, y Φi la enerǵıa total emitida por la fuente.
Se debe cumplir que

∑M
i=0 Prob(x ∈ Li) = 1.

Función de densidad de probabilidad (PDF) o función de densidad p(x). Bajo
un conjunto adecuado de condiciones —que no entraremos a considerar aqúı—
la función de distribución de una variable aleatoria continua es derivable, siendo
su derivada:

p(x) =
dFX(x)

dx
,

FX(x) =

∫ x

−∞
p(t) d(t).

Describe la probabilidad relativa de una variable aleatoria para tomar un valor
particular. Es similar a ver que esta función representa el ĺımite de la probabilidad
media en un intervalo cuya longitud es cada vez menor:

Prob(X ∈ [a, b]) =

∫ b

a

p(x) d(x).
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Una función de densidad debe ser siempre positiva e integrable en la unidad en
su dominio.

En principio el dominio de una v.a. puede se discreto o continuo, siendo este último el
más frecuente. Existe una v.a. continua que es particularmente común; se denomina v.a
canónica y toma valores con igual probabilidad en el dominio [0, 1] . Es de importancia,
puesto que es computacionalmente muy fácil generar una variable con esta distribución
y porque se usa como punto de partida para muestrear con otras distribuciones. Cuando
se genera una valor aleatorio x, siguiendo una distribución concreta, se expresa como
x ∼ p. Utilizaremos ξ para denotar un valor aleatorio uniformemente distribuido,
generado como ξ ∼ U .

4.2.2. Caracterización estad́ıstica de una distribución aleatoria

El valor esperado E[f ] del estimador de la función f se define como el valor medio
de la función sobre una distribución de valores p en el dominio D:

E[f ] =

∫
D

f(x) p(x) d(x).

La varianza del estimador es la desviación esperada de la función con respecto a su
media. Su expresión es la siguiente:

V [f ] = E[(f − E[f ])2].

La media y la varianza presentan las siguientes propiedades:

E[a f ] = a E[f ],

E
[∑

f
]

=
∑

E [f ] ,

V [a f ] = a2 V [f ]∑
V [f ] = V

[∑
f
]
si v.a. independientes.

Haciendo uso de las propiedades anteriores es posible dar una expresión más eficiente
en cálculo de la varianza:

V [f ] = E[f 2] − E[f ]2.

La varianza, o momento central de segundo orden, proporciona una forma precisa
de cuantificar el error en los métodos de Monte-Carlo. A la ráız cuadrada de este
momento se le conoce con el nombre de desviación t́ıpica (σ). En la literatura de
Monte-Carlo es común encontrar la varianza notada la como σ2.
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CAṔITULO 4. Métodos de estimación de la radiancia

4.2.3. Integración por Monte-Carlo

Considerese una integral de la forma:

I =

∫
D

f(x) dµ(x),

donde D es el dominio de integración y µ una unidad de medida definida en el mismo.
Las integrales de este tipo se aproximan usando métodos numéricos de cuadratura,
consistentes en una suma de la forma:

Î =
N∑
i=1

wi f(xi).

Las muestras xi siguen una distribución aleatoria uniforme conocida. Sin embargo,
este tipo de muestreo puede perder detalles de la función que aproxima si ésta no es
uniforme. Es necesario muestrear de forma inteligente y generar valores aleatorios (o
sampling) que cubran el espacio que define el integrando, lo que se consigue aportando
una la función de densidad de probabilidad.

Aśı, al muestrear una serie de N variables aleatorias iguales e independientes,
X1, . . . , XN y siguiendo una función de densidad p concreta, obtenemos el siguiente
estimador :

FN ≡ FN(X1, . . . , XN) =
1

N

N∑
i=1

f(Xi)

p(Xi)
.

Cada valor particular de FN se denomina estimado. Es fácil probar que el estimador
FN da en media un resultado correcto:

E[FN ]
def
= E

[
1

N

N∑
i=1

f(Xi)

p(Xi)

]

=
1

N

N∑
i=1

∫
D

f(x)

p(x)
p(x) dµ(x)

=

∫
D

f(x) dµ(x)

= I.

Para simplificar la notación llamamos Yi = f(Xi)/p(Xi), Y = Y1 y calculamos su
varianza como:

V [Y ]
def
= E[Y 2]− E[Y ]2 =

∫
D

f(x)

p(x)
dµ(x) − I2,
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4.2. Monte-Carlo para la resolución de integrales

V [FN ] = V

[
1

N

N∑
i=1

Yi

]
=

1

N2
V

[
N∑
i=1

Yi

]
=

1

N2

N∑
i=0

V [Yi] =
1

N
V [Y ].

Con un desarrollo similar, el estimado de la desviación t́ıpica es:

σ[FN ] =
1√
N
σ[Y ].

Por lo demás, la integración por Monte-Carlo es bastante simple —muestrear y
evaluar— y es sabido que posee una convergencia a la solución O(N−1/2), luego
cuantas más muestras se utilicen, más lenta será la obtención de la solución, pero
estaremos más cerca de obtener su valor real. Este razonamiento es conocido como ley
de los números largos y puede expresarse de la siguiente manera:

Prob

{
ĺım
N→∞

1

N

N∑
i=1

Yi = E[Y ]

}
= 1.

Aśı mismo, el error en la aproximación dependerá de si el estimador es sesgado o
no. Siguiendo la notación de Veach [Vea97], sea Q el estimado, la cantidad FN −Q es
el error y su valor estimado β[FN ], el sesgo.

β[FN ] = E[FN − Q].

4.2.4. Estimadores de Monte-Carlo

Un estimador es no sesgado cuando independientemente del número de muestras
se cumple que E[FN ] = Q, y por tanto el error es, β[FN ] = 0. De la misma forma se
dice que un estimador es consistente si el error tiende a 0 con probabilidad 1 cuando
aumenta el número de muestras.

Por lo general para medir la bondad del estimador, su eficiencia ε, se utiliza la
varianza V y el tiempo necesario para evaluarlo T :

ε[FN ] =
1

V [FN ]T [FN ]
. (4.2)

El caso ideal es aquel que hace nula la varianza y existen numerosas técnicas que
se han desarrollado con el objetivo principal de disminuir este valor. Una de ellas se
conoce como importance sampling y se comenta en el apartado 4.4.4.

4.2.5. El error en los métodos de Monte-Carlo

Los métodos de Monte-Carlo son métodos de muestreo, por lo que tienen asociados
errores de muestreo. El hecho de que el estimado no sea igual a su valor esperado
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—suponiendo que el estimador es no sesgado— no es un “error”o “fallo”, es sólo un
resultado de la varianza de los datos aleatorios con los que se trabaja. La variabilidad
de los resultados aleatorios resulta en el error experimental [Gen03] como en cual-
quier otro tipo de experimento cient́ıfico en las que se reconoce el componente aleatorio.

En cualquier problema de estimación estad́ıstica es necesario proporcionar una cota
probabiĺıstica del error producido. Para ello se debe dar el estimado de la varianza,
aśı como el valor la desviación t́ıpica.

4.3. Muestreo según una función de densidad

En este apartado vamos a ver cómo podemos conseguir generar una muestra
aleatoria siguendo una función de densidad particular p(x), partiendo de valores
aleatorios distribuidos de forma uniforme.

4.3.1. Método de inversión

Este método consigue mapear una variable aleatoria uniforme en la distribución
deseada. Lawrence [LRR05] aplica este tipo de muestreo a los datos de reflectancia
tabulados para una BRDF adquirida, consiguiendo un alto ratio de compresión en
el tamaño final de los datos necesarios en el muestreo. Primeramente es necesario
disponer de la función de distribución o CDF, que en el caso continuo es la integral
de la densidad. Tomamos ξ y lo usamos como altura para seleccionar un valor de la
función de distribución acumulada FX (figura 4.1 izquierda). El valor deseado se obtiene
evaluando la inversa de la CDF para el valor de ξ. Para ello se siguen los siguientes
pasos:

Inversion (p: [0,1] −→ R con
∫ 1

0
p = 1) → R

FX = función de distribución acumulada a partir de p
F−1
X = calcular la inversa de la CDF

Generar ξ ∼ uniforme [0,1]
Calcular x = F−1

X (ξ)
return x

Algorithm 1: pseudocódigo Inversion

4.3.2. Método de muestreo por rechazo

Cuando no podemos obtener —o es muy costoso— la CDF invertida, integrando
anaĺıticamente, podemos hacer uso de la técnica conocida como rejection sam-
pling [Gen03]. Nuestra función objetivo f(x) corresponde a la densidad con la que
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A

R
1

x
0

u

Figura 4.1: Izquierda: valor aleatorio x generado con el

método de inversión. Derecha: Áreas de recha-
zo/aceptación de la muestra en muestreo por re-
chazo.

deseamos generar x. Esta función cubre un área A de aceptación y conocemos de ella
una cota superior f(x) ≤ cg(x). La función g(x) es conocida como hat function y es
fácil de muestrear. El área entre g y f corresponde a la zona de rechazo R como puede
verse en la figura 4.1 (derecha).

Este método es bastante simple y funciona sea cual sea la dimensionalidad. Se
genera un valor ξ uniforme en [0,1] y un valor x ∼ g(x) también en [0,1]. Si el punto
(x, ξ c g(x)) cae por debajo de f(x) la muestra se acepta; de lo contrario se rechaza
y el proceso se vuelve a repetir (ver algoritmo 2). La eficiencia de este método va a
depender de lo ajustada que esté la función cota.

Rechazo ( ) → R
while ∞ do begin

Generar x ∼ g
Generar ξ ∼ uniforme [0,1]
if ξ ≤ f(x)/(c g(x)) then

return x
end

Algorithm 2: pseudocódigo Rechazo

Pongamos el caso de la integración de una función definida en el disco de radio
unidad D2 circunscrito en un cuadrado con dominio [0, 1] × [0, 1] y que se muestra a
continuación en la figura 4.2. El porcentaje esperado de rechazos viene dado por el
área del ćırculo con respecto a la del cuadrado, esto es (1 − π

4
) = 21, 5 %. Esta técnica

es bastante simple como puede apreciarse en los pseudocódigos 2 y 3 que acompañan
a este texto.
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A

(!1,!1)

(1,1)

R

Figura 4.2: Dominio de muestreo D2 correspondiente a un
disco de radio unidad circunscrito en un cuadrado
[0, 1]× [0, 1].

RechazoDisco ( ) → [0,1]2

do begin
Generar ξ1 y ξ2 ambos uniformes en [0,1]
Generar sx = 1 - 2 * ξ1

Generar sy = 1 - 2 * ξ2

while (sx ∗ sx+ sy ∗ sy > 1)
return (sx, sy)

Algorithm 3: pseudocódigo RechazoDisco

4.3.3. Método de Metrópolis

Una tercera técnica de muestreo general, también conocida como Markov chain Mon-
te Carlo [Vea97], presenta como principal ventaja que la función de densidad no debe
estar normalizada. Además la PDF puede ser multidimensional. Sin embargo, ocurre
que las muestras generadas no son independientes y están altamente correlacionadas 1 .

En 1953, Metropolis y Rosenbluth [MRR+53] introdujeron un algoritmo para ma-
nejar problemas de muestreo en f́ısica computacional relacionados con las propiedades
de materiales ĺıquidos, que ha sido utilizado con posterioridad en varias áreas de la
f́ısica y la qúımica.

Se tiene un espacio de estados Ω, una función de densidad objetivo p : Ω → R+ y
un estado inicial w0 ∈ Ω. El objetivo consiste en generar una secuencia w0,w1, . . . o
random walk de forma que wi está distribuido eventualmente proporcional a p, inde-
pendientemente del estado incial. Cada muestra wi es obtenida haciendo un cambio
aleatorio al estado wi−1. Dicho cambio se acepta o rechaza según la probabilidad a(x, y).
El esquema de este procedimiento de aceptación-rechazo aparece en el algoritmo 4 sien-
do K, el núcleo de transición de un estado a otro y que cumple:

1 La correlación es el grado de asociación entre las variables que nos indicará en qué medida la
expresión encontrada explica una variable en función de la otra.
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∫
Ω

K(x→ y) dµ(y) = 1 para todo x ∈ Ω.

Metropolis ( ) →
Inicializar w0 e i=1
do begin

Generar el valor tentativo w∗ según la probabilidad K(wi−1,w
∗)

Generar ξ uniforme en [0,1]
if u ≤ a(wi−1,w∗) then

wi = w∗

else
wi = wi−1

i++
end

Algorithm 4: pseudocódigo Metropolis

La probabilidad de aceptar o rechazar un valor propuesto se evalua como:

a(x,y) = min

[
p(y)K(y,x)

p(x)K(x,y)
, 1

]

4.4. Técnicas de reducción de la varianza

La eficiencia de un estimador de Monte-Carlo se ve afectado por el valor de la
varianza. En la literatura se encuentran métodos que relacionan con más probabilidad
aquellos caminos aleatorios que contribuyen más al estimador. Comentamos a conti-
nuación las técnicas más significativas.

4.4.1. Ruleta rusa

Utilizando la russian roulette estamos aumentando la posibilidad de que cada
muestra tenga una contribución significativa al resultado, y ahorramos de esta manera
el costo de muestrear y calcular para hacer contribuciones pequeñas.

Fijémonos en el caso del estimador de la integral de la radiancia reflejada de la
ecuación 4.1. Para cada término de la suma se lanza un rayo secundario con el fin
de testear la visibilidad de la fuente de luz desde el punto p. Podemos ver que si el
valor de fr es 0 o muy bajo, o bien, el vector de dirección muestreo v cae cerca del
horizonte, entonces la muestra no contribuye mucho a la integral. En este último caso
no es necesario lanzar ningún rayo secundario. Todo esto es posible sin influir en el
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valor medio del estimador, pues no introduce sesgo.

Para aplicar esta técnica necesitamos una probabilidad de terminación q entre 0 y
1, que determine cuando el integrando no es evaluado para una muestra concreta, y
en su lugar se utiliza como contribución un valor constante c —puede ser cero—. Con
probabilidad 1−q el integrando es evaluado, pero su valor se ponderará por el factor 1

1−q
que efectivamente considera las muestras que han sido ignoradas. El nuevo estimador
es:

F ′N =

{ FN − qc
1− q si ξ > q,

c en otro caso.

El valor esperado de este estimador es igual al del original:

E[F ′N ] = (1 − q)

(
E[FN ] − qc

1 − q

)
+ qc = E[FN ].

Esta técnica no llega a reducir la varianza —incluso puede llegar a aumentarla—;
sin embargo, mejora la eficiencia al reducir el esfuerzo de cálculo.

4.4.2. Ruleta rusa optimizada

En su tesis Eric Veach [Vea97] presenta una optimización al método de la ruleta
rusa, y lo aplica el algoritmo de path-tracing bidireccional. Con él, consigue que se
reduzca el esfuerzo en la evaluación de muestras que contribuyen poco al estimador
FN , al tiempo que maximiza la eficiencia de éste (definida en la ecuación 4.2) . Tras
estudiar el efecto que tiene la función de probabilidad q sobre la varianza y el costo
de FN proporciona una heuŕıstica a seguir basada en un análisis matemático del valor
óptimo de q.

Se tiene un estimador FN , que se muestrea en varias ocasiones. Se decide si se evalua
cada muestra o se para, dependiendo de un valor umbral δ. Esta técnica permite
considerar la varianza media σ2

0 y el número de rebotes de cada rayo n0. El umbral
para parar se calcula y actualiza con cada muestra de la siguiente forma:

δ =

√
σ2

0

n0

Y aplicando este umbral a todas las contribuciones individuales t obtenemos la siguiente
probabilidad modificada:

q = min(1, t/δ)

84 R. Montes



4.4. Técnicas de reducción de la varianza

4.4.3. Muestreo por estratificación

Existe una forma de muestreo que coloca adecuadamente las muestras para que
haya menos posibilidad de perder detalles importantes de la función considerada. Con
esta técnica subdividimos el dominio de integración D en M regiones no solapadas
Λ1, . . . ,ΛM llamadas estratos, de forma que cubren el dominio original:

∪Mi=1 Λi = D.

Se tomarán ni muestras en cada Λi siguiendo la función de densidad pi, con
∫

Λi
= 1.

En el caso particular del muestreo del área de un pixel, éste se puede subdividir
utilizando una cuadricula de k × k y luego tomar una muestra en cada celda. El
resultado obtenido de esta forma, seŕıa mejor que tomar k2 muestras aleatorias, ya
que se disminuye la varianza [Vea97].

Dentro de una region o stratum tenemos el siguiente estimador:

Fi =
1

ni

ni∑
j=1

f(Xij)

pi(Xij)
,

donde Xij es la j-ésima muestra obtenida de la funcion de densidad pi. El estimador
final correspondiente es:

FN =
n∑
i=1

vi Fi,

siendo vi la fraccion de volumen del estrato i (vi ∈ [0, 1]). En promedio se tiene:

µi = E [f(Xij)] =
1

vi

∫
Λi

f(x) d(x),

y calculamos la varianza en este estrato como:

σ2
i =

1

vi

∫
Λi

(f(x)− µi)2 d(x).

Si en lugar de usar una muestra empleamos ni la varianza se convierte en σ2
i /ni. Por

ello la varianza del estimador final tiene la siguiente expresion:

V [FN ] = V
[∑

vi Fi

]
=
∑

v2
i V [Fi] =

v2
i σ

2
i

ni
.

En el caso de que ni fuese proporcional a vi podŕıamos considerar la varianza como:

V [FN ] =
1

N

∑
vi σ

2
i .
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Con esto estamos diciendo que escoger una muestra no estratificada es equivalente
a seleccionar un estrato aleatorio, muestrear según una función de densidad definida
por su volumen y seleccionar un valor aleatorio dentro del estrato.

En el caso de múltiples dimensiones (con d el número de dimensiones) es posible
estratificar una de las dimensiones (la que presente mayor correlación) y asociar alea-
toriamente muestras del resto. Otra solución consiste en utilizar la técnica conocida
como N-Rooks sampling [Shi96] o Latin hypercube sampling para generar un número
de muestras independientemente de las dimensiones. Para un total de N muestras, este
método subdivide el dominio [0, 1]d en N subintervalos para cada dimensión y se asegu-
ra de que una muestra caerá en cada subintervalo al aplicar s permutaciones π1, . . . , πs
de 1, . . . , N . Finalmente, la posición de cada muestra es:

Xj
i =

πj(i) − ξi,j
N

.

En cualquier caso, ninguna de las estrategias utilizadas (véase figura 4.3) será peor
—es decir, con mayor varianza— que un muestreo aleatorio.

UniformeAleatorio Estratificado Multiple!estratificado

Figura 4.3: Distintas estrategias de muestreo para el dominio
[0, 1]× [0, 1].

4.4.4. Muestreo por importancias

La técnica de muestreo por importancias (IS o Importance Sampling) utiliza una
función de densidad p proporcional al integrando f . En el caso ideal p(x) = c f(x),
la constante de proporcionalidad c es:

c =
1∫

D
f(x) dµ(x)

.

Este caso es ideal, puesto que consigue hacer nula la varianza del estimador F , ya
que para todos los puntos X generados en el muestreo se tiene:

F =
f(X)

p(X)
=

1

c
=

∫
D

f(x) dµ(x).
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Sin embargo, el cálculo de c implica conocer el valor de la integral que de
por śı es desconocida. La reducción de la varianza se consigue aproximando f ,
mediante una función g similar. Es de vital importancia encontrar la densidad que
mejor ajuste a f , ya que de lo contrario podŕıamos aumentar la varianza del estimador.

Cuando el integrando es producto de más de una función —es del tipo
f(x) = f1(x) f2(x)—, encontrar una PDF que sea similar al producto puede ser
muy dif́ıcil o quizas imposible. Sin embargo, se conseguiŕıa mejorar la varianza con
sólo tener la densidad cercada a uno de sus factores (g = f1, g = f2), intentando que
la PDF p ∝ g sea además fácil de muestrear con alguna de las técnicas ya comentadas
en el apartado 4.3.

Volvamos al caso del estimador de la radiancia saliente (Eq. 4.1). Si generamos
aleatoriamente una dirección de salida perpendicular a la normal no nos compensa
evaluar la BRDF o estimar la radiancia incidente, puesto que será ponderado por el
coseno y es 0. Podemos muestrear en S2 o en Ω disminuyendo la posibilidad de escoger
direcciones en el ecuador de éstos, o mejor intentar aproximar algunos de los factores
del integrando, como la BRDF o la radiancia incidente.

En Informática Gráfica se utiliza IS como técnica para muestrear funciones que
no son uniformes; es el caso de la BRDF (p ∝ fr), que suele presentar picos en la
dirección especular, lo que implica valores muy altos en pequeñas partes del dominio
y muy bajos en el resto. En el caṕıtulo 6 (más concretamente en la pgágina 127
apartado 6.2.1) se explica una técnica para subdividir de forma adaptativa el dominio
del integrando, aislar estas irregularidades y muestrear mejor estas caracteŕısticas.

4.4.5. Muestreo por importancias múltiple

Considérese el siguente tipo de integral:

I =

∫
D

f(x) g(x) d(x).

Seŕıa dif́ıcil encontrar una función de densidad proporcional a f(x) g(x), pero
sabemos cómo muestrear f(x) y g(x). Es posible combinar estrategias de muestreo
cuando nos resultan más fáciles de realizar por separado que de forma conjunta, puesto
que la varianza es aditiva; muestrear primero con una, luego con otra y promediar,
podŕıa dar muy malos resultados.

El MIS o multiple importance sampling [Vea97] proporciona un método para pon-
derar las muestras de cada técnica, eliminando las variaciones grandes que se puedan
producir entre el integrando y la densidad de muestreo, resultantes en divisiones con
valores muy pequeños o muy altos. Se toman nf muestras x1 . . . xnf siguiendo pf y ng
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muestras y1 . . . yng según pg, para obtener el siguiente estimador:

FMIS =
1

nf + ng

(
nf∑
i

f(xi)g(xi)wf (xi)

pf (xi)
+

ng∑
j

f(xj)g(xj)wg(xj)

pg(xj)

)
,

donde wf y wg son funciones peso escogidas de forma que el valor esperado del
estimador sea la integral. Hay varias heuŕısticas para estas funciones; una buena
elección es la de balanceado:

ws(x) =
ns ps(x)∑
i ni pi(x)

.

Otra función de peso, conocida como power heuristic, es la que sigue:

ws(x) =
(ns ps(x))β∑
i( ni pi(x))β

con β = 2.

Pensemos ahora en el caso cuado pf es pequeña y, puesto que se ajusta bien a f , f
también será pequeña. Puede aparecer un problema cuando g es grande y evaluamos
f(x)g(x)
pf (x)

. Sin embargo, podemos ver por la contribución de un estimado x:

f(x) g(x) wf (x)

pf (x)
=

f(x) g(x) nf pf (x)

pf (x) (nfpf (x) + ngpg(x))
=

f(x) g(x) nf
nfpf (x) + ngpg(x)

,

que el denominador no seŕıa demasiado pequeño gracias al término ng pg(x), eli-
minándose este problema.

4.4.6. Remuestreo por importancias - SIR Algorithm

En el libro de Tannen [Tan96] se explica el metodo no iterativo SIR Sampling
Importance Resampling desarrollado por Rubin en 1987. Esta técnica posibilita suplir
datos incompletos de una población con el objetivo de poder usar métodos estándar
para conjuntos completos de datos. En este contexto la fracción de datos no disponibles
N es pequeño.

Para conseguir datos que se distribuyan aproximadamente según una función
objetivo p se requiere una segunda distribución q mucho más fácil de muestrear
y evaluar. Sobre esta última se realizará un muestreo por reemplazo en el cual
un elemento puede ser seleccionado más de una vez en la muestra: se extrae
un elemento de la población se observa y se devuelve a la población, por lo que de
esta forma se pueden hacer infinitas extracciones de la población aun siendo esta finita.
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1. Se generan M valores xi ∼ q.

2. Se calculan los pesos wj.

3. De los anteriores, se generan por reemplazo N < M valores y1, . . . , ym. La pro-
babilidad de que un xi sobreviva es proporcional a su peso.

Aśı pues, si se elige como peso w(xj) = p(xj)/q(xj), el remuestreo tomará valores
propuestos por q y los filtrará para que se distribuyan aproximadamente respecto a p.
Conforme M/N →∞ los puntos yj se distribuyen conforme p.

Se considera una buena elección una proporción M = 20 ·N .

4.4.7. Muestreo por importancias ponderado

La técnica conocida como Weighted Importance Sampling (WIS) modifica el estima-
dor por importancias de Monte-Carlo en otro equivalente con menos variancia. Para
ello, se emplea una segunda distribución de densidad.

IWIS =

1
N

∑N
i=1

f(xi)
p(xi)

1
N

∑N
i=1

g(xi)
p(xi)

Sea g la distribución objetivo, las muestras xi serán generadas con una distribución
p. Al tiempo se calculan unos pesos que actuarán como factor de corrección que
compensan el hecho de no usar g. Esta función tiene como caracteŕıstica que se ajusta
mejor al integrando f que la distribución p. Por contra debe estar normalizada y por
lo general es un requerimiento dif́ıcil de conseguir eficientemente. Puesto que g no se
utiliza directamente para el muestreo, disponemos de una mayor libertad para elegir
una distribución p eficiente. Este estimador es consistente, aunque adolece de sesgo.

En Iluminación Global, Bekaert [BSW00] utilizó esta técnica en un sistema de ra-
diosidad basado en Monte-Carlo.

4.4.8. Muestreo por importancias estructurado

Agarwal [ARBJ03] introducen una técnica para el muestreo eficiente de environment
maps mediante una estratificación jerárquica y automática de la imagen, que incluye
además, la función de visibilidad V . Ellos estiman la siguiente integral de irradiancia:

E(x) =

∫
Ω

Li(v)V (x,v) cos(v) dσ(v)

Si la iluminación es conocida (el mapa de imagen) es interesante aplicar un
preproceso que no sea demasiado costoso al EM y posteriormente aplicar muestreo
por importancias sólo en la función de visibilidad. Para mejorar lo segundo también
se dispone de una métrica propia de muestreo que gúıa la fase de estratificación
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del mapa, asignando un número de muestras distinto en cada estrato. Cada estrato,
preintegra la iluminación y permite aproximar el EM como un conjunto discreto de
fuentes de luz direccionales.

Sabiendo que la función de visibilidad se comporta con una cierta coherencia —la
varianza se espera alta cuando σ es grande y pequeña cuando el ángulo sólido aśı lo
sea— se define la siguiente función de correlación:

α(θ) = Prob (V (x,w1) = V (x,w2) | ‖ w1 −w2 ‖= θ)

La correlación α es la probabilidad, basada en el ángulo θ, de que la función de
visibilidad sea la misma en dos vectores separados por un ángulo θ. Los puntos
cercanos resultan con valores similares de probabilidad. Al aumentar la distancia, los
valores decaen exponencialmente. Aśı pues, la media que se emplea es α̂(θ) = e−θ/T ,
siendo T el ángulo de correlación.

Basándonos en el anterior análisis de la visibilidad se obtiene la métrica Γ para la
distribución de puntos en el dominio del integrando. Depende de un ángulo sólido ∆σ
y de L, la iluminación neta de todo el EM.

Γ(L,∆σ) = La ∆σb

Los parámetros a y b distribuyen los puntos según una medida de área (a = 1,
b = 0), o bien, el ángulo sólido (con a = 0, b = 1). Se recomiendan los valores a = 1 y
b = 1/4 [ARBJ03], de esta forma se consigue reducir el número de muestras en fuentes
de luz pequeñas.

Esta medida se utiliza en la estratificación en dos fases del environment map. En la
primera, se detectan regiones como niveles dentro de una jerarqúıa. Aquellos puntos
que comparten valores similares de intensidad se agrupan. Entonces a cada región j le
serán asignados Nj = N · Γj

Γ4π
muestras, donde N el el número total de puntos y Γ4π

es la medida asociada al área completa del EM.

En una segunda fase, las regiones se compactan en estratos minimizando las
distancias entre los centros y un punto arbitrario interno a ella. Esto se consigue
utilizando un método estándar de clustering. Combinar una serie de ṕıxeles en un
estrato aproxima una única fuente de luz direccional localizada en el centro del estrato.
Introduce sesgo por ignorar la variación de la BRDF y la orientación de la supercifie
pero, por contra, permite usar EMs sin necesidad de modificar el sistema de śıntesis
que ya trabaje con fuentes de luces puntuales.

El muestreo por importancias es implementado considerando el environment map
como una función unidimensional, y los valores aleatorios como puntos en S2 que se
distribuyen con una probabilidad proporcional a la irradiancia.
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4.4.9. Muestreo por importancias bidireccional

Esta técnica presentada por Burke [BGH05] realiza un muestreo aproximado de
la BRDF por la radiancia incidente, no incluyendo el factor coseno. En concreto
lo aplican al caso de la integral de iluminación directa, por lo que la distribución
finalmente usada reduce el número de test de visibilidad necesarios para el cálculo de
la iluminación.

El muestreo de la radiancia incidente —representada mediante un environment
map— se puede expresar usando la integral del valor de intensidad del pixel, y
calculando la CDF. Posteriormente se usa la CDF invertida para obtener una muestra.
El muestreo de la BRDF se puede hacer mediante tablas [MPBM03] y un árbol de
probabilidad [MH97] o bien de forma anaĺıtica si la función dispone de un método
propio de muestreo.

El estimador del Bidirectional Importance Sampling muestrea ambas funciones de
forma conjunta, es decir, mezcla ambos estimadores. Esto puede considerarse una dife-
rencia con respecto a MIS, que considera en su lugar el producto de ambos estimadores.

L(u) =
1

N

N∑
j

fr(u,vj) cos(vj) Li(vj) V (vj)

p(vj)
' Lns

N

N∑
j

V (vj)

Siendo Lns la radiancia totalmente visible (no-shadow), o lo que es lo mismo, la
ecuación de iluminación directa omitiendo el test de visibilidad:

Lns =

∫
Ω

fr(u,v)cos(v)Li(v)dσ(v)

La probabilidad de cada muestra es el producto normalizado de ambas funciones:

p(v) =
fr(u,v)cos(v)Li(v)dσ(v∫

Ω
fr(u,v)cos(v)Li(v)dσ(v)

Tras el muestreo por importancias se aplica muestreo por rechazo. Con ello se
consigue descartar aquellos valors aleatorios para los cuales el producto de las dos
funciones no sea lo suficientemente alto para motivar el muestreo. Los autores [BGH05]
informan que en algunos casos esta técnica es demasiado costosa, dándose un 90 % de
rechazos. Para acotar el tiempo de ejecución se recomienda emplear SIR (visto en la
sección 4.4.6) en lugar de rejection sampling.

4.4.10. Remuestreo del muestreo por importancias

La técnica presentada por Talbot et al. [JTE05] (denomidada en adelante RIS
- Resampling Importance Sampling) combina el Importance Resampling (de la

Universidad de Granada 91
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sección 4.4.6) usado en estad́ıstica, con el muestreo por importancias. Se utiliza
para generar valores aleatorios proporcionales a una función de densidad g dif́ıcil de
muestrear directamente, cuando además ésta no está normalizada. Para ello se genera
un valor Y ∼ g a partir de M muestras originadas con una distribución sencilla p.
Cada uno de los valores xi ∼ p lleva asociado un peso wi = g(xi)/p(xi). Posteriormente
las muestras serán combinadas entre X e Y de forma similar a WIS, salvo por los
pesos. Es más sencillo pensar en RIS como una interpolación de densidades que
depende del valor de M tomado. Es caracteŕıstica de RIS el hecho de que la distri-
bución p es peor aproximación al estimando que g, aśı como que g no está normalizada.

Y ∼ p Y ∼ g
M = 1 M →∞

Los valores Y serán proporcionales a los pesos w1, . . . , wM que se utilizan, a su vez,
como factores de corrección por el hecho de que g no está normalizada.

El estimador RIS debe, para obtener N muestras yi, generar N ·M valores xij ∼ p.
En el caso de M = 1 estamos en el caso del estimador de Importance Sampling.

ÎRIS =
1

N

N∑
i

(
f(yi)

g(yi)

1

M

M∑
j

g(xij)

p(xij)

)
con N, M > 0

Es importante para el buen funcionamiento de este método el hecho de que g y
p sean fáciles de evaluar. Los autores proporcionan además una heuŕıstica para la
selección óptima de los valores de N y M .

4.4.11. Muestreo de funciones mediante Wavelets

Wavelet Importance Sample o WaIS [CJAMJ05] es una técnica de muestreo basada
en IS que genera valores proporcionales al producto de dos funciones que son represen-
tadas mediante wavelets. Basándose en trabajos anteriores que representan el producto
de funciones 2D, usando como base funciones Haar, se presenta la generalización del
producto para funciones N-dimensionales. Aśı, el producto G de dos funciones de N
dimensiones F y E —expresadas como wavelets— es el producto de los coeficientes de
ambas.

G = F · E ⇔
∑

Gi ψi =
(∑

Ej ψj

) (∑
Fk ψk

)
Siendo Gi, Ej, y Fk las funciones wavelets con base Haar y ψ los coeficientes de cada

una de las anteriores. El producto generalizado se obtiene como:

Gi =
∑
j

∑
k

Cijk EjFk
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donde

Cijk =

∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
n

ψi(x) ψj(x) ψk(x) dx

En este caso los coeficientes toman valores en distintas dimensiones: x = (x1, . . . , xn)
y x = (x1, . . . , xm), debiéndose cumplir m ≤ n.

La segunda aportacion de este trabajo es un método de muestreo que toma una
distribución inicial de puntos —uniformemente distribuidos, o tomados de una
secuencia de quasi-MonteCarlo de baja discrepancia— que serán transformados o
warped siguiendo la función deseada, esto es, el producto de la función BRDF y la
radiancia incidente expresada mediante un environment map.

Para ello, se toman probabilidades en cada uno de los niveles de detalle que define
el wavelet y que representa la función usando las distintas jerarqúıas de resolución.
Utilizan estos niveles para realizar un warping jerárquico. En cada nodo, se calcula la
probabilidad de los wavelets hijos utilizando los coeficientes de escalado H l

i,0 de cada
región:

P l
i (x) =

H l
i,0∑

t H
l
t,0

Es trivial reconstruir los coeficientes de escalado H l
t a partir de los coeficientes que

se emplea en la función base Haar y que vienen definidos como:

φlt(x) = 2l/2 φ(2lx− t) donde φ(x) :=

{
1 si 0 ≤ x < 1,
0 en otro caso.

En el algoritmo de muestreo se comienza desde el nivel mas grueso —de menos
detalle— y se sigue al más fino de forma recursiva. En cada nivel se considera cada
dimensión de forma independiente. Para la primera dimensión tomada, se divide los
puntos de entrada en dos mitades, lo que se repetirá de forma independiente para
cada dimensión, creando una estructura KD-tree de puntos.

En cada nodo del KD-tree se almacena la probabilidad de la fracción de volumen
que cada mitad de puntos almacena en la fase de división, con respecto al plano
de división utilizado. Por ejemplo, si subdividimos según el eje X, nos quedan los
conjuntos inferior x− y superior x+ con probabilidad P l

i,x+ = 1−P l
i,x− . Posteriormente

los puntos de ambos conjuntos son escalados, para que sus valores se mantengan
dentro del intervalo unidad. Finalmente, el número de puntos localizados en cada
región hija es proporcional a la probabilidad de dicha región.

Para muestrear según el producto de la BRDF y el environment map es necesario re-
presentar ambas —y cada una de las funciones BRDFs existentes en la escena— usando
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wavelets, lo cual puede ser muy costoso en escenas con varias BRDFs definidas. Una
vez calculadas estas representaciones, se genera la estructura jerárquica que distribuye
un conjunto de puntos según el producto G =

∑
Giψi y asigna a cada muestra s una

probabilidad expresada en términos de los coeficientes de escalado, y una constante
derivada de la descomposición Haar normalizada.

p(s) = 2n l/2
Gl
t,0

G0
0,0

4.4.12. Muestreo por importancias en dos fases

Cline et al. [CETC06] presentan un método de dos pasadas utilizado para el
muestreo aproximado del producto de la BRDF y la radiancia incidente, cuando ésta
viene expresada mediante un EM. Este muestreo es aplicado al cálculo de la ecuación
de iluminación directa.

Este método de dos pasadas puede verse como una variante del muestreo mediante
wavelets (WaIS), con la salvedad de que el acoplamiento jerárquico de los puntos
es guiado por un particionamiento del environment map, similar a los árboles de
probabilidad de Mc. Cool [MH97].

En la primera pasada se construye una estructura jerárquica para cada rayo primario
presente en la escena —en iluminación directa no es necesario evaluar sucesivos rayos—
siendo una aproximación del producto de ambas funciones. El environment map se
particiona usando un árbol BSP. La función Li se toma como una tabla de luminancias
sumadas —y, si es necesario, compensadas por un factor coseno para evitar el efecto
en los polos— y la BRDF se evalúa y anota en las esquinas de cada región, como se
muestra en el siguiente dibujo:

(x0,y0)
f 00
r

(x1,y1)

f 11
rf 01

r

f 10
r

El producto de ambas funciones es el valor producto de la BRDF almacenada en las
esquinas y la tabla de áreas sumadas, junto con la interpolación bilineal que se efectua
en los nodos hoja del árbol BSP. Aunque la interpolación ofrece una aproximación, los
valores en las esquinas śı son exactos.

Otra aportación de este trabajo [CETC06] viene dada por la subdivisión del EM
de forma se incluye el término coseno en fr en una de las regiones, por el hecho de
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orientar el EM con el hemisferio positivo formado por la normal. En la construcción
del BSP, el nodo ráız se divide en 6 regiones delimitadas por los puntos (xn, yn) y
((xn + w/2) %w, yn). El primero de ellos corresponde a la representación de la normal
n en el EM y el segundo hace referencia a las dimensiones w × h de la imagen.

(0,max(0, yn − h/2))

(min(h, yn + h/2),0)

u u

Cada vez que se subdivide una región, otras regiones vecinas a éste, pueden
subdividirse en cascada si cumplen un determinado criterio. Con lo que se consigue
compensar las BRDF especulares cuyos lóbulos no se alinean con ningún eje de
subdivisión. Al llegar a los nodos hoja se busca una subdivisión más para representar
los picos de la BRDF, que suelen encontrarse en la dirección del vector de reflexión.
Para modelos más generales, encontrar lo picos requiere realizar un muestreo de la
BRDF para seleccionar un total de N/4 puntos, y añadir éstos al BSP.

El particionamiento del environment map se complementa con otro criterio de
subdivisión basado en el potencial, que permite dividir regiones que no se ajustan bien
al producto porque sostienen valores altos sólo en una de las funciones.

Con esta estructura finalizada se procede a la transformación (warping) de cada pun-
to al producto fr ·Li. Esto se realiza de forma individual y no en conjunto como WaIS.
Cada muestra inicial (xs, ys) ∼ [0, 1)2 se adapta dependiendo del eje de subdivisión
de cada nodo que visita. Cada nodo es seleccionado basándose en la probabilidad que
relaciona el peso de una región hija con la de su ancestro. La probabilidad inicial de la
muestra se actualiza apropiadamente usando la fracción de área que sostiene el nodo
hijo con respecto a la región que está siendo visitada.

p(s) =
area(EM)

area(root)
· . . . · area(childj,i)

area(regioni)

Al llegar a un nodo hoja, se realiza un segundo acoplamiento de la muestra.
Es distinto al anterior puesto que considera regiones virtuales del EM para poder
considerar las regiones hijas que no existen. El resultado final es un punto s y su
probabilidad p(s), que serán utilizados en el estimador de Monte-Carlo.

Este método de compara favorablemente con versiones de MIS (Multiple Importance
Sampling), RIS (Resampling Importance Sampling) y con una versión simulada de
WaIS.
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4.5. Métodos de Monte-Carlo para la estimación de la radian-
cia

El objetivo principal de los métodos de Monte-Carlo es la utilización de técnicas
estocásticas, basadas en la probabilidad de la ocurrencia de ciertos eventos f́ısicos
—emisión, reflexión o absorción de la luz— relacionados con la simuación del trans-
porte de fotones en una escena. A este proceso se le denomina trazado de part́ıculas.
Esta idea se ha utilizado en el modelado de medios participativos y no participativos.
Conceptualmente tiene la misma dificultad tratar con superficies ideales que generales,
luz polarizada o depolarizada, geometŕıa simple o escenas complejas, lo que supone
una gran ventaja para los métodos estocásticos de śıntesis de imágenes.

Las diferentes soluciones desarrolladas pertenecen a dos grupos principalmente.
Aquellos que trazan part́ıculas comenzando desde el observador y se dirigen hacia las
fuente de luz, recogen la emisión de los puntos visitados por el camino aleatorio en un
proceso denomidado gathering. Otros, originan los caminos o paths en las fuentes de
luz y siguen su trayectoria, también conocido como shooting.

gatheringMC ( ) → imagen
for p := 1 to nPixels do begin

Color = 0
for i := 1 to N do begin

Generar Rayo desde el observador pasando por el pixel p
ColorMuestra = Trazar(Rayo)
Color += ColorMuestra · 1

N

end
EstablecerColorPixel(p, Color)

end

Algorithm 5: pseudocódigo gatheringMC

shootingMC ( ) → imagen
for i := 1 to N do begin

Luz = elegir fuente de luz con probabilidad pe
Rayo = Muestreo(Luz)

Potencia = RadianciaEmitida(Luz) · cos(θ)
pe
· 1
N

Disparar(Rayo, Potencia)
end

Algorithm 6: pseudocódigo shootingMC

La particularidad de cada algoritmo reside no sólo en la categoŕıa a la que pertenece,
sino en cómo genera aleatoriamente nuevos rayos —equivalente al problema del
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muestreo eficiente de direcciones en la semiesfera— y en la manera de implementar la
función Trazar o Disparar respectivamente. Sobre este tema iremos desarrollando los
sucesivos apartados.

4.5.1. El algoritmo de Ray-Tracing distribuido

El altoritmo de ray-tracing sugerido por Cook [CPC84] ofrece una solución al
problema de iluminación global, modelando varios tipos de caminos. Es un método de
trazado de rayos basado en gathering que no simula reflexiones o refracciones ideales,
sino que genera nuevos rayos aleatoriamente conforme a la BRDF que caracterize
la superficie. La media de las contribuciones de los rayos resultantes del muestreo
corresponden a la estimación de las interreflexiones producidas entre objetos. El
algortimo es recursivo, como puede verse por el pseudocódigo 7.

TrazarRTDistribuido (Rayo) → color
(objeto,x) = PrimeraInterseccion(rayo, escena)
if no interseccion return ColorFondo
u = -rayo.Direccion()
Color = RadianciaEmitida(x,u) + IluminacionDirecta(x,u)
for i := 1 to N do begin
p = MuestreoBRDF(s,u)
if p > 0 begin

RayoGenerado = nuevo rayo desde x en dirección s
Color += TrazarRTDistribuido(RayoGenerado) · Peso(s,u)

p
· 1
N

end
end
return Color

Algorithm 7: pseudocódigo TrazarRTDistribuido

4.5.2. El algoritmo de Path-Tracing

La ecuación del transporte de la luz (abreviada como LTE) es demasiado compleja
y, salvo mediante restricciones difusas sobre el material, no puede ser calculada
anaĺıticamente.

Es muy habitual encontrarse la ecuación expresada en forma de integral de área,
sin embargo, es más flexible la versión dada por Kajiya [Kaj86] integrando caminos de
rayos de longitudes infinitas, o paths. Se obtiene a partir de la ecuación 2.12 (presente en
la página 29) asumiendo que no hay medio participativo, luego la radiancia se conserva
en las ĺıneas rectas y por tanto Li(x,w) es igual a L(y,−w). Si consideramos pocos
términos –como se ve en la figura 4.4— la radiancia tiene la siguiene expresión:
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CAṔITULO 4. Métodos de estimación de la radiancia

L(r0) = Le(r0) +

∫
A

Li(r1) fr(r2, r1)G(r2, r1) dA(r2)

+

∫
A

∫
A

Le(r2) fr(r3, r2)G(r3, r2) fr(r2, r1)G(r2, r1)dA(r3)dA(r2)

+ · · ·

0
r

r1

r2

r3

r3 r2G( )

r2r1 )G(

r1 0rG( )

Figura 4.4: Cálculo de la radiancia que deja el vértice r1 en
dirección al punto r0 después de dos rebotes.

La suma infinita de caminos de longitud creciente puede escribirse de forma
compacta. Sea ri el vértice de la cadena de rebotes —camino o path walk— que
está sobre una fuente de luz y r0 la posición del observador, la radiancia producida
por la dispersión de la luz sobre el camino i-ésimo se expresa como:

`(ri) =

∫
A

· · ·
∫
A︸ ︷︷ ︸

...i−1...

Li(ri−1)

(
i−1∏
j=1

fr(rj+1, rj)G(rj+1, rj)

)
dA(r2) . . . dA(ri),

L(r0) =
∞∑
i

`(ri).

La función G(ri, rj) simplifica la anterior expresión al considerar de forma conjunta
la visibilidad entre dos vértices y los términos coseno, dividido entre la distancia que
separan ambos puntos.

El algoritmo de path-tracing calcula la integral de caminos basándose en estimadores
de Monte-Carlo, siendo el primer algoritmo para LTE no sesgado de propósito general.
Consiste en generar caminos de forma incremental —comenzando desde el observador
y terminando en las fuentes de luz— que rebotan por toda la escena, con el objetivo
de calcular la radiancia reflejada de r1 a r0. En la versión bidireccional del algoritmo
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—desarrollada simultánea pero independientemente por Lafortune-Willems [LW93]
y Veach-Guibas [VG94]— los caminos se generan desde la posición del observador
y las luces al mismo tiempo, para combinarse luego en uno sólo utilizando un rayo
de visibilidad. El bidirectional path-tracing evita situaciones del algoritmo básico
en donde los rayos encuentran mucha dificultad para alcanzar la fuente de luz, ya
sea porque éstas son muy pequeñas, o bien, por oclusiones provocadas por otros objetos.

Caminos con muchos vértices dispersan menos la luz que otros más cortos debido
al principio de conservación de la enerǵıa de la BRDF. Se utiliza el método de ruleta
rusa para cortar la cadena, sin introducir sesgo en el estimador. Utilizando q como la
probabilidad de parada —supongamos que se dan cuatro rebotes— seguimos teniendo
el factor del sumatorio infinito:

`(r1) + `(r2) + `(r3) +
1

1− q

∞∑
i=4

`(ri).

Sin embargo, si paramos aleatoriamente según q, entonces:

1

1− q1

(
`(r1) +

1

1− q2

(
`(r2) +

1

1− q3

(`(r3) + · · ·

Se define una probabilidad discreta sobre los objetos de la escena asociada al área
de éstos. De esta forma, la probabilidad de muestrear un vértice de la superficie
del objeto i se calcula como pA(ri) = 1P

Aj
, siendo

∑
Aj el área total de todas las

superficies.

El camino se construye de forma incremental comenzando desde la cámara. En
cada vértice la BRDF es muestreada —por lo general según el ángulo sólido—
generando una nueva dirección w con probabilidad pw. El siguiente vértice ri+1 se
encuentra trazando un rayo desde ri, siguiendo la dirección w hasta encontrar el
objeto intersecado más próximo. El vértice i + 1 se muestrea sobre la fuente de luz
y no puede hacerse con la misma densidad, ya que se incrementaŕıa la varianza por
todos los caminos en donde no hubiesen emisores.

El estimador de Monte-Carlo para un camino es:

Le(ri+1)

pA(ri)

(
i−1∏
j=1

fr(rj+1, rj) |cos(θwj
)|

pw(rj)

)
,

cuya implementación puede verse como una extensión del algoritmo de ray tracing
realizando los siguientes pasos:
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CAṔITULO 4. Métodos de estimación de la radiancia

TrazarPT (Rayo) → color
(objeto,x) = PrimeraInterseccion(rayo, escena)
if no interseccion return ColorFondo
u = -rayo.Direccion()
Color = RadianciaEmitida(x, u) + IluminacionDirecta(x, u)
p = MuestreoBRDF(s, u)
if p = 0 return Color
RayoGenerado = nuevo rayo desde x en direccion s
Color += TrazarPT(RayoGenerado) · Peso(s, u) · 1

p

return Color

Algorithm 8: pseudocódigo TrazarPT

4.5.3. El algoritmo de Irradiance-Caching

El algoritmo de path tracing puede tomar mucho tiempo y muestras hasta alcanzar
la imagen solución sin ningún tipo de ruido. Es posible acelerar los tiempos usando
de nuevo de caminos ya calculados. Los vértices 1, . . . , (i − 1) son utilizados como
punto de partida de un nuevo camino, simplemente trazando un nuevo rayo. Trabajar
de esta forma introduce correlación entre los términos del estimador, lo que reduce la
calidad del resultado. Las técnicas sesgadas que se han desarrollado para resolver la
ecuación del transporte de la luz (LTE) con mayor éxito son irradiance caching (IC
en adelante) y photon mapping.

El algoritmo de IC [WH92] se basa en la idea de que la iluminación indirecta cambia
gradualmente en la escena más despacio de lo que lo hace la iluminación directa
(pensemos por ejemplo en el borde de una sombra oscura). Si calculamos la solución
indirecta de forma precisa en un conjunto reducido de puntos en la escena, podemos
interpolar el valor de la iluminación indirecta en la posición evaluada, utilizando
muestras de puntos cercanos. Aśı se espera que el error introducido por no calcular la
iluminación indirecta que no sea muy alto y que el ahorro de cálculo sea apreciable.

La iluminación indirecta no se calcula en una fase de preproceso, sino bajo demanda,
y es almacenada en una estructura de datos espacial o caché de irradiancias. En
el cálculo de la radiancia saliente se busca en primer lugar dentro de la caché las
muestras que se consideren válidas por ser lo suficientemente cercanas para interpolar.
Es importante ser eficiente con respecto a la representación y almacenamiento de la
irradiancia, en la determinación de cuándo hay que calcular un nuevo valor y con
qué frecuencia se debe interpolar.

Para materiales difusos la irradiancia por śı sola es suficiente información para
calcular la reflexión de la luz en una superficie, por lo que es una suposición muy
habitual en este tipo de algoritmos. Se almacena como un único valor en cada punto:
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E(x) =

∫
Ω

Li(x,wi) |cos(wi)| dσ(wi),

Lr(x,wr) =

∫
Ω

fr(wi,wr) Li(x,wi) |cos(wi)| dσ(wi)

= c

∫
Ω

Li(x,wi) |cos(wi)| dσ(wi)

= c E(x).

Las posiciones en donde se calculan nuevos estimados para la irradiancia correspon-
den a zonas en donde la iluminación cambia más rápidamente, por ejemplo, en las
esquinas. El estimador que utilice muestreo por importancias se basará en el factor
coseno, que es mucho más sencillo de muestrear que la radiancia incidente. La función
de densidad correspondiente, p(w), es cos(θw)/π.

E(x,n) =
1

N

∑
j

Li(x,wj) |cos(θwj
)|

p(wj)
=

π

N

∑
j

Li(x,wj).

Determinar la radiancia se convierte en un problema de estimación de la radiancia
incidente para cada rayo generado según el lóbulo coseno, lo que se puede hacer
utilizando el algoritmo de path-tracing. Una vez calculados, la cuestión se centra
en cómo reutilizarlos. En general, cuantos más objetos hay cerca del punto en
consideración, mayor es el potencial para que se produzca un cambio rápido en la
irradiancia. El error cometido por el algoritmo está relacionado con la distancia
entre el punto evaluado y el utilizado en el precálculo. Por ello cada muestra de irra-
diancia en la caché almacena una distancia máxima, o área de influencia en el estimado.

Al introducir sesgo las imágenes finales se obtienen con menor ruido sin emplear
mucho más tiempo, sin embargo, la varianza no se reduce de forma conocida al utilizar
más muestras. La imagen resulta sin errores visibles pero existen otros substanciales
en la solución —artifacts— que no se eliminan necesariamente aumentado el muestreo.

4.5.4. El algoritmo de Photon-Mapping

En la década de los 90 se inicio el desarrollo del algoritmo de Pho-
ton Mapping, también conocido como fotosimulación, de la mano de Jen-
sen [JC95, JMLH01, Jen01, WCS01]; permite simular de forma eficiente efectos
de iluminación global. El enfoque de trabajo está basado en desacoplar la infor-
mación de iluminación con respecto de la geometŕıa. Todo lo relacionado con la
luz se almacena en una estructura de datos independiente, denominada propiamen-
te photon map (PM). Se construye emitiendo fotones —o paquetes de enerǵıa—
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desde las fuentes de luz hacia la escena. Todos los datos relacionados con los impac-
tos de los fotones con las superficies de los objetos es utilizada para sintetizar la escena.

A diferencia de irradiance-caching, PM calcula reflexiones difusas, difusas-
direccionales o glossy y especulares (utilizando un paso de trazado de rayos). Se basa
en el trazado de part́ıculas, esto es, en la simulación del recorrido de la luz mediante
un camino, en donde los vértices almacenan la cantidad de luz incidente que llegan
a éstos. Las part́ıculas, o fotones, viajan desde las fuentes de luz por toda la escena,
depositando enerǵıa en aquellas superficies que son alcanzadas. El primero en la
literatura en introducir esta idea fue Arvo [Arv86] quien utilizó mapas de texturas
para almacenar la luz. Con un número elevado de estas muestras, acumuladas en un
paso de preproceso, obtenemos una representación de la distribución de la luz por toda
la escena. En el momento de sintetizar la imagen se utiliza esta representación para
estimar la iluminación en un punto, interpolando las contribuciones de las part́ıculas
más próximas al mismo.

Las part́ıculas se representan mediante una posición en la superficie, la dirección
de entrada y un peso, y expresan la iluminación incidente que llega al punto desde
esa trayectoria con un peso asociado. Se utiliza una estructura de tipo KD-tree
—denominada photon map— para almacenar todos los fotones, siendo independiente
de la representación geométrica utilizada. Jensen no sólo fue el autor del algoritmo de
PM [JC95], sino que, además, fue el primero en almacenar las contribuciones de la luz
en una estructura 3D en lugar de emplear una textura.

Se considera una ventaja el hecho de que, gracias a desacoplar la información de
la iluminación de la geometŕıa, es posible no sólo una representación simplificada,
sino que además es independiente de la complejidad del modelo. Por otro lado se
puede utilizar geometŕıa procedural —algo que no es posible en métodos como el
de radiosidad—, aśı como distintas BRDFs. En este punto es importante señalar la
necesidad de un método eficiente de muestreo de la BRDF para la generación de
caminos aleatorios que disminuya el error del estimador de Monte-Carlo.

Al igual que en el mundo real cada fuente de luz emite un gran número de fotones.
Es necesario, igualmente, muestrear eficientemente las luminarias, ya que la potencia
de cada una de ellas se divide entre todos los fotones emitidos. Esto significa que cada
part́ıcula transporta una fracción de la potencia de la luz emisora y, por tanto, la
potencia de los fotones es proporcional solamente al número de fotones emitidos y no
al número de fotones almacenados.

Los fotones se consideran de tres tipos distintos, y son almacenados en un photon
map propio: (1) directos, correspondientes al primer impacto tras la fuente en un
camino, (2) cáusticos, cuando llegan a una superficie no especular o transparente
después de haber interaccionado con uno o varios objetos especulares, y (3) indirectos,
que son el resto de reflexiones. Se puede incrementar el número de part́ıculas utilizadas
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en cada photon map, para reproducir con mayor precisión un tipo determinado de
reflexión, lo cual hace que este algoritmo sea muy flexible. Como es natural, cuantos
más fotones se empleen, mayor es el tiempo —y el consumo de memoria— necesario
hasta alcanzar la solución. La persona que utiliza el algoritmo puede, a su vez, indicar
cuántos fotones se emplearán en la interpolación. Cuantos más se utilicen, mayor sera
el suavizado producido en la imagen, pudiendo llegar a emborronar demasiado la
misma.

La śıntesis de la imagen utilizando photon-mapping se hace empleando dos pasadas.
En la primera se emiten fotones desde las fuentes de luz y se almacenan en el mapa en
la segunda etapa. El PM se emplea en el cálculo de la radiancia saliente en el punto x.
Una función delta, selecciona las part́ıculas cercanas a x:

Lr(x,wr) =

∫
Ω

fr(x,wi,wr)Li(x,wi)|cos(wi)|dσ(wi)

=

∫
A

∫
S2

δ(x, y)fr(y,wi,wr)Li(y,wi)|cos(wi)|dσ(wi)dA(y).

Se introduce sesgo en el estimador al considerar que la información sobre la
luminosidad de los puntos cercanos se puede utilizar en la estimación de la iluminación
en un punto y, por tanto, ésta es obtenida por interpolación. El error introducido
dependerá de si la iluminación cambia muy rápidamente en puntos cercanos, lo que
normalmente no es muy frecuente. En las cáusticas existe mayor variación y por eso
se introducen normalmente más fotones de este tipo.

La implementación de la primera pasada puede verse en el pseudocódigo [9].

shootingPM (Rayo, Potencia) →
(objeto,x) = PrimeraInterseccion(rayo, escena)
if no interseccion then return
if x es visible desde el pixel p then begin

Color[p] += Potencia · Peso(rayo.Direccion(),observador) · g(x)
end
if kr > 0 then shootingPM(rayo reflejado, kr·Potencia)
if kt > 0 then shootingPM(rayo refractado, kt·Potencia)

Algorithm 9: pseudocódigo shootingPM

Posteriormente, se realiza una segunda pasada en la que se trazan rayos que recogen
la radiancia distribuida por la escena en la primera pasada. Este proceso es conocido
como gathering y utiliza muestreo por importancias basado en la BRDF para generar
nuevas direcciones. En este segundo paso, el photon map es una estructura de datos
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estática utilizada para calcular estad́ısticas de iluminación en el modelo.

Habiendo encontrado el primer punto de intersección del rayo j-ésimo para realizar
gather desde x en la dirección wj, necesitamos calcular la radiancia que abandona
dicho punto en la dirección −wj, lo que nos da la radiancia incidente en x. Aplicamos
el siguiente estimador:

Li(x,wj) = L(t(x,wj),−wj) ≈
1

N

N∑
j

fr(x,wr,wj) Lii(x,wj) |cos(θwj
)|

p(wj)
,

donde Lii es la radiancia indicente debida al fenómeno de reflexión indirecto.

Una vez que los fotones cercanos han sido encontrados necesitan ser interpolados
teniendo en cuenta la densidad de puntos y los pesos de éstos. Se realiza mediante la
técnica estad́ıstica conocida como density estimation, que reconstruye la radiancia a
partir de los puntos de impacto almacenados en el photon-map, asumiendo que están
distribuidos según una función de nuestro interés. Shirley [SBG95] fue el primero en
introducir técnicas para DE, y posteriormente, surgieron optimizaciones [Las00, Las04]
que consiguen eliminar muchos de los errores int́ınsecos del método (artifacts), como
las zonas oscuras de las esquinas.

4.5.5. Metropolis Light Transport

Veach y Guibas [VG94] proponen un innovador método para LTE —Light Transport
Equation— aplicando el metropolis sampling. Se generan muestras que siguen, como
función de distribución, una función arbitraria —no normalizada— notada como f .
Este algoritmo consigue resolver escenarios dif́ıciles debido a la mayor componente de
iluminación indirecta, por ejemplo, una habitación cuya única luz es exterior y llega a
través de una puerta entreabierta.

El algoritmo de Metrópolis genera una secuencia de caminos z, partiendo de un
path inicial, que es obtenido mediante path-tracing bidireccional —aunque cualquier
algoritmo de paseos aleatorios es válido—. Un nuevo camino zt es generado a partir de
otro existente zi, aplicando una pequeña perturbación. Se utiliza la función de densidad
tentativa, T (zi → zt), que evalúa qué probabilidad hay de estando en el estado zt
se evolucione al estado zi. Las perturbaciones pueden consistir en la eliminación de
un vértice de la cadena, la adición de uno nuevo, o simplemente un cambio de dirección.

Para que un camino esté en estado de equilibrio se debe cumplir la ecuación conocida
como detailed balance, que es:

f(zi)T (zi → zt) a(zi → zt) = f(zt)T (zt → zi) a(zt → zi),
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donde la probabilidad de aceptación a indica si la mutación es aceptada o rechazada.
Se define como:

a(zi → zt) = min

{
f(zt) · T (zt → zi)

f(zi) · T (zi → zt)
, 1

}
.

La función de transición mide la contribución de un nuevo camino y, si ésta es
muy baja, se genera entonces un camino totalmente nuevo en lugar de realizar alguna
mutación. A grandes rasgos, los pasos a realizar se reflejan en el algoritmo [10].

algoritmoMLT ( ) →
Generar un path inicial zi con PathTracing bidireccional
for i = 1 to N do begin

Encontrar zt mutando zi con T (zi → zt)
if f(zt) = 0 then

Generar un path zi+1 totalmente nuevo
else
a(zi → zt) = (f(zt) · T (zt → zi))/(f(zi) · T (zi → zt))
Generar ξ uniformemente distribuido en [0, 1]
if ξ < a(zi → zt) then
zi+1 = zt

else
zi+1 = zi

end
ColorPath = contribucion del path zi+1 al pixel p
Color[p] += ColorPath/f(zi+1) · 1

N

end

Algorithm 10: pseudocódigo algoritmoMLT

4.5.6. Técnicas de reutilización de caminos

4.5.6.1. Múltiples caminos con global lines

Los algoritmos de trazado de part́ıculas calculan la función de radiancia de forma
local al punto encontrado, por lo que no pueden explorar correctamente la coherencia
de la misma. Si en su lugar calculamos la transferencia de la luz de forma global nos
encontramos con un nuevo tipo de algoritmos, que representan la unión de técnicas de
iteración con los paseos aleatorios.

Sbert [Sbe96] propone la idea de global lines —ĺıneas que se trazan y se intersecan
a nivel de escena— y lo aplica a un algoritmo de radiosidad basado en Monte Carlo.
En este sentido, el núcleo del algoritmo de Monte Carlo radica en la evaluación de la

Universidad de Granada 105
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integral de factores de forma. Para este propósito, se necesita una densidad apropiada
de ĺıneas globales. Inicialmente se calcula la transferencia de potencia entre todos
aquellos parches que son intersecados en la dirección de una ĺınea particular. Esta
ĺınea inicia aquellos caminos que comenzaŕıan en los parches intersecados y continúa
con los anteriores que llevaban enerǵıa a los mencionados parches. De esta forma se
avanza varios caminos aleatorios en un mismo paso.

4.5.7. Algoritmo de Instant Radiosity

Keller [Kel97] presentó a la comunidad de informática gráfica un algoritmo h́ıbrido
denominado Instant Radiosity, relacionado con los métodos de dos pasadas y con
el algoritmo bidireccional de Path-Tracing. La idea principal consiste en reemplazar
la iluminación difusa indirecta por una componente difusa directa, procedente de
un conjunto de fuentes puntuales. Este algoritmo subdivide los paths que han sido
generados bajo un proceso de shooting en caminos dependientes de la dirección
incidente —generados en un primer paso— que representan la potencia en el vértice
final de la cadena, y se consideran como luces virtuales.

En un segundo paso, el algoritmo refleja hacia el observador la potencia de estas
luces. Es una técnica parecida a Photon-Mapping salvo que no se utiliza ray-tracing
para realizar el paso de gather, sino que aplica un trazado de los fotones que se
consideran emisivos, similar al Path-Tracing. Además, las nuevas direcciones no se
generan de forma aleatoria, sino mediante secuencias de Halton. Esta técnica es
conocida como Quasi Monte-Carlo.

La principal ventaja de este algoritmo es la correlación positiva que se produce
en las muestras por el hecho de utilizar los mismos light-paths para todos los pixels.
Como resultado, las imágenes aparencen suavizadas, disminuyendo el ruido visual. La
limitación más importante de este método es el problema que ocurre cuando una luz
virtual está muy cerca de las zonas que ilumina, pudiendo diverger considerablemente
la radiancia calculada.
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CAPÍTULO 5

Muestreo directo de la BRDF

El objetivo de los algoritmos basados en Monte-Carlo consiste en la integración de
la ecuación del transporte de la luz, que es simulada, mediante la evaluación de la
radiancia en caminos que se construyen aleatoriamente, trazando recursivamente rayos
en la escena. En el cálculo de la iluminación indirecta las direcciones generadas deben
seguir la distribución de la enerǵıa saliente, determinada por la función bidireccional
de distribución de la reflectancia. Por lo general, se utilizan técnicas de muestreo por
separado para la reflexión difusa y la especular y no todos los métodos propuestos
para el muestreo de la BRDF cuentan con estrategias para ello. Por ello, el poder
acoplar de forma eficiente modelos complejos de BRDFs se ha convertido en un desaf́ıo
propuesto en los algoritmos basados en Monte-Carlo. Igualmente, esta dificultad ha
sido la razón de que no se haya favorecido el uso de modelos reaĺısticos.

En el caṕıtulo 3 se realizó una revisión de modelos de BRDFs. Los presentamos
de nuevo a modo de resumen en la tabla 5.1, indicando en ellos caracteŕısticas
como anisotroṕıa, plausibidad y, lo que más nos concierne en estos momentos, si son
adecuados o no para el uso de técnicas de muestreo.

De lo visto en el capitulo 3 y de observar la tabla 5.1, podemos concluir que, no
existe un modelo de BRDF totalmente completo —por lo que interesa la combinación
de varios modelos— que cumpla la siguiente descripción de caracteŕısticas deseables
para una BRDF:

1. F́ısicamente plausible: que respete las propiedades f́ısicas básicas, como la no
negatividad, reciprocidad y que cumpla el principio de conservación de la enerǵıa.

2. Que describa el comportamiento de una multitud de materiales —incluyendo
aquellos con caracteŕısticas de anisotroṕıa— con suficiente precisión visual.
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Minnaert H · · · H H H superf. lunar
Torrance-Sparrow F H F F H rugosas
Beard-Maxwell H H F H H pintados
Phong-Blinn H H H H F mates
Whitted F · · · F H H especulares
Cook-Torrance F H F H H metales, plásticos
Kajiya F H F F H metales, plásticos
Poulin-Fournier F H · · · F H difusos
Strauss H · · · F H H metales, plásticos
He et al. F F F H H metales
Ward H H H F F metales
Westin F · · · F F H metales
Schlick H F F F H heterogéneos
Lewis H F H H F mates
Oren-Nayar F · · · F H F difusos con brillo
Neumann H F H F F metales, plásticos
Lafortune H F H F F mates
Coupled F F F H F mates
Ashikhmin F F F F F pulidas
Granier-Hiedrich F · · · F H H metales viejos

Tabla 5.1: Datos abreviados de los modelos de BRDFs comen-
tados. El śımbolo (F) indica que el modelo posee
esa caracteŕıstica; con (H) indicamos que carece de
ella. En los casos no aplicables utilizamos (· · ·).
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3. Que describa nuevos materiales sin necesidad de basarse en mediciones.

4. Que su expresión anaĺıtica se ajuste bien a datos medidos.

5. Que sea fácilmente calculable.

6. Que sea fácilmente descrita. Pocos parámetros, intuitivos y simples de dar.

7. Que presente un comportamiento especular regido por el factor de Fresnel.

8. Que presente un comportamiento difuso no lambertiano.

9. Que sea muestreable fácilmente en algoritmos de Monte-Carlo.

En los sucesivos apartados nos centraremos en aquellas BRDFs que disponen
de técnicas de muestreo (condición 9), para ver cómo generar una dirección en la
semiesfera siguiendo dicha distribución. Relacionado con su implementación, nos
referimos a ellos en su notación GRF (GRanada File), formato de escena propio que
puede conocerse en mayor detalle consultando el apéndice A.

5.1. Muestreo de los casos ideales

La forma más simple de generar una nueva dirección ocurre cuando se consideran
únicamente eventos de reflexión ideales. Al tomar la BRDF difusa perfecta, o especular
perfecta, estamos proporcionando una expresión anaĺıtica muy rápida de evaluar, que
además reduce la función a un espacio menor 2D.

5.1.1. BRDF difusa perfecta

Todas las direcciones tienen la misma probabilidad y están distribuidas según
la distribución coseno. Se genera una dirección utilizando el algoritmo de
RejectionSampleDisk —comentado en método de muestreo por rechazo (sec-
ción 4.3.2)— que es posteriormente reproyectada en Ω con la función h−1 (definida
en la página 9 de la presente memoria). El valor de la PDF es:

pu(v) =
1

π
(n · v).

Hay que hacer notar que pu(v) = pv(u). Este tipo de muestreo es idóneo para
modelos como los de Lambert y Oren-Nayar. La dirección v también puede ser generada
mediante ángulos:

(θv, φv) =
(
acos

√
ξ1, 2πξ2

)
.
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donde ξ1 y ξ2 son dos variables aleatorias (o números reales aleatorios) uniformemente
distribuidos en el intervalo [0, 1) (en adelante utilizaremos este śımbolo con este
significado).

UniformPDF ::=
pdf diffuse

Tabla 5.2: Notación en GRF para UniformPDF

5.1.2. BRDF especular perfecta

La generación de una dirección aleatoria para esta BRDF sigue siempre el mismo
cálculo: dada una dirección u en un sistema de coordenadas local devolver siempre
—es decir, con probabilidad 1— la dirección reflejada simétrica a u, ru (ver figura 2.6,
pág. 14).

La PDF vale infinito para la dirección reflejada, y cero en el resto. Esto implica que
en este caso, la PDF deba interpretarse como una distribución, en lugar de como una
función. Por tanto la PDf es pu(v) = δu(v), donde δu es la distribución Delta de Dirac
centrada en ru, y definida en Ω.

SpecularPDF ::=
pdf specular

Tabla 5.3: Notación en GRF para SpecularPDF

5.2. Modelos basados en el lóbulo coseno

En este apartado se mencionan las estrategias para el muestreo de las BRDFs
basadas en la expresión cosn(α), más conocido por el nombre de lóbulo coseno ya
que su gráfica adopta esa forma. Entran dentro de esta categoŕıa los modelos de
Phong, Blinn —y sus respectivas versiones normalizadas dadas por Lewis—, Ward y
Lafortune. Se muestrea de manera diferenciada dependiendo del ángulo utilizado en el
coseno.

5.2.1. Muestreo basado en el ángulo de reflexión

Lafortune [LW94] ofrece una versión modificada de la BRDF de Phong, que cumple
el criterio de plausibidad. Como señala Arvo [Arv95] la integral que representa la
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reflectancia (el albedo) es un momento de doble eje —denominado N— y para el cual
este autor proporcionó un método para calcularlo.

ρ(u) =

∫
Ω

cosn(v · ru) cos(v) dσ(v) = N(ru, n).

Cuando ocurre que v = ru se obtiene el valor máximo del albedo, N , y nos permite
conocer el factor de normalización, que es:

N(n, n) =
2π

n + 1
.

Para generar direcciones aleatorias según la BRDF de Phong modificada se ha de
diferenciar entre la componentes difusa —que se muestrea con la distribución coseno—
y la componente especular. Se utiliza una variable aleatoria para decidir entre ambos
fenómenos. La PDF especular cumple que es integrable, y se obtiene de la normalización
de la función que nos es de interés —la BRDF—.

pu(v) =
fr(u,v)

ρ(u)
=

n + 1

2 π
cosn(rv · u).

La forma de muestrear según esta distribución consiste en: dada una dirección u, se
generan aleatoriamente dos ángulos dentro del cono de direcciones alrededor de v. Los
ángulos se calculan de la siguiente manera:

α = arccos

(
ξ

1
n+ 1

1

)
,

φ = 2 π ξ2,

rv = (sin(α) cos(φ), sin(α) sin(φ), cos(α)) .

aśı tenemos la dirección reflejada rv de la que podemos obtener de forma muy simple
por rotacion v, el vector de salida.

HemispherePDF ::=
pdf hemisphere exp =valor

Tabla 5.4: Notación en GRF para HemispherePDF

Existe otro método estándar para muestrear la BRDF de Phong. Consiste en usar
una PDF en el dominio S2 que rota el lóbulo para que el eje principal coincida con
el vector normal. De esta forma se obtiene una dirección aleatoria v ∼ pn, si bien
inicialmente se puede generar un vector s ∈ Ω como:
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zs = n+1
√
ξ1,

s = (
√

1 − zs, 0, zs),

y posteriormente rotarlo alrededor de n según un ángulo aleatorio, α = 2 πξ2, en
[0, 2π). El vector final v se obtiene con la rotación inversa de s.

SpherePDF ::=
pdf sphere exp =valor

Tabla 5.5: Notación en GRF para SpherePDF

5.2.2. Muestreo basado en el half-angle

Dada una dirección fija de entrada u a un punto de la superficie la dirección de
muestreo se generá con respecto al vector halfway. A partir de ahi, y con un vector
h ∼ ph aleatorio podŕıamos obtener la dirección de salida deseada v ∼ pu. Considerado
un sistema de referencia alineado con respecto a h, la dirección de salida corresponde
a la reflexión perfecta de u, esto es:

v = − u + 2(u · h)h.

El procedimiento para muestrear una dirección h toma dos valores aleatorios
uniformemente distribuidos y aplica una transformación relacionada con la función
de densidad deseada. Esta transformación —aśı como la siguiente de h a v— debe
hacerse de forma controlada para asegurar que conseguimos muestrear con la función
de densidad adecuada.

En general, si muestreamos aleatoriamente según un espacio origen, si ∈ S, según
la PDF ps y queremos transformarlo en una nueva variable aleatoria para el espacio
destino, ti ∈ T , deseamos que la transformación preserve la medida utilizada, por lo
que la PDF pt se calcula como:

pt = ps

∥∥∥∥∂s∂t
∥∥∥∥ .

La anterior ecuación se obtiene despejando la expresión que iguala áreas de una
subregión de AB ⊆ S que mapea con otra región B ⊆ T .

∫
AB

ps(s1, s2) ds1 ds2 =

∫
B

pt(t1, t2) dt1 dt2.
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Para la primera transformación consideramos el espacio uniforme (s1, s2) ≡ (ξ1, ξ2) y
(t1, t2) ≡ (θh, φh). En consecuencia con la primera, para la segunda (s1, s2) ≡ (θh, φh)
y (t1, t2) ≡ (θv, φv). Obtenemos la proporción adecuada entre medidas, como:

pu(v) = ph(v)

∥∥∥∥dσ(h)

dσ(u)

∥∥∥∥ . (5.1)

dσ(h)

dσ(u)
=

sin(θh) dθh dφh

sin(θv) dθv dφv

=
sin(θh) dθh dφh

sin(2θh) 2dθh dφh

=
sin(θh)

4 cos(θh) sin(θh)
=

1

4 cos(θh)

=
1

4 (v · h)
=

1

4 (u · h)

5.2.2.1. Muestreo para las distribuciones de microfacets

Para muestrear la componente especular de Blinn (la difusa se realiza según su caso
ideal, visto en la sección 5.1, en la página 109), correspondiente a la expresión 3.6,
debemos obtener el vector h como:

θh = n+1
√
ξ1,

φh = 2πξ2.

Con el vector h calculamos el vector de salida aleatorio v = −u + 2(u · h)h, cada
uno de los cuales cuenta con la siguiente probabilidad:

p(v) =
n+ 1

2π

cosn(θh)

4 (v · h)
.

5.2.2.2. Muestreo de la BRDF de Ward

Ward [War92] presentó un modelo isótropo y anisótropo de BRDF usando un
lobulo de Gauss (o lóbulo basado en la función de Gauss) e indicó, a su vez, cómo
generar direcciones que siguieran el factor exponencial de la BRDF. Su expresión
puede consultarse a su vez en el Global Illumination Compendium [Dut].

De la expresión isótropa de Ward (ecuación 3.9), se despeja y calcula la dirección h
como:

θh = arctan
(
σm
√
−log(ξ1)

)
,

φh = 2πξ2.
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En la expresión anisótropica de Ward correspondiente a la ecuación 3.10, la dirección
h se calcula como:

θh = arctan

(√
−log(ξ2)

cos2(φh)/α2
x + sin2(φh))

)
,

φh = arctan

(
αx
αy

tan(2πξ1)

)
.

La PDF asociada ajusta la expresión del lóbulo gausiano, como puede apreciarse por
la siguiente expresión:

p(v) =
1

4π αxαy (h · v) cos3(θh)
e
−tan2(θh)

„
cos2(φh)

α2
x

+
sin2(φh)

α2
y

«
.

Ward usa como pesos asociados a las direcciones el parámetro de su modelo ks. Esta
suposición es correcta en la mayoŕıa de los casos, pero no se cumple para direcciones
que forman 90o con la normal (o grazing angles), produciéndose valores finales muy
bajos que se observan como un oscurecimiento de la imagen. En un technical report
de B.Walter [Wal05] se discuten detalles de implentación para la BRDF de Ward
relacionados con los pesos adecuados para el muestreo en un sistema de Monte-Carlo
y, —considerando la proporción obtenida en la ecuación 5.1— se deriva la siguente
expresión:

w(v) =
fr(u,v) cos(v)

pv(v)
= ks (h · u) (h · n)3

√
(v · n)

(u · h)
.

5.3. Muestreo de la BRDF de Neumann

La BRDF de Neumann, vista en la sección 3.19 (en la página 63), se basaba en el
plano de proyección de las direcciones de la semiesfera, por lo que se consigue muestrear
por el producto de la BRDF y el término coseno al mismo tiempo [NN98, NNSK99].

Se generan N puntos sxy del dominio D2 y se proyectan de nuevo en la semiesfera
según la siguiente función:

s = sxy +
√

1 − s2
xy.

La forma más sencilla de realizarlo consiste en distribuir uniformemente puntos en
[−1, 1]2 y luego utilizar la técnica de rejection sampling. También se pueden utilizar
en lugar de números aleatorios, series de quasi-MC. En ambos casos, coincide con una
distribución coseno, tan utilizada para materiales difusos.
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5.4. Muestreo de la BRDF de Ashikhmin

Partiendo de una dirección u deseamos obtener una dirección aleatoria v. Ashikhmin
proporciona un método para su modelo de BRDF [AS00a]; comienza generando un
vector h siguiendo la siguiente distribución de probabilidad:

q(h) =

√
(ex + 1)(ey + 1)

2π
(n · h)ex cos2(φh)+ey sin2(φh).

Con u y h se obtiene el vector deseado:

v = − u + 2(u · h) h,

sin embargo, la densidad del vector resultante no es q(v), pu(u) 6= q(v), debido a la
diferencia de medidas entre ambos espacios. Como ya sabemos por la ecuación 5.1, se
corrige de la siguiente manera:

p(v) =
q(h)

4 (u · h)
.

Para generar el vector h de una forma eficiente se muestrea siempre generando los
ángulos dentro del primer cuadrante de la esfera (ver figura 5.1):

φh = arctan

(√
ex + 1

ey + 1
tan

(
π ξ1

2

))
,

θh = arccos
(
ξ

(ex cos2(φh) + ey sin2(φh) + 1)−1

2 .
)

4(0’5 ! ! )

0’5
" # $

4(0’5 + ! )
" + $

0’75

!4(1 ! )
2" # $

0

4 !

0’25

$

Figura 5.1: Dependiendo del cuadrante elegido al azar, los va-
lores aleatorios se mapean de nuevo.

Después se mapea de nuevo al cuadrante seleccionado mediente un valor aleatorio ξ1.
Este mismo número se volverá a utilizar tras una adecuada modificación —únicamente
hay cuatro posibles— para que se preserve la estratificación. Por ejemplo, para
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ξ1 ∈ [0,25, 0,5) se obtiene φ usando 1 − 4(0,5 − ξ1) y después se gira sobre el eje π/2.

A continuación se refleja el vector h generado y se calcula la probabilidad asociada,
considerando las caracteŕısticas de la distribución anisótropa, como ya se ha comenta-
do. Los parámetros ex y ey se notan en GRF como nu, nv, esto es:

AnisotropicPDF ::=
pdf anisotropic nu =valor nv =valor

Tabla 5.6: Notación en GRF para AnisotropicPDF

5.5. Muestreo general para BRDFs anaĺıticas y adquiridas

Existen pocos algoritmos anaĺıticos de muestreo y, como hemos visto, la mayoŕıa
están relacionados con los lóbulo coseno. Se han presentado trabajos que intentan ser
aplicables a un rango de BRDFs —el mayor posible— que, debido a su complejidad, no
cuentan con una forma de muestreo óptima para su uso en algoritmos de Monte-Carlo.

Lawrence y Rusinkiewicz [LRR04] lo hacen con un método basado en la descom-
posición en factores de la BRDF, que son almacenados tabularmente y de manera
compacta. La factorización de una BRDF es algo que ya se hab́ıa hecho por otros
autores [KM99, MAA01], pero Lawrence va más allá al indicar como utilizarlo como
función de densidad en la generación de direcciones aleatorias. Matusik [MPBM03]
proporciona estas muestras de forma tabulada, para las funciones de reflectancia
que él mismo adquiere (Merl DB). Sin embargo, esta representación no es compacta
—suele ser necesaria una resolución de 90 x 90 x 180 x 180 para BRDFs isótropas— y
requiere tanto espacio o más, como la misma BRDF.

El método propuesto por Lawrence y Rusinkiewicz comienza con un cambio a la
parametrización basada en el half-angle [Rus98] y una descomposición en factores lle-
vados a un dominio 2D más simple. Los factores deben ser funciones positivas para que
se puedan tomar como PDFs y al menos una de ellas debe cumplir que sea evaluable
directamente. La BRDF se utiliza en su forma anaĺıtica para su evaluación y para el
muestreo por importancias se usa una aproximación a la misma, basada en dos series de
funciones, que permiten expresar la BRDF como una suma de productos de funciones
que dependen de uno solo de los parámetros u y v.

fr(u,v) cos(v) ≈
J∑
j

Fj(u)Gj(w),
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siendo w el vector de dirección resultante del muestreo, con respecto a la parametri-
zación seleccionada por el usuario. Es posible generar direcciones que representen la
dirección incidente, v, o bien parametrizar con respecto a h y de esa forma alinear
caracteŕısticas importantes de la BRDF como es el brillo especular. Los autores han
constatado que para BRDF difusas, como Poulin-Fournier, es mejor basar w en la
parametrización en v.

El procedimiento de factorizar la función de reflectancia comienza con la construcción
de la matriz Y que almacena fr multiplicado por el término coseno. Utilizando una
resolución Nu = Nθ + Nφ, entonces, para cada Nu se generan Nw muestras, que se
almacenan en la matriz Y = Nw × Nu. Esta matriz se descompone en otras dos
matrices de menor dimensionalidad y que representan a las funciones F y G: Y

 =

 G

 [ F
]

con G : Nw × J y F : J × Nu.

La función G, puesto que no puede ser evaluada directamente, vuelve a descompo-
nerse en funciones 1D mucho más sencillas y de esta forma:

fr(u,v) cos(v) ≈
J∑
j=1

Fj(u)
K∑
k=1

ujk(θw) vjk(φw).

Por ejemplo, esta representación es válida para el modelo anisótropo de Ashikhmin
si utilizamos J=1 y K=2. Para Blinn tan sólo seŕıa necesario J=K=1. En general no
son necesarios emplear muchos términos o factores para representar BRDFs adquiridas
y anaĺıticas, pero hay que ajustar de forma manual los parámetros J,K,Nu, Nw

aśı como el tipo de parametrización.

Para su correcta utilización los factores son normalizados, tras hallar una cota supe-
rior:

fr(u,v) cos(v) ≈
L∑
l=1

F ′l (u)u′l(θw) v′l(φw) =
L∑
l=1

Tl(u, θw, φw),

con L = JK.

Finalmente las muestras se obtienen al usar la técnica de inversión de la CDF (vista
en la sección 4.3.1) empleando los factores 1D tabulados. Puesto que se tiene que
recalcular la CDF, cada vez que cambia la dirección u se deben habilitar mecanismos
de reutilización para las muestras de un mismo pixel, o bien precalcular dichas matrices.

La función de densidad de la dirección de salida es:
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pu(v) = q(w)

∥∥∥∥dσ(w)

dσ(v)

∥∥∥∥ =
1

4(v · h)

L∑
l

Tl(u, θw, φw)∑L
j Fj(u)

.

Los autores dieron resultados de aplicar esta técnica de muestreo con las BRDF
de Cook-Torrance, Poulin-Fournier y el caso anisótropo de Ward. Los puntos débiles
de esta representación es que no garantiza la continuidad, ni tampoco asegura
reciprocidad en las funciones F y G, y por tanto en la BRDF.

FactoredPDF ::=
pdf factored uTh =valor uPh =valor

pTh =valor pTh =valor
J =valor K =valor

half =valor-lógico

Tabla 5.7: Notación en GRF para FactoredPDF

Figura 5.2: Gráfica 2D y 3D, de la facturorización de la BRDF
de Ward. Para 2500 vectores aleatorios sólo 827
son generados en la semiesfera de direcciones po-
sitiva.

Existe otro problema inherente a este método de muestreo. Inicialmente los vectores
aleatorios se generan en la esfera de direcciones y por tanto hay que rechazar las que
se encuentran por debajo del horizonte antes de devolver el conjunto resultante de
direcciones. No podemos evaluar el porcentaje de direcciones rechazadas puesto que
habŕıa que hacer un estudio más detallado. Sin embargo, podemos comentar alguno de
los resultados que hemos obtenido en el proceso de depuración. Considerando conocido
el vector incidente, la normal a un punto de la superficie y la función de reflectancia
(en este caso la BRDF de Ward), se ha dado que para una solicitud de 2500 muestras
el 66 % de los valores son rechazados. Es por ello que el área del disco unidad de la
figura 5.2 se ve escasamente cubierto de puntos de dirección. La imagen anterior ha
sido obtenida utilizando una herramienta desarrollada en el marco del trabajo de esta
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tesis, BRDF 3D Plot (consúltese apartado 7.10),

Comparativas medidas en tiempo y error de este método frente al algoritmo que
nosotros presentamos, se considerarán en el siguiente capitulo de la presente memoria.

5.6. Muestreo compacto de BRDFs adquiridas

Con un trabajo posterior, los mismos autores de la factorización de la BRDF ofrecen
una mejora aplicable a este método [LRR05], que se aplica exclusivamente al muestreo
de BRDFs adquiridas. La mejora al método consiste en hacerlo adaptativo, de forma
que en el muestreo por inversión de la CDF los datos considerados no se distribuyan
uniformemente, y se siga la misma distribución haciendo uso de otra distribución equi-
valente que viene expresada de manera compacta. Este objetivo se consigue mediante la
aplicación de una serie de pasos. Primeramente se descompone la PDF N-dimensional
en una distribución marginal 1D p̃, junto a una colección de distribuciones condicionales
a esta también 1D.

p̃(x) =

∫ ∞
−∞

p(x, y) dy

p(y|xi) =
1

xi − xi−1

∫ xi

xi−1

p(x′, y)

p̃(x′)
dx′

Seguidamente, la representación numérica empleada consiste en el cálculo discreti-
zado de las CDFs (Cumulative Distribution Function) marginal y condicional, para
ser utilizadas en conjunción con el muestreo por inversión. Un punto interesante del
método es que las CDFs discretas son invertidas en tiempo de ejecución, mediante la
realización de una búsqueda binaria que selecciona el intervalo [Pi, Pi+1] que contiene
el valor aleatorio ξ.

Otro punto a favor es que estas tablas CDFs, expresadas con N valores uniformes,
pueden comprimir su tamaño (de 65 MB a 2.3 MB en algunos casos) si se encuentran
los M < N valores adaptativos que representan la misma distribución. Esto conseguiŕıa
facilitar su manejo en un sistema de śıntesis de imágenes, teniendo en cuenta que se
creará una tabla por cada BRDF presente en la escena a renderizar. El proceso de
compresión comienza con la aproximación a la tabla CDF mediante una curva; el
algoritmo de tipo greedy de Douglas-Peucker [Ros97] dará las localizaciones de las
muestras adaptativas que representan dicha curva. La misma aproximación resultante
es la CDF marginal a utilizar en el método de inversión, siendo necesario recalcular
las CDFs condicionales.

En general se puede decir que la factorización de la BRDF en el producto de factores
positivos, mejora anteriores métodos de factorización al proporcionar un método
especifico de muestreo. Si bien los autores únicamente notifican datos referentes
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al muestreo de unas pocas BRDFs anaĺıticas (y otras tantas procedentes de datos
adquiridos), nosotros hemos incorporado esta técnica a BPT, el sistema de trazados
de rayos utilizado en todas las imágenes sintéticas presentes en el apéndice B. A
continuación se muestra la sintaxis para definir esta PDF, que representa la CDF
uniforme con N = Nθ + Nφ valores. Un parámetro de tipo lógico indica si el método
debe comprimir la tabla CDF o no. La implementación de esta PDF, su definición y
uso se caracterizan por su notación GRF (más detalles sobre este formato de escena
puede ser consultados en el apéndice A).

CascadeCDF ::=
pdf cascadeCDF nTh =valor nPh =valor

compress =valor-lógico

Tabla 5.8: Notación en GRF para CascadeCDF

Esta técnica es aplicable, a su vez, al muestreo de los mapas de iluminación
distantes, o Environment Maps (EM). En tal caso seŕıa necesario añadir algunos
valores de muestreo no-uniformes, para garantizar que la distribución marginal
está bien representada y que se aproxima adecuadamente la variación de la función
en la dimensión ortogonal a la dada. Los nuevos valores se obtienen, en las regiones
en las cuales la evaluación de la función gradiente muestra valores altos. En nuestro
caso, no hemos calculado el gradiente ya que únicamente hemos aplicado este método
al muestreo de BRDFs adquiridas.

De igual forma que en el art́ıculo original [LRR05], nosotros hacemos uso de las
mediciones de reflectancias de mas de 100 materiales de Mitsubishi Electric Research
Laboratories (MERL)1 . Restringuiéndonos a un subconjunto de estas, evaluamos
los aspectos concernientes al consumo de memoria de este método y al tiempo de
precálculo. Por un lado la tabla 5.9 presenta los datos de memoria cuando se emplean
para el muestreo de la BRDF un conjunto de tablas CDFs evaluadas de forma uniforme
—cuando las muestras se distribuyen como en la figura 5.3—, e independientemente
de la BRDF. Y por otro, la tabla 5.10 presenta información sobre los tiempos de
precálculo cuando se utiliza compresión de la tabla CDF (incluye el tiempo de cálculo
de la correspondiente CDF uniforme, la aproximación de la PDF marginal por una
curva y el recálculo de la PDF condicional), la memoria empleada por esta técnica
(tras liberar las estructuras de datos iniciales, correspondientes a las CDFs uniformes
de alta resolución tomadas para su compresión) y, por último, el porcentaje de
reducción con respecto a la CDF uniforme con resolución 16× 32× 256× 32.

1 Datos de BRDFs adquiridas de libre disposición <http://www.merl.com/brdf/> [consultado
en noviembre de 2007]
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El siguiente caṕıtulo, una vez presentada nuestra propuesta para el muestreo de
BRDFs, dará una comparativa entre este método y el nuestro, aplicado a BRDFs
adquiridas.

Figura 5.3: Gráfica en 2D y 3D de la Cumulative Distribution
Function dada por la herramienta BRDF 3D Plot.
Se aprecia cómo se obtienen valores uniformemen-
te distribuidos. La discretización de vectores es
alta y se cubre bien la semiesfera de direcciones.

Figura 5.4: Gráfica en 2D de la BRDF adquirida nickel.binary
BRDF. Con el método de inversión de las CDFs
calculadas y almacenadas, las direcciones pueden
ser generadas conforme a los datos tabulares de
la reflectancia.
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nTh nPh Mem (KB) Mem (MB)
16 64 8320 8.13
100 32 82500 80.57
64 100 323200 315.63

Tabla 5.9: Consumo de memoria del método CascadeCDFs
empleando muestras distribuidas uniformemente

Merl BRDFs Compr.(sec) CDF (KB) Compr.(KB) Reducción
alum-bronze.binary 572.13 33792 998.15 97.05 %
alumina-oxide.binary 577.4 33792 174.75 99.48 %
aluminium.binary 568.31 33792 1156.5 96.58 %
aventurnine.binary 562.68 33792 331.65 99.02 %
beige-fabric.binary 559.53 33792 187.66 99.44 %
black-fabric.binary 579.51 33792 265.13 99.22 %
black-obsidian.binary 580.54 33792 802.2 97.63 %
black-oxidized-steel.binary 575.38 33792 761.45 97.75 %
black-phenolic.binary 577.38 33792 901.96 97.33 %
black-soft-plastic.binary 562.24 33792 799.8 97.63 %
blue-acrylic.binary 576.79 33792 382.53 98.87 %
blue-fabric.binary 578.26 33792 351.58 98.96 %
blue-metallic-paint2.binary 572.29 33792 1038.0 96.93 %
blue-metallic-paint.binary 575.35 33792 1110.05 96.72 %
nickel.binary 567.49 33792 1023.62 96.97 %
red-plastic.binary 586.5 33792 275.83 99.18 %
teflon.binary 561.78 33792 184.51 99.45 %
violet-acrylic.binary 578.69 33792 826.69 97.55 %
white-marble.binary 565.71 33792 247.79 99.27 %
yellow-paint.binary 566.06 33792 143.47 99.58 %

Tabla 5.10: Consumo de memoria del método CascadeCDFs
empleando muestras distribuidas de forma adap-
tativa lo que compacta consideramblemente el
conjunto de CDFs almacenadas.
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CAPÍTULO 6

Muestreo eficiente de BRDFs
genéricas

En anteriores caṕıtulos hemos hablado de la importancia de conseguir modelos
BRDFs simples de evaluar, algunos de los cuales cuentan con un algoritmo de
generación de direcciones de salida, proceso básico para la mayoŕıa de métodos de
estimación de la radiancia en el cálculo de iluminación global de una escena.

En el contexto de un estimador de Monte Carlo de la radiancia saliente, el punto
de la superficie sobre el que se efectúa la evaluación es conocido, aśı como su vector
normal y la BRDF que modela las propiedades ópticas de la superficie. El objetivo del
estimador consiste primeramente en:

proporcionar un vector aleatorio de salida conocida la dirección incidente, usando
una función de densidad de probabilidad proporcional a la BRDF. En el mejor
de los casos, para que el muestreo sea más eficiente, la función de densidad debe
ser proporcional a la BRDF por el término coseno [LW94].

estimar la radiancia saliente en la dirección generada.

El actual caṕıtulo presenta un algoritmo para el muestreo eficiente y exacto de
BRDF genéricas, esto es, apto para cualquiera de los modelos de BRDFs mencionados
con anterioridad. El objetivo principal consiste en proporcionar una función de
probabilidad adaptativa, que permita un muestreo proporcional al producto de la
función BRDF y un termino coseno.
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6.1. Estimador de Monte-Carlo empleando BRDFs genéricas

La ecuación de reflectancia, puede ser resuelta haciendo uso de métodos de inte-
gración por Monte-Carlo, ya que no siempre es posible obtener expresiones anaĺıticas
para la radiancia saliente o entrante.

La integral vista en la ecuación 2.10 (localizada en la página 29) es aproximada
mediante el valor medio de la función al ser evaluada usando un número N de valores
aleatorios —vectores de dirección— (s1 . . . sN) ∈ Ω independientes e idénticamente
distribuidos en el dominio, que siguen una distribución de probabilidad Pu definida
en Ω, dado un vector u ∈ Ω. Es condición necesaria que Pu(Ω) = 1. La expresión de
dicho estimador fue dada en la ecuación 4.1 (pág. 75).

Podemos definir distintos estimadores de Monte-Carlo dependiendo de que la
integración en el dominio Ω se realice con la medida del ángulo sólido (σ) o la versión
proyectada de esta (σp). En cada caso asignamos al estimador una PDF distinta. En
el primer caso:

pu(v)
def
=

dPu(v)

dσ(v)
,

daŕıa el siguiente estimador:

Lr(u) ≈ XN(s1, . . . , sN)
def
=

1

N

N∑
i=1

fr(u, si)Li(si)cos(si)

pu(si)
. (6.1)

En el segundo caso:

qu(v)
def
=

dPu(v)

dσp(v)
,

proporcionaŕıa este otro:

Lr(u) ≈ YN(s1, . . . , sN)
def
=

1

N

N∑
i=1

fr(u, si)Li(si)

qu(si)
. (6.2)

Por lo general, la función de densidad pu en σ es la utilizada en la literatura
de iluminación global. Sin embargo, la PDF que proponemos para el muestreo de
direcciones de salida será del tipo qu, proporcional a la BRDF por el término coseno
que aparece en la ecuación de radiancia. Esto permite simplificar el cálculo del
estimador al ahorrar la evaluación del coseno, aśı como una multiplicación. Aśı mismo,
en determinados casos, se evitan posibles errores asociados a divisiones por valores
muy cercanos a cero.

Nuestro algoritmo se ha implementado y ha evaluado en un sistema de śıntesis
de imágenes basado en path-tracing, aunque el método de muestreo bien puede ser
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6.1. Estimador de Monte-Carlo empleando BRDFs genéricas

empleado con cualquier otro sistema de cálculo de la radiancia basado en Monte-Carlo.
El muestreo de la BRDF se realiza generando vectores si proporcionales a la propia
BRDF multiplicada por un factor coseno, gracias a la utilización del dominio D2, tal
y como se irá comentando en lo sucesivo.

Usando la función de mapeo h, que se vió en la sección 2.1.1 (página 8), podemos
realizar un cambio en el dominio de integración, y aproximar la ecuación de reflectancia
en D2. El estimador de nuestro interés es el dado en la ecuación 6.2. El uso de σp es
equivalente a la medida de área A de la ecuación 2.3, por lo que la expresión para la
radiancia saliente en una dirección es:

Lr(u) =

∫
D2

fr(u,vxy)Li(vxy) dA(x, y) (6.3)

=

∫
[−1,1)

∫
[−1,1)

fr(u,vxy)Li(vxy) dx dy, (6.4)

siendo vxy = h−1(x, y).

Aunque la definición más usual de la BRDF sea dando dos vectores en la semiesfera,
conviene introducir otras notaciones por simplicidad. Utilizaremos indistintamente:

fr(u,vxy) = fr(u, h
−1(vxy)) = fr(u,v).

Usar vxy en lugar de simplemente v, pretende hacer expĺıcito que es un vector
que está asociado a un punto (x, y) en el disco. Lo mismo se puede decir para otras
funciones definidas en Ω que acepten vectores en D2, como Li(vxy).

Finalmente, el estimador que implementamos es:

Xn(s1, . . . , sn)
def
=

1

n

n∑
i=1

fr(u, si)Li(si)

q(si)
. (6.5)

EstimarRadiancia1 (u ∈ Ω,N ∈ R+,fr,Li,Pu ) → R
Sea qu = dPu/dσp
Sea s := 0
for i := 1 to N do begin

Generar un punto aleatorio sxy ∈ D2 distribuido conforme a Pu

s := s+ (fr(u, sxy) Li(sxy))/qu(sxy)
end
return s/N

Algorithm 11: pseudocódigo EstimarRadiancia1
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6.1.1. Beneficios del Disco Adaptativo

Concluimos esta sección sumando ideas sobre nuestro algoritmo de selección de
direcciones para BRDF arbitrarias que desarrollamos en este caṕıtulo. Es un método
optimizado de muestreo exacto de la BRDF basado en la técnica de rejection sampling,
para su uso en un sistema de śıntesis de imágenes realistas por Monte-Carlo, según
el estimador presentado en la ecuación (6.5) y el algoritmo [11]. Genera direcciones
aleatorias sixy ∈ D2, distribuidos según una PDF qu. El uso de la medida de area A en
D2 es mejor que σ en Ω, puesto que en el primero el término coseno queda impĺıcito,
y el segundo requiere dos operaciones de más.

6.2. Muestreo de una BRDF arbitraria

Cuando no se dispone de algoritmos anaĺıticos para el muestreo de la BRDF se
utiliza la técnica de rejection sampling —véase la sección 4.3.2— debido a su gran
simplicidad: muestrear y rechazar hasta que se cumpla una determinada condición.
Sin embargo, aplicada a la función BRDF, la probabilidad de que se produzca el
rechazo es alta en muchos casos. Esto se debe a la forma habitual de dicha función:
suave y poco variante en la mayor parte del dominio, salvo en la zona próxima a la
dirección especular, en donde existe una pequeña región que puede presentar altos
valores o picos. Únicamente la mencionada región requiere un muestreo más denso que
el resto, por lo que es apropiado una técnica no uniforme, para no desperdiciar tiempo
de cálculo en muestras situadas en áreas donde la función es poco importante. Con un
muestreo uniforme, podemos perder detalles de la función en zonas donde ésta cambia
rápidamente, pero no lo detectamos por un número insuficiente de valores aleatorios
generados.

Figura 6.1: División sencilla —casi uniforme— de la BRDF.
El área de rechazo (por encima de la función) es
muy superior a la de aceptación (por debajo de
ésta).
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6.2. Muestreo de una BRDF arbitraria

En la figura 6.1 se divide el espacio en tres regiones que se muestreaŕıan de foma
uniforme. Esto no es suficiente, ya que cada región no se adapta bien a la forma de
la función. Se puede ver que, el área que queda por encima de la función es muy
superior al área inferior (la de aceptación). Por consiguiente el porcentaje de muestras
rechazadas —1 menos el área de la función— es muy alto. El muestreo puede ser más
eficiente —en menos tiempo de cálculo— añadiendo la subdivisión adaptativa a la
BRDF, de forma que en aquellas zonas donde la función es más variable se utilice
mayor resolución que cuando es más uniforme.

No es posible conocer de antemano el número de divisiones necesarias para aproxi-
mar adecuadamente la función. A más intervalos menos tiempo de cálculo usando la
técnica de muestreo por rechazo, pero también tenemos un mayor coste computacional
en otros puntos del algoritmo. En cada caso se debe evaluar el beneficio que conlleva
muestrear a mayor resolución.

En este trabajo no se trata de encontrar el número óptimo de intervalos, sino más
bien, que el dominio de cada subintervalo se aproxime adecuadamente a la función que
va a muestrear. Nosotros proponemos un método basado en rejection sampling, pero
con un número acotado de intentos, que es realizado en subintervalos más óptimos.
Realizamos la subdivisión en el dominio D2, para ello hacemos uso de una estructura
jerárquica cuyo nodo ráız representa la región [−1, 1)2, que irá dividiéndose de forma
adaptativa a la función. De esta forma la estructura en árbol, o quadtree, aproxima de
forma exacta la BRDF. En el siguiente apartado se comenta en mayor detalle.

6.2.1. Subdivisión adaptativa del dominio

Deseamos particionar el dominio original [−1, 1)2 en una serie de regiones
R1, R2, . . . , Rn ⊆ D2 disjuntas que cubren por completo el disco D2. Esto puede ser
realizado mediante una estructura de datos tipo quadtree, que subdivide siempre en
cuatro partes por igual. Puesto que estamos en un particionamiento, se deben cumplir
las siguientes propiedades:

Ri ∩Rj = ∅ ∀ i 6= j,
∪ni=1Ri = D2.

Cada una de estas regiones corresponde a un conjunto de puntos en D2, que, al ser
proyectados de nuevo en Ω, siguen cumpliendo la propiedad de cubrir por completo el
dominio de la función BRDF. Por definición de la BRDF, ésta vale 0 al ser evaluada en
los puntos comprendidos entre [−1, 1)2 − D2 (figura 6.2), garantizando la equivalencia
entre Ω y D2. Además, debemos asegurar que qu es positiva antes de emplearla como
divisor del estimador XN . Por tanto, podemos asegurar que la medida de probabilidad
para una región Ri es positiva, siempre y cuando la BRDF también lo sea:

fr(u,v) > 0 =⇒ Pu(R) > 0 ∧ qu(v) > 0.
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Aśı pues Pu(D2) = 1.

A

(!1,!1)

(1,1)

R

Figura 6.2: La BRDF y la PDF se considera 0 en los puntos
fuera del disco de radio unidad.

La construcción del árbol es recursiva, comenzando a dividir el dominio inicial
[−1, 1)2 —equivalente al nodo ráız— en cuatro partes iguales en cada paso, como se
puede ver en la figura 6.3. Al subdividir se reparte la región actual del nodo entre
sus cuatro descendientes, de forma que la unión de los cuatro sucesores pueda pro-
porcionarnos la información del nodo ancestro (se han etiquetado los nodos terminales).

1 2 3

654 7

4

6

5

7

1 2

3

Figura 6.3: División espacial del dominio [−1, 1)2

La información espećıfica a una región, y que es almacenada en cada nodo del
quadtree, es el conjunto de valores que se indican a continuación:

- Dominio Ri: área representada por [ui, ui + sizei)× [vi, vi + sizei), donde (ui,vi)
es la posición del nodo en la región total y sizei es el lado de la región cuadrada.
Gráficamente:
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6.2. Muestreo de una BRDF arbitraria

(ui,vi)

(ui+sizei,vi+sizei)

- Mi: máximo de los valores de fr en la región i-ésima:

Mi
def
= max(x,y)∈Ri { fr(u,vxy) }

- Ii es la integral de la BRDF en la región i-ésima:

Ii
def
=

∫ ∫
x,y∈Ri

fr(u,vxy) dx dy

- El volumen total de la región en donde se realiza muestreo por rechazo. Se toma
f r como una cota superior constante a trozos de la función BRDF:

Vi
def
=

∫
x,y∈Ri

f r(u,vxy) dx dy = size2
i ∗Mi

- La probabilidad de seleccionar la región proyectada Ri que es proporcional a la
integral de la BRDF en la región, Pu(Ri) ∝ Ii:

Pu(Ri)
def
=

1∫
D2 fr(u,vxy) dx dy

· Ii

Tanto Mi como Vi pueden ser calculados evaluando la función BRDF en un grid
de puntos denso, al tiempo que construimos la jerarqúıa de nodos. En cualquier caso
el único requerimiento impuesto por nuestro algoritmo es ser capaces de evaluar la
BRDF dado un par de direcciones.

Para encontrar un conjunto de regiones que se adapten lo mejor posible a la
función, necesitamos un criterio de subdivisión que nos diga si se detecta variabilidad
y debemos subdividir para que cada subregión busque una mejor aproximación. Esto
además, repercute en el muestreo final ya que la probabilidad de aceptación al realizar
rejection sampling estaŕıa acotada. Haciendo uso de f r, la cota superior constante a
trozos de la función BRDF, tendŕıamos que:

∀Ri ⊆ D ∧ u ∈ Ω ∧ vxy ∈ Ri

{
f r(u,vxy) = C,

fr(u,vxy) ≤ f r(u,vxy).

El valor máximo permitido para el número medio de intentos al realizar rejection
sampling en una región Ri, es nmax. Este parámetro nos da el criterio necesario para
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subdividir cada nodo. Al cumplirse la siguiente desigualdad se debe subdividir:

1

nmax
≤ Ii

Vi
≤ 1. (6.6)

En nuestro caso hemos elegido un valor pequeño para el número medio máximo
de intentos. En concreto nmax = 2. Aśı está expresado en el algoritmo [12] que lo
implementa.

Particionar ( ) →
Sea dx, dy diferenciales de área de Ri

Sea m = 0, v1 = 0
for x := u to u+ s do begin

for y := v to v + s do begin
v1+ = fr(x, y) ∗ dx ∗ dy
m = max(fr)

end
end
v2 = s ∗ s ∗m
p = v1/v2

if p ≤ 0,5 then begin
for j := 0 to 4 do begin
Ri.Hijo(j) = new SampleQuadtreeNode

Ri.Hijo(j).Particionar()
end

end

Algorithm 12: pseudocódigo Particionar

La clases SampleQuadtre y SampleQuadtreeNode implementan el árbol que repre-
senta de forma adaptativa la función BRDF en el dominio D2 mediante un conjunto de
regiones que cubren todo el área. Utilizan la clase DirCoder para pasar las direcciones
del dominio S2 a D2 y viceversa. El árbol se construye dada una instancia genérica
de la función BRDF, la normal al punto considerado, y la dirección incidente u ∈ Ω
sobre éste.

En el peor de los casos, si la probabilidad nunca cumple el criterio deseado, el arbol
creceŕıa en profundidad sin control posible. Lo cierto es que la profundidad puede
controlarse con el valor nmax, ya que números altos implican una estructura más
pequeña y menos gasto de memoria. Sin embargo ésto aumentaŕıa la probabilidad de
rechazo de una muestra.
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6.2.2. Muestreo por importancias en D2

Una vez que hemos construido el quadtree adaptativo, lo usaremos como función de
densidad para generar una dirección aleatoria s en D2 proporcional a fr(u, s) cos(s).
Primeramente se verá cómo hacer un recorrido por el árbol hasta alcanzar el no-
do hoja —correspondiente a una región— que se empleará en el algoritmo de muestreo.

Sea C(i, j) la función que devuelve un entero correspondiente al ı́ndice del nodo hijo
j-ésimo, dado un nodo i-ésimo. La función de distribución acumulada F (Ri), para el
nodo que representa la región Ri, se utiliza en el descenso del árbol. Representa la
probabilidad condicional de descender por uno de los nodos hijos, supuesto que hemos
alcanzado el padre, hasta llegar a un nodo hoja.

Fi,k =

∑k
j=0 IC(i,j)∑3
j=0 IC(i,j)

.

Partiendo del objeto ráız y tomando r, un valor aleatorio uniformemente distribuido,
cada nodo decide por donde continuar seleccionado el nodo hijo que cumpla la siguiente
condición:

si Fi,k−1 < r ≤ Fi,k se selecciona el nodo k,

tal y como se muestra en el algoritmo [13].

Finalmente, con este paso nos quedamos con una región (figura 6.4), la cual se ha
seleccionado con una probabilidad proporcional a su valor Ii y que se corresponde a la
zona de la BRDF que necesita ser muestreada con mayor densidad.

Figura 6.4: Vista en 3D de la región selecionada mostrando
el volumen encerrado.
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SeleccionarRegionAleatoria ( ) → SampleQuadtreeNode

if (Ri es hoja) then
return Ri

else
Generar r ∼ uniforme [0,1]
Sea n un SampleQuadtreeNode nulo
Sea S =

∑
Ri.Hijo(j).v1 para j = 1 . . . 4

Sea F = 0
for j := 1 to 4 do begin

SampleQuadtreeNode m = Hijo(j)
if (F < r) Y (r ≤ F + m.v1/S) then

n = m
else
F+ = m.v1/S

end
end
return n.SeleccionarRegionAleatoria()

end

Algorithm 13: pseudocódigo SeleccionarRegionA-
leatoria

6.2.3. Generación de direcciones

Hemos visto que realizando un recorrido por el quadtree se selecciona de forma
aleatoria una región Ri. El siguiente paso consiste en muestrear dentro de ese dominio
para obtener un vector de salida cumpliendo s ∼ qu.

Para obtener este valor aleatorio usamos rejection sampling. Recordemos que me-
diante esta técnica, para muestrear siguiendo p(x), se utiliza otra función de densidad
más conveniente q(x). Para esta segunda función, debemos conocer la constante M ,
que cumpla lo siguiente:

p(x) ≤M q(x).

En nuestro algoritmo p(x) es la BRDF y M q(x) es la función cota f r. El procedi-
miento a seguir —método Muestrear—, es similar al necesario para muestrear en un
disco inscrito en un cuadrado unidad, que ya ha sido comentado en el algoritmo [2]
(página 81). Tan sólo es necesario cambiar los ĺımites del cuadrado unidad por los
pertenecientes a la región importante previamente seleccionada. El último paso es
simple, pues consiste en realizar la transformación inversa pasando de una dirección
en D2 a una en S2.

Hacemos uso de la clase Sample para almacenar, junto a cada dirección generada
con este método, el valor de la función peso asociado a cada muestra s:
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wu(s) =

{
(s · n)/pu(s) para la PDF tipo pu,
1/qu(s) para una PDF tipo qu.

tras consultar al nodo del quadtree por el valor de la PDF para s ∈ Ri.

ObtenerNMuestras (u ∈ Ω,n ∈ Ω,fr,N+N ) → Sample[]
Sea qt = new SampleQuadtree(u,n,fr)
Sea sample un vector de N instancias de Sample

for i = 1 to N do begin
SampleQuadtreeNode region = qt.SeleccionarRegionAleatoria()
Sea s = region.Muestrear()
Sea q = region.ObtenerValorPDF()
sample[i] = new Sample(s,1.0/q)

end
return sample

Algorithm 14: pseudocódigo ObtenerNMuestras

Con esto, nuestro método de muestreo de la BRDF se integra en el estimador XN

tal y como se presenta en el algoritmo [15]. El estimador le ira solicitando valores
aleatorios, aśı como sus pesos asociados (ver algoritmo [14]).

EstimarRadiancia2 (u ∈ Ω,n ∈ Ω,N ∈ R+,fr,Li,Pu ) → R
Sea wu la funcion peso asociada a Pu en D2

Sea s[N ] = ObtenerNMuestras(u,n,fr,N)
Sea s = 0
for i := 1 to N do begin
s += fr(u, s[i]) · Li(s[i]) · wu(s[i])

end
return s/N

Algorithm 15: pseudocódigo EstimarRadiancia2

6.2.4. Comparación directa con otros métodos

Es interesante obtener una descripción local del comportamiento de nuestro método
de selección de direcciones, al igual que para otros métodos. Tomemos la herramienta
BRDF 3D Plot (para más detalles consultese el apartado 7.10) mediante la cual
podemos visualizar el resultado de solicitar N direcciones aleatorias dado un punto de
la superficie, su normal, la posición del observador y la BRDF que se muestrea. Los
vectores resultantes se dibujan como puntos de colores en 2D y en 3D, de forma que,
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podemos observar si la distribución que siguen esos vectores se asemeja a la forma de
la función BRDF.

En las figuras 6.5, 6.6, 6.7 y 6.8 tenemos resultados para una misma situación:
punto, normal, vector incidente y función de reflectancia dada mediante una instancia
de la BRDF de Ward (con los parámetros de la tabla 6.18, pág. 163). Tan solo
variamos los métodos de selección de dirección que empleamos para solicitar 2500
valores aleatorios.

Figura 6.5: Distribución de puntos dada por el método unifor-
me. La componente especular no recibe suficientes
muestras.

Figura 6.6: Distribución de puntos dada por el método del
lóbulo coseno. No se muestrea la componente di-
fusa.

Como puede verse, los métodos uniforme y los basados en el lóbulo coseno se
centran únicamente en una componente concreta de la función. No obstante nuestro
método adaptativo consigue combinar ambas, muestreando la componente uniforme
y suministrando más muestras de forma localizada para muestrear la parte especular
de la función BRDF. El muestreo basado en la factorización de la BRDF produce
demasiados vectores de dirección en la semiesfera negativa, por lo que muchos vectores
aleatorios son descartados y no son empleados en el estimador.
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Figura 6.7: Distribución de puntos no rechazados dada por el
método factorizado (a baja resolución).

Figura 6.8: La distribución de direcciones dada por nuestro
método cubre la parte difusa y especular de la
función.
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6.3. Optimización del método

6.3.1. Precálculo de varios quadtrees

Por motivos de eficiencia es interesante considerar el precálculo de cada quadtree
para cada instancia de BRDF en uso, y con respecto a una discretización de la
dirección incidente. En nuestro caso, tomamos BRDFs isótropas y de esta forma es
posible generar valores discretos sólo en θ considerando el plano incidente con φu = 0.
Sin embargo, es necesario aplicar una transformación al vector 3D resultante del
muestreo que lo deposite en el cuadrante apropiado con respecto a la dirección inci-
dente real. Esta operación puede verse en el pseudocódigo número [16]. Para BRDFs
anisótropas el precálculo se debe realizar en base a valores discretos de los ángulos θ y φ.

Al igual que hicimos con la expresión en GRF de los modelos de BRDF y otras
PDFs que se reconocen en nuestro sistema de śıntesis, damos la expresión GRF de
nuestro método. Los parámetros de BPT BPT QT Precomputed y BPT QT Anisotropic,
definen la discretización segun los ángulos θ y φ respectivamente.

AdaptivePDF ::=
pdf adaptive nQT =valor nAnisoQT =valor

Tabla 6.1: Notación en GRF para AdaptivePDF

MapeoAlCuadrante (u ∈ Ω, s ∈ Ω) → LocalS ∈ Ω
if (φu en primer cuadrante) then

return s
if (φu en el segundo cuadrante) then

return (−xs, ys, zs)
if (φu en el tercer cuadrante) then

return (−xs,−ys, zs)
if (φu en el cuarto cuadrante) then

return (xs,−ys, zs)

Algorithm 16: pseudocódigo MapeoAlCuadrante

El error cometido por este precálculo se corrige tomando un número alto de valores
discretos uniformes. En nuestras pruebas hemos usado 90 y 60 valores de θu. Si bien
valores por debajo de éstos disminuiŕıan el tiempo inicial de construcción de estas
estructuras no podŕıamos garantizar localizar una dirección discreta próxima al u dado.
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6.3.2. Generación multiple de direcciones

En el uso de un estimador de Monte Carlo, la evaluación de una función de interés
es repetida un número determinado de veces, como hemos visto en el algoritmo [15]
(página 133). Es necesario, por tanto, disponer de un método de generación de
direcciones rápido.

Una mejora clara a nuestro procedimiento consiste en obtener N valores aleatorios
en una única llamada. Este objetivo puede conseguirse mediante la paralelización del
descenso de la estructura de datos –en nuestro caso un árbol quadtree— hasta el nodo
hoja que realiza el muestreo.

Tal y como se muestra en el algoritmo [14], es necesario recorrer el quadtree N
veces para generar N direcciones aleatorias. La parte de proceso que podemos agilizar
consiste en realizar un único recorrido del árbol que localice N puntos de muestra.
Tras lo cual cada región generará un número determinado de direcciones y de esa
forma el procedimiento devolveria las N muestras aleatorias.

Sea la secuencia de M elementos l1, l2, . . . , lM , el conjunto de nodos hoja del árbol
quatree correspondientes a las regiones R1, R2, . . . , Rn ⊆ D2. Sea N el número de
muestras a generar, debemos calcular los M valores de ni que cumplan:

n1 + n2 + . . .+ nM = N.

0’3 0,05 0,45 0’2

0,4

12 8

2 18

0 0,8 0’1 0’1

0
2

2
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0’7 0’2 0’1 0

0’2
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0’2 0’25 0’25 0’3

4
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6

0,2
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4020 2020

Figura 6.9: Caso sencillo en el que se muestra el proceso itera-
tivo del reparto de 100 muestras. Los nodos con-
tienen la probabilidad y las aristas muestran el
número de muestras asignado.

Un ejemplo sencillo de esta asignación puede verse en la figura 6.9. Otra propiedad
clara es que los valores de ni deben ser enteros. Puesto que nuestro método no es un
muestreo rigurosamente estratificado sino adaptativo, el valor medio de ni debe ser,

en media, proporcional a la probabilidad de cada nodo. Aśı pues ni
def
= Pu(li) ∗N . Sin

embargo estos valores son reales y el mero hecho de realizar una conversion a entero
no resuelve el problema. De forma general, sucederá lo siguiente:
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n1 + n2 + . . .+ nM 6 N,

δ = N −
M∑
i=1

bPu(li) ∗Nc.

De lo que se deduce que δ es el número entero de muestras —el resto— que es
necesario volver a repartir. Considerando de nuevo las probabilidades de cada nodo
hoja y mediante un proceso iterativo el resto se hace cero. Finalmente cada nodo li
conoce el número de muestras ni que debe generar.

El reparto de un número N de forma proporcional no requiere que las probabilidades
pi esten normalizadas, siempre que no sean todas valores nulos. El procedimiento se
muestra en los algoritmos [17] y [18] que se repiten recursivamente desde el nodo ráız
hasta los nodos hoja.

ReparteN (N) → N+ n[4]
Sean las matrices p y q R[4]
Inicializar δ a N
for i=0 to 3 do begin

p[i] = Pu(Hijo[i]) * N
n[i] = b p[i] c
δ = δ - n[i] ;

end
if ( δ ¿0 ) then

for i=0 to 3 do begin
q[i] = p[i] - n[i] ;

end
do

n[SeleccionaI(q)]++ ;
δ = δ - 1

while ( δ 6= 0 ) ;
end
return n

Algorithm 17: pseudocódigo ReparteN

6.3.3. Evaluación eficiente de la BRDF

Cada vez que hacemos uso del método adaptativo, por ejemplo al solicitar el peso
de una muestra, hacemos uso de la evaluación de la BRDF para dos direcciones en
la semiesfera. Este tipo de llamadas son aún más numerosas en la construcción de
una estructura quadtree, ya que debemos calcular la integral de la BRDF para saber
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SeleccionaI (R q[4] ) → N+

R ξ ∼ U(0,1)
R r = ξ·(q[0]+q[1]+q[2]+q[3])
R s = 0.0
for i=0 to 2 do begin

s = s + q[i] ;
if ( r ≤ s ) then

return i ;
end
return 3;

Algorithm 18: pseudocódigo SeleccionaI

si dividir un nodo. Puesto que es posible precalcular y almacenar estas estructuras,
también podemos predecir y calcular las evaluaciones que se realizan del la función de
reflectancia para un caso genérico. Proponemos una estructura de datos que permita
construir el árbol con un planteamiento similar a las técnicas bottom-up.

Considerando que en cada región se debe aproximar mediante Monte-Carlo la si-
guiente integral: ∫

x,y∈Ri
fr(u,vxy) d(x) d(y),

es importante el ahorro que se produciria el consultar el valor de la BRDF de una
tabla precalculada para valores de x e y contenidos en el plano [−1, 1)2.

Asociado a cada quadtree se ha implementado, pues, un mapa de imagen de la BRDF
que es evaluada en todo el dominio [−1, 1)2. La BRDF evalúa a cero para direcciones
fuera de D2. Solicitar el valor fr(u,vxy), conlleva calcular las coordenadas del punto
relativas a una imagen de proporciones cuadradas, que son equivalentes a la posición
del vector:

Imagen(u, ix, jy) ' fr(u,vxy).

La correspondencia entre vector proyectado y punto de imagen es trivial. Lo más
importante para la consecución fruct́ıfera de esta aproximación, es que la resolución
tomada en la imagen nunca sea inferior a la densidad de muestreo que un nodo hoja
pueda requerir para el cálculo de la integral de la BRDF en dicha región.

6.3.4. Ajuste de la región para el muestreo por rechazo

Para reducir los tiempos de muestreo en nuestro método, nos hemos propuesto
optimizar todos los aspectos básicos del algoritmo. Nuestro método recae en la
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técnica conocida como muestreo por rechazo (sección 4.3.2), que se caracteriza
por iterar un bucle hasta que el valor generado se acepta. La forma óptima de es-
ta técnica miniminiza el número de iteraciones, o lo que es lo mismo, el área de rechazo.

Por la relación existente entre un cuadrado y un circulo inscrito en él, las zonas de las
esquinas aumentan la región de rechazo. Si bien las cuatro esquinas son las zonas más
claras para optimizar, no son los únicos casos hallados, y dependerá en gran medida
del nivel de subdivisión máximo. En lugar de tomar todas las regiones por igual y
muestrear usando el área por defecto de la región (u, v)×(u+size, v+size) (en adelante
notaremos (U, V ) al punto (u+size, v+size)), será necesario ajustar los ĺımites a otros
más óptimos. Esta situación es la observada en la figura 6.10, en la cual tras encon-
trar el punto (x, y) se aprecia que la región (x, y)×(U, V ) disminuye el área de rechazo.

R

R

R

A

A

A

(u,v)

(x,y)

(U,V)

Figura 6.10: Es necesario reducir el área de rechazo en deter-
minadas regiones del disco.

El procedimiento para decidir si una región debe recalcular sus ĺımites comienza
calculando la distancia de cada uno de sus vértices al origen del disco.

A2 = u2 + v2, y de aqui b0 =

{
1 si A ≤ 1,
0 en otro caso.

B2 = U2 + v2, y de aqui b1 =

{
1 si B ≤ 1,
0 en otro caso.

C2 = u2 + V 2, y de aqui b2 =

{
1 si C ≤ 1,
0 en otro caso.

D2 = U2 + V 2, y de aqui b3 =

{
1 si D ≤ 1,
0 en otro caso.

Con los cuatro valores lógicos b0b1b2b3 obtenemos un codigo binario que identifica el
tipo de región. En la figura 6.11 se muestra un caso sencillo (la profundidad máxima
del arbol es 3) con los correspondientes códigos de interés en decimal.
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(!1,!1)

(1,1)

1 2

84

10

10

1212

33

5

5

Figura 6.11: Se han localizado y codificado las regiones que
deben ajustar el área de muestreo.

Existen, por tanto, ocho variantes que optimizan el dominio (u, v) × (U, V ). Cada
uno de ellos modifica el área de la región considerando los siguientes valores:

x = −
√

1− v2 y = −
√

1− u2

X = −
√

1− V 2 Y = −
√

1− U2

0001 (1) : toma la región (x, y)× (U, V )

0010 (2) : toma la región (u, y)× (X, V )

0011 (3) : toma la región (u, y)× (U, V )

0100 (4) : toma la región (x, v)× (U, Y )

0101 (5) : toma la región (x, v)× (U, V )

1000 (8) : toma la región (u, v)× (x, y)

1010 (10): toma la región (u, v)× (x, Y )

1100 (12): toma la región (u, v)× (U, Y )

Con todas estas mejoras, los tiempos de muestreo para el nuestro método adaptativo
han disminuido en un alto valor con respecto a los primeros resultados. El porcentaje
de reducción se ha sido algo mayor del 90 % ya que en la Escena 1 se ha bajado de
229,58 segundos a 8.2 y en la Escena 2 los tiempos han pasado de 525,73 en promedio
a 40,36 segundos.

Universidad de Granada 141
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6.4. Evaluación del método y resultados

6.4.1. Evaluación de la convergencia

Puesto que el método aqúı presentado es en concreto un método para obtener
puntos de muestra según una función de densidad de probabilidad, debemos asegurar
que el algoritmo converge a la función deseada. Básicamente necesitamos generar un
número alto de muestras aleatorias con nuestro método y encontrar una proporcion
númerica que equivalga a la función objetivo: en este caso la integral de la BRDF
evaluada en un punto de la superficie.

Sea m el número total de direcciones que se generan, a continuación contamos el
número ni de muestras pertenecientes a la i-ésima región cubierta por la estructu-
ra quadtree. Una vez encontrada la integral de la BRDF en cada región Ii, debemos
comprobar la siguiente proporción:

Ii ∝
ni
m
.

Existe un valor constante fijo a que cumple ni/m
Ii

= a. Y extendiendo esta sentencia
al conjunto total de N regiones obtenemos el valor final de la integral:

I =
N∑
i=1

Ii =
n1/m

a
+ · · · +

nN/m

a
=

1

a
.

Aśı como m se va haciendo mayor, el método prueba la convergencia al valor cons-
tante a.

ĺım
m→∞

ni/m

Ii
= a.

Usando la anterior propiedad, podemos verificar que la implementación es válida

6.4.2. Descripción del procedimiento de evaluación

Llegados a este punto procede hacer una evaluación práctica del método. Se ha
implementado un sistema de śıntesis realista, basado en el algoritmo básico de path tra-
cing bajo la plataforma Linux. Da como salida una imagen que puede ser almacenada
en varios formatos gráficos conocidos, como son: JPG, TGA, PMG, EXR (de Industrial
Light & Magic) y RAW. El formato RAW es utilizado para las comparaciones numéri-
cas entre imágenes ya que no tiene pérdidas y no sufre modificaciones no lineales por
tone mapping. El equipo usado en las pruebas es un AMD Optheron con 2GB de RAM.

Para la evaluación del método adaptativo de muestreo de BRDF genéricas, se
procederá a generar imágenes para cada modelo de BRDF implementado. En total
se han usado 16 modelos distintos. Éstos pueden ser consultados en la tabla 6.2.
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Ashikhmin Beard-Maxwell Blinn Coupled
He-Torrance Lafortune Lewis Minnaert
Oren-Nayar Phong Poulin-Fournier Schlick (single)
Schlick (double) Strauss Cook-Torrance Ward

Tabla 6.2: Conjunto de BRDFs que es empleado en las prue-
bas para la evaluación del algoritmo

Igualmente otros parámetros que vaŕıan en las pruebas son el número de muestras
generado, y el procedimiento de muestreo. Ambos listados en la tabla 6.3. Aśı, pues,
para cada experimento —escena a evaluar— se toman en unos casos 16 × 4 × 9 =
576 imágenes y en otros 16 × 5 × 9 = 720 imágenes.

Adicionalmente, para la generación de una imagen se tomaran las siguientes consi-
deraciones:

La calidad con la que se genera cada imagen viene determinada por el número de
muestras empleados en el estimador de Monte-Carlo. En nuestro caso este número
es expresado como la ráız cuadrada del número total de valores aleatorios que
son requeridos.

El tamaño de imagen para las comparativas entre el método presentado y otras
funciones de densidad, es 256 x 256 ṕıxeles. Para otro tipo de imágenes que
ilustren los beneficios del algoritmo se toman valores de resolución mayores.

Para evitar aliasing se puede indicar como parámetro la resolución a la que se
muestrea el área del ṕıxel. Para las comparativas se ha tomado 1 x 1 muestras;
para el resto de imágenes el valor más frecuente corresponde a 2 x 2.

El muestreo dentro del ṕıxel se puede realizar siguiendo una distribución radial
basada en la circunferencia, o bien, aleatoriamente según una distribución uni-
forme.

Se toman varias medidas de tiempo: la de inicialización del método adaptativo, la
de muestreo, y la de tiempo total de generación o rendering. Este último incluye
el tiempo de muestreo y contabiliza el esfuerzo producido por el cálculo de la
intersección rayo-escena. En general sólo necesitamos considerar los tiempos de
generación de direcciones para la comparativa, ya que el sistema de rendering es
idéntico para todos los casos y únicamente cambiará el método de selección de
direcciones —además de la BRDF que esté siendo aplicada—.

En el caso de las PDFs basadas en el lóbulo coseno (dos son aqúı las usadas)
es necesario indicar como parámetro el valor del exponente del lóbulo. Si no se
indica, se tomará un valor constante, igual a 30.
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Uniforme Lóbulo en S2 12 52 102 152

Lóbulo en Ω Adaptativa en Disc 202 302 402 502

Factorización de la BRDF 5002 10002

Tabla 6.3: El método propuesto se compara con otras funcio-
nes PDF para cada instancia de BRDF a considerar
y con un número variable de muestras.

La imagen resultante con el valor más alto de muestras (5002 o 10002 dependiendo
de la escena) es utilizada para generar la imagen de referencia. Promediando la imagen
más próxima a la solución real, para cada BRDF y para cada PDF, obtenemos una
única solución resultante de la convergencia de los métodos de muestreo utilizados.
Este procedimiento se hace manualmente una vez obtenidas todas las imágenes
del experimento. A partir de ah́ı, podemos comparar cada una de las imágenes
individuales —con distinto número de muestras, obtenidas con una PDF particular, y
para una BRDF dada— con la imagen de referencia. El error relativo medio obtenido
al comparar cada uno de los pixeles de radiancia no nula, con el correspondiente en la
referencia, es un dato que utilizaremos para medir cuantitativamente la bondad de un
método de selección aleatoria de direcciones.

6.4.3. Coste computacional del preprocesamiento asociado al método
adaptativo

Como ya hemos mencionado en la sección 6.3.1, nuestro algoritmo realiza varios
cálculos en orden de ajustar lo más próximo posible cualquier función BRDF. Esta
parte se realiza al comienzo y antes del uso corriente del método como parte del
estimador de Monte-Carlo de la ecuación de la radiancia.

Un número determinado de estructuras quadtree, correspondientes a una serie de
valores discretos del ángulo entre la normal y la dirección incidente, son creadas una
única vez por cada instancia distinta de BRDF que contenga la escena. Cuanto mayor
sea el número de discretizaciones tomadas sobre el ángulo incidente, mejor será la
aproximación. Aśı pues, se han tomado para la comparación del método con otras
PDFs un total de 90 quadtrees, equivalente a una resolución del ángulo incidente de
unidad expresada en grados. En algunos casos hemos usado un número de 60, pero
para que el beneficio —referente a la medida de error— del método persista, no es
conveniente tomar cantidades menores de las citadas. No se han empleado cantidades
mayores, por considerar suficiente la reconstrucción de la PDF dado un ángulo. De
esta forma se mantiene un punto de equilibrio entre calidad y coste computacional.

De forma similar a nuestro método, la factorización de la BRDF dada por La-
wrence hace uso de un precálculo. Hemos evaluado el tiempo requerido por ambos
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Adaptativa Disco Factorización
BRDF 60QTs 90QTs Param. manual
Ashikhmin 57,61 83,46 3,12
BeardMaxwell 49,08 74,75 102,9
Blinn 32,12 45,08 565,7
Coupled 51,25 76,17 3,21
He 300,8 452,7 8,00
Lafortune 32,33 40,34 312,5
Lewis 32,49 48,86 312,4
Minnaert 35,33 54,28 3,17
Oren-Nayar 28,99 40,99 3,08
Phong 29,99 45,69 312,3
Poulin-Fournier 112,7 160,9 8,09
Schlick (D) 55,17 82,49 3,24
Schlick (S) 41,65 63,03 8,30
Strauss 38,82 56,86 15,36
Cook-Torrance 38,84 58,43 2,97
Ward 33,57 48,99 26,62

Tabla 6.4: Tiempos (en segundos) de incialización del algorit-
mo en donde se realizan los precálculos que opti-
mizan su uso. Los datos son referentes a Escena2.

métodos bajo diferentes situaciones —las explicadas en las subsiguientes secciones
de resultados— obteniendo los datos de la tabla 6.4. En ella se muestra información
referente al coste en segundos de nuestro precálculo para tamaños de 60 y 90 quadtrees,
aśı como distintas factorizaciones cuyos parámetros se han ajustado manualmente. La
diferencia computacional se aprecia no sólo entre los métodos aplicados, sino que es
más aparente entre modelos de BRDFs, constatando la diferencia entre los modelos
de reflexión experimentales frente a los teóricos.

En promedio obtenemos los valores de 62,58 y 94,69 segundos en el precálculo de
60 y 90 quadtrees respectivamente, frente a los 105,69 segundos resultante de las
diferentes factorizaciones para cada BRDF. Para ambos métodos resultará costoso
un número elevado de BRDFs en la escena, sin embargo, en nuestro caso el tiempo
de precálculo total será algo mayor de 1 segundo por BRDF y quadtree, por lo que
podremos ajustar el número de estructuras jerárquicas a un valor final razonable de
tiempo.

6.4.4. Requisitos de memoria asociados al método adaptativo

Para evaluar la eficiciencia de un método de muestreo aplicado a algoritmos basados
en Monte Carlo, utilizamos como medidor fundamental la variancia. Sin embargo otros
aspectos igualmente importantes deben ser considerados, entre los cuales podemos
citar los siguientes: la velocidad de muestreo, la optimización de recursos como la
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nmax - Adaptativo en disco
BRDF 1,3 2,0 2,5 3,0
Ashikhmin 1188,3 0,103 0,103 0,103
Beardmax 1412,8 28,710 12,360 230,332
Blinn 522,410 6,914 0,103 0,103
Coupled 322,969 0,103 0,103 0,103
He 1346,3 28,711 10,184 0,103
Lafortune 2344,6 30,891 11,273 111,539
Lewis 4701,9 40,699 12,363 304,441
Minnaert 974,695 28,711 9,094 8,549
Oren 0,103 0,103 0,103 0,103
Phong 2455,7 21,082 6,914 115,898
Poulin 308,801 6,914 0,103 0,103
Schlick (D) 522,410 9,094 0,103 0,103
Schlick (S) 522,410 9,094 0,103 0,103
Strauss 380,730 13,453 6,914 15,633
Torrance 728,391 0,103 0,103 0,103
Ward 340,406 8,004 4,734 13,453
Promedio 1129,5 14,54 4,67 50,05

Tabla 6.5: Necesidades de memoria en KB de almacenamiento
en nuestro método de un quadtree, considerando
variaciones en el parámetro real nmax.

memoria y por supuesto la facilidad de implementación para aplicarlo en otros entornos.

Habiendo descrito en anteriores secciones el funcionamiento de los procesos fun-
damentales del método adaptativo y el coste del precálculo, pasamos a evaluar los
requerimientos de memoria. Primeramente consideramos los parámetros que afectan
a la profundidad de una estructura jerárquica, y por consiguiente, al número de
nodos que se almacenan. Esto se realiza modificando el parámetro nmax utilizado en
el criterio de subsivisión del árbol (ver nmax en la desigualdad de la ecuación 6.6,
pág. 130), y cuyo resultado se muestra en la tabla 6.5. Se observa que un valor de
1,3 —correspondiente al número en promedio de reintentos al realizar muestreo por
rechazo— es muy restrictivo e impone subdividir cada nodo hasta alcanzar un alto
grado de profundidad. Por el contrario, un valor de 3 es muy poco restrictivo y hace
que el nodo ráız casi nunca se subdivida. Es por tanto que hemos encontrado el valor
óptimo de nmax=2 y lo empleamos de aqúı en adelante.

Al igual que ya hicimos en el apartado anterior, vamos a comparar nuestro método
cuantitativamente con el método de factorización de la BRDF de Lawrence, ya que al
igual que nosotros, se precalcula una estructura de datos para su posterior uso. Los
datos relativos a la comparativa se muestran en la tabla 6.6. Se han tomado como
parámetros de la PDF Adaptativa un conjunto de 60 direcciones incidentes distintas
para la creación de estructuras quadtree y el valor nmax=2. El método de Lawrence
toma para la factorización de cada BRDF la mejor parametrización encontrada, tal y
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BRDF Adaptativa Mejor Fact.
Ashikhmin 6,25 1031
BeardMax. 1713,25 6454
Blinn 582,25 6481
Coupled 6,25 1033
He 2407,25 1034
Lafortune 1275,25 6445
Lewis 1279,25 6445
Minnaert 1461,25 1031
Oren 6,25 1033
Phong 1279,25 6445
Poulin 297,25 1038
Schlick (D) 342,25 1033
Schlick (S) 780,25 1043
Strauss 727,25 1052
Torrance 631,25 1029
Ward 483,25 1038

Tabla 6.6: Necesidades de memoria en KB de los métodos de
selección de direcciones Adaptativo en Disco y Fac-
torización de la BRDF. Ambos métodos son genéri-
cos, en cuanto a la BRDF, y precalculan datos en
un paso previo a su uso.

como se lista en la Tabla 6.19 (en la página 163).

Se observa en la mayoŕıa de los casos que el uso de memoria del método que nosotros
presentamos en este trabajo, se encuentra muy por debajo de las necesidades del
método factorizado. En los siguientes apartados se comprobará, además, que con los
mismos parámetros —y en ambos casos— el error o varianza cometido por nuestro
método es inferior a la PDF de Lawrence.

6.4.5. Escena 1: The Cornell Box

La caja de Cornell o Cornell Box 1 es una escena muy caracteŕıstica en la
evaluación de los métodos de iluminación global. Por ello se ha considerado como
primer experimento práctico en la evaluación del método adaptativo de muestreo.
Corresponde a una habitación con tres paredes de colores, techo, suelo y una luz de
area extendida, que es descrita usando notación GRF. En la figura 6.13 el gráfico de
la derecha presenta la situación inicial con la escena GRF.

Los datos relativos a tiempos medios de muestreo aśı como error relativo con
respecto a la imagen de referencia, pueden ser consultados en las tablas 6.7 y 6.8. De

1 <http://www.graphics.cornell.edu/online/box/> [consultado el 18-02-2007].
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CAṔITULO 6. Muestreo eficiente de BRDFs genéricas

forma alternativa a la información numérica, se muestra en el gráfico 6.12 la comparati-
va de los distintos métodos de muestreo evaluados, incluyendo el propuesto en esta tesis.

Figura 6.12: Gráfica en la que se relacionan los resultados de
los distintos métodos de muestreo probados, en
cuanto a relación error tiempo. Cuanto mayor
sea el tiempo utilizado, la imagen resultante con-
verge a la imagen de ḿınimo error.

El resultado está directamente relacionado con la caracteŕıstica de la escena en śı.
Predominan las interreflexiones difusas y no se producen situaciones de variabilidad en
la radiancia incidente. Este aspecto diffuso, hace que el método de muestreo uniforme
obtenga resultados satisfactorios (el error es algo mayor que los demás) en poco
tiempo. Considerando la máxima reducción de la varianza (ruido visible en la ima-
gen) el método adaptativo es el que proporciona el error porcentual promedio más bajo.

6.4.6. Escena 2: Esfera con alto brillo especular

La anterior Escena 1 presenta un alto grado de uniformidad en la distribución de la
iluminación incidente, por lo que un método adaptativo no presenta demasiado bene-
ficio. Para apreciar mejor el ajuste realizado por el método de muestreo es necesario
encontrar una situación en la que la función presente un alto pico o variabilidad que
sea dif́ıcil de muestrear.

Podemos hallar esta situación en la escena izquierda de la figura 6.13. Se trata de
una esfera iluminada por una fuente de luz. Si la misma es altamente especular, como
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Muestras Uniform Lóbulo S2 Lóbulo Ω Adapt.Disc
12 0,0793 0,4136 0,3216 0,3396
52 0,9022 5,0623 7,6766 7,6304
102 3,2513 18,6036 30,5650 29,9153
152 7,2801 40,7002 68,6088 66,7410
202 12,9957 74,3947 68,6088 118,2702
302 28,8140 163,221 273,053 263,706
402 50,8346 286,605 486,620 483,715
502 94,1930 510,074 761,316 878,420
1002 333,768 1690,65 2947,66 2882,860

Tabla 6.7: Tiempo de muestreo, en segundos, obtenidos para
Escena 1 Cornell Box. A medida que la calidad au-
menta (número de muestras utilizadas) el tiempo
necesario es mayor.

Muestras Uniform Lóbulo S2 Lóbulo Ω Adapt.Disc
12 109,97 88,42 94,72 80,36
52 48,30 74,92 47,50 18,18
102 29,99 31,15 27,75 9,89
152 23,82 26,85 27,86 8,58
202 20,77 23,01 25,74 8,78
302 23,84 19,35 18,52 8,65
402 16,80 16,94 17,37 9,55
502 8,33 9,03 17,28 9,98
1002 3,93 3,21 4,75 2,79

Tabla 6.8: Error porcentual promediado obtenido para Escena
1 Cornell Box. Es obtenido al comparar las image-
nes generadas para cada BRDF y para cada valor
de muestras, con la imagen de referencia. Aumen-
tando la calidad se disminuye el error. En este caso,
el error ḿınimo es obtenido con nuestro método de
muestreo.
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consecuencia el observador verá un brillo en la zona en la que la dirección desde un
punto al observador es —con respecto a la dirección de dicho punto hacia la fuente de
luz— próxima a la reflexión especular perfecta.

Figura 6.13: Escenas 1 y 2: Las escenas GRF serán sinte-
tizadas mediante un algoritmo básico de path-
tracing

Mostramos a continuación una serie de tablas con los datos recogidos de la genera-
ción de 9 imágenes por cada método de muestreo y por cada BRDF. Las tablas 6.9 y
6.10 recogen los datos particulares de nuestro método de muestreo, para los tiempos
de generación y el error medio relativo medido con respecto a la imagen de referencia
calculada con los datos de cada BRDF. Otras dos tablas, la 6.11 y 6.12, muestran
datos resumidos —promediados para todas las BRDFs— de los cuatro métodos que
nos sirven de comparativa.

En esta escena y con los datos obtenidos evaluamos el comportamiento (tiempo vs.
error) de distintos métodos de selección de direcciones. No presuponemos ningún tipo
de información relativa a la radiancia incidente, y por ello, muestreamos la semiesfera
de direcciones siguiendo la función de reflectancia. Todo esto en el contexto del cálculo
de la radiancia de salida empleando un algoritmo de iluminación global basado en
técnicas de Monte Carlo. Para un sistema de śıntesis como un path-tracer esto se
traduce en que el usuario describe la geometŕıa de la escena (objetos y fuentes de luz)
y sus caracteŕısticas (color y reflectancia). El usuario no es requerido salvo para indicar
determinadas caracteŕısticas de la imagen de salida (resolución y calidad). Sin embargo,
y a ráız de los experimentos realizados, para un muestreo eficiente de la BRDF y con
las actuales técnicas, es necesaria la intervención del usuario. Nos referimos al muestreo
basado en el lóbulo coseno (tanto en S2 como en Ω) y a otras técnicas más generales
como la factorización de la BRDF dada por Lawrence (ver sección 5.5 en la página 116).

Se ha observado que el exponente de una BRDF basada en el lóbulo coseno, aplicado
a una PDF de este tipo, no produce el mismo resultado al dibujarlo en coordenadas
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BRDF 12 52 102 152 202 302 402 502 10002

ashikhmin 0,00020 0,00241 0,0091 0,0201 0,0352 0,0787 0,1390 0,2198 80,82
beardmax 0,00029 0,00389 0,0121 0,0227 0,0385 0,0812 0,1402 0,2236 76,75
blinn 0,00028 0,00272 0,0088 0,0184 0,0316 0,0692 0,1200 0,1862 69,26
coupled 0,00019 0,00226 0,0083 0,0187 0,0329 0,0739 0,1308 0,2029 78,83
he 0,00030 0,00271 0,0090 0,0189 0,0328 0,0709 0,1259 0,1917 70,01
lafortune 0,00031 0,00296 0,0095 0,0197 0,0339 0,0736 0,1293 0,2015 70,10
lewis 0,00031 0,00288 0,0094 0,0187 0,0338 0,0718 0,1255 0,1942 72,70
minnaert 0,00024 0,00308 0,0102 0,0209 0,0332 0,0693 0,1183 0,1884 66,01
oren 0,00016 0,00225 0,0086 0,0189 0,0321 0,0727 0,1292 0,2050 77,36
phong 0,00036 0,00279 0,0093 0,0187 0,0328 0,0730 0,1232 0,1939 73,30
poulin 0,00024 0,00236 0,0082 0,0175 0,0317 0,0702 0,1234 0,1920 69,84
schlick(d) 0,00024 0,00264 0,0087 0,0189 0,0312 0,0715 0,1257 0,1951 69,68
schlick(s) 0,00021 0,00255 0,0088 0,0188 0,0309 0,0697 0,1262 0,1953 69,82
strauss 0,00033 0,00330 0,0110 0,0231 0,0409 0,0878 0,1512 0,2331 83,33
torrance 0,00024 0,00289 0,0091 0,0189 0,0324 0,0722 0,1224 0,1886 68,83
ward 0,00028 0,00290 0,0093 0,0192 0,0336 0,0718 0,1250 0,1930 69,48
Promedio 0,00026 0,00279 0,0093 0,0195 0,0336 0,0736 0,1285 0,2003 73,32

Tabla 6.9: Tiempos de muestreo para Escena2 empleando la
PDF adaptativa. Los valores promediados para esta
PDF se comparan satisfactoriamente con los obte-
nidos para otros métodos (ver tablas 6.11 y 6.12).

BRDF 12 52 102 152 202 302 402 502 10002

ashikhmin 116,8 78,35 78,77 79,50 78,80 78,18 77,95 77,98 77,63
beardmax 287,2 36,27 20,62 14,30 13,67 13,90 14,26 14,62 15,90
blinn 132,5 23,66 21,02 21,02 20,97 20,30 20,83 20,45 20,44
coupled 183,9 50,67 31,14 26,78 25,65 22,51 21,57 21,67 21,10
he 106,1 12,12 9,97 9,70 9,67 9,80 9,98 9,93 9,93
lafortune 21,0 14,20 13,71 13,50 13,46 13,53 13,56 13,55 13,51
lewis 34,0 25,82 26,58 26,15 26,18 25,88 26,00 25,98 25,98
minnaert 262,7 46,11 17,40 12,09 13,53 11,88 12,70 11,88 12,44
oren 179,7 58,12 29,09 24,72 26,36 21,20 19,64 19,71 18,91
phong 34,0 25,82 26,58 26,15 26,18 25,88 26,00 25,98 25,98
poulin 169,7 50,20 41,83 39,65 41,01 41,10 40,99 41,71 41,54
schlick (d) 186,5 41,63 20,10 16,11 16,63 17,04 15,85 16,83 16,37
schlick (s) 191,3 36,49 19,77 16,16 14,73 15,13 15,35 15,92 14,94
strauss 105,8 10,12 7,86 6,15 5,92 5,99 5,85 5,88 5,72
torrance 161,1 17,85 8,09 7,11 7,34 6,93 6,91 6,73 7,07
ward 85,4 31,78 32,77 32,33 32,27 32,08 32,09 32,09 32,13
Promedio 141,1 34,95 25,33 23,21 23,27 22,58 22,47 22,56 22,47

Tabla 6.10: Error relativo para Escena2 y nuestro método
adaptativo de selección de direcciones. Los va-
lores estan expresados en porcentaje, aunque se
omite deliveradamente dicho śımbolo.
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polares [MULG08]. De lo cual se deduce que al usuario le corresponde encontrar el ex-
ponente que mejor se ajusta a la gráfica de la BRDF. Otra alternativa consiste en el uso
de métodos númericos de ajuste no lineal, tal como Levenberg-Marquardt [PFTV92].
Sin embargo, esta técnica iterativa suele caer en un mı́nimo local, por lo que el exito
del proceso recae en los valores iniciales dados por el usuario, no siendo del todo
automático. Se suma el hecho de ser métodos costosos en tiempo de cálculo. Nosostros
por nuestra parte hemos ajustado el exponente que mejor se aproxima a la BRDF de
forma manual intentando aproximar lo más posible ambas gráficas. Para ello hemos
utilizado herramientas propias incluidas en Wannabe Amazing.

Por otro lado, la factorización de BRDFs anaĺıticas ofrecida por Lawrence et
al. [LRR04] tiene, como ya hemos visto, siete parámetros que la caracteriza. Es
necesario encontrar la mejor factorización para cada instancia de BRDF, ya que con
una misma factorización los resultados obtenidos no son del todo buenos, como puede
verse en la tabla de error 6.12. Hemos encontrado la mejor factorización de la siguiente
forma: comparamos el valor medio de la matriz inicial Y que contiene el producto de la
BRDF por el término coseno, con el valor medio de la suma de factores multiplicativos
resultantes de una factorización arbitraria. Repetimos el procedimiento varias veces,
modificando los parámetros de forma sistemática y obtenemos la factorización con el
error mı́nimo como resultado.

Llamamos Sphere 1 a la situación en la que el exponente del lóbulo coseno, aśı como
la factorizaciones son constantes. Este caso no requiere la intervención del usuario,
pero no define bien algunos de los métodos de muestreo como los dos basados en el
lóbulo coseno y la factorización de la BRDF dada por Lawrence. Sphere 2 denota el
cambio en estos tres métodos de selección de direcciones, mediante el cual se localiza la
mejor parametrización y en tal caso, están en la mejor situación para ser comparados
con otros métodos. Serán los métodos uniforme y adaptativo los que se mantengan de
una escena a otra. El lector debe notar sin embargo, que los errores relativos para los
anteriores algoritmos son distintos y śı vaŕıan entre escenas, ya que ha cambiado la
imagen de referencia.

De la comparación de las figuras 6.14 y 6.15 se observa una aproximación de las
gráficas para los métodos basados en el lóbulo coseno y en la factorización de la
BRDF. Esto significa que mejoran sus resultados en la escena Sphere 2 bajo una
correcta parametrización. Sin embargo, en ambos casos la gráfica que se situa por
debajo de las otras, es decir, aquella que obtiene menor error empleando el mismo
o una cantidad inferior de tiempo, corresponde a nuestro método adaptativo. Datos
numéricos más completos (sobre error y tiempo al comparar con el método uniforme
y otros con ajuste de parámetros) son dados en las tablas 6.13 y 6.14.

Resaltar que nuestro método, aunque tiene párametros que lo controlan (número
medio de intentos al realizar muestreo por rechazo en el nodo, discretización del
precálculo de la BRDF, número de quadtrees precalculados por BRDF, etc.), no
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Promedio 12 52 102 152 202 302 402 502 10002

Uniforme 0,00006 0,00042 0,0016 0,0034 0,0061 0,0138 0,0243 0,037 15,39
Lóbulo S2 0,00018 0,00298 0,0118 0,0266 0,0471 0,1062 0,1884 0,294 117,74
Lóbulo Ω 0,00025 0,00350 0,0137 0,0306 0,0544 0,1223 0,2188 0,341 135,99
Adaptativa 0,00026 0,00279 0,0094 0,0196 0,0336 0,0736 0,1285 0,200 73,32
Factored 0,00023 0,00346 0,0135 0,0300 0,0527 0,1183 0,2096 0,326 128,36

Tabla 6.11: Tiempos medios para Escena2. No se conoce en
todas las BRDFs el parámetros exponente. En es-
te caso, las PDFs basadas en el lóbulo coseno usan
un valor constante. Aśı mismo, la factorización de
Lawrence se toma igual para todas las BRDFs.

Promedio 12 52 102 152 202 302 402 502 10002

Uniforme 225,0 85,38 59,31 49,27 44,29 31,06 29,77 26,72 22,48
Lóbulo S2 75,8 59,86 32,65 29,31 27,65 26,63 26,24 25,24 25,07
Lóbulo Ω 75,5 58,00 32,50 34,24 27,86 26,21 26,18 25,37 25,08
Adaptativa 141,1 34,95 25,33 23,21 23,27 22,58 22,47 22,56 22,47
Factored 973,2 88,15 68,45 72,56 68,04 65,10 64,00 63,99 62,75

Tabla 6.12: Error relativo medio para Escena2 con exponen-
te constante, en el caso de las PDF basadas en
el lóbulo coseno, y factorización constante. Por
espacio, se omite el śımbolo de porcentaje.

Promedio 12 52 102 152 202 302 402 502 10002

Uniforme 0,00006 0,00042 0,0016 0,0034 0,0061 0,0138 0,0243 0,0379 15,39
Lóbulo S2 0,00018 0,00291 0,0114 0,0256 0,0456 0,1023 0,1853 0,2833 112,96
Lóbulo Ω 0,00025 0,00368 0,0145 0,0324 0,0577 0,1288 0,2292 0,3573 142,96
Adaptativa 0,00026 0,00279 0,0094 0,0196 0,0336 0,0736 0,1285 0,2003 73,32
Factored 0,00028 0,00321 0,0123 0,0273 0,0483 0,1083 0,1921 0,2986 115,39

Tabla 6.13: Tiempos medios para Escena 2 con ajuste de ex-
ponentes en el caso de las PDFs basadas en el
lóbulo coseno. Aśı mismo, la factorización de La-
wrence, emplea la mejor parametrización para ca-
da BRDF.
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Figura 6.14: Gráfico que compara métodos de selección alea-
toria de direcciones. Muestra en el eje de abcisas
valores para tiempos y en el eje de ordenadas el
error relativo.

requiere la intervención del usuario. Nos referimos a que el método es independiente
de la BRDF a la que se aplique y el usuario no es requerido en ningún momento para
especificar caracteŕısticas del modelo de reflexión empleado. En general, lo único que
nuestro método requiere para muestrear de forma exacta una función, es tener la
habilidad de evaluarla.
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Figura 6.15: Gráfico que compara tiempos y error relativo pa-
ra distintos métodos. Se considera la mejor pa-
rametrización para aquellos métodos que aśı lo
requieran.

Promedio 12 52 102 152 202 302 402 502 10002

Uniforme 270,7 101,85 74,36 62,54 61,40 45,89 43,68 41,82 38,23
Lóbulo S2 123,1 52,17 43,41 40,34 39,07 39,12 38,50 38,39 38,23
Lóbulo Ω 117,2 51,42 42,09 39,37 38,85 39,02 38,66 38,24 38,23
Adaptativa 161,9 50,27 41,04 39,28 39,15 38,41 37,99 38,14 37,91
Factored 178,8 64,41 46,51 48,47 46,29 40,92 38,75 39,19 37,47

Tabla 6.14: Error relativo medio (en tanto por ciento) para
Escena2 con ajuste de exponentes en el caso de
las PDF basadas en el lóbulo coseno. Se omite el
śımbolo %.
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6.4.7. Escena 3: El dragón de Standford

En la presente escena consideramos el muestreo simultáneo de modelos de reflexión
de distinta ı́ndole: experimentales, f́ısicos y anaĺıticos ajustables a datos medidos.

Primeramente tomamos la escena del Dragón procedente del Repositorio 3D de la
Universidad de Standford. 2 Hemos usado las siguientes funciones de reflectancia:
para el suelo una instancia de Oren-Nayar [ON94] con un valor de rugosidad alto
correspondiente a 0.83; para las paredes se ha empleado Strauss [Str90] con parámetros
suaves, casi difusos. La geometŕıa del dragón se caracteriza por la BRDF de Lafortu-
ne [LW94] utilizando como exponenete n = 46 y como factorización 16× 32× 100× 32
y 1 × 2 (que equivale a 2 MB de datos en RAM). Igualmente los parámetros para las
BRDFs de Oren-Nayar y Strauss fueron ajustados. Con esta mezcla de modelos de
reflectancia, comparamos nuestro método con los comentados en la tabla 6.3. Nuestro
método se aplica igualmente al muestreo de las tres BRDFs sin necesidad de ajustar
ningún parámetro.

Con pocas muestras —tan sólo 100— nuestro algoritmo da un resultado con menos
ruido en la imagen, como puede verse en la figura 6.16. Significa que para un mismo
número de muestras, nuestro método obtiene menos error ya que se ajusta mejor al
integrando (la BRDF).

Figura 6.16: Escena 3: De izquierda a derecha las imágenes
proceden de los métodos uniforme, lóbulo co-
seno, la factorización de Lawrence, y finalmente
el método propuesto en este trabajo. Para una
resolución de 400x400 ṕıxeles, los tiempos ob-
tenidos (siguiendo el mismo orden) son: 9,749,
29,06, 24,539 y 42,632 segundos respectivamen-
te. La imagen con menos ruido corresponde a la
dada por nuestro trabajo.

2 <http://graphics.stanford.edu/data/3Dscanrep/> [consultado el 26-09-2007]
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6.4.8. Escena 4: Las tres jarras

A continuación cambiamos a otra escena, consistente en tres jarras, para las cuales
se emplean las siguientes BRDFs —en notación GRF— considerando las geometŕıas
de izquierda a derecha:

El modelo de BeardMaxwell [MBWL73] considerando Ω=1, τ=0, el ı́ndice de
refacción del oro y rs = 0,7 rd = 0,5 rv = 0,2. Se utiliza un exponente para la
PDF lóbulo coseno de 81. La factorización de Lawrence ha sido Nθu = 16×Nφu =
16 yNθp = 32×Nφp = 16 para la matriz inicial. El número considerado de factores
J ×K ha sido 2× 3, y se ha usado la reparametrización en base al vector h.

El modelo de He-Torrance-Sillion-Greenberg [HTSG91] con los siguientes paráme-
tros: σ=0.5 τ=3 λ=800. El exponente para la PDF lóbulo coseno ha sido n = 3.
La factorización empleada usa los siguientes valores: 16×16 32×16 J = 2 K = 1,
no reparametrizando en este caso.

El clásico modelo de Blinn [Bli77] con exponente n = 100 y ks = 1 kd = 0,67. La
PDF lóbulo coseno que mejor lo muestrea utiliza como exponente n=81 (nótese
que es diferente al parámetro n de Blinn). La factorización se ha realizado con
los siguientes parámetros: 16× 16 100× 32 J = 2 K = 2 con reparametrización
en h.

Figura 6.17: Escena 4: imágenes con 400 muestras frente a
una imagen de referencia de 10000 muestras. Iz-
quierda: el muestreo uniforme empleando 1,9708
segundos tiene un 36,81 % de error. Derecha:
muestreo basado en el lóbulo coseno en S2. El
tiempo de muestreo es 26,3372 segundos y el
error relativo 14,87 %.

Una vez observado el resultado de las figuras 6.17 y 6.18, podemos concluir que
nuestro método obtiene resultados satisfactorios en todas escenas probadas, con
situaciones variables en complejidad y calidad. En cuanto al tiempo de muestreo
debemos hacer una puntualización. Si bien en la anterior escena y las demás vistas, el
método uniforme es siempre el más rápido computacionalmente, debemos tener muy
presente que no es el mejor en situaciones complejas. Escenas con un alto grado de
especularidad no serian adecuadamente muestreadas.
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Figura 6.18: Escena 4: imágenes con 400 muestras frente a
una imagen de referencia de 10000 muestras. Iz-
quierda: la factorización de la BRDF empleando
26,3372 segundos tiene un 14,87 % de error De-
recha: muestreo adaptativo en el disco unidad.
El tiempo de muestreo es 112,189 segundos y el
error relativo de 9,37 % es el más bajo.

Para mostrar con mayor claridad la anterior sentencia consideremos una escena con
la BRDF de Lafortune [LW94] instanciada varias veces con exponentes aumentando
desde 10 hasta 200. La muestreamos con la PDF uniforme y la PDF adaptativa
en el disco, tomando 100 muestras. Nuestro método empleó 43,45 segundos, frente
a los 6,11 del método uniforme. Sin embargo, es más importante considerar el
error que el tiempo, ya que el método uniforme utilizando 2500 muestras no llega
a eliminar el ruido en la imagen, como puede verse en la figura 6.19. Por lo tan-
to comparando tiempos (43,45 segundos frente a los 150,54 de la segunda imagen
con PDF uniforme), aśı como el error, nuestro método resulta favorable en ambos casos.

Figura 6.19: La imagen de la izquierda es obtenida usando
muestreo uniforme y 2500 muestras. La imagen
de la derecha es obtenida con nuestro método
usando menos muestras, tan solo 100. A pesar
de emplear más muestras, el método uniforme no
consigue eliminar el ruido presente en la imagen.

A continuación pasamos a realizar un estudio del comportamiento sobre esta
escena, de varios métodos de muestreo y en base a un múmero mayor de modelos de

158 R. Montes



6.4. Evaluación del método y resultados

Promedio 52 102 152 202 302 402 502

Factorizacion 126,19 128,782 125,661 127, 300 129, 731 127,282 126,94
Adaptativo 36,64 36,289 36,389 36,387 36,448 36,371 36,54

Tabla 6.15: Tiempos medios de precálculo para Escena 4.

Promedio 52 102 152 202 302 402 502

Factorizacion 1,57 6,064 13,108 23,326 52,330 92,628 145,14
Adaptativo 5,00 19,453 42,775 81,290 77,883 311,985 473,75

Tabla 6.16: Tiempos medios de muestreo para Escena 4. Las
imágenes empleadas tienen una resolución de 500
× 220 ṕıxeles.

reflectancia (los citados en la tabla 6.18). En este caso la factorización de la BRDF se
realiza con una resolucion fija Nu ×Np de 32× 16× 64× 32 y se mantiene el número
de factores de la tabla 6.19. Este cambio implica que ahora requiere más memoria,
en concreto 4096 KBytes para cada BRDF. Nuestro método, sin embargo, requiere
para el muestreo de dichas funciones 564,2 KBytes en media. Otro dato importante
de esta comparativa es el tiempo de precálculo. En media, para la construcción de
60 estructuras quadtree se emplearon 125,17 segundos, mientras que la Factorización
de Lawrence fue de 36,44 segundos. Datos mas completos del resultado final de la
actuación de ambos métodos se encuentran en las tablas 6.16 y 6.17.

Las tablas de datos pueden interpretarse de forma gráfica como en la figura 6.20.
De forma similar a otras escenas, la factorización obtiene vectores aleatorios de forma
muy rápida, en media sólo 704,42 segundos. Mientras, nuestro método requiere en
promedio 2273,36 segundos. Esto no debeŕıa cerrar la comparativa, ya que debemos
evaluar el error obtenido con la aproximación dada por la factorización, y el hecho de
que nuestro método proporciona una solución exacta. Finalmente la balanza se inclina
del otro lado: la factorización obtiene un error del 35,59 % y el muestreo adaptativo
en el disco lo reduce al 8,62 %. Fácilmente concluimos que puesto que nuestro método
disminuye el error, podemos emplear menos muestras para dar un resultado similar

Promedio 52 102 152 202 302 402 502

Factorizacion 38,12 39,06 38,63 35,04 35,69 35,08 38,80
Adaptativo 10,65 8,79 8,43 8,33 8,23 8,20 8,19

Tabla 6.17: Error relativo medio en tanto por ciento obtenido
en Escena 4. Se promedia para un total de 16
BRDFs y se compara nuestro método adaptativo
de selección de direcciones con la factorización de
la BRDF.
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a la factorización. Menos muestras implica a su vez, un menor tiempo de muestreo,
de forma que nuestra técnica no penalice al algoritmo de śıntesis de imágenes que lo
aplique.

Figura 6.20: Escena 4: Gráfico que muestra en el eje de ab-
cisas valores para tiempos en comparación con
valores de error relativo (eje de ordenadas). La
factorización usa la misma resolución para todas
las BRDFs.
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6.5. Muestreo del producto de la BRDF con la radiancia incidente

6.5. Muestreo del producto de la BRDF con la radiancia in-
cidente

Para realizar de forma más efectiva la estimación de la ecuación de radiancia
(ecuación 2.12) mediante métodos de Monte Carlo, es conveniente disponer de una
función de densidad que mimetice lo más posible el integrando. Es por ello que en
los últimos años han surgido técnicas basadas en el muestreo por importancias que
se centran en el producto de la función de reflectancia (la BRDF), y la radiancia
incidente. Por lo general la radiancia incidente se expresa como luces distantes tomadas
de un Environment Map (EM), que capta mediante fotograf́ıa la iluminación real de un
escenario interior o exterior. Utilizamos en este trabajo imágenes equirectangulares3

como Environment Maps.

Dentro de estos trabajos están los ya citados, esto es, muestreo por importancias
ponderado (WIS), visto en la sección 4.4.7, muestreo por importancias estructurado
(SIS), tratado en la sección 4.4.8, muestreo por importancias bidireccional (BIS), en
la sección 4.4.9, remuestreo del muestreo por importancias (RIS), en la sección 4.4.10
y, finalmente, el muestreo de funciones mediante Wavelets (WaIS), comentado en
la sección 4.4.11. Cada uno de estos métodos aplica una técnica particular para
el muestreo conjunto de la función producto, sin embargo, en métodos como BIS
y RIS se hacen uso de técnicas separadas para el muestreo de la BRDF, por un
lado, (Probability Trees de McCool [MH97]), y el EM, por otro para posteriormente
combinarlos.

Es interesante evaluar la mejora en el comportamiento de estos métodos cuando se
utiliza nuestro método adaptativo para generación de direcciones en base a la BRDF
(multiplicado por un factor coseno) para la obtención de un estimador de Monte
Carlo proporcional al producto fr · Li. Como punto de partida combinamos nuestra
técnica con RIS (Resampling Importance Sampling), que comentamos en el siguiente
apartado. El uso del estimador RIS combinado con nuestro método de selección se
muestra en el algoritmo [19].

6.5.1. Escena 6: Aplicación del disco adaptivo a los métodos de remuestreo
para producto de funciones fr · Li

Consideremos la Escena 4 de las tres jarras iluminadas por un environment map
de fondo; con una ligera modificación consideramos únicamente una jarra y una
resolución de imagen de 300 x 300 ṕıxeles. Para el conjunto de BRDFs de prueba
empleamos los métodos de muestreo uniforme, la factorización de la BRDF y nuestro
método de muestreo. Los información concreta de cada instancia de BRDF utilizada,

3 Bajo permiso del autor: Sébastien Pérez-Duarte. Disponible on-line en la siguiente dirección:
<http://flickr.com/photos/sbprzd/> [consultado el 7-9-2007]
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EstimarRadianciaRIS (u ∈ Ω,N ∈ R+,M ∈ R+,fr,Li,Pu ) → R
Sea pu = dPu/dσp
Sea q ∝ fr · Li
Sea R s = 0
for (j = 0 to N) begin

Sea R Wj = 0
Generar x ∼ pu con ObtenerNMuestras(u,n,fr,M)
for (i = 0 to M) begin

Calcular los pesos wi = q(xi)
p(xi)

Generar yj ∼ wi por reemplazo
Wj += wi

end
Wj /= M · q(yj)
s += (fr(u, yj) · Li(yj) ·Wj)

end
return s/N

Algorithm 19: pseudocódigo EstimarRadianciaRIS

aśı como los parámetros de la mejor factorización de Lawrence, pueden encontrarse
detalladamente en las tablas 6.18 y 6.19 de forma respectiva.

Ejecutamos el experimento para 16 BRDFs × 7 valores distintos de muestras
× 6 métodos de selección de direcciones que nos dan un total de 672 imágenes.
Con estos ficheros obtenemos los datos estad́ısticos que nos permiten relacionar los
métodos uniforme, factorización de la BRDF y nuestro propio algoritmo en rela-
ción a considerar, en el estimador, el uso o no del remuestreo para la radiancia incidente.

Numéricamente, los datos relativos a tiempos medios de muestreo aśı como el error
relativo con respecto a la imagen de referencia, pueden ser consultados en las tablas
6.21 y 6.22. De forma alternativa a la información numérica, se muestra en el gráfico
6.21 la comparativa de los distintos métodos de muestreo evaluados, incluyendo el
propuesto en esta tesis.

Concluimos esta sección con los comentarios referentes a la figura 6.21 y las
repercusiones de este trabajo. Se puede observar que la gráfica que se dispone por
debajo de las otras dos es la relativa a nuestro método de selección estocástica de
puntos en el dominio del disco unidad. Numéricamente se constata a su vez cómo
la combinación de este algoritmo con los métodos de remuestreo por importancias,
RIS, mejoran considerablemente el error cometido en la estimación. Disminuimos
de un error ya bajo de por śı, del 4,74 % a un 2,32 % por haber considerado la
información que es posible obtener del muestreo del environment map. Se obser-
va, que en la comparación directa con el método general de muestreo de BRDFs
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BRDFs Parámetros
Ashikhmin nu =25 nv =25 ks = 0,39 kd = 0,6
Beard-Maxwell Ω =1 τ =0 nreal = 0,37 nimag = 2,82 rs = 0,4 rd = 0,75 rv = 0,5
Blinn n =100 ks =1 kd = 0,67
Coupled Rm =1 Ro = 0,05
He σ = 0,5 τ =3 λ =800
Lafortune cx =-1 cy =-1 cz =1 n =100 kp = 0,96
Lewis n =100 ks =1 kd =0
Minnaert k = 0,8 kd =1
Oren s =0 r =1
Phong n =100 ks = 0,4 kd = 0,6
Poulin d =2 h = 0,01 n =100 ks = 0,8 kd = 0,2
Schlick (d) sc = 0,7 sr = 0,31 sp =1 ly =true dc =1 dr =0 dp =1
Schlick (s) sc = 0,7 sr = 0,31 sp =1 ly =false
Strauss s = 0,76 m = 0,91 ks = 0,64 kd = 0,5
Torrance m = 0,35 nreal = 0,617 nimag = 2,63 ks = 0,7 kd = 0,3
Ward sx = 0,2 sy = 0,2 ks = 0,5 kd = 0,5

Tabla 6.18: Listado de los modelos de reflexión considerados
aśı como los parámetros que se han utilizado en
las escenas de ejemplo.

BRDF Nθu ×Nφu Nθp ×Nφp J ×K Reparam.
Ashikhmin 16× 16 32× 16 1× 2 false
Beard-Maxwell 16× 16 100× 32 2× 3 false
Blinn 16× 16 100× 32 3× 3 true
Coupled 16× 16 32× 16 1× 3 false
He 16× 16 32× 16 2× 1 false
Lafortune 16× 16 100× 32 2× 2 true
Lewis 16× 16 100× 32 2× 2 true
Minnaert 16× 16 32× 16 1× 2 false
Oren 16× 16 32× 16 1× 3 false
Phong 16× 16 100× 32 2× 2 true
Poulin 16× 16 32× 16 2× 2 false
Schlick (d) 16× 16 32× 16 1× 3 true
Schlick (s) 16× 16 32× 16 2× 3 false
Strauss 16× 16 32× 16 3× 3 false
Torrance 16× 16 32× 16 1× 1 false
Ward 16× 16 32× 16 2× 2 true

Tabla 6.19: La factorización de Lawrence de la BRDF requiere
encontrar manualmente siete parámetros de for-
ma que la diferencia entre el valor real y su apro-
ximación sea ḿınima. El siguiente listado muestra
la mejor parametrización para cada BRDF.
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Promedio 52 102 152 202 302 402 502

Factorizacion 4,019 3,753 4,533 3,693 3,019 6,406 6,653
Factorizacion RIS 2,837 2,373 2,691 2,583 2,277 2,333 2,270
Adaptativo 44,500 44,499 44,695 44,429 44,552 44,268 44,821
Adaptativo RIS 46,298 46,370 46,369 46,425 46,294 46,395 46,346

Tabla 6.20: Escena 6: Coste en segundos del precálculo para
la factorización de Lafortune y nuestro muestreo
adaptativo en condiciones de IS y RIS.

Promedio 52 102 152 202 302 402 502

Uni. RIS 8,187 29,822 65,593 121,697 273,865 486,684 733,209
Factorizacion 0,873 3,029 6,568 11,432 25,195 44,742 69,992
Fact. RIS 1,615 6,620 14,597 27,800 60,622 105,511 408,870
Adaptativo 1,615 6,620 14,597 27,800 60,622 105,511 408,870
Adap. RIS 4,363 17,126 38,099 67,194 152,204 271,681 424,314

Tabla 6.21: Tiempos medios para Escena 6 con y sin utiliza-
ción de la técnica de remuestreo para la distribu-
ción de valores proporcionales al producto de la
BRDF y la radiancia incidente.

Promedio 52 102 152 202 302 402 502

Uni. RIS 19,08 13,63 11,73 10,75 8,43 9,22 8,80
Factorizacion 19,22 17,72 16,75 16,47 16,77 15,54 15,98
Fact. RIS 22,14 12,26 9,62 12,69 9,37 8,29 8,45
Adaptativo 6,70 5,18 4,86 4,75 4,67 4,65 4,72
Adap. RIS 11,56 7,36 5,78 5,04 4,54 4,09 3,90

Tabla 6.22: Error relativo medio (en tanto por ciento) para
Escena 6 con y sin la utilización de del remues-
treo de valores para la generación de aleatorios
proporcionales al producto fr · Li.
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Figura 6.21: Escena 6: Gráfico que muestra en el eje de abci-
sas valores para tiempos y en comparación con
valores de error relativo (eje de ordenadas).

anaĺıticas y adquiridas [LRR04], nuestro método obtiene valores muy inferiores de
error. También se ha mostrado que los tiempos de muestreo a pesar de ser más al-
tos que los del método de generación uniforme, justifican la calidad de imagen obtenida.
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6.6. Muestreo de BRDFs procedentes de datos adquiridos

En la actualidad no existe ningún modelo anaĺıtico que caracterice la reflectancia de
una superficie para todos los posibles tipos de materiales de la realidad. Simplemente
se agrupan y se intenta sintetizar alguna de sus caracteŕısticas: materiales brillantes,
rugosos, plásticos, etc. para los cuales śı disponemos de un modelo de BRDF que lo
caracteriza.

Si deseamos obtener un alto grado de realismo, necesitamos observar y capturar el
aspecto de lo que vemos de alguna manera. Recientemente se está prestando mucha
atención a la adquisición y representación del aspecto de objetos reales, además de la
geometŕıa, en campos como la informática gráfica y la visión por ordenador. Los datos
relativos a la BRDF pueden ser adquiridos principalmente de dos formas:

Utilizando un gonioreflectómetro, consistente en una fuente de luz y un sensor
fotométrico, podemos obtener con alta precisión el valor de la BRDF en par de
direcciones. El sensor y la luz pueden ser posicionados en distintos ángulos, de
forma que se cubre totalmente el hemisferio superior de direcciones, para una
muestra plana de un material homogéneo. Repitiendo el proceso múltiples veces
obtenemos un conjunto denso de valores que son almacenados de manera tabular.
Se puede obtener más información si se consideran medidas para distintos valores
de longitudes de onda del espectro visible, obteniendo, por tanto, la correcta
reproducción del color. El inconveniente principal de este método de adquisición
es el tiempo. Se ha de reposicionar cada par de dirección incidente y saliente
cada vez, por lo que sólo se obtiene una muestra del material cada vez. Si
quisiéramos capturar materiales heterogéneos necesitaŕıamos, además, tomar
muestras en cada punto de la superficie del material. Los resultados adquiridos
de esta forma se encuentran por lo general disponibles como bases de datos
públicas [DGNK99, MPBM03].

Las técnicas de acquisición basadas en imagen [War92, MWLT00, Len03] tienen
como objetivo agilizar el proceso de adquisición. Se basan en obtener varias
muestras de la BRDF en una sola toma, utilizando una cámara digital en lugar
de un único sensor fijo. Cada pixel de la imagen resultante contiene una muestra
distinta de la BRDF. De esta forma también se puede adquirir a partir de
geometŕıa curva.

Dentro del primer grupo, Matusik [MPBM03] proporciona una base de datos
pública con datos de reflectancia de 100 materiales reales distintos. Éstos fueron
tomados haciendo uso de un dispositivo robotizado para poder aumentar la den-
sidad de las tomas. El resultado es una BRDF tabular almacenada en un fichero binario.
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Merl
BRDF

Tiempo de precálculo Memoria (KB)
UnifCDF CompCDF A.Disc UnifCDF CompCDF A.Disc

alum-bronze.binary 28,80 2507,26 70,30 33792 1984,56 523,28
alumina-oxide.binary 29,55 2571,24 66,88 33792 223,00 241,01
beige-fabric.binary 27,57 2547,19 65,70 33792 374,16 272,62
blue-metallic-paint2.binary 30,24 2482,86 69,97 33792 2063,55 721,91
blue-metallic-paint.binary 30,00 119,78 71,22 33792 1685,64 715,91
nickel.binary 30,13 2576,81 71,36 33792 2057,51 846,15
red-plastic.binary 30,22 2550,61 69,63 33792 557,46 626,82
teflon.binary 29,77 113,56 64,64 33792 299,56 140,48
violet-acrylic.binary 29,69 2471,41 67,29 33792 1647,40 409,40
white-marble.binary 30,23 2531,04 67,09 33792 488,80 254,64
yellow-paint.binary 29,30 2524,48 64,54 33792 285,18 146,47

Promedio 29,59 2090,57 68,06 33792 1060,62 445,33

Tabla 6.23: Datos del precálculo de distintos métodos de
muestreo aplicados a BRDFs adquiridas.

Nosotros hemos usado un subconjunto de estos ficheros binarios para probar nuestro
método de muestreo adaptativo para BRDF anaĺıticas, dado el hecho de que dados
dos vectores, uno incidente y otro reflejado, podemos evaluar la BRDF adquirida.
Recordemos que éste es el único requisito exigido a nuestro método de muestreo
adaptativo en el disco unidad. Los resultados gráficos se muestran en la figura 6.6 y
los resultados numéricos en las tablas 6.23 y 6.24, que corresponden a imágenes de
resolución 450 x 200 ṕıxeles y son evaluadas con 52 muestras. Se han tenido en cuenta
las siguientes consideraciones:

Muestro con la PDF Uniforme. La hemos utilizado para poder demostrar que
el muestreo aleatorio uniforme no es la mejor opción para el muestreo de la BRDF.
En la tabla 6.24 se observa como ofrece los tiempos más rápidos, pero el error más
alto (primera columna de la figura 6.6).

Muestreo con la CDF sin comprimir (Uniform Cascade CDF ). Éste es el
método clásico para el muestreo de datos tabulados (recuérdese la sección 4.3.1). Se
observa que requiere tanto o más espacio que la propia BRDF en śı (véase tabla 6.24)
por lo que es un método prohibitivo para renderizar una escena con varias BRDFs. Por
lo demás, el tiempo de precálculo y de muestreo son bajos, pero se observa ruido en la
imagen resultante (segunda columna de la figura 6.6). Se ha utilizado una resolución
de 32 × 16 × 256 × 32.

Muestreo compacto de la CDF (Compress Cascade CDF ). Esta técnica de
muestreo de Lawrence et al. [LRR05] consigue reducir considerablemente el tamaño
de las tablas CDF. Ello se realiza mediante una aproximación de la curva CDF con
el método de Douglas-Peucker [Ros97]. Esta técnica se comentó en detalle en la
sección 5.6. El resultado es muy similar a la versión no compacta, tal y como puede
verse en la tercera columna de la figura 6.6. Los datos del proceso de compresión
revelan que en media se requieren 2090,57 segundos para reducir los 33MB a algo más
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CAṔITULO 6. Muestreo eficiente de BRDFs genéricas

Merl BRDF Uniforme UnifCDF CompCDF A.Disc
alum-bronze.binary 0,35 2,20 1,15 16,03
alumina-oxide.binary 0,35 2,31 0,91 16,29
beige-fabric.binary 0,34 4,01 0,94 4,04
blue-metallic-paint2.binary 0,37 1,97 1,11 50,55
blue-metallic-paint.binary 0,35 2,20 1,11 4,60
nickel.binary 0,37 1,87 1,13 12,31
red-plastic.binary 0,37 2,59 0,98 4,31
teflon.binary 0,34 2,47 0,93 4,25
violet-acrylic.binary 0,34 2,19 1,13 38,86
white-marble.binary 0,34 2,31 0,97 12,54
yellow-paint.binary 0,34 2,37 0,91 3,86
Promedio 0,35 2,41 1,02 15,24

Tabla 6.24: Datos referentes al tiempo de muestreo de distin-
tos métodos aplicados a BRDFs adquiridas.

de 1MB. Esta reducción del espacio de almacenamiento se traduce en unos tiempos
mucho más bajos de muestreo, ya que es más rápido realizar la búsqueda binaria
en tablas más pequeñas. Se ha utilizado una resolución inicial de 32 × 16 × 1024 × 512.

Muestreo adaptativo de la BRDF basado en el disco unidad. Aqui
comparamos nuestra técnica exacta de muestreo con las anteriormente mencionadas
El precálculo de 60 estructuras quadtree requiere algo más de un minuto y tan solo
445,33 KB (en media) de espacio en memoria. Vemos que este precálculo no penaliza
tanto los tiempos finales —como el caso del método CascadeCDF compacto— ni los
requerimientos finales de memoria del sistema de śıntesis de imágenes. Si bien los
tiempos de muestreo son más altos, debemos ver que el error resultante es muy bajo
para este número de muestras, tal y como se aprecia en la última columna de la
figura 6.6. Nuestras 52 muestras contribuyen más al estimador que las dadas por otras
técnicas de muestreo y todo ello con un consumo de memoria mı́nimo.

Con esto podemos concluir la actual sección, y el presente caṕıtulo de esta memoria,
indicando que el nuestro método de muestreo general para BRDFs incluye no sólo
aquellas anaĺıticas, sino que, además, también es válido para BRDFs adquiridas y
almacenadas de forma tabular.
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Figura 6.22: Para cada imagen de 450 × 220 se han tomado
25 muestras. Se han usado cuatro métodos de
muestreo para cada BRDF. De izquierda a dere-
cha: PDF uniforme, CascadeCDF, Cascade CDF
comprimida y PDF Adaptativa en disco.
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CAPÍTULO 7

Utilidades software desarrolladas

Hoy en d́ıa el software de śıntesis de imágenes realistas ha entrado de lleno en el
ámbito comercial, y no es raro encontrar anuncios, aplicaciones inmobiliarias y peĺıcu-
las que aplican técnicas para generar imágenes de alto realismo. Sin embargo todo ello
supone un alto coste computacional, pero son muchas las aplicaciones y muchos los pro-
gresos que se están realizando en este campo. El grupo de investigación de informática
gráfica, del Departamento de Lenguajes y Sistemas Informáticos de la Universidad de
Granada, lleva una ĺınea de investigación en visualización realista, que comenzó con la
implementación de un sistema clásico de trazado de rayos, denominado GIRT (Global
Illumination Ray Tracer) [UPTdS92, UTR+97]. Posteriormente, el sistema contó con
varias ampliaciones y mejoras dentro del ámbito de photon-mapping y estimación de
densidades [Las00, LURM02a, LURM02b, GUL+04, Las04, GUL+05, GUR+06]. Sin
embargo, en el contexto de un proyecto más amplio de creación de sistemas usables
de śıntesis de imágenes realistas se vio la necesidad de facilitar el diseño de modelos
geométricos, aśı como la aceptación de otros generados por programas comerciales de
amplio uso entre los profesionales del sector. Dada la no disponibilidad de aplicaciones
de este tipo, se consideró la necesidad de su diseño e implementación. Varias de las
utilidades disponibles serán comentadas en sucesivos apartados.

7.1. Wannabe Amazing

Wannabe Amazing es un programa que permite la conversión de datos de formatos
3D comerciales —aquellos considerados estándares del modelado— y el diseño de
modelos geométricos, basados en una representación de mallas. Sin embargo, esto
puede parecer común en otras herramientas software. Lo que lo hace valioso como
herramienta de iluminación global es que ofrece la posibilidad de enriquecer la
información contenida en el modelo, añadiendo todos los datos necesarios en el proceso
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de simulación de la iluminación. Los formatos soportados son: (1) Kinetix 3D Studio,
(2) Autocad Drawing eXanche Format, (3) Wavefront Technologies, (4) MultiGen
OpenFlight y (5) Virtual Reality Modelling Language.

Tras un estudio de las capacidades de cada formato 1 no se puede decir que sean lo
mismo, pero śı que todas se fundamentan en la representación de la geometŕıa mediante
mallas. Partiendo de dicha información, se extiende la lista de vértices y la lista de caras
con los siguientes datos adicionales:

normales, si no aparecen en el fichero importado, se calculan y se añaden,

las coordenadas de textura, que si no están presentes en los ficheros originales
serán calculadas,

el color y la irradiancia en cada vértice,

la reflectancia, esto es la BRDF que se aplica a cada malla,

la emisividad de la superficie al definir la malla del tipo Mesh Light,

y otras propiedades del material, como la imagen de textura.

De forma global a la escena apareceŕıa la definición de luces externas y las defi-
niciones de reflectancia, colores y texturas.

El formato definido, GRF Granada File, permite, a su vez, la definición y uso
posterior de cada una de los atributos mencionados —color, reflectancia, etc.—,
mediante el nombrado de éstos, evitando de esta forma tener que repetir datos ya
dados. Finalmente, se puede añadir también que es posible realizar anexos de otros
ficheros de escenas con formatos GRF. El resultado, como es lógico, es un incremento
en el tamaño del fichero de texto GRF de salida. En la tabla siguiente se recoge dicha
proporción, que sólo en algunos casos como DXF se convierte en disminución del
tamaño. En realidad el incremento en tamaño es causado por el hecho de tratarse de
un formato tipo texto, que utiliza nombres descriptivos y separadores, para hacerlo
legible por el usuario y totalmente editable. Por esta razón, la diferencia de tamaño se
dispara entre formatos binarios (3ds, por ejemplo) y el nuestro, y es más cercano a
otros formatos de texto como VRML (archivos wrl).

1 The programmer’s File Format Collections. <http://www.wotsit.org>. [Consultado en enero
de 2002]
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Escena Tamaño Obj. Mat. Vert. Caras GRF

anhk.3ds 7.8 KB 1 3 50 96 85 KB
alambrada.3ds 72 KB 1 3 2402 1266 245 KB

cage.3ds 23.2 KB 6 1 593 954 71 KB
cart wheel.3ds 32.6 KB 14 3 720 1400 91 KB

greek pelekys.3ds 403 KB 4 4 9736 18714 1.276 KB
syringe.3ds 169 KB 12 8 4993 5636 521 KB
tetera.3ds 68 KB 1 1 530 1024 68 KB

doric column.obj 137 KB 1 1 2673 5326 315 KB
exclamation.obj 14 KB 1 1 280 306 31 KB

galleon.obj 289 KB 133 1 3459 2384 2.758 KB
knoxs.obj 22 KB 1 1 552 420 165 KB

tri.dxf 3 KB 1 1 12 16 2 KB
int.flt 137 KB 116 26 1216 1044 203 KB

spinnercar.flt 399 KB 358 64 4506 4070 686 KB
veritech.flt 237 KB 86 7 1422 1669 374 KB
cage.wrl 46 KB 6 1 593 954 80 KB
alien.wrl 218 KB 54 10 1632 2796 241 KB
mono.wrl 152 KB 48 9 1904 3404 296 KB

pompano.wrl 158 KB 19 7 1207 2316 191 KB
exclamation.wrl 20 KB 2 2 280 423 43 KB

coche.wrl 10 KB 61 10 816 1002 73 KB

Tabla 7.1: Comparación de los tamaños para originales y el formato de salida GRF.

Aspectos generales de Wannabe Amazing

La herramienta desarrollada para la generación rápida de escenas adecuadas para el
cálculo de iluminación está escrita en Java 2 y su biblioteca gráfica Java3D. 3

La API de Java 3D es un conjunto de clases para crear aplicaciones y applets
con elementos 3D. Ofrece a los desarrolladores la posibilidad de manipular escenas
complejas en tres dimensiones. La principal ventaja que presenta este API 3D frente
a otros entornos de programación 3D es que permite crear aplicaciones gráficas 3D
independientes del tipo de sistema y presentables en la Web. Las aplicaciones están
constituidas por elementos gráficos individuales como objetos separados que se ven
conectados dentro de una estructura en árbol llamada grafo de escena, que contiene
una descripción completa de la escena, o, como suele denominarse, universo virtual.

Las caracteŕısticas básicas conseguidas por esta herramienta se pueden enumerar
como sigue:

1. Portabilidad: La principal ventaja que presenta el uso de Java 3D y Java frente
a otros entornos de programación 3D es que la aplicación generada es indepen-
diente del tipo de sistema, pudiéndose ejecutar en cualquier plataforma. Otro
caracteŕıstica esencial es que puede ser ejecutado en la Web como applet.

2 Web oficial de Sun Microsystems. <http://java.sun.com/products/>. [Consultado en diciem-
bre de 2005]

3 Java3D Comunity Site. <http://www.j3d.org>. [Consultado en enero de 2006]
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2. Trabajo con una libreŕıa de alto nivel: El mundo está lleno de objetos con un
estado y un comportamiento. Es más lógico trabajar abstrayendo los detalles
propios de cada sistema. OpenGL es un estándar de hecho en la comunidad
gráfica, pero no podemos olvidar los inconvenientes de su modelo de programación
y las alternativas existentes actualmente.

3. Interfaz gráfica amigable: Las funciones de la aplicación se encuentran tanto en
los menús como en una barra de botones. El usuario interactúa con el modelo
empleando tanto el teclado como el ratón. Se ha incorporado una ayuda en ĺınea
en formato hipertexto para facilitar la navegación a través de los contenidos.

4. Cargador de contenidos extensible: Actualmente está implementada la conver-
sión de cinco formatos comerciales, pero, gracias a que Wannabe Amazing es una
aplicación diseñada y desarrollada siguiendo la metodoloǵıa orientada a objetos,
está preparada para ampliar la gama de formatos sin necesidad de rediseñar las
clases.

5. Espećıfica: No es fácil encontrar en el mercado aplicaciones que se ajusten a la
medida de lo que se necesita. Sin embargo, la misma se desarrolla para cubrir
unas necesidades concretas que ninguna otra herramienta posee en su totalidad.

Esta herramienta se encuentra disponible a través de la web y con funcionamiento
probado en las plataformas Windows, Linux y Mac OS X Tiger. De hecho las
clases base de manejo de universos virtuales de Java3D desarrolladas para Wanna-
be Amazing se han empleado con éxito en otros trabajos de relevancia [MM04, AMS06].

Figura 7.1: La ventana de propiedades de Wannabe Amazing
permite asignar distintos modelos de BRDFs a
mallas del modelo.
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Figura 7.2: Wannabe Amazing como herramienta que permi-
te editar de geometŕıa para añadirle información
para iluminación global.

Las siguientes imágenes 7.2 y 7.3, muestran cómo la herramienta puede aplicar
distintas propiedades a distintas partes o submallas del modelo. Las propiedades
susceptibles de ser modificadas son: el nombre de la malla, una marca indicando si la
malla es emisiva y el color de visualizacion en Java3D (emisivo, difuso, especular y
ambiente). Lo más interesante se encuentra en la asignación de instancias de BRDFs
y de texturas, que previamente han sido definidas y se encuentran en el catálogo para
su uso. El diálogo de propiedades se muestra en la figura 7.1.

En resumen, Wannabe Amazing consigue unificar todas las particularidades de cada
formato en uno solo. La visualización tridimensional es llevada a cabo empleando la
biblioteca Java3D, y, gracias a la incorporación de objetos tipo scene, appearance,
material, es posible aplicar propiedades a un grupo de elementos independientemente
del formato de fichero de procedencia.

Para consultar más información, disponer de la última versión o des-
cargar ficheros de escena, se presenta a su disposición la siguiente di-
rección web: <http://lsi.ugr.es/~rosana>. La aplicación se distri-
buye como archivo Jar ejecutable directamente en la siguiente URL:
<http://lsi.ugr.es/~rosana/software/wannabe/amazing.jar>
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Figura 7.3: Las escenas importadas en Wannabe Amazing son
exportadas al formato GRF.

7.2. Visor de GRF

El formato de escena Grf presentado en el apéndice A cuenta con herramientas para
la facilidad de su uso. Esta claro que al ser un formato de tipo texto, la modificación
puede realizarse con cualquier editor. En el caso de escenas sencillas, podemos incluso
escribirlas a mano, y para el caso de geometŕıas más extensas la escena se genera con
Wannabe Amazing.

La captura 7.4 (izquierda) muestra un ejemplo del visor GRF desarrollado con
Java3D y que es parte de Wannabe Amazing, aunque se ejecute como aplicación
independiente 4 .

De forma mucho más completa se dispone de un visor Grf e Igrf —Igrf es la exten-
sión aplicada al fichero de escena GRF cuando cuenta con información de irradiancias—
desarrollado bajo Linux, que incluye modos de visualización de irradiancias aśı como
de las estructuras de subdivisión espaciales que pueden ser utilizadas en la escena. Una
captura de la interfaz basada en la libreŕıa FLTK 5 se muestra en la imagen derecha
de la figura 7.4.

4 Wannabe GRF viewer URL: <http://lsi.ugr.es/~rosana/software/wannabe/grf.jar>
5 Web oficial Fast Light Toolkit : <http://www.fltk.org/> [consultado en octubre de 2007]
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Figura 7.4: Izquierda: sencillo visor de fichero GRFs multipla-
taforma que emplea la libreŕıa gráfica Java3D. De-
recha: contamos igualmente con un visor de GRF
en C++ para Linux.

7.3. Editor de BRDFs

Una herramienta de gran utilidad de Wannabe Amazing es la que permite
ver representada, de diversas formas, la función BRDF; al mismo tiempo se pueden
modificar los parámetros de ésta. También disponible como aplicación independiente. 6

Con un total de 16 modelos distintos —lo que denominamos catálogo de BRDFs—
la aplicación permite seleccionar uno de ellos, que aparecerá inicializado con los siguien-
tes valores por defecto para cada caso:

diffuse kd = 0,54

specular ks = 0,54

phong n = 50 ks = 0,4 kd = 0,6

blinn n = 17,5 ks = 0,17 kd = 0,35

torrance rough = 0,13 nreal = 13,22 nimag = −0,78 ks = 0,19 kd = 0,98

poulin d = 7,5 h = 0,5 n = 10,0 ks = 0,4 kd = 0,19

he sigma = 0,4 tau = 2,4 lambda = 577

ward sx = 0,3674 sy = 0,7765 ks = 0,05 kd = 0,4

lewis n = 17,5 ks = 0,34 kd = 0,72

6 Editor de BRDFs URL:
<http://lsi.ugr.es/~rosana/software/wannabe/realistic.jar>
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CAṔITULO 7. Utilidades software desarrolladas

schlick sc = 0,24 sr = 0,09 sp = 0,34 ly=T—F [dc = 0,07 dr = 0,67 dp = 0,61]

oren s = 0,57 r = 0,83

strauss s = 0,81 m = 0,26 ks = 0,5 kd = 0,5

lafortune cx = −1,1 cy = −0,9 cz = 1,2 n = 20,0 kp = 0,74

coupled Rm = 1,0 Ro = 0,05

minnaert k = 0,5 kd = 0,7

beardmaxwell omega = 0,4 tau = 0,15 nreal = 3,5 nimag = −0,2 rs = 0,8
rd = 0,1 rv = 0,1

ashikhmin nu = 10 nv = 10 Rs = 0,5 Rd = 0,5

Figura 7.5: La herramienta permite obtener una gráfica de la
función BRDF en coordenadas cartesianas 2D.

Una vez seleccionado el modelo, podemos modificar sus parámetros (botón Paráme-
tros de la figura 7.5), o bien obtener una pequeña descripción del significado de estos
y el rango de valores permitidos (botón Info en la figura 7.5). La visualización de la
función se puede realizar de tres formas distintas:

Gráfica 2D empleando coordenadas polares, tal y como se muestra en la imagen
7.5. Además de esta funcionalidad se permite realizar zoom sobre la gráfica,
aśı como desplazamientos laterales de la imagen resultante (combinación Ctrl
+ Mouse Drag).
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Figura 7.6: Incluye la posibilidad de realizar gráficas en coor-
denadas polares, representando la BRDF en el
plano de incidencia.

Gráfica 2D empleando coordenadas cartesianas, mostrada en la figura 7.6.

Gráfica 3D empleando un sistema de coordenadas local, centrado en el vector
normal (0,0,1). Un ejemplo es mostrado en la imagen 7.7.

Sólo en la vista 2D en coordenadas polares se permite la modificación del vector
incidente in. Los cambios en dicha dirección repercuten en todas las gráficas. Los
parámetros de la función pueden modificarse en cualquiera de los tres modos, visua-
lizádose los cambios de forma inmediata.

Junto a la función BRDF podemos mostrar la función PDF. El usuario puede elegir
de entre las distintas funciones PDF propuestas:

Distribución uniforme o difusa. Sin parámetros.

Lóbulo coseno en Ω. Activa la modificación del parámetro exponente que define
a la función.

Lóbulo coseno en S2. Activa la modificación del parámetro exponente que define
a la función. Tanto éste como el anterior elemento son variantes de un mismo
tipo de muestreo. Ambos fueron vistos en la sección 5.2.1 (pág. 110).

Función de densidad anisótropa basada en la BRDF de Ashikhmin. Vista en la
sección 5.4. Activa los parámetros nu y nv encargados de modificar el grado de
anisotroṕıa.
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CAṔITULO 7. Utilidades software desarrolladas

Figura 7.7: Es posible obtener una gráfica de la función BRDF
en el espacio tridimensional.

Función de densidad adaptativa, correspondiente a la aportación de esta tesis y
que es objeto del caṕıtulo 6 (más concretamente en la sección 6.2, página 126).

7.4. Muestreo por rechazo de la BRDF

Mediante la técnica de muestreo por rechazo podemos generar de forma sencilla
valores aleatorios según una función de distribución deseada. Tan sólo es necesario
ser capaces de evaluar la función y conocer el valor máximo de ésta en el dominio de
integración.

De forma sencilla podemos visualizar los resultados de este método aplicado a fun-
ciones de distribución conocidas, asi como los modelos de BRDFs implementados que
son los que siguen:

Estad́ısticas: Normal, Gamma, Chi-Cuadrado, Student, Beta, LogNormal, aśı co-
mo una función ejemplo.

BRDFs: Diffuse, He, Lafortune, Lewis, Blinn, Oren-Nayar, Poulin-Fournier, Sch-
lick, Strauss, Specular, Torrance-Sparrow, Ward, Coupled, Minnaert, Beard-
Maxwell y Ashikhmin-Shirley.

La herramienta desarrollada en Java, e integrada dentro de Wannabe Amazing,
implementa un método de muestreo adaptativo mediante el cálculo de subdominios
que mejor se ajusten a la función objetivo. A través de la interfaz gráfica de usuario
podremos modificar el número de muestras tomadas, el número de subintervalos a
considerar, aśı como los parámetros que definen la función BRDF.
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Figura 7.8: Es posible ver al mismo tiempo que la BRDF la
gráfica de de la distribución coseno y editar el
valor exponencial para aproximar la forma de la
BRDF.

Figura 7.9: Muestreo por rechazo aplicado a distintas distri-
buciones, visto de forma gráfica y modificable por
parámetros.
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7.5. Basic Path Tracer

BPT es el acrónimo para Basic Path Tracer, la aplicación en C++ que
implementa el algoritmo de path-tracing comentado en la sección 4.5.2. Todas las
imágenes mostradas a modo de galeŕıa en el apéndice B han sido generadas con BPT.

Este programa toma como entrada un fichero de parámetros OP —fichero de
opciones u options file que será tratado en la sección 7.7— y genera un fichero de
salida correspondiente a la escena sintetizada con el algoritmo de iluminación global
de trazado de caminos. Todos los parámetros cuentan con un valor por defecto y
pueden ser omitidos, salvo el que indica el nombre de la escena GRF. Por tanto el
fichero de parámetros es obligatorio.

Detallamos a continuación el significado de cada parámetro. Para un ejemplo de uso
obsérvese la tabla 7.2.

BPT Scene: Nombre del fichero grf que contiene la escena que se desea sinteti-
zar.

BPT Image Resolution: Valores enteros que indican la anchura y la altura
de la imagen resultante.

BPT Output Image: Nombre del archivo con la imagen de salida (al que se le
antepone el número de muestras tomadas). Las extensión determina el formato
de salida. Valores posibles: Tga, Jpg, Exr, Png, Raw.

BPT Viewer: Posición del observador en coordenadas de mundo.

BPT VLook: Parámetro de cámara que indica el punto al que se mira.

BPT Pixel Radial: Indica si se realiza muestreo uniforme (radial) del ṕıxel.

BPT Pixel Random: Indica si se realiza un muestreo aleatorio del ṕıxel.

BPT Background: Valores RGB entre 0 y 1 correspondientes al color de fondo.

BPT EM Background: Indica el nombre de la imagen que se utilizará como
environment map en el sistema de rendering.

BPT Pixel SampleRes: Resolución de muestreo del ṕıxel para evitar el pro-
blema de aliasing.

BPT RE NSecRaysRoot: Ráız del número de rayos secundarios generados
por cada rayo primario durante el path tracing.

BPT Depth: Profundidad máxima del árbol quadtree para el método adaptati-
vo.
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BPT Pdf Name: Nombre de la PDF que realiza el muestreo de la BRDF.
Valores posibles: Diffuse, Specular, Hemisphere, Sphere, Anisotropic,
Disk, Factored, CascadeCDF.

BPT Pdf LobeExponent: Parámetro exponente para las PDFs basadas en el
muestreo del lóbulo coseno en Ω y S2.

BPT Pdf AnisoNu: Parámetro que controla la anisotroṕıa de la PDF tipo
Anisotropic.

BPT Pdf AnisoNv: Parámetro que controla la anisotroṕıa de la PDF tipo
Anisotropic.

BPT Pdf memstat: Parámetro tipo lógico que indica si se ha de exportar al
fichero mem.op el consumo de memoria en KB de la PDF en uso.

BPT QT Precomputed: Parámetro para la PDF Disk. Número de quadtrees
precalculados basándose en el ángulo θ.

BPT QT Anisotropic: Parámetro para la PDF adaptativa Disk. Indica si se
discretiza la dirección incidente basándose en el ángulo incidente φ. Por defecto
el valor es 1 (equivalente a un precálculo isótropo).

BPT QT avgnmax: Parámetro para la PDF Disk. Valor máximo permitido
para el número medio de intentos al aplicar rejection sampling en los nodos hoja
(definido en la sección 6.2.1, pág. 127).

BPT QT ImgRes: Parámetro para la PDF Disk. Resolución del precálculo de
evaluaciones de la BRDF, que serán almacenadas como una imagen. Por defecto
su valor es de 800, indicando una resolución de 800x800.

BPT QT release: Parámetro de tipo lógico para la PDF Disk que indica si se
ha de liberar o no, el recurso de memoria consumido por la imagen precalculada
de evaluaciones de la BRDF. Por defecto su valor es false.

BPT Pdf Factors ResU: Parámetro de tipo Vector2D de enteros utilizado en
la factorización de la BRDF. Indica con qué resolución se efectua la discretización
en base al vector u. Por ejemplo: 16 16

BPT Pdf Factors ResP: Parámetro de tipo Vector2D de enteros utilizado en
la factorización de la BRDF. Indica con qué resolución se efectua la discretización
en base al vector p. Por ejemplo: 32 16

BPT Pdf Factors JK: Parámetro de tipo Vector2D de enteros utilizado en
la factorización de la BRDF. Indica el número de factores JxK empleados en la
aproximación. Por ejemplo: 2 1
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BPT Pdf Factors Half: Parámetro de tipo lógico de FactoredPDF.
Cuando está a true indica que se reparametriza la BRDF en base al vector h.

BPT Pdf Factors File: Indica el nombre del fichero que contiene la factoriza-
ción de la BRDF precalculada, aśı como los valores necesarios para su muestreo.
Por ejemplo, al indicar factored plastic el programa busca y lee dos ficheros de
texto factored plastic.txt y factored plastic cdf.txt.

BPT Pdf CDF Res: Parámetro de tipo Vector2D de enteros utilizado en el
método CascadeCDF para el muestreo de BRDF adquiridas. Se trata de la
resolución utilizada en la discretización del vector h ya que por defecto se repa-
rametriza la BRDF en base al vector half angle. El valor por defecto es 256 x
32.

BPT Pdf CDF Compress: Parámetro de tipo lógico de CascadeCDF. Si se
establece a true entonces la tabla CDF utilizada de forma uniforme, se comprime
tras el cálculo de su representación adaptativa. Por defecto está a false.

BPT RayCasting: Parámetro de tipo lógico que activa/desactiva el modo ray
casting. Cuando está activado, se calcula la intersección rayo-escena y se asig-
na como color en el punto, las componentes del vector normal de la superficie
intersectada.

BPT DisplayWindow: Muestra el resultado de la imagen conforme se va pro-
cesando.

BPT Chrono Sampling: Indica si exportamos al fichero samplingTime el
tiempo de muestreo.

BPT Chrono Rendering: Indica si exportamos al fichero renderingTime el
tiempo de śıntesis.

BPT Chrono Prebuild: Indica si exportamos al fichero prebuildTime el tiem-
po de precálculo del método de muestreo en uso.
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BPT Scene escena.grf
BPT Image Resolution 500 400
BPT Output Image buzon.exr
BPT Viewer 0.5 0.5 1
BPT VLook 0.5 0.1 0
BPT Pixel Radial false
BPT Pixel Random true
BPT Background 1 1 1
BPT Pixel SampleRes 1 2
BPT RE NSecRaysRoot 100
BPT Depth 5
BPT Pdf Name Disk
BPT Pdf LobeExponent 30
BPT Pdf AnisoNu 25
BPT Pdf AnisoNv 25
BPT Pdf memstat true
BPT QT Precomputed 90
BPT QT Anisotropic 1
BPT QT ImgRes 800
BPT QT avgnmax 1.7
BPT RayCasting false
BPT DisplayWindow false
BPT Chrono Sampling true
BPT Chrono Rendering false
BPT Chrono Prebuild false

Tabla 7.2: Ejemplo de un fichero OP destinado a guiar la eje-
cución de BPT.
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7.6. Mini Bpt

La aplicación de la cual vamos a tratar en este apartado no es más que la ejecución
modificada de Bpt. MiniBpt es la combinación del visor de Grf y Bpt, que no
requiere de ningún fichero de parámetros (anteriormente mencionados como ficheros
op) para su ejecución. De hecho está diseñado para poder modificar dichos parámetros y
ver de forma inmediata su resultado. Las funcionalidades de esta aplicación desarrollada
en C++ (y probada en Linux) se enumeran a continuación:

1. Permite la carga de escenas .grf iluminadas opcionalmente por un em o envi-
ronment map.

2. Permite la modificación mediante sliders o barras de desplazamiento de los
vectores observador y punto de visión, correspondientes a los parámetros
BPT Viewer y BPT VLook. Para hacer efectivos los cambios se debe pre-
sionar el botón Run, tras lo cual se actualiza el modelo en vista ray-casting.

3. Permite la selección de un modelo de BRDF y sus parámetros y visualizar la
imagen resultante de aplicar el algoritmo de path-tracing al modelo de una esfera
sobre un fondo reticulado.

4. Permite el ajuste por parte del usuario de los parámetros que determinan la
calidad de la imagen sintética resultante, esto es, el número de muestras a utilizar
por el estimador.

5. Una vez obtenida la imagen ya sea en vista ray-casting o renderizada por el path-
tracer es posible almacenar la imagen en fichero usando alguna de las formatos
permitidos: Tga, Jpg, Exr, Png, Raw

Figura 7.10: MiniBpt combina el software Grf y Bpt para
encontrar los mejores los parámetros de visuali-
zación y śıntesis.
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7.7. Generador gráfico de ficheros OP

Utilidad gráfica que permite la generación de ficheros de parámetros (anteriormente
mencionados como ficheros OP por su extensión) para las distintas herramientas
ubicadas en ZEUS. Está implementado en Java y se incluye dentro de las cla-
ses de Wannabe Amazing aunque también se puede descargar y ejecutar de forma
independiente.7 Dos capturas de la interfaz Java se muestran en las figuras 7.11 y 7.12.

Figura 7.11: Herramienta gráfica para la edición controlada
de parámetros de las distintas aplicaciones desa-
rrolladas.

Tras seleccionar la aplicación resultante un listado de opciones pueden ser marcadas
para incluir dicha opción en la salida. A su vez puede editar los valores que usa la
aplicación por defecto para cada parámetro. Lo más ventajoso y útil a la hora de
generar un fichero OP es que la aplicación chequea de forma automática las depen-
dencias entre variables, que aparecerán habilitadas o deshabilitadas de forma oportuna.

7 Wannabe OP creator URL:<http://lsi.ugr.es/~rosana/software/wannabe/opcreator.jar>
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Figura 7.12: La edición de determinados parámetros pueden
depender de la activación de otros.

188 R. Montes



7.8. GLSL BRDF Viewer: evaluación de la BRDF en la GPU

7.8. GLSL BRDF Viewer : evaluación de la BRDF en la GPU

Hasta ahora la forma de visualizar la BRDF era como una función que se dibuja
atendiendo a varios criterios. Para comprobar el aspecto que presenta un objeto
cuando se le aplica una determinada BRDF (modelo y parámetros) es necesario
calcular el valor de radiancia que se aplica a cada ṕıxel, esto es, sintetizar la escena
mediante un método de iluminación global.

Un método más rápido para comprobar la apariencia de un objeto dado una
BRDF es disponer de la evaluación de estas funciones en soporte hardware. Por ello
se ha desarrollado una herramienta que implementa los modelos con los que hemos
trabajado en esta tesis, en la GPU.

Para este objetivo, hemos hecho uso del lenguaje de shaders GLSL8 que el estándar
OpenGL 2.0 presentó el 10 de agosto de 2004. GLSL OpenGL Shading Language
permite visualizar el aspecto de una superficie o un objeto, mediante un algoritmo, o
shader, que se ejecuta en la tarjeta gráfica de forma mucho más rápida que en la CPU.
Lo usamos para apreciar el aspecto del material que un objeto debe tener, aunque
también podŕıamos utilizarlo para lograr otros efectos.

La aplicación desarrollada en C++ bajo Windows permite modificar los parámetros
de las BRDFs (véase el panel derecho de la figura 7.13), que se activan o desactivan
dependiendo del modelo seleccionado. También es posible modificar el color y las
propiedades de la luz y el material, tal y como se presenta en la figura 7.14. Por
defecto se utiliza como geometŕıa la clásica tetera de GLUT aunque también es
posible cargar modelos OBJ con la condición de que incluyan coordenadas de textura.
Éstas son necesarias para el cálculo de los vectores tangente y binormal. La interfaz
permite rotar el modelo, realizar zoom sobre éste, cambiar la posición de la fuen-
te de luz puntual, aśı como aplicar iluminación precalculada como un environment map.

En el caso de que la tarjeta gráfica no sea capaz de soportar determinados operadores
del lenguaje (necesarios en la implementación de la BRDF) en lugar de informar
de error, se carga la BRDF de Blinn, modelo usado por defecto en las aplicaciones
OpenGL.

8 GLSL Language Specification, v. 1.20 [consultado el 15-09-2007]:
<http://www.opengl.org/registry/doc/GLSLangSpec.Full.1.20.8.pdf>

Universidad de Granada 189
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Figura 7.13: Los shaders implementan un modelo de BRDF
que es modificable en cuanto a parámetros en
tiempo real.

Figura 7.14: Se posibilita la edición de determinados paráme-
tros de iluminación, como los basados en
OpenGL.
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Figura 7.15: La interfaz permite cargar ficheros OBJ, como
el TeddyBeard, aśı como aplicar iluminación pre-
calculada, como el EM de Montreal.
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7.9. Adaptive BRDF Subdivision : Visor de la estructura
jerárquica

En esta sección tratamos una aplicación incluida en Wannabe Ama-
zing basada en el editor de BRDFs ya comentado en la sección 7.3, que
ha sido ampliada para soportar una interfaz más adaptada. Su distribu-
ción como aplicación independiente está disponible en la siguiente URL:
<http://lsi.ugr.es/~rosana/software/wannabe/adaptiveDiskViewer.jar>.

Figura 7.16: Modificando los selectores de la zona denomi-
nada Quadtree parameters podemos observar de
forma interactiva, las distintas subdivisiones que
se crean en el disco unidad.

Partimos del visor tridimensional del catálogo de funciones BRDFs, esto es, el editor
de BRDFs en modo gráfica 3D, y le incluimos una gráfica del dominio disco unidad
D2. En este caso, además, nos informa de la subdivisión adaptativa que realiza el
quadtree y nos permite modificar sus parámetros de forma interactiva.

Haciendo uso de la interfaz (mostrada en las figuras 7.16 y 7.17) podremos modificar
los parámetros que definen la BRDF, el número de muestras, observador y demás
parámetros de la subdivisión adaptativa. Además podemos usar esta herramienta
como un visor estático de direcciones previamente generadas y almacenadas en ficheros
.fit. El resultado es tanto para el disco unidad como para la visualización 3D de la
BRDF.
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Figura 7.17: Podemos almacenar y visualizar cualquier nube
de puntos. En este caso mostramos la diferencia
entre usar la reparametrización basada en el vec-
tor halfway o no, para cualquier factorización de
Lawrence.

7.10. BRDF 3D Plot : Visualiza nubes de puntos

Asistiéndonos de un fichero de texto, podemos visualizar valores discretos de la
BRDF para una dirección concreta y una dirección incidente fija. De esta forma, po-
demos almacenar el conjunto de direcciones salientes que genera un método concreto
de muestreo y posteriormente ver cómo se ajustan esas direcciones a la gráfica de la
instancia de BRDF utilizada en el muestreo. El formato de fichero es muy sencillo y
contiene la siguiente información:

1. Definición de la BRDF utilizando su notación GRF (detallado el apartado A.1.1).

2. Descripción de la dirección incidente. Tras el token viewer se especifica los valores
en coordenadas polares de los ángulos θu y φu.

3. Entre los tokens begin y end se listan los valores para cada vector de dirección.
Esto es: (xv, yv, zv) y fr(u,v).

A continuación se muestra un ejemplo de un fichero .fit con 7 vectores de dirección:
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ashikhmin nu = 25 nv = 25 ks =0.39 kd =0.6
viewer (1.33763, 344.888)
begin

(0.344659,-0.331753,0.878151) 1
(0.048125,0.00957266,0.998795) 0.85
(0.327274,-0.329171,0.885742) 1
(0.0407984,0.0272606,0.998795) 0.85
(0.312922,-0.319833,0.894308) 1
(0.0272606,0.0407984,0.998795) 0.85
(0.30379,-0.30516,0.902546) 1

end

El fichero se guarda con la extensión Fit y puede ser leido desde 3D BRDF Plot. El
resultado será la visualización en 3D de una nube de puntos verde junto a la instancia
de la BRDF en rojo. A su vez obtendremos la proyección de estos vectores en el disco
unidad, como puntos rojos. Puede verse el ejemplo de la figura 7.18. Esta herramienta
nos ha sido de gran utilidad en la detección de incorrecciones en la implementación de
los distintos métodos de selección de direcciones empleados en esta tesis.

Figura 7.18: Nube de 2500 puntos en 3D y 2D para la BRDF
de Ward y la definición del observador en un
fichero FIT. Las direcciones fueron muestreadas
con nuestro método adaptativo.
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7.11. EM Viewer : Muestreo del Environment Map

Tal y como se ha desarrollado en la sección 6.5 es de nuestro interés evaluar la
mejora en comportamiento de la técnica RIS (Resampling Importance Sampling visto
con detalle en el apartado 4.4.10). Hemos utilizado nuestro método adaptativo para
generación de direcciones en base a la BRDF (multiplicado por un factor coseno)
para la obtención de un estimador de Monte Carlo proporcional al producto fr · Li
siguiendo los pasos del algoritmo [19].

Como punto de partida desarrollamos una utilidad en Java que nos permitiese evaluar
de forma visual la distribución de vectores de dirección en la esfera de direcciones en
condiciones parametrizables:

1. Cambio en el observador mediante dos barras de desplazamiento que controlan
los valores θu y φu.

2. La imagen equirectangular utilizada como EM, procedente de una lista desplega-
ble. Una vez cargado el environment map, se calcula automáticamente su imagen
de luminancias, empleada como CDF o función de distribución acumulada. Un
checkbox nos permitirá alternar entre ambas imágenes.

3. Dos barras de desplazamiento nos permitirán introducir dos valores N número de
muestras resultantes de la función de densidad destino y M número de muestras
propuestas por la función PDF origen. Estos dos valores están intimamente
ligados, cumpliendo la restricción M ≥ N .

Una vez establecidos los parámetros anteriores podemos ejecutar el algoritmo de
muestreo con RIS presionando el botón Run Experiment. Como resultado veremos
direcciones distribuidas sobre el environment map. De forma selectiva podemos decidir
ver las direcciones obtenidas únicamente por una de las dos distribuciones o por
ambas. Una captura de esta interfaz es mostrada en la figura 7.19. Gracias a esta
utilidad, la implementación en el sistema de śıntesis realistas Bpt fue directa y sin
demasiados errores de desarrollo.

Esta aplicación, como la mayoŕıa de las anteriores, se distribuye mediante fichero
Jar ejecutable. Se puede descargar directamente de la siguiente dirección:
<http://lsi.ugr.es/~rosana/software/wannabe/emViewer.jar>
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Figura 7.19: Resampling aplicado al muestreo del producto
de la BRDF y un Environment Map.

196 R. Montes



Conclusiones y trabajos futuros

Llegados a este punto y después de muchas páginas, secciones, definiciones, fórmulas
y tablas me acuerdo de cierta leyenda cristiana según la cual hab́ıa una vez un ermitaño
que corŕıa por el desierto gritando:

- ¡Tengo una respuesta, tengo una respuesta! ¿Quién tiene una pregunta?

En esta memoria de tesis doctoral se han expuesto ciertos conceptos relacionados
con la informática gráfica y más en concreto con las técnicas de iluminación global y
visualización realista para ser capaces de entender el contexto del problema, nuestra
motivación y el resultado obtenido: un método de muestreo eficiente de BRDFs
en el contexto de algoritmos de Monte Carlo para iluminación global.

Recordemos que en este documento se ha presentado un estudio de los modelos
de reflexión existentes en la literatura de informática gráfica, y que queda cubierto
por el caṕıtulo 3. El lector tiene a su disposición en la sección de bibliograf́ıa las
referencias originales. Sin embargo en esta memoria doctoral hemos logrado unificar
la notación empleada en todos los trabajos, de forma que es más fácil compararlos
y ver semejanzas y diferencias existentes. No debemos olvidar que este estudio ha
sido completado por una serie de herramientas software que permiten un estudio
comprensivo de dichas funciones BRDFs al poder ver el comportamiento de la función
en distintas situaciones. Contamos con un editor de BRDFs que permite visualizar
esta función en coordenadas polares y cartesianas, ante variaciones en sus parámetros.
A su vez, la BRDF puede ser editada en 3D y ver su resultado sobre una geometŕıa,
gracias a nuestro editor en la GPU.

Este estudio se ha completado en el caṕıtulo 5 con el estudio e implementación
de distintas técnicas de muestreo existentes para determinadas funciones BRDFs.
Una cosa nos ha quedado clara, y es que si bien no existe ningún modelo anaĺıtico de
reflexión que caracterice adecuadamente todos los materiales existentes en el mundo
real, tampoco existe un método de muestreo que cumpla todos los requerimientos que
podemos exigirle a este tipo de procedimintos: que sea rápido, que disminuya el error
del estimador de Monte Carlo, que sea genérico, que no consuma mucha memoria y
que sea fácilmente parametrizable.
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Ciertamente el método de muestreo exacto para BRDFs genéricas que
hemos presentado en el caṕıtulo 6 se ajusta bastante bien a las caracteŕısticas ideales
anteriormente comentadas. Se basa en el uso del disco unidad como dominio de
integración de la BRDF, y se adapta a las caracteŕıstica de ésta mediante el uso de
una estructura jerárquica o quadtree. Hemos encontrado algunas formas de optimizar
el algoritmo, tanto en su construcción como en su uso. También lo hemos comparado
favorablemente con otros métodos anaĺıticos de muestreo y aquellos basados en el uso
de tablas de valores de refectancia reales, procedentes de mediciones de la reflectancia
de un material. Los resultados han sido satisfactorios en cuanto a disminución del
error, aplicabilidad a cualquier material y escena, y la sencillez de su parametrización.
Quizá se pueda pensar que sus altos tiempos de muestreo no justifiquen su uso. Yo
creo que depende en gran medida de la BRDF que se muestrea en dicho momento.
Un modelo empirico, simple y que se ajusta a pocos materiales, puede encontrar otras
tecnicas mas rápidas de muestreo. Una BRDF compleja, que se basa en caracteŕısticas
f́ısicas, o bien una BRDF adquirida con millones de datos, pueden encontrar aqúı un
metodo de muestero ideal. No olvidemos que en cualquier momento pueden aparecer
nuevos modelos de reflectancia. El muestreo de dichas nuevas funciones queda garan-
tizado siempre y cuando podamos evaluarlo para un par de direcciones en la semiesfera.

- ¡Tengo un método, tengo un método! ¿Quién tiene una aplicación?

El método de Monte Carlo es, en general, un procedimiento matemático que nos
permite simular cualquier sistema f́ısico, matemático, qúımico, biológico o de cualquier
otra rama de la ciencia que tenga unas leyes capaces de poder ser traducidas a un
lenguaje matemático. Realmente es una herramienta de investigación que, mediante el
muestreo artificial, nos permite operar numéricamente sistemas complejos. Por men-
cionar algunas aplicaciones interesantes del método de Monte Carlo tenemos:

Simulación de los diferentes procesos de fabricación de dispositivos desde la oblea
de silicio, hasta la caracterización y comprobación de las curvas I-V de un circuito
integrado.

Diseño de reactores nucleares.

Aplicaciones en el campo de la radioterapia, mediante la simulación de cascadas
electrón-fotón.

Estudio de la densidad y flujo del tráfico.

Econometŕıa, pronóstico del ı́ndice de la bolsa, o bien, análisis de riesgos en
proyectos de inversión, etc.

Criptograf́ıa y otros programas de ordenador como el campo de la informática
gráfica o la simulación acústica de edificios.
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Para la consecución del trabajo presentado en esta memoria de tesis doctoral, he ido
implementando las herramientas software que he necesitado en cada momento. Me he
visto desde el punto de vista del usuario de aplicaciones gráficas y me he encontrado
con distintas necesidades como el ser capaz de cargar modelos de otras escenas, editar
los parámetros de una BRDF y asignarlos a una malla concreta de la geometŕıa. Estas
operaciones pueden ser más comunes de lo que se piensa. Es por ello que la aplica-
ción multiplataforma basada en la libreŕıa gráfica Java3D Wannabe Amazing puede
ser de utildad a otras personas. Es gratificante saber que tanto estudio ha tenido su
parte practica en determinadas aplicaciones software. Estas han sido comentadas en el
caṕıtulo 7.1. Por supuesto que muchas de estas herramientas pueden ser consideradas
más especificas de este trabajo, como el visor de la estructura adaptativa, del muestreo
empleando resampling, o bien los visores del formato gráfico GRF.

Trabajos futuros

El principal problema de las técnicas basadas en muestreo por rechazo es la falta de
habilidad para dar distribuciones aleatorias con buenas propiedades. Practicamente
ninguna implementación que se base en el método de Monte Carlo hará uso de un ge-
nerador uniforme de aleatorios. Lo habitual es basarse en algún tipo de estratificación,
o bien en secuencias quasi-aleatorias (QMC). El método que aqúı presentamos no es
del todo compatible con las anteriores técnicas y de ah́ı que nos planteemos dicha
posibilidad en el futuro.

Actualmente, nuestro método adaptativo de muestreo no realiza un mapeo de
direcciones del disco unidad a la semiesfera preservando el área. El hecho de usar
direcciones proyectadas en el disco unidad, nos permite considerar de forma implicita
el término coseno. Sin embargo ese valor no es considerado cuando un punto es
reproyectado en la esfera de direcciones. Es deseable que un método de mapeo preserve
el área, de esa forma la integral en una región en el disco deberia dar el mismo valor que
al integrar el ángulo solido de los vectores de dirección equivalentes en la esfera. Este
hecho es usado en [WNLH06] donde se propone una función de mapeo directamente
en la semiesfera. Estudiaremos este punto, ya que las regiones cuya distancia al centro
del disco es próximo al radio de este, el coseno toma valores cercanos a cero. Este valor
no es deseable cuando nos encontramos con BRDF especulares, que para determinados
ángulos de entrada contaŕıa con valores importantes que no quedaŕıan adecuadamente
representados.

Para terminar y concluir este trabajo, al que le he dedicado mucho tiempo, mucho
esfuerzo y un puñado de años, queŕıa decir que es, a mi punto de vista, una forma de
empezar mi investigación real de la mano de mi propia experiencia e intuición, aunque
siempre con el apoyo de otros compañeros. Este no es un final, es un principio.

Rosana Montes
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APÉNDICE A

El formato de escenas GRF

A.1. Descripción general del formato

Mediante la herramienta multiplataforma Wannabe Amazing [MUR+02] podemos
importar escenas procedentes de diversos formatos gráficos. Se le añade información
de importancia en el contexto de la śıntesis realista de imágenes, como es la instancia
de BRDF que se asocia a cada superficie. Todo esto y opcionalmente otra información
de utilidad, se exporta en un formato gráfico de uso interno.

Este formato propio denominado GRF (Granada File) permitirá describir con
mayor riqueza sintáctica los aspectos de iluminación de un modelo de mallas. Tanto
la descripción del formato GRF como ejemplos de ficheros generados pueden encon-
trarse en la siguiente dirección web: <http://lsi.ugr.es/~rosana>. Mostramos a
continuación el formato empleando la notación BNF para representarlo; a su vez se
irá comentando poco a poco los aspectos más relevantes del formato GRF.

escena ::=lista bloques | nada.
lista bloques ::=bloque | bloque lista bloques

| nada.
bloque ::=bloque malla | bloque fuente luz

| bloque include | bloque transformacion
| bloque definicion | bloque descripcion
| nada.

De forma general una escena va a estar dividida en secciones. Cada sección aporta
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una semántica extra a la dada por el conjunto de mallas que describen la geometŕıa de
los objetos de la escena. Las secciones permiten:

1. La denominación de los elementos. En lugar de repetir una y otra vez la descrip-
ción de una misma propiedad, es posible asignar un identificador a la declaración
de un elemento, para posteriormente nombrarlo cuando sea necesario.

2. Instanciación. Denominamos instanciación, o uso, a la reutilización de una defi-
nición anterior. Es una forma de ahorrar espacio en el fichero y de hacerlo más
legible.

3. Elementos reutilizables. Con ellos se permite la inclusión de toda información
sobre mallas, declaraciones y uso que estén descritas en otro fichero GRF, dentro
del actual, que se realiza indicando el nombre del mismo, siendo el resultado
igual que si se hubiese realizado un t́ıpico Copiar / Pegar bloque. La diferencia
estriba en que aparece más estructurada la información, sobre todo para el caso
de escenas complejas.

4. Definiciones. Sección que nos permite asociar el significado de un bloque a un
identificador como comodidad para su posterior uso. Se admite más de una de-
finición elemental, aunque su ámbito es local al bloque en el que se realizó la
declaración.

5. Asignar texturas a las caras. Es posible asignar más de una textura a la malla
mediante el uso de identificadores y de la cláusula use. A su vez, los vértices
contendrán la información correspondiente a las coordenadas de textura para su
correcta visualización.

6. Realizar transformaciones a la geometŕıa. Se trata de una operación común con-
sistente en la rotación entorno a un eje, y que puede verse realizada mediante
una cláusula rotation seguida de un vector que indique el ángulo de rotación que
se debe aplicar. Otras transformaciones permitidas son la escala y la traslación.

bloque fuente luz ::=light begin region [definicion color]
end .

region ::=vector3D arista arista.
arista ::=vector3D.
bloque include ::=include nombreFichero
bloque transformacion ::=

transform transformacion
begin lista bloques end

transformacion ::=transformacion transformacion elemental
| transformacion elemental

transform elemental ::=scale vector3D | rotation vector3D
| translation vector3D
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bloque definicion ::=def definiciones begin lista bloques
end

definiciones ::=definiciones |
definicion definiciones elementales

definiciones elementales ::=identificador = cuerpo definicion
cuerpo definicion ::=definicion textura | definicion color

| definicion brdf
definicion textura ::=texture nombreFichero
definicion color ::=rgb colorValue
definicion brdf ::=brdf nombreFichero

| brdf instancia BRDF .
definicion pdf ::=| pdf instancia PDF .
uso ::=uso textura | uso color | uso brdf .
uso textura ::=texture identificador .
uso color ::=color identificador .
use brdf ::=brdf identificador .
use pdf ::=pdf identificador .

De esta serie de elementos, los susceptibles para que se les asigne un identificador
son: texturas, color y BRDFs. No existe una sintaxis común como el caso de los
nodos def del formato vrml, optándose por una palabra clave que informe del tipo
de descripción asociada al identificador. Más parecidos son los casos de instanciación,
que comienzan con la palabra clave use y les sigue la palabra empleada en la
definición y el identificador. Tanto en las declaraciones como los usos de ésta no
existe ningún tipo de restricción en cuanto a orden de aparición y posición dentro
del fichero de escena. El ámbito de la cláusula use se mantiene desde el momento de
su aparición hasta el final de la malla, o bien hasta la aparición de una cláusula similar.

La definición de la BRDF viene dada generalmente por la declaración explicita del
nombre de la función y sus parámetros. Para mayor facilidad en su consulta, hemos
dejado la descripción de esa sentencia en la sección A.1.1 de este apéndice. Una función
BRDF será muestreada usando la función PDF definida para la escena. Sin embargo,
cuando en una escena se utilizan distintas BRDFs puede ser más conveniente distinguir
distintas funciones de muestreo. Por ello el formato GRF permite la definicion de la
PDF, que vendrá seguida por una declaración explicita del nombre de la función y de
sus parámetros, al igual que se hace con la BRDF. Consultese la sintáxis BNF para la
función PDF en la sección A.1.2.

Nuestro formato expresa cada malla como una lista de vértices y una enumeración
de caras. Adicionalmente se pueden incluir normales a los vértices, color e irradiancia
en cada vértice, aśı como reflectancia y otras propiedades del material (directamente
o bien usando el nombrado de elementos y la posibilidad de realizar includes de
otro fichero). Dentro de cada malla se listan los vértices que van a aparecer junto
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a la información asociada a cada uno. Posteriormente se describen las caras como
una lista de vértices dados mediante un ı́ndice o posición ocupada dentro de la lista
de coordenadas de esa malla. De esta forma si cada vértice aparece en más de una
cara, que es lo usual, no es necesario dar de nuevo toda esa información. Se permiten
dos sintaxis distintas de expresar las caras, semejantes a la empleada por otros formatos.

bloque malla ::=begin mesh listaVertices listaCaras
end mesh .

listaVertices ::=begin vertexs vertices
end vertexs .

vertices ::=vertice | vertice vertices | nada .
vertice ::=[ normal vector3D ] [listaIrradiancias]

[ uv vector2D ] vector3D
listaIrradiancias ::=irradiancia |

begin list (rayo irradiancia)* end list .
rayo ::=ray vector3D .
irradiancia ::=irad vector3D
vector3D ::=( valor, valor, valor ) .
vector2D ::=( valor, valor ) .
listaCaras ::=begin faces caras end faces .
caras ::=[definicion color] [definicion brdf ]

[definicion textura] cara | cara caras
| nada .

cara ::=nvertices posicion∗ |
( posicion, posicion∗ ) .

nvertices ::=literal entero .
posicion ::=literal entero .

Cuando se trabaja con lista de irradiancias, es necesario proporcionar la definición
del observador. De esta forma el visor GRF que analiza estos datos, puede emplear
en tiempo real las irradiancias precalculadas y almacenadas con este formato para la
visualización. Los ficheros con esta información utilizan la extensión igrf.

bloque descripcion ::=params begin lista parametros end
lista parametros ::=dependent observador
observador ::=view vector3D .

Otros elementos que aparecen en la descripción BNF son:
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nombreEscena ::=nombreFichero .
nombreFichero ::=cadena .
colorValue ::=( valor, valor, valor ) .
cadena ::=¨ conjunto de caracteres Unicode ¨ .
valor ::=literal real | literal entero .
literal real ::=( decimales ¨.¨ [decimales] [exponente]

[sufijo tipo]) | ( ¨.¨ decimales [exponente]
[sufijo tipo]) | ( decimales [exponente]
[sufijo tipo]) .

decimales ::= 0..9 .
exponente ::=¨ e¨ [ ¨+¨ | ¨-¨ ] decimales .
sufijo tipo ::=¨f¨ | ¨d¨.
literal entero ::=0..9 .
identificador ::=a..z, A..Z, ,0..9, $, .
comentario ::=// cadena .
nada ::= ;

A.1.1. Lista de BRDFs y sus parámetros expresada en BNF

definicion brdf ::=brdf nombreFichero
| brdf instancia BRDF .

instancia BRDF ::=PerfectDiffuse | PerfectSpecular
| Phong | Blinn | Torrance-Sparrow
| Cilindrico-PF | HTSG |
Ward | Lewis | Schlick
| Oren-Nayar | Strauss
| Lafortune | Shirley
| Minnaert | BeardMaxwell
| combinacion BRDFs | MerlDB BRDF .

PerfectDiffuse ::=diffuse kd=valor.
PerfectSpecular ::=specular ks=valor.
Phong ::=phong n=valor ks=valor kd=valor.
Blinn ::=blinn n=valor ks=valor kd=valor.
Torrance-Sparrow ::=torrance rough=valor nreal=valor

nimag=valorks=valor kd=valor .
Cilindrico-PF ::=poulin d=valor h=valor n=valor

ks=valor kd=valor.
HTSG ::=he sigma=valor tau=valor

lambda=valor .
Ward ::=ward sx=valor sy=valor ks=valor

kd=valor .
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Lewis ::=lewis n=valor ks=valor kd=valor .
Schlick ::=schlick SC=valor Sr=valor Sp=valor

Ly=valor logico
[ DC=valor Dr=valor Dp=valor ] .

Oren-Nayar ::=oren s=valor r=valor .
Strauss ::=strauss s=valor m=valor ks=valor

kd=valor .
Lafortune ::=lafortune Cx=valor Cy=valor Cz=valor

n=valor kp=valor.
Shirley ::=coupled Rm=valor
Minnaert ::=minnaert k=valor kd=valor
BeardMaxwell ::=beardmaxwell omega=valor tau=valor

nreal=valor nimag=valor Rs=valor
Rd=valor Rv=valor

combinacion BRDFs ::=combine base BRDF, base BRDF*
MerlDB BRDFs ::=measured nombreFichero
base BRDF ::=valor identificador | nada .

A.1.2. Lista de PDFs y sus parámetros en BNF

definicion pdf ::=| pdf instancia PDF .
instancia PDF ::=Uniform PDF | Specular PDF

| Sphere PDF | Hemisphere PDF
| Adaptive PDF | Anisotropic PDF
| Rejection PDF | Factored PDF
| Cascade CDF

Uniform PDF ::=diffuse
Specular PDF ::=specular
Sphere PDF ::=sphere exp=valor.
Hemisphere PDF ::=hemisphere exp=valor
Adaptive PDF ::=adaptive nQT=valor nAnisoQT=valor
Anisotropic PDF ::=anisotropic nu=valor nv=valor
Rejection PDF ::=reject
Factored PDF ::=factored uTh=valor uPh=valor

pTh=valor pPh=valor J=valor
K=valor half=valor logico.

Cascade CDF ::=cascadeCDF nTh=valor nPh=valor
compress=valor logico.
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A.1.3. Un ejemplo sencillo

Mostramos a continuación el clásico ejemplo de un cubo tridimensional, expresado
en el formato GRF.

// Wannabe Amazing sep 01, 2001, 12:58
// Bounding Box :
// Lower=(-2.797451055, -3.276146411, -2.716787639)
// Upper=(2.5823486120, 2.1036532564, 2.6630120283)

def cromo = brdf ward sx=0.05 sy=0.3 ks=0.05 kd=0.4 begin

begin mesh

brdf cromo

begin vertexs

normal(0.0, 0.0, 1.0)

(2.0,-1.0, 0.5)

normal(0.0, 0.0, 1.0)

(2.0, 1.0, 0.5)

normal(0.0, 0.0, 1.0)

(-2.0, 1.0, 0.5)

normal(0.0, 0.0, 1.0)

(-2.0,-1.0, 0.5)

normal(0.0, 0.0,-1.0)

(-2.0,-1.0,-0.5)

normal(0.0, 0.0,-1.0)

(-2.0, 1.0,-0.5)

normal(0.0, 0.0,-1.0)

(2.0, 1.0,-0.5)

normal(0.0, 0.0,-1.0)

(2.0,-1.0,-0.5)

end vertexs

begin faces

rgb(0.3,0.8,1.0)

(0,1,2,3)

(4,5,6,7)
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(7,6,1,0)

(3,2,5,4)

(1,6,5,2)

(3,4,7,0)

end faces

end mesh

end

A.1.4. Un segundo ejemplo

//ply2grf dragon200K.ply 20/07/2006

include ”light.grf”

transform

rotation (1.570796,0,0)

translation(0,0.5,0)

begin

include ”light.grf”

end

transform

rotation (1.570796,0,0)

translation(0,0.75,-0.75)

begin

include ”wall.grf”

end

def

dragon = brdf ward sx=0.3674 sy=0.7765 ks=0.05 kd=0.4

suelo = brdf lafortune cx=-1 cy=-1 cz=1 n=20.0 kp=1

begin

include ”suelo.grf”

transform

scale (3, 3, 3)

translation (0,-0.15, 0)

begin

include ”dragon200K.grf”

end

end
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Escenas GRF renderizadas

Escena Vértices Caras Brdfs Mallas
Cornell Box 605 1000 1 5
Muestras 900 T.Muestreo 397.402 secs.

Figura B.1: Aplicación del método Adaptive Disc a la gene-
ración de la escena de Cornell.
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Escena Vértices Caras Brdfs Mallas
Planta 1184 1372 1 49
Muestras 400 T.Muestreo 38.91 secs.

Figura B.2: Aplicación del método Adaptive Disc a la gene-
ración de la escena de Planta.

Escena Vértices Caras Brdfs Mallas
Living room 1 3311 4608 7 68
Muestras 400 T.Muestreo 447.839 secs.

Figura B.3: Aplicación del método Adaptive Disc a la gene-
ración de la escena de Living room 1.

210 R. Montes



Escena Vértices Caras Brdfs Mallas
Living room 1 3311 4608 7 68
Muestras 400 T.Muestreo 466.254 secs.

Figura B.4: Detalle lámpara, en la escena de Living room
1.

Escena Vértices Caras Brdfs Mallas
SimpleScene 5086 7776 4 5
Muestras 400 T.Muestreo 144.95 secs.

Figura B.5: Aplicación del método Adaptive Disc a la gene-
ración de la escena de SimpleScene.
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Escena Vértices Caras Brdfs Mallas
BagueScene 6179 8744 4 9
Muestras 400 T.Muestreo 212.87 secs.

Figura B.6: Aplicación del método Adaptive Disc a la gene-
ración de la escena de BagueScene.

Escena Vértices Caras Brdfs Mallas
Buzon 9362 18398 1 1
Muestras 400 T.Muestreo 121.715 secs.

Figura B.7: Aplicación del método Adaptive Disc a la gene-
ración de la escena de Buzón.
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Escena Vértices Caras Brdfs Mallas
Multisphere 12534 18696 4 84
Muestras 10000 T.Muestreo 34178.9 secs.

Figura B.8: Aplicación combinada de resampling y Adaptive
Disc a la escena Multisphere.

Escena Vértices Caras Brdfs Mallas
Multisphere 12534 18696 5 84
Muestras 200 T.Muestreo 553.81 secs.

Figura B.9: Multisphere con BRDF adquiridas: aluminia,
violet-acrylic, blue-metallic-paint2 y red-plastic .
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Escena Vértices Caras Brdfs Mallas
Helicóptero 15199 24060 1 45
Muestras 2500 T.Muestreo 1179.44 secs.

Figura B.10: Aplicación del método Adaptive Disc a la gene-
ración de la escena de Helicóptero.

Escena Vértices Caras Brdfs Mallas
Motorbike 20001 29948 7 12
Muestras 400 T.Muestreo 196.55 secs.

Figura B.11: Aplicación del método Adaptive Disc a la gene-
ración de la escena de Motorbike.
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Escena Vértices Caras Brdfs Mallas
Chevrolet 20512 33112 5 18
Muestras 2500 T.Muestreo 1197.48 secs.

Figura B.12: Aplicación del método Adaptive Disc a la gene-
ración de la escena de Chevrolet.

Escena Vértices Caras Brdfs Mallas
PlaneScene 21917 4318 4 4
Muestras 400 T.Muestreo 198.59 secs.

Figura B.13: Aplicación del método Adaptive Disc a la gene-
ración de la escena de PlaneScene.
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Escena Vértices Caras Brdfs Mallas
Happy Budha 32328 67240 1 1
Muestras 2500 T.Muestreo 3114.98 secs.

Figura B.14: Escena Happy Budha para la BRDF de
Poulin-Fournier y resampling.

Escena Vértices Caras Brdfs Mallas
Living room 2 38233 78536 4 24
Muestras 400 T.Muestreo 332.19 secs.

Figura B.15: Aplicación del método Adaptive Disc a la gene-
ración de la escena de Living room 2.
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Escena Vértices Caras Brdfs Mallas
Dragon 100258 202524 3 3
Muestras 400 T.Muestreo 174.975 secs.

Figura B.16: Aplicación del método Adaptive Disc a la gene-
ración de la escena de Dragón.
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Escena Vértices Caras Brdfs Mallas
Roadway 63576 97903 11 221
Muestras 2500 T.Muestreo 249.494 secs.

Figura B.17: Aplicación del método Adaptive Disc a la escena
de Roadway.

Escena Vértices Caras Brdfs Mallas
Woodman 86521 145595 9 190
Muestras 2500 T.Muestreo 294.308 secs.

Figura B.18: Aplicación del método Adaptive Disc a la gene-
ración de la escena de Woodman.
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Escena Vértices Caras Brdfs Mallas
Phlegmatic dragon 2889278 480052 5 12
Muestras 10000 T.Muestreo 2646.73 secs.

Figura B.19: Aplicación del método Adaptive Disc a la escena
Phlegmatic dragon.

Escena Vértices Caras Brdfs Mallas
Phlegmatic dragon 311191 523234 8 15
Muestras 10000 T.Muestreo 8344.4 secs.

Figura B.20: Phlegmatic dragon con otros elementos de
la escena PlaneScene.
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CAṔITULO B. Escenas GRF renderizadas

Escena Vértices Caras Brdfs Mallas
Fertility 112681 212834 1 4
Muestras 200 T.Muestreo 22.298 secs.

Figura B.21: Fertility en EM de Notredame sin aplicar re-
sampling.

Escena Vértices Caras Brdfs Mallas
Fertility 112681 212834 1 4
Muestras 200 T.Muestreo 224.101 secs.

Figura B.22: Aplicación combinada de resampling y Adaptive
Disc a la escena Fertility.
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Escena Vértices Caras Brdfs Mallas
Bunny 35947 69451 3 3
Muestras 400 T.Muestreo 444.296 secs.

Figura B.23: Aplicación del método Adaptive Disc a la escena
Bunny.

Escena Vértices Caras Brdfs Mallas
Pyramob 18876 31460 1 1
Muestras 5000 T.Muestreo 1311.3 / 1901.55 secs.

Figura B.24: BRDF adquirida yellow-paint muestreada con
Adaptive Disc para la escena Pyramob.
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CAṔITULO B. Escenas GRF renderizadas

Escena Vértices Caras Brdfs Mallas
Cube 1728 2592 1 1
Muestras 200 T.Muestreo 321.731 / 603.913 secs.

Figura B.25: A la izquierda escena usando la BRDF anaĺıti-
ca de Phong. A la derecha la BRDF adquirida
nickel muestreada con Adaptive Disc para la es-
cena Cube.
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Importance resampling for global illumination.
In Rendering Techniques 2005 (Eurographics Symposium on Rendering),

pages 139–146, Junio 2005.

[Kaj85] James T. Kajiya.
Anisotropic reflectance models.
In Computers Graphics, ACM Siggraph’85 Conference Proceedings,

number 4, pages 15–21, Julio 1985.

[Kaj86] James T. Kajiya.
The rendering equation.
In SIGGRAPH ’86: Proceedings of the 13th annual conference on Com-

puter graphics and interactive techniques, pages 143–150, New York,
NY, USA, 1986. ACM Press.

[Kel97] Alexander Keller.
Instant radiosity.
In SIGGRAPH ’97: Proceedings of the 24th annual conference on Com-

puter graphics and interactive techniques, pages 49–56, New York,
NY, USA, 1997. ACM Press/Addison-Wesley Publishing Co.

[KM99] Jan Kautz and Michael McCool.
Hardware rendering with bidirectional reflectances.
Technical report, CS-99-02. University of Waterloo, 1999.

[Las00] Miguel Lastra.
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