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PROLOGO DE LA ARITMETICA.

Principiada esta obra ha cerca de tres lustros, é inte-
rrumpida tan largo fiempo, por varias causas, nos hemos
decidido a continuarla, animados por el juicio que mere-
¢i6 el 1. Cuaderno & los compaiieros que lo leyeron, y
para satisfacer por escrito nuestra pasion por la ensenan-
7a, que, aun cuando parezca paraddjico, no podemos satis-
facer oralmente, 4 pesar de nuestro cargo oficial, por
{ristes y multiplas razones que fuera ocioso enumerar.

Aunque innecesario para algunos, no sera del todo
inutil motivar las Principales innovaciones que presenta-
mos en el Libro 1:°, base y fundamento de toda la ciencia
de los nimeros; en los demas no hay reformas tan radicales.

La primere es la generalidad con que se trata la Teorfa
de los nimeros enteros, para cualquier sistema numera-
tivo; generalidad sin la cual creemos no hay conocimien-
tos verdaderamente cientificos, y que ademas juzgamos
de conveniencia didActica, pues los principiantes de Ma-
tematicas no se fijan en el fondo de las primeras opera—
ciones aritméticas, porque las saben hacer de ratina,
desde la 1.* ensefianza; mas, cuando por variar el sistema
numerativo, no pueden seguir esa rutina, preciso es que
se fijen en el fondo de cada operacién para saber hacerla.

Es la sequnda la consideracién de los nimeros nega—
tivos, cuya existencia en Arilmetica Creemos justificada,
10 s6lo por necesitarse de ellos en la Teorfa de logaritmos
que no debe faltar en agudlla, si ha de ser regularmente
completa, si que también por tener un origen tan légico,
como los fraccionarios é incomensurables le tiemen por
divisién ¢ extracei6n de rafces respectivamente, puestodos
son resultados ideales de operaciones imposibles de veri-
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ficar inmediatamente, pero que deben ser admitidas en
abstracto, para el calculo: primero porque en éste real-
mente desaparece bajo el signo lo significado; segundo,
gorque & veces operaciones contrarias a las imposibles,
estruyendo a éstas, hacen que resulten numeros reales
0 efectivos aplicables & cualesquiera cantidades; y tercero,
orque aun esos resultados, absurdos en abstracto, tienen
dgica y genuina interpretacién concreta para algunas
especies de cantidades, como se patentiza oportunamente.

Por 1ltimo, llamamos la atencién sobre el orden adop-
tado para las teorias de divisibilidad, nimeros primos,
maximo combn divisor, minimo comin mltiplo y facto-
res simples y compuestos, que expuestas comunmente en
el orden nombrado, producen: el que estén por virtud de
él separados los dos métodos para hallar ya el maximo
comun divisor, ya el minimo comin multiplo; el estudio
de los ntimeros primos, ya aislados, ya considerados como
factores, y el de éstos de la divisibilidad que los origina.

Para terminar, hacemos nuestras las palabras con que
también termina el prologo de sus excelentes «Lecciones
de Aritmética» nuestro estimado maestro D. Ambrosio
Moya.

«Hemos ejecutado este trabajo & impulsos del amor &
- la ciencia y a la juventud estudiosa; no tenga otro mévil
quien le critique y desde ahora le prometemos nuestro
sincero reconocimiento.»

El cual otorgamos desde ahora 4 nuestro compaificro
Sr. Cassinello, quien, con una paciencia increible, ha
revisado minuciosamente la segunda mitad de este tra-
tado, hallando la mayoria de las erratas relativas & esa
parte, que constan en la lista siguiente.

- Granada—Marzo—1890.



ERRATAS PRINCIPALES ()

A

(")

Pag.t Linea. Dice. Debe decir,
21 9] » (dos tercios, cinco (cinco medios)
medios)
asi sucesivamente{ con los anteriores
30 2324 Jcon solo dar con losjy asi sucesivamente
: anteriores, y con solo dar
54 17 943815 9:4-3:2-8°15
5] 4 (egf) (egh)
60 Ejemplo. 196630 96630
64 9 5730800 57308000
69 —6—7 (r+r+r)+r")E (r+r+r" 41" B
» —4 A+B+C+D; E (A+B+C+D): K
76 —7 35;19 2319
: 2 2
86 12 Zm; bb i ba... b*b
4 13 2ab+ ab + ab +\20°b+a*b+ad’ +
2 3
2ab + b 2 ab*+ 0
88  _4 ((Ese Corolario debe cslar en el nimero 96
como Teorema 2.°)
93 =10 paiz raiz cuadradae
97 -3 100d°® 10004d°
100 8 18233 182830
104 18 5x6 93D
106 . 6,7 -ecifra cifra significativa
107 5 s1gno y signo—y
109 IV EL Rl 25b.
110 18  mas por mas
L 08 s 2:18
112 6 223 2:3-3
117 —11 B'=e Bt.e
124 2 (72-3.%) (73)
136 —4 ¢ Q
138 —5 m.c.m.c¢ M. €. T

¥l signo — delante del nimero que designa la linea, indica que se empiece &

contarlas por la parte inferior de la pagina.



Linea.

Pag. Dice. Debe decir.
138 - =24 210 - 220
141 —14 anz_l)d’ M:m=Dd
44 =15 r+r P+
148  —9 10r:« - 107 >
151 —13 primos primeros
161 9 346 347
170 13 ordinarias en ordinarias
175 12,13 sumandos datos
188 22,23 incomensurables comensurables
189 18 v—vV v—V
190 5 del de de
» 20  sumandos datos
200 17 - 40 : 10
205 10 6366 61636 :
. : .. {el n.’de términos in-
219 3 la de interpolacion terpolados mas 1
222 gl T
226 13  a,+...-+h, a,+...~+an
et 15 el
233 5 T oA 750
Sig; (Hay algunas cifras erréneas faciles de notar).
47 13 1982 18,92
250 17 . cifra : cifra significativa
SRS | 16,8 16,1
24 —6 0.010721 0,000721 -
» —2 24432 244 23
255 ltima 55,94 54,94
274 12 15644 11144
» 14 40558, 40118,
2% —2 11030 11040
276 16 ; dia de hora
203 Lds jaer ()



- LECOCH PREUIMEBSAR.

— e A G

IIRODUCCION & LAS MATEMATICAS,

«Facultades del alma humana; productos respectivos
de su ejercicio. (1). () o : ,
" ' (Conocimiento; verdad y error; certeza y duda; crite-
rios; evidencia. (II). e :

Nocion 6 idea; juicio y propoesicion; raciocinio O razo-
namiento. (III). ' :
Verdades indemostrables y demostrables; diferencia
entré raciocinio’ y demostracion. (IV). : ,
Ciencia; su fondo ¢ materia y su forma: sus principios
fundamentales y formales: sus proposiciones ¥ teorias: sus
métodos analitico, sintético y constructivo. (V). :
Definiciones, axiomas, postulados. (VI). o
Teoremas, problemas, lemas, corolarios y escolios;

e

(‘) Los naméros entre () 'indican se consulte el parrafo correspondiente del tﬂﬁo.

-~
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proposiciones reciprocas y contradictorias. (VII).

Planteo, resolucion, soluciones, demostracion y discu-
sion de un problema. (VIII).

Problemas determinados, indeterminados é imposibles.

Idea de los métodos analitico y sintético para demos--
trar teoremas y resolver problemas y de las demostracm-
nes indirectas 6 ad absurdum. (IX).

Division de las ciencias en racionales y esperimenta~
les: sus caracteres respectivos. (X).»

I. El alma humana tiene tres facultades ¢ modos di--
versos de comunicarse con el mundo, lamadas sensifi%--
dad, inteligencio 6 pensamiento y voluntad; asi eomo, 4
los resultados 6 productos del ejercicio de cada facul
tad, se los llama respectivamente senszciones, cono-
cimientos y deseos. No se crea, sin embargo, que funcio--
nan independiente y separadamente las tres facultades;
por el contrario, funcionan casi siempre unidas, como que
no son, segun ya se ha dicho, mds que maneras 6 modos.
de funcionar del alma tnica 4 que pertenecen: Asip. ej.
4 la vista de un brillante, nuestra alma siente, 6 recibe
la sensacion del brillo, por el ejercicio de la sensibilidad; -
conoce, 0 adquiere el conocimiento inmediato del tamaio y
mediato del valor de dicha alhaja, por el ejercicio de la.
inteligencia; y desea, 6 forma el deseo de poseerla, siquie-
ra sea por médios licitos, por el ejercicio de la voluntzd..
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Hay, no obstante, conocimientos y deseos sin sensa-
ciones correspondientes; p. j.: el conocimiento de Diosy
ol deseo de unirse 4 K1, de toda alma religiosa.

II. Conocimiento es, pues, todo producto inmediato
4 mediato de la inteligencia, cuyo kejercicio supone algo
sobre qué verificarse, siquiera sea la misma alma, como
en el conocimiento inmanente 6 psicoldgico. En otros tér
minos, todo conocimiento supone: un sujeto cognoscente,
—el alma que conoce,—un objeto conocido, y la relacion
entre sujeto y objeto, 1a cual constituye esencialmente el
conocimiento. Verdad ¢ conocimiento verdadero es todo
conocimiento de un objeto tal cual éste es, sin faltas,
afiadiduras, ni mudanzas de sus atributos 6 cualidades: y
error, falsedad, 6 conocimiento erréneo 6 falso, es todo
conocimiento en que el objeto no aparece ala inteligencia
tal cual es, sino con faltas, afiadiduras 6 mudanzas de sus
atributos 6 cualidades.

Certerza 6 certidumbre es la conciencia de la verdad,
os decir: ol estado del alma que posee la verdad plena y
seguramente; y duda es, por el contrario, la inseguridad
& incertidumbre de si un conocimiento determinado es
verdadero 6 falso. Criterio es todo cardcter para distin-
guir la verdad del error, es decir, para adquirir certeza.
El principal eriterio es la evidencia 6 testimonio que da
nuestra razon de las verdades que la competen.

L. Atendiendo 4 la naturaleza 6 género de sus ob-
jetos, los conocimientos pueden ser de tres clases, & saber:
nociones, juicios y raciocinios.
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Nocign, concepto 6 idea es el conocimiento de un sér
real 6 ideal, sustancia 6 atributo.

Juicio es el conocimiento de una relacién entre dos
ideas. Todo juicio se expresa en una oracién gramatical 6
Proposicion.

Raciocinio 6 razonamiento es ¢l conocimiento de una
relacién entre dos ¢ mas juicios.

IV. Verdades indemostrables, intuitivas '6 evidentes

por si mismas son aquéllas cuyo solo enunciado ¢ expre-
sion basta para producir certeza de ellas, en quien las en-
tiende; p. ¢].: El todo es mayor que cada una de sus partes;
Dos cosas 1guales 4 una tercera son iguales entre si. Por
el contrario, llamase verdades demostrables, discursivas,
no evidentes por si mismas, 4 las que necesitan un razo-
namiento mas ¢ menos largo para ser evidentes, 6 produ-
cir certeza en quien las comprende. Ese razonamiento se
llama demostracion, y exige para conseguir dicha eviden-
‘cia, a mas de la exactitud de las relaciones 6 juicios que
le constituyen, la verdad ya evidente de los juicios que le
sirven de base 6 punto de partida. La falta de una siquie-
ra de esas dos condiciones hace que el razonamiento, en
vez de ser una demostracion, sea un sofisma, si dicha
falta es voluntaria, 6 un paralogismo si es involuntaria.
Entre los paralogismos se llama cireulo vicioso el que
supone ya evidente lo mismo que se quiere demostrar.

Tanto los juicios, 6 las proposiciones que los expresan,
como los razonamientos, pueden ser particulares ¢ genera-
les, es decir: referirse & objetos determinados—designados
con nombres propios, p. €j.,—0 a objetos que formen un

Bhad St AT L
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‘género, como los designados con mombres apelativos (]
-colectivos. :

Todas las verdades generales y evidentes relativas 4
los conocimientos humanos pertenecen & la ciencia llama-
da Logica, de la-cual es un brevisimo resimen esta In-.
troduccion 4 la ciencia matematicas. En general.......

V. Ciencia es una serie de verdades generales y evi-
dentes mutnamente enlazadas y subordinadas todas & la
idea del asunto @ objeto de Iz ciencia. El fondo 6 materic
de cada ciencia son las verdades que la integran, y su, for-
ma el modo eomo- esas verdades se encadenan y enlazan
para ir haciendose evidentes unas por otras. Principios de
una ciencia, son las verdades indemostrables que sirven
de hases para las demostraciones de las siguientes verda-
des.—Los principios cientificos son de dos clases: fundo-
mentoles y formales; los primeros son los especiales de
cada cienma que sirven 4 ésta de verdadero fundamento
6 apoyo: los segundos son los comunes & todas las cien-
cias del mismo género, 6 son las leyes de la inteligencia
en la adquisicion de las verdades cientificas y en la or-
ganizacion de éstas para formar ciencia. Proposiciones
cientificas son las oraciones ¢ clausulas que espresan ver-
dades de la ciencia ¢ su investigacion.

Teoria es la serie ordenada de proposiciones re-
lativas 4 un mismo asunto; de modo que cada ciencia
es una gran teorfa y cada teorfa una pequeda ciencia.
Método, en general,es la marcha ordenada para hacer algo:
y método cientifico la marcha ordenada dela inteligen- -
cia para adquirir- conocimientos cientificos y para espo-
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nerlos 6 ensefiarlos. Hay dos métodos cientificos llamados
respectivamente «undlisis ¢ método analitico y sintesis
0 método sintético. :

El Andlisis procede de lo compuesto 410 simple, ele-
vandose de lo particular y determinado & lo general ¢
indeterminado. La Sintesis, por el contrario, procede de
lo general 4 lo particular, de los prineipios 4 sus conse-
cuencias. Para la perfecta constitucion de cualquier cien-
_ ¢la conviene combinar arménicamente ambos métodos,
formando lo ‘que se llama método constructivo que em-
pieza por la andlisis y concluye por la sintesis.

Todas las reglas para la buena construceion cien-
tifica, 0 sea para el buen usode los métodos cientificos,
se resumen en la llamada ley de la unidad y variedad
armonicas qué exige se conozea cada objeto de eiencia:
1. en su wnidad 6 conjunto; 2." en su variedad de par-
tes, especies 0 aspectos y 3.° en la armoniz de relaciones
de las partes, especies 6 aspectos, entre si y con el todo,

VI. Las proposiciones cientificas tienen desde la anti-
giiedad nombres ‘téenicos que conviene saber:

Definicion es la espresion de los caractéres propios
¥ esclusivos de lo definido.

Aziomrs son las proposiciones en que se enuncian
verdades indemostrables relativas 4 objetos ya definidos.

Los postulados son proposiciones de caracter practi-
¢o, no tan evidentes como los axiomas, pero que 10 nece-
sitan, ni & veces tienen, demostracmn

VII. Teoremas son las proposiciones demostrables,
qué forman el cuerpo de la ciencia, enuntiando sus verda-
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des principales.

Problemas son las proposiciones en que sc pide ha-
llar algo desconoeido 6 incoznito, en virtud de sus rela-
ciones con eosas conocidas o @ 170s.

Lemas' son los teoremas que sirven de auxilio anti-
cipado para la comprension, resolucion ¢ demostracion de
otras proposiciones. ;

Corolurios son las proposiciones secundarlas que se
deducen de otras, sin demostracion necesaria, por lo obvia
y sencilla. Son lo mismo que consecuencias.

Escolios son las advertencias que se intercalan para
aclarar, ampliar ¢ restringir proposiciones anteriores.

Casi todas las proposiciones cientificas pueden ser
enuneiadas bajo esta forma: Si A es B, Ces D; y entinces
4 la primera parte—Si A es B—se la llama hipolesis y
4 la segunda—C es D—7ésis 6 eonclusion. Es claro que
aun bajo otra forma gramatical existen la hipétesis y la

“tésis y se las halla facilmente. Tso supuesto, se llama

proposicion reciproca 0 inversa de otra—que toma cor-
relativamente el nombre de directa—la que tiene por: hi-
potesis la tésis y por tésis la hipdtesis de aquella. Asi,

- la reciproca de la proposicion—ej.’ anterior serd: SiC es

D, A es B. A veces, una proposicion tiene varias reci-
procas, cuando consta de varias hipétesis para una mis-
ma, conclusion ¢ vieeversa. Claro es que siempre se pue-
de formar gramaticalmente la reciproca ¢ las reciprocas
de una proposicion dada, mas podréin ser verdaderas 0
falsas independientemente de la directa. Es, pues, nece-
sario, para completar cada teorfa cientifica, decir si son
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verdaderas ¢ falsas las reciprocas de las proposiciones prin-
cipales ¢ directas y demostrarlo.

Proposiciones contradictorias son dos tales que la una
niegue justa y precisamente lo que la otra afirma; p. ej.
A es B, A no es B. Es evidente, que de la verdad de
una proposicion se infiere légicamente’' la falsedad de su
contradictoria y vice-versa de la falsedad de la una re-
sulta- evidentemente la verdad de la otra de esas dos pro-
posiciones, y éstoes el fundamento de las demostraciones
indirectas, como veremos luégo.

VIIL. Plantear un problema es analizar su enuncia-
do hasta descubrir y espresar las relaciones, entre datos é
incégnitas, qué han de servir de punto de partlda para
conocer éstas. Resolver un problema es hallar sus incog-
nitas, espresando las operaciones que conducen 4 dicho
hallazgo. Suele lamarse solucion de un problema 4
cada modo de resolverle y tambien, y mas propiamen-
te, 4 cada incognita ya hallada 0 & cada combinacion de
ellas, si son varias, que satisface 4 las condiciones del
enunciado.

Es claro que 4 cada resolucion de un problema cien-
tifico ha de acompafiar su correspondiente demostracion,
4 menos que no la’ necesite por su evidencia intuitiva.
Discusion de un problemaes el exdmen de todos los ¢asos -
que pueden suceder relatives & los datos, y de la influ-
encia de cada caso en las soluciones. Prodlems determi-
nado es el que tiene un ndmero finito de soluciones, 7n-
determinado el que tiene infinitas soluciones ¥ a&szwda-
6 tmposible el que no tiene solucion alguna.
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IX. En la demostracion de los teorer'nas y en lare-
solucion de los prohlemaq lo mismo que en la organiza-
cion de cada ciencia 6 teorfa, puede seguirse la Analisis
6 la Sintesis. Se sigue el método analitico cuando, par-
“tiendo de la proposicion enunciada, se ve de que ofra
% otras podria ser consecuencia y de cuales éstas y asi
sucesivamente hasta llegar 4 cuestiones ya sabidas. Por.
ol contrario, el método sintético, partiendo de proposicio-
nes ya evidentes, conduce de consecuencia en consecuen-
cia hasta la que se quiere demostrar ¢ resolver.

Hay otro método de demostracion llamado indirecto
6 ad abswrdwm. Consiste en probar la’verdad de una
proposicion demostrando la falsedad de su contradictoria,

por el absurdo que resultaria, como consecueneia, Si

. dicha contradictoria fuese verdadera.

X. Las ciencias humanas se dividen en dos clases:
racionales y esperimentales. - Las primeras tratan de obje-
tos ideales, necesarios, eternos, inaccesibles 4 los senti-
dos corporales, aunque éstos y elsentido interno—la ima-
ginacion—presten poderoso auxilio parael estudio de di-
chas ciencias, dando formas sensibles, aunque imperfec-
tas, 4 los conceptos racionales—objetos verdaderos de ése
estudio.—Las ciencias de observacion, empiricas 0 espe-
rimentales, por el contrario, tienen sus objetos pertene-
cientes al mundo real, ya en su parte material ¢ sensi-
ble, ya en la espiritual 6 moral.

En consecuencia, {las ciencias racionales se Orgam—
zan G constituyen por razonamiento puro, fundado pri-
meramente en las definiciones del objeto total de cada
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una y de los objétos de sus diversas teorias; y las espe--

rimentales se forman por la combinacion del racioeinio,
medio - imprescindible, en toda marcha verdaderamente
cientifica, con la observacion y la esperiencia, es deeir
con los datos que nes proporcionen los sentidos y todos
nuestros medios de conoeer.

Sin embargo, como ya hemos indicado, prestan au-
xilio 4 las ciencias racionales, los sentidos v la imagi-
nacion, materializando log objetos de aquellas, ya con,
signos, como los que representan nimeros, ya con imi-
- genes como las que nos formamos de las liguras geo-
métricas. Tambien le prestan otras funciones intelectua-
les, eomo la induccion, laabstraccion, la generalizacion,
la memoria; cuyos oficios respectivos pueden verse en
un tratado de Psicologia 4 de Légica.

=
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VATENATIR ELEENTAL

LEccIoNn 1.°

PRINCIPIOS FUNDAMENTALES.--DIVISIONES: DE LA WATEMATIGA.
\

«ldeas de finitud y de infinitud relativa y absoluta;
ejemplos que las acloran (1). Definiciones (V1) de canti-
dad, calidad, drden, y ndmero; escolios (VIL) sobre ellas;
division del nimero en cardinaly ordinal (2). Cantidad
abstracta y concreta; finita, infinita é injnitesimal (3.
Medir, medicion, medida; wmdad (%) Cantidad. men-
surable é inmensurable; ejemplos de unc y ofra (5.
Niimeros abstracto y concreto; entero, quebrado € incon-
wmensurable (6). Espacio y tiempo; movimiento y reposo:
Suerzas, equilibrio (7). Matemdticas ¢ Matemdtica; PO~
nes para ambos nombres; matemdticas puras y miztas
6 aplicadas. (8). Algoritmia 6 Aritmologia; Geometria;
Cronometria: Cinemdtica ¢ Foronomia; partes elemental
y general de eada wnn de esas ciencias (9). Aritméti-
ea y Algebra, valor lgico de esa division de la_Algorit-
mia (10). Principnles signos matemdticos; igualdad, de--
sigualdad, sus miembraos y propiedades fundamentales (11).

1. Todo hombre en pleno uso de razon tiene, con
mas 6 ménos claridad, las ideas (IIT) de jinifud y de
in/initud y las aplica sin cesar 4 todos los demds obje-
tos de conoeimiento (II). Asi, llama finitos 4 los obje-
tos limitados totalmente, es decir con prineipio -y fin; é
infinitos 4 los objetos ilimitados total ¢ parcialmente, es
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decir, sin principio ni fin; 6 con wno solo de esos -dos

accidentes. Es claro que finitud es la propiedad de ser
finito, ¢ infinitud la de ser mnfinito, y que esas dos pro-
pledades las pensamos, lo mismo de. seres reales, 6 exis-
tentes en el Universo, que de los que sélo existen pa-
ra nuestra inteligencia—seres ideslos— Todos los objetos
percibidos por los sentidos corporales son necesariamen-
te finitos y s6lo son infinitos algunos que concibe nues-
tra razon, como el Tiempo, cl Espacio, el Ser Supremo.
La infinitud puede ser wbsoluta—la de Dios y sus atribu-
tos—.6 relativa—la de los objetos ilimitados sclo parcial-
‘mente, es decir, en algun sentido, pero limitados en otro
U otros;—p. ej.’ la de un angulo rectilineo.

A las ideas de finitud y de injinitud relativz van
implicitamente unidos los juicios (IIT) de comparacion ¥
de relacion mutua de eada objeto finito ¢ infinito relati-
Vo con otro 1 otros anlogos, ¥y de ahilas ideas de can-
tidad, calidad, Grden o nimerg, : .

2. Cuntidad es la propiedad de ser cuantos, es decir
mas 6 méuos, mayores ¢ menores los seres finitos 0 in-
finitos relativos, comparados unos con ofros los del mis-
mo género. Colidud (que aqui mentamos solo por su vul-
gar union 4 la centidad para apreciar los objatos) es la
propiedad de ser mejores ¢ peores unos objetos que otros.
Puede decirse que calidad es la cantidad ds bondad. Orden
es la disposicion relativa, 6 de unos respecto 4 otros, de
varios objetos, en el Tiempo 6 en el Espacio. Nimero es,
en. sumas lata acepeion, la cantidad 6 el érden determins.
* dos exacta ¢ aproximada, material 4 mentalmente. Si el
namero se refiers 4 la cantidad. es lamado cardinal; v si
al drden, ordingl. De las definiciones anteriores se infieren
facilmente los siguientes escolios (VII). :

-1.° Tanto la cantidad como la ealidad pueden referir-
se 4 un objeto solo, ¢ 4 varios, pero supuestos siempre
otros andlogos con quienes comparar aquellos, pues nada
es, en absoluto, mayor ¢ menor, mis 6 ménos, msjor ¢
peor, sino con relacion 4 algo respectivamente menor ¢
mayor, ménos 0 mds, peor ¢ mejor.
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9.° El orden sélo puede referirse a varios objetos.

3.° La cantidad es la propiedad fundamental, de las
cuatro definidas, en este némero, 4 la cual pueden redu-
cirse natural ¢ artificialmente las ofras tres, al ménos
para su estadio, como veremos en el curso de estas lec-
ciones. : .
4. La cantidad es solo propiedad ¢ atributo de las
cosas euantas, como la hondad de las buenas, ete.; mas
se usa el nombre abstracto ecentided como apelative,
siempre que se habla de dicha propiedad sin referirla 4
objeto alguno. - : :

3, Cantidad abstractz, es la cantidad no referida 4
objeto alguno determinado. Cantidad concreta es la re-
ferida 4 objeto determinado, v. g.: cantidad de placer,
de talento, de fuerza, de dinero, ete.

La cantidad (abstracta ¢ concreta) puede tambien
ser clagificada, segun el grado de limitacion de los ob-
jetos & que se refiera 0 pueda referirse (1), como sigue:

Cantidad Jinita es la de los objetos hmitados total-
mente 6 en todos sentidos.

Cantidad infinite ¢ infinitamente grande es la de
los objetos ilimitadps en algun sentido aunque limitados
en otros 1 otros, sin lo cual no tendrian cantidad, come
no la tienen, v. g. Dios ¥ sus atributos.

Contidad infinitesimal O infinitamente pequena es
la de los elementos iudivisibles de que constan todas lag
cantidades; p. ej. los instantes de que consta el tiempo.

4. Medir una cantidad es determinar su relacion
exacta 0 aproximada con otra cantidad del mismo géne-
nero tomada como tipo de comparacion: relacion analoga
4 la que toda pluralidad de objefos tiene con uno de ellos.
Medicion es el acto ¢ la operacion de medir y medide
el resultado inmediato de la medicion. A veces, tambien
se entiende por medida la cantidad tipo de comparacion
para medir las-de su género, y cuyo verdadero nombre
es unidad de medida 0 solo wnidad. .

5. Lo espuesto ultimamente autoriza la siguente cla-
sificacion de las cantidades, relativamente a su medicion.
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Cantidad mensurable 6 medible es toda aquella cuya
medicion exécta ¢ aproximada se concibe posible, aunque
tal vez no lo sea para las limitadas facultades humanas.
Tales son todas las cantidades (reales ¢ ideales) relativas
al mundo material 6 sensible, como: cantidad de espacio,
de tiempo, de fuerza, de calor, ete.

- Cantidad inmensurable 6 inmedible es toda aquella

cuya medicion no se concibe posible para nadie: solo si
Su comparacion vaga con ofra de su genero para afirmar
su relacion de igualdad ¢ desigualdad. Tales son todas
las cantidades relativas al mundo espiritual o supra-sen-
sible, como: cantidad de placer, de dolor, de belleza, de
talento, de bondad, de maldad, ete.
6. De lo espuesto se dednee que solo las cantidades
mensurables (5) son determinables numéricamente (2),y
ésto cuando se compara y relaciona 4 las del mismo géne-
ro cualitativo y érden cuantitativo, es decir, 4 las concre-
tas relativas 4 objetos del mismo nombre y ademas todos
finitos ¢ infinitos, ¢ infinitesimales (3). En efecto, la me-
dicion exdcta ¢ aproximada que toda determinacion nu-
mérica presupone (4), no solo exige la previa fijacion de
unidad—cantidad del mismo género que la determinanda,
—sino el que esa unidad sea finita, infinita ¢ infinitesimal.
segun lo sea respectivamente la cantidad que ha de me-
dirse. Segun que se esprese ¢ no el nombre 6 2énero, de
los objetos cuya cantidad ¢ cuyo ¢rden son determinados
numéricamente, los nimeros respectivos son abstractos o
conceretos. ;

Nimerd abstracto crrdinal es, pues, la relacion de
cualquier cantidad con la unidad de su género; ej’. ocho.
Nitmero apstracto ordinal es la relacion entre el lugar 6
sitio de cualguier objeto y el de.otro G otros objetos ana-
logos y con aquel coordenados; ¢j." octuwo. Nimero con-
crefo cardinal es la espresion decads cantidad conereta;
@)." acko varas. Numero concreto ordinal es la espresion
del sitio de ¢2da objeto entre varios del mismo nombre
coordenados:. ej.* octevo diz. El nombre de cada namero
conereto consta, pues, del nombre de nn-abstracto y del
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de 1a unidad concreta correspondiente, en plural 6 en sin-
gular. Cuando se dice ndmero, simplemente, se entiende
namero abstracto cardinal.

El namero cardinal (abstracto o conereto) se divi-
de, bajo otro aspecto. en enlero, quebrado 6 fracciona
rio, € inconmensurable. :

Nimero entero abstracto es la relacion de cualquier
cantidad y su unidad, si aquella contiene 4 ésta exacta-
‘mente una O varias veces. Ej.* ocho, ciento. Nimero en-
tero concrelo es la espresion de la medida de cada can-
tidad concreta, siésta contiene exactamerite 4 su unidad
una 6 varias veces; ej.” ocho dias, cien varas.

Nimero quebrado 6 fraccionario abstracto es la rela-
cion entre cualquier cantidad y su unidad, si aquella no
contiene 4 ésta exactamente, perosi contiene 4 cada una
de las partes iguales en que se la suponga dividida; ej.’
dos tercios, einco medios, dos y medio. Si la eantidad
cuya relacion con, la unidad es un quebrado, vale mas
aue la unidad, dicha relacion puede espresarse de dosmo-
&os: 6 diciendo s6lo cuéntas partes iguales de unidad con-
tiene la cantidad (dos tercios, cinco medios), 0 diciendo
priméro cudntas -unidades completas y en seguida cudn-
tas partes de otra unidad integran la cantidad medida
(dos y medio). Bajo esta ultima forma el nimero frac-
cionario es lamado mémero mixto, siendo, como se com-
prende facilmente, mera cuestion de forma en su espre-
sion. llamar & un numero, mixto 6 fraccionario, pues
p- €j.” cinco medios, dos y medio, son dos nombres distin-
tos “de -un solo y mismo numero.

Nilimero fraccionario concreto s la espresion de la
medida de cada cantidad, cuando su relacion con la uni-
dad es un fraceionario abstracto, euyo nombre seguido
del de la unidad, forma el nombre del quebrado concre-
to; ej.’ dos tercios de dia, cinco medios cuartillos ¢ dos

medio enartillos. - ' ,

Por ultimo. .... :

Nimero inconmensurable abstracto es la relacion de cual-

quier cantidad 4 su unidad, si aquella no contiene exac-
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tamente 4 esta ni 4 parte alguna de las iguales en que

se la divida, cualquiera que sea el nimero de partes.

Nianero (nconmensurable concrety es lo- que resulta
de referir un inconmensarable abstracto 4 la unidad cor-
respondiente. Los nidmeros inconmensurables no tienen
espresion propia exacta, sino cuando resultan de las com-
binaciones de los niumeros enteros y fraccionarios, co-
mo se verd despues.

7. El Espacio y el Tiempo son indefinibles, aunque
todo hombre en sano juicio sabe bien lo que son y saba
que son infinitos, si hien puedese concebir en unp yen
otro porciones limitadas total ¢ parcialmente que son lla-
madas respectivamente espacios y tiempos. Movimiento
es la variacion de algo en el Espacio en tiempos sucesi-
YOs; neposa es, pov el contrario, la fijeza de algo en el
Espacio, en tiempos sucesivos, Fuerza es toda causa de
movimiento, aunque no siemapre le producen cuando son
varias. Zguilibrio es el efecty que producen varias fuer-
Zzas que mutuamente se destruyen y no producen mo-
vimiento.

8. Mulemdticas 6 Matemsitica es 1a ciencia de la can-
tidad mensurable, la cual desde ahora podremos lamar
tambien cantidad matematica. Nombrads esa ciencia pri-
meramente en singular, como realmente puede hacerse
por la unidad de su objeto, se usa mas bien el nombre
en plural, porla gran estension 4 importancia de sus va-
rias partes, cada una de las cuales constituye una verda-
dera ciencia. Ea el cursg de esta ohra Ia nombraremos
indistintamente de ambos modos, por no romper del to-
do con el uso, ni con las razones logicas ¢ histéricas que
autorizan se nombra en singular.

Matemiticas puras son las que tratan de la cantidad
abstracta (3) y de las cantidades en el Espacio, en el
Tiempo y en e movimiento. Mutemditicas mzilas 6 aplics-
das son las que tratan de cantidades materiales 6 fisicas
como de fuerza, de calor ete, Mediante ciertos conve-
nios tambien se puede considerar matematicamenta algu-
nas cantidades del mundo inmaterial, como se hace en
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algunas obras intituladas Matematica moral, social ete.

9. Segun su definicion y las reglas para la buena
organizacion cieniifica, la Matemdtica pura deberia divi-
dirse en - cuatro partes, que tratéran respectivamente: 1.°
de la cantidad abstracta: 2. de la cantidad en el Espa-
cio; 3.° de la cantidad en el Tiempo, y 4." de la canti-
dad en el movimiento—combinacion armonica del espacio
y del tiempo.—La 3." parte no esti aun constituida co-
mo ciencia, sungue ya se la nombra Cronometria. Las
otras tres estan ya organizadas, aunque 1o perfectamen-
te, y son llamadas: la: 1. Algoritmiu (ciencia del cal-
culo) 0 dAritmologio (ciencia del namero); la 2.° Gleome-
trig y la 4., Cinemitica 6 Foronpmia. La mas' conve-
niente subdivision de gada una de esas ciencias en su
actual estado, parece ser en dos partes: elemental que
esponga las verdades mas sencillas y usuales relativas al
objeto de la clencia y general que trite ya dicho objeto
en todas sus determmaciones. :

10. Asi la Algoritmis se divide, casi undnimente por
todos los matematicos, en Aritmética y Algebra, partes ca-
ractarizadas respectivamente por la anterior censideracion,
que no fundandose en razones ligicas, sino sclo en ra-
zones ‘de conveniencia diddctica, no da mas-valor 16gico
4 dicha division que el de ser casi completamente necesaria
hasta mejor organizacionde la Algoriimia. Segunlo que
precede, el Algebrz completa deberia estar fuera de la Al-
goritmia elemental, y el nombre de Algebra elemental, tan
usado oficial y extraolicialmente, tiene aun ménos razon
de ser que la division en Aritmética y Algebra. Confor-
mandonos sin embargo, con la nomenclatura usual, inclui-
remos tambien en esta obra, lo que comunmente se entien-
de por Algebra elemental. - :

11. Los principales signos matematicos, que por usar-
se en todas las partes deesa gran ciencia deberemos es-

licar en estas generalidades, son los que espresan las re<
aciones de igualdad ¢ desigualdad—base y fundamento
del concepto de cantidad.—La relacion de igualdad se es-
presa con el'signo=colocado, en el orden de lectura, entre -
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las cantidades que son 6 se suponen iguales, en cada cues-
tion matemgtica; p. ej.° A=B, que se lee A igual & B,
0 A igual B; llamandose, en géneral, igualdad matems-
tica 4 la espresion de la relacion de igualdad, y desigual-
dad. 4 la espresion de la desigualdad ¢ relacion general
entre cantid};des desiguales. Debe tenerse, pues, mucho
cuidado con las dos acepeiones, una abstracta y otra ma-
terial, de las palabras igualdad, desigualdad.” El signo
de desigualda(f es el <0 el > colocado entre las canti-
dades desiguales, siempre con el vértice ¢ punta vuelta
hacia la cantidad menor. Asi, A <B, B> A, se leen
respectivamente A menor que B, B mayor que A. Pri-
mer miembro de una igualdad 6 desigualdad es 1lo que
se espresa antes del signo=,> 6 <C y segundo miembro
lo que se espresa despues. Es evidente 6 axiomstico (VI)
que. la relacion de igualdad 6 desigualdad entre dos can-
tidades no cambin cuando con ambas se hace una WIS
operacion matematica. Este axioma es fundamental en to-
a la ciencia matematica asi como los dos siguientes.

Dos cosas iguales d una tercera son iguiles entre si.

LOS COSTS, URT MAayor Y olra menor que una lercera,
son desiguales entre si; siendo evidente cual es la mayor
y . cual la menor.- :

Los signos de relacion — > < se usan 4 veces cru-
zados de arriba 4 abajo por un trazo recto y entonces sig-
nifican la negacion de la relacion que significarfan sin
trazo.

Ademas de los signos de relzciones matemiticas, a-
firmativos 0 negativos, se emplean, ¢como es natural, sig-
nos de cantidades y de operaciones 6 combinaciones de
cantidades, los cuales se iran manifestando con su Sig--
nificado, 4 medida que lo exijan las teorias respectivas,
bastando aqui la advertencia general de que las letras
sueltas, ya usadas en varios ejemplos puestos en esta
leccion, son los signos mas generales de cantidades, es
decir: representan, al' menos en Algoritmia, cantidades
indeterminadas de valor.

”

e




ARITMETICA.

Lecetoy 2.°

DIVISIONES DE LA ARITHETICA —NUNMERACION DE ENTEROS.

 «Definicion deln Aritmética y su division usual en
dos partes: 1." Aritmética abstracta; 2. Awritmética con-
erefn (12). Division razonady de 1o Aritméticn abstrac-
tn en A libros: 1.° Teorda de los nimeros enferos; 2.
Teoria de los numeros. fraccionarios; 3.° Teoria de los
wameros inconmensurables; y 4. Relnciones aritméticas
entre wimeros abstractos cualesquiers (13). Subdivision
razonada de cada uno de los 3 primeros lbros en 3 ca-
phtulos; 1.° Numeracion; 2." Operaciones; 3.0 Propieda-
des (14). Numeracion en general: su division en verbal
y escritn (15). Generacion primitive de los niimeros e~
teros cardinales por agregacion de wnidades, y en conse-
cuencia, infinidad de dichos ndomeros, y necesidad de un
sistema verbal de mumeracion de enteros (16). Teoria ge-
neral de cualguier sistemn verbal regular de NAUMETACION
de enteros: base, unidades numerativas 'y nikmeros ele-
mentales de 1.°, 2., 3.0v Orden, ete. (17). Cada wnidad
numerative wvale mds que fodos los mayores nikmeros ele-
mentales de ordenes inferiores (18). Nomenclatura ew el
sistema usual 6 décuplo: 1. de las unidedes numerati-
vas 'y nikmeros elementales de rdenes Sucesivos; grupos
periodicos de aguellns: 2.° de un entero cualquiera no
elemental (19). Numeracion escrita; ideq general de sus
- sistemas antiguos; numeracion romana (20). Teoria. ge-
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neral de los sistemns regulares de numeracion escrita;
base, cifras y guarismos; valores absolulo y relativo de
cada ofre (21). Aplicacion de est leorin general al
sistema décuplo; reglas para escribir y leer en él ni-
meros enleros (22). Nomenclalura de los nimeros ordi-
nales; nolzcion grdfica de los mismos (23).»

12.  Aritmética es ln parte elemental de ln ciencin
de - los nimeros. Esta definicion comprende no sdlo
4 la Aritmética. que nombramos (10) como parte ele-
mental de la Algoritmia, es decir, de la 1.* rama de
la Matematica pura, sino tambien las aplicaciones ele-
mentales de esa rama & los numeros concretos mas
usados en la vida social. Asi definida, la division na-
tural de la ‘Aritmética es en dos partes, que traten
respectivamente de los ntimeros abstractos y de los na-
meros concretos, y que por tanto, podrdn nombrarse bre-
ve y exactamente: Adwitmélica albstracta y Aritmética
conerela. _ ;

Es indudable que el érden en que deben ser estu-
diadas es el mismo en que acabamos de nombrarlas, pues
ue segun lo dicho, la 2.° no es mas que la aplicacion
e la 1." & los niameros concretds mas usuales. La 1.7
parte es, pues, lo que en la leccion 1. hemos conside-
rado como parte elemental de la eienciz de lo ecantidad
abstracta, porque en ésta no cabe indudablemente estu-
diar mds, que su determinacion numérica y las relacio-
nes de los nameros abstractos resultantes de esa determi-
nacion.. Es verdad g{ue €08 numeros no siempre apare-
cen .completamente determinados de valor, mas no por
€80 se crea, como erréneamente se considera- en muchas
obras, que lzs cantidades pueden ser,—en general, en
abstracto, ni ménos en conereto,—combinadas y relacio-
nadas directamente, es decir, sin suponerlas explicita 6
implicitamente referidas 4 'su unidad. Lo que ﬂay es,
que en las cuestiones verdaderamente generales—todas
las algebraicas Jy algunas aritméticas—se deja la unidad
indeterminada de valor, ‘porque lo son tambien las ean-
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tidades consideradas, mas 4 no ser tal vez, en las dos
primeras operaciones algoritmicas—adicion y sustraccion
—_ 1o se combinan ni relacionan matcmaticamente confi-
- dades, sino nmeros determinados 0 indeterminados; cons-
tantes 0 variables; abstractos 6 eoncretos; finitos, infini-
tos 6 infinitesimales; reales ¢ ideales. Esta tltima.deno-
minacion exije una breve explicacion que se ampliara
més adelante. Entendemos por nameros ideales los re-
sultados de operaciones matematicas imposibles de rea-
lizar (p. €j° restar ¢ quitar un ndamero mayor de ofro
menor) con nimeros dados; resultados que, & pesar de
su implicita 6 esplicita absurdidad se les somete & ope-
raciones ulteriores, en virtud de cierfos convenios.

~ Sin embargo de lo que acabamos de esponer, usare-
mos indistintamente, como se acostumbra, los términos
niimero y eanfidad, por un tropo ¢ figurd retorica, 4
veees conveniente. !

Postulados. Cualguier cantidad puede ser cxpresads por

cualquicr nimero, tomando la unidad correspondiente.
Cualguier cintidad puede ser unidad de todas las can-
tidades de su. género, resultando los numeros respectivos
correspondientes. Cunlguier niimero puede 7¢ erirse dcual-
quier unidad, resultando la cantidad correspondiente.
. 13. En lo que acabamos de esponer, y en la leccion
anterior queda, aunque sumariamente, estudiado el ob-
‘oto total de 1o Aritmética: toca ahora, para seguir la ley
{égica (V) estadiar las diversas especies de ese objeto, ¥y
las relaciones de- esas especies entre si, y con el todo.
A la division del namero en ahstracto y concreto. cOrres-
ponde la de la Aritmética en las 2 partes ya indicadas.
A la division del nimero en enfero, quebrado é incon-
mensurable, corresponde la de la Aritmética abstracta en
tres secciones correlativas, que llamaremos libros; y com-
pletaremos el estudio elemental de los nameros abstrac-
tos, conun 4.’ libro que trate de las relaciones aritméticas
entre dichos nimeros, sean enteros, fraccionarios 0 in-
conmensurables. Las subdivisiones de la Aritmética con-
creta han de obedecer 4 otras consideraciones que en su
lugar espondremos.
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14. A su vez, los fres primeros libros de la Aritmé-
tica abstracta dehen subdividirse analogamente, pues tan-
to en los nameros enteros, como en los fraccionarios é
inconmensurables, hay que considerar sucesiva y ordena- .
damente: 1.° su numeracion, ¢ modo primitivo y origi-
nario de ser formados y espresados: 2.° sus operaciones,
0 modos diversos elementales de ser formados ¢ engeén-
drados unos por otros; y 3.° sus propiedades elementales,
_relativas forzosamente & la numeracion 6 & las opera-
ciones numéricas. Cada una de esas tres teorfas (V) cons-
tituira un Capétulo en el libro correspondiente. El 4.° li-
bro se subdividird & su tiempo enlos capitulos conve-
nientes. :

n




PARTEL

ARITMETICA ABSTRACTA.

1RO PRIERD. - THORIA IR L0S NUNRRAS ENTERAS.

-

CAPITULD 1.5 NUMERACION.

15. Numeracion en ceneral, es la formacion y espre-
sion primitives de cada especie de numeros, y €OmMo los.
modos mas generales de espresar todas nuestras ideas;
son lg palabra ¥y la escritura, y como la espresion seala
mas estensa ¢ 1mportante parte dela numeracion, divi-
dese ésta comunmente, mejor dicho, su teoria aritmética,
en dos secciones: Numeracion verbal y Numeracion es-
eriin, que estudiaremos en ese 6rden, despues de hacer-
1obde la qué logicamente debe precederles, sin duda, &
saber:

§ 1.° GENERACION PRIMITIVA DE LOS ENTEROS.

16. Como se infiers de su definicion, la generacion
primitiva ¥ universal de los mameros enteros, es la agre-
gacion sucesiva de unidades, y como por orande que sea
an namero entero, se le puede concebir agregadas mas
unidades, resulta que es infinita la cantidad de numeros
enteros, y por tanto que es imposible saber nombrarlos
sin ciertas reglas sistematicas, que permitan componer
los nombres de los enteros sucesivos, con los nombres de
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los enteros menores, ya nombrados.
§ 2.° NUMERACION VERBAL DE ENTEROS.

17. Sistema de numetacion verbal ¢ sistems verbil
de numeracion es el conjunto arménico de reglus prra nom-
brar los nitmeros. La teoria general de un sistema cual-
quiera regulzr de numeracion de enteros, es decir, de
un. sistema cualquiera como el usual, es la signiente:

Suponiendo dados nombres arbitrarios 4 los primeros
nimeros enteros, hasta uno determinado, que lamare-
mos desde ahora Jase, podremos considerar 4 dsta co-
mo una nueva unidad auxiliar para el fin propuesto, y

ue nombraremos de 2. orden, supuesto que lamemos
le 1.° 4 las unidades simples ¢ principales a que se re-
fieran los numeros en cuestion. Pues bien, refiriendo
los nombres, ya sabidos, de los primeros enteros hasta
Ia base, & unidades de 2.° drden y combindndolos ade-
mas, bajo esa nueva acepecion, con sus acepciones pri-
mitivas, podremos nombrar hasta el nimero que conste
de tantas unidades de segundo érden cuintos conten-
ga la base de las de 1.° Dando un nombre nuevo 4 ese
numero limite y considerandolo como unidad de 3.er or-
den, podremos confar por éstas como por las de 1. ¥
2.2, combinando ademas estos nuevos nombres asisuce-
sivamente con s6lo dar con los anteriores, ¥ nombres distin-
tos 4 los primeros nimeros hastala base’y 4 las unidades
de 2.° 3.% orden, ete, se podrd nombrar' facilmente nii-
meros enteros muy grandes, aunque no todos, pues son
mnfinitos (16). DBuse de wun sistema wverdal reguiar de.
nwmeracion es, pues, el wihmero de unidades de coda
orden_que componen ln unidad del drden inmediato Supe-
rior. Unidades numerativas sonlas de 1.° 2.2 3.9 grden, ele.
Nimeros elementales son los que consten de unidedes

numerativas de wn solo drden, y no mis, por supuesto

que las que foriman la bese, A los numeros elementales
se los dice respectivamente del 6rden de la unidad nu-
erativa 4 que se refieren. Esta es, pues, el primero

0 menor nimero elemental de su 6rden respectivo, como
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p..¢j." la: unidad de 1. érden 0 sea la primitiva & que
se peficren todos los mimeros enteros, es el menor 6 pri-
mero de todos ellos—el nimero #ng—.Mas aunque del
mismo oelor, tienen nombres distintos las unidades nu-
merativas y los nameros elementales respectivos de cada
orden. ;

18. Tecrema. Cads wwidad nwmérativn vale mas que
todos los witmeros elementales reunidos, de Ordenes infe-
riores al de agquells.

~ Porque de la teoria general, antes es uesta, se de-
duce, que cada unidad numerativa consta de une nnidad
_ simple mds que el namero formado por la reunion de
todos los -elementales de ordenes inferioresal de dicha
unidad numerativa. :

19. En el sistema usual en todo el mundo civiliza-
do, reciben nombres distintos ¢ independientes los pri-
meros enteros hasta el llamado diez (en castellano)—Dase
del sistema, al cual por eso se le dice décuplo 0 deci-
mal—;se llama decene a la unidad numerativa de segun-
do ¢érden formada por diez de primero, y se cuenta: dos
decenas, tres decenas, cuatro decenas, ate, hasta diez
decenas—unidad de tercer drden, que como tal, se la-
ma cenfena, v ¢OmMO NUMero, ciento—(17). Realmente no
se dice dos decenas tres decenas ete; sino veinte, trein-
to ete, nombres derivados del latin y consagrados por
el uso. ¢ ) |

Despues se cuenta: doscientos, lrescientos, cuatro-
cientos, ete,hasta nuevecientos=novecientos. Los nombres
unidad, decena, centena de las unidades numerativas. y
los de los mimeros elementales de log tres primeros Or-
denes se repiten para los tres rdenes siguientes—cuarto,
quinto y sexto—posponiendo & dichos nofmbres la frase
de millor para las unidades numerativas y la voz mil
para los numeros, es decir; unidad de millar—de cuarto

orden—;decena de millar—unidad de quinto ¢rden—;cen-
tena de millar-unidad de sexto ¢rden—;jun mil 6 mil, dos
mil, tres mil,.. diez mil, veinle mil, treinta mil; ...;clen

mil, doscientos mil, trescientos mil,..... novecienfos mil.

?

4 x.
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~ Por dltimo, los nombres de las unidades de los seis pri-
meros Ordenes y los de los nameros elementales respec-
tivos se repiten periédicamente para todos los demas Gr-
denes, que vienen asi 4 quedar clasificados en grupos
de 4 seis, teniendo cada grupo un nombre genérico,
el cual se pospone 4 los nombres de los nameros e-
lementales de los seis primero Grdenes, para  com-
pletar los nombres de los respectivos de los otros
ordenes. El primer grupo de 4 seis es el de las wni-
dades simples, el segundo de los millones, el tercero
de los #rillones, ete; y por tanto las unidades de los
Ordenes sétimo, treceavo, déeimo-nono, ete, se les lla-
ma respectivamente. unidad de millon, billon, de tri-
lon ete; las de los drdenes octavo de catoreeavo,
vigésimo, ete, decena de millon, de billon, de trillon,
etc, y asi sucesivamente; y los nimeros elementa.
les anilogos se les dice: un millon, dos millones, nue-
ve millones (drden séptimo); diez millones, ... veinte millo-
nes,....noventa millones (orden octavo);.......... .un bi-
lon, dos billones,.....nueve billones, (drden treceavo); diez
billones, veinte billones,.....noventa billones (Orden ca-
torceavo), ete.

Los nuameros no elementales, y que evidentemente
hay, comprendidos entre cada dos elemontales conse-
cutivos, se nombran del modo siguiente. Si no pasan
del cuarto drden 0 estan entre dos nameros elementales
de los Grdenes séptimo, treceavo, decimonono, ete,—de
seis en seis—se nombra primero completo el namero
elemental inmediato inferior, Yy en seguida los nameros
menores que la unidad del mismo orden que dicho nu-
mero . elemental, (") p. ej.° los nfimeros comprendidos
enfre quinientos y seiscientos, se nombran: quinientos
uno, quinientos dos, quinientos tres,.... hasta quinientos
noventa y nueve, porque los nfimeros menores que una

(‘) Sabidas son las escepciones onee, doce, frece, ealpree y quines.
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centena—unidad del mismo érden que quinientos 6 cinco
cientos—son: uno, dos, tres, cuatro,......... ,.., noventa y
pueve. Si el numero no es de los ordenes recien indica-
dos, senombra atendiendo & los grupos de 4 tres y dea
seis en que hemos clasificado las unidades numerativas,
¥y combinando los nombres de los numeros elementales
que integran el. propuesto, de modo que resulten desta-
cados ¢ésos grupos, cada uno de los cuales se nombra
como si estuviese solo, anadiendo en seguida el nombre
genérico que le corresponda, p. €].% :

Nombre de
_cada grupo.

Doscientos mil cuatrocientos noventa y siete [rillones,
ochoeientos cinzuenta y dos mil ciento treinta y dog billones,
trescientos seis mil ochocientos cincuenta v siete millones,

f quinientas sesenta mil doscientas cuarenta y cuatro unidades.
0 bien quinientos sesenta mil doscientos cuarenta y cuatro.

§ 3.° NUMERACION ESCRITA.

90. La eseritura 6 representacion grafica de los enferos
cardinales con todas las letras de sus nombres respectivos,
si es conveniente en ciertos casos—recibos, pagarés y
otros documentos importantes—, seria inconvenientisima
en Aritmética, por eso, desde la mas remota antigiiedad,
se han representado mds breve y sencillamente que es-
cribiendo esos mombres, dando 4 cada letra del respec-
4ivo idioma un valor numérico, 6 solo 4 algunas de ellas.
Independientes del sistema verbal, y por tanto, irregu-
lares ¢ imperfectos esos sistemas—si éste nombre mere-
cen—de niimeracion escrita, no hablariamos mas de ellos,
sinG se usase aun en relojes, inseripciones de edificios,
ete, el sistema que us6 el pueblo rey y que por esa ra-

zon, vamos 4 esponer sumariamente.

Numeracion romana. A siete letras nada mas daban
valores numéricos los antiguos romanos, y eran las que
con sus valores respectivos estdn & continuacion: [=uno,
V—cinco, X=diez, L=cincuenta, (—ciento, D=quinien-
tos, M=mil.
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‘Para representar con esas letras un nimero entero
‘cualquiera, tenian presentes, ademds de sus valores, ar-
riba espresos, las reglas siguientes:

1° Los valores de cada dos letras, eseritas wna tras
otra, se Suman 6 agregan cuvando estd dntes, en el érden
de lectura, la de mayor valor y por el contrario se restan
6 se quita el valor menor del mayor cuando estd dntes lo
letra de valor menor.

Ej.os: D(—seiscientos, CD=cuatrocientos; XI=once,
IX=nueve; MC=mil ciento, CM=—novecientos.

R." Cuda rayita. 6 trazo recto hovicontal puesto en-
cima de unz letra la dd wn valor mil veces mayor.

Ej.*s; V=cineo mil, D=quinientos millones, I—¢in-
cuenta mil millones. >

Otras- reglas convencionales habia en la numeracion

romana, pero bastando con las dos dichas para escribir
Y leer cualquier entero en ese sistema, nada mas dire-
mos. ,
21. Tratémos ahora de dar una idea general de los
sistemas regulares de numeracion escrita, es decir, siste-
mas analogos y correspondientes 4 los verbales respec-
tivos,

Representando con un signo 6 e¢jfre cada namero
elemental de 1.7 6rden, 6 sean los nidmeros menores que
la ase del ‘sistema verbal, ecomo los mombres de esos
nameros se repiten periddicamente para todos los demdas
Ordenes, afiadiéndoles el nombre de la unidad numerati-
va correspondiente, se infiere que esas mismas cifras ser-
virdn para representar todos los ntimeros elementales, si
al valor absoluto de unidades que significan por sus fi-
guras, se une el valor relativo 6 el orden de esas uni-
dades, que se espresa dando 4 cada cifra el ‘mismo lugar
en el drden inverso al de lectura, que el drden numera-

livo & que se refiera la cifra. Para ésto es indispensable -

una eifra sin valor nwmérico, pero que sirva para ocu-
ar los lugares de los érdenes numerativos que -falten, &
n de que las cifras significativas, 6 con valor nu-

S g
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mérico, oeupen sus lugares correlativos.

Base de un sistema regular de numeracian escrila es
su ndmero de cifras, inclusn la que nada vale por st
sole. Indudablemente esta base va,?e lo mismo que la del
sistema verbal correspondiente.

Cifras-son los signos que representan los primeros
nimeros, hasta la base ménos uno, y el signo que sdlo
sirve para ocupar lugares. :

Guarisma es todo enfero escrito con wng 6 mds ci-
fras, -segun lo exija su valor menor ¢ mayor que la
base numerativa. :

22. Aplicando esa teoria general al sistema décuplo
tendremos los siguientes signos y sus valores respectivos:

~

Cifra sin valor,

T

O—cero,

Cifras significativas, niimeros elementales de_primer rden,

1—uno, 2—dos, 3=tres,
4—cuatro, 5=cinco, 6=seis,
T—siete, 8=—ocho, 9=nueve.



NUMEROS ELEMENTALES DE....

L 4 L L] L2 L
2.° ORDEN. 3. ORDEN. 4." ORDEN: | 5." ORDFN. 6. ORDEN.

Guarismos. Valores. |Guarismos., - Valores. |Guarismos. = Valores. |Guarismos. Valores. Guarismos. Valores.

10 --- diez. 100 --- ciento : 1000 --- mil 10000 --- diez mil 100000---cien mil

20 --- veints 200 --- doscientos 2000 --- dos mil 20000 --- veinie mil 200000---doscientos mil

30- --- treinta 300 -~ Lrescientos { 3000 -- tres mil 30000 --- treinla mit | 300000---trescientos mil

40 --- cuarenta i00 -~ cuatrocientos| 4000 --- cuatro mil 40000 -— cuarenla milj 400000--cuatrocientos mil

50 --- cincuenta 500 --- quinientos 5000 --- ¢inco mil 50000 --- cincuentamill 500000---quinientos mil

60  --- sesenta 600 --- seiscientos 6000 --- seis mil 60000 --- sesenta mil | 600000---seiscientos mil

70 --- setenla 700 --- setecientos 7000 --- siete mil 70000 --- setenta mil | 700000---setlecientos mil

80 --- ochenia 800 --- ochocientos | 8000 --- ocho mil 80000 --- ochenta mil | 800000---0chocientos mil

90 --- noventa 900 --- npovecientos { 9000 --- nueve mil 90000 --« noventa mil| g00000---novecientos mil

Y asi sucesivamente, para eseribir un wimero elemental cualquiera basta escri-
bir priméro la cifra significativa ecuyo wvalor absoluto sea el de unidades numera-
livas que ése nimero elemental contenga y en seguida, es decir, ¢ la derecha de
esa cifra ldnlos ceros cudnlos drdenes haya mengres que el de dicho ndmero ele-
mental. %
Para escribir un nimero cualguiera no elemental, basta suponer escrito el ni-
mero elemental de mayor drden que aguel contenga, y sustituir los ceros por las ci-
Jras significativas de los drdenes inferiores, colocadas en sus lugares correlativos.

Para leer un guarismo, se vé.cudntos pericdos de 4 seis eifras contiene, em-
pezando por la derecha, el ultimo periddo podrd fener de una d seis cifras; en se-
guida se lee priméro ese witimo periodo como si estuviera solo, lerminando su nombre
por el de sus unidades numerativas es decir, millones, billones, trillones, cuatri-

F
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llones, quillones, etc, sequi queden d la derecha*uno, dos,
tres, cuatro, cinco elc, grupos de ¢ 6 cifras, y ast se
van leyendo los periodos. sucesivos de izquierdn 4 derecha,
hasta terminar. Esto supone que se sabe leer numeras
de una & seis cifras, lo enal es bien facil, recordando
la clasificacion (19) de las unidades numerativas y de

los numeros elementales. =
§ 4.° NUMERACION ORDINAL.

93. Para concluir, vamos & indicar brevemente la

nomenclatura y notacion gréfica de los nameros abstrae-
tos ordinales. Suponiendo numerados cardinalmente varios
objetos en el mismo drden en que estan colocados, el que
tenga el num. 1. es llamado primero, el que el 2, se-
gundo, y asi sucesivamente se nombran tercero, cuarto,
quinto, sesto, séptimo, octavo, noveno, y décimo, los que
fienen los numeros cardinales respectivos 3, 4, 5, 6, 7, 8,
9 y 10.
" Esos son los nombres de los diez primeros numeros
ordinales; desde el once en adelante se nombran todos los
demés afadiendo & el nombre del num.’ cardinal res-
pectivo la terminacion avo; es decir: onceavo, doceavo,
treceavo, elc. '

Esa es la regla mas general, por mas que tenga en
lenguaje cuwlfo muchas escepeiones que’ se aprenden Co-
munmente en la gramatica. e

La notacion de cualquier mimero ordinal se reduce
4 eseribir el cardinal correspondiente con una o mas pe-

uein 4 la derecha y amriba, p. ej’. 8.°==octavo, 19.v=
éeimonono (diez y nueveavo); 1000. =milésimo (milavo).
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CAPITULO 8.° OPERACIONES FLEMENTALES CON LOS NUMS. ENTEROS.

LEccioy 3.°

ALGORITHOS EN GENERAL-—SUMACION DE ENTEROS.

- Algoritmo en general; mimero y nombres de los ele-
mentales; dos ramas de cadn uno'y fundamento numera
tivo de todas ellas para los nimeros enteros (24). Pri-
mer algoritmo—~Sumacion—; idea y nombres de sus dos
ramas (25). Adicion de cantidades y de nimeros: su de-
Jinicion,, signo é indicacion; nombres de Ips datos y del
resultado (26). Adicion vulgar, y proposiciones funda-
mentales para ln adicion cientifica: 1.* Fl érden de su-
mandos no altera la suma; 2.* Descomposicion de los su-
mandos en otros wmenores; 3. Alleracion de los sumandos
Y sus efectos en la suma; 4. Composicion de los nime-
res elementnles de una sumn respecto ¢ los de los suman-
dos (7)., OCusos de lo Adicion de enferos: 1.° sumandos
elementales, del. mismo 6 de distintos 6rdenes (28); 2.° Su-
mandos enterosscualesquiera; reglas esencinles y acciden-
tales pora  sumarlos (29). Sustraccion, su de 2 finicion.
signo é indicacicn, nombres de los datos ¥y del resultado (30).
Sustraceion vulgar y proposiciones Jundamentales para
lo sustraceion cientlfica: 1." Descomposicion de minuendo
y Ssustraendo en partes 6 sumandoss2.* Alferaciones su-
matorias de los datos y sus efectos en lo resta; 3.* Com-
Dposicion de cada eifra del minuendo respeclo d las del
mismo Orden de sustraendo y resto (31). Casos de ln sus-
traccion de enteros: 1.° Sustraendo Yy resto numeros e-
lementales del mismo drden (32); 2.° Sustraendo y resto
enleros cualesquiera; reglas esenciales Y accidentoles para
restar enteros (33). Prueba de una operacion aritmético;
sus condiciones generales (34). Pruebas de ln adicion Y
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de la sustraccion (35).

24, Algoritmo es cade una de las combinaciones, esen-
cialmente distintos, de dos 6 mds nimeros para formnar
0 engendrar otros. Los algoritmos elementales son Zres
nombrados swmacion, produccion y graduacion; eada uno
comprende dos operaciones inversas una de otra y lla-
madas genérica y respectivamente ramas progresiva y
regresiva del algoritmo, segun indica el sigulente cuadro:

ALGORITMOS. OPERACIONES.
- . 1 1." rama 6 progresiva Adicion.
N 2.* rama, O regresiva  Sustraccion.

- : ‘ -. « T = .
2 Produccion P é ra;na 2 EE M%ggﬁ;@fj‘fif)n-
. . et « Llevacion .

. U 101, a 3 .
3." Groduacio 20 « Extraccion.

Todas esas operaciones aritméticas se fundan prime-
ramente en el sistema de numeracion, es deeir, en la com-
posicion de cada niimero entero respecto & los numeres
elementales. LT

La nwmeracion es tambien un algoritmo, perc no e-
lemental, como veremos oportunamente.

ART." 1.°—1." ALGORITMO.=SUMACION.

- 25 La combinacion mas sencilla y elemental que pue-
de hacerse con numercs, es la que se deduce de las
primeras ideas matematicas, a saber, la de qumento ¢
diminuecion, agregacion O disgregacion de unos numercs
con otros; combinacion que, por su misma sencillez, es
la tnica concebible y realizable directamente con canti-
dades mensurables, aun cuando no esten ni se supongan
evaluadas numéricamente.

En efecto, de la definicion de cantidad mensurable
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60 matemdtica se deduce, que cantidades concretas ho-
mogéneas, 6 del mismo nombre, }])juedense agregar 0 su-
mar, formando asi otra cantidad homogenea con ellas y
mayor que cada una, & inversamente puedese restar o
quitar (?e una cantidad otra menor, quedando un resto
0 residuo, del mismo género y menor que aquella can-
tidad mayor. :

Pues bien, esas dos operaciones—afiadir, agregar 0
sumar y quitar, disgregar 6 resfar,—se puede, con
mas razon, realizarlas con nameros, constituyendo las
dos ramas del primer algoritmo elemental llamadas res-
pectivamente Adicion y Sustraccion.

§ 1." ApIicion.

26. Adicion es lan operacion de swmar, es decir, de
hallnr la cantidad 6 el wiimero equivalente ¢ dos 6 mds
cantidades 0 numeros agregados; éstos se llaman suman-
dos, v el resultado que se busca, suma, 6 total. La adi-
cion eg un problema (7) cuyos datos son los swmendos
y la incognita la sume. El signo de'la adicion es el -
que se lee mas y se coloca entre cada dos sumandos se-
guidos, en el orden de lectura, p. ¢j.": @ 4% 4+ ¢ se
lee a mds b mis ¢ y significa que las cantidades repre-
sentadas por «, 4, ¢ (11) han de ser sumadas. .

27. Siendo, como decia Pascal y ya hemos indicado,
la idea de swmar una de las mas primitivas y elementa-
les en la razon humana, claro es que todo el mundo su-.
ma & su modo—p. ej* con los dedos, 6 representando las
unidades de cada sumando Eor ohjetos materiales,—mas
la adicion aritméticd ¢ cientifica ha de estar fundada pri-
méro, en el sistema de numeracion (24), y ademsds en las
siguientes proposiciones que se deducen facilmente de 1a
definicion de suma.

1.* K1 orden de sumandos no altera la suma. Quie- -
re decir esto que, significando evidentemente la adicion
indicada de varios numeros, que al primero se agregue
el segundo, 4 la suma de estos dos, el tercero, si le hay,
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4 la de esos ftres, el cuarto y asi sucesivamente, /2 suma
es lo misma, cualquiera que sea el Orden en que se su-
pongan colocados los swmandos, siempre que éstos sean
los mismos. ,

Esta proposicion es corolario (VII) inmediato de la
definicion de suma. , =

: 2." Para sumar varios niineros, Se puede descom-
ponerlos en otros menores, Sumar todos estos, en el Or-
den mds conveniente, y se hallovd lo suma buscada.
Creémos inmediata la evideneia ‘de esta proposicion, que
por su caracter préctico es un verdadero postulado. ,

3. ST wno 0 mds swinandos varien de valor, fodos
en un Sentido, es -decir creciendo O disminuyendo, es
claro que ln sumn variard en el mismo senlido y en
tanto cwinto valga lo suma de las variaciones de los
sumandos. Si unos sumandos crecen y otros dismi-
nuyen la suma crecerda, si es mayor el total de los
aumentos que el de los decrementos, y disminuird en
caso contrario; siendo facil hallar el cuanfo de la varia-
cion, en cada caso, sabiendo ya sumar y restar.

4." Cada nvmero elemental de una suma debe compo-
nerse de lo suma de los numeros elementales, del mismo
orden que agquel, de todos los sumandos, mas lis wmida-
des de ese mismo Orden, que conlenga lo suma de todos los
nimeros elementales de ordenes inferiores. Esto es evi-
dente, suponiendo descompuestos los sumandos en sus
nimeros elementales (props.” 2.") y sumados éstos en-
{re si. ' : : '

28. Los casos que conviene distinguir, para el estudio

- sintético (IX) de la Adicion de enteros son dos, eomo se
infiere de las proposiciones 2. y 4., a saber: 1.% coso=—
Sumandos elementales 6 Seq de wna sola cifra significati-
va; 2.° caso,=Sumandos no elementales 6 _de varias ci-
Jras significativas. El primer caso se puede considerar
subdividido en 2, segun que los sumandos sean fodos de
distintos ordenes, ¢ del mismo drden, pues si son de am-
has clases estdn en el caso 2.° 6 general.

1.er caso. 1.° Para sumar enteros elementales de dis-
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tintos drdenes, basta sustiluir los ceros del mayor por
las cifras significativas de los demds, colocadas en los Tu~
gares correspondientes d sus valores relativos.

Ejemplos. 500000-400004-800470-43=540873.
4000000--30000--2004-8—=4030208.

La verdad ‘de esa regla es consecuencia del sistema
de numeracion, debiendo notarse que és aplicable 4 cual-
quier sistema regular, como procuraremos que lo sean
todas las susceptibles de ello.

: 2.0 Para sumar nimeros elementales del mismo dr-
den se suman las cifras significativas y se dd & lo su-
ma el valor relativo de aquellas. Dicha suma se halla 6 de
memoria, 0 por una tabld, 6 aiadiendo unidad por unidad la
Rlcifradin 1., la3. d lo suma de las dos primeras, y asi
sucesivamente hasta aiadir la cifra del 4ltimo sumando.

Esta regla es evidentemente corolario inmediato

del sistema de numeracion y de la idea de suma.

5+ 7 + 4 =16,
Eiembplos. 90+ 70 + 40 =160,
JORPIOS £ 5004700 400 —1600,
5000-4-7000-+4000=16000,

22, 2. caso. Para sumar enleros cualesquiera se
suman sucesiva y separadamente las cifras de cada 6r-
den de todos los sumandos (1. caso, 2.%) Y St esas Su-
mas parcinles son tambien mimeros elementales, se ha-
Uard la total por lo regla del 1. caso, 1.'; pero si no
lo som,se escribird solo 'la cifra de drden inferior de
cada suma parcial, en el lugar correspondiente, agre-
gando @ las cifras del drden inmediato superior, el ni-
mero de lo izquerds de dicha cifru ya escrits, en la
suma_parcial ¢ que aquella corresponda. :

Estas son las reglas esencinles para sumar enteros,
mas & fin de facilitar la operacion se suelen usar tam-
bien las siguientes accesorias ¢ aecidentales. i

1." Se coloca ¢ los sumandos wnos debajo de otros,
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correspondiéndose las cifras de cada orden, lo cual fa-
cilita las sumas parciales, por la alineacion de sus su-
mandos. ; '

2." Se separa @ Iz sumna de los sumandos con ung
raya y-se van colocando los cifiras de la suma, confor-
me van halldndose, debajo de las del mismo orden res-
pectivo de los sumandos. ; :

3." Se principia ¢ swmar por los cifras de 1. dp-
den, siguiendo por los Grdenes sucesivos ascendentes, para
poder imecorporar, sin correccion alguna, & las cifras de
cada 6rden el numero de ese érden que puede refluir
de la suma parcial anterior.

Ejemplo. () Sumar los nameros 54301, 25230, 10426,
428 y 30.

Comenzando “ segun la Disposicion / 54301

‘ 3]
regla accidental 3.%, se dice: | de’los suman- 25930 S
1.y6,7y8, 15 (se escribe | dos yde lasu- 16426 =
el 5 de éste debajo de las ¢i- | ma segun las 498 | ©
fras de 1.er 6rden y se guar- | reglas acci— 30 @

da el 1 para agregarle en | dentalesl.'y {—— .
seguida 4 las cifras de 2.° | 2.* 90415-Suma
orden, diciendo) llevol, y 3,4,y 2,6,y2, 8,y3, 11; (es-
crito el 1—de la dha—se sigue) llevo 1, y 3,4, y2, 6, ¥
4,10,y 4, 14;4yllevo 1, y4,5, ¥y 5,10; 0 yval, y 5,
6,72, 8, y |, 9—ltima cifra de la suma—. .
Aunque esa es la fraseologia méas comun al efec-
tuar una adicion y por tanto no la hemos querido su-
primir para que sirva de recuerdo ¢ repaso a los prin-
cipiantes, debo procurarse omitir muchas palabras que &
. nada conducen y afean y alargan la operacion cuando
se hace en alta voz. Asi, ese mismo ejemplo se puede

- resolver diciendo solamente: 1,y 6,7,y .8,15; 1,y 3,4,
¥2,6,y28 y3,11;1,y3,452, 6,y4 10,y 4,
14;1y 4,5y 5,10, 1 y5,6y52 8y1,9.Es claro

(‘) Mientras no spadvierta lo contrario, los guarismos que figuren en todo el curso
de la obra se deben suponer escritos en el sislema décuplo 6 usual.
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que la cifra de oOrden inferior de cada suma parcial se
escribe en su lugar respectivo, aunque no se miente en
alta voz. :

§ 2." SUSTRACCION.

30. Sustraccion es la operacion de restar, es decir, de

hallar uno de dos sumandos, dados el otro y lo' Swma.’

Esta toma el nombre de minuendo, el sumando dado el
de sustraendo y el resultado se nomhra resta. resto, re-
siduo de la sustraccion, exceso del minuendo sobre el sus-
traendo 6 diferencia entre los dos numeros dados. El
signo de la sustraccion es el—que se lee menos y se
coloca entre minuendo y sustraendo en el érden de lec-
tura, es decir, priméro el minuendo, despues el signo—

-y en seguida el sustraendo: p.ej.” o—é se lee # menos 2,
y significa que la cantidad representada por & (sustraen-
do) ha de ser restada, quitada ¢ sustraida de la represen-
tada por # (minuendo). :

31. Tambien se suele restar enteros vulgarmente
—como sumarlos—representando con los dedos, 1 otros
objetos materiales, el nimero de unidades del sustraen-
do, y quitindolas una 4 una del minuendo; mas la sus-
traceion cientifica se funda en la numeracion, en la adi-
cion y en las siguientes proposiciones. ‘

5 1." Para restar dos enleros se puede descomponerios
en el mismo wibmero de partes cada uno, resiar cada
parle del sustraendo de otra del minvendo y lo swmo
de esas restas parvciales serd lo buscada. Esta proposicion
andloga 4 la 2.* de la Adicion tiene, como aquella, los
caractéres practico y de evidencia de un verdadero pos-
tulado. ; :

2. 8% el minuendo solo owmenta & disminuye en una
cantidud cualguiera, la resta awmentard 6 disminuird
respectivamente en lg mismae cantidad; si el sustraendo
solo crece 6 decrece, la restn decrecerd 6 crecerd res-
pectivamente lo mismo. Por consiguiente si minuendo
sustraendo crecen 6 decrecen ambos igualmente, lu resfg
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&k
no variard. Aunque no de evidencia inmediata, creémos |

suficientemente clara esta proposicion, para poder omitir O -

su demostracion, proponiendoia como ejercieio.

8." Cada cifra del minuendo mayor que li del mis-
mo orden del sustraendo, es la swia de ésin y de lo eor-
respondiente del resto, y' cada cifra del minuendo menor
que ln del mismo Grden_ del sustroendo’ es la suma de
ésta y de lo corvespondiente del resto, menos wne Witi-
dod del 6rden inmediato superior que estd incorporada
4 la cifra de este mismo order del minuendo. Esta pro-
posicion es consecuencia de la composicicn de una suma
(27,4.%) siendo, como es, el minuendo la suma de sus-
traendo y resto. :

292, Tos casos de la susiraccion correlativos, como
es natural, 4 los de la adicion, son dos: 1. Sustraendo
y vesto de wne cifra signijficotiva del mismo drden; 2.
Sustraendo vy veslo enferos cuslesquiera.

1.6 caso. Kl minuendo, en este caso, ha de lener
una 6 dos cifras significatives, formando wn nimero
del mismo Grden que la eifra signijicative del sustraendo.
y o sustraccion se hace restando este cifra de aquel
nimero, de memoria, 6 por wna tabla, 6 wnidad por wii-
dad, y dondo & ln vesta el valor relativo de la cifra del
sustraendo.

Basta el enunciado de esta regla para comprender
su verdad. !

: - 160— 70 =90,
o 1600— 700 =900,
: ete,

33. 2.° cuso. Puesto que (31,3.") cada cifra del mi-
nuendo es la suma de las del mismo érden de sustraen-
do y resto, 6 bien es la cifra de ese Orden de dicha
suma—cuya unidad del ¢rden inmediato superior se ha
incorporado 4 la cifra correspondiente del minuendo—,
podremos dar, ya como evidentes, las siguientes reglas
esenciales para restar enteros cualesquiera:

8e resta cada cifra del sustraendo de la correspon-
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diente o del mismo orden del minuendo, si ésta es mayor
6 gual que aguella, y si es menor, se restn aguella del
wimero que, resulla suponiendo 4 la izquierds de lo del
minuwendo el 1 incor orado d lo cifra del drden inme-
diato superior (31,3.%), 4 lo cual hay que suponer con
esa wnidad meénos, cuando de elln se haya de restar Iy
corvelativa del sustraendo, 6 bien 4 ésta con una unidad
mds (31,2.%); cada una de esas restas parciales serd evi-
dentemente una cifra (1. caso) y la suma de estas ci-
fras consideradas-con sus valores relativos, es decir, de
los ordenes respectivamente iguales 4 los de las cifras del
sustraendo que las originan, serd la resta hbuscada (31,1.%).
Para facilitar la operacion se suelen seguir ademas las
sigulentes reglas accidentales: 1. 8¢ colocan minendo
Yy sustraendo uno debqgjo de otro, (si hay sitio, debajo el
sustraendo) de modo que se correspondan ins cifras del mis-
mo orden, y se traze ung raya -para. separar lg resta de
los datos; 2." se empiezan lus restas parciales por las ci-
JSrus de drden inferior, siguiendo asi de derechi ¢ izquier-
da, & fin de tener en cuenta, sin enmiendas, las cifras
~del minuendo que han de considerarse eon ] ménos, o
bien las correspondientes del sustraendo que han de con-

siderarse con 1 m4s.
EJEMPLOS.

1.° 98476—36364—62112.
‘ 98476 Minuendo.
Disposicion usual de datos y resto. {36364 Sustraendo.
. 62112 Resto.
Locuciones usadas al hacer la. operacion, especial-
- Inente en voz alta.—De 4 4 6, 2; de. 6 4 7, 1; de tres &
4,1;de 648, 2:de 834 9, 6. Fn este ejemplo todas las
-cifras del minuendo son mayores que las correlativas del
sustraendo, el siguiente es mas general.
2.0 150428—106739—=43689.
: . DISPOSICION.
150428
106739

043689
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Locueiones usuales.

e — e

1. modo. - - 71- 2." modo. !
Do 04 18.9; de 34 11,8 Do 0418,9 1y3 4,412,
de 7413, 6, de649,3:de 81y7 8,414,651 y6,
044,4; del al,0. | 7,410,8:150,145,4;de
- | | 141, 0.

§ 3. PRUEBAS DE LA ADICION Y DE LA SUSTRACCION. ,

34. Prueba de unae operacion aritmética es olra, 6la.
misma de otro modo, que pafentize ln exactitud del re-
sultado de ln 1.° Las condiciones generales de toda prue-
ba son: que se funde en las relaciones esenciales entre
los datos y el resultado de la operacion respectiva com-
probanda, y 4 ser posible, que sea mas sencilla que aque-
lla, no-dando origen & nuevas cifras.

Es facil que la inexactitud acusada por el resultado
de una prueba provenga de error en ella y no en la ope-
racion primitiva, por lo cual se repetirdn ambas, en ese
caso, O se acudird & otra prueba, a modo de fercero para
decidir una cuestion entre dos. Tampoco arguye absoluta
exactitud del resultado primitivo, su conformidad eon el '
de la prueba, pues pudieran ambos ser inexactos y com-
pensarse los errores, apareciendo asi dicha conformidad.
Esto ltimo es sin embargo muy improbable, si la prue-
ba es buena, gues la easwalidad, unico motivo para la -
compensacion de errores, estd casi por completo dester-
rada de la ciencia matemdtica y aun.de toda verdadera
ciencia.

35. La mds sencilla pruebo de lo adicion se hace,
repitiendo las sumas parciales (29) en Orden inverso, es
decir, de abajo para arriba, si como es natural, se li-
cieron primitivamente de arriba abajo,—suponiendo los
sumandos unos dehajo de otros—. Inutil es decir que la
exactitud del primer resultado serd acusada por su iden-
tidad  con el segundo.
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La prueba mds sencille y natural de la sustraccion
s¢ hard, evidentemente, sumando el sustraendo y el resto
y viendo si 17 suma es ¢ no igual al HARUENA0—Como
debe serlo segun la definicion de esa 2. rama del 1.er
algoritmo elemental—. Otra prueba serd restar el rasto
primitivo del minuendo y ha de: resultar por nuevo resto
el sustraendo primitivo, ‘en virtud de la posible permuta-
cion de sumandos en toda suma (27, 1.")—. =

36. A fin de hacer fijar la atencion mas de 1o acostam-
brado en los casos usuales de las operaciones aritméti-
cas, en cuyos fundamentos racionales es difieil pararse,
por lo mismo que se saben hacer aquellas veloz y ruti-
nariamente, vamos 4 terminar el estudio de la *suma-
cion -con el signiente doble ejemplo, de elementos es-
critos en el sistema numerativo de base doce 6 duodecimal,
cuyas cifras undécima (onceava) y duodécima (doceava)
representaremos por D=diez y U=—once:

18DUT946-+-D108423—27004169: -
27004169—D108423—18DU7946,

Para la adicion diremos: 6 y 3, 9; 4 Y2.6; 9y4,
Zrece; 1 y val (docena), v7,8 y 8, diez v° seis: 4 y va
I y U (once), doce y 0 doce; 0 y va'I, y D (diez),
once, y 1, doce; 0 yval, 8,9 y D, diez Yy nueve; 7y
er I e

Para la sustraceion: de 8 4.9, 6; de 2 4 6, 4;ded 4
11 (trece), 9, y va 1, y 8,9, 4 14 (diez y seis), 7; yval, vy 0,
1, 4 10 (doce), U; y val,y 1, 24 10, D; yva l, ¥4
17 (diez y nueve), 8, yva 1, 4 2, 1.

Kscolio 1." Para facilitar la resolucion anterior, col-
quense los datos uno debajo de otro y atiéndase 4 la si-
guiente ;

!

ik
r

O S I T P T e Pl o
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Tabla de sumar en el sistema duodecimal.

01 234 567809DT
GEEQEEEEEEEE
2 3 45/ 6 78 9DUIIL
3 4 56/ 7 8 9 D[ U012
5 67 5 0D, 0313
5.6 7 8 9| Dl U10/11)12)13 14
6 7 8 9| D U 1011121314 15
g g s o
8 9D U1011112‘13 14 15"16‘1’7
T9; DI U[10{11[12/181415(16 17 18
0| Ujto]11)12)15 14151617 18 19
[of1011[12l13l]15h6[17 18 10 1D

Para encontrar en esta tabla la suma de dos numeros,
de una cifra cada uno, se busca uno de los sumandos en
la1.' linea de arriba y el otro en la 1.* columna de la
izquierda, y la suma estard en la casilla donde se crucen
la columna y linea respectivas que empiezan por ca-
da sumando, p. ¢j.% 8 y 9=15 (diez y siete), D (diez)
y 7= 15, 9 y U (once)=18 (veinte). '

Fscolio 2.° Téngase en cuenta que solo hemos varia-
do de sistema escrito, por la dificultad de variar tambien
de sistema verbal, pero que con la tabla es innecesaria no-
menclatura alguna, pues se hallan la sumay resta muda
y maquinalmente. : :
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ART." 2.°—2.° ALGORITMO.—PRODUCCION.
Leccion 4. :
MULTIPLICACION DE ENTEROS.

2.° algoritmo— Produccion—nombres de sus dos ra-
mas, € idea de ellas para dos 6 mds numeros enferos ¢
cualesquiera (37). Definicion general, signos, é indicacion
de la multiplicacion de dos y de mds nimeros; nombres
individual y colectivo de los datos; nombre del resultado
(38). Corolarios de lo definicion general de multiplicar:

valor del producto velativemente al mulliplicando...1.° se- -

gun seq el multiplicador respecto ¢ lo unidad, 2.° si el
mulliplicador €s entero; dejinicion especial de ln mulli-
Dplicacion en este caso (39). Modo primitive 6 vulgar de
multiplicar dos enteros, sus inconvenientes, y Proposicio-
nes jundamentales prra o multiplicacion ctentificz: 1.°
Producto de una suma por un entero (40); 2.° Tnvarig-
bilidad del producto de dos 6 mds entergs aungue varie
Su drden -de colocacion (41); 3.° Productos de SUmMas, y
de productos indicados (42); 4." Alteraciones de los factores
(uno 6 mdas) por swmacion 0 produccion, y sus efectos

en el producto (43). Casos de ln multiplicacion de dos en-

enteros: 1.° Factores elementales 6 de una soln cifra sig-
nificativa cada wno; Orden numerativo del producto de
esas dos cifras (44); 2.° Multiplicacion de un entero cual-
quiera por otro elemental, orden del producto- (45); 3.°
Multiplicacion de dos enteres no elementles; dos modos
de hacerla (46). Niumeros mdzimo Y minimo de cifras
del producto de dos 6 mds enteros (47). Abreviaciones
principales de ln multiplicacion de enteros (48).

37. Segun ya se ha indicado (24), el 2. algoritmo
elemental es llamado produccion Y multiplicacion y divi-
sion sus dos ramas respectivas, para definir las cuales
con toda generalidad, antepondremos las siguientes con

s e S et
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sideraciones.

El caso particular de la adicion en que todos los su-
mandos sean iguales, origina una forma nueva de geme-
racion de enteros, puesto que, en vez de suponer al .’
suma engendrado por la adicion de todos los sumandos,
puede suponérsele engendrado por la combinacion, bajo
una nueva forma, del swmendo comun con el nwmero
de sumandos.

Y como, analizada la composicion del resultado, asi
concebido, respecto 4 sus dos datos, se halla: que aquel
se compone de tantas partes jguales al sumando comun,
cugntas veces estd éste repetido, se generaliza ese juicio
analitico, # nimeros cualesquiera, y se adquieren las
ideas generales de multiplicacion y de producto de dos
nimeros abstractos y aun de un concreto por un abstracto,
estendiéndolas 4 #res ¢ mds nameros, por analogia con
las de adicion y de swma de tres ¢ mas sumandos (27, 1.7),
y concibiendo tambien la rama regresiva—division—del
9. algoritmo (24), como el problema’inverso (VII) de la’
multiplicacion de dos numeros, cual lo es la sustraccion
de la adicion. Podrémos pues definir clara y general-
mente...... ! . :

38. Multiplicar dos nimeros abstractos es hallar wi
lercer nimerg que sea—en ovalor O magnitud—respecto
¢ uno de aquellos, lo que el otro es respecto d o uni-
dud: éste se lama multiplicador, aquel multiplicando y
el iesultrdo—hallado 6 por hallar—producto. Siempre se
debe espresar priméro el multiplicando—verbal 6 grafi-
camenté—aunque, segun demostraremos, pueden permu-
tar sus oficios, y por tanto sus Iugares respectivos de
colocacion, multiplicando y multiplicador. .

Multiplicar tres ¢ mds numeros s multiplicar los
dos primeros espresos por el 3.°, esle produclo por el
4.%, si lo hay, y asi sucesivamente hasta el wltimo.

En todo caso: Multiplicacion es la operacion, y pro-
ducty el resultndo de multiplicar dos 6 mds nimeros, los
cuales se Unman colectivamente factores del producto 0
de la multiplicacion. ;
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Los signos usados para indicar la multiplicacion son
el aspa X, 6 un punto * colocado, uno 1 otro, entre cada
dos factores, en el ¢rden de lectura, y nembrados ambos:
multiplicado por, 6 simplemente por, & multiplicado.

/
55 multiplicado por 10, multiph-

.. IBX10X15
)" 577107 15]%€ €€ ) g5 mnltiplicado 10, multiplica-

do 15.

Fse.” Cuando los factores de un producto son inde-
terminados 0 literales (VI), se suele escribirlos juntos,
como si constituyesen una palabra, sin signo alguno in-
termedio, p. &].": ¢dcd—uXbXeXd. )

Es decir, que las letras juntas, cuando son signos
de valores numéricos indeterminados, representan muy
distinta idea que cuando son signos de las articulacio-
nes de la voz humana, y distinta tambien de la que es-
presan juntas las cifras ¢ signos de los primeros enteros.

39. De las definiciones generales que anteceden se .
deducen los siguientes corolarios: :

1.° Kl producto de dos numeros serd mayor, igual
0 menor que el multiplicando, segun que el multipli-
cador sea respectivamente mayor, igual ¢ menor que la
unidad. :

2." El producto de un nimero cualquiera por un
enfero contiene al multiplicando téntas veces cuintas
unidades tiene el multiplicador; por lo que se puede
definiv en particular: multiplicor un wimero cualquiera

por wn entero es. hollor un fercer wiimero, que sea
~ lantas veces mayor que el multiplicando como unidodes
tiene el multiplicodor. Esta es la idea primitiva de mul-
tiplicar (37) y sugiere el medio mas sencillo 6 vulgar
de hallar el producto de dos entercs, 4 saber:

- 40. Para hallor el producto de dos enleros se pue-
de efectuar la adicion de tantos sumandos, igual cade
uno al muitiplicando, como wnwidades tenga el multipl-
cador. Mas esa adicion, sobre ser impracticable, por lo

cado por 15; 6 5 por 10, porl5; |
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prolija, & poco grande que sea el multiplicador, no eons-
tituye una nueva O eracion ¢ generacion numérica, y
or tanto precisa deducir de los principios ya establect-
0s, otras proposiciones que, COL aquellos, sirvan de fun-
damento 4 la genuina y cientifica multiplicacion de en-
teros. [
Prop 1. Teorema. El producto de una sums por
un entero es igual & la suma de productos de cada Su-
manda por el entero. Pues no siendo los sumandos sino
parles de un todo, es claro que hacer 4 cada parfe cier-
to plmero de veces mayor y sumar los resultados, es
hacer al fode ese mismo numero de veces mayor.
: Fse.” Para indicar que un resultado de operaciones
o efectuadas, se ha de someter & operaciones ulteriores,
se ponen entre paréntesis los datos y signos que indican
aquellas, y se considera al paréntesis con todo lo que en-
cierra, como dato para las operaciones ulteriores. Asi, el
teorema anterior puede espresarse graficamente, con da-
tos indeterminados (11), como sigue
(a+b-+te) m=—am+bm--cm. {’

41. Prop. 2.". Teorema. Kl drden de factores no tit-
Fluye en el producto. Bs decir, que wn producto 1o varia
de valor, aunque varie el drden de colocacion de sus jac-
fores, y por fanto, el orden de las multiplicaciones su-
cesivas mecesarias para hacer dieho producto. Para de-
mostrar este teorema considerarémos priméro un produc-
to de dos factores y luego de mds.

1.° Sea el producto 5X7. -
Como 5=1+1+14+1+1 multiplicar 5 por 7 es

multiplicar esa suma, -
Jaego 5T=1-T41 T 1 THITHLT] S0t el o
o b= T+ 7 _|- i et % | 1 demostracion del margen, es

. : 3 ta es general, para dos enteros
G- bli=T» (39). cualesquiera. '

(') Toda espresion como la anotada arriba, que indique operaciones y rela-
-ciones algeritmicas, con cantidades indeterminadas de yalor y representadas por letras,
se Tiama formula 6 espresion Jiteral. Ya se sabe (38) gue las telras unidas estin muiti-

plizadas y tambien 1a cantidad encerrada por un parentests, esth multiplicada porlo que
esté unido A ¢! sin signo intermedio.
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2." Sea p.ej.” el producto 9-4-3-2:8:15;

Es claro que demostrada su invariabilidad, si dos fac-
tores seguidos permutan sus lugares, Puedaré demos-
trada en general, pues permutando cada actor una ¢ mas
veces con sus mmediatos, se le podrd colocar en cual

uier sitio. Supongamos, pues, la permutacion del 3 y
el 2 y demostrémos que :
94:3:2:8-15—=94-2-3-8 15,

En efecto, espresando lo que vale—segun la defini-

cion de la multiplicacion de enteros—el producto de los
factores propuestos hasta el 1.° inclusive de los dos que
cambian, tendremos: :
9°4°83=9-449-449-4
9'4°3'2=9424949 1 949
9'4:3°2=04:23 (39).

Multiplicando los dos miem-
bros de esta igualdad (11) por
el factor siguiente 2, sera....

Multiplicand_o por 8 los dos
resullen, DO 13 oo | 9°4-8 8 159 4-9-3-9| 5
3 1 -q.d. (lo que se queria demostrar).
42. Prop. 3.* Teor.s 1,° I producto de dos sumas
indicadas es igunl ¢ lo sumn de
Sumando del un fuclor por cods sumarndy del otro. 2.9 K]
producto de dos 6 mds productos ndicados es igual al
producto de todes los fuctores de aquellps.
L." Sea(a4-b4-c¢) * (d+e). (") Segun Ia proposicion
1" inmediata anterior, sera : ‘
(a+b-c) (d-+e) =a (d+-e)+b (d4-e) e (dte). (A)

¥ segun la proposicion 2. y otra vez 1a ]

94-3°9-8=0-4-9-3-8
g8 q.d.

4
.
q
a

(2(d4ep=(d+e)a ‘b(d—[—e)#(d—ke)b } (e(d4-e)=(d-te)o :

E « :da—[—eaj'e « . —=db-}eb « =dc+ee

luego, sustituyendo estos ltimos resultados en el 2.° miem-

—
( ) , Ya sabemos que la carencia de si
que estan multiplicadas. Ademés,

g0 entre espresiones literales juntas, significa
enteros’en todo este primer libro.
\

las letras que fepresenten nameros, los significaran .

los productos de cada

R, S Sy

FIAYS e e

e Ve i G AR

e )

e e
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bro de la igualdad (A), serd ya evidente la siguiente for-
mula, traduecion literal del Teor." 1.° -
(a-Fb+-c)(d+e)=ad+ae--bd-+be-ted+ce.

2. Sea (abed)(egf). Desde luego, segun:la defini-
cion de multiplicar tres ¢ més numeros y el Esc.” (40),
serd (abed)(egh)=abed(egh). Ahora, segun la prop. 2.7
(41), abed (eghj=(egh)abed, y segun, ofra vez, la def.
gral. citada, (egh)zbed=eghabed. L. ¢. s. ¢.'d.

Para 3 0 mas [actores—productos no hay sino atender
a la def. gral. (38).

~ Cor.s Como casos particulares: 1.° pora multiplicar por
un entero el producto indicado de ofros enteros, basta
multiplicor wno cualguiera de los faclores de este pro-
ducto por aguel enfero.—Se sobreentiende que este nue-
vo y parcial producto se ha de multiplicar por los
demas factores del producto indicado. -

Es decir, que (abede)m=—ab(cm)de=(am)bede=—=abed(em)
etc. pues cualquiera de esos productos indicados y de otros
andlogos equivale al producto dnico abedem (41, 42 T.

2. Para multiplicar un entero por el producto in-.
dicado de otros enleros es preciso multiplicar aguel por
un factor de dicho producto, el vesultado por otro fac-
tor y ast sucesivamente por todos.

Es decir que N(abed)—=Nabed,—Esc.’ (40) y Definicion
general (38)—. s

En ‘efecto N(abed)=—=(abed)N (41),
y (abed)N==abedN=Nabed —Ese.’ (40) y (41).—

43. Prop. 4." Teor.2s 1.° Si uno solo de dos factores
crece, el producto crece tambien, tanto cuanto valga el
producto del aumento del fuctor variado por el otro foctor.

2.0 87 ambos faclores crecen simultaneamente, el pro-
ducto crecerd, lo que valga la suma de produclos de cada
Sactor por el aumento del otro y de los dos aumentos en-
tre-$1, ;
3.° 85 uno 6 mds factores se multiplican por 0tros
enteros, el producto de aquellos quedard multiplicado por
el de los nuevos jfactores.
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Estos tres teoremas y mis que pudieran enunciarse ani-

logos, son corolarios de las tres proposiciones anteriores,
y por tanto limitamos sus demosiraciones a las formulas

?ue las expresan, representando por letras mayusculas los -

actores y el producto primitivos y por minusculas los in-
crementos respectivos. o

s An—p |(A4m)B—ABY4mB—=P4+mB; (40).
1. AB=P, ;S&(E—}-n):AB—FAn:P-}—An. (41) y (40).

2. AB=P,(A+4m) (B+n )=AB+An+mB+mn=P
+An4+mB-{-mn.... (42. 1.°) |

3.° ABCD=N, A(Bm )C(Dn)=ABmCDn—ABCDmn
=N(mn).... (42. 2.")

Por razon natural, si se hicieren con los factores opera-
clones inversas 4 las que acabamos de indicar, los efec-
tos en el producto serian andloga y respectivamente in-
versos, p. e]."(inverso al 1."): (A—m)B—=AB—mB=P—mB.

Ese.” La formula anterior, espresada en forma de teo-
rema, origina el siguiente, analogo al de la prop. 1.* (40).

1 producto de wna diferencia indicadn, por un en-
tero, es igual al producto del minuendo, menos el pro-
ducto dzl sustraendo, por dicho entero.

44. Siendo cada entéro no elemental la suma de los
numeros elementales, espresados por los valores relativos
de sus cifras, el produeto de dos enteros constara, en ge-
nerat, de la suma de productos binarios sucesivos de to-
dos los numeros elementales de cada factor, por todos
los del otro; y por tanto, la resolucion sintética del pro-
blema de la multiplicacion de dos enteros podria hacer-

se en dos casos: 1.° Factores elementales y 2. Factores

cualesquiera. Pero el metodo mas sencillo y usado para re-
solver el caso 2." exige la consideracion de otro inter-
medio, en que wno de los factores sen elemental y el
0tro no, pasando asi el 2.° caso 4 ser 3.°

L.er caso. Para multiplicar dos mimeros elementa--

les 6 de una solo cifra siynificativa cadn uno, se multi-
Plican dichas cifras de memoria, ¢ por una labla, 6 por
adicion, y al producto se le ponen tantos ceros cuantos
lengan los dos faclores dados. :
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 Fse' la tabla 4 que se refiere la regla _anterior
puede escribirse en varias formas; la mas sencilla es la
siguiente—para el sistema décuplo—, llamada comunmen-
te tabla pitagérica, y cuya construccion, 1o sabiendo
multiplicar, se reduce & sumar cada nimero de la 1." li-
nea consigo mismo y escribw las sumas respectivamen-
te debajo, sumar cada namero de esa 2. linea con el
de encima y eseribir la suma debajo, y asi sucesi-
vamente, sumando siempre cada numero con el 1.° su-
perior de su columna y eseribiendo la suma debajo. De
esta construccion resulta ya evidente la siguiente regla.
Dara hallar en la tabla pitagérica el producto de dos
¢ifras se busca uno de los factores en la 1." linea supe-
wior y el otro en la 1. columna de lo izquierda y el pro-
ducto estd en ln casille de encuentro de ln columna que ent-
pieza en el 1. con la linea que empieza en el 2.°
Ej.os: 5 8=40, 9 - 6==b4, T-8=>56, efc.

TABLA PITAGORICA PARA MULTIPLIGAR ENTRROS DE UNA CIFRA EN EL SISTEMA
DE NUMERAGION DECUPLO O DEGIMAL.

3] 4] 5] 6 7‘ 8 ! 9

8]10 12 | 14 16|1S|3

6
9 (12|15 |18 |21 | 24| 27
12| 16|20 |24 |28 |82 38

2
4
6
8

|
i
|
|
|

2

3

4 | &

5110 | 15| 20 | 25 | 30 35 | 40 | 45
6

7

8

9

12| 18 | 24| 30 | 36 | 42 48 | 54
ENERENEIE: 49 | 56 | 63

£

|16 |24 | 32 | 40 | 48 | 56 64 | 72
T o7 36 | %5 | 5a o3l 7218 |
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Lema. Debemos ademas establecer que, segun las
leyes de todo sistema regular de numeracion escrita,
aladir & un entero cualquiera ceros & su derecha es
multiplicarle por la unidad numerativa correspondiente
—0 cuya espresion en guarismo tenga tantos ceros cuan-
tos se han anadido 4 dicho entero.—

Esto. supuesto, sea el producto 4000 300. ;

Como 4000=4'1000 y,300=3'100 /lema anterior),
serd. 4000X300=4:1000-3"100—4-3-1000-100, (41),

.y pues 4'3=12, 4-:3:1000*100=12000"100==1200000.

Lo que demuestra la regla éntes enunciada para el

1.er caso de la multiplicacion de enteros.

45. 2.° caso. Para multiplicar dos enteros, uno ele-
‘mental y el otro mo, se mulliplican sucesiva y separa-
damente todas las cifras dé éste por lo de aquel (1.
caso/) y se swman todos los productos, leniendo muy en
cuenta sus valores relativos.

En efecto, sea p. e].° 48315%700.

- Como 48315=40000+8000+300410+5,........... serd
48315 * 700=40000 - 70048000 - 700
30070010 -700--5-700.

Ahora, estos productos parciales son del caso 1. in-
mediato anterior, :

40000°700==28000000 |  Para abreviar y fa-
luego, 8000-700= 5600000 | cilitar la operacion se
hallindolos)  300°700= 210000 | siguen usualmente las

Serdn........ 10:700= 7000 | siguientes reglas acci-
: 5700= 3500 | dentales.
48315:700=33820500

1." Se coloca el factor clemental bajo el otro, de mo-
do que se correspondan las cifras de 1gual érden, y se
traza una raya por debajo, para separar los factores, del
producto.

2. Se multiplica primero la cifra de 1.er 6rden -del
factor compuesto por la tnica significativa del elemen-
tal, se escriben las unidades de 1.er Orden de ese pro-

2
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ducto parcial debajo de dicha cifra significativa y se reser-
van las de 2. para agregarlas & las inferiores del pro-
ducto garcial siguiente, que es el de lacifra de 2.° or-
den del factor compuesto-por la del ofro, ¥ asi sucesi-
vamente se multiplican todas las cifras del factor eom-
puesto, siguiendo el drden ascendente de sus valores re-
lativos, por la cifra vdlids del Sactor elemental, no €s-
cribiendo de cadn producto parcial sino -su eifra de 67-
den inferior, en su lugar correspondiente, Y agregando
la otra () al producto parcial siguienle hasta legar al
dltimo, que se escribe integro; dando en sequida ¢ 10~
do el producto, ast obtenido, wn valor relativo igual al de
la cifra significativa del factor elemental.

Aplicando estas reglas al ejemplo anterior tendremos:

Disposicion. || Se dice....... R y sepone
L ! 5 por 7, 35, 5 (bajo el 7)
48315 { yvan3;1lpor7, 7,Y 3,10, 0 (izq." del 5)
700 ||y va 1;3por7,21,y1,22 2 (¢ 0)

— —— 'y van®2;8por 7, 56,y 2, 58, 8 ( « 2)
33820500 | y van 5; 4 por 7, 28, y 5. 33,33. i 8)

Resulta 338205 como producto de 483157, mas co-
mo este 7 es—en el ejemplo puesto—de 3. érden nu-
merativo, de ese mismo ¢rden hemos de hacer al pro-
ducto 338205 para que sea el buscado, pues 700=7-100 y
por tanto,—(42) y (44, lema)—

;) 48315-700—=48315"7-100=—338205'100=33820500.

46. 3. caso. '1.* modo 6 usual. Para multiplicar
dos enteros no elementales, se multiplica sucesivamente
uno de ellos por todas las cifras del otro, una a ung,
(2.° caso) y la sumn de esos productos parciales, con-
siderados con sus valores relativos, serd el producto
buscado. ‘

Esta regla es evidente, en virtud de las Pproposicio-

(2 Ninguno de esos productos parciales puede tener mas de dos cifras (V. 1a tablx
pitagorica).

1
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nes 1.°, 2.° y 3., puesto que cada entero es la suma
de los valores relativos de sus cifras, y éstos son res-

gectivamente' iguales 4 los valores abSolutos multiplica- -

08 por las unidades numerativas correspondientes. Aho-
Ta, para facilitar y abreviar ese l.er modo de multiplicar
dos enteros se siguen las reglas siguientes:

1." Se colocan los dos factores- uno bajo otro cor-
respondiéndose las cifras de igual drden ()y se sepa-
ran agquellos, de los productos parciales, con wna raya,
Y con olra éstos del producto fotal. :

2. St colocan tambien los productos parciales unos
debajo de otros de modo que se correspondan Sus ci-
Jras de dgual érden, para lo cual basta poner o 1.

cifro—que resulte efectivamente de multiplicar—de ca- -

de uno, debajo de la cifra que sirve de multiplicador
para. oblener aquel.
; Escolios. No detalla-

Ejemplo. mos la obtencion de cada
48315 | producto Earcial, porque ya
X729 | 1o hemos hecho en el 2.° ca-

s0, al cual corresponde 1a—
— : quella, y 1o ponemos los
1233235 = i‘gglgg ceros que indiquen el valor

A e ] relativo de diches produc-
35221635 : Tk tos, porque no hacen falta
para sumar éstos, ocuplando, COmo ocupan Sus primeras
cifras de la derecha los lugares correlativos, es decir
debay)_, de las cifras correspondientes del multiplicador.
-Esto ultimo basta, como ya hemos indicado, para ob-
- tener el Frqducto con brevedad y sencillez, siendo indi-
ferente el ¢rden en que se hallen los diversos produc-
tos parciales, aunque es natural hallarlos siguiendo el
de las cifras del multiplicador, ya de izquierda & dere-
cha, como lo hemos hecho aqui, ya de derecha a iz-

338205 — 483157

*
( ) Generalmente si_uno ¢ los dos factores tienen ceros 4 la derecha, se prescinde
&Ili;!oglli}geg%ra Ta colocacion y multiplicacion ‘de las demas cifras, por la razon quevere-
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quierda, como se hace comunmente, resultando en el 1.er
caso corrido cada producto parcial un lugar hacia la
derecha respecto del anterior y en el 2.° un lugar ha-
cia la izquierda. ,

" 9.° modo de multiplicar dos enteros. Considerando
descompuestos simultdneamente los dos factores en sus
nimeros elementales, y teniendo en cuenta la prop. 3.
Teor," 1.°, podremos formular esta nueva regla general
para multiplicar dos enteros.

Se multiplica sucesiva y separadamente cada Ci-
fira de un factor por cada cifra del olro, y se swman fodos
esos productos parciales, considerqdos con SUs valores
relativos, los cuales dependen de los drdenes 6 wvalo-
res relativos de las cifras respectivas.

El modo mas-breve y sencillo de practicar la regla
anterior es el siguiente:

Colocados los dos factores uno debajo de otro, en
perfecta correspondencia de sus cifras del mismo Orden,
se.empieza multiplicando las dos de la derecha, una de
cada factor, se escribe debajo de ellas Iz ¢ifre de Or-
den inferior de su producto, y se reservan las de-
mds para agregarlas 4 los productos parciales inmedia-
tos siguientes, que se obtienen qmultiplicando, priméro
la 2.% cifra de arriba por la 1. de abajo y en seguida la
1.* de arriba por la 2.* de abajo; sumados estos dos pro-
ductos con las cifras que restan del 1.° se escribe la
cifra de orden inferior de la suma. & la izquierda de la
eserita anteriormente y se reservan las demds para se-
guir analogamente, es decir agregarlas (el numero que
forman) 4 la suma de productos parciales de la 3." ci-
fra de arriba por la 1,° de abajo, mas la 2." de arriba
por la 2.* de abajo, mas la 1.* de arriba por la 3. de
abajo y asi sucesivamente, corriéndose un lugar hacia la
izquierda en un solo factor al comenzar cada série de pro-
ductos parciales del mismo érden y corriéndose un lugar
hacia la derecha, arriba, y otro hacia la izquierda, abajo,
para obtener todos los productos de cada série, a los
cuales se agrega el mamero reservado dela série ante-
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rior, hasta que se llegue & multiplicar las dos cifras do’
la izquierda de ambos factores, cuyo producto se suma
con el correspondiente n.° reservado de la serie anterior,
escribiendo integra esa suma con lo cual se termina la
multiplicacion y se tiene escrito el producto en perfecta
correspondencia de cifras del mismo drden, con los dos
factores. : :

Apliquemos esas reglas 4 la resolucion del mismo
ejemplo resuelto antes, del otro modo.

48315
X729
35221635

Diremos: 5 por 9, 45 (unidades de 1.er ¢rden), 5, (que” ‘

se ponen en el l.erlugar de la derecha) y van4; y 1
por 9...9, son 13, y 2 por 5...10, son 23, 3, (que se pone
a la izquierda del 5) y van 2; y 3 por 9...27, son 29,
y 1 por 2..2, son 31, y 5 por 7...35, son 66, 6y van
6; y 8 por 9...72, son 78, y 3 por 2,6, son 84, y'T por
7.7, son 91, 1, y van 9; v 4 por 9...36, son 45, v 8
por 2...16, son 61, y 3 por 7...21, son 82, 2, y van 8;
y 4 por 2.8, son 16, y 8 por 7...56, son 72, 2, y van
7;.y 4 por 7..28, son 35 (que se escribe integro en su
lugar correspondiente).

Zsc.” Facil es comprender que para que este 2.°modo
de multiplicar dos enteros tenga ventajas sobre el otro,
0 sea un método abreviado, como lo llaman algunos au-
tores, es preciso saber sumar mentalmente enteros de 4
dos cifras y 4 veces de tres.

47. Teorema. ZI producty de dos enteros tiene tan-
las cifras como los dos factores,d una (MENOS.

Supongamos, para fijar las ideas, que un factor fenga
6 cifras y el otro 4: el producto de tales factores serd
el minimo, y por tanto tendrd el menor nimero posi-
ble de cifras, cuando aquellos sean las unidades nume-
rativas correspondientes—100000 Yy 1000—es decir sean
los menores numeros de 4 6 y dé 4 4 cifras respectiva-
mente, y el producto serd el mayor posible cuando to-
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das las cifras de los dos factores sean nueves. 5

En el 1. caso, el producto se obtiene agregando
4 la derecha ‘de un factor cuantos ceros tenga el otro,
luego tiene una cifra ménos que los dos jfactores. En el
9.° caso el producto serd menor que el de un factor por
la unidad numerativa que sigue al ofro, esta tendria, en
el caso que consideramos, 4 ceros, p. €].°., y el produc-
to correspondiente 10 cifras, es decir tantas, cusntas tie-
nen los dos factores primitivos. :

Corol.”” Bl produclo de tres 6 mds enteros tiene, d
lo mds, tantas eifras como todos los factores, y por lo
wménos, tantas como wvolga la diferencic entre el nume-
ro de cifras de los factores y el mimero de éstos me-
nos UNO. :

Porque al hallar los productos binarios sucesivos
que exige la multiplicacion de 3 ¢ mas factores, 6 bien
cada producto tiene tantas cifras como sus dos factores,
6 bien tiene una ménos. En el 1.er caso no se pierde ci-
fra alguna (en n.") y el producto final tendra tantas co-
mo reunan todos los factores; en el 2.° se pierde una ci-
fra 4 cada multiplicacion, y al llegar al producto final .
se habran perdido tantas cifyras como multiplicaciones su-
cesivas se han hecho, es decir como factores hay me-
nos 1. Es claro que esos son los casos limites 0 estremos
*y que el producto puede tener un n.’ de cifras interme-
dio entre esos limites. _

48. Abreviaciones prales. de la multiplicacion de en-
teros. En ciertos casos particulares puede hallarse el pro-
ducto de dos enteros mas breve y sencillamente que }ior
las reglas generales dichas, siendo los principales los
siguientes. ,

1.° 8% uno 6 mds factores lerminan en ceros (@ la
derecha) se prescinde de éstos y despues se agregan al
producto final, sin ellos oblenido. -

Pues” cada factor terminado en ceros es igual al
ntmero de la izquierda de aquellos, multiplicado por la
unidad numerativa del ¢rden correspondiente, luego pres-
cindir de los ceros, es prescindir de unidades—factores,

¢
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por cuyo producto se multiplica luégo el obtenido direc-

tamente, agregando 4 éste los ceros que tienen aque-
llas (42).

R.° Para multiplicar wn enfero cualyuiera por otro .

cuyas cifras sean lodas nueves, se restn aquél, del que
resulle anadiéndole tantos ceros como nueves tenga el
otro. :

. Pues, p. €.’ :

57308 X999=>57308 (1000—1)=5730800—57308, (43).

3.° Cuando los dos factores tienen muchas cifras, vy,

sobre todo, cuando uno es comun & muchos productos

ue han de ser hallados sucesivamente, se abrevia indu-
3ablemente la operacion hallando y escribiendo aparte y
ordenadameute los productos de uno cualquiera de los fac-
tores,—si solo hay una multiplicacion—y del multiplican-
do comun—si hay varias,—por todos los enteros de una
cifra, pues hecho eso, al tratar de hallar, segun el 1." de
los métodos espuestos (46) los productos parciales suce-
sivos del multiplicando por las cifras aisladas del mul-
tiplicador se encontrarin ya todos hechos, quedando s6-
lo ponerlos unos debajo de otros con la precisa corres-
pondencia entre las cifras de igual orden.

Ejemplos.
3815270496 : 3815270496
X 279845643 X 57682140
11445811488 15261081984
15261081984 3815270496
29891622976 7630540992
19076352480 30522163968
15261081984 22891622976
30522163968 26706893472
22@33733;#34 19076352480
267068 ; e
7630540992 , 2200729§6888141440

1067686825172048928
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Productos parciales. Ese.” Omitimos elcon-

siderar como ecasos de
3815270496° 1— 3815270496 abreviacion los en que

« 2= 7630540992 el multiplicador tenga

« - 3=11445811488 cepgsintermedios, 6unos,
«  * 4=15261081984 porque la abreviacion o-
« " 5=19076352480 @urre inmediatamente,
« * 6=22891622076 gabiendo que el producto
« - T=26706893472 de un n.’ cualquiera por
« * 8=30522163968 cero es cero,—y los ceros
«  ° 9=34337434464 pose ponencomo suman-

dos en parte alguna—
y que el producto por 1
es el mismo multiplican-

1] ol 3] 4| 5] 6! 7| 8| ol | T}do-

TABLA DE MULTIPLICAR EN EL SISTEMA
DUODECIMAL.

49. Para eoncluir la

|l 2| 4

2l D'10l12114/16/18!1pl multiplicacion de ente-

____6__E.,_._ daale 08 Y afirmar la prac-

los tres casos (44, 45,

4] 8(10(14/18'20124/28/30/34;38]] Y 46),, proponemos la
S e L BT G 8 resolucion .del ejemplo
5| D|13/18}21 26 27|34|39|42]47]| siguiente, cuyos gua-
ah s rismos - suponemos = es-

10{16/20(26 30|36 40 465056 | ¢ritos en el sistema duo-
; ! decimal; previos el re-

1_ . 1365 8 3_65 cuerdo de los valores
\_2 1924120 510950 D—=diez y U=—once, y

4048/54/60/68 74l el conocimiento de la
B | |__!_l} tabla adjunta.
16/2330/39 46 53/60(69|76 83 Ejemplo.
ikl i BTG, B P PR bl TS ¢ SR, SR ¥ 3U05D
18|26 34142 50 50|68 76 84,9 | —
8t o S gk 551 07D P B a3siii
1D|29|38/47 56, 657483)92)p! Bin)

: 320199222

14/20/28]34

adloloel ol al e

9
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50. Definiciones. Se llama en general, multiplo de
un nimero, su producto por un enfero y en particular
duplo, triplo, cuddruplo, quintuplo, séxtuplo, sépluplo,
detuplo, décuplo y céntuplo los productos respectivos por
2,8,4,5, 6,7, 8, diez y ciento.

LEccion 5.°

DIVISION DE ENTEROS.-PRUEBAS DE LA MULTIPLICACION Y BE LA DIVISION.

Division; su definicion general; signos ¢ indicacion;
nombres de los datos y del resultado, (51). Corolarios de

eso definicion general, sequn sen el dividendo...1." ma-
yor, igual, 6 menor que el divisor; 2.° miltiplo, 6 no
del divisor, (52). Dezjiniciones de division exacla ¢ ine-
@acta, de cocientes completo y entero y de residuo, re-
laciones entre estos nimeros el dividendo y el divisor,
(53). Modo primitive ¢ wulgar de dividir dos enteros,
sus inconvenientes; proposiciones fundamentales para la
division_cientifica: '1.° Division ‘de wne swna por un
entero, (54); corolarios para las divisiones ewactas Y pa-
ra lo descomposicion de un dividendo en sumandos d Jin
de dividirle (55). 2. Division de una diferencia por un
entero, (56). 3." id. exacta de un producto ¢ P07 un  pro-
ducto, (57), 4.* Alteraciones, por sumacion 6 produccion,
de-dividendo y divisor (uno solo, 6 ambos) y sus efectos
en los. cocientes completo, y entero y en el residuo, (58).
Casos de lo division de enteros: 1.° Divisor i cociente
elementiles ¢ de wna soln cifra significativa cada uno;
Orden de esa cifra en el cociente, (59). 2.° Divisor de
varias cifras y- cociente de una Sola, 6rden de esta, (60);
3." Cociente de varias cifras; reglas esenciales y acceso-
7ias para hallarle, (61). Nimero de cifras del cociente de
dos enteros, (62). Abreviaciones prineipales de la division
de enteros, (63). Pruebas de In division, (64).

51. En sentido general vulgar, division,—acto 1 ope-

e
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racion de dividir es la particion, 6 acto de partir 6 ha-
cer partes un fodo; pero en Algoritmia, segun ya se ha
“indicado (87), Iz division es la_operacion inversa de la
multiplicacion, es decir, de hallar wuno de dos Sactores
dados el otro y el producto; éste toma el nombre de di-
videndo, el factor conocido el de divisor y el factor in-
cognito el de cociente. :

Los signos para indicar una division son los dos pun-
tos ortograficos (:) colocados entre dividendo y divisor en
el orden de lectura y en el que los acabamos de nom-
brar, O hien una raya (—) encima de la cual se pone
el dividendo y debajo el divisor. Ambos signos se leen
dividido por, 6 dividido entre, 6 dividido, 0 entre, p. g
a:b, o se leen g dividido por &, 6 o dividido entre

b

&, 6 dividido b , 6 # entre 5; y significan que el n.’ re-
presentado por ¢ (dividendo) ha de ser dividido por el
representado por 4 (divisor).

52. De la definicion general de dividir se deducen los
siguientes corolarios. :
. 1.° Kl cociente serd mayor, igual, 0 menor que 1, se-
gun el dividendo sea-respectivamente mayor, igual 6 menor
que el divisor. Pues considerando el cociente como multi-
plicador, lo que es siempre posible (en abstracto) en vir-
tud dela proposicion 2." (41), el cociente (multiplicador) y
1a unidad han de tener la misma relacion de magnitud que
el dividendo (producto) y el divisor (multiplicando), 38

39),
= 2) I cociente completo serd wn nimero entero si el
dividendo es multiplo del divisor y no lo serd en caso con-
{rario.

53. Tin este ultimo caso la division se llama inexac-
ta v exacta en el primero citado.

Fn la division ezacta, el cociente es el n.” de veces
que el dividendo contiene al divisor 0 es mayor que el
divisor; en la inexacta, se llama cociente entero al ma-
yor nimero de veces que el dividendo contiene al divi-
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sor, 6 bien al cociente exacto del mayor mﬁltiFIO del
divisor contenido en el dividendo, y residuo de la divi-
sion al de restar dicho multiplo, del dividendo. Por con-
'siguiente, en ln division ezacta el dividendo esigual al
producto del divisor por el cociente, y en la inexacta
el dividendo es iguol al divisor mulliplicado por el co-
ciente entero mas el residuo.

Fse." A veces se toma por cociente enfero el que es-
cede en 1 al definido en el parrafo anterior, y que es indu-
dablemente el n.* que, multiplicado por el divisor, produce
el miltiplo de éste inmediato mayor que el dividendo; en
ese caso, se dice que se hace la division por escesd (en
el caso usual, por defecto) 6 que se fuerza la unidad en
el cociente, el residuo, que algunos laman complementario,
es la diferencia entre dicho multiplo y el dividendo, éste
es evidentemente igual al divisor por el cociente forzado
ménos el residuo complementario, y éste 4 su vez es igual
a la diferencia entre el divisor y ‘el residuo de la division
por defecto. Asi como el dividendo de toda division exac-
ta se llama multiplo del divisor, asi este se llama parte
alicuota, factor, submultiplo, 6 divisor, por antonomasia,
del dividendo. :

54. Puesto que, segun acabamos de ver, el cociente
de dos enteros es el n.° exacto 6 aproximado de veces
que el dividendo contiene al divisor y ésta es la nocion pri-
mitiva y vulgar de dividir dos ntmeros, el modo tambien
grimitivo de hacer esa operacion es restar el divisor del

ividendo y de los restos sucesivos, cuantas veces se pue-
da y ese n.’ de veces 6 sea el de sustracciones verifica-
das es el cociente exacto, si el ultimo resto es cero, y-lo
que hemos llamado cociente entero, en el caso contrario.
P. ef." 24 : 6=4 porque......
24—6—=18 (1." sustraccion),
18—6=12 (2.” sustraccion),
12—6= 6 (3." sustraccion),
6—6= 0 (4." sustraccion).
Pero ese modo de hallar el cociente de dos enteros,
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—como su analogo de la multiplicacion—,sobre ser im-
practicable por lo prolijo, 4 poco grande gue haya de
ser el cociente, no constituye una operacion aritmética
nueva, y por tanto, precisa deducir otras proposiciones
gue sirvan de fundamento 4 la genuina y verdadera
ivision de enferos. :

Proposicion 1."—Teorema.—En la division de una su-
ma por un entero,....1." Bl cociente completo es igual ¢ lo
- suma de los cocientes completos sucesivos de todos los
sumandos por el entero. 2.' Kl cociente entero esigual d la
suma de los cocientes enteros (por defecto) de todos los
sumandos, mas el de lo suma de los residuos cor-
respondientes, y 3. El residuo es iqual al de lo divi-
 sion de dicha suma de residuos de flodos los swman-

dos, por el divisor unico. :

1o 1.° es corolario de la proposicion 1." (40) de la
multiplicacion pues si representamos por 4, B, C, D,
p. €j.’, 4 sumandos & cuyos cocientes completos respec-
tivos por un entero & lamamos a4, &, ¢, d, tendremos

A, Bil—b, GlF—e, D F—=d,

0 bien A=al, B=bE, C—cE, D—dE (35)
luego A+ B+ C+ D—=a BE+bB+cE+dB=(a+b+c+d) £
fr por tanto (A+B-+C+D): £ =a~+b+c—+d; (def gral-51),

.'q. 8. q.d. Para demostrar lo 2.” llamemos ¢ ¢,° ¢, ¢,
4 los cocientes enteros respectivos y 7, #,¢ 7, " a los
residuos correspondientes, es decir que
A=Eg+r, B="Fg‘Fr,C=Ey“+r, D="FEy**+rluego
A+ B4 D=Fy+ By + By By Artrit e
6, AFBA-CH D= (g-Hq+q 4 g ) lrtrdriitre)

~Pero, segun lo acabado de demostrar (1.°), sera

(A B4 O Dy: B=B(g g g gy B4 (e )+
7‘“‘):_E’((__Ng—}—g‘-l—g“—l-g“‘-{-(#’—|—?"+?"‘+?““):Epuesto que

Blgtq+q Fg ) b= +c_7‘+%“—3—9“‘ (def. gral—s1),
luego el cociente entero de A+ +C+D:F se compone
de g+q'+g ¢ (suma de cocientes enteros de los su-
mandos A, B, C, D por el divisor £/, mas el cociente
entero de la division (r--r4r<+r<):£ 1 q.s. q. d.
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3." Por tiltimo como la division & Vi e /AL 1 4
00 deja residuo, es claro que el de la division (A4-B+
+ D). £ serd tinicamente el de (rtritre4r)E 1o que
demuestra la 3." parte del Teor.’ :
95, Corolarios. 1.° Para dividir por un entero ln su-
m1 de varios miultiplos de él, basta dividir separadamente

Por dicho entero fodos los sumandos y sumar los cocien-

les respectivos. . :
2. Para dividir por un entero otro cualguiera, se

Puede descomponer @ éste en partes ¢ sumandos, dividir

cada wno de estos por el divisor, (hallando todos los cocien-
les enteros, por defects), ¥ dividir despues Ir suma de los
residuos anteriores; el residuo de esty ultima division por-
cial sepd el deln propuesta’y la sume de todos los cocien-
tes enteros obtenidos serd el cociente entero de los dos niims
dados. : '

56. Prop. 2.* Teorema. En la division de una diferen-
¢ia por un entero: 1.° &7 cociente completo es ln diferen-
¢ia de los de minunendo y sustraendo; 2." El cocientz en-
lero es tambien Iz diferencia de los cocientes enteros
de dichos dos nitmeros ¥ 3. el residuo es ln diferencia
de los residuos respectivos, si es mayor el del minuendo
que el del sustraendo, y en el cdso contrario, esa diferencia
es el residuo complementario (53).

1.” Conservando la notacion del Teor." anterior ten- -

~ dremos, puesto que A=uE, B=pE,. .. A—B—n B} F—
(7—)E luego ( —B): B—=a—b es decir que el cociente
de la diferencia A—p por #'es la diferencia o—p de log
cocientes @ y 4 del minuendo A4 y el sustraendo B por
el mismo divisor #Z. :

2°y 3. Ad=8ytr, B=Ey‘+r luego A—B=Fg4r
—&y‘—p* porque es claro que restar una suma equiva-
le 4 restar sucesivamente todog los sumandos, Pero Zj—

fﬁ‘:ﬁ(g—y‘),(ﬁi&‘, Ese.’) luego A—-B:E(g——g‘)—}—(r-—f-"). :

ora, de estos dos sumandos el segundo »—s es mengr
3ue £, luego al dividirle por £da cero de cociente Yy r—p*
de residuo, luego el cociente entero de (A—B): Ees g—q°

5
1
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y el residuo es »—r‘; L.q.s. q. d. -

57. Prop. 32 Teorema. 1. Paradividir un produc-
to indicado por un divisor de alguno de sus factores, bas-
ta dividir ese fuctor y multiplicar el cociente por los de-
mas factores.

2.0 Pora dividir por wn producto wn multiplo suyo,
basta dividir éste por un factor de agquél, el cociente por
otro fretor y asi hasta legar al wltimo factor.

1.° Sea p. ej.° el producto 7X15X6X12 digo que
(7°15°6°12):5=7-(15:5)6°12=7"3-6'12. En efecto multiplh-
cando este wltimo producto por 5 para lo cual basta multipli-
car un factor (42, cor.” 1.") tendremos (7:3:6°12)X5=7"(3"
5)'6°12=7"15"6"12 y pues éste es el dividendo propuesto,
aquel n." 7:3:6:12 es el cociente, puesto que multiplicado
por el divisor 5 produce el dividendo.

9. Sea 360 : (3'5°4). Dividiendo 360 por 3 resulta 120
de cociente exacto, dividiendo 120 por 5, 24 es el cociente,
y dividiendo 24 por 4, 6 es el cociente de esta divisiony
tambien de la propuesta, pues multiplicando 6 por el
- producto 3:5-4 tendremos (42, corol.® 2.%)

. 6(3°5°4)=6-3'54=6"4"53,(41.)
BFIE » =245 3=120-3=360.

Queda pues demostrada la 2." parte del teorema, pues
aunque parezca que referido como estd el razonamiento
anterior 4 numeros particulares es una mera comproba-
cion, obsérvese que es independiente de los' valores de
aquellos. ; : '

58. Prop. 4. Teorema. 1. S5 el dividendo solo crece
¢ disminuye, el cociente completo varic en el mismo sen-—
tido; y en sentido contrario, sies el divisor solo el que
varia por sumacion. 2.°- Si el dividendo y el divisor
se multiplican por un enfero, 6 se dividen por un Jac-
tor comun ¢ ambos, los cocientes completo y entero no
varian, pero el residuo queda mulliplicado 0 dividido
respectivamente.por aquel nimero.

1.° Porque siendo el dividendo igual al producto del di-
visor por el cociente, es claro que variando el producto
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Yy permaneciendo constante el un factor (divisor), el otro
factor (cociente) ha de variar en el mismo sentido que
el producto, pues si no variase, ¢ variase en sentido
contrario, el producto no variaria, ¢ variaria en sentido
contrario del supuesto (43); y si un factor (divisor) va-
ria, no variando el produeto ()C’Iividendo), el otro factor (co-
‘ciente) variard necesariamente en sentido contrario.

3." Siguiendo la notacion de los nimeros anteriores
¥ Hamando 7 al factor 6 divisor que modifica & los datos pri-
mitivos tendremos (53) A=Ln="FEy4r luego (11,40—Teor,
—Y 42,—cor.’ 1.°) An—En'a=—FEn'g+rn donde se ve
que multiplicados por # dividendo /A y divisor (&)
primitivos, los cocientes completo (2) y entero (y) no han
variado, mas el residuo 7/ ha quedado . multiplicado

or 7. \
. Ahora es claro que si considerando 4 Yy £n como
datos primitivos los dividimos por # volveremos 4 los 4
Y £ y los cocientes serin los mismos pero el residuo
rn se convertird en r, es decir quedars tambien dividi-
do por =, como el dividendo 4z y el divisor Z.

o9. Andlogo razonamiento al que hicimos para la
muit}}ﬂicacion, 0 mejor, el considerar que es inversa de
aquella operacion la de dividir, conduce 4 distinguir tres
casos en la resolucion sintética del problema gral. de
dividir enteros, 4 saber: 1.2 Divisor y cociente de una solg.
cifra significativa cada uno (correspondiente al 1.er ca-
so de la multiplicacion, como que solo han variado los
nombres de los factores (14) ). "2.° Divisor de varias ci-

Jras y cociente de una sola (correspondiente al 2.° de

multiplicar n.* 45) y 3. Cociente de varigs eifras y por
consiguiente divisor y dividendo tambien.

8. l.er caso. Si recordamos el correlativo de la mul-
tiplicacion, reconoceremos que una division exacta estars
en éste l.er caso, cuando teniendp el divisor wuna solo
etfra significativa, eldividendo tenga waa, d dos forman-
@o wun n.., cuyo valor absoluto sea menor que el pro-
ducto de dicha cifra del divisor por la base numerativa -

‘
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€) v cuyo valor relotivo sea de igual 6 mayor oOrden que
el de Ia cifra del divisor. Enténees el eociente completo se-
4 evidentemente, el de ese n.’de una ¢ dos cifras por la
del divisor, con tantos ceros & la derecha como valga la di-
ferencia entre los nimeros de ceros del dividendo y del
divisor. '

Y como de no ser exacta la division, no es ficil eo-
nocer antes de hacerla, cuindo el cociente ha de ftener
una sola cifra significativa cual el divisor; y cemo, aun
para las exactas del caso antedicho es preciso hacer la di-
vision por una cifra, del n.° de una 6 de dos _cuyo valor
absoluto sea el citado, & este caso especial puede limi-
tarse el 1.° de la division de enteros, que hemos, sin em-
bargo, enunciado en toda su generalidad para couservar
su correlacion con el cago 1. de la multiphicacion.

DPara dividir, pues, dos enferos, el divisor de una
sola cifra y el dividendo de una 0 dos pero menor que
el producto del divisor por la base numerativa, Se bus-
card mentalmente, 6 por lo tabla (44) de multiplicar,
6 por sustracciones sucesivas el emtero que multiplicado
por el divisor produce el dividendo 6 el miltiply del di-
visor mus prozimo al dividendo y dicho nikmero serd el
cociente exacto O enlero (por ewceso 0 defecto) seguw el
dividendo sea ¢ no multiplo del divisor.

Esc Tl método de las sustracciones sucesivas ya
lo hemos dicho y aplicado (54).

El de la Zuble (44) se reduce 2 buscar en la linea
6 columna, encabezadas por el divisor, su multiplo mas
proximo al dividendo—%ue puede ser éste 6 mayor 6 me-
nor—y dirigiéndose desde 8l rectangularmente con la di-
reccion primitiva, & buscar la cifra que encabeze la co-
lamna 6 linea respectivamente cruzada, en dicho multi-
plo, con la anteriormente seguida, esa cifra serd el co-
ciente exacto, si estd el dividendo en la tabla; entero por

* r - : .
) Eso se conocerd en que afiadiendo un cero & la derecha dela cifra signi-
ficativa del divisor, el nitm. gue resulle sera afn menor que el que forman la ci-
fra (dos cifras validas del dividendo.
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defecto, 6 nsual, si se halla el miltiplo 1inmediato ‘menor
~que el dividendo y enlero por exceso, 6 forzado si fué el

inmediato mayor que el dividendo, dicho multiplo bus- g

cado.
Por tltimo, se hallard mentalmente el cociente, sa-

biendose de memoria y recorriendo en ella, los multiplos
del divisor hasta encontrar el mas préximo al dividen-
do, etc.

Ejemplos.

28000 : 700—40 pues 28 : 34: 6=5 (aprox.” def.’)
7=4, y tres ceros que tie- | pues 30—multiplo de 6 inme-
ne el dividendo menos dos | diato menor que 34—es el
del divisor, dan uno en el | producto de 6 por 5, luego 5
cociente exacto. es el cociente exacto de 30

: entre 6 y el cociente ente-
ro usual de 34 entre 6.

2.° caso. Por razon andloga 4 la del caso anterior,
no consideraremos este 2.” con toda la generalidad cor-
respondiente al 2.° de la multiplicacion, sino cuando la
division del ns#mero que forman las cifras significativas
del dividendo, por todo el divisor, sea exacta, Yy 4un
entonces solo se conocerd ¢ priori que el cociente ten-
dra una sola cifra significativa, sabiendo que dicho na-
mero (formado por las cifras significativas del dividen-
do) es multiplo del divisor por wlyuno de los enteros me-
nores que-la base numerativa e/ cual, con tantos ceros
como tenga el dividendo, formari el cociente completo,
porque es claro que al dividir exactamente millares—p.
ej.’—el cociente ha de ser precisamente millares.

Mas, cuando ¢l cociente, exacto ¢ entero, ha de te-
ner una sola cifra—lo cual se conocerd en que anadien-
do un cero al divisor resultard un n.’ mayor que el di-
videndo—no es preciso que la division haya de ser exac-
ta, para Aallarlo por medio de la siguiente regla.

. Se hallz el cociente enterg de la 1." ¢ dos 1.8 ¢i-
fras (izq.") del dividendo por la 1." del divisor y ese
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cociente serd el de ln division propuesta ¢ mayor que
él; para averiguar si es lo uno 6 lo otro, se halla el
residuo de esa 1. division pircial, y si es igual 6 ma-
yor que su coclente respectivo éste es el buscado, pero
si es menor, s2 coloca @ su derecha (mentalmente) /la
cifra siguiente del dividendo, y se halla él cocienle en-
tero del n." que resulle, por lz 2. cifra del divisor, y
si es el mismo gque el de lo division parcial anterior,
siendo ademds el residuo igual 6 mayor, cquél serd el
cociente buscado, pero si el residuo es menor, e le po-
ne d lo derecha la cifra siguiente del dividendo, y se
halln el cociente entero del n.° que resulte, por lo 3.
eifra del divisor....... y asi sucesivamente hnsta oblener
wn residuo, en esas divisiones parciales, igual ¢ ma-
yor que su_cociente respectivo el cusl serd el buseado,
¢ hasta hallor wn cociente entero menor que el anterior,
desechondo éste entonces, g empezando de nuevo la serie
de divisiones, tomando para 1.e cociente entero ese n." me-
nor y siguiendo como dntes hasta oblener dicho residuo igual
. 6 mayor que su cociente respectivo, 0 legar d las unidades

de dividendoy divisor sin disminuir el cociente de. ensayo.

El cociente entero de la 1. division parcial puede
ser igual 6 mayor que el buscade, porque siendo el di-
vidéndo igual al producto del divisor por” el cociente
entero mas el residuo (si le hay), el 1.er dividendo parcial
contendra (en general) no solo el producto de la cifra de
érden superior del divisor por el cociente entero,—que es lo
estrictamente preciso para que dividido por esa cifra, el
cociente fuera el buscado,—sino ademas las unidades de ese
6rden que contengan el producto de las demas cifras del
divisor por el cociente y el residuo, el cual solo puede tener
tantas unidades como dicha cifra del divisor, y por tanto,
dicho dividendo parcial puede contener mis veces 4 esa cifra
que las que todo el dividendo contiene al divisor.

Ahora supongamos, para fljar las ideas, que sea el
cociente de 35849: 4790 el buscado. Dirémos....35 entre
4, 48 v sobran 3,(que con el 8 que sigue en el divi-
dendo gaee 38), 38 entre 7 no cabe & 8, luego esta ci-
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fra es mayor que el cociente buscado, porque el dividen-
do no contiene mas que 35 millares ay 8 centenas, ¢ bien,
32 millares y 38 centenas y el producto del divisor por
8 tiene 32 millares y 56 centenas (producto de las 7 cen-

tenas del divisor por 8). Tomemos pues el 7 parasegun-’

do cociente supuesto, tendremos.... 4 por 7, 28, & 35,
7, que siendo igual al cociente que ensayamos, asegu-
ra queeste es el verdadero porque su producto por el di-
visor consta sélo de 28 millares ¥y 49 centenas (produe-
tos respectivos de los millares y centenas del divisor por
7) y el dividendo contiene 28 millares y 78 centenas
3105 7 millares del residuo y las 8 centenas del dividen-
0). El mismo razonamisnto'se haria para todos los ejem-
plos andlogos y probaria la legitimidad del procedimien-
to enunciado en la regla anterior. -
Para hallar el residuo, una vez comprobada la legi-
- timidad de la cifra del cociente, se multiplicard éste por
el divisor y se restard el producta del dividendo (53).
Mas no hay necesidad de hallar y escribir el producto com-
pleto para hacer dicha sustraccion, sino que 4 medida
que se van hallando los productos parciales de cada cifra
del divisor por el cociente, se van restando de la cifra
- correspondiente del dividendo aumentada en el n.° sufi-
ciente de unidades del érden inmediato superior tomado
de la cifra inmediata de Ia izquierda.
Asi en el ejemplo anterior diremos....7 por 0 es 0a
9, 9; 7 por 9....63, 4 64, 1 Yy van 6; 7 por 7...49 y6,
55, 4 58, 3 y van 5; 7 por 4...98 y 5..33 4 35, 2.

| La disposicion usual

(Dividendo) 35849 | 4790 (Divisor) |de datos y resultados,

(Residuo.) 3319 {— — para hacer la division
7 (Caciente). | es la del margen.

61. 3.er eas0. Se reconocerd desde luego que una
division indicada estd en este 3.°r caso, siempre que ana-
diendo un cero al guarismo—divisor resulte un n.° agn
menor que el dividendo, pues eso prueba que éste es
mayor que el producto del divisor por la base numera-
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tiva 6 lo que es igual que el cociente ha de tener mas
sde una cifra. : .

Esto supuesto, observémos que separando (material
0 mentalmente) de la izquierda del dividendo, tzntas ci-
Sras como tiene el divisor, 6 una mds, si lantas forman
wn 1., menor que aquél, el cociente de ese n. sepura-
do, por el divisor, fendrd una sola ¢ifre (caso anterior)
que serd justzmente lo cifra de drden superior del co-
ciente buscado. :

Sea p. ej.°, el cociente 35849208 : 4790. Digo que
7 cociente (hallado en el caso y ej." anterior) de 35849 :
4790 es la cifra 1.° (de la izquierda) del cociente ente-
ro buscado. (*) Desde luego no puede ser menor, porque
en los 35849 millares del dividendo estaran contenidos
no solo el producto-del divisor por los millares del co-
cente, sino los gue refluyon del producto del divisor por
las otras cifras del cociente, y de}:l’ residuo, es decir que
ese dividendo parcial es mayor en gral. que lo preciso
para que dividido por todo el divisor dé por cociente en-
tero la cifra delos millares del cociente total, y 4 mayor
dividendo no ha de corresponder menor cociente, siendo
el mismo el divisor. Tampoco dicho cociente parcial pue-
de ser mayor que aquella cifra, porque, al fin, los mi-
llares no son simo una parte del dividendo, y por tanto-
su cociente por el mismo divisor no ha de tener mdis
millares que el cociente total, pues silos tuviera, corres-
ponderia # menor dividendo mayor cociente () siendo
el mismo el divisor, lo que es absurdo. Hullado el residuo
de esa 1. division parcial, se pone d su derecha (ma-
terinl 6 mentalmente) lo cifra siguiente del dividendo,
y se foma el n.' gue resultn por nuevo divideudo par-
cial, que dividido, lo mismo que dnfes, por el divisor,

.

( ) Es indudable que ese coziente parcial es millares, puesio que miliares son
los separados del dividendo, y el cocienfe ha de ser del misme drden que el divi-
-dendo, por razon natural.

“) Pues siendo mayor la cifra de las millares, es mayor forzosamente el ‘
nfim. aungue noO tenga centenas, decenas ni unidades. 3
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aard ln 2.7 cifra del cociente folal; para probar lo cual
basta recordar el cor.’ 2.° (55) ¥ hacer un razonamiento
andlogo al inmediato anterior. Multiplicads esa 2.* ¢f
Jra por el divisor y restndy el producto del 2.° divi-
dendo parcial se pondrd d la derechn del reslo In ¢f ra
siguiente del dividendo y se tendrd un 3.er dividendo
parcial que servird para hollar lo 3.2 cifra del cociente
por los mismos tramites que Ias dos 1.53 Y st Sucesi-
vamente hasta la 4ltima 6 sea ln de 1.e Grden que serd
ln_correspondiente dla de 1.ev drden del dividendy puesta
¢ la derecha del residuo parcial anterior. de cuyo ul-

. timo dividendo parcial vestado el producto del divisgr por

la cifra de 1.9 grden del cocienle, dard el residuo de
la division folal propuesta. : :

Ejemplo.

s

Disposicion. ‘ Locucion usual,
e i s o e il
35849°2°0°8 | 4790 | 35849 entre 4790...4 7 (caso y ej.”

23192 | 7484 | anterior): 7 por 0 es 0,4 9...9, 7 por
040320 9...63,464...1, y van 6, 7 por 7..,49,
020008 ¥ 6...55.458...8, y van 5, Tpor4...28

00848 ¥5...33, 4 35....5; bijo el 2 (4 la dha,

L
del resto 2319), 23192 entre 4790...5 4, 4°por 0-es 0 &
2...2,4 por 9...36 4 89...3 y van 3, 4 por 7...28 ¥ 3....31,;

a 31..0, y van 3, 4 por 4...16 y 3..19 & 23..4; bhjo
el 0, 40320 entre 4790...5 8, 8 por O es 040...0, 8 por
9 72 4 72..0, y van 7, 8 por 7..56 Yot 03,18.:63.50
J van 6, 8 por 4..32 y 6...38 4 40...2; bajo el 8 (ult.*
cifra del dividendo), 20008 entre 4790, & 4, 4 por 0 es
048..8,4 por 9..36 4 40..4 Yy van 4, 4 por 7..28 y
4...32 4 40..8. :

Como es facil comprender, la disposicion de datos y
resultados usada comunmente Y manitiesta en el ejemplo

anteyior 8 accesoria, las reglas antes enunciadas en bas-
tardilla son las esenciales para la division de enteros.
62. De esas reglas se deduce facilmente que el wimero de -

cifras del cociente entero es In diferencia de las que tie-
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nen dividendo y divisor ¢ una mds. Porque el primer
dividendo parcial da, como es sabido, la I." cifra gel co-
ciente y 4 cada cifra restante del dividendo correspon-
de otra—significativa 6 no—del cociente, luego éste ten-
dra tantas como unidades la, diferencia de los niameros
de cifras que tienen dividendo y divisor, si el dicho pri-
mer dividendo parcial tiene una cifra mds que el dl;vi—-
sor, y una -cifra mas que unidades dicha diferencia ten-
dra el cociente, si el 1.0t dividendo parcial tiene tantas
cifras como el divisar.

63. Las principales abreviaciones de la division son
las siguientes. : :

1." 87 el divisor es una unided nwmerative (1 con
ceros) se hard lo division, sgparando de la dere:ha del
dividendo, tontes cifras como tenga el divisor, esas ci-
Sras separadas formardn el residuo y los restuntes de
la izquierda el cociente enfero (por defecto).

: Sea, p.ej., 38528 :100 digo que 3854 es el cociente
entero y 28 el residuo. En efecto multiplicado 3854 por
100 (44, Lems) tendremos 3854 100=385400 y anadiendo
28, resulta el dividendo 385428, es decir que 385428=—
3854100428 1. q. s. q. d.

2.° 8i el divisor tlermina en ceros, se suprimen ¥
ademds olras tantas cifras dela derecha en el divideu-
do, se efectiba ln division de los n.% resultantes y el co- .
cienfe entero de ella es el buscado) pero al residuo- hay
que agregarle d la derecha las cifras suprimidas en el
dividendo. _ . ;

Sea p. ej.” 483624 : 3200. g

Dividiendo 4836 por 32 el cociente entero .es 151 y
el residuo 4, de modo que 4836=32X1514-4, multipli-
cando por 100, sera 483000—=3200X1514-400 (44—Lema,,
40, y 42—cor.’ 1.%) y afiadiendo 24...483624=3200X151+
424 1, q. s. q. d. :

3. i dividiendo y divisor terminan en ceros,” se
efectin ln division, suprimiendo en dada uno lantos ce-
r0s cuantos fenga el que ménos; el cociente enlero que
resulte serd el buscado pero al residuo hay que agregar-
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le tantos ceros como fueron los suprimidos en cadn térming.,

Por que, al suprimir (material 6 mentalmente) los ce-
ros, se divide cada término de la division propuesta por
la unidad numerativa correspondiente (63, 1.*), luego el =
cociente entero no varia (57), pero el residuo queda divi-
dido por dicha unidad numerativa, hay pues que anadir-
le los ceros para tener el verdadero. g

Ejemplos. 4870000 : 35000. Se dividira 4870 entre 35,
cuyo cociente entero 139 es el de 4870000 entre 35000
~pero el residuo de la division efectuada es 5. y el de la
propuesta es 5000. ‘

4. 80 el divisor tiene una sola cifra, aun aplicando
la regla gral. resulta una abreviacion natural pues todas
las divisiones parciales estaran en el 1.et caso y se hardn
mentalmente y sin tanteos, pero & mas suele wsarse otra -
abrevizeion que consiste en no escribir el divisor i los
residuos parciales sucesivos Y i solo el cociente debajo
del dividendo 6 donde convenga, como se vé en el si-
guiente '

A SNy

R e

Ejemplo...38512: 5

_1)_i§p_0_sicion. F Locucion usual,
38512 (Div.") [ La quinty (parte) de 38...7 y sobran 3
ST e e el 4
2 (Res.’) ! g « a6 Ty va
ot « de 12..2 y van 2

Facil es comprender que esa abreviacion puede ge-
neralizarse 4 divisores de 2 0 mas cifras, si se sa-
be hacer mentalmente ' las divisiones, multiplicaciones |
Y sustracciones parciales sucesivas.

- 5." Si el divisor es un nimero elemental 6 seq de una
Sola cifra significativn seguida de ceros, y el dividendo
tiene tantos 6 mds ceros que el divisor, se combinan las
dos abreviaciones anteriores pues suprimiendo los ceros
del divisor y otros tantos en el dividendo, quednrd redu-
cida le division G el caso considerado en ln 3." abrevia-

7

i M
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cion, y el residuo serd el que se halle por ese €4s0, cOR
los ceros que lenge el divisor.
6.° Por tltimo, si el dividendo tiene muchas cifras 0
hay que hacer varias. divisiones por un mismo dLvisor,
se forman y ordenai €n. % cuadro los productos suce-
sivos del divisor por lodos los wimeros de una cifra,

y para hacer las divisiones parciales que nos han de
dor las cifras sucesivas del cociente se buscan en dicka
tabla los multiplos del divisor mds prozimos (por defecto)
4 -los dividendos pareiales respectivos Y tendremos, Sin
-ensayos, s cifres correlativas del cociente, y los residuos,
in mecesidad de multiplicar cada cifra del divisor por
la respectiva del cociente etc, sin6 restando integro el
maltiplo correspondiente del divisor, del dividendo pareial
correlativo. :

_ Fjemplo—02872054361 : 3700.

Multiplos del divisor. 92872054361 | 3709
18692 - Gy T
3709 1= 3709 14705 | 25039647
« - 9= 7418 35784
« - 3=11127 24033
« - 4—14836 17796
« * Hh=—18545 29601
« ¢ 6=22254 3638 (residuo)’
« ° 7T=25963 .
« - 8=29672 - _Para mas abreviacion supone-
« - 9=383381 mos hechas todas las sustraccio-

nes parciales sin colocar el sustraendo (mdltiplo del di-

visor) bajo el minuendo, (dividendo pareial respectivo) sind
dejando ‘ambos en sus sitios primitivos. = :
4. La prueba mas sencilla y natural de la division
eonsiste en multiplicar el divisor por el cociente entero
- sumar el producto con el residuo. Es evidente que
a suma debe ser el dividendo si las operaciones estan
bien hechas.
S ol residuo es menor que el cociente entero, puede-
tambien servir de prueba dividir el dividendo por el co-
11
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ciente entero, y ha“de resultar de nuevo cociente el di-
visor anterior, v el mismo residuo,

Pero si el residuo es igual ¢ mayor que el cociento
entero. facil es ver que si se toma éste por divisor el .-
cociente entero nuevo serd mayor que el divisor anterigp
Y el residuo distinto, siendo ya muy complicado hacer ser-
vir de prueds ese cambio, segun las condiciones generales
de toda huena prueba (34). >

65. Siguiendo la correlacion con las teorias anterig-
1e8 proponemos como ejercicio de division en otro sis-
tema numerativo que el usual, la prueba por division
de la multiplicacion hecha, en el n.° 39, es decir tomap
por dividengo el producto 329199222, por divisor un fae-
tor cualquiera—p. €j." el 9D7U—y ha de resultar de co-
ciente exacto el otro factor 3U05D.

Para facilitar la division' puede formarse previamen-
te la tabla de los 1.0s maltiplos del divisor, 4 tenor de
lo indicado en la 6." abreviacion (64).

ARTICULO 2—3 ALGORITHO=GRADOAGION.

LEccioN 6.*

ELEVACION A POTEN CIAS DE LOS ENTERO0S.

3.er A{gora’tmo——Gmduaciun——,z’dea Y nomdres de sus
ramas pira los nameros entergs (66). Potencias Y rai-
ces de grados enteros Y de nikmeros cualesquiera; 1d. de
numeres y grados cualesquiera (67). Indicicion de la ele-
vacion d polencias; diferencia entre grado y esponente
(68). Modo usual de Jormar las potencins de base y gra-
@0 enteros, dijicultad de un modo general y diverso de
multiplicacion (69). Cuadrady Y cubo de la sumn de dos
enteros (70). Corolarios: Diferencia de lps cuadrados y de
los cubos de dys enteros consecutivos; composicion del
cuadrado y cubo de un enlero respecto d las unidades de
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L° g 2.° drden del mismo (1), Polencics (de grado en-
lero) de productos, cocientes y polencies de nimeros en-
teros (72). Cor.": composicion dzlzs potencias de cada gra-
do, de un enlero descompuesio en sus faclores simples,
¥, aplicacion @ conocer si wun entero drdo es ¢ no polen-
cia_de un cierto grado de ofro entero (73).

66. La 3. forma elemental de combinaciones numé-
ricas, 6 el 3.er algoritmo elemental, ll4mase greduacion
(24), y es casiimposible definir claramente cada una de
sus -ramas con toda generalidad. ¢ sea para numeros
cualesquiera, como lo hemos podido hacer para los dos
algoritmos anteriores, por su mayor sencillez. ;

Para los numeros enteros, es la 1." rama del 3.er al-
goritmo caso particular de la 1.* del 2., como ésta, a
su vez, lo es de la 1. del 1."; pues asi como el produc-
fo de dos enteros es una sums de tantos sumandos igua-
les 4 uno de los factores (multiplicando) como unidades ten-
ga el ofro (multiplicador) ,asi el producte de dos 6 mas
factores iguales es llamado pofencia de ese factor repe-
tido, que toma el nombre de-duse ¢ raiz, vy el de grado de la
potencie 0 de ln 7aiz el numero de veces que ésta entra
en el producto—potencia. ‘

La 1. rama, pues, del 3. algoritmo elemental, lla-
mada elevacion ¢ potencias 6 s6lo elevacion ("), es una
operacion que tiene por objeto hallar la pofenciz, dados
la raiz y el grado, y como, segun es facil comprobar
con cualquier ejemplo, esos dos ntmeros que engen-
dran cada potencia no pueden permutar sus oficios, co-
mo los sumandos y los factores, resulta que Iz elevacion
deberia tener dos Operaciones inversas, (y 1o una, como
la adicion y la sustraccion), la de hallar la rasz, dados
el grado y la pofencia, y la de hallar el grodo dadas la
potencia y la paie. Mas esta dltima operacion no se con-
sidera como elemental, quedando asi tambien reducida
a dos, como en los otros algoritmos, las ramas g ope-

) Aunque no sabemos gue se¢ hava usado, usaremos casi siempre el nom-
bre solo de elevacion puesto que es inconfundible y se abrevia mucho 1a frase.
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raciones de la greduacion, llamandose extraceion de rai-
ces, 6 solo extraccion, la operacion que ticne por obje-
to hallar las raices numéricas, dados los grades y po-
tencias respectivas las cuales no es preciso que lo sean
exactas de otros enteros, como no lo es que el dividendo
sea multiplo del divisor. b

67. Es claro que teniendo ya la idea general de pro-
ducto de cnalesquicra n#mero y close de factores, cuyo
nabinero forzosamente ha de ser entero, podremos facil-
mente generalizar las definiciones del parrafo anterior &
el caso en que la reiz sea un numero cualquiera, con-
servandose aun entero el grado, siendo ya mas difieil
hacerlo para grades cualesquiera. Pofencia de grado en-
tero de un ndmero cualguiera es el producto de tanfos
Suctores iguales 4 - ese numero como unidades tenga el
grado, el cual se suele nombrar con los numeros ordi-
nales, diciendo primer grado, segundo grado, ete, dicien-
dose por tanto elevar a la potencia de segundo, terce-
ro, cuarto grado., etc, y tambien elevar 4 la segunda,
tercera potencia, ete, y por ultimoelevar a 2, 4 3, a 4......

Esc.” Por razones relativas a la Geometria la 2° y
3." potencias se llaman respectivamente cuadrado y cubo;
y las raices 2." y 3." raiz cuadrada y raiz cibica.

La primera potencia de un numero es el mismo n#-
mero, aunque realmente no tenga sentido decir prodac-
to de un solo factor. Esta y otras anomalias nacidas de
la falta de generalidad de las definiciones de potencia y
raiz dadas en esten.’ y el anterior, hace generalizarlas
diciendo que: Pofencia de un grado cualquiera de wn ni-
mero abstracto, es atro ndmero compuesto por produccion
relativamente @ la raiz, como el grado o este: por swma-
cion, relativamente ¢ le unidad.

68. La elevacion d potencies no tiene signo especial
como las demas operaciones numéricas, se indica ponien-
do d la dereche y arriba del guarismo que esprese la
base 6 raiz el que esprese el grado, en menor tamafio,
¥ que asi colocado toma el nombre de esponente. Sila
base es un resultado por hallar de operaciones indicadas,

R

e R T T T E R I T .

P
u
]

g



85

se encierran entre paréntesis los datos y signos que in-
diquen esas operaciones y se colocan el esponente en
la parte eterna, superior y derecha del paréntesis ce-
rrado.

Ejemplos. {2 /

: .

3—33:33; v se lee: 3 elevado 4 la 4. potencia, 03

elevado 4 la potencia de 4.° grado, 6 3 elevado a 4.
2

(64+7) =(64+T7)X(647), y se enuncia: 6 mas 7 elevado
41a 2." potencia, 0 elevado al euadrado, 0 elevado 4 2. ete.

Esc.” Todo nimero ticne por esponente implicito la
unidad, 6 1, puesto que es la 1.° potencia de si mismo (67).

69. De lo dicho se deduce, que el modo primitivo
de elevar & potencias los enteros, (*) es hacer las multi-
plicaciones sucesivas que cada una de aquellas exija se-
gun su grado, mas téngase en cuenta que es erroneo
y vicioso decir, por eso, que elevar es multiplicar un
namero por si mMISMO varias veces, siendo evidente que
solo se le multiplica por si mismo en la 1.7 multiplica-
cion 6 sea al formar el cuadrado 6 2.' potencia.

Por largo que sea el procedimiento de las multipli-
caciones sucesivas como lo serd, si es algo grande el
grado de la potencia que se ha de formar, es lo cierto
que no hay otro modo elemental directo de elevar ¢ po-
fencias, ciya operaeion puede decirse que 1o existe mas
que de mombre 6 en teoria. Unicamente para el cuadra-
do y ¢ubo hay un modo de formacion sencillo fundado
en las siguientes proposiciones que no son sino casos par-
ticulares dela enunciada para una potencia cualquiera
por el insigne Newton, y cuya demostracion no nos atre-
vernos & dar en Aritmética por no romper la no muy fuer-
te valla entre la Aritmética y el Algebra.

Prop. 1." Teorema. £1 cuadrado de un entero 'des-

En todo lo restante de este Arb s6lo trataremos de potencias de gradoe
¥y base enteros- ;
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Compuesto en dos swmandos es igual ¢ la sumy de los
dos cuadradps Y de el duply del producto de dichog g,
mandos (*). Llamemos 4 Y & 4 los dos sumandos, seps

<g+af=(aﬂ‘;5) (Fb)=aatastostm, (49—Toors 1)

pero aa=nz | pp—p | Y abt-ab—=pp-9—95 ab,
2

2 2 ]
luego......(a+3) =a+2ah4p ; 1, q. 8. q. d. 5
Prop. 2. Teqr,* z7 cubo de un enferg descompuesto
en dos sumandps es gual d lo sumn ge los dos cupos
Y de los triplos dof cuadrado de ¢ndq uRo- por el otpg

de dichos sumandog () Pites.
3

2 2 2
gaiggz(a—#é)(aw(ar+5):(a+5) (0 =(a4205-13')
a 2 2 9 2
« :g;;l—i—?ﬂd&ar—[—&fz—f—ﬁ b+2abb+-5 b, (42—Teor.* 1.7

g 2 2 3

« :(5—}-2(12 o+ i—fhrl b+-2ab4-p

-3 3
=43, o+-3ab+5... 1. g. 8. q. d. ‘
71. De los teoremas anteriores se deducen log Si-
guientes

Corolarios. 1.° 7z, diferencin de lps cusdrados de dos
enteros consecutivos es igual al duplo del mengy de éstos-
mas 1.—2." Bl cuadrady g fodo enterg mayor que 10
consta de tres partes: cundrado de todas las decenas,
duplo del producto de Ips decenas por Igs unidades,
cundrado de unidydes (8" 7s diferencin de los cy-
bos de dos entergs CORSecutives es jgugl o] triplo  del
cuadrado del mengy g éstos, mus el lriplo del mismo
w14 R tido da fod, entero mayor que 10 cons-

i

]

«

=

e e s

(,") Cuadrado ge1 1.0 mas el duplp del 1.o por el 2.© mas el cuadra do
el 2.2 “es el modo usyg de decirlo, C

(h) Cubo del l'.,° mas triplo del cuadradg del L= por ol 2.,© mas ‘friplo
del 1.2 por ol Cdadrado del 2.,° mas cubo del 2.9-.p3 g] enunciado usual--,

*Ey p:
- Es claro que ese cnunciado se refisre al siztama décuplo, para gene-

falizatlo 4 otro cualquier sistema numerativo hastarq decir unidades de 2.© ¥ de -
primer 6rden en Vez de decenas ¥ unidades, respectivamente. .
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ta de cuatro partes: cubo de decenas, mas triplo del cua--
drado de decenas por unidedes, mas triplo de dece-
nos por el cuadvado de unidades, mas cubo de uni-
dades.
1.° Es claro que podremos representar por @ y a+1
~dos enteres consecutivos cualesquiera ¥ que, segun el
2 ] 2 2

Teor.” 1.° del n." anterior, serd (a+1) =a +2a41, cua-
drado que evidentemente escede al cuadrado de » en
2041, 1. q. s. q. d. e

2. Si llamamos & 4 -las decenas y » 4 las unidades
de un entero mayor que 10, dicho eutero estara repre-
seutado por la 'suma 10444 y por tanto, su cuadra-
do serd (70 Teor.* 1.°)

2 =AY 2 2 e
(10°d4u)—=(10-d)~+2(10d)u—+u..(1) Mas (100d)=100"d
porque terminando forzosamente en un cero, al me-
nos, todo nimero justo de decenas, su cuadrado ha
de terminar en dos ceros, luego teniendo en cuenta el
valor relativo del ewadrado de las d decenas, que serd
centenas, y del producto du que serd decenas, queda
demostrado en la igualdad (1) el corolario 2.° :
3.” Siguiendo con la misma notacion......

3 3 2 3
(44-1) =a+34+3a-+1, cubo que escede al 2, de ¢, en
.
3a+3a+1, L. q. s. q. d.

i ¢ 3 2 g 3
4.° (10°d+-u)=(10.4)4-3(10-d) u+3010°d) u+ u ;

(10dY* es el cubo de lns d decenns, ¢on su valor relativo cor-
respondiente, que es millares, puesto que un producto
de tres factores que acaban en un cero, cada uno, ha
de acabar en tres ceros; 3(104)*x es el triplo del cuadra-
do de decenas por unidades y siendo ese cuadrado cen-
len1s, segun el corolario 2.°, dicho t-riplg——?f parte del

cubo total—sers tamhbien centenas; 3(10d ) es el triplo de
las d decenas (con su valor relativo). por el cvadrado de
unidzdes—3." parte del cubo total—que es un n.’ justo

3
de decenas; y por ultimo « es el cudo de unidades— -
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tambien unidades—.
72. Teor." 1. La potencia, de un grado entero cunl-

. quiera, de un producto de enteros es igunl al producto

de las potencias, del mismo grado, de fodos los factores,

Sea el producto 2ded y 3. p. ej.," el grado de Ia

potencia, seri....

3
(abed)=(abed)(abed )(abed)=nbedabedabed (42—T." 2.°—)
3 d 4

3 3
« = daaa bbbcce=abec (41, y 67) L q. s. q. d.

pués facil es generalizar para un esponente entero cual-

quiera el razonamiento anterior hecho para el esponente 3.
Teor.™ 2.0 La potencia de wn cociente de dos ente-
ros _es igual ol cociente de las potencias de igual grado
de los dos enteros. i Y
Sea el cociente # : f—=¢ ; decimos que g=(z: b)—=a:b

i
En efecto =0¢ (51), luego #=% ¢ , (Teor." anterior)
L

Y portanto g=a:% L q. s. q. d. pues lo mismo que al
grado 4 se aplicaria el razonamiento 4 otro grado ente-
r0 cualquiera. y

Lema. Bl producto de polencias. de un mismo niinie-
r0 es igual d la potencia de ese nimero, cuyo grado sea
la sumn de los grados de las potencins—factores.

Sea el producto a¢*e*=aa cana aaa, siendo eviden-
te que el namero total de factores ves de ese producto

es 24413 es decir la suma de los nimeros de factores

que contenian las potencias—factores.

Teor.” 3. Za' gotencia de ofra potencia (de base y
grado enteros) es Iz potencia cuyo grado sex el produc-

to de los grados de los propuestas.

= N3 4 4 & ety 43
_ Pues, p. ej.l, ((z ):a.a.a:a =2 (Lema an-
terior).

73 Corolario. Za potencin de un entero descompues-

fo en sus factores stmples es el producto de las polencias
. de esos mismos fuaclores, cuyos grados sean los produc-

fos de los que tuvieren en el entero, por el de la poten-

wdpotta L Tl iial i s = SR e
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ciwd que el mismo ha de elevarse. - 4

m HL T
Sea, p. &].° N=a & ¢, siendo N un entero cual-
quiera cuyos factores simples (") distintos son @ b c,el
4 repetido m veces, el f..m veces, y el c... 7 veces,
en el producto N. Segun los Teoremas 1.y 3." del pa-
rrafo anterior, una potencia de cualquier grado s del nu-
mero NN serd |
§ m\ s ny\Ss T\$ ms ns s 3
N:(a ) (6 ) (c ):fr boevilig s g.0d
Fn virtud de ese corolario se podréd conocer si un.
entero descompuesto en sus factores simples es 6 10
potencia exacta de otro entero, segun que fodos los es-
‘ponentes de esos factores sean 6 no multiplos del gra-

do de la potencia.

LECCION 7 f

EXTRACCION DE RAICES ENTERAS DE L0 ENTEROS.

" Raiz en general; su definicion, Stgno é ndicacion
(74). Ruaiz exacta é inevacta, raiz entera, residuo (79).
Raiz cundrada, casos de su extraccion: 1." Raiz de una
sola cifra significativa, Orden de ésta sequn el de su
poltencia respectiva (16); 2.° Raiz de vorias cifras; teo-
remas fundamentales para S extraccion (T1). Reglas
esenciales y accesorias para_extraer ln raiz cuadrada
entera de un entero (718). Valor mdazimo de coda Uno
de los residuos parciales y del total, en dicka extraccion
(79). Raiz cibica; casos de su extraccion: 1.° Raiz de
una sola cifra significativa_Orden_de ésta segun el de la
potencia_respectiva_(80); 2.° Raiz de wvarias cifras, teo-
remas Jundomentales para Su extraccion (8l). Reglas
esenciales y accesorias para extraer lu raiz cubicd en-
tera de un entero (82).. Valor mdzimo de cada %no de

) Se llaman factores simples de un producto entero los que no son mil-
tiplos de ningun otro entero. 2
1
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lus residuos parciales y del total en dicha extraccion (83).
Raices que se pueden extraer mediante lns cuadrady Vi
Lcubica (84). Pruebas de lg elevacion y de Iz extraceion (85).

74. Sabemos ya (66) que raiz de un cierto grado
de un nimero es olro wikimero cuya potencia del mismo
gredo s:a el nimero propuesto, Y que ezfraccion de rai-
ces, en general, es ln operacion de hallar ln vaiz dadps
. la polenciv y el grado. Esta operacion se indica con el
- signo /— llamado radical, en cuya abertura se coloca
el guarismo que indica el grado Y que asi colocado se
llama {ndice de la raiz, poniéndosé la potencia 6 nime-
L0 cuya raiz se quiere indicar bajo la raya— del signo
V7 0 bien dentro de un paréntesis ante el cual se
coloca el signo /. Cuando el grado de la raiz es 2 no
se pone en el signo /.

Asi Vi se lee 7aie 2.° 6 cuadrads de 64 y vale
8, puesto que 8 elevado al cuadrado 6 el euadrado de 8

3

es 64; o  se "lee raiz 3.° 6 cidica de 1000 y es 10
3 6
pues 10 =1000; p5  se lee raiz 6. 6 raiz de grado
6
6 de 64 y es 2 puesto que 2 =64; etc. :
75. Desde luego se comprende que no todos los nu-
meros- enteros tiemen raices exactas y enteras de cada

grado, pues p. ej.° en- los cien primeros solo hay diez
gue la tengan cuadrada, en los mil primeros solo hay

iez que la tengan cibica, ete, segun expresa el siguiente

Cuadro de las potencins 2." y 3. de los 10 1. enteros.

e C o

Nimerfs.. 1, 2, 8, 4, 5 6 7 8 9 10
Cuadrados.1, 4, 9. 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100
Cubos.”.. .1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000

Todos los enteros menores que 100 y no incluidos
en la 2. linea del cuadro anterior no tienen raiz cua-
drada exacta entera, J segun se demostrard mas ade-
lante tampoco la tienen fraccionaria. Lo mismo sucede
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\

rsspecto 4 las raices cabicas de los enteros mengres que
1000 v no incluidos en la 3.° linea del cuadro. ‘

En general las raices inexactas de cualquier grado
de los nimeros enteros son niumeros inconmensurables (6).

Se llama 7#iz entern, de cada grado, de un entero,
la raiz exacta de la mayor potencia entera de ese gra-
do, contenida en dicho entero. Asi la raiz cuadrada en-
tera de 54 es 7, porque 7 es la raiz cuadrada exacta
de 49 el cual es el mayor cuadrado entero contenido en
54; la raiz ctibica entera de 36 es 3 porque 3 es laraiz
cibica exacta de 27 el cual es el mayor cubo entero
contenido en 36; la raiz entera de 6.° grado de 78es 2
porque 2 es la raiz sexta exacta de 64 que es la ma-
yor potencia exacta de 6.° grado contenida en 78.

Residuo de una raiz inexacta es la diferencia entre
el namero cuya es esa raiz y la mayor potencia entera,
del mismo grado, contenida en dicho nimero. Asi en
los ejemplos anteriores: 5 es el residuo de la raiz cua-

£ 2
drada de 54, porque 5 es la diferencia entre 54 y 49=T7 ;
9 es el residuo de la raiz cibica de 36 porque 9 es la

(ad

3
diferencia entre 36 v 27=3 ; 14 es el residuo dela raiz

6
sexta de 78 porque 14 es la diferencia entre 78 y 64=2 .

El procedimiento general para extraeruna raiz cual-
quiera es complicadisimo, por lo cual no se trata en Arit-
mética mas que de la extraccion de las raices cuadrada
y ctbica, en cada una de las cuales hay que conside-
rar dos casos, 4 saber: 1.° que 'la raiz entera buscada
tenga una sola cifra significativa; 2.° que la raiz ente-
ra tenga varias cifras.

6. La raiz cundrada entera de un nimero menor
que 100—se hallard sabiendo los cuadrados menores que 100
2." linea del cuadro anterior—y sus raices respectivas; .0
buscando en dicho cuadro el mayor cuadrado contenido en
el nimero dado y en la 1.% linea la raiz correspondiente; 0
finalmente formando los _cuadrados sucesivos de los enteros
de una cifra, si nose saben de memoria, ni se tienen ya
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formados.

Sabida ya la raiz cuadrada exacta de un numero
menor que 100, la misma con uno, dos, ete, ceros asu
derecha constituira la raiz cuadrada del nimero que for-
me el primitivo menor que 100, con tantos pares de ce-
ros & su derecha como ceros haya de tenmer la raiz,

uesto que el cuadrado de todo entero acabado en ceros

ga' de tener doble numero de ceros que su raiz cuadra-
da (72-1.") y por tanto la raiz cuadrada de centenas es
decenas, la de decenas de millar es centenas, la de mi-
llones es millares, ete.

77. La extraccion de la raiz entera de un entero

~mayor que 100 y cuya raiz, por consiguiente, ha de ser

mayor que 10, se funda en la leccion anteriory en los
siguientes

Teoremas. 1.° Za raiz cuadradn entere de fodas las
centenas de un nimero es el numero de decenas de la
rate cuadrada de aquél. 2.° Si se resta de un entero
mayor gue 100 el cuadrado de las decenas de su raiz
cuadrade Yy se dividen las decenas del resto por el du-
plo de las de la raiz, el cociente entero es igual 6 ma-
yor gque las unidades de dicha raiz.

1.° Desde luego (76), la raiz cuadrada entera de cen-
fenas es un namero justo de decenas, y es claro que
la raiz cuadrada entera de las centenas de un numero,
no puede ser mayor que el numero de decenas de sd
raiz, pues si lo fuese (18), resultaria que la raiz de so-
lo las centenas, es decir de wnz parte del numero dado
seria mayor que la raiz de fodo él; tampoco puede ser
menor, pues siendo el cuadrado de decenas sélo cenfenas,
en las del numero propuesto estardn, por lo menos, las
del ‘cuadrado de las decenas de su raiz, y ademas, en
general, las centenas que puede contener la suma de
el duplo de decenas por unidades (71—2.°), el cuadra-
do de unidades, y el residuo; y aunque esta suma no
tuviese cenfenas, la raiz de las ‘del nimero dado seria
Justamente las decenas de su raiz total, pero nunca me-

nor, ni mayor segun se ha dicho 4ntes, luego siempre -
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se verifica el Teorema 1.°

9." Representando por « las unidades, por d todas
las decenas de la rajz cuadrada de un entero N y por r
el residuo de esa raiz, serd, como ya sabemos (71—2.")s

2 2 2
Ne= (10-d4u) 7=100-d+ 210 dow Fu 4 1o (1)
luego la diferencia entre el numero Ny el cuadrado 100°d

de las decenas de su raiz cuadrada, valdra, segun ma-
nifiesta la igualdad (1), ‘
(]

N—100"d =210°d'u+u -+r. El cociente de 1as dece-
nas de esa diferencia por el duplo 24 de' las de la raiz
podremos espresarlo por Sk

2 2
(N—100.d ):10 (210°2u):10 (utr):10
= A
24 2d 2d
2
PR B :”#;-To?j BTy 2°). Siel
utr

coeiente 55 dtiene parte entera, es claro que el de las

;5 2
Jecenas de la diferencia N—100 & por 24 serd mayor
que z, y si no tiene parte entera dicho cociente parcial,

el de N—100 4 por 24 serd w es decir, las unidades
de la raiz, L.g.s.q.d. ¢
Yih g8, o kn vn'tug de esos dos teoremas, para extraer
lo raie entera de wn numero mayor que 100, se le di-
vide en secciones de @ dos cifras de derecha d izquier-
da, se extrae la raiz cundrade entera de la 1." seccion
de 1 izquierda (que lendrd uno 6 dos cifras) y esu raiz
serd la cifra de orden superior de la raiz buscada: el
- cuadrado de esa cifra se resta de dicha 1. seccion, d
In derecha del resto se coloca lo seccion siguiente y Se-
parando, del n.* asi jormado, la cifra de la derecha, s,
divide el que formen las de la izquierda por el dur g

de la 1.* cifra, ya hallada, de lge raiz; el cociente .
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lero se coloca d lg derecha de su divisor, se mulliplica

el n." asi formado, por el mismo cociente, y se restael
producto, del dividendo con la cifra que se Separd d su
derecha; si no es posible esa sustraccion por ser mayor
el sustraendo que el minuendo, se rebaja el cociente gy~
terior de unidad en wnidad, hasta que dichn sustraceion
sea posible; d la derecha del nuevo resto se coloca Ig
seccion. siguviente y separando la cifra de lo derecho. se

divide lo dz lo izquierdn por el duplo de Iz parte ba-"

lUada de la raiz y asi sucesivamente, obleniendose cadn
cifra de la raiz desde Tn 2. wmelusive, dividiendo Ins
decenas del wimero que forma el vesto anterior con I
seccion siguiente d su derecha, por el duplo de lo parte
halladz, hest: entonces, de ln raiz, colocando coda wno
de esos cocientes al lado del dicisor correspondiente, miul-
tplicando el nimero asi formodo por el mismo coclente
y restando el producto, del nimero cuyas decenas fueron
el dividendo respectivo; efc. :

Para demosfrar esta regla observémos que al sepa-

rar de la derecha Ia 1.* seccion. de 2 cifras, el nimero

de la izquierda es las centenas del propuesto |y por tan-
to (77—1.") su raiz cuadrada entera es las decenas de la
raiz total; si esa raiz parcial no se puede extraer por
el 1.er caso, se separarin otras dos cifras, y asi suce-
sivamente hasta obtener un n.°, con la 1.6 2 1.3 ¢f-
fras de la izquierda del propuesto, cuya raiz entera ten-

ga una sola cifra, que seri la de las decenas de dece- N

nas ete, de la raiz total, pues que aquella ultima sec-
cion expresa las centenas Se centenas ete, del numero
dado. Ahora bien, considerando unicamente el nzmero
que forman las 2 1.8 secciones de la izquierda en el
que la 1.° representa centenas, y por tanto su raiz de-
cenas de la raiz de dicho nimero, es claro que restar

entera, y colocar 4 la derecha del resto, la 2.° seceion,
es lo mismo que restar del namero que forman las dos
secclones, dicho cuadrado, pues que éste contiene sélo
centenas y por tanto el resto ha de tener las mismas

de la 1.” seccion el cuadrado de las decenas de su raiz -
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decenas -y unidades que el minuendo; separar la cifra
de la derccha de ese resto es quedarse con sus decenas,
4 la izquierda, y ya sabemos por el teorema 2.° (77) que
el cociente entero de esas decenas, por el duplo de la
cifra hallada de la raiz, es la cifra siguiente, ¢ de las
unidades- de la raiz del namero que forman dichas dos
secciones. ete. :

Escolios. 1.° En el parrafo anterior hemos incluido
todas las reglas usuales para la extraccion de la raiz
cuadrada, pero es facil comprender que algunas son ac-
cesorias, p. e].” el colocar cada cifra del cociente al la-
do de su divisor y en general todas aquellas que, fa-
cilitando la operacion, no sean esenciales 4 ella, como
lo son las fundadas en los dos teoremas anteriores.

2. B8 claro que si alguno de los cocientes fuese 0,
se pone en el sitio correspondiente de la raiz y se baja
la seccion siguiente al lado de la cifra que se aparté

ara formar el dividendo anterior, el cual eon dicha ci-

Fra y con la seccion bajada formard el namero cuyas
decenas serdn el nuevo dividendo. Por el contrario, si
alguno de los cocientes fuese mayor que 9 se empeza-
ra por 9 las comprobacionés pues que es una sola cifra
lo que corresponde para la raiz.

3." Biendo evidentemente ignal el nimero de cifras
de-la raiz a el numero de secciones de a 2 cifras—es-
cepto la ultima que puede tener sélo una eifra—resul-
ta que el numero de cifras de la raiz enferq de un en-
‘fero es la'mitad del ndmero de c}'fms 0 del wimero de

cifras mas wuna (Segun sea par 0 non) de dicho entero.”

79. Del corolario (71) se deduce que el valor maxi-
mo que puede tener el residuo de una raiz cuadrada es el
duplo de la raiz entera correspondiente, pués si tuviera una
unidad mas, tambien la teudria la raiz, y como eso es
aplicable, evidentemente, 4 los nimeros que van forman-
do las secciones sucesivas desde la 1.' de la izquierda
inclusive, resulta que ningun resto, de los que vayan
hallandose, en la exfraceion de una raiz cuadrada, debe
ser mayor que el duplo de la parte hallada de la raiz,
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7 si algnno lo fuere consistird en que la ultima cifra ha-
flada es menor que la verdadera, lo cual, no puede su- *
ceder, 4 no bajar de una vez dos 0 mas unidades 4 un
cociente, visto ‘que es mayor que dicha cifra verdadera
de la raiz.

Ejemplo.
Disposicion. - Locucion usual.
1/32,68,94 — 571 La raiz cuadrada de 32
25 ' es b, b elevado al cuadra-
T ‘ 10.7 do...25, 4 32....7; bdjo la sec-
749 L cion siguiente 68, y separan-
— C—— do el 8 queda...76 entre 10
0199.4 * | 1141 | (duplo de 5=parte ya halla-
b da de la raiz) 4 7 (este 4 la,
0853 derecha del divisor 10 forma
107), 107 por 7..749, a

768...19; bajo la seccion “siguiente 94, y separando el 4
resulta 199. entre 114 (duplo de 57—parte ya hallada de
la raiz) 4 1 (éste 4 la derecha del divisor 114 forma
1141), 1141 por 1....1141, 4 1994....853 que es el residuo
de la raiz cuadrada de 326894, de modo que

2
326894—(571)4-853

80. La extraccion de la raiz cibica, debe tener ani-
logos tramites que la de la raiz cuadrada, como es fa-
_cil comprender. Asi la raiz ctbica entera de un entero
menor que 1000 se hallara: 6 sabiendose de memoria l0s
cubos de los 9 primeros numeros (75), 6 buseandolos en
el cuadro correspondiente, ¢ formandolos por multiplica-|
cion, si no se saben ni se tienen puestos en euadro.

Sabida ya la raiz ctbica exseclo de un nimero me-
nor que 1000, la misma con uno, dos, tres etc cerosa su
derecha constituird la raiz ctbica del namero que forme
el primitivo menor que 1000 con tantos ceros 4 su de-
recha como sea el triplo del namero de ceros que haya
de tener la raiz, puesto que el cubo de todo enteroaca-
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bado en ceros ha de tener triplo nimero de ceros que
dicho entero (72—1.°) y por tanto la raiz cibica de mi-
llares es decenas, la de millones es centenas, ete.

81. La extraccion dela raiz cibica de un nimero
mayor que 1000 se funda en la leccion anterior y en
los siguientes :

Teoremas. 1.° La roiz cibica enlera de todos los mi-
Hares de un nimero es el wimero de decents dela PALT
ctibica de agquel. 2.° St se restn de un entero mayor que
1000 el cubo de lns decenns de su_raiz ciubica y se di-
viden lns centenns del resto por el triplo del eundrado
de lns decenas de ln raiz, el cociente enlero es igunl o
mayor que las wnidades de dicha raiz.

1.° Desde luego, la raiz cibica entera de millares es
un nimero justo de decenas y es claro que la raiz clihica
entera de los millares de un namero no serd mayor que
las decenas de su raiz cibica, pues si 1o fuese (18) re-
sultaria que la raiz de solo los millares, es decir de una
parte del niimero, serfa mayor que la raiz de todo ¢l;
tampoco puede ser menor, pues siendo el eubo de dece- .
nas, millares, en los del nimero propuesto estaran, por
lo ménos, los del cubo de las decenas de su raiz cubica
y ademds, en general, los millares que puede contener
la suma de el triplo de cuadrado de' decenas por uni-
dades, el triplo de decenas por el cuadrado de unidades,
el cubo de unidades y el residuo; y aunque esa suma
no contuviese millares, la raiz de los del numero pro-
puesto seria justamente las decenas de su raiz  cubica,
pero nunca ménos, ni mas segun ya se ha dicho antes,
luego el Teorema 1.° se verifica en todos los casos.

2. Representando por # las unidades simples, por &
todas las decenas de la raiz cubica de un nimero Ny
por 7 el residuo, sera, como es sabido:
N=(10-d+-u)}+r==1000'@+3"100"¢*u+3.10: @1+’ +7
luego la diferencia entre el mimero XV y el cubo 100 a?
de las decenas de la raiz cubica, valdra N—1000¢*=
3100 d*u—+3-10:d-w*+u*+» y el cociente de las centenas

13
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de esa diferencia, por el triplo del euadrado de las de-
cenas podremos, pues, expresarlo por

N—1000-2%):100 (3100°d%):100 (3-10-g-2++7):100

* kbl OB R
(310 d 2’ +1*+1):100
L 3 sising.

Si este 1ltimo cociente indicado no contiene parte -

entera, el de las centenas del resto por el triplo del cua-
drado de las decenas de la raiz sera u (las unidades de

ésta) y si dicho cociente parcial tiene parte entera el pro-

puesto serd mayor que ; 1. q. s. q. d.

82. En virtud de esos dos teoremas resulta la siguien-

te regla. :
Para eptraer ln raiz citbica de un nUumero mayor
que 1000 se le divide en secciones de @ tres cifras, de
derecha & izquierds, no importando que la wltima seccion
lenga una 6 dos cifras; se extrae la raiz cidica entera
de lo primera seccion de ln tzquierdt y esa raiz serd In
cifra de Orden superior de ln raiz totul; el cubo de esa
cifra se resta_de dichn primera seccion, d ln derechn del
resto se baja la seccion Siguiente Yy se aividen las cen-
tenas del nimero que resulfe, por el triplo del cuadrado
ae la_cifra hallada de o raiz; colocado el cociente 4 la
derechn de dicha cifra, se eleva al cuby el nUumero st
Jormado y si ese cubo no es mayor que el nimero que
Jorman l7s dos primeras seceiones, se resta de él, y
bajando @ ln derechn del resto 1n siguiente seccion, Se
dividen los centonrs del nimero gue se_ forme por el tri-
Dlo del curdrado de lo parte ya_ hallada de la raizy asi
Sucesivamente, se irin obteniendo todas Ins cifras de la
raiz, dividiendo por el triplo del cuadrado de la prrle

ya hallods, lis centenas del nimero que forme el resto

anterior con la seccion correspondiente 4 su derecha, ¥y

ST e

esos restos Sucesivos se obtendran restando, del nimero -

que formaon las N (*) 1.2 seeciones de In tzquierda, el -

( ) N significa aqui un entero cualquiera 1, %, 3, etc.
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cubo del nimero que formen los X 1.28 cifras de la roiz,
y si alguno de esos cubos fuese mayor que Sn minuen--
do respectivo, serd porque la wltima cifra obtenida por co-
ciente de la division inmedinta anterior es mayor que la ci-
fra correspondiente de ln raiz, se vebajord pues de 1 en | di-
cho cociente hasta gue seo posible ln sustraccion correlrtiva.

Siendo muy analoga la demostracion de esta regla
a la de la extraccion de la raiz cuadrada, la omitimos,
proponiendola como ejercicio, como tambien las reglas ac-
cesorias que suelen darse para formar los cubos sucesi-
vos de las partes que se van hallando de la raiz.

83. Del corolario 3." (71) se deduce que el valor maxi-
mo que puede tener el residuo de una raiz cibica es el
triplo del cuadrado de la raiz entera mas el triplo de esa
misma raiz, pues si el residuo tuviera una unidad mais,

“tambien la tendria la raiz entera, y como eso es apli-
cable 4 las raices parciales que se van obteniendo, re-
sulta que ningun resto de los que se hallan sucesiva-
mente, el extraer una raiz cabica, puede ser mayor que
el triplo del cuadrado, mas el triplo de la parte hallada
de la raiz, y si lo fuere, consistird en que la ultima ci-
fra hallada por division, es menor que la correspondien-
te de la raiz, lo cual no puede suceder sino por bajar
de una vez dos ¢ mas unidades 4 un cociente, visto que
es mayor que dicha cifra verdadera de la raiz.

__ Ejemplo.
Disposicion. ] Locucion usual.
\,3/1—8,'7?2,—45—5:265 La raiz cubica de 18
8 \ eﬁ 2, 22=—18; de8 4 18...10
T __9.93 (bajo la seccion siguiente
i — s 792 4 la derecha del res-
17576=26% | 6 | to 10, y separando las dos
012164,56 | 2028=—3'26% | cifras e-%g derecha del nu-
TURANOROE | ~ | mero 10792 que resulta)
18609625 ' 15 o L b0 entre 12 (triplo del cuss
.00182_8_30:(1'951‘1‘10)- drado de la cifra 2 hallada
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va) 48, pero el cubo de 28 (namero formado por la 1. cifra
2 y el cociente 8) y tambien el de 27 son mayores que 18792
(ntimero que forman las dos secciones usadas) luego 6 es la
cifra 2." de la raiz, 26°=17576 que restado de 18792 d4 de
resto 1216; bdjo 4la derecha la siguiente seceion 455y se-
Eai‘audo las dos cifras 55 queda 12164, entre 2028 (triplo
del cuadrado de 26) 4 5; 265°=18609625 que restado del
nfhmero propuesto da 18283 por residuo de la raiz bus-
cada,

84. Fztrayendo sucesivamente raices cuadradas y ci-
bicas se podra extraer una raiz cualquiera cuyo grado .
sea el producto de doses y treses como exclusivos faclo-
fores, pues segun el Teorema 3.° (72) tendremos, llaman-
do » 4 la raiz sexta, p. ¢j.", de un entero n, n—=ri=

3

()=(r) 5 vor tanto ==V e =V Vi vl
: 9

: : 4 EGILE A
mismo modo se demostraria que n =\ /u , \ Bi=
. s ;

3
Fratis gAY
Vs \/fn :—"\/V 7 -  ete.

85. La elevacion y la extraccion pueden comprobarse
mutuamente, como todos los pares de operaciones inver-
sas de cada algoritmo, mas siendo tan complicada la ex-
traccion de raices es preferible comprobar una elevacion,
repitiendo las multiplicaciones sucesivas.

La extraceion de una raiz se comprobard naturalmen-
te elevando la raiz entera hallada a la potencia correlativa y
anadiendo el residuo 4 esa potencia; la suma debe ser el nu-
mero propuesto, sila operacion estd bien hecha y la prueba
tambien. ‘

Escolio. Facil es generalizar para cualquier sistema
numerativo las teorias de la elevacion & potencias y de la
extraccion de raices que solo hemos espuesto para el sis-
tema décuplo, por la gran complicacion de esas operaciones.
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CAPITULO 5. PROPIEDADES ELEMENTALES DE LOS NUMEROS ENTHROS.

Leccion &.°

PROPIEDADES NUMERATIVAS ¥ SUMATORIAS.

Clasificacion natural de las. propiedades de los en-
teros (86). Propiedades numerativas: Composicion y Jor-
ma general de un enfero relativamente d wna hase nume-
rativa y 4 los cifras respectivas (87). Doble modo ge-
neral de cambiar de sistema nuwmerativo grdfico i ¢i-
tero dado: aplicacion @ los cosos particulares en que @i~
cho entero se dé ¢ se pida en el sistema décuplo y uso
de ese cambio particular pava o resolucion mediante ¢l
del caso general (88).- Ventujas de cadr sistema (89).
Propiedades sumatorias: Complemento de wi numero, regla
wsual para hallorlo (90). Transformaciones que, wedicit-
te los complementos, pueden esperimentar lo adicion Y la
sustraccion. de dos enleros eunlesquiera 6 del mismo wi-
mero de cifras (91). Ndineros negativos, su origen, re-
presentacion y Significacion en abstraclo;, su interpre-
tacion y wso en conereto, cuando procede (92). Indicacion-
y efectuacion de sumas y resiis combinadns; escolio sobre
el drden de las operaciones parciales (93). Valores de ln
suma y de lo vesta de lo suma y diferencia de dos nii-
meros (94). : :

86. Las propiedades de los nimeros no pueden evi-
dentemente referirse, sino 4 sus combinaciones y relacio-
nes mutuas, y por tanto, es natural elasificarlas relativa-
mente & los algoritmos 4 que se refieren eselusiva, 0
principalmente puesto que’ algunas se refieren 4 lavez
a mas de un algoritmo. Consiguientemente, conside-
ramos este Capitulo dividido en 4 Articulos, que traten
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respectivamente de las propiedades relativas 2 la Nume-
racion, 4 la Sumacion 4 la Produceion ¥ 4 la Graduacion.

ART." 1." PROPIEDADES NUMERATIVAS DE LOS ENTEROS.

87, Segun las teorias generales de los sistemas ver-
bal y escrito de numeracion de enteros ¥ las notaciones
ya sabidas de los algoritmos elementales, si lrmamos
B d ln base de un sistema wumerativo y a,b,e.d,e, efe,
@ lus cifras respectivas de 1,° 2.98.° 4.0°5.0 trden, ete,
de un entero, lu espresion algoritmica del valor de di-
cho entero serd.... :

a+B.0+B2A B4 B ... (1)

En efecto, el principio convencional de’ la numera-
cion eserita (21) y el que relaciona los valores de las
unidades numerativas dé diversos 6rdenes (17), nos di-
cen que el valor relutivo de cada cifre de un guaris-
mo, es igual & su valor absoluto, multiplicado porla u-
nidad numerativa, cuyo drden sea igual al del lugar que
ocupa dicha ¢ifra en” el guarismo; y como la unidad nu-
merativa de 2.° Grden es la dose del sistema, la de 3.er
drden es el cuadradode la base 6 ol producto de la dase
por si misma, puesto que consta de tantas unidades de
2.° Orden como unidades de 1.° tenga la Jase, la uni-
dad de 4.° érden es Ia 3.' potencia de 14 base, puesto
que consta de tantas unidatﬁas de 3.* como valga la ha-
se ete, resulta que el namero enterg cuyas cifras sean
las susodichas y que por tanto, escrito segun los con-
venios del sistema usual seria edepn tendra efectivamente
¢ unidades de ] .er orden, 3X 2 unidades de 2.° Orden,
¢X 5% unidades de 3.er orden, dXB* unidades de 4. or.
den, exX B unidades de 5.° 6rden v asi sucesivamente, 6
lo que eslo mismo, tendrs Por numeros elementales res-
pectivos de 1,°2,°3°4° 9,° drden, ete, los espresados
por a, B.b, B¢, B3 4, Bte, et ¥ como evidentemente todo
entero compuesto es 1 suma de sus nimeros elementa-
les de diversos érdenes, de ahi que la férmula ( 1) sea la
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del numero entero en cuestion (7).

Lscolio. Si suponemos que las cifras del sistema u-
sual ¢ decuplo, conservan sus valores absolutos. es evi-
dente que una potencia cualquiera dela dase, en cual-
quier sistema, se espresara por 1 seguido de tantos ce-
ros como unidades tenga el grado de la potencia ¢ co-
mo unidades mas una tenga ‘el orden de la unidad equi-
valente 4 dicha potencia. Por ejemplo, en el -sistema

duodecimal. . 10--doce, 100--ciento cus renla y cuatro, 1000--mil setecientos veintioch
en el binario . 10-dos, i00--cuatro.. . . . . . 1600--ocho, L
en el quinario. 10--ciento 100--veinticinco, . . . . 1000--ciento veinticinco,

88. Problema. Dado wn guarismo en wn sistemn niu-
merativo delerminado pasarle ¢ olro sistema; es decir
hallar el guarismo que expresa el mismo entero en ese
otro sistema.

La formula (1) del n." anterior nos indica un modo
general de resolver el problema, siempre gue se conozca
la expresion de la base primitiva B y de las cifros a,
b, ¢, d,... en el nuevo sistema, pues haciendo en él las
elevaciones, mulliplicaciones y adiciones que indica dicha
Jormulz, tendremos el guarismo buscado. Otra resolucion
de el mismo problema se deduce naturalmente de la teoria
‘general de los sistemas numerativos regulares, pues, se-
gun ella, las cifras de 1.° 2.° 8.° 4.° érden, ete no son
simo los residuos respectivos y el ultimo cociente, de di-
vidir, en el sistema antiguo, el guarismo dado y los co-
cientes sucesivos por lo base nueva, lo cual exije conocer
ésta expresada en el sistema antiguo.

Lscolio. Generalmente se prefiere hacer las operacio-
nes para el cambio de sistema en el de base mayor, por-
que la base del menor, expresada en aquél, tendra una
sola cifra; 6 bien hacerlas en el sistema décuplo al que
se esti ya acostumbrado, para lo cual se tomara el paso
a ese sistema como intermedio y auxiliar, si es que el

S REE LT S %
( ) Se llama formula, en Malematicas, i la expresion general ¢ con lefras
(11) de un algorit 0 ¢ de una relacion cuantitativa.
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entero dado no se da ¢ se pide en él. Asf p.-ej." para
pasar del sistema duodecimal al quinario el guarismo

4874 1o pasaremos priméro al déeuplo, aplicando la formula
(1) del n.* anterior que en este caso nos dard d874—

duodecimal.

4471248 12240 12944 8441152 1728018520

décuplos,

Para pasar ahora al sistemna quinario dividiremos, en
el décuplo, por 5 el namero 18520 y los cocientes suce-
sivos de esa division y de las que vayan haciéndose; el
ultimo cociente sera la primera cifra de la izquierda y
los residuos de esas divisiones, tomados en érden inverso
al de su obtencion, serdn las cifras sucesivas del guaris-
mo huscado. Tendremos pues 18520=>5X3704-0, 3704—
X T40+4, 740=5 1480, 148=5X29+3, 29—=5X6-}4.
9=bX1+0 luego el guarismo quinaric equivalente al
‘decimal 18520, y por consiguiente al duodecimal 7 874,
es 1043040 como se puede comprobar volviendo al sistema
décuplo por la aplicacion de la formula (1) que d4 1043040—=

: o

5 umario.

454 3504 4554 15590 1375125004 15625—18520

; > décuplfus'. ¥

89. Necesitindose en cada sistema tantas cifras, como
unidades tiene la base, y siendo las operaciones con
guarismos de una cifra el caso fundamental, las ventajas
de cada sistema dependeran’ del nimero de sus cifras
sea del de unidades de la base. Si ese namero es gran-
de, con pocas cifras se podran expresar enteros tambien
grandes, pero .en cambio, habra que saber de memoria
mas resultados de operaciones con guarismos de una ci-
fra, para realizar las de los casos generales. Si por el
contrario la base es pequefia, se necesitaran muchas ci-
fras para expresar enteros algo grandes, pero la précti-
ca de las operaciones serd mas sencilla, por necesitarse
saber menos resultados de memofia.
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ARTS 2." PROPIEDADES SUMATORIAS DE LOS ENTEROS.

90. Se llama complemento aritmético 08010 complemen-
#o de un nimero la diferencia entre é1'y la unidad numerati-
vainmediata superior. Asi el complemento de 8 es 2 porque
10—8—2, el complemento de 34 es 66 porque 100—34=66.
De la teoria de la sustraccion se deduce que para hallor
el complemento de un entero dado, baste restar su 1." ¢i-
Sra de lu derecha de 10 y todas los demas, una d una de 9.

91. Elcomplemento seusa en ciertos casos, para cambi-
aruna sustraceion en adicion, pues, p. €j.° 452—301=4521
(1000—-301)--1000—4452—}-699—1000:151 y como la sus-
traccion que exije el hallar el complemento se hace mental
v sencillamente por la regla antedicha, y la- sustraccion
de la unidad numerativa sé hace al sumar el complemen-
to con el mumero, resulta mas breve, en muchos casos,
ese procedimiento para hallar la diferencia de dos enteros
que su sustraccion directa. Pero sobre todo cuando es
ventajoso el uso de los complementos es cuando hay que
hacer varias adiciones y sustracciones sucesivas para ob-
tener un solo resultado final pues entonces, eambiando
por los complementos las sustracciones en adiciones queda
Teducido 4 eéstas el hallar dicho resultado, salyo el quitar
de la suma al mismo tiempo de hallarla tantas unidades
numerativas como complementos se hayan sumado, segun
expresa la siguiente regla general.

Para hallar el resultado de varias adictones y Sus-
traceiones combinadas, se suman los sumandos 6 minuen-
dos con los complementos de los sustraendos, y de la
suma se quitan tantas unidades numerativas, como Sus-
traendos haya, cada una del orden inmedinto superior
al de ln 1.7 cifra de laizquierda del sustraendo respectivo.

Como caso particular.....para restar dos -enferos se

14
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suma el minvendo won el complemento del sustraendo i
- se quita de la suma une unidad del Grden superior af -
de ln cifra de ln izquierds del sustraendo.

81 los datos de nuna adicion 6 de una sustraccion son
dos enteros del mismo nimero de cifras se pueden hallar
los resultados mediante los siguientes

- Teoremas. 1. La sumz de dos enteros del mismo
wikmero de cifras es igual al esceso del nitmero que
Torma el menor con la unidad ¢ su izquierds sobre el
complemento del mayor. 2.° La diferencia de dos enteros
del mismo nimero de cifiras es igual al esceso del com-
Plemento del mayor sobre el del menor.

1. Sean p. ej.* los enteros 3408 y 2157; serd evi-
dentemente 3408-1-2157=10000--21 57—(10000—3408 )=
12157—(10000—3408). Lo mismo pudiera demostrarse para
otros dos cualesquiera. .

2.° 5824—3114=(10000—3114)—(10000—5824).

92. Las demostraciones acabadas de dar y otras va:

.lias proposiciones anteriores nos indican que hay nece-
sidad en muchas ocasiones de hacer operaciones aritmé-
ticas con resultados atin no hallados, de otras operaciones
meramente indicadas; nada tiene eso de estraiio mien-
tras dichas operaciones indicadas sean posibles de efectuar,
mas si 1o lo son ;dejaremos por eso de seguir las reglas
adoptadas para los casos en que conocidamente 1o son? No
porque muchas veces las operaciones ulteriores destruyen,
por ser contrarias, la imposibilidad de las primeras, con-
sistiendo solo en el drden de las operaciones sucesivas el
hallar resultados absurdos aparéutemente.

Supongamos, p. €j.", que se trata de restar 8 de 5,
0 en general, un nimero mayor de otro menor, como de
5 s0lo se puede restar 5 se supondré restado, ¥ quedara.
por restar 3; ;que inconveniente hay, pues, en indicar
esa sustraccion por el momento imposible pero que quiza
se haga posible si el resultado 6 resta 5—8 se ha de com-
binar despues con otros numeros? Podremos asi establecer
con plena verdad que : :

—8=5~—5—3—(0—3——3
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y someter el resultado—3 4 operaciones ulteriores cOmo
un nimero que hn de ser restado donde quiera que
aparezca en wna cuestion NUMErice y que se llama wi-
mero negativo. En contraposicion se llama nsmero positivo
al que no precedido del signo y si del signo4-, O sin
signo alguno se supone que ha de ser anadido 6 sumado
realmente en toda combinacion numérica. En resumen

El origen de todo mimero negarivo es una sustraccion
cuyo minuendo es cero 6 menor que el sustraendo, Su
representacion Sz hard anfeponiendo el signo—id la dife-
rencia tal como puede hellarse es decir restundo el mi-
auendo del sustraendo y su Significacion, en abstracto,
es que se reste su valor absolulo en los combinaciones
nwméricas en que cparesca dicho nimero..

En cuanto 4 la interpretacion concreta de los nimeros
negativos, solo puede tener lugar con las cantidades que
pueden ser medidas ¢ contadas en dos opuestos sentidos,
como’ el tiempo—hacia el pasado ¢ el futuro—, las dis-
tamcias, los grados de temperature—hajo y sobre cero—,
el capitrl—que se tiene 0 debe—etc. :

En esos casos, la naturaleza de cada cuestion- indi-
card en que sentido se han de confar los valores abso-
lutos 6 positivos, y sabido eso, los megativos, se conta-
rvén en el sentido opuesto, no por puro eonvenio, como
suele decirse, sino por ley algoritmica ineludible que
aclarara el siguiente -

Problema. Faxpresar lu distoncia Y posicion de un
gpunto movil M, respecto d. olro fijo 0, sabiéndo: gque
primero se movid la. distancia positiva OA Yy despues
o distancic A M en sentido contrario al de s primer
moviniento.

Do 0 4 ¢

Es evidente que la distancia al punto O—origen del
movimiento—seréd siempre igual & la diferencia entre las
recorridas en los opuestos sentidos en que aquél puede
efectuarse asicomo serala sumade las que se recorral el
el mismo sentido, si en éste solo se efectud el movimiento.
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En el caso propuesto, la posicion y la distancia del
punto M respecto” al O estarda perfectamente expresada
por OA—A4A M y como A M > 0 4 la diferencia O A—
A M sera negativa y del valor absoluto 4 M—0 A—0M
que natural, meludiblemente se ha de contar desde el
origen O en sentido contrario al positivo 0 4 € y asi
podra expresarseen todo rigor logico por OA—AM—=-—0J.
Lo mismo se podrd comprobar la interpretacion concreta
de las cantidades negativas, reducidas o no numeros,
para el tiempo, U otra especie cualquiera de cantidad
susceptible de ser contada 6 medida en dos sentidos mu-
tuamente opuestos ¢ contrarios; y en cuanto 4 las que
no tengan esa cualidad, los valores negativos no tienen
mas interpretacion en ellas, que la imposibilidad de la
operacion que los origina y lo absurdo de la cuestion
propuesta, en concreto, cuya resolucion necesite de dicha :
operacion; como p..ej." si se pregunta Jeuiantas personas
quedardn en una casa en que hay 20 y salen 307 Res-
puesta: 20—30=—10, resultado absurdo, como la cuestion
propuesta, pues las personas no pueden contarse nega-
tivamente, ni pueden irse mas de las que hay en parte
alguna. 3

93. Es evidente por la teorfa del algoritmo sumatorio
y por las consideraciones del nimero anterior que

1.° La suma_de wvarias swmas indicadas es equiva-
lente d ln suma de todos los sumandos primitivos Por ej.”
(_5—}—7—}—10)+(9+13+6)—1—(4—|—7+3):5+7+10—i—9—]—13+
644-+743.

2." La diferencia entre dos sumns mdicadas se ha-
llard restando de lo suma-minuendo y de los restos su-
cesivos todos los sumandos de lp Suma—sustraendo, #no
¢ wuno; 6 bien, restando de cada sumando del minuendo
otro del sustraendo, siempre que sea posible, y sumando
todos los restos, y ademis los sumandos no disminuidos
si los hubiere Por ejemplo
(648414 )—(3-+-94-20)=5+4-8414—8— 9 90—(5--3
(8—9 4-(14—20). ‘) - ( .

Escolio. Aunque alguna de las sustracciones no sea
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posible, se halla el resto negativo carrespondiente y se
continuan las operaciones, teniendo en cuenta que los nu-
meros negativos cambian la adicion en sustraceion y
viceversa. '

3." La diferencic entre un enlero cualguiera y la
rests indicada de otros dos se hallard vestando de aguel
el minuendo y aiadiendo al residuo el sustracndo dela
pesta indicada.

Escolio. Puede siempre invertivse el drden de las
operaciones sucesivas de adicion y sustraceion combinadas
aun cuando haya restos negativos, una vez comprendida la
significacion de esosniameros en toda combinacion sumatoria

Ejemplo. 14—(20—12)=14—20412=—6-412=—12—6=6.
' 94. Teorema. ZLa swma de In suma y de lo resta
de dos nimeros es iguol al doble del mayor.

Pues si representamos por ¢ el mayor y por & el
menor serd (a+0)+(a—b)—a+b+o—b=n+o—=aX2=2a

Teorema. La diferencia entre la suma y lo resta de
dos nilmeros es igual al doble del menor. : /

Pues con la misma notacion del Teorema anterior, sera

(a+-b)—(a—b)= a+b—a--l=—=b+b=—= b X 2=26,

ART. %.° PROPIEDADES DK LO3 ENTEROS RELATIVAS A LA PRODUCCION,

Leccion 9.

" DIVISIBILIDAD Y. SU CARENCIA EN ENIEROS AISLAROS.

Divisibilidad en general y en los nuwmeros; objeto de
su teria oritmética (95). Nimeros compuestos y primos
necesaria descomposicion fuctorial de aguellos en éslos
9 condicion general subsiguiente de divisibilidad de un
entero por otro, corolario—Dicha descomposicion [faclo-
»ial es unica para coda entero (96). Condiciones. gene-
rales y paticulaves de divisibilidad por un enterc dado,
de swmas, diferencias, productos y potencias (97). Ca-
racteres usuales de divisibilidad de vn entero cunlgwiera
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L.* por la base numerativa por sus factores y por lns
polencias de wuno y otros (98); 2.0 por lo base mas ¢
menos uno y por los factores de ambos wimeros (99);
3. por un'entero curlyviera (100), Aplicacion de esos
caracteres al sistema décuplo (101). Criterio distintivo de
los nimeros primos y compuestos (102). Infinidad de los
nimeros primos y formacion de una tablo de todos los
menores que wun limite dado, por el método de Eratds-
tenes (103). Modos general y wusual de hollar ftodos los
Jactores simples y compuestos de un entero, ndmero de.
ellos y corolario sequn ese n.” sea par 6 impar (104). Iyual-
dud de los nikmeros de factores mayores Y menores que
la raiz cuedrada de un entero cvadrado "y de los pro-
duclos de cada dos factores equidistantes, en lugar, de
los estremos, colocados todos por drden de magnitud (105).

95. Divisibilidad en general es la propiedad de ser
divisifle 6 de poder ser dividido, partido, hecho partes
cualesquiera un ser, mas por divisibilidad en los niimeros ¢
de los nikmeros es s6lo la propiedad de ser divisibles ezac-
laments unos por otros (53). El numero dividendo, de las
divisiones exactas, es al que se dice djvisible por O mul-
tiplo de (50) el otro llamado, & su vez, divisor, faclor,
submiltiplo 6 parte allcwolz de aquél. e

Asi....24 es divisible por 6 miltiplo de 2, de 3, de
4,de 6, ete, y el 2, el 3, el 4, el 6, otc, son Juctores, di-
visores, submiltiplos 6 partes olicuotrs de'el 24. ,

Pues bien, la Teoriz aritmétien de lo divisibilidad.
tiene por objeto principal deducir las condiciones nece-
sarias y suficientes de divisibilidad y relativas ya al di-
videndo ya al divisor; estudiando despues los nimeros no
divisibles, y la divisibilidad en comun de varios dividen-
dos y por varios divisores.

96. Es evidente que todo entero es divisible por si
mismo y por 1, pudiendo, 6 no, serlo por otro u otros
enteros; en el primer caso serd ndmero compuesto; y en
el segundo, naumero primo 6 factor Simple. '

Teorema. Zodo natmero compuesto es un producto de
dos 0 mds wimeros primos, iguales ¢ desiguales.
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Con efecto, llamandose ntmero eompuesto, @t entero.

.divisible por otro, y siendo en toda division exacta, el -
dividendo igual al producto del divisor por el:cociente,
resulta que todo entero compuesto es el produefosde dos
factores (iguales o desiguales, porque si el diviSer-esla
raiz cuadrada exacta del dividendo el cociente esjgmal
al divisor) si_alguno de esos factores no es primp;se~’
-r4, por igual razon, el producto de otros dos enterogly ~— .
y asi sucesivamente se irdn descomponiendo los factosssme
res compuestos en ofros mas pequenos, y ¢omo poruna
parte el numero total de factores ha de serfinito, y por
otra mientras haya un factor compuesto se podrd des-
componer en el producto de dos factores, siguese que
han de terminar esas sucesivas descomposiciones en un
producto cuyos factores sean todos simples ¢ primos. Si,
p. ej.", cousideramos el numero 360, desde luego por la
teoria de la numeracion podemos igualarle al producto
36X 10; 4 su vez 36==2;18=2-29—2-2'3-3 y 10=25 lue-
g0 360=22:3'3X2:5=22'2'33'5 producto cuyos facto-
res son todos primos.

De ese teorema, y de la teoria de la division se de-'
duce el siguiente que encierra la condicion mas general
de divisibilidad de un entero por otro.

Teorema. Para que un entero sea divisible por ofro
es mecesario 3y suficiente que descompuestos ambos, en
Jactores simples, el dividendo tenga todos los del divisor
—iguales y desiqurles—. Es necesario, porque habiendo
de ser el dividendo igual al producto del divisor por el co-
ciente, claro es que ha de contener todos los factores
simples de esos dos numeros. P. ej.° siendo 20=—2-2'5,
un multiplo cualquiera de 20, 20X % serd 20 X#n=—=22-5Xn. .

Es suficiente, porque enténces se podra descompo-
ner el dividendo en dos factores uno e{) producto de to-
dos los factores del divisor, es decir, el divisor, y otro
el producto de los demas factores que tenga el dividendo
y no el divisor, y es claro que este producto serd el cociente
exacto del dividendo por el divisor. P. ej.° siendo, como he-
mos visto ha poco, 360= 2:2:2:3-3'5, 360 serd divisible por
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cualquiera de los numeros que resulten de multiplicar esos
seis .factores, dos a dos, tres & tres, cuatro a cuatro,
O cineo 4 cinco; siendo el cociente de cada una de esas
divisiones el producto de los factores—de esos  G—que
no entren 4 componer el divisor. :

Ast T Lonas JBT o 960
2 225 2:2:2°5
Corolario. Ln descomposicion en fuclores simples es
wnica para cada entero.

Porque si un mismo entero admitiese dos descompo-
siciones diferentes en factores simples, 6 lo que es lo
mismo, si pudiesen ser iguales dos productos de factores
primos distintos—todos ¢ sdlo algunos—deberia ser divi-
sible cada uno de esos/productos por todos los factores
- del otro, contra lo que acabamos de demostrar.
Pues, p. ¢j.° si representando por a, 2, ¢, d, m, todos

—aa . GtG.

los factores primos distintos que resultasen de dos des-

composiciones diferentes de un niumero entero V se ve-
rificase la igualdad : .
N=nabecccd=aaabeddm

Nosuigual v a b ¢ ¢ ¢ dseria divisible porm y por d d,
Yy aaabeddm seria divisible por cce todo lo enal con-
tradice el teorema inmediato anterior.

97. Siendo todo numero entero la suma de los valo-
res relativos de las cifras que le exprésan en cada siste-
ma numerativo, y el valor relativo de cada cifra igual
4 su valor absoluto multiplicado por la potencia corres-
pondiente de la base de numeracion, se sigue que, para
deducir las condiciones 6 caracteres de divisibilidad por
un_divisor dado serd preciso estudiar priméro dichas con-
diciones en sumas, productos v potencias. Estas condicio-
nes se expresan en las siguientes propesiciones funda-
menlales de 1o divisibilidad. '

1.* Teorema. Le condicion general necesaria y siufi-
cienle para que wna Suma Seq divisible por un entero
dado, es que lo sea lo suma de los residuos de dividir
separadamente todos los sumandos por dicho entero.

I
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Pues, segun se demostro (54), el residuo de la di-
vision de una suma por un entero es el mismo que el
de la division de la suma de los residuos de los suman-

~dos divididos sucesivamente por dicho entero, luego si

la suma de esos residuos es divisible, tambien lo  sera
la suma propuesta, y si la suma de esos residuos no es
divisible, tampocolo sera la sumadada, puesto que su
division deja residuo.

Corolarios. 1.° 5% fodos los sumandos son divisibles
por un divisor, dado, la suma Tambien lo Serd; O bien
st varios enteros son divisibles por ofro, su suwma lo se-
r¢ y dara de cociente la suma de los eocientes ete. (54).

2." 80 ludos los sumandos menos uno son divisibles,
ln suma no lo serd, pues dejarda de residuo el de la di-
vision del sumando no divisible.

3." 8 un entero es divisible por otro, lo serd tom-
bien por todos los factores de éste; O bien si un numero
es factor de ofro lo serd de todo miltiplo de éste. y por
f{anto de toda potencia de él. Porque un maultiplo es una
suma de sumandos iguales y segun el corolario 1.° todo
factor de ese sumando repetidolo sera de la suma, y una
potencia es un multiplo de factores iguales.

2."—Teorema. La condicion general para que una dife-
rencie Sea divisible por un enlero es quve los residuos de
las divisiones de minuendo y sustraendo por dicho entero
sean iguales. Vet

Pues siendo el residuo de la division de una diferencia,
Ja resta de los I'esidgos de minuendo y sustraendo, sélo
siendo los dos residuos iguales y por lo tanto su resta cero,
sera divisible dicha diferencia, ya que por ser cada re-
siduo menor que el divisor (como en toda division) con mas
razon serd menor su resta ¢ diferencia. ;

Corolarios, 1.° 8% minuendo y sustraendo son divi-
sibles por un entero la diferencia lo serd; 6 bien sidos
wikmeros son divisibles por otro, su. diferencia tambien
lo serd.

Pues siendo cero cada residuo de las dos divisiones
parciales, tambien lo sera lade la total—cero menos cero—.

15
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9.° 8P uno de dos nimeros es divisible, y el otro 7o,
por un entero dedo, no serd divisible por éste lu dife-
rencin de cquellos. j

3." 87 dos numeros son divisibles por ofro, lembien @

lo serd el residuo de su division, si ésta fuese inexaclq.

Pues siendo el residuo la diferencia entre el dividendo
y el producto del divisor por el cociente entero, cuyo
producto serd  divisible por todo factor del divisor, en
virtud del corol.® 3. del teorema anterior, tambien lo
serd dicho residuo por el corolario 1.° inmediato anterior.

Esta proposicion suele tambien enunciarse asi: fodo
Juctor comun o dividendo y divisor de una division ine-
zacts es juctor del restduo; y tiene por reciproca, tambien
verdadera, la siguiente: fodo fuctor comun, ¢l divisor y re-
stduo (de una division inexacta) es Jfuctor del dividendo.
Porque éste es la suma del residuo y 'del producto del
divisor por el cociente, cuyo producto tendrd todos /los
factores del divisor y por tanto dicha suma todos los
de sus dos sumandos. : :

3." Escolio. Siempre que un entero sea igual ¢ la su-
ma 0 d lu diferencie de ofros dos, siendo uno de éslos
divisible por un divisor dado, segun que el olro seqn 6 no
divisible, el enlero propuesto lo serd 6 no lo serd, res-
pectivamente. '

Esta proposicion es counsecuencia de todaslas de este:

numero y principal fundamento inmediato de la mayoria
de los siguientes

~ CARAGTERES DE DIVISIBILIDAD POR ALGUNOS DIVISORES.

98. Teorema 1." Para que uin enlero sea divisible por

una. polencia cualguiera de lv base del sistema nume-
rativo en que estd escrifo, es necesario y suficiente que
lermine en tunfos ceros como los que lengn el divisor,
0 sea, como unidades tenga el grado de dicha potencia
(87 y 63—1."). | .

Teorema 2.° Para que un entero sea divisible por
una potencia cualquieras 4z cada factor de lo base nu-
meration, es necesario Y baste o que termine en fantos

\
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ceros: O que el nimero que expresan tapfas eifras de
ln derechn, como unidaedes lenga el grado de la polencia,
sea divisible por ella. - ,
Pues sitermina en « ceros, p. €).°, sera divisible por
10" ("), (T." anterior), y por tanto, por los factores de
10" que serdan las potencias sucesivas, hasta la de grado
# inclusive, de los factores de 10 (72—1:"y 97—Cor.” 3.).
Si no termina en % ceros, serd igual al namero ter-
minado en ellos, que componen las cifras 4 la izquierda
de las o primeras, consideradas aquellas con sus valores
relativos, mas el nameéro que expresan dichas a cifras
de la derecha; el primero de esos dos sumandos es di-
visible por las potencias, hasta la de grado #, de los fac-
tores de 10, segun acabamos de probar, luego segun que
el 2.° sumando sea ¢ no divisible por esas potencias, el
numero propucsto lo serd, ¢ no lo serd, respectivamente
(97—FEscolio). ; :
Corolario. Para que un entero sea divisible por coda
[actor de ln base numerativa, es necesarioy basts que lo 1.
cifra de lo derechn sea cero 0 divisible por dicho [factor.

99. Téorema 1.° Para que un enlero seq divisible por
Ia base menos uno, del sistema en que eslé escrilo, es ne-
cesario Y basla que lo sew lg sumn de sus cifres.

Para demostrar mas facilmente este teorema, con-
viene probar dntes los dos siguientes 7 :

Lemas. 1.° Tods unidad nvmerative (1 seguido de
ceros) es igual d un mitltiplo de ln base menos uno, ms uno.

2.° Todo nimero elementol (una cifra seguida de ce-
v08) es igual 4 wun miltiplo de la base menos uno, mas
la cifra significative de agquél. :

1. Porque toda unidad numerativa vale #no mas qbue-
el namero compuesto solo de la cifra que expresa la ba-
se menos uno, repetida esa cifra tantas veces como ce-
ros tuviese dicha unidad—p. ej." en el sistema usual,...

_ 10000—=9999-+1—. Ahora, es evidente, por las mismas
. reglas para dividir enteros, que todo namero que cons-
te de una sola cifra repetida es divisible por dicha ei-

= Sy
( ) No se olvide que 10 expresa I base, en cualquier sistema numerativo.
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fra, luego queda demostrado el lema 1.° '
2." Bea un numero elemental cualquiera,—p. 6j.":
50000, serd (%) 50000=10000"5=(B—1-+1)5—=F—1+5
(o w04 - :
quto supuesto, sea un namero entero cualquiera, re-
presentado en general (87) por N—a+ B i+ B2 c+B3.d+
Bte. Segun el lema acabado de demostrar, te_ndremo‘s las

siguientes relaciones: B-i—B—1-+44 , B?c:J?—T-i—c., Bs:ci
=B—144d, Bre=B—1de, luego Ne=o+B—1+5+B—1
+et B—1+dt B—1+e=B—1+(a-+b+c-+d+e).

Constando pues todo entero de dos partes, una mul-
fipla de & divisidle por la base menos uno de su sistema
numérativo escrito, y la otra la suma de sus cifras, segun
que esta suma sea ¢ no divisible por la base menos uno, di-
cho entero lo serd, ¢ no losers, respectivamente (97—Esc.?)

Corolatio. Para gque un entero sea divisible por cada
Jactor de ln base menos uno, es necesario Y basta que
la_suma de sus cifras sea divisible poir dicho factor. (97—
LieOor 3.0, :

Teorema 2. Para que un entero, sea divisible por
la base mos wuno, del Sistema _nwmerativo en que-esté
eserilo, es necesario y suficiente que lo sea la diferencin
entre la suma_de las cifras dedrden par ylo suma de los
cifras de drden impar, 6 que sea cero dicha diferencia.

Para demostrar este teorema antepondrémos los si-
guientes : ;

Lemas. 1.° Toda wnided numerative de drden impar
(1 seguido de un nimero par de ceros, 6 1 solo) es igual.d
un mitltiplo de o base wmas uno, - mas wno; y toda umi-
dad numerativa de brden. par (1 seguido de un numero
mmpar de ceros) es dgual ¢ un multiplo de la base mas
URO, MENOS Uno. :

2. Todo niimero elemental de drden impar (una ci-

( ) Adoplamos Ia notacion de Leibnitz de expresar un milliplo cualquiera de
un namero, con un punto encima de diche ntimero. Aquies cla:o que B representa
la base numerativa. Recuérdese ademas el corolario 3.© (97 Teorema 1.°)
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fra sola 6 seguida de un nimero par de cercs) es igual
& un multiplo de lu base mas wno, mas el valor obsolu-
o de su cifia significativa; y lodo nimero elemental de
grden par (una cifra seguida de un nimero impar de ce-
108 ) es igual d wn multiplo de la base mas uno menos
el valor absoluto de su cifra significativa. :
1." Toda unidad de drden impar es una potencia de
grado par de la base numerativa (87) y por tanto ¢ es
la 2.° potencia ¢ una potenciade la 2.7 (72—3.%). Ahora
bien B*—1—(B+1)(B—1), como se comprueba hacien
do esa multiplicacion indicada (40—1.%, 41 y 43 Esc.’), luego.

Bi=(B41) (B—1)-+1=B-}141. Es decir que la 2."
potencia’ de la base, ¢ sea la unidad numerativa de 3.°r
orden es igual 4 uwn multiplo de la base mas uno, mas
uno; luego cualquiera otra unidad numerativa de orden
impar (que sera una potencia de la 2." de la base, segun
va hemos dicho) sera tambien igunal 4 un multiplode la

ase mas uno, mas uno (97—Cor.” 3.%). :

Ahora, toda unidad de drden par es una potencia de
orden impar de la base, y por tanto, es igual al producto
de la potencia inmediata anterior, de ¢rden par, multi-
plicada por la. misma base. P. ej." £=8°. B. Y como

B'=FF1+1 serd B=(B+141) B=Bb+1+B+1—1=

B+1—1 (L q. 5. q. d4). ‘

2.° Sea un namero elemental cualquiera, de Orden
impar, p. ¢j." B*=¢. Como B' es, segun el lema ante-
rior, multiplo de B+1, mas 1, serd :

Bt e=(B+1-+1). e=B+1-+4e(40-1." y 97—1." Cor.” 3.").
~ Sea por (ltimo un mimero elemental de orden par,
p- €j°, (siendo % su cifra significativa)
B ]z:éB-}-l-l). k=B+1—k (L. g. s. ¢q. d).

En virtud de estos dos lemas, es evidente que, sien-
do un entero cualquiera igual & la suma de los nume-
ros elementales que representan los valores relativos de sus
cifras, serd igual tambien & un multiplo de lo base ine-
nos wno, mas la suma de las cifras de orden impar y
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menos o _suma de las cifras de drden par, importando
0co que esta dltima suma sea mayor que la de las ci-
ras de Orden impar, en virtud de los Escolios del n.® 93.
Es deécir que llamando 7 4 la suma de las cifras de érden
impar, 2.4 la suma delas cifras de drden par, todo na-

mero entero N=F-+1--(/—P) ¢ N=B+1—(P—T), y

or tanto, cuando la diferencia 7—P ¢ P—7 sea cero 6
givisible por B+1 el nimero N lo sera, y en caso con-
trario 10 lo serd el nimero ( 97—FEscolio).

Corolario. Para que un entero sea divisible por cada
Jactor de Il buse mas uno, es necesario Y basta que seq

cero. o hien, divisible por dicho faclor, In diferenciz en-
Ire la suma de los eifras de érden par yla de los cifras
de drden impar (97—1.% Cor.® 3. )
/ 100. Para hallar el caracter de divisibilidad de un.
entero cualquiera por un divisor dado, no hay mas que
hallar los residuos sucesivos de dividir, por dicho divisor,
las unidades numerativas de diversos ordenes; como conse-
cuencia, se conocerdn en seguida, los residuos de la di-
vision por el mismo factor, de los nimeros elementales
de diversos dérdenes del dividendo y asi se podrd des-
componer cada entero en un multiplo del divisor consi-
derado mas 6 menos la suma de dichos residuos (se-
gun sean por defecto 6 por esceso) y segun que este
ultimo sumando 6 sustraendo sea 6 no divisible, el na-
mero dado lo serd, 6 no lp sera, respectivamente. Enla
mayoria de los casos, fuera de los que ya hemos consi-
derado especialmente, sers preferible gacer la division para
averiguar si es 0 no divisible, :

101. Aplicando la teoria general, espuesta en los 3
parrafos anteriores, al sistema usual 6 décuplo de nu-
-meracion, resultaran los siguientes caracteres de divisibi-
lidad en dicho sistema por los divisores considerados.

1.2 Para que un entero sea divisible por diez, cien-
0, mil. ele. es necesario Y basta que flermine (por Ila
degwﬁaj en uno, dos, tres ceros, efe, respectivamente (98

2.° Para que un entero seq divisible por 2, 4, 8ete.
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6 por 5, 25, 125, elc. es mecesario Y basta 6 que termine
en uno, dos, tres ceros, elc. 0 que el numero que espre-
san la 1., dos primeras, tres primeras cifras, ete. delu
derecha, seq divisible por el divisor respectivo (98—2.°).

3. Para que un entero sew divisible por 9, ¢ por
3, es necesario 3y basta que lo sen lo' suma de sus c¢i-
Sras (99-T." 1." y sa corolario). :

4.° Para que un 'entero sca divisible por 11 es ne-
cesario y suficiente que sen cero 6 divisible por 11 la
diferencia entre la sume de sus cifras de ovden par y la Su-
ma de sus cifras de. Ovden impar (99—T." 2.°)

102. Con esos caracteres, v la condicion’general (96) de
divisibilidad de un entero por otro no prime, se puede, sin
hacer las divisiones, examinar si un entero es ¢ no di-

- visible por otros muchos y aplicar ese examen, a mas de
las reglas de dividir, & la resolucion del siguiente

Problema. Averiguar si wn entero dado es primo 6 no.
_Segun el Teorema primero dél n.” 96. un entero sera

primo si no es divisible por ningun otro primo; asi pues,
para resolver, en cada caso, el problema de que tratamos,
examinarémos si’ el ndmero dado es ¢ no divisible por
los primos menores que él, y si no lo es (divisible) sera
primo. Mas no es preciso prolongar dicho examen 4 todos
los primos menores que el numero, pues evidentemente,
como en toda division exacta el dividendo es divisible por
el cociente, resulta que si empezando la resolucion del
problema propuesto por los primos inferiores 2, 3, 9, 7,
ete. se llega, sin hallar cociente exacto d uno menor' que
el divisor el mlmero serd primo, pues que los cocientes
sucesivos serdn cada vez menores y por tanto, ¢ serdn
. primos y va se habran ensayado, 0 serdn compuestos y
tendran  factores primos mas pequefios aun y por lo tanto
tambien ensayados. i :

Como evidentemente para que el cociente de un en-
tero por otro sea menor que el divisor es necesario y hasta
-gue icho “divisor sea mayor que la raix cuadrada del divi-
dendo, podremos formular el siguiente criterio distintive
de todo numero primo. Un enfero serd primo si 10 es
divisible por ningun primo menor que Su raiz cuadrada.



120

103. Teorema. Hay infinitos nimeros primos.
~ Porque, sea P un numero primo tan grande como
se quiers suponer; es claro que si demostramos que hay
otro ain mayor, quedara probado el teorema. Pues bien,
el namero N=2.3. 5. 7.._. P+ ( formado agregando -
1 al producto de fodos los numeros primos hasta P in-
clusive) serd primo ¢ compuesto; si es primo, el Teore-
ma estd demostrado; si V no es primo serd divisible por
algun primo, y como no puede serlo por ninguno de.los
menores que 2, ni por P mismo, puesto que de los dos
sumandos de que consta AN uno es divisible y el otro no
por dichos primos, & serd divisible por algun primo mayor
que 2, luego hay siempre un nimero primo mayor que
P y por tanto son infinitos los nimeros primos.
Para formar una tabla de ndmeros primos, hasta un
limite dado, el metodo practico mas breve ¥ seneillo es

el siguiente llamado de Erathosténes.

Se escriben, por su drden ascendente correlativo, to-
dos los numeros impares, hasta el limite prefijado, y ade-
mas el 2. Enseguida se borran ¢ tachan, 4 partir desde
cada primo 3, 5, 7, ete, los nameros ya escritos que ocu-
pen los lugares respectivos 3.° 5.° 7.° ete; contando como
primer lugar el del nimero siguiente 4 cada primo, 0 me-
jor, a su cuadrado, pues que el primer miltiplo de cada
primo, que habrd necesidad de tachar serd su cuadrado,
ya que los maltiplos inferiores al enadrado, se habran ya
tachado, como multiplos de primos menores; y volviendo,
por supuesto, 4 contar: primero; segundo.  ete. despues de
cada nuevo ntmero tachado. Los nameros que resten sin
fachar, cuando ¢l cwadrado del primo, cuyos miulfiplos se
intente empezar 4 tachar, ses yu mayor que el limite de
la: tabla, son todos primos, en virtud de la regla crite-
rio (102) y de que evidentemente los numeros tachados
son los multiplos sucesivos inferiores 4 dicho limite, de los
primos cuyos cuadrados son tambien inferiores 4 6l

Hay tablas de nimeros primos hasta el limite 3036000;

L

la siguiente contiene todos los primos menores que 2000. ;
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TABLA DE LOS NUMEROS PRIMOS MENORES QUE 2000.

1

11163 | 383 | 619 | 881 | 1151 | 1439 1699
2 | 167 | 389 ; 631 | 883 | 1153 | 1447 1709
2. 173 | 897 | 641 | 887 | 1163 ] 1451 | 1721
51 179 [ 401 | 643 1 907 | 1171 | 1453 | 1728
7 | 181 | 409 | 647 911 | 1181 | 1459 | 1733
11 191 | 419 | 653 | 919 | 1187 | 1471} 1741
13 | 193 | 421 | 659 | 929 | 1193 | 1481 | 1747
17 | 197 | 431 | 661 | 937 | 1201 1483 | 1753
19 -1 199 1433 | 673 | 941 | 12134 1487 | 1759
23 [ 211 | 439 | 677 | 947 | 1217 | 1489 1777
29 | 293 | 443 | 683 | 953 | 1223 | 1493 | 1783
31 227 | 449 | 691 { 967 | 1229 | 1499 1787
S0 AT g0l 0y LB TR R
41| 233 |- 461 | 709 4 977 111237 | 15231 1801
43 | 939 | 463 | 719 | 983 1249 | 1531 1811
47 | 241 | 467 | 721 1 991 | 1259 | 1543 | 1823
53 | 251 | 479 1. 733 | 997 | 1297 | 1549 | 183]
59 {257 ;| 487 | 739 | 1009 | 1279 | 1553 1847
61 963 | 491 | 743 | 1013 | 1283 | 1559 | 1861
67 | 269 | 499 | 751 | 1019 | 1289 | 1567 | 1867
TLL 21 508 T | 1621, 1291 L 157 - 1871
73 | 277 | 509 | 761 | 1031 | 1297 | 4579 | 1873
79 | 981 | 521 | 769 | 1033 | 1301 1583} 1877
83 | 283 | 523 | 773 | 1039 | 1303| 1597 | 1879
89 | 293 | 541 | 787 | 1049 | 1307 | 1601 | 1889
97 | 307 | 547 | 797 | 1051 | 13191 1607 | 1901
101 | 311 | 557 | 809 | 1061 | 1321 1609 | 1907
103 | 313 | 563 | 811 | 1063 | 1327 | 1613 | 1913
107 | 317 | 569 { 821 | 1069 | 1361 1619 { 1931
109 | 331 | 571 | 823 | 1087 | 1367 1621 | 1933
113 | 337 | 577 | 827 | 1091 | 1373 | 1627 | 1949
127 | 347 | 587 | 829 | 1093 | 1381 1637 | 1951
131 | 349 | 593 | 839 | 1097 | 1399 | 1657 | 1973
137 | 353 | 599 | 853 | 1103 | 1409 | 1663 | 1979
139 | 359 | 601 | 857 | 1109 | 1423 | 1667 | 1987
149 | 367 | 607 | 859 | 1117 | 1427 | 1669 | 1993
151 | 373 [ 613 | 863 | 1123 | 14291 1693 | .1997
157 L 879 | 617 | 877 | 1129 1| 14331 1697 | 1999

16
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104. Sabiendo ya los principales caracteres de divi-
sibilidad, y el criterio distintivo de los ntimeros primos y .
compuestos, y teniendo una tabla de nimercs primos, po-
dremos resolver més facilmente el siguiente

Prcblema. Hallar todes los divisores de un entero
dado. 5

De los teoremas (96) se deduce inmediatamente: que pa-
ra haller todos los divisores de un niimero, s deberd, pri-
méro, hallar todes sus jfuctores primos, iguales y desi-
guales, y los productos binarios, lernarics, elc. es de-
cir dos d dos, tres d tres, ele, de dickos factores pri-
mos, serdn lodos los factores & divisores del nimero pro-
puesto. P. e]." los divisores compuestos del numero 360=
1'R:2:2:3:3°5, cuyos factores primos hallamos (96), son los
siguientes:

2:2:)4, 2:3=6, 2:6=10, 3:3=9, 3:5=15, (Productos bina-
Tios. -
SR2—R - 22312 22500, 233—18, 2:35=30
3:3'5=—45,(Productos ternarios.)

22233—24 222540, 228336, 222:35=60, 2:33

5=90, (Productos cuaternarios.) :
2:2:2:33=72, 222:2:83'5—=120,2:2:3-3:5=180, (Prd.s Qui.5)
2:2:2:3'3-5=360.

: Esta es la solucion general del problema, que se fa-
cilita por el siguiente método usual ¢ practico. Sea p. ej.’
el n." 3960; se empieza escribiéndole & la izquierda de
una raya, como se ve al margen, y 4 la derecha, yen
la misma linea, su menor divisor primo—aqui el 2—di-
vidiéndole por él, escribiendo el cociente debajo del divi- -
dendo, 'y operando en seguida con dicho eociente y con
los sucesivos, como con el nimero dado, hasta obtener
el cociente 1.

39602
1980(2,4,
990 2.8,
49513,6,12,24,
165(3,9,18,36.,72,
55/5,10,15,20,40,30,60,120,45,90,180,360.
11}, 122,33,55,44,88,66,132,264.99,198,396,792,110, 165
117 1220,440,330,660,1320,2640,495,990,1980,3960.
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Asi se obtienen todos los factores primos 6 simples
del numero dado, por su Orden ascendente de magnitud
0 de valor, pudiendo formularse el procedimiento indicado,
en la siguiente : :

Regla para descomponer un entero en sus factores
simples.=8e divide dicho entero y eadn cociente, de los
Sucesivos, por su menor factor simple distinto de 1, hasta
llegar al cociente 1. A
j Una vez asi formados en columna Zodos los factores pri-
mos de.un entero, para hallar sus factores compuestos se.
mulliplica cada f=clor primo, y los productos que vayen re-
sultando por. cada primo de tinea inferior, escribiendo todos
los productos, respectivamente, en dicha linea inferior de
uno de sus dos frctores. como en el cuadro anterior.

Ese es el procedimiento mds sencillo y ménos es-
_ puesto & omisiones 6 repeticiones, pero teniendo el in-
conveniente de la mala 0 poco simétrica dispesicion gra-
. fica en que resultan los factores, se suele enunciar otro
que es el siguiente: Se escriben en wna linea Iz unidad,
y l7s polencias sucesivas del primer factor simple, y se
multiplican esos wimeros, y los productos que vayan
resultondo, que se colocan respectivamente debajo de ague-
llos, por las potencias () de los demas factores primos,
una d una. .

P. ¢]." parael némero, ya descom-/ 1 2 4 8
puesto anfes, 360, resultaria el si- g~ ¢ 12 24 ,
guiente cuadro, ({]iue puede servir g 18 36 70!
de modelo para todos los casos ana- S s

; : 5 10 20 40
hao, 15 30 60 120
\ 45 90 180 360

De la condicion general (96) se deduce: que por cual-
quiera de los dos procedimientos acabados de indicar se
hallan todos los factores simples y compuestos de un en-
tero dado; y que sw numero es el que expresa el siguiente

. Teorema. I nimero total de factores distintos de un
entero (inclusos ¢l mismo y 1) es el producto de los ni-
meros que resultan rsﬁad&endo 1 ¢ cada esponente de to-

(') inclusive la primera ¢ ¢l mismo factor.

Rt Y \
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dos los faetores primos distintos. de dicho entero. _
En efecto, si suponemos un entero cualquiera p- e.*
N=am ) ¢r ds cuyos factores primos distintos sean @,
b, ¢, d, entrando el 1.° m veces, el 2.° n veces, el 3.° »
veces, ¥ el 4.° 5 veces en el producto V; tendremos, si-
guiendo el procedimieto ultimamente indicado, una pri-
mera fila de m+1 factores, formada porla unjdad y las
m potencias sucesivas del primer factor primo «; los pro-
ductos de cada uno de esos por las # potencias del fac-
tor 4 constituirdn, evidentemente, un nuamero (m-1)Xn
de nuevos factores, ¥ con ellos habrd ya m—+1-4+(m-4-1) n
=(m~+1)(n+1) factores: éstos: multiplicados sucesivamen-
te por las » potencias del factor ¢ formaran (m—+1)(n+1) »

factores nuevos yentre todos los dependientes de 4, 4,'¢,

y el 1 seran (m--1)(n+4-1)-F(m=41)(n=41) r=(m41)(n—+1)
(r1) Por ultimo, éstos multiplicados, uno 4 uno, por
las s po-encias del factor @ dardn (m4-1) (1) (741) s
productos, factores nuevos del nimero dado N, el cual
tendra por tanto (mA4-1) (m41) (r1) +(m--1) (21)(r41)
Xs=(m~+1) (n41) (r4-1) (s-£1) factores distintos, nimero
de factores” enunciado en el Teorema. ‘
Corolario. 8% el natmero total de Jactores de un en-
lero es impar, dicho entero serd cuadrado de otro, ¢ ten-
ard raiz cuadrada ex-cta, Y no la lendrd si su niimero
de [factores es par. ~
_ Pues siel producto (Ej." anterior) (m~+1)(n-1)(r4-1)
(s—hl) _es impar, todos sus factores 1, n41, r4-1, s-+1,
jeran impares porque si aleuno de ellos fuese par. el produe-
to o seria (97-1.“-Cor.* 3.’ ) luegolos esponentes m, #, », s,
de los factores primos respectivos «, 4, ¢. d, son todos pares
Y por tanto el nimero AV tiene raiz cuadrada exacta (84).
Si, por el contrario, el producto (m4-1) (n-41) (r-1-1)
(s+1) fuese par, alguno de sus factores tambien lo serd
—pues si todos fuesen impares, el producto seria impar,
omo se ve por la férmula siguiente de dos factores im.
F&PGS, facilmente generalizable 4 mas de dos: (24-1)
20~-1)=2¢24+ 2+ 2w4-1=2 (2u+tt-4-u)+1,— ¥y por tan-
fo; alguno de los esponentes m, A, ry s, serd impar, lue-
go_el namero N no 'es cuadrado de otro entero (72—a3.°).
- [Reciprocamente: 1.0 8; un, entero es cuadrado de otro,
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¢ tiene raiz cuadrada exactd, su nimero de fuctores dis-
tintos serd impar; y 2. st un enlero no tiene vaiz cuq-
dradan exacta sw wimero de jactores distintos serd |por.,

Estas proposiciones reciprocas (IIV) como fodas las
andlogas, 6 en cuyas directas se hayan hecho todas las
hipétesis posibles sobre el mismo sujeto y las conclusio-
‘nes hayan sido diferentes, son verdaderas, y se demues-
tran od absurdum (1X) como se vé & continuacion.

1. Porqué, si el namero de factores mo es impar,
ser4 par y enténces, segun la 1.* parte de la proposicion
directa, el entero, ctivos son esos factores no serd cua-
drado de otro, cuando lo es, segun la hipotesis actual.

2.° Porqué si el niumero de factores no fuese par
sera impar y por tanto el numero propuesto tendrs raiz
cuadrada exacta, cuando no la tiene, por hipdtesis.

* Tambien se pueden demostrar ¢ priori, estas dos pro-
posiciones del modo siguiente:

A cada factor de un entero corresponde otro factor,
porque todo producto consta de dos factores, por lo menos,
6 porque si un namero es divisible por otro, tambien lo
_es por el cociente correlativo; luego-si un entero no es
cuadrado de otro, todos sus pares de foclores-corirelativos
constan de dos fuelores distintos y el nimero de estos es
por lo tanto par. Pero si el ntmero es cuadrado, el fac-
tor correlativo & su raiz cuadrada es ella misma y por
tanto el nimero de factores distinfos es impar.

105. Tenga 6no raiz cuadrada exacta un entero cual-
quiera, es evidente que el mimero de jaclores mayores
que dicha raiz es igunl al wimero ds faclores menores que
la misma, puesto que & cada uno de equellos correspon-
de uno de estos. . , _

. Ademsds, es tambien visible que st se suponen escri-

los. por drden ascendeute O descendente de sus magni=
tudes, todos los fuclores de unm enlero, el producto de ca-
de dos equidistantes, en lugar, de los estremos,—el niunero
dado y 1—serd constante ¢ igual al nimero dado.
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LEccion 10.

4

DIVISIBILIDAD Y SU FALTA PARA DOS O MAS ENTEROS.

Definiciones y notaciones abreviadas de mdzimo co-
mun dicisor y miniime comun miltiplo; definiciones de
nimeros primos entre si, 6 primos relativos y de primos re-
lativos dos d dos (106). Corolarios de las definiciones an-
leriores (107). Investigacion del m. e. d. de varios enteros:
1." para todos @ In vez, previa su descomposicion en foc-
Jtores primos (108); 2.° para cada dos, por divisiones su-
cesivas, previas los proposiciones fundamentailes conve-
nientes (109). Posible abreviacion del método de les divi-
siones sucesicvas, en algunos casos, y escolios sobre €l
(110). Mdzimo comun divisor de tres 6 mas enteros mediante
el de dos; proposiciones fundamentales, reglas, y escolios
sobre éstas (111). Alterociones del m. e¢. d. de varios
enteros, si éstos se multiplican, 6 dividen exoctamente
por otro, aplicacion y corolarios (112). Propiedad de todo
divisor de un_producto de dos factores y primo con wno
de ellos; corolarios y escolio (113). Propiedad de todo pri-
mo divisor de ui producto de dos ¢ mas enteros: coro-
larios (114). Propiedad de todo entero divisible, separa-
dainente, por olros primos dos i dos (115). Investigacion
del ‘m. ¢. m. de varios enteros: 1.° para todos simulio-
neamente por su descomposicion en fuclores simples (116);
R." para cada dos, previas laus proposiciones cowvenientes
(117). Alteraciones del m. ¢. m. de varios enteros, Siéstos
las sufren todos por multiplicacion 6 division exacta (118).
Cocientes por varios nimeros de su m. . m. (119).

106. Estudiada en la leccion anterior la divisibilidad, y
su falta ¢ carencia, para enteros aislados. toca ahora el
estudio de esa propiedad en comun, ya sea respecto al
dividendo ya respecto al divisor, pues es evidente que
varios enteros pueden tener une ¢ mas factores comunes,
y tambien pueden mo tener factor comun alguno, asi co-
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mo, que siempre tendran infinidad de multiplos comunes.

Entre éstos habra, siempre tambien, uno menor que
los demas—iminimo comun miéltiplo—y entre los factores
* ecomunes. cuando existan, habrd uno mayor que los ofros
—mdzimo comun divisor—; y es claro que por su sin-
gularidad—aparte de su utilidad, que 4 ‘su tiempo vere-
mos—, merecen estudio especial el maximo comun divi-
sor y ¢l minimo comun multiplo, como tambien lo me-
recen los numeros que no tenen factores comunes, 0
primos enlre si. : s o

Aungue su nombre es su mejor definicion, repetire-
mos que mdzimo comun divisor de dos 6 mis niémeros es el
mayor de lodos los divisores comunes d es0s nibmeros; Su
notacion zbreviada se hace con las tres iniciales de su
nombre m. ¢. d. i = /

Minimo comun milltiplo de varios nidmeros es el ine-
nor de los infinitos multiplos comuies de dichos nipmeros,
y se representa abreviadamente por sus iniciales m.c.m.

Nivmeros primos relativos, 0 primos enlre $ison dos
¢ mas nimeros que no tienen mas factor comun d todos
que la wiidad (que lo es 4 todos los enteros). F numie-
ros primos relativos dos @ dos, 6 primos enire st dos @
dos, 6 primos dos d dos, son lres o mds numeres que no
tienen factor alguno comun & dos cualesquicre de ellos.

107. De las definiciones anteriores se deducen los
siguientes ‘

Corolarios. 1.0 El m. c. d. de varios numeros no
puede ser mayor gue el menor de ellos, y serd éste Si
divide d los otros.

9.° 8i varios nvumeros solo tienen un jactor comun,
distinto de el 1, ese fuctor es el m. ¢. d. de ¢sos ni-
Meros. - -

3.° 8 varios niimeros son primos relotivos, Su M.
¢, d. es 1 y reclprocamente.

4° El m.c. m. de varios nimeros no puede ser me
nor que el mayor de ellos, y serd éste si es multiplo de
los otros. : . : .

5.° Tres 6 mas nimeros primosdos d dos son pri-
mos entre Si.

6.0 Vurios némeros primos son primos dos & dosy,
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por consiguiente, primos entre si todos (si son 3 ¢ mas).
© S un nimero primo no es Jactor de ninguno
de otros enferos, todos esos niimeros, el primo inclusive, son
primos relalivos, = Ty
8.0 Dos enteros consecutivos son primos entre si. Pues
st tuviesen algun factor comun, éste lo serfa de su dife-
rencia (97—2.°—Cor." 1.°), la cual en el caso presente no
tiene factor' alguno, puesto que es la unidad. Generali-
zando este razonamiento 4 todos los casos anilogos, po-
driamos formular la siguiente proposicion de la que es un
caso particular el Cor.” 8.° ) o
. Dos wimeros son primos velativos, si su sume 6 su di-
Jerencia 6 laos de dos wiLttiplos de. ellos es un wimero pri-
0 no factor de dichos dos uikmeros. ;
Iis claro que las reciprocas, tanto de esta proposicion
general, como del ultimo corolario 1o son verdaderas.
- Lnvestigacion del m. ¢. d. de dos ¢ mas enteros. :
108. Segun la definicion del m. ¢. d. de varios en-
teros, y en virtud de la condicion general de divisibi- |
Lidad de un entero por otro (96), es evidente que el .
¢. d. de cualesquiera entoros es ol producto de todos los fac-
fores primos—iguales Y desiguales—comunes d dichos ento-
708; pues ese producto. es divisor de cada uno de los en-
teros dados y todo otro numero, 6 tendvd algun factor me-
nos. de los que aguel contiene, y serd menor que él, por
consiguiente; ¢ tendrd aloun otro factor ¥ no serd, por
tanto, divisor del namero de los propuestos que no con-
tenga 4 dicho factor. P. ej.°: sean los nimeros. 36G0—9-
22335, 20=2-2:511, 2500=22:5-555, 1800—2:2-2
F319:5; sum., c. d. es 2:2:5=20, puesto que este niimero
es dw-1§or comun de los cuatro propuestos, y cualquier
otro namero ¢ ha de tener algun nuevo factor, ademas
de esos tres, 6 sin ellos, en cuyo easo no dividira 4 aquél
de los 4 dados, que no contenga ese factor nuevo, 0 ha
de tener alguno menos de los tres factores 2.2 B.en
CUyo €aso, si bien serd factor comun de los 4 propuestos
10 sera, su m. ¢. (. :
- Como el producto de los factores primos iguales 6
repetidos es la potencia correspondiente del facfor repe-
tido, resulta justificads el siguicnte usual enunciado del
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procedimiento que venimos esponiendo:

Para hallar el m. ¢. d. de varios enteros, se les des-
compone en sus fretores simples, yel producto delns po
tencias de menor girado (dz las que figuren en dichas-
descomposiciones), delos distintos factores primos comu-
nes @ todos los numeros-‘dados, es el m. ¢. d. buscado.

Este método, aunque breve y sencillo, si los numeros

ropuestos o son muy grondes, se hace muy pesado cuan-

go, por serlo, tienen muchos factores primos y de éstos
algunos EOP los cuales no se conoce facilmente si hay 6
no divisibilidad. En esos casos es preferible el otro mé-
todo, Nlamado de las divisiones sucesivas,—porque hay que
hacerlas para averiguarel m. ¢. 4. de dos enteros por ese
método,—habiendo de combinarlos de dos en dos para ha-
llar el de m4s, como se veri & continuacion.

109. El método de las divisiones sucesivas tiene por
fundamento inmediato las siguientes proposiciones:

1."—Teorema. Zlm. ¢. d. de dos enteros cs el mismo que
el de el menor de ellos y el residuo de sv division s le
hay. () : :
Pues, segun el Cor.° 3.° (97-2."), todo factor comun
de dos numeros es tambien factor del residuo de su di-
vision, si le hay; luego lodos los foctores comunes 4 divi-
dendo y divisor, son tambien fuctores comunes 4 divisor y
residuo, y portante el m. ¢. 4. ha de ser necesariamente
el mismo para dividendo y divisor que para divisor y
residuo. -

2.'—Teorema. £l m. ¢. d. de dos niimeros es el mis-
mo que para cualquiera de ellos y su diferencia

Pues, siendo todo factor comun. 4 dos nimeros, fac-
tor de su diferencia, ésta y cada uno de ellos tienen los
mismos factores comunes que aquéllos; luego tambien el
m. ¢. d. de dos numeros serd el mismo que el de uno
de ellos y la diferencia de ambos. :

En la 1." de estas dos proposiciones se funda el pro-
cedimiento mas usado para hallar el m. ¢. d. de dos en-
teros y formulado en la siguiente regla:

. (") c1ato es quesi su division no deja residuo, el menor de los dos serd .
¢ d. de ambos (107--Corolario 1.<) s
17
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Se divide el maoyor por el menor, éste por el resi

duo; y asi sucesivamente, se sigue dividiendo cada di-

visor anterior por el residuo respectivo, hasta llegar al

residuo cero;—como se llegara indudablemente, pues siendo -

cada residuo menor que su divisor, éste va disminuyen-

do en las divisiones sucesivas, luego llegard aser 1. si

antes no se llega & cociente exacto, 6 residuo cero, y
por 1 todo entero es divisible—; el wltimo divisor, ¢ el
correspondiente al residuo cero, es el m. c. d. buscado.

Pues, si se suponen escritos por su drden correlativo to-
dos los dividendos y divisores sucesivos, resulta, segun la
1.° proposicion, que el m. e. d. de los dos primeros (los nu-
meros dados)es el mismo que el del2.°y 3."y por con-
siguiente que el del 3." y 4.° y que....el de los dos al-
timos; ahora, siendo el ultimo divisor m. c. d. de si y
del anterior, lo serd tambien de los dos numeros dados.
La operacion se suele disponer como se ve 4 continua-

S

cion: _
(Cocientes)=3 | 2 [ 4 [ 1'13 |5 |2
43446) 12584 | 5694 1196 | 910 | 286 | 52 \2%6=m. c.d, '
26 0 | (residuos.)

56941 1196 910 286, 52
110. La 2.° proposicion permite abreviar, en algunos
casos, el procedimiento acabado de esponer, pues siem-
pre que un residuo # sea mayor que la mitad del divisor res-
pectivo 4, como es claro que si, aplicandola regla dada.
se toma en seguida » por divisor y & por dividendo, el
eociente serd 1 y el residuo d-r, se puede economizar esa
division tomando, desde luego, por divisor 4 para bl mis-
- mo dividendo 4; pues en virtud de dicha 2." proposicion
el m.cd.de 7y 4 es el mismo que ¢l de dry &y
por tanto, no se altera, por esavariacion, el fundamento
esencial del método de las divisiones sucesivas, que es
evidentemente sustituir el par de nameros dados por otro
parcuyo m, ¢. d.seael'mismo que el de aquél, y asisu-
eesivamente hasta llegar & un dltimo paren que el ma-
yor numero sea. divisible' por el menor ¥ éste, por tan-
to, el m. c. d. buscado.

Lo mismo se consigue haciendo las divisiones por es-
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ceso, cuando el cociente por defecto fuere 1— que-es el
mismo caso considerado antes—pues la proposicion 1." ¥
el Cor.” {97-2.-3.0) en que se funda no exigen eviden-
temente que la division esté hecha por defecto, segun se
confirma por las igualdades D=d g¢-+r, D—=d (¢4-1)—
(d-r); en que D representa el dividendo, o el divisor, ¢
el cociente entero por defeeto, 7 el residuo defectivo cor-
respondiente; y por tanto ¢-+1 el cociente por excesoy
d—pr ¢l residuo respectivo O complementario.

En el método de las divisiones sucesivas para hallar
el m. e. d. de dos enteros, conviene temer muy presen-
tes los siguientes

Escolios.==1." 8i se sabe el m. ¢. d. de cualquicr resi-
duoy de su divisor respectivo, aquél serd el buscado, y
se ocabard alli la operacion. .

Como - caso particular

—2.° Si un residuo cualguiernes primo con Su @i
sor correspondiente, tambien los nimeros dados serdn pri-
mos welatives, 6 tendran 1 por m. c. d. Esto se conoce-

rd, p. €j.", entre otros casos, S1 un residuo es primo Yy
no divide 4 su divisor respeetivo (107—Cor. 7.°).

111. El hallar el m. ¢. d. de tres 0 mas enterds me-
diante el de dos se funda en las siguientes proposicio-
nes:

1.—Teorema. Bl m. ¢. d. de varios enleros es mii-
tiplo de los otros divisores comunes de aguellos; O bien:
todo factor comun -de parios WEmMeros es factor de su
m. cid. :

9.'__Teorema. Reciprocamente: fodo fuctor del . c.
4. de warios wimeros es factor comun de Todos ellops.

3. —Teorema. Zl m. ¢. d. de tres 6 mds numeros
es el mismo que el del m. ¢. d. de dos cualesquiers de
ellos y todos les ofros. r o

Las demostraciones mas sencillas de estos teoremas
son las que se fundan enla composicion del m.¢. d. de
varios enteros, con los factores primos de ellos, ¢ sea,
en el primer ‘método espuesto para hallar el m. ¢. d. de
enteros cualesquiera, pues debiendo confener el m. e. d.
todos los factores primos cOmunes (108) 4 los numeros
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dados, y debiendo constar todo factor compuesto y co-
mun & dichos ndmeros, unicamente de factores simples
de los comunes 4 los mismos (96—Teor.* 2.°) es eviden-
te la verdad de las proposiciones 1.° y 2° ultimamente
dichas, de las cuales viene 3 sep un corolario la 3.° pues
es claro que teniendoel m. ¢. d. de dos numeros (") por _
factores, todos los que tengan comunes esos dos nime-
108, y reciprocamente, los mismos divisores comunes ton-
drin todos los enteros dados que el m. ¢. d. de dos
de ellos y todos los otros, luego el . ¢. 4. de todos, serd.
tambien el mismo que el del m. ¢. d. de dos cualesquiern
de ellos, y todos los otros, (1. q. 5. q. 4.)

He aqui, sin embargo para las 2—1.3 proposiciones
otras demostraciones pasticulares fundadas en ol segun-
do método expuesto para la investigacion del m. ¢. d. e
dos enteros. -

~ 1." Siendo todo factor comun de dos numeros, fac-
tor del residuo de su division Yy siendo el m. c. d. el
ltimo residuo de las divisiones sucesivas para hallar aquél,
todos los factores comunes 4 los dos nimeros seran tam-
bien factores de dichos residuos sucesivos, y por tanto
del ultimo- que es el m. e. d. -

2. Todo factor del dltimo residuo 1o serd del resi-
duo anterior, multiplo de aquel (97—1."—3.") y siéndolo
del divisor ¥ residuo de esa ultima division, 1o sera del
dividendo respectivo, y asi retrocediendo, se ve que todo
factor del ultimo residuo—m. c. d.—lo es tambien de los
dos nimeros dados. 7

En virtud de lo anterior és evidente que se halla-
rd elm. ¢. d. de tres ¢ mas enteros, hallondo prime-
70 el de dos de ellgs, despues el de ese m. ¢. d. halla-
40 y el tercer nimero de los dados, y asi sucesivamen-
le haste que se halle el m. ¢. d. del 4ltimo numero y el
m. ¢. d. inmediato anterior; ¢ bien: hallando el m. e d.
de dos de los nimeros dados, aparte el de otros dos,
asi sucesivamente, combinando luégo esos maximos co-

munes divisores entre i ¥ con el ultimo namero, si que-
e e "

%
) Siendo, verdaderas Ias proposiciones 1. ¥ 2. para cualesquiera enteros, con
Mas razon lo seran para dos.
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d6 alguno de mon; ete. _ ;
P.ej.": el m.c. d. de 416, 624, 962 y 975 es 13, pues
el de 416 y 624 es 208; el de 208y 962 es 26; yel de
26 y 975 es 13; 0 bien: por que el ({9 416 y 624 es 208;
el de 962y 975 es 13; y por ultimo el de 208 y 13 es 13.
Escolios.—1." Si alguno de los nimeros fuese multi-
lo de otro se debe prescindir de aquély operarcon los
emas, pues, empezaudo por esos dos, el menor serd el
m. c. d. de ambos. :
—2.° 81 dos de los mimeros dados son primos relati-
vos, O alguno de los maximos comunes divisores auxi-
lares lo es con alguno de aquellos, éstos son tambien
primos relativos, y la investigacion de su m. c. d. es
inutil, omitiéndose en el 1.° de esos dos casos, y termi--
nandose en el 2.°, al saberlos. '
3.° Por ultimo, es facil demostrar, fundandose en cual-
quiera de los métodos dntes expuestos, la verdad del si-
guiente: ‘
. Se divide cada mimero de los dados por el menor
‘de ellos; se hace lo mismo con los residuos de esas divisio-
nes Y con el divisor anlerior, y ast sucesivamente hasta que
no quede residvo; el dltimo divisor es el m. ¢. d. buscado.

Propiedades principales relativas al m. c. d.

112.—Teorema. §i varios enteros se multiplican por
otro, 0 se dividen por wn divisor comun ¢ fodos, $u m,
c. d. quedard mulliplicado o dividido, respectivamente,
por ese mismo faclor 0 divisor. : . :

Pues, al multiplicar 6 dividir por wn entero cualquie-
»a otros varios, se les multiplica ¢ divide por los fac-
tores simples de que conste gguel; es decir, se les ana-
de ¢ quita, como factores, todos los primos del nueve
multiplicador ¢ divisor comun, luego el m. ¢. d. queda-
r4 tambien con esos mismos factores de mas ¢ de menos,
es decir, multiplicado ¢ dividido respectivamente por el
producto de ellos (1. q. s. q. d.). . :

Esta propiedad puede aplicarse 4 simplificar la in--
vestigacion del m. c. d. por divisiones sucesivas, pues 81
desde el principio se reconoce algun factor comun en to-
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dos los numeros dados, se les dividird por él, se hallara
el.m. ¢. d. de los cocientes—nimeros mas pequenos—y
multiplicandole por el factor suprimido, se tendrd el .
¢: d. de los numeros propuestos. Tambien puede aplicarse
4 hallar el m. c. d. de varios nimeros equimiltiplos ()
de otros por un nimero dado, hallando el de éstos, y
multiplicandole por dicho numero dado.

Corolario. Los cocientes de warios nimeros por su
m. c. d. son primos entre si, y reciprocamente.

Pues, al dividir varios ndmeros por su m. c. d.,és-
te quedara dividido por si mismo, es decir: que el m. c¢. d.
de. los -cocientes es 1 ¢ lo que es 1o mismo son primos
relativos esos cocientes. Analogamente se demostrara el
reciproco—:Si los cocientes de dividir varios nimeros por
olra son primos entre si, ese otro serd elm. ¢. d. de aquéllos.

113. Teorema. 8% un entero es divisor de un Jro-
ducto de dos fuctores y es primo con wno de ellos serd
divisor del ofro. :

Sea p. e].’ el namero entero 2 divisor del producto
A B y primo con A , D serd divisor de B.
- Sendo D y A primos relativos, su m. ¢.d. es 1, lue-
go el de los praductos DB y AR sera B (112) y como
D es factor comun, evidentemente, de AZ Yy DB, sera
factor de su m. ¢. d. B (111—1.3), S A IO

Corolario. 1.° 87 un entero es divisor de un producto
cualquiera, y es primo con ¢ada uno de los factores de
aguel, menos con wunode ellos, serd divisor de ese factor
URiCO. :
~Seael producto 4BCD y D un divisor suyo, primo
eon A, con B, y con C; D serd divisor de & Pues, con-
siderando ese producto como de dos factores 4-BCE. D
serd divisor -de BCE, puesto que es primo con A; por
analoga razon  por ser primo con B, en el ‘producto
B CF, sera divisor de OF y porultimo de & por ser pri-
mo con Cy divisor de C. ‘(1. q. 5. q. d.).

_ Corolario 2.° &7 un niimero es primo con cada uno de los
Jaclores de un producto, no-es divisor de ese producto.

(‘) Mudtiplos per un mismo niamero:
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Pues si fuera divisor del producto seria divisor de
alguno de sus factores, por ser primo con cada uno de los
demas. '

~ Escolio. Este teorema y sus corolarios completan, di-
gamoslo asi, las condiciones de divisibilidad de un produe-
to, pues si bien es suficiente para ella la de uno caalquie-
ra de los factores (97—1."—3."), no es necesario que al-
gun factor sea divisible, para que lo sea el preducto, &
menos que el divisor considlc)erado y todoslos factores menos
uno, del producto, sean primos relativos dos & dos, segun
el corolario 1.7 :

114. Teorema. Zodo némero primo divisor de un pro-
ducto es divisor, por lo menos, de uno de los factores
de ese producto. :

. Este teorema es consecuencia inmediata del Corolarie
2." anterior y del 7.7 (107).

En efecto, si P—ntmero primo—no dividiera 4 factor
alguno del producto ABCD, segun el Cor.” 7.2(107), ¥
seria primo con 4, con B, con Cy con D, ¥ _{lOl"t&Il-
to' no dividiria al producto ABCD, segun el Cor." 2.° in-
mediato anterior. Queda pues demostrado ad adsurduvm
el teorema propuesto. A :

~ Clorolarios.—1." 87 wn nimero primo 1o €s divisor
de factor alguno de un producto, tampoco lv es del pro-
ducto. ' :

—2.° 8 un nimero primo es divisor de un pro-
ducto de factores primos, aquél serd uno de éstas (98-Cor.?).

—3" Todo wimero primo divisor de unc  polencia
(de raizy grado enteros) lo es necesariamente de i raiz cor-
relativa. -

—4.° Las potencias de nimeros primos entre silo'son
tambien; por' consiguente, lo son siempre las polencias de
primos  absolulos. k oy

—5.° 8 cade uno de los factores de un producto es
primo ¢on cada uno de los de otro, los dos productos se-
rdw primos relativos. ik

6.° Zodo mimero primo con cada uno de losfactyres
de un producto es primo con el producto y reciprocamente.

115. Teorema. ST wun udmero es divisible por cadn
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uno de otros dos primos relativos, serd divisible por su
producto. .

Sea el nimero N divisible por 2 y por f—primos re-
lativos—serd V=2, p. ej.", llamando ¢ al cociente de
Nea, como b divide 4 N=4Q y es  primo con el factor
@ dividird al factor @ (113), llamando pues ¢ al cociente
Q:5 sera =l y sustituyendo en la igualdad N=n@.
resulta NV=alq, luego N es divisible por el producto ab
¥y da de cociente ¢. :

Corolario. Zodo namero divisible por cada uno de otros
varios primos dos d dos, es divisible por su producto.

Pues, desde luego, serd divisible por el producto de
dos de ellos, y como este producto es primo con otro cual-
uiera de aquellos (Cor.” 6.°), el niimero dado serd divi-
sible por el producto de esos tres ¥ asi sucesivamente.

iste Corolario generaliza la condicion de divisibili-
dad (96), -y permite hallar si un niamero es ¢ no divisi-
ble por otro compuesto, sin necesidad de descomponer es-
te. en sus factores primos absolutos, descomponiendole i,
en factores primos relativos (dos 6 mas) dos 4 dos, por
cada uno de los cuales se puede hallar la condicion de
divisibilidad del nimero propuesto. Asi, p- €j.%, para que
un entero sea divisible por 45=>5.9 es necesario y suficien-
te que siendo 0 ¢ 5la cifra de las unidades, la suma de
todas las cifras sea mdltipla de 9 (101—2." ¥ ary

Investigacion dél minimo comun maltiplo.

. _116—1.e" método. El mismo teorema ( 96 ) que ha servi-
do de base 4 la investigacion del m. ¢. d. por el 1.2" método
(108) sirve tambien para analoga resolucion del problema
que ahora nos ocupa, pues evidentemente: Zlm. ¢. m. de
varios enteros es el producto de lns mayores potencias
(que figuren en la composicion de aquellos) de todos los
Jactores primos de dichos enteros.

P el m. e. m. delos cuatro ndmeros 360, 220,
2500 y 1800, (108), es 2.2 3.2 5.5 11=8-9-6251 1=495000.
pues, desde luego, este niimero es miltiplo de 6 divisi-
ole por.los 4 dados, ningun nimero al cual falte alguno-
de esos, factores primos, serd divisible por el entero de
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aquéllos cuatro en cuya composicion entre la mayor po-
tencia de ese factor que falta, y todos los que, ademas
de esos factores, tengan algun otro, seran naturalmente
mayores que 495000; luego éste es el m. c. m. de los
cuatro nameros dados.

- 117.—2.° mélodo. Para hallar el m. ¢. m. de varios
enteros, sin descomponerlos en sus factores simples, hay
que hallarlo para cada dos, fundindose en las proposicio-
nes signientes: '

1. —Teorema Todo multiplo comun de dos nimeros
es producto de Ires jfactores, d saber: uno de los dos ni-
meros, el cociente del ofro por el m. ¢, d. de ambos ¥y
un entero, que puede ser el 1.

Sea M un maultiplo comun de dos enteros 4, y B,
D. el m. e. d. de estos dos ntiimeros, V y € los cocien-
tes respectivos de M por 4 y B, n y g los de 4 y B
por D respectivamente; tendremos, desd% luego, las si-
guientes igualdades:

WH=|4 N| | 4=Dn
i ViRY ’) B=1Dq
DnN=DgQ, 6 nN—=¢Q de donde n Nog=Qy gQ:n=2N
es deeir, que el producfo n/V es divisible por ¢, y como
g es primo con 2 (112-Cor.? ), serd divisor de &V (113-Teor,*);
por igual razon = serd divisor de @—por ser primo con
~ y—luego ‘llamando » y s & los cocientes. respectivos de
© Nog y de Qwn, serdi N—=¢», Q=ns, y sustituyendo en
las primeras igualdades (1), resulta
M:;, ﬁ g ;{ lo que demuestra el teorema.

2. —Teorema. Bl m. ¢. m. de dos enteros equivale
al producto de cada wno de ellos por el cociente del ofro
entre el m. c¢. d. de ambos. :

Pues siendo evidentemente invariables, (en las ulti-
mas igualdades ) para todos los multiplos de 4 y B, los
factores 4, B, g, n, resultard tnicamente el m. m. ¢.
cuando r 0 s sean minimos, es decir 1 que es el mini--
mo entero; queda pues reducida la espresion del m. .
c.de Ay B 4 dg6 Bn, (L g.s.q.d.). - !

s poreonsi uienteM:’DﬂN ! luego
P g DgQ g
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Como evidentemente AB=—=ADg=BDn, (multiplican-
do en cruz las 2.% igualdades (1)), dividiendo por D se-
14 AB:D—=Ag—PBn—m. c. m. Es decir que tambien el m.
¢. m. de dos enteros es igual al cociente de su produc-
to por su m. ¢. d.

Per altimo, de 4=2Dn, B=Dg se deduce

M Ct= {%,%22%5, luego tambien:

Bl m. ¢.om. de dos nimeros es el producto de su .
¢. d. por los cocientes de dividir aquéllos por éste.

Resumiiendo: para hallar el m. ¢. m. de dos enteros
se hallerd sw m. e. d., se dividird por éste uno de aque-
llos, y el cociente se multiplicard por el ofro, pues éste
es evidentemente el procedimiento practico mas breve y
sencillo de los tres ultimamente indicados.

De cualquiera de los dos métodos espuestos para hallar
el ‘m. ¢. m. de dos enteros. resultan los siguientes eoro-

~ larios. : ;

Corolario 1." I m. c. m. de dos nimeros primos re>
latives, 6 en general, de varios niimeros primos dos d
dos, es su producto. Pues, atendiendo al primer método,
es claro que no teniendo cada nimero de los dados, fac-
tor comun alguno con otro de ellos, el . ¢. m. conten-
dra fodos los factores primos de los nimeros dados, ca-
da uno de esos factores con la tnica potencia que entra
en la composicion de aquéllos, es decir, que sera. el pro-
ducto de los ndmeros propuestos su 7. e. .

Como se ve, esta demostracion es general, para cual- .
quier ndamero . de enteros; para dos solos, resulfa tambien,
como consecuencia del 2.° método, que siendo 4 y B pri-

mos relativos, su m. ¢. d. D=1, luego A:D=n—A, B:-D—

g—2&, y por tanto
; i Ag=—=
m. c. m, ”Ziﬂga:ig’j’(l' q- 8. q. d.).

Ejemplo. El m. ¢. m. de 360 y 220 es 3960 porque
Su m. c. d. es 20, 360:20=18, 220:20=11, 360X1l=
210X18=(360%220): 20-=20% 18X 11-=3960.

Corolario 2.° El producto de dos nimeros es igual
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al de su m. c. d. por su m. ¢. M. B

Porque (1.°" método), siendo el m. ¢. d. de dos en-
teros el producto de las menores potencias de los feelo-
res primos comunes de aquellos, y el m. ¢. m. el pro-
ducto de las mayores potencias de fodos los faclores pri-
mos de los mismos enteros, es claro que el producto del
m. ¢. d. por el m. é. m. contendrd todos los factores pri-
mos, de los dos numeros dados, con la mayor y con la
menocr potencia los factores comunes, y eon la unica los
no comunes; dicho m. m. ¢. es pues el producto de fo-
dos los factores simples ignales y desiguales de que cons-
tan los- dos ndmeros dados ¢ es el producto de éstos.

Lo mismo se demuestra, atendiendo al 2.° método de
investigacion del m. ¢. m. pues es evidente (2.") que

i Ag X D—=ADg=A8B @ q s qd
Ll gar T

Corolario. 3." Zbdo mailtiplo comun de dos numeros es
multiplo del m. ¢. m. de dichos numeros. :

Isto resulta inmediatamente de los dos teoremasde
este 1.° pues si, segun el 1.° (1.°), todo miltiplo de Ay B
es el producto de los tres factores Agr 6 Bas (1), y, se-
gun el 2. (2.%),4g 6 Bn es el m. ¢. m., claro es que
los demas multiplos resultardn dando en cualquiera de
las espresiones (I) 4 » 6 4 s, respectivamente, los valores
sucesivos 2, 3,4, 5, ete. de los diversos enteros, es de-
cir que, lamando X al m. ¢. m., todos los otros multi--
pllos comur(lles de 4y B seran 2M, 3M, 4M, 5M, etc.

- g-8.9-4.) :

( qu’t:)l supuesto, la determinacion del m. ¢. m. de tres
6 mas nameros, sin descomponerlos en sus factores sim-
ples, tiene por fundamento inmediato la siguiente pro-
posicon. G Lk

3.* Teorema. &I m. c. m. de tres 6 mds nimeros es
el mismo que el del m. c. m. de dos cualesquicra de ellos
y' de todos los ofros. Pues, segun el altimo Cor.”, todos
los multiplos comunes de dos numeros son miiltiplos de -
su m. ¢, m., luego los mismos mulliplos comunes tendran
tres ¢ mas numeros dados que el m. c. m. de dos de ellos
y lodos los demds, luego el m. e. m. de aquéllos sera el
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e :
mismo que elde éstos (1. q. s. q. d.).

En virtud de este Teorema, es claro que: para ha-
Har el m. c. m de mas de dos enteros, se podra: Aallas
el m. c. m. de dos de ellos, en sequida el m, c. m. de
ése acabado de hallor 3 otro delos niimeros dados, y asi
sucesivemente, hasta hallor elm. ¢. m.—que serd el hus-
catdo—del wltimo de los nimeros propuestos y delm. ¢. m.
inmediato anterior; 6 bien: hallar el m. ¢. m. de dos de
los numeros dados, aparte “el de otros dos, ¢ de uno de
los 2—1.% y un 3",y asi hasta que se hayan combi-
nado & pares todos los ndmeros propuestos; hallando en
seguida el m. ¢. m de los minimos multiplos comunes de
aquellos pares, ese sera el buscado.

118, Teorema. 87 se mulliplica codn uno dz varios.
enteros por ofros 6 se divide por un factor comun ¢ to-
dos, su m. ¢. m.quedard mulliplicodo, d dividido, res-
pectivamente, por aguél otro. Pues todos los factores pri-
mos euyo producto sea el multiplicador ¢ divisor comun
considerado, habrdn de entrar de mas 6 de ménos en el
minimo multiplo de los productos ¢ cocientes respectivos,
con los que ya constituyeran elm. ¢. m. delos numeros
dados; Tuego es claro que éste queda asi multiplicado 6
dividido respectivamente por todos aquellos factores pri-
mos, es decir por su producto (1, q. 5. :

- Escolio. Como el Teorema andlogo relativo al m. c. e

el anterior permitird, én algunos casos, simplificar la in- -

vestigacion del m. ¢. m. pues si se conocen y suprimen
facilmente factores comunes ¢ varios nimeros dados, y
se “halla el m. e. ‘m. delos cocientes respectivos mame-
10s mas pequefios—maultiplicando'ese m. ¢. m. por los fac-
tores suprimidos se tendra el de los wdmeros dados. :

Inversamente: si se conoce el . ¢. m. de varios ni-"
meros.. se tendrd el de otros equimultiplos de aquellos por
un entero dodo, multiplicando aquél por este.

Ejemplos. El m. ¢. m. de 360, 220, 2500y 1800 es
495000 porque el de 360 y 220 es 3960; ‘el de 3960 y
2500 es 495000 y el de este 'y 1800 as el mismo 495000; 6
bién, porque el m. c. m. de 360 ¥ 220 53960, el de 2500
¥ 1800 es 45000 y por dltimo el dé 45000 y 3960 es 495000,
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- Escolios.—1." 8% alguno de los nimeros dados es divi-
sor de otro, se prescindird de aquél, pues, si se empieza
4 aplicar la regla anterior por esos dos, es claro que el
mayor serd el m. ¢. m. de ambos (107—4.").

3. 8% algunos de los nimeros dados son primos ab-
solutos 6 solo primos dos & dos, y con coda wno de los de-
mds, Se halle su producto y éste se multiplica por el m.
¢. m. de los demds. Pues dicho producto es el m. c. m.
de los primeros (117—Cor.* 1.°) y es primo con el m. ¢. m.
de los segundos (puesto que éste solo ha de constar de fac-
tores primos distintos 4 los de aquél) y por tanto el pro-
ducto de esos dos minimos multiplos es el buscado.

119. 57 se divide por code uno de varios nimeros
su m. ¢. m. los cocientes son primos relativos.

Pues, sean p. ¢j." los cuatro numeros 4, B, C, D'y
su m. ¢. m=M,
hagamos M:A—u, M:B—=b, M:C=¢, M:D=d ;

di i (by M=dn ,M=PBb  , M=Cc ,M—=Did ; -

si a, b, ¢, d, no fuesen primos entre si, tendrian algun

factor comun m—p. ej."—y haciendo - :
axm=a’, bam==>b", c:m=c" , d:m=d’

de donde...sc=ma’, b=m ¥ ,c=m ¢’ , d=md’ _

y sustituyendo estas espresiones de «, &, ¢, d, en las ig.® (I)

resplboci, o0l M—=Ama' , M=Bmb' , M—Cm¢' , M=Dmd'*

0, dividiendoporm,

: Mom=Aa' , M-m=DBY , M:m=Cc', Mm=Dd'
luego M:m es multiplo comun de los cuatro nameros 4,
B, C, Dy como evidentemente M:m <<M, no es M elm.
m. ¢. de esos cuatro numeros, contra la hipdtesis, luego
no pueden tener «, &, ¢, d factor comun alguno, ¢ hande
ser necesariamente primos entre si.

Demés de esta demostracion ad absurdum se puede
tambien dar otras dos directas y generales fundadas en
cada uno de los dos métodos de investigacion del m. ¢. m.
antes expuestos. ‘

120. Para terminar el estudio elemental de las pro-
Siédades relativas al '2.° algoritmo, y facilitar el estudio

e las del 3.°, creemos conveniente demostrar el siguiente

Teorema. Todo cociente completo de unn division ine-
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zacta equivale al nimero fraccionario (6) cuyo nwmers-
dor (°) sea el dividendo y su denominador el divisor de
dicho cociente, S
Porque, todo cociente es un numero %ue multiplicado
por el divisor produce el dividendo, y todo gwuebrado una
suma de partes ignales de unidad; éste quedara pues mul-
tiplicado por un entero cualquiera (40—1.°) sise hace cada
parte de unidad de las que consta, tantas veces mayor
como unidades tenga dicho entero, y se suman esos pro-
_ductos parciales; luego si se hace 4 cada parte tantas ve-
Ces Inayor como ipartes integran la unidad, cada parfe
nueva sera igual al fodo 6 unidad primitiva, y la suma-pro-

ducto antedicha constara de tantas unidades como tenga

el numerador, 6 sea como partes de unidad tenia el na-
mero fraccionario supuesto. Esto se expresa abreviada y
exactamente diciendo: el produeto de un guebrado por su
denominadores igual al numerador, y demuestra el teo-
‘rema enunciado, 6 sea las equivalencias respectivas de los
términos cociente y quebrado, dividendo y awmerador,
divisor y denominador.

Corolario. Una vez hallado el cocienle enfero de una
division inezrncta se kallird el cociente completo, aiodien-
do al cociente entero wn quebrado cuyo numerador seq el
residuo y su denominador el divisor.

Pues ésto no es mas que poner en forma de nemero
mixto el guebrodo & que se refiere el teorema anterior (6).

Leccioy 11.

PROPIEDADES RELATIVAS AL 8.67 ALGORITMO-Y CUESTIONES VARIAS
SOBRE LOS NUMEROS ENTEROS.

Inconmensurabilidad de las raices exactas mo ente-

ras de los enteros: Cor.8 1.° desigual aprozimacion d la raiz

verdaders de las dos raices enteras por defecto y por es-

ceso, 2. limite del error de ln mas aprozimada de las dos

- % - N
,( ) Numerador de un quebradoes el nimero de partes de unidad de que cons-
“ta aquély denominador el nimero de partes de aquellas que constituyen la unidad.
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(121). Modo de conocer cudl 'es la mas aprozimada ¢ la
yriz verdndera, de los dos vaices enleras cuadradrs 6
cuibicas, dewn entero (122). Principales caracteres de in- .
conmensurabilidad de las raices cuadrada y cibica, sin
extraerias (123). Método abreviado pora extraer iqs raices
cuadreda y cibica de los enferos (124).

_ ART.® 4.° PROPIEDADES DE L0S ENTEROS RELATIVAS ALA GRADUACION.

121. Teorema. Zoda raiz de un enlero, que o seq
exactamente otro entero es inconmensurable (6). 3

Bastard demostrar que no puede ser un guebrado, ya
que todo namero ha de ser necesariamente, 0 enfero 6
quebrado 6 tnconmenswrable, y la raiz en cuestion no es
entera, segun la hipotesis.

En efecto, segun el Cor.” 4.° (114) si dos enteros son
primos relativos, dos potencias cualesquiera de los mismos
lo son tambien; si pues, un guebrado ¢ cociente cualquie-
ra (120) p. ej.” @:6 pudiese ser la raiz de grado n de

1 RS o
un entero ‘%, es decir, /£ ='2:5, sera, segun la defi-
n
nicion de raiz, (2:4)=4%, 61lo que es lo mismo (72—2.°),
n n -
a : b=F. Ahora, si a y b son primos relativos tambien

n n 1] n
lo serdn « y & ; por tanto, el cociente @ : & no puede

ser um enfero, Y €omo un cociente mo varia, aun cuan-

do se dividan sus dos términos por factores comunes 4

o n
ambos, tampoco « : 4 podra ser un numero e¢ntero aun
cuando ¢ : 5 no sean primos relativos ni por consecuen-

n n

cia lo sean 2 y b . Es decir que minguna poiencia de
un quebrado puede ser un entero O sea que wingund raiz
de un entero puede ser un quebrado. (1. q. s. q. d.)

Corolarios.—1." Los dos enteros consecutivos entre los
cuales estd indudablemente comprendida tode raiz incon-
mensurable, Se aproximan desigunlmente ¢ dicha raiz.

Pues el #%nico niumero igualmente aproximado 4 dos
enteros consecutivos cualesquiera es, evidentemente, el
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menor mas media unidad, éste no es la raiz, puesto que
es un ntmero fraccionario y la raiz es inconmensurable;
luege es verdadero el Cor.” 1.° y ademds es claro que:

—R.° Bl mds aprozimado de los dos enteros que com-
prenden 4 una raiz se diferencia de ella ménos de me-
dia unidnd. '

El entero inmediato menor que una raiz suele lla-
marse raiz enlera por defecto, 6 stlo raiz entera (75);
y el entero inmediato mayor se llama raiz entera por
exceso, del nimero-potencia propuesto.

122. Teorema. 57 el residuo de laraiz cuadrada (75)

de un enfero no es miyor que lo raiz entera por defec-
Yo, ésta es ln mds aprozimada; y o es ln por ezceso, si el re-
siduo es mayor que lo raiz por defecto.
* Sea 7 la raiz cuadrada por defecto de un entero 7,
-1 serd la raiz por esceso correlativa; y es claro que
serd r mas aproximada que 41 4 la raiz verdadera 6
exacta si ésta es menor que r—l—;l ¥y sera -1 mas aproxi-
mada que #, si la raiz exacta es mayor que 7+ L

A?ora bien (42—1.%):

2 2
1 1 1 i 1 e
(r4 H=lr+ Pl L=rs +3rtyrtgy=rtrtg3
: i o AR T
bk Come}){%no llega & valer 1(89—1.°), ni siquiera g’
es evidente que mientras el residuo—que es entero—
no llegue 4 valer »+1, la raiz verdadera no sers ma-
yor que _:'r—}-é; pero si el residuo vale 71 6 mas, la raiz
exacta serd mayor que 741 lo que demuestra el Teo-
rema. - :
~ Analogamente, 6 formando por multiplicacion el cubo
de 7 E-,-' se demostraria que
. La raiz cubica entera por defecto es lo mds apro-
yimads d la raiz cubica ezacla de un entero, si el re-
siduo 1o es mayor gue la mited del triplo del ewodrado
de aguells —r—mas lo cuarts parte del triplo de la mis-

ma; y st el residuo es mayor que esa suma, serd lo mds
aprozimady o raiz por exceso.
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133. Se puede conocer ¢ priori, en muchos casos,

si un entero tiene su raiz cuadrada 0 cubica inconmen- -
surable. Los principales de esos casos, 0 los principales
caracteres de inconmensurabilidad de los enteros son los
sigmientes: ;
* 1. Todo entero cuya cifra de las unidodes (*) sew
2. 8, 7 4 8 tiene su raiz cundrodn inconmensurable. Pues
siendo la cifra de 1.er orden de un producto, la andlo-
ga del producto de las cifras de 1.*" orden de los fac-
tores, no terminando en 2. 3, 7 ni 8, ninguno de los
cuadrados de los 9—1.% nameros, es claro que ningun
cuadrado de un entero podréd terminaren alguna de esas
cifras; y por tanto, el entero que termine en alguna de
ellas no tendra por raiz. cuadrada exacta otro entero, ¢
lo que es lo mismo la tendrd inconménsurable (121).

—2.% Todo entero divisible por wun nitmero primo y
no por swu cuadrado, tiene su raiz cuedrada INconmen-
surable. Pues segun el Cor.® (73) y el Teorema (96) ca-
da factor primo de un entero entra en el cuadrado de
ese enfero, con doble esponente del que tuviere en la
raiz, luego el entero que no tenga todos los esponentes
de sus Yactores primos, multiplos de dos, es decir ele-
vados por lo menos & la 2.° potencia todos sus factores
primos distintos, no es cuadrado de otro entero, 0 tiene
su raiz cuadrada inconmensurable; (1. . s. q. d. ). ‘

Como casos particulares: son ‘nconmensurables las
raices | cugdradal de 108 eRIEYOSILL L Sl sl AL S % i)
......... pares Y no divisibles por 4 (101-2.7);

..... w.divisibles por 5 y no por 25 (101—2.%);
cowesncuyas cifras sumadas den un multiplo de 3y no
de 9 (101-3.°)

Escolio. No se olvide que estos caracteres solo son
de inconmensurabilidad ¢ negativos, es decir que no por
verificarse lo contrario de lo que cada uno supone serd
conmensurable la raiz correspondiente, que en ese caso
podrd serlo 6 no serlo.. P. ej.° bastando para que un ni-
mero sea divisible por 26 que termine en 25, 50 6 75,

(*) Estos caracteres se refieren solo al sistema n@imerativo décuple.

19.
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puede asegurarse que .
"~ 3." Todo entero cuya cifra de los unidades sea S len-

drd su vaiz cuadrada inconmensurable, si la de las de-
cenas 1o s 2.

Pues no terminando en 5 mas cuadrado de los 9—1.%
que 25=>5% se sigue que la raiz cuadrada de un entero
cuadrado que termine en 5, terminars tambien en 5, lue-
go dicha raiz valdra, llamando 4 4 la cifra de sus decenas,
10d-+5 v como (10645)2=100a2+100d--25 (70—1.7), ¥
ese numero evidentemente termina en 25, queda demos-
trado ese 3.e7 caracter de incanmensurabili((liad. : -

El 1.° de los caractéres espuestos no tiene su analo-
go para la raiz cubica porque los 10 primeros cubos ter
minan respectivamente en las [0 primeras cifras distintas.

El 2.° como derivado del Cor.” (73)tiene para la ra-
iz eubica el analogo siguiente:

4." Todo enlero divisible por un nimero primo, Y
no por su cubo, no serd cubo de ofro entero, ¢ tendrd
Su raiz cubica inconmensurable.

- Pues todo entero cubo' de otro tiene los facteres pri-
mos de éste elevados a potencias de grados respectiva-
mente triplos, y por tanto es divisible por los cuhos de
todos sus factores primos distintos (73). '

Por ultimo el caracter mas general y 4 la vez nece-
sari0 y suficiente para afirmar 6 negar la inconmensu-
rabﬂid}f;d de una raiz de grado dado de un entero tam-
bien dado es la que resulta del Cor." (73).

5.° Para que un entero terminado en ceros tenga raiz
exacta de grado m, es necesario y no suficiente que el
nimero de sus ceros terminales sea milliplo de n; pues
sin6 no serd divisible por 108 (101—1."), 6 lo que es lo
mismo alguno de los factores 2 6 5 no tendrd su espo-
nente multiplo de »; mas aunque el nimero de ceros ter-
minales sea multiplo de # no se puede afirmar que el
entero correspondiente tendrd raiz exactade grado = pues
aquello solo significa que el namero es divisible por 5" y
por 20, mas es preciso ademas que todos sus otros fae-
tores' simples cumplan con la condicion que marca el ca-
racter (73). '
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Como casos particulares:

1.— Ningun entero terminado en nikmero ¢mpar de ce-
ros fendrd raiz cusdrada conmensurable.

9.°— Ningun entero lerminado en wn nimero de. ce-
ros no divisible por 3 lendrd raiz cubicn conmensurable.

194. La extraccion de una raii cuadrada 6 cubica por
los metodos espuestos en la leccion 7.° es indudablemente
la operacion aritmética més complicada y prolija pero pue-
de-abreviarse algo, en virtud del siguiente T

Teorema. Conociendo yr o mited mos wia de las
cifras que ha de tener unn raiz cunadroda 0 citbica—si
tiene un nimero par de cifras—, 6 Iz mitad del wikmero
de cifras mas 1—si ha de téner un nimero impar de-
cifras—, se hallovdn de una wvez fodas los cifras restai-
les, dividiendo el resto (*) correspondiente, por el duplo
de la pavte hallvda—, prra lo rvaiz cuadvodao—; J por
el triplo del cuadrado de la parte hallada—pora la cu-
bica—. -

1.0 Suponiendo que una raiz cuadrada entera ‘consta
“de un namero par 2n de cifras y llamando « al numero
que espresan las -1 cifras primeras, consideradas solas,
y . al que espresan las n—1 cifras restantes, la férmula
de laraiz enteraen cuestion serd ¢ 10" 4. Ahora bien
(69-1.° y 72). :
(2101 =g 1022 2027 10™1 +2%, v como se resta el
cuadrado 22" 1022 el resto es' evidentemente 272°10™ +at,
luego el cociente de ese resto por 27101 serd (54-1." y97),
z-t+at (22°1081). Pero (18) 2<10™1y a=0_>10"; luego
() el valor maximo del cociente g7 (1001 e
(2:10%1)=1:20 por consiguiente z es toda ln parte en-
lera del cociente s (22:10m1) 6 lo que es lo mismo -
ese cociente entero es todo lo que falta & la raiz entera
buscada. Si esta hubiese de tener un numero impar 27+-1
de cifras, o tendria #n-+1, y @ n; la raiz estaria espre-

£ 2
: ( ) Ese resto| no esel que se obfendria por los métodos dichos (78} (82) sino
el que resule restando de todo el nitmero .dado, el cuadrado 6 cube, respectiva-
ménte, de la_parte hallada de raiz cuadrada ¢ cobica, y considerada aguella con su
valor refativo. i -
£l valor méximo de un cogiente, ciyos datos pueden. variar,. s claro
que corrésponde al valor maximo del dividendo y al minimo del divisor (58-1.%).
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sada por @'10"+z, su cuadrado por (2-10"+z)*=a* 100}
2az°10"4-22, el resto por 2q2:10"4-2% y el cociente com-
pleto de ese resto por 210" seria z+42%(22'10") cuyo
valor méximo ain serfa menor que 102:(2'10%™)=1, Ine-
go tambien en este caso « es toda la parte entera del
cociente, ete. (I q. s, q. d.). : /
—2." Con las mismas notaciones, tendremos, para la
raiz cubica, si su numero de cifras es par—2n—, '
(@ 1042 =n? 10904 3g22 10924 3q2* 10 +-2%
el resto 34%z°10*24-8na2 10™42° y el cociente de dividir
ese resto por 3¢*10%2 sera g--a2%(a 10" )2 (30* 10°-2),
Ahora, el minimo de ¢ es 10"y el méximo de 2, 10"'—1
luego el maximo de la suma de cocientes
2% (a107') 42 (342.10™2) es, por tanto, menor que

104 ) (-l 1080-2:(3- 1 0M-2)—1 104 1:(3: 10 1)<C1; por eon- « &

siguiente el cociente entero del resto por 34210 es z .
—parte que falta de la raiz entera buscada—. :

Por ultimo si @ tiene #-+1 cifras y z n,—la raiz
2n+1,—se tendra (a'10%z ) = 10304 342210+
3az*10"-2%, el resto serd 3a%r10™4322%10"42°, y su
cociente por 34%10%p4-72:(2°107)4-¢%:(34%10%). El valor
maximo de la suma de los dos Gltimos sumandos es evi-
dentemente (107—1)%:10%-(10"—1)%:(3-10'n),

Ahora (10"—1)%—=(10"—] )(108—1)=<7(10°=1)10"=10%—
10" y (10"—1)’<10°" luego dicho valor miximo es me-
nor que : ‘
10%0:10%—10":102+10%0:(3-10%0)=1—1:10"+1:(3:107)y co-
mo 1:10™<71:(3°10") serd toda la suma anterior me-
nor que 1 y por tanto z toda la parte entera del cocien- -
te en cuestion (1. q. s. q. d. ). :

CAPITULO FINAL--CUESTIONES SOBRE L0S NUMEROS ENTEROS.

Llamando £ 4 la base de un sistima de numeracion
¥ # & un entero cualquiera: ]

1." Demostrar que hay en dicho sistema (B—1X Bt
enteros de n cifras (87). !

2." Aplicar la férmula anterior 4 log valores sucesi-
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vos 2, 3, 4. ete. de B yde un, 6 sea: averiguar cuantos
enteros hay de una, de dos de tres cifras, ete, en los sis-
temas de numeracion binario, ternario, ete, y especial-
mente en el décuplo 6 usnal, formando una tabla pitag¢-
rica con las soluciones. , :

3. Hallar la formula que expresa el nimero de cifras
de 7odos los enteros menores que BZ" y aplicarla a los va-
lores sucesivos de B y de n (J—I12), (7)

4. Averiguar mediante el problema anterior cual sera
la cifra que ocupard un lugar dado en la serie indefinida
de los mumeros enteros eseritos ordenadamente unos jun-
to 4 otros. :

5. ;Cual es la base del sistema en que el guarismo
1313 equivale al decimal 500.? (/—38).

6. ;Cual es el guarismo décuplo equivalente 4 los dos
30405 y 70700 respectivamente, en dos sistemas cuyas
bases se diferencian en 1.7 .

7. El guarismo 49010 es la suma de los 1004003200100
escritos estos en un sistema cuya base es la mitad del
de aquél. jCuales son esas bases y cuales los tres nime-
ros correspondientes en el sistema déeuplo?

—8. Llamando ¢ 4 la suma de dos enterosy 4 4 su
diferencia demostrar que el mayor vale (s4d):2 y el'
menor (s—d):2; traducir en regla esas formulas y apli-
carlas 4 casos particulares.

—9. Un cuerpo al caer verticalmente, cercade la su-
perficie terrdaquea recorre préximamente 5 metros durante
el primer segundo, 53 durante el segundo siguiente,
5X5 en el tercero y asi sucesivamente, multiplicando losg
5 metros primeros por los numeros impares sucesivos,

jeuantos mefros proximamente caerd un cuerpo en 10
segundos? :

—10. jCuantos caerd exactamente el cuerpo del caso
anterior, sabiendo que en vez de 5 metros son 5 metros
menos 1 decimetro lo que cae el 1.e* segundo? (27—3.%),

—11. jCuantos afios hace del descubrimiento de Amé-

(») Esa J serefiere & laobra de D. Eulogio Jimenez tilulada-Ejercicios do Mate-
miticas-y ¢l niim. 12 es el de la cuestion aqui, propuesia, en dicha obra. Sirva esta

nota para todos l0s €as0s analogos.
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rica verificando en 1492? ;Cuantos hara dentro de 1000 afios?

—12. Sabiendo que tarda en oirse todo ruido & razon

de 300 varas proximamente, por cada pulsacion de una
ersona adulta y sana; jeuanfo dista la nube donde ha
gado un trueno que ha tardado en oirse 20 pulsaciones?
(E1 trueno da al mismo tiempo que el relampago solo que
éste se ve en seguida).

—13. Resuelto el Problema anterior y sabiendo que
de dos personas hay que contar 20 varas mas para la
una y 20 ménos para la otra por cada pulsacion; ;4 que
distancia cstard la nube respeetiva: 1.° siendo el mismo
el nimero de pulsaciones; 2." siendo 5 mas ¢ 5 ménos (43),

14. Demostrar lallamada »egle del perezoso para mul-
tiplicar dos enteros de una eifra y mayores que 5, a sa-

~ber: cerrar en cada mano, tantos dedos como falten res-
pectivamente para 10 4 cada factor, multiplicar los na-
meros de dedos cerrados y agregar al producto tantas
decenas como dedos queden abiertos (J/—13).

15. Al nacer un hijo tiene su padre 28 anos; ja que
- edades de uno y de otro serd la edad del padre dupla,
tripla, cuadrupla, ete. de la del hijo? :

16. ;Cuantos minutos y segundos tiene un dia?

17. Demostrar que para dividir por 9 un maltiplo
suyo se puede restar de 10 las unidades simples, del resto
las decenas mas 1, de este vesto las centenas y ast su-
~ cesivamente, abadiendo 10 4 cada minuendo parcial menor
que su sustraendo y 1 al sustraendo siguiente, en com-
pensacion (J—14). :

18. Resuelta ya la cuestion 9 y sabiendo que 4 doble
- distancia es cuatro veces menor la rapidez de la caida,
a tripla distancia nueve veces menor aquella, y asi, dis-
minuye la rapidez como crecen los cuadrados de las dis-
- tancias: jeuanto caeria la Luna hacia la Tierra en los mis-
mos 10 segundos, siendo 60 radios terrestres la distancia
media de los dos astros? (54—1."). Nota. Reduzcanse los
metros 4 milimetros para operar. sélo con enteros, des-
- preciando los residuos de las divisiones. t

19. jCuantas cilras tendrdn respectivamente los pro-
ductos de las seis 1.2 unidades numerativas y de los 5




151

enteros immediatos menores? (47).

20. ;Qué ‘tiempo total ha regado al afo cada ungde
6 labradores que se han dividido por igual el agua de
una acequia, cuatro veces en aguel tiempo; la 1.° vez
durante 10 horas, la 2.°—14, la 3."—18 y la 4."—9. Re-,
duzeanse las horas 4 minutos para operar sélo con en-
teros, y no se sumen fodos los minutos. (54—1.%). :

21, Ganandouno 36 reales diarios y gastando 24, ha-
llar cuanto ahorrara al afio, sinrestar 24 y 36 (43—Esc.).

Ganando al afio 13140 y gastando 8760; hallar lo
que ahorrara al dia; sin rvestar aquellos numeros (56).

22, ;Resolver la cuestion 20 suponiendo que cada vez
se ha regado 4 horas méas ¢ 4 horas ménos; deduciendo
estos resultados de aquél (58—1." y 27—3."). ; 3

23. Para. multiplicar un entero por una potencia de 5
basta anadirle tantos ceros como unidades tenga el grado.
de aquella y dividir el resultado por la potencia de ese
mismo grado de 2.~ ;

94. Demostrar que, siendo a, 4, ¢, d cuatro enteros,
serd en general (sc+80d)*<(a*+0%) (*+d%). jEn qué caso
el signo <Zse cambiara en el=, en la relacion anterior?
(/. T—Cap.” 3.°). e :

95, La suma de los # 1. nGmeros impares es n’.

96. El cuadrado de todo namero impar es un multi-.
plo de 8 mas 1. : :

97. Formar los cuadrados y cubos sucesivos de los 10
primos ent?;oi, partiendo dell y fundandose en los Cor.*
1. y 3.—(71).

98. Generalizar el Teorema (69—1.") para cualquier-
nimero de sumandos, y aplicarlo 4 la composicion del cua-
drado de un entero con respecto 4 todos sus numeros
elementales. il

29, Extraer del numero 981474976710656 las raices
dejerados 2, 3,” 4. 6,° 8,° 12," 16," 24° y 48," que son.
~ todas exactas (84). : : :

30. Anadiendo 1 & cada raiz del problema anterior.
(ya resuelto), jeuanto habrd que afadir respectivamente,
al nimero dado para formar las potencias respectivas.?

31. Demostrar que el producto de n numeros enteros
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consecutivos -es siempre divisible por el producto 1X2%
3X4X...... X de los n primeros numeros enteros. (J-31.)

32. Demostrar que el producto de todos los enteros
consecutivos desde 1 hasta P—1. es siempre divisible por

P, si éste no es numero primo, y nuncalo es cuando 2

sea primo.(J—32)

-33. Demostrar que el m. ¢. d. de tres niimeros se pue-
de hallar determinando el de los dos primeros, luego el de
los dos ultimos, y despues el de los dos que se han deter-
minado. (J-33.) :

34. Demostrar que el m. ¢. d. de dos numeros 4 y B
expresa el namero de los multiplos de 4 contenidos ¢n la
série siguiente B, 2X B, 3XRB,.....AXB. (/—34.)

35. Demostrar que el m. ¢. m. de tres ndmeros se pue-
- de hallar determinando el de los dos primeros, luego el de
los dos ultimos, y despues. el de los dos que se han deter-
minado. (J 35.) ' ;

- 86. Demostrar que todo divisor comun de 10* v de otro
entero de n cifras (si este tiene ménos cifras se completan
con ceros 4 su izquierda) es divisor de los que resulfen

trasladando una ¢ mas cifras de la izquierda 4 la derechaen
el segundo. Por ejemplo, 13 que es divisor de 10°—1 yde
461539, es divisor tambien de 615394, 153946, 539461,

394615, 946153. (J—36.)
- 387. Hallar las condiciones de divisibilidad por 5 ¥ por

7 en el sistema duodecimal. (J—37.)

38.°51 4 y B son dos numeros primos entre si, los
restos de dividir por B los B—1 menores multiplos de 4
son todos mayores que cero y desiguales; y por conse-
cuencia son los B—1 primeros enteros 1, 2, 3,....(B—1), én
un cierto orden. : )

39. Teorema de Fermaf.—Si A es un entero no divi-
sible por el nawmero primo P, éste sera divisor de 4P1—1.

40. Zeorema de Wilson.—La suma de la unidad con

el producto de los diversos enteros menores que, un ni-
mero primo cualquiera, es divisible por este numero primo.

i



LIBRO SEGONDD.—NCMEROS FRACCIONARICS.

e e .

CAPITULO 1."~—NUMERACION Y TRANSFORMACIONES.

Leccion 12.

Recuerdo del doble origen de los nimeros fracciona—
rios; nombres de sus tdrmimos (126). Unidades fracciona-
rias; sw utilidad (127). Quebrados propios ¢ impropios,
ordinarios y basicos; quebrados aparentes; wilmeros mis-
tos (128). Nomenclatura de las varias especies de quebra-
dos (129). Escritura de los quebrados ordinarios y bisicos
(130). Fracciones bdsicas periodicos, puras i miztas (131).
Reduccion _de wn quebrado impropio d entero ¢ mixto y
viceversa (132). Variaciones, por sumacion, de numerador
g denominador; corolarios (133). Variaciones por produc-
cidgn de uno d de los dos términos (134). Variacion y su-
presion de la coma, y adicion de ceros d un quebrado bd-
sico (135). Transformaciones de los quebrados; sus especies
(136). Swmplificacion: reglas para efectuarle parcial y
totalmente (137). Fracciones irreducibles: como son sus
equivalentes; corolarios (138). Condicion general para
poder transformar un quebrado en otro (139). Reduccion
de quebrados a comiin denominador, cualguicra ¢ minino
(140). Variacion de un quebrado, ¢ cuyos dos términos se
aitade o resta un mismo wilmero, primere idea de limile
(141). Reduccion de una fraccion ordinaria i basico (142).
Casos que pueden ocurrir en esa cuestion; origen de las
Jracciones bdsicas periodicas (143). Condiciones de la
Jraccion generatriz para que la bisico equivalente sea

20
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respectivamente limitada o periodica (144). Reduccion de
une fraccion bdsica ¢ ordinaria en todos los casos (145).
Casos en que serd periddica pura d periodica mixta lo
basica equivalente ¢ una fraccion ordinaria (146).

ART.° 1.—NUMERACION Y PROPIEDADES PRINCIPALES.

126. Segin la definicién (6) y el Teorema (120), a
todo nimero quebrado ¢ fraccionario puede suponérsele
originado de 505 modos: 6 por la medicién directa de una
cantidad ¢ por la division de dos enteros. Es evidente
que todo quebrado consla de dos fdrminos: uno que nu—
mere 6 cuenta las partes iguales de wnidad que contiene
la cantidad medida 6 cudnfas nunidades tiene el dividendo;
por eso es llamado awumerador: y otro que, indicando en
cudntas partes iguales se considera dividida la unidad ¢
las unidades que tiene el divisor, denomine 6 da nombre
a dichas partes; y por eso es llamada denominador. Si éste
es dos, las partes se llaman medios; si {res, tercios; y con
los nombres de los nimeros ordinales (23) cuartos, quin-
tos, etc., desde cualro en adelante.

Para acabar de comprender esa duplicidad de origen
de los mimeros fraccionarios, no hay sing recordar que,
tanto en la medicidn de cantidades como en la divisién de
enteros, se trata de saber las veces que una cantidad 6 un
nimero contiene & ofra d otro; si hay exactitud en esas
veces, resultan de ambas operaciones nimeros enteros, y
si no la hay, puede en la medicion contener la cantidad
una ¢ varias partes iguales de unidad, sin residuo alguno,
6 con residuo siempre por pequenas que aquellas sean; en
el primero de estos dos casos resulta el niimero fracciona-
rio, y en el segundo el incomensurable; pero en la divi-
si6n, sicmpre existe como medida comin de dividendo y
divisor la unidad 4 que ambos se refieren; por esto la di-
visién de enteros no puede originar nimeros incomensu-
rables, y si s6lo enteros ¢ fraccionarios, segiin sca exacta
6 inexacta respectivamente.

127. Aunque no es necesario, conviene en cicrios

x

casos considerar & los quebrados como enteros de unida-
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des fraccionarias; entendiendo por ‘ales las partes ali-
cuotas de la unidad principal, cuyo nimero y nombre
expresa el denominador. Viene & ser asi dicha parte ali-
cuota como una unidad auxiliar y provisional que facilita
y abrevia muchas cuestiones de quebrados, consideran-
dolos como enteros referidos & otra unidad. Eso es posi-
ble y aun legitimo, pues ya sabemos (12) que toda canii-
dad puede ser expresada por cualquier niimero, escogiendo
la unidad conveniente.

128. Todo quebrado cuyo numerador es menbr que
su denominador, lldmase propio 6 genwino, y es claro que
vale menos que 1, puesto que tiene menos partes alicuotas
que la unidad.

Por el contrario, llamaremos quebrado wmpropio 6 es-
mireo & todo aquel cuyo numerador sea mayor 6 igual que
su denominador, y que vale, por lo tanto, & lo menos 1.
Entre los quebrados impropios llamaremos aparentes a los
que tengan su numerador multiplo de su denominador;
porque es claro que cquivalen a nimeros enteros, y solo
aparentemente son quebrados.

Entre las infinitas divisiones en partes iguales que
puede concebirse de cada unidad, mereeen atencion espe-
cial aquellas en que el nimero de partes es la base nume-
rativa ¢ sus potencias sucesivas. Los quebrados que tengan
tales denominadores,—10, 100, 1000, etc.,—llamanse bd-
sicos, en general, v decimales en el sistema usual de nu-
meracion; y & todos los demas se los llama quebrados or-
dinarios 6 fracciones ordinarias ¢ comunes. Mizfos son
los mimeros que constan de cntero y quebrado (6).

: 129. La nomenclatura 6 aumeracion verbal de los

quebrados conste naturalmente de dos nombres: el del nu-
merador, que se expresa el primero como mimero cardi-
wal, y el del denominador, nombrado en seguida del nu-
merador, pero como wimero ordinel (segin ya hemos
indicado) si pasa de tres, y con los nombres medios, ter-
cios, si es dos 6 tres respectivamente.

Imitil parece decir que si el numerador es 1, el deno-
minador se nombrari en singular, y en plural si aquél
fuere mayor que 1.
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Claro es que equivaliendo todo quebrado 4 un cociente,
también se podri nombrar como tal; y asi debe hacerse,
siempre que sus dos términos sean ‘indeterminados de
valor 6 estén representados por letras; pues sin6 resul-
tarian nombres antigramaticales, como si dijéramos ¢
beavos, en vez de ¢ partido por 6, 6 « dividido .

Los quebrados decimales se nombran sinmds que cam-
biar lo terminacion avo en ésima. Asi, en vez de centavos,
milavos..., se dice centdsimas, mildsimas... En vez de diez
avos. .. décimas 6 decimos. Para el dinero, en vez de centé-
Stimas, centimos 6 cenlavos.

Los niimeros mixtos se nombran: expresando primero
el entero y en seguida el quebrado, interponiendo la con-
juncién y. Ej.* Dos y un medio, 6 dos y medio; cinco Y
dos tercios, ocho y cinco séptimos, etc.

130. Respecto & la numeracidn escrita, se ha conve-
nido en escribir los quebrados ordinarios: poniendo el nu-
merador encima de una raye y el denominador debajo;
como ya dijimos se podia expresar ¢ indicar un cociente,
una division de enteros. Es claro que 4 un quebrado asi
escrito se le nombrara ¢ leerd por las reglas dichas ha

poco. Asi ——= dos quintos, etec.

Los quebrados Jdsicos pueden también ser escritos se-
uin la regla anterior; mas observando que para ellos la
ivisién de la unidad en partes alicuotas sigue la ley de

las unidades numerativas (17), se ocurre la posibilidad de
escribirlos sin denominador; colocando lus cifras respec—
tivas de las decimas, centésimas, etc., 6 lo derecha de las
unidades; como las decenas, centenas, ete., & la izquierda.
El lugar de la cifra de las unidades se marca con una
coma ¢ virgula 4 la derecha, aunque en rigor deheria ser
encima 6 debajo, porque ese lugar es unico ¢ del orden
cero, puesto que desde 6l y con perfecta simetria se corres-
ponden, respectivamente a izquierda y derecha, decenas
Yy décimas, centenas y centesimas, millares Y mrlesimes,
etc., en los lugares primero, segundo, tercero, etc. de
ambos lados. Con la notacién usual resultan los ¢rdenes
de las unidades fraccionarias retrasados un lugar, respecto
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a sus anélogas enteras. Décimas... 1.° & la derecha, dece-
nas 2.° a la izquierda, ete.

Toda fraccion decimal asi escrita puede ser leida de
tres modos: primero todas las unidades ¢ parte entera,
que puede ser cero, y en seguida la {raccionaria como si
tuviera el denominador manifiesto; p. ej.%: 25,834 =25
unidades, 834 milésimas (éste es el modo mas usual); 6
después de la parte entera, las cifras fraccionarias una a
una con su valor relativo; p. ¢j.% 26 unidades, 8 décimas,
3 centésimas, 4 milésimas; ¢ todo junto, como si estuviera
escrito en forma de qucbrado ordinario:

25.834
1.000 °

131.  Las fracciones basicas tienen algunas veces for-
mas especiales. Asi las hay limitadas, é ilimitadas 6 de
un numero infinito de cifras; es decir, que debe suponér-
selas indefinidas, para équivaler al nimero que represen-
tan, originado por alguna operacion inexacta. Entre las
indefinidas, unas nada tienen de particular en sus infini-
tas cifras, y esas equivalen como veremos pronto, & nime-
ros incomensurables; pero hay otras cuyas cifras fraccio-
narias se repiten por grapos, y en el mismo orden, perié-
dica é indefinidamente ; éstas equivalen 4 nimeros co-
mensurables 6 quebrados ordinarios; y & su vez pueden
ser de dos especies: periddicas puras y perivdicas miztas;
las puras tienen sus cifras repetidas desde las décimas, en
nuestro sistema, y las mizfes tienen primero una ¢ méas
cifras no repetidas, al menos en el mismo orden y que
forman la parte no periddica, y luego empiezan los perio-
dos 6 grupos de cifras repetidas en el mismo orden. Para
expresar que una fraccion basica es periodica, puesto que
es imposible escribir sus infinitas cifras, se eseribe hasta
acabar el 2.° 6 3.2 periodo, y después puntos suspensivos.

Ejemplos:

3,848484..... periddice pura, cuyo periodo es 84;

9,82125125..... periodica mirta, cuya parte no perid-
dica es 82 y su periodo 125.

Las cifras de la parte entera no se cuentan jaméas para
los periodos ni partes no periddicas, porque si se contasen

25.834 milésimas =
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en los casos especialisimos en que realmente forman, &
simple vista, parte del periodo, no se podrian demostrar
ni enunciar, en general, las leyes respecto a los origenes
respectivos de las fracciones de cada especie.

132, Pare reducir un quebrado vmpropio al entero ¢
mizto equivalente (6—128), se divide el numerador por el
denominador; st la division es exacte, el cociente serd el
entero buscado, que equivale al quebrado aparente dado;
Y sies wnexacta, el residuo serd el numerador, que con el
mismo denominador que el dado, formard el quebrado
propio del mixto, cuyyo entero serd el cociente entero dela
division hecha (120, corolario).

Ejemplos: i:— = 4 porque 28 : 7 = 4 (divisién exacta).

30 % e 20l
- =4 pues 30 = 7 X 4 + 2 (divisién Inexacta).

Reciprocamente: para reducir un mibmero entero &
Jorma de quebrado 0 d guebrado aparente, se le multiplica
por el denominador dado ¢ elegido, y el producto serd el
numerador correspondiente; y para reducir un nUmero
maxto & quebrado (impropio), se multiplica el entero por
el denominador del quebrado; al producto se aniade el nu-
meradoy. respectivo, y la sumo serd el numerador del
quebrado equivalente al mizto, con el mismo denoming-
dor que el del quebrado unido al eniero. Ejemplos:

4 8 120008 20 S

Vo oty B s dinoo bl 5B ’
4 2 4.7+2 W+2 3
e Tt e U
Porque si cada unidad tiene dos medios, tres tercios,
ete., # unidades tendran # veces dos medios, # veces tres
terelos, ete... ;
133. S el numerador solo crece o disminuye, el que-
brado varia también en el misimo sentido, y si el denoi-
nador solo disminuye ¢ awmento, el guebrado variard en
sentido contrario. :
Pues, en el primer caso, varia el ndmero de unidades
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fraccionarias, permaneciendo éstas de igual magnitud; y
en el segundo, queda constante el nimero de aquéllas,
pero son més pequefias 6 més grandes por estar Ja misma
unidad dividida en mas 6 menos partes respectivamente.

Iisa proposicién puede también enunciarse asi: de dos
quebrados que tienen iguales denominadores, s mayor el
que tenga mayor numerador; y de dos quebrados que tie-
nen iguales numeradores, es mayor el de menor denomvi-
nador. O, en general, el orden de magnitud de varios
quebrados con iguales denominadores es el de sus nume-
radores; y el orden de magnitud de varios quebrados de
iguales numeradores es inverso al orden de magnitud de

sus denominadores.

e R
o e
Ejemplos: ) Rl e
BDoa s sk

Corolario: Si dos 6 mas quebrados son equivalentes y
tienen iguales sus numeradores, también tendran iguales
sus denominadores; y si tienen iguales sus denominado-
res, también serdn iguales sus numeradores; es decir,
seran idénticos 6 uno mismo repetido, ¢ no podran ser
equivalentes dos quebrados con iguales numeradores si
no lo son también sus denominadores; ni con iguales de~
nominadores, si no lo son también sus numeradores.

134, 86 el numerador solo se multiplica ¢ se divide
exactamente por un entero, el quebrado quedord respecti-
vamente multiplicado 6 dividido por dicho entero, y si el
denominador solo sufre esas variaciones por produceion,
el quebrado las sufrird en sentido contrario y por el
HASIO NARET0.

Pues cn el primer caso queda multiplicado ¢ dividido
el niimero de unidades fraccionarias, siendo éstas de igual
magnitud; y en el segundo queda invariable el numero
de aquéllas, haciéndose cada una tantas veces menor 6
mayor respectivamente, como unidades tenga el nimero
por el cual se multiplicd ¢ dividié el denominador.

Corolario: §i numerador y denominador se multiplican
d dividen ¢ la vez por un mismo entero, el quebrado no
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varia de valor, 0 se transforma en otro equ_ivalente. Pues
entonces, a la vez que se multiplica ¢ divide el nimero
de unidades fraceionarias, se hace cada una de ellas res—
pectivamente, el mismo nimero de veces menor 6 mayor
Y se compensan exactamente ambas variaciones simul-
taneas. - :
Ejemplos: Si se multiplica por 3 el numerador 5 del
5 15 TR .
quebrado ;resultaT“:?’x 3; porque evidentemente 15
octavos = 3 veces 5 octavos.
. S . 5 5

51 se divide por 4 el denominador 8 de — resulta—- =
5 . : ‘
+ X 4, porque evidentemente, siendo un medio cuatro

veces un octavo, cinco medios seran cuatro veces cineo
octavos... ete.
Si se multiplican por 2, 3, 4... n, los dos términos 5 y
b1 8 10 15 2 5.n
8 16 24 e

135. 8% se wvaria de lugar lo coma 6 virgula de un
quebrado bdsico, éste quedard multiplicado, si lo varia-
cion es hacia la derecha, y dividido, si la variacion es
hacia la izquierda, por la unidad seguida de tantos ceros
como lugares haya variado lo coma. '

Porque si se corre Ja coma hacia la derecha, cada cifra
se hace tantas veces mayor como exprese la unidad se-
guida de tantos ceros como lugares se haya corrido aqué-
1la; v si s¢ corre hacia la izquierda, sucede exactamente
lo eontrario; todo segiin las eyes de la numeracidn es—
crita. También puede eso demostrarse como corolario del
parrafo anterior; suponiendo eseritos como ordinarios los
quebrados basicos; pues entonees, correr la coma 4 la de-
recha equivale & dividir por la unidad seguida de ceros,
el mimero de partes iguales en que se considera dividida
la unidad, y correrla & la izquierda, multiplicar analoga-
mente dicho nimero de parles, cte.; siendo todas esas
partes en igual nimero.

Ejemplos: Si en la fraccion 347,2859 corremos la coma

2

tres lugares @ la derecha, resultard 347285,9 numero
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1.000 veces mayor que el anterior, porque las unidades—
7—se han hecho millares y asf las demés cifras; y si la
corremos dos lugares 4 la izquierda, la fraccién resultante
3,472859 es cien veces menor que la propuesta, porque las
unidades se han hecho centésimas, y ast las demés cifras;
6 de otro modo: en la 1." de esas tres fracciones las uni-
dades inferiores son diez milésimas, en la 2.* décimas, y
en la 3." millonésimas; el numero total de partes,—el
numerador,—es el mismo en las tres fracciones, 3462859;
pero las décimas son mil veces mayores que las diez mi-
lésimas; y las millonésimas son cien veces menores; luego
la 2.* fraccién es mil veces mayor y la 3." cien veces
menor que la 1.°

Corolario: Si se suprime la coma, que es como correrla
a la derecha de todas las cifras, quedari el mimero dado
multiplicado por la unidad seguida de tantos ceros como
cifras decimales habia.

Si se afiaden ceroséla derecha de una fraccidn basica,
¢ésta no varia de valor, porque eso equivale a multiplicar
numerador y denominador por la unidad seguida de los
ceros afiadidos; 6 bien porque esos ceros, como los do la
izquierda en los enteros, ni valen nada por si, ni alteran
los valores relativos de las otras cifras. :

Ejemplo: 3,14 = 3,140 = 38,1400 = 3,14000, etc., por-

314 3140 31400 314000
quo 3’14 TT400 T 4000 T 10000 100000 °

ART.® 2,°—TRANSFORMACIONES DE LOS QUEBRADOS.

136. Como la misma voz indica, transformar un que-
brado es cambiarle de forma, conservando el mismo valor,
o sew hallar otro equivalente, aungue de tdrminos distin—
fos. Eso se conseguird, en general, haciendo con los dos
términos operaciones que se compensen mutuamente,
como ya vimos se verificaba en algunos casos de los pa-
rrafos anteriores.

Cuatro son las {ransformaciones prineipales: simplifi-
cacidn, reduccion & comun denominador, conversion de
fracciones ordinarias en bésicas y viceversa. A las dos

21
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primeras las llamaremos generales y & las dos tltimas
especiales.

§ 1.° TRANSFORMACIONES GENERALES.

137. 1.2 Simplificacion.

Simplificar un quebrado es transformarle en ofro de
términos respectivamente menores. :

La simplificacién puede ser parcial ¢ total. Ambas se
verifican dividiendo los dos términos de la fraccion dade
por sus factores comunes; siendo, naturalmente, los co-
cientes los términos respectivos de la fraceion equivalente
y mas sencilla. - :

Si esos nuevos términos son primos entre si, 6 lo que
es igual, si se han suprimido todos los factores comunes &
los dos términos de la fraceién propuesta, la simplificacién
es total, y la fraccion resultante se llama irreducible; y
sind la simPliﬁcacidn es parcial, y se puede continuar
hasta hacerla total 6 llegar & la fraccién irreducible res-
pectiva. Esta puede hallarse de una vez, dividiendo por
su mdzimo comin divisor los dos términos de la propues-
ta. (112, Cor.)

5 30 15 5 . . 18 2
Ejemplos: == (irreducible);—-=—; porque 9
es el maximo comun divisor de 18 y 27.
138. Teorema. Zoda fraceion equivalents d wna irie-

ducible tiene sus dos tdrminos equimiltiplos de los respec-
tivos de ésta.

Sea i—l—:—: Multiplicando por ¢ los dos términos 5y
8 y por 8 los dos términos ¢ y ¢, tendremos (134, Cor.)
L :—:; y por tanto,%_—_:—z, de donde (133,
Cor.):8a=>5c.

§c — ¢ 8¢
Ahora bien, si se dividen por 8 y por 5 alternativa-
mente los dos miembros de la 1gualdad anterior, resulta-

’ 5 8
ran estas otras: a = —=, -~

S 5 =, Y como &, ¢ son ente-

. 5c 8a - 14
ros, esos coclenies —, —— son exaclos, 6 b ¢ es multiplo
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de 8,y 8 ¢ es miiltiplo de 5. Pero 5 y 8 son primos rela-
tivos, luego ¢ es miltiplo de 8 y ¢ es miiltiplo de 5 (113).
Supongamos, pues, ¢ = 8 %, siendo # un numero entero;
sustituyendo cse valor de ¢ en la igualdad 5 ¢ = 8 ¢, se
tendrd 5.8 n=28 4, y dividiendo por 8, 52 = a. Vemos,
pues, que ¢ y ¢ son respectivamente miltiplos de 5 y 8 por
un mismo entero #, que es lo que querfamos demostrar.

Corolarios.  1.° 8% dos quebrados son ¢ la vez irredu-
cibles y equivalentes, serdn identicos o el mismo repetido;
pues los términos de cada uno solo pueden ser multiplos
por 4 de los del otro.

2.°  Ningin quebrado irreducible puede ser aparente
o equivaler ¢ un enlero; pues para esto ha de ser el nume-
rador mitltiplo del denominador y no primo con ¢l (128).

139. 2.% Reduccion d comin denominador.

Como su mismo nombre indica, esta transformacién
consiste en convertir varios quebrados en otros respecti-
vamente equivalentes ¢ ellos y que tengan todos (los otros)
el mismo ndmero por denominador.

La posibilida(f de tal transformacién se justifica &

~priori, en virtud del siguiente

Teorema. Para que un quebrado sea transformable
en otro, es necesario y suficiente que el denominador ma-
yor tenga todos los fuclores simples del menor que no

tenga su numerador respectivo. Sea —=—— siendo s> 1.
Multiplicando ambos miembros de esa igualdad por % s

(184), tendremos: ———=——— , y simplificando ¢sos
7 n 5

b d ms rn r Vg d' 'd' d
quebrados, = —=——— 6 m s = r 1, y dividiendo por =,

ms

=r. Es decir, que el producto m s ha de ser divisible
por #, puesto que el cociente—— es el entero ». Luego,

segiin la condicion general de divisibilidad de un entero
por otro (96), m s ha de contener todos los factores sim-
ples de %, iguales ¢ desiguales, por consiguiente, s ha de
contener todos los factores simples de # que no contenga
. Esta condicion necesaria es también suficiente, porque
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si se verifica, el nuevo denominador s serd miltiplo del
denominador del quebrado irreducible equivalente al pro-

puesto %, y entonees sera facil obtener el nuevo quebrado
— multiplicando los dos términos de dicho irreducible
por el entero conveniente (138).

De esa condicién general se deduce, en particular,
para los quebrados irreducibles la siguiente: Para que una
fraceidn 1rreducible sea transformable en otra, es necesa-

ri0 y suficiente que el denominador de ésta sea multiplo

del de aquélla, que es lo mismo ya dicho (138).
140. En virtud del teorema anterior, para que varios

quebrados sean transformables en otros de igual denomi-

nador, es necesario y basta que ese denominador sea mmil-
tiplo comtin de los denominadores de los quebrados irre-
ducibles equivalentes 4 los propuestos; 6 bien que conten-
ga todos los factores simples de los denominadores primi-
livos que no estén en los numeradores respectivos. Por
consiguiente: el minimo denominador comun 4 que pue-

den ser reducidos varios quebrados, es el minimo muilti-'

plo comiin de los denominadores de los irreducibles res-
pectivamente equivalentes.
Por lo tanto, para reducir quebrados ¢ su minimo de-

nominador comiin, se sz‘mph'hﬁcawm primero totalmente -

los que sean reducibles, se hallard el minimo mailtiplo
comain de los denominadores de los irreducibles vrespecti-
vos, y ese es el denominador comin pedido. Para hallar

ahora cada wuevo numerador, se dividiré el denominador

comiin por cade denominador,~—de los quebrados irredu-
cibles,—y se multiplicard el cociente por el numerador
correlativo. Las mismas operaciones, 4 partir de un muil-
tiplo comtin cualquicra de dichos denominadores, reduci-
rian los quebrados propuestos 4 otros de denominador
comun aunque no el minimo. :
Por ultimo, -aunque sélo sea cuestidn euriosa y 10
usual, anilogamente se podrian reducir & comin nume-
rador varios quebrados, hallando primero sus equivalen-
fes 1rreducibles, luego el minimo 1 otro miiltiplo comun
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de los numeradores de esos irreducibles, el cual miiltiplo
sera el numerador comin, cuyos denominadores respec-
tivos se hallaran dividiendo aquél por los numeradores de
dichos irreducibles, sucesivamente, y multiplicando los
cocientes por los denominadores respectivos.

Claro es que en todos esos casos, cada quecbrado se
convierte en otro equivalente, puesto que se multiplican
sus dos términos (del irreducible) por un mismo entero.

Escolin.  Solo cuando los denominadores de los irre-
ducibles, equivalentes & los quebrados dados, sean primos
relativos dos & dos, serd el minimo denominador comtin
el producto de estos denominadores (117, Cor. 1.°), y en—
tonces habrd que multiplicar los dos términos de cada
quebrado por los denominadores de los demas (regla usual
en la escuela).

Ejemplo 1.° Sean las fracciones irreducibles:

57 &L Sgrna Jl L SHLE

51 0 oy T3 ¢l minimo miltiplo comin de los de-
nominadores 8, 20, 9, 3 es 360. Ahora, 360 : 8 = 45,
360 ;20 = 18, 360 19 =40, 360 : 3=120; luego mul-
tiplicando los dos términos del primer quebrado por 45,
los del 2.° por 18, los del 3.° por 40 y los del 4.° por 120,
tendremos:

Donbxdh BH 4 Gxld b

8 8x45 360 20 2018 360’
2 2x40 80 7 TxI20 840
97 9%x40  360° 3 3x120 360

Ejemplo 2.° 33, %, 17—0, 23 Como los denominadores
3, 5,7, 2 son primos relativos dos & dos, su m. m. ¢. es su
producto 210, y éste es, por tanto, el minimo denominador
comin & que pueden reducirse esos quebrados. Por con-
siguiente, la reduccidn se efectunara multiplicando los dos
términos del primer quebrado por 5 x 73 2, los del 2.°
por 3 3 7 x 2, los del 3.° por 3 x 5 x 2 y los del 4.° por
3 X b x 7. Haciendo esas multiplicaciones, resulta

20 4400 E Y TA08Y 000 800 0 B T6es

3Tug? 5 207 7 o0’ 2 oapt
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141. La reduccién de quebrados 4 comiin denoming—
dor es necesaria para sumarlos ¢ restarlos, y 1til para com-
pararlos. Gomo ejemplo de esto iltimo, estudiemos las
variaciones que puede experimentar una fraceidn 4 cuyos
dos términos se afiade 6 resta un mismo nimero entero,

Sea la fraccién —y « ¢l entero anadido ¢ restado &
cada término. Suponiendo, primero, que se afiade, ten—
a—+x : .
dremos W Para comparar ambas fracciones reddz-
C+ X :
canse a comin denominador (140, Escol.’) y se tendra:
a afe+x) ac-t+ax )
¢ cle+x)  cl{etx) -
a+x (a+x)ec ac+cx @)
e T TEle Ry RELER oS

Ahora bien, teniendo esas dos fracciones iguales deno-
minadores, sera mayor la de mayor numerador (133). Mas
los numeradores, que tienen el sumando ¢ ¢ comin, de-

enden, en sus valores relativos, de los sumandos ¢ z, ¢ 2;
0s que a su vez, teniendo el factor comin #, dependen de

¢ y ¢ exclusivamente. Pues bien, si la fraccién % es pro-
plada<<ec,seraax<cx,ac+ax<ac+ex,0la
fraccién (1) menor que la (2); la fraccisn propia{j“, crece
pues, cuando crecen & la vez y por igual sus dos térmi-
nos. Lo contrario sucede, naturalmente, si la fraceién %

es impropia, porque sia > ¢, 2 X > ¢xX,ac +ax>>ae
~+ e X, elc. Es claro que si en vez de crecer disminuyen, 6
en voz de sumar se resta el mismo niimero 4 los dos tér-
minos, la fraccion variara en sentido contrario que cuan-
do aquéllos crecen. Podrase, pues, formular en general el
siguiente '

Teorema. §% los dos términos de una fraccion varian
¢ lo par por sumacion, eniguales valor y sentido, lo frac-
cion varard en el mismo sentido que sus términos, si es
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propia; y en sentido contiario gue sus términos, i es vin-
propia y mayor que 4; y no variara, evidentemente, si es
igual & {1 6 son iguales sus dos términos.

Escolio 1.° Bueno serd advertir que no variando la
diferencia entre sumerador y denominador en €sos casos
(31—2."), y siendo cada vez menores las partes alicuotas
de unidad, si crecen aquéllos, los quebrados: cuyos dos
términos crecen igualmente, van aproximéandose & valer
1; puesto que la diferencia entre la unidad y un quebrado

m-—n ., n—m

propio & impropiol:— es neccsariamente )

n

Mas como nunca seran iguales los dos términos; sino
lo-eran, pues crecen 4 la par, nunca llegara & valer 1 un
quebrado euyos dos términos erezcan igual: Este es el pri-
mer caso que hallamos, en que una cantidad variable se
puede aproximar cada vez mas 4 una cantidad fija, sin lle-
gar nunca 4 ésta, y sin cesar de aproximarse. En todos los
casos como ese, la cantidad fija se llama Hmite de la va-
riable respectiva; limite superior, sila variable es y per-
manece menor que su limite, y limite inferior, sl cs me-
nor éste que su variable. Asi, pues: lo unidad es limite
superior de las fracciones propias, y limite inferior de
las impropias, cuyos dos términos crecen simultdned,
igual é indefinidamente.

Ese” 2. Sisolo uno de los dos términos de un que-
brado crece ¢ disminuye, ya sabemos (133) que el valor
del quebrado varfa en el mismo sentido que su numerador
y en sentido contrario que su denominador; y eso sin li-
mites, no como en el caso anterior, pues, si crece indefini-
damente el numerador solo, el quebrado crecerd también
infinitamente 6 se hara infinito, lo que sc expresa con el
simbolo o} v si crece infinitamente ¢l denominador solo,
el quebrado disminuye también indefinidamente ¢ se hace
infinitamente pequefio, ¢ se dice que tiene por limite cero,
que es lo mismo que decir que no tiene limite en su dis-
minucién ¢ deerecimiento, asi como deeir que una canti-
dad variable cualquiera tiene por limite el oo, es decir que
puede crecer infinitamente ¢ sin limite.

No examinamos los casos en que el numerador ¢ de~
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nominador disminuyen indefinidamente, porque para eso.
tienen que dejar de ser enteros; y aqui solo tratamos de.
las fracciones ordinarias ¢ de términos enteros. -

§ 2.°~TRANSFORMACIONES ESPECIALES.

L.*  Conversion de fracciones ordinarias en bdsicas.

142.  Para reducir wna fraccion ordinaria & bdsica
(decimal en nuestro sistema), se divide el numerador por
el denominador, ¥y €l cociente entero,—que serd cero, si la
craceion es propiu,—serd lo parte entera ¢ anterior & lo
coma, (120); d la derecha del resto se pone un cero y se
contimie dividiendo y aiadiendo ceros ¢ los restos su-
tesivos hasta que resulle un resto cero d se obtengan tan-
Jas cifras como se quiera, despucs de la coma.

Esos ceros reducen 4 las unidades inmediatas inferio-
res las de cada resto, lo cual no altera el valor y permite
continuar las divisiones; pues ya sahemos, por la teoria de
la divisién, que cada cifra de un cociente es del mismo
orden que el dividendo parcial que la origina.

Ejemplos:—i:{],ﬁs; 30 8 i i_: 1,666...; 5 |3
s 60 | 0,375 4 20 | 1,666...
io 20

0 20

143. En esas reducciones pueden ocurrir dos casos,
segtin los ejemplos anteriores atestiguan: ¢ que se llegue
4 un resto cero, 6 que no se llegue jamés, por repetirse
periddica ¢ indefinidamente los mismos restos. Eso se for-
mula en el siguiente :

Teorema. La fraccion bdsica equivalente ¢ una ordi-
narie cualquiera, es forzosamente limitada ¢ periddice
(nunca ilimitada no pericdica).

Porque no pudiendo ser restos parciales mas que los
enteros menores que el divisor, sucedera que al cabo de
tantas divisiones, & lo mas, como unidades tenga el deno-
minador dado, se repetira alguno de los restos anteriores,
¥y por tanto, el dividendo, cociente y resto subsiguicntes;



169

¥y todos los sucesivos, en el mismo orden que antes salie-
ron; y asi infinifas veces. Sclo, pues, en el caso de que
no se repita ningiin resto, por acabarse antes las divisio-
nes, 6 llegar & un resto cero, tendra fin la operacidn, y la
fraccion ordinaria dada serd equivalente & una bésica li-
mitada; y en el caso contrario, &4 una periddica. Fstas
fracciones, cuya existencia ya anunciamos ¢ priori, tie-
nen, pues, su natural origen en las ordinarias equivalen-
tes. Luego veremos que, reciprocamente, toda fraccidén
basica periddica equivale 6 tiene por generatriz & una or-
dinaria, y es, por tanto, un nimero comensurable, 4 dife-
rencia de las indefinidas no periddicas, que equivalen &
nimeros incomensurables. ST

144. Falta averiguar en qué casos serd respectiva-
mente limitada ¢ periddica la [raccion bésica equivalente
& una ordinaria dada. .

Segun la regla (142), para que resulte un resto cero
6 se acaben las divisiones sucesivas, ¢ la basica sea limi-
tada, serd necesario y bastara que, multiplicado el nume-
rador por la unidad seguida de ceros suficientes, sea divisi-
ble el producto por el denominador respectivo. Ahora bien,
como con tal multiplicacién no se infroducen mas facto-
res simples en el producto que los de la base numerativa,
serd preciso (96) para la divisibilidad susodicha, que el
numerador contenga todos los factores del denominador
que no lo sean de la base; 6, si el quebrado es irreduci—
ble, que el denominador no contenga otros factores sim—
ples que los de la base numerativa. Esto mismo resulta,
considerando esa reduccidn como caso particular doe la
explicada generalmente en el nimero 139; puesto que
toda unidad numerativa no contienc més factores simples
que los de la base (73). Es claro que ol wimero de cifras
decimales despuds de la coma, en el caso de quelo Frac-
cion basice sea limitade, serd igual al moyor de los ea—
ponentes que tengan los factores 2 6 5 en el denominador
(siendo 10 la base), pues por cada cero afiadido al numoe—
rador (6 & los restos sucesivos, que es lo mismo), silo se
introduce una vez cada factor de la base, luego se necesi-
tara afiadir tantos ceros, sucesivamente, como veces esté

22
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repetido el que mas de esos factores, y como cada cero
afiadido origina una cifra decimal, resultaran tantas de
éstas como dichas veces 6 como unidades tenga el expo-

I n n

nente respectivo (10=2. 5 ). :

Pudiéramos ahora investigar cuando sera respectiva—
mente pura ¢ mixta la fraccién bésica periddica (143)
equivalente & una ordinaria dada; pero siendo mucho mas
facil esa investigacion después de saber la reduccidn in-
versa, estudiemos ésta antes.

2. Reduccion de fracciones bdsicas d ordinarias.

145. Segiin ya hemos indicado (131, 143), tres son
las especies de fracciones basicas transformables exacta—
mente ordinarias, pues las ilimitadas no periddicas no
pueden equivaler a fracciones ordinarias, aunque si se
podra representarlas por éstas aproximadamente, despre-
ciando las infinitas cifras que siguen & la del orden fijado
como limite de error; pero eso corresponde & la teoria de
nimeros incomensurables. :

1.° Para transformar en ordinaria une fraccion bd-
sica limitada, se pone por numerador el entero que re-
sulta quitando la coma, 1y por denominador 4, con tantos
ceros como cifras haya despues de aquélla.

Porque asi se pone el denominador de manifiesto, como
dicen AA. eminentes. -

Ejemplos: 0,845 =—>; 15,28 =—> otc.

1000 ? 100

2.° Para transformar en ordinaric ung fraccion bd-
siew periodica pura, se pone por numerador lo diferencia
entre la parte entera y lo misma sequide del periodo, §
por denominador tantos nueves como cifras tenga aquel.
~ Sea, p.e]., la fraccion 12,454545...; cuyo periodo es 4b.
Tlamemos # a la fraceidn ordinaria equivalente; es deeir,
x = 12.454545... Si corremos la coma 4 la derecha del
primer periodo, quedara la fraccién multiplicada por 100
(135), y sera... 100. x=1245,454545... Como el nimero
de periodos es infinito, nimero inalterable por los finitos,
son idénticas las partes después de la coma, en las dos
fracciones anteriores; por lo tanto, restando ordenadamen-
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te esas dos igualdades, tendremos: 100. x—x =1245—12,
es decir, 99 x —1245—12, y por tanto, x =—1%*12—

‘Ese.” Esos nueves serin la base menos 1, en' cual-
quier sistema numerativo.

Corolario. 8% la fraccion periodica pura no tienc
parte entera, lo ordinaria equivalente lendrd por nume—
rador el periodo, y por denominador tantos nueves como
cifras tiene dicho periodo.

Ejemplo: 0,848484 ==,

3.°  Para transformar en ordinaria unge fraccion bd-
sica periodica mizte, se pondrd por wwmerador la dife-
rencia entre los enteros que resullan corriendo la coma &
izquierde y ¢ dereche del primer periodo, y por denomi—
nador tantos nueves como cifras tenga el periodo, Sequi-
dos de tantos ceros como cifras no periddicas haya.

Sea la fraccion z=="5,64203203203... cuyo periodo es
203, y 64 la Farte no periddica. Si corremos la coma a la
izquierda del primer periodo, 0 & la derecha de la parte
no periddica, sera

00 z=564,203203203...

Y corriéndola otros tres lugares,

100.000 z = 564203,203203203...

Restando ordenadamente
100000 z — 100 z= 564203 —564, 6 99900 z =564203—564.

203!

Y por tanto, z =—5% (. q. q. d.)

Corolario. 8% no hubiere parte entera, claro es que el
numerador serd igual & lo diferencia entre la parie no
periddica, y la misma sequida del periodo.

- 146. Pucsto que la fraccién gencratriz de una deci-
mal periddica pura tiene su denominador compuesto de
nueves (145-2.%), y 9 es primo con 10 (107-8.°), claroes
que ningtin denominador de fraccién irreducible equi-
valente 4 una periddica pura, puede tener entre sus fac—
tores al 2 ni al 5; luego ya podremos completar, segin
anunciamos (144), las condiciones para determinar la es-
pecie de fraceién equivalente & una ordinaria dada.
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Teorema. Dada una fraceion irreducible, la decimal
equivalente serd limitade, si el denominador sélo tiene pop
Jactores simples al 2 4 al 5 (los de la base numerativa);
serd periddico puia, $i el denominador no contiene entre

sus factores al 2 ni al 5 (6 es primo con la base numera~

tiva); g serd periddica mizta, si el denominador contiene
entre sus factores al 2 d al 5 (los de la base), y ademds
olre v otros.

Los dos primeros casos son los demostrados respecti-
vamente en los nimeros 144 y 146, y el dltimo es conse-
cuencia de esos dos y del n.° 143, pues no pudiendo ser
limitada ni periédica pura, la fraccidn decimal equivalente
a la ordinaria que esté en cse 3.°° caso, serd necesaria-
menle periddiea mixta.

Si la fraceion dada no fuese irreducible, se la simpli-
ficard totalmente, y se aplicard el teorema anterior 4 la
irreducible que resulta, aunque facil seria deducir de las
condiciones antedichas las respectivas para las fracciones
no irreducibles; asf como generalizar toda esta teoria para
cualquier sistema numerativo, ya que para mayor facili-
dad nos hemos referido principalmente al decimal.

CAPITULO 2,°-—OPERACIORES COX LOS: GUEBRADOS,
Lrccidn 13.

Adicidn de quebrados ordinarios de iguales ¢ distintos
denominadores (147). Adicion de enteros con quebrados y
de nalmeros miztos (148). Adicion de quebrados decimunles
0 bisicos entre st, con enteros ¢ con ordinarios (149). Sus-
traccion de quebrados ordinarios de iguales ¢ distintos de-
nominadores (150). Sustraceion de enteros, quebrados y
miztos en todos los casos (151). Sustraccion de quebrados
dectmales ¢ bisicos entre si, con enteros i con quebrados
ordinarios (152). Multiplicacion de quebrado por entero
y viceversa (153). Multiplicacion de quebrados ordinarios
enire i, de miztos por enteros, por quebrados y entre $t
(154). Multiplicacion de fracciones bisicas entre 8t, por
enteros, por ordinarias y por miztos (155). Division de
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Jracciones ordinarias por enteros y viceversa; de guebra-

dos entre si, y de miztos entre si, por enteros, por que-
brados y viceversa (156). Division de fracciones bisicas
entre i, por enteros, por quebrados y viceversa (157).
Elevacion d potencias de los quebrados ordinarios y bi-
sicos (158). Potencias de los quebrados irreducibles (159).
Bztlraceion de raices de los quebrados ordinarios y de los
wibmeros mixtos (160). Batraccion de raices de los que-
brados decimales o bisicos (161). Condiciones para que
una fraceion ordinarie o bisica tenga ratz exacta de cadae
grado (162). -

ART.* 1.°-—SUMACION.
§ 1.°— ApicioN DE QUEBRADOS.

147.  Como sdlo se puede sumar cantidades homogé-—
neas, y el denominador es lo que indica la especie de
partes de unidad que contiene cada quebrado, no se podra
sumar quebrados, si no tienen iguales denominadores.
Cuando los tengan, se suman los numeradores, Y @ esa
Suma, como numerador, se pone por denowinador el de los
Sumandos. ~ ‘

&Ly 4y 9 .20

—_—— == .o Por=
5 5
ue cuatro cosas, mas tres cosas, mas dos cosas, todas del
mismo nombre, son nueve cosas (4 +3--2) del mismo
nombre también. Y como lo mismo puede razonarse en
todos los casos analogos, queda justificada plenamente la
regla anterior. :

Para sumar quebrados de distintos denominadores, se
reducen @ comin denominador (140), y queda este caso
convertido en el anterior.

iy P {_}__27 40 48 45
0 9T T2 T 0 90 Tt g0
_21+40+484+-45 160 16

: Xy 3 e
Ejemplo: e

Ejemplo:

90 0 9
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Porque el m. ¢. m. de 10, 9, 15 y 2, es 90; por tanto,
éste es el minimo denominador comun & que se puede re-
ducir esos quebrados, puesto que son irreducibles. Y ya
reducidos & noventavos, claro es que la suma es la efee~
tuada. g

148.  Pare sumar enteros con quebrados d miztos, d
cstos entre si, se pueden sumar separadamente los enteros
entre si, y los quebrados entre st, y sumar luego-esas dos
sumas parciales; ¢ bien, reducir los miztos y awn los en-
teros d quebrados (132), operando luego con quebrados so-
los, como hemos dicho (147).

Ejemplo:

B R S e B R L SRR e
=4+ S =U+2+ =16

- Compruébese, hallando la suma por el otro método.

El usado, supone extensivo a los quebrados el axioma
(27-1.%) sobre e}i orden de sumandos, y que sin duda es
tan evidente para enteros como para numeros cuales-
quiera, puesto que se funda en las ideas primitivas y ge-
nerales de sumandos y sumas.

149. Pare sumar quebrados decimales, entre st 6 con
enteros, se colocan los sumandos (si se puede) de modo que
se correspondan las cifras de igual orden, para lo cual
basta que se correspondan las virgulas o comas, y despues
se swman como i fuesen enteros, powiendo la coma d o
sume bajo las de los sumandos. Claro es que, sino se
puede colocar los sumandos unos debajo de otros, se su-
maran entre si las cifras de ignal orden, empezando por
las del inferior, ete., poniendo la coma en el sitio corres—
pondiente.

Ejemplos:
28,457
9,0321 3,14159
0,27 0,8746
b} 2,050

4277591 || 6,06619
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Por 1iltimo, pare sumar quebrados ordinarios y basi-
08, 0 en general nimeros comensurables cualesquiera, se
reducen @ ordinarios o ¢ bdsicos todos los que no lo scan,
¥y queda este caso general reducido d uno de los anteriores.

5 1 i SO e
et o i S T e
: 8+’9+22+3 8+10—}-2—s-1
Ejemplo:
25+36--100+120 281 281x25 7025
40 40T 40x25 1000

: 5 1 :
0 bien, puesto que b 0,625, 2?:2,5
4%
i B 1 o4
serag+0,9+2§-+3= .

=1

025

§ 2.°—SUSTRACCION DE QUEBRADOS,

150.  Para restar quebrados que lengan iguales deno-
minadores, se restan los numeradores, y ¢ lo reste como
numerador se le pone por denominador el de los suwman-
dos. Para vestar quebrados de distintos denominadores,
se les reduce ¢ wno comiin, y queds este caso reducido al
anterior.

Ej emplos:%s-—-}: 12 - - :%:% . Puesto que, eviden-
temente, trece cosas menos siete cosas, del mismo nombre,
son seis cosas también de la misma denominacién.

3o 9—8 1 e :

~— =1 —; Porque el minimo denominador co-
mun, en este caso, es 12, ete.

151.  Para restar entero y quebrado, mizto y que-
brado o entero y mizlo, se reducen los enteros y miwtos
1[35 qgebmdos, y queda reducido siempre & restar dos que-

rados.
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Ejemplos:
3— —:—:%-%:is‘i—%:g—a (quebrado, de entero);
12—5—— 4 =12—5—_—%%=12—5—§—=;— (entero, de quebrado);

1 3 5 7 10 7 3 . .
2—15= s =% — 1 — = (mixto, de mixto); etc.

Fin los dos primeros casos se pueden dar las siguientes
reglas: Para restar un quebrado de un entero, se multi-
plica éste por el denominador de aquél, del producto se
resta el numerador, y d la resta, como numerador, sele
pone por denominador el del sustraendo.

Para restar un entero de wn quebrado, seresta del nu-
merador el producto del entero por el denominador, y al
resto, como numerador, se pone por denominador el del
manuendo.

162. Para restar fracciones decimales, se colocan (si
se puede) de modo que se correspondan las comas 6 virgu-
las, y se restan como si_fuesen enteros, poniendo d lo résta
la coma g virgula bajo las de los datos.

Escolio. Puédanse 6 no colocar los datos en columna,
suplanse con ceros, material 6 mentalmente, las cifras de
la derecha del que tenga menos decimales.

| 12,12620%

Ejemplos: Restar 8,14159 de 12,126204; ] Sil5

3,984614

Finalmente: para restar quebrados en el caso en que

uno de los datos sea bdsico ¢ decimal v el otro ordinario,

se reducen ambos 4 ordinarios ¢ d bdsicos, ¥ queda la’

cuestion reducida & uno de los casos ya estudiados.

8 71000 1000 4000 200

" 3140 1375 1765 353
3,142 -

Ejemplos: W : ; 5 119
0,72 = 1,875 — 072 :1’15:):W
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ART. 2 °__PRODUCCION.

§ 1.-MULTIPLICACION.

153. 1.° Pare multiplicar un quebrado por un en-
tero, segiin ya sabemos (134), no hay mds que multiplicar
por dicho entero el numerador solo, dejando el mismo
denominador, ¢ bien dividir el denominador, si es divisi-
ble, dejando intacto el numerador.

: 2 2x4 8 b B> B

1 S Lo gen ey o ME i, It g e s

Ejemplo.3><4_ 5 g 8><4: STy

2.° Lo mismo se puede multiplicar un entero por un

2

quebrado, pues si por ejemplo fuere 4 >3-, dirfamos: se-

gin la definicién general de multiplicar dos numeros, este
produeto ha de ser dos tercios de 4, es decir, dos veees un

. 5 & .2 8 ’ .
tercio de 4, 6 sea 5X 2=—-=—.Y como analogo racio-
cinio puede hacerse siempre en tal caso, podri generali-
zarse diciendo: pare multiplicar entero por quebrado, se
multiplica el numerador 0 se divide el denominador, si es
divisible, por el entero, dejando intacto, y en su respectivo
sitio, el olro térmno del quebrado.

Esc.” Vese por tanto d posteriori, qfie también para
el caso de entero y quebrado se verifica la propiedad con-
mutativa de la multiplicacién, demostrada (41) para en-
teros, y que pronto generalizaremos.

Cor.> E1 producto de un quebrado por su denomina-
dor 6 viceversa, es igual al numerador. ;

154. 1.°  Pore multiplicar dos d mds froceiones or~
dinarias, se multiplican sus numeradores, y aparte sus de-
nominadores; poniendo aquel producto por numerador, i
éste por denominador. .

2: 2 > <rats :
Sea—<—. Segun la definicién general (38), este pro-
3 2 :
ducto ha de ser— de —, es decir fres veces un octavo

Eoiy 2 : - 5 2
de—, 6sea( - : 8) > 3. Ahora bien, para tomar igdc—‘”} 0

Fincc e R Ll
dividir— por 8, se puede multiplicar el denominador 5

23
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por el divisor 8, dejando el mismo numerador 2 (1%4). Es
decir quc% 8= %; luego (153)... (~§—:8)><3:—5.—8— %3
2.8

= 5 segun la regla. Lo mismo se probaria para tres

6 més factores, multiplicando los dos primeros, este pro-
ducto por el tercero, etc. Ampliese 4 este caso el Teorema
del orden de los factores.

2.° Para mulliplicar mibmeros miztos entre si, por
enteros, o por quebrados, y viceversa, se reducen los miz-
fos ¢ quebrados (132), y quedara reducida la cuestién a
uno de los casos anteriores.

2?X5?_2>‘ R 146

Ejemplos: (35 X b=_Lx5=% =171

g2 4D

40 20
165. - Para multiplicar fracciones decimales d bisi-
cas, se prescinde de las comas, o lo que es lo mismo, se
multiphcan como si fuesen enteros; separando luego, en el

2 3 22 9
47)(%2—__)(—-:
5 8 B 8

producto, tantas cifras decimales como tengan los dos fac-

tores. Claro ¢s que si uno de éstos es entero, silo habra
que separar cn el producto tantas cifras decimales como
tenga el otro factor.
15,247
X 8,8
Sea 15,247 > 3,85 .. (- jaloss
45741
58,7009%

Porque, al prescindir de las comas, queda multiplicado
cada factor, por la unidad seguida de tantos ceros como
cifras decimales tiene dicho factor; y por consiguiente, el
producto queda multiplicado por la unidad seguida de
tantos ceros como cifras deeimales tengan amhos factores
(43—3.°), luego habra que dividir por este 1iltimo nimero
0 separar como decimales las cifras que dice la regla, para
restablecer el producto en su verdadera magnitud.
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Pare multiplicar fracciones bdsicas por ordinarias,
g por wilineros mirtes, 6 viceversa; y en general, para
hallar el producto de dos ¢ mds factores comensurables
cualesquiera, se reducen todos é la forma de quebrados
ordinarios o de fracciones basicas, y después se multipli-
can por las reglas ya dadas.

Lscolio. Adviértase que si se reducen los factores &
fracciones bésicas y alguna de éstas es periddica, no se
podra_hallar el producto exacto, para lo cual habra que
reducir los factores & fracciones ordinarias.

§ 2.°—Division.

156. 1.° - Para dividir un quebrade por un entero
(134), se multiplica solo el denominador, ¢ se divide sdlo
el numerador, si es divisible, por dicho entero.

Ejemplo:
By ni8pi 8 08 Ry §ide 2
A5 A 9 ed 8. a3 S

R.°  Para dividir un entero por wn quebrado, se mul-
tiplica el entero por el denominador del quebrado, y al
producto como numerador, se le pone por denominador el
numerador del guebrado.

Ejemplo:
=t E
L %z%i pues multiplicando S por %— resulta 5.

3.° Para dividir dos quebrados se multiplican en
cruz, es decir, el numerador del dividendo por el denomi-
nador del divisor, y el numerador del divisor por el deno-
minador del dividendo, poniendo el primer producto por
numerador y el sequndo por denominador del cociente
buscado. : :

Pues, multiplicando el ndmero asi formado por el di-

visor, resulta indudablemente el dividendo

(ms T msr m luego WL s mS)
—_— e T .
nr s nrs n’ n 8 nre

Cor.*  Para dividir dos quebrados de iguales denomi-
nadores, se dividen sus numeradores,—el del dividendo




180

por el del divisor,—y para dividir quebrados de iguales
numergdores, se dividen sus denominadores invertidos,—
el del divisor por el del dividendo—.

m r mn m m . m_ ms _ s
PHGS,———:——-: e e e = =—
n

n nr r n S nm n ¥

Esc.” Los quebrados hasta ahora considerados ¢ de
términos enteros, suelen llamarse quebrados de unidad, &
diferencia de los productos y cocientes de esos quebrados,
que pueden considerarse como quebrados de quebrados 6
como fracciones cuyos términos son a su vez otras frac-
ciones, generalizandose asi la idea primera de ndmero
Jraccionario, que, como veremos, debe ser mirado siem-
pre como el cociente indicado de su numerador por su
denominador, sean estos niimeros enteros, fraccionarios 6
incomensurables.

Ejemplos: _
e, oSBT B B R el | A

o9k 55808 AR By RELIRAGT 5
4.°  Para dividir wmimeros miztos, entre st, por que-
brados, por enteros, 6 viceversa, se reducen los miwlos &
7 f4 2 » r %
quebrados, y quedara cl caso reducido 4 uno de los ante-
riores.

Ejemplos: :
s R e e IO e e s
et Ui e e s T e T

157, Para dividir fracciones decimales o bisicas, se
prescinde de las comas, es decir, se dividen como enteros,
despuds de haber igualado el mimero de sus cifras deci-
males, afiadiendo ceros al que tenga menos. :

Ejemplo: 38,425 : 4,15 == 38425 : 4150 (58--2.%) ¥
(153—Cor.°). :

Para dividir un decimal por un entero, se prescinde
de la coma, separando luego en el cociente tantos cifros
decimales como tenga el dividendo; 6 1o que es lo mismo,
se coloca la coma en el cociente después de bajar la cifra
de las unidades del dividendo y poner la cifra correlativa
en ol cociente. !
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18,263 | i ;
12,066...
Ej emplo 02315

Para dwzdu- un entero por wn decimal se prescmde de
la coma, después de aiiadir al dividendo mﬂtas CEros como
cifras decimales z’anqa el divisor.

Ejemplo: 158 : 3,14 = 15800 ; 314.

Parg dividir ﬁ accwne.s' decimales por oar'dmm'ms
NMEros miztos, 6 viceversa, se w'educen dividendo y dwz—
sor ¢ lo mismea especie, ¢s decir 6 ordinarias o d decima-
les, y quedara ese caso convertido en uno de los anteriores.

Ejemplos:

314159 : 8 314159 8 314159 %9

e S = 3,53428..
T L T T i e

ART." 3.°—~GRADUACION.
§ 1.°-~FLEVACION £ POTENCIAS.

158. Segin la definicién aritmética de potencia (67)
y la regla CJ)ar-al multiplicar quebrados (154), elevaremos
em quebirado ordinario 4 una potencia de gmdo entero,
elevando su numerador. y sw denominador. & esq misng
potencia y partiendo qmbos vesullados. ,
Fjemplos
( )’_ Sl g 9 : (2 )*"__‘ 2t 2 20,2 VU]
41 3* 3.3.3.3.3 243
: Pam elezm* un nimero mixto se reduce d fraccionario,
y queda este caso reducido al anterior.

Para elevar une fraccion dectinal, se multiplica por si
misma, y el resullado otra vez por la ff accion, s se busca
una potencia de mayor grado que el 2.% y asi sucesi-
vamente.

Ejemplos: (0,4)° =10,064; (0,02)* = 0,0000000032.

159. * Teorema. La patmcm de cualgmmﬂ grado (ente-
o) de un quebmda w’redﬂmbé‘e s tambzm @ ecluc@ble
(114—Cor.* 4.%).
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. § 2."—EXTRACCION DE RACES.

160. Para extraer la raiz de cualquier grado (entero)
de una fraccion cuyos dos términos sean poiencias exactos
de dicho grado, se extraen las raices de ese mismo grado
de dichos términos, y se dividen respectivamente una por
otra. b L0

Ejemplo: : :
[ /256 V56_ 16 |/ 1728 VI8 12 4
OIS Py O 11T 729";W_ P Tae

St el denominador de una fraccion dada no tiene raiz

exacta del grado supuesto, se transforma esa fraccion en

otra cuyo denviminador tenga raiz exacte de ese grado, se
extrae la raiz aprozimade en una wnidad del nuevo nu-
merador y dividiendola por la raiz exacta del denomina-
dor respectivo, se tendrd lo raiz de lo fraccion deda,
aproxzimade con menos error qued partido por dz‘gha iz

exacta’ del nuevo denominador, En efecto, sea l/—;z—,

como evidentemente basta multiplicar por’5 el denomina-

dor 25 para que resulte €l cubo exacto de 5, multiplica-

remos por 5 los dos términos de la fraccion dada y serd
3 3

e S 3 e

: S s Tostin
cualquiera de los quebrados =~ G es la raiz ctibica apro-

. 12 {5 1 . .
ximada de — con menor error de ~ que es la diferencia
ata t
entre —y—-

Como el denominador es el término que indica la es-
pecie de ]l:)artes alicuotas de unidad que contiene un que-
brado, y las aproximaciones casi siempre se evalian en
partes alicuotas de la unidad, por eso es necesaria la trans-
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formacién explicada; pues si transformasemos la fraccicn
dada en otra euyo numerador sélo tuviera rafz exacta, ob-
tendriamos si la del quebrado prepuesto, con cierta apro-
ximaeion, ¢ mejor dicho con incierta, pues no sabriamos
cuél era esa aproximacién sin nuevas transformaciones.

Para obtener el minimo denominador posible en esa
transformacion, se descompondréa en sus factores primos
el de la fraccién dada, supuesta 6 hecha irreducible; y se
mulfiplicaran ambos términos de esa fraccin irreducible,
por los factores primos de su denominador, cuyas poten—
cias no entran en la compesicidn de aquél con grados
multiplos del de la raiz buscada, hasta que todos tengan
esa condicion en la fraccion ya transformada.

; 3 3 3 3
cion L/ 20 20 11 ROTho 1 ¥ Wl ho !
Ejemplos: B V. gugta =3 3=
e Y TR e G

3 3
V2049 V980 >+

Biifion moneiRieondd o
A i 4 : '
l/ 5 _|/5.2_.3ﬂ.73_1/5.2.3-=.73FV5.2.3*.7*
2°.8.%7 R i LS T O Ay

Para exiraer la raiz de ewalguier grado de un nimero
wizto, se le transforma en fraceion ordinarie, y queda
reducido este caso al anterior.

161. Para extraer la raiz de cualquier grado de una
fraccién decimal, se la afiadiran los ceros suficientes para
que el niimero total de cifras decimales sea multiplo del
grado de la raiz que buscamos, y extrayendo Ja raiz del
nimero que asi resulte, como si fuese entero, se tendra la
buscada, con tantas cifras decimales como unidades tenga
el cociente del mimero de cifras decimales de la fraceion
Ya transformada por el indice de la raiz. :

5 3
Ejemplos: [/0,0000000082=0,02; |/ 85,184 =4.4.
jemp

162.  Claro esta, segiin lo anterior, que pare gue una
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Jraccion ordinaria tenge raiz-exacte dewn cierto grade,
es mecesario y suficiente que ambos términos la'tengan; y
pare una fraceion decimal, que la tenga el nmimero entero
que resulta. quitando la coma, despucs de haber aiadido
los ceros que dice la regla, si fuese preciso. -

Teor.”  Las raices inezactas, de fracciones ordingiia
o bdsicas; son wimeros incomensurables. Puesto: que las
potencias de los enteros son enteras, y las de los quebra-
dos son también quebrados (159).

CAPITULO 3.°—CUESTIONES SOBRE NUMEROS FRACCIONARIOS,

1."  Demostrar & prioriy ¢ posteriori que las diversas
fracciones ordinarias que pueden obtenerse de una misma
decimal periddica pura, considerando dos 6 tres periodos
como uno, son equivalentes; es decir, que :
0,8.]3 c abcabc... s abe i abecabe L nbcahcabc’

999 999999 999.999.999

2.* Demostrar que la suma de dos quebrados irredu-
cibles de distintos denominadores, nopuede ser un entero.

3.° Dadas varias fracciones, hallar otras respectiva-
mente equivalentes, y tales que el numerador de cada una
sea el denominador de la precedente. .

4.* Demostrar que si se ordena por orden de magni-
tud todas las fraceiones propias irreducibles cuyos nume~
radores sean menores que un nimero dado, las equidis-
tantes de los extremos son complementarias (susuma =1)
y tienen igual denominador.

5. 'Demostrar que la suma —1—-1——;—1-%-4—%-{-%-[-...
e FimEtres oty

ete.

crece infinitamente si crece el nimero de sumandos.

6.% Hallar cuanto azufre, carbon y nitro hay en 2.000
libras de polvora, sabiendo que en 100 unidades hay 75
de nitro, y partes iguales de las otras dos sustanecias.

7.* Sabiendo que una disolucién saturada contiene
027 de sal, scudnia agua debe evaporarse en una disolu-
cién al 2 por 100 para que quede saturada? i

8. Demostrar que la suma y la diferencia de dos
fracciones periddicas, san también fracciones pericdicas.
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9.* Siendo 0,37 de metro el didmetro de un duro,
seuantos duros caben en linea recta en un kilémetro?,
gcudntos kilémetros ocupan 1.000.000.000 de duros?

10.- Si de una cantidad se quita primero % y luego
qln—, squé resta? ;

11.  Demostrar que si se ticnen varios quebrados des-
iguales, la suma de los numeradores partida por la de los
denominadores, forma otro quebrado mayor que el menor
Y menor que el mayor de los propuestos. Caso en que
éslos sean equivalentes.

12. Suponiendo que una hola eléstica, cayendo por

solo su peso, bota &4 —z— de su altura de caida, jde qué al-

tura cayd la primera vez una bola que a la tercera reboté
& 40 centimetros? ; i

13. Sabiendo que el radio medio terraqueo es 6.366

kilometros, y que la diferencia entre el ccuatorial y el

; 1 - e
polar es —— del mayor, averiguar los kilometros de esos
dos radios. Se supone el radio medio igual 4 la semisuma
de los otros dos. ; {

14. Elevar & las 5 primeras potencias las fracciones

2 3 4

1 . 3 P
2 52 3+ 5 Y sus decimales equivalentes respectivas.

15.  Sabiendo que los valores de las piedras finas va-
rian como los cuadrados de sus pesos—a igualdad de todo
lo demés—demostrar que si una piedra fina se parte dis—
minuye de valor, aunque no se pierda peso, ni precio por
la irregularidad de formas.

16. Extraer las raices cuadrada y ciibica de las frac—

: 22 355 . o1,
clones — , — ==y 3,14159, aproximadas hasta las milé-

simas.
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LIBRO TERCERO.—NUMEROS. ISCONENSURABLES,

Leccion 14. -

Doble origen de los witmeros tncomensurables; tinposi-
bilidad de su numeracion sistemdtica (163). Dos formas
del cdlculo de mimeros incomensurables ; teorema y coro-
lario fundamentales de ambas (164). Teoremas de los li-
mites y de Arbogast (165). Idea precisa del cdlculo con
nimeros incomensurables y con cantidades variables (166).
Eztension de los teoremas relativos ¢ propiedades numé-
ricas (167). Definicion de radicales numdricos vy funda-
mentos de su caleulo (168). Simplificacion de un radical
(169). Reduccion de radicales é indice comain (170). Adi-
cion y sustraccion de radicales; caso en que son semejan—
tes (171). Multiplicacion y division de radicales (172).
Polencias y raices de radicales (173). Limites de las po-
tencias y raices cuyos grados crecen ¢ disminuyen indefi-
widamenite (174).

CAPITULO 1.°—NUMERACION Y PROPIEDADES.

163. Segun la definicién de nimeros incomensura-
bles (6) ¥ los teoremas (121 y 162), dichos nimeros pue-
den también provenir de dos origenes: ¢ de la compara-
cién directa de cantidades que no tengan medida finita
comtin, 6 de operaciones numéricas inexactas cuyos resul-
tados completos no sean ni enteros ni fraccionarios. De las
clementales s6lo la extraccion de raices puede originar
nimeros incomensurables; pero méas adelante veremos
también originarlos & otras operaciones.
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De todos modos, es forzoso corolario de la esencia de
esos nimeros y de las leyes numerativas de gnieros y
fraccionarios, que los incomensurables carecendiecesarias
mente de numeracion regular, sistemdtica 6 rgcional, por -
lo cual son llamados también irracionales, aguque mas -
bien este nombre indica que no tienen con la ,m;t
dre 6 generatriz primitiva de todo niimero, 9’%\@4@1@
cidn expresable exaclamente con sélo cifras, 6 enigyari
mos de un nimero finito de aquéllas, Verdad es qieieglo
dltimo también sucede con las fracciones, ¢ cociente$d¥
enteros, que engendran bésicas periddicas; pero 708 ¢
comensurables, caso de quercr expresarlos en fracciones
bésicas, s6lo engendran 4 las indefinidas no periddicas, y
por tanto, sélo aproximadamente pueden ser expresados
en esa 1 otra especie de fracciones, y exactamente con los
signos radicales ¢ los de las demas operaciones que los
originan también.

164. El calculo elemental de los niimeros incomensu-
rables solo puede, por tanto, hacerse: ¢ aproximadamente
por medio de los comensurables que se les acercan en for-
ma de quebrados ordinarios ¢ basicos, ¢ exactamente bajo
la forma de radicales numdricos, que asi se llama & las
raices de los mimeros enteros ¢ fraccionarios, bajo su
forma primitiva 6 de mera indicacion.

El primero de esos modos de caleulo citados origina
la teoria de los nilmeros aprozimados y de los errores ab-
solutos y relativos, y el segundo el caleulo de los radica-
les numéricos. Uno y otro caleulo tienen por comin fun-
damento algunos principios, que por lo tanto vamos desde
luego a formular.

Teorema. Zodo mimero incomensurable estd com—
prendido entre dos comensurables, cuya diferencia puede
ser tan pequena como se quiera.

En efecto, considerando la serie de fracciones cuyo
denominador # sea tan grande como se quiera y el nume-
rador erezca sin fin,

AR gt
DAY R DGR A a3 Ha AT

es claro que no siendo incomensurable ningtin nimero de
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esa serie, cualquier mimero incomensurable dado estara
comprendido entre dos consecutivos, cuya diferencia es
1 . . . . . v s S
—; pero esta diferencia disminuye indefinidamente, &

medida que crece 7 (141, Escolio 2.°); luego estd demos-
trado el teorema. _
|l i

Escolio. Si suponemos que son —y
n n
fracciones que comprenden 4 un nimero incomensurable
{ -+ 1 :
N, es deeir, que :_1 <N L ?—n— , como es evidente
que la diferencia entre Ny cada una de esas fracciones es

las dos

menor que la de ellas entre si, ¢ sea “:T , se dice que cual-
quiera de ellas representa al nimero /V con la aproxima=
cion de —:1—, 0 con menos error de % , 0 con error menor
que _—:’l-, 0 que se aproximan & /V en menos de —l—; la —f;

I it

por defecto y la . por exceso.

n

Recordando la definicion de limite dada (141, Escolio
1.°), el teorema acabado de probar nos conduce al si-
guiente

Corolario. Zodo nimero incomensurable es limite in-
ferior y superior de otros comensurables que se aprozi-
man ¢ aquel, unos por exceso y otros por defecto respecti-
vamente.

165. Llamando 7 al incomensurable, .Y, Z 4 los inco-
mensurables variables que se le aproximan y o 4 la dife-
rencia infinitamente pequeia, 7/ — X ¢ Z — I, es claro
que serd /=X + a= Z — «, igualdades que mani-
fiestan puede sustituirse al nimero 7 sus iguales ¥ + a
0 Z — a seglin convenga, pero eso complicaria ain mas
los calculos, puesto que « ¢s necesariamente incomensu-
rable también, aunque infinitamente pequefia. Lo que se.
hace es calcular tinicamente con los comensurables X 6 Z
en vez de 7, y tomar los resultados de las operaciones asi
efectuados, por los verdaderos, aunque procurando saber
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la aproximacién obtenida, entre ciertos limites. Eso es po-
sible y licito en virtud de los signientes

Teoremas. 1.° 8% dos dmis cantidades variables son
constantemente iguales en todos sus valores respectivos,
sus Umites son iguales. (Teorema de los limites.)

R.° 80 dos cantidades constantes estan comprendidos
entre dos variables, cuya diferencia puede hacerse infini-
tamente pequeiie, dichas constantes son iguales, d lo misma.
(Teorema de Arbogast.)

1.° Porque esas variables que varian simultinea é
idénticamente, no constituyen en realidad sino una sola
cuanlitativamente, aunque quiza sean de distintos géne-
108, y es claro, por la definicion (141), que una variable
no pucde lener diferentes limites (en el mismo sentido,
que en general tendra un limite inferior y otro superior).

2.° En efecto, sean 4 1y B las constantes, V' y V' las
variables, Si llamamos « & la diferencia infinitamente pe-
quena F'— V7, y pudiera ser, por ejemplo, V>4 > B>V,
seria también o == V— V' > 4 — 2; pero por hipétesis,
esa diferencia « puede ser infinitamente pequefia, 6 ticne
por limite cero, luego @ fortiori, la diferencia 4 — B es
también cero, 6 las dos constantes 4 y 2 son iguales, ¢
una misma.

166. En virtud de los teoremas precedentes, puédese
precisar la idea del calenlo eon incomensurables, diciendo:

Se entiende por swmas, productos, potencias, etec. de
nitmeros incomensurables, los limites de los resultados de
esas operaciones hechas respectivamente con los nimeros
. comensurables oprozimados 4 los datos tanto como sc
quiera. Y, en general, el resultado de cualguier operacion
con los limites de cantidades variables, es el limite del re-
sullado de la misma operacion efectuada con esas variag—
bles y viceversa.

167.  Toda propicdad numérica que no se refiera espe-
cialmente & mimeros enteros 6 fraccionarios, sera aplica~
ble también & los incomensurables, por medio de la pro-
posicién dltimamente citada y fundandose en los teorémas
anteriores.
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Asi podremos facilmente demostrar los signientes teo-
remas:

1.° El producto de dos sumas indicadas ¢ de una
suma por otro numero, es igual a la suma de los produe-~
tos de cada sumando del de un factor, por cada sumando
del otro.

2. El orden de factores no altera el producto.

3.° El producto de varios productos indicados, es
igual al producto de todos los factores de aquéllos.

4.° El producto de una diferencia por otro nimero es
igual & la diferencia de los productos, de minuendo y sus-
traendo, por ese numero. :

5.° El cociente (comlpleto) de una suma ¢ diferencia

or otro mimero, es igual respectivamente 4 la suma ¢ a

a diferencia de los cocientes de cada término por dicho
nimero.

6.° El cuadrado de la suma 6 de la diferencia de dos
niimeros es igual a la suma de los dos cuadrados, mas ¢
menos respecltivamente, el duplo del producto de los dos
sumandos. Analoga regla para el cubo.

7.° La potencia de un producto es igual al producto
de las potencias del mismo grado de todos los factores.

8.° La potencia de un cociente es igual al cociente
de las potencias del mismo grado de dividendo y divisor.

9.° El producto de varias potencias de un nimero
cualquiera, es la potencia de este nimero, cuyo grado sea
la suma de los grados de las potencias-factores.

10.  La potencia de otra potencia es igual 4 la poten—
cia cuyo grado sea el producto de los gragos de las dadas.

11. La raiz del producto 6 del cociente de dos niime-
ros es igual al lproclucto 6 al cociente, respectivamente,
de las raices del mismo grado de los dos niimeros dados.

12. La raiz de una potencia es igual 4 la potencia de
la raiz de los mismos grados respectivos.

13. La raiz de otra raiz es igual & la rafz cuyo grado
es el producto de los grados de aquéllas.

Demostremos algunas de esas proposiciones, p. ¢j.: las
2511, 12y 13.

2." Sea el producto de varios factores incomensura-
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bles a bed e, y supongamos que se cambia en elecd ¢ .
Desde luego, si @', b, ¢', d, ¢ son los nimeros comensu-
rables aproximados respectivamente & los ¢, b, ¢, d, ¢, ya
sabemos que &' b’ ¢' d' ¢’ = ¢ ¢ d @' b'. Pero en virtud de
las definiciones del ndmero 166 y de los teoremas del 165,
es evidente que ol limite del producto ¢’ %' ¢ d' ¢ es
abcede eldelecda besecdeb, ysiendo iguales
ambos productos de esos factores variables, también lo
seran sus limites respectivos, es decir, que e bede =cedab.
Claro esta que st alguno ¢ algunos de los factores son
comensurables el teorema se verificara igualmente.

11.* Para demostrar que 1?,] T e | GO {]/T ::/T basta

aplicar el teorema 7.° generalizacion del 1.° (72), y ten-
dremos J

s i 2o ) Ul ey o

luego, en efceto, el producto ;a_ 1n/”f, 16/7 es la raiz deo
grado = del producto ¢ & ¢.

a

n

Anélogamente se prueba que V R
A

m

12.* Vamos & demostrar que 11}?-7; (;T) ;

n m n n n n
En efecto, (1/ A ) =12 Ve V a .. entrandoyv o,
veces por factor; luego, segtin el teorema anterior,
n n n n d n
Pl s = has =4/ 2" (. q. q- d)
13.* Por ltimo, el teorema 13.° es consecuencia del
10.°, y facil por tanto de probar.

=

CAPITULO 2.”—CALCULO DE L0S RADICALES NUMERICOS.

168. Como ya hemos dicho (164), se llama radicol
nwmérico ¢ tode raiz indicada de un wimero cualquicra,
pueda 6 no extraerse.

Si el nimero subradical es entero ¢ fraccionario y ade-
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mas potencia exacta del grado indicado, de otro nimero
de su especie respectiva (entero ¢ fraccionario), el valor
del radical sera comensurable; é incomensurable si lo es
el mimero subradical, 6 no es potencia del mismo grado
de otro de su especie.

Pero, sean cualesquiera sus valores, el cileulo de ra-
dicales se funda cn los teoremas 11, 12 y 13 del nimero
anterior y en el siguiente

Teorema. 1 valor de un radical no varie multipli-
cando o dividiendo por unmismo entero, el indice del radi-
cal y el exponente del nimero subradical (este exponente

n nr
es 1, si no csth expreso). Es decir,y/ 57 = v/ 5= ... [1].

n
En efecto, llamando z al valor v5= serd @ 1= ¢ m:
elevando ahora & 7 (167, 10.°), & ™ = ¢ wr y extrayendo
nr

la raiz del grado % #, 2= v 2% ; y como hemosIlamado
n

@4y 5= , resulta demostrada la igualdad [1], que expre-
sa ambas partes del teorcma, puesto que se pasa del pri-
mer miembro al segundo multiplicando, y viceversa divi-
diendo por el entero 7, ete. :

169. Swmplificacion. La segunda parte del teorema
anterior permite simplificar un radical, siempre que su
indice y los exponentes subradicales tengan algtin factor
comun, suprimiendo el cual quedara el radical simplifi-
cado, totalmente si ese factor es el m. ¢. d de dichos nii-
meros (indice y exponentes), y solo parcialmente si los
cocientes tienen aun otro d otros factores comunes.

Ejemplos: ;

12

6
i [/a“h‘” cf = I/ a®b*c¢* (simplificacion total).

8 ; i
2 I/a“b‘-‘ e =— I/ a’b®c® (simplificacion parcial).

190, Reduccion G indice comin. Para reducir varios
radicales a otros del mismo indice, se simplificaran total-
mente primero, se hallard el minimo miltiplo comin de
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los nuevos indices, y se multiplicara cada uno de éstos y
los e_X£onentes subradicales respectivos, por el cociente
de dicho m. m. c. por el indice correspondiente.

8 9 6 18 12
Ejemplo: V—a_“ § I/? ; [/c_‘ : I/E?, I/F Sim-
'pliﬁcéndolosli/a—“, I}?, I}F . Is/ﬁ A I?E :

El minimo comin muiiltiplo de los nuevos indices es 12,
cuyos cocientes 12 : 4 =3 y 12 : 3 =4, de modo que no
hay sino multiplicar por 3, en el primero y iltimo, y por
4 en los tres intermedios, los indices y exponentes respec-
{ivos, para tener los radicales siguientes, todos del mismo
indice, y cada uno equivalente a cada uno de los prime-
ros, segun expresan las igualdades
8 4 12

Vo={ai= |, Vo=|/2=VT,
18 3 T SEaRi el 1M :
= = /5, = |/ [/

En este ultimo se ha reproducido el primitivo, como
era de prever. e

Escolio. Si los indices (de los radicales simplificados)
son primos relativos dos a dos, su minimo miltiplo comin
serd su producto, y habra que multiplicar cada uno por
los demas, etc. :

Adicién y sustraccion de radicales.

171. La adicion y la sustraccion de radicales no pue-
den sino indicarse, 4 no ser que sean semejontcs, es decir,
que tengan el mismo indice y la misme, cantidad subradi-
eal; en cuyo caso se suman 6 restan respectivamente los
factores exteriores al radical comiin y se multiplica éste
por dicha suma 6 resta efectuada ¢ mdlcad32.5
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Ejemplos: :
2 Vab + 4y —=TVap = B+ 4=T) vy =21,

§ i 4 i
3Va —Va+0Ve=8va.
_ Pues, 5 + 4 — 7 cosas del mismo nombre, son 2 cosas
de ese nombre, ete.

Claro es que si los factores externos son letras, y no
pueden ser realmente sumados ¢ restados, s¢ dejard indi-
cada la operacidn. ; :

Ejemplo:

3 3 3 3
Sayy—3cyy +2my, =(ba—3c+2m) X V3.
Escolio.  Zas sumas y diferencias de radicales inco-
mensurables son, evidentemente , dncomensurables tain—
bien. : _
Multiplicacidn y division de radicales.

172.  Para multiplicar radicales se reducen ¢ comain
indice, si no le tienen, y se pone bajo un radical de ese
mismo indice, ¢l producto de las cantidades subradicales
(167 y 168).

g 3 : 3

Ejemplos: a®h X l/ ab® x I/5ch:

: 3 3

I/:")_a”b.ab.“(;b.m |/ parbte ;
i R 6 6 gl
[ o)/ Bxl o=/ Torx |/ x|/ 9=
; 6 ; y

|/ 1071229 | ete,

Zscolio. El producto de radicales incomensurables,
sera comensurable siempre que, reducidos ya 4 comin
indice y descompuestos en sus factores primos los niime-
ros subradicales, las sumas de los exponentes de cada
factor sean todas muiltiplas de dicho indice comrin. Pues,

n

|/a B80T obosti, ot (168),
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_ Para dividir dos radicales, se reducen al mismo fn—
- dice, sino le tenian ya, y dividiendo. las cantidades sub-
radicales, se escribe ese cociente debajo de otro radical del
masmo indice.
Ejemplo:

3 3
N o [ B T |

Como este ejemplo atestigua, el cociente de dos radi-
cales incomensurables, puede ser comensurable, y lo sera
siempre que el cociente de las cantidades subradicales (del
mismo indice) tenga raiz exacta de dicho grado. Deduzcase
la condicion analoga & la del producto, respecto a los fac-
tores primos. ;

Pofencias y raices de radicales.

173.  Para elever un radical d una potencia, se eleva
la cantidad subradical, y se escribe esa _potencia bajo un
radical del mismo. tndice que el dado, 6 bien se divide el
indice del radical 1por el exponente de la potencia, si es
divisible, dejando lo demés lo mismo. * = = A g

Para extraer una raiz de un radical, se multipli-
can los indices de ambas raices dejando ln wisma lo can-
tidad subradical, 6 bien se dividen los exponentes de ésta

or el indice de la raiz pedida, si son divisibles, dejando
o mismo.lo demés del radical primitivo (167 y 168).
Ejemplos:

(‘/;) o l/ 2, (‘7;) = l?;; ly;..-(lcg)f.
Srsiie B R S b kB o0
l/ﬁ: l/ 5 |/V?:|/“ ; l/f?si———'/ﬁs: nt (169).

Fscolio.  Admiliendo ezponentes fraccionarios, para
lo cual hay que generalizar los conceptos de potencias y
rafces, se puede extender también las iltimas reglas; a
los casos en que no sea divisible el indice por el expo-
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n In n
nente 6 viceversa, y decir que (l/ a = l/ ar=ak

mn m n

yV;;;:l/‘.“:l/a%:l/a%:a mrn i

En virtud de este 1iltimo caso, sélo hay necesidad de
extraer raices sucesivas cuyos indices sean nimeros pri-
mos para extraer otra raiz de grado cualquiera (96); pero
como en Aritmética s6lo se aprende 4 extraer raices cua-
dradas y etibicas, inicamente se podrd extraer rafces
cuyos indices no tengan entre sus factores primos mas
que & esos dos nimeros 2 y 3.

Por 1ltimo, debemos hacer notar una operacién auxi-
liar que se verifica 4 veces con radicales, y cuya legiti~
midad es indudable en virtud de toda esta teoria. Con-
siste en sacar 6 introducir factores en un radical, segin
conveniencias del calculo.

Ejemplos:

3 3

3 3
[/a‘b”c’d:a’b‘c' cd ,2al/bc?=|/8a‘hc’

Lo primero no es mas que extraer las raices posibles
de los factores subradicales, y lo segundo todo lo con~
trario.

174. Segun la definicién aritmética de potencias y
raices (66). .

1.° Las potencias de los mimeros mayores que 1 cre-
cen, si crece el exponente, no teniendo limites ambos cre-
cimientos, 6 teniendo oo por limite, segiin la frase usual.

En efecto, siendoa™>1,a*>a,a*>a’,... a" >a, ete.

2.° Las potencias de los nimeros menores que 1 dis-
minuyen indefinidamente ¢ tienen cero por limite, si
crece su grado hasta el co. ;

Puestoquesia << 1,a*<Ca,a’<Ca’...a» < a1 ete.

3.° Las raices de los mimeros mayores que 1 dismi-
nuyen, y las de los menores que 1 crecen, si crece el
grado 6 mdice de la raiz, pero tienen por limite eomun 1,
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ambas series de raices, enando su grado crece indefini-
damente. ¥

5 . B n+1
Sia>l,y Yooy B
5 n n+-1

g X —=d,.7 =&

dividiendo ordenadamente estas tltimas igualdades re-

n

sulta i 1, y multiplicando ambos miembros por z

e ;
= 200 z=(—) ,yelevandoan+1
Z

n+4-1 x \ nin41n) X
Z =a= (7) ; ¥ como . > 1, puesto que
n n+1
a>1, seginelcaso1.°,x>26 V% > Va.
n n-+41

Lo mismo se demostrara quesia << 1, Vo < V.-

Ahora, como ambas series de raices, sin dejar su con-
tinuo decrecimiento ¢ crecimiento respectivamente, no
pueden llegar a 1 sino siendo n = o<, claro es que 1 es
limite inferior de las raices de los nimeros mayores que 1,
cuyo grado crece infinitamente, y limite superior de las
raices de los ndmeros menores que 1, cuyo indice crece
también hasta cc.

Si suponemos que los grados de pofencias y raices
pueden ser fraccionarios (173, Escolio), podremos también
suponer que dichos grados (ilsmmuyen indefinidamente
y formular los tdltimos teoremas como sigue. .

1.° Las potencias cuyos grados disminuyen indefini-
damente, disminuyen también si la base es mayor que 1,
y crecen si la base es menor que 1, teniendo & 1 por limite
en ambos casos (a°=1). 1 -

HE

Porque representando por ~1— el grado,a x = vy,
(173), y por tanto, cuando X = oo, % = 0; y viceversa,
six=0,— = oo (141, Escolio 2.").
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* Leccion 15.

Necesidad del cdleulo de mimeros aproximodos, y
doble cuestion relativa ¢ los limites de las apProximacio—
nes (175). Errores absolutos y relativos: sus relaciones
mutuas (176). Adicion de nimeros aprozimados: adicion
abreviada (177). Sustraccion de wimeros aprozimados:
sustraccion abreviada (178). Multiplicacion de wiineros
aprozimados (179). Multiplicacion abreviada: regla pric-
tica (180). Division con datos aprozimados (181). Division
abreviada: regla practica (182). Polencias de 1os nimeros
aprozimados (183). Raices de los nimeros aprozimados,
y especialmente raices cuadrada y cibico (184).

CAPITULO 3.~CRLCULO DE L0S NOMEROS APROXINADGS.

175. - Segin ya hemos indicado (164), los nimeros
wncomensurables han de ser calculados, en la mayoria de
los casos, por medio de los comensurables que se les apro-
Ximan, y aun ésfos no se caleulan a veces con toda exae-
litud, ya por abreviar los clculos, ya por no ser aquella
posible ni precisa para las aplicaciones. Pero, en todos los
Cas0s en que sc opere con numeros aproximados, conviene
si saber hasta qué limite llega ¢ puede llegar la aproxi-
macion, para no perder tiempo con el cilculo de guaris— -
mos mutiles ¢ innccesarios, ete.

. Es, pues, indispensable: resolver para todas las opera~
clones aritméticas, con nimeros aproximados, esta doble
cuestion: :

Conocidos los limites de las aproximaciones de 10§
datos, hallar el limile de la aprozimacion del resultado.

Prefijado el limite de aprogimacion del. resultado,
hallar los limites de las aprovimaciones que han de tener
los datos.

£scolio. La voz limite no tiene aqui el sentido ex~
tricto con que la definimos (141), sino que expresa sim-
plemente un niimero mayor que la aproximacion, es-deeir,
tiene el sentido que ya le dimos en el teorema (164) al
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expresar: si un nimero esth comprendido entre otros dos
: : s 1 2, .

que se diferencian entre si en —, cualquiera de éstos

representa & aquél con un limite de error igual (el limite)

: r 1
4 —-, 6 con un error menor que —, ete.

Escolio2.°  Adviértase que generalmente no debe de-
cirse: el error 6 la aproximacidén de tal nimero es igual ¢
tanto, sino es menor que tal limite, ¢ tiene por limite este
otro nimero; pues $i se supiera exactamente el error o la
aprozimacion, no habia necesidad del cilculo de mimeros
aproximados. i j :

176. Llamase error absolufo la diferencia entre el
nimero exacto y el nimero aproximado, referidos 4 la
misma cantidad, y error relativo el cociente del absoluto
por el nimero exacto en cuestién. Ni uno ni otro de am-
bos errores serdn cognoscibles exactamente en la mayoria
de los casos, pero si sera posible, y 1til casi siempre,
saber sus limites en las dos clases de cuestiones, que segun
el nimero anterior, surgen al calcular nimeros aproxi-
mados. Esos limites dependeran, naturalmente, de las ope-
raciones efectuadas 6 efectuandas con dichos niimeros,
pero existe en todos los casos una intima y sencilla rela—
cion entre ambos errores, segin expresan los siguientes

Teoremas. 1.°  Si el error absoluto (de un nudmero
entero ¢ fraccionario basico) es menor que la unidad del
orden m, & contar desde la primera cifra significativa de
la izquierda considerada como de primer orden, el error
relativo serd menor que 1 dividido por dicha primera
cifra seguida de m — 1 ceros. :

2.° Si el error relativo es menor que la unidad % del
orden m, y el nimero exacto es menor que 10™ < #, el
absoluto serd menor que la unidad del orden de la cifra
3ue ocupe el lugar /, a partir de la primera significativa

e la izquierda.

1.o Si ¢ cs un nuimero aproximado al exacto 4 en
menos de #, siendo « <7 # el error absoluto por exceso ¢
defecto, es decir 4 =« + o, y » la unidad del orden m a
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contar de la primera cifra significativa de la izquierda &
serd 4 > K X 10 ™—1 x #, y por consiguiente

o u 1 i i ;
S — [1], segun el enunciado.
A Kx10m—txu Kxlom-t" b 528 _
34 o 18
aec s P gy 10™ > u,serda ————<7——
TR e et e

;e .
60— << l,0a< u.
u
Corolario 4.°  El error relativo de todo nimero que
; 1
tenga m cifras exactas, es menor que TR Pues este

es el valor del limite [1] tilara ol minimum K =1.
Cor.® 2.° Si ademaés de ser exactas las 7 primeras ei-
fras, la siguiente es menor que la primera de la izquierda, el

Pues siendo u<< K,a <<%

.
m

. 1
error relativo es menor que ;

KXg 1
: L i
Serd acl K X — iy = :
e 107 A TKx10m-txu  10m
Ejemplos: 1.° Si tomamos el ntimero 5460 como
aproximado al exacto 5467,3, el error absoluto 7,3 es
menor que 10, y como el nimero exacto es mayor que

5000, el error relativo ’5%53“5 serd, ¢ jfortiori (133), menor

D aeicn (RS L o

qUe =5 = % = w2 Sesn expresa el teorema 1.
2.° Sea el nimero aproximado 3,14159, cuyo error

absoluto, como en todo decimal que tiene mas cifras que

las tomadas, es menor que la unidad del wltimo orden de

estas, aqui 0,00001; el error sera menor que

000001 4 1

BUI50 T 31450 ~ 300000
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Adicién de nimeros aproximados.

177. Teorema. La suma de varios mimeros aprozi-
mados tendrd wn error absoluto, é lo mds igual ¢ la suma
de los errores de los sumandos; y en el mismo sentido que
el de éstos, si fodos se aproximan por defecto 6 por ex—
ceso (27, 3.%) _

Reciproco. Para obtener la suma de mimeros aproxi-
mados, con menos error que un limite dado «, hastara que
cada sumando se aproxime 4 su valor exacto en menos de
« dividido por el ntimero de ellos. Asi se hard o adicion
abreviada, i los datos tienen més cifras. ;

Corolario. Si los sumandos no son méas de 10, y cada

la suma fendra un

uno se aproxima en menos de

0n’

error menor que l(}i‘*; si son més de 10 y menos de 100,

el error de la suma serd menor que y asi sucesi-

]1(Qn—2
vamente. :
Escolio 4.° Ya se sabe, por el nimero anterior, cal-
cular un limite del error relativo, conociendo el del ab-
soluto.
2.° Si unos sumandos estan aproximados por defecto
y olros por exceso, es claro que ain seran menores los
errores absoluto y relativo de la suma, que estando todos
aproximados cn el mismo sentido, y aun pudiera ser
exacta la suma, si los errores de los sumandos se compen-
saran muiua y cxaclamente.
3.° Si la primera cifra decimal fiiue sigue a las toma-
das es menor que 5, claro es que el error absoluto, por
defecto, es menor que media unidad del dltimo orden de
aquéllas, y si dicha cifra es mayor que 4, dicho error es
- mayor que csa media unidad, pero anadiendo 1 4 la tilti-
ma cifra de las tomadas, se tendra una aproximacion por
cxceso menor que dicha media unidad. Tomando siempre
los sumandos con esa aproximacién minima de media
unidad basica del orden #, se obtendrd la suma aproxi-

26
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mada en menos de media unidad del orden # — 1, siaqué-
1los no pasan de 10; en menos de la unidad de ese orden
n— 1, si pasan de 10 y no de 20, etc.

Ejemplo: Para obtener aproximadamente en menos de
0,001, una suma de diez 6 menos sumandos, bastara que

cada uno de éstos se aproxime en menos de 0,0001, 6 que
tenga exactas las 4 cifras después de la coma, etc.

Sustraceidn de ndmeros aproximados.

178. Teorema. ZI error absoluto dela diferencia de
dos miimeros aprozimados en el misimo sentido, es igual &
la diferencia de los errores de los datos.

Pues si 4 = @ +«, B=10+ B, siendo « y f los erro-
res, sera (93,2.°) A —B=a—b+a—§, [1].

Sies o>, el errora — B de la diferencia & — b es
por defecto, como los de los datos; pero s

T e<fa—f=—0—2); ()
yA— B=a—b—(8—a) (2],
6 el error B — a es por exceso. Fn ambos casos 6s verda-
dero el teorema, segin las igualdades [1] y (2]

Analogamente se demostraria si 4 =a¢—a, B = bh—3
6 los datos @, b fuesen aproximados por exceso.

Corolario. El error de la diferencia serd menor que
¢l mayor de los errores de los datos; y por tanto, para ob-
tener una diferencia con una aproximacion decimal dada,
bastara que los datos tengan exactas las cifras hasta la del
orden de la unidad prefijada como limite de la aproxima-
cion; efectuéndose asi una sustraccion wbre@;iaafa, si los
datos tienen mas cifras.

Ejemplo: Hallar en menos de un milimetro la diferen-
cia entre la vara y el estadal, sabiendo que 1 ™" = 0,83591
de metro y 1.es* 3,3436 metras. Despreciando las cifras que
signen 4 las milésimas sera 3343 — 835 = 2508 milimetros.

Multiplicacién de nimeros aproximados.

179. Teorema. Kl error absolufo del producto de
dos mimeros aprozimados por defecto es igual d la sumd
de productos de cada factor por el error del otro, Y de
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los dos errores entre st, Y es del mismo sentido que éstos.

Pues si

A=o+a, B=b+8, A R=0ab+aP+ba+aB(42).

Con lo cual, siendo o, 4 los factores aproximados y «,
@ sus errores absolutos respectivos, queda demostrado el
teorema.

Corolario 1.° El error relativo del producto es menor
que la suma de los errores relativos de ambos factores (en
las condiciones dichas). J

Pues el error relativo

a8+ba+af a4+ (b+pe aP+Ba

AB AB AB
¥ sustituyendo a por 4 que es mayor, sera
LNt i s segtin el enunciado.

AB B A’

Analogamente se hallaran los limites de los errores
absolutos y relativos en los casos en que ambos factores
se aproximen ambos por exceso, ¢ uno por defecto y otro
por exceso. _

A=a—a,B=b—f;A=a+a,B=Db—§.)

Cor.° 2.° Como el producto de los errores de ambos
factores es generalmente muy pequeiio, suele despreciarse,
y tomar como limites: del error absoluto del producto, la
suma de los dos productos ¢ 8 + b «, y del error relativo

i ) 3
~+ - de los errores relativos

=I‘,

1ol

la suma ¢ diferencia

de los datos, segun éstos se aproximen en el mismo ¢ en
contrario sentido. En este supuesto, podremos afirmar que

3.° En general, el error relativo de un producto de
varios factores aproximados, es menor que la suma de los
errores relativos de los factores aproximados por defecto,
menos la suma de los errores relativos de los otros facto-
res aproximados por exceso, ¥y con mayor razon, menor
que la suma de los errores relativos por defecto.

180. Multiplicacion abreviada. Siendo el producto
de dos nimeros, enteros ¢ fraccionarios basicos, la suma
de los productos parciales de uno de aquéllos por las cifras
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del otro, el error absoluto del producto total sera la suma
de los errores de dichos productos parciales, y en el mismo
sentido que los de los datos, supuestos aproximados ambos
por defecto 6 exceso. Pero, como cada producto parcial
“expresa unidades de distinto orden, segin la cifra del
multiplicador, serd conveniente cuando no se opere con
todas las cifras de ambos factores, por innecesarias para
alcanzar un limite prefijado del error del producto total,
tomar en cada nuevo producto parcial una cifra mésen
el multiplicando, suponiendo que se avanza en el multi-
plicador de derecha & izquierda, segiin lo méas usual. De
esta manera todos los productos parciales representan uni-
dades del mismo orden (46, 2.° modo), y serd mas facil
fijar el limite del error del producto, menor en ese caso
que tantas unidades de ese orden comin como unidades
sungles tenga la suma de los valores absolutos de las cifras
usadas del multiplicador (177).
Si esa suma no pasa de 10, bastara tomar en el multi-
flicando una cifra més que la del orden prefijado como
imite del error, al multiplicarle por las unidades simples
del multiglicador; si pasa de 10 y no 100 dicha suma, se
tomaran dos cifras mas en el multiplicando al multipli-
carle por las unidades simples del multiplicador, ete., si-
guiendo luego las multiplicaciones segin lo ya indicado,
tomando una cifra mas & la derecha en el multiplicando,
por cada lugar que se avanza a la izquierda en el multi-
plicador; para facilitar lo cual se acostumbra invertir las
cifras del multiplicador segiin la siguiente
Regla practica. Parae lo multiplicacion abreviado de
dos enteros o decimales, con menos ervor que la unidad
de un cierto orden (mayor naturalmente que las inferiores
de los datos), se coloca el multiplicador invertido debajo
del multiplicando, de modo que sus unidades simples estén
bajo 1o cifra de orden inferior en un lugar ¢ dos (%) ¢ la
unidad limite del error; se efectian todos los productos
parciales empezando cada wno en la cifra del multipli-

(*) Como es raro que la suma de las eifras del multiplicador pase
de 100, no creemos necesario considerar ese caso excepcional.



205

cando que esté sobre la respective del multiplicador, se
suman: todos esos productos (que son de ese orden inferior
al fijado), y despreciando una ¢ dos cifras ¢ lo derecha
-endl_g suma, se tendrd el producto con lo aprozimacion
pedida. - :

Ejemplo. Hallar el producto 6366 x 8,141592 con
menos error que 0,001, Tomemos por multiplicador, como
se hace casi siempre, el factor de menos cifras 6366. Es-

cribiéndole invertido bajo el 3,14159200
multiplicando, de modo que X 6366
las unidades simples 6 estén S —
ba{'o las cienmilésimas 9, re- 1884955200
sultaré, despreciando lasdos 94247760
tltimas cifras y forzando la 18849552
unidad en la dltima res— 1884954
tanle, que el producto bus- e
cado es 19999,375. 19999, 37466

Escolio. Como es natural, se suplen con ceros los
lugares de las cifras que falten para poder aplicar la regla.
Tal sucede en el ejemplo anterior.

Division ¢on datos aproximados.

181. Teorema 1.° &l error absoluto del cociente de
un wimero aprowimado por otro exacto, es igual al co-
ciente del error del dividendo por el divisor, y en el mismo
sentido que aquél.

Pues si el dividendo es 4 = @ + « y el divisor B, es
claroque (¢ +a): B=a: B+« : B, donde se ve que
el error o ; 2 del cociente, esel enunciado en el teorema.

Corolario. El error relativo en este caso sera

; BB = — igual al error relativo del dividendo.

Teorema 2.° E1 error relativo del cociente de dos nii-
wmeros aproximados es menor, en todos los casos, que la
suma de los errores relativos de los datos.

Pues, siendo el dividendo igual al producto del divisor
por el cociente, el error relativo del dividendo sera (180,3.°)
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menor que la suma de los errores relativos del divisor y
del cociente, y con mayor razén el error relativo del co~
ciente serd el enunciado en el teorema.

Corolario. Para obtener con m cifras exactas, el co~
ciente de dos nimeros’ aproximados, basta que cada uno
de ellos tenga m + 2 cifras exactas, y & veces m <+ 4.

Pues esto equivale & que su error relativo sea menor

- ; . 1
ne ——— ma nor que ——————, y po.
que Tot 1 0an S Tazin menor;que = T yp -r
lo tanto el error relativo del cociente sera menor que
sl am
2 =< 10 0™

Escolio. Considérense los casos particulares en que
uno 1 otro de los datos sea exacto.

182. Division obreviede. Como en todos los casos
se puede reducir & la de enteros la divisién de fracciones
decimales 6 basicas (157), bastara saber hallar abreviada-
mente el cociente entero de dos nimeros de esta especie,
sean exactos 6 aproximados.

Regla practica. Para hollar abreviadomente el co-
ciente entero de dos mimeros de esta especie, se marcan ¢
la izquierda del divisor las cifras suficientes para que el
nikmero que expresen sea igual ¢ mayor que el de cifras
del cociente multiplicado por 9; esas cifras marcadas for-
mardn el wltimo divisor parcial, y de las que les siguen
se contard une menos que las del cociente, tachando ¢ Su-
primiendo las restantes; todas los no tachadas compondrdn
el primer diwisor d divisor de entrada. ¢

Suprimanse o tichense también i la derecha del divi-
dendo tantas cifras como quedaron en el divisor completo
@ lo derecha de las morcadas; las que resten formardn el
primer dividendo. :

Dividase ese primer dividendo por el primer divisor Y -
se tendrd la primera cifra del cociente; multipliquese ¢st0
por su divisor, y restando el producto del dwidendo res-
pectivo, el resto serd el segundo dividendo parcial, el cual
se dividird por el mimero que quede quitando al primer
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divisor su cifra de lo derecha; y andlogamente se conti-
nuard hasta obtener lo dltima cifra d sea la de las unida-
des del cociente tofal. :

Sean, p. €]., los nimeros 19999,37466 y 3,141592 cuyo
cpcielnte queremos hallar con menos error de una unidad
simple.

Anadiendo un cero al dividendo y quitando las comas,

eda reducida la cuestién a buscar el cociente entero de
19999374660 : 3141592 cuyo cociente ha de constar, sin
duda, de 4 cifras (62). Como 4 > 9 = 36, marquense (con
puntos) las tres primeras cifras de la izquierda en el di~
visor, que componen el entero 314 mayor que 36; y con-
tando luego otras tres (una menos que las que ha de tener
el cociente), prescindase de la restante 2. Prescindase
también en el dividendo de las 4 cifras de la derecha, pues
4 fueron las que quedaron en el divisor después de las
marcadas, y gividlendo el nimero 1999937 por el 314159
se tendra la primera cifra 6 del cociente; la cual, multi-
plicada por su divisor y restado el producto de su divi-
dendo, da el resto 114983. Dividido este niimero por 31415,
resulta 3 para segunda cifra del cociente; la cual, por
tramites analogos, da el resto 20738, que dividido por 3141
da 6 para tercera cifra del cociente; y por iltimo, el resto
correspondiente 1892, dividido por 314, da la 1ltima cifra
6 del cociente pedido.

“ Escolio, Siendo estos nimeros los mismos del ejem~
plo (180), quedan mutuamente comprobadas ambas ope-
raciones.

Ejemplo:

1??23374660 3141592
e o
20738 6366
1892
0008

Para demostrar esa regla enunciada, y ya aplicada al
anterior eI]emp_lo, observemos que al restar, no los pro-
ductos del divisor por cada cifra del cociente, sino otros
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nimeros menores, el exceso del dividendo sobre la suma
de los productos restados es evidentemente 84660,~—nti-
mero formado poniendo & la derecha del iltimo resto las
cifras suprimidas en el dividendo.—Fl cociente hallado
es, pues, el exacto del dividendo menos ese resto 84660 y
mas los productos despreciados, por el divisor dado. Si
cada uno de esos dos numeros (resto y suma de productos
despreciados) es menor que el divisor, es claro que el co-
ciente entero hallado no podra diferir en una unidad del
verdadero. Desde luegc::'eiJ resto lo es (menor que el divi-
sor), pues siendo el mismo el nimero de cifras suprimi-
das, en dividendo y divisor, y siendo el ltimo resto par-
cial menor necesariamente que el dltimo divisor, también
sera el resto completo menor que el divisor completo
(8 < 314, 84660 << 3141592 en el ejemplo puesto). En
cuanto a los productos despreciados, ¢ sea los de cada
cifra del cociente hallado, por las del divisor total que
estan sucesivamente a la derecha de cada divisor pareial,
son indudablemente los que se hubieran despreciado en la
multiplicacién abreviada (180) del divisor por el cocien—
te, colocando este invertido de modo que sus unidades 6
estuvieran bajo la dltima cifra 4 del tltimo divisor. Como
esta cifra representa tantas decenas de millar como unida~
des hay en la suma de las cifras del cociente, siendo 4 el
numero de esas cifras, claro es que dicha suma de produc-
tos es menor que 4 > 9 decenas de millar. Pero el 1iltimo
divisor es igual ¢ mayor que 4 x 9, luego la suma de log
productos despreciados es menor que este iiltimo divisor,
considerado con su valor relativo 3140000, y con més
razén menor que el divisor total 3141592,

Corolarios. 1.° Sialguna de las divisiones parciales
es exacta, se afiadiran a las cifras halladas del cociente
tantos ceros como cifras le faltaren; pues esas serfan las
que resultarian siguiendo la regla.

2.° Si algin dividendo parcial contiene 10 veces 4 su
respectivo divisor, se complet_aré el cociente con tantos
nueves como cifras faltaren por hallar. Pues aquello indica
Hue al dividendo anterior l¢ faltaban menos de 10 unida-

es para dar cociente exacto, teniendo una unidad més el
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cociente parcial respectivo; luego segin el corolario an-
terior, éste es también verdadero, siendo el cociente que
debe ser el asi completado.’ :
Fscolios. 1.° Siel divisor no tiene bastantes cifras
para formar el divisor de entrada, se puede afiadirle ceros,
otros tantos al dividendo, pero eso equivale, sin duda,
a comenzar la divisién por el método general (61), hasta
ue las cifras que falten del cociente permitan usar el
abreviado.
2.° Sise quiere un cociente aproximado hasta una
unidad decimgl dada, se afiadirAn al dividendo tantos
ceros como cifras decimales se quieran, separando luego
estas; supuestos enteros, mieniras se opera, dividendo,
divisor y cociente.

Potencias y raices de mimeros aproximados,

183. Teorema. X7 error relativo de cada potencia,
de grado entero, de un mimero aprozimado por defecto es:
1.% mayor que el error relativo de ese nimero, y 2.°, me-
nor que el producto del grado de la potencia por dicho
error relativo de la raiz.

Lo 1.° es consecuencia del mimero 179, teorema, no
siendo una potencia de grado entero més que un producto
de factores 1guales.

= i oL .
Lo2°sid =a + a, smndoT el error relativo de ¢

como ¢ =@ X & X ... (n factores a), el error relativo

: a o oL
de ¢"sera menor que rot —+ TpisE i (n veces), es

5 o 5 5
decir, menor que — X 7, segin ¢l enunciado.
A

Corolarios. 1.° Elerrorrelativo del cuadrade de un
nimero aproximado por defecto, es menor que el duplo
del de ese numero; y el del cubo, menor que el triplo del
respectivo error de la raiz, ete. '

2.° Para obtener con m cifras exactas, después de la
coma, el cuadrado 6 el cubo de una fraceion basica, es

27
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suficiente que ésta tenga exactas las m <+ 4 cifras fraceio-
narias, si la primera de la izquierda no es menor que 2 63
respectivamente; y si lo es, sera preciso que tenga i + 2
cifras decimales exactas el numero, para que lengan m
respectivamente su cuadrado 6 su cubo. :
Fjemplo. Para hallar el cuadrado y el cubo de
3,14159265... con 4 cifras decimales exactas, bastarg
tomar 3,14159 para el cuadrado y 3,141592 para el cubo.
184. I error relativo de una raiz aprozimada poy
defecto, es menor que el de la potencia vespectivg , pero
mayor que éste dividido por el indice. ;
Pues, si « es el error absoluto de la raiz de grado #, y
Bel de la potencia de dicha raiz 4, sabemos por el nime-

anterior que

1. B —Of—, 6 1o que s igual — 8 ;
An . A 1 i - An
2.° 'ﬁ" « -»Z— X @; y por tanto, dividiendo por #,
‘O'__ > ‘8 N
i iy

Corolario. Para obtener una rafz cuyo indice sca
menor que 10, con 7 cifras decimales exactas, basta que
el nmimero cuya raiz se extrae tenga m + { cifras exactas.

Ejemplos. 1.° Calcular l/ 3,141592 con 3 deci-

males exaclas.

2.° Calcular la raiz cubica de ese mismo niimero con
igual aproximaeion.
~ Escolio. Para extraer abreviadamente raices cuadra-
das y ctibicas, ya dimos en el numero 124 los procedi-
mientos mas usuales.
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(uestiones sobre mimeros incomensurables y aproximados.

1.* Demostrar que

2." Comprobar gque
24|/ 3 9|/ 3
T SRR e S o e
ok |/2+[/3 |V a_ |/2—|/3
3.  Demostrar que
3 )
I/ 6 ol
S8 LD DilIEe l{/ 3+ [/?
|/3 —|/ 3 :
4. Demostrar que todo mimero impar que no sea un
miiltiplo de 4 més 1, tiene su raiz cuadrada irracional.
- 5.* ' Demostrar que todo entero que tenga 5 por cifra

de las unidades, y la de las decenas no sea 2, no es cua-

drado perfecto. :
« 6.* Extraer las raices cuadrada y cibica del mimero

3240 descomponiéndole en sus factores primos. Id. del

=1/,

3240 18
brado —— — que deben se. 910
quebrado T que deben ser 10829 x l/ y

3
6 :
—— X |/ 27795 respectivamente.
1547 l/ 5

7.* Ningidn mimero par no divisible por 8 puede ser

cubo perfecto. ;

© 8% Ningin ndimero impar que no sea igual 4 un
muiltiplo de 8 més ¢ menos 1 6 27, puede ser cubo per-
fecto.
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9.* ' Un numero terminado en 5, no puede ser cubo si
la cifra de las decenas noes 2 6 7.

10. Calcular I/—i_')— + !/—1—1— en menos de 0,001.

e B l/ 3 — l/ 2 con 4 decimales exactas.

12. Sabiendo que el afio ticne 365 diasy 0,2564, cal-
cular con tres decimales los dias que tiene un siglo.

18. Calcular en menos de un kilémetro y abreviada-
mente la distancia del Sol & la Tierra, sabiendo que la luz
de aquel astro tarda en llegarnos 498 segundos, con la
velocidad de 308000 kilémetros por segundo.

14.  Comprobar por divisién abreviada el calculo an-
terior.

15. Multiplicar abreviadamente la distancia hallada
en la cuestién 13, por el nimero 6,283184, para obtener
también en kilémetros la longitud de la érbita terrestre
supuesta circular.

16. Calcular en menor de 0,01 el producto

3141592 % (| 5-1).

17. Hallar en menos de un kilémetro la distancia de
Granada al Ecuador, sabiendo que su latitud geografica

es 37° 11', y que cada grado equivale & %g—o kil(imetrpé.

18. Hallar con 4 cifras decimales exactas las raices
cuadrada y cubica del n.° incomensurable 2,718281828...
19. Demostrar que

1+2°4+83"+ ...+’ =(1+2+3+..0n)"

20. Calcular l/ 2+ l/ 2 + V2 enmenos de 0,0001.



LIBRO CURTO.—CONPARACLON ARITHETICA

=D P lE——

CAPITULO 1.°—COMPARACION POR DIFERENCIA. -

Leccion 16.

Razon por diferencia ¢ aritméticn : sus antecedente y
consecuente (185). Equidiferencia: sus antecedentes, con—
secuentes, medios y extremos; equidiferencias continuas
(186). Propiedad fundamental de toda egquidiferencia;
id. de las continuas; reciprocos (187). Modo de hallor un
término incognito en wna equidiferencia general ¢ con—
tinua (188). Cuarto y lercero diferencial d dos nimeros
dados; medio diferencial ¢ aritmético entre dos ¢ mds ni-
meros: su uso (189). Formas varias de una misma equidi-
Jerencia (190). Progresion aritmética ¢ por diferencio:
progresion. creeiente y decreciente, limitade ¢ indefinida
(191). Formulas del término general ¢ wltimo, y de la
suma de todos; cuestiones que pueden resolverse mediante
esas formulas (192). Interpolacidn de medios diferencia—
les entre dos nimeros dados (193). Interpolacion del wis-
mo nimero de inedios entre cada dos términos de una pro-
gresion por diferencia (194).

ART.® 1.°—~EQUIDIFERENCIAS.

185.. Se llama razdn por diferencia 6 razon aritmé-
tica, de dos mimeros cualesquiera, su diferencia 6 resta,
cuando no tanto se trata de hallarla, cuanto de compa-
rarla (generalmente por igualdad) con otra 1 otras razones
de esa misma especie. En ¢sos casos el minuendo toma el
nombre de antecedente, y €l sustraendo el de consecuente:
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¥ es claro que el antecedente serd igual al consecuente
més la razén, y el consecuente es igual al antecedente
menos la razon.

186. Se llama equidiferencia, y también,—aunque
ya es poco usado,—proporcin aritmética 6 por diferencia,
a la igualdad de dos diferencias indicadas, 6 de dos razo-
nes aritméticas. Su férmula general serd, pues,

0—b=c—d,|[1].

Antiguamente se escribia ¢.b:c.d, y se lefa o es
aritméticamente & 4, como ¢ es 4 4. Mas, como el punto
¥y los dos puntos tienen otros significados aritméticos, no
deben escribirse las equidiferencias sino en la forma [1],
aunque pueden leerse de ambos modos indistintamente.

Toda equidiferencia general tiene, pues, dos antece-
dentes ¢, ¢ (en la [17), dos consecuentes &, d; dos extre-
mos &, ¢ y dos medios 2, c.

Si los términos medios son iguales, 6 no hay mas que
un medio repetido, la eguidiferencia se llama’ continua;
su formula es por tanto, « — & = 4 —¢. :
De equidiferencia general, 10 —8=5—3.
De equidiferencia continua, 15—10=10—5.

187. La propiedad fundamental de toda equidiferen-
cia es que lo swma de los extremos es igual ¢ la de los
medios, y por tanto, al duplo del térmno medio en las
continuas. ;

En efecto, si afladimos los consecuentes 4 los dos miem-
bros de la igualdad @ — # = ¢ — d, [1], resultara esta otra
0—b+b+d=c—d+b+d,[2], y como
—b4+b=0,—d + d =0, se reduce Ia igualdad [2]ala
siguiente @ + d = b+ ¢, segiin la 1.” parte del enunciado.

Para la 2.* deduciremos por idénticas operaciones, 6
aplicando la 1.*, que si

@—b=b—cserdo+c=b+b=20

Reciprocamente: si lo suma de dos mimeros es igual
d-la de otros dos, d al duplo de un tercero, se podrd formar
con esos mineros wna equidiferencia que serd continud
en el sequndo de esos casos. -

Pues si @ + d = b+ ¢, restando b+ d de ambos

Ejemplos: g
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miembros serd ¢ +d —b-—d = b+ ¢ — b—d, y redu-
ciendo 6 simplificando, ¢ — b = ¢ —d (1. parte).

Y si

a+c=25b, restando b+¢, ¢ +¢c—b—c=2b—b—cy
reduciendo ¢ — b = b — ¢ (2.° parte).

188. De la propiedad fundamental se deduce que si
se desconoce un término de una equidiferencia, se puede
hallar: sumando los de distinta posicién y restando de la
suma el analogo al incignito, 6 dividiéndola por 2, si no
tiene aquél analogo.

Es decir: que un extremo es igual ¢ la suma de los me-
dios, ¢ al duplo del medio en las continuas, menos el otro
extremo, y un medio es igual ¢ la suma de los extremos,
menos el ofro medio; 6 & la semisuma de los extremos,
cuando es dnico el medio incognito.

Todo lo cual se deduce de las definiciones de restar y
dividir dos nimeros, y de las propiedades que expresan
las igualdades

¢+ d = b+ cde donde Ia,+c::2?)'de donde

a=0+c—d a=2%h-"~¢
d=b4c¢c—a c=20—a
b= +d—¢ b sl
c=a+d—1b | TR

189. 1 mimero que puede ser exiremo de una equi-
diferencia, cuyos otros tres terminos son dados, se llama
cuarto diferencial d esos tres nimeros. Si estosson @, b, ¢
el cuarto serd # = b + ¢ — @, suponiendo que s¢ dicen
en el orden que han de guardar, es decirque a—b=c—ux.

Tercero diferencial d dos mimeros es olro que puede
ser el dltimo de la equidiferencia continuw cuyos dos pri-
meros sean aquéllos. Es deeir, que si éstos son ¢, b, su
tercero diferencial serd # = 25 — ¢, pues esto resulta de

o—b=0—u. 1

Por ultimo, medio diferencial entre dos wiimeros s su

semisuma, pues efectivamente ésta es el valor del medio

a@—+c
z enfre aquellos ¢, ¢; 0 — v =2 —¢, ¥ = mo
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En general, medio aritmético d diferencial entre varios
nimeros, es el cociente de su swma por el nimero de sy~

@, +a0,+...0n
mandos... £ = = -

Los medios diferenciales son muy usados para susti-
tuir 4 los numeros que resultan de medir varias veces una
misma cantidad; pues no habiendo generalmente razén
para preferir uno & otro de esos nimeros, casi siempre
distintos, se toma en vez de cualquiera de ellos su medio
aritmético ¢ diferencial.

190. De las proposiciones reciprocas de la fundamen-
tal se deduce: que se pueden cambiar entre si de'7 mane-
ras los términos de una equidiferencia dada, 6 que con 4
nimeros tales que la suma de dos sea igual 4 la de los
otros dos, se puede formar la equidiferencia ya sabida de
8 distintos modos; & saber, si ¢ + d = b + ¢ sera

0—~b=c¢—d,b—a=d—c¢,c—a=d—b, d—b=c—a
o6—Cc=b—d,b—d=a—c,c—d=06—b d—c=b—a.

Pues, no hay mas que empezar por uno cualquiera de

los 4 mimeros, y acabar por el sumando compaiiero.

Y si se parte de una de las 8 formas, no hay més que
ermutar entre si los medios ¢ los extremos, ¢ invertir
as diferencias 6 los miembros de la igualdad, para pasar

a otra forma cualquiera.

ART.® 2.°—PROGRESIONES POR DIFERENCIA.

191.  Se llamae progresion aritmética o por diferencie
& una serie de mimeros tales, que la diferencia entre dos
consecutivos cualesquiera es constante ¢ lo misma; de
modo que cuatro sucesivos forman una equidiferencia,
y tres consecutivos la forman continua. :

- Por gjemplo: --5.8.11.14 .17... es una progresion

aritmética cuya »azdn 6 diferencia es 5. :

La progresion es llamada creciente cuando cada tér-
mino es mayor que el anterior, y decreciente en el caso
contrario, y unas y otras pueden suponerse limitadas 0
indefinidas, segin convenga.
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Ademas, para simplificar y generalizar el estudio de
sus propiedades, se supone siempre restado cada término
del siguiente, de modo que si éste es menor, ¢ decreciente
la progresién, la diferencia 6 razon se supone negativa.

192.  Esto supuesto, si llamamos ¢ al primer término
yd alarazon el 2.°serag+d, el 3.2 a+d+d=a+24,
el4’a+d+d+d=ua+ 3d;yes cvidente que el tér-
mino que ocupe el lugar %, y que supondremos el ultimo
u si la progresion es limitada, serd [3]... u=a+(n—1)d;
férmula que traducida al lenguaje vulgar da las siguientes
reglas: E'n toda progresion por diferencia, un término
cualquiere es igual al primero mds tantas veces la dife-
rencia d rozon como términos anteceden ¢ aquél; y el ul-
timo término es igual al primero més tantas veces la razén
como términos menos uno tenga la progresion. Esta podra
pues formularse en general

a0+ d, a2d,a+35d,...a+ (n—1)d=1u.

También se puede expresar todos los términos en fun-
cion del 1ltimo, pues evidentemente si % = a4 (n-——1) d,
el sumando ¢ sera igual & la suma %, menos el otro su-
mando (n — 1) d, es decir que ¢ = u — (2—1) d. y dando
& n los valores sucesivos 1, 2, 3, ete., resullara la misma
progresion escrita al revés

—u,u—d,u—2d u—35d,.. u—(n—1)d.

Ahora bien, si sumamos todos los términos de las dos
progresiones inversas anteriores y llamamos 2s 4 la suma,
sera 2s = (@ +u) 4+ (a4 +u)+ (o + u).....; (n veces).

Pues +d—d=0,+2d—2d =0, +5d—5d=o,
+(m—=4)d—(m—4)d=o0, 6 lo que es lo mismo,

(@ + 1) n

28 ={(u-+u).my por tanto § = :(a.l__u)_?.;u 7
formula que se traduce en la regla siguiente: Za suma de
los terminos de wng progresign por diferencia es igual ¢
la suma de los exiremos multiplicada por la mited del
nimero de térininos.

Aplicando esa regla y formula & la progresion de los
numeros impares

+ 18,5, 7.y 142n—1)=1+2n-2=2n— ¥

28
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: 1+2a—1)n 20.1 K
sera s = - = . =#"?; luego la suma
de los » primeros nimeros impares, es igual al cuadrado
de m. Asii b8 =4=2% 1 4+3+59=81
14+34+5+7=16=41+34+5+T7+9=5%¢lc.

De esas formulas que nos sirven directamente para
calcular un término cualquiera, 6 la sumea de todos los de -
una progresion aritmética, dados el primero, la razon y el
maimero de términos, se puede deducir otras que permitan
hallar dos cualesquiera de esos 5 nimeros ., d,u, i, § dados
los otros Lres, pero el estudio complelo de esas cuestiones
corresponde al Algebra. L

193.  Interpolar entre dos miimeros dados varios me-
dios diferenciales, es formar la progresién por diferencia
cuyos términos extremos sean esos dos numeros, ¥ los
intermedios sean los interpolados. Para eso hay que hallar
la razon 6 diferencia de la progresion; que segun se deduce

U —

de la férmula [3les d = , pues el sumando (%—1)d

| w—d
sera igual & la suma « menos el otro sumando «, y ¢l fac-
tor d del producto (n — 1) d sera igual al producto v — @
partido por el factor » — 1. Ademas, como ahi # signifiea
¢l nimero total de términos, y en el problema actual ese
mimero % es igual al de términoes interpolandos m, + 2
podemos sustituir # por m + 2, en cuyo caso
dep 02 0 %_a, férmula que traducida en
w4 2~ i 1
regla nos dice que la razdn de interpolacion es igual @ la
diferencia entre los mimeros dados, dividide por el ni=
mero de medios interpolandos ids uno. :
Ejemplo: Interpolar entre 10 y 100, 8 medios diferen~
ciales. Aqui serd ¢ = 10, » = 100, m = 8; por tanto
100 — 10 i, ;
d=—— = i v la progresion pedida
8. g 1 9
=+ 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100. i
194.  Corolario. Sise interpola entre cada dos térmi-
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nos de una progresin aritmética dada, el mismo nimero
de medios, se formara otra progresion, cuya razén sera la
de la primitiva, dividida por Ia de interpolacidn. Pues,
si la primitiva es =+ ¢, 8, ¢, d, ¢,... y m el nimero de
medios entre a, J; entre b, ¢, ete., sera
dirrte Dt Pobiiodl Food = ... = razon de interpola-
b 41 m—+4 e
cion, igual para todaslas progresiones parciales;, que ade-
mas tendran por \iltimo (érmino de cada una el primero
de la siguiente, y por tanto formarén una sola progresion,
mas espesa, por decirlo asi, que la primera.

ﬁAPITULO 2.”—COMPARACION POR COCIENTE.
LEccion 1'7

Razon geométrica 6 por cociente: su sinonimia y de
sus términos (195). Proporcion ¢ igualdad fraccionaria;
sus notaciones; sus antecedentes, consecuentes, medios Y
extremos; proporcion continua (196). Propiedad funda-
mental de toda proporcion; d. de las confinuas; recipro-
cos (197). Modo de hallor un término incignito en wna
proporewin general d continue (198). Cuarto y lercero
proporcional @ dos nilmeros dados; medio factorial, pro-
porcional ¢ geomdlrico entre dos o mds NUMEPOS ; COMPaA—
racion de los medios aritmetico y geométrico entre los
mismos - aimeros (199). Diversas formas de una S
proporeion (200). Proporciones que se deducen de otra 4
otras (201). Series de razones iguales o desiguales (202).
Progresion geométrica o por cociente: sus variedades (203).
Lrormulas del término general o 4ltimo, y dela sumo de
todos; cucstiones que pueden resolverse mediante esas for-
mulas (204). Inierpolacion de medios proporcionales entre
dos natmeros dados (205). ITnierpolacion del mismo aigmere
de medios entre cade dos términos de una progresion
dada (206). -
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ART.® 1.°—RAZONES Y. PROPORCIONES.

195. Llamase razon geométrica o por cociente, 6 sim-
plemente razon de dos mibmeros, al cociente de esos ni-
meros, cuando no tanto se trata de hallarle cuanto de
compararle con otro u otros. Y como todo cociente equi-
vale 4 un quebrado, resulta en el fondo eterno é invariable
de los conceptos matematicos la sinonimia siguiente:

cociente = quebrado = razon (geomélrica),
dividendo = numerador = antecedente,
dwisor = denominador = consecuente.

Advirtiendo, que aqui tienen todos esos nombres sus
mas latas acepeiones, puesto que los nimeros respectivos
pueden ser enteros, fraccionarios ¢ incomensurables, y aun
como veremos en la 2.* parte de la Aritmética, puédense
referir tales nombres 4 cantidades concretas, aunque su-
puestas medidas con sus respectivas unidades; de modo
que toda razon es esencialmente wn nimero abstracto,
como indicando el multiplicador, por el cual hay que
multiplicar el consecuente, para obtener de producto el a#-
tecedente.

Las notaciones usuales de estas razones, son las ya

sabidas @ : 8 6 —@—, siendo @ el antecedente y & el conse-
B :
cuente; y ademas de la lectura ¢ espresiones verbales que
conocemos, considerada como cociente ¢ quebrado, se

uede leer como razon diciendo, @ es geométricamente @

, 0 simplemente ¢ es & &; pero escribase ¢ léase como
quiera, representa siempre el mismo mimero si tiene los
mismos términos.

196.  Proporcidn geométrica ¢ por cociente, 6 igual-
dad fraccionaria ¢ simplemente proporcion es la igualdad
de dos razones geométricas, que segun los signos ya ¢o-
nocidos, 6 segiin ¢l uso antiguo, puede escribirse de cual-
quiera de estos tres modos que importa conocer y manejar
jigualmente para las conveniencias de la practiea:

¥ . a ¢ Sig
a5 b::c.d,_b-:-;za,w.b'..c.d.
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Las dos primeras formas ya sabemos ¢6mo se leen; la
ultima, y claro es que también las otras, una vez conve-
nido en ello, se lee @ es a b como ¢ es a 4. De cualquier
modo que se eseriba y lea la proporeién anterior (una en
esencia aunque trina en la forma), tiene por antecedentes,
@, ¢; por consecuentes, b, d; por medios, &, ¢, y por extre—
mos, @, (. . ; &

Proporcion continua ‘es la que tiene iguales los me~
dios; por ejemplo: m @ » :: n:#que se escribe también
ooty se lee como i es  n, n esé 7.

197. La propiedad fundamental de toda preporein
es que el producto de los extremos es igual al de los me-
dios; d al cuadrado del término medio, en la continua.

En efecto, de la igualdad -%— = % se deduce, multi-
plicando ambos miembros por b . 4,—los consecuentes,—
esla otra, & B2k Zd , 6 lo que eslo mismo, simplifi-

a Id s e ‘

cando esos quebrados, , 0 por ultimo

1

ad = b ¢, que es lo que se queria demostrar, y que apli-

cado 4 la continva m :n;:n:r, damer=mn.n 0 mr=n’.
Reciprocamente: 8¢ el producto de dos mimeros es igual

al de otros dos, 0 al cuadrade de otro, se podrd formar con

los 4 una proporcion. general; d con los 3 una conlinug,

respectivamente. :
Pues, si ¢ d = b c... dividiendo los dos miembros de
: : : ad be S
esa igualdad por b.. d resulta, s _—bd—; y simplifi-

m w: .m @

fEL {

worsl § Bveis Bromk
198. De esa propiedad fundamental se deduce la re-
solucion del siguiente
Problema. Dados tres términos de una proporcién

_ a Bl ;
‘cando E_:_o? Y simr=mn,*sera



222

general G-dos de una eontinua; hallar-el otro. Este sé ha-
llard, segin su pesicién, por las reglas siguientes: i1}

R0 Un extremo es dgual al producto de los medios
dividido por el otro extremo, y un medio es: igual al pro-
ducto de los extremos, partido por el otro medio.

128 En toda proporcion continue unw extremo es igual
al cuadrado del termino medio, partido,—dicho. cuadra~
do,~~por el otro extremo; y el término medio es igual d
la raiz cuadrada del producto de los extremos. il

1.* Pues de @ d = b ¢ resulta, dividiendo respectiva-

mente ambos miembros por el factor compatiero del que
be be R
se busea, 0= —, d= —, b =", ¢ = i

¢
; ‘ OBl BL G 5 AT
2 Demr=ntresultam= —, r= ,n:l/mr.
7 i e

199. Llamanse, respectivamente , cuartas y terceras
proporcionales & tres 6 4 dos cantidades’ dadas las que
{)ueden formar con éstas proporeion general 6 continua, 6
0 que es lo mismo, las que pueden expresarse por los
quebrados %0_1 sy primero representa la cantidad

] #WOL.BUIBLD 92 9 " =
4.* proporcional & las @, b, ¢, y el 2.%1a 3.* proporcional &
las m v #. 3.3 3

Llamase medic proporcional entre dos cantidades, @
lo raiz cuadrada del producto de ésias; pues efectivamente
puede ser el término medio de una proporeién continua

cuyos extremos sean las dos dadas. Por ejemplo: i
es la'media proporcional entre m y . %

En general: se llama media geométrica, 6 media pro-
porcional, 6 media factorial entre varias cantidades, cuyo
numero sea #, & la rafz de grado # del producto de todas

ellas; es decir, l/ai o 5 Rl o

- Teorema. . La media diferencial ¢ aritmética entre dos :
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numeros #, 7, ¢s mayor que la media factorial ¢ geomé-
trica respectiva.
Pues,siendod = —m 6 r =m + d,
e e R R e
sera =il i = =
2 2

2
mente [/m = l/m (m + d) = l/#n" + md.

Elevando al cuadrado ambas medias

d 2 2 dz g 2] 3
m -;~~é— = —|—md+f4—y (l/;n 9') =m +md.

~ Luego, puesto que el cuadrado de la media aritmélica
2

excede al de la geométrica en dj, aquélla es mayor que

i+ wg_ Analoga-

ésta.

200. De los reciprocos del teorema fundamental (197)
se deduce que se pueden cambiar entre si-de 7 modes, los
términos de una proporeion dada, 6 que se puede escribir
de 8 maneras la proporcién deducible de la igualdad de
dos productos, pues, si ésta esa d = b ¢, serd

98 Q.08 fr— P g o o w8
FRIR A e n s PR Gy daanie
BL R by Taa g Bopd TN
Gl A e B e w

Pues, no hay mas que empezar por uno cualquiera de
los 4 mimeros, y acabar por su compaiiero del #usmio pro-
ducto, 6 bien partiendo Ee una de las 8 formas, permutar
entre si los medios ¢ los extremos, 6 invertir las dos razo-
nes, 0 los dos miembros de la igualdad, para pasar 4 las
otras 7.

201. Ademas de esas transformaciones de una misma
proporeicn, pueden tambieén deducirse otras proporciones
de una dada, en virtud de los siguientes .
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Teoremas: : »
o T ; antecedentes
1.° Lasuma d diferencia de 108y 0.1 o tdmmines
consecuentes

¢s ¢ la suma o diferencia de los% dos Tiltimos
un antecedente es d su consecuente

0 -
COMO Y o1 4.2 ¢s al 5.°, ¢ como el 2.° es al 4.°
a ¢ a biate b4d ate ‘eliin
Pt T Seraeniar e Ea e
Pues,s14 o |
23:1_]) a 1_b 1 a—¢ b—d a—e e &
ey bl TR e TR R

Estas igualdades tiltimas, segiin se refieran a la1.%¢
4 la 2., traducen las primeras 6 las segundas lincas del
Teorema 1.° y comparadas originan el

& s 2§ antecedentes l
BRI S BOS § g, s terminos )
consecuentes)
dos iltimos §
a4c a—c¢ _a+¢ b+d

= 0 = =

b+d b—d ~a—c o b—d :

3.° Los productos ordenados de los términes de varas
proporciones forman -otra proporeiin. '

es ¢ su dife-
rencia, como la suma de los t es ¢ su dife-

PENCIL.

L s e g ;
Pues, si — = — , — = —, — = — elc., serd
b d b d b d
- a a' g ¢ ¢ ¢’ ;
evidentgniente,— X — X —=== " K -« X il
/] /] b a 74 a
a.a .a" i

a = :

bbb & odlc gt

4" "Los cocientes ordenados de Tos términos de dos
proporciones forman tambich propoycion. !

8¢

G

S e ¢ ae
Pues,sl — =—, — = —. ¢l e
) Pl d,,caroqu e pa
girdis i g Gt (Multipliquense las razones de la 1.* pro-
ba d o130 S - P

porcién por las de la 2.* invertidas).
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5.°  Las polencias y las raices del mismo grado de los
terminos de wna proporcion, forman 0las proporciones.

@z B .
Pues, i puede considerarse como resultante
1 f n ‘ :
de multiplicar # veces por si mismos los términos de la
b6 nlh 5 L - ;
proporeiin —- = = y ésta & su vez como resultado de

extraer las rafces de grado 7 de los términos de aquélla.

Problema. Hallar dos numeros, dada su razon por
cociente, y su suma ¢ su diferencia. Si llamamos 2, § &

: A @, }
esos dos nimeros inedgnitos, @ el mayor,_? a su razon,

; . . . &€ @
s 4 susumay d & su diferencia, tendremos —= s

Pero, como segin los parrafos anferiores,

2ty ath a2ty  Amol Fedl SR R
e 3 - 9 Se].‘a, S1 se COo-
& @ Y
la suma o +p7 = ¢ _S='u+b z= LEby -f"='a+b = B2
2 : B Bl R E Ty e b
noce ; d _a—b « ‘r‘} a-—b %ﬁ’ .
ladifer® m—y=d,—~7 5 B = o e =
& a a—b-—y b a—b

202. Serie de razones iguales, como su mismo Nom-—
bre indica, es el conjunto de tres 6 mas cocientes 6 razo—
nes ignales.

Su férmula es, pucs, o navGiney e il S

b, b, b, by

La propiedad fundamental de fales series es: que la
suma de varios anlecedentes es & la de los respeetivos
consecuentes como un antecedente cualquiera es & su con-
secuente.

Esta propiedad es consecuencia de la primera del ni-
mero anlerior, pues en la proporeidn que forman las dos

: : a,+a, o
primeras razones sc tiene e = Mo Do B gge,
bi 7 bs b 1 bs lF}2.
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_De aqui se deduce, & su vez, il ] s Bl S
b, +b,+ b, b,
sucesivamente. :

Por tltimo, si se tienen varios quebrados o razones
designales, la suma de los numeradores, partida por la de.
los denominadores, es mayor que el menor y menor que
el mayor de aquéllos. Sean éstos, por orden de magnitud,

W) Bl o Gaolstn o A
b, b, Oc & by
v W
Llamando 7 al menor, 6 — ==, serd evidentemte
3 i
=Wl 5@, >=mb, a,; =>mb; . Ua — HBLC

Sumando ordenadamente
@, + @, T+ e @ > m(b, + b, 4+ b+ b ),
y dividiendo por &, + &, 4= ..... + b,
@, @y Ay + o by i
b, +0b,+ b, + ...0

Analogamente, y llamando A/ al mayor n_se probard

@, @, @ o+ Uy
b, + b, + b, + ... + by

que < M.

ART. 2.°—PROGRESIONES POR COCIENTE.

203. _ Llamase progresion geomdirica o por cociente
toda serie de niimeros en que cade uno es igual ol ante-
rior, multiplicado por wn factor constante, que es la razon
de la progresioin. ;

Por ejemplo: 33 :6:12:24: 48 : 96.... ele, es una
progresion por coclenle, cuya razon es 2. La progresion
sera crecientle siempre que la razoén sea mayor que 1, y
decreciente en el caso conlrario.

204. La formula general de una progresion por co—
ciente, serd, llamando ¢ al primer término y ¢ 4 la razon,

salaq.eqLag agt..... Lt =g 1L
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Es decir, que wi término cualquicra es igual al pri-
mero, multiplicado por la potencia de la razon, cuyo
grado sea el mibmero de términos anteriores; el iltimo
término es igual al primero, multiplicado por la potencia
de la razon, cuyo grado sea el nimero de términos me-
nos 1. :

Para hallar la suma de todos los términos, llamémosla
S=a+ ag + ag’® + ..... 4+ (eg*' =u), de consiguiente,
8¢ =ag +aq’ -+ ag’ +..... (ag" = ug); restando esas dos
igualdades, S¢ — § = ug — @, pues los deméas términos se

ug—a 9,

destruyen, 6 bien, §(¢—1)=uqg—a,y S =

es decir, que la suma de todos los términos de una pro-
gresion geométrica limitada es igual al iltimo, multipli-
cado por la razén, menos el 1.°, y dividida esa diferencia
por la razon menos 1. :

Ejemplo: Dicen que preguntado Sesa (inventor del aje-
drez) por su Rey, qué recompensa queria, dijo que un
grano de trigo en la 1.* casilla, 2 en la segunda, 4 en
la 3.%, y asi doblando, hasta llegar & la 64" casilla. De
modo, que los granos de trigo que pidio fueron los que
vale la suma de los 64 términos %le la progresion....

2 1:2040811610.... 2 1.x 2%, que son
a4 :

o ’22—11:2‘-“— R i — (65536)‘:(4294967296)‘]—1.

Si una progresion cs creciente, claro es que la suma
de sus 2 primeros términos crecera con 2, g que por tanto,
no hay tal suma, 6, como se dice, es inlinita cuando la
progresion sea indefinida. Pero si es decreciente no sucede
ug— @

eso, pues, como evidentemente en la férmula S= 7

: [/ s

% vale cero cuando sea el ultimo término de una progre-
—a a

7
_ gtoids g
de modo, que la suma de los infinitos términos de una

sién  decreciente jindefinida, queda § =
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progresién geométrica decreciente indefinida, es igual al |
1.°, dividido por la diferencia entre 1y la razom.

Las formulas [1] y'[R!, como sus andlogas las de las
progresiones por diferencia, sirven para resolver, conve-
nientemente transformadas, todas las cuestiones en que,
dadas tres de las cineco cantidades «, ¢, %, », S, se pidan
las otras dos. Y con més razén que en aguéllas, la resolu-
cién de esas cuestiones corresponde al Algebra.

905. - Interpolar medios proporcionales entre dos nu-
meros dados, es formar la progresion geométrica cuyos
extremos sean dichos mimeros. :

Para eso hay r%ue hallar la 7azon de la progresion pe-

dida, en la formula [1]... u=—ag"~". Dividiendo por «, é
o R . %
invirtiendo ambos miembros... ¢*=* ==, y extrayendola
a
n—1

rafz de grado # — 4, ¢=={/ 2. 8i llamamos 7 al mimero
@

de términos interpolandos, 7= + 2, 6 n— 1 =+ 1,
: m-H1

yila formula de interpolacién sera g:l/u : a, es deeir

que la r#azon de interpolacion es igual ¢ la raiz del co-
ciente de los dos mimeros dados, cuyo girado sea el nimero
de terminos 1aterpolandos, mds 1.

Ejemplo: Interpolar entre 4 y 1024, siete medios pro-
8 8§

porcionales. Serd g:V 1024 : 4 = i/%: 2y la

progresicnpedida :2 4 :8: 16: 32: 64 :128:256:512: 1024.

206. Si se interpola el mismo nimero de medios pro-
porcionales entre cada dos términos de una progresion
geométrica dada, se formard otra progresion cuya razon
serd la raiz de la razoin de aquélla, cuyo grado sera el nu-
mero de términos interpolados, mas 1.

Pues siendo constante el cociente de cada dos térmi~
nos seguidos, de la progresidn dada, y cl mismo el indice
de la raiz que hay que extraer de ese, para todas esas in-
terpolaciones, la misma serd la razdén de interpolacion
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para todas las progresiones parciales, que seran, ademas,

continuacién cada una de la anterior, pues el ultimo tér-
mino de la una es el primero de la siguiente.

CAPITULO 3. —LOGARITMOS.

Leccion 18.

Concepto histirico ¢ aritmélico de los logarilinos (207).
Infinidad de éstos pare eada wimero y viceversa; sistema,
base (208). Identidad del logaritmo del mismo mimero ci
cada sistema, 1y reciprocamente (209). Conceplo logico o
algebraico de los logaritmos (210). Acuerdo de ambos con-
ceptos (211). Propiedades generales de los logaritmos, en
cualquier. sistema; diferencia entre los de base mayory
menor que 4 (212). Razon de los logaritmos de dos nine-
ros en cualguier sistema, y de los de wn mismo wimero
en. dos sistemas; modulos relativos (213). Mddulo segin
Neper, en general, y de su sistema: base de éste 214). Sis-
tema vulgar d de Briggs y sus propiedades principales; ca-
racleristicas, mantisas (215). Metodo de Long pare ha-
lar el logaritmo de un wimero entero d decinal (216).

ART.° 1.°_TEORIA DE LOGARITMOS.

207 De la evidente analogia que hay entre las pro-
piedades de las progresiones por diferencia y por cociente,
dedujo el escocés Juan Neper la teoria de los logaritmos,
nmimeros que abrevian muchisimo los caleulos complica-
dos, v que tienen, como veremos pronto, otro origen mas
cientifico, aunque no tan sencillo y elemental como el
ideado por Neper, al que suele 1lamarse origen histdrico
6 aritmético, 4 diferencia del otro, 1lamado origen ldgico
6 algebraico. Para poder armonizar ambos conceptos y
utilizar los logaritmos, precisa suponer que las progresio-
nes comparadas cuentan enire sus iérminos correspon-
dientes al cero la aritmética y al uno la geométrica.

Partiendo de esa hipdtesﬁs fundamental, y siguiendo
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las notaciones ya adoptadas en los capilulos anteriores,
podremos representar ambas progresiones indefinidas en
ambos sentidos, por

e e eI i s e MGl o nd ...

; 475 Clipuends b deman o SRRl

2 i Lo Jn BT LR D g0 1L
q 4o o

Los términos de la primera de estas progresiones son
los logaritmos de los correlativos ¢ correspondientes de la
segunda, es decir, que segun su concepto U origen his-
torico...

Logaritmos son los (érminos de wna progresion por
diferencia que tiene entre ellos al cero, 4 que correspon-
den ordenadamente 6 los de una progresion por cociente
que cuenta entre sus terminos al 1. Esa correspondencia
empieza por la de @ y 7, 'y continda en ambos sentidos,
de modo, que cada término de la primera progresion es
logaritmo 361 numero correlativo de la segunda.

208. De esta definicién se deduce que, si para unas
mismas progresiones cada nimero sélo tienc un loga-
ritmo, y reciprocamente a cada logaritmo corresponde un
solo numero; en cambio, como se puede variar hasta el
infinito ambas progresiones, cada nimero tiene ¢ puede
tener infinitos logaritmos, y cada logaritmo infinitos ni-
meros correspondientes, bastando fijar aquéllas para que
éstos queden determinados.

Llamase, pues, sistema de logaritmoes, al conjunto de
todos los nikmeros y sus logaritmos deducidos de lus mis-
mas, progresiones primitivas; pues, sean csas cuales fue-
ren, es preciso suponerlas luego mas espesas, interpo-
lando otros términos, para que todo nimero tenga su lo-
garitmo; y reciprocamente. :

Esas interpolaciones se supondrin hechas en cada pro-
gresion, segiin las condiciones dichas (194 y 206), siendo,
ademas, idénticos los nimeros de términos interpolados
en una.y otra, y bastante grandes dichos niimeros 0 pe-
quenia la razon respectiva, para que, si un logaritmo o un
ntimero determinado no esti exacto en la progresién co-
rrespondiente, esté, si, entre dos términos cuya diferencia
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sca menor que el limite del error prefijado para los cal-
culos. Con todas esas condiciones, claro es que siempre
puede suponerse 4 cualquicr numero dado como formando
parte exacta ¢ aproximadamente de la progresién por co-
ciente, v teniendo su correlativo en la por diferencia; y
reciprocamente & cualquier logaritmo dado, como incluido
cxacta ¢ aproximadamente en la progresion aritmética, y
teniendo su mimero correspondiente en la geométrica; o
en otros términos, v recordando los teoremas (164 y 166)
de la Teoria de los limites, todo mimero tiene su loga—
ritmo y todo logaritmo su nimero correspondiente en
cada sislema, ]ior lo cual puede caracterizarse cada uno
de éstos por el ntimero correspondiente & un logaritmo
dado, ¢ viceversa; v de ahi que, refiriéndose 4 la unidad,
se suponga determinado cada sistema por su bese, que es
el wibmero cuyo logaritmo es igual ¢ 4.

209.  Mas, para que esa delinicion esté justificada, es
necesario demostrar que, si un wimero puede ser vucluido
de varios modos, 6 sca por distintas interpolaciones, en la
progiesion respectiva, tendrd siempre el mismo logaritno,
6 el mismo término correlativo en la otra progresion, y
reciprocamente. Por supuesto, partiendo de las mismas
progresiones primitivas.

Supongamos que dicho nimero resulte igualmente de
interpolar m 6 m' medios entre cada dos términos de la
progresion primitiva, cuya razon sea g. La razon de in-

m-H1 m'+1

terpolacion serd respectivamente (205) l / ;1" 6 i/; ¥

si m, n' son los grados de las potencias respeclivas, serd

I Jr\_ n '—g'—‘l__

I/gn L ‘/gn'- Elevando & (m—+1) (m'+1), resulta (173)

g ') —gn' (kD por consiguiente n (' +1)=n'(in-+ 1),
i dn'

e —————— SeTd =

(1) (m'+1) m+4,.  md

ymultiplicando por

v oy @ 5 i
Pero ——y ——— 80l las razones para interpolar
a4 A ! , i
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entre cada dos términos de la progresidu aritmética, cuya
razén esd, m 6 m' medios, y », 7' son los factores preci-
80s para %ue los términos interpolados en esa progresion
dn . dn
0 1
m+4 A

- m'-1 i ST ]
los... l/ Q;l“ 6 l / {F interpolados en la progresion por co-

ciente, que es lo que debiamos demostrar. _
Andlogamente, invirtiendo calculo y razonamicnto,
se demostraria el reciproco.

210. La base de cada sistema de logaritmos, a cuyo

concepto hemos llegado partiendo de la definicion histd-
rica 0 neperiana de esos nimeros, €8 & SU Vez el punto de
partida de la definicion cientifica 0 algcbraica, segun la
cual, logaritmo de un wimero en el sistema de base b es
el exzponente de la potencie ¢ que ha de elevarse dicha

base, para que esa polencia sed aquel niimero. Es decir,

que si 0% —n, z es el logaritmo del mimero 2, en el sis=
tema de base #. En este conceplo, la operacicn de hallar
logaritmos viene 4 ser una segunda rama inversa del al-
goritmo graduacion, cuya rama directa es la el_qvacmn a
potencias, y la primera rama inversa la extraccion de rai-
ces. La existencia, y aun la necesidad de esa segunda
rama, se debe prever desde el momento en que sc sabe
que, a diferencia de los sumandos en 1a suma, y los fac=
tores on el producto, el grado y 1a raiz de una potencie
no pueden ser permutados sin variar el resultado, y por
tanto, es muy distinto buscar la raiz, dados la potencia y
el grado (ex(raceion de rafces), que buscar el grado ¢ ex-
ponente (el logaritmo), dadas la potencia, y su raiz ¢ base
correspondiente. .

211. El acuerdo de ambas deliniciones es facilmente
demostrable, pues si en la expresion 4* damos & 2 valores
variables en progresion aritmética 4, 2d, 5d,... nd, re-
sultaran las potencias respectivas... o1, 5%, 6%... pd, que
estan en progresion geoméirica- Y l’eciprocame,nte: s sli-
ponemos que ¢" es el término de la progresion geome-
irica, cuyo correspondiente en la aritmética es 4, es de-

. ocupen los lugares correspondientes &

N
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cir, que ¢" =4 (base segiin su primera definicion) y nd=1,

: S X
6n= o serd ¢" =g T =0, y elevando a la potencia de
grado 4 (173) ¢=05%; luego los términos de la progresion
por cociente pueden expresarse asi:

et g g pm o
B T T ] ;
Donde se ve que, en efecto, los logaritmos de los tér-
minos mayores que 1 son los exponentes de las respectivas
potencias de b; y en cuanto a los menores que 1, también

tienen esa propiedad, puesto que cn general, % TR,

aunque no es facilmente demostrable esta 1ltima igual-

dad hasta Ja completa generalizacién de las ideas de po-

tencia y de exponente, que corresponde al Algebra; y por

eso se llama algebraico esc concepto exponencial de los

logaritmos. i

; 212. De ambos conceptos se deducen facilmente las
siguientes propiedades, sea cual fuere cl sistema:

1.*  El logaritmo de { es 0, y el de la base es 1 (se-
gin las definiciones). -

2.*  Ksta (la base) debe ser un nsdmero. positivo dife-
rente de 4. Pues todas las potencias de 1 son también
iguales &4 1, y las de los nimeros negativos son disconti-
nuas, aunque el gredo varie continuamente 6 por inler-
valos infinitamente pequenios. :

Cor.® Los numeros negativos no tienen logaritmos.

3.* Kl logaritmo de wn producto es igual ¢ lo swina
de los logaritmos de los factores.

Pucs b7 X 0" X ' = fetnin’.. (167-9.9)

4.* Ellogaritmo de un cociente es igual 6 lo dife-
rencia de los logaritmos del dividendo (minuendo) y del
divisor (sustraendo). Pues siendo = = ¢ 6 m = n X 7,

n
sera log m=1Ing n--log ¢, y por tanto, log ¢=1log m—Ilog n.
5. El logaritino de una potencia es el producto de su
30
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exponente por el logaritmo de lo vaiz correlativa. Porque
(o )n=pmn (167-10).
6.°  El logaritmo de una raiz es el cociente del de lo

polencia correlativa, por el indice. Pues siendo log a™=

m
- log a™
m x log a, scr log a:—‘in—, y como @ :I/ am, que-

da demostrada esta 6.* propiedad general.

7.* 8% la base es mayor que 4, 6 ambas progresiones
van en el mismo sentido, los mimeros mayores que 4 tie-
nen sus logaritnos positwos, y los wilmeros menores que
1 logaritmos negativos, d mayor nimero corresponde ma-
yor logaritmo, 6 viceversa, y por tanto, log o = oo,
log 0 =— o< (174-1.°)

8.* &% la base es menor que 1, 6 las progresiones co-
rrespondientes van en sentido contrario, los mimeros ma-
yores que 4 tienen sus logaritmos negativos, los menores
que 4, logaritmos positives, ¢ mayor wimero menor loga-

7o o viceversa, y por tanto log 0 = o, log oo = — oo’

(174, 2.%)

213. La razon de los logaritmos de dos wiimeros
dados es constante, ¢ la misma en todos los sistemas.

Pues. si M, N son dos nimeros, &, ' las bases de dos
sistemas y m, m'; n, #' los logaritmos respectivos, es
decivyque (1] M = b B m. N he =)'V sjomans
do logaritmos en cualquier sistema, pero el mismo, de las
igualdades [1], segiin la proposicién 5.%, sera:

log M=mlog b=m'log ¥', log N=mnlog b=n'log b,
mlogh  m' log b’

y dividiendo ordenadamente 7

nlog b w' log b’
S 7 m
simplificando, — = — [2].
n n'
Permutando los medios en la proporeion [27, resulta

7 7 : 5 ;
esta ofra — = —-=FK, esdecir que también es constante

7 7

la razén de los logaritmos de un mismo nimero en dos
sistemas distintos. Esta razon se llama mddulo de trans-
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Jormacion, porque sirve para pasar de un sistema 4 otro,

puesto que de la igualdad [3] ——n—,z Kresulta[4]n=£Kn',
n

es decir que el nuevo logaritmo n (base b), es igual al
primitivo %' (base "), multiplicado por el mddulo K; el
cual es el logaritmo de o primera base b’ en el sistema
nuevo; pues, verificandose la igualdad [3] para cuales—
quiera logaritmos, sera, aplicandola 4 la base 2’

log 3 o'

W = K, 6, puesto que Jog b b —4 K= Zogb o,
segun lo dicho. Para determinar ese logaritmo X, no hay
mas que hacer z = { en la igualdad [4], 6 lo que es lo
mismo, suponer que el logaritmo # es el de la nueva
hase & (en su sistema), en cuyo caso resulta, sustituyendo
valores, 1 = Zogé b X Zo; p b, 6 log ) 0 = W :

es decir que el logaritmo de la base antigua en el sistema
nuevo es igual ¢ 4 partido por el logaritmo de lo base
nueva en el sistema antiguo, 6 que los médulos para pasar
‘mutuamente de un sistema 4 otro son también mimeros
inversos 6 reciprocos; que asi son llamados dos niimeros
cuyo producto es igual a 1. _
214. Ademas de esa acepcion de la voz mddulo, en
el sentido que pudiera llamarse relativo, puesto que sirve
ara relacionar un sistema con otro, hay la gue d16 Neper
-4 esa palabra. Suponiendo, como ya hemos dicho, que las
progresiones que constituyen cada sistema tienen sus tér-
minos (de caga una) tan proximos uno a otro, en valor
numeérico, como se quiera, lo cual exige que la razon § de
la progresion por diferencia sea poco diferente de cero, ¥y
la de la progresidn por cociente sea muy préxima a I,
(1 + ), Neper llamé modulo de cada sistema de logarit-

8

mos al limite del cociente -~ cuando « y § tienden hacia
o

cero 0 son infinitamente pequefios; y adopté para su sis-
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tema el médulo 1, 6 aquel en que B = a. De esto se de-
duce que la base Neperiana es el limite de la potencia
1

(1) ¢ cuando « = 0; pues, las dos progresiones de

ese sistema seran:

St e LB it e P et o . 29 ... fa
i 1 1 ; e

= S s o PR

s e T e )

luego, si suponemosquencx:l,éque(li—z— )" = ¢ (base)

s s

serd# = -, y por tanto e = (1 + 2) o, cuando a = 0.

215.  Pero, si ésta es la base natural, 6 mas sencilla
bajo el punto de vista tedrico, no asi para la practica 6
ap'{icacidn de los logaritmos a la abreviacion de céleulos;
en que por razones analogas 4 las que hacen preferible el
sistema decimal de pesas y medidas, conviene también
que la hase logaritmica sea la misma base numerativa
6 10. Estos son los logaritmos vulgares ¢ Briggianos,
pues ya los uso Briggs, discipulo de Neper. Las progre-
siones primitivas del sistema vulgar, son, pues:
= — N —3.—2.—1.0.1.2. 3... n..
sdual0s B L Ln B0 78 10520 1070115100107 207010 2068
v las propiedades principales de los logaritmos vulgares,
ademas de las generales (209 y 210), son las siguientes:

1.*  Z1 logaritine de un ntmero entero 0 fracciongrio
bdsico, consta de una parte entera llamada caracteristica,
positiva, negativa ¢ cero; i de una parte decimal lamada
mantisa, que puede ser también positiva, cero (para las
potencias de grado entero de 10) 6 negativa; pero que por
conveniencia praclica se supone ¢ hace siempre positiva.

Esta propiedad es evidente consecuencia de todo lo
antedicho.

2.* La caracteristica del logaritmo de un numero
entero 6 decimal tiene tantas unidedes (supuesta positiva
la mantisa) como lugares diste del de primer orden la pri-
mera cifra significativa de la izquierde del wimero dado,
cuyas unidades seran positivas si el nimero es mayor que
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10 6 dichos Ingares se cucntan hacia la izquierda, y seran
negalivas si ¢l mimero es menor que 1, 6 esos lugares se
cuentan hacia la derecha, siendo cero naturalmente la
cara(i%eristica cuando el nimero es mayor que 1 y menor
que 10. :

Para las potencias de grado entero positivo 6 negativo
de 10, es evidente esta 2.* propiedad, con sélo inspeccio-
nar las dos progresiones, que forman el sistema vulgar.

Sea ahora un nimero cualquiera mayor que 10, por
ejemplo: 587,34.... Estando este nimero comprendido
entro las dos potencias de 10, 100 = 10* y 1000 = 10 °.
su logaritmo estard comprendido entre 2 y 3, es decir,
tendra 2 de caracteristica, que son los lugares que dista
de la cifra 7 de primer orden la 1.* de la izquierda 5. Lo
mismo se podria demostrar para otro caso analogo.

Para todo nimero comprendido entre 1 y 10, su loga-
ritmo lo estara entre 0 y 1, es decir, tendra 0 de carac-
teristica. :

Sea, por 1iltimo, un mimero menor que 1, por ejemplo:

0,000 489 = A;

si quitamos la coma, resultara el entero 489, igual al
producto del ndmero AV por 1000000 (135, Cor.), luego
(209,4.%) el log &V = log 489 — log 1000000 =log 489 — 6.
Como el log 489 sélo tiene 2 de caracteristica, segin ya
hemos demostrado, el log 0,000489 tendra —4 =2—6
de caracteristica, con la misma mantisa que el log 489;
sélo que, llamando # 4 esa mantisa, seran log 489—=2+ 0,z
y log 0,000489 = — 4 + 0,z.

Esto se expresa poniendo el signo — sobre la caracte-
ristica, y no antes, pues asi significaria que todo el loga-
ritmo era negativo.

El verdadero log 0,000489 =4,689309 —=—4+-0,689309.
: 3.* La mantisa es la misme para los logaritmos de

todos los mimeros que constan de las mismas cifras colo-
cadas en igual orden, 6 que solo difieren en el orden nu-
merativo de las unidades que cada cifra representa.

Pues dos numeros tales, por ejemplo, los mismos de
antes, 489 y 0,000489 resultan de multiplicar el menor, ¢
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- dividir el mayor por una potencia de 10; sus logaritmos

 diferirdn, pues, en las unidades que tenga el grado de esa

})utencia, pero la parte decimal no variara, puesto que si
0g N=u,2z =+ 0,2 sera log (V x10")=log N+log 10
=%+ 0,x+n=(u-+n)+ 0,z

4. Un logaritmo totalmente negativo corresponde ¢
una, fraceicn cuyo numerador es 4y su denominador el
mimero cuyo. logaritmo positivo sea el dado (salvo el
signo). ' ;

Pues,.como ya digimos, al explicar el origen de los

numeros negativos, éstos pueden considerarse como sus-

traendos cuyo minuendo es cero, y como la diferencia de

. logaritmos es el logaritmo del cociente de los nimeros res- ‘

pectivos, siendo 0 =log 1, serd —log 7= 0—log n=log i.
n

0. Un logaritmo totalmente negativo se transforma
en otro de caracteristica negativa y mantise positiva, ha-
lando (90) su complemento aritmetico (salvo el signo), 4
restando lucgo de la carocteristica positiva que ast re-
sulte, la unidad numerative que kizo de minuendo.

Pues, por ejemplo:

—3,458670=10—3,458670—10==6,541330—10—4,541330

Escolio. Como bastarfa restar de 4, en este caso, .

en general del mimero entero superior en una unidad 4
la caracteristica del logaritmo dado, restando luego ese
numero entero de la nueva caracteristica cero, se suele
- dar la regla abreviada de afiadir una unidad al valor ab-
soluto de la caracteristica negativa dada, y poner por
mantisa positiva el complemento aritmético” de la dada
(supuesta positiva).

Aunque el cambio inverso no tenga casi aplicacion,
claro es que para transformar un logaritmo smuzto 6 de
caracteristlc_a negativa y mantisa positiva, en su equiva-
lente negativo, hasta ‘efectuar la sustraceidn implicita
entre la caracteristica y la mantisa, poniendo el signo
menos a la resta,

Pues 4,541330 = (.541330 — 4 — — (4 — 0,541330)
= ~— 3,458670... (92).
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Bajo esa forma mixta, un logaritmo negativo parcial-
menle suele Nlamarse cologaritmo 6 complemento loga-
ritmico del que resulta quitando el signo” menos al loga—
ritmo negativo equivalente. Es decir, que en el ejemplo
anterior, 4,541330 es el cologaritmo 6 complemento loga-
ritmico de 3,458670, y por eso donde quiera que haya que
restar un logaritmo positivo, ¢ sumar un logaritmo nega-
tivo, lo que se debe hacer es sumar el complemento loga-
ritmico, tal como lo hemos definido. Esto se cxpresa
asi... — log n = -+ C.° log u.

216. Aunque, segin hemos indicado (208), la inter-
polacion de un gran nimero de medios cntre cada dos
términos de las progresiones primitivas, es el método més
clemental para calcular logaritmos, con la aproximacién
prefijada; se ocurre, desde luego, la inutilidad de muchi-
simos términos de las progresiones que se formarian efec-
tuando realmente dicha interpolacion completa; pues, en
primer lugar sdlo se necesitan inmediatamente los loga-
- ritmos de los nimeros enteros; y aun de éstos... como los
logaritmos de los nimeros compuestos son las sumas res-
pectivas de los de sus factores simples (212, 3.%), claro es
que bastara calcular directamente los logaritmos de los
nimeros primos para tener muy facilmente los de cuales-
quiera enteros, y por tanto los de fracciones decimales
propias 6 impropias (215), 6 viceversa: calculando el Jo-
garitmo de un niimero decimal comprendido entre 4y 10,
se lendrd (sin més que cambiar la caracteristica) el de
cualquiera otro wimero miltiplo o submailtiplo de aquél
por una potencia de 40 (215, 3.%) :

Sea, pues, un mimero con esas condiciones, por ejem-
plo: 7,2000.

Siempre podremos considerar ese 1 otro nimero > 1 y
< 10 como producto exacto ¢ aproximado de varios fuc-
tores, raices de indice 2" de 10; y como esos factores
tienen sus logaritmos inmediatamente conocidos, sumin-
dolos... se tendra el buscado.

Este método, llamado de Long, y que no es otro que el
de interpolacion modificado ¢ simplificado, se practica as:

Extrayendo la raiz cuadrada de 10, y luego la de esa
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¥y de las demas raices cuadradas sucesivas, hasta una que
sdlo difiera de la unidad en una fraccion muy pequena
(174, 3.%), se tendra una serie de estas raices, cuyos loga-
ritmos seran indudablemente... la mitad, la 4.", la 82
parte, ete. de 1, puesto que ambas series de nimeros for-
~ maran las potencias y sus exponentes respectivos de la
base 10, segtin el siguiente cuadro (173 y 210):

i

Potencias ¢ nﬁiheros_. Exponentes ¢ logaritmos.
10 * = 10,00000 || 1
—_— 1
10— 10 — 3,169 —é— — 0,50000
% - ’
— 1
V10=107 = 17988 % — 0,25000
8 ¢
e 1
I 10 = 133352 | L 0,12500
16 s 21%
L/ 10=10% = 11508 | L — 0.06250
g iy ]16
10 = 10 % = 107461 | 2L 0 03195
s i 312
|/ 0= 109 = 1,063 | _L_ — o.01562
128 o : 6]:4
I/ 102 107 = 1Loiss | 2L 00071
B aC i 198 i
L/ 10 = 10 % = 100904 || L o.00501
512 e _1_ 256
l/a 10 = 10 32 = 1,00451 || — — 0.00195
/10 = 1019 = 100225 | -1 — 0,00098
oo bl r 1024
1/ 10 =105 — 1,00112 || L — 0,00049
096_ L 20148
I/ 10 = 105 — 1 00056 e = 0,00024
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Ahora bien, dividiendo el numero dado 7,2 (6 el que
sea) por el inferior inmediato de la 1.* de las columnas
anteriores, que es 3,16228, el cociente resultante 2,27684...
por el inmediato inferior de dicha columna 1,77828; este
segundo cociente 1,28036, por el tercer divisor 1,15478,
y asi sucesivamente hasta llegar al divisor tan poco dife-
rente de 1 como exija el limite del error prefijado, se ten- .
dra 7,2 = 3,16228 x 1,77828 < 1,15478 X< ..., y por
tanto log7,2=10g3,16228+1log 1,77828+1log1,15878+-...,
y como los logaritmos sumandos estan en la 2.* columna,
enfrente de sus respectivos numeros de la 1.%, queda re-
suelta la cuestion propuesta. :

Ademés de este método elemental ¢ aritmético hay
otros superiores ¢ algebraicos fundados en las teorias de
fracciones continuas, de series, y de ecuaciones transcen-
dentes, todos los cuales naturalmente no son ahora ex-
plicables.

Lecciow 19.

Necesidod de las tablas logaritmicas: sus diferencias
9 clasificacion (217). Idea de la construccion elemental de
unas tablas logaritmicas (218). Disposicion general de las
tablas de simple y de doble entrada (219). Modo de hallar
el logaritmo de un mimero entero o decimal, que esté d no
en las tablas (220). Modo de hallar el nidmero 6 antiloga-
ritmo correspondiente ¢ un logaritmo dado (221). Céleulo
logaritmico de productos, cocientes, potencias, raices,
exponentes, tndices, y combinaciones de esos resullados
(222). Cilenlo de sumas y de diferencias, mediante los
logaritmos de Gauss (223).

ART. 2.°—APLICACION DE LOS LOGARITMOS,

‘§ 1.°—TABLAS LOGARITMICAS.

217. Para poder aplicar los logaritmos & la_abrevia-
cion de los caleulos numeéricos, precisa tener unas %stas 6
tablas, en que facil y prontamente se hallon los logarit-
mos, dados sus respectivos nUMeros; y reciprocamente
se encuentren los nimeros correspondientes 4 logaritmos

31



242

conocidos, sin interpolaciones ni otras operaciones, mas
que algunas muy sencillas, en determinados casos. Con
tales tablas, llamadas logaritmicas 6 de logaritmos, se
reducen generalmente las operaciones de los dos iltimos
algoritmos, produccion y graduacion, 4 las correlativas
de los dos primeros, sumacion y produccion, en virtud de
las propiedades generales (212).

Muchas son las tablas ya construidas, diferentes unas
de otras... por su extension, nimero 6 limite & que alcan-
zan, por el nimero de cifras decimales que en ellas tiene
cada logaritmo, y por su extructura ¢ disposicion, con
respecto a la cual se clasifican de simple entrada y de do-
ble entrada, segin pronto especificaremos.

218. La construccién de una tabla de logaritmos,
sean cuales fueren su extensién y su estructura, se re-
duce a buscar directamente los logaritmos de los numeros
primos, y sumandolos convenientemente (212-3.%), los de
los niimeros compuestos (previa su descomposicién en
sus factores primos), hasta el limite & que ha de llegar la
tabla, la cua% nunca contiene mas qucqlogaritmos de ni-
meros enteros, puesto que de ellos se deducen facilmente
los demas (215).

La investigacion de los logaritmos de los niimeros pri-
mos, se hace, en realidad, por los métodos algehraicos 6
superiores que ya indicamos (216), por ser los més rapi-
dos para obtener el nimero prefijado de cifras decimales,
mas también puede hacerse por los métodos aritméticos
6 elementales de la interpolacién (208) y de Long (216).

Mediante la teoria de aproximaciones (175 & 183), se
sabra, en cada caso, con cuantas cifras decimales deberan
tomarse los datos en todos esos calculos, para que el loga-
ritmo buseado tenga exactas las cifras prefijadas.

219. Las tablas de simple entrada se reducen & una
seric de pares de columnas, en la primera de las cuales
estan los nimeros enteros, y en la scgunda los logaritmos
correspondientes ¢ correlativos, estando, naturalmente,
cada nimero y su logaritmo ¢n la misma linea de susres-
pectivas columnas.

Puede haber también una tercera columna con las di-
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ferencias ya halladas entre cada dos logaritmos consecu-
tivos, los cuales habré que restar, si no existe esa tercera
columna, cuando hagan falta estas diferencias.

Las de doble entrada constan, por lo menos, de once
columnas en cada pagina (6 doble pagina, que sirve como
una sola cuando eIl) tamafio es pequeilo); en la primera
estan los nimeros enteros hasta Ea décima parte del ma-
f'or de las tablas, y en las otras diez columnas prineipa-

es, los logaritmos correspondientes & dichos niumeros, y

a los que resultan de afiadirles 4 su derecha una cifra
mas; por eso son diez esas columnas, tantas como cifras
del sistema numerativo. :

El fundamento de esta disposicion es la propiedad
(215, 3.%) de los logaritmos vulgares, de la que se deduce
facilmente que, si los logaritmos de dos ndmeros que sélo
difieren en la cifra de su derecha, no tienen la misma
mantisa, tampoco diferiran sus mantisas respectivas, sino
en las ultimas decimales, y siéndoles comunes las pri-
meras, bastara poner éstas al principio de cada linea, 6
sea en la primera columna de logaritmos, y sucesiva-
mente las ultimas bajo la dltima cifra del ndmero, en las
ofras nueve columnas. Asi se ahorra repetir las primeras
cifras en esas nueve columnas y se gana espacio, pudién-
dose extender tales tablas mas que las de simple entrada,
con menos volumen.

Tienen también muchas de ellas otras diez colum-
nitas auxiliares con las diferencias logaritmicas ya cita-
das, y que sélo constan, a lo mas, de dos 6 tres decimales
de los gltimos drdenes. Esas diferencias suelen estar, ade-
mas, fuera de columnas, y bajo cada una sus productos
por 0,1... 0,2..., hasta 0,9; supuesto que la diferencia to-
tal corresponde & la unidad en que difieren los nimeros
respectivos. Todo lo cual facilita la resolucién de los dos
problemas generales (dado un mimero, hallar su logaritmo
Y viceversa), de que vamos & tratar en los dos parrafos
siguientes, y para su mejor inteligencia, reproducimos
una pagina doble de las tablas del Sr. Vazquez Queipo,
que son las espafolas mas usadas.
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El uso inmediato de las tablas logaritmicas se reduce,
como ya hemos indicado, a resolver estas dos cuestiones:

1.*  Dado un mim.° entero ¢ decimal, hallar sy log.°

2.%  Dado un log.°, hallar su nilmero correspondiente.

Para ambas, deben tenerse en cuenta las siguientes
generalidades:

Como, segtin las propiedades (215—2.%; 3.%) del sis-
tema vulgar, la caracteristica de un logaritmo se sabe al
mismo tiempo que el nimero dado, y la mantisa es la
misma, sea el nuimero entero ¢ decimal, siempre que
conste de iguales cifras y en el mismo orden; por eso,
ni la mayoria de las tablas suelen tener expresas las ca-
racteristicas, ni sus mantisas se refieren mas que a ni-
meros enteros, quedando 4 cargo de quien las usa dara
las cifras del numero su valor relativo, segtin la_caracte~
ristica dada (segunda cuestién), 6 tomar la cdracteris~
tica debida, segtin el valor relativo de la primera cifra
significativa de la izquierda del nimero dado (primera
cuestidn). :

Lo primero, pues, que habré de hacerse en la cuestién
primera, es prescindir de la coma, si el nimero es deci-
mal; y en la segunda, prescindir de la caracteristica; sin
perjuicio de hacer uso de lo prescindido al acabar de re-
solver, en cada caso, la cuestion propuesta.

220. Cuestion 1.* Pueden suceder dos casos: 6 el
numero dado, considerado como entero, aunque no lo sea,
estd en las tablas, 6 no lo esta, por ser mayor que el li-
mite de aquéllas. :

Primer caso. Bilsquese dicho mimero en la columna
respectiva: se le encontrara integro en las de simple en-

trada, y en las de doble, si es menor que la décima parte
del limite, y su logaritmo, 6 por lo menos, la mantisa,
estard en la misma linea y columna inmediata que el nd-
mero dado.

81 el nimero fuere mayor que la décima parte del li-
mite de las tablas de doble entrada, se buscara su primera
cifra de la derecha en la parte superior 6 inferior de la
columna respectiva (después de buscar las demés en Ia
primera columna); bajo y sobre aquella cifra, y frente &
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las otras, estaran las ultimas cifras de la mantisa, y las
primeras en la columna bajo el 0, en la misma ¢ supe-
rior linea, & no ser que las 1iltimas cifras tengan un aste-
risco (*) indicando que las primeras cifras de la mantisa
estan en la linea inferior.

FEjemplo 4.° Supongamos que se pide el logaritmo de
cualquiera de los nimeros desde 1850 & 1899, compren~
didos en la primera columna de la pagina copiada; v. g.
de 1892, 1 otro que consie de esas cifras en ese orden,
aunque no sea entero. Estos logaritmos tendran por man-
tisa comin 0,276921... con 3 de caracteristica para el nu-
mero 1892 (215--2.%); con 2 para el ndmero 189,2; con 1

para el nimero 19,82; con 0 para.el mimero 1,892; con 1
para el niimero 0,1892, y asi sucesivamente.

Ejemplo 2.° Sea el nimero 189,24, cuyo logaritmo
se busca. Prescindiendo de la coma, y buscando las cua-
tro primeras cifras, como en el ejemElo anterior, y la l-
tima, ¢ primera de la derecha, arriba ¢ abajo en la co-
lumna encabezada y terminada gor 4, bajo esta cifra, y
en la linea de las primeras... 1892, estan las cuatro ulti-
mas cifras de la mantisa, 7013; las dos primeras son,
como antes, 27; y como la caracteristica ha ser 2, resulta

log 189,24=2,277013....

Ejemplo 5.° Sea, por dltimo, log 18623 el pedido.

Frente a 1862, y bajo la tltima cifra 3, estan... 0050,
tltimas cifras de la mantisa, y como éstas tienen aste-
risco, las dos primeras no son las 26 de las lineas supe-
riores, sino las 27 de la inferior, luego

log 18623—4,270050.

Segqundo caso. Si el nimero dado, considerado como
entero, es mayor que el limite de las tablas, se buscan
sus primeras cifras—de la izquierda—hasta donde sea po-
sible, y la mantisa que las corresponde; hallando tam-
bién la diferencia entre esa mantisa y la inmediata su-
perior, si ya no esta hallada en las tablas, como en las que
transcribimos. En seguida, considerando como entero al
niimero buscado, y como fraceion decimal sobrante 4 las
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cifras que quedaron & su derecha, se forma la siguiente
proporcidn: —
1 (dit.2 de dos enteros consecut.s) __ d (dif.2 de los dos log.* consecut.)
0,f (fraccion decimal sobrante). & (dif.2 entre los log.s hall.e y ped.o)

Caleulado el valor de z, y afiadido al log. buscado en
las tablas, se tendré el del numero dado. : -

Fsto supone que las diferencias numéricas son propor-
cionales 4 las logaritmicas respectivas; proporedn in-
exacta, pero cuyos errores subsiguientes no influyen en
las cifras decimales que se toman para los logarilmos
usados, en la mayoria de los casos, segiin se demuestra
en el Algebra. :

Tin las tablas de Vazquez Queipo, y en algunas otras,
1o hay necesidad de tal proporcidn, pues, como ya digi-
mos, y esta 4 la vista en la pagina transcripta, fucra de
las columnas estan los productos de cada diferencia entre
dos logaritmos consecutivos, por 0,1, por 0,2... hasta por
0,9, y es claro que esos mismos productos, corridos uno 6
més lugares hacia la derecha, o serdn de lo propie di-
ferencie por 0,01... 0,02... 0.09, 6 por 0,001... 0,002...
0,009, etc., quedando asi reducido el afiadir al logaritmo
hallado la parte proporcional que le falte, & sumar unas
pocas cifras decimales de los iltimos drdenes, pues a és-
fos se refieren, naturalmente, las diferencias tabulares y
sus productos susodichos.

Fjemplo 1.°  Sea log 186425 el pedido.

El de 18642, nimero que forman las primeras cifras
del dado, comprendidas en las tablas citadas, es...

log 18642 =4,270493.

La diferencia tabular correspondiente es 23, y su pro-
ducto por 0,5 (cifra que sigue al 2) es 11,5, segtin esta alli
expreso bajo el 23, & la derecha y parte exterior de la Pa-
gina; luego

log 186420 = 5,270493
por 0.5 =l 11

log 186425 = 5,270504
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- Bjemplo 2.° ~Sca el nim. 18997,543, cuyo log. se pide.

5 log 18997 —4,278685

, por= 0,6 — . Tt 115

Cdleulo. ¥ " o4 =""" " g9
| 0GR = st ey

Log. 18997,543=4,278697...
Claro es que, con la préctica, esas sumas se hacen
mentalmente. i i
Ejemplo 5.°  Log. 0,001870459 =3,271948.
“Desde Juego, la caracteristica es 3 (con mantisa posi-

tiva). .
Adomas, log, 18704=.,271931 ) g
ARl R B D e Bl T
gl o RSN

991. (Cuestion 2.* También pueden ocurrir dos ca-
sos, segiin que la mantisa del logaritmo dado esté 6 no
exacta en las tablas, siendo evidente que en el caso se-
gundo estara entre dos consecutivas.

Primer ceso. Bisquese la mantisa del log. dado, en
la parte més avanzada posible de las tablas (casi siempre
después del nidmero 1000, y si es posible, del 10000), y
enfrente se tendran las cifras sucesivas del numero co-
rrelativo, cuyos érdencs numerativos seran los que indi-
que la caracieristica del logaritmo dado (215-2.%)

Por ejemplo: 3,269420 = log. 1859,6

Sequndo cuso. Cuando la mantisa del logaritmo dado
esté entre dos consecutivas de las tablas, se busca la me-
nor, su nimero correspondiente y las diferencias... entre
dichas consecutivas, si no la dan las tablas, y entre la
dada y la menor buscada. Fdrmase en seguida, —si hace
falta,—la proporcion logaritmica invertida....

o (dif.2 tubular entre los dos logs consecut.s) 7 (dif.% de los nim.es consecut.?)

d’ {dif.2 entre las mantisas dada y buscada) x

El valor de & es indudablemente la parte decimal que
hay que afiadir al ndmero entero que corresponde al lo-
garitmo buscado. Luego se restableceran los valores rela-

3R
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{ivos de {odas las cifras del nimero asi hallado, en virtud
de la caracteristica de su logaritmo.

Ejemplo 1.° Sea 4,269480 el logaritmo dado.

La mantisa inferior mas préxima es..., 269466 cuyas
diferencias con la inmediata es 0,000024, y con la dada
0,000014. La proporcion serd aqui, pues,

24 M)l ooy =
24

En vez de hacer la divisién, ¢ reduccion de ese que—
brado comun & decimal, las mismas tablas nos dan bajo
el 24 exterior (margen izquierda), y frente al 14 el nu-
mero 6 que es la cifra siguiente a las del niimero 18598,
cuyo logaritmo es el buscado. Y como por ser 4 la carac-
teristica dada, el nimero ha de tener 5 cifras enteras, re-
sulta verdaderamente 4,269480 — log 18598,6.

Ejemplo 2.° Sea 2,270090 — log /.

Desde luego, el nimero & ha de ser decimal y tener
la primera cifra izquierda en el lugar de las centésimas.
Busquemos, pues, todas sus cifras. La mantisa inmediata
inferior 0,270073 difiere de su consecutiva 0,000023, y de
la dada 0,000017. Bajo el 23 marginal y frente al 7 se
halla 16,8 que es indudablemente muy préxima & 17.
Podemos, pues, tomar esa cifra 7 como la ultima {.siendo
las primeras, ¢ correspondientes 4 la mantisa hallada,
18624, claro es que el nimero &V = 0,0186247.

Si el logaritmo dado fuere enteramente negativo,
ya sabemos (215, 4.") a4 qué nimero corresponde; aunque
casi nunca ocurre este caso en Ja buena practica (215, 5.%).

§ 2.° CALCULO LOGARITMICO.

222. Las operaciones aritméticas, con el auxilio de
las tablas logaritmicas, 6, como se dice, el edlculo loga-
ritmico se reduce, en general, & buscar primero, si ya no
se conocen, los logaritmos de los datos ¢ de algunos de
ellos, operar con esos logaritmos, en virtud de las pro-
piedades generales (212) y segun las operaciones aritmé-
ticas de que se trate, hasta obtener ol logaritmo del re-:
sultado; buscando éste, por tiltimo, mediante su precitado
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logaritmo. Y como toda 0{)eraci0’n complicada se reduce &
combinar unas con otras las operaciones elementales, es-
tudiemos primero el modo de %acer éstas por logaritmos.

Si el resultado ¢ algin dato fuere negativo, se Pres—
cinde del signo para aplicar los logaritmos, teniéndole en
cuenta al final del calculo.

Las sumas y resfas no parece puedan verificarse loga-
ritmicamente (Puesto que no hemos dicho qué relacién
puede tener el logaritmo del resultado con los de los da-
tos), y asi es en efecto, con las tablas mas usuales; pero
con tablas auxiliares, de los llamados logaritmos de Gauss,
también se pueden calcular dichos resultados mediante
los logaritmos de los datos, como veremos en el nimero
siguiente; procediendo en éste, silo al caleulo de produc-
tos, cocientes, potencias y raices, etc.

1.° Para buscor por logaritmos un producto, se bus-
cardn los logaritmos de todos los jfuctores, se sumardn
esos logaritmos, y siendo lo suma el logaritmo del pro-
ducto, éste serd el mibmero correspondiente & dicho loga-
PULMO-SUIna.

Como suponemos las mantisas todas positivas, nada
hay que advertir respecto & ellas, pero las caracteristicas...
se sumaran entre si todas las positivas, mas las unidades
que provengan de la suma de las mantisas; se sumardn
aparte las caracteristicas negativas, y se restaran las dos
sumas, poniendo al resultado el signo — si fuere mayor
la suma negativa.

Ejemplo 1.° Sea el producto de 45 < 76 < 0,87 =p.

log 45 = 1,663213
log 76 =1,880814
log 0,87 =1,939519
log (45 % 76 < 0,87) =log  p = 3,473546 =log 2975,4.
Ejemplo 2.° 0,123 > 0,456 > 0,789 = 0,044254.
log 0,123 = 1,089905 )
log 0,456 = 1,658965
log 0,789 = 1,897077

log 0,123 X 0,456 > 0,789 = 2,645947 = log 0,044254.
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2.5 Para oblener por logaritmos, y en forma entera
o decimal, un cociente o quebrado ordinario, se restard
del logaritmo del dividendo 6 nwmerador, el logaritmo del
divisor ¢ deneminador; 6 mejor se sumard con aguel pri-
mer logaritmo el complemenito o cologaritmo del sequndo,
Yy el resultado serd el logaritno del cociente d quebrado.

Ejemplo 1.° :
Sea el quebrado 6 cociente 7170 : 295 == 24,305.
log 7170 = 3,856519
G2 log 9295 = 3530178
log (7170 : 295) = 1,385697 = log 24,305.
Ejemplo 2.° % = 0,518987.
log 41 = 1,612784
.0 log 79 = 2102373

Tog ‘;—; = T,715157 = log 0,518987.

3.°  Parg hallar logeritmicamente una potencia, se
multiplica su exponente por el logaritmo de la raiz ¢ wi-
mero que ha de elevarse, y se busca el wimero correspon-
diente d ese logaritmo-producto.

Si la caracteristica del logaritmo factor es negativa, y
positive el exponente, el producto parcial de esos dos nd-
meros es negativo, debera, pues restarse de las unidades
que provengan del producto de la mantisa por el expo-
nente, ambos positivos. Si el exponente fuere negativo,
también lo sera todo el logaritmo producto, en el caso que
el logaritmo factor sea positivo; pero ya sabemos transfor-
marle en otro de caracteristica sola negativa. Y si siendo
el exponente negativo, también lo fuere Ia caracteristica,
este producto parcial serd positivo, y negativo el de la
mantisa (positiva) por dicho exponente negativo. Habra,
pues, que restar esa mantisa-producto, salvo el signo de
aquella caracteristica, ete. |
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Ejemplo 1.° (714)* = 259891000000 (aproximadam. )
log 714 ‘= '9.853698 ¢ ol
: 11,414792 = log 259891000000.
Ejemplo 2. (0,975)' = 0,8376 (en menos de 0,0001.)
5 ' 1og 0,975:1989003:(0,989005_1)
e

(0,989005—1)7=6,923035-_7 =1,923035=1og 0,3376
Ejemplo 3. (625) —? — 0,00000256 (exactamente).
log 625 =2,795880
S g ot e '
— 5,591760 = 6,408240 = log 0,00000256
Ejemplo4.® (0,0512)~* ="7450,6 (aproximadamente).
log 0,0512 == 2,709270 == (0,709270 — 2).
5 ol oh 5 853 ' -

6 — 2,127810 = 3,872190 = log 7450,6,

4.° Para extraer ung raiz por logaritmos, se divide
el del nimero subradical por el indice de aquélla, y se
busca el mimero que corresponde wl logaritmo-cociente.

Si la caracteristica del logaritmo-dividendo fuere ne-
gativa'y no divisible por el indiee, se anadiran & aquélla
las unidades negativas precisas para formar un multiplo
de dicho indice, afiadiendo en compensacién a la mantisa
(positiva) otras tantas unidades positivas.

Si el indice fuere negativo, se tendran presentes las
mismas advertencias que hemos hecho para cuando sea
negativo el exponente de una potencia:

B i
Ejemplo 1.° |///1,284 = 1,04295.
og 1,934 — 0,091315
. 5

70,018263 = log 1,04295.




264

: 7
Fjemplo 2.2 |/ 0,68274 = 0,94697
log 0,68274 — T,834256 — 7 + 6,834256
W

1,976322 = log 0,94694
5.2 Para buscar por logaritmos un exponente ¢ fn-
dice, se dividen los logaritmos de la potencia y de la raiz
dadas, tomando aquel por dividendo y éste por divisor, si
se busca un exponente; y viceversas su se pide el tndice de
un radical.

Tal resulta tomando logaritmos en las férmulas...

a*=10, zloga=log b, 2 = e
loga
o loga log @
=iy = log ¥ o=
; & log &
Ejemplo. Hallar el valor de # de la siguiente ignal-
dad (_69%)\ = §~.-Tomando fog. % .0 X log—@:}: = log-’g
602 2 602 2
6 @ X (log 603 — log 602) = log 3 — log 2,

log 3 — log 2
log 603 — log 602
log 3 = 0,477121 log 603 = 2,780317
C.° log 2 = 1,698970 log 602 = 2,779596
log 3 — log 2 = 0,176091 || log 603—log 602= 0,000721
log = log 0,176091 — log 0,010721
log 0,176091 = 1,245737
log 0,000721 = 4,857935
log « = 2,387802
o = 244,32
3

19992 “oyie 0,
21

62 Comprobar por logaritmos que
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223. Como ya hemos indicado, se pueden hallar su-
mas y diferencias mediante los logaritmos vulgares de
sus términos, y las tablas de los logaritmos de Gauss.
Estos se dividen en aditivos y sustractives, 6 de adiciones
y de sustracciones respectivamente. El uso de ambas es-
pecies esta fundado en las siguientes indubitables for-
mulas: (z > ¥)... _
log (z+g) = log [z (1 -{-_‘r"..)j =log z +log T e [1}

i = B : A

log (x—g) = log [a-,- { —%)] =log2z+logd— %) = log z — log

2]

Ahora bien, las tablas de Gauss dan los valores do

g 4L

0

log (1 + 1) 6 de los log.* de adiciones y de Iog 7
z : R T

_ : z

de los log.® sustractivos, para cada valor (positivo) de

log —, 6 sea de log @ — log 4, de modo que para obtener

el log de lo suma (x + y) de dos wibmeros dados, se restan
sus logaritmos vulgares, el menor del mayor, se busca el
log (de Gauss) aditivo correspondiente ¢ diche resta, se

suima ese log aditivo log (1 + 2) con el mayor log x, y se
x ¥ A

tendrd log (x + y), en virtud de la férmula [17.

Para calcular wna diferencia (x — ), se restardn
- tambien los logaritmos vulgares de minvendo y Sustracndo
(el menor del mayor), se buscord en las tablas de Gauss,

: , el cual restado del
: z
log x (del minuendo), nos dard el logaritmo de la dife-
rencig (X — y); segun la férmula [2]. b
Ejemplo. Sean...log # —=1,3177, log y = 1,1732.
3 i _ (log adit.” 0,144=0,2350
Seranjoga - IRy =l 144_3 log sustr.”0,144=0,5494
log (-+1)==1,3177+0,2350=1, 5527=10g 0,357
log (z—y)= 1,3177—0,5594==2,7683=l0g0,0587

el logaritmo sustractivo log

luego
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Nofa: Tablas de logaritmos de Gauss, s¢ ¢ncuentran
agregadas 4 la traduccion del Algebra de Baltzer, por los
Sres. Jiménez y Merelo, y también en las notables Tablas
logaritmicas ha poco publicadas por nuestro compaiiero
D. Luis-Gonzaga Gascd. 1

Cuestiones sobre el Libro cnarto,

1. ;Cuantos metros andaré un jardinero para regar 20
arboles, que estin en linea recfa a 10 ™ de distancia cada
cnal de los inmediatos, echando a cada uno una regadera,
y distando el pilén donde la llena 30 ™ del mas proximo,
también en la misma recta, suponiendo que al empezar
esta el jardinero en el pilén, y que los riega por su orden
correlativo? : i ) &

2. .;Cuil sera la velocidad de un cuerpo & los 10 se~
gundos de su caida, sabiendo que es de 9™, 8al fin del 1.°
vy que crece (la veloeidad) como los ticmpos mismos
1,2.8... 107

"3, Dividir un ntimero dado en dos partes cuya razin
sea dada.

4. Hallar la fraceién generatriz de una decimal pe-
riddica pura, considerandola como suma de los infinitos
términos de una progresion geométrica decreciente.
abe abe abe

1000 i 1000® - 10007

9. gCuanto ha perdido un jugador en 12 puestas se-
guidas, sabiendo que en la 1." perdio una peseta, y fué
deblando y perdiendo hasta la 12.%? :

6. iCual es el precio de un caballo que tiene 20 cla-
vos en las herraduras, ajustado & razén de un eéntimo por
el primer duro, y doble por cada uno que por el anterior?

7. Cuanto tardara en duplicarse la poblacion de un
pais que aumenta 0,01 cada afio? '

Oabeobeabe.. =

5 :
: 201 ] 0,5142"
8. . Caleular por logaritm / :
& por logaritmos |/ — -~

9. ;Cual es la base logaritmica del sistema en que 6
es el logaritmo de 7292




PARTE 9.'
ARITMETICA CONCRETA.

P

LIBRO QUINTO.—CATCULO DF NOMEROS CONCRETOS.

———=3Ep =

CAPITULO 1."—NUNERACION Y TRANSFORMACIONES.
Leccion 20.

Division razonade de lo Aritmdtica concrela (224).
Conveniencia de varias uwidades concrelas homogencas
(225). Principales géneros de cantidades y de unidades
concretas; sistemas de pesas, medidas y monedas, sistema
legal (226). Unidades principales del sistema metrico de—
cimal; formacion y nombres de las miltiplas y submillli-
plas de cada wnidad principal (327). Cuadros de todas las
untdades métrico decimales y sus relaciones (228). Sistema
antiguo de pesas, medidas y monedas de Castilla (229).
Equivalencias principales entre las unidades homogeneas
de ambos sistemas (230). Nimeros incomplejos y comple-
jos: reduccion de unos d otros (231). Reduccion de pesas y
medidas del sistema antiguo al decimal y viceversa (232).

ARTICULO 1.°—NUMERACION DE CONCRETOS.

9294, El estudio aritmético de los nimeros concretos
debe constar, como el de los abstractos, de dos secciones:
su edleulo, 6 formacion de unos por otros; y su compara-

33
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cion, 6 relaciones elementales entre ellos. La primera sec-
cion constituira el Libro quinto de estas Lecciones, y se
subdividira en Capitulos, Articules, ete., analogamente 4
los tres Libros primeros; pues, como en los nimeros ente-
ros, fraccionarios € incomensurables, cabe estudiar en los
concretos: su numeracion, iransformaciones y operacio-
nes. La segunda seccién formaré el Libro 6.° y tltimo,
analogo al cuarto de los nimeros abstractos, y se subdi-
vidira, naturalmente, segin los principales géneros de
cuestiones comparativo-numeéricas mas usuales, aunque
casi todas reducidas 4 las tres especies posibles de propor-
cionalidad entre cantidades concretas; pues las relaciones
numéricas que no puedan reducirse a una 6 varias pro-
porciones, no son elementales, y por tanto no son propias
de la Aritmética sino del Algebra, 6 ciencia de las rela—
ciones generales entre cantidades matematicas cuales-
quiera. :

225. Segun digimos (4), la medicién de las cantida-
des de un mismo género cxije tomar una de ellas por
unidad, es decir, por patrén 6 tipo de la comparacién que
supone toda medida; dy en rigor matematico bastaria una
sola unidad para cada género de cantidades, mas pare
facilitar las mediciones, y evitar ademds, en lo posible,
nmiimeros muy grandes y muy pequeiios (12, Post.®), con—
viene adoptar varias vnidades homogeneas, sirviendo na—
turalmente las mayores para medir contidades grandes,
las menores pare las pequeias, ctc.

226. Los géneros de cantidades concretas son real-
mente muchisimos, pero hay unos pocos que por referirse
a objetos de los mas necesarios para la vida soeial, son los
tinicos cuyas unidades y niimeros respectivos se estudian
en Aritmética, constituyendo el conjunto de esas unida-
des usuales, en cada pais, el sistema de pesas, medidas Y
monedas del pais; pues, esos géneros de cantidades y uni-
dades concretas, mas usuales, son de peso, de longitud,
- de superficie, de volumen o capacidad, de tiempo y de.

dinero d numerario, llamindose comunmente 4 ﬁjas uni-
dades de peso, pesas; & las de dinero, monedas, y a todas
las demas medidas.
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Aunque esos sistemas varian realmente no sélo de una
a otra nacidn, sino de una 4 oira comarca, hay en todo
pais civilizado, un sistema legal de pesas, medidas y mo-
nedas, inico permitido en los documentos oficiales ¢ pi-
blicos, y obligatorio también privadamente, aungue no
siempre se cumplan esz ni otras obligaciones.

En Espafia, Francia y otras naciones, el sistema legal
es el llamado metirico-dectmal; métrico, porque su unidad
fundamental es el metro = diez millonésima parte de la
longitud del cuadrante del meridiano terriqueo, salvo el
error inevitable en toda medicién, y decimal, porque las
distintas unidades de cada género son multiplas ¢ sub-
mﬁltif]ﬂas- unas de otras, por 10, 100, 1000, 10000, ete.,
como las unidades numerativas de los enteros en el inico
sistema usual de numeracidn, siendo esa la principal ven-
taja del sistema métrico decimal sobre todos los demés de
pesas.y medidas.

El sistema legal espaiiol, anterior al actual, y que
lodavia se usa demasiado en las transacciones privadas,
es el llamado de Castilla, que expondremos después que
el métrico decimal.

227." Este tiene para cada género una unidad prin-
cipal, y otras varias miltiplas y submiltiplas de aquélla
por 10, 100, 1000, eic., cuyes nombres se forman ante—
poniendo al de la principal los voces griegas deca = 40,
hecto = 100, kilo = 1000, miria = 10000, para las mayo-
res 0 miltiplas; y las latinas deci = 0,4, centi = 0,04,
mili = 0,004, pare las submiiltiplas 6 menores. Bl tiempo
no sigue en sus unidades la ley decimal; el dinero la
sigue en la escritura, mas no en la nomenclatura; como
tampoco la siguen algunas otras unidades que hay ademés
de las formadas por la ley precitada en los mismos géne—
ros mas usuales, ni en otros menos usados. :

228. En virtud de lo antedicho, la mayoria de las
unidades métrico-decimales son las siguientes:



TIINIIDATDDES.

MULTIPLAS POR..

SUBMULTIPLAS POR..

DE PRINCIPALES
10000 1000 100 10 0,1 0,01 0,001
Longitud. Miridmetro .| Kildmetro. Hectometro,| Decametro. | Metro. Decimetro. | Centimetro. | Milimetro.
S.uperﬁcie. Heectdrea, Area, Centidrea,
Capacidad. || Miridlitro. | Kilolitro. Heetdlitro. | Decdlitro. Litro. Decilitro. Centilitro, | Mililitro.
Peso. Mirisgramo.| Kilégramo. | Hectégramo.| Decdgramo. | Gramo. Decigramo. | Centigramo.| Miligramo.
Dinero. : 100 pesetas. | 10 pesetas. f Peseta. 10 céntimos.| Céntimo.

Ademés se nsan para cantidades grandes ¢ pequefias respectivamente las siguientes

TIINITID A TDOEIS ..

Superficiales.. Miriam.® cuad.’, kilém.* cuad.’, decim.” cuad.®, centim.” cuad.’, milim.° cuad.”
Do volumen. . Miriam.° eib.’, kilém.® cib.’, hectom.” eib.’, decam.’ cib.’, milim.® cib.’
Tonelada métrica = 10 quintales métr.® = 100 miriagr.s = 1000 kilogr.*

Do peso.......d Quintal métrico = 10 miridgramos = 100 kilégramos.
Décimas y vigésimas (0,05) de miligramo para los analisis quimicos.
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Para entender, en el cuadro anterior, las unidades de
superficie asi como las de capacidad ¢ volumen, precisa
saber, por la Geometria, que las unidades adoptadas para
medir superficies son cuadrados, es decir, cuadrilateros
de lados y 4ngulos iguales, como las baldosas y baldosi-

nes ; v para los volumenes son cubos, es decir, ca~

pacidades de seis caras cuadradas ignales, como los dados,
teniendo esos cuadrados y cubos por lados respectivos las
unidades lineales, y de ahi los nombres de metro cuadra-
do, metro cibico, ete. Cada unidad superior contiene
tantas inferiores, cuadradas 6 cibicas, como unidades
lineales correspondientes tengan los cuadrados y cubos
numericos respectivos. Por ejemplo: un decametro cua-
drado = 102= 100 metros cuadrados; un decametro
ciibico = 10 ¥ = 1000 metros cibicos. De ahi el llamar
cuadrados y cubos a las segundas y terceras potencias
numéricas. Algunas unidades tienen nombres distintos,
sin que por eso dejen de poderse llamar segin las reglas
geométricas dichas. Asi: el dres es el decametro cuadra—
do, y por tanto la Aectdrea el hectémetro cuadrado, y la
centidgrea el metro cuadrado; el Zifro es un decimetro
cibico, y por tanto el kildlitro es el metro cibico y el
mililitro el centimetro ciibico. Las otras medidas deriva-
das del litro no pueden tener forma ciibica, como no es
preciso la tengan las que pueden tenerla, pues la capa-
cidad de una Vasqa es independiente de su forma.

El gramo es el peso de un centimetro ctibico de agua
destilada & 4 grados de temperatura; y por tanto, el kilg-
gramo el peso de un decimetro eibico de agua, en esas
condiciones, y la tonelada el peso de un metro ciibico, ete.

Las monedas son de oro, plata y cobre ¢ més bien de
aleaciones ¢ mezclas de esos metales con otros, para que
sean mas duras y se desgasten menos. Las cantidades
respectivas de unos y otros metales, constituyen la ley
de la moneda, que es en Espaiia la siguiente:

Para las de oro y las de plata de 5 pesetas... 0,900.de
fino y 0,100 de cobre.

Para las demas de plata, 0,835 de plata y 0,165 de cobre.
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Para las de cobre 6 bronee... 0, 950 cobre, 0,040 estafio
¥ 0,010 zine.

Las monedas que debe haber, aunque no todas se han
acufiado, son las siguientes: 31y

De oro de..... 100. 50. 25.20. 10, 5
De plata de.. 5 2. 1..0,50. 0,20
De bronce de 0,10. 0,5. 0,2. 0,1

Los pesos, didmetros, permiso en mas 6 en menos res-
pecto al peso y & ley, etc., esthn consignados en el De—
creto Ley de 19 de Octubre de 1868, y Real orden de 21

pesetas.

LY

de Marzo de 1871.

En adelante usaremos las siguientes abreviaturas:

D = deca, H = hecto, K = kilo, M = miria, Q = quin-
tal métrico, T == fonelada de peso, d = deci, ¢ = centi,
m = mili 6 metro, a == area, 1 = litro, g = gramo,
P = pesela.

La unidn de dos de esas iniciales significara la unidad
correspondiente, {)or ejemplo: Km = kilémetro, Hl = hec-
télilro, ng = miligramo, ete. Las unidades cuadradas y.
ciibicas se expresaran con las iniciales y los exponentes
respectivos, verbi gracia: m * == metro cuadrado, cm * =
centimetro cibico, etc.

b

Las unidades de tiempo, comunes 4 casi todos los:

paises, son:
Siglo......

Decenio,,,..

Lustro 6 quin— g Eaitoal

quenio, .., =
Trienio...... = 3 afos.
Bienio,....., = 2 afios.

- 229.  El sistema anti

das de Castilla,

.. = 100 afios.

= 10 aflos,

Afio comun... = 365 dias.
Afio bisiesto. . = 366 dias.

* Afio comereial = 360 dias,

Mes comercial = 30 dias.

Déeada....... = 10 dias.

Semana ...... o

7 dias.

guo de pesas, medidas
que fué legal en toda Espafia hasta 1849,

Dia,., = 2k horas,

Hora., = 60 minutos.

Minuto = 60 segundos.
Los segundos se di-

viden en décimas y cen-
tésimas.

mone—

en que se adoptd el métrico decimal, consta de las si-

guientes



TINIDADRES...

DE LONGITUD 6 LINEALES. : | DE SUPERFICIE O AGRARIAS.
Legua............ = 6666 —- varas = 20000 pies. | Las lineales cuadradas y ademas...
Bl S % — L legua = 1111 brazas Fanega superficial =576 ests.’==12cel.*

AR ? et e URBANGEEE L S =400 estd.*
Estadal.......... = 4 varas =2 brazas = 12 pies. | (ulemin superf.*l.= 48 estads.’
Yata. i =3 piesl mdﬁl palmos:?aﬁ pulg.> ; :
s = 12 pulgadas = 16 dedos. : :
SO0, S Sl = 9 pulgadas = 12 dedos. Ml ey .
Pulgads o0 = 12 lineas = 144 puntos. Las lineales ciibicas y la tonelada de
Linea.....x o = 12 puntos. arqueo = 8 codos cibicos de ribera,
Codo de ribera = 2 p16s y 9 lineas. que se usa en la marina (*).

DE CAPACIDAD.

PARA ARIDOS. | PARA VINOS Y LICORES. PARA ACEITES.
Céhiz... = 12 fanegas. [Moyo0.....(.c..... =16 céntaras ¢ arrobas. : '
Fanega. = 12 celemines | Cantara ¢ arroba= 8 azumbres=4 cuart." Arroba = 25 libras.
Celemin = 4 cuartillos. | Azumbre. ........ =4 cuartillos. Libra.. = 4 panillas.

Cnartio.r =4 copas.

(*) La tonelada de arqueo moderna es el metro cibico.
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TUNIDADES DE PESO.
Tonelada = 20 quintales = 80 arrobas = 2000 libras, etc.
Quintal = 4 arrobas = 100 libras = 1600 onzas.
Arroba = 25 libras = 400 onzas.
Libra = 16 onzas. :

Libra medicinal = 12 onzas = % libra comin.

Onza = 8 dracmas = 24 escriipulos == 16 adarmes.

Dracma = 3 escripulos = 6 tomines = 72 granos.

Adarme = 3 tomines = 36 granos.

Escripulo — 2 tomines = 24 granos.

Tomin — 12 granos. :

Para las piedras preciosas, el quilate = 4 granos.
MONEDAS. -

DE ORO. DE PLATA.

Onzgs 2.0 —16 duros.|Peso duro.......... =5 pa =201
Media onza.. =8 dures. |Escudo 6 —-duro. =10 reales.
ggﬁg}un zi gﬁigz Peseta columnaria=> reales.
Fsoudo de oro—2 durds. E:eseta ........ ol =4 1r.* vin.
Escudito..... =1 duro. |5 peseta.......... =2 reales.

Escud.’ antig.".:,?al% rs./Real de vellon=234 maravedises.

No hay ya monedas de cobre del sisiema antiguo.

230. Las equivalencias aproximadas entre las uni-
dades homogéneas de ambos sistemas expuestos, de pesas
y medidas, son las siguientes:

Y legua.l. i = 5,572 kilémetros.
b Eel R — (,836 metros.

e R S = 2,786 decimetros.
Pestatial' ... ...l = 0,112 area.

1 fanega superficial = 0,644 hectarea.

1 cuartillo (vino) ... = 0,504 litro.

1 libra de aceite. ... = 0,502 litro.

1 fanega (grano).... 0,555 hectdlitro.
Lohza. ... ... . L. = 28,756 gramos.
Elibrd... 0o b = 460 gramos.
Tamoba...........4. = 11,502 kilégramos.
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1 kilomatro. ... oo = 0,179 legua,

b T e = 1,196 vara.

1 decimetro. ..., = 0,359 pie.

Eabrey 0 N = 8,944 estadales’.

1 hectarea......c... ... — 1,553 fanega superficial.
1.litro(vinol.i.....co — 1,984 cuartillo.

I'hiro (dceiie) ... — 1,990 libra.

1 hectolitro. ........... = 1,802 fanega.

1 gramo = 20 granos = 0,035 onza.

1 kilégramo............ = 2,173 libras.
1 tonelada métrica ... = 86,941 arrobas.

ARL.® 2.°—TRANSFORMACIONES DE L0S NUMEROS CONGRETOS.

931. Llamase ndmero icomplejo, al concreto de una
sola especie, por ejemplo: b arrobas, 15 varas, 3 fanegas,
son tres incomplejos.

Por el contrario, nimero complejo es el conereto com—
puesto de varios incomplejos del mismo genero qunque de
distintas especies; por ejemplo: 2 arrobas, 9 libras y 7
onzas; 6 fanegas y 10 celemines, son dos nuimeros com-
plejos; el primero de peso y el segundo de capacidad.

Para. reducir un ndmero tncomplejo d otro de especie
inferior, se multiplica el mimero dado por el de unidades
inferiores de la especie buseada, que contenga la unidad
superior de aquél. ; '

Por ejemplo: para reducir 15 varas & pulgadas, se
multiplica 15 por 36 que son las pulgadas que tiene una
vara, y el producto 15 X 36 = 540 seran las pulgadas
que tienen 15 varas.

Para reducir un incomplejo d otro de especie superior,
se divide el nimero d@do'_ por el de unidadeés de su especie
que contiene cado unidad superior de los buscadas, y el
cociente exacto (entero ¢ fraccionario) es el mimero
buscado. ; :

Por ejemplo: para, él‘edll(‘:ll' 24 libras & quintales, basta
exprosar el cociente W,de quintal = 0,24; porque cada
libra es una centésima de quintal, por tanto, 24 libras

34
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seran 24 centésimas. Claro es que ese cociente, y la ma-
yoria de los analogos, son inexactos en nimeros enteros.

Para reducir un complejo d incomplejo de especie in—
Jerior, se reduce primero el incomplejo superior de los
que componen el complejo dado d la especie inferior n-
mediata, aradiendo las unidades que haya de ésta, redu-
ciendo la suma & la especie inferior siguiente, afadiendo
las que haya de ésta y asi haste llegar ¢ la especie
buscada. :

Ejemplo. Redueir 6 quintales, 2 arrobas y 10 libras
a onzas.

1.° 6 quintales = 6 X 4 = 24 arrobas, y 2 que hay
son 26 arrobas.

2.° 26 arrobas =26 x 25 =650 libras, y 10 que hay
son 660 libras.

3.° 660 libras — 660 > 16 = 10560 onzas.

Para reducir wn nimero complejo ¢ incomplejo de
especie cualquiera (no inferior), se le reduece primero d lo
inferior de las que conlenga, y luego este incomplejo se
reduce al de la ofra especie por la regla ya dada.

Por ejemplo: las 10560 onzas del ejemplo anterior, son

10560 s 40560 10560 :
= de libra — ——= de arroba — il de quintal, ete.

Por ltimo, para reducir d complejo wn incomplejo, se
le divide por el wimero de wnidades de su especie que con-
tiene la wmmediate superior, y lo mismo se hace con los
cocientes sucesivos, los cuales seran los numeros de uni—
dades superiores y los residuos log de las inferiores inme-
diatas respectivas. Por cjemplo: dividiendo 10560 por 16
(onzas que tiene una libra), resulta 10560 — 16 > 660,
es decir 10560 onzas = 660 libras. Dividiendo 660 por 25
(libras que tiene una arroba), resulta 660 = 25 < 26 + 10;
es decir, que 660 libras = 26 arrobas y 10 libras.

Dividiendo 26 por 4 (arrobas que tiene un quintal),
resulta 26 = 4 > 6 4 2, es decir, que 26 arrobas =6 quin-
tales y 2 arrobas. :

Luego 10560 onzas = 6 quintales, 2 arrobasy 10 libras.

Con los numeros concretos del sistema métrico deci-
mal, casi no hay necesidad de resolver los problemas dl-
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timamente dichos, porque como las divisiones y subdivi-
siones siguen la ley de las unidades numerativas, se re-
ducen facilmente & incomplejos, si se dan como complejos,
y viceversa.

Por ejemplo: : :

2 kilégramos, 6 hectégramos y 1 gramo = 2601 gramos.
10 hectolitros, 1 decalitro y 6 litros = 1016 litros.

232. Para reducir mimeros concretos del sistema an-
tiguo al decimal 6 reciprocamente, se multiplica el ni-
mero de unidades dadas de cada especie por lo que valga
cada unidad de esas en el otro sistema, y se suman los
resultados, 6 mejor se reduce primero &4 incomplejo el
mimero dado, y asi bastara una multiplicacion.

Si se trata de medidas superficiales ¢ de volumen, y
s6lo se conoce la equivalencia de las unidades lineales
respectivas, habré que multiplicar el nimero dado por el
cuadrado 6 el cubo de la equivalencia lineal correlativa;
Bor ejemplo: para reducir varas cuadradas & metros cua-

rados hay que multiplicar el nimero de aquéllas por
0,836; para reducir metros ciibicos 4 varas cubicas se
multiplicara el nimero de aquéllos por 1,196°, ete.
' Ejemplos: :

1.° Reducir el complejo 6 quintales, 2 arrobas y 10
libras al sistema decima}i.

Como 6 1uintales, 2 arrobas, 10 libras = 660 libras;
y 1 libra = 460 gramos, multiplicando 660 por 460, se
tendra reducido a gramos el complejo dado.

660 < 460 = 303600,
luego 660 libras = 303600 gramos — 303,600 kilégramos.

2.° Convertir en decimal el complejo 4 leguas y 305
vamse=x, ;

Como 1 legua = 5572,7™, y 1 vara = 0,836 ... sera

bo72,7 Q’ggg
oSt 4180

4 leguas = 22290,8 ™ 2508
305 varas = 264,98 954 980

- x = 22545,78 m = 22,54578 kilémetros.
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-~ -Lrccion 21.
CAPITULO 2."—OPERACIONES CON NUMEROS CONCRETOS.

FEscolio general sobre la sumacidn de concretos, y casos
que pueden ocurrir (233). Adicion de incomplejos de igua-
les o distintas especies (234). Adicion de complejos (235).
Adicign de concretos métrico decimales (236). Sustraccion
de incomplejos de iguales o distinlas especies (237). Sus-
traccion de complejos (238). Sustraccion de concrelos md-
trico decimales (239). Multiplicacion de concretos: escolio
sobre los géneros del producto y de los foclores (240).
Cuestiones wds usuales de mulliplicar concrelos: excep—
ciones (241). Reglas para multiplicar incomplejos , com-
plejo por incomplejo y viceversa (242). Mulliplicacion de
corplejos por el mdtodo de las partes alicuotas (243).
Multiplicacion de concretos métrico decimales (244). Di-
vision de concrelos: especie del cociente segiin los datos
sean homogéneos o heterogéneos; cuestiones mds usuales
de dvidir concretos (245). Division de incomplejos, de
complejo por incomplejo y viceversa (246). Division de
concretos métrico decimales (247).

ART." 1.°—SUMAGION DE CONCRETOS.
§ 1.° Apicion.

233. Para que varios nimoros concretos puedan ser
sumados 6 restados es necesario que sean homogéneos 6
del mismo género, es decir, todos de peso 6 todos de lon-
gitud, cte. Es claro que los casos distintos que pueden
ocurrir en la sumacion, como en las otras operaciones con
numeros concretos, son: que los datos sean incomplejos
(el caso més sencillo), y que sean complejos todos ¢ solo
algunos.

234. Para sumar concretos incomplejos de la misma
éspecie se suman como abstractos, dando 4 la suma la
especie 6 denominacion de los sumandos.

Ejemplos: '

1.* 15ar.s+10ar.° +7ar.* =(15+10 +7=232) ar.*

2° 30m + 6m + 12m — 48 m.
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Para sumar incomplejos de distintas especics, aunque
del mismo género, se forma el complejo correspondiente,
que serd la suma, la cual se podra reducir 4 incompleja,
0 a compleja de otra forma, segin las reglas del capitulo
- anterior.

Ejemplo: -
“ 10V +2po 43 pulgs=10v.>, 2. y 3 pulg.*
235 Para sumar niimeros complejos, se suman entre
si los ‘incomplejos de iguales especies de que aquéllos
constan, y el comlplej 0 que formen todas esas sumas par-
- ciales sera la total. =~
Conviene empezar 4 sumar por las especies inferiores,
-a fin de llevar ¢ incorporar 4 las superiores inmediatas
las unidades que pueden resultar de aquéllas, como se
hace con las cifras de diversos ordenes en la adicién de
enteros abstractos.
Ejemplo: ;
15 arrobas 20 libras y 7 onzas
09 oy A2 »i A2 iy 3 adarmes
=02 s U 01 PRigiIEnE 150

. L g s il | R
_Sumw'gé% T SR R D e s 1

porque 28 onzas = 1 libra 4~ 12 onzas, 1 libra + 39 libras
== 40 libras = 1 arroba + 15 libras, y por dltimo 44 arro-
bas y 1 arroba = 45 arrobas.

236. Para sumar niimeros mélrico decimales se les
coloca de modo que se correspondan las cifras de igual
orden 6 de la misma especie, v la suma sera de la especie
de la cifra & cuya derecha se coloque Ia coma, ¢ de la
primera cifra derecha si es entera la suma.

Ejemplos: -

1034,2 litros 7,246 kilégramos
+ 98,07 heciolitros + 2043  dechgramos
4+ 9 decilitros = 2271 decigramos

10842,1 litros ; 36903,1 gramos
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§ 2.° SUSTRACCION.

237. Para restar incomplejos de la misma especie se
restan como abstractos, dando luego & la resta la especie
6 nombre correspondiente. '

Ejemplo: 7 pesetas — 3 pesetas — 4 pesetas..

Para restar un incomplejo de otro de especie superior
se reducen ambos 4 la misma especie y queda este easo
reducido al anterior. También puede tomarse del minuen-
do las unidades suficientes para restar de ellas el sus-
iraendo, pero entonces la resta sera un mimero complejo.

Ejemplo: :

30 arrobas — 8 libras = 30 arrobas — ?8— arrobas =

5

(30 x 25) libras — 8 libras, 6 bien 30 = 29 + 1, 1 arro-
ba — 8 libras = 25 libras -~ 8 libras = 17 libras, luego
30 arrobas — 8 libras = 29 arrobas y 17 libras. :

238. Para restar complejos, 6 se reducen minuendo
y sustraendo 4 la misma especie y se restan ya como in-
complejos, 6 se resta de cada especie del minuendo la
analoga del sustraendo, y la suma de esas restas parcia—
les, es decir, el complejo que forman serd la resta busca-
da. Se empieza por las unidades inferiores con el fin de
poder tomar de las superiores las unidades suficientes,
si hacen falta, y reducirlas & las inferiores, para efectnar
todas las restas, como se hace en los enteros abstractos.

Ejemplo: -
15v.21p> 8pulg* { (ome 8 < 10, se reduce 4 pul-
— 952510 » gadas 1 pie y seran 12+8=20,
R R menos 10 = 10 pulgadas.

De igual modo se reduce & pies una vara de las 15,
que son 3 Fies, y de 2 4 3 va un pie (porque el 1 pie que
habia en el minuendo se redujo ya & pulgadas y no quedo
pie alguno); y 14 varas — 9 varas = b varas.

Para restar un incomplejo de un complejo, se resta
aquél del de su especie en el complejo, tomando, si es
preciso, unidades superiores, para reducirlas & las de la
especie del sustraendo. L
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: 1883 afios, 2 meses, 18 dias
Ejemplo: - — 40 »
1843 » 2 » 18
Por 1ltimo, para restar un complejo de un incomplejo,
se toman de éste las unidades suficientes para que redu-—
_cidas & las del sustraendo pueda hacerse la sustraceion.
Ejemplo: 1889 afios —(1491 afios, 9 meses y 12 dias).
Reduciendo & meses un afio, y 4 dfas un mes de esos, la
cuestion es restar los dos complejos...
1888 afios, 11 meses, 31 dias
= adls o pac 8 12 »

397 » 9 19 »

Este problema puede proponerse asi: ;Cuinto tiempo
hizo del descubrimiento de América, el tltimo dia del
afio 1889, sabiendo que aguél tuvo lugar el 12 de Octubre
de 1492?

239. Para restar concretos méirico decimales, se
restan las cifras ¢ unidades de igual orden, para lo cual
conviene ponerlas en columna.

Ejemplos: ) 1 {f
38.526 hectdlitros 243,87 kilggramos
— 256 litros ' — 10230 gramos
35,966 hectolitros 233,640 kildgramos

ART.® 2.°—PRODUCCION DE CONCRETOS.
§ 1.° MULTIPLICACION.

240. Segun la definicién general de la multiplicacion
(38), en la de concretos ser& neeesariamente multiplicando
el factor de cuyo género haya de ser el producto, lo cual
se conocera por el texto de la cuestion en cada caso. Ade-
mas, el multiplicador debe ser considerado como abstracto,
aunque se dé como concreto, porque expresa, si s entero,
las veces que el multiplicando se ha de repetir como su-
mando. La permulacién de factores (41) no serd aqui po-
sible sino en cuanto al valor, no al género de aquéllos.
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241. Las cuestiones mas usuales de multiplicar con-
cretos son las que tienen por objeto hallar el valor de un
nimero, conociendo el valor de la unidad correspondiente.
Ese valor no siempre serd dinero, aunque si es lo mas
frecuente; y sea lo que fuere, sélo procedera multiplicar
cuando los valores de las cantidades en cuestion varien
en el mismo sentido, y en la misma razon que dichas can-
tidades; 6 como diremos més adelante, cuando scan agusé-
llos y éstas directamente proporcionales. En todos los
demas casos no sera una simple multiplicacion, sino otra
operacion méas complicada, la que se necesite para hallar
el valor de varias unidades conociendo el de una. Por
ej.”: para hallar el valor de un cristal y de una piedra
preciosa no hasta multiplicar el precio de la unidad de
tamafio 6 peso por el nimero de unidades. sino que es

reciso elovar al cuadrado esec numero de unidades, y
después multiplicar ese cuadrado por el valor de la uni-
dad, y eso cuando no es muy grande el tamafio.

242. Para multiplicar dos Incomplejos s¢ multiplican
como abstractos, dando al producto la especie del multi-
plicando. : :

Ejemplo 1.° 30 metros de tela & 6 pesetas el metro,
30 > 6 = 180 pesetas. :

Ejemplo 2.° La circunferencia del Ecuador terriqueo
tiene 360° de & 20 leguas cada grado, jcuantas leguas tiene
dicha circunferencia?. 360 X 20 = 7200 leguas.

Para mult(iiplicar complejo por incomplejo se multiplica
cada especie de aquél por éste, y el compfejo quo resulte
sera el producto buscado. . :

Por ejemplo: 15 arrobas & 3 duros y 6 reales arroba.

3 dures 6 reales.

Seh b iy
45 duros 90 reales
49 » 10 »

¢Cuéntos dias, horas y minutos tiene un siglo, sabien-
do que un afio ticne 365 dias, 5 horas y 50 minutos (pré-
Ximamente)?
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AL s s =4 s & <
s She S0mM( Porg 5000 m. = 5000:60h."
X —83h.f +20m.>; 583 he =
36500 » 500 » 5000 » (583:24d.°==24d.5+Th"
Por tanto, 100 aflos — 36524 dias, 7 horas, 20 minutos.
.. Para multiplicar complejos, 6 incomplejo por com-
plejo, se reducen & incomplejos, 6 al menos el multipli-
cador & la especie (precisamente) cuya unidad sea el tipo
del valor 6 de precio, y se esti en caso ya dicho.
Ejemplo: ;Cuénto valen 10 quintales, 3 arrobas y
8 libras, a 6 duros y 9 reales la arroba?
Como la unidad tipo de valor ¢ de precio es la arroba,
reduzeamos el multiplicador & incomplejo de arrobas y

sera 10 quint., 3 ar., 8 lib.: — 43 2 — 43,32 ar=s
} 2

5]

Multiplicando ahora por este ndmero el precio de la
arroba (6 x 43,32—259,92 duros) + (9 x43,32—389,88 r.7)
(rediizcase & incomplejo ese complejo).

243. Para multiplicar complejos por el método de las
partes alicuotas, se considera descompuesto ¢l multipli-
cador en un miiltiplo de la unidad cuyo valor es el mul-
tiplicando, y en varias partes alicuotas de esa misma
unidad, se halla sucesivamente el valor de cada parte del
multiplicador y de su mdltiplo, y se suman todos esos
productos. Ejemplo: (el anterior)..... El multiplicador

43 arrobas y 8 libras = (43 + ~;~+é~) arrobas. Ahora....
(6ds+9r1.°)x43=258d.°+ 387 r.° e DI

1 . % B
s e 9,8 »Y tanfo la tltima
Bet ik (' 15,5 »/ linea es —g— de la

25 . x

i anterior.

259 » 4083 »
0... 279 » 8,3 »
. 244, Para multiplicar concretos métrico decimales,
se multiplican como enteros ¢ decimales abstractos, dando
luego al producto la especie correspondiente, segiin las
condiciones de la cuestion.
- Ejemplo 1. ;Cudnto valen 275 litros de vino 4 5,55
pesetas el decalitro?
35
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Reduciendo el multiplicador a decalitros y multipli-
cando, resulta 27,5 X 5,55 = 152,625 pesetas.

Lo mismo resultaria multiplicando el entero 275 litros
por 0,555 pesetas, que es el precio del litro, segin se
deduce facilmente.

Ejemplo 2.° ;Cuantos kilémetros tiene la circunfe-
rencia del Ecuador terrestre, cuya longitud en leguas,
segun hé poco hallamos, es 7200, sabiendo que...

1 legua = 5,572 kilometros?
5,572
7200

15544
39004

40558,400 kilometros.

§ 2. Division.

245. Cuando dividendo y divisor son homogéncos, ¢l
cociente es abstracto (6 del género que indique la cues-
tidn), porque expresa las veces que cl dividendo contiene
al divisor.

S1 dividendo y divisor son de distinto género, el co-
ciente sera del mismo que el dividendo.

Generalmente, el primero de esos dos casos corres—
ponde al problema de hallar las unidades que valen el di-
videndo, siendo ¢l divisor lo que vale cada una; y el se-
gundo al de hallar el valor de cada unidad, siendo el di-
visor el nimero de ellas, y el dividendo lo que valen
todas las que expresa el divisor. Pero aqui, como en la
multiplicacion, hay que advertir que sélo cuando los va-
lores son directamente proporcionales 4 las cantidades
valoradas, los problemas antedichos se resolveran por
simples divisiones de los concretos que se den; cuando no,
scran necesarias ofras operaciones, con ¢ sin divisiones.

246. Para dividir nimeros incomplejos, se les divide
como abstractos, y el cociente sera de la especie que in-
dique cada cuestion.
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Ejemplo. ;Cuéntas unidades valen 3000 pesetas, va-
liendo 15 cada una? % = 200. '

«Cuantas pesetas vale cada unidad de 200 que valen
3000 pesetas? 3000 : 200 == 15 pesetas.

Para dividir un complejo por un incomplejo, se divide
por éste cada especie del dividendo, agregando, 4 las in-
ferlores, antes de tomarlas por dividendos, los restos de
las superiores reducidos 4 las especies inferiores res-
pectivas.

También se puede transformar el dividendo en incom-
pllego ¥ queda reducida la cuestién & dividir dos incom-
plejos.

Ejemplo: ;Cuanto vale cada unidad de 30 que valen
59 duros y 13 reales? 4.* Solucion... %:1 %duros,
29 duros = 580 reales que con los 13 hacen 593 reales;
593 : 30 = 19% reales, 23 reales — 782 maravedises %
= 26 maravedises; luego cada unidad vale 1 duro,
19 reales y 26 maravedises = 39 reales 26 maravedises
que se haﬁarém también reduciendo primero a reales el
dividendo (2.* Solucion), y luego & maravedises el resto.

Para dividir complejos, 6 incomplejo por complejo, se
transforma a4 lo menos el divisor en incomplejo de fa es—
pecie que indique la cuestion, ¢ cualquiera, si es indife-
rente la especie, y queda este caso reducido & uno de los
anteriores.

Ejemplo 1.° ;Cuanto atrasa por dia un reloj que en
4 dias 10 horas se ha atrasado 7 minutos 40 segundos?

Habiendo de dividirse el atraso total, por el tiempo
respectivo, reduzcamos éste & incomplejo de dia, que es
la unidad & que se refiere el valor en atraso de la unidad

de tiempo. 4 dias + 10 horas = 2= dfa.

Reduciendo también el dividendo & incomplejo (se~
gundos) 7 minutos -+ 40 segundos = 460 segundos.
~ Dividiendo 460 : % = ‘%B"—& = % = 104,1 seg.*
El atraso diario ha sido, pues, 1 minuto 44,1 segundos.
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Ejemplo 2.° ;Cuéntas unidades se compraran con 56
duros 15 reales a 24 reales cada una? J :

56 duros + 15 reales = 1135 reales; 1135:24 = 47,29...

247. Para dividir concretos métrico decimales, se
dividen como enteros 6 decimales abstractos, dando luego
al cocicnte la especie que convenga ¢ exija la cuestién.

Ejemplos. 1.° ;Cuanto tiempo ]iodrél funcionar una
méquina de vapor que consume 645 kilégramos de hulla
por-dia, con 17 toneladas y 8 quintales de ese combustible?

Convirtiendo en kildgramos el dividendo, son 17800
kilogramos, y la cugstion queda reducida & dividir dos
nimeros enteros... 17800 : 645 — 27,597.

Podra funcionar 27 dias, 597 milésimas. Para reducir
éstas & horas hay que multiplicar 0,597 por 24. Re-
sultan 14,328 horas. Reduzcase 4 minutos la fraccién
0,328 dia, ete.

2.° ;A cémo sale el litro de un vino del que han
costado 1941,75 pesetas, 8,63 hectdlitros?

Dividiendo esos dos ntuimeros resultara el precio del
heetolitro, y separando dos decimales, el coste del litro.

194175 : 8,63 = 225 pesetas el hectdlitro, 6 sea 2,25
pesetas el litro.

Cuestiones sobre el Libro quinto.

1. Reducir & incomplejo de su inferior especie 43
miridmetros, 6 decimetros, 8 metros.

2. Reducir a complejo el nimero 53125 onzas de peso.

3. Hallar el peso en oro de 17000000 rs. (en onzas).

4. Hallar el peso en plata de ese dinero (en duros,

que pesan 25 gramos cada una).

: 5. Convertir en medidas modernas las antiguas si-
guientes: 20 arrobas y 10 libras; 30 leguas, 165 varas y 10
pulgadas; 25 fanegas y 7 celemines superficiales; 15 fa-
negas y 10 celemines de trigo; 110 cantaras y 5 azumbres
de vino; 40 arrobas y 35 panillas de aceite. _

6. Comprobar los resultados del ejercicio anterior,
haciendo las conversiones inversas. ,

7. Hallar Jo que valen 3 coches que han costado 50
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duros y 11 reales el primero, 2000 pesetas ¢l seguudo y
14 onzas de oro el tercero.

8. Hallada la suma anterior en pesetas, averiguar,
por sustraceion, cuanto valen los dos primeros coches.

9. ;Cuél es la diferencia de nivel entre los montes
Mulhacén y Everest (Himalaya), siendo sus altitudes
3480 y 8840 metros?

10. ;Cuinto valen 19 libras de una mercancia, va-
liendo & 47 duros y 7 reales quintal.

11. Hallar, por el método de las partes alicuotas,
cuanto andard en 5 horas, 36 minutos y 18,5 segundos,
un mévil que anda 103 varas ¥ 20 pulgadas por hora.

12. ;Cuéanto se tardara en hacer el pie de un encaje
del que se han hecho 7 varas, 2 pies y 9 pulgadas, en 10
meses, 18 dias y 3 horas?

13. ;Cuanto vale la fanega superficial de un terreno
que ha costado 4238 duros y 17 reales, midiendo 35 fane-
gas, 6 celemines y 23 estadales®? ;

14. ;Cuanto tardaria en recorrer el Ecuador terrestre
un tren que anduviera sin detenerse, & razon de 80 kils-
metros por hora? (suponiendo posible la via).

15. Resueltas las cuestiones 3 y 4, hallar el peso del
oro, de la plata y del cobre puros, que entran en dicho
dinero, acuniado de ambos modos 4 la ley actual (en cen-
tenes, en duros ¢ en monedas pequeiias de plata).

16. ;Cufntos metros de una tapia podran hacerse con
13 onzas, 15 reales y 28 maravedises, costando el metro
4 3 duros, 16 reales y 7 maravedises. :
~17.  Miss Nellie Bly ha dado recientemente la vuelta
al mundo en 72 dias, y 6 horas; suponiendo que haya
recorrido 40000 kilémetros, jeuanto camino corresponde
— término medio—a cada dia y hora?



LIBRUSEXTO;—-COMPARACIDN_DE NCNEROS CONCRETOS.

CAPITULO 1.° —PROPORCIONALIDAD EX GENERAL.
LEeccion 22.

Cantidades correlativas: funciones matemdaticas y sus
variables (248). Cantidades proporcionales directa, inver-
sa o reciprocamente (249). Criterios para afivinar 6 negar
la proporcionalidad de cantidades dadas, y lo especie de
esa relacion st existe (250). Teoria de la proporciona-
lidad compuesta (251). Reparticiones proporcionales 6 ¢
provrata (252). Proporcionalidad armonice (293).

248, Las cantidades matematicas concretas que figu-
ran en las cuestiones cientificas, industriales, comercia-
les, ete. del mismo género, suelen tener entre si relacio-
nes numéricas tales, que a4 determinados valores de las
unas corresponden valores también determinados de las
otras. Esas cantidades asi relacionadas llamanse en gene-
ral correspondientes 6 correlativas; y en particular, aqué-
llas cuyos valores en cada cuestion dependen de los de
las otras, son llamadas variables dependientes 6 funcio-
nes matemdticas de esas otras, que a su vez son las varia-
bles independientes de aquéllas; aunque la verdad es que
cuando las relaciones cuantitativas son generales, consti-
tuyendo las leyes naturales 6 convencionales de todas las
cuestiones analogas, son mutuamente permutables las
funciones y sus variables, en cuanto al orden sucesivo de-
sus valores correspondientes; es decir, que si una cantidad
os funcion de otra (suponemos sélo dos para fijar las ideas),
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ésta es también funcion de aquélla, aunque sea de otro

modo; llaméandose funciones urersas una de otra las dos

asi originadas. Tales son, por ejemplo,... en abstracto, la

potencia y la raiz de un mismo grado; puesto que si
n

=g F = l/ z , es decir, que las cantidades represen-

tadas por z y 2 son funciones inversas cada una de la
otra. Los precios de las mercancias son funciones del peso
6 de la medida de éstas (4 igual calidad); é inversamente:
la cantidad adquirible de una mercancia es funcion del
dinero disponible, etc.

249. Las funciones méas sencillas y usuales—uinicas
que en Aritmética se estudian—son las que dependen de
sus variables por una 6 més proporciones: es decir, aqué-
llos géneros de cantidades cuyos valores correspondientes
—dos de la funcién y dos de la variable—forman una
- proporeién. Pero eso puede suceder de tres modos distin-
ios, en los diversos géneros de cantidades proporcionales;
aunque solo es posible de un modo en cada caso, 6 en
cada par de géncros relacionados proporcionalmente.

1.> Se dice que dos cantidades, mejor dos géneros de
cantidades, son directamente proporcionales o estdn en
razon directa, si dos valores cualesquiera de Lo una y los
correspondientes de la otra forman proporcidn, contando
en el mismo orden ambos pares de valores. :

8i llamamos 4, 2 4 las dos cantidades; a', ¢'', ¢ ,...
4 los valores sucesivos de la 4, &', 6", 0'",... a los valores
correspondientes de la B; scran directamente proporcio-
nales esas cantidades, si “a_:b_ o ik ol ot
a

ll’ i rr 1 tr: g LE
BoeNh s
ete.; 6 permutando los medios...

a a’ a" .
: — = — == ... = constante.
b b b
Esta tltima forma ‘conviene mejor cuando se quiere
comparar tres 6 més pares de valores de ambas cantida-
des, y se expresa diciendo: que la razén de dos valores
correspondientes cualesquiera es constante, ¢ la misma.

¥
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2.°  Son inversamente proporcionales o estan en razon
inversa dos géneros de cantidades, si dos valores delg
wna y sus correspondientes de la otra forman proporcion,
pero contando los wnos en orden contrario d los otros.

Con la misma notacién anterior habra proporciona-
lidad inversa entre 4 y B, si

af bll a’ bllf (&fl bll‘r
= —— = — elC.

a" e e b

3.° Son reciprocamente proporcionales d estin en
razon reciproca dos cantidades, si dos valores de la una
pueden ser extremos y los correspondientes de la otra me-
dios de una proporcion.

La proporcionalidad reciproca entre las cantidades

1 LR L "
A4, B, existira, pues, si g en L, o E—, ete.
3 s a"

Es facil demosirar que no puede haber mas que esas
tres especies de proporeionalidad ; pues, combinando de
todos los modos posibles los 4 valores &', a'; b, 0 su-

uestos proporcionales, aunque sin fijar ¢6mo, resultan
as 24 igualdades siguientes, de las cuales las 8 primeras
—distintas formas de una misma proporcion (200)— ex=
presan la proporcionalidad directa; las 8 segundas la pro-
porcionalidad inversa y las 8 tiltimas la proporcionalidad
reciproca entre las cantidades 4, B, cuyos son esos valores.

a'l b? av fl'” \Q}” b!’ an' ([/'-‘
(e T e
2 b .(ls' B AL A a’ b b
Yo w v e a
E— L bﬂ a’ (I/H an ba aw a/!
= e e ate e = =
i i a’ bﬂ B B 7 a b.s’ b "
i b: a?‘ bu b:a }}” (61 b” ) b’

s _—

?1’

2 G 3
o’ aiigh a /K A &
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6&1 10 b?’v (51 o bj, aﬂ‘) bv ﬂn % baa
VT T T s a0 !
% A i) a’ A @ 3 a’ B o a
G Tl bl ] B

Como se puede comprobar también, las 8 primeras
corresponden a la igualdad de productos ¢’ 0" = &” ¥, las
8segundasélaa’l’==0"b"y las8 tercerasila a’a”=0"54";
y como evidentemente, caso de ser ignales los produclos
binarios de esos 4 niimeros, lo han de ser de uno de esos
tres modos necesariamente, no hay mas igualdades de
productos, posibles, ni mas proporciones por lo tanto.

Ziscolin,  Las proporcionalidades directa é inversa .
pueden existir entre valores todos homogéneos, 6 sélo dos
a dos, puesto que los productos de extremos y medios
tendran las especies de los multiplicandos respectivos, de
los cuales entra uno de cada género en cada producto.
Pero la proporcionalidad reciproca no existe, por regla
general, sino entre valores todos homogéneos, pues siendo
oxiremos los de una cantidad y medios los de la otra, no
habria igualdad cualitativa en los respectivos productos,
siendo de génceros distintos ambas cantidades; por eso tal
proporcionalidad se usa poco en Aritmética y algo mas en
Geometria, entre valores lineales correlativos. Esa homo-
geneidad de los cuatro valores, permite, por excepeidn,
cambiar la proporcionalidad reciproca en inversa, y al
Tevés; pues si @', ¢” son reciprocamente proporeciondles &

3 ¥
[ R ( Z’ i i;) , tamhién ¢, #” son inversamente
P p
proporcionales con ¢”, 4. Eso equivale & cambiar la co-
rrelacion 6 correspondencia de valores, sin lo cual evi-
dentemente no es posible cambiar una en ofra, ninguna
de las tres distintas especies de proporcionalidad.

250. Veamos ahora qué criterios nos guiarin para
afirmar 6 negar la proporcionalidad de cauntidades dadas
(de nombre 0 género).

Desde luego, no compete a la Aritmética estudiar la loy

36
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de correlacién numérica entre cantidades concretas; sino
a la ciencia, industria, etc., & que correspondan las cues-
tiones en que csas cantidades figuren; pero, supuesta ya
sabida, 6 convencionalmente establecida dicha ley, y por
ella determinables valores correlativos de las -cantigades
dadas, he aqui los eriterios para deeidir si son ¢-no pro-
porcionales, y de cual de los tres modos, si lo son.

Teorema 1.°  La condicion necesaria y suficiente para
afirmar que dos cantidades son directamente proporcio—
nales, es que al multiplicar cada valor de la une por un
wmero cualguiera, el valor correspondiente de la olra
resulle necesariamente multiplicado por ese mismo nii—
mero (en virtud de la ley de correlacidn).

1;°' SiguTiendo las notaciones anteriores, es claro que
si—g; = ?b”;ﬁ’ Yy p-€j.%: ¢’ =mna”, también &’ =nb", ete.

2.° Reciprocamente si... & ia vez que ¢’ —na”, tam-
hién &' = n 9" sera, dividiendo ordenadamente y simpli-

il | 2 1
fegndoiedioinfon oy o8 sl
? bﬂ aﬂ bn

Corolario. Si se divide uno de los valores por un
numero, quedara ignalmente dividido el valor correlativo.

Fseolio 4.°  Como lo mismo resultaria para otros pares
de valores, se verificara... ;

Q':’ au

= = ==, == conslante,

b'ﬂ z‘)n ban
como ya digimos. Es deeir, que la razén de cada dos va-
lores correlativos de cantidades directamente proporcio-
nales es constante, ¢ la misma cualesquiera que sean
dichos valores; y reciprocamente: si esa razén cs cons-
tante, lag cantidades en cuestion son directamente pro—
poreiongles.

Hscolio 2.° Para la aplicacién de esa regla ¢ eriterio
de Proporcionalidad, basia operar con nimeros enteros,
PuCs s1 gon éstos so verifica la. condicién fundamental,
tambign ge verificara con fraccionarios é incomensurables.

L o . -
Ey, efecto, sea — una fraccién ordinaria por la que
n
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multiplic.acio el valor @”, resulta el ¢’ de la cantidad 4.
Como 7 y n son enteros, al valor m «” de 4 corres-

kil k]

pondera en B... el valor m 6",y al valor oy —b—, Y por
- 7 v

m me” A e A
tanto, al @’ =— a"——— correspondera —=-—5" = 9.
7] n n n

Por ultimo, si suponemos incomensurable el multipli-
cador 7, siendo ¢’ == ¢” sabemos (164) que » estara com-

3 : . Vi
prendido entre dos fracciones — y - 4

7n
entre si como se quiera, y pues que para éstas se verifi-
cara la condicidn ge proporcionalidad directa, si se verifica
para enteros; en virtud de los teoremas de los limites (165),
también se verificara para incomensurables.

Teorema 2.°  Dos cantidades correlativas son directa-
mente proporcionales, si d valores iguales de la una co-
rresponden valores iguales de la ofra, y d la suma de va-
lores cualesquiera de la una corresponde, en la otra, la
sume de los valores correlativos de aquéllos.

Desde luego, si esta tltima condicién se verifica para
cada dos sumandos, se verificara para tres ¢ méas; puesto
que si @' + @ se corresponde con & + ", también
@'+ @’ + ¢ se correspondera con &’ + 8" + 57; ya que
estas 1iltimas sumas se pueden considerar compuestas sélo
de los dos sumandos, (@’ @)+ @' launa, y(0'+0")+ &
la otra; y lo mismo se podria decir de las sumas de cuatro
valores, ete. '

Esto sentado, es claro que si suponemos iguales entre
si los valores @’ = #” — &', etc.; segin la primera parte
de la hipélesis, también seran iguales los valores correla-
tivos b'—=5"=b"", etc.; y scgun la segunda parte, se co—

, tan proximas -

rresponderan las dos sumas @’ -+ ¢ 4+ @ + ... = n @’
(suponiendo # el nimero de sumandos iguales), y
O+ +8+...=nb. Se verifica, pues, en ese caso,

el teorema 1.° para los mulfiplicadores enteros, y por
tanto, segun el Escolio 2.°, para numeros cualesquiera; y
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puede afirmarse que las cantidades en cuestion son direc-
tamente proporcionales. i
Teorema 3.° Para que dos cantidades correlativas
sean inversamente proporcionales, es necesario Y Swfi-
ciente que al multiplicar cade valor de lo una por un
wiimero cualguiere, quede partido por ese mismo. wikinero
el valor correspondiente de la otra.
7 "
1.°  Pues si —% = ——y @ = ng” scra también
a,b” el
Gli=anl 0 0 —=
n

17

2° Sialavez queag  =mna’... b = , seran
7

a

5 7 . a’ bn ; ;
Sl - Y or (0, ; 6 los valores
@ b a’ :
@', o inversamente proporcionales a los ', 5.

Escolio 4.° Como lo mismo sucederia con olros pares
de valores correlativos, podremos establecer las igualdades
@0 =00 =g 0" = ... constante.

Es, pues, otro criterio de la proporcionalidad inversa
que el producto de cada dos valores correspondientes, de
las canlidades en cuestion, sea constante.

scolio 2.° Por un razonamiento analogo al usado
anteriormente, sc probara, que si las condiciones del Teo-
rema 3.° se verifican para valores enteros de 2, también
se verificaran para nimeros cualesquiera; y por tanto,
basta aplicar dicho eriterio con numeros enteros, para
poder afirmar ¢ negar logicamente la proporcionalidad
1nversa.

Teorema 4." Pare que dos cantidades homogeéneas §
correlativas sean reciprocamente proporcionales, s mece-
sario y suficiente que el producto de dos valores cuales—
quiera de la una seq igual al producto de los dos valores
correspondientes de la otra. :

Puesto que los dos valores de la una han de ser los
extremos, y los correspondientes de la otra los medios de
la proporeion (197). :
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Escolio general. Es claro que, si aplicando los teore-
mas anteriores 4 los valores correspondientes de cantida—
des correlativas determinadas, no resultan éstas propor—
cionales de ninguno de los tres modos posibles, puede
afirmarse que esas cantidades no estin ligadas por esa
seneilla ley de correspondencia, ¢ que su ley de correla—
cion es mas complicada. .

951. Lo que si sucede con {recuencia es que los valo-
res de una cantidad sean proporcionales, directa 6 inver—
samente, & las potencias y raices de los de otra; y tam-
bién que sean aquéllos separada y simultaneamente pro-
porcionales 4 los de otras varias cantidades correlativas
con la primera. Entonces existe lo que se llama propor—
cionalidad compuesta, cuya teoria es la siguiente:

Supongamos que la cantidad 4 sea directamente pro—
porcional a las 2, €, é inversamente & las D, £; es decir,
que siguiendo las notaciones anteriores, y sus analogas
para las nuevas cantidades, ¢ llamando 4 {os valores co-
rrespondientes de las cantidades...

A, B0 D K

a, B de Estos valores formarén,
Valores..{a, b ¢’ 4 € segin la hipétesis, las
a, 1" ¢" @’ ¢ | Proporciones...

C,I,’H b'” G” d‘." () : .
£l s d'ﬂ aa 611

a' PN gy By 13

e =i 2

g ane s e e e N gy A Ry 2 1 ?

Gy vl b g § @, AR B

que multiplicadas ordcnadamente,{r simplificando el pri~
mer miembro ¢ suprimiendo los valores auxiliares @, @,
a,, factores comunes, resulta... :
[L, b‘. c'} d}) e'” b‘? 6} dﬂ e!)

o

ot e e e E e dE 8

‘s decir, que s wna cantidad es simaltdneamente pro-
porcional con olras varias; directamente con unas, € in—-
versamente con otras, la razon de dos valores cualesquiera
de aquélla, es el produclo de las razones de los valores
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correspondientes de las otras; entrando esas razones-fac-
tores directa 0 inversamente, segin pertenezcan sus tér-
minos 4 las cantidades directe o inversamente proporeio—
nales con la primera.

252. Para terminar lo que sobre la proporcionalidad
en general conviene saber, vamos 4 exponer la teoria del
prorrateo, 6 reparticion de un nimero dado en varias
partes directamente proporcionales con oiros numeros
dados; es decir, que si éstos son a, b, ¢,...; &V el mimero
dado, y llamamos z, ¥, 7,... & las partes incdgnitas, la
cuestion queda planteada en las férmulas

1V:x+y+z+...,—m—.: Y= 2o
@ b ¢

Ahora bien, segiin la teoria de razones iguales (202),

de las igualdades anteriores se deducen las siguientes:
z ¥y. .2 . EFYrot... ,

a b ¢ a+b+c+...  a+b+ct...

Y de las proporciones que forman cada una de las
razones primeras y la 1ltima, resulta

~_Na 9 Nb Ne

=== .’J e 3
a+b+c+... a+b+c+..) olbpetl s
Como en todos esos valores existe el factor comun

N

a+b+c+...
solucién del problema.

Para vepartur un wimero dado en partes proporcio-
nales ¢ otros, se divide aquél por la suma de éstos, y el
coctente multiplicado sucesive y separadamente por cado
uno de esos sumandos, dard los partes pedidas.

Ejemplo: Dividir el nimero 360 en tres partes pro-
porcionales 83,4y 5. A 30 '

; 3+4+5
£=380x3=90, y =30 X 4=120, 2 =30 % 5 = 150.

Comprobacion... 90 + 120 + 150 = 360.

253. La comparacién inmediata de las razones por -
cociente de cantidades dadas, no puede originar méasque
las tres clases de proporcionalidad ya estudiadas, pero hay

ete.

, se puede traducir en la siguiente regla la-
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otra forma mediata de relacién proporcional, que, por
tener aplicacién en Geometria y en Fisica, conviene, des-
de luego, conocer. Es la llamada proporeionalidad ar-
MONICE -

Se dice que son armonicamente proporcionales, 6 que
estin en proporcion armonica tres o cuglro mimeros,
cuando lo razon del mayor al menor es igual d lo razen
de las diferencias entre esos dos y el 6 los intermedios.

Es deeir, que si son tres...

a>b>c¢  severifica 2 — ;ﬁb; ysison cuatro..
A5 ¢ —e
e b>c> d so verifica 4 — %0
d c—d

En el primer caso la proporcién armdnica se llama
continua, y el nimero intermedio b, medio armonico entre
los otros dos. Formando los productos de medios y de ex-
tremos resulta b — ac =ac — be, de donde ab+ be=2ac

. 3 2ac i .
0(a+c¢)b=2ac6b= - expresion del medio ar-
@+
monico entre ¢ y ¢. Partiendo la unidad por ambos

miembros de esa igualdad es %_:a o (_4__{_ i)_7 y

b 2agc 2\ae ¢
como- esta tltima formula expresa el medio aritmético &

: ; 1 { : G ;
diferencial entre — y —, definese también el medio ar-
@ e

T . 2 1 .
monico como el nimero (z) cuyo reciproco (— | es medio
; . 7

diferencial entre los reciprocos de los otros dos nilimeros.
Claro es que pudiéndose formar en ese caso la equidife-
: : { i { 1 o
rencia continua — — — = — — —, puede también
¢ b b a

decirse que 3 nimeros estan en proporcién armdnica
cuando sus reciprocos forman una equidiferencia con-
tinua.

Analogamente se podrian definir y expresar terceros
y cuartos proporcionales armonicos a dos ¢ & tres mime—
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ros dados, como también generalizar las définiciones an-
teriores, llamando medio armdnico entre varios nimeros
aquél cuyo reciproco es el medio diferencial entre los re~
ciprocos de éstos, y serie 6 progresion arménica a la for—
mada por varios nimeros ciyos reciprocos forman progre-
sién aritmética. La més seneilla serie armdnica es la for-
mada por los reciprocos de los niimeros enteros sucesivos;
; sl S S > ;

es decir, 4/, —, —, —, —, — elc.; asi como la mas
29 43

notable proporcion armonica (origen de este nombre), la
que forman los sonidos del acorde miltiplo, cuyos nime-
ros de vibraciones estan en razon dircefa de los niimeros
4, 5, 6 y 8, que satisfacen & la primitiva definicion de
proporein armonica, pues, cn efecto, 4:8::5—4: 8—6.

CAPITULO 2.°—REGLAS DE TRES, DR G(JMP}\NIA Y ANALOGAS.
Leccién 23.

Cuestiones de regla de tres simple: suresolucion direc-
la y por reduccion 4 la unidad (254). Regla de tres com—
puesta: resolueion de sus cuestiones por ambos métodos
(255). Principios convencionales de la regla de compairia
(256). Aplicacion de ¢sos principios d los tres casos co-
rrespondientes (257). Tnversion de esos casos pora buscar
tiempos o0 capitales dadas las ganancias, cle. (258). Prin-
cipales problemas de reparticiones proporcionales, ade-
mds de los dichos (269). '

§ L.° REGLAS DE TREY, STMPLE Y COMPUESTA.

254. Bajo el nombre general de cuestiones de regle
de {res suelen comprenderse todos Jos problemas numé-
ricos que pueden ser resueltos por una ¢ méas proporeio-
nes; porque en cada una de éstas se dan 6 suponen cono-
cidos tres de sus términos, y se trata de buscar el cuarto
como inedgnita auxiliar ¢ prineipal.

Si la cuestidn se resuelve por una proporcicn, se
llama de regla de tres simple; y si necesita de dos 6 mas
proporciones, de 7egla de tres compuesta.
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Para decidir si una cuestién es ¢ no de regla de tres,
se aplican, 4 las cantidades de que se trate, los criterios de
proporcionalidad; y si procede, se establecen las propor-
ciones adecuadas, cuidando comunmente, aunque no es
preciso, que la cantidad incégnita ¢ el numero buscado
sea el ultimo término de la proporeién tinica 6 final.

Para eso bastari empezar dicha proporeién por el valor
correspondiente al buscado, si la proporcionalidad fuere
Inversa; por el correspondiente al valor conocido de la
misma especie que el buscado, si la proporcionalidad
fuere directa, y por el homogéneo con el buscado si la
proporcionalidad fuere reciproca.

Ejemplos. 1.° 350 wunidades de una mercancia han
costado 54 pesetas, jcudnto costardn 25 wnidades de la
misma especie?

Los precios de las mercancias son directamente pro-
poreionales 4 los pesos 6 medidas de éstas, salvas cortas
excepciones de que ahora no se trata; y es facil recono-
cerlo por ambos criterios (250—Teoremas 1.° y 2.°), puesto
que multiplicando por un nimero la cantidad comprada,
hay que multiplicar el precio por ese mismo niumero

doble cantidad cuesta doble, ete.); y & iguales cantidades
e mercancia iguales precios, asi como a la suma de dos
6 mas cantidades de aquélla corresponde la suma de sus
respectivos precios. Por consiguiente, en el caso actual,
llamando # al nimero 6 precio huscado, se tendré la pro-

porcion... 30:25::54:z, de donde # =£;;%=45 pesetas.

2.° 20 hombres han hecho una obre en 15 dias, ;eudn-
tos hombres se necesitan para hacerla en 10 dias?; su-
poniendo iguales todas las demés condiciones del trabajo.

El tiempo y el nimero de homhres necesarios para
una obra son inversamente proporcionales, porque multi-
plicando los hombres por 2, 3, etc., el tiempo correlativo
queda dividido por ese mismo nimero (250—Teorema 3.°)
Por tanto, la proporcion aqui conveniente es, llamando
a los hombres buscados,

37
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T e b e Gl b 15;?)20 = 30 hombres.

3. Suponiendo, segin sucede en algunas figuras geo-
métricas, que cuatro longitudes 6 distancias sean recipro-
camente proporcionales, y que dos de las correspondien~
tes sean 10 metros y 8 metros, jeual serd la correspon-
diente a 16 metros? La proporcion (250-—Teorema 4.°)
108

16 110 :: 8 : znos daz = = b melros,

Ademas del método directo, bien facil y breve cnando
se sabie lo bastante acerca de las cantidades en cuestion,
hay otro, llamado método de reduccion ¢ la unidad. Con-
siste, como indica su nombre, en hallar el valor de la es-
pecie buscada que corresponde a la unidad de la otra es—
pecie, y es claro que multiplicando ¢ dividiendo ese valor
—segun la proporcionalidad sea directa 6 inversa— por
su correspondiente de la otra especie, se tendra el niimero
pedido. '

Asi, en el ejemplo 1.° diriamos: si 30 unidades cuestan

54 pesetas, la unidad costara % pesetas; y por tanto, 25

unidades costaran %% > 25 =45 pesetas (como ya habia-

mos hallado). 3
En el ¢jemplo 2.°... Si 20 hombres; han tardado 15
dias, para hacer esa obra, en 1 dia serian precisos 20 > 15

hombres, y en 10 dias... 391%1—5- = 30 hombres.

255. La regla de lres compuesta se reduce @ la apli-
cacion de la tcoria general de la proporcionalidad com-
puesta (251), previos el estudio yla determinacion de los
varios modos de proporcionalidad entre la cantidad de
cuya especie es el mimero buscado, y cada una de las de-
mas cantidades que en la cueslion figuren. Estas seran
las que alli reprosentamos por B, €, D, Z, ete.; la espe-
cie buscada la 4, de la cual supondremos conocido el
valor ¢' y desconocido ¢l @ que ahora llamaremos 2. Y
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finalmente, los valores auxiliares ,, a,, a,, a,, que lla-
maremos aqui #,, #,, 2,, z,, ete., serdn los sucesivos de
la cantidad 4, correspondientes & los variados también
sucesivamente, de una, dos, tres, ete. de las otras canti-
dades. : '

Ejemplo. 35 hombres, trabajando 12 horas diariag,
han tardado 8 dias en hacer una tapia de 15 metros de
larga, 4,5 metros de alta y 0,75 metros de gruesa, jcuin-
tos dias tardarn 42 hombres en hacer otra tapia de 19
metros de larga, 3 metros de alta y 1,2 metros de gruesa,
trabajando 9 horas diarias?

Llamemos # & los dias buscados, #,, ,, z,, ete., 4 los
respectivos que correspondan & las variaciones sucesivas
de una, dos, ete. do las olras cantidades, tendremos, te-
niendo en cuenta que los dias han de ser directamente
proporcionales al largo, alto y grueso de la tapia, é inver-
samente proporcionales & los hombres y 4 las horas dia-
rias de trabajo, las siguientes groporciones que plantean
el problema, previo el cuadro de correspondencia 6 corre-
lacién de valores...

Largo: Alio. Grueso. Hombres: Horas. Dias.
15 45 0,75 35 12 8
19 45 0,75 35 12 ,
19 3 0,75 35 12 z,
19 3 1,2 35 12 ,
19 3 1.2 i Oy z,
19 3 b b 9 @

Properciones simples.
1osiiidBes Buling,
Aol 3ama's &
R TR e
A2 - 8o, i,
e B e
Froporecion compuesta.

15 X45X0T5x42x9 8z z 2,2, 8
195¢8x1 2% 3 <12 ~ .o 2,00 %
= 8.19.3.1,2.35. 12 = 12 dias (prox.*)

15.4.5. 0,75.42. 9 :
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‘Lo mismo, naturalmente, resultaria por el método de
reduccién a la unidad, aplicado sucesivamente para ha-
lar 2,, #,, @,, #, . Compruébese por ese método.

Escolio. Aunque, segin lo dicho, son realmente
cuestiones de regla de tres fodas las de proporcionalidad,
algunas reciben ademas nombres especiales, por el género
de la cantidad buscada 6 por alguna otra circunstancia.

Las mas sencillas, quiza, son las tratadas en el si-
guiente

§ 2.° REGLA DE COMPARIA.

256. Bajo el nombre de regla de compaiiia ¢ de so-
ciedad, se conocen las cuestiones relativas & las relacio-
nes entre los capitales impuestos por varios socios, los
tiempos de las respectivas imposiciones y las ganancias
6 pérdidas correspondientes. Dichas relaciones se dedu-
cen de los tres siguientes

. Principios fundamentales. 1.° Las ganancias o pér-
didas, en el mismo tiempo, son directamente proporciona-
les & los respectivos capitales. Es decir, llamando & éstos
¢, ¢”, ¢, ... y asusrespect. ganan.® (igual serfa pérd.?)
949,97, ete.

& 61 c” c"}’
g‘) _-g’! g 1 2

Este principio es evidente.

2.°  Las ganancios d pérdidas del mismo capital ¢ de
capitales iguales, son directamente proporcionales ¢ los
tiempos que éstos forman parte del capital social; 6 que
estan en la comparnia los capitalistas respectivos.

Llamando 7, #7, £, etc., los tiempos del mismo ca-

l
[
|
|

pital y. ... 9, 9", ¢ las ganancias respectivas en esos
$ qi 9!" (EL ]
tiempos, serd......*— = =i ste,
t’ t!’ t’?’

.. Este principio no es de rigorosa equidad, pero-admi-
tido convencionalmente, hay que atenerse a él para los
€asos practicos.

o » * 7 . .
3.5 Las ganancias ¢ pérdidas de capitales que han


http://principio.es
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estado distintos tiempos en la sociedad, son directamente
proporcionales ¢ los productos de dichos capitales por sus
tiempos respectivos. Es decir, que con las mismas nota-
ciones anteriores... : o
. b 2
g s e d . e
c’t} c’!t’? 6”’3”’

Este principio es consecuencia de los dos anteriores,
y de la teoria general de las razones compuestas.

257. Para aplicar esos fres principios & los proble-
mas de sociedad, claro es que habrd que considerar los
tres casos correspondientes a cada uno de agquéllos. Pero
en los tres casos, si se trata, como es lo més frecuente, de
hallar las pérdidas ¢ ganancias de cada socio, dados los
capitales y tiempos de todoes, asi como la ganancia ¢ pér-
dida total, el problema consiste en repartir ésta propor-
cionalmente & nimeros dados, y entra, por tanto, en el
caso general (262).

1.° Para repartir la ganancia total, &, entre varios
socios cuyos capitales ¢, ¢, ¢”,... han estado ¢l mismo
tiempo en la sociedad, deduciremos de las razones igua-

R e G ek el 075

o C”. o e wig o i Sl

Perog’ +¢"+¢" +... =@,

¢ +¢" + ¢ +... = (C (capital social).
| 49 17
G :

Lue o..._'?_ zallicnsd agiseautil de las proporciones
g g IC, cn can U 7 y P P

que forman con la iltima razén, cada una de las primeras,

o :
resulta ¢’ =¢' X o e o do=0 7 etc;
es decir, que: pare hallor, en este caso, la ganancia de
cada socio, 10 hay mds que multiplicar su capital por lo
razon de la ganancia total al capital social.

Ejemplo: Tres socios han puesto 1000, 3000 y 5000 pe-
selas, respectivamente, en una empresa; se han ganado
6000, jcuanto Je toca & cagaouno? La razon de la ganancia

000 6 :

total al capital social es

000 9°



294
Al 1.° le corresponden 1000 x {;— = 6—%0—(1 = 666,66 pts.

6 18000

L o 3000 X = == = 200,00 pts.
SlakEri b e 5000 x %: @g@: 333333 pts.

R.% Para repartir & prorrale entre socios que han
puesto el mismo capital, por tiempos diferentes, no hay
mds que multiplicar el tiewmpo correspondiente ¢ cada uno,
por la razon de'la ganancia tolal d la suma de esos tiem-
pos diferentes. Tal se deduce de las siguientes igualda-

o g o g plal g 0

f t" t’??' t?__!_ tn .+. in‘} +." f—’-tw—l—t"}'
de donde

; G . G
LI : e e
g 1 Py "f".-.,g i’—l—t”—l*f”"l--u’
gm: AR G ]
A B L e LR

Ejemplo: Dos socios ponen cada uno la mitad del ca-
pital social, pero el 1.° retira su parte a los tres afios, ¥
el otro sigue ofros dos afios. Hecha la liquidacion & los 5
afos, y ganadas 24000 pesetas, jeuantas corresponden &
cada uno? :

AL 0.9 X%O—O:S < 3000 = 9000 pesetas.

ALES BN 2—"%09:2 5 3000=15000 pesetas.

_ 3.° Porltimo, cuando son distintos los capitales y
- tiempos respectivos, para los diversos socios, el tercer
principio nos da : ;
ga 3 gn 0 k‘qm i G
ot e e f;, Liewiy £ sa B ie s by
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G g“_C”t”X G
Gata_'_cu tu 'i—--.’

g,‘)l o 61?! t”!’ >< G e
G‘) t1+ CH t”_{_'..

es deciry que pare hallar lo ganancia ¢ pérdide de cado
socio, hay que multiplicar sw capital por el tiempo que
estuvo en la sociedad, vy despucs multiplicar ese producto
por la razon de lo ganancia o pérdide tolal é la suma de
productos de cada capital, por su tiempo respectivo.

Ejemplo:  G'=80000 pts.; ¢’=2000, #' =4; ¢”= 3000,
£ i S o0 == T e 7 = 8000 el ¢V 2="24000,
M =28000, ¢4+ E 4 ¢ P = 60000,

G?é!_'_cﬂtn_'i_ -"7

Vir =0l

G 80000 8 | '
S = = —, luego: corresponden
G o T 60000 6
U it O 8000 %: 64900 665,66 pts.
AV2.2 L. 24000 X _2_: 1926?00 = 32000,00 pts.
A AL o 28000 % % : 334299 = 37333,33 pis.

258. Aunque los casos antedichos son los mas fre-
cuentes en la préctica, se puede también proponer los
inversos, es decir, hallar los capitales ¢ los tiempos ¢ am-
bas cantidades, dadas las ganancias, ete. .

Estos problemas seran delerminados y posibles siem~
pre que en cada proporcién, de las ya usadas, no haya

ue buscar mas que un término; asi que en los inversos

e los dos casos primeros, hiastara dar({a ganancia de cada
socio y el capital social (en el 1.°) 6 el liempo correspon-
diente 4 cada ganancia (en el 2.°), para huscar el capital
respectivo, ¢ viceversa; pero en los inversos del caso ler-
cero s6lo se podra hallar el producto de cada capital por
su tiempo, y no los factores, dadas las demés cantidades;
a no darse ademas otras condiciones que permitan hallar
los factores de cada producto.
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§ 3°

OTRAS CUESTIONES DE REPARTIMIENTOS PROPORCIONALES

209 Hay otras muchas cuestiones de repartimientos
proporcionales, para cuya resolucion no hay mas que acu-
dir & la teoria general (252), después de saber & qué mime-
ros han de ser proporcionales las partes buscadas, y cual
es el total a repartir.

Contribuciones. Para repartir éstas por provincias, y
después por municipios, se atiende 4 la riqueza 6 capital
en fincas, de cada una de esas entidades administrativas;
es deeir, que primero se reparte el total proporcionalmente
a los respectivos capitales de las provincias; luego lo que
corresponda & cada una, proporcionalmente a los capitales
de sus municipios, ete.

Quintas. El contingente de soldados para cada aiio,
se reparte también por provincias, zonas y municipios,
proporcionalmente a los nimeros de mozos sorteados
aquel anio. Cuando resultan décimas, al llegar & las vlti-
mas subdiviones, s¢ sortean aquéllas entre dos 6 tres pue-
blos préximos, cuyas décimas compongan una unidad (un
soldado), introduciendo en una nurna tantas bholas por cada
pueblo como décimas le tocaron, y sacando una bola, el
pueblo a que corresponde (por el nombre, color, etc.) da
el soldado, suma de las décimas.

Socorros mutuos, montes pios. TFiérmanse sociedades
enire los individuos de una clase 6 todos los que quieran,
a fin de indemnizar 4 cada socio 6 4 su familia, en caso
de incendio, muerte, etc., y si asi se conviene (que luego
veremos hay otros modos de indemnizar), las indemniza-
ciones se reparten entre los indemnizadores, proporcional-
mente & sus capitales, sucldo®, ete. :

Testamentarias. Es frecuente tener que repartir una
herencia proporcionalmente a niimeros dados por el tes—
tador.

Claro es que ese es uno de los méas sencillos casos de
reparticiones proporcionales. !

Ejemplo: = Repartir 30000 ptas. entre 4 herederos de
9, 20, 35 y 40 afios, y en razén inversa de sus edades.



297
GAPITULO 3.°—REGLAS DE INTERES, DESCUENTO Y ANALOGAS.

LEececion 24.

Interds simple g compuesto: cantidades que intervie-
nen (260). Principios y formulas para resolver todas las
cuestiones de interds simple (261). Formula del interds
compuesto, y resolucion de las principales cuestiones de
ese género (262). Rendas perpetues, temporales y vito-
licias (263). Reglas de descuento comercial y matemdtico
(264). Principales cuestiones de percentaje, ademds de las
dichas (265). :

§ 1.° REGLAS DE INTERES.

260. Se llama intereses, ¢ réditos, lo que produce un
capital prestado, 6 impuesto en un negocio. Si los réditos
se cobran al fin de cacfa afo, 1 otra unidad de tiempo, se
dice que el capital esta impuesto 6 prestado & interés sim-
ple; v si, al contrario, se suman ¢ acumulan los intere-
ses al capital, produciendo & su vez infercs, éste se llama
compuesto, 6 se dice que el préstamo ¢ la imposicion es
a intercs compuesto.

"~ En ambos casos, las cantidades que suelen intervenir,
y entre las cuales vamos & hallar las relaciones numéri~
cas que existen, son: . :

1.° FEl capital prestado ¢ impuesto ¢, (unidades mo-
netarias, enteras 0 fraccionarias). :
~2.° Elinterés 6 rédito de la unidad, 6 de 100 unida-
des del capital, durante la unidad de tiempo (todo con-
vencional), al cual rédito se llama Zanfo por 1, 6 tanto
por 100, respectivamente; se indica... tantop. 1, p. %/,, v
le representaremos por # (tanto p. 1), y por ¢ (tanto p. */,).

3.° El ticmpo que, en cada cuestion, hay que consi-
derar = ¢ (unidades de las que sirven para regular el
tanto p. 1, 0 p. */,)- : e

4.° Los intereses ¢ réditos del capital ¢, durante el
tiempo 7, al tanto p. 1, 6 p. */, en la unidad de #, y que de-
signaremos por /.

5.° El capital total C'=¢ + .

261. Los principios convencionales, que sirven de

38
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fundamento para resolver todas las cuestiones de inferds
simple, son:

- 1.°  Bn el mismo tiempo, los intereses son proporcio-
nales & los capitales. Por tanto, comparando el capital
100 con el ¢ y sus respectivos intereses, llamando 7, al del
capital en la unidad de tiempo, tendremos la propor-
cion... 100 : ¢ :: ¢ : 7,, que nos permitira buscar cada una
de las tres cantidades ¢, 4, 7,, dadas las otras dos.
R L 100 7,

—_— = — = —=L
100 ¢ 1
Tradizcanse esas tres formulas en reglas, y apliquense
a ejemplos. :
2.° Los intereses (sumples) del mismo capital en tiem—
POS Sucesivos, son proporcionales d esos tiempos. Asi:
comparando el tiempo 4 con el ¢ y los réditos correspon—
dientes, serd 4 ; £ :: 7, : 1, de donde es facil deducir, cada
una de las tres cantidades 7, 7, /, dadas las otras dos;
ero usandose muy poco ese caso, pasemos al 3.°, que es
a combinacion de los dos anteriores.
3.° Multiplicando ordenadamente las proporciones
anteriores, resulta 100.1 : ¢¢:: 7 7, : 7, J, y simplificando
6 dividiendo por 7, los dos términos ltimos,...
100 : ¢#::4: 7, de donde .
6kt 1000 100 7 100 7
Gl e e oty
100 ct 1 i
Estas cuatro formulas resuelven los cuatro problemas
principaies sobre el interés simple, como es evidente y
vamos a ejemplificar.

Asi.. I, =

¥

Esemrros.

1.° ;Cuénto producen 8500 pts., en 7 aiios, al 6 p. °/,

anual? . i

o=BE00, 1y g o DX X0

: 100 .

2.° Al cuanto p. °/, produciran, en 7 ailos, 8500 pe-
setas, 3570 de réditos?

;. 1003570 3570 3570

85007 = 8x7 595

=85 x 42 = 3570 pts.

== 6 p. /, anual.
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3.° ;Qué capital producira 3570 pts., en 7 aiios, al
6 p. °/, anual?
o= 100 X 3570 357000
s e g L
4.° ;En cuanto tiempo produciran 8500 pts., 3570 de
réditos, al 6 p. °/, anual?
zﬂ_lOO 3570 3570 3570

68500  6x8 510 |
Claro es que, si en vez de los intereses se pide el total,
no hay mas que sumar
ctt  100e+eti _ (100424)e ¢ (4]
100 L 100

En el ejemplo anterior.....
' —8500 + 3570 = 12070; 6 bien.....

o ;‘g{))x 8900 _ 149 x 85— 12070 pis.

Pueden también proponerse los problemas inversos de
este ultimo, es decir: Dado el capital final ¢ y dos de las
otras ires cantidades... ¢, #, 4, hallar la restante. De la
formula [2] se deduce :

o0 g i 100 (0 —¢) E.__100(0’—6)
W02 5 ek ¢t
formulas, que resuelven los tres nuevos problemas.

262. Para resolver cuestiones de interds compuesto
observemos que: una vez convenida la unidad de tiempo,
al fin de cada cual se han de acumular los intereses al
capital, y supuesto # el tanto p. 1, durante aquédlla, es
evidente que cada unidad de capital vale, al fin de dicha
unidad de tiempo, 1 +», y ¢cunidades valdrén.... ¢+c»
=c¢(l +7), al En del primero de esos tiempos 6 princi-
pio del segundo.

Por la misma razon, este nuevo capital ¢ (1 +#), con
que principia la segunda unidad de tiempo, se convertira
al finar ésta en ¢ (I + 7) (1 +7)=¢(1 +7)*; y asi suce-

= 8500 pts.

= 7 afos.

¢ T=c+

. Cr‘:(
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sivamente, el capital total ¢ al fin del tiempo /, sera, pre-
vios los convenios dichos,
O==g (b= 1) " .4 (B]

En esta férmula, £ representa, como ya hemos dicho,
y se conviene universalmente, un nimero entero de uni-
dades de tiempo, afios generalmente, aungue & veces son
{rimestres ¢ meses, y deberian ser, en rigor matematico,
instantes; puesto que, admitida la acumulacion de los in-
tereses al capital, no hay razon ldgica para que esa acu-
mulacién no se haga & cada momento. Pero, como eso
traeria mucha complicacién, lo que se hace realmente es
lo indicado, v si la tltima unidad de tiempo no se com-—
}Jleta, se caleulan los intereses simples del capital que
rabia al principiar aquélla, durante Ia fraceion de la mis-
ma, que ha durado atn el contrato, etc.

Lo mismo que en el interés simple, en cl compuesto
hay cuatro cuestiones principales que proponer y resol-
ver, segun los casos. : i

La formula [3] resuelve la de hallar el capital final C,
dados el primitivo ¢, el tanto p. 1... , y el tiempo 7. Los
otros tres, faciles de enunciar, se resuelven por las si-
guientes formulas, deducibles también de la anterior.....

t

B e e

FT ST s L ey e
(1+7) € log (1 +7)

En esta dltima, para deducir la cual hay que tomar
logaritmos en la (B 1..... [log O=1logc+t X log (1 +1)
6 log ¢ — log ¢ =L log (1 + )], son indispensables dichos
aiimeros auziliores, y muy convenientes en todas las an-
teriores (del interés compuesto), pues sin ellos serd gene-
ralmente dificil hallar la potencia ¢ la raiz de grado ¢, &
pocas unidades que tenga este grado.

¢

EIEMPLOS.

Con los mismos datos que enlos dos primeros ejem-
los del interés simple (261), resolver los problemas ana-
0gos a interés compuesto.

Empezemos por caleular el tanto p. 1 =2, que siempre
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serd lo centésima parte del tanto p. °/,. Este cra 6, en
dicho caso, luego »—10,06, 1-+»=1,06; y por tanto,
las férmulas del interés compuesto, dan :

1.0 0=8500 x 1,067, log ' = log 8500 + 7 log 1,06
=3,929419 + 7 x 0,025306, — 3,929419 + 0,177142
—4,106561 —log (12781 — ().

Restando (f — ¢ = 4281, resultan los intereses com-
puestos, durante los 7 afios, mayores, naturalmente, que
los intereses simples.

o loge=logC+ C.°log (1 +7)*

==4,160551 + 1,822858 = 3,929419 — log 8500.

Anilogamente se resolverian los otros dos problemas. -

963 Las cuesliones tratadas en los dos numeros an-
teriores, son las principales y més sencillas, pero no las
tinicas, que respecto & capitales y sus réditos pueden ocu-
rrir. Sin contar las que seran objeto de los dos parrafos si-
guientes de este capitulo, hay algunas cuya resolucion se
reduce a las anteriores modificadas. Tales son las relati-
vas & las rentas perpetuas y temporales, incluyendo en
éstas las vitalicias. :

Renta perpetua es la_que produce en un afio u otra
unidad de tiempo, 4 interés simple, un capital ¢, impuesto
donde puedan cobrarse indefinidamente los intereses,
como en los Bancos nacionales, empréstitos, ete.

Esta renta 1o es, pues, mas que el valor de 7, en las
férmulas del caso primero del interés simple, y los mis-
mos problemas (11[116 alli consideramos, seran pertinentes
en el caso actual.

: EJEMpLOS. ;
1.° ;Qué renta perpetua produciran 60000 pesetas al
5 p. °/, anual? i
Respt 7, = EO_OIOSTXE — 600 3 5=3000 ptas.
9.° ;A qué tanto p. °/, producirin 3000 peselas de
renta perpetua anual, 60000 de capital?
1003000 10x3 30

Resp.* = — =5(p. Y.
= 60000 6 6 5(p- o
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3.° #Qué capital produce 3000 pesetas de renta per-
petua al 5 p. */, anual?

Resp.? = }ﬂ>_<5_3999 = 20 <3000 = 60000 pts.

Se lama renta temporal 6 anualidad, lo que hay que
dar cada aiio: 1. para reinlegrar, por partes iguales y en
un naimero dado de ellos, un capital y sus rédilos a interés
compuesto; d 2.° para formar un capital con la swna de
anvalidades ¢ intereses compuestos. ;

Primer caso. Si llamamos ¢ al capital impuesio 6
prestado, # al mimero de aflos, al fin de los cuales ha de
reintegrarse dicho capital y sus intereses compuestos, y -
@ el valor de cada anualidad, segtin la férmula |#], del in-
terés compuesto, ese capital vale, a los » afios, ¢ (L 4.

Por otra parte, la primera anualidad ¢, valdria 4 los
(n—1) aiios restantes o (1+7)~1, la segunda @ (14 ¢)—2,
y asl sucesivamente, luego existe la ignaldad

a(l4+7)=t + a (1+r)=2 + g (1+7)5...
+a(l+r) +a=c(l+r),

El primer miembro forma una progresion por cociente
cuya razon es (1 + ) (considerandola al revés).

La suma 6 el valor de esa progresidn es (204)

e(l4+r)rt—ag % (1 + )11
l4+9r—1 7

- :
es decir, que ¢ o =¢ (l+r)r, formula que,
r

expresando la relacién general entre las cuatro cantida-
des a, =, ¢, », sirve para buscar una de ellas, dadas las
otras tres. Resolvamos esos problemas. ;

1.° ¢Qué anualidad hay que dar para extinguir en %
aios el capital ¢, y sus intereses compuestos al # por 1?

Looertirhy (1]

(L 4=rp—tal _

2.° ;Qué capital ¢ hay que imponer, ¥)ara que su rein-

tegro y el de sus intereses compuestos al 7 p. 1, dando @
cada afio, dure # afios? -
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yn—1__
i (I 41 1 21,
r(l+r) 55 3
hPara resolver los otros dos, hay que recurrir al Al-
ebra.

;- Segundo caso. También puede proponerse no extin-
guir sino, al contrario, formar un capital ¢ al fin de n
anos, por medio de » anualidades @, ¥ sus intereses com-—
puestos al 7 por 1. La diferencia esencial con ¢l caso an—
terior es que, en éste, el tiempo empieza a contarse desde
que se da la primera anualidad, la cual estara redituando
los n afos, al fin de los cuales valdra ¢ (1 4+ 7).

Por la misma razén, la segunda valdra ¢ (1 + )", al
fin de los (n— 1) afios que eslara impuesta, y el capital ¢/
serd la suma de los términos de la progresién

a(l+r) +a(l+r)-" ... +a(l+ )

n—1___
ol )it Ao ¢, férmula que resuelve
i

los problemas de este 2.° caso.

Por dltimo, rentas »italicias son las anualidades que
las compaiiias de seguros, u otras sociedades analogas,
se comprometen & pagar 4 una ¢ varjas personas, previa
la imposicién por éstas U otras de un capital ¢, y
calculando el tiempo # que les queda probablemente
de vida. Se llama vida probable el tiempo al fin del
cual el ndmero de personas de cada edad, que habia al
principiar dicho tiempo, se reduce a la mitad, segin
la estadistica de cada pafs. Porque es claro que en todo
ese tiempo hay la misma probabilidad para que viva ¢
para que se muera cada persona de aquéllas.

En Espatia, la probabilidad de la vida, segin el Ins-
tituto geografico, es la expresada en la siguiente tabla,
de cuyos niimeros no difieren mucho los que se obtienen
aplicando la siguiente férmula, propuesta por el Sr. Gaseo,
para las edades desde 5 a 65 anos:

Vida probable =58 afos — Edad < 0,8.
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Vida

A;; o pr‘o’ég.%le. A::S pr'gliggle- A.;:s probable.
edad. | edad. 5 edad. i
Afios. Meses. Afips, Meses, Afi 0s. Meses.
0 10 g1 32 32 31 64 8 8
1 42 33 31 51 65 8
2 49 34 | 30 71 66 i 5}
3 ol 51 35 29 91 67 6] 11
4 a2 5] 36 29 68 6 5
5] 57 9] 37 28 31 69 6
8.4 a2 8] 38 2 5] 70 b 7
7 02 41 39 26 Tl 53 2
8 51 91 40 25 91 72 4( 10
9 51 1] 41 20 73 4 ¥
10 90 41 42 | 24 21 74 4 4
11 49 71 43 23 bl 75 4 1
12 48 91 44 22 71 76 3| 10
13 471 111 45 21 10} 77 3 8
14 47 1] 46 21 1] 78 3 6
15 46 20 47 20 41 79 3 3
Ll 45 41 48 19 71 80 2 el
17 44 61 49 18| 10} 81 2 8
18 43 81 50 18 1 82 2 8
19 42| 10| 51 17 b &3 2 8
20 42 52 16 71 84 2 3
21 41 1] 53 it 85 2
22 40 41 54 15 3 86 2
o9 a9l el enil 140 7} 87 2
24 38 81 96 13| 10§} 88 2
25 37| 11 57 13 21 89 1 9
26 37 1] 88 12 51 90 1 )
27 36 41 59 11 91 91 1 8
98 | 35| 6] 60 | 11| 1] 92 1i::0
29 34 8] 61 10 ol 93 1 6
30 33| 11| 62 9( 10} 94 1
31 33 1| 63 o 31 9 1
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1.2 DPara saber la renta vitalicia correspondiente ¢ una
persona por el capital ¢ impuesto al  por 1 anual, no hay
més que buscar en la tabla anterior (6 en la anéloga del
pais respectivo), la edad de esa persona al hacer la impo-
sicion, y su wide probable correlativa.

Sustitnyendo por # ¢l mimero de aiios de esa vida pro-
hable, en la férmula [1] de las anualidades, asi como por
¢y  sus valores, se tendra el correspondiente de .

Si el valor de # fuera fraccionario, no sabemos, en
realidad, si dicha formula, sélo caleulada para un ni-
mero entero de afios, godrﬁ ser aplicada; pero se aplica,
en efecto, pues no es dificil demostrar su exactitud, tam-
bién, para ese caso.

Si, viceversa, se quierc averiguar el capital ¢ necesa-
rio para constituir la renta anual vitalicia ¢, etc., no ha-
bra més que sustituir los valores respectivos de g, ¢ y %
(vida probable), en la form." [2] de las anualidades.

EreMpLO.
Sean ¢ = 50000 pesetas, » = 0,05, n = 26 (vida pro-
bable 4 los 40 afios, segtin la {6rmula Gasco).
50000 x 0,05 > 1,05
1,05%—1 :
log 50000 = 4,698970, log 0,05 — 2,698970,
log 1,05**—26 [log 1,05=0,021189'=0,5509 14—log 3,5556
log (1,05 — 1 =2,5556) = 0,407493
log @ = log 50000 + log 0,05 + log 1,05+ C.°log 2,5556
4 log 50000 = 4,698970
log 0,05 = 2,698970
log 1,05* = 0,550914
C.° log (1,05**—1) = 1,592607

log ¢ = 3,541361
@ = 3478,25 pesetas.

Una persona de 40 afios que imponga 50000 pesetas
al 5 por °/,, para formarse una renta vitalicia debe cobrar
3478,25 peselas anuales.

Nora. Para mas detalles sobre las cuestiones de in-

39

Sustituyendo, 06—
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tereses y rentas, véanse las Tablas Logaritmicas del
Sr. Sanchez Ramos, las cuales contiénen ademas tablas
especiales para el calculo de esas cantidades.

R.° Para calcular la renta vitalicia correspondiente ¢
varias personas, mientras viva una siquiera de ellas, se
procede del modo siguiente: Sean v, ¢, v”,... las vidas
probables de esas personas, al hacer la imposicién del
capital ¢; y e, ¢, ¢”,... sus edades respectivas; si v, esla
menor de esas vidas probables, claro es que afiadiendo ,,
a dichas edades, es probable que los otros socios (menos
el de vida »,) pasen de las edades respectivas...

e+ Vp=¢,€ +tu=¢ ', " +v,=¢",..

Buscando de nuevo las vidas probables correspon-
dientes & estas edades, y suponiendo sean ,, ».’, 2,”, ... y
92 la menor, los que la tengan mayor que v, llegaran gé-
neralmente a las edades -

€~ Un + Vwy € = Vp+ Dy €+ 0y 4 Dy,

Asi se continuara hasta obtener para vida probable del

iltimo socio sobreviviente
Up == Dpt + V> +... = 2 (de la férmula [1]).

Eigmpro.

¢==100000 pts; #=0,05; =24, ¢'=30, ¢"=40, ¢ —44.
Segtin la tabla, las vidas probables respectivas a esas
edades son » =39, v’ = 34, v"" =26, v" = 23, tomando
para abreviar los enteros mas préximos (afios).
Afiadiendo la menor 23 4 las 3 primeras edades, resul-
tan e, = 62, ¢,” =57, ¢,” = 49 cuyas vidas probables
son v, == 10, .’ =13, »,” = 19. Agregando la menor 10
alasotrased.; ¢,’= 67, ¢,” = 59, cuyas vidas probables...
v, =17, »,” = 12 dan para el dltimo superviviente...
e =060 =17 :
Luego, n =23 + 10 + 7 + 7=47.
Sustituyendo este valor de % resulta
= 100000 > 0,05 > 1,05*

1,064 —

Haciendo por logaritmos este caleulo, como el anterior,
resulta log ¢ = 3,745187, o = 5561,43 pesetas.
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§ 2.° REGLAS DE DESCUENTO.

264. Llamase descuento lo que se resta del valor no-
minal de una letra de cambio, 1 otro documento mercan-
til pagadero en un plazo fijo, para pagarlo al contado. El
descuento no es otra cosa que el interés simple del valor
del documento, al tanto por ciento convenido entre el
tenedor (el que cobra) y su fomador (el que paga). Ese
tanto por ciento puede ser anual, 6 por el plazo que falte

ara el vencimiento. Ademéas el descuento puede calcu-
larse como interés del valor nominal, 6 del valor actual
que afiadido & sus intereses suma el nominal. Este tltimo
modo es el racional 6 matemdtico, y el otro el usual 6
comercial de descontar. : _
1.° Descuento racional. Si el tanto por ciento con-
venido no es gor todo el tiempo que falte para el venei-
miento de la letra, y si anual, se empezara calculando
aquél, por el segundo caso del interés simple, 6 bien por
la proporeién 360 : £ :: % :: 4’; en que 360 son los dias del
afio comercial, que también pueden ser 365 6 366 si se
conviene, ¢ el tiempo en dias que falte para el vencimiento,

7 el tanto por ciento anual é ¢’ = % el tanto por ciento

correspondiente al plazo susodicho. Después se calculara
el descuento 6 mejor el valor actual # del documento por
la proporcion 100 + ¢’ : 100 :: » : 2 facil de justificar,
pues, siendo ¢’ el interés de 100 unidades, éstas valdran

100 + 2’ cuando « valga =, ete. De ahi... # = M— :
100 + 7'
formula, que como su analoga del interés simple, servira
también para hallar » 6 ¢° si se da # y la otra cantidad,
pero estos casos son muy raros. Si en esa formula susti-
tuimos el valor de ¢, hallado por la anterior, resulta la...

z = it ”' = 5 ——, que da directamente el
jogip il
360 36000

valor actual # en funcién del nominal #, del tanto por
ciento anual 4, y del nimero £ de dias que falten para el
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vencimiento; dfas que se cuentan segin los que tienen
los meses respectivos, por lo cual es también justo contar
los 365 ¢ 366 del afio, 6 tomar 36500 ¢ 36600 para deno-
minador de la fraccién parcial ultimamente expresa.

2.° Descuento comercial. Este se reduce al interés
del valor nominal %, de modo que se calculara sustitu-
yendo n en vez de ¢, 4 en vez de 7 en las formulas del
Wk BLL
100 36000

Restando este valor del de 2 se sabré lo que hay que
pagar y cobrar respectivamente.

Como se concibe ¢ priord, y es facil comprobar, el
descuento comercial es mayor que el racional, y su dife-
rencia es el interés del racional en el tiempo que falta
para el vencimiento. No por eso debe juzgarse totalmente
injusto el descuento usual, pues como es un puro conve-
nio, exigiria el tomador mayor tanto por ciento si sele
obligara al descuento racional, y saldria la misma ¢ peor
cuenta al tenedor de la letra.

Més injusto es calcular el descuento como interés sim-
ple, si el plazo del vencimiento es diferente de un afio,
pues, como demuestra el Sr. Cortazar en su Memoria
sobre el cdlculo del interes, éste es realmente menor que
el calculado, si el plazo es menor de un afio; y mayor en
el caso contrario; por consiguiente, el descuento comer-
cial perjudica al tomador en el primero de csos casos y le
favorece en ¢l segundo; sucediendo también lo contrario
respeclivamente en el descuento racional 6 mateméatico,
el cual no merece, por lanto, estos nombres sino para el
plazo de un atio, suponiendo que 4 esta unidad de tiempo
se refiere el tanto por ciento.

interés simple. Asi s¢ halla d =

Eirmero.

Aplicar ambas reglas de descuento & una lelra de
20000 pesctas que vence dentro de 8 meses, siendo 6 el
tanto por ciento anual =4. :

1. Es evidente que, segtin la costumbre, del 6 por
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ciento anual corresponde 4 los 8 meses, ¢ = 4 por s

luego # = _@'TO—iOQ% = 19230,08 pesetas.
90 gz 2000X4_ 940 4-800; n—d = 19200.

Las 30,08 pesetas de diferencia son los intereses de
las 769,92 del primer descuento.

§ 3.° OTRAS CUESTIONES DE PERCENTAJE.

265. Ademas de las ya tratadas hay otras cuestiones
cuantitativas en que interviene un fanfo regulador, que
siempre se puede reducir a tanto por ciento aunque no
se dé asi primitivamente. Por eso todas las cuestiones de
tal especie, inclusas las de los dos parrafos anteriores, se
llaman cuestiones de percentaje.

Fondos puiblicos. Los documentos en que el Estado
reconoce sus deudas, y que se llaman papel del Hstado,
las acciones de los Bancos 6 Sociedades mercantiles, ete.,
conslituyen los fondos piublicos, v sobre ellos ocurren
diariamente en la Bolsa 6 Mercado de esos valores cues—
tiones de percentaje. Las principales, fundadas en la cofi-
zacion de cada dia, consisten en saber: cuinto dinero se
necesita para pagar un valor nominal dado de cierto
papel; 0 viceversa, cudnto valor nominal se puede com-

rar con nua cantidad dada de dinero. Los nimeros que

guran en la cotizacion, enfrente del nombre dél papel
respectivo, son precisamente el valor efectivo, aquel dia,
de 100 unidades del valor nominal. Por consiguiente, 1la-
mando & éste %, ¢ al precio de cotizacién y € al valor
efectivo del nominal 7, la proporcién siguiente plantea
ambas cuestiones enunciadas, y también la de hallar la
colizacion dadas las otras dos cantidades... 100 : ¢ ;: 2 C,

de donde €= <Ly o 100 0, ¢ L

1007 ¢ L5 Tyt

Ejemplo 1.° Segiin la cotizacion del dia 7 de Marzo
corriente, el 4 por 100 interior (una clase do papel del
Estado) estuvo & 75,70 (por 100), jcuanto importarian
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500000 pesetas nominales de ese papel?, y viceversa (para
comprobar esa cuestién 1.%)
_ 75,70 % 500000

12 ¢ - —75,705000=378500 pts.
20y L00XTIB00 _ STB0000 _ onnn
0 .7
37850000
ga .o, SISONUG L el o
= 500000 1 EDP

Ejemplo 2.° Hallese cuénto valié ese dia cada aceidn
del Banco espafiol, cuyo valor nominal son 500 pesetas,
siendo 396 su cotizacion. Valié 1980 pesetas.

Otra cuestién sobre fondos piblicos es averiguar la
renta anual que produce el capital ¢ empleado en tal 6
cual papel. Para eso se halla por las férmulas anteriores,
cuanto valor nominal se puede comprar, con el efectivo
-0, y ya es una cuestién de interés simple lo restante. En
el ejemplo anterior dirfamos: las 500000 pesetas nomi-
nales producen al 4 por 100... 500000 < 0,04 =20000 pe-
setas de renta anual. Si ahora se quiere saber el tanto por
ciento efectivo de las 378500 pesetas que costaron las
- 500000, no habria més que sustituir estos valores de ¢ y
de 7 en las formulas del interés simple, y tendriamos
378500 : 20000 : 100 : 5= 20000 _ 5 98 nor .

Por 1ltimo, el Agente de Bolsa que ha de intervenir
en la compraventa de los fondos piiblicos, cobra un tanto
que no es mas que un caso de todos los que son llamados...

Comisiones y corretajes. Son los intereses que cobran
los intermediarios, enire comprador y vendedor, en los
negocios mercantiles, Esos intereses se regulan 4 tanto
por ciento 6 por 1, y también & 1 por tantos, como en los
negocios de Bolsa que suele ser el 1 por 1000 ¢ sea 0,1
por 100. Como se comprende, todas estas cuestiones son
de percentaje, y se resuelven por la regla de tres.

Los seguros sobre incendios 1 otros siniestros, los de-
rechos de habilitacidn, los cambios de billetes por meta—
lico, 6 de moneda de un pais por la de otro, y otras mu-
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chas cuestiones de que se ocupa detalladamente la Arit-
mética mercantil, son igualmente de percentaje, ¢ a éstas
- reducibles. ;

CAPITULO 3.° —REGLAS DE ALIGACION Y GONJUNTA.
LEeccion 25.

Diversas cuestiones aritméticas relativas d las mezclas
d aligaciones (266). Principios fundamentales pare lo ve-
solucion de esas cuestiones (267). Regla de aligucion di-
recta (268). Cuestion principal de la regla de aligacion
inversa (269). Regla conjunta (270). .

§ 1.° REGLAS DE ALIGACION.

266. Aligacion, mezela 6 aleacién (si son metales),
es la union de varias cantidades homogéneas 6 heterogé-
neas. Cuando 4 esas cantidades corresponden ofras de una
sola especie, precios, pesos, ley metélica (228), etc.,
ocurre fener que resolver varias cuestiones, cuyos tipos
generales son éstos:

1.* Dadas las cantidades mezcladas de cada especie,

las correspondientes de la otra & cada unidad de aqué-
las, hallar la cantidad de esta otra que corresponde a la
unidad de la mezcla.

2. Dadas las cantidades de la especie comin, que
corresponden 2 la unidad de la mezcla, y de cada especie
de las mezeladas, hallar las cantidades relativas de éstas.

3. Dada la cantidad comin correspondiente 4 la
unidad de mezcla, y las cantidades de especies mezcladas,
hallar las correspondientes de la especie comiin a cada
unidad de las mezcladas.

Como esta ultima cuestién es muy poco usada, nos
limitaremos & exponer las otras dos, de las cuales la pri-
mera se llama directa y la segunda inversa.

267. La resolucion de todas las cuestiones de aliga-
cion se funda en los siguientes

Principios fundamentales. 1.° La cantidad de la
mezela es la suma’de las cantidades mezeladas.

2.° La cantidad comtn correspondiente & toda la
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mezcla es la suma de las cantidades correspondientes &
las mezcladas. : ;

3. El producto de la cantidad de mezcla por la co-
rrespondiente & su unidad, es igual 4 la suma de produc-
tos de cada cantidad mezclada por la correspondiente 4
su respectiva unidad.

4.° Cada dos cantidades mezcladas son inversamente
proporeionales a las diferencias entre las cantidades co-
rrespondientes & sus respectivas unidades y la correspon-
diente a la unidad de la mezcla. '

En la mayoria de los casos, la cantidad comin por su
especie, y correspondiente & las mezeladas y 4 su mezcla,
es el precio ¢ valor monetario de las unas y de la otra;
por lo cual suelen enunciarse asf los principios ante-
riores:

2.2 Elvalor total de la mezcle es la suwma de los va~
loves de las cantidades mezclados.

3.° Kl producto de la cantidod de mezcla (mimero de
unidades) por el precio de lo wnided, es la suma de pro-
ductos de cada cantidad mezclada por el respectivo precio
de sy unidad. _

4.°  Cada dos cantidades mezcladas son inversamente
proporcionales 4 las diferencias respectivas entre Sus
precios (de su unidad) y el de la mezcla.

Aplicados los mismos principios 4 las aleaciones me~
talicas, y recordando que se llama ley de la aleacion la
cantidad del metal fino que entra en cada unidad de aqué-
lla, 0 sea la razdn del peso del metal principal al peso

total 7 :%, podra también decirse...

1.° La ley de wna aleacion, mezcle de otras, es la
suma de produetos de los pesos mezclados, por sus corres-
pondientes leyes, dividide por la suma de esos pesos.

La ley del metal fino ¢ prineipal puro se congidera
igual & 1, y las de los otros cero. :

2.°  Los pesos de cada dos metales mezclados son in—
versamente proporcionales ¢ las diferencias entre Sus
leyes respectivas y la ley de lo mezclo.
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Apliquemos ya esos principios & los dos casos prin-
cipales. :

268. Regla de aligacion directa. Representando por
¢, ¢, ¢",... las cantidades mezcladas, por p, ', p";... los
precios ¢ valores respectivos ( de sus unidades ), y por p,
el precio ¢ valor de la unidad de la mezcla, tendremos,
en virtud de los tres primeros principios, ‘

P X (e+¢ +e +..)=cp+cp +6'p' 4.
ep+C P e p ...

c+¢ +c' 4.

Ejemplo 1.° Se mezclan tres clases de café en las
siguientes proporciones: 36 kildgramos de & 2,18 pese-
tas el kilégramo, 21 kildgramos de 4 2,85 pesefas y 48
kilégramos de 4 3,76 pesetas, ;4 como ha de venderse el
kilégramo de la mezela? La formula dltima da

36:<2,184-21 x2,85+483,76 318,81
Pm = - —_ 3,04 PtS.
36 + 21 + 48 105

Ejemplo 2.° Se mezelan 6 kilégramos de plata de
0,950 de ley, con 2 kilogramos de ley 0,780, 34 qué ley
6 X 0,950 + 2 X< 0,780 0,9075.

6+2

269. Regla de aligacion inverse. El cuarto princi-
pio que, segun las notaciones adoptadas, y suponiendo
p' = p, se formula asi... i:g—ﬂ {a], puede ser de-

C 1
mostrado de dos modos: : ;

1.° Pueslo que, segin el tercer prinecipio...
ﬁm (C_E_Gr) = 029 o CJP': SOT&. Gf}m =1e C, pm = QJ =+ C'p'
0 ¢(Ppm —p)==¢(p' —pn) de donde la [a].

2.° Cada unidad del preeio mayor p, vendida al
medio 7., produce la pérdida p' — p,, ¥y las ¢ unidades
la pérdida ¢ (p' — m). Por el contrario, cada unidad del
precio menor p, vendida al medio p,,, da de ganancia
Pm — P, ¥ ¢ unidades darin de ganancia ¢ (p,,— p. Igua-
lando esta expresion con la de la pérdida, se verilicara el
segundo prineipio, y la proporcién [«]. ]

Por tanto, para resolver las cuestiones de aligacion

40

de donde p,, =

resulta la mezela? I =
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inversa, se formaran tantas proporciones como pares de
cantidades haya, cuyos valores comprendan al precio de
la mezela, que por eso se llama precio medio, ¥ mediante
esas proporeiones se hallardn las cantidades relativas que
se pueden mezelar; siendo la cuestion indeterminada a
no fijar alguna de esas cantidades, 6 la total de mezcla.

Naturalmente, si una especie de cantidad es comun &
dos 0 més proporciones, el total de la misma que ha de
entrar en la mezcla, es la suma de las cantidades que de
- _cada proporcion de aquéllas resulte.
- Ejemplo 1.° ;Qué cantidades se podran mezclar de
vino de 1.25 pesetas lilro, de 0,94, de 0,80 y de 0,43, para
vender a 0,92 el litro de la mezela?

Llamemos ¢, ¢, ¢", ¢'" las cantidades buscadas, por su
orden de mayor & menor precio. Segun el cuarto principio
tendremos las proporciones

eREi 099 0m0 T8 ey 0 ug

¢' 025092 33 ¢ 094092 2

Podra, pues, hacerse la mezcla con 12 litros de & 1,25
pesetas, 33 litros de & 0,80, 49 litros de 4 0,94 y 2 litros
de a 0,43, ¢ con olras 4 cantidades de vino que sean pro-
porcionales directamente & 12, 49, 33 y 2 (por orden de
mayor a menor precio). Comprobemos la 1.* solucién, se-
gun el tercer prineipio:

1,25 > 12 + 0,94 < 49 + 0,80 x 33 + 0,43 x 2
= 0,92 > (12 + 49 + 33 + 2) — 88,32 pesetas.

Ejemplo 2.° ;En qué proporciones debera mezclarse
la plata 6 el oro de dos barras, la una de 0,950 de ley y
la otra de 0,885, para que resulte la aleacién 4 la ley
de 0,900?

Siendo las diferencias de la ley media 4 las extremas
0,950 — 900 = 0,050, 0,900 — 0.885 = 0,015 bhastara
tomar 15 partes cn peso de la primera barra y 50 de la
segunda, 1 otras dos cantidades proporcionales a 15 y 50
(de la mayor & la menor ley).

Claro es que si se fija la cantidad total de mezcla, la
cuestion, ya determinada, se reduce 4 dividir ese total, en
partes proporcionales & los numeros hallados por las pro-
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porciones antedichas; y si se fija una de las cantidades
que se han de mezclar, habra que determinar las otras
hallando cuartas proporcionales sucesivas.

Por 1iliimo, es evidente que si se supone a la unidad -
de mezcla un valor que no sea intermedio entre los valo-
res extremos de las unidades que se han de mezclar, el
problema es imposible mateméaticamente; aunque asi lo
resuelven para su provecho muchos comerciantes.

§ 2.° REGLA CONJUNTA.

210. Lldmase regla conjunta la que se emplea pora
averiguar la equivalencia numerica entre dos cantidades,
por el intermedio de otras velacionadas, a su vez, con
aquéllas y entre si. Se funda en el siguiente

Principio fundamental. Los productos ordenados de
varias equivalencias—o igualdades de valor entre canti-
dades concretas —que tengan homogéneos el segundo
miembro de cada una con el primero de la siguiente,
forman otra equivalencia cuyo primer miembro es de la
primera especie, y el segundo de la iliima.

Sean, primero, las dos equivalencias 4¢=>50, 3b=4c¢;
multiplicando la primera por 3 y la segunda por 5, resul-
tan estas otras... (4Xx3)ea=(5x3)b, 3x5)b=(4 X 5)¢
de las que inmediatamente se deduce (4 < 3)a=(4 x5)c.

Sean ahora tres 6 mas; por ejemplo: las cinco

Bag-—0bip 1b-—Dede—34 lid—8Be be—Tu.

Multiplicando las dos primeras resulta, segin el caso
anterior, (8 x4) @ = (5 X 9) ¢. Multiplicando ésta por la
tercera (8x4x3)a — (5 <X 9 X 2)d, y asi sucesivamente
hasta 8 X4 X3 X1 X6)a=(bBX9IX2X8xT)m.

A veces conviene que la primera y ltima especie sean
una misma, cuando es inedgnito uno de los factores de
esos productos. -

Ejemplo 1.° ;Cuantas pesetas valen 5,07 metros de
una tela, sabiendo que 2 metros equivalen & 7 litros de
vino, 1 liteo de éste & 4 gramos de plata y 2 gramos de
ésta a 0,40 pesetas?
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2 pts. = 5,07 ms.[ (#X2x1x2) p=(5,07x7x4x0,40)p
2 ms. =17 litros. ot 5,07 <7 x 40,40
1 litro = 4 gms. o s
2 gms. = 0,40 pts.{ =5,07 x 7 x 0,40 == 14,196.
Ejemplo 2.° Hallar la relacién aproximada entre el
metro y la legua, sabiendo que (también aproximada-
mente) : ;
5 motros =6 varas [ (5><4 1111 < 3)met. = (62 <1< 1)log.
4 varas =2 brazas Ll = 541111 3
1111 brazas=1 mills 62
3 millas=1 legna { = 5 > 1111 = 5555 metros.

Cuestiones sobre el Lihro sexto.

1. Sabiendo que una luz alumbra & doble distancia 4
veces menos, a triple distancia 9 veees menos, y en ge-
neral & distancia # veces mayor, #* veces menos, jen qué
proporeion estan las intensidades de una luz con sus dis-
tancias al objeto alumbrado?

2. Ll tiempo que tarda un péndulo en cada oscila-
cion estd en razon directa de la raiz cuadrada de su lon—
gitud (para el mismo sitio geografico), jeuinto tardarfa en
cada oscilacion un péndulo cuya longitud fuese de 300
metros, sabiendo que tarda un segundo el que ticne 3,564
pies (en Madrid)?

3. Una guarnicién de 1800 soldados tiene viveres
para 3 meses, comiendo 4 5 heclégramos diarios; aumen-
tada en 300 soldados, jeuénto dehe comer cada uno (de
los 2100) diariamente para que los mismos viveres duren
4 meses?

4. Hay que repartir 2205 pesetas entre 4 personas, de
modo que por cada 2 & la primera, se den 3 4 la segunda;
por eada 4 & la segunda, 5 4 la tercera, y por cada 6 4 la
tercera, se den 7 a la cuarta, jcuéntas pesetas correspon-—
den & cada una de las 4? ;

9. Entre dos socios pusieron 1000 pesetas para un
negocio, el uno retiré su capital & los dos meses, y el otro
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le tuvo un mes més; tocaron & 900 pesetas cada uno de
ganancia, ;euanto puso cada uno de capital?

6. Un capital de 60000 duros ha producido 2500, /
estando impuesta una parte al 4,5 y la otra al 3,5 por 100, ‘f’}\“\
scuanto importa cada parte? : v e \

7. Un capital de 3750 pesetas ha redituado 719,25, en/ s 2

:

| g'J- el

2 — aifios, 4 interés simple, scuénto era el tanto por 1002 = =
8. Un capital de 48000 pesetas ha producido 10320 dg2 = =
intereses, al 6 por 100 anual de interés simple; jcudnt®> 5 -~
tiempo ha estado? W2 2=
=]

9. Una letra de 750 pesetas que vence el 10 de Di- . 3
ciembre, se cobra el 24 de Septiembre con un descuento
de 6 por 100 anual, ;cuanto se cobra, de uno y otro modo
de descontar?

10. TUn pagaré de 11891,41 pesetas que veneia a los
41 meses, se cobré al contado, con 9000 pesetas, ;4 qué
tanto por ciento se descontd? :

12. iQué anualidad se debe cobrar por un capital de
30000 duros impuestos: 1.°, & renta perpetua; 2.°, a renta
vitalicia de una persona que tiene 20 anos, y al 6 por 100 -
anual?

13. La aleacién de imprenta consta de 5 partes de
cobre, 20 de antimonio y 80 de plomo. Suponiendo que
valen: el cobre &4 9,6 reales kilégramo, el anlimonio a 5,8
y el plomo a 1,9, jeudnto vale el kilégramo de la aleacion
de imprenta?

14. Sabiendo que las distancias medias de los prin-
cipales planetas al Sol, son (tomando por unidad la de la
Tierra) Mercurio, 0,387; Venus, 0,723; Marte, 1,524; Jipi-
ter, 5,203; Saturno, 9,539; Urano, 19, 183; Neptuno, 30,036,
y que los cubos de esas distancias son directamente pro-
porcionales & los cuadrados de los tiempos de las revolu-
ciones al rededor del Sol, de los astros respectivos, hallar
estos tiempos en funcion del terrestre = 365,256 dias.

%

l.
o

\ 4

FIN DE LA ARITMETICA.
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