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PRÓLOGO DE LA ARITMÉTICA. 

Principiada esta obra há cerca de tres lustros, é inte
rrumpida tan largo tiempo, por varias causas, nos hemos 
decidido á continuarla, animados por el juicio que mere
ció el l . e r Cuaderno á los compañeros que lo leyeron, y 
para satisfacer por escrito nuestra pasión por la enseñan
za, que, aun cuando parezca paradójico, no podemos satis
facer oralmente, á pesar de nuestro cargo oficial, por 
tristes y múltiplas razones que fuera ocioso enumerar. 

Aunque innecesario para algunos, no será del todo 
inútil motivar las principales innovaciones que presenta
mos en el Libro 1-°, base y fundamento de toda la ciencia 
de los números; en los demás no hay reformas tan radicales. 

La primera es la generalidad con que se trata la Teoría 
de los números enteros, para cualquier sistema numera
tivo; generalidad sin la cual creemos no hay conocimien
tos verdaderamente científicos, y que además juzgamos 
de conveniencia didáctica, pues los principiantes de Ma
temáticas no se fijan en el fondo de las primeras opera
ciones aritméticas, porque las saben hacer de rutina, 
desde la 1. a enseñanza; mas, cuando por variar el sistema 
numerativo, no pueden seguir esa rutina, preciso es que 
se fijen en el fondo de cada operación para saber hacerla. 

Es la segunda la consideración de los números nega
tivos, cuya existencia en Aritmética creemos justificada, 
no sólo por necesitarse de ellos en la Teoría de logaritmos 
que no debe faltar en aquélla, si ha de ser regularmente 
completa, si que también por tener un origen tan lógico, 
como los fraccionarios é mcomensurables le tienen por 
división ó extracción de raíces respectivamente, pues todos 
son resultados ideales de operaciones imposibles de veri-
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ficar inmediatamente, pero que deben ser admitidas en 
abstracto, para el cálculo: primero porque en éste real
mente desaparece bajo el signo lo significado; segundo, 
porque á veces operaciones contrarias á las imposibles, 
destruyendo á éstas, hacen que resulten números reales 
ó efectivos aplicables á cualesquiera cantidades; y tercero, 
porque aun esos resultados, absurdos en abstracto, tienen 
lógica y genuína interpretación concreta para algunas 
especies de cantidades, como se patentiza oportunamente. 

Por último, llamamos la atención sobre el orden adop
tado para las teorías de divisibilidad, números primos, 
máximo común divisor, mínimo común múltiplo y facto
res simples y compuestos, que expuestas comunmente en 
el orden nombrado, producen: el que estén por virtud de 
él separados los dos métodos para hallar ya el máximo 
común divisor, ya el mínimo común múltiplo; el estudio 
de los números primos, ya aislados, ya considerados como 
factores, y el de éstos de la divisibilidad que los origina. 

Para terminar, hacemos nuestras las palabras con que 
también termina el prólogo de sus excelentes «Lecciones 
de Aritmética» nuestro estimado maestro D. Ambrosio 
Moya. 

«Hemos ejecutado este trabajo á impulsos del amor á 
la ciencia y á la juventud estudiosa; no tenga otro móvil 
quien le critique y desde ahora le prometemos nuestro 
sincero reconocimiento.» 

El cual otorgamos desde ahora á nuestro compañero 
Sr.Cassinello, quien, con una paciencia increíble, ha 
revisado minuciosamente la segunda mitad de este tra
tado, hallando la mayoría de las erratas relativas á esa 
parte, que constan en la lista siguiente. 

Granada—Marzo—1890. 



ERRATAS PRINCIPALES (")• 

P á g . a Línea. 

21 21 

30 23,24 

54 17 
55 4 
60 Ei empio 
64 9 
69 — 6 - 7 
» —4 
76 —7 
86 12 

» 13 

88 —4 
93 —10 
97 - 3 
100 8 
104 13 
105 6,7 
107 5 
109 21 
110 18 
111 18 
112 6 
117 —11 
124 2 
136 —4 
138 —5 

Dice. Debe decir. 

í J t S s ) e r C Í O S , C Í n C ° | í C Í Q C O m e d Í O S ) ' 
así sucesivamente/ con los anteriores 

con sólo dar con losjy así sucesivamente 
[anteriores, y (con sólo dar 
9-4-3-8-15 9-4-3-2-8-15 
(egf) (egh) 
196630 96630 
5730800 57308000 
( r + r + r " ) H - r ' " ) : ^ ' ( r + r ' + r ' + y ' ) : E 
A E (A E 

2319 
2 

da...l2l 
2 / 

• al +\2a*l + a*l + ali -f 

3319 
2 2 

la... I1 
I 2 2 

\2a l -h al 
\ 2 3 

2al -\-l 

2al2 + l3 

(Ese Corolario debe estar en el número 96 
como Teorema 2.°) 

raíz cuadrada 
1000 d 3 

182830 
5 x 5 
cifra significativa 
signo—y 
21. 
mas 
2-18 
23-3 
B\e 
(73) 

raíz 
100 d s 

18233 
5 x 6 
cifra 
signo y 
26, 
mas por 
2,18 
2-2-3 
B 4 =e 
(72-3.°) 
2 
m. c. m. c 

Q 
m. c. m. 

(*) El signo — delante del número que designa la línea, indica que se empiece 
contarlas por la parte inferior de la página. 
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Pág . Línea. Dice. Debe decir. 

138 
141 
144 
148 
151 
161 
170 
175 
188 
189 
190 
» 

200 
205 
219 

222 
226 

233 
244 ( 
245 ( 

—2 210 
—14 Mm=Ddi 

f . & 
—15 r+r 
—9 1 0 n : < 
—13 primos 

9 346 
13 ordinarias 

12,13 sumandos 
22,23 incomensurables 

18 v—v 
5 del de 

20 sumandos 
17 40 
10 6366 
3 la de interpolación 

37 y -

13 a 3 + . . . + b n 

1 . _ 1 _ 
5 b n d * 5 2 d 

220 
M:m-Dd" 

1 0 n > 
primeros 
347 
en ordinarias 
datos 
comensurables 
v—v' 
de 
datos 
10 
6636 
¡el n.°de términos in-
¡ terpolados más 1 

n 
V~ 
a 3-f-...+a n 

1 1 
•find ¿2d 

(Hay algunas cifras erróneas fáciles de notar). 
247 13 19,82 18,92 
250 17 cifra cifra significativa 
» 21 16,8 16,1 

0,000721 254 —6 0.010721 
16,1 
0,000721 

» —2 244,32 244,23 
255 última 55,94 54,94 
274 12 15544 11144 

» 14 40558, 40118, 
275 - 2 11030 11040 
276 16 día de hora 
302 
303 

22,23,29 
1,15 

| ( l + r ) n - l (l+r) n. 



ITRODUdW í L\S MOTim 

«Facultades del alma humana; productos respectivos 
de su ejercicio. (1). (*) 

Conocimiento; verdad y error; certeza y duda; crite
rios; evidencia. (II). 

Noción ó idea; juicio y proposición; raciocinio ó razo
namiento. (III). 

Verdades indemostrables y demostrables; diferencia 
entre raciocinio y demostración. (IV). 

Ciencia; su fondo ó materia y su forma: sus principios 
fundamentales y formales: sus proposiciones y teorías: sus 
métodos analítico, sintético y constructivo. (V). 

Definiciones, axiomas, postulados. (VI). ¡ 
Teoremas, problemas, lemas, corolarios y escolios; 

O Los números entre () indican seconsulteel párrafo correspondiente del texto. 
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proposiciones recíprocas y contradictorias. (VII). 

Planteo, resolución, soluciones, demostración y discu
sión de un problema. (VIII). 

Problemas determinados, indeterminados é imposibles. 
Idea de los métodos analítico y sintético para demos

trar teoremas y resolver problemas y de las demostracio
nes indirectas ó ad absurdum. (IX). 

División de las ciencias en racionales y esperimenta-
les: sus caracteres respectivos. (X).» 

I. El alma humana tiene tres facultades ó modos di
versos de comunicarse con el mundo, llamadas sensibili
dad, inteligencia ó pensamiento y voluntad; así como, á 
los resultados ó productos del ejercicio de cada facul 
tad, se los llama respectivamente sensaciones, cono
cimientos y desaos. No se crea, sin embargo, que funcio
nan independiente y separadamente las tres facultades; 
por el contrario, funcionan casi siempre unidas, como que 
no son, según ya se ha dicho,.más que maneras ó modos, 
de funcionar del alma única á que pertenecen: Así p. ej. 
á la vista de un brillante, nuestra alma siente, ó recibe 
la sensación del brillo, por el ejercicio de la sensibilidad; 
conoce, ó adquiere el conocimiento inmediato del tamaño y 
mediato del valor de dicha alhaja, por el ejercicio de la 
inteligencia; y desea, ó forma el deseo de poseerla, siquie
ra sea por medios lícitos, por el ejercicio de la voluntad.. 
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Hay, no obstante, conocimientos y deseos sin sensa
ciones correspondientes; p. ej.: el conocimiento de Dios y 
el deseo de unirse á Él, de toda alma religiosa. 

II. Conocimiento es, pues, todo producto inmediato 
ó mediato de la inteligencia, cuyo ejercicio supone algo 
sobre qué verificarse, siquiera sea la misma alma, como 
en el conocimiento inmanente ó psicológico. En otros tér
minos, todo conocimiento supone: un sujeto cognoscente, 
—el alma que conoce,—un objeto conocido, y la relación 
entre sujeto y objeto, la cual constituye esencialmente el 
conocimiento. Verdad ó conocimiento verdadero es todo 
conocimiento de un objeto tal cual éste es, sin faltas, 
añadiduras, ni mudanzas de sus atributos ó cualidades: y 
error, falsedad, ó conocimiento erróneo ó falso, es todo 
conocimiento en que el objeto no aparece á la inteligencia 
tal cual es, sino con faltas, añadiduras ó mudanzas de sus 
atributos ó cualidades. 

Certeza ó certidumbre es la conciencia de la verdad, 
es decir: el estado del alma que posee la verdad plena y 
seguramente; y duda es, por el contrario, la inseguridad 
ó incertidumbre de si un conocimiento determinado es 
verdadero ó falso. Griterío es todo carácter para distin
guir la verdad del error, es decir, para adquirir certeza. 
El principal criterio es la evidencia ó testimonio que da 
nuestra razón de las verdades que la competen. 

III. Atendiendo á la naturaleza ó genero de sus ob
jetos, los conocimientos pueden ser de tres clases, á saber: 
nociones, juicios y raciocinios. 
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Noción, concepto ó idea es el conocimiento de un ser 
real ó ideal, sustancia ó atributo. 

Juicio es el conocimiento de una relación entre dos 
ideas. Todo juicio se expresa en una oración gramatical ó 
proposición. 

Raciocinio ó razonamiento es el conocimiento de una 
relación entre dos ó más juicios. 

IV. Verdades indemostrables, intuitivas ó evidentes 
por sí mismas son aquéllas cuyo solo enunciado ó expre
sión basta para producir certeza de ellas, en quien las en
tiende; p. ej.: El todo es mayor que cada una de sus partes; 
Dos cosas iguales á una tercera son iguales entre sí. Por 
el contrario, llámase verdades demostrables, discursivas, 
no evidentes por sí mismas, á las que necesitan un razo
namiento más ó menos largo para ser evidentes, ó produ
cir certeza en quien las comprende. Ese razonamiento se 
llama demostración, y exige para conseguir dicha eviden

cia, á más de la exactitud de las relaciones ó juicios que 
le constituyen, la verdad ya evidente de los juicios que le 
sirven de base ó punto de partida. La falta de una siquie
ra de esas dos condiciones hace que el razonamiento, en 
vez de ser una demostración, sea un sofisma, si dicha 
falta es voluntaria, ó un paralogismo si es involuntaria. 
Entre los paralogismos se llama círculo vicioso el que 
supone ya evidente lo mismo que se quiere demostrar. 

Tanto los juicios, ó las proposiciones que los expresan, 
como los razonamientos, pueden ser particulares ó genera
les, es decir: referirse á objetos determinados—designados 
con nombres propios, p. ej.,—ó á objetos que formen un 
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género, como los designados con nombres apelativos ó 
colectivos. 

Todas las verdades generales y evidentes relativas á 
los conocimientos humanos pertenecen á la ciencia llama
da Lógica, de la^cual es un brevísimo resumen esta In
troducción á la ciencia matemática». En general ,.. 

V. Ciencia es una serie de verdades generales y evi
dentes mutuamente enlazadas y subordinadas todas á la 
idea del asunto ú objeto de la ciencia. El fondo ó materia 
de cada ciencia son las verdades que la integran, y su for
ma el modo cómo esas verdades se encadenan y enlazan 
para ir haciéndose evidentes unas por otras. Principios de 
una ciencia, son las verdades indemostrables que sirven 
de bases para las demostraciones de las siguientes verda
des.—Los principios científicos son de dos clases: funda
mentales y formales; los primeros son los especiales de 
cada ciencia que sirven á ésta de verdadero fundamento 
ó apoyo: los segundos son los comunes á todas las cien
cias del mismo género, ó son las leyes de la inteligencia 
en la adquisición de las verdades científicas y en la or
ganización de éstas para formar ciencia. Proposiciones 
científicas son las oraciones ó cláusulas que espresan ver
dades de la ciencia ó su investigación. 

Teoría es la serie ordenada de proposiciones re
lativas á un mismo asunto; de modo que cada ciencia 
es una gran teoría y cada teoría una pequeña ciencia. 
Método, en generales la marcha ordenada para hacer algo: 
y método científico la marcha ordenada de la inteligen
cia para adquirir-conocimientos científicos y para espo-
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nerlos ó enseñarlos. Hay dos métodos científicos llamados 
respectivamente análisis ó método analítico y síntesis 
ó método sintético. 

El Análisis procede de lo compuesto á lo simple, ele
vándose de lo particular y determinado á lo general é 
indeterminado. La Síntesis, por él contrario, procede de 
lo general á lo particular, de los principios á sus conse
cuencias. Para la perfecta constitución de cualquier cien
cia conviene combinar armónicamente ambos métodos, 

^ formando lo que se llama método constructivo que em
pieza por la análisis y concluye por la síntesis. 

Todas las reglas para la buena construcción cien
tífica, ó sea para el buen uso de los métodos científicos, 
se resumen en la llamada ley de la unidad y variedad 
armónicas qué exige se conozca cada objeto de ciencia: 
\ ? en su unidad ó conjunto; 2.° en su variedad de par
tes % especies ó aspectos y 3.° en la armonía de relaciones 
de las partes, especies ó aspectos, entre sí y con el todo. 

VI. Las proposiciones científicas tienen desde la anti
güedad nombres técnicos que conviene saber: 

Definición es la espresion de los caracteres propios 
y esclusivos de lo definido. 

Axiomas son las proposiciones en que se enuncian 
verdades indemostrables relativas á objetos ya definidos. 

Los postulados son proposiciones de carácter practi
có, no tan evidentes como los axiomas, pero que no nece
sitan, ni á veces tienen, demostración. 

VIL Teoremas son las proposiciones demostrables, 
qué forman el cuerpo de la ciencia, enunciando sus verda-



des principales. 
Problemas son las proposiciones en que se pide lia-

llar algo desconocido ó incógnito, en virtud de sus rela
ciones con cosas conocidas ó ditos. 

Lemas son los teoremas que sirven de auxilio anti
cipado para la comprensión, resolución ó demostración de 
otras proposiciones. 

Corolarios son las proposiciones secundarias que se 
deducen de otras, sin demostración necesaria, por lo obvia 
y sencilla. Son lo mismo que consecuencias. 

Escolios son las advertencias que se intercalan para 
aclarar, ampliar ó restringir proposiciones anteriores. 

Casi todas las proposiciones científicas pueden ser 
enunciadas bajo esta forma: Si A es B, C es D; y entonces 
á la primera parte—Si A es B—se la llama hipótesis J 
á la segunda—C es D—tesis ó conclusión. Es claro que 
aun bajo otra forma gramatical existen la hipótesis y la 
tesis y se las halla fácilmente. Eso supuesto, se llama 
proposición recíproca ó inversa de otra—que toma cor
relativamente el nombre de directa—la que tiene por* hi
pótesis la tesis y por tesis la hipótesis de aquella. Así, 
la recíproca de la proposición—ej.° anterior será: Si C es 
D, A es B. A veces, una proposición tiene varias recí
procas, cuando consta de varias hipótesis para una mis
ma, conclusión ó viceversa. Claro es que siempre se pue
de formar gramaticalmente la recíproca ó las recíprocas 
de una proposición dada, mas podrán ser verdaderas ó 
falsas independientemente de la directa. Es, pues, nece
sario, para completar cada teoría científica, decir si son 
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verdaderas ó falsas las recíprocas de las proposiciones prin
cipales ó directas y demostrarlo. 

Proposiciones contradictorias son dos tales que la una 
niegue justa y precisamente lo que la otra afirma; p. ej. 
A es B, A no es B. Es evidente, que de la verdad de 
una proposición se infiere lógicamente' la falsedad de su 
contradictoria y vice-versa de la falsedad de la una re
sulta evidentemente la verdad de la otra de esas dos pro
posiciones, y ésto es el fundamento de las demostraciones 
indirectas, como veremos luego. 

VIII. Plantear un problema es analizar su enuncia
do hasta descubrir y espresar las relaciones, entre datos é 
incógnitas, qué han de servir de punto de partida para 
conocer éstas. Resolver un problema es hallar sus incóg
nitas, espresando las operaciones que conducen á dicho 
hallazgo. Suele llamarse solución de un problema á 
cada modo de resolverle, y también, y mas propiamen
te, á cada incógnita ya hallada ó á cada combinación de 
ellas, si son varias, que satisface á las condiciones del 
enunciado. 

Es claro que á cada resolución de un problema cien* 
tífico ha de acompañar su correspondiente demostración, 
á menos que no la necesite por su evidencia intuitiva. 
Discusión, de un problema es el examen de todos los casos 
que pueden suceder relativos á los datos, y de la influ
encia de Cada caso en las soluciones. Problema determi
nado es el que tiene un número finito de soluciones, in
determinado el que tiene infinitas soluciones y absurdo 
ó imposible el que no tiene solución alguna. 
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IX. En la demostración de los teoremas y en la re

solución de los problemas, lo mismo que en la organiza
ción de cada ciencia ó teoría, puede seguirse la Análisis 
ó la Síntesis. Se sigue el método analítico cuando, par
tiendo de la proposición enunciada, se ve de que otra 
ú otras podría ser consecuencia y de cuales éstas y así 
sucesivamente basta llegar á cuestiones ya sabidas. Por 
el contrario, el método sintético, partiendo de proposicio
nes ya evidentes, conduce de consecuencia en consecuen
cia hasta la que se quiere demostrar ó resolver. 

Hay otro método de demostración llamado indirecto 
ó ad absurdum. Consiste en probar la verdad de una 
proposición demostrando la falsedad de su contradictoria, 
por el absurdo que resultaría, como consecuencia, si 
dicha contradictoria fuese verdadera. 

X. Las ciencias humanas se dividen en dos clases: 
racionales y esperimentales. Las primeras tratan de obje
tos ideales, necesarios, eternos, inaccesibles á los senti
dos corporales, aunque éstos y el sentido interno—la ima
ginación—presten poderoso auxilio para el estudio de di
chas ciencias, dando formas sensibles, aunque imperfec
tas, á los conceptos racionales—objetos verdaderos de ése 
estudio.—-Las ciencias ele observación, empíricas ó espe
rimentales, por el contrario, tienen sus objetos pertene
cientes al mundo real, ya en su parte material ó sensi
ble, ya en la espiritual ó moral. "i 

En consecuencia, |las ciencias racionales se organi
zan ó constituyen por razonamiento puro, fundado pri
meramente en las definiciones del objeto total de cada 
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una y de los objetos de sus diversas teorías; y las espe-
rimentales se forman por la combinación del raciocinio, 
medio imprescindible, en toda marcha verdaderamente 
^científica, con la observación y la esperiencia, es decir 
con los datos(

: que nos proporcionen lq,s sentidos y todos 
nuestros medios de conocer. 

Sin embargo, como ya hemos indicado, prestan au
xilio á las ciencias racionales, los sentidos y la imagi
nación, materializando los objetos de aquellas, ya con, 
signos, como los que representan números, ya con imá
genes como las que nos formamos de las figuras geo
métricas. También le prestan otras funciones intelectua
les, como la inducción, la abstracción, la generalización, 
la memoria; cuyos oficios respectivos pueden verse en 
un tratado de Psicología á de Lógica. 



ì 
Ulli 
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MATEMÁTICA ELEMENTAL. 

LECCIÓN 1.a 

PRINCIPIOS FUNDAMENTALES.- -DIVISIONES DE LA MATEMÁTICA. 

aldeas de finitud y de infinitud relativa y absoluta; 
ejemplos que las aclaran (1). Definiciones fVIJ de canti
dad, calidad, orden, y número; escolios fVIIJ sobre ellas; 
división del número en cardinal y ordinal f2J. Cantidad 
abstracta y concreta; finita, infinita é infinitesimal'/SJ. 
Medir, medición, medida; unidad (%). Cantidad men
surable é inmensurable; ejemplos de una y otra f§J. 
Números abstracto y concreto; entero, quebrado é incon
mensurable (%J. Espacio y tiempo; movimiento y reposo; 
fuerzas, equilibrio flj. Matemáticas ó Matemática; razo
nes para ambos nombres; matemáticas puras y mixtas 
o aplicadas. (%J. Algoritmia ó Aritmologia; Gfeometria; 
Cronometría; Cinemática ó Foronomia; partes elemental 
y general de cada una de esas ciencias fVJ. Aritméti
ca y Algebra, valor lógico de esa división de la Algorit
mia í\0J. Principales signos matemáticos; igualdad, de
sigualdad,sus miembros y propiedades fundamentales f \ 1J. 

1. Todo hombre en pleno uso de razón tiene, con 
más ó menos claridad, las ideas (III) de finitud y de 
infinitud y las aplica sin cesar á todos los demás obje
tos de conocimiento (II). Así, llama finitos á los obje
tos limitados totalmente, es decir con principio y fin; é 
infinitos á los objetos ilimitados total ó parcialmente, es 
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decir, sin principio ni fin; ó con uno solo de esos-dos 
accidentes. Es claro que finitud es la propiedad de ser 
finito, é infinitud la de ser infinito, y que esas dos pro
piedades las pensamos, lo mismo de seres reales, ó exis
tentes en el Universo, que de los que sólo existen pa
ra nuestra inteligencia—seres ideales—.Todos los objetos 
percibidos por los sentidos corporales son necesariamen
te finitos y sólo son infinitos algunos que concibe nues
tra razón, como el Tiempo, el Espacio, el Ser Supremo. 
La infinitud puede ser absoluta—-la de Dios y sus atribu
tos—,ó relativa—la de los objetos ilimitados sólo parcial
mente, es decir, en algún sentido, pero limitados en otro 
ú otros;—p. ej.° la de un ángulo rectilíneo. 

A las ideas de finitud y de infinitud relativa van 
implícitamente unidos los juicios (III) de comparación y 
de relación mutua de cada objeto finito ó infinito relati
vo" con otro ú otros análogos, y de ahí las ideas áe'can
tidad, calidad, orden y número. 

2. Cantidad es la propiedad de ser cuántos, es decir 
más ó menos, mayores ó menores los seres finitos ó in
finitos relativos, comparados unos con otros los del mis
mo género. Calidad (que aquí mentamos sólo por su vul
gar unión á la cantidad para apreciar los objetos) es la 
propiedad de ser mejores ó peores unos objetos que otros. 
Puede decirse que calidad es la cantidad de bondad. Orden 
es la disposición relativa, ó de unos respesto á otros, de 
varios objetos, en el Tiempo ó en el Espacio. Número es, 
en su más lata acepción, la cantidad ó el orden determina
dos exacta ó aproximada, material ó mentalmente. Si el 
número se refiere á la cantidad, es llamado cardinal; y si 
al orden, ordinal. De las definiciones anteriores se infieren 
fácilmente los siguientes escolios (Vil). 

l.° Tanto la cantidad como la calidad pueden referir
se á un objeto solo, ó á varios, pero supuestos siempre 
otros análogos con quienes comparar aquellos, pues nada 
es, en absoluto, mayor ó menor, más ó menos, mejor ó 
peor, sino con relación á algo respectivamente menor ó 
mayor, menos ó más, peor ó mejor. 
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2.° El orden sólo puede referirse á varios objetos, 
3.° La cantidad es la propiedad fundamental, de las 

cuatro definidas, en este número, á la cual pueden redu
cirse natural ó artificialmente las otras tres, al menos 
para su estudio, como veremos en el curso de estas lec
ciones. r '• 

4." La cantidad es sólo propiedad ó atributo de las 
cosas cuántas, como la bondad de las buenas, etc.; más 
se usa el nombre abstracto cantidad como apelativo, 
siempre que se habla de dicha propiedad sin referirla á 
objeto alguno. 

3, Cantidad abstracta, es la cantidad no referida á 
objeto alguno determinado. Cantidad concreta es la re
ferida á objeto determinado, v. g.: cantidad de placer, 
de talento, de fuerza, de dinero, etc. 

La cantidad (abstracta ó concreta) puede también 
ser clasificada, según el grado de limitación de los ob
jetos á que se refiera ó pueda referirse (1), como sigue: 

Cantidad finita es la de los objetos limitados total
mente ó en todos sentidos. 

Cantidad infinita ó infinitamente grande es la de 
los objetos ilimitadps en algún sentido aunque limitados 
en otros ú otros, sin lo cual no tendrían cantidad, como 
no la tienen, v. g. Dios y sus atributos. 

Cantidad infinitesimal ó infinitamente pequeña es 
la de los elementos indivisibles de que constan todas las 
cantidades; p. ej. los instantes de que consta el tiempo. 

4. Medir una cantidad es determinar su relación 
exacta ó aproximada con otra cantidad del mismo gene-
ñero tomada como tipo de comparación: relación análoga 
á la que toda pluralidad de objetos tiene con uno de ellos. 
Medición es el acto ó la operación de medir y medida 
el resultado inmediato de la medición. A veces, también 
se entiende por medida la cantidad tipo de comparación 
para medir las de su género, y cuyo verdadero nombre 
es unidad de medida ó sólo unidad. 

S: Lo espuesto últimamente autoriza la siguente cla
sificación de las cantidades, relativamente á su medición. 



Cantidad mensurable ó medible es toda aquella cuya 
medición exacta ó aproximada se concibe posible, aunque 
tal vez no lo sea para las limitadas facultades humanas. 
Tales son todas las cantidades (reales ó ideales) relativas 
al mundo material ó sensible, como: cantidad de espacio, 
de tiempo, de fuerza, de calor, etc. 

Cantidad inmensurable ó inmedible es toda aquella 
cuya medición no se concibe posible para nadie: solo sí 
su comparación vaga con otra de su genero para afirmar 
su relación de igualdad ó desigualdad. Tales son todas 
las cantidades relativas al mundo espiritual ó supra-sen-
sible, como: cantidad de placer, de dolor, de belleza, de 
talento, de bondad, de maldad, etc. 

6. De lo espuesto se deduce que sólo las cantidades 
mensurables (5) son determinables numéricamente (2), y 
ésto cuando se compara y relaciona á las del mismo géne
ro cualitativo y orden cuantitativo, es decir, á las concre
tas relativas á objetos del mismo nombre y además todos 
finitos ó infinitos, ó infinitesimales (3). En efecto, la me
dición exacta ó aproximada que toda determinación nu
mérica presupone (4), no sólo exige la previa fijación de 
unidad—santidad del mismo género que la determinanda, 
—sino el que esa unidad sea finita, infinita ó infinitesimal, 
según lo sea respectivamente la cantidad que ha de me
dirse. Según que se esprese ó no el nombre ó género, de 
los objetos cuya cantidad ó cuyo orden son determinados 
numéricamente, los números respectivos son abstractos ó 
concretos. 

Numeró abstracto ardiñal es, pues, la relación de 
cualquier cantidad con la unidad de su género; ej°. ocho. 
Número abstracto ordinal es la relación entre el lugar ó 
sitio de cualquier objeto y el de.otro ú otros objetos aná
logos y con aquel coordenados; ej.° octano. Número con
creto cardinal es la espresion de cada cantidad concreta; 
ej.° ocho varas. Número concreto ordinal es la espresion 
del sitio de cada objeto entre varios del mismo nombre 
coordenados:. ej.° octavo'dia. El nombre de cada número 
concreto consta, jpues, del nombre'de nn abstracto y del 
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de la unidad concreta correspondiente, en plural ó en sin
gular. Cuando se dice número, simplemente, se entiende 
número abstracto cardinal. 

El número cardinal (abstracto ó concreto) se divi
de, bajo otro aspecto, en entero, quebrado ó fracciona 
rio, é inconmensurable. 

Número entero abstracto es la relación de cualquier 
cantidad y su unidad, si aquella contiene á ésta exacta
mente una ó varias veces. Ej.° ocho, ciento. Número en
tero concreto es la espresion de la medida de cada can
tidad concreta, si ésta contiene exactamente á su unidad 
una ó varias veces; ej.° ocho dias, cien varas. 

Número quebrado ó fraccionario abstracto es la rela
ción entre cualquier cantidad y su unidad, si aquella no 
contiene á ésta exactamente, pero sí contiene á cada una 
de las partes iguales en que se la suponga dividida; ej.° 
dos tercios, cinco medios, dos y medio. Si la cantidad 
cuya relación con la unidad es un quebrado, vale mas 
que la unidad, dicha relación puede espresarse de dos mo
dos: ó diciendo sólo cuántas partes iguales de unidad con
tiene la cantidad (dos tercios, cinco medios), ó diciendo 
primero cuántas unidades completas y en seguida cuán
tas partes de otra unidad integran la cantidad medida 
(dos y medio). Bajo esta última forma el número frac
cionario es llamado número mixto, siendo, como se com
prende fácilmente, mera cuestión de forma en su espre
sion, llamar á un número, mixto ó fraccionario, pues 
p. ej.° cinco medios, dos y medio, son dos nombres distin
tos de un solo y mismo número. 

Número fraccionario concreto es la espresion de la 
medida de cada cantidad, cuando su relación con la uni
dad es un fraccionario abstracto, cuyo nombre seguido 
del de la unidad, forma el nombre del quebrado concre
to; ej.° dos tercios de dia, cinco medios cuartillos ó dos 
y medio cuartillos. 

Por último...... 
Número inconmensurable abstracto es la relación dé cual
quier cantidad á sü unidad, si aquella no contiene exac-



tamente á esta ni á parte alguna de las iguales en que 
se la divida, cualquiera que sea el número de partes. 

Número inconmensurable concreto es lo que resulta 
de referir un inconmensurable abstracto á la unidad cor
respondiente. Los números inconmensurables no tienen 
espresion propia exacta, sino cuando resultan de las com
binaciones de los números enteros y fraccionarios, co
mo se verá después. 

7. El Espacio y el Tiempo son indefinibles, aunque 
todo hombre en sano juicio sabe bien lo que son y sabe 
que son infinitos, si bien puédese concebir en uno y en 
otro porciones limitadas total ó parcialmente que son lla
madas respectivamente espacios y tiempos. Movimiento 
es la variación de algo en el Espacio en tiempos sucesi
vos; reposo es, por el contrario, la fijeza de algo en el 
Espacio, en tiempos sucesivos. Fuerza-es toda causa de 
movimiento, aunque no siempre le producen cuando son 
varias. Equilibrio es el efecto que producen varias fuer
zas que mutuamente se destruyen y no producen mo
vimiento. 

8. Matemáticas ó Matemática es la ciencia de la can
tidad mensurable, la cual desde ahora podremos llamar 
también cantidad matemática. Nombrada esa ciencia pri
meramente en singular, como realmente puede hacerse 
por la unidad de su objeto, se usa mas bien el nombre 
en plural, por la gran estension é importancia de sus va
rias partes, cada una de las cuáles constituye una verda
dera ciencia. Ea el curso de esta obra la nombraremos 
indistintamente de ambos modos, por no romper del to
do con el uso, ni con las razones lógicas é históricas que 
autorizan se nombre en singular. 

Matemáticas puras son las que tratan de la cantidad 
abstracta (3) y de las - cantidades en el Espacio, en el 
Tiempo y en el movimiento. Matemáticas mixtas ó aplica
das son las que tratan de cantidades materiales1 ó físicas 
como de fuerza, de calor etc. Mediante ciertos conve
nios también se puede considerar matemáticamente algu
nas cantidades del mundo inmaterial, como se hace en 
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algunas obras intituladas Matemática moral, social etc. 

9. Según su definición y las reglas para la buena 
organización científica, la Matemática pura debería divi
dirse en cuatro partes, que trataran respectivamente: 1.a 

de la cantidad abstracta; 2. a de la cantidad en el Espa
cio; 3. a de la cantidad en el Tiempo, y 4. a de la canti
dad en el movimiento—combinación armónica del espacio 
y del tiempo.—La 3. a parte no está aun constituida co
mo ciencia, aunque ya se la nombra Cronometría. Las 
otras tres están ya organizadas, aunque no perfectamen
te, y son llamadas: la 1.a Algoritmia (ciencia del cál
culo) ó Aritmologia (ciencia del número); la 2. a Geome
tría y la 4. a . Cinemática ó Foronomía. La mas- conve
niente subdivisión de cada una de esas ciencias en su 
actual estado, parece ser en dos partes: elemental que 
esponga las verdades mas sencillas y usuales relativas al 
objeto de la ciencia y general que trate ya dicho objeto 
en todas sus determinaciones. 

10. Asi la Algoritmia se divide, casi unánimente por 
todos los matemáticos, en Aritmética y Algebra, partes1 ca
racterizadas respectivamente por la anterior consideración, 
que no fundándose en razones lógicas, sino solo en ra
zones de conveniencia didáctica, no da masNvalor lógico 
á dicha división que el de ser casi completamente1 necesaria 
hasta mejor organización de la Algoritmia. Según lo que 
precede, el Algebra completa debería estar fuera de la Al
goritmia elemental, y el nombre de Algebra elemental, tan 
usado oficial y extraoficialmente, tiene aun menos razón 
de ser que la división en Aritmética y Algebra. Confor
mándonos sin embargo, ,con la nomenclatura usual, inclui
remos también en esta obra, lo que comunmente se entien
de por iVlgebra elemental. 

11. Los principales signos matemáticos, que por usar
se en todas las partes de esa gran ciencia deberemos es-
pliear en estas generalidades, son los .que espresan las re
laciones de igualdad ó desigualdad—base y fundamento 
del concepto de cantidad.—La relación de igualdad se es-
presa con el signo=colocado, en el orden de lectura, entre 
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las cantidades que son ó se suponen iguales, en cada cues
tión matemática; p. ej.° A=B, que se lee A igual á B, 
ó A igual B; llamándose, en general, igualdad matemá
tica á la espresion de la relación de igualdad, y desigual
dad á la espresion de la desigualdad ó relación general 
entre cantidades desiguales. Debe tenerse, pues, mucho 
cuidado con las dos acepciones, una abstracta y otra ma
terial, -de las palabras igualdad, desigualdad. El signo 
de desigualdad es el < ó el > colocado entre las canti
dades desiguales, siempre con el vértice ó punta vuelta 
hacia la cantidad menor. Así, A < B , B > A, se leen 
respectivamente A menor que B, B mayor que A. Pri
mer miembro de una igualdad ó desigualdad es lo que 
se espresa antes del s igno=,> ó < y segundo miembro 
lo que se espresa después. Es evidente ó axiomático (VI) 
que la relación de igualdad ó desigualdad entre dos can
tidades no camUa cuando con ambas se hace una misma 
operación matemática. Este axioma es fundamental en to
da la ciencia matemática así como los dos siguientes. 

Dos cosas iguales á una tercera son iguales entre si. 
jbos cosas, una mayor y otra menor que una tercera, 

son desiguales entre sí; siendo evidente cual es la mayor 
y cual la menor. 

Los signos de relación = > < se usan á veces cru
zados de arriba á abajo por un trazo recto y entonces sig
nifican la negación de la relación que significarían sin 
trazo. 

Ademas de los signos de relaciones matemáticas, a-
firmativos ó negativos, se emplean, como es natural, sig
nos de cantidades y de operaciones ó combinaciones de 
cantidades, los cuales se irán manifestando con su sig
nificado, á medida que lo exijan las teorías respectivas, 
bastando aqui la advertencia general de que las letras 
sueltas, ya usadas en varios ejemplos puestos en esta 
lección, son los signos mas generales de cantidades, es 
decir: representan, al menos en Algoritmia, cantidades 
indeterminadas de valor. 



A R I T M É T I C A . 

LECCIÓN 2. A 

DIVISIONES DE LA ARITMÉTICA.—NUMERACIÓN DE ENTEROS. 

«Definición déla Aritmética y su división usual en 
dos partes: 1.a Aritmética abstracta; 2. A Aritmética con
creta (12) . División razonada de la Aritmética: abstrac
ta en 4 libros: i.* Teoría de los números enteros; 2.° 
Teoría de los números, fraccionarios; 3.° Teoría de los 
números inconmensurables; y 4.° Relaciones aritméticas 
entre números abstractos cualesquiera (13) . Subdivisión 
razonada de cada uno de los 3 primeros libros en 3 ca
pítulos; 1.° Numeración; 2.° Operaciones; 3." Propieda
des (14). Numeración en general: su división en verbal 
y escrita (15). Generación primitiva de los números en
teros cardinales por agregación de unidades, y en conse
cuencia, infinidad de dichos números, y necesidad de un 
sistema verbal de numeración de enteros (16) . Teoría ge
neral de cualquier sistema verbal regular de numeración 
de enteros: base, unidades numerativas y números ele
mentales de 1.°, 2.°, 3 . E R orden, etc. (17). Cada unidad 
numerativa vale más que todos los mayores números ele
mentales de órdenes inferiores (18). Nomenclatura en el 
sistema usual ó décuplo: 1.° de las unidades numerati
vas y números elementales de órdenes sucesivos; grupos 
periódicos de aquellas: 2.° de un entero cualquiera no 
elemental (19). Numeración escrita; idea general de sus 
sistemas antiguos; numeración romana (20) . Teoría ge-
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neral de los sistemas regulares de numeración escrita; 
base, cifras y guarismos; valores absoluto y relativo de 
cada cifra (21). Aplicación de esa teoría general al 
sistema décuplo; reglas para escribir y leer en él nú
meros enteros (22). Nomenclatura de los números ordi
nales; notación gráfica de los mismos (23).» 

12. Aritmética es la parle elemental de la ciencia 
de los números. Esta definición comprende no sólo 
á la Aritmética, que nombramos (10) como parte ele
mental de la Algoritmia, es decir, de la 1.a rama de 
la Matemática pura, sino también las aplicaciones ele
mentales de esa rama á los números concretos más 
usados en la vida social. Así definida, la división na
tural de la Aritmética es en dos partes, que traten 
respectivamente de los números abstractos y de los nú
meros concretos, y que por tanto, podrán nombrarse bre
ve y exactamente: Aritmética abstracta y Aritmética 
concreta. 

Es indudable que el orden en que deben ser estu
diadas es el mismo en que acabamos de nombrarlas, pues 
que según lo dicho, la 2. a no es mas que la aplicación 
de la 1.a á los números concretos más usuales. La 1.a 

parte es, pues, lo que en la lección 1.a hemos conside
rado como parte elemental de la ciencia de la cantidad 
abstracta, porque en ésta no cabe indudablemente estu
diar más, que su determinación numérica y las relacio
nes de los números abstractos resultantes de esa determi
nación. Es verdad que esos números no siempre apare
cen .completamente determinados de valor, mas no por. 
eso se crea, como erróneamente se considera- en muchas 
obras, que las cantidades pueden ser,—en general, en 
abstracto, ni menos en concreto,1—combinadas y relacio
nadas directamente, es decir, sin suponerlas explícita ó 
implícitamente referidas á su unidad. Lo que hay es, 
que en las cuestiones verdaderamente generales—todas 
las algebraicas y algunas aritméticas*—se deja la unidad 
indeterminada de valor, porque lo son también las can-
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tidades consideradas, mas á no ser tal vez, en las doi 
primeras operaciones algorítmicas—adición y sustracción 
—no se combinan ni relacionan matemáticamente canti
dades, sino números determinados ó indeterminados; cons
tantes ó variables; abstractos ó concretos; finitos, infini
tos ó infinitesimales; reales ó ideales. Esta última-deno
minación exije una breve explicación que se ampliará 
más adelante. Entendemos por números ideales los re
sultados de operaciones matemáticas imposibles de rea
lizar (p. ej° restar ó quitar un número mayor de otro 
menor) con números dados; resultados que, á pesar de 
su implícita ó esplícita absurdidad se les somete á ope
raciones ulteriores, en virtud de ciertos convenios. 

Sin embargo de lo que acabamos de esponer, usare
mos indistintamente, como se acostumbra, los términos 
número y cantidad, por un tropo ó figura retórica, á 
veces conveniente. 

Postulados. Cualquier cantidad puede ser .expresada por 
cualquier número, tomando lá unidad correspondiente. 
Cualquier cantidad puede ser unidad de todas las can
tidades de su género, resultando los números respectivos 
correspondientes. Cualquier número puede referirse a cual
quier unidad, resultando la cantidad correspondiente. 

. 13. En lo que acabamos de esponer, y en la lección 
anterior queda, aunque sumariamente, estudiado el ob
jeto total de la Aritmética: toca ahora, para seguir la ley 
lógica (V) estudiar las diversas especies de ese objeto, y 
las relaciones de- esas especies entre sí, y con el todo. 
A la división del número en abstracto y concreto, corres
ponde la de la Aritmética en las 2 partes ya indicadas. 
A la división del número* en entero, quebrado é incon
mensurable, corresponde la de la Aritmética abstracta en 
tres secciones correlativas, que llamaremos libros) y com
pletaremos el estudio elemental de los números abstrac
tos, con un 4.° libro que trate de las relaciones aritméticas 
entre dichos números, sean enteros, fraccionarios ó in
conmensurables. Las subdivisiones de la Aritmética con
creta han de obedecer á otras consideraciones que en su 
lugar espondremos. ' 
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14. A su vez, los tres primeros libros de la Aritmé

tica abstracta deben subdividirse análogamente, pues tan
to en los números enteros, como en los fraccionarios é 
inconmensurables, hay que considerar sucesiva y ordena
damente: 1.' su numeración, ó modo primitivo y origi
nario de ser formados y espresados: 2.° sus operaciones, 
ó modos diversos elementales de ser formados ó engen
drados unos por otros; y 3.° sus propiedades elementales, 
relativas forzosamente á la numeración ó á las opera
ciones numéricas. Cada una de esas tres teorías (V) cons
tituirá un Capítulo en el libro correspondiente. El 4.° li
bro se subdividirá á su tiempo en los capítulos conve
nientes. 



P.IRTH.A 

A R I T M É T I C A A B S T R A C T A , ' 

LIBRO PRIMERO. - TEORÍA DE LOS HUMEROS ENTEROS. 
CAPÍTULO L ° NUMERACIÓN. 

15. Numeración en general, es la formación y espre-
sion primitivas de cada especie de números, y como los\ 
modos más generales de espresar todas nuestras ideas, 
son la palabra y la escritura, y como la espresion sea la 
mas estensa é importante parte de la numeración, diví
dese ésta comunmente, mejor dicho, su teoría aritmética, 
en dos secciones: Numeración verbal y Numeración es
crita, que estudiaremos en ese orden, después de hacer
lo de la qué lógicamente debe precederles, sin duda, á 
saber: ' ¡ 

S l.° GENERACIÓN PRIMITIVA DE LOS ENTEROS. 

16. Como se infiere de su definición, la generación 
primitiva y universal de los números enteros, es la agre
gación sucesiva de unidades, y como por grande que sea 
un número entero, se le puede concebir agregadas más 
unidades, resulta que es infinita la cantidad de números 
enteros, y por tanto que es imposible saber nombrarlos 
sin ciertas reglas sistemáticas, que permitan componer 
los nombres de los enteros sucesivos, con los nombres de 
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los enteros menores, ya nombrados. 

| 2.° NUMERACIÓN VERBAL DE ENTEROS. 

17. Sistema de numeración venial ó sistema veri al 
de numeración es el conjunto armónico de reglas para nom-

> Irar los números. La teoría general de un sistema cual
quiera regular de numeración de enteros, es decir, de 
um sistema cualquiera como el usual, es la siguiente: 

Suponiendo dados nombres arbitrarios á los primeros 
números enteros, hasta uno determinado, que llamare
mos desde ahora lase, podremos considerar á ésta co
mo una nueva unidad auxiliar para el fin propuesto, y 
que nombraremos de 2.° orden, supuesto que llamemos 
de 1." á las unidades simples ó principales á que se re
fieran los números en cuestión. Pues bien, refiriendo 
los nombres, ya sabidos, de los primeros enteros hasta 
la oase, á unidades de 2.° orden y combinándolos ade
más, bajo esa nueva acepción, con sus acepciones pri
mitivas, podremos nombrar hasta el número que conste 
de tantas unidades de segundo orden cuántos conten
ga la base de las de 1." Dando un nombre nuevo á ese 
número límite y considerándolo como unidad de 3 . e r or
den, podremos contar por éstas como por las de 1." y 
2.°, combinando ademas estos nuevos nombres así suce
sivamente con sólo dar con los anteriores, y nombres distin
tos á los primeros números hasta la base y á las unidades 
de 2.° 3 . e r orden, etc, se podrá nombrar' fácilmente nú
meros enteros muy grandes, aunque no todos, pues son 
infinitos (1,6). Base de un sistema venial regular de 
numeración es, pues, el número de unidades de cada 
orden que componen la unidad del orden inmediato supe
rior. Unidades numerativas son las de 1,° 2.° 3 . e r orden, etc. 
Números elementales son los que constan de unidades 
numerativas de un solo orden, y no más, por supuesto 
que las que forman la lase. A los números elementales 
se los dice respectivamente del orden de la unidad nu
merativa á que se refieren. Esta es, pues, el primero 
ó menor número elemental de su orden respectivo, como 
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p. ej.° la unidad de l . e r orden ó sea la primitiva á que 
se refieren todos los números enteros, es el menor ó pri
mero de todos ellos—el número uno—.Mas aunque del 
mismo valor, tienen nombres distintos las unidades nu-, 
lucrativas y los números elementales respectivos de cada 
orden. 

18. Teorema. Cada unidad numerativa vale más que 
todos los números elementales reunidos, de órdenes infe
riores al de aquella. 

Porque de la teoría general, antes espuesta, se de
duce, que cada unidad numerativa consta de una unidad 
simple m'ds que el número formado por la reunión de 
todos los • elementales de órdenes inferiores al de dicha 
unidad numerativa. 

19. En el sistema usual en todo el mundo civiliza
do, reciben nombres distintos é independientes los pri
meros enteros hasta el llamado diez (en castellano)—base 
del sistema, al cual por eso se le dice décuplo ó deci
mal-—:se llama decena á la unidad numerativa de segun
do orden formada por diez de primero, y se cuenta: dos 
decenas, tres decenas, cuatro decenas, etc, h a s t a diez 
decenas—unidad de tercer orden, que como tal, se lla
ma centena, y como número, ciento—(17). Realmente no 
se dice dos decenas tres decenas etc; sino veinte, trein
ta etc, nombres derivados del latin y consagrados por 
el uso. 

Después se cuenta: doscientos, trescientos, cuatro
cientos, etc,hasta mieYeeieiúo*=norecieutos. Los nombres 
unidad, decena, centena de las unidades numerativas y 
los de los números elementales de los tres primeros ór
denes se repiten para los tres órdenes siguientes—cuarto, 
quinto y sexto—posponiendo á dichos nombres la frase 
de millar para las unidades numerativas y la voz mil 
para los números, es decir; unidad de millar—de cuarto 
orden—;decena de millar—unidad de quinto orden—;cen-
tena de millar-unidad de sexto orden—;un mil ó mil, dos 
mil, tres mil,., diez mil, veinte mil, treinta mil; ...;cien 
mil, doscientos mil, trescientos mil, novecientos mil. 



32 

(*) Sabidas son las escepcioaes once, doce, trece, catorce y quince. 

Por último, los nombres de las unidades de los seis pri
meros órdenes y los de los números elementales respec
tivos se repiten periódicamente para todos los demás ór
denes, que vienen así á quedar clasificados en grupos 
de á seis, teniendo cada grupo un nombre genérico, 
el cual se pospone á- los nombres de los números e-
lémentales de los seis primero órdenes, para com
pletar los nombres de los respectivos de los otros 
órdenes. El primer grupo de á seis es el de las uni
dades simples, el segundo de los millones, el tercero 
de los trillones, etc; y por tanto las unidades de los 
órdenes sétimo, treceavo, décimo-nono, etc, se les lla
ma respectivamente, unidad de millón, billón, de tri-
llon etc; las de los órdenes octavo de catorceavo,, 
vigésimo, etc, decena de millón, de billón, de trillon, 
etc, y así sucesivamente; y los números elementa
les análogos se les dice: un millón, dos millones, nue
ve millones (orden séptimo); diez millones,.... veinte millo
nes,....noventa millones (orden octavo); un bi
llón, dos billones,.....nueve billones, (orden treceavo); diez 
billones, veinte billones, noventa billones (orden ca-
torceavo), etc. 

Los números no elementales, y que evidentemente 
hay, comprendidos entre cada dos elementales conse
cutivos, se nombran del modo siguiente. Si no pasan 
del cuarto orden ó están entre dos números elementales 
de los órdenes séptimo, treceavo, decimonono, etc,—de 
seis en seis—se nombra primero completo el número 
elemental inmediato inferior, y en seguida los números 
menores que la unidad del mismo orden qUe dicho nú
mero elemental, (") p. ej.° los números comprendidos 
entre quinientos y seiscientos, se nombran: quinientos 
uno, quinientos dos, quinientos tres,.... hasta quinientos 
noventa y nueve, porque los números menores que una 
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centena—unidad del mismo orden que quinientos ó cinco 
cientos—son: uno, dos, tres, cuatro, noventa y 
nueve. Si el número no es de los órdenes recien indica
dos, se nombra atendiendo á los grupos de á tres y- de á 
seis en que hemos clasificado las unidades numerativas, 
y combinando los nombres de los números elementales 
que integran el propuesto, de modo que resulten desta
cados ésos grupos, cada uno de los cuales se nombra 
como si estuviese solo, añadiendo en seguida el nombre 
genérico que le corresponda, p. ej.°: 

Nombre de 
cada grupo. 

Doscientos mil cuatrocientos noventa y siete Irillonts, 
• ochocientos cincuenta y dos mil ciento treinta y dos billones, 

trescientos seis mil ochocientos cincuenta y siete millones, 
quinientas sesenta mil doscientas cuarenta y cuatro unidades, 

ó bien Quinientos sesenta mil doscientos cuarenta y cuatro. 

| 3. ' NUMERACIÓN ESCRITA. 

20. La escritura ó representación gráfica de los enteros 
cardinales con todas las letras de sus nombres respectivos, 
si es conveniente en ciertos casos—-recibos, pagarés y 
otros documentos importantes—, sería inconvenientísima 
en Aritmética, por eso, desde la más remota antigüedad, 
se han representado más breve y sencillamente que es
cribiendo esos nombres, dando á cada letra del respec
tivo idioma un valor numérico, ó sólo á algunas de ellas. 
Independientes del sistema verbal, y por tanto, irregu
lares é imperfectos esos sistemas—si éste nombre mere
cen—de numeración escrita, no hablaríamos más de ellos, 
sino se usase aún en relojes, inscripciones de edificios, 
etc, el sistema que usó el pueblo rey y que por esa ra
zón, vamos á esponer sumariamente. 

Numeración romana. A siete letras nada más daban 
valores numéricos los antiguos romanos, y eran las que 
con sus valores respectivos están á continuación: I=uno, 
V=cinco, X=diez, L=cincuenta, G=ciento, D=quinien-
tos, M—mil. 

/ 
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Para representar con esas letras un número entero 

cualquiera, tenían presentes, además de sus valores, ar
riba espresos, las reglas siguientes: 

1* Los valores de cada dos letras, escritas una tras 
otra, se suman ó agregan cuando está antes, en el orden 
de lectura, la de mayor valor y por el contrario se restan 
ó se quita el valor menor del mayor cuando está antes la 
letra de valor menor. 

Ej. o s : DC=seiscientos, CD=cuatrócientos; XI=once, 
IX—nueve; MC=mil ciento, CM=novecientos. 

2. a Cada rayita ó trazo recto horizontal puesto en
cima de una letra la da un valor mil veces mayor. 

Ej. a s : V=cinco mil, D=quinientos millones, L=rcin-
cuenta mil millones. 

Otras reglas convencionales había en la numeración 
romana, pero bastando con las dos dichas para escribir 
y leer .cualquier entero en ese sistema, nada más dire
mos. 

21. Tratemos ahora de dar una idea general de los 
sistemas regulares de numeración escrita, es decir, siste
mas análogos y correspondientes á los verbales respec
tivos. 

Representando con un signo ó cifra cada número 
elemental de 1 . e r orden, ó sean los números menores que 
la dase del sistema verbal, como los nombres de esos 
números se repiten periódicamente para todos los demás 
órdenes, añadiéndoles el nombre de la unidad numerati
va correspondiente, se infiere que esas mismas cifras ser
virán para representar todos los números elementales, si 
al valor absoluto de unidades que significan por sus fi
guras, se une el valor relativo ó el orden de esas uni
dades, que se esprésa dando á cada cifra el mismo lugar 
en el orden inverso al de lectura, que el orden numera
tivo á que se refiera la cifra. Para ésto es indispensable 
una cifra sin valor numérico, pero que sirva para ocu
par los lugares de los ordenes numerativos que falten, á 
fin de que las cifras significativas, ó con valor nu-
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mérico, ocupen sus lugares correlativos. 

Base de un sistema regular de numeracian escrita es 
su número de cifras, inclusa la que nada vale por si 
sola. Indudablemente esta dase vale lo mismo que la del 
sistema verbal correspondiente. 

Cifras son los signos que representan los primeros 
números, hasta la base menos uno, y el signo que sólo 
sirve para ocupar lugares. 

Guarismo es todo entero escrito con una ó más ci
fras, -según lo exija su valor menor ó mayor que ¡ la 
base numerativa. 

22. Aplicando esa teoría general al sistema décuplo 
tendremos los siguientes signos y sus valores respectivos: 

Cifra sin valor. 

0=cero, 

Cifras significativas, números elementales de primer orden. 

l=uno, 2=dos, 3=tres, 
4=cuatro> 5=cinco, 6=seis, 
7=siete, 8=ocho, 9=nueve. 



NÚMEROS ELEMENTALES DE. . . . 

2.° ORDEN, j 3. ORDEN. 4.* ORDEN: 5 / ÓRDFN. 6.* ORDEN. 
Guarismos. Valores. | Guarismos. Valores. Guarismos. Valores. Guarismos. Valores. Guarismos. Valores. 

10 — - diez. 
20 — veinte 
30 — treinta 
4o — cuarenta 
50 — cincuenta 
60 — sesenta 
70 — setenta 
80 — ochenta 
90 — noventa 

100 — ciento 
200 — doscientos 
300 — trescientos 
400 — cuatrocientos 
500 — quinientos 
60n — seiscientos 
700 — setecientos 
800 — ochocientos 
900 — novecientos 

1000 — mil ^ 
2000 — dos mil 
3000 — tres mil 
4000 — cuatro mil 
5000 — cinco mil 
6000 — seis mil 
7000 --- siete mil 
8000 — ocho mil 
9000 — nueve mil 

10000 — diez mil 
20000 — veinte mil 
30000 — treinta mil 
40000 — cuarenta mil 
50000 — cincuentamil 
60000 — sesenta mil 
70000 — setenta mil 
80000 — ochenta mil 
90000 — noventa mil 

100000—cien mil 
200000—doscientos mil 
300000—trescientos mil 
400000—cuatrocientos mil 
500000—quinientos mil 
600000—seiscientos mit 
700000—setecientos mil 
800000—ochocientos mit 
900000—novecientos mil 

Y así sucesivamente, para escribir un número elemental cualquiera basta escri
bir primero la cifra significativa cuyo valor absoluto sea el de unidades numera
tivas que ése número elemental contenga y en seguida, es decir, d la derecha de 
esa cifra tantos ceros cuántos órdenes hoya menores que el de dicho número ele
mental. . : -1 

Para escribir un número cualquiera no elemental, basta suponer escrito el nú
mero elemental de mayor orden que aquel contenga, y sustituir los ceros por las ci

fras significativas de los órdenes inferiores, colocadas en sus lugares correlativos. 
Para leer un guarismo, se vé .cuántos periodos de á seis cifras contiene, em

pezando por la derecha, el último periodo podrá tener de una á seis cifras; en se
guida se lee primero ese último periodo como si estuviera solo, terminando su. nombre 
por el de. sus unidades numerativas es decir, millones, billones, trillones, cuatri-
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llones, quillones, etc, según queden día derecha*uno, dos, 
tres, cuatro, cinco etc, grupos de d 6 cifras, y asi se 
van leyendo los periodos sucesivos de izquierda d derecha, 
hasta terminar. Esto supone que se sabe leer números 
de una á seis cifras, lo cual es bien fácil, recordando 
la clasificación (19) de las unidades numerativas y de 
los números elementales. 

§ 4 . ' NUMERACIÓN ORDINAL. 

2 3 . Para concluir, vamos á indicar brevemente la 
nomenclatura y notación gráfica de ,los números abstrac
tos ordinales. Suponiendo numerados cardinalmente varios 
objetos en el mismo orden en que están colocados, el que 
tenga el núm. 1. es llamado primero, el que el 2 , se
gundo, y así sucesivamente se nombran tercero, cuarto., 
quinto, sesto, séptimo, octavo, noveno, y décimo, los que 
tienen los números cardinales respectivos 3 , 4 , 5, 6, 7 , 8, 
9 y 10. 

Esos son los nombres de los diez primeros números 
ordinales; desde el once en adelante se nombran todos los 
demás añadiendo á el nombre del núm." cardinal res
pectivo la terminación avo; es decir.- onceavo, doceavo, 
treceavo, etc. 

Esa es la regla más general, por mas que tenga en 
lenguaje culto muchas escepciones que se aprenden co
munmente en la gramática. 

La notación de cualquier número ordinal se reduce 
á escribir el cardinal correspondiente con una A más pe
queña á la derecha y arriba, p. ej°. 8.e—octavo, 19.V= 
decimonono (diez y nueveavo); 1000.°—milésimo (milavo). 

/ 



CAPÍTULO 2.° OPERACIONES ELEMENTALES CON LOS NUMS. ENTEROS. 

LECCIÓN 3 . V 

ALGORITMOS EN G E N E R A L - S U M A » DE ENTEROS-
Algoritmo en general; número y nombres de los ele

mentales; dos ramas de cada uno y fundamento numera 
tivo de todas ellas para los números enteros (24) . Pri
mer algoritmo—Sumacion—; idea y nombres de sus dos 
ramas (25) . Adición de cantidades y de números; su de
finición, signo é indicación; nombres de los datos y del 
resultado (26) . Adición vulgar, y proposiciones funda
mentales para la adición científica: 1 / El orden de su
mandos no altera la suma; " 2 / Descomposición de los su^ 
mandos en otros menores; 3." Alteración de los sumandos 
y sus efectos en la suma; 4 / Composición délos nume
res elementales de una suma respecto á los de los suman
dos (27) . Casos de la Adición de enteros: 1.° sumandos 
elementales, del. mismo ó de distintos órdenes (28) ; 2.° Su
mandos enteros- cualesquiera; reglas esenciales y acciden
tales para sumarlos (29) . Sustracción, su definición 
signo é indicacicn, nombres de los datos y del resultado (30) . 
Sustracción vulgar y proposiciones fundamentales para 
la sustracción científica: 1 .* Descomposición de minuendo 
y sustraendo en parles ó sumandosí2.* Alteraciones su-
matorias de los datos y sus efectos en la resta; 3.* Com
posición de cada cifra del minuendo respecto á las del 
mismo orden de sustraendo y resto (31) . Casos de la sus
tracción de enteros: 1.° Sustraendo y resto números e-
lementales del mismo orden ( 32 ) ; 2." Sustraendo y resto 
enteros cualesquiera; reglas esenciales y accidentales para 
restar enteros (33) . Prueba de una operación aritmética; 
sus condiciones generales (34) . Pruebas de la adición y 
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de la sustracción (35). 

24. Algoritmo es cada una de las combinaciones, esen
cialmente distintas, de dos ó más númcos para formar 
ó engendrar otros. Los algoritmos elementales son tres 
nombrados sumacion, producción y graduación-, eada uno 
comprende dos operaciones inversas una de otra y lla
madas genérica y respectivamente ramas progresiva y 
regresiva del algoritmo, según indica el siguiente cuadro: 

ALGORITMOS. OPERACIONES. 

Todas esas operaciones aritméticas se fundan prime
ramente en el sistema de numeración, es decir, en la com
posición de cada número entero respecto á los números 
elementales. 

La numeración es también un algoritmo, pero no e-
lemental, como veremos oportunamente. 

ART." l.°—l .er ALGORITMO.=SUMACION. 

25 La combinación mas sencilla y elemental que pue
de hacerse con números, es la que se deduce de las 
primeras ideas matemáticas, á saber, la de aumento ó 
diminución, agregación ó disgregaciónde unos números 
con otros; combinación que, por su misma sencillez, es 
la única concebible y realizable directamente con canti
dades mensurables, aun cuando no estén ni se supongan 
evaluadas numéricamente. 

En efecto, de la definición de cantidad mensurable 

l 8 Sumacion 1.* rama ó progresiva Adición. 
2. A rama ó regresiva Sustracción. 

3.° Graduación 

2 o Producción 1 / rama « Multiplicación 
2. a « «• División. 
1.A c< « Elevación. 
2.* « « Extracción. 
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ó matemática se deduce, que cantidades concretas ho
mogéneas, ó del mismo nombre, puedense agregar ó su
mar, formando así otra cantidad homogénea con ellas y 
mayor que cada una, é inversamente puédese restar ó 
quitar de una cantidad otra menor, quedando un resto 
ó residuo, del mismo género y menor que aquella can
tidad mayor. 

Pues bien, esas dos operaciones—añadir, agregar ó 
sumar y quitar, disgregar ó restar,—se puede, con 
mas razón, realizarlas con números, constituyendo las 
dos ramas del primer algoritmo elemental llamadas res
pectivamente Adición y Sustracción. 

§ 1." ADICIÓN. 

26. Adición es la operación de sumar, es decir, de 
hallar la cantidad ó el número equivalente á dos ó más 
cantidades ó números agregados; éstos se llaman suman
dos, y el resultado que se busca, suma, ó total. La adi
ción es un problema (7) cuyos datos son los sumandos 
y la incógnita la suma. El signo de la adición es el -f-
que se lee más y se coloca entre cada dos sumandos se
guidos, en el orden de lectura, p. ej.°: a + la + c se 
lee a más b más c y significa que las cantidades repre
sentadas por a, l, c (11) han de ser sumadas. 

27. Siendo, como decía Pascal y ya hemos indicado, 
la idea de sumar una de las más primitivas y elementa
les en la razón humana, claro es que todo el mundo su-, 
ma á su modo—p. ej° con los dedos, ó representando las 
unidades de cada sumando por objetos materiales,—más 
la adición aritmética ó científica ha de estar fundada pri
mero, en el sistema de numeración (24), y además en las 
siguientes proposiciones que se deducen fácilmente de la 
definición de suma. 

l.\,Fl orden de sumandos no altera la suma. Quie
re decir esto que, significando evidentemente la adición 
indicada de varios números, que al primero se agregue 
el segundo, á la suma dé estos dos, el tercero, si le hay, 
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ala de esos tres, el cuarto y así sucesivamente, la suma 
es la misma, cualquiera que sea el orden en que Se su
pongan colocados los sumandos, siempre que éstos sean 
los mismos. 

Esta proposición es corolario (Vil) inmediato de la 
definición de suma. 

2. a Para sumar varios números, se puede descom
ponerlos en otros menores, sumar todos estos, en el or
den más conveniente, y se hallará la suma buscada. 
Creemos inmediata la evidencia de esta proposición, que 
por su carácter práctico es un verdadero postulado. 

3. a iSi uno ó más sumandos varían de valor, todos 
en un sentido, es decir creciendo ó disminuyendo, es 
claro que la suma variará en el mismo sentido y en 
tanto cuanto valga la suma de las variaciones de los 
sumandos. Si unos sumandos crecen y otros dismi
nuyen la suma crecerá, si es mayor el total de los 
aumentos que el de los decrementos, y disminuirá en 
caso contrario; siendo fácil hallar el cuánto de la varia
ción, en cada caso, sabiendo ya sumar y restar. 

4. a Cada número elemental de una suma debe compo
nerse de la suma de los números elementales, del mismo 
orden que aquel, de todos los sumandos, más las unida
des de ese mismo orden, que contenga la suma de todos los 
números elementales de órdenes inferiores. Esto es evi
dente, suponiendo descompuestos los sumandos en sus 
números elementales (props." 2.a) y sumados éstos en
tre sí. , 

28. Los casos que conviene distinguir, para el estudio 
sintético (IX) de la Adición de enteros son dos, como se 
infiere de las proposiciones 2. a y 4. a, á saber: l . e r caso= 
Sumandos elementales ó sea de una sola cifra significati
va; 2." caso,=Sumandos no elementales ó de varías ci

fras significativas. El primer caso se puede considerar 
subdividido en 2, según que los sumandos sean todos de 
distintos órdenes, ó del mismo orden, pues si son de am
bas clases están en el caso 2.° ó general. 

l . e r caso. l.° Para sumar enteros elementales de dis-
* 6 

- - - » ' * ' • 
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Ejemplos. 

tintos órdenes, basta sustituir los ceros del mayor por 
las cifras significativas de los demás, colocadas en los lu
gares correspondientes á sus valores relativos. 

Ejemplos. 500000+40000+800+70+3=540873. 
4000000+30000+200+8=4030208. 

La verdad de esa regla es consecuencia del sistema 
de numeración, debiendo notarse que es aplicable á cual
quier sistema regular, como procuraremos que lo sean 
todas las susceptibles de ello. 

2.° Para sumar números elementales del mismo or
den se suman las cifras significativas y se dá á la su
ma el valor relativo de aquellas. Bicha suma se halla ó de 
memoria, ó por una tabla, ó añadiendo unidad por unidad la 
2. a cifra ala 1.a, la3.* ala suma de las dos primeras, y asi 
sucesivamente hasta añadir la cifra del ultimo sumando. 

Esta regla es evidentemente corolario inmediato 
del sistema de numeración y de la idea de suma. 

5 + 7 + 4 =16, 
50+ 70 + 40 =160, 

500+ 700 + 400=1600, 
5000+7000+4000=16000, 

22. 2." caso. Para sumar enteros cualesquiera se 
suman sucesiva y separadamente las cifras de cada or
den de todos los sumandos ( l . e r caso, 2.a) y si esas tu
rnas parciales son también números elementales, se ha
llará la total por la regla del l .er caso, 1.'; pero si no 
lo son,se escribirá sólo 4a cifra de orden inferior de 
cada suma parcial, en el lugar correspondiente, agre
gando á las cifras del orden inmediato superior, él nú
mero de la izquerda de dicha cifra ya escrita, en la 
suma parcial á que aquella corresponda. 

Estas son las reglas esenciales para sumar enteros, 
nías á fin de facilitar la operación se suelen usar tam
bién las siguientes accesorias ó accidentales. 

1.a Se coloca á los sumandos unos debajo de otros, 
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Disposición / 5 4 3 0 1 

de los suman- í 95030 
dos y de la su- \ í n^og 
ma según las < 4 2 e 
reglas acci— '" '"• 
dentales 1.a y 30 

Comenzando según la 
regla accidental 3. a , se dice: 
1 y 6, 7 y 8, 15 (se escribe 
el 5 de éste debajo de las ci
fras de 1 . e r orden y se guar
da el 1 para agregarle en 
seguida á las cifras de 2.° | 2. a ' \90415-Suma 
orden, diciendo) llevo 1, y 3, 4, y 2, 6, y 2, 8, y 3, 1 f; (es
crito el 1—deladha—se sigue) llevo 1, y 3 , 4 , y 2 , 6, y 
4, 10, y 4, 14; 4 y llevo 1, y 4, 5, y 5, 10; 0 y va 1, y 5, 
6, y 2, 8, y 1, 9—última cifra de la suma—. 

Aunque esa es la fraseología más común al efec
tuar una adición y por tanto no la hemos querido su
primir para que sirva de recuerdo ó repaso á los prin
cipiantes, debe procurarse omitir muchas palabras que á 
nada conducen y afean y alargan la operación cuando 
se hace en alta voz. Así, ese mismo ejemplo se puede 
resolver diciendo solamente: l , y 6 , 7, y 8, 15; 1, y 3, '4, 
y 2, 6, y 2,8, y 3, 11; l , y 3, 4, y 2, 6, y 4, 10, y 4, 
14: 1 y 4, 5 y 5, 10; 1 y 5, 6 y 2, 8 y 1, 9. Es claro 

O Mientras no se advierta lo contrario, los guarismos que figuren en todo el curso 
de la obra se deben suponer escritos en el sistema décuplo ó usual. 

correspondiéndose las cifras de cada orden, lo cual fa
cilita las sumas parciales, por la alineación de sus su
mandos. 

2. a Se separa á la 'suma de los sumandos con una 
raya y se van colocando las cifras de la suma, confor
me van hallándose, debajo de las del mismo orden res
pectivo de los sumandos. 

3. a >$? principia á sumar por las cifras de l . e r or
den, siguiendo por los órdenes sucesivos ascendentes, para 
poder incorporar, sin corrección alguna, á las cifras de 
cada orden el número de ese orden que puede refluir 
de la suma parcial anterior. 

1 Ejemplo. (*) Sumar los números 54301, 25230, 10426, 
428 y 30. 

file:///90415-Suma


44 
que la cifra de orden inferior de cada suma parcial se 
escribe en su lugar respectivo, aunque no se miente en 
alta voz. 

| 2.° SUSTRACCIÓN. 

30. Sustracción es la operación de restar, es decir, de 
hallar uno de dos sumandos, dados el otro y la suma. 
Esta toma el nombre de minuendo, el sumando dado el 
de sustraendo y el resultado se nombra resta, resto, re
siduo de la sustracción, exceso del minuendo sobre el subs
traendo ó diferencia entre los dos números dados. El 
signo de la "sustracción es el—que se lee menos y se 
coloca entre minuendo y sustraendo en el orden de lec
tura, es decir, primero el minuendo, después el signo— 
y en seguida el sustraendo: p.ej. 0 a—b se lee a menos b, 
y significa que la cantidad representada por b (sustraen-
do) ha de ser restada, quitada ó sustraída de la represen
tada por a (minuendo). 

31. También se suele restar enteros vulgarmente 
—como sumarlos—representando con los dedos, ú otros 
objetos materiales, el número de unidades del sustraen-
do, y quitándolas una á una del minuendo; nías la sus
tracción científica se funda en la numeración, en la adi
ción y en las siguientes proposiciones. 

1.a Para restar dos enteros se puede descomponerlos 
en el mismo número de partes cada uno, restar cada 
parte del sustraendo de otra del minuendo y la suma 
de esas restas parciales sera la buscada. Esta proposición 
análoga á ía 2. a de la Adición tiene, como aquella, los 
caracteres práctico y de evidencia de un verdadero pos
tulado. 

2. a Si el minuendo solo aumenta ó disminuye en una 
cantidad cualquiera, la resta aumentará ó disminuirá 
respectivamente en la misma cantidad; si el sustraendo 
solo crece ó decrece, la resta decrecerá ó crecerá res
pectivamente lo mismo. Por consiguiente si minuendo y 
sustraendo crecen ó decrecen ambos igualmente, la resta 
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suficientemente clara esta proposición, para poder omitir 
su demostración, proponiéndola como ejercido. 

3." Cada cifra del minuendo mayor que la del mis
mo orden del sustraendo, es la suma de ésta y de la cor
respondiente del resto, y cada cifra del minuendo menor 
que la del mismo orden del sustraendo es la suma de 
ésta y de la correspondiente del resto, menos una uni
dad del orden inmediato superior que está incorporada 
á la cifra de este mismo orden del minuendo. Esta pro
posición es consecuencia de la composición de una suma 
(27,4.a) siendo, como es, el minuendo la suma de sus
traendo y resto. 

32. Los casos de la sustracción correlativos, como 
es natural, a los de la adición, son dos: 1.° Sustraendo 
y resto de una cifra significativa del mismo ó? den; 2.° 
Sustraendo y resto enteros cualesquiera. 

l . e r caso. El minuendo, en este caso, ha de tener 
una ó dos cifras significativas, formando un número 
del mismo orden que la cifra significativa del sustraendo,^ 
y la sustracción se hace restando esta cifra de aquel 
número, de memoria, ó por una tabla, ó unidad por uni
dad, y dando g, la resta el valor relativo de la cifra del 
sustraendo. 

Basta el enunciado de esta regla para comprender 
su verdad. 

v 16— 7 = 9 , 
Ejemplos ¡600-700=900 , 

( etc, 
33. 2.* caso. Puesto que (31,3.a) cada cifra del mi

nuendo es la suma de las del mismo orden de sustraen-
do y resto, ó bien es la cifra de ese orden de dicha 
suma—cuya unidad del orden inmediato superior se ha 
incorporado á la cifra correspondiente del minuendo—, 
podremos dar, ya como evidentes, las siguientes reglas 
esenciales para restar enteros cualesquiera: 

Se resta cada cifra del sustraendo de la correspon-
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150428 
206739^ 
043~689~ 

diente ó del mismo orden del minuendo, si ésta es mayor 
ó igual que aquella, y si es menor, se resta aquella del 
número que resulta suponiendo á la izquierda de la del 
minuendo el 1 incorporado á la cifra del orden inme
diato superior (31,3.*), á la cual hoy que suponer con 
esa unidad menos, cuando de ella se haya de restar lu, 
correlativa del sustraendo, ó lien á ésta con una unidad 
más (31,2.a); cada una de esas restas parciales será evi
dentemente una cifra ( l . e r caso) y la suma de estas ci
fras consideradas-con sus valores'relativos, es decir, de 
los órdenes respectivamente iguales á los de las cifras del 
sustraendo que las originan, será la resta buscada (31,1.a). 
Para facilitar la operación se suelen seguir además las 
siguientes reglas accidentales: 1.a Se colocan minuendo 
y sustraendo uno delajo de otro, (si bay sitio, debajo el 
sustraendo) de modo que se correspondan las cifras del mis
mo ordeny y se traza una raya para separar la resta de 
los datos; 2. a se empiezan las restas parciales por las ci

fras de orden inferior, siguiendo así de derecha á izquier
da, á fin de tener en cuenta, sin enmiendas, las cifras 
del minuendo que han de considerarse con 1 menos, ó 
bien las correspondientes del sustraendo que han de con
siderarse con 1 más. 

EJEMPLOS. 

1.° 98476—36364=62112. 
í 98476 Minuendo. 

Disposición usual de datos y resto. /36364 Sustraendo. 
I 62112 Resto. 

Locuciones usadas al hacer la- operación, especial
mente en voz alta.=De 4 á 6, 2; de, 6 á 7, 1; de tres á 
4, 1; de 6 á 8, 2; de 3 á 9, 6..En este ejemplo todas las 
cifras del minuendo son mayores que las correlativas del 
sustraendo, el siguiente es mas general, s 

2.° 150428—106739=43689. 
, _ DISPOSICIÓN. 
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Locuciones usuales. 

l . e r modo. 2." modo. 
De 9 á 18, 9; de 3 á l l 7 8 : ~De 9 á 18, 9; 1 y 3, 4 , á 12, 
de 7 á 13 , 6; de 6 á 9, 3 : de 8; 1 y 7, 8, á 14, 6; 1 y 6, 
O á 4 , 4 ; de 1 á 1, 0. 7 , á 10, 3 ; 1 y 0, 1 á 5 , 4 ; de 

1 a 1 , 0 . (; 

§ 3 / PRUEBAS DE LA ADICIÓN Y DE LA SUSTRACCIÓN. , 

3 4 . Prueba de una operación aritmética es otra, ó la 
misma de otro modo, que patentize la exactitud del re
sultado déla 1. a Las condiciones generales de toda prue
ba son: que se funde en las relaciones esenciales entre 
los datos y el resultado de la operación respectiva com-
probanda, y á ser posible, que sea mas sencilla que aque
lla, no dando origen á nuevas cifras. 

Es fácil que la inexactitud acusada por el resultado 
de una prueba provenga de error en ella y no en la ope
ración primitiva, por lo cual se repetirán ambas, en ese 
caso, ó se acudirá á otra prueba, á modo de tercero para 
decidir una cuestión entre dos. Tampoco arguye absoluta 
exactitud del resultado primitivo, su conformidad con el 
de la prueba, pues pudieran ambos ser inexactos^ y com
pensarse los- errores, apareciendo así dicha conformidad. 
Esto último es sin embargo muy improbable, si la prue-; 
ba es buena, pues la casualidad, único motivo para la 
compensación de errores, está casi por completo dester
rada de la ciencia matemática y aún. de toda verdadera 1 

ciencia. 
3 5 . La más sencilla prueba de la adición se hace, 

repitiendo las sumas parciales (29) en orden inverso, es 
decir, de abajo para arriba, si como es natural, se hi
cieron primitivamente de arriba abajo;—suponiendo los 
sumandos unos debajo de otros—. Inútil es decir que la 
exactitud del primer resultado será acusada por su iden
tidad con el segundo. 
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% La prueba más sencilla y natural de la sustracción 
se hará, evidentemente, sumando el sustraendo y el resto 
y viendo si la suma es ó no igual al minuendo—como 
debe serlo según la definición de esa 2. a rama del l . e r 

algoritmo elemental—, Otra prueba será restar el resto 
primitivo del minuendo y ha de resultar por nuevo resto 
el sustraendo primitivo, en virtud de la posible permuta
ción de sumandos en toda suma (27, 1.a)—. 

36. -A fin de hacer fijar la atención más de lo acostum
brado en los casos usuales de las operaciones aritméti
cas, en cuyos fundamentos racionales es difícil pararse, 
por lo mismo que se saben hacer aquellas veloz y ruti
nariamente, vamos á terminar el estudio de la suma-
cion con el siguiente doble ejemplo, de elementos es
critos en el sistema numerativo de base doce ó duodecimal, 
cuyas cifras undécima (onceava) y duodécima (doceava) 
representaremos por D=diez y U=once: 

l8DU7946-f-Dl08423=27004l69: ' 
27004169—DI 08423=18DU7946. 

Para la adición diremos: 6 y 3, 9; 4 y 2, 6; 9 y 4, 
trece; 1 y va 1 (docena), y 7, 8 y 8, diez y seis: 4 y va 
I y U (once), doce y 0 doce; 0 y va 1, y D (diez), 
once, y 1, doce; 0 y va 1, y 8, 9 y D, diez y nueve; 7 y 
va 1 y 1, 2. 

Para la sustracción: de 3 á 9, 6; de 2 á 6, 4; de 4 á 
II (trece), 9, y va 1, y 8,9, á 14 (diez y seis), 7; y va 1, y 0,' 
1, á 10 (doce), U; y va 1, y 1, 2 á 10, D; y va 1, y D, U, á 
17 (diez y nueve), 8, y va 1, á 2, 1. 

Escolio 1.° Para facilitar la resolución anterior, colo
qúense los datos uno debajo de otro y atiéndase á la si
guiente 
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Tabla de sumar en el sistema duodecimal. 

0 1 2| 3 4 5 6 7 8 9 D! U 
1 ! 

1 2 3 4 5 6 7, 8 9 D, U:10 
1 1 — ; — —-

-2 3 4 5 6 7 8 9 D U(10 11 

3 4 5 6 7 8 9 D U 10 11 12 

4 5 6 7 8 9 U 10 11¡12 13 

5 6 7 8 9 D U 10 11 12 14 
i 1 

6 7 8 9 D ü 10 11 12 1314 15 
• i !

 i 

7 8 9 
_t_ 

D U 1011 12 13 14!15 W 
i i 

8 9 D TJ 10 11 12,13 14 15 16 17 
! í 

9 D U 10 11 12 13 14 15 16 17 18 

D U 10 11 12 i s ! l4 15 16 17 18 19 
1 ! 

U 10 11 12 13 I4|l5 16 17 18 19 ID 

Para encontrar en esta tabla la suma de dos números, 
de una cifra cada uno, se busca uno délos sumandos en 
la 1/ línea de arriba y el otro en la 1/ columna de la 
izquierda, y la suma estará en la casilla donde se crucen 
la x columna y línea respectivas que empiezan por ca
da sumando, p. ej.°; 8 y 9=15 (diez y siete), D (diez) 
y 7 = 15, 9 y ü (once)=l8 (veinte). 

Escolio 2.° Téngase en cuenta que sólo hemos varia
do de sistema escrito, por la dificultad de variar también 
de sistema verbal, pero que con la tabla es innecesaria no
menclatura alguna, pues se hallan la suma y resta muda 
y maquinalmente. 
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ARTY 2.°—2.° A L G O R I T M O . = P R O D U C C I O N . 

LECCIÓN 4. a 

MULTIPLICACIÓN 1 ENTEROS. 
2." algoritmo—Producción—nombres de sus dos ra

mas, é idea de ellas para dos ó más números enteros ó 
cualesquiera (37). Definición general, signos, é indicación 
de la multiplicación de dos y de más números; nombres 
individual y colectivo de ios datos; nombre del resultado 
(38). Corolarios de definición general de multiplicar: 
valor del producto relativamente al multiplicando... l.° se
gún sea el multiplicador respecto á la unidad, 2.° si el 
multiplicador es entero; definición especial de la multi
plicación en este caso (39). Modo primitivo ó vulgar de 
multiplicar dos enteros, sus inconvenientes, y proposicio
nes fundamentales para la multiplicación científica: 1.a 

Producto de una suma por un entero (40); 2. a Invaria-
bilidad del producto de dos ó más enteros aunque varíe 
Su orden de colocación (41); 3 . a Productos de sumas, y 
de productos indicados (42); 4. a Alteraciones de los fiadores 
fuño ó mdsj por sumacion ó producción, y sus efectos 
en el producto (43). Casos de la multiplicación de dos en-
enteros: 1 .* Factores elementales ó de una sola cifra sig
nificativa cada uno; orden numerativo del producto de 
esas dos cifras (44); 2.° Multiplicación de un entero cual
quiera por otro elemental, orden del producto (45); 3." 
Multiplicación de dos enteros no elementales; dos modos 
de hacerla (46). Números máximo y mínimo de cifras 
del producto de dos ó más enteros (47). Abreviaciones 
principales de la multiplicación de enteros (48). 

37. Según ya se ha indicado (24), el 2.° algoritmo 
elemental es llamado producción y multiplicación y divi
sión sus dos ramas respectivas, para definir las cuales 
con toda generalidad, antepondremos las siguientes con 
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sideraciones. 

El caso particular de la adición en que todos los su
mandos sean iguales, origina una forma nueva de gene
ración de enteros, puesto que, en vez de suponer al n." 
suma engendrado por la adición de -todos los sumandos, 
puede suponérsele engendrado por la combinación, bajo 
una nueva forma, del sumando común con el número 
de sumandos. 

Y como, analizada la composición del resultado, así 
concebido, respecto á sus dos datos, se halla: que aquel 
se compone de tantas partes iguales al sumando común, 
cuántas veces está éste repetido, se generaliza ese juicio 
analítico, á números cualesquiera, y se adquieren las 
ideas generales de multiplicación y de producto de dos 
números abstractos y aún de un concreto por un abstracto, 
estendiéndolas' á tres ó más números, por analogía con 
las de adición y de suma de tres ó más sumandos (27, 1.a), 
y concibiendo también la rama regresiva—división—del 
2.° algoritmo (24), como el problema inverso (VII) de la 
multiplicación de dos números, cual lo es la sustracción 
de la adición. Podremos pues definir clara y general
mente 

38. Multiplicar dos números abstractos es hallar un 
tercer número que sea—en valor ó magnitud—respecto 
á uno de aquellos, lo que el otro es respecto á la uni
dad; éste se llama multiplicador, aquel multiplicando y 
el resultado—hallado ó por hallar—producto. Siempre se 
debe espresar primero el multiplicando—verbal ó gráfi
camente—aunque, según demostraremos, pueden permu
tar sus oficios, y por tanto sus lugares respectivos de 
colocación, multiplicando y multiplicador. 

Multiplicar tres ó más números es multiplicar los 
dos primeros espresos por el 3.", este producto por el 
4.°, si lo hay, y asi sucesivamente hasta el último. 

En todo caso: Multiplicación es la operación, y pro
ducto el resultado de multiplicar dos ó más números, los 
cuales se llaman colectivamente factores del producto ó 
de la multiplicación. 
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Los signos usados para indicar la multiplicación son 

el aspa X , ó un punto • colocado, uno ú otro, entre cada 
dos factores, en el orden de lectura, y nombrados ambos: 
multiplicado por, ó simplemente por, ó multiplicado. 

i 

í 5 multiplicado por 10, multipli-
¿ . . < 5 X 1 0 X 1 5 L p W Icadopor l5 ;ó5por 10, porl5; 
^ ' 5 • 10 ' 15 )o'5 multiplicado 10, multiplica-

1 , ido 15. 

Esc.0 Cuando los factores de un producto son inde
terminados ó literales (VI), se suele escribirlos juntos, 
como si constituyesen una palabra, sin signo alguno in
termedio, p. ej.°: adcd=aXl>XcXd. 

Es decir, que las letras juntas, cuando son signos 
de valores numéricos indeterminados, representan muy 
distinta idea que cuando son signos de las articulacio
nes de la voz humana, y distinta también de la que es
presan juntas las cifras ó signos de los primeros enteros. 

39. De las definiciones generales que anteceden se 
deducen los siguientes corolarios: 

l . 0 El producto de dos números será mayor, igual 
ó menor que el multiplicando, según que el multipli
cador sea respectivamente mayor, igual ó rúenor que la 
unidad. 

2.° El producto de un número cualquiera por un 
entero contiene al multiplicando tantas veces cuántas 
unidades tiene el multiplicador; por lo que se puede 
definir en particular: multiplicar un número cualquiera 
por un entero es hallar un tercer número, que sea 
tantas veces mayor que el multiplicando como unidades 
tiene el multiplicador. Esta es la idea primitiva de mul
tiplicar (37) y sugiere el medio mas sencillo ó vulgar 
de hallar el producto de dos enteros, á saber: 

40. Para hallar el producto de dos enteros se pue
de efectuar la adición de tantos sumandos, igual cada 
uno al multiplicando, como unidades tenga el multipli
cador. Mas esa adición, sobre ser impracticable, por lo 
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prolija, á poco grande que sea el multiplicador, no cons
tituye una nueva operación ó generación numérica, y 
por tanto precisa deducir de los principios ya estableci
dos otras proposiciones que, con aquellos, SIRVAN de fun
damento á la genuina y científica multiplicación de EN
teros Prop.n 1." Teorema. El producto de una suma por 
un entero es igual á la suma de productos de cada su
mando por el entero. Pues no siendo los sumandos sino 
partes de un todo, es claro que hacer á cada parte cier
to número de veces mayor y sumar los resultados, es 
hacer al todo ese mismo número de veces mayor. 

Esc." Para indicar que un resultado de operaciones 
no efectuadas, se ha de someter á operaciones ulteriores, 
se ponen entre paréntesis los datos y signos que indican 
aquellas, y se considera al paréntesis con todo lo que en
cierra, como dato para las operaciones ulteriores. Así, el 
teorema anterior puede espresarse gráficamente, con da
tos indeterminados (11), como sigue 

(a+b-f-c) m=am+bm-fcm. (*) 
41. Prop. 2 . \ Teorema. El orden de factores no in

fluye en el producto. Es decir, que un producto no varia 
de valor, aunque varié el orden de colocación de sus fac
tores, y por tanto, el orden de las multiplicaciones su
cesivas necesarias para hacer dicho producto. Para de
mostrar este teorema consideraremos primero un produc
to de dos factores y luego de más. 

1.° Sea el producto 5X*7- ]< 
Como 5 = l - f l - | - l - f l - j - l , multiplicar 5 por 7 es 

multiplicar esa suma, 
I n ^ o - n t?»ry i •''y I i •l7J_l ' ^ j l l •17_l_l •7 Como evidentemente losvalo-

l U C g ü O / — 1 / - j - 1 'X 1 ' i 1 ' res de los datos no influyen en 
Ó 5*7= 7 + 7 - 1 - 7 —|— 7 -+- 7 la demostración del margen, és 

K ¡~ ~ K

 1 /QO\ t a e s general, para dos enteros 
O O' i— lo [ cualesquiera. 

' (*) Toda espresion como la *^:v^^^f^íS^SVA 
c i o n W a l g o r í t m i e a s > n c a ^ 
S ^ í 6 B ? e 2 f f » t ó £ & « X m u l t i p l i c a d a porloque 
esté unido á él sin signo intermedio. 
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2.° Sea p.ej. 0 el producto 9-4-3-2-8-15; 
Es claro que demostrada su invariabilidad, si dos fac

tores seguidos permutan sus lugares, quedará demos
trada en general, pues permutando cada factor una ó más 
veces con sus inmediatos, se le podrá colocar en cual
quier sitio. Supongamos, pues, la permutación del 3 y 
del 2 y demostremos que 

9-4-3-2-8-l5=9*4-2-3-8-l5. 
En efecto, espresando lo que vale—según la defini

ción de la multiplicación de enteros—el producto de los 
factores propuestos hasta el 1." inclusive de los dos que 
cambian, tendremos: 

9 - 4 - 3 = 9- 4 4 - 9 - 4 + 9- 4 
Multiplicando los dosmiem-l 9 . 4 . 3 . 3 _ 9 - 4 - 2 + 9'4'2 + 9'4'2 

bros de esta igualdad (11) por.( ' , ' 
el factor siguiente 2. será ( 9 4 ' 3 2 = 9 4'2"o (39). 

Multiplicando por 8 los dos l 9 - 4 - 3 • 2'8=9-4'2-3'8 
miembros últimos, y los que A - / 1 0 0 , - n . / i . o o o i er 
resulten, por 15 L.lv 4 d o 1 o—é 4 ¿ d o*lo; 

1. q. s. q. d. (lo que se quería demostrar). 
42. Prop. 3. a Teor. a s 1.° El producto de dos sumas 

indicadas es igual d la suma de los productos de cada 
sumando del un factor por cada sumando del otro. 2.° El 
producto de dos ó más productos indicados es igual al 
producto de todos los factores de aquellos. 

l.° Sea(a+b+c) • (d+e). (*) Según la proposición 
1.A inmediata anterior, será 

( a + b + c ) ( d + e ) = a ( d + e ) + b ( d + e ) + c ( d + e ) . (A) 
y según la proposición 2. a y otra vez la 1 .* 

| a (d+e)=(d+e)a | íb(d+e)=(d+e)b J (c(d+e)=(d+e)C| 

í « — da+eaj | « = d b + e b j | « = d c + e c ' 

luego, sustituyendo estos últimos resultados en el 2.° miem-

( ) 7 Ya sabemos que la carencia de signo entre espresiones literales juntas, significa 
que están multiplicadas. Además, las letras que representen números, los signiíicarán 
enteros en todo este primer libro. 

1 
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bro de la igualdad (A), será ya evidente la siguiente fór
mula, traducción literal del Teor.a 1.° -

(a-|-b+c)(d-f e)=ad-f-ae+bd-f be-f cd-f-ce. 
2.° Sea (abcd)(egf). Desde luego, según la defini

ción de multiplicar tres ó más números y el Esc.0 (40), 
será (abcd)(egh)==abcd(egh). Ahora, según la prop. 2. a 

(41), abcd (egh)=(egh)abcd, y según, otra vez, la def. 
gral. citada, (egh)abcd^=eghabcd. I. q. sr q. d. 

Para 3 ó más factores—productos no hay sino atender 
á la def. gral. (38). 

Cor.s Como casos particulares: 1.°para multiplicar por 
un entero el producto indicado de otros enteros, basta, 
multiplicar uno cualquiera de los factores de este pro
ducto por aquel entero.—Se sobreentiende que este nue
vo y parcial producto se ha de multiplicar por los 
demás factores del producto indicado. 

Es decir, que (abcde)m=ab(cm)de=(am)bcde=abcd(em) 
etc. pues cualquiera de esos productos indicados y de otros 
análogos equivale al producto único abcdem (41, 42 T.a 

2.°). 
2.' Para multiplicar un entero por el producto in-. 

dicado de otros enteros es preciso multiplicar aquel por 
un factor de dicho, producto, el resultado por otro fac
tor y así sucesivamente por todos. 

Es decir que N(abcd)==Nabcd,—Esc.0 (40) y Definición 
general (38)—. 

En efecto N(abcd)=(abcd)N (41), 
y (abcd)N=abcdN=Nabcd —Esc.0 (40) y (41).— 

43. Prop. 4. a Teor.a s 1.° Si uno solo de dos factores 
crece, el producto crece también, tanto cuanto valga el 
producto del aumento del factor variado por el otro factor. 

2.° Si ambos factores crecen simultáneamente, el pro
ducto crecerá, lo que valga la suma de productos de cada 

factor por el aumento del otro y de los dos aumentos en
tre-si. 

3.° Si uno ó más factores se multiplican por otros 
enteros, el producto de aquellos quedará multiplicado por 
el de los nuevos factores. 



Estos tres teoremas y más que pudieran enunciarse aná
logos, son corolarios de las tres proposiciones anteriores, 
y por tanto limitamos sus demostraciones á las fórmulas 
que las expresan, representando por letras mayúsculas los 
factores y el producto primitivos y por minúsculas los in
crementos respectivos. 
i • AB-P j(A+m)B=AB+mB=P+mB; (40). 
l. Ats—F, j A(B-}-n)=:AB+An=P-f-An. (41) y (40). 

2.° AB=P,( A-j-m) ( B + n )=AB-f-An-f-mB+mn=P 
+An-fmB-f-mn.... (42. l.°) 

3.'° ABCD=N, A(Bm ) C(Dn)=ABm CDn=ABCDmn 
—N(mn).... (42. 2.°) 

Por razón natural, si se hicieren con los factores opera
ciones inversas á las que acabamos de indicar, los efec
tos en el producto serian análoga y respectivamente in
versos^ , ej."(inverso al 1.°): (A—m)B=AB—mB=P—mB. 

Esc. 0 La fórmula anterior, espresada en forma de teo
rema, origina el siguiente, análogo al de la prop. 1/ (40). 

El producto de una diferencia indicada, por un en
tero, es igual al producto del minuendo, menos el pro
ducto del sustraendo, por dicho entero. 

44. Siendo cada entero no elemental la suma de los 
números elementales, espresados por los valores relativos 
de sus cifras, el producto de dos enteros constará, en ge
neral, de la suma de productos binarios sucesivos de to
dos los números elementales de cada factor, por todos 
los del otro; y por tanto, la resolución sintética del pro
blema de la multiplicación de dos enteros podría hacer
se en dos casos: 1." Factores\ elementales y 2.° Factores 
cualesquiera. Pero el método más sencillo y usado para re
solver el caso 2.° exige la consideración de otro inter
medio, en que uno de los factores sea elemental y el 
otro no, pasando así el 2.° caso á ser 3.° 

l . e r caso. Para multiplicar dos números elementa--
les ó de una sola cifra significativa cada uno, se multi
plican dichas cifras de memoria, ó por una talla, ó por 
adición, y al producto se le ponen tantos ceros cuantos 
tengan los dos factores dados. 
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-1 ! 2 3 4 • 5 | 6 7 8 9 

2 ! 4 6 8 10 12 14 16 18 

3 
-

9 12 15 18 21 24 .27 

4 8 12 16 20 24 28 32 _____ 
36 

5 10 15 20 25 30 35 40 45 

6 12 18 24 30 36 42 48 54 

7 14 21 28 35 42 49 56 63 

8 16 24 32 40 48 56 64 72 

9 18 ! 27 36 1 45 54 63 72 81 
8 

Use' La tabla á que se refiere la regla anterior 
puede escribirse en varias formas; la mas sencilla es la 
siguiente—para el sistema décuplo—, llamada comunmen
te tabla pitagórica, y cuya construcción, no sabiendo 
multiplicar, se reduce á sumar cada número de la 1 . a lí
nea consigo mismo y escribir las sumas respectivamen
te debajo, sumar cada número de esa 2. a línea con el 
de encima y escribir la suma debajo, y así sucesi
vamente, sumando siempre cada número con el 1.° su
perior de su columna y escribiendo la suma debajo. De 
esta construcción resulta ya evidente la siguiente regla. 

Para hallar en la taita pitagórica el producto de dos 
cifras se busca uno de los factores en la 1.a línea supe
rior y el otro en lal* columna de la izquierda y el pro
ducto está en la casilla de encuentro de la columna que em
pieza en el 1.° con la linea que empieza en el 2.° 

Ej.os; 5- 8=40, 9 • 6=54, 7*8=56, etc. 
TABLA PITAGÓRICA PARA MULTIPLICAR ENTEROS DE UNA CIFRA EN EL SISTEMA 

DE NUMERACIÓN DÉCUPLO O DECIMAL. 
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'40000-700=28000000 
luego, í 8000-700= 5600000 

hallándolos i 300-700= 210000 
serán { 10-700= 7000 

5-700= 3500 
,48315-700=33820500 

Para abreviar y fa
cilitar la operación se 
siguen usualmente las 
siguientes reglas acci
dentales. 

1." Se coloca el factor elemental bajo el otro, de mo
do que se correspondan las cifras de igual orden, y se 
traza una raya por debajo, para separar los factores, del 
producto. 

2. a Se multiplica primero la cifra de l . e r orden del 
factor compuesto por la única significativa del elemen
tal, se escriben las unidades de l . e r orden de ese pro-

'. -
Lema. Debemos además establecer que? según las 

leyes de todo sistema regular de numeración escrita, 
añadir á un entero cualquiera ceros á su derecha es 
multiplicarle por la unidad numerativa correspondiente 
—ó cuya espresion en guarismo tenga tantos ceros cuan
tos se han añadido á dicho entero.— 

Esto supuesto, sea el producto 4000X 300. 
Como 4000=4-1000 y 300=3-100 flema anterior), 

será 4000X300=4-1000-3-100=4-3-1000-100, (41), 
y pues 4-3=12, 4-3-1000* 100=12000* 100=1200000. 

Lo que demuestra la regla antes enunciada para el 
l . e r caso de la multiplicación de enteros. 

45. 2.° caso. Para multiplicar dos enteros, uno ele
mental y el otro no, se multiplican sucesiva y separa
damente todas las cifras dé éste por la de aquel fl.eT 

casoy1 y se suman todos los productos, teniendo muy en 
cuenta sus valores relativos. 

En efecto, sea p. ej.° 48315X700. 
Como 48315=40000+8000+300+10+5, será 

48315 • 700=40000 ' 700+8000 • 700+ 
300-700+10-700+5-700. 

Ahora, estos productos parciales son del caso 1.° in
mediato anterior, 
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ducto parcial debajo de dicha cifra significativa y se reser
van las de 2.° para agregarlas á las inferiores del pro
ducto parcial siguiente, que es el de la cifra de 2." or
den del factor compuesto por la del otro, y así sucesi
vamente se multiplican todas las cifras del factor com
puesto, siguiendo el orden ascendente de sus valores re
lativos, por la cifra válida del factor elemental, no es
cribiendo de cada producto parcial sino su cifra de or
den inferior, en su lugar correspondiente, y agregando 
la otra (*) al producto parcial siguiente hasta llegar al 
último, que se escribe íntegro; dando en seguida á to
do el producto, así obtenido, un valor relativo igual al de 
la cifra significativa del factor elemental. 

Aplicando estas reglas al ejemplo anterior tendremos: 

Disposición. || Se dice y se pone 
5 por 7, 35 ,~ 5 (bajo el 7) 

48315 y van 3; 1 por 7, 7, y 3, 10, 0 (izqV del 5) 
700 y va 1; 3 por 7, 21, y 1, 22, 2 ( « 0) 

y van 2; 8 por 7, 56, y 2, 58, 8 ( « 2) 
33820500 y van 5; 4 por 7, 28, y 5. 33,33. ( « 8) 

Eesulta 338205 corno producto de 48315*7, mas co
mo este 7 es—en el ejemplo puesto—de 3 . e r orden nu
merativo, de ese mismo orden hemos de hacer al pro
ducto 338205 para que sea el buscado, pues 700=7*100 y 
por tanto,—(42) y (44, lema),— 
/ 483l5*700=48315*7*100=338205*100=33820500. 

46. 3 . e r caso. l . e r modo ó usual. Para multiplicar 
dos enteros no elementales, se multiplica sucesivamente 
uno de ellos por todas las cifras del otro, una á una, 
(2.° casó) y la suma de esos productos parciales, con
siderados con sus valores relativos, será el producto 
buscado. 

Esta regla es evidente, en virtud de las proposicio-

( ) Ninguno de esos productos parciales puede tener más de dos cifras (V. la tabla 
pitagórica). 



60 

Ejemplo. 
48315 
X729 

338205 =_ 48315-7 
196630 = 48315-2 
434835 =•= 48315-9 

35221635 

Escolios. No detalla
mos la obtención de cada 
producto parcial, porque ya 
lo hemos hecho en el 2.° ca
so, al cual corresponde a-
quella, y no ponemos los 
ceros que indiquen el valor 
relativo de dichos produc
tos, porque no hacen falta 

para sumar éstos, ocupando, como ocupan sus primeras 
cifras de la derecha los lugares correlativos, es decir 
debajo de las cifras correspondientes del multiplicador. 

-Esto último basta, como ya hemos. indicado, para ob
tener el producto con brevedad y sencillez, siendo indi
ferente el orden en que se hallen los diversos produc
tos parciales, aunque es natural hallarlos siguiendo el 
de las cifras del multiplicador, ya de izquierda á dere
cha, como lo hemos hecho aquí, ya de derecha á iz-

rtn l i l n ^ r n ^ ^ ü ^ v L " " 0 6 f a c t o r e s t i e n e n c e r ° s á la derecha, se prescinde 
Sos luego c o l o c a c i o n y multiplicación de las demás cifras, por la razón que vere-

nes 1. a, 2. a y 3 . a , puesto que cada entero es la suma 
de los valores relativos de sus cifras, y éstos son res
pectivamente iguales á los valores absolutos multiplica
dos por las unidades numerativas correspondientes. Aho
ra, para facilitar y abreviar ese l . e r modo de multiplicar 
dos enteros se siguen las reglas siguientes: 

1.a Se colocan los dos factores-uno bajo otro cor
respondiéndose las cifras de igual orden (*)y se sepa
ran aquellos, de los productos parciales, con una raya, 
y con otra éstos del producto total. 

2. a Se colocan también los productos parciales unos 
debajo de otros de modo que se correspondan sus ci

fras de igual orden, para lo cual basta poner la 1.a 

cifra—que resulte efectivamente de multiplicar—de ca
da uno, debajo de la cifra que sirve de mtiltiplicador 
para obtener aquél. 
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quierda, como se hace comunmente, resultando en el l . e r 

caso corrido cada producto parcial un lugar hacia la 
derecha respecto del anterior y en el 2.° un lugar ha
cia la izquierda. 

2.° modo de multiplicar dos enteros. Considerando 
descompuestos simultáneamente los dos factores en sus 
números elementales, y teniendo en cuenta la prop. 3. a 

TeOr.a 1.°, podremos formular esta nueva regla general 
para multiplicar dos enteros. 

Se multiplica sucesiva y separadamente cada ci
fra de un factor por cada cifra del otro, y se suman todos 
esos productos parciales, considerados con sus valores 
relativos, los cuales dependen de los órdenes ó valo
res relativos de las cifras respectivas. 

El modo mas breve y sencillo de practicar la regla 
anterior es el siguiente: 

Colocados los dos factores uno debajo de otro, en 
perfecta correspondencia de sus cifras del mismo orden, 
se .empieza multiplicando las dos de la derecha, una de 
cada tactor, se escribe debajo de ellas la cifra de or
den inferior de su producto, y se reservan las de
más para agregarlas á los productos parciales inmedia
tos siguientes, que se obtienen .multiplicando, primero 
la 2. a cifra de arriba por la 1.a de abajo y en seguida Ja 
1.a de arriba por la 2. a de abajo; sumados estos dos pro
ductos con las cifras que restan del 1.° se escribe la 
cifra de orden inferior de la suma, á la izquierda de la 
escrita anteriormente y se reservan las demás para se
guir análogamente, es decir agregarlas (el número quo 
forman) á la suma de productos parciales de la 3. a ci
fra de arriba por la 1.a de abajo, mas la 2. a de arriba 
por la 2. a de abajo, mas la 1.a de arriba por la 3. a de 
abajo y así sucesivamente, corriéndose un lugar hacia la 
izquierda en un solo factor al comenzar cada serie de pro
ductos parciales del mismo orden y corriéndose un lugar 
hacia la derecha, arriba, y otro hacia la izquierda, abajo, 
para obtener todos los productos de cada serie, á los 
cuales se agrega el número reservado de la serie ante-



62 
rior, hasta que se llegue á multiplicar las dos cifras de 
la izquierda de ambos factores, cuyo producto se suma 
con el correspondiente n.° reservado de la serie anterior, 
escribiendo íntegra esa suma con lo cual se termina la 
multiplicación y se tiene escrito el producto en perfecta 
correspondencia de cifras del mismo orden, con los dos 
factores. 

Apliquemos esas reglas á la resolución del mismo 
ejemplo resuelto antes, del otro modo. 

48315 
X729 

35221635 
Diremos: 5 por 9, 45 (unidades de l . e r orden), 5, (que' 

se ponen en el l .er lugar de la derecha) y van 4; y 1 
por 9...9, son 13, y 2 por 5... 10, son 23, 3, (que se pone 
á la izquierda del 5) y van 2; y 3 por 9...27, son 29, 
y 1 por 2...2, son 31, y 5 por 7...35, son 66, 6 y van 
6; y 8 por 9...72, son 78, y 3 por 2, 6, son 84, y 1 por 
7...7, son 91, 1, y van 9; y 4 por 9...36, son 45, y 8 
por 2...16, son 61, y 3 por 7. ..21, son 82, 2, y van 8; 
y 4 por 2...8, son 16, y 8 por 7...56, son 72, 2, y van 
7; y 4 por 7...28, son 35 (que se escribe íntegro en su 
lugar correspondiente). . 

Esc." Fácil es comprender que para que este 2.° modo 
de multiplicar dos enteros tenga ventajas sobre el otro, 
ó sea un método abreviado, como lo llaman algunos au
tores, es preciso saber sumar mentalmente enteros de á 
dos cifras y á veces de tres. 

47. Teorema. El producto de dos enteros tiene tan
tas cifras como los dos factores, ó una {menos. 

Supongamos, para fijar las ideas, que un factor tenga 
6 cifras y el otro 4: el producto de tales factores será 
el mínimo, y por tanto tendrá el menor número posi
ble de cifras, cuando aquellos sean las unidades nume
rativas correspondientes—100000 y 1000—es decir sean 
los menores números de á 6 y de á 4 cifras respectiva
mente, y el producto será el mayor posible cuando to-
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das las cifras de los dos factores sean nueves. 

En el l . e r caso, el producto se obtiene agregando 
á la derecha de un factor cuantos ceros tenga el otro, 
luego tiene una cifra menos que los dos factores. En el 
2.° caso el producto será menor que el ele un factor por 
la unidad numerativa que sigue al otro, esta tendría, en 
el caso que consideramos, 4 ceros, p. ej. 0 . , y el produc
to correspondiente 10 cifras, es decir tantas, cuantas tie
nen los dos factores primitivos. , '. 

Corol." El producto de tres ó más enteros tiene, á 
lo más, tantas cifras como todos los factores, y por lo 
menos, tantas como valga la diferencia entre el núme
ro de cifras de los factores y el número de éstos me
nos uno. 

Porque al hallar los productos binarios sucesivos 
que exige la multiplicación de 3 ó más factores, ó bien 
cada producto tiene tantas cifras como sus dos factores, 
ó bien tiene únamenos. En el l .er caso n 0 s e pierde ci
fra alguna (en n.°) y el producto final tendrá tantas co
mo reúnan todos los factores; en el 2.° se pierde una ci
fra á cada multiplicación, y al llegar al producto final 
se habrán perdido tantas cifras como multiplicaciones su
cesivas se han hecho, es decir como factores hay me
nos 1. Es claro que esos son los casos límites ó estremos 
y que el producto puede tener un n.° de cifras interme
dio entre esos límites. 

48. Abreviaciones proles, de la multiplicación de en
teros. En ciertos casos particulares puede hallarse el pro
ducto de dos enteros más breve y sencillamente que por 
las reglas generales dichas, siendo los principales los 
siguientes. 

1." Si uno ó más factores terminan en ceros fá la 
derechaj se prescinde de éstos y después se agregan al 
producto final, sin ellos obtenido. 

Pues cada factor terminado en ceros es igual al 
número de la izquierda de aquellos, multiplicado por la 
unidad numerativa del orden correspondiente, luego pres
cindir de los ceros, es prescindir de unidades—factores, 
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por cuyo producto se multiplica luego el obtenido direc
tamente, agregando á éste los ceros que tienen aque
llas (42). 

2.° Para multiplicar un entero cualquiera por otro 
cuyas cifras sean todas nueves, se resta aquél, del que 
resulte añadiéndole tantos ceros como nueves tenga el 
otro. 

Pues, p. e.j°: 
57308X999=57308 (1000—1)=5730800—57308, (43). 

3.° Cuando los dos factores tienen muchas cifras, y, 
sobre todo, cuando uno es común á muchos productos 
que han de ser hallados sucesivamente, se abrevia indu
dablemente la operación hallando y escribiendo aparte y 
ordenadamente los productos de uno cualquiera de los fac
tores,—si solo hay una multiplicación—y del multiplican
do común—si hay varias,—por todos los enteros de una 
cifra, pues hecho eso, al tratar de hallar, según el 1.° de 
los métodos espuestos (46) los productos parciales suce
sivos del multiplicando por las cifras aisladas del mul
tiplicador se encontrarán ya todos hechos, quedando só
lo ponerlos unos debajo de otros con la precisa corres
pondencia entre las cifras de igual orden. 

Ejemplos. 

3815270496 
X279845643 

3815270496 
X57682140 

11445811488 15261081984 
3815270496 

7630540992 
15261081984 

22891622976 
19076352480 

15261081984 
30522163968 

22891622976 
26706893472 

19076352480 
30522163968 

34337434464 
26706893472 
7630540992 220072966888141440 

1067686825172048928 
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Productos parciales. 

3815270496' 1 = 3815270496 
2 = 7630540992 
3=11445811488 

« 4=15261081984 
5=19076352480 
6=22891622976 
7=26706893472 

C( 8=3.0522163968 
« 9=34337434464 

TABLA DE MULTIPLICAR EN EL SISTEMA 
DUODECIMAL. 

3; .6 

4! 8 

9 

D 

10 

16 

D 18 

UÍ1D 

9 10 

10Í14 

13 18 

16 20 

24 

D 

13 

10 12 

16 

1820 

21 i 26 

2 6 ( 3 0 

2 u : 3 6 

3 4 ¡40 

39 46 

2 8 

3 0 

3 8 1 4 7 , 5 6 1 6 5 

24 

2U 

36 

14 

20 

28 

16 

D 

18 

23 

34 

40 

48 

54 

5360 

42 50.5D 

7 4 

U 

ID 

26 29 

34 

42 

50 

5D 

68 

76 

9 2 

38 

47: 

56 

65: 

74¡ 

Esc." Omitimos el con
siderar como casos de 
abreviación los en que 
el multiplicador tenga 
ceros in termedios, ó unos, 
porque la abreviación 0-
curre inmediatamente, 
sabiendo que el producto 
de un n.' cualquiera por 
cero es cero,—y los ceros 
no se ponen como suman
dos en parte alguna— 
y que el producto por 1 
es el mismo multiplican
do. 

4 9 . Para concluir la 
multiplicación de ente
ros y afirmar la prác
tica de las reglas de 
los tres casos ( 4 4 , 4 5 , 
y 4 6 ) , proponemos la 
resolución del ejemplo 
siguiente, cuyos gua
rismos suponemos es
critos en el sistema duo
decimal; previos el re
cuerdo de los valores 
I)=diez y V=once, y 
el conocimiento de la 
tabla adjunta. 

Ejemplo. 
3U08D 

9D7U 
371542 

23534D 
3324 D4 

2Ü3446 

9 



50. Definiciones. Se llama en general, múltiplo de 
un número, su producto por un entero y en particular 
duplo, triplo, cuadruplo, quíntuplo, séxtuplo, séptuplo, 
óctuplo, décuplo y céntuplo los productos respectivos por 
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, diez y ciento. 

LECCIÓN 5. a 

DIVISIÓN DE ENTEROS-PRUEBAS DE LA MULTIPLICACIÓN X BE LA DIVISIÓN. 

División; su definición general; signos é indicación; 
nombres de los datos y del resultado, (51). Corolarios de 
esa definición general, según sea el dividen do... l.° ma
yor, igual, ó menor que el divisor; 2.° múltiplo, ó no 
del divisor, (52). Definiciones de división exacta é ine
xacta, de cocientes completo y entero y de residuo, re
laciones entre estos números el dividendo y el divisor, 
(53). Modo primitivo ó vulgar de dividir dos enteros, 
sus inconvenientes; proposiciones fundamentales para la 
división científica: 1.a División de una suma por un 
entero, (54); corolarios para las divisiones exactas y pa
ra la descomposición de un dividendo en sumandos afín 
de dividirle (55). 2. a División de una diferencia por un 
entero, (56). 3. a id. exacta de un producto ó por un pro
ducto, (57). 4. a Alteraciones, por sumacion ó producción, 
de dividendo y divisor {uno solo, ó ambos) y sus efectos 
en los cocientes completo, y entero y en el residuo, (58). 
Casos de la división de enteros; 1.° Divisor y cociente 
elementales ó de una sola cifra significativa cada uno', 
orden de esa cifra en el cociente, (59). 2.' Divisor de 
varias cifras y cociente de una sola, orden de esta, (60); 
3.* Cociente de varias cifras; reglas esenciales y acceso
rias para hallarle, (61). Número de cifras del cociente de 
dos enteros, (62). Abreviaciones principales de la división 
de enteros, (63). Pruebas de la división, (64). 

51. En sentido general vulgar, división,—acto ú ope-
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ración de dividir es la partición, ó acto de partir ó ha
cer partes un todo; pero en Algoritmia, según ya se ha 
indicado (37), la división es la operación inversa de la 
multiplicación, es decir, de hallar uno de dos factores 
dados el otro y el producto; éste toma el nombre de di
videndo, el factor conocido el de divisor y el factor in
cógnito el de cociente. 

Los signos para indicar una división son los dos pun
tos ortográficos (:) colocados entre dividendo y divisor en 
el orden de lectura y en el que los acabamos de nom
brar, ó bien una raya (—) encima de la cual se pone 
el dividendo y debajo el divisor. Ambos signos se leen 
dividido por, ó dividido entre, ó dividido, ó entre, p. ej.° 
a :b , « se leen a dividido por b, ó «dividido entre 
b , ó a dividido b , ó a entre b; y significan que el n.° re
presentado por a (dividendo) ha de ser dividido por el 
representado por b (divisor). 

52. De la definición general de dividir se deducen los 
siguientes corolarios. 

1.° El cociente sera mayor, igual, ó menor que 1, se
gún el dividendo sea respectivamente mayor, igual ó menor 
que el divisor. Pues considerando el cociente como multi
plicador, lo que es siempre posible (en abstracto) en vir
tud déla proposición 2. a (41), el cociente (multiplicador) y 
la unidad han de tener la misma relación de magnitud que 
el dividendo (producto) y el divisor (multiplicando), (38 
y 39). 

2." El cociente completo será un número entero si el 
dividendo es múltiplo del divisor y no lo será en caso con
trario. 

53. En este último caso la división se llama inexac
ta y exacta en el primero citado. 

En la división exacta, el cociente es el n.° de veces 
que el dividendo contiene al divisor ó es mayor que el 
divisor, en la inexacta, se llama cociente entero al ma
yor número de veces que el dividendo contiene al divi-
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sor, ó bien al cociente exacto del mayor múltiplo del 
divisor contenido en el dividendo, y residuo de la divi
sión al de restar dicho múltiplo, del dividendo. Por con
siguiente, en la división exacta el dividendo es igual al 
producto del divisor por el cociente, y en la inexacta 
el dividendo es igual al divisor multiplicado por el co
ciente entero mas el residuo. 

Esc." A veces se toma por cociente entero el que es
cede en 1 al definido en el párrafo anterior, y que es indu
dablemente el n.° que, multiplicado por el divisor, produce 
el múltiplo de éste inmediato mayor que el dividendo; en 
ese caso, se d ice que se hace la división por esceso (en 
el caso usual, por defecto) ó que se fuerza la unidad en 
el cociente, el residuo, que algunos llaman complementario, 
es la diferencia entre dicho múltiplo y el dividendo, éste 
es evidentemente igual al divisor por el cociente forzado 
menos el residuo complementario, y éste á su vez es igual 
á la diferencia entre el divisor y el residuo de la división 
por defecto. Asi como el dividendo de toda división exac
ta se llama múltiplo del divisor, asi este se llama parte 
alícuota, factor, submúltiplo, ó divisor, por antonomasia, 
del dividendo. 

54. Puesto que, según acabamos de ver, el cociente 
de dos enteros es el n.° exacto ó aproximado de veces 
que el dividendo contieneal divisor y ésta es la noción pri
mitiva y vulgar de dividir dos números, el modo también 
primitivo de hacer esa operación es restar el divisor del 
dividendo y de (los restos sucesivos, cuantas veces se pue
da y ese n.° de veces ó sea el de sustracciones verifica
das es el cociente exacto, si el último resto es cero, y-lo 
que hemos llamado cociente entero, en el caso contrario. 

P. ej.° 24 : 6 = 4 porque 
24—6=18 (1. a sustracción), 
18—6=12 (2. a sustracción), 
12—6= 6 (3. a sustracción), 
6—6= 0 (4. a sustracción). 

Pero ese modo de hallar el cociente de dos enteros, 



—como su análogo de la multiplicación—,sobre ser im
practicable por lo prolijo, á poco grande que baja de 
ser el cociente, no constituye una operación aritmética 
nueva, y por tanto, precisa deducir otras proposiciones 
que sirvan de fundamento á la genuina y verdadera 
division de enteros. 

Proposición 1.a—Teorema.—En la division de una su
ma por un entero,.,..!." El cociente completo es igual d la 
suma de los cocientes completos sucesivos de todos los 
sumandos por el entero. 2.' El cociente entero es igual d la 
suma de los cocientes enteros (por defecto) de todos los 
sumandos, mas el de la suma de los residuos cor
respondientes, y 3.° El residuo es igual al de la divi
sion de dicha suma de residuos de todos los suman
dos, por el divisor único. 

Lo 1.° es corolario de la proposición 1." (40) de la 
multiplicación pues si representamos por A, B, C, D, 
p. ej.°, 4 sumandos á cuyos cocientes completos respec
tivos por un entero E llamamos a, b, c, d, tendremos 

A:E=a, B:E—b, C:E=c, D:E=d, 
ó bien A=aE, B--=bE, C=cE, D=dE (35) 

luego A+£+C+l)==aE+iE~H:E-\-dEí=(a-\-b+c+dyE 
y por tanto (A+B+C+D):E =a+b+c-t-d, (def gral-51), 
1. q. s. q. d. Para demostrar lo 2.° llamemos q q," q,'" 
á los cocientes enteros respectivos y r, r/ r,u r , ' " á l o s 
residuos correspondientes, es decir que 
A=zÉq-\-r, B—Eq'+r1,C=Eq'l-\-ril, B=Eq"'-{-rííí luego 
A+B+C+B=Eq+Eq'+Eq"+Eq'"+r+rí+í'+r"í 

ó ^+^+^-j-i>=^(^+^ < -f^ < -f^ í í ' )-f(r+r'+^ í -fr < í < ) 
Pero, según lo acabado de demostrar (1.°), será 

(A+B+ C+D):E=E(q+q i-t-q''-t-q''<y.E-\-(r+r'-{-rii)-\-
r"f.E«=q-\-q'-\-qu-\-q'e'+(r-t-'rí-\-r''-\-rííí):apuesto que 

E(q+q'-\-qí'+q''i):E=q-\-q'-\-q('-i-q'ií (def. gral—51), 
luego el cociente entero de A-\-B-\- C-\-D\E se compone 
de q-\-q>-hq"-{-q"í (suma de cocientes enteros de los su
mandos A, B, C, D por el divisor EJ, mas el cociente 
entero de la division (r-\-r'-\-r"-{-r"í):E 1. q. s. q. d. 
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3.° Por último como la división E( q-\-f+q"-hq'"):E 

no deja residuo, es claro que el de la división (A^B-\-
C-\-J7):E será únicamente el de (r-\-r'-\-r"-\-r"'):E lo que 
demuestra la 3. a parte del Teor.a 

55. Corolarios. l.° Para dividir por un entero la su
ma de varios múltiplos de él, basta dividir separadamente 
por dicho entero todos los sumandos y sumar los cocien
tes respectivos. 

2.° Para dividir por un entero otro cualquiera, se 
puede descomponer d éste en partes ó sumandos, dividir 
cada uno de estos por el divisor, (hallando todos los cocien
tes enteros, por defecto), y dividir después la suma de los 
residuos anteriores; el residuo de esta última división par
cial será el de la propuesta'y la suma de todos los cocien
tes enteros obtenidos será el cociente entero de los dos núms 
dados. 

56. Prop. 2. a Teorema. En la división de una diferen
cia por un entero:,!. 0 El cociente completo es la diferen
cia de los de minuendo y sustraendo; 2.° El cociente en
tero es también la diferencia de los cocientes enteros 
de dichos dos números y 3.° el residuo es la diferencia 
de los residuos respectivos, si es mayor el del minuendo 
que el del sustraendo, y en el caso contrario, esa diferencia 
es el residuo complementario (53). 

l.° Conservando la notación del Teor.a anterior ten
dremos, puesto que A=aE, B—bE,...A—B=aE—bE= 
(a—b)E luego (A—B): E=a—b es decir que el cociente 
de la diferencia A—B por E es la diferencia a—b de los 
cocientes a y b del minuendo A y el sustraendo B por 
el mismo divisor E. 

2." y 3.° A=Eq+r, B^Eq'+r1 luego A—B=Eq-\-r 
—Eqi—r£ porque es claro que restar una suma equiva
le á restar sucesivamente todos los sumandos. Pero Eq— 
Eqt=E(q—f').f&, Esc.0) luego A—B=E(q~qí)-\-(r—rí). 
Ahora, de estos dos sumandos el segundo r—r' es menor 
que E, luego al dividirle por i? da cero AQ cociente y r—r' 
de residuo, luego el cociente entero de (A—B): E es q—qí 



y el residuo es r—rl\ 1. q. s. q. d. 
57. Prop. 3. a Teorema, 1.° Para dividir un produc

to indicado por un divisor de alguno de sus factores, has
ta dividir ese factor y multiplicar el cociente por los de
más factores. 

2.° Para dividir por un producto un múltiplo suyo, 
basta dividir éste por un factor de aquél, el cociente por 
otro factor y asi hasta llegar al último factor. 

1." Sea p. ej.° el producto 7X15X6X12 digo que 
(7-l5-6-12):5=7-(15:5)'6-r2=7-3-6-12. En efecto multipli
cando este último producto por 5 para lo cual basta multipli
car un factor (42, cor." l.°) tendremos (7*3/6'12)X5—7-(3-
5)*6'12=7-15-6-12 y pues éste es el dividendo propuesto, 
aquel n.° 7-3-6-12 es el cociente, puesto que multiplicado 
por el divisor 5 produce el dividenao. 

2.° Sea 360 : (3-5-4). Dividiendo §60 por 3 resulta 120 
de cociente exacto, dividiendo 120 por 5, 24 es el cociente, 
y dividiendo 24 por 4, 6 es el cociente de esta división y 
también de la propuesta, pues multiplicando 6 por el 
producto 3-5-4 tendremos (42, corol.0 2.°) 

6(3-5-4)=6-3-5-4=6-4-5-3,(4l.) 
» =24- 5-3=120-3=360. 

Queda pues demostrada la 2. a parte del teorema, pues 
aunque parezca que referido como está el razonamiento 
anterior á números particulares es una mera comproba
ción, obsérvese que es independiente de los valores de 
aquellos. 

58. Prop. 4. a Teorema. 1." Si el dividendo solo crece 
ó disminuye, el cociente completo varía en el mismo sen
tido; y en sentido contrario, si es el divisor solo el que 
varia por sumacion. 2." Si el dividendo y el divisor 
se multiplican por un entero, ó se dividen por un fac
tor común á ambos, los cocientes completo y entero ño 
varían, pero el residuo queda multiplicado ó dividido 
respectivamente por aquel número. 

l.° Porque siendo el dividendo igual al producto del di
visor por el cociente, es claro que variando el producto 
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y permaneciendo constante el un factor (divisor), el otro 
tactor (cociente) ha de variar en el mismo sentido que 
el producto, pues si no variase, ó variase en sentido 
contrario, el producto no variaria, ó variaría en sentido 
contrario del supuesto (43); y si un factor (divisor) va
ria, no variando el producto (dividendo), el otro factor (co
ciente) variará necesariamente en sentido contrario. 

3.° Siguiendo la notación de los números anteriores 
y llamando n al factor ó divisor que modifica á los datos pri
mitivos tendremos (53) A=Ea=Eq-\-r luego (11,40—Teor,* 
—,y 42,—cor.0 l.°) An—Ewa—En'q-\-rn donde se ve 
que multiplicados por n dividendo fAJ y divisor (EJ 
primitivos, los cocientes completo•(a) y entero (q) no han 
variado, mas el residuo fr) ha quedado, multiplicado 
por n. 

Ahora es claro que si considerando An y En como 
datos primitivos los dividimos por n volveremos á los A 
y E y los cocientes serán los mismos pero el residuo 
rn se convertirá en r, es decir quedará también dividi
do por n, como el dividendo An y el divisor En. 

59. Análogo razonamiento al que hicimos para la 
multiplicación, ó mejor, el considerar que es inversa de 
aquella operación la de dividir, conduce á distinguir tres 
casos en la resolución sintética del problema gral. de 
dividir enteros, á saber: l.-0 Divisor y cociente de una sola 
cifra significativa cada uno (correspondiente al 1.« ca
so de la multiplicación, como que solo han variado los 
nombres de los factores (14)). 2.° Divisor de varias ci
fras y cociente de una sola (correspondiente al 2.° de ' 
multiplicar n.° 45) y 3.° Cociente de varias cifras y por 
consiguiente divisor y dividendo también. 

58. 1.« caso. Si recordamos el correlativo de la mul
tiplicación, reconoceremos que una división exacta estará 
en éste l . e r caso, cuando teniendo el divisor una sola 
cifra significativa, el dividendo tenga una, ó dos forman
do un n.°, cuyo valor absoluto sea menor que el pro
ducto de dicha cifra del divisor por la base numerativa ' 
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f ) y cuyo valor relativo sea de igual ó mayor orden que 
el de la cifra del divisor. Entonces el cociente completo se
rá evidentemente, el de ese n.° de una ó dos cifras por la 
del divisor, con tantos ceros á la derecha como valga la di
ferencia entre los números de ceros del dividendo y del 
divisor. 

Y como de no ser exacta la división, no es fácil co
nocer antes de hacerla, cuándo el cociente ha de tener 
una sola cifra significativa cual el divisor; y como, aun 
para las exactas del caso antedicho es preciso hacer la di
visión por una cifra, del n.° de una ó de dos cuyo valor 
absoluto sea el citado, á este caso especial puede limi
tarse el 1.' de la división de enteros, que hemos, sin em
bargo, enunciado en toda su generalidad para conservar 
su correlación con el caso 1.° de la multiplicación. 

Para dividir, pues, dos enteros, el divisor de una 
sola cifra y el dividendo de una ó dos pero menor que 
el producto del divisor por la dase numerativa, se bus
cará mentalmente, ó por la tabla (44) de multiplicar, 
ó por sustracciones sucesivas el entero que multiplicado 
por el divisor produce el dividendo 6 el múltiplo del di
visor mas próximo al dividendo y dicho número será el 
cociente exacto ó entero (por exceso ó defecto) según el 
dividendo sea ó no múltiplo del divisor. 

Esc." El método de las sustracciones sucesivas ya 
lo hemos dicho y aplicado (54). 

El de la tabla (44) se reduce á buscar en la línea 
ó columna, encabezadas por el divisor, su múltiplo más 
próximo al dividendo—que puede ser éste ó mayor ó me
nor—y dirigiéndose desde él rectangularmente con la di
rección primitiva, á buscar la cifra que encabeze la co
lumna ó linea respectivamente cruzada, en dicho múlti
plo, con la anteriormente seguida, esa cifra será el co
ciente exacto, si está el dividendo en la tabla; entero por 

( ) Eso se conocerá en que añadiendo un cero á la derecha de la cifra signi
ficativa del divisor, el núm. que resulte será aún menor que el que forman la ci
fra ó dos cifras válidas del dividendo. , 
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28000:700=40 pues 28: 
7=4, y tres ceros que tie
ne el dividendo menos dos 
del divisor, dan uno en el 
cociente exacto. 

34: 6=5 (aprox.0 def.°) 
pues 30—múltiplo de 6 inme
diato menor que 34—es el 
producto de 6 por 5, luego 5 
es el cociente exacto de 30 
entre 6 y el cociente ente
ro usual de 34 entre 6. 

2." caso. Por razón análoga á la del caso anterior, 
no consideraremos este 2. e con toda la generalidad cor
respondiente al 2.° de la multiplicación, sino cuando la 
división del número que forman las cifras significativas 
del dividendo, por todo el divisor, sea exacta, y aun 
entonces sólo se conocerá d priori que el cociente "ten
drá una sola cifra significativa, sabiendo que dicho nú
mero (formado por las cifras significativas del dividen
do) es múltiplo del divisor por alguno de los enteros me
nores que la base numerativa el cual, con tantos ceros 
como tenga el dividendo, formará el cociente completo, 
porque es claro que al dividir exactamente millares—p. 
ej.°—el cociente hade ser precisamente millares. 

Mas, cuando el cociente, exacto ó entero, ha de te
ner una sola cifra—lo cual se conocerá en que añadien
do un cero al divisor resultará un n.° mayor que el di
videndo—no es preciso que la división haya de ser exac
ta, para hallarlo por medio de la siguiente regla. 

Se halla el cociente entero de la 1." ó dos l . a s ci
fras (izq.*) del dividendo por la 1.a del divisor y ese 

defecto, ó usual, si se halla el múltiplo inmediato menor 
que el dividendo y entero por exceso, ó forzado si fué el 
inmediato mayor que el dividendo, dicho múltiplo bus
cado. 

Por último, se hallará mentalmente el cociente, sa-̂  
biendose de memoria y recorriendo en ella, los múltiplos 
del divisor hasta encontrar el más próximo al dividen
do, etc. 

Ejemplos. 
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cociente será el de la división propuesta ó mayor que 
él; para averiguar si es lo uno ó lo otro, se halla el 
residuo de esa I.* división parcial, y si es igual ó ma
yor que su cociente respectivo éste es el buscado, pero 
si es menor, se coloca á su derecha (mentalmente) la 
cifra siguiente del dividendo, y se halla él cociente en
tero del n." que resulte, por la 2. a cifra del divisor, y 
si es el mismo que el de, la división parcial anterior, 
siendo además el residuo igual ó mayor, aquél será el 
cociente buscado, pero si el residuo es menor, se le po
ne á la derecha la cifra siguiente del dividendo, y se 
halla el cociente entero del n.° que resulte, por la 3. a 

cifra del divisor y asi sucesivamente hasta obtener 
un residuo, en esas divisiones parciales, igual ó ma
yor que su cociente respectivo el cual será el buscado, 
ó hasta hallar un cociente entero menor que el anterior, 
desechando éste entonces, y empezando de nuevo la serie 
de divisiones, tomando para 1 . e r cociente entero ese n." me
nor y siguiendo como antes hasta obtener dicho residuo igual 
ó mayor que su cociente respectivo, ó llegar á las unidades 
de dividendo y divisor sin disminuir el cociente de ensayo. 

El cociente entero de la 1.a división parcial puede 
ser igual ó mayor que el buscado, porque siendo el di
videndo igual al producto del divisor por el cociente 
entero mas el residuo (si le hay), el l . e r dividendo parcial 
contendrá (en general) no solo el producto de la cifra de 
orden superior del divisor por el cociente entero,—que es lo 
estrictamente preciso para que dividido por esa cifra, el 
cociente fuera el buscado,—sino además las unidades de ese 
orden que contengan el producto de las demás cifras del 
divisor por el cociente y el residuo, el cual solo puede tener 
tantas unidades como dicha cifra del divisor, y por tanto, 
dicho dividendo parcial puede contener más veces á esa cifra 
que las que todo el dividendo contiene al divisor. 

Ahora supongamos, para fijar las ideas, que sea el 
cociente de 35849.: 4790 el buscado. Diremos....35 fentre 
4, á 8 v sobran 3, (que con el 8 que sigue en el divi
dendo hace 38), 38 entre 7 no cabe á 8, luego esta ci-
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(Dividendo) 35849 
(Residuo.) 3319 

4790 (Divisor) 
La disposición usual 

de datos y resultados, 
para hacer la división 
es la del margen. 7 (Cociente). 

6k 3 . e r caso. Se reconocerá desde luego que una 
división indicada está en este 3 . e r caso, siempre que aña
diendo un cero al guarismo—divisor resulte un n.° aún 
menor que el dividendo, pues eso prueba que éste es 
mayor que el producto del divisor por la base numera-

fra es mayor que el cociente buscado, porque el dividen
do no contiene mas que 35 millares y 8 centenas, ó bien, 
32 millares y 38 centenas y el producto del divisor por 
8 tiene 32 millares y 56 centenas (producto de las 7 cen
tenas del divisor por 8). Tomemos pues el 7 para segun
do cociente supuesto, tendremos.... 4 por 7, 28, á 35, 
7, que, siendo igual al cociente que ensayamos, asegu
ra que éste es el verdadero porque su producto por el di
visor consta sólo de 28 millares y 49 centenas (produc
tos respectivos de los millares y centenas del divisor por 
7) y el dividendo contiene 28 millares y 78 centenas 
(los 7 millares del residuo y las 8 centenas del dividen-
,do). El mismo razonamiento se haria para todos los ejem
plos análogos y probaria la legitimidad del procedimien
to enunciado en la regla anterior. 

> Para hallar el residuo, una vez comprobada la legi
timidad de la cifra del cociente, se multiplicará éste por 
el divisor y se restará el producto del dividendo (53). 
Mas no hay necesidad de hallar y escribir el producto com
pleto para hacer dicha sustracción, sino que á medida 
que se van hallando los productos parciales de cada cifra 
del divisor por el cociente, se van restando de la cifra 

, correspondiente del dividendo aumentada en el n.° sufi
ciente de unidades del orden inmediato superior tomado 
de la cifra inmediata de la izquierda. 

Así en el ejemplo anterior diremos....7 por 0 es 0 á 
9, 9; 7 por 9....63, á 64, 1 y van 6; 7 por 7....49 y 6, 
55, á 58, 3 y van 5; 7 por 4...28 y 5..33 á 35, 2. 
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tiva ó lo que es igual que el cociente ha de tener más 
de una cifra. 

Esto supuesto, observemos que separando (material 
ó mentalmente) de la izquierda del dividendo, • tantas ci

fras como tiene el divisor, ó una más, si tantas forman 
un n.® menor que aquél, el cociente de ese n.° separa
do, por el divisor, tendrá una sola cifra (caso anterior) 
que será justamente la cifra de orden superior del co
ciente buscado. 

Sea p. ej.°, el cociente 35849208:4790. Digo que 
7 cociente (hallado en el caso y ej.° anterior) de 35849: 
4790 es la cifra 1.a (de la izquierda) del cociente ente
ro buscado. (*) Desde luego no puede ser menor, porque 
en los 35849 millares del dividendo estarán contenidos 
no sólo el producto-del divisor por los millares del co-
cente, sino los que refluyan del producto del divisor por 
las otras cifras del cociente, y del residuo, es decir que 
ese dividendo parcial es mayor en gral. que lo preciso 
para que dividido por todo el divisor dé por cociente en
tero la cifra de los millares del cociente total, y á mayor 
dividendo no ha de corresponder menor cociente, siendo 
el mismo el divisor. Tampoco dicho cociente parcial pue
de ser mayor que aquella cifra, porque, al fin, los mi
llares no son sino una parte del dividendo, y portanto-
su cociente por el mismo divisor no ha de tener más 
millares que el cociente total, pues si los tuviera, corres
pondería á menor dividendo mayor cociente ('**) siendo 
iel mismo el divisor, lo que es absurdo. Hallado el residuo 
de esa 1.a división parcial, se pone á su derecha (ma
terial ó mentalmente) la cifra siguiente del dividendo, 
y se toma el n.° que resulta por nuevo dividendo par
cial, que dividido, lo mismo que antes, por el divisor, 

( ) Es indudable que ese cociente parcial es millares, puesto que millares son 
los separados del dividendo, y el cociente ha de ser del mismo orden que el divi
dendo, por razón natural. 

{**) Pues siendo mayor la cifra de las millares, es mayor forzosamente el ' 
Mm. aunque no tenga centenas, decenas ni unidades. 

V 
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Disposición. 
35849W8 
23192 
040320 
020008 
00848 

4790 
Locución usual. 

35849 entre 4790...á 7 (caso y ej.° 
7404 II anterior); 7 por 0 es 0, á 9...9, 7 por 

9.. .63,á64.. .1,yvan6, 7por7..,49, 
y 6.. .55 á 58...3, y van 5, 7 por 4.. .28 

. y 5... 33, á 35....2; b a j o el 2 (áladha. 
del resto 2319), 23192 entre 4790...á 4, 4 por 0 es 0 á 
2...2, 4 por 9...36 á 39...3 y van 3,4 por 7...28 y 3....31, 
á 31..0, y van ,3, 4 por 4...16 y 3...19 á 23...4; b a j o 
el 0, 40320 entre 4790...á 8, 8 por 0 es 0 á 0...0, 8 por 
9 72 á 72...0, y van 7, 8 por 7...56 y 7 63, á 63...0 
y van 6, 8 por 4...32 y 6...38 á 40...2; bajo el 8 (ult/ 
cifra del dividendo), 20Ó08 entre 4790, á 4, 4 por 0 es 
0 á 8...8, 4 por 9,..36 á 40...4 y van 4, 4 por 7...28 y 
4...32 á 40..8. 

Como es fácil comprender, la disposición de datos y 
resultados usada comunmente y manifiesta en el ejemplo 
anterior es accesoria, las reglas antes enunciadas en bas
tardilla son las esenciales para la división de enteros. 

62. De esas reglas se deduce fácilmente que el número de 
cifras del cociente entero es la diferencia de las que tie-

dará la 2. acifra del cociente total; para probar lo cual 
basta recordar el cor.0 2.° (55) y hacer un razonamiento 
análogo al inmediato anterior. Multiplicada esa 2." ci
fra por el divisor y restado el producto del 2." divi
dendo parcial se pondrá á la derecha del resto la cifra 
siguiente del dividendo y se tendrá un 3 . e r dividendo 
parcial que servirá para hallar la 3. a cifra del cociente 
por los mismos trámites que las dos l . a s y así sucesi
vamente hasta la última ó sea la de \ orden que será 
la correspondiente ala de l .er ór.den del dividendo puesta 
á la derecha del residuo parcial anterior, de cuyo úl
timo dividendo parcial restado él producto del divisor por 
la cifra de l . e r orden del cociente, dará el residuo de 
la división total propuesta. 

Ejemplo. 
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nen dividendo y divisor ó una más. Porque el primer 
dividendo parcial dá, como es sabido, la 1.a cifra del co
ciente y á cada cifra restante del dividendo correspon
de otra—significativa ó no—del cociente, luego éste ten
drá tantas como unidades la diferencia de los números 
de cifras que tienen dividendo y divisor, si el dicho pri
mer dividendo parcial tiene una cifra más que el divi
sor, y una cifra mas que unidades dicha diferencia ten
drá el cociente, si el l . e r dividendo parcial tiene tantas 
cifras como el divisor. 

63. Las principales abreviaciones de la división son 
las siguientes. 

1.a ¡Si el divisores una unidad numerativa (\ con 
ceros) se liará la división, separando de la derecha del 
dividendo, tantas cifras como tenga el divisor, esas ci

fras separadas formarán el residuo y las restantes de 
la izquierda el cociente entero (por defecto). 

Sea, p. ej.°, 38528:100 digo que 3854 es el cociente 
entero y 28 el residuo. En efecto multiplicado 3854 por 
100 (44, Lema) tendremos 3854X100=385400 y añadiendo 
28, resulta el dividendo 385428, es decir que 385428= 
3854X100+28 1. q. s. q. d. 

2. a ¡Si el divisor termina en ceros, se suprimen y 
además otras tantas cifras de la derecha en el dividen
do, se efectúa la división de los n.os resultantes y el co
ciente entero de ella es el buscadoj pero al residuo hay 
que agregarle á la derecha las cifras suprimidas en el 
dividendo. 

Sea p. ej.° 483624:3200. 
Dividiendo 4836 por 32 el cociente entero es 151 y 

el residuo 4, de modo que 4836=32X151+4, multipli
cando por 100, será 483000=3200X151+400 (44—Lema,, 
40, y 42—cor.° 1.°) y añadiendo 24...483624=3200X151 + 
424 1, q. s. q. d. 

3. a ¡Si dividiendo y divisor terminan en ceros, se 
efectúa la división, suprimiendo en <\ada uno tantos ce
ros cuantos tenga el que menos; el cociente entero que 
resulte será el buscado pero al residuo hay que agregar-
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7702 (Coc e) 
2 (Res.0) 

La quinta (parte) de 38...7 y sobran 3. 
« ' « de 35...7 
« « de 1...0 y va 1 
« « de 12...2 y van 2 

Fácil es comprender que esa abreviación puede ge
neralizarse á divisores de 2 ó mas cifras, si se sa
be hacer mentalmente las divisiones, multiplicaciones 
y sustracciones parciales sucesivas. 

' 5. a Si el divisor es un número elemental ó sea de una 
sola cifra significativa seguida de ceros, y el dividendo 
tiene tantos ó más ceros que el divisor, se combinan las 
dos abreviaciones anteriores pues suprimiendo los ceros 
del divisor y otros tantos en el dividendo, quedará redu
cida la división á el caso considerado en la 3 . a abrevia-

le tantos ceros como f nerón los suprimidos en cada término. 
Por que, al suprimir (material ó mentalmente) los ce

ros, se divide cada término de la división propuesta por 
la unidad numerativa correspondiente (63, 1.a), luego el 
cociente entero no varia (57), pero el residuo queda divi
dido por dicha unidad numerativa, hay pues que añadir
le los ceros para tener el verdadero. 

Ejemplos. 4870000:35000. Se dividirá 4870 entre 35, 
cuyo cociente entero 139 es el de 4870000 entre 35000 
pero el residuo de la división efectuada es 5 y el de la 
propuesta es 5000. 

4. a Si el divisor tiene una sola cifra, aun aplicando 
la regla gral. resulta una abreviación natural pues todas. 
las divisiones parciales estarán en el l . e r caso y se harán 
mentalmente y sin tanteos, pero á más suele usarse otra 
abreviación que consiste en no escribir el divisor ni los 
residuos parciales sucesivos y si sólo el cociente debajo 
del dividendo ó donde convenga, como se vé en el si
guiente 

Ejemplo...385l2:5 

Disposición. | Locución usual. 
38512 (Div.°) 
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Múltiplos del divisor. 

3709 1 = 3709 
2 = 7418 
3=11-127 
4=14836 
5=18545 
6=22254 
7=25963 
8=29672 
9=33381 

92872054361 
18692 

14705 
35784 
24033 

17796 
29601 

3709 
25039647 

3638 (residuo) 

NPara más abreviación supone-
ce • y = c J t W o i mos hechas todas las sustraccio

nes parciales sin colocar el sustraendo (múltiplo del di
visor) bajo el minuendo, (dividendo parcial respectivo) sino 
dejando ambos en sus sitios primitivos. 

64. La prueba mas sencilla y natural de la división 
consiste en multiplicar el divisor por el cociente entero 
y sumar el producto con el residuo. Es evidente que 
la suma debe ser el dividendo si las operaciones están 
bien hechas. 

Si .el residuo es menor que el cociente entero, puede 
también servir de prueba dividir el dividendo por el co-

11 

don, y el residuo será el que se halle por ese caso, con 
los ceros que tenga el divisor. 

6.a Por último, si el dividendo tiene muchas cifrase 
hay que hacer varias, divisiones por un mismo divisor, 
se forman y ordenan en un cuadro los productos suce
sivos del divisor por todos los números de una cifra, 
y para hacer las divisiones parciales que nos han de 
dar las cifras sucesivas del cociente se buscan en dicha 
tabla; los múltiplos del divisor más próximos (por defecto) 
á los dividendos parciales respectivos y tendremos, sin 
ensayos, las, cifras correlativas del cociente, j los residuos, 
sin necesidad de multiplicar cada cifra del divisor por 
la respectiva del cociente etc, sino restando íntegro el 
múltiplo correspondiente del divisor, del dividendo parcial 
correlativo. 

Ejemplo=9287205436l : 3709. 
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cíente entero, y ha 'de resultar de nuevo cociente el di
visor anterior, y el mismo residuo. 

Pero si el residuo es igual ó mayor que el cociente 
entero, fácil es ver que si se toma éste por divisor el 
cociente entero nuevo será mayor que el divisor anterior 
y el residuo distinto, siendo ya muy complicado hacer ser
vir de pruela ese cambio, según las condiciones generales 
de toda buena prueba (34). 

65. Siguiendo la correlación con las teorías anterio
res proponemos como ejercicio de división en otro sis
tema numerativo que el usual, la prueba por división 
de la multiplicación hecha en el n." 39, es decir tomar 
por dividendo el producto 329199222, por divisor un fac
tor cualquiera—p. ej.°el9D7U—y ha de resultar de co
ciente exacto el otro factor 3U05D. 

Para facilitar la división-' puede formarse previamen
te la tabla de los l . o s múltiplos del divisor, á tenor de 
lo indicado en la 6.a abreviación (64). 

ARTICULO r - 3 . e r ALGORITMO—GRADUACIÓN.. 
LECCIÓN 6. a 

' _ ELEVACIÓN A POTENCIAS DE LOS ENTEROS. 

3 . e r Algoritmo—Graduación—-idea y nombres de sus 
ramas para los números enteros (66). Potencias y rai
ces de grados enteros y de números cualesquiera; id. de 
números y grados cualesquiera (67). Indicación de la ele
vación á potencias; diferencia entre grado y esponente 
(68). Modo usual de formar las potencias de base y gra
do enteros, dificultad de un modo general y diverso de 
la multiplicación (69). Cuadrado y cubo de la suma de dos 
enteros (10). Corolarios: Diferencia de los cuadrados y de 
los cubos de dos enteros consecutivos; composición del 
cuadrado y cubo de un entero respecto días unidades de 
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1." y 2.° arden del mismo (71). Potencias (de grado en
tero) de productos, cocientes y potencias de números en
teros (72). Cor.0: composición de las potencias de cada gra
do, de un entero descompuesto en sus factores simples, 
y aplicación á conocer si un entero dado es ó no poten
cia de un cierto grado de otro entero (73). 

66. La 3." forma elemental de combinaciones numé
ricas, ó el 3 . e r algoritmo elemental, llámase graduación 
(24), y es casi imposible definir claramente cada una de 
sus ramas con toda generalidad, ó sea para números 
cualesquiera, como lo hemos podido hacer para los dos 
algoritmos anteriores, por su mayor sencillez. 

Para los números enteros, es la 1." rama del 3 . e r al
goritmo caso particular de la 1. a del 2.°, como ésta, á 
su vez, lo es de la 1/ del 1.°; pues así como el produc
to de dos enteros es una suma de tantos sumandos igua
les á uno de los factores (multiplicando) como unidades ten
ga el otro (multiplicador) ,así el producto de dos ó más 
factores iguales es llamado potencia de ese factor repe
tido, que toma el nombre dejase ó raiz, y el de grado de la 
p)otencia ó de la raiz el número de veces que ésta entra 
en el producto—potencia. 

La 1. a rama, pues, del 3 . e r algoritmo elemental, lla
mada elevación d potencias ó sólo elevación ('), es una 
operación que tiene por objeto hallar la potencia, dados 
la raiz y el grado, y como, según es fácil comprobar 
con cualquier ejemplo, esos dos números que engen
dran cada potencia no pueden permutar sus oficios, co
mo los sumandos y los factores, resulta que la elevación 
debería tener dos operaciones inversas, (y no una, como 
la adición y la sustracción), la de hallar la raiz, dados 
el grado y la potencia, y la de hallar el grado dadas la 
potencia y la raiz. Mas esta última operación no se con
sidera como elemental, quedando así también reducida 
á dos, como en los otros algoritmos, las ramas ú ope-

(*) Aunque no sabemos que se baya usado, usaremos casi siempre el nom
bre solo de elevación puesto que es inconfundible y se abrevia mucho la frase. 
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raciones de la graduación, llamándose extracción de rai
ces, ó sólo extracción, la operación que tiene por obje
to hallar las raices numéricas, dados los grados y po
tencias respectivas las cuales no es preciso que lo sean 
exactas de otros enteros^ como no lo es que el dividendo 
sea múltiplo del divisor. 

67. Es claro que teniendo ya la idea general de pro
ducto de cualesquiera número y clgse de factores, cuyo 
número forzosamente ha de ser entero, podremos fácil
mente generalizar las definiciones del párrafo anterior á 
el caso en que la raiz sea un número cualquiera, con
servándose aún entero el grado, siendo ya mas difícil 
hacerlo para grados cualesquiera. Potencia de grado en
tero de un número cualquiera es el producto de tantos 
factores iguales á ese número como unidades tenga el 
grado, el cual se suele nombrar con los números ordi
nales, diciendo primer grado, segundo grado, etc, dicién
dose por tanto elevar á la potencia de segundo, terce
ro, cuarto grado, etc, y también elevar á la segunda, 
tercera potencia, etc, y por último elevar a 2, s 3, a 4.....• 

Esc.° Por razones relativas á la Geometría la 2 , a y 
3 / potencias se llaman respectivamente cuadrado y cubo] 
y las raices 2. a y 3. a raiz cuadrada y raiz cúbica. 

La primera potencia de un número es el mismo nú
mero, aunque realmente no tenga sentido decir produc
to de un solo factor. Esta y otras anomalías nacidas de 
la falta de generalidad de las definiciones de potencia y 
raiz dadas en este n.° y el anterior, hace generalizarlas 
diciendo que: Potencia de un grado cualquiera de un nú
mero abstracto, es otro número compuesto por producción 
relativamente á la raiz, como el grado lo esta por suma-
cion relativamente ala unidad. 

68. La elevación á potencias no tiene signo especial 
como las demás operaciones numéricas, se indica ponien
do á la derecha y arriba del guarismo que esprese la 
base ó raiz el que esprese el grado, en menor tamaño, 
y que así colocado toma el nombre de esponente. Si la 
base es un resultado por hallar de operaciones indicadas, 
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se encierran entre paréntesis los datos y signos que in
diquen esas operaciones y se colocan el espolíente en 
la parte eterna, superior y derecha del paréntesis ce
rrado. • 

Ejemplos. / 

3=3-3-3*3; y se lee.- 3 elevado á la 4. a potencia, ó 3 
elevado á la potencia de 4.° grado, ó 3 elevado á 4. 
(6+7) =(6+7)X(6+7) , y se enuncia: 6 mas 7 elevado 
ala 2. a potencia, ó elevado al cuadrado, ó elevado á 2. etc. 

Esc." Todo número tiene por esponente implícito la 
unidad, ó 1, puesto que es la 1 . a potencia de si mismo (67). 

69. De lo dicho se deduce, que el modo primitivo 
de elevar á potencias los enteros, (*) es hacer las multi
plicaciones sucesivas que cada una de aquellas exija se
gún su grado, mas téngase en cuenta que es erróneo 
y vicioso decir, por eso, que elevar es multiplicar un 
número por sí mismo varias veces, siendo evidente que 
sólo se le, multiplica por si mismo en la 1.a multiplica
ción ó sea al formar el cuadrado ó 2. a potencia. 

Por largo que sea el procedimiento de las multipli
caciones sucesivas como lo será, si es algo grande el 
grado de la potencia que se ha de formar, es lo cierto 
que no hay otro modo elemental directo de elevar á po
tencias, cuya operaeion puede decirse que no existe mas 
que de nombre ó en teoría. Únicamente para el cuadra
do y cubo hay un modo de formación sencillo fundado 
en las siguientes proposiciones que no son sino casos par
ticulares de la enunciada para una potencia cualquiera 
por el insigne Newton, y cuya demostración no nos atre
vemos á dar en Aritmética por no romper la no muy fuer
te valla entre la Aritmética y el Algebra.-

Prop. 1.a Teorema. El cuadrado de un entero des-

(*) En todo lo restante de este Art. sólo trataremos de potencias de grado 
y base enteros. 



compuesto en dos sumandos es igual á la suma de los 
dos cuadrados y de el duplo del producto de dichos su-r 
mandos (*). Llamemos a y b á los dos sumandos, será 

b)=(a-\-b) (a+b)=aa+ab+ab+bb, (42—Teor.a l.°) 
pero ad~a , bb=b , y ab-\-ab=ab-2=2 ab, 

2 2 2 

luego (a-\-b) =a-\-2ab+b ; 1. q. s. q. d. 
Prop. 2. a Teor.a El cubo de un entero descompuesto 

en dos sumandos es igual á la suma de los dos cubos 
y de los triplos del cuadrado de cada uno-por el otro 
de dichos sumandos ('*). Pues 

(«+J)=(^¿)(«+¿)(^4.j)==(^4-j)\ r /4-j)=(^-f2^5+^2) (a-\-b) 2 2 2 2 
« =aa+2a¿a+ba+a b+2abb+b b, (42—Teor.a 1.°) 

3 2 2 2 2 3 

« =a-\-2a b-j-a b+a b-\-2ab-\-b 
3 2 2 3 

« —a-\-3a b-j-3ab-{-b....l. q. s. q. d. 7 1 . De los teoremas anteriores se deducen los siguientes 
Corolarios. l.° La diferencia de los cuadrados de dos 

enteros consecutivos es igual al duplo del menor de éstos-
mas 1.—2.° El cuadrado de todo entero mayor que 10 
consta de tres partes: cuadrado de todas tas decenas, 
duplo del producto de las decenas por las unidades, y 
cuadrado de unidades (***). 3.° La diferencia de los cu
bos ; de dos enteros consecutivos es igual al triplo del 
cuadrado del menor de éstos, mas el triplo del mismo 
mas 1. 4.° El cubo de todo entero mayor que 10 cons-

( . ) Cuadrado del l . ° mas el duplo del 1.° por el 2 . ° mas el cuadrado d e l 2 . ° ; es el modo usual de decirlo. 

( ) Cubo d e l l . , ° mas triplo del cuadrado del I . ° por el 2.,® mas triplo 
del 1 .° por el cuadrado del 1 , ° mas cubo del 2 .°--esel enunciado usual-. 

{***) Es claro que ese enunciado se refiere al sistema décuplo, para gene
ralizarlo á otro cualquier sistema numerativo bastara decir unidades de 2 . ° y de 
primer orden en vez de decenas y unidades, respectivamente. 
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ta de cuatro partes: cubo de decenas, mas triplo del cua
drado de decenas por unidades, mas triplo de dece
nas por el cuadrado de unidades, mas cubo de uni
dades. 

1.° Es claro que podremos representar por a y ¿7+1 
dos enteres consecutivos cualesquiera y que, según el 
Teor." 1." del n.° anterior, será (¿7+1) —a +2¿?+l, cua
drado que evidentemente escede al cuadrado de a en 
2¿?+l, 1. q. s. q. d. 

2. Si llamamos d á -las decenas y u á las unidades 
de un entero mayor que 10, dicho entero estará repre
sentado por la suma 10íf+% y por tanto, su cuadra
do será (70 Teor.a 1.°) 

(Wd-\-n)—{\Q'd)+2(\0d)u^-u..(\) Mas (\0-d)~\00-d 
porque terminando forzosamente en un cero, al me
nos, todo número justo de decenas, su cuadrado ha 
de terminar en dos ceros, luego teniendo en cuenta el 
valor relativo del cuadrado de las d decenas, que será 
centenas, y del producto du que será decenas, queda 
demostrado en la igualdad (1) el corolario 2.° 

3.° Siguiendo con la misma notación 
3 3 2 3 

(¿7+1) =¿7+3Í7+3¿h -1 . cubo que escede al a , de a, en 
2 

3¿7+3¿7+l, 1. q. s. q. d. 
3 3 2 2 3 

4.° (10-d-\-u)—(10.d)-T-3(\0-dyu+3(lO'dyu+ u; 
(1 Od)3 es el cubo de las d decenas, con su valor relativo cor
respondiente, que es millares, puesto que un producto 
de tres factores que acaban en un cero, cada uno, ha 
de acabar en tres ceros; 3(\0d)%u es el triplo del cuadra
do de decenas por unidades y siendo ese cuadrado cen
tenas, según el corolario 2.°, dicho triplo—2.a parte del 
cubo total—será también centenas-, 3(10d)u es el triplo de 
las d decenas (con su valor relativo) por el cuadrado de 
unidades—3.a parte del cubo total—que es un n.° justo 

. 3 • • ' 
de decenas; y por último u es el cubo de unidades— 
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también unidades—. 
72. Teor.a 1." La potencia, de un grado entero cual

quiera, de un producto de enteros es igual al producto 
de las potencias, del mismo grado, de todos los factores, 

Sea el producto adcdjS.'ip. ej.,° el grado de la 
potencia, será.... 

3 

(abcd)={abcd)(abcd)(abcd)=abcdabcdabcd (42—T.a 2.°—) 
' 3 3 3 

<•( — acta bbb ccc—a b c (41, y 67) 1. q. s. q. d. 
pues fácil es generalizar para un esponente entero cual
quiera el razonamiento anterior hecho para el esponente 3, 

Teor.a 2.° La potencia de un cociente de dos ente
ros es igual al cociente de las potencias de igual grado 
de los dos enteros. / 4 4 1 4 

Sea el cociente a : b=q ; decimos que q=(a : b)=a: b 
4 4 4 1 , 

En efecto a=bq(o\), luego a—b q , (Teor.a anterior) 
4 4 4 ¡ 

y por tanto q=a: b 1. q. s. q. d. pues lo mismo que al 
grado 4 se aplicaría el razonamiento á otro grado ente
ro cualquiera. 

Lema. ¡El producto de potencias» de un mismo núme
ro es igual á la potencia de ese número, cuyo grado sea 
la suma dé los grados de las potencias—factores. 

Sea el producto a%aka%=aa'aaaa'aaa, siendo eviden-^ 
te que el número total de factores aes de ese producto 
es 2 + 4 + 3 es decir la suma de los números de factores 
que contenían las potencias—factores. 

Teor/ 3.° La potencia de otra potencia (de base y 
grado enteros) es la potencia cuyo grado sea el produc
to de los grados de las propuestas. 

/ 4 \ 3 4 4 4 4+4+4 4 3 

Pues, p. ej.°, \a )=a.a.a=a —a (Lema an
terior). 

73 Corolario. La potencia de un entero descompues
to en sus factores simples es el producto de las potencias 
de esos mismos factores, cuyos grados sean los produc
tos de los que tuvieren en el entero, por el de la poten-
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1 2 

eicrá que el mismo lia de'elevarse. * 
m n r 

Sea, p. ej.° N=a b c, siendo N un entero cual
quiera cuyos factores simples (*) distintos son a b c , el 
a repetido m veces, el b...n veces, y el c... r veces, 
en el producto N. Según los Teoremas 1." y 3.° del pá
rrafo anterior, una potencia de cualquier grado s del nú
mero N será 

s f m\s( n\s f r\s ms ns rs 
N =[a ) [b ) (c ) —a b c , 1. q. s. q. d. 
En virtud de ese corolario se podrá conocer si un 

entero descompuesto en sus' factores simples es ó no 
potencia exacta de otro entero, según que todos los es-
ponentes de esos factores sean ó no múltiplos del gra
do de' la potencia. 

LECCIÓN 7.A 

EXTRACCIÓN DE RAICES ENTERAS DE LOS ENTEROS. 

Raíz en general; su definición, signo é indicación 
(74) . Raiz exacta é inexacta, raiz entera, residuo (75) . 
Raiz cuadrada, casos de su extracción: 1." Raiz de una 
sola cifra significativa, orden de ésta según el de su 
potencia respectiva (76) ; 2." Raiz de varias cifras; teo
remas fundamentales para su extracción (77) . Reglas 
esenciales y accesorias para extraer la raiz cuadrada 
entera de un entero (78) . Valor máximo de cada uno 
de los residuos parciales y del total, en dicha extracción 
(79) . Raiz cúbica; casos de su extracción: \.° Raiz de 
una sola cifra significativa orden de ésta según el de la 
potencia respectiva (80); 2.° Raiz de varias cifras, teo
remas fundamentales para su extracción (81) . Reglas 
esenciales y accesorias para extraer la raiz cúbica en
tera de un entero (82) . Valor máximo de cada uno de 

(*) Se llaman factores simples de un producto entero los que no son múl
tiplos de ningún otro entero. 
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los residuos parciales y del total en dicha extracción (83). 
Raices que se pueden extraer mediante las cuadrada y 
cubica (84). Pruebas de la elevación y de la extracción (85). 

74. Sabemos ya (66) que raiz de un cierto grado 
de un 'número es otro número cuya potencia del mismo 
grado sea el número propuesto, y que extracción de rai
ces, en general, es la operación de hallar la raiz dados 
la potencia y el grado. Esta operación se indica con el 
signo llamado radical, en cuya abertura se coloca 
el guarismo que indica el grado y que así colocado se 
llama índice de la raíz, poniéndose la potencia ó núme
ro cuya raiz se quiere indicar bajo la raya—del signo 
\ / ' ó bien dentro de un paréntesis ante el cual se 
coloca el signo \ / . Cuando el grado de la raiz es 2 no 
se pone en el signo y/. 

Así i / 6 4 se lee raiz 2. a ó cuadrada de 64 y vale 
8, puesto que 8 elevado al cuadrado ó el cuadrado de 8 
es 64; y/iooo se lee raiz 3. a ó cúbica de 1000 y es 10 

3 6 

pues 10=1000; V \ i se lee raiz 6.a ó raiz de grado 
6 de 64 y es 2 puesto que 2 =64; etc. 

75. Desde luego se comprende que no todos los nú
meros - enteros tienen raices exactas y enteras de cada 
grado, pues p. ej.° en los cien primeros solo hay diez 
que la tengan cuadrada, en los mil primeros sólo hay 
diez que la tengan cúbica, etc, según expresa el siguiente 
Cuadro de las potencias 2. a y 3. a de los 10 l . o s enteros. 

Números..!,, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 
Cuadrados. 1, 4, 9. 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100 
Cubos/.. . 1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000 

Todos los enteros menores que 100 y no incluidos 
en la 2. a línea del cuadro anterior no tienen raiz cua
drada exacta entera, y según se demostrará mas ade
lante tampoco la tienen fraccionaria. Lo mismo sucede 



91 
rsspecto á las raices cúbicas de los enteros menores que 
1000 y no incluidos en la 3. a línea del cuadro. 

En general las raices inexactas de cualquier grado 
de los números enteros son números inconmensurables (Q). 

Se llama raiz entera, de cada grado, de un entero, 
la raiz exacta de la mayor potencia entera de ese gra
do, contenida en dicho entero. Así la raiz cuadrada en
tera de 54 es 7, porque 7 es la raiz* cuadrada exacta 
de 49 el cual es el mayor cuadrado entero contenido en 
54; la raiz cúbica entera de 36 es 3 porque 3 es la raiz 
cúbica exacta de 27 el cual es el mayor cubo entero 
contenido en 36; la raiz entera de 6.° grado de 78 es 2 
porque 2 es la raiz sexta exacta de 64 que es la ma
yor potencia exacta de 6.° grado contenida en 78. 

Residuo de una raiz inexacta es la diferencia entre 
el número cuya es esa raiz y la mayor potencia entera, 
del mismo grado, contenida en dicho número. Así en 
los ejemplos anteriores: 5 es el residuo de la raiz cua-
drada de 54, porque 5 es la diferencia entre 54 y 49=7 ; 
9 es el residuo de la raiz cúbica de 36 porque 9 es la 

3 
diferencia entre 36 y 27=3 ; 14 es el residuo de la raiz 

6 

sexta de 78 porque 14 es la diferencia entre 78 y 64=2 . 
El procedimiento general para extraer una raiz cual

quiera es complicadísimo, por lo cual no se trata en Arit
mética mas que de la extracción de las raices cuadrada 
y cúbica, en cada una de las cuales hay que conside
rar dos casos, á saber: 1.° que 'la raiz entera buscada 
tenga una sola cifra significativa; 2.° que la raiz ente
ra tenga varias cifras. 

76. La raiz cuadrada entera de un número menor 
que 100—se hallará sabiendo los cuadrados menores que 100 
2. a línea del cuadro anterior—y sus raices respectivas; ,ó 
buscando en dicho cuadro el mayor cuadrado contenido en 
el número dado y en la 1.a línea la raiz correspondiente; ó 
finalmente formando los cuadrados sucesivos^ de los enteros 
de una cifra, si no se saben de memoria, ni se tienen ya 



formados. 
Sabida ya la raiz cuadrada exacta de un número 

menor que 100, la misma con uno, dos, etc, ceros á su 
derecha constituirá la raiz cuadrada del'número que for
me el primitivo menor que 100, con tantos pares de ce
ros á su derecha como ceros haya de tener la raiz, 
puesto que el cuadrado de todo entero acabado en ceros1 

ha de tener doble número de ceros que su raiz cuadra
da (72-1.°) y por tanto la raiz cuadrada de centenas es 
decenas, la de decenas de millar es centenas, la de mi
llones es millares, etc. 

77. La extracción de la raiz entera de un entero 
mayor que 100 y cuya raiz, por consiguiente, ha de ser 
mayor que 10, se funda en la lección anterior y en los-
siguientes 

Teoremas. l.° La raiz cuadrada entera de todas las 
centenas de un número es el número de decenas de la 
raiz cuadrada de aquél. 2.° Si se resta de un entero 
mayor que 100 el- cuadrado de las decenas de su raiz 
cuadrada y se dividen las decenas del resto por el du
plo de las de la raiz, el cociente entero es igual ó ma
yor que las unidades de dicha raiz. 

1,° Desde luego (76), la raiz cuadrada entera de cen
tenas es un número justo de decenas, y es claro que 
la raiz cuadrada entera de las centenas de un número, 
no puede ser mayor que el número de decenas de su 
raiz, pues si lo fuese (18), resultaría que la raiz de só
lo las centenas, ,es decir de una parte del número dado 
sería mayor que la raiz de todo él\ tampoco puede ser 
menor, pues siendo el cuadrado de decenas sólo centenas, 
en las del número propuesto estarán, por lo menos, las 
del cuadrado de las decenas de su raiz, y además, en 
general, las centenas que puede contener la suma de 
el duplo de decenas por unidades (71—2.°), el cuadra
do de unidades, y el residuo; y aunque esta suma no 
tuviese centenas, la raiz de las del número dado sería 
justamente las decenas de su raiz total, pero nunca me
nor, ni mayor según se ha dicho antes, luego siempre 



se verifica el Teorema 1.° , 
2." Representando por u las unidades, por d toaas 

las decenas de la raiz cuadrada de un entero N y por r 
el residuo deesa raiz, será, como ya sabemos ^ i — A. ),. 

2 2 2 • N= (1Q-d+u)+ r = l 00-¿f'2- +u~-f r,... (1 
luego la diferencia entre el número Nj el cuadrado 100y/ 
de las decenas de su raiz cuadrada, valdrá, según ma
nifiesta la igualdad (1), 

il7—-100'tf =2-10-^-w+íí -|-r. El cociente de las dece
nas de esa diferencia por el duplo 2d de1 las de la raiz 
podremos espresarlo por * 

2 1 2 
(íV—IOO.í? ):10 (2'lO-d'u):lO. (u-{-r)-.\0 + 

2d 2d 2d 
( 5 4 - i ; 63-1°), c< = i í + ^ L . , ( $ 7 - r y 2 - ) . S i é l 
cociente ^-iq tiene parte entera, es claro que el de las 

2 
decenas de la diferencia N—-100 d por 2d será mayor 
que y si no tiene parte entera dicho cociente parcial, 
el de N—100 d por 2d será u es decir, las unidades 
de la raiz, l.q.s.q.d. \ 

78. En virtud de esos dos teoremas, para extraer 
la raiz entera de mi número mayor que 100, se le di
vide en secciones de d dos cifras de derecha á izquier
da, se extrae la raiz cuadrada entera de la 1.a sección 
de la izquierda (que tendrá uno, ó dos cifras) y esa raiz 
será la cifra de orden superior de la raiz buscada; el 
cuadrado de esa cifra se resta de dicha 1.a sección, á 
la derecha del resto se coloca la sección siguiente y se
parando, del n.° asi formado, la cifra de la derecha, s< 
divide el que formen las de la izquierda por el dw f 
de la 1.a cifra, ua hallada, de la* raiz- el cociente 
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tero se coloca á la derecha de su divisor, se multiplica, 
el n.* asi formado, por el mismo cociente, y se resta el 
producto, del dividendo con la cifra que se separó d su 
derecha; si no es posible esa sustracción por ser mayor 
el sUstraendo que el minuendo, se rebaja el cociente an
terior de unidad en unidad, hasta que dicha sustracción 
sea posible; á la derecha del nuevo resto se coloca la 
sección siguiente y separando la cifra de la derecha, se 
divide lo de la izquierda por el duplo, de la parte lia- * 
Hada de la raiz y así sucesivamente, obteniéndose cada 
cifra de la raiz desde la 2. a inclusive, dividiendo las 
decenas del número que forma el resto anterior con la 
sección siguiente á su derecha, por el duplo de la parte 
hallada, hasta entonces, de la raiz, colocando cada uno-
de esos cocientes al lado del divisor correspondiente, mul
tiplicando el número así formado por el mismo cociente 
y restando el producto, del número cuyas decenas fueron 
el dividendo respectivo', etc. 

Para demostrar esta regla observemos que al sepa
rar de la derecha la 1. a sección, de 2 cifras, el número 
de la izquierda es las centenas del propuesto ,y por tan
to (77—1.°) su raiz cuadrada entera es las decenas de la 
raiz total; si esa raiz parcial no se puede extraer por 
el l.w caso, se separarán otras dos cifras, y así suce
sivamente hasta obtener un n.\ con la 1. a ' ó 2 1 . a 8 ci
fras de la izquierda del propuesto, cuya raiz entera ten
ga una sola cifra, que será la de las decenas de dece
nas etc, de la raiz .total, pues que aquella última sec
ción expresa las centenas de centenas etc, del número 
dado." Ahora bien, considerando únicamente el número 
que forman las 2 1 . a s secciones de la izquierda en el 
que la 1 . a representa centenas, y por tanto su raiz de
cenas de la raiz de dicho número, es claro que restar 
de la 1 . e sección el cuadrado de las decenas de su raiz 
entera, y colocar á la derecha del resto, la 2. a sección, 
es lo mismo que restar del número que forman las dos 
secciones, dicho cuadrado, pues que éste contiene sólo 
centenas y por tanto el resto ha de tener las mismas 
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decenas y unidades que el minuendo; separar la cifra 
de la derecha de ese resto es quedarse con sus decenas, 
á la izquierda, y ya sabemos por el teorema 2.° (77) que 
el cociente entero de esas decenas, por el duplo de la 
cifra hallada de la raiz, es la cifra siguiente, ó de las 
unidades de la raiz del número que forman dichas dos 
secciones, etc. 

Escolios.. l.° En el párrafo anterior hemos incluido 
todas las reglas usuales para la extracción de la raiz 
cuadrada, pero es fácil comprender que algunas son ac
cesorias, p. ej.° el colocar cada cifra del cociente al la
do de su divisor y en general todas aquellas que, fa
cilitando la operación, no sean esenciales á ella, como 
lo son las fundadas en los dos teoremas anteriores. 

2.° Es claro que si alguno de los cocientes fuese 0, 
se pone en el sitio correspondiente de la raiz y se baja 
la sección siguiente al lado de la cifra que se apartó 
para formar el dividendo anterior, el cual con dicha ci
fra y con la sección bajada formará el número cuyas 
decenas serán el nuevo dividendo. Por el contrario, si 
alguno de los cocientes fuese mayor que 9 se empeza
rá por 9 las comprobaciones pues que es una sola cifra 
lo que corresponde para la raiz. 

3.° Siendo evidentemente igual el número de cifras 
de la raiz á el número de secciones de á 2 cifras—es-
cepto la última que puede tener sólo una cifra—resul
ta que el número de cifras de la raiz entera de un en
tero es la mitad del número de cifras ó del número de 
cifras mas una {según sea par ó non) de dicho entero. 

79. Del corolario (71) se deduce que el valor máxi
mo que puede tener el residuo de una raiz cuadrada es el 
duplo de la raiz entera correspondiente, pues si tuviera una 
unidad más, también la tendría la raiz, y como eso es 
aplicable, evidentemente, á los números que van forman
do las secciones sucesivas desde la 1.a de la izquierda 
inclusive, resulta que ningún resto, de los que vayan 
hallándose, en la extracción de una raiz cuadrada, debe 
ser mayor que el duplo de la parte hallada de la raiz, 
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La raiz cuadrada de 32 
es 5, 5 elevado al cuadra
do...25, á 32....7; b a j o la sec
ción siguiente 68, y separan
do el 8 queda...76 entre 10 
(duplo de Soparte ya halla
da de la raiz) á 7 (este á la, 
derecha del divisor 10 forma 
107), 107 por 7...749, á 

768... 19; ba jo la sección siguiente 94, y separando el 4 
resulta 199, entre 114 (duplo de 57=parte ya hallada de 
la raiz) á 1 (éste á la derecha del divisor 114 forma 
1141), 1141 por 1 1141, á 1994....853 que es el residuo 
de la raiz cuadrada de 326894, de modo que 

326894=(57l)+853 
80. La extracción de la raiz cúbica, debe tener aná

logos trámites que la de la raiz cuadrada, como es fá
cil comprender. Así la raiz cúbica entera de un entero 
menor que 1000 se hallará: ó sabiéndose de memoria los 
cubos de los 9 primeros números (75), ó buscándolos en 
el cuadro correspondiente, ó formándolos por multiplica- ¡ 
cion, si no se saben ni se tienen puestos en cuadro. 

Sabida ya la raiz cúbica exacta de un número me
nor que 1000, la misma con uno, dos, tres etc ceros á su 
derecha constituirá la raiz cúbica del número que forme 
el primitivo menor que 1000 con tantos ceros á su de- s 

recha como sea el triplo del número de ceros que haya 
de tener la raiz, puesto que el cubo de todo entero aca-

Disposicion. 

0853 

/32,68,94 = 5 7 1 
25-
76.8 
749 
0199~4 

1141 

10.7_ 
7 

114.1 
1 

i 

y si alguno lo fuere consistirá en que la última cifra ha
llada es menor que la verdadera, lo cual, no puede s u 
ceder, á no bajar de una vez dos ó mas unidades á un 
cociente, visto que es mayor que dicha cifra verdadera 
de la raiz. 

Ejemplo. 

Locución usual. 
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bado en ceros ha de tener triplo nùmero de ceros que 
dicho entero (72—1.°) y por tanto la raiz cúbica de mi
llares es decenas, la de millones es centenas, etc. 

81. La extracción de la raiz cúbica de un número 
mayor que 1000 se funda en la'lección anterior y en 
los', siguientes 

Teoremas. l.° La raíz cúbica entera de todos los mi
llares de un número es' el número de decenas de la raiz 
cúbica de aquel. 2.° ¡Si se resta de un entero mayor que 
1000 el cubo de las decenas de su raiz cúbica y se di
viden las centenas del resto por el triplo del cuadrado 
de las decenas de la raiz, el cociente entero es igualó 
mayor que las unidades de dicha raiz. 

1." Desde luego, la raiz cúbica entera de millares es 
un número justo de decenas y es claro que la raiz cúbica 
entera de los millares de un número no será mayor que 
las decenas de su raizj cúbica, pues si lo fuese (18) re
sultaría que la raiz de sólo los millares, es decir de una 
parte del número, sería mayor que la raiz de todo él; 
tampoco puede ser menor, pues siendo el cubo de dece
nas, millares, en los del número propuesto estarán, por 
lo menos, los del cubo de las decenas de su raiz cúbica 
y además, en general, los millares que puede contener 
la suma de el triplo de cuadrado de decenas por uni
dades, el triplo de decenas por el cuadrado de unidades, 
el cubo de unidades y el residuo; y aunque esa suma 
no contuviese millares, la raiz de los del número pro
puesto sería justamente las decenas de su raiz cúbica, 
pero nunca menos, ni más según ya se ha dicho antes, 
luego el Teorema 1.° se verifica en todos los casos. 

2.° Representando por u las unidades simples, por d 
todas las decenas de la raiz cúbica de un número N' y 
por r el residuo, será, como es sabido: 
N={\0-d+uy-\-r—\000-d3+3-l00\dH+3.Wd-iiì+ti'ì+r 
luego la diferencia entre el número N y el cubo 100 d3 

de las decenas de la raiz cúbica, valdrá JV—\000'd3= 
3-100'dhi-\-S-10'd%u^-\-u3-\-r y el cociente délas centenas 



de esa diferencia, por el triplo del cuadrado de las de
cenas podremos, pues, expresarlo por 
N—1000-¿3):100 (3-l00-rt):l00 ( 3 - 1 0 ^ ' ^ + w 3 + r ) : 1 0 ° 

(3-l0'^^2+«í34-r):100 
( ( = u + 3 ^ — — 

Si este último cociente indicado no contiene parte 
entera, el de las centenas del resto por el triplo del cua
drado de las decenas de la raiz será u (las unidades de 
ésta) y si dicho cociente parcial tiene parte entera el pro
puesto será mayor que u; 1. q. s. q. d. 

82. En virtud de esos dos teoremas resulta la siguien
te regla. 

Para extraer la raiz cúbica de un número mayor 
que 1000 se le divide en secciones de á tres cifras, de 
derecha á izquierda, no importando que la última sección 
tenga una ó dos cifras; se extrae la raiz cúbica entera 
de la primera sección de la izquierda y esa raiz será la 
cifra de orden superior de la raiz total; el cubo de esa 
cifra se resta de dicha primera sección, á la derecha del 
resto se baja la sección siguiente y se dividen las cen
tenas del número que resulte, por el triplo del cuadrado 
de la cifra hallada de la raiz; colocado el cociente á la 
derecha de dicha cifra, se eleva al cubo el número así 
formado y si ese cubo no es mayor que el número que 
forman las dos primeras secciones, se resta de él, y 
bajando á la derecha del resto la siguiente sección, se 
dividen las centenas del número que se forme por el tri
plo del cuadrado de la parte ya hallada de la raiz y asi 
sucesivamente, se irán obteniendo todas las cifras de la 
raiz, dividiendo por el triplo del cuadrado de la parte 
ya hallada, las centenas del número que forme el resto 
anterior con la sección correspondiente á su derecha, y 
esos restos sucesivos se obtendrán restando, del número 
que forman las N (*) 1 . a s secciones de la izquierda, el' 

( ) N significa aqui un entero cualquiera i, í, 3, etc. 



99 
cubo del número que formen los N l . a s cifras de la raiz, 
y si alguno de esos cubos fuese mayor que su minuen
do respectivo, será porque la última cifra obtenida por co
ciente de la división inmediata anterior es mayor que la ci
fra correspondiente de la miz, se rebajará pues de 1 en 1 di
cho cociente hasta que sea posible la sustracción correlativa. 

Siendo muy análoga la demostración de esta regla 
á la de la extracción de la raiz cuadrada, la omitimos, 
proponiéndola como ejercicio, como también las reglas ac
cesorias que suelen darse para formar los cubos sucesi
vos de las partes que se van hallando de la raiz. 

83. Del corolario 3.* (71) se deduce que el valor máxi
mo que puede tener el residuo de una raiz cúbica es el 
triplo del cuadrado de la raiz entera mas el triplo de esa' 
misma raiz, pues si el residuo tuviera una unidad más, 
también la tendría la raiz entera, y como eso es apli
cable á las raices parciales que se van obteniendo, re
sulta que ningún resto de los que se hallan sucesiva
mente, el extraer una raiz cúbica, puede ser mayor que 
el triplo del cuadrado, mas el triplo de la parte hallada 
de la raiz, y si lo fuere, consistirá en que la última ci
fra hallada por división, es menor que la correspondien
te de la raiz, lo cuál no puede suceder sino por bajar 
de una vez dos ó mas unidades á un cociente, visto que 
es mayor que dicha cifra verdadera de la raiz. 

Ejemplo. 
Disposición. 

v/18,792,455 = 265 

107,92 12=3-2' 
17576=263 

012164,55 
_6 
2028=3-
5 18609625 

00l82830=(resíduo). 

Locución usual. 

La raiz cúbica de 18 
es 2, 2 3 =8; de8 á 18...10 
( b a j o la sección siguiente 
792 á la derecha del res
to 10, y separando las dos 
cifras de la derecha del nú
mero 10792 que resulta) 
107 entre 12 (triplo del cua
drado de la cifra 2 hallada 
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(r)=(r) y por tanto yn=r=SJ\/n =\/ \/n . Del 

mismo modo se demostraría que \/n =\f \/n 
3 12 3 

\/n , \jn =\l^^/u . etc. 
La elevación y la extracción pueden comprobarse 

mutuamente, como todos los pares de operaciones inver
sas de cada algoritmo, mas siendo tan complicada la ex
tracción de raices es preferible comprobar una elevación, 
repitiendo las multiplicaciones sucesivas. 

La extracción de una raiz se comprobará naturalmen
te elevando la raiz entera hallada á la potencia correlativa y 
añadiendo el residuo á esa potencia; la suma debe ser el nú
mero propuesto, si la operación está bien hecha y la prueba 
también. 

Escolio. Fácil es generalizar para cualquier sistema 
numerativo las teorías de la elevación á potencias y de la 
extracción de raices que sólo hemos espuesto para el sis
tema décuplo, por la gran complicación de esas operaciones. 

ya) á 8, pero el cubo de 28 (número formado por la 1 . a cifra 
2 y el cociente 8) y también el de 27 son mayores que 18792 
(número que forman las dos secciones usadas) luego 6 es la 
cifra 2." de la raíz, 263=17576 que restado de 18792 dá de 
resto 1216; bajo ala derecha la siguiente sección 455 y se
parando las dos cifras 55 queda 12164, entre 2028 (triplo 
del cuadrado de 26) á 5; 265 3 = 18609625 que restado del 
número propuesto dá 18283 por residuo de la raiz bus
cada, 

84. Extrayendo, sucesivamente raices cuadradas y cú
bicas se podrá extraer una raiz cualquiera cUyo grado 
sea el producto de doses y treses como exclusivos facto-
tores, pues según el Teorema 3.° (72) tendremos, llaman
do r á la raiz sexta, p. ej.°, de un entero n, n=r6—-
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CAPÍTULO 3.° PROPIEDADES ELEMENTALES DE LOS NÚMEROS ENTEROS. 

LECCIÓN 8.a 

• • • 

PROPIEDADES NUMERATIVAS Y SUMATORIAS. 
Clasificación natural de las .propiedades de los en

teros (86). Propiedades numerativas: Composición y for
ma general de un entero relativamente á una lase nume
rativa y d las cifras respectivas (87). Poblé modo ge
neral de cambiar de sistema numerativo gráfico unen-
tero dado; aplicación á los casos particulares en que di
cho entero se dé ó se pida en el sistema décuplo y uso 
de ese cambio particular para la resolución mediante él 
del caso general (88).- Ventajas de cada sistema (89). 
Propiedades sumatorias: Complemento de un número, regla 
usual para hallarlo (90). Transformaciones que, median
te los complementos, pueden esperimentar la adición y la 
sustracción de dos enteros cualesquiera ó del mismo nú
mero de cifras (91). Números negativos, su origen, re
presentación y significación en abstracto; su interpre
tación y uso en concreto, cuando procede (92). Indicación 
y efectuación de sumas y restas combinadas; escolio sobre 
el orden de las operaciones parciales (93). Valores de la 
suma y de la resta de la suma y diferencia de dos nú
meros (94). 

86. Las propiedades de los números no pueden evi
dentemente referirse, sino á sus combinaciones y relacio
nes mutuas, y por tanto, es natural clasificarlas relativa
mente á los algoritmos á que se refieren esclusiva, ó 
principalmente puesto que algunas se refieren á la vez 
á más de un algoritmo. Consiguientemente, conside
ramos este Capítulo dividido en 4 Artículos, que traten 
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respectivamente de las propiedades relativas á la Nume
ración, á la Sumacion á la Producción y á la Graduación. 

ART." 1." PROPIEDADES NUMERATIVAS DE LOS ENTEROS. 

87. Según las teorías generales de los sistemas ver
bal y escrito de numeración de enteros y las notaciones 
ya sabidas de los algoritmos elementales, si llamamos 
B á la lase de un sistema numerativo y a,l,c,d,e, etc, 
d las cifras respectivas de 1 , ° 2 . 0 3 . ° 4 . 0 5.° orden, etc, 
de un entero, la espresion algorítmica del valor de di
cho entero será.... 

a-\-B.l+B*e+BM+B.ie+ (1) 
En efecto, el principio convencional de la numera

ción escrita (21) y el que relaciona los valores de las 
unidades numerativas de diversos .órdenes (17), nos di
cen que el valor relativo de cada cifra de un guaris
mo, es igual á su valor absoluto, multiplicado por la u-
nidad numerativa, cuyo orden sea igual al del lugar que 
ocupa dicha cifra en el guarismo; y como la unidad nu
merativa de 2.° orden es la lase del sistema, la de 3 . e r 

orden es el cuadrado de la base ó el producto de la lase 
por sí misma, puesto que consta de tantas unidades de 
2.a orden como unidades de 1." tenga la lase, la uni
dad de 4.° orden es la 3.* potencia de la base, puesto 
que consta de tantas unidades de 3." como valga la ba
se etc, resulta que el número entero cuyas cifras sean 
las susodichas y que por tanto, escrito según los con
venios del sistema usual sería edcba tendrá efectivamente 
a unidades de l . e r orden, IX.B unidades de 2." orden, 
cY^B% unidades de 3 . e r orden, dx£3 unidades de 4." or
den, eX^í unidades de 5." orden y así sucesivamente, ó 
lo que es lo mismo, tendrá por números elementales res
pectivos de 1,° 2,° 3,° 4,° 5,° orden, etc, los espresados 
por a, B. I, B?c, B.z d, B}e, etc y como evidentemente todo 
entero compuesto es la suma de sus números elementa
les de diversos órdenes, de ahí que la fórmula (1) sea la 
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( ) Se llama fórmula, en Matemáticas, á la expresión general ó con kiras 
(11) de un algorit no o de una relación cuantitativa. 

del .número entero en cuestión (*). 
Escolio. Si suponemos que las cifras del sistema vi

sual ó decuplo, conservan sus valores absolutos, es evi
dente que una potencia cualquiera de Ja base, en cual
quier sistema, se espresará por 1 seguido de tantos ce
ros como unidades tenga el grado de la potencia ó co
mo unidades mas una tenga el orden de la unidad equi
valente á dicha potencia. Por ejemplo, en el sistema 

duodecimal. . 10-doce, 100-ciento cúrrenla y cuatro, 1000-mil setecientos veintioch 
en el binario . 10-dos, 100-cuatro 1000--ocho, 
en el quinario. 10-ciento 100-\einlicinco, . . . . I000--ciento veinticinco, 

88. Problema. Dado un guarismo en un sistema nu
merativo determinado pasarle d otro sistema; es decir 
hallar el guarismo que expresa el mismo entero en ese 
otro sistema. 

La fórmula (1) del n.° anterior nos indica un modo 
general de resolver el problema, siempre que se conozca 
la expresión de la base primitiva B y de las cifras a, 
b, c, d,... en el nuevo sistema, pues haciendo en él las 
elevaciones, multiplicaciones y adiciones que indica dicha 

fórmula, tendremos el guarismo buscado. Otra resolución 
de el mismo problema se deduce naturalmente de la teoría 
-general de los sistemas numerativos regulares, pues, se
gún ella, las cifras de 1.° 2.° 3.° 4." orden, etc no son 
sino los residuos respectivos y el último cociente, de di
vidir, en el sistema antiguo, el guarismo dado y los co
cientes sucesivos por la base nueva, lo cual exije conocer 
ésta expresada en el sistema antiguo. 

Escolio. Generalmente se prefiere hacer las operacio
nes para el cambio de sistema en el de base mayor, por-
que la base del menor, expresada en aquél, tendrá una 
sola cifra; ó bien hacerlas en el sistema décuplo al que 
se está ya acostumbrado, para lo cual se tomará el paso 
á ese sistema como intermedio y auxiliar, si es que el 
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entero dado no se dá ó se pide en él. Así p. ej.° para 
pasar del sistema duodecimal al quinario el guarismo 
¿8741o pasaremos primero al décuplo, aplicando la fórmula 
(1) del n.° anterior que en esté caso nos dará^874= 

duodecimal. 
4+7-12+8-12 2 +¿-12 3 =4+84+ 1152+17280=18520 

décuplos. 
Para pasar .ahora al sistema quinario dividiremos, en 

el décuplo, por 5 el número 18520 y los cocientes suce
sivos de esa división y de las que vayan haciéndose; el 
último cociente será la primera cifra de la izquierda y 
los residuos de esas divisiones, tomados en orden inverso 
al de su obtención, serán las cifras sucesivas del guaris
mo buscado. Tendremos pues 18520=5X3704+0, 3704= 
5X740+4, 740=5X148+0, 148=5X29+3, 29=5X6+4, 
5 = 5 X 1 + 0 luego el guarismo quinario equivalente al 
decimal 18520, y por consiguiente aí duodecimal d 874, 
es 1043040 como se puede comprobar volviendo al sistema 
décuplo por la aplicación de la fórmula (1) que dá 1043040= 

quinario. 
4-5+3-5 3 +4-5 4 +r5 6 =20+375+2500+l5625=l8520 

décuplos. 
89. Necesitándose en cada sistema tantas cifras, como 

unidades tiene la base, y siendo las operaciones con 
guarismos de una cifra el caso fundamental, las ventajas 
de cada sistema dependerán del número de sus cifras ó 
sea del de unidades de la base. Si ese número es gran
de, con pocas cifras se podrán expresar enteros también 
grandes, pero en cambio, habrá que saber de memoria 
más resultados de operaciones con guarismos de una ci
fra, para realizar las de los casos generales. Si por el 
contrario la base es pequeña, se necesitarán muchas ci
fras para expresar enteros algo grandes, pero la prácti
ca de las operaciones será mas sencilla, por necesitarse 
saber menos resultados de memoria. 
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ART.0 2.° PROPIEDADES SUMATORIAS DE LOS ENTEROS. 

90. Se llama complemento aritmètico ó sólo complemen
to de un número la diferencia entre él*y la unidad numerati
va inmediata superior. Así el complemento de 8 es 2 porque 
10—8=2, el complemento de 34 es 66 porque 100—34=66. 
De la teoría de la sustracción se deduce que para hallar 
el complemento de un entero dado, basta restar su 1.a ci

fra de la derecha de 10 y todas las demás, una á una de 9. 
91. El complemento se usa en ciertos casos, para cambi

ar una sustracción en adición, pues, p. ej." 452—301=452+ 
(1000—301)—1000=452+699—1000=151 y como la sus
tracción que exije el hallar el complemento se hace mental 
y , sencillamente por la regla antedicha, y la sustracción 
de la unidad numerativa se hace al sumar el complemen
to con el número, resulta mas breve, en muchos casos, 
ese procedimiento para hallar la diferencia de dos enteros 
que su sustracción directa. Pero sobre todo cuando es 
ventajoso el uso de los complementos es cuando hay que 
hacer varias adiciones y sustracciones sucesivas para ob
tener un solo resultado final pues entonces, cambiando 
por los complementos las sustracciones en adiciones queda 
reducido á éstas el hallar dicho resultado, salvo el quitar 
de la suma al mismo tiempo de hallarla tantas unidades 
numerativas como complementos se hayan sumado, según 
expresa la siguiente regla general. 

Para hallar el resultado de varias adiciones y sus
tracciones combinadas, se suman los sumandos ó minuen
dos con los complementos de los sustraendos, y de la 
suma se quitan tantas lenidades numerativas, como sus
traendos haya, cada una del orden inmediato superior 
al de la 1.a cifra de la izquierda del sustraendo respectivo. 

Como caso particular para restar dos enteros se 
14 
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suma él minuendo *con el complemento del sustraendo y 
se quita de la suma una unidad del orden superior al 
de la cifra de la izquierda del sustraendo. 

1 Si los datos de una adición ó de una sustracción son 
dos enteros del mismo número ele cifras se pueden hallar 
los resultados mediante los siguientes 

Teoremas. l.° La suma de dos enteros del mismo 
uúmero de cifras es igual al esceso del número que 
forma el menor con la unidad d su izquierda sobre él 
complemento del mayor. 2." La diferencia de dos enteros 
del mismo número de cifras es igual al esceso del com
plemento del mayor sobre el del menor, 

1.'° Sean p. ej.° los enteros 3408 y 2157; será evi
dentemente 3408+2157=10000+2157—(10000—3408)= 
12157—(10000—3408). Lo mismo pudiera demostrarse para 
otros dos cualesquiera. 

2.° 5824—3114=( 10000—3114)—(10000—5824). 
92. Las demostraciones acabadas de dar y otras va

rias proposiciones anteriores nos indican que hay nece
sidad en muchas ocasiones de hacer operaciones aritmé
ticas con resultados aún no hallados, de otras operaciones 
meramente indicadas; nada tiene eso de estraño mien
tras dichas operaciones indicadas sean posibles de efectuar, 
mas si no lo son ¿dejaremos por eso de seguir las reglas 
adoptadas para los casos en que conocidamente lo son? No 
porque muchas veces las operaciones ulteriores destruyen, 
por ser contrarias, la imposibilidad de las primeras, con
sistiendo sólo en el orden de las operaciones sucesivas el 
hallar resultados absurdos aparentemente. 

Supongamos, p. e j . \ que se trata de restar 8 de 5, 
ó en general, un número mayor de otro menor, como de 
5 sólo se puede restar 5 se supondrá restado, y quedará-
por restar 3; ¿que inconveniente hay, pues, en indicar 
esa sustracción por el momento imposible pero que quizá 
se haga posible si el resultado ó resta 5—8 se ha de com
binar después con otros números? Podremos así establecer 
con plena verdad que 

5—8=5—5—3=0—3=—3 
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y someter el resultado—3 á operaciones ulteriores como 
un número que ha de ser restado donde quiera que 
aparezca en una cuestión numérica y que se llama nú
mero negativo. En contraposición se llama número positivo 
al que no '"precedido del signo y sí del signo|, ó sin 
signo alguno se supone que ha de ser añadido ó sumado 
realmente en toda combinación numérica. En resumen 

El origen de todo número negativo es una sustracción 
cuyo minuendo es cero ó menor que el sustraendo, su 
representación se hará anteponiendo el signo—á la dife
rencia tal como puede hallarse es decir restando el mi
nuendo del sustraendo y su significación, en abstracto, 
es que se reste su valor absoluto en las combinaciones 
numéricas en que aparezca dicho número. 

En cuanto á la interpretación concreta de los números 
negativos, sólo puede tener lugar con las cantidades que 
pueden ser medidas ó contadas en dos opuestos sentidos, 
como el tiempo—hacia el pasado ó el futuro—, las dis
tancias, los grados de temperatura—bajo y sobre cero—, 
el capital—que se tiene ó debe—etc. 

En esos casos4, la naturaleza de cada cuestión indi
cará en que sentido se han de contar los valores abso
lutos ó positivos, y sabido eso, los negativos, se conta
rán en el sentido opuesto, no por puro convenio, como 
suele decirse, sino por ley algorítmica ineludible que 
aclarará el siguiente 

Problema. Expresar la distancia y posición de un 
punto móvil м, respecto á otro fijo o, sabiendo: que 
primero se movió la distancia positiva оку después 
la distancia А м en sentido contrario al de su primer 
movimiento. 

M O A с D 
Es evidente que la distancia al punto O—origen del 

movimiento—será siempre igual á la diferencia entre las 
recorridas en los opuestos sentidos en que aquel puede 
efectuarse así como será la suma de las que se recorran en 
el mismo sentido, si en éste sólo se efectuó el movimiento. 
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En el caso propuesto, la posición y la distancia del 

punto M respecto" al O estará perfectamente expresada 
por O A—A M y como A i / > O A la diferencia O A— 
A M será negativa y del valor absoluto A M—OA=OM 
que natural, ineludiblemente se ha de contar desde el 
origen O en sentido contrario al positivo O A O y así 
podrá expresarse en todo rigor lógico por O A—A3í~—OM. 
Lo mismo se podrá comprobar la interpretación concreta 
de las cantidades negativas, reducidas ó no á números, 
para el tiempo, ú otra especie cualquiera de cantidad 
susceptible de ser contada ó medida en dos sentidos m u 
tuamente opuestos ó contrarios; y en cuanto á las que 
no tengan esa cualidad, los valores negativos no tienen 
mas interpretación en ellas, que la imposibilidad de la 
operación que los origina y lo absurdo de la cuestión 
propuesta, en concreto, cuya resolución necesite de dicha 
operación; como p. ej.° sí se pregunta ¿cuántaspersonas 
quedarán en una casa en que hay 20 y salen 30? Res
puesta: 20—30=—10, resultado absurdo, como la cuestión 
propuesta, pues las personas no pueden contarse nega
tivamente, ni pueden irse más de las que hay en parte 
alguna. 

93. Es evidente por la teoría del algoritmo sumatorio 
y por las consideraciones del número anterior que 

1.° La suma de varias sumas indicadas es equiva
lente á la suma de, todos los sumandos primitivos Por ej.° 
( 5 + 7 + l 0 ) + ( 9 + 1 3 + 6 ) + ( 4 + 7 + 3 ) = 5 + 7 + 1 0 + 9 + l 3 + 
6 + 4 + 7 + 3 . 

2.° La diferencia entre dos sumas indicadas se ha
llará restando de la suma-minuendo y de los restos su
cesivos todos los sumandos de la suma—sustraendo, uno 
á uno; ó bien, restando de cada sumando del minuendo 
otro del sustraendo, siempre que sea posible, y sumando 
todos los restos, y además los sumandos no disminuidos 
si los hubiere Por ejemplo 
(5+8+14)—(3+9+20 ) = 5+8+14—3—9-20=( 5—3)+ 
(8-9)+(14—20). 

Escolio. Aunque alguna de las sustracciones no sea 
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posible, se halla el resto negativo correspondiente y se 
continúan las operaciones, teniendo en cuenta que los nú
meros negativos cambian la adición en sustracción y 
viceversa. 

3.° La diferencia entre mi entero cualquiera y la 
resta indicada de otros dos se hallará restando de aquel 
el minuendo y añadiendo al residuo el sustraendo de la 
resta indicada. 

Escolio. Puede siempre invertirse el orden de las 
operaciones sucesivas de adición y sustracción combinadas 
aun cuando haya restos negativos, una vez comprendida la 
significación de esos números en toda combinación sumatoria 
Ejemplo. 14—(20—12)=14—20+12=—6-f 12=12—6=6. 

94. Teorema. La suma de la suma y de la resta 
de dos números es igual al doble del mayor. 

Pues si representamos por a el mayor y por b el 
menor será (a-\-b)-\-(a—b)=a-\-b-\-a—b=a-\-a=aX2=2a 

Teorema. La diferencia entre la suma y la resta de 
dos números es igual al doble del menor. 

Pues con la misma notación del Teorema anterior, será 
(a-\-b)—(a—b)= a+b—a+b=b-\-b= bX2=26, 

ART. S.° PROPIEDADES DE LOS ENTEROS RELATIVAS Á LA PRODUCCIÓN. 

LECCIÓN 9.a 

DIVISIBILIDAD Y SU CARENCIA EN ENTEROS AISLADOS. 
Divisibilidad en general y en los números; objeto de 

su tería aritmética (95). Números compuestos y primos 
necesaria descomposición factorial de aquellos en éstos 
y condición general subsiguiente de divisibilidad de un 
entero por otro, corolario—Dicha descomposición facto
rial es única para cada entero (96). Condiciones gene
rales y paticulares de divisibilidad por un entero dado, 
de sumas, diferencias, productos y potencias (97). Ca
racteres usuales de divisibilidad de un entero cualquiera 
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l.° por la lase numerativa por sus factores y por las 
potencias de uno y otros (98); 2.° por la lase mas ó 
menos uno y por los factores de amóos números (99); 
3.° por un1 entero cualquiera (100), Aplicación de esos 
caracteres al sistema décuplo (101). Criterio distintivo de 
los números primos y compuestos (102). Infinidad de los 
números primos y formación de una talla de todos los 
menores que un límite dado, por el método de Bratós-
tenes (103). Modos general y usual de hallar todos los 

factores simples y compuestos de un entero, número de 
ellos y corolario según ese n.° sea par ó impar (104). Igual
dad de los números de factores mayores y menores que 
la raíz cuadrada de un entero cuadrado y de los pro
ductos de cada dos factores equidistantes, en lugar, de 
los estreñios, colocados todos por orden de magnitud' (105). 

95. Divisililidad en general es la propiedad de ser 
divisille ó de poder ser dividido, partido, hecho partes 
cualesquiera un ser, mas por divisililidad en los números ó 
de los números es sólo la propiedad de ser divisilles exac
tamente unos por otros (53). El número dividendo, de las 
divisiones , exactas, es al que se dice divisille por ó múl
tiplo de (50) el otro llamado, á su., vez, divisor, factor, 
submúltiplo ó parte alícuota de aquél. 

Así....24 es divisille por ó múltiplo fie 2, de 3, de 
4, de 6, etc, y el 2, .el 3, el 4, el 6, etc, son factores, di
visores, submúltiplos ó partes alícuotas de el 24. 

Pues bien, la Teoría aritmética de la divisililidad 
tiene por objeto principal deducir las condiciones nece
sarias y suficientes de divisibilidad y relativas ya al di
videndo ya al divisor; estudiando después los números no 
divisibles, y la divisibilidad en común de varios dividen
dos y por varios divisores. 

96. Es evidente que todo entero es divisible por sí 
mismo y por 1, pudiendo, ó no, serlo por otro ú otros 
enteros; en el primer caso será número compuesto; y en 
el segundo, número primo ó factor simple. 

Teorema. Todo número compuesto es un producto de 
dos ó más números primos, iguales ó desiguales. 
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Con efecto, llamándose número compuesto al eidero 
divisible por otro, y siendo en toda división exacta, el 
dividendo igual al producto del divisor por el cociente, 
resulta que todo entero compuesto es el producto de dos 
factores (iguales ó desiguales, porque si el divisor es la 
raiz cuadrada exacta del dividendo el cociente es igual 
al divisor) si alguno de esos factores no es primo, se
rá, por igual razón, el producto de otros dos enteros, 
y así sucesivamente se irán descomponiendo los facto
res compuestos en otros mas pequeños, y como poruña 
parte el número total de factores ha de ser finito, y por 
otra mientras haya un factor compuesto se podrá des
componer en el producto de dos factores, sigúese que 
han de terminar esas sucesivas descomposiciones en un 
producto cuyos factores sean todos simples ó primos. Si, 
p. ej.°, consideramos el número 360, desde luego por,la 
teoría de la numeración podemos igualarle al producto 
36X10; á su vez36=2;18=2-2-9=2-2-3-3y 10=2-5 lue
go 360=2-2-3-3X2-5=2-2-2-3-3-5 producto cuyos facto
res son,todos primos. 

De ese teorema, y de la teoría de la división se de
duce el siguiente que encierra la condición mas general 
de divisibilidad de un entero por otro. 

Teorema. Para que un enñro sea divisible por otro 
es necesario y suficiente que descompuestos ambos, en 

fiadores simples, el dividendo tenga todos los del divisor 
—iguales y desiguales—. Es necesario, porque habiendo 
de ser el dividendo igual al producto del divisor por el co
ciente, claro es que ha de contener todos los factores 
simples de esos dos números. P. ej.° siendo 20=2-2-5, 
un múltiplo cualquiera de 20, 20X n será 20X« :=r2-2-5X^-

Es suficiente, porque entonces se podrá descompo
ner el dividendo en dos fiadores uno el producto de to
dos los factores del divisor, es decir, el divisor, y otro 
el producto délos demás factores que tenga el dividendo 
y no el divisor, y es claro que este producto será" el cociente 
exacto del dividendo por el divisor. P. ej.° siendo, como he
mos visto ha poco, 360= 2-2-2-3-3-5, 360 será divisible por 
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cualquiera de los números que resulten de multiplicar esos 
seis factores, dos á dos, tres á tres, cuatro á cuatro, 
ó cinco á cinco; siendo el cociente de cada una de esas 
divisiones el producto de los factores—de esos 6—que 
no entren á componer el divisor. 

Así _ 3 6 0 -=2-3-3-5 , J * L = ^ ¿ - 3 , - ^ - = 3 - 3 , etc. 
2-2 2-2-5 '2-2-2-5 

Corolario. La descomposición en factores simples es 
única para cada entero. 

Porque si un mismo entero admitiese dos descompo
siciones diferentes en factores simples, ó lo que es lo 
mismo, si pudiesen ser iguales dos productos de factores 
primos distintos—todos ó sólo algunos—debería ser divi
sible cada uno de esos productos por todos los factores 
del otro, contra lo que acabamos de demostrar. 

Pues, p. ej.° si representando por a, b, c, d, m, todos 
los factores primos distintos que resultasen de dos des
composiciones diferentes de un número entero N se ve
rificase la igualdad 

JSf=.a ab c c c d= aaabcddm 
Nó su igual a a b c c c d seria divisible por m y por d d, 

y aaabcddm sería divisible por ccc todo lo cual con
tradice el teorema inmediato anterior. 

97. Siendo todo número entero la suma de los valo
res relativos de las cifras que le expresan en cada siste
ma numerativo, y el valor relativo de cada cifra igual 
á su valor absoluto multiplicado por la potencia corres
pondiente de la base de numeración, se sigue que, para 
deducir las condiciones ó caracteres de divisibilidad por 
un divisor dado será preciso estudiar primero dichas con
diciones en sumas, productos y potencias. Estas condicio
nes se expresan en las siguientes proposiciones funda
mentales de la divisibilidad. 

1.a Teorema. La condición general necesaria y sufi
ciente para que una suma sea divisible por un entero 
dado, es que lo sea la suma de los residuos de dividir 
separadamente todos los sumandos por dicho entero. 
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Pues, según se demostró (54), el residuo de la di

visión de una suma por un entero es el mismo que el 
de la división déla suma de los residuos de los suman
dos divididos sucesivamente por dicho entero, - luego si 
la suma de esos residuos es divisible, también lo será 
la suma propuesta, y si la suma de esos residuos no es 
divisible, tampoco lo será la suma dada, puesto que su 
división deja residuo. 

Corolarios. 1." Si todos los sumandos son divisibles 
por un divisor, dado, la suma también lo será; ó bien 
si varios enteros son divisibles por otro, su suma lo se
rá y dará de cociente la suma de los cocientes etc. (54). 

2." Si todos los sumandos menos uno son divisibles, 
la suma no lo será, pues dejará de residuo el de la di
visión del sumando no divisible. 

3.° Si un entero es divisible por otro, lo será tam
bién por todos los factores de éste; ó bien si un número 
es factor de otro lo será de todo múltiplo de éste, y por 
tanto de toda potencia de él. Porque un múltiplo es una 
suma de sumandos iguales y según el corolario 1.°, todo 
factor de ese sumando repetido lo será de la suma, y una 
potencia es un múltiplo de factores iguales. 

2.a—-Teorema. La condición general para que una dife
rencia sea divisible por un entero es que los residuos de 
las divisiones de minuendo y sustraendo por dicho entero 
sean iguales. 

Pues siendo el residuo de la división de una diferencia,, 
la resta de los residuos de minuendo y sustraendo, sólo 
siendo los dos residuos iguales y por lo tanto su resta cero, 
será divisible dicha diferencia, ya que por ser cada re
siduo menor que el divisor (como en toda división) con más 
razón será menor su resta ó diferencia. 

Corolarios. l.° Si minuendo y sustraendo son divi
sibles por un entero la diferencia lo será', ó bien sidos 
números son divisibles por otro, su diferencia también 
lo será. 

Pues siendo cero cada residuo de las dos divisiones 
parciales, también lo será la de la total—cero menos cero—. 
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2.° Si tino de dos números es divisible, y el otro no, 

por un entero dado, no será divisible por éste la dife
rencia de aquellos. 

3.° Si dos números son divisibles por otro, también 
lo será el residuo de su división, si ésta fuese inexacta. 

Pues siendo el residuo la diferencia entre el dividendo 
y el producto del divisor por el cociente entero, cuyo 
producto será divisible por todo factor del divisor, en 
virtud del corol." 3.° del teorema anterior, también lo 
será dicho residuo por el corolario 1.° inmediato anterior. 

Esta proposición suele también enunciarse así: todo 
factor común á dividendo y divisor de uña división ine
xacta es factor del residuo-, y tiene por recíproca, también 
verdadera, la siguiente: todo factor común, al divisor y re
siduo (de una división inexacta) es factor del dividendo. 
Porque éste es la suma del residuo y del producto del 
divisor por el cociente, cuyo producto tendrá todos los 
factores del divisor y por tanto dicha suma todos los 
desús dos sumandos. 

3. a Escolio. Siempre que un entero sea igual á la su
ma ó á la diferencia, de otros dos, siendo uno de éstos 
divisible por un divisor dado, según que el otro sea ó no 
divisible, el entero propuesto lo será ó no lo será,.res
pectivamente. 

Esta proposición es consecuencia de todas las de este' 
número y principal fundamento inmediato de la mayoría 
de los siguientes : ' 

CARACTERES DE DIVISIBILIDAD POR ALGUNOS DIVISORES. 
98. Teorema 1.° Para que un entero sea divisible por

uña potencia cualquiera de la base del sistema nume
rativo en que está escrito, es necesario y suficiente que 
termine en tantos ceros como los que tenga el divisor, 
ó sea, como unidades tenqa el qrado de dicha potencia 
(87 y 63—1.a). 

Teorema 2.° Para que un entero sea divisible por 
una potencia cualquiera de cada factor de la base nu
merativa, es necesario y basta ó'que termine en tantos 
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(*) No se olvide que 10 expresa la base, en cualquier sistema numerativo. 

ceros, ó que el número que expresan tantas cifras de 
la derecha, como unidades tenga el grado de la potencia, 
sea divisible' por ella. 

Pues si termina en n-ceros, p. ej.°, será divisible por 
10" (*), (T.a anterior), y por tanto, por los factores de 
10" que serán las potencias sucesivas, hasta la de grado 
n inclusive, de los factores de 10 (72—1." y 97—Cor.°3.). 

Si no termina en n ceros, será igual al número ter
minado en ellos, que componen las cifras á la izquierda 
de las %-primeras, consideradas aquellas con sus valores 
relativos, mas el número que expresan dichas n cifras 
de la derecha; el primero de esos dos sumandos es di
visible por las potencias, hasta la de grado n, de los fac
tores de 10, según acabamos de probar, luego según que 
el 2.° sumando sea ó no divisible por esas potencias, el 
número propuesto lo será, ó no lo será, respectivamente 
(97—Escolio). 

Corolario. Para que un entero sea divisible por cada 
factor de la base numerativa, es'necesario y basta que tal? 
cifra de la derecha sea cero ó divisible por dicho factor. 

99. Teorema 1.° Para que un entero sea divisible por 
la base menos uno, del sistema en que esté escrito, es ne
cesario y basta que lo sea la suma de sus cifras. 

Para demostrar más fácilmente este teorema, con
viene probar antes los dos siguientes 

Lemas. l.° Toda unidad numerativa (1 seguido de 
ceros)' es igual á un múltiplo de la base menos uno, mas uno. 

2." Todo número elemental (una cifra seguida de ce
ros) es igual d un múltiplo de la base menos uno, mas 
la cifra significativa de aquél. 

l.° Porqué toda unidad numerativa vale uno más que 
el número compuesto sólo de la cifra que expresa la ba
se menos uno, repetida esa cifra tantas veces como ce
ros tuviese dicha unidad—p. ej.° en el sistema usual,... 
10000—9999+1—. Ahora, es evidente, por las mismas 
reglas para dividir enteros, que todo número que cons
te de una sola cifra repetida es divisible por dicha ci-
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fra, luego queda demostrado el lema 1.° 

2.° Sea un número elemental cualquiera,—p. ej.°: 
50000, será (*) 50000=10000*5=C#—1 + 1 ) '5=i^í+5 
(1. q. s. q. d.) 

Esto supuesto, sea un número entero cualquiera, re
presentado en general (87) por №=a+Bi+JB*.e+B

a

.dt
B

l

.e. Según el lema acabado de demostrar, tendremos las 
siguientes relaciones: Bb~B—í+¿ , B2

.c=B—\\c, B
9

.d 
=B^l\d, B

l

.e=B—[je, luego N=a+lL\+d+¡tt 
+ c + i ^ + ^ + ^ í + g = ¿ ^ r + ( « + ¿ + c + ^ + < ? ) . 

Constando pues todo entero de dos partes, una múl
tipla de ó divisible por la base menos uno de su sistema 
numerativo escrito, y la otra la suma de sus cifras, según 
que esta suma sea ó no divisible por la base menos uno, di
cho entero lo será, ó no loserá, respectivamente (97—Esc.°) 

Corolario. Para que un entero sea divisible por cada 
factor de la base menos uno, es necesario y basta que 
la suma de sus cifras sea divisible pon dicho factor. (97— 
1.a—Cor.0 3.°). 

Teorema 2." Para que un entero, sea divisible por 
la base mas uno, del sistema numerativo en que esté 
escrito, es necesario y suficiente que lo sea la diferencia 
entre la suma de las cifras de orden par y la suma de las 
cifras de orden impar, ó que sea cero dicha diferencia. 

Para demostrar este teorema antepondremos los si
guientes 

Lemas. l.° Toda unidad numerativa de orden impar 
(1 seguido de un número par de ceros, ó 1 solo) es igual d 
un múltiplo de la base mas uno, • mas uno; y toda uni
dad numerativa de orden par (1 seguido de un número 
impar de ceros) es igual á un múltiplo de la base mas 
uno, menos uno. 

2.' Todo número elemental de orden impar (una ci

T.S ^ -^optárnosla notación de leihnitzde expresar un múltiplo cualquiera de 
i» h¿ - °'

 c o n u n P
u n t

o , encima de dicho número. Aquí es cía'o que B representa 
id nase numerativa. Recuérdese ademas el corolario 3 . ° (97 Teorema l . ° ) 

file:///-/-c


117 
fra sola ó seguida de un número par de ceros) es igual 
á un múltiplo de la dase mas uno, mas el valor absolu
to de su cifra significativa; y todo número elemental de 
orden par (una cifra seguida de un número impar de ce
ros ) es igual á un múltiplo de la base mas uno menos 
el valor absoluto de su cifra significativa. 

1 .* Toda unidad de orden impar es una potencia de 
grado par de la base numerativa (87) y por tanto ó es 
la 2. a potencia ó una potencia de la 2. a (72—3.°). Ahora 
bien Bi¿—l=(;i?-f-i)-(B—i), como se comprueba hacien 
do esa multiplicación indicada (40—1 . a, 41 y 43 Esc.0), luego. 

B*=(B+1) (#—1)4-1= ̂ + 1 + 1 . Es decir que la 2. a 

potenciadle la base, ó sea la unidad numerativa de 3 . e r 

orden es igual á un múltiplo de la base mas uno, mas 
uno; luego cualquiera otra unidad numerativa de orden 
impar (que será una potencia de la 2. a de la base, según 
ya hemos dicho) será también igual á un múltiplo de la 
base mas uno, mas uno (97—Cor.0 3.°). 

Ahora, toda unidad de orden par es una potencia de 
orden impar de la base, y por tanto, es igual al producto 
de la potencia inmediata anterior, de orden par, multi
plicada por la misma'base. P. ej.° B^—B^.B. Y como 
# 6 = # + l 4 - r será B^={w^\'+\)' B=B+\+B+\--\== 

1—1 (1. q. s. q. d). 
2.° Sea un número elemental cualquiera, de orden 

impar, p. ej.° Bri=e. Como BK es, según el lema ante
rior, múltiplo de B-\-l, mas 1, será 

B'\ ^ ( / T f í + 1 ) . e=B+~l-\-e(40-l.' y 97—1/ Cor.0 3.°). 
Sea por último un número elemental de orden par, 

p. ej°, (siendo h su cifra significativa) 
B\ hz=(B+\—\). k=B+\~h (l. a. s. q. d). 

En virtud de estos dos lemas, es evidente que, sien
do un entero cualquiera igual á la suma de los núme
ros elementales que representan los valores relativos de sus 
cifras, será igual también d un múltiplo de la base me
nos uno, mas la suma de las cifras de orden impar y 
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menos la suma de las cifras de orden par, importando 
poco que esta última suma sea mayor que la de las ci
fras de orden impar, en virtud de los Escolios del n.° 93. 
Es decir que llamando / á la suma de las cifras de orden 
impar, P á la suma délas cifras de orden par, todo nú
mero entero N=B+\+{I— P) ó N=B+\—(P—I), y 
por tanto, cuando la diferencia I—P ó P—/ sea cero ó 
divisible por B-\-\ el número N lo será, y en caso con
trario no lo será el número (97—Escolio). 

Corolario. Para que un entero sea divisible por cada 
factor de la base mas uno, es necesario y basta quesea 
cero, ó bien, divisible por dicho factor, la diferencia en
tre la suma de las cifras de orden par y la de las cifras 
de orden impar (97—1. a Cor." 3.°). 

100. Para hallar el carácter de divisibilidad de un 
entero cualquiera por un divisor dado, no hay mas que 
hallar los residuos sucesivos de dividir, por dicno divisor, 
las unidades numerativas de diversos órdenes; como conse
cuencia, se conocerán en seguida, los residuos de la di
visión por el mismo factor, de los números elementales 
de diversos, órdenes del dividendo y así se podrá des
componer cada entero en un múltiplo del divisor consi
derado mas ó menos la suma de dichos residuos (se
gún sean por defecto ó por esceso) y según que este 
último sumando ó sustraendo sea ó no divisible, el nú
mero dado lo será, ó no lo será, respectivamente. En la 
mayoría de los casos, fuera de los que ya hemos consi
derado especialmente, será preferible nacer la división para 
averiguar si es ó no divisible. 

101. Aplicando la teoría general, espuesta en los 3 
párrafos anteriores, al sistema usual ó décuplo de nu
meración, resultarán los siguientes caracteres de divisibi
lidad en dicho sistema por los divisores considerados. 

l.° Para que un entero sea divisible por diez, cien
to y mil. etc. es necesario y basta que termine (por la 
derechaj en uno, dos, tres ceros, etc, respectivamente ^98 
1.V / 

2. 8 Para que un entero sea divisible por 2, 4, 8'etc. 
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ó por 5, 25, 125, etc. es necesario y hasta ó que termine 
en uno, dos, tres ceros, etc. ó que el número que espre
san la \ , dos primeras, tres primeras cifras, etc. déla 
derecha, sea divisible por el divisor respectivo (98—2.a). 

3." Para que un entero sea divisible por 9, ó por 
3, es necesario y basta que lo sea la suma de sus ci

fras (99—T.a I.° y su corolario). 
4.° Para que un entero sea divisible por 11 es ne

cesario y suficiente que sea cero ó divisible por 11 la 
diferencia entre la suma de sus cifras de orden par y la su
ma de sus cifras de orden impar (99—T.a 2.°) 

102. Con esos caracteres, y la condición general (96) de 
divisibilidad de un entero por otro no primo, se puede, sjn 
hacer las divisiones, examinar si un entero es ó no di
visible por otros muchos y aplicar ese examen, á mas de 
las reglas de dividir, á la resolución del siguiente 

Problema. Averiguar si un entero dado es primo 6 no. 
Según el Teorema primero" del n.° 96. un entero será 
primo si no es divisible por ningún otro primo; así pues, 
para resolver, en cada caso, el problema de que tratamos, 
examinaremos si el número dado es ó no divisible por 
los primos menores que él, y si, no lo es (divisible) será 
primo. Mas no es preciso prolongar dicho examen á todos 
los primos menores que el número, pues evidentemente, 
como en toda división exacta el dividendo es divisible por 
el cociente, resulta que si empezando la resolución del 
problema propuesto por los primos inferiores 2, 3, 5, 7, 
etc. se llega, sin hallar cociente exacto á uno menor que 
el divisor el número será primo, pues que los cocientes 
sucesivos serán cada vez menores y por tanto, ó serán 
primos y ya se habrán ensayado, ó serán compuestos y 
tendrán factores primos mas pequeños aún y por lo tanto 
también ensayados. • 

Como evidentemente para que el cociente de un en
tero por otro sea menor que el divisor es necesario y basta 
que dicho divisor sea mayor que la raiz cuadrada del divi
dendo, podremos formular el siguiente criterio distintivo 
de todo número primo. Un entero será primó si no es 
divisible por ningún primo menor que su raiz cuadrada. 
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103. Teorema. Hay infinitos números primos. 
Porque, sea P un número primo tan grande como 

se quiera suponer; es claro que si demostramos que hay 
otro aún mayor, quedará prohado el teorema. Pues bien, 
el número Jv=2. 3. 5. 7 P-\~\ (formado agregando 
1 al producto de todos los números primos hasta P in
clusive) será primo ó compuesto; si es primo, el Teore
ma está demostrado; si N no es primo será divisible por 
algún primo, y como no puede serlo por ninguno délos 
menores que P, ni por P mismo, puesto que de los dos 
sumandos de que consta N uno es divisible y el otro no 
por dichos primos, iVserá divisible por algún primo mayor 
que P, luego hay siempre un número primo mayor que 
P y por tanto son infinitos los números primos. 

Para formar una tabla de números primos, hasta un 
limite dado, el método práctico mas breve y sencillo es 
el siguiente llamado de Erathosténes. 

Se escriben, por su orden ascendente correlativo, to
dos los números impares, hasta el limite prefijado, y ade
mas el 2. Enseguida se borran ó tachan, á partir desde 
cada primo 3, 5, 7, etc, los números ya escritos que ocu
pen los lugares respectivos 3.° 5." 7.° etc; contando como 
primer lugar el del número siguiente á cada primo, ó me
jor, á su cuadrado, pues que el primer múltiplo de cada 
primo, que habrá necesidad de tachar será su cuadrado,, 
ya que los múltiplos inferiores al cuadrado, se habrán ya 
tachado, como múltiplos de primos menores; y volviendo, 
por supuesto, á contar: primero, segundo, etc. después de 
cada nuevo número tachado. Los números que resten sin 
tachar, cuando el cuadrado del primo, cuyos múltiplos se 
intente empezar á tachar, sea ya mayor que el limite de 
la tabla, son todos primos, en virtud de la regla crite
rio (102) y de que evidentemente los números tachados 
son los múltiplos sucesivos inferiores á dicho limite, de los 
primos cuyos cuadrados son también inferiores á él. 

Hay tablas de números primos hasta el limite 3036000; 
la siguiente contiene todos los primos menores que 2000. 

i 
/ -
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TABLA DE LOS NÚMEROS PRIMOS MENORES QUE 2000. 

1 163 383 619 881 1151 1439 1699 
2 167 389 631 883 1153 1447 1709 
a 173 397 641 887 1163 1451 1721 

: 5 179 401 643 * 907 1171 1453 1723 
• 7 181 409 ,647 911 1181 1459 1733 

1 11 191 419 653 919 1187 1471 1741 
13 193 4£1 659 929 1193 1481 1747 
17 197 431 661 937 1201 1483 1753 
19 199 433 673 941 1213 1487 1759 
23 211 439 677 947 1217 1489 1777 
29 223 443 683 953 1223 1493 1783 
31 227 449 691 967 1229 1499 1787 
37 229 457 701 971 1231 1511 1789 
41 233 461- 709 977 i 1237 1523 1801 
43 239 463 719 983 1249 1531 1811 
47 241 467 727 991 1259 1543 1823 
53 251 479 733 997 . 1277 1549 • 1831. 
59 257 487 739 1009 1279 1553 1847 
61 263 491 743 1013 1283 1559 1861 
67 269 499 751 1019 1289 1567 1867 
71 271 503 757 1621, 1291 L571 1871 
73 277 509 761 1031 1297 1579 1873 
79 281 521 769 1033 1301 1583 1877 
83 283 523 773 1039 1303 1597 1879 
89 293 541 787 1049 1307 1601 1889 
97 307 547 797 1051 1319 1607 1901 

101 311 557 809 1061 1321 1609 1907 
103 313 563 811 1063 1327 1613 1913 
107 317 569 821 1069 1361 1619 1931 
109 331 571 823 1087 1367 1621 1933 
113 337 577 827 1091 1373 1627 1949 
127 347 587 829 1093 1381 1637 1951 
131 349 593 839 1097 1399 1657 1973 
137 353 599 853 1103 1409 1663 1979 ' 
139 359 601 857 1109 1423 1667 1987 
149 367 607 859 1117 1427 1669 1993 
151 373 "613 863 1123 1429 1693 1997 
157 1 379 617 877 1129 1433 1 1697 1999 
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104. Sabiendo va los principales caracteres de divi

sibilidad, y el criterio distintivo de los números primos y 
compuestos, y teniendo una tabla de números primos, po
dremos resolver más fácilmente el siguiente 

Problema. Hallar todos los divisores de un entero 
dado. 

De los teoremas (96) se deduce inmediatamente: quepa-
ra hallar lodos los divisores de un número, se deberá, pri
mero, hallar lodos sus factores primos, iguales y desi
guales, y los productos binarios, ternarios, etc. es de
cir dos á dos, tres d tres, etc, de dichos factores pri
mos, serán todos los factores ó divisores del número pro
puesto. P. ej.° los divisores compuestos del número 360= 
r2*2*2'3-3'5, cuyos factores primos hallamos (96), son los 
siguientes: 
2'2=4, 2-3=6, 2-5=10, 3-3=9,3-5=15, (Productos bina
rios.) 
2-2-2=8, 2-2-3=12, 2-2-5=20, 2'3'3=18, 2'3'5=30, 
3*3-5=45,(Productos ternarios.) 
2-2-2-3=24, 2-2-2-5=40, 2'2-3-3=36, 2\2'3-5=60, 2;3-3-
5=90, (Productos cuaternarios.) , , 
2-2-2-3-3=72,2-2-2-3-5=l20,2-2-3-3-5=l80, (Prd.s Qui.s) 
2-2-2-3-3-5=360. 

Esta es la solución general del problema, que se fa
cilita por el siguiente método usual ó práctico. Sea P- ej.° 
el n.° 3960; se empieza escribiéndole á la izquierda de 
una raya, como se ve al margen, y á la derecha, y en 
la misma linea, su menor divisor primo—aquí el 2—di
vidiéndole por él, escribiendo el cociente debajo del divi
dendo, y operando en seguida con dicho cociente y con 
los sucesivos, como con el número dado, hasta obtener 
el cociente 1. 
3960|2 
1980 2,4, 
990 2,8, 
495 3,6,12,24, 
165 3,9,18,36,72, 
55 5,10,15,20,40,30,60,120,45,90,180,360. 
11 • ¡22,33,55,44,88,66,132,264.99,198,396,792,110,165 
1 1 1 '220,440,330,660,13^0,2640,495,990,1980,3960. 
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Así se obtienen todos los factores primos ó simples 

del número dado, por su orden ascendente de magnitud 
ó de valor, pudiendo formularse el procedimiento indicado, 
en la siguiente 

Regla para descomponer un entero en sus factores 
simples .=Se divide dicho entero y cada cociente, de los 
sucesivos, por su menor factor simple distinto de 1, hasta 
llegar al cociente 1. 

Una vez asi formados en columna todos los factores pri
mos demn entero, para hallar sus factores compuestos se 
multiplica cada factor primo, y los productos que vayan re
sultando por, cada primo de linea inferior, escribiendo todos 
los productos, respectivamente, en dicha linea inferior de 
uno de sus dos factores, como en el cuadro anterior. 

Ese es el procedimiento más sencillo y menos es
puesto á omisiones ó repeticiones, pero teniendo el in
conveniente de la mala ó poco simétrica disposición grá
fica en que resultan los factores, se suele enunciar otro 
que es el siguiente: Se escriben en una linea la unidad, 
y las potencias sucesivas del primer factor simple, y se 
multiplican esos números, y los productos que vayan 
resultando, que se colocan respectivamente debajo de aque
llos, por las potencias (*) de los demás factores primos, 
una á una. * 
P. ej.° para el número, ya deseonW 1 2 4 8 \ 
puesto antes, 360, resultaría el si-t 3 g 12 24 i 
guíente cuadro, que puede servir? 9 18 36 72 f 
de modelo para toaos los casos ana- \ -z———ra / 
l o o - o s 5 10 20 40 \ 
,^aúb, i ^ 3 Q 6 0 m ] 

90 180 360 / 
De la condición general (96) se deduce: que por cual

quiera de los dos procedimientos acabados de indicarse 
hallan todos los factores simples y compuestos de un en
tero dado; y que su número es el que expresa el siguiente 

Teorema. El número total de factores distintos de un 
entero (inclusos él mismo y l) es el producto ele los nú
meros que resultan añadiendo 1 à cada esponente de to-

(*) Inclusive la primera ó el mismo factor. 
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dos los /adores primos distintos, de dicho entero. 

En efecto,-si suponemos un entero cualquiera p. ej.» 
N=a.m b.n c.r d.s cuyos factores primos distintos sean a, 
b, c, d, entrando el 1.° m veces, el 2.° n veces, el 3 . V 
veces, y el 4." s veces en el producto N; tendremos, si
guiendo el procedimieto últimamente indicado, una pri
mera fila de m-j-rl factores, formada por la unidad y las 
m potencias sucesivas del primer factor primo a\ los pro
ductos de cada uno de esos por las n potencias del fac
tor b constituirán, evidentemente, un número (m-j-l)Xn 
de nuevos factores, y con ellos habrá va m+l- f (jw-fl) n 
=(m-\-1 ){n-\-1) factores; éstos multiplicados sucesivamen
te por las r potencias del factor c formarán (m-\-\)(n-\-\) r 
factores nuevos y entre todos los dependientes de a, b, c, 
y el 1 serán (m-\-\)(n-\-1)+(m-\-\)(n-\-l) r=(m-\-\)(n^-\) 
(r-f-l)Por último, éstos multiplicados', uno á uno, por 
las s potencias del factor d darán (m-f-1)(n-\-l) (r-J-1) s 

productos, factores nuevos del número dado N, el cual-
tendrá por tanto (m-\-1) (»+1) (r4-1) -f (m-\-1) (w-f1 )(r-\-1) 
Xs=(m-\-l) (r-f-1) (*+l) factores distintos, número 
de factores enunciado en el Teorema. 

Corolario. Si el número total de factores de un en-, 
tero es impar, dicho entero será cuadrado de otro, ó ten
drá raíz cuadrada ex el", y no la tendrá si su número 
de factores es par. 

Pues si el producto (Ej.° anterior) (m-\-\)(n-\-\){r-\-\) 
(s+1) es impar, todos sus factores m-\-\, n-j-l, r-\-\, í-Hf 
serán impares porque si alguno de ellos fuese par, el produc
to lo sería (97-1 .a-Cor.° 3.° ) luego los esponentes m, n, r, s, 
de los factores primos respectivos a, c, d, son todos pares 
y por tanto el número N tiene raíz cuadrada exacta (84). 

Si, por el contrario, el producto (m-\-\) (n-\-l) ( r + 1 ) ' 
(H-l) fuese par, alguno de sus factores también lo será 
—-pues si todos fuesen impares, el producto sería impar, 
como se ve por la fórmula siguiente de dos factores im
pares, fácilmente generalizable á más de dos: (2¿-R) 
(2fc+l)=2¿*2íí-f2¿-|-2íí- r-l=2 {2tu+t+u)+í,— y por tan
to; alguno de los esponentes m, n, r, s, será impar, lue-
go x el número JV no escuadrado de otro entero(72—3.°). 

Recíprocamente: 1.° Si un entero es cuadrado de otro,, 
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ó tiene miz cuadrada exacta, su número de factores dis
tintos será impar; y 2.a si un entero no tiene raiz cua
drada exacta su número, de factores distintos será ¡par. „ 

Estas proposiciones recíprocas (IIV) como todas las 
análogas, ó en cuyas directas se hayan hecho todas las 
hipótesis posibles sobre el mismo sujeto y las conclusio
nes hayan sido diferentes, son verdaderas, y se demues
tran ad alsurdum (IX) como se vé á continuación. 

1.° Porqué, si el número de factores no ^simpar,, 
será par y entonces, según la 1.a parte de la proposición 
directa, el entero, cuyos son esos factores no será cua
drado de otro, cuando lo es, según la hipótesis actual. 

2.° Porqué si el número de factores, no fuese par 
será i impar y por tanto el número propuesto tendrá raiz 
cuadrada exacta, cuando no la tiene, por hipótesis. 

' También se pueden demostrar á priori, estas dos pro
posiciones del modo siguiente: 

A cada factor de un entero corresponde otro factor,, 
porque todo producto consta de dos factores, por lo menos, 
ó porque si un número es divisible por otro, también lo 
es por el cociente correlativo; luego si un entero no es 
cuadrado de otro, todos sus pares de factores-correlativos 
constan de dos factores, distintos y el número de estos es 
por lo tanto par. Pero si el número es cuadrado, el fac
tor correlativo á su raiz cuadrada es ella misma y por
tante < el número de factores distintos es impar. 

105. Tenga ó no raiz cuadrada exacta un entero cual
quiera, es evidente que el número de factores mayores 
que dicha raiz es igual al número de factores menores que 
la misma, puesto que á cada uno ole aquellos correspon
de uno de estos. , 

Además, es también •visible que si sé suponen escri^ 
tos, por orden ascendente ó descendente de sus magni
tudes, todos los factores de un entero, el producto de ca
da dos equidistantes, en lugar, de los estreñios,—el número 
dado y 1—será constante é igual al número dado. 
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LECCIÓN 10. 

DIVISIBILIDAD Y SU FALTA PARA DOS Ó MÁS ENTEROS. 

Definiciones y notaciones abreviadas de máximo co
mún divisor y mínimo común múltiplo; definiciones de 
números primos entre sí, ó primos relativos y de primos re
lativos dos á dos(106). Corolarios délas definiciones an
teriores (107). Investigación delm. c. d. de varios enteros: 
1.° para todos á la vez, previa su descomposición enfac
tores primos (108); 2.° para cada dos, por divisiones su
cesivas, previas las proposiciones fundamentales conve
nientes (109). Posible abreviación del método de las divi
siones sucesivas, en algunos casos, y escolios sobre él 
(110). Máximo común divisor de tres ó mas enteros mediante 
el de dos; proposiciones fundamentales, reglas, y escolios 
sobre éstas (111). Alteraciones del m. c. d. de varios 
enteros, si éstos se multiplican, ó dividen exactamente 
por otro, aplicación y corolarios (112). Propiedad de todo 
divisor de un producto de dos factores y primo con uno 
de ellos; corolarios y escolio (113). Propiedad de todo pri
mo divisor de un producto de dos ó mas enteros; coro
larios (114). Propiedad de todo entero divisible, separa
damente, por otros primos dos á dos (115). Investigación 
delfi¡n. c. m. de varios enteros: 1." para todos simultá
neamente por su descomposición en factores simples (116); 
2.° para cada dos, previas las proposiciones convenientes 
(117). Alteraciones del m. c. m. de varios enteros, si éstos 
las sufren todos por multiplicación ó división exacta (118). 
Cocientes por varios números de su m. e. m. (119). 

106. Estudiada en la lección anterior la divisibilidad, y 
su falta ó carencia, para enteros aislados, toca ahora el 
estudio de esa propiedad en común, ya sea respecto al 
dividendo ya respecto al divisor, pues' es evidente que 
varios enteros pueden tener uno ó mas factores comunes, 
y también pueden no tener factor común alguno, así co-_ 
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mo, que siempre tendrán infinidad de múltiplos comunes. 

Entre éstos habrá, siempre también, uno menor que 
los demás—mínimo común múltiplo—y éntrelos factores 
comunes, cuando existan, habrá uno mayor que los otros 
—máximo común divisor—; y es claro que por su sin
gularidad—aparte de su utilidad, que á 'su tiempo vere
mos—, merecen estudio especial el máximo común divi
sor y el mínimo común múltiplo, como también lo me
recen los números que no tienen factores comunes, ó 
primos entre sí. 

Aunque su nombre es su mejor definición, repetire
mos que máximo común divisor de dos ó más números es el 
mayor de todos los divisores comunes á esos números; su 
notación abreviada se hace con las tres iniciales de su 
nombre m. c. d. 

Mínimo común múltiplo de varios números es el me
nor de los infinitos múltiplos comunes de dichos números, 
y se representa abreviadamente por sus iniciales m. c. m. 

Números primos relativos, 6primos entre sisón dos 
ó mas números que no tienen mas fiador común á todos 
que la unidad (que lo es á todos íos enteros). Fnúme
ros primos relativos dos á dos, ó primos entre sí dos d 
dos, ó primos dos d dos, son tres ó más números que no 
tienen factor alguno común á dos cualesquiera de ellos. 

107. De las definiciones anteriores se deducen los 
siguientes 

Corolarios. l.° El m. c. el. de varios números no 
puede ser mayor que el menor de ellos, y será éste si 
divide á los otros. , 

2.° Si varios números solo tienen un fiador común, 
distinto de el 1, ese factor es el m. c. d. de esos nú
meros. 

3.° Si varios números son primos relativos, su m. 
c. d. es 1 y recíprocamente. 

4.° El m. c. m. de varios números no puede ser me 
ñor que el mayor de ellos, y será éste si es múltiplo de 
los otros. 

5." Tres ó mas números primos dos á dos son pri
mos entre sí. 

6." Varios números primos son primos dos á dos y, 
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por consiguiente, primos entre sí todos (si son 3 ó mas). 

7.° ¡Si un número primo no es factor de ninguno 
de otros enteros, todos esos números, el primo inclusive, son 
primos relativos. .* •, 

8.8 Dos enteros consecutivos son primo? entre sí. Pues 
si tuviesen algún factor común, éste lo sería de su dife
rencia (97—2.a—Cor.0 1.°), la cual en el caso presente no 
tiene factor alguno, puesto que es la unidad. Generali
zando este razonamiento á todos los casos análogos, po
dríamos formular la siguiente proposición de la que es un 
caso particular el Cor.0 8.°; 

Dos números son primos relativos, si su suma ó su di
ferencia ó las de dos múltiplos de ellos es un número pri-
\mo no factor de dichos dos números. 

Es claro que las recíprocas, tanto de esta proposición 
general, como del último corolario, no son verdaderas. 

- Investigación del m. c. d. de dos ó mas enteros. 
108. Según la definición del m. c. d. de varios en

teros, y en virtud de la condición general de divisibi
lidad de un entero por otro (96), es evidente que él m. 
c. d. de cualesquiera enteros es el producto de todos los fac
tores primos—iguales y desiguales—comunes á dichos ente
ros; pues ese producto es divisor de cada uno de los en
teros dados y todo otro número, ó tendrá algún factor me
nos, de los que aquél contiene, y será menor que él, por 
consiguiente; ó tendrá algún otro factor y no será, por 
tanto, divisor del número de los propuestos que no con
tenga á dicho factor. P. ej.°: sean los números- 360=2 -

2-2-3-3-5, 220=2-2-5-ll, 2500=2-2/5-5-5-5, l800=2-2-2' 
3/3-5-5; su m. c. d. es 2 , 2 , 5=20, puesto que este número 
es divisor común de los cuatro propuestos, y cualquier 
otro número ó ha de tener algún nuevo factor, además 
de esos tres, ó sin ellos, en cuyo caso no dividirá á aquél 
de los 4 dados, que no contenga ese. factor nuevo, ó ha 
de tener alguno menos de los tres factores 2, 2, 5, en 
cuyo caso, si bien será factor común de los 4 propuestos 
no será, su m. c.' d. 

Como el producto de los factores primos iguales ó 
repetidos es la potencia correspondiente del factor repe
tido, resulta justificado el siguiente usual enunciado del 
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procedimiento que venimos esponiendo: 

Para hallar el m. c. d. de varios enteros, se les des
compone en sus factores simples, y el producto de las po 
tencias de menor grado (de las que figuren en dichas 
descomposiciones), de los distintos fiadores primos comu
nes á todos los números-dados, es el m. c. d. buscado. 

Este método, aunque breve y sencillo, si los números 
propuestos no son muy grandes, se hace muy pesado cuan
do, por serlo, tienen muchos factores primos y de éstos 
algunos por los cuales no se conoce fácilmente si hay ó 
no divisibilidad. En esos casos es preferible el otro mé
todo, llamado de las divisiones sucesivas,—porque hay que 
hacerlas para averiguar elm. c. d. de dos enteros por ese 
método,—habiendo de combinarlos de dos en dos para ha
llar el de más, como se verá á continuación. 

109. El método délas divisiones sucesivas tiene por 
fundamento inmediato las siguientes proposiciones: 

1.a—Teorema. Elm. c. d. de dos enteros es el mismo que 
el de el menor de ellos y el residuo de su división si le 
hay. (*) 

Pues, según el Cor.0 3.° (97-2.a), todo factor común 
de dos números es también factor del residuo de su di
visión, si le hay; luego todos los fiadores comunes á divi
dendo y divisor, son también factores comunes á divisor y 
residuo, y portante el m. c. d. ha de ser necesariamente 
el mismo para dividendo y divisor que para divisor y 
residuo. 

2.a—Teorema. El m. c. d. de dos números es el mis
mo que para cualquiera de ellos y su diferencia 

Pues, siendo todo factor común á dos números, fac
tor de su diferencia, ésta y cada uno de ellos tienen los 
mismos factores comunes que aquéllos; luego también el 
m. c. d. de dos números será el mismo que el de uno 
de ellos y la diferencia de ambos. 

En la 1.a de estas dos proposiciones se funda el pro
cedimiento mas usado para hallar el m. c. d. de dos en
teros y formulado en la siguiente regla: 

( ) Claro es que si su división no deja residuo, el menor de los dos será el m. 
e. d. de ambos (107-Corolario l.<=) 

17 
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(Cocientes)=3 
"43446 i 12584 

5694 1196 
5694 
910 

4 1 1 3 5 
1196 910 286 52 
286 52 26 0 

2 
2Q-=m. c. d, 
(residuos.) 

110. La 2. a proposición permite abreviar, en algunos 
casos, el procedimiento acabado de esponer, pues siem
pre que un residuo r sea mayor que la mitad del divisor res
pectivo d, como es claro que si, aplicando la regla dada, 
se toma en seguida r por divisor y ¿¿por dividendo, el 
cociente será 1 y el residuo d-r, se puede economizar esa 
división tomando, desde luego, por d i v i s o r ^ para él mis
mo dividendo d; pues en virtud de dicha 2. a proposición 
el m. c d. de r y d es el mismo que el de d-r y d y 
por tanto, no se altera, por esa variación, el fundamento 
esencial del método de las divisiones sucesivas, que es 
evidentemente sustituir el par de números dados por otro 
par cuyo m. c. d. sea el mismo que el de aquél, y así su
cesivamente hasta llegar á un último paren que el ma
yor número sea divisible por el menor y éste, por tan
to, el m. c. d. buscado. 

Lo mismo se consigue haciendo las divisiones por es-

Se divide el mayor por el menor, éste por el resf 
dúo y y así sucesivamente, se sigue dividiendo cada di
visor anterior por el residuo respectivo, hasta llegar al 
residuo cero;—como se llegará indudablemente, pues siendo 
cada residuo menor que su divisor, éste va disminuyen
do en Jas divisiones sucesivas, luego llegará á ser 1, si 
antes no se llega á cociente exacto, ó residuo cero, y 
por 1 todo entero es divisible—; el último divisor, ó el 
correspondiente al residuo cero, es el m. c. d. buscado. 

Pues, si se suponen escritos por su orden correlativo to
dos los dividendos y divisores sucesivos, resulta, según la 
1 ."proposición, que el m. c. d. de los dos primeros (los nú
meros dados) es el mismo que el del 2.° y 3.° y por con
siguiente que el del 3." y 4." y que....el de los dos úl
timos; ahora, siendo el último divisor m. c. d. de sí y 
del anterior, lo será también de los dos números dados. 

La operación se suele disponer como se ve á continua
ción: 
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ceso, cuando el cociente por defecto fuere 1— que es el 
mismo caso considerado antes—pues la proposición 1.a y 
el Cor.0 (97-2.a-3.°) en que se funda no exigen eviden
temente que la división esté hecha por defecto, según se 
confirma por las igualdades D=d• q-hr, D=d{q-\-\)— 
(d-r); en que D representa el dividendo, d el divisor, q 
el cociente entero por defecto, r el residuo defectivo cor
respondiente; y por tanto q-\-\ el cociente por exceso y 
d—r el residuo respectivo ó complementario. 

En el método de las divisiones sucesivas para hallar 
el m. c. d. de dos enteros, conviene tener muy presen-
íes los siguientes 

Escolios.==1iSi se sale el m. c. d. de cualquier resi
duo y de su divisor respectivo, aquél será el lusca do, y 
se acabará allí la operación. 

Como caso particular 
—2.° /Si un residuo cualquiera es primo con su divh 

sor correspondiente, también los números dados serán pri
mos relativos, ó tendrán 1 por m. c. d. Esto se conoce
rá, p. ej.°, entre otros casos, si un residuo es primo y 
no divi'de á su divisor respectivo (107—Cor. 7.°). 

I I I . El hallar el m. c. d. de tres ó mas enteros me
diante el de dos se funda en las siguientes proposicio
nes: 

1.'—Teorema. El m. c. d. de varios enteros es múl
tiplo de los otros divisores comunes de aquellos; ó bien: 
todo factor común de varios uúmeros es factor de su 
m. c. d. 

2.*'—Teorema. Recíprocamente: todo factor del m. c. 
d. de varios uúmeros es factor común de todos ellos. 

3.*—Teorema. El m. c. d. de tres ó más números 
es el mismo que el del m. c. d. de dos cualesquiera Ée 
ellos y todos los otros. 

Las demostraciones mas sencillas de estos teoremas 
son las que se fundan en la composición del m. c. d. de 
varios enteros, con los factores primos de ellos, ó sea, 
en el primer método espuesto para hallar el m. c. d. de 
enteros cualesquiera, pues debiendo contener el m. e. d. 
todos los factores primos comunes (IOS) i los números 
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dados, y debiendo constar todo factor compuesto y co
mún á dichos números, únicamente de factores simples 
de los comunes á los mismos (96—Teor.a 2/) es eviden
te la verdad de las proposiciones 1.a y 2 a últimamente 
dichas, de las cuales viene á ser un corolario la 3. a pues 
es claro que teniendo el m. c. d. de dos números (*) por 
factores, todos los que tengan comunes esos dos núme
ros, y recíprocamente, los mismos divisores commxes ten
drán todos los enteros dados que el m. c. d. de dos 
de ellos y todos los otros, luego el m. c. d. de todos, será, 
también el mismo que el del m. c. d. de dos cualesquiera 
de ellos, y todos los otros, (1. q. s. q. d.). 

He aquí, sin embargo para las 2—1 . a s proposiciones 
otras demostraciones particulares fundadas en el segun
do método expuesto para la investigación del m. c. d. de 
dos enteros. 

1.a Siendo todo factor común de dos números, fac
tor del residuo de su división y siendo el m. c. d. el 
último residuo de las divisiones sucesivas para hallar aquél, 
todos los factores comunes á los dos números serán tam
bién factores de dichos residuos sucesivos, y por tanto 
del último que es el m. c. d. 

2. a Todo factor del último residuo lo será del resi
duo anterior, múltiplo de aquél (97—1.a—3.°) y siéndolo 
del divisor y residuo de esa última división, lo será del 
dividendo respectivo, y así retrocediendo, se ve que todo 
factor del último residuo—m. c. d.—lo es también de los 
dos números dados. 

En virtud de lo anterior es evidente que se halla
rá el m. c. d. de tres ó mas enteros, hallando prime
ro el de dos de ellos, después el de ese m. c. d. halla
do y el tercer número de los dados, y asi sucesivamen
te hasta que se halle el m. c. d. del último número y el 
m. c. d. inmediato anterior; ó bien: hallando el m. c. d. 
de dos de los números dados, aparte el de otros dos, y 
así sucesivamente, combinando luego esos máximos co
munes divisores entre sí y con el último número, si que-

( ) Siendo verdaderas fas proposiciones i . y 2. para cualesquiera enteros, con mas razón lo serán para dos. 
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dó alguno de non; etc. 

P. ej.°: el m. c. d. de 416, 624, 962 y 975 es 13, pues 
el de 416 y 624 es 208; el de 208' y 962 es 26; y el de 
26 y 975 es 13; ó bieu: por que el de 416 y 624 es 208; 
el de 962y 975 es 13; y por último el de 208 y 13 es 13. 

Escolios.—1.° Si alguno de los números fuese múlti
plo de otro se debe prescindir de aquél y operar con los 
demás, pues, empezando por esos dos, el menor será el 
m. c. d. de ambos. 

—2.° Si dos de los números dados son primos relati
vos, ó alguno de los máximos comunes divisores auxi
liares lo es con alguno de aquellos, éstos son también 
primos relativos, y la investigación de su m. c. d. es 
inútil, omitiéndose en el 1.° de esos dos casos, y termi
nándose en el 2.°, al saberlos. 

3.° Por último, es fácil demostrar, fundándose en cual
quiera de los métodos antes expuestos, la verdad del si
guiente: 

Se divide cada número de Jos dados por el menor 
de ellos; se hace lo mismo con los residuos de esas divisio
nes y con el divisor anterior, y asi sucesivamente hasta que 
no quede residuo; el último divisor es el m. c. d. buscado. 

Propiedades principales relativas al m. c. d. 
112.—Teorema. Si varios enteros se multiplican por 

otro, ó se dividen por un divisor común d todos, su m,, 
c. d. quedará multiplicado ó dividido, respectivamente, 
por ese mismo factor ó divisor. 

Pues, al multiplicar ó dividir por un entero cualquie
ra otros varios, se les multiplica ó divide por los fac
tores simples de que couste aquél; es decir, se les aña
de ó quita, como factores, todos los primos del nuevo 
multiplicador ó divisor común, luego el m. c. d.\queda
rá también con esos mismos factores de mas ó de menos, 
es decir, multiplicado ó dividido respectivamente por él 
producto de ellos (1. q. s. q. d.). 

Esta propiedad puede aplicarse á simplificar la in
vestigación del m. c. d. por divisiones sucesivas, pues si 
desde el principio se reconoce algún factor común en to-
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dos los números dados, se les dividirá por él, se hallará 
el т. c. d. de los cocientes—números mas pequeños—y 
multiplicándole por el factor suprimido, se tendrá el m. 
с d. de los números propuestos. También puede aplicarse 
á hallar el m. c. d. de varios números equimúltiplos (*) 
de otros por un número dado, hallando el de éstos, y 
multiplicándole por dicho número dado. 

Corolario. Los cocientes de taños números por su 
т. c. d. son primos entre si, y reciprocamente. 

Pues, al dividir varios números por su m. c. dáos
te quedará dividido por sí mismo, es decir: que el m. c. d. 
de. los cocientes es 1 ó lo que es lo mismo son primos 
relativos esos cocientes. Análogamente se demostrará el 
recíproco=/%' los cocientes de dividir varios números por 
otro son primos entre sí, ese otro será elm. c. d. de aquéllos. 

1,13. Teorema. Si un entero es divisor de un pro
ducto de dos factores y es primo con uno de ellos será 
divisor del otro. 

Sea p. ej.° el número entero D divisor del producto 
А В y primo con A , В será divisor de B. 

Siendo D y A primos relativos, su т. c.d. es 1, lue
go el de los productos BB y AB será В (112) y como 
D es factor común, evidentemente, de AB y BB, será 
factor de su т. c. d. В (111—1.a), (1. q. s. q. d.). 

Corolario. l.° Si un entero es divisor de un producto 
malquiera, y es primeo con cada uno de los factores de 
aquél, menos con uno de ellos, será divisor de ese factor 
único. 

Sea el producto ABCB у В un divisor suyo, primo 
con A, con В, y con С; В será divisor de E. Pues, con
siderando ese producto como de dos factores А'ВСЕ, В 
será divisor de ВСЕ, puesto que es primo con A; por 
análoga razón ó por ser primo con B, en el producto 
B CE, será divisor de CE y por último de E por ser pri
mo con С y divisor de CE. (1. q. s. q. d.). 

Corolario 2 / Si un número es primo con cada uno de los 
factores de ш producto, no es divisor de ese producto. 

( ) Múltiplos por un mismo número; 
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Pues si fuera divisor del producto sería divisor de 

alguno de sus factores, por ser primo con cada uno de los 
demás. 

Escolio. Este teorema y sus corolarios completan, di
gámoslo así, las condiciones de divisibilidad de un produc
to, pues si bien es suficiente para ella la de uno cualquie
ra de los factores (97—1."—3.°), no es necesario que al
gún factor sea divisible, para que lo sea el producto, á 
menos que el divisor considerado y todos los factores menos 
uno, del producto, sean primos relativos dos á dos, según 
el corolario 1.° 

114. Teorema. Todo número primo divisor de un pro
ducto es divisor, por lo menos, de uno de los factores 
de ese producto. 

Este teorema es consecuencia inmediata del Corolario 
2." anterior y del 7.° (107). 

En efecto, si P—número primo—no dividiera á factor 
alguno del producto ABCP, según el Cor.0 7.° (107), P 
sería primo con A, con B, con C y con D, y por tan
to' no dividiría al producto ABCP, según el Cor.* 2.° in
mediato anterior. Queda pues demostrado ad adsurdum 
el teorema propuesto. 

Corolarios.—1." Si un número primo no es divisor 
de factor alguno de un producto, tampoco h es del pro
ducto. 

—2.° Si un número primo es divisor de un pro
ducto de factores primos, aquél será uno de éstos (96-Cor.°f 

—3.° Todo número primo divisor de una potencia 
(de raizy grado enteros) lo es necesariamente de la raiz cor
relativa. 

—4.° Las potencias de números primos entre silo som 
también; por consiguente, lo son siempre las potencias de 
primos absolutos. 

—5." Si cada uno de los factores de un producto es 
primo con cada uno de los de otro, los dos productos se
rán primos relativos. 

6.° Todo número primo con cada uno de ¡osfactor es 
de un producto es primo con el producto y reciprocamente. 

115. Teorema. Si un número es divisible por cada 
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uno de otros dos primos relativos, será divisible por su 
producto. 

Sea el número i n d i v i s i b l e por a y por b—primos re-1 

lativos—será IV—aQ, p. ej.°, llamando q al cociente de 
N:a, como b divide á JV=aQ y es aprimo con el factor 
a dividirá al factor ( 3 ( 1 1 3 ) , llamando pues q al cociente 
Q:b será Q=bq y sustituyendo en la igualdad N=aQ, 
resulta JV=abq, luego IV es divisible por el producto ab 
y da de cociente q. 

Corolario. Todo número divisible por cada uno de otros 
varios primos dos á dos, es divisible por su producto. 

Pues, desde luego, será divisible por el producto de 
dos de ellos, y como este producto es primo con otro cual
quiera de aquellos (Cor.0 6 . ° ) , el número dado será divi
sible por el producto de esos tres y así sucesivamente. 

Este Corolario generaliza la condición de divisibili
dad ( 9 6 ) , y permite hallar si un número eso no divisi
ble por otro compuesto, sin necesidad de descomponer es
te, en sus factores primos absolutos, descomponiéndole sí, 
en factores primos relativos (dos ó mas) dos á dos, por 
cada uno de los cuales se puede hallar la condición de 
divisibilidad del número propuesto. Asi, p. ej.°, para que 
un entero sea divisible por 4 5 = 5 . 9 es necesario y suficien
te que siendo 0 ó 5 la cifra de las unidades, la suma de 
todas las cifras sea múltipla de 9 ( 1 0 1 — 2 . ° y 3 . ° ) . 

Investigación del minimo común múltiplo. 
116—1.™ método. El mismo teorema ( 9 6 ) que ha servi

do de base á la investigación del m. c. d. por el 1 . e r método 
( 1 0 8 ) sirve también para análoga resolución del problema 
que ahora nos ocupa, pues evidentemente: Elm. c. m. de 
varios enteros es el producto de las mayores potencias 
(que figuren en la composición de aquellos) de todos los 

factores primos de dichos enteros. 
P. e j . ° el m. c. m. de los cuatro números 3 6 0 , 2 2 0 , 

2 5 0 0 y 1 8 0 0 , ( 1 0 8 ) , es 2 . 3 3 . 2 5 . 4 1 1 = 8 - 9 - 6 2 5 * 1 1 = 4 9 5 0 0 0 . 
pues, desde luego, este número es múltiplo de ó divisi
ble por los 4 dados, ningún número al cual falte alguno 
d e esos factores primos, será divisible por el entero de 
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aquéllos cuatro en cuya composición entre la mayor po
tencia de ese factor que falta, y todos los que, además 
de esos factores, tengan algún otro, serán naturalmente 
mayores que 495000; luego éste es el m. c. m. de los 
cuatro números dados. 

117.—2." método. Para hallar el m. c. m. de varios 
enteros, sin descomponerlos en sus factores simples, hay 
que hallarlo para cada dos, fundándose en las proposicio
nes siguientes: 

1.'—Teorema Todo múltiplo común de dos números 
es producto de tres factores, d saber: uno de los dos nú
meros, el cociente del otro por el m. c, d. de ambos y 
un entero, que ptiede ser el 1. 

Sea M un múltiplo común de dos enteros A, y B, 
D. el m. c. d. de estos dos números, N y Q los cocien
tes respectivos de M por A y B, n j q los de A y B 
por D respectivamente; tendremos, desde luego, las si
guientes igualdades: 

( 1 ) J T = | | ? 1 ;porconsiguiente^ j -g»^J luego 
DnN—DqQ, ó nN—qQ de donde nN:q=Q y qQ:n=N 

es decir, que el producto nJV es divisible por q, y como 
q es primo con n (ll2-Cor.°), será divisor de yy(l l3-Teor,a); 
por igual razón n será divisor de Q—por ser primo con 
¿/—luego llamando r y s á los cocientes respectivos de 
N:q y de Q:n, será Ñ-=qr, Q=ns, y sustituyendo en 
las primeras igualdades (1), resulta 
J f = | ^ ^ £ j lo que demuestra el teorema. 

2."—Teorema. El m. c. m. de dos enteros equivale 
al producto de cada uno de ellos por el cociente del otro 
entre el m. c. d. de ambos. 

Pues siendo evidentemente invariables, (en las últi
mas igualdades) para todos los múltiplos de A y B, los 
factores A, B, q, n, resultará únicamente el m. m. c. 
cuando ,r ó s sean mínimos, es decir 1 que es el míni
mo entero; queda pues reducida la espresion del m. m. 
c. de A y B á Aq ó Bn, (1. q. s. q. d.). . , 

18 
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Como evidentemente AB=ABq=BBn, (multiplican
do en cruz las 2 . a s igualdades (1)), dividiendo por i) se
rá AB:B=Aq=Bn=:m. c. m. Es decir que también el m. 
c. m. de dos enteros es igual al cociente de su produc
to por su m. c. d. 

Per último, de A=Bn, B=Bq se deduce 
m. c. m = f | ^ ^ ¡ , l u e g o también: 

El m.c.m. de dos números es el producto de su m. 
c. d. por los cocientes de dividir aquéllos por éste. 

Resumiendo: para hallar el m. c. m. de dos enteros 
se hallará su m. c. d., se dividirá por éste uno de aque
llos, y el cociente se multiplicará por el otro, pues éste 
es evidentemente el procedimiento práctico mas breve y 
sencillo de los tres últimamente indicados. 

De cualquiera de los dos métodos espuestos para hallar 
el m. c. m. de dos enteros, resultan los siguientes coro
larios. 

Corolario 1.° El m. c. m. de dos números primos re
lativos, ó en general, de varios números primos dos á 
dos, es su producto. Pues, atendiendo al primer método, 
es claro que no teniendo cada número de los dados, fac
tor común alguno con otro de ellos, el m. c. m. conten
drá todos los factores primos de los números dados, ca
da uno de esos factores con la única potencia que entra 
en la composición de aquéllos, es decir, que será el pro
ducto de los números propuestos su m. c. m. 

Como se ve, esta demostración es general, para cual
quier número de enteros; para dos solos, resulta también, 
como consecuencia del 2." método, qué siendo A y B pri
mos relativos, su m. c. d. D=l, luego A:D=n=A, B:B= 
q=B, y por tanto 

m. c. m. c=\Íq^fB\A\. q. s. q. d.). 
Ejemplo. El m. c. m. de 360 y 220 es 3960 porque 

su m. c. d. es 20, 360:20=18, 220:20=11, 360X11= 
210X18=(360X220): 20=20X18X11=3960. 
_ Corolario 2. 8 El producto de dos números es igual 
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al de su m. c. d. por su m. c. m. 

Porque ( l . e r método), siendo el m. c. d, de dos en
teros el producto de las menores potencias de los facto
res primos comunes de aquellos, y el m. c. m. el pro
ducto de las mayores potencias de todos los factor es pri
mos de los mismos enteros, es claro que el producto del 
m. c. d. por el m. C. m. contendrá todos los factores pri
mos, de los dos números dados, con la mayor y con la 
menor potencia los factores comunes, y concia única los 
no comunes; dicho m. m. c. es pues el producto de to
dos los factores simples iguales y desiguales de que cons
tan los dos números dados ó es el producto de éstos. 

Lo mismo se demuestra, atendiendo al 2." método de 
investigación del m. c. m. pues es evidente (2.a) que 

! Í ^ = | ^ = j | ¡ a . q . s . , . d . ) . 
Corolario. 3. a Todo múltiplo común de dos números es 

múltiplo del m. c. m. de dichos números. 
Esto resulta inmediatamente de los dos teoremas de 

este n.°, pues si, según el 1." (1.a), todo múltiplo de AjB 
es el producto de los tres factores, Aqr ó Bns (I), y, se
gún el 2.° (2. a), Aq ó Bn es el m. c. m., claro es que 
los demás múltiplos resultarán dando en cualquiera de 
las espresiones (I) á r ó á s, respectivamente, los valores 
sucesivos 2, 3, 4, 5, etc. de los diversos enteros, es de
cir que, llamando 3f al m. c. m., todos los otros múlti
plos comunes de A y B serán %Mt. SM, 4M, oM, etc. 
(1. q. s. q. d.) 

Esto supuesto, la determinación del m. c. m. de tres 
ó más números, sin descomponerlos en sus factores sim
ples, tiene por fundamento inmediato la siguiente pro-
posicon. v 

3. a Teorema. M m. c. m. de tres ó más números es 
el mismo que el del m. c. m. de dos cualesquiera de ellos 
y de todos los otros. Pues, según el último Cor.", todos 
los múltiplos comunes de dos números son múltiplos de 
su m. c. m., luego los mismos múltiplos comunes tendrán 
tres ó mas números dados que el m. c. m. de dos de ellos 
y todos los demás, luego el m. c. m. de aquéllos será el 
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mismo que el de éstos (1. q. s. q. d.). 

En virtud de este Teorema, es claro que: nara ha
llar el m. c, m de mas de dos enteros, se podrá: hallar 
él m. c. m. de dos de ellos, en seguida el m, c. m. de 
ese acabado de hallar y otro délos números dados' y asi 
sucesivamente, hasta hallar elm. cm.—que será el bus
cado—del último de los números propuestos y del m. c.m. 
inmediato anterior,-ó bien: hallar elm. c. m. de dos de 
los números dados, aparte el de otros dos, ó cié uno de 
los 2—l. o s y un 3.°, y así hasta que se hayan combi
nado á pares todos los números propuestos; hallando en 
seguida el m. c. m de los mínimos múltiplos comunes de 
aquellos pares, ese será el buscado. 

118. Teorema. ¡Sise multiplica cada uno de varios 
enteros por otro, ó se divide por un factor común á to
dos, su m. c. m. quedará multiplicado, 6 dividido, res
pectivamente, por aquél otro. Pues todos los factores pri
mos cuyo producto sea el multiplicador ó divisor común 
considerado, habrán de entrar de más ó de menos en el 
mínimo múltiplo de los productos ó cocientes respectivos, 
con los que ya constituyeran el m. c. m. de los números 
dados; luego es claro que éste queda así multiplicado ó 
dividido respectivamente por todos aquellos factores pri
mos, es decir por su producto (1. q. s. q. d.) 

Escolio. Como el Teorema análogo relativo al m. c. d., 
el anterior permitirá, en algunos casos, simplificar la in
vestigación del m. c. m. pues si se conocen y suprimen 
fácilmente factores comunes á varios números dados, y 
se halla el m. c. m. délos cocientes respectivos núme
ros mas pequeños—multiplicando ese m. c. m. por los fac
tores suprimidos se tendrá el de los números dados. 

Inversamente: si se conoce el m. c. m. de varios nú- : 

meros, se tendrá el de otros equimúltiplos de aquellos por 
un entero dado, multiplicando aquél por este. 

Ejemplos. El m. c. m. de 360, 220, 2500 y 1800 és 
495000 porque el de 360 y 220 es 3960; el de 3960 y 
2500 es 495000 y el de este y 1800 es el mismo 495000; ó' 
bien, porque el m. c. m. de 360 y 220 es 3960, el de 2500 
y 1800 es 45000 y por último el de 45000 y S960 es 495000. 
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Escolios.—1.° Si alguno de los números dados es divi

sor de otro, se prescindirá de aquél, pues, si se empieza 
á aplicar la regla anterior por esos dos, es claro que el 
mayor será el m. c. m. de ambos (107—4.°). 

3.° Si algunos de los números dados son primos ad
solutos ó sólo primos dos á dos, y con cada uno de los de
más, se halla su producto y éste se multiplica por elm. 
c. m. de los demás. Pues dicho producto es el m. c. m. 
de los primeros^ (117—Cor.0 l.°)y es primo con el m. c. m. 
de los segundos (puesto que éste solo ha de constar de fac
tores primos distintos á los de aquél) y por tanto el pro
ducto de esos dos mínimos múltiplos es el buscado. 

1 1 9 . Si se divide por cada uno de varios números 
su m. c. m. los cocientes son primos relativos. 

Pues, sean p. ej.° los cuatro números A, B, C, D y 
su m. c. m.=M, 
hagamos M:A~a, M:B—b , M: C—c, M:B=d; 
ó. (1} M=Aa ,M=Bb ,'M=Cc , M=Bd ; 
si a, b, c, d, no fuesen primos entre sí, tendrían algún 
factor común m—p. ej.°—y haciendo 

a:m=a(, b.-m—b*, cm—c , d:m=d' 
de donde...a=m a', b=m b', c=m c , d=m d' 
y sustituyendo estas espresiones de a, b, c, d, en las ig. 8 (I) 
resulta... M=Amd , M^BmV , M=Cmd , M—Dmd' 
ó, dividiendoporw, 

M.-m—Aa', M.-m=Bbí, Mm—Cc^Mm—Bd 
luego M:m es múltiplo común de los cuatro números A, 
B, (7, B y como evidentemente M:m <Jf, no es M elm. 
m. c. de esos cuatro números, contra la hipótesis, luego 
no pueden tener a, b, c, d factor común alguno, ó han de 
ser necesariamente primos entre sí. 

Demás de esta demostración ad absurdum se puede 
también dar otras dos directas y generales fundadas en 
cada uno délos dos métodos de investigación del m. c. m. 
antes expuestos. 

120. Para terminar el estudio elemental de las pro
piedades relativas al 2.° algoritmo, y facilitar el estudio 
de las del 3.°, creemos conveniente demostrar el siguiente 

Teorema. Todo cociente completo de una división ine-
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xacta equivale al número fraccionario (6) cuyo numera
dor (*) sea el dividendo y su denominador el divisor de 
dicho cociente. 

Porque, todo cociente es un número que multiplicado 
por el divisor produce el dividendo, y todo quebrado una 
suma de partes iguales de unidad; éste quedará pues mul
tiplicado por un entero cualquiera (40—1.°) si se hace cada 
parte de unidad de las que consta, tantas veces mayor 
como unidades tenga dicho entero, y se suman esos pro
ductos parciales; luego si se hace á cada parte tantas ve
ces mayor como partes integran la unidad, cada parte 
nueva será igual al todo ó unidad primitiva, y la suma-pro
ducto antedicha constará de tantas unidades como tenga 
el numerador, ó sea como partes de unidad tenía el nú
mero fraccionario supuesto. Esto se expresa abreviada y 
exactamente diciendo: el producto de un quebrado por su 
denominadores igual al numerador, y demuestra el teo
rema enunciado, ó sea las equivalencias respectivas de los 
términos cociente y quebrado, dividendo y numerador, 
divisor y denominador. 

Corolario. Una vez hallado el cociente entero de una 
división inexacta se hallará el cociente completo, añadien
do al cociente entero un quebrado cuyo numerador sea el 
residuo y su denominador el divisor. 

Pues ésto no es mas que poner en forma de número 
mixto el quebrado á que se refiere el teorema anterior (6). 

LECCIÓN 11. 

PROPIEDADES RELATIVAS AL 3 . e r ALGORITMO Y CUESTIONES VARIAS 
SOBRE LOS NÚMEROS ENTEROS. 

Inconmensurabilidad de las raices exactas no ente--
ras de los enteros: Cor.s 1.* desigual aproximación á la raiz 
verdadera de las dos raices enteras por defecto y por es
ceso, 2." límite del error de la mas aproximada de las dos 

\ ) Numerador de un quebrado es el número de partes de unidad de que cons
ta aquel y denominador el número de partes de aquellas que constituyen la unidad. 
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(121). Modo de conocer cuál es la mas aproximada á la 
roiz verdadera, de las dos raices enteras cuadradas ó 
cubicas, de un entero (122). Principales caracteres de in
conmensurabilidad de las raices cuadrada y cúbica, sin 
extraerlas (123). Método abreviado para extraer las raices 
cuadrada y cúbica de los enteros (124). 

ART.° 4.° PROPIEDADES DE LOS ENTEROS RELATIVAS ALA GRADUACIÓN. 

121. Teorema. Toda raiz de un entero, que no sea 
exactamente otro entero es inconmensurable (6). 

Bastará demostrar que no puede ser un quebrado, ya 
qué todo número lia de ser necesariamente, ó entero ó 
quebrado ó inconmensurable, y la raiz en cuestión no es 
entera, según la hipótesis. 

En efecto, según el Cor.0 4.° (114) si dos enteros son 
primos relativos, dos potencias cualesquiera de los mismos 
lo son también; si pues, un quebrado ó cociente cualquie
ra (120) p. ej.° a :b pudiese ser la raiz de grado n de 
un entero *M, es decir, \/'E—{a : b, será, según la defi-
nicion de raiz, (a : b)=E, ó lo que es lo mismo (72—2.°), 

n n , ' > ' • • 

a : b—E. Ahora, si a y b son primos relativos también 
n n ' n n 

lo serán a y b ; por tanto, el cociente a : b no puede 
ser un entero, y cómo un cociente no varía, aun cuan
do se dividan sus dos términos por factores comunes á 

n n 
ambos, tampoco a : b podrá ser un número entero aun 
cuando a : b no sean primos relativos ni por consecuen-

n n 
cia lo sean a y b . Es decir que ninguna potencia de 
un quebrado puede ser un entero ó sea que ninguna raiz 
de un entero puede ser un quebrado. (1. q. s. q. d . ) 

Corolarios.—1.° Los dos enteros consecutivos entre los 
cuales está indudablemente comprendida toda raiz incon
mensurable, se aproximan desigualmente d dicha raiz. 

Pues el único número igualmente aproximado á dos 
enteros consecutivos cualesquiera es, evidentemente, el 
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menor mas media unidad, éste no es la raiz, puesto que 
es un número fraccionario y la raiá es inconmensurable; 
luego es verdadero el Cor." 1.° y además es claro que: 

—2.° El más aproximado de los dos enteros que com
prenden á una raiz se diferencia de ella menos de me
dia unidad. 

El entero inmediato menor que una raiz suele lla
marse raiz entera por defecto, ó sólo raiz entera (75); 
f el entero inmediato mayor se llama raiz entera por 
exceso, del número-potencia propuesto. 

122. Teorema. Si el residuo de la raiz cuadrada^) 
de un entero no es mayor que la raiz entera por defec
to, ésta es la más aproximada', y lo es la por exceso, si el re
siduo es mayor que la raiz por defecto. 

Sea r la raiz cuadrada por defecto de un entero n, 
r-f-1 será la raiz por esceso correlativa; y es claro que 
será r mas aproximada que r-\-\ á la raiz verdadera ó 
exacta?si ésta es menor que r + 1 y será r-f-1 más aproxi
mada que r, si la raiz exacta es mayor que r-\-\. 

Ahora bien (42—1.°): 

( r - f ^ r + ^ + | ) ^ + | r + | H - r Í = ^ - h H - H 
... , Gomo - X | n o llega á valer 1(39—1.°), ni siquiera|' 
es evidente que mientras el residuo—que es entero— 
no llegue á valer r - f - 1 , la raiz verdadera no será ma
yor que f-f-f; P e r 0 s i el residuo vale r-hl ó más, la raiz 
exacta será mayor que r-\- \ lo que demuestra el Teo
rema. 

Análogamente, ó formando por multiplicación el cubo 
de r-\- \, se demostraría que 

La, raiz cúlica entera por defecto es la más apro
ximada á la raiz cubica exacta de un entero, si el re
siduo no es mayor que la mitad del triplo del cuadrado 
de aquella ~r—mas la cuarta parte del triplo de la mis
ma; y si el residuo es mayor que esa suma, será lamas 
aproximada la raiz por exceso, 
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133. Se puede conocer d priori, en muchos casos, 

si un entero tiene su raiz cuadrada ó cúbica inconmen
surable. Los principales de esos casos, ó los principales 
caracteres de inconmensurabilidad de los enteros son los 
siguientes: 

1.° Todo entero cuya cifra de las unidades (*) sea 
2, 3. 7 ú 8 tiene su raiz-cuadrada inconmensurable. Pues 
siendo la cifra de l . e r orden de un producto, la análo
ga del producto de las cifras de l . e r orden de los fac
tores, y no terminando en 2, 3, 7 ni 8, ninguno de los 
cuadrados de los 9—l. 0 8 números, es claro que ningún 
cuadrado de un entero podrá terminar en alguna de esas 
cifras; y por tanto, el entero que termine en alguna de 
ellas no tendrá por raiz cuadrada exacta otro entero, ó 
lo que es lo mismo la tendrá inconmensurable (121). 

—2.°' Todo entero divisible por un número primo y 
no por su cuadrado, tiene su raiz cuadrada inconmen
surable. Pues según el Cor.0 (73) y el Teorema (96) ca
da factor primo de un entero entra en el cuadrado de 
e'se* entero, con doble esponente del que tuviere en la 
raiz, luego el entero que no tenga todos los esponentes 
de sus factores primos, múltiplos de dos, es decir ele
vados por lo menos á la 2. a potencia todos sus factores 
primos distintos, no es cuadrado de otro entero, ó tiene 
su raíz cuadrada inconmensurable; (1. q. s. q. d. ). 

Como casos particulares: son inconmensurables las 
raices cuadradas de los enteros 

.pares y no divisibles por 4 (101-2.°); 
divisibles por 5 y no por 25 (101—2.°); 
cuyas cifras sumadas den un múltiplo de 3 y no 

de" 9 (101—3.°) 
Escolio. No se olvide que estos caracteres sólo son 

de inconmensurabilidad ó negativos, es decir que no por 
verificarse lo contrario de lo que Cada uno supone será 
conmensurable la raiz correspondiente, que en ese caso 
podrá serlo ó no serlo. P. ej.° bastando para que un nú
mero sea divisible por 25 que termine en 25, 50 ó 75, 

Estos caracteres se refieren sólo al sistema numerativo décuplo. 

/ 19. 
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puede asegurarse que 

3.° Todo entero cuya cifra de las unidades sea 5 ten
drá su raiz cuadrada inconmensurable, si la de las de
cenas no es 2. 

Pues no terminando en 5 mas cuadrado de los 9—1 . o s 

que 25—52, se sigue que la raiz cuadrada de un entero 
cuadrado que termine en 5, terminará también en 5, lue
go dicha raíz valdrá, llamando d á la cifra de sus decenas, 
10^+5 y como (10#+5)2=100-¿2-H00Í¿+25 (70—1.a), y 
ese número evidentemente termina en 25, queda demos
trado ese 3 . e r carácter de inconmensurabilidad. 

El L° de los caracteres espuestos no tiene su análo
go para la raiz cúbica porque los 10 primeros cubos ter 
minan respectivamente en las 10 primeras cifras distintas. 

El 2.° como derivado del Cor." (73) tiene para la ra
iz cúbica el análogo siguiente: 

4.° Todo entero divisible por un número primo, y 
no por su cubo, no será cubo de otro entero, ó tendrá 
su raiz cúbica inconmensurable. 

Pues todo entero cubo de otro tiene los facteres pri
mos de éste elevados á potencias de grados respectiva
mente triplos, y por tanto es divisible por los cubos de 
todos sus factores primos distintos (73). 

Por último el carácter mas general y á la vez nece
sario y suficiente para afirmar ó negar la inconmensu
rabilidad de una raiz de grado dado de un entero tam
bién dado es la que resulta del Cor.0 (73). 

5.° Para que un entero terminado en ceros tenga raiz 
exacta de grado n, es necesario y no suficiente que el 
número de sus ceros terminales sea múltiplo de n; pues 
sino no será divisible por 10" (101—1.°), ó lo que es lo 
mismo alguno de los tactores 2 ó 5 no tendrá su espo-, 
nente múltiplo de n; mas aunque el número de ceros ter
minales sea múltiplo de n no se puede afirmar que el 
entero correspondiente tendrá raiz exacta de grado wpues 
aquello sólo significa que el número es divisible por 5 n y 
por 2 n , mas es preciso ademas que todos sus otros fac
tores simples cumplan con la condición que marca el ca
rácter (73). 
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/ 

Como casos particulares: 
1.°—Ningún entero terminado en número impar de ce

ros tendrá raíz cuadrada conmensurable. 
2.°—Ningún entero terminado en un número de. ce

ros no divisible por 3 tendrá raíz cúbica conmensurable. 
124. La extracción de una raii cuadrada ó cúbica por 

los métodos espuestos en la lección 7.a es indudablemente 
la operación aritmética más complicada y prolija pero pue
de-abreviarse algo, en virtud del siguiente 

Teorema. Conociendo ya la mitad mas una de las 
cifras que ha de tener una raiz cuadrada ó cúbica—si 
tiene un número par de cifras—, ó la mitad del número 
de cifras mas 1—si ha de tener un número impar de 
cifras—, se hallarán de una vez todas las cifras restan
tes, dividiendo el resto (') correspondiente, por el duplo 
de la parte hallada—, para la, raiz cuadrada—; y por 
el triplo del cuadrado de la parte hallada—para la cú
bica—. 

1.° Suponiendo que una raiz cuadrada entera consta 
de un número par 2n de cifras y llamando a al número 
que espresan las n-hl cifras primeras, consideradas solas, 
y x al que espresan las n—1 cifras restantes, la fórmula 
de la raiz entera en cuestión será a-lO^-^x. Ahora bien 
(69-1.° y 72). 
(^•10 n ' 1 4-^) 2 =« 2 , 10 2 n - 2 +2^ '10 n 4 - r -^ 2 , y como se resta el 
cuadrado ¿z2,102n-2 el resto es! evidentemente 2ax-\0^1 -\-x*, 
luego el cociente de ese resto por 2¿rlO n 4 será (54-1.a y 57), 
x+x*: (2a-\0Q-í). Pero (18) axClO*-1 J ¿?=d>10 n ; luego 
(**) el valor máximo del cociente x%\ (2«*lOn'1)<<102n_2: 
(2* 102 n _ 1 )=1 -20 por consiguiente x es toda la parte en
tera-del cociente x-^-x1". (2«,10"-1) ó lo que es lo mismo 
ese cociente entero es todo lo que falta á la raiz entera 
buscada. Si esta hubiese de tener un numero impar 2^-f-l 
de cifras, a tendría n-\-\, y x n; la raiz estaría espre-

( ) Ese resto no es el que se obtendría por los métodos dichos (78) (82) sino 
el que resulte restando de todo el número dado, el cuadrado ó cubo, respectiva
mente, d é l a parte hallada de raiz cuadrada ó cúbica, y considerada aquella con s u 
valor relativo. 

( ) El valor máximo de un cociente, cuyos datos pueden variar,, es claro 
que corresponde al valor máximo del dividendo y al mínimo del divisor ( S 8 - l . ° ) . 
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sada por ¿rlOn-f¿s, su cuadrado por (a-lO^-j-x)^^' 102n-f 
2¿?¿rl0n-f#2, el resto por 2ax' 10n-fá?2 y el cociente .com
pleto de ese resto por 2aml'Qa sería ^-j-^2:(2«'10n) cuyo 
valor máximo aún sería menor que 102n:(2* 10 a n )= | , lue
go también en este caso x es toda la parte entera del 
cociente, etc. (1. q. s, q. d.). 

—2." Con las mismas notaciones, tendremos, para la 
raiz cúbica, si su número de cifras es par—2n—, 
(a'\Qn-i+x)8=a?' 103n-3-f-3«V 102n_2-f-3¿?#2,1 Ô '-H?3; 
el resto 30VlO 2 n - a +3«# a -ÍO n - , - | -# 3 y el cociente de dividir 
ese resto por 3¿z2' 102n"2 será ^-J-^2:(«-10n-1)-|-^3:(3«2-l02n-2). 

Ahora, el mínimo de a es 10n y el máximo de x, 10n"'—1 
luego el máximo de la suma de cocientes 
#2:(#10n4)-{-#3:(3¿¿2.l02n-2) es, por tanto, menor que 
102n"2:102"'1-}-103n'-3:(3-104n-2)=l: 10+1 :(3- 10"-1)<l; por con
siguiente el cociente entero del resto por 3¿za. 10n"1 es x 
—parte que falta de la raiz entera buscada—. 

Por último si a tiene n-\-\ cifras y x n,—la raiz 
2^+1,—se tendrá ( a'\0n-\-x ) 3 =« 3-10 3 n-f-3«Vl0 2 n-f-
3^ 2-10 n-f# 3 , el resto será 3tóVl0 2H3^ 210 n-f# 3> J m 

cociente por 3«2-102,^-fít:2:(«-l0n)-l-a;3:(3«2-102n). El valor 
máximo de la suma de los dos últimos sumandos es evi
dentemente (10n—1 )2:102n-f-( 10n—1 )3:(3-104n), 

Ahora (10n—1 ) 2 =( 10n—1)(10n—1 )<( 10n—1) 10 n=l 02n— 
10n y (10 n—l) 3<10 3 n luego dicho valor máximo es me
nor que 
10 2 n:10 2 n—10 n:10 2 n+10 3 N:(3'l0 4 n)=:l—I:10 n+1:(3-I0 n)y co
mo 1:10 n:<l:(3*10 n) será toda la suma anterior me
nor que 1 y por tanto x toda la parte entera del cocien
te en cuestión ( 1 . q. s. q. d. ).. 

CAPÍTULO FINAL--CUESTIONES SOBRE LOS NÚMEROS ENTEROS. 

Llamando B á la base de un sistima de numeración 
y n á un entero cualquiera: 

1/ Demostrar que hay en dicho sistema ( ^ - 1 X ^ H 

enteros de n cifras (87). 
2. a Aplicar la fórmula anterior á los valores sucesi-
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( ) Esa J se refiere a la obra de D. Eulogio Jiménez titulada-Ejercicios de Male-
máticas-y el nnm. 12 es el de la cuestión aquí, propuesta, en dicha obra. Sirva esta 
nota para todos los casos análogos. 

vos 2, 3, 4, etc. de B y de n, ó sea: averiguar cuántos 
enteros hay de una, de dos de tres cifras, etc, en los sis
temas de numeración binario, ternario, etc, y especial
mente en el décuplo ó usual, formando una tabla pitagó
rica con las soluciones. 

3. Hallar la fórmula que expresa el número de cifras 
de todos los enteros menores que Bn y aplicarla á los va
lores sucesivos de B y de n (/—12), (") 

4. Averiguar mediante el problema anterior cual será 
la cifra que ocupará un lugar dado en la serie indefinida 
de los números enteros escritos ordenadamente unos jun
to á otros. 

5. ¿Cual es la base del sistema en que el guarismo 
1313 equivale al decimal 500.? (/—38). 

6. ¿Cual es el guarismo décuplo equivalente á los dos 
30405 y 70700 respectivamente, en dos sistemas cuyas 
bases se diferencian en 1.? 

7. El guarismo 49010 es la suma de los 1004003+2001002 
escritos estos en un sistema cuya base es la mitad del 
de aquél. ¿Cuales son esas bases y cuales los tres núme
ros correspondientes en el sistema décuplo? 

—8. Llamando s á la suma de dos enteros y d á su 
diferencia demostrar que el mayor vale (s-\-d):2 y el 
menor (s—d):2; traducir en regla esas fórmulas y apli
carlas á casos particulares. 

—9. Un cuerpo al caer verticalmente, cerca de la su
perficie terráquea recorre próximamente 5 metros durante 
el primer segundo, 5X3 durante el segundo siguiente, 
5X5 en el tercero y así sucesivamente, multiplicando los 
5 metros primeros por los números impares sucesivos, 
¿cuantos metros próximamente caerá un cuerpo en 10 
segundos? 

—10. ¿Cuantos caerá exactamente el cuerpo del caso 
anterior, sabiendo que en vez de 5 metros son 5 metros 
menos 1 decímetro lo que cae el l . e r segundo? (27—3.a). 

—11. ¿Cuantos años hace del descubrimiento de Amé-



150 
rica verificando en 1492? ¿Cuantos hará dentro de 1000 años? 

—12. Sabiendo que tarda en oirse todo ruido á razón 
de 300 varas próximamente, por cada pulsación de una 
persona adulta y sana; ¿cuánto dista la nube donde ha 
dado un trueno que ha tardado en oirse 20 pulsaciones? 
(El trueno dá al mismo tiempo que el relámpago solo que 
éste se ve en seguida). 

—13. Resuelto el Problema anterior y sabiendo que 
de dos personas hay que contar 20 varas más para la 
una y 20 menos para la otra por cada pulsación; ¿á que 
distancia estará la nube respectiva: 1.° siendo el mismo 
el número de pulsaciones; 2.° siendo 5 más ó 5 menos (43);. 

14. Demostrar la llamada regla del perezoso para mul
tiplicar dos enteros de una cifra y mayores que 5, á sa
ber: cerrar en cada mano, tantos dedos como falten res
pectivamente para 10 á cada factor, multiplicar los» nú
meros de dedos cerrados y agregar al producto tantas 
decenas como dedos queden abiertos (/—13). 

15. Al nacer un hijo tiene su padre 28 años; ¿á que 
edades de uno y de otro será la edad del padre chipia, 
tripla, cuadrupla, etc. de la del hijo? 

16. ¿Cuantos minutos y segundos tiene un dia? 
17. Demostrar que para dividir por 9 un múltiplo 

suyo se puede restar de 10 las unidades simples, del resto 
las decenas mas 1, de este resto las centenas y asi su
cesivamente, añadiendo 10 á cada minuendo parcial menor 
que su sustraendo y 1 al sustraendo siguiente, en com
pensación (/—14). 

18. Resuelta ya la cuestión 9 y sabiendo que á doble 
distancia es cuatro veces menor la rapidez de la caida, 
á tripla distancia nueve veces menor aquella, y así, dis
minuye la rapidez como crecen los cuadrados ele las dis
tancias: ¿cuanto caería la Luna hacia la Tierra en los mis
mos 10 segundos, siendo 60 radios terrestres la distancia 
media de los dos astros? (54—1.a). Nota. Redúzcanselos 
metros á milímetros para operar sólo con enteros, des
preciando los residuos de las divisiones. 

19. ¿Cuantas cifras tendrán respectivamente los pro
ductos de las seis l . a s unidades numerativas y de los 5 
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enteros inmediatos menores? (47). 

20. ¿Qué tiempo total ha regado al año cada uno de. 
6 labradores que se han dividido por igual el agua de 
una acequia, cuatro veces en aquel tiempo; la 1.a vez 
durante 10 horas, la 2.a—14, la 3.a—18 y la 4.a—9. Re-, 
dúzcanse las horas á minutos para operar sólo con en
teros, y no se sumen todos los minutos. (54—1.a). 

21. Ganando uno 36 reales diarios y gastando 24, ha
llar cuanto ahorrará al año, sin restar 24 y 36 (43—Esc.°). 

Ganando al año 13140 y gastando 8760; hallar lo 
que ahorrará al dia; sin restar aquellos números (56). 

22. ¿Resolver la cuestión 20 suponiendo que cada vez 
se ha regado 4 horas más ó 4 horas menos; deduciendo 
estos resultados de aquél (58—1.° y 27—3.a). 

23. Parax multiplicar un entero por una potencia de 5 
basta añadirle tantos ceros como unidades tenga el grado 
de,aquella y dividir el resultado por la potencia de ese 
mismo grado de 2.' 

24. Demostrar que, siendo a,, h, c, d cuatro enteros, 
será en general («c-j~M)2<<(<22-f-£2) (<?2-f-¿£2). ¿En qué caso 
el signo <se cambiará en el=, en la relación anterior? 
(</". 7—Cap.°3.°). 

25. La suma de los n l . o s números impares es n*. 
26. El cuadrado de todo número impar es un múlti

plo de 8 mas 1. 
27. Formar los cuadrados y cubos sucesivos de los 10 

primos enteros, partiendo delj y fundándose en los Cor.s-
1.° y 3.°-(7l). 

28. Generalizar el Teorema (69—1.a) para cualquier 
número de sumandos, y aplicarlo á la composición del cua
drado de un entero con respecto á todos sus números 
elementales. 

29. Extraer del número 281474976710656 las raices 
defgrados 2,° 3,° 4,° 6,° 8,° 12,° 16,° 24° y 48,° que son 
todas exactas (84). 

30. Añadiendo 1 á cada raíz del problema anterior-
(ya resuelto), ¿cuánto habrá que añadir respectivamente; 
al número dado para formar las potencias respectivas.? 

31. Demostrar que el producto de n números enteros 
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consecutivos es siempre divisible por el producto 1X2X 
3X4X------X^ de los ^primeros números enteros. (J-3I.) 

32. Demostrar que el producto de todos los enteros 
consecutivos desde 1 hasta P—1 es siempre divisible por 
P, si éste no es número primo, y,nunca lo es cuando P 
sea primo.(J—32) 

33. Demostrar que el m. c. d. de tres números se pue
de hallar determinando el de los dos primeros, luego el de 
los dos últimos, y después el de los dos que se han deter
minado. (J-33.) 

34. Demostrar que el m. c. d. de dos números AjB 
expresa el número de los múltiplos de A contenidos én la 
serie siguiente B, 2X#, 3 X ^ , Ay^B. (/—34.) 

, 35. Demostrar que el m. c. m\ de tres números sé pue
de hallar determinando el de los dos primeros, luego el de 
los dos últimos, y después el de los dos que se han deter
minado. (J 35.) 

36. Demostrar que todo divisor común de 10 ny de otro 
entero de n cifras (si este tiene menos cifras se completan 
con ceros á su izquierda) es divisor de los que resulten 
trasladando una ó mas cifras de la izquierda á la derecha en 
el segundo. Por ejemplo, 13 que es divisor de 106—1 y de 
461539, es divisor también de 615394, 153946, 539461/ 
394615, 946153. (J—36.) 

37. Hallar las condiciones de divisibilidad por 5 y por 
7 en el sistema duodecimal. (J—37.) 

38. Si A y B son dos números primos entre sí, los 
restos de dividir por B los B—1 menores múltiplos de A 
son todos mayores que cero y desiguales; y por conse
cuencia son los B—1 primeros enteros 1, 2, 3,....(#— 1), én 
un cierto orden. 

39. Teorema de Fermat.—Si A es un entero no divi
sible por el número primo P, éste será divisor de A?A—1. 

40. Teorema de Wilson.—La suma de la unidad con 
el producto de los diversos enteros menores que4 un nú
mero primo cualquiera, es divisible por este número primo. 
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CAPITULO 1.°—NUMERACIÓN Y TRANSFORMACIONES. 

Lección 12 . 
Recuerdo del doble origen de los números fracciona

rios; nombres de sus términos ( 1 2 6 ) . Unidades fracciona
rias; su utilidad ( 1 2 7 ) . Quebrados propios é impropios, 
ordinarios y básicos; quebrados aparentes; números mix
tos ( 1 2 8 ) . Nomenclatura de las varias especies de quebra
dos ( 1 2 9 ) . Escritura de los quebrados ordinarios y básicos 
( 1 3 0 ) . Fracciones básicas periódicas, puras y mixtas ( 1 3 1 ) . 
Reducción de un quebrado impropio á entero ó mixto y 
viceversa ( 1 3 2 ) . Variaciones, por sumación, de numerador 
ó denominador; corolarios ( 1 3 3 ) . Variaciones por produc
ción de uno ó de los dos términos ( 1 3 4 ) . Variación y su
presión de la coma, y adición de ceros á un quebrado bá
sico ( 1 3 5 ) . Transformaciones de los quebrados; sus especies 
( 1 3 6 ) . Simplificación: reglas para efectuarla parcial y 
totalmente ( 1 3 7 ) . Fracciones irreducibles: cómo son sus 
equivalentes; corolarios ( 1 3 8 ) . Condición general para 
poder transformar un quebrado en otro ( 1 3 9 ) . Reducción 
de quebrados á comen denominador, cualquiera ó mínimo 
( 1 4 0 ) . Variación de un quebrado, d cuyos dos términos se 
añade ó resta un mismo número, primera idea de límite 
( 1 4 1 ) . Reducción de una fracción ordinaria á básica ( 1 4 2 ) . 
Casos que pueden ocurrir en esa cuestión', origen de las 

fracciones básicas periódicas ( 1 4 3 ) . Condiciones de la 
fracción generatriz para que la básica equivalente sea 

2 0 
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respectivamente limitada ó periódica (144). Reducción de 
una fracción básica d ordinaria en todos los casos (145). 
Casos en que será periódica pura ó periódica mixta la 
básica equivalente á una fracción ordinaria (146). 

ART.° 1.°—NUMERACIÓN Y PROPIEDADES PRINCIPALES. 

126. Según la definición (6) y el Teorema (120), á 
todo número quebrado ó fraccionario puede suponérsele 
originado de dos modos: ó por la medición directa de una 
cantidad ó por la división de dos enteros. Es evidente 
que todo quebrado consta de dos términos: uno que nu
mera ó cuenta las partes iguales de unidad que contiene 
la cantidad medida ó encintas unidades tiene el dividendo; 
por eso es llamado numerador; y otro que, indicando en 
cuántas partes iguales se considera dividida la unidad ó 
las unidades que tiene el divisor, denomina ó da nombre 
á dichas partes; y por eso es llamada denominador. Si éste 
es dos, las partes se llaman medios; si tres, tercios; y con 
los nombres de los números ordinales (23) cuartos, quin
tos, etc., desde cuatro en adelante. 

Para acabar de comprender esa duplicidad de origen 
de los números fraccionarios, no hay sino recordar que, 
tanto en la medición de cantidades como en la división de 
enteros, se trata de saber las veces que una cantidad ó un 
número contiene á otra ú otro; si hay exactitud en esas 
veces, resultan de ambas operaciones números enteros, y 
si no la hay, puede en la medición contener la cantidad 
una ó varias partes iguales de unidad, sin residuo alguno, 
ó con residuo siempre por pequeñas que aquellas sean; en 
el primero de estos dos casos resulta el número fracciona
rio, y en el segundo el incomensurable; pero en la divi
sión, siempre existe como medida común de dividendo y 
divisor la unidad á que ambos se refieren; por esto la di
visión de enteros no puede originar números incomensu-
rables, y sí sólo enteros ó fraccionarios, según sea exacta 
ó inexacta respectivamente. 

127. Aunque no es necesario, conviene en ciertos 
casos considerar á los quebrados como enteros de unida-
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des fraccionarias; entendiendo por tales las partes alí
cuotas de la unidad principal, cuyo número y nombre 
expresa el denominador. Viene á ser así dicha parte alí
cuota como una unidad auxiliar y provisional que facilita 
y abrevia muchas cuestiones de quebrados, considerán
dolos como enteros referidos á otra unidad. Eso es posi
ble y aun legítimo, pues ya sabemos (12) que toda canti
dad puede ser expresada por cualquier número, escogiendo 
la unidad conveniente. 

128. Todo quebrado cuyo numerador es menor que 
su denominador, llámase propio ó genuino, y es claro que 
vale menos que 1, puesto que tiene menos partes alícuotas 
que la unidad. 

Por el contrario, llamaremos quebrado impropio ó es
púreo á todo aquel cuyo numerador sea mayor ó igual que 
su denominador, y que vale, por lo tanto,"a lo menos 1. 
Entre los quebrados impropios llamaremos aparentes á los 
que tengan su numerador múltiplo de su denominador; 
porque es claro que equivalen á números enteros, y sólo 
aparentemente son quebrados. 

Entre las infinitas divisiones en partes iguales que 
puede concebirse de cada unidad, merecen atención espe
cial aquellas en que el número de partes es la base nume
rativa ó sus potencias sucesivas. Los quebrados que tengan 
tales denominadores,—10, 100, 1000, etc.,—llámanse bá
sicos, en general, y decimales en el sistema usual de nu
meración; y á todos los demás se los llama quebrados or
dinarios ó fracciones ordinarias ó comunes. Mixtos son 
los números que constan de entero y quebrado (6). 

129. La nomenclatura ó numeración verbal de los 
quebrados consta naturalmente de dos nombres: el del nu
merador, que se expresa el primero como número cardi
nal, y el del denominador, nombrado en seguida del nu
merador, pero como número ordinal (según ya hemos 
indicado) si pasa de tres, y con los nombres medios, ter
cios, si es dos ó tres respectivamente. 

Inútil parece decir que si el numerador es 1, el deno
minador se nombrará en singular, y en plural si aquél 
fuere mayor que 1. 
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Claro es que equivaliendo todo quebrado á un cociente, 
también se podrá nombrar como tal; y así debe hacerse, 
siempre que sus dos términos sean indeterminados de 
valor ó estén representados por letras; pues sino resul
tarían nombres antigramaticales, como si dijéramos a 
beavos, en vez de a partido por b, ó a dividido b. 

Los quebrados decimales se nombran sin más que cam
biar la terminación avo en ésima. Así, en vez de centavos, 
milavos..., se dice centésimas, milésimas... En vez de diez-
avos..>. décimas ó décimos. Para el dinero, en vez de centé
simas, céntimos ó centavos. 

Los números mixtos se nombran: expresando primero 
el entero y en seguida el quebrado, interponiendo la con
junción y. Ej. s Dos y un medio, ó dos y medio; cinco y 
dos tercios, ocho y cinco séptimos, etc. 

130. Respecto á la numeración escrita, se ha conve
nido en escribir los quebrados ordinarios: poniendo el nu
merador encima de una raya y el denominador debajo; 
como ya dijimos se podía expresar ó indicar un cociente, 
una división de enteros. Es claro que á un quebrado así 
escrito se le nombrará ó leerá por las reglas dichas há 
poco. Así ~ = dos quintos, etc. 

Los quebrados básicos pueden también ser escritos se
gún la regla anterior; mas observando que para ellos la 
división de la unidad en partes alícuotas sigue la ley de 
las unidades numerativas (17), se ocurre la posibilidad de 
escribirlos sin denominador; colocando las cifras respec
tivas de las décimas, centésimas, etc., á la derecha de las 
unidades; como las decenas, centenas, etc., a la izquierda. 
El lugar de la cifra de las unidades se marca con una 
coma ó vírgula á la derecha, aunque en rigor debería ser 
encima ó debajo, porque ese lugar es único ó del orden 
cero, puesto que desde él y con perfecta simetría se corres
ponden, respectivamente á izquierda y derecha, decenas 
y décimas, centenas y centésimas, millares y milésimas, 
etc., en los lugares primero, segundo, tercero, etc. de 
ambos lados. Con la notación usual resultan los órdenes 
de las unidades fraccionarias retrasados un lugar, respecto 
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á sus análogas enteras. Décimas... l.° á la derecha, dece
nas 2.° á la izquierda, etc. 

Toda fracción decimal así escrita puede ser leída de 
tres modos: primero todas las unidades ó parte entera, 
que puede ser cero, y en seguida la fraccionaria como si 
tuviera el denominador manifiesto; p. ej.°: 25,834 — 25 
unidades, 834 milésimas (éste es el modo más usual); ó 
después de la parte entera, las cifras fraccionarias una á 
una con su valor relativo; p. ej.°: 25 unidades, 8 décimas, 
3 centésimas, 4 milésimas; ó todo junto, como si estuviera 
escrito en forma de quebrado ordinario: 

25.834 milésimas = 2

1°'^ 4 . 
131. Las fracciones básicas tienen algunas veces for

mas especiales. Así las hay limitadas, é ilimitadas ó de 
un número infinito de cifras; es decir, que debe suponér
selas indefinidas, para equivaler al número que represen
tan, originado por alguna operación inexacta. Entre las 
indefinidas, unas nada tienen de particular en sus infini
tas cifras, y esas equivalen como veremos pronto, á núme
ros incomensurables; pero hay otras cuyas cifras fraccio
narias se repiten por grupos, y en el mismo orden, perió
dica é indefinidamente; éstas equivalen á números co-
mensurables ó quebrados ordinarios; y á su vez pueden 
ser de dos especies: periódicas puras y periódicas mixtas; 
las puras tienen sus cifras repetidas desde las décimas, en 
nuestro sistema, y las mixtas tienen primero una ó más 
cifras no repetidas, al menos en el mismo orden y que 
forman la parte no periódica, y luego empiezan los perio
dos ó grupos de cifras repetidas en el mismo orden. Para 
expresar que una fracción básica es periódica, puesto que 
es imposible escribir sus infinitas cifras, se escribe hasta 
acabar el 2.° ó 3 . e r período, y después puntos suspensivos. 

Ejemplos: 
3^848484 periódica pura, cuyo período es 84; 
9,82125125 periódica mixta, cuya parte no perió

dica es 82 y su período 125. 
Las cifras de la parte entera no se cuentan jamás para 

los períodos ni partes no periódicas, porque si se contasen 
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en los casos especialísimos en que realmente forman, á 
simple vista, parte del período, no se podrían demostrar 
ni enunciar, en general, las leyes respecto á los orígenes 
respectivos de las fracciones de cada especie. 

132. Para reducir un quebrado impropio al entero ó 
mixto equivalente (6—128), se divide el numerador por el 
denominador; si la división es exacta, el cociente será el 
entero buscado, que equivale al quebrado aparente dado; 
y si es inexacta, el residuo será el numerador, que con el 
mismo denominador que el dado, formará el quebrado 
propio del mixto, cuyo entero será el cociente entero de la 
división hecha (120, corolario). 

28 
Ejemplos: — .== 4 porque 28 : 7 = 4 (división exacta). 
30 2 

-— = 4 - - pues 30 = 7 x 4 + 2 (división inexacta). 
Recíprocamente: para reducir un número entero á 

forma de quebrado ó á quebrado aparente, se le multiplica 
por el denominador dado ó elegido, y el producto será el 
numerador correspondiente; y para reducir un número 
mixto á quebrado (impropio), se multiplica el entero por 
el denominador del quebrado; al producto se añade el nu
merador respectivo, y la suma será el numerador del 
quebrado equivalente al mixto, con el mismo denomina
dor que el del quebrado unido al entero. Ejemplos: 

4 8 12 16 20 24 4. —. — — — f,\f> 

1 2 3 4 ~ 5 " 6 ' 
_2 4 . 7 + 2 28 + 2 30 

7 ~ 7 ~ 7 ~~f" 

Porque si cada unidad tiene dos medios, tres tercios, 
etc., n unidades tendrán n veces dos medios, n veces tres 
tercios, e tc . . 

133. Si el numerador solo crece ó disminuye, el que
brado varía también en el mismo sentido, y si el denomi-* 
nador solo disminuye ó aumenta, el quebrado variará en 
sentido contrario. 

Pues, en el primer caso, varía el número de unidades 
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fraccionarias, permaneciendo éstas de igual magnitud; y 
en el segundo, queda constante el número de aquéllas, 
pero son más pequeñas ó más grandes por estar la misma 
unidad dividida en más ó menos partes respectivamente. 

Esa proposición puede también enunciarse así: de dos 
quebrados que tienen iguales denominadores, es mayor el 
que tenga mayor numerador; y de dos quebrados que tie
nen iguales numeradores, es mayor él de menor denomi
nador. O, en general, el orden de magnitud de varios 
quebrados con iguales denominadores es el de sus nume
radores; y el orden de magnitud de varios quebrados de 
iguales numeradores es inverso al orden de magnitud de 
sus denominadores. 

5 4 3 2 

\ 7 > 7 > 7 > 7 > 
2 . 1_ 

Ejemplos: < ± ± ± , , 
8 < ^ 7 < " 6 < " 5 < " 4 

Corolario: Si dos ó más quebrados son equivalentes y 
tienen iguales sus numeradores, también tendrán iguales 
sus denominadores; y si tienen iguales sus denominado
res, también serán iguales sus numeradores; es decir, 
serán idénticos ó uno mismo repetido, ó no podrán ser 
equivalentes dos quebrados con iguales numeradores si 
no lo son también sus denominadores; ni con iguales de
nominadores, si no lo son también sus numeradores. 

1 3 4 . Si el numerador solo se multiplica ó se divide 
exactamente por un entero, el quebrado quedará respecti
vamente multiplicado ó dividido por dicho entero, y si el 
denominador solo sufre esas variaciones por producción, 
él quebrado las sufrirá en sentido contrario y por él 
mismo número. 

Pues en el primer caso queda multiplicado ó dividido 
el número de unidades fraccionarias, siendo éstas de igual 
magnitud; y en el segundo queda invariable el número 
de aquéllas, haciéndose-cada una tantas veces menor ó 
mayor respectivamente, como unidades tenga el número 
por el cual se multiplicó ó dividió el denominador. 

Corolario: Si numerador y denominador se multiplican 
ó dividen á la vez por un mismo entero, el quebrado no 
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varia de valor, ó se transforma en otro equivalente. Pues 
entonces, á la vez que se multiplica ó divide el número 
de unidades fraccionarías, se hace cada una de ellas res
pectivamente, el mismo número de veces menor ó mayor 
y se compensan exactamente ambas variaciones simul
táneas. 

Ejemplos: Si se multiplica por 3 el numerador 5 del 
quebrado-j resulta~-=~jX 3; porque evidentemente 15 
octavos == 3 veces 5 octavos. 

Si se divide por 4 el denominador 8 de -f resulta — = 
•j x 4, porque evidentemente, siendo un medio cuatro 
veces un octavo, cinco medios serán cuatro veces cinco 
octavos... etc. 

Si se multiplican por 2, 3, 4... n, los dos términos 5 y 

135. Si se varía de lugar la coma ó vírgula de un 
quebrado básico, éste quedará multiplicado, si la varia
ción es hacia la derecha, y dividido, si la variación es 
hacia la izquierda, por la unidad seguida de tantos ceros 
como lugares haya variado la coma. 

Porque si se corre la coma hacia la derecha, cada cifra 
se hace tantas veces mayor como exprese la unidad se
guida de tantos ceros como lugares se haya corrido aqué
lla; y si se corre hacia la izquierda, sucede exactamente 
lo contrario; todo según las leyes de la numeración es
crita. También puede eso demostrarse como corolario del 
párrafo anterior; suponiendo escritos como ordinarios los 
quebrados básicos; pues entonces, correr la coma á la de
recha equivale á dividir por la unidad seguida de ceros, 
el número de partes iguales en que se considera dividida 
la unidad, y correrla á la izquierda, multiplicar análoga
mente dicho número de partes, etc.; siendo todas esas 
partes en igual número. 

Ejemplos: Si en la fracción 347,2859 corremos la coma 
tres lugares á la derecha, resultará 347285,9 número 
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1.000 veces mayor que el anterior, porque las unidades— 
7—se han hecho millares y así las demás cifras; y si la 
corremos dos lugares á la izquierda, la fracción resultante 
3,472859 es cien veces menor que la propuesta, porque las 
unidades se han hecho centésimas, y así las demás cifras; 
ó de otro modo: en la 1.a de esas tres fracciones las uni
dades inferiores son diez milésimas, en la 2. a décimas, y 
en la 3. a millonésimas; el número total de partes,—el 
numerador,—es el mismo en las tres fracciones, 3462859; 
pero las décimas son mil veces mayores que las diez mi
lésimas; y las millonésimas son cien veces menores; luego 
la 2. a fracción es mil veces mayor y la 3. a cien veces 
menor que la 1.a 

Corolario: Si se suprime la coma, que es como correrla 
á la derecha de todas las cifras, quedará el número dado 
multiplicado por la unidad seguida de tantos ceros como 
cifras decimales había. 

Si se añaden ceros ala derecha de una fracción básica, 
ésta no varía de valor, porque eso equivale á multiplicar 
numerador y denominador por la unidad seguida de los 
ceros añadidos; ó bien porque esos ceros," como los de la 
izquierda en los enteros, ni valen nada por sí, ni alteran 
los valores relativos de las otras cifras. 

Ejemplo: 3,14 = 3,140 ==? 3,1400 = 3,14000, etc., por-
„ , . 314 3140 31400 314000 

que o, 14 1Q0 1000 LOÜ00 100000 . 
ART.° 2.°—TRANSFORMACIONES DE LOS QUEBRADOS. 

136. Como la misma voz indica, transformar un que
brado es cambiarle de forma, conservando el mismo valor, 
ó sea hallar otro equivalente, aunque de términos distin
tos. Eso se conseguirá, en general, haciendo con los dos 
términos operaciones que se compensen mutuamente, 
como ya vimos se verificaba en algunos casos de los pá
rrafos anteriores. 

Cuatro son las transformaciones principales: simplifi
cación, reducción á común denominador, conversión de 
fracciones ordinarias en básicas y viceversa. Á las dos 

2 1 
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primeras las llamaremos generales y á las dos últimas 
especiales. 

§ 1.° TRANSFORMACIONES GENERALES. 

1 3 7 . i.A Simp lijicación. 
Simplificar un quebrado es transformarle en otro de 

términos respectivamente menores. 
La simplificación puede ser parcial ó total. Ambas se 

verifican dividiendo los dos términos de la fracción dada 
por sus factores comunes; siendo, naturalmente, los co
cientes los términos respectivos de la fracción equivalente 
y más sencilla. 

Si esos nuevos términos son primos entre sí, ó lo que 
es igual, si se han suprimido todos los factores comunes á 
los dos términos de la fracción propuesta, la simplificación 
es total, y la fracción resultante se llama irreducible; y 
sino la simplificación es parcial, y se puede continuar 
hasta hacerla total ó llegar á la fracción irreducible res
pectiva. Esta puede hallarse de una vez, dividiendo por 
su máximo común divisor los dos términos de la propues
ta. ( 1 1 2 , Cor.) 

_ 3 0 1 5 5 1 8 2 

Ejemplos: — = — = — (irreducible);—=y, porque 9 
es el máximo común divisor de 1 8 y 2 7 . 

1 3 8 . Teorema. Toda fracción equivalente á una irre
ducible tiene sus dos términos equimúltiplos de los respec
tivos de ésta. 

a 5 

Sea ~=-j- Multiplicando por c los dos términos 5 y 
8 y por 8 los dos términos a y c, tendremos ( 1 3 4 , Cor.) 8 a a 5 c 5 « j . 8 a 5 c , , . ~ ~ 

17 = 7» 7 7 = 7 í J P° r tanto,—=— de donde ( 1 3 3 , 
Cor.) : 8 a = 5 c. 

Ahora bien, si se dividen por 8 y por 5 alternativa
mente los dos miembros de la igualdad anterior, resulta
rán estas otras: a = 5 c 

8 ' 

8 a 

5 
= c, y como a, c son ente

ros, esos cocientes 5 c 

8 ' 
— son exactos, ó 5 c es múltiplo 
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de 8, y 8 a es múltiplo de 5. Pero 5 y 8 son primos rela
tivos, luego c es múltiplo de 8 ja es múltiplo de 5 (113). 
Supongamos, pues, c — 8 n, siendo n un número entero; 
sustituyendo ese valor de c en la igualdad 5 c — 8 a, se 
tendrá 5 . 8 n = 8 a, y dividiendo por 8, 5 n = a. Vemos, 
pues, que aje son respectivamente múltiplos de 5 y 8 por 
un mismo entero n, que es lo que queríamos demostrar. 

Corolarios. l.° Si dos quebrados son á la vez irredu
cibles y equivalentes, serán idénticos ó el mismo repetido; 
pues los términos de cada uno sólo pueden ser múltiplos 
por i de los del otro. 

2.° Ningún quebrado irreducible puede ser aparente 
ó equivaler á un entero; pues para esto ha de ser el nume
rador múltiplo del denominador y no primo con él (128). 

139. 2.a Reducción á común denominador. 
Como su mismo nombre indica, esta transformación 

consiste en convertir varios quebrados en otros respecti
vamente equivalentes á ellos y que tengan todos (los otros) 
el mismo número por denominador. 

La posibilidad de tal transformación se justifica á 
priori, en virtud del siguiente 

Teorema. Para que un quebrado sea transformable 
en otro, es necesario y suficiente que el denominador ma
yor tenga todos los factores simples del menor que no 
tenga su numerador respectivo. Sea — = — siendo s > n. 
Multiplicando ambos miembros de esa igualdad por n s 
(134), tendremos: m ^ s = r " s , y simplificando esos 

quebrados, •—-==-—- ó m s — [ r n, y dividiendo por n, 
= r. Es decir, que el producto m s ha de ser divisible 

por n, puesto que el cociente es el entero r. Luego, 
según la condición general de divisibilidad de un entero 
por otro (96), m s ha de contener todos los factores sim
ples de n, iguales ó desiguales, por consiguiente, s ha de 
contener todos los factores simples de n que no contenga 
m. Esta condición necesaria es también suficiente, porque 
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si se verifica, el nuevo denominador s será múltiplo del 
denominador del quebrado irreducible equivalente al pro
puesto —, y entonces será fácil obtener el nuevo quebrado 
-jjp- multiplicando los dos términos de dicho irreducible 
por el entero conveniente (138). 

De esa condición general se deduce, en particular, 
para los quebrados irreducibles la siguiente: Para que una 
fracción irreducible sea transformable en otra, es necesa
rio y suficiente que el denominador de ésta sea múltiplo 
del de aquélla, que es lo mismo ya dicho (138). 

140. En virtud del teorema anterior, para que varios 
quebrados sean transformables en otros de igual denomi
nador, es necesario y basta que ese denominador sea múl
tiplo común de los denominadores de los quebrados irre
ducibles equivalentes á los propuestos; ó bien que conten
ga todos los factores simples de los denominadores primi
tivos que no estén en los numeradores respectivos. Por 
consiguiente: el mínimo denominador común á que pue
den ser reducidos varios quebrados, es el mínimo múlti-' 
pío común de los denominadores de los irreducibles res
pectivamente equivalentes. 

Por lo tanto, para reducir quebrados d su mínimo de
nominador común, se simplificarán primero totalmente 
los que sean reducidles, se hallará el mínimo múltiplo 
común de los denominadores de los irreducibles respecti
vos, y ese es el denominador común pedido. Para hallar 
ahora cada nuevo numerador, se dividirá el denominador 
común por cada denominador,—de los quebrados irredu
cibles,—y se multiplicará el cociente por el numerador 
correlativo. Las mismas operaciones, á partir de un múl
tiplo común cualquiera de dichos denominadores, reduci
rían los quebrados propuestos á otros de denominador 
común aunque no el mínimo. 

Por último, aunque sólo sea cuestión curiosa y no 
usual, análogamente se podrían reducir á común nume
rador varios quebrados, hallando primero sus equivalen
tes irreducibles, luego el mínimo ú otro múltiplo común 
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de los numeradores de esos irreducibles, el cual múltiplo 
será el numerador común, cuyos denominadores respec
tivos se hallarán dividiendo aquél por los numeradores de 
dichos irreducibles, sucesivamente, y multiplicando los 
cocientes por los denominadores respectivos. 

Claro es que en todos esos casos, cada quebrado se 
convierte en otro equivalente, puesto que se multiplican 
sus dos términos (del irreducible) por un mismo entero. 

Escolio. Sólo cuando los denominadores de los irre
ducibles, equivalentes á los quebrados dados, sean primos 
relativos dos á dos, será el mínimo denominador común 
el producto de estos denominadores ( 1 1 7 , Cor. l.°), y en
tonces habrá que multiplicar los dos términos de cada 
quebrado por los denominadores de los demás (regla usual 
en la escuela). 

Ejemplo 1.° Sean las fracciones irreducibles: 
5 3 2 7 

—, —, —, —; el mínimo múltiplo común de los de
nominadores 8 , 2 0 , 9 , 3 es 3 6 0 . Ahora, 3 6 0 : 8 = 4 5 , 
3 6 0 : 2 0 = 1 8 , 3 6 0 : 9 = 4 0 , 3 6 0 : 3 = 1 2 0 ; luego mul
tiplicando los dos términos del primer quebrado por 4 5 , 
los del 2 . ° por 1 8 , los del 3 .° por 4 0 y los del 4 . ° por 1 2 0 , 
tendremos: 

_5 5 x 4 5 2 2 5 3 3 x 1 8 5 4 
8 ~ 8 x 4 5 ~ 3 6 0 ' 2 0 " ~ ~ 2 0 x l 8 ~ 3 6 0 
2 2 x 4 0 8 0 7 7 x 1 2 0 8 4 0 
9 ™ 9 x 4 0 ~ 3 6 0 ' 3 ~ 3 x l 2 0 ~ 3 6 0 ' 

2 4 10 5 

Ejemplo 2 . ° y , y , y . Como los denominadores 
3 , 5 , 7 , 2 son primos relativos dos á dos, su m. m. c. es su 
producto 2 1 0 , y éste es, portante, el mínimo denominador 
común á que pueden reducirse esos quebrados. Por con
siguiente, la reducción se efectuará multiplicando los dos 
términos del primer quebrado por 5 x 7 x 2 , los del 2 . ° 
por 3 x 7 x 2 , los del 3 . ° por 3 x 5 x 2 y los del 4 . ° por 
3 x 5 x 7 . Haciendo esas multiplicaciones, resulta 

_2 Jl40_ _4 US_ i0_ _300_ _5 _525_ 

3 2 1 0 ' 5 2 1 0 ' 7 2 1 0 ' 2 210 " 
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c c(c-i-x) c(c-+-x^ 
a + x (a -f-x)c ac -f- e x 

(2). 
c 4 x c ( c - f -x ) c ( c + x ) 

Ahora bien, teniendo esas dos fracciones iguales deno
minadores, será mayor la de mayor numerador (133). Mas 
los numeradores, que tienen el sumando a c común, de
penden, en sus valores relativos, de los sumandos a x, ex; 
los que á su vez, teniendo el factor común x, dependen de 
aje exclusivamente. Pues bien, si la fracción es pro
pia ó a < c, será a x < c x , a c + a x < a c + c x , ó la 
fracción (1) menor que la (2); la fracción propia-^-, crece 
pues, cuando crecen á la vez y por igual sus dos térmi
nos. Lo contrario sucede, naturalmente, si la fracción ~ 

7 ' c 

es impropia, porque s i a > c , a x > c x , a c + a x > a c 
+ cx, etc. Es claro que si en vez de crecer disminuyen, ó 
en vez de sumar se resta el mismo número á los dos tér
minos, la fracción variará en sentido contrarío que cuan
do aquéllos crecen. Podráse, pues, formular en general el 
siguiente 

Teorema. Si los dos términos de una fracción varían 
á tapar por sumación, en iguales valor y sentido, la frac
ción variará en el mismo sentido que sus términos, si es 

141. La reducción de quebrados á común denomina
dor es necesaria para sumarlos ó restarlos, y útil para com
pararlos. Gomo ejemplo de esto último, estudiemos las 
variaciones que puede experimentar una fracción á cuyos 
dos términos se añade ó resta un mismo número entero. 

Sea la fracción — y x el entero añadido ó restado á 
C Y 

cada término. Suponiendo, primero, que se añade, ten-
a i x 

dremos . Para comparar ambas fracciones redúz-
c + x 

canse á común denominador (140, Escol.0) y se tendrá: 
a a(c-f-x) ac + ax 

v*4j 
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propia; y en sentido contrario que sus términos, si es im
propia y mayor que i; y no variará, evidentemente, si es 
igual á i ó son iguales sus dos términos. 

Escolio i.° Bueno será advertir que no variando la 
diferencia entre numerador y denominador en esos casos 
(31—2.a), y siendo cada vez menores las partes alícuotas 
de unidad, si crecen aquéllos, los quebrados cuyos dos 
términos crecen igualmente, van aproximándose á valer 
/ ; puesto que la diferencia entre la unidad y un quebrado 
propio ó impropio^- es necesariamente m ~" ó n ~ m . 

Mas como nunca serán iguales los dos términos, si no 
lo eran, pues crecen á la par, nunca llegará á valer 1 un 
quebrado cuyos dos términos crezcan igual. Este es el pri
mer caso que hallamos, en que una cantidad variable se 
puede aproximar cada vez más auna cantidad fija, sin lle
gar nunca á ésta, y sin cesar de aproximarse. En todos los 
casos como ese, la cantidad fija se llama límite de la va
riable respectiva; límite superior, si la variable es y per
manece menor que su límite, y límite inferior, si es me
nor éste que su variable. Así, pues: la unidad es límite 
superior de las fracciones propias, y límite inferior de 
las impropias, cuyos dos términos crecen simultánea, 
igual é indefinidamente. 

Esc.0 2.° Si sólo uno de los dos términos de un que
brado crece ó disminuye, ya sabemos (133) que el valor 
del quebrado varía en el mismo sentido que su numerador 
y en sentido contrario que su denominador; y eso sin l í
mites, no como en el caso anterior, pues, si crece indefini
damente el numerador solo, el quebrado crecerá también 
infinitamente ó se hará infinito, lo que se expresa con el 
símbolo ©o; y si crece infinitamente el denominador solo, 
el quebrado disminuye también indefinidamente ó se hace 
infinitamente pequeño, ó se dice que tiene por límite cero, 
que es lo mismo que decir que no tiene límite en su dis
minución ó decrecimiento, así como decir que una canti
dad variable cualquiera tiene por límite el ©o, es decir que 
puede crecer infinitamente ó sin límite. 

No examinamos los casos en que el numerador ó de-
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nominador disminuyen indefinidamente, porque para eso 
tienen que dejar de ser enteros, y aquí sólo tratamos de 
las fracciones ordinarias ó de términos enteros. 

§ 2.°—TRANSFORMACIONES ESPECIALES. 

1.A Conversión de fracciones ordinarias en básicas. 

1 4 2 . Para reducir una fracción ordinaria á básica 
(decimal en nuestro sistema), se divide el numerador por 
el denominador, y el cociente entero,—que será cero, si la 
cracción es propia,—será la parte entera ó anterior á la 
coma ( 1 2 0 ) ; á la derecha del resto se pone un cero y se 
continúa dividiendo y añadiendo ceros á los restos su-
tesivos hasta que resulte un resto cero ó se obtengan tan-
fas cifras como se quiera, después de la coma. 

Esos ceros reducen á las unidades inmediatas inferio
res las de cada resto, lo cual no altera el valor y permite 
continuar las divisiones; pues ya sabemos, por la teoría de 
la división, que cada cifra de un cociente es del mismo 
orden que el dividendo parcial que la origina. 

Ejemplos:—=0,375; 30 
S 60 

40 
0,375 

— = 1 , 6 6 6 . . . ; 5 
3 20 

20 
20 

1,666., 

1 4 3 . En esas reducciones pueden ocurrir dos casos, 
según los ejemplos anteriores atestiguan: ó que se llegue 
á un resto cero, ó que no se llegue jamás, por repetirse 
periódica é indefinidamente los mismos restos. Eso se for
mula en el siguiente 

Teorema. La fracción básica equivalente á una ordi
naria cualquiera* es forzosamente limitada ó periódica 
(nunca ilimitada no periódica). 

Porque no pudiendo ser restos parciales más que los 
enteros menores que el divisor, sucederá que al cabo de 
tantas divisiones, á lo más, como unidades tenga el deno
minador dado, se repetirá alguno de los restos anteriores, 
y por tanto, el dividendo, cociente y resto subsiguientes; 
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y todos los sucesivos, en el mismo orden que antes salie
ron; y así infinitas veces. Sólo, pues, en el caso de que 
no se repita ningún resto, por acabarse antes las divisio
nes, ó llegar á un resto cero, tendrá fin la operación, y la 
fracción ordinaria dada será equivalente á una básica l i 
mitada; y en el caso contrario, á una periódica. Estas 
fracciones, cuya existencia ya anunciamos á priori, tie
nen, pues, su natural origen en las ordinarias equivalen
tes. Luego veremos que, recíprocamente, toda fracción 
básica periódica equivale ó tiene por generatriz á una or
dinaria, y es, por tanto, un número comensurable, á dife
rencia de las indefinidas no periódicas, que equivalen á 
números incomensurables. 

144. Falta averiguar en qué casos será respectiva
mente limitada ó periódica la fracción básica equivalente 
á una ordinaria dada. 

Según la regla (142), para que resulte un resto cero 
ó se acaben las divisiones sucesivas, ó la básica sea limi
tada, será necesario y bastará que, multiplicado el nume
rador por la unidad seguida de ceros suficientes, sea divisi
ble el producto por el denominador respectivo. Ahora bien, 
como con tal multiplicación no se introducen más facto
res simples en el producto que los de la base numerativa, 
será preciso (96) para la divisibilidad susodicha, que el 
numerador contenga todos los factores del denominador 
que no Jo sean de la base; ó, si el quebrado es irreduci
ble, que el denominador no contenga otros factores sim
ples que los de la base numerativa. Esto mismo resulta, 
considerando esa reducción como caso particular de la 
explicada generalmente en el número 139; puesto que 
toda unidad numerativa no contiene más factores simples 
que los de la base (73). Es claro que el número de cifras 
decimales después de la coma, en el caso de que la frac
ción básica sea limitada, será igual al mayor de los ex
ponentes que tengan los factores 2 ó 5 en el denominador 
(siendo 10 la base), pues por cada cero añadido al nume
rador (ó á los restos sucesivos, que es lo mismo), sólo se 
introduce una vez cada factor de la base, luego se necesi
tará añadir tantos ceros, sucesivamente, como veces esté 
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repetido el que más de esos factores, y como cada cero 
añadido origina una cifra decimal, resultarán tantas de 
éstas como dichas veces ó como unidades tenga el expo-

n n n 
nente respectivo (10=2. 5 ). 

Pudiéramos ahora investigar cuándo será respectiva
mente pura ó mixta la fracción básica periódica (143) 
equivalente á una ordinaria dada; pero siendo mucho más 
fácil esa investigación después de saber la reducción in
versa, estudiemos ésta antes. 

2. a Reducción de fracciones básicas á ordinarias. 
145. Según ya hemos indicado (131, 143), tres son 

las especies de fracciones básicas transformables exacta
mente ordinarias, pues las ilimitadas no periódicas no 
pueden equivaler a fracciones ordinarias, aunque sí se 
podrá representarlas por éstas aproximadamente, despre
ciando las infinitas cifras que siguen á la del orden fijado 
como límite de error; pero eso corresponde á la teoría de 
números incomensurables. 

l.° Para transformar en ordinaria una fracción bá
sica limitada, se pone por numerador el entero que re
sulta quitando la coma, y por denominador i, con tantos 
ceros como cifras haya después de aquélla. 

Porque así se pone el denominador de manifiesto, como 
dicen A A. eminentes. 

Ejemplos: 0 , 8 4 5 = ^ - ; 15,28 etc. 

2.° Para transformar en ordinaria una fracción bá
sica periódica pura, se pone por numerador ta diferencia 
entre la parte entera y la misma seguida del período, y 
por denominador tantos nueves como cifras tenga aquél. 

Sea, p. ej., la fracción 12,454545...; cuyo período es 45. 
Llamemos % á la fracción ordinaria equivalente; es decir, 
x = 12,454545... Si corremos la coma a l a derecha del 
primer período, quedará la fracción multiplicada por 100 
(135), y será...100. x = 1245,454545... Gomo el número 
de períodos es infinito, número inalterable por los finitos, 
son idénticas las partes después de la coma, en las dos 
fracciones anteriores; por lo tanto, restando orclenadamen-
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te esas dos igualdades, tendremos: 100. x—x =1245—12, 
es decir, 99 x = 1245 —12, y por tanto , x = - 2 4

g

5 ~ t 2 . 
Esc.0 Esos nueves serán la base menos 1, en cual

quier sistema numerativo. 
Corolario. Si la fracción periódica pura no tiene 

parte entera, la ordinaria equivalente tendrá por nume
rador el período, y por denominador tantos nueves como 
cifras tiene dicho período. 

Ejemplo: 0,848484=^. 
3 . ° Para transformar en ordinaria una fracción bá

sica periódica mixta, se pondrá por numerador la dife
rencia entre los enteros que resultan corriendo la coma á 
izquierda y á derecha del primer período, y por denomi
nador tantos nueves como cifras tenga el período, segui
dos de tantos ceros como cifras oto periódicas haya. 

Sea la fracción z = 5,64203203203... cuyo período es 
203, y 64 la parte no periódica. Si corremos la coma á la 
izquierda del primer período, ó á la derecha de la parte 
no periódica, será 

100 z = 564,203203203... 
Y corriéndola otros tres lugares, 
100.000 z = 564203,203203203... 
Restando ordenadamente 

100000 z — 100 z = 564203-564, ó 99900 z =564203—564. 
, r . 564203-564 ,, , v 
Y por tanto, z = = — — — (1. q. q. d.) 
Corolario. Si no hubiere parte entera, claro es que el 

numerador será igual á la diferencia entre la parte no 
periódica, y la misma seguida del período. 

146. Puesto que la fracción generatriz de una deci
mal periódica pura tiene su denominador compuesto de 
nueves (145-2.°), y 9 es primo con 10 (107-8.°), claro es 
que ningún denominador de fracción irreducible equi
valente á una periódica pura, puede tener entre sus fac
tores al 2 ni al 5; luego ya podremos completar, según 
anunciamos (144), las condiciones para determinar la es
pecie de fracción equivalente á una ordinaria dada. 
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Teorema. Dada una fracción irreducible, la decimal 
equivalente será limitada, si el denominador sólo tiene por 
factores simples al 2 y al 5 (los de la base numerativa); 
será periódica pura, si el denominador no contiene entre 
sus factores al 2 ni al 5 (ó es primo con la base numera
tiva); y será periódica mixta, si el denominador contiene 
entre sus factores al 2 ó al 5 (los de la base), y además 
otro ú otros. 

Los dos primeros casos son los demostrados respecti
vamente en los números 144 y 146, y el último es conse
cuencia de esos dos y del n.° 143, pues no pudiendo ser 
limitada ni periódica pura, la fracción decimal equivalente 
á la ordinaria que esté en ese 3 . e r caso, será necesaria
mente periódica mixta. 

Si la fracción dada no fuese irreducible, se la simpli
ficará totalmente, y se aplicará el teorema anterior á la 
irreducible que resulta, aunque fácil sería deducir de las 
condiciones antedichas las respectivas para las fracciones 
no irreducibles; así como generalizar toda esta teoría para 
cualquier sistema numerativo, ya que para mayor facili
dad nos hemos referido principalmente al decimal. 

CAPITULO ¿.'-OPERACIONES CON LOS QUEBRADOS. 

LECCIÓN 13. 

Adición de quebrados ordinarios de iguales ó distintos 
denominadores (147). Adición de enteros con quebrados y 
de números mixtos (148). Adición de quebrados decimales 
ó básicos entre sí, con enteros ó con ordinarios (149). Sus
tracción de quebrados ordinarios de iguales ó distintos de
nominadores (150). Sustracción de enteros, quebrados y 
mixtos en todos los casos (151). Sustracción de quebrados 
decimales ó básicos entre si, con enteros y con quebrados 
ordinarios (152). Multiplicación de quebrado por entero 
y viceversa (153). Multiplicación de quebrados ordinarios 
entre sí, de mixtos por enteros, por quebrados y entre sí 
(154). Multiplicación de fracciones básicas entre sí, por 
enteros, por ordinarias y por mixtos (155). División de 
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fracciones ordinarias por enteros y viceversa; de que orn
ados entre sí, y de mixtos entre sí, por enteros, por que
brados y viceversa (156). División de fracciones básicas 
entre sí, por enteros, por quebrados y viceversa (157). 
Elevación á potencias de los quebrados ordinarios y bá
sicos (158). Potencias de los quebrados irreducibles (159). 
Extracción de raíces de los quebrados ordinarios y de los 
números mixtos (160). Extracción de raíces de los que
brados decimales ó básicos (161). Condiciones para que 
una fracción ordinaria ó básica tenga raíz exacta de cada 
grado (162). 

ART.° 1.°—SUMACIÓN. 

§ 1.° — ADICIÓN DE QUEBRADOS. 

147. Gomo sólo se puede sumar cantidades homogé
neas, y el denominador es lo que indica la especie de 
partes de unidad que contiene cada quebrado, no se podrá 
sumar quebrados, si no tienen iguales denominadores. 
Guando los tengan, se suman los numeradores, y á esa 
suma, como numerador, se pone por denominador el de los 
sumandos. 

Ejemplo: _L + _t + JL — _ l ± _ i ± _ 2 _ p o r _ 
5 5 5 5 5 

que cuatro cosas, mas tres cosas, mas dos cosas, todas del 
mismo nombre, son nueve cosas (4 + 3 + 2) del mismo 
nombre también. Y como lo mismo puede razonarse en 
todos los casos análogos, queda justificada plenamente la 
regla anterior. 

Para sumar quebrados de distintos denominadores, se 
reducen á común denominador (140), y queda este caso 
convertido en el anterior. 

A i . A J__ 27 40 48 45 
10 + 9 + 15 **" 2 "~ 90 + 90 + 9 0 + 9 0 

27 + 40 + 48 + 45 _ 160 _ JL6 
~ 90 F 90 ~" 9 ' 

Ejemplo: 
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Porque el m. c. m. de 10, 9, 15 y 2, es 90; por tanto, 
éste es el mínimo denominador común á que se puede re
ducir esos quebrados, puesto que son irreducibles. Y ya 
reducidos á noventavos, claro es que la suma es la efec
tuada. 

148. Para sumar enteros con quebrados ó mixtos, ó 
éstos entre sí, se pueden sumar separadamente los enteros 
entre si, y los quebrados entre sí, y sumar luego esas dos 
sumas parciales; 6 bien, reducir los mixtos y aun los en
teros á quebrados (132), operando luego con quebrados so
los, como hemos dicho (147). 

Ejemplo: 
7 + T + 3 T + 4 T + T - 7 + 3 + 4 + T + T + T + T 

Compruébese, hallando la suma por el otro método. 
El usado, supone extensivo á los quebrados el axioma 

(27-1. a) sobre el orden de sumandos, y que sin duda es 
tan evidente para enteros como para números cuales
quiera, puesto que se funda en las ideas primitivas y ge
nerales de sumandos y sumas. 

149. Para sumar quebrados decimales, entre si ó con 
enteros, se colocan los sumandos (si se puede) de modo que 
se correspondan las cifras de igual orden, para lo cual 
basta que se correspondan las vírgulas ó comas, y después 
se suman como si fuesen enteros, poniendo la coma á la 
suma bajo las de los sumandos. Claro es que, si no se 
puede colocar los sumandos unos debajo de otros, se su
marán entre sí las cifras de igual orden, empezando por 
las del inferior, etc., poniendo la coma en el sitio corres
pondiente. 

14 + ^ - = 1 4 + 2 + - f = 1 6 - f . 

Ejemplos: 
28,457 

9,0321 
0,27 
5 

3,14159 
0,8746 
2,050 

42,7591 6.06619 



1 7 5 

Por último, para sumar quebrados ordinarios y bási
cos, ó en general números comensurables cualesquiera, se 
reducen á ordinarios ó á básicos todos los que no lo sean, 
y queda este caso general reducido á uno de los anteriores. 

5 o n o 1 o 5 9 5 3 - + 0 , 9 + 2 - + 3 = - + - + - + T -

2 5 + 3 6 + 1 0 0 + 1 2 0 2 8 1 2 8 1 x 2 5 7 0 2 5 
4 0 ~ 4 0 ~ 4 0 x 2 5 " - 1 0 0 0 

Ejemplo :< 

5 1 
ó bien, puesto que — = 0 , 6 2 5 , 2 — - = 2 , 5 

8 2 
0,525 

será — + 0 , 9 + 2 - + 3 = ] | 5 

'025 

§ 2.°—SUSTRACCIÓN DE QUEBRADOS. 

1 5 0 . Para restar quebrados que tengan iguales deno
minadores, se restan los numeradores, y á la resta como 
numerador se le pone por denominador el de los suman
dos. Para restar quebrados de distintos denominadores, 
se les reduce á uno común, y queda este caso reducido al 
anterior. 

Ejemplos: ~ — - j — 1 3 ~ 7 =-J=-J . Puesto que, eviden
temente, trece cosas menos siete cosas, del mismo nombre, 
son seis cosas también de la misma denominación. 

-y—~= 9 ~ 8 —-¡z- Porque el mínimo denominador co
mún, en este caso, es 1 2 , etc. 

1 5 1 . Para restar entero y quebrado, mixto y que
brado o entero y mixto, se reducen los enteros y mixtos 
á quebrados, y queda reducido siempre á restar dos que
brados. 
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Ejemplos: 
2 3.5 2 15 2 13 

entero); 

3 5 7 10 7 3 , . . , . , . 
Y = z T ~ ~ T = z T ~ T = T ( m i x t 0 i

 d e m i x t o ) ; e tc . 
En los dos primeros casos se pueden dar las siguientes 

reglas: Para restar un quebrado de un entero, se multi
plica éste por el denominador de aquél, del producto se 
resta el numerador, y á la resta, como numerador, se le 
pone por denominador el del sustraendo. 

Para restar un entero de un quebrado, se resta del nu
merador el produelo del entero por el denominador, y al 
resto, como numerador, se pone por denominador el del 
minuendo. 

152. Para restar fracciones decimales, se colocan (si 
se puede) de modo que se correspondan las comas ó vírgu
las, y se restan como si fuesen enteros, poniendo á la resta 
la coma ó vírgula bajo las de los datos. 

Escolio. Puédanse ó no colocar los datos en columna, 
súplanse con ceros, material ó mentalmente, las cifras de 
la derecha del que tenga menos decimales. 

Ejemplos: Restar 8,14159 de 12,126204: 8 4 4 1 5 9 0 

( 3,984614 
Finalmente: para restar quebrados en el caso en que 

uno délos datos sea básico ó decimal y el otro ordinario, 
se reducen ambos á ordinarios ó á básicos, y queda la 
cuestión reducida á uno de los casos ya estudiados. 

12,126204 



1 7 7 

ART.° 2.°—PRODUCCIÓN. 

§ 1 .°—MULTIPLICACIÓN. 

1 5 3 . 1.° Para multiplicar un quebrado por un en
tero, según ya sabemos ( 1 3 4 ) , no hay más que multiplicar 
por dicho entero el numerador solo, dejando el mismo 
denominador, ó bien dividir el denominador, si es divisi
ble, dejando intacto el numerador. 

t , . i 2 A 2 x 4 8 5 A 5 5 Ejemplo : y x 4 = — - - X 4 = — = - . 
2 . ° Lo mismo se puede multiplicar un entero por un 

quebrado, pues si por ejemplo fuere 4 x - y , diríamos: se
gún la definición general de multiplicar dos números, este 
producto ha de ser dos tercios de 4 , es decir, dos veces un 
tercio de 4 , ó sea ~x. 2 ~-~-==-^-. Y como análogo racio
cinio puede hacerse siempre en tal caso, podrá generali
zarse diciendo: para multiplicar entero por quebrado, se 
multiplica el numerador ó se divide el denominador, si es 
divisible, por el entero, dejando intacto, y en su respectivo 
sitio, el otro término del quebrado. 

Esc.0 Vese por tanto á posteriori, que también para 
el caso de entero y quebrado se verifica la propiedad con
mutativa de la multiplicación, demostrada ( 41 ) para en
teros, y que pronto generalizaremos. 

Cor.0 El producto de un quebrado por su denomina
dor ó viceversa, es igual al numerador. 

1 5 4 . l . ° Para multiplicar dos ó más fracciones or
dinarias, se multiplican sus numeradores, y aparte sus de
nominadores; poniendo aquel producto por numerador, y 
éste por denominador. 

SeayXy. Según la definición general ( 3 8 ) , este pro
ducto ha de ser ^- de —, es decir tres veces un octavo 
de-f, ósea(-f : 8 ) X 3 . Ahora bien, para tomar 4de— ó 

. 2 ' 8 5 

dividir y por 8 , se puede multiplicar el denominador 5 
2 3 
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Sea 1 5 , 2 4 7 x 3 , 8 5 . . . . > 7 6 2 3 5 

121976 
45741 

58,70095 

Porque, al prescindir de las comas, queda multiplicado 
cada factor, por la unidad seguida de tantos ceros como 
cifras decimales tiene dicho factor; y por consiguiente, el 
producto queda multiplicado por la unidad seguida de 
tantos ceros como cifras decimales tengan ambos factores 
( 4 3 _ 3 . ° ) , luego habrá que dividir por este último número 
ó separar como decimales las cifras que dice la regla, para 
restablecer el producto en su verdadera magnitud. 

por el divisor 8 , dejando el mismo numerador 2 ( 1 3 4 ) . Es 
decir que Y : 8 = 7X' luego ( 1 5 3 ) . . . ( | : 8 ) x 3 = - ¿ - x 3 
= YF según la regla. Lo mismo se probaría para tres 
ó más factores, multiplicando los dos primeros, este pro
ducto por el tercero, etc. Amplíese á este caso el Teorema 
del orden de los factores. 

2 . ° Para multiplicar números mixtos entre sí, por 
enteros, ó por quebrados, y viceversa, se reducen los mix
tos á quebrados ( 1 3 2 ) , y quedará reducida la cuestión á 
uno de los casos anteriores. 

X 5 ^ - = ^ X — = ~ - 1 4 ^ 
3 2 3 6 6 

Ejemplos. -^j x 5 = j x 5 = - f = 1 7 j 

4 — x — = — X 9 — 1 9 8 — 1 1 9 

5 8 5 8 40 20 

1 5 5 . Para multiplicar fracciones decimales ó bási
cas, se prescinde de las comas, ó lo que es lo mismo, se 
multiplican como si fuesen enteros; separando luego, en el 
producto, tantas cifras decimales como tengan los dos fac
tores. Claro es que si uno de éstos es entero, sólo habrá 
que separar en el producto tantas cifras decimales como 
tenga el otro factor. 

15,247 
X 3,85 
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Para multiplicar fracciones básicas por ordinarias, 
ó por números mixtos, ó viceversa; y en general, para 
hallar el producto de dos ó más factores comensuralies 
cualesquiera, se reducen todos á la forma de quebrados 
ordinarios ó de fracciones básicas, y después se multipli
can por las reglas ya dadas. 

Escolio. Adviértase que si se reducen los factores á 
fracciones básicas y alguna de éstas es periódica, no se 
podrá hallar el producto exacto, para lo cual habrá que 
reducir los factores á fracciones ordinarias. 

§ 2.°—DIVISIÓN. 
1 5 6 . 1.° Para dividir un quebrado por un entero 

( 1 3 4 ) , se multiplica sólo el denominador, ó se divide sólo 
el numerador, si es divisible, por dicho entero. 

Ejemplo: 
_ 8 _ . 4 = 8 _ 8 _ 2 , 8 . u g 2 

3 ' ~ 3 x 4 ~ ~ 1 2 ~ 3 ' ~ 3 ~ ' ~~ 3 3 ' 
2 . ° Para dividir un entero por un quebrado, se mul

tiplica el entero por el denominador del quebrado, y al 
producto como numerador, se le pone por denominador el 
numerador del quebrado. 

Ejemplo: 
r . 7 5 x 8 l 4 . ,. , 5 x 8 7 - i . k 5 -~=——; pues multiplicando por — resulta 5 . 

3 . ° Para dividir dos quebrados se multiplican en 
cruz, es decir, el numerador del dividendo por el denomi
nador del divisor, y el numerador del divisor por el deno
minador del dividendo, poniendo el primer producto por 
numerador y el segundo por denominador del cociente 
buscado. 

Pues, multiplicando el número así formado por el di
visor, resulta indudablemente el dividendo 

(JEJLx -̂iEiLiL^ ™ íuego-^ : ). 
nr s nrs n ° n s nr 

Cor.0 Para dividir dos quebrados de iguales denomi
nadores, se dividen sus numeradores,—-el del dividendo 
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por el del divisor,—^ para dividir quebrados de iguales 
numeradores, se dividen sus denominadores invertidos,— 
el del divisor por el del dividendo—. 

Pues m * r m n m y ni . m m s s 
' n n nr r n s nm n 

Esc.0 Los quebrados hasta ahora considerados ó de 
términos enteros, suelen llamarse quebrados de unidad, á 
diferencia de los productos y cocientes de esos quebrados, 
que pueden considerarse como quebrados de quebrados ó 
como fracciones cuyos términos son á su vez otras frac
ciones, generalizándose así la idea primera de número 
fraccionario, que, como veremos, debe ser mirado siem
pre como el cociente indicado de su numerador por su 
denominador, sean estos números enteros, fraccionarios ó 
incomensurables. 

Ejemplos: 
_2_ . 5 = 2 x 9 , A A - A - 3 . ü • A--A 
7 ' 9 ~ 5 x 7 \ 8 ' 8 ~ 3 ~ ' 15 ' 3 15 ~~ 5 ' 

4 . ° Para dividir números mixtos, entre sí, por que
brados, por enteros, ó viceversa, se reducen los mixtos á 
quebrados, y quedará el caso reducido á uno de los ante
riores. 

Ejemplos: 
17 J_ • _ ! _1L • JL 15.3 . g J_ . g J_ _25_ . _7_ _5Ü_ 

2 * 3 2 * 3 2 . 4 ' 4 * 2 4 ' 2 28 * 

1 5 7 . Para dividir fracciones decimales o básicas, se 
prescinde de las comees, es decir, se dividen como enteros, 
después de haber igualado el número de sus cifras deci
males, añadiendo ceros al que tenga menos. 

Ejemplo: 3 8 , 4 2 5 : 4 , 1 5 = 3 8 4 2 5 : 4 1 5 0 ( 5 8 - 2 . ° ) y 
(153—Cor. 0 ). t 

Para dividir un decimal por un entero, se prescinde 
de la coma, separando luego en el cociente tantas cifras 
decimales como tenga el dividendo; ó lo que es lo mismo, 
se coloca la coma én el cociente después de bajar la cifra 
de las unidades del dividendo y poner la cifra correlativa 
en el cociente. 
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/ 48,265 j J 

Ejemplo : \ ( \ ' 1 2> 0 6 6-

Para dividir un entero por un decimal se prescinde de 
la coma, después de añadir al dividendo tantos ceros como 
cifras decimales tenga el divisor. 

Ejemplo: 158 : 3,14 = 15800 : 314. 
Para dividir fracciones decimales por ordinarias, por 

números mixtos, ó viceversa, se reducen dividendo y divi
sor á la misma especie, es decir á ordinarias ó á decima
les, y quedará ese caso convertido en uno de los anteriores. 

Ejemplos: 
3,14159 : A . ^ l á i ^ _ : A ^ 4 1 5 9 X 9 2 g 

•9 100000 9 800000 

ART.° 3.°—GRADUACIÓN. 

§ 1.°—ELEVACIÓN Á POTENCIAS. 

158. Según la definición aritmética de potencia (67) 
y la regla para multiplicar quebrados (154), elevaremos 
un quebrado ordinario á. una potencia de grado entero, 
elevando su numerador y su denominador á esa misma 
potencia y partiendo ambos resultados. 

Ejemplos: 
\ 3 ' ^ 9 . /A) 'A _ 2 . 2 . 2 . 2 . 2 _ 32 

( 4 4 2 " 16 3 } ~~ 3 5 ~ 3 . 3 . 3 . 3 . 3 ~ 243' 
Para elevar un número mixto se reduce á fraccionario, 

y queda este caso reducido al anterior. 
Para elevar una fracción decimal, se mtütip lica por sí 

misma; y el resultado otra vez por la fracción, si se busca 
una potencia de mayor grado que el 2.°; y así sucesi
vamente. 

Ejemplos: (0,4) 3 = 0,064; (0,02)5 = 0,0000000032. 
159. Teorema. La potencia de cualquier grado (ente

ro) de un quebrado irreducible es también irreducible 
(114—Cor.0 4.°). 



182 

c § 2.°—EXTRACCIÓN DE RAÍCES. 

160. Para extraer la raíz de cualquier grado (entero) 
de una fracción cuyos dos términos sean potencias exactas 
de dicho grado, se extraen las raíces de ese mismo grado 
de dichos términos, y se dividen respectivamente una por 
otra. 

Ejemplo: 

| /~256"__V"256_ 16 m | / 1 7 2 8 _ _ V 1 7 2 8 _ 12 = 4 
1 121 "~V12T~ 11 5 V 7 2 9 ~ y - 7 2 9 ~ 9 3 " 

Si el denominador de una fracción dada no tiene raíz 
exacta del grado supuesto, se transforma esa fracción en 
otra cuyo denominador tenga raíz exacta de ese grado, se 
extrae la raíz aproximada en una unidad del nuevo nu
merador y dividiéndola por la raíz exacta del denomina
dor respectivo, se tendrá la raíz de la fracción dada, 
aproximada con menos error que i partido por dicha raíz 

3 

exacta del nuevo denominador. En efecto, sea 1 / ——; 
25 

como evidentemente basta multiplicar por 5 el denomina
dor 25 para que resulte el cubo exacto de 5, multiplica
remos por 5 los dos términos de la fracción dada y será 

3 3 3 3 

| / ~ 6 0 ~ V ¥ l / ~ ~ > 3 l / ~ Í 2 > 4 
V ~ t ^ t ~ — y c o m o V 6 o < 4 , l / - ^ 5 125 5 " v ' v 2 5 < - i 

5 
3 

4 1 y 
T 

cualquiera de los quebrados y ó y es la raíz cúbica apro-
12 1 

ximada de — con menor error de — que es la diferencia 
3 4 

entre T y T . 
Como el denominador es el término que indica la es

pecie de partes alícuotas de unidad que contiene un que
brado, y las aproximaciones casi siempre se evalúan en 
partes alícuotas de la unidad, por eso es necesaria la trans-
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formación explicada; pues si transformásemos la fracción 
dada en otra cuyo numerador sólo tuviera raíz exacta, ob
tendríamos sí la del quebrado propuesto, con cierta apro
ximación, ó mejor dicho con incierta, pues no sabríamos 
cuál era esa aproximación sin nuevas transformaciones. 

Para obtener el mínimo denominador posible en esa 
transformación, se descompondrá en sus factores primos 
el de la fracción dada, supuesta ó hecha irreducible; y se 
multiplicarán ambos términos de esa fracción irreducible, 
por los factores primos de su denominador, cuyas poten
cias no entran en la composición de aquél con grados 
múltiplos del de la raíz buscada, hasta que todos tengan 
esa condición en la fracción ya transformada. 

3 3 3 3 

i I / " 2 0 " I / " 2 0 " V 20.7 2 VWV Ejemplos: [/ —={/ , = i = 
l o y ° • ' 1/3 3 7 2 7 V 3 3 7 3 

3 3 

V20x49_V980>4-
3.7 ~ 21 < 4f- ' 

4 . 4 4 

| / 5 1 / 5 . 2 . 3 2 . 7 3 J/h.Z.V.l* ^fh.ZW.V 
V 2 3 .3. 27 * 2 * . 3 \ 7 i _ 2 . 3 . 7 ~" 42 

Para extraer la raíz de cualquier grado de un número 
mixto, se le transforma en fracción ordinaria, y queda 
reducido este caso al anterior. 

161. Para extraer la raíz de cualquier grado de una 
fracción decimal, se la añadirán los ceros suficientes para 
que el número total de cifras decimales sea múltiplo del 
grado de la raíz que buscamos, y extrayendo la raíz del 
número que así resulte, como si fuese entero, se tendrá la 
buscada, con tantas cifras decimales como unidades tenga 
el cociente del número de cifras decimales de la fracción 
ya transformada por el índice de la raíz. 

5 < 3 _ _ _ _ _ 

Ejemplos: \J 0,0000000032=0,02; J/ 85,184 =4 ,4 . 

162. Claro está, según lo anterior, anegara que una 
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fracción ordinaria tenga raíz exacta de nn cierto grado, 
es necesario y suficiente que ambos términos la tengan; y 
para una fracción decimal, que la tenga el número entero 
que resulta quitando la coma, después de haber añadido 
los ceros que dice la regla, si fuese preciso. 

Teor.a Zas raíces inexactas, de fracciones ordinarias 
ó básicas, son números incomensurables. Puesto que las 
potencias de los enteros son enteras, y las de los quebra
dos son también quebrados (159). 

CAPÍTULO 3.°—CUESTIONES SOBRE NÚMEROS FRACCIONARIOS. 

1 . a Demostrar á priori y á posterior i que las diversas 
fracciones ordinarias que pueden obtenerse de una misma 
decimal periódica pura, considerando dos ó tres períodos 
como uno, son equivalentes; es decir, que 
0 , a b c a b c a b c . . . - - JÜ>£___ « b c a b c = « b e « h e a b B ^ 

' 9 9 9 9 9 9 9 9 9 999 .999 .999 ' 
2. a Demostrar que la suma de dos quebrados irredu

cibles de distintos denominadores, no puede ser un entero. 
3. s Dadas varias fracciones, bailar otras respectiva

mente equivalentes, y tales que el numerador de cada una 
sea el denominador de la precedente. 

4. a Demostrar que si se ordena por orden de magni
tud todas las fracciones propias irreducibles cuyos nume
radores sean menores que un número dado, las equidis
tantes de los extremos son complementarias (su suma =1) 
y tienen igual denominador. 

5. a Demostrar que la suma —+ — -t- — +—-+- —+ • • • 
* 2 3 4j 5 6 

crece infinitamente si crece el número de sumandos. 
6. a Hallar cuánto azufre, carbón y nitro hay en 2.000 

libras de pólvora, sabiendo que en 100 unidades hay 75 
de nitro, y partes iguales de las otras dos sustancias. 

7. a Sabiendo que una disolución saturada contiene 
0'27 de sal, ¿cuánta agua debe evaporarse en una disolu
ción al 2 por 100 para que quede saturada? 

8. a Demostrar que la suma y la diferencia de dos 
fracciones periódicas, son también fracciones periódicas. 



1 8 5 

24 

9. a Siendo 0,37 de metro el diámetro de un duro, 
¿cuántos duros caben en línea recta en un kilómetro?, 
¿cuántos kilómetros ocupan 1.000.000.000 de duros? 

10. Si de una cantidad se quita primero y y luego 
-¿p, ¿qué resta? 

11. Demostrar que si se tienen varios quebrados des
iguales, la suma de los numeradores partida por la de los 
denominadores, forma otro quebrado mayor que el menor 
y menor que el mayor de los propuestos. Caso en que 
éstos sean equivalentes. 

12. Suponiendo que una bola elástica, cayendo por 
sólo su peso, bota á — de su altura de caída, ¿de qué al
tura cayó la primera vez una bola que á la tercera rebotó 
á 40 centímetros? 

13. Sabiendo que el radio medio terráqueo es 6.366 
kilómetros, y que la diferencia entre el ecuatorial y el 

i 
polar es — del mayor, averiguar los kilómetros de esos 
dos radios. Se supone el radio medio igual á la semisuma 
de los otros dos. 

14. Elevar á las 5 primeras potencias las fracciones 
— , - j , ^-, -j y sus decimales equivalentes respectivas. 

15. Sabiendo que los valores de las piedras finas va
rían como los cuadrados de sus pesos—á igualdad de todo 
lo demás—demostrar que si una piedra fina se parte dis
minuye de valor, aunque no se pierda peso, ni precio por 
la irregularidad de formas. 

16. Extraer las raíces cuadrada y cúbica de las frac
ciones -y-, - ~ - y 3,14159, aproximadas hasta las milé
simas. 



LIBRO TERCERO—NUMEROS ÎNCOMENSURABLES. 

LECCIÓN 14. 

Doble origen ole los números incomensurables; imposi
bilidad de su numeración sistemática (163). Dos formas 
del cálculo de números incomensurables ; teorema y coro
lario fundamentales de ambas (164). Teoremas de los lí
mites y de Arbogast (165). Idea precisa del cálculo con 
números incomensurables y con cantidades variables (166). 
Extension de los teoremas relativos á propiedades numé
ricas (167). Definición de radicales numéricos y funda
mentos de su cálculo (168). Simplificación de un radical 
(169). Reducción de radicales á índice común (170). Adi
ción y sustracción de radicales; caso en que son semejan
tes (171). Multiplicación y división de radicales (172). 
Potencias y raíces de radicales (173). Límites de las po
tencias y raíces cuyos grados crecen ó disminuyen indefi
nidamente (174). 

CAPITULO 1.°—NUMERACIÓN Y PROPIEDADES. 

163. Según la definición de números incomensura
bles (6) y los teoremas (121 y 162), dichos números pue
den también provenir de dos orígenes: ó de la compara
ción directa de cantidades que no tengan medida finita 
común, ó de operaciones numéricas inexactas cuyos resul
tados completos no sean ni enteros ni fraccionarios. De las 
elementales sólo la extracción de raíces puede originar 
números incomensurables; pero más adelante veremos 
también originarlos á otras operaciones. 
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De todos modos, es forzoso corolario de la esencia de 
esos números y de las leyes numerativas de enteros y 
fraccionarios, que los incomensurablcs carecen^ocesáxÍB^ 
mente de numeración regular, sistemática ó rScional, por 
lo cual son llamados también irracionales, aunque más 
bien este nombre indica que no tienen con la unidad, ma
dre ó generatriz primitiva de todo número, razón' 6 rela
ción exprésame exactamente con sólo cifras, ó eii%«aris-
mos de un número finito de aquéllas. Verdad es q t f t ó j a . 
último también sucede con las fracciones, ó cociente»' 
enteros, que engendran básicas periódicas; pero los tn 
comensur obles, caso de querer expresarlos en fracciones 
básicas, sólo engendran á las indefinidas no periódicas, y 
por tanto, sólo aproximadamente pueden ser expresados 
en esa ú otra especie de fracciones, y exactamente con los 
signos radicales ó los de las demás operaciones que los 
originan también. 

164. El cálculo elemental de los números incomensu-
rables sólo puede, por tanto, hacerse: ó aproximadamente 
por medio de los comensurables que se les acercan en for
ma de quebrados ordinarios ó básicos, ó exactamente bajo 
la forma de radicales numéricos, que así se llama á las 
raíces de los números enteros ó fraccionarios, bajo su 
forma primitiva ó de mera indicación. 

El primero de esos modos de cálculo citados origina 
la teoría de los números aproximados y de los errores ab
solutos y relativos, y el segundo el cálculo de los radica
les numéricos. Uno y otro cálculo tienen por común fun
damento algunos principios, que por lo tanto vamos desde 
luego á formular. 

Teorema. Todo número incomensurable está com
prendido entre dos comensurables, cuya diferencia puede 
Ser ton pequeña como se quiera. 

En efecto, considerando la serie de fracciones cuyo 
denominador n sea tan grande como se quiera y el nume
rador crezca sin fin, 

1 2 _3_ _4_ J>_ _r_ r -4- 1 
n ' . n ' n ' n ' n ' n ' n ' 

es claro que no siendo incomensurable ningún número de 
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esa serie, cualquier número incomensurable dado estará 
comprendido entre dos consecutivos, cuya diferencia es 
—; pero esta diferencia disminuye indefinidamente, á 
medida que crece n (141, Escolio 2.°); luego está demos
trado el teorema. 

Escolio. Si suponemos que s o n ~ y r 1 las dos 
fracciones que comprenden á un número incomensurable 
•JV, es decir, que ~ < N < ^ 1 , como es evidente 
que la diferencia entre Nj cada una de esas fracciones es 
menor que la de ellas entre sí, ó sea — , se dice que cual
quiera de ellas representa al número N con la aproxima-
ción de —, ó con menos error de — , ó con error menor 

1 I r 

que —, ó que se aproximan á N en menos de —; la — 
por defecto y la r ^~*• por exceso. 

Recordando la definición de límite dada (141, Escolio 
1,°), el teorema acabado de probar nos conduce al si
guiente 

Corolario. Todo número incomensurable es límite in
ferior y superior de otros comensurables que se aproxi
man á aquél, unos por exceso y otros por defecto respecti
vamente. 

165. Llamando 1 al incomensurable, X, Z á los inco
mensurables variables que se le aproximan y a á la dife
rencia infinitamente pequeña, / — X ó Z — / , es claro 
que será 7 = J + a = : Z - a , igualdades que mani
fiestan puede sustituirse al número I sus iguales X -+- a 
ó Z— a según convenga, pero eso complicaría aún más 
los cálculos, puesto que a es necesariamente incomensu
rable también, aunque infinitamente pequeña. Lo que se; 

hace es calcular únicamente con los comensurables X ó Z 
en vez de / , y tomar los resultados de las operaciones así 
efectuados, por los verdaderos, aunque procurando saber 
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la aproximación obtenida, entre ciertos límites. Eso es po
sible y lícito en virtud de los siguientes 

Teoremas. 1.° Si dos ó más cantidades variables son 
constantemente iguales en todos sus valores respectivos, 
sus límites son iguales. (Teorema de los límites.) 

2.° Si dos cantidades constantes están comprendidas 
entre dos variables, cuya diferencia puede hacerse infini
tamente pequeña, dichas constantes son iguales, ó la misma. 
(Teorema de Arbogast.) 

l.° Porque esas variables que varían simultánea é 
idénticamente, no constituyen en realidad sino una sola 
cuantitativamente, aunque quizá sean de distintos géne
ros, y es claro, por la definición (141), que una variable 
no puede tener diferentes límites (en el mismo sentido, 
que en general tendrá un límite inferior y otro superior). 

2.° En efecto, sean A y B las constantes, V y V las 
variables. Si llamamos a á la diferencia infinitamente pe
queña V— V, y pudiera ser, por ejemplo, V>A >B>V, 
sería también a = V— V > A — B; pero por hipótesis, 
esa diferencia a puede ser infinitamente pequeña, ó tiene 
por límite cero, luego a fortiori, la diferencia A — B es 
también cero, ó las dos constantes A y B son iguales, ó 
una misma. 

166. En virtud de los teoremas precedentes, puédese 
precisar la idea del cálculo con incomensurables, diciendo: 

Se entiende por sumas, productos, potencias, etc. de 
números incomensurables, los límites de los resultados de 
esas operaciones hechas respectivamente con los números 
comensurables aproximados á los datos tanto como se 
quiera. Y, en general, el resultado de cualquier operación 
con los límites de cantidades variables, es el límite del re
sultado de la misma operación efectuada con esas varia
bles y viceversa. 

167. Toda propiedad numérica que no se refiera espe
cialmente á números enteros ó fraccionarios, será aplica
ble también á los incomensurables, por medio de la pro
posición últimamente citada y fundándose en los teoremas 
anteriores. 
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Así podremos fácilmente demostrar los signientes teo
remas: 

1.° El producto de dos sumas indicadas ó de una 
suma por otro número, es igual á la suma de los produc
tos de cada sumando del de un factor, por cada sumando 
del otro. 

2.° El orden de factores no altera el producto. 
3.° El producto de varios productos indicados, es 

igual al producto de todos los factores de aquéllos. 
4.° El producto de una diferencia por otro número es 

igual á la diferencia de los productos, de minuendo y sus-
traendo, por ese número. 

5.° El cociente (completo) de una suma ó diferencia 
por otro número, es igual respectivamente á la suma ó á 
la diferencia de los cocientes de cada término por dicho 
número. 

6.° El cuadrado de la suma ó de la diferencia de dos 
números es igual á la suma de los dos cuadrados, más ó 
menos respectivamente, el duplo del producto de los dos 
sumandos. Análoga regla para el cubo. 

7.° La potencia de un producto es igual al producto 
de las potencias del mismo grado de todos los factores. 

8.° La potencia de un cociente es igual al cociente 
de las potencias del mismo grado de dividendo y divisor. 

9.° El producto de varias potencias de un número 
cualquiera, es la potencia de este número, cuyo grado sea 
la suma de los grados de las potencias-factores. 

10. La potencia de otra potencia es igual á la poten
cia cuyo grado sea el producto de los grados de las dadas. 

11. La raíz del producto ó del cociente de dos núme
ros es igual al producto ó al cociente, respectivamente, 
de las raíces del mismo grado de los dos números dados. 

12. La raíz de una potencia es igual á la potencia de 
la raíz de los mismos grados respectivos. 

13. La raíz de otra raíz es igual á la raíz cuyo grado 
es el producto de los grados de aquéllas. 

Demostremos algunas de esas proposiciones, p. ej.: las 
2. , 11, 12 y 13. 

2. a Sea el producto de varios factores incomensura-
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bles abe de, y supongamos que se cambia en el e c d a b. 
Desde luego, si a', b\ e', d', é son los números comensu-
rables aproximados respectivamente á los a, b, c, d, e, ya 
sabemos que a' V c' d' e' = é c' d a' b'. Pero en virtud de 
las definiciones del número 166 y de los teoremas del 165, 
es evidente que el límite del producto a' b' c' d' é es 
abed e, el del é c' d' a' b' es e cd a b, y siendo iguales 
ambos productos de esos factores variables, también lo 
serán sus límites respectivos, es decir, que abcde = ecdab. 

Claro está que si alguno ó algunos de los factores son 
comensurables el teorema se verificará igualmente. 

n n n n 

11. a Para demostrar que V T b T = VT7 Y~ Y~ basta 
aplicar el teorema 7.°, generalización del 1.° (72), y ten
dremos 
( n n n \ n / n \ n / n \ n / n \ n 

y a . - V b . V c J = \ Y z ) \ V T ) \ Y T ) = a . b . c ; 
n n c 

luego, en efecto, el producto VT7 VTTV~ es la raíz de 
grado % del producto abe. 

Análogamente se prueba que 

n / n \ 111 

12.a Vamos á demostrar que y I r = \Y~V) • 
(n \ m n n n n 

Y ~ ) = Y~ V T T V~7". • • entrando y"_", m 
veces por factor; luego, según el teorema anterior, 

n n n n n 

V a T V a . V T = V ~ a 7 T . . . =V~Pr (!• q- q- d.) 
13.a Por último, el teorema 13.° es consecuencia del 

10.°, y fácil por tanto de probar. 
C A P Í T U L O 2 . ° — C Á L C U L O D E L O S R A D I C A L E S N U M É R I C O S . 

168. Como ya hemos dicho (164), se llama radical 
numérico á toda raíz indicada de un número cualquiera, 
pueda ó no extraerse. 

Si el número subradical es entero ó fraccionario y ade-

http://ya.-Vb.VcJ
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más potencia exacta del grado indicado, de otro número 
de su especie respectiva (entero ó fraccionario), el valor 
del radical será comensurable; é incomensurable si lo es 
el número subradical, ó no es potencia del mismo grado 
de otro de su especie. 

Pero, sean cualesquiera sus valores, el cálculo de ra
dicales se funda en los teoremas 11, 12 y 13 del número 
anterior y en el siguiente 

Teorema. El valor de un radical no varía multipli
cando ó dividiendo por un mismo entero, el índice del radi
cal y el exponente del número subradical (este exponente 

n nr 
es 1, si no está expreso). Es decir,/_»* = [1]. 

n 
En efecto, llamando x al valor Y&* será x n = a m; 

elevando ahora á r (167, 10.°), x nr = a m r y extrayendo 
nr 

la raíz del grado nr, x= V a m r ; y como hemos llamado 
n 

x á Ylr~, resulta demostrada la igualdad [1], que expre
sa ambas partes del teorema, puesto que se pasa del pri
mer miembro al segundo multiplicando, y viceversa divi
diendo por el entero r, etc. 

169. Simplificación. La segunda parte del teorema 
anterior permite simplificar un radical, siempre que su 
índice y los exponentes subradicales tengan algún factor 
común, suprimiendo el cual quedará el radical simplifi
cado, totalmente si ese factor es el m. c. d de dichos nú
meros (índice y exponentes), y sólo parcialmente si los 
cocientes tienen aún otro ú otros factores comunes. 

Ejemplos: 
12 _ _ _ _ _ _ 6 

1.° [ / a 6 b i 0 c 4 = | / a 3 b s c 2 (simplificación total). 
8 4 

2.° J / a 6 b 4 c 1 2 = | / a 3 b 2 c 6 (simplificación parcial). 
170. Reducción á índice común. Para reducir varios 

radicales á otros del mismo índice, se simplificarán total
mente primero, se hallará el mínimo múltiplo común de 



1 9 3 

los nuevos índices, y se multiplicará cada uno de éstos y 
los exponentes subradicales respectivos, por el cociente 
de dicho m. m. c. por el índice correspondiente. 

8 9 _ 6 _ 18 1 2 _ 

Ejemplo;J/a 6 , ( / 8 , J / c* , J / l 2 6 , | / m 3 . Sim-
4 _ 3 3 _ 3 4 

plificándolos|/a 3 , J / 2 , | / c s , | / l 2 , J /m . 
El mínimo común múltiplo de los nuevos índices es 12, 
cuyos cocientes 12 : 4 = 3 y 12 : 3 = 4, de modo que no 
hay sino multiplicar por 3 , en el primero y último, y por 
4 en los tres intermedios, los índices y exponentes respec
tivos, para tener los radicales siguientes, todos del mismo 
índice, y cada uno equivalente á cada uno de los prime
ros, según expresan las igualdades 

8 4 12 9 3 12 

| / ¡ ^ = | / ^ = | / ¡ ^ , | / T = | / T = J / F - , . 
6

 3 __1 1 2 

| A * = JA* = | A \ . 
18 3 _ 12 _ 12 4 „ 1 2 

| / 1 2 6 = [/12=1/12*, | /m»= | / m = [ / m V . 
En este último se ha reproducido el primitivo, como 

era de prever. 
Escolio. Si los índices (de los radicales simplificados) 

son primos relativos dos á dos, su mínimo múltiplo común 
será su producto, y habrá que multiplicar cada uno por 
los demás, etc. 

Adición y sustracción de radicales, 

171. La adición y la sustracción de radicales no pue
den sino indicarse, á no ser que sean semejantes, es decir, 
que tengan el mismo índice y la misma cantidad subradi-
cal; en cuyo caso se suman ó restan respectivamente los 
factores exteriores al radical común y se multiplica éste 
por dicha suma ó resta efectuada ó indicada. 

25 
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/ 10M2 .9 , etc. 
Escolio. El producto de radicales incomensurables, 

será comensurable siempre que reducidos ya á común 
índice y descompuestos en sus factores primos los núme
ros subradicales, las sumas de los exponentes de cada 
factor sean todas múltiplas de dicho índice común. Pues, 

a m . c r . . . (168). 

Ejemplos: 
5 V"¡T + 4 V7b—7 Y7b = (5 •+• 4 — 7) V7~b = 2 y^T, 

4 _ 4 _ 4__ 4 _ 
3 V a — V a + 6 V a = 8 y a . 

Pues, 5 4 -4 — 7 cosas del mismo nombre, son 2 cosas 
de ese nombre, etc. 

Claro es que si los factores externos son letras, y no 
pueden ser realmente sumados ó restados, se dejará indi
cada la operación. 

Ejemplo: 
3 _ 3 _ 3 _ 3 _ 

' 5 a y b — 3cVb 4-2mVb = (5a — 3 c - f - 2 m ) x V b -
Escolio. Zas sumas y diferencias de radicales inco-

mensurables son, evidentemente, incomensuralies tam
bién. 

Multiplicación y división de radicales, 

172. Para multiplicar radicales se reducen á común 
índice, si no le tienen, y se pone bajo un radical de ese 
mismo índice, el producto de las cantidades subradicales 
(167 y 168). 

3 3 3 

Ejemplos: [ / a 2 b x [ / a b 2 x [ / 5cb = 
3 3 ; 

[ / 5 a 2 b . a b . 2 c b == [ / W b ' c , 
' _ _ 3 _ 6 6 6 6 

| / l O x ( / 1 2 x 1 / 9 = [ / l O » x l / l 2 2 x | / 9 = 
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Para dividir dos radicales, se reducen al mismo ín
dice, si no le tenían ya, y dividiendo las cantidades sub-
radicales, se escribe ese cociente debajo de otro radical del 
mismo índice. 

Ejemplo: 

I / Ñ O - : | / ~ Í 5 = j / ^ = ( / 7 = 2 . 
Como este ejemplo atestigua, el cociente de dos radi

cales incomensurables, puede ser comensurable, y lo será 
siempre que el cociente de las cantidades subradicales (del 
mismo índice) tenga raíz exacta de dicho grado. Dedúzcase 
la condición análoga á la del producto, respecto á los fac
tores primos. 

Potencias y raíces de radicales. 

173. Para elevar un radical á una potencia, se eleva 
la cantidad subradical, y se escribe esa potencia bajo un 
radical del mismo índice que el dado, ó bien se divide el 
índice del radical por el exponente de la potencia, si es 
divisible, dejando lo demás lo mismo. 

Para extraer una raíz de un radical, se multipli
can los índices de ambas raíces dejando la misma la can
tidad subradical, ó bien se dividen los exponentes de ésta 
por el índice de la raíz pedida, si son divisibles, dejando 
lo mismo-lo demás del radical primitivo (167 y 168). 

Ejemplos: 
" _ _ 6 6 3 _ 

( l / a ) S = ( / a * , ( | / a ) ! = ^ / a ' = ( / a . . . ( 1 6 9 > . 
3 6 _ 4 8 _ 6 _ 3 

\/v-= \l\/^=\/" Y V - = ( / ' ' = | / ' * (169). 
Escolio. Admitiendo exponentes fraccionarios,^^ 

lo cual hay que generalizar Jos conceptos de potencias y 
raíces, se puede extender también las últimas reglas, á 
los casos en que no sea divisible el índice por el expo-
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nente ó viceversa, y decir que ^ j / a ^ = jy/a m = a n 

m m n m n 

a m n 

En virtud de este último caso, sólo hay necesidad de 
extraer raíces sucesivas cuyos índices sean números pri
mos para extraer otra raíz de grado cualquiera (96); pero 
como en Aritmética sólo se aprende á extraer raíces cua
dradas y cúbicas, únicamente se podrá extraer raíces 
cuyos índices no tengan entre sus factores primos más 
que á esos dos números 2 y 3. 

Por último, debemos hacer notar una operación auxi
liar que se verifica á veces con radicales, y cuya legiti
midad es indudable en virtud de toda esta teoría. Con
siste en sacar ó introducir factores en un radical, según 
conveniencias del cálculo. 

Ejemplos: 
3 ^ 3 3 3 

| / a 6 b 1 2 c 7 d = a 2 b 4 c l j / c d \ 2 a | / b c 2 = j / 8 a 3 b c 5 

Lo primero no es más que extraer las raíces posibles 
de los factores subradicales, y lo segundo todo lo con
trario. 

174. Según la definición aritmética de potencias y 
raíces (66). 

1.° Las potencias de los números mayores que 1 cre
cen, si crece el exponente, no teniendo límites ambos cre
cimientos, ó teniendo oo por límite, según la frase usual. 

En efecto, siendo a > 1, a 2 > a , a 3 > a 2 , . . . a n > a n _ 1 , e t c . 
2.° Las potencias de los números menores que 1 dis

minuyen indefinidamente ó tienen cero por límite, si 
crece su grado hasta el . 

Puesto que si a < 1, a 2 < a , a 3 < a 2 , . . . a n < a n _ 1 , etc. 
3.° Las raíces de los números mayores que 1 dismi

nuyen, y las de los menores que 1 crecen, si crece el 
grado ó índice de la raíz, pero tienen por límite común 1, 

n m n 
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ambas series de raíces, cnando su grado crece indefini
damente. 

n _
 n + i _ 

Si a > l , y x = y a , z = v a , 

será x = a, z = a; 
dividiendo ordenadamente estas últimas igualdades re-

X n 
sulta + ^ — 1? y multiplicando ambos miembros por z 

x n / x \ n 

= z ó z.= I — ) , y elevando á n-h 1 
z n \ z / J 

z = a = I — I ; y como— > 1 , puesto que 

n _ n-f l_ 

a > 1 , según el caso 1.°, x > z ó V a > V a . 
n _ n - f l_ 

Lo mismo se demostrará que s i a < l , V a < V a -
Ahora, como ambas series de raíces, sin dejar su con

tinuo decrecimiento ó crecimiento respectivamente, no 
pueden llegar á 1 sino siendo n = 00, claro es que 1 es 
límite inferior de las raíces de los números mayores que 1 , 
cuyo grado crece infinitamente, y límite superior de las 
raíces de los números menores que 1 , cuyo índice crece 
también hasta 0 0 . 

Si suponemos que los grados de potencias y raíces 
pueden ser fraccionarios ( 1 7 3 , Escolio), podremos también 
suponer que dichos grados disminuyen indefinidamente 
y formular los últimos teoremas como sigue. 

1.° Las potencias cuyos grados disminuyen indefini
damente, disminuyen también si la base es mayor que 1 , 
y crecen si la base es menor que 1 , teniendo á 1 por límite 
en ambos casos (a ° = 1 ) . i x _ Porque representando por — el grado, a x = y a 

( 1 7 3 ) , y por tanto, cuando x = 0 0 , JL — 0 ; y viceversa, 
si x = 0 , 4 - = ~ ( 1 4 1 , Escolio 2 . ° ) . 
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LECCIÓN 1 5 . 

Necesidad del cálculo de números aproximados, y 
doble cuestión relativa á los límites de las aproximacio
nes ( 1 7 5 ) . Errores absolutos y relativos: sus relaciones 
mutuas ( 1 7 6 ) . Adición de números aproximados: adición 
abreviada ( 1 7 7 ) . Sustracción de números aproximados: 
sustracción abreviada ( 1 7 8 ) . Multiplicación de números 
aproximados ( 1 7 9 ) . Multiplicación abreviada: regla prác
tica ( 1 8 0 ) . División con datos aproximados ( 1 8 1 ) . División 
abreviada: regla práctica ( 1 8 2 ) . Potencias de los números 
aproximados ( 1 8 3 ) . Raíces de los números aproximados, 
y especialmente raíces cuadrada y cúbica ( 1 8 4 ) . 

CAPÍTULO 3.°—CÁLCULO BE LOS HÚMEROS APROXIMADOS. 

1 7 5 . Según ya liemos indicado ( 1 6 4 ) , los números 
incomensurables han de ser calculados, en la mayoría de 
los casos, por medio de los comensurables que se les apro
ximan, y aun éstos no se calculan á veces con toda exac
titud, ya por abreviar los cálculos, ya por no ser aquella 
posible ni precisa para las aplicaciones. Pero, en todos los 
casos en que se opere con números aproximados, conviene 
sí saber hasta qué límite llega ó puede llegar la aproxi
mación, para no perder tiempo con el cálculo de guaris
mos inútiles ó innecesarios, etc. 

Es, pues, indispensable resolver para todas las opera
ciones aritméticas, con números aproximados, esta doble 
cuestión: 

Conocidos los límites de las aproximaciones de los 
datos, hallar el límite de la aproximación del resultado. 

Prefijado el límite de aproximación del resultado, 
hallar los límites de las aproximaciones que han de tener 
los datos. 

Escolio. La voz límite no tiene aquí el sentido ex-
tricto con que la definimos ( 1 4 1 ) , sino que expresa sim
plemente un número mayor que la aproximación, es decir, 
tiene el sentido que ya le dimos en el teorema ( 1 6 4 ) al 
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expresar: si un número está comprendido entre otros dos 
que se diferencian entre sí en ~ , cualquiera de éstos 
representa a aquél con nn límite de error igual (el límite) 
, i , 1 
a —, o con un error menor que —, etc. 

Escolio 2.° Adviértase que generalmente no debe de
cirse: el error ó la aproximación de tal número es igual á 
tanto, sino es menor que tal límite, ó tiene por límite este 
otro número; pues si se supiera exactamente el error ó la 
aproximación, no había necesidad del cálculo de números 
aproximados. 

176. Llámase error absoluto la diferencia entre el 
número exacto y el número aproximado, referidos á la 
misma cantidad, y error relativo el cociente del absoluto 
por el número exacto en cuestión. Ni uno ni otro de am
bos errores serán cognoscibles exactamente en la mayoría 
de los casos, pero sí será posible, y útil casi siempre, 
saber sus límites en las dos clases de cuestiones, que según 
el número anterior, surgen al calcular números aproxi
mados. Esos límites dependerán, naturalmente, de las ope
raciones efectuadas ó efectuandas con dichos números, 
pero existe en todos los casos una íntima y sencilla rela
ción entre ambos errores, según expresan los siguientes 

Teoremas. 1.° Si el error absoluto (de un número 
entero ó fraccionario básico) es menor que la unidad del 
orden m, á contar desde la primera cifra significativa de 
la izquierda considerada como de primer orden, el error 
relativo será menor que 1 dividido por dicha primera 
cifra seguida de m — 1 ceros. 

2.° Si el error relativo es menor que la unidad u del 
orden m, y el número exacto es menor que 10m x u, el 
absoluto será menor que la unidad del orden de la cifra 
que ocupe el lugar m, á partir de la primera significativa 
de la izquierda. 

.1.° Si a es un número aproximado al exacto A en 
menos de u, siendo a < u el error absoluto por exceso ó 
defecto, es decir A = a + a, y u la unidad del orden m á 
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contar de la primera cifra significativa de la izquierda K, 
será A > K x 10 m _ l X u, y por consiguiente 

JL,< - - = [i] según el enunciado. 
A K x l O ^ X u K x l O 1 » - 1 

2 . ° S i — < — y A < 1 0 m x u , s e r á - — - — < ~ 
A 1 0 m J ' 1 0 m x u 1 0 m ' 

, oc , , 
0 — < 1 , O a < U. 

U 

Corolario 1 ° El error relativo de todo número que 

tenga m cifras exactas, es menor que —-——. Pues este 
b ' H í o ™ - 1 

es el valor del límite [ 1 ] para el minimum K = 1 . 
Cor.0 2." Si además ue ser exactas las m primeras ci

fras, la siguiente es menor que la primera de la izquierda, el 

error relativo es menor que —-—. Pues siendo u<K,a.<n 
4 1 0 m 

^ u a K x J sera a < K x — y — < -
10 " A ^ K X Í O ^ X U " 1 0 m ' 

Ejemplos: 1.° Si tomamos el número 5 4 6 0 como 
aproximado al exacto 5 4 6 7 , 3 , el error absoluto 7 , 3 es 
menor que 1 0 , y como el número exacto es mayor que 

5 0 0 0 , el error relativo ~ ^ será, á fortiori ( 1 3 3 ) , menor 

que = —=z —-—, según expresa el teorema 1.° 
1 5000 500 5 X 100 ' ° r 

2 . ° Sea el número aproximado 3 , 1 4 1 5 9 , cuyo error 
absoluto, como en todo decimal que tiene más cifras que 
las tomadas, es menor que la unidad del último orden de 
éstas, aquí 0 , 0 0 0 0 1 ; el error será menor que 
0,00001 _ 1 1 

3,14159 ~~ 314159 300000 ' 
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Adición de números aproximados, 
177. Teorema. La suma de varios números aproxi

mados tendrá un error absoluto, á lo más igual ala suma 
de los errores de los sumandos; y en el mismo sentido que 
el de éstos, si todos se aproximan por defecto ó por ex
ceso (27, 3.a) 

Recíproco. Para obtener la suma de números aproxi
mados, con menos error que un límite dado a, bastará que 
cada sumando se aproxime á su valor exacto en menos de 
a dividido por el número de ellos. Así se hará la adición 
abreviada, si los datos tienen más cifras. 

Corolario. Si los sumandos no son más de 10, y cada 

uno se aproxima en menos de —-—. la suma tendrá un 
r 10« ' 

error menor que —-—: si son más de 10 y menos de 100, 

el error de la suma será menor que —-— y así sucesi-
^ IQ n—2 ^ 

vamente. 
Escolio 4.° Ya se sabe, por el número anterior, cal

cular un límite del error relativo, conociendo el del ab
soluto. 

2.° Si unos sumandos están aproximados por defecto 
y otros por exceso, es claro que aún serán menores los 
errores absoluto y relativo de la suma, que estando todos 
aproximados en el mismo sentido, y aun pudiera ser 
exacta la suma, si los errores de los sumandos se compen
saran mutua y exactamente. 

3.° Si la primera cifra decimal que sigue á las toma
das es menor que 5, claro es que el error absoluto, por 
defecto, es menor que media unidad del último orden de 
aquéllas, y si dicha cifra es mayor que 4, dicho error es 
mayor que esa media unidad, pero añadiendo 1 á la últi
ma cifra de las tomadas, se tendrá una aproximación por 
exceso menor que dicha media unidad. Tomando siempre 
los sumandos con esa aproximación mínima de media 
unidad básica del orden n, se obtendrá la suma aproxi-

26 
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mada en menos de media unidad del orden n — 1, si aqué
llos no pasan de 10; en menos de la unidad de ese orden 
n— 1, si pasan de 10 y no de 20, etc. 

Ejemplo: Para obtener aproximadamente en menos de 
0,001, una suma de diez ó menos sumandos, bastará que 
cada uno de éstos se aproxime en menos de 0,0001, ó que 
tenga exactas las 4 cifras después de la coma, etc. 

Sustracción de números aproximados. 
178. Teorema. El error absoluto de la diferencia de 

dos números aproximados en el mismo sentido, es igual d 
la diferencia de los errores de los datos. 

Pues si A = a -4- a, B = b •+- (i, siendo a y (3 los erro
res, será (93, 2.°) A— B = a — b + a — [3, [1]. 

Si es a > (3, el error a — (3 de la diferencia a — b es 
por defecto, como los de los datos; pero si 

a < ( 3 , a — p = — ((3 — a), (92) 
jA — B = a — b — {[i — *), [2], 

ó el error (3 — a es por exceso. En ambos casos es verda
dero el teorema, según las igualdades [1] y [2]. 

Análogamente se demostraría si A — a — o l , B = b—(3 
ó los datos a, b fuesen aproximados por exceso. 

Corolario. El error de la diferencia será menor que 
el mayor de los errores de los datos; y por tanto, para ob
tener una diferencia con una aproximación decimal dada, 
bastará que los datos tengan exactas las cifras hasta la del 
orden de la unidad prefijada como límite de la aproxima
ción; efectuándose así una sustracción abreviada, si los 
datos tienen más cifras. 

Ejemplo: Hallar en menos de un milímetro la diferen
cia entre la vara y el estadal, sabiendo que 1 v a r - = 0,83591 
de metro y l. e s t- 3,3436 metros. Despreciando las cifras que 
siguen á las milésimas será 3343 — 835 = 2508 milímetros. 

Multiplicación de números aproximados. 
179. Teorema. El error absoluto del producto de 

dos números aproximados por defecto es igual á la suma 
de productos de cada factor por el error del otro, y de 
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los dos errores entre sí, y es del mismo sentido que éstos. 
Pues si 
A = ¿ - f - a , B = b-h$, A JBr=ab-\-a$ + b*+*$(43). 
Con lo cual, siendo a, b los factores aproximados y a, 

(3 sus errores absolutos respectivos, queda demostrado el 
teorema. 

Corolario 1.° El error relativo del producto es menor 
que la suma de los errores relativos de ambos factores (en 
las condiciones dichas). 

Pues el error relativo 
a (3 -4- b a + a (3 a ¡3 + (b + (3) a af t+Ba 

AB AB ~ AB ~~ f ' 
y sustituyendo a por A que es mayor, será 

r < —•— = — 1 , según el enunciado. 
AB B A 

Análogamente se hallarán los límites de los errores 
absolutos y relativos en los casos en que ambos factores 
se aproximen ambos por exceso, ó uno por defecto y otro 
por exceso. 

(A = a — a, B = b — ¡3; A = a 4- a, B = b — p.) 
Cor.0 2° Gomo el producto de los errores de ambos 

factores es generalmente muy pequeño, suele despreciarse, 
y tomar como límites: del error absoluto del producto, la 
suma de los dos productos a (3 -+- b a, y del error relativo 

a (3 
la suma ó diferencia — i — — de los errores relativos 

A — B 
de los datos, según éstos se aproximen en el mismo ó en 
contrario sentido. En este supuesto, podremos afirmar que 

3.° En general, el error relativo de un producto de 
varios factores aproximados, es menor que la suma de los 
errores relativos de los factores aproximados por defecto, 
menos la suma de los errores relativos de los otros facto
res aproximados por exceso, y con mayor razón, menor 
que la suma de los errores relativos por defecto. 

180. Multiplicación abreviada. Siendo el producto 
de dos números, enteros ó fraccionarios básicos, la suma 
de los productos parciales de uno de aquéllos por las cifras 
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del otro, el error absoluto del producto total será la suma 
de los errores de dichos productos parciales, y en el mismo 
sentido que los de los datos, supuestos aproximados ambos 
por defecto ó exceso. Pero, como cada producto parcial 
expresa unidades de distinto orden, según la cifra del 
multiplicador, será conveniente cuando no se opere con 
todas las cifras de ambos factores, por innecesarias para 
alcanzar un límite prefijado del error del producto total, 
tomar en cada nuevo producto parcial una cifra más en 
el multiplicando, suponiendo que se avanza en el multi
plicador de derecha á izquierda, según lo más usual. De 
esta manera todos los productos parciales representan uni
dades del mismo orden (46, 2.° modo), y será más fácil 
fijar el límite del error del producto, menor en ese caso 
que tantas unidades de ese orden común como unidades 
simples tenga la suma de los valores absolutos de las cifras 
usadas del multiplicador (177). 

Si esa suma no pasa de 10, bastará tomar en el multi
plicando una cifra más que la del orden prefijado como 
límite del error, al multiplicarle por las unidades simples 
del multiplicador; si nasa de 10 y no 100 dicha suma, se 
tomarán dos cifras más en el multiplicando al multipli
carle por las unidades simples del multiplicador, etc., si
guiendo luego las multiplicaciones según lo ya indicado, 
tomando una cifra más á la derecha en el multiplicando, 
por cada lugar que se avanza á la izquierda en el multi
plicador; para facilitar lo cual se acostumbra invertir las 
cifras del multiplicador según la siguiente 

Regla práctica. Para la multiplicación abreviada de 
dos enteros ó decimales, con menos error que la unidad 
de un cierto orden (mayor naturalmente que las inferiores 
de los datos), se coloca el multiplicador invertido debajo 
del^ multiplicando, de modo que sus unidades simples estén 
bajo la cifra de orden inferior en un lugar ó dos (*) á la 
unidad límite del error; se efectúan todos los productos 
parciales empezando cada uno en la cifra del multipli-

(*) Como es¡raro que la suma de las cifras del multiplicador pase 
de 100, no creemos necesario considerar ese caso excepcional. 
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cando que esté sobre la respectiva del multiplicador, se 
suman todos esos productos (que son de ese orden inferior 
al fijado), y despreciando una ó dos cifras á la derecha 
en la suma, se tendrá el producto con la aproximación 
pedida. 

Ejemplo. Hallar el producto 6366 x 3,141592 con 
menos error que 0,001. Tomemos por multiplicador, como 
se hace casi siempre, el factor de menos cifras 6366. Es
cribiéndole invertido bajo el 3,14159200 
multiplicando, de modo que X 6366 
las unidades simples 6 estén 
bajo las cienmilésimas 9, re- 1884955200 
sultara, despreciando las dos 94247760 
últimas cifras y forzando la 18849552 
unidad en la última res- 1884954 
tante, que el producto bus-
cado es 19999,375. 19999,37466 

Escolio. Gomo es natural, se suplen con ceros los 
lugares de las cifras que falten para poder aplicar la regla. 
Tal sucede en el ejemplo anterior. 

División con datos aproximados. 
181. Teorema 1.° El error absoluto del cociente de 

un número aproximado por otro exacto, es igual al co
ciente del error del dividendo por el divisor, y en el mismo 
sentido que aquél. 

Pues si el dividendo es A = a 4- a y el divisor B, es 
claro que {a 4- a) : B = a : B 4- a : B, donde se ve que 
el error a : B del cociente, es el enunciado en el teorema. 

Corolario. El error relativo en este caso será 
a * = igual al error relativo del dividendo. 
A : B A 

Teorema 2.° El error relativo del cociente de dos nú
meros aproximados es menor, en todos los casos, que la 
suma de los errores relativos de los datos. 

Pues, siendo el dividendo igual al producto del divisor 
por el cociente, el error relativo del dividendo será (180,3.°) 
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menor qne la suma de los errores relativos del divisor y 
del cociente, y con mayor razón el error relativo del co
ciente será el enunciado en el teorema. 

Corolario. Para obtener con m cifras exactas, el co
ciente de dos números' aproximados, basta que cada uno 
de ellos tenga m + % cifras exactas, y á veces § + 

Pues esto equivale á que su error relativo sea menor 
1 , 1 que — , y con mas razón menor que y por 

H 1 0 m + * J 2 x l 0 m 

lo tanto el error relativo del cociente será menor que 
2 x 1 _ 1 

2 * x 1 0 m 1 0 m ' 
Escolio. Considérense los casos particulares en que 

uno ú otro de los datos sea exacto. 
1 8 2 . División abreviada. Como en todos los casos 

se puede reducir á la de enteros la división de fracciones 
decimales ó básicas ( 1 5 7 ) , bastará saber hallar abreviada
mente el cociente entero de dos números de esta especie, 
sean exactos ó aproximados. 

Regla práctica. Para hallar abreviadamente el co
ciente entero de dos números de esta especie, se marcan á 
la izquierda del divisor las cifras suficientes para que el 
número que expresen sea igual ó mayor que el de cifras 
del cociente multiplicado por 9; esas cifras marcadas for
marán el último divisor parcial, y de las que les siguen 
se contará una menos que las del cociente, tachando ó su
primiendo las restantes; todas las no tachadas compondrán 
el primer divisor ó divisor de entrada. 

Suprímanse ó táchense también á la derecha del divi-' 
deudo tantas cifras como quedaron en el divisor completo 
á la derecha de las marcadas; lasque resten formarán el 
primer dividendo. 

Divídase ese primer dividendo por el primer divisor y 
se tendrá la primera cifra del cociente; multipliqúese ésta 
por su divisor, y restando el producto del dividendo res
pectivo, el resto será el segundo dividendo parcial, el cual 
se dividirá por el número que quede quitando al primer 
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divisor su cifra de la derecha; y análogamente se conti
nuará hasta obtener la última cifra ó sea la de las unida
des del cociente total. 

Sean, p. ej., los números 19999,37466 y 3,141592 cuyo 
cociente queremos hallar con menos error de una unidad 
simple. 

Añadiendo un cero al dividendo y quitando las comas, 
queda reducida la cuestión á buscar el cociente entero de 
19999374660 : 3141592 cuyo cociente ha de constar, sin 
duda, de 4 cifras (62). Gomo 4 x 9 = 36, marqúense (con 
puntos) las tres primeras cifras de la izquierda en el di
visor, que componen el entero 314 mayor que 36; y con
tando luego otras tres (una menos que las que ha de tener 
el cociente), prescíndase de la restante 2. Prescíndase 
también en el dividendo de las 4 cifras de la derecha, pues 
4 fueron las que quedaron en el divisor después de las 
marcadas, y dividiendo el número 1999937 por el 314159 
se tendrá la primera cifra 6 del cociente; la cual, multi
plicada por su divisor y restado el producto de su divi
dendo, da el resto 114983. Dividido este número por 31415, 
resulta 3 para segunda cifra del cociente; la cual, por 
trámites análogos, da el resto 20738, que dividido por 3141 
da 6 para tercera cifra del cociente; y por último, el resto 
correspondiente 1892, dividido por 314, da la última cifra 
6 del cociente pedido. 

Escolio. Siendo estos números los mismos del ejem
plo (180), quedan mutuamente comprobadas ambas ope
raciones. 

Ejemplo: 

19999374660 
114983 
20738 

1892 
0008 

3141592 
6366 

Para demostrar esa regla enunciada, y ya aplicada al 
anterior ejemplo, observemos que al restar, no los pro
ductos del divisor por cada cifra del cociente, sino otros 
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números menores, el exceso del dividendo sobre la suma 
de los productos restados es evidentemente 84660,—nú
mero formado poniendo á la derecha del último resto las 
cifras suprimidas en el dividendo.—El cociente hallado 
es, pues, el exacto del dividendo menos ese resto 84660 y 
más los productos despreciados, por el divisor dado. Si 
cada uno de esos dos números (resto y suma de productos 
despreciados) es menor que el divisor, es claro que el co
ciente entero hallado no podrá diferir en una unidad del 
verdadero. Desde luego el resto lo es (menor que el divi
sor), pues siendo el mismo el número de cifras suprimi
das, en dividendo y divisor, y siendo el último resto par
cial menor necesariamente que el último divisor, también 
será el resto completo menor que el divisor completo 
(8 < 314, 84660 < 3141592 en el ejemplo puesto). En 
cuanto á los productos despreciados, ó sea los de cada 
cifra del cociente hallado, por las del divisor total que 
están sucesivamente á la derecha de cada divisor parcial, 
son indudablemente los que se hubieran despreciado en la 
multiplicación abreviada (180) del divisor por el cocien
te, colocando este invertido de modo que sus unidades 6 
estuvieran bajo la última cifra 4 del último divisor. Gomo 
esta cifra representa tantas decenas de millar como unida
des hay en la suma délas cifras del cociente, siendo 4 el 
número de esas cifras, claro es que dicha suma de produc
tos es menor que 4 x 9 decenas de millar. Pero el último 
divisor es igual ó mayor que 4 x 9 , luego la suma de los 
productos despreciados es menor que este último divisor, 
considerado con su valor relativo 3140000, y con más 
razón menor que el divisor total 3141592. 

Corolarios. 1.° Si alguna de las divisiones parciales 
es exacta, se añadirán á las cifras halladas del cociente 
tantos ceros como cifras le faltaren; pues esas serían las 
que resultarían siguiendo la regla. 

2.° Si algún dividendo parcial contiene 10 veces á su 
respectivo divisor, se completará el cociente con tantos 
nueves como cifras faltaren por hallar. Pues aquello indica 

ue al dividendo anterior le faltaban menos de 10 unida-
es para dar cociente exacto, teniendo una unidad más el 
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cociente parcial respectivo; luego según el corolario an
terior, éste es también verdadero, siendo el cociente que 
debe ser el así completado." 

Escolios. l.° Si el divisor no tiene bastantes cifras 
para formar el divisor de entrada, se puede añadirle ceros, 
y otros tantos al dividendo, pero eso equivale, sin duda, 
á comenzar la división por el método general (61), basta 
que las cifras que falten del cociente permitan usar el 
abreviado. 

2.° Si se quiere un cociente aproximado hasta una 
unidad decimal dada, se añadirán al dividendo tantos 
ceros como cifras decimales se quieran, separando luego 
éstas; supuestos enteros, mientras se opera, dividendo, 
divisor y cociente. 

Potencias y raíces de números aproximados. 

183. Teorema. El error relativo de cada potencia, 
de grado entero, de un número aproximado por defecto es: 

mayor que el error relativo de ese número, y 2.°, me
nor que el producto del grado de la potencia por dicho 
error relativo de la raíz. 

Lo 1.° es consecuencia del número 179, teorema, no 
siendo una potencia de grado entero más que un producto 
de factores iguales. 

Lo 2.° si 4̂ = a + a, siendo el error relativo de a 
A 

como an = ax ax a... (n factores a), el error relativo 
de an será menor que — — ¡ — - — i — — . . . (n veces), es 

A A A 
decir, menor que —̂— x n, según el enunciado. 

Corolarios. l.° El error relativo del cuadrado de un 
número aproximado por defecto, es menor que el duplo 
del de ese número; y el del cubo, menor que eJ triplo del 
respectivo error de la raíz, etc. 

2.° Para obtener con m cifras exactas, después de la 
coma, el cuadrado ó el cubo de una fracción básica, es 

27 
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suficiente que ésta tenga exactas las m -h 4 cifras fraccio
narías, si la primera de la izquierda no es menor que 2 03 
respectivamente; y si lo es, será preciso que tenga m -+- % 
cifras decimales exactas el número, para que tengan m 
respectivamente su cuadrado ó su cubo. 

Ejemplo. Para hallar el cuadrado y el cubo de 
3,14159265... con 4 cifras decimales exactas, bastará 
tomar 3,14159 para el cuadrado y 3,141592 para el cubo. 

184. El error relativo de una raíz aproximada por 
defecto, es menor que el de la potencia respectiva, pero 
mayor que éste dividido por el índice. 

Pues, si a es el error absoluto de la raíz de grado n, y 
(3 el de la potencia de dicha raíz A, sabemos por el núme-
anterior que 

1.° - í — > , o lo que es igual — < 
A n A A A n 

2.° -7-- < - 7 - X n; y por tanto, dividiendo por n, 

Corolario. Para obtener una raíz cuyo índice sea 
menor que 10, con m cifras decimales exactas, basta que 
el número cuya raíz se extrae tenga m + 4 cifras exactas. 

Ejemplos. l.° Calcular | / 3,141592 con 3 deci
males exactas. 

2.° Calcular la raíz cúbica de ese mismo número con 
igual aproximación. 

Escolio. Para extraer abreviadamente raíces cuadra
das y cúbicas, ya dimos en el número 124 los procedi
mientos más usuales. 

A 

A ' A 
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1 / 2 + ^ / 2 + 1 / 3 I / 2 - l / 2 - ( / 3 

3. a Demostrar que 

— = l / 3 + l / 3 . 
3 — 

4. a Demostrar que todo número impar que no sea un 
múltiplo de 4 más 1, tiene su raíz cuadrada irracional. 

5.a Demostrar que todo entero que tenga 5 por cifra 
de las unidades, y la de las decenas no sea 2, no es cua
drado perfecto. 

• 6. a Extraer las raíces cuadrada y cúbica del número 
3240 descomponiéndole en sus factores primos. Id. del 

v ¿ 3240 , , Í8 /777 
quebrado que deben ser X ( / 910 y 
4 1288651 4 10829 ]/ J 

3 

X |/27795 respectivamente. 1547 
7. a Ningún número par no divisible por 8 puede ser 

cubo perfecto. 
8.a Ningún número impar que no sea igual á un 

múltiplo de 8 más ó menos 1 ó 27, puede ser cubo per-

Cuestiones sobre números incomensuraWes y aproximados. 

1.a Demostrar que 

l / 2 + l / T x | / 2 - l / T = i . 
2. a Comprobar que 

2 + 1 /1 2 - 1 / 3 . / -
= 1/2. 
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9.a Un numero terminado en 5, no puede ser cubo si 
la cifra de las decenas no es 2 ó 7. 

11. Id, [/ 3 — i / 2 con 4 decimales exactas. 
12. Sabiendo que el año tiene 365 días y 0,2564, cal

cular con tres decimales los días que tiene un siglo. 
13. Calcular en menos de un kilómetro y abreviada

mente la distancia del Sol á la Tierra, sabiendo que la luz 
de aquel astro tarda en llegarnos 498 segundos, con la 
velocidad de 308000 kilómetros por segundo. 

14. Comprobar por división abreviada el cálculo an
terior. 

15. Multiplicar abreviadamente la distancia hallada 
en la cuestión 13, por el número 6,283184, para obtener 
también en kilómetros la longitud de la órbita terrestre 
supuesta circular. 

16. Calcular en menor de 0,01 el producto 

17. Hallar en menos de un kilómetro la distancia de 
Granada al Ecuador, sabiendo que su latitud geográfica 

18. Hallar con 4 cifras decimales exactas las raíces 
cuadrada y cúbica del n.° incomensurable 2,718281828... 

19. Demostrar que 
1 4- 2 3 -f- 3 3 -f- ... + n 3 = (1 + 2 4- 3 + ... n) \ 

10. Calcular 1 / 5 4- [ / l l en menos de 0,001. 

es 37° 11', y que cada grado equivale á 40000 
360 

kilómetros. 

20. Calcular [ / 2 4- [ / 2 4- V 2 en menos de 0,0001. 



L I O CUARTO—COMPARACIÓN ARITMÉTICA. 
CAPÍTULO 1.°—COMPARACIÓN POR DIFERENCIA. 

LECCIÓN 1 6 . 

Razón por diferencia ó aritmética: sus antecedente y 
consecuente ( 1 8 5 ) . Equidiferencia: sus antecedentes, con
secuentes, medios y extremos; equidiferencias continuas 
( 1 8 6 ) . Propiedad fundamental de toda equidiferencia; 
id. de las continuas; recíprocos ( 1 8 7 ) . Modo de hallar un 
término incógnito en una equidiferencia general ó con
tinua ( 1 8 8 ) . Cuarto y tercero diferencial á dos números 
dados; medio diferencial ó aritmético entre dos ó más nú
meros: su uso ( 1 8 9 ) . Formas varias de una misma equidi
ferencia ( 1 9 0 ) . Progresión aritmética ó por diferencia: 
progresión creeiente y decreciente, limitada é indefinida 
( 1 9 1 ) . Fórmulas del término general ó último, y de la 
suma de todos; cuestiones que pueden resolverse mediante 
esas fórmulas ( 1 9 2 ) . Interpolación de medios diferencia
les entre dos números dados ( 1 9 3 ) . Interpolación del mis
mo número de medios entre cada dos términos de una pro
gresión por diferencia ( 1 9 4 ) . 

ART.° 1.°—EQUIDIFERENCIAS. 

1 8 5 . Se llama razón por diferencia 6 razón aritmé
tica, de dos números cualesquiera, su diferencia ó resta, 
cuando no tanto se trata de hallarla, cuanto de compa
rarla (generalmente por igualdad) con otra ú otras razones 
de esa misma especie. En esos casos el minuendo toma el 
nombre de antecedente, y el sustraendo el de consecuente: 
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y es claro que el antecedente será igual al consecuente 
más la razón, y el consecuente es igual al antecedente 
menos la razón. 

186. Se llama equidiferencia, y también,—aunque 
ya es poco usado,—proporción aritmética ó por diferencia, 
á la igualdad de dos diferencias indicadas, ó de dos razo
nes aritméticas. Su fórmula general será, pues, 

a—b — c—d, [1]. 
Antiguamente se escribía a.b'.e.d, y se leía a es 

aritméticamente á b, como c es á d. Mas, como el punto 
y los dos puntos tienen otros significados aritméticos, no 
deben escribirse las equidiferencias sino en la forma [1], 
aunque pueden leerse de ambos modos indistintamente. 

Toda equidiferencia general tiene, pues, dos antece
dentes a, c (en la [1]), dos consecuentes b, d; dos extre
mos a, dj dos medios b, c. 

Si los términos medios son iguales, ó no hay más que 
un medio repetido, la equidiferencia se llama continua; 
su fórmula es por tanto, a — b = b — c. 

i r i (De equidiferencia general, 10 — 8 = 5 — 3 . 
ejemplos. | D e equidiferencia continua, 15—10=10—5. 
187. La propiedad fundamental de toda equidiferen

cia es que la suma de los extremos es igual á la de los 
medios, y por tanto, al duplo del término medio en las 
continuas. 

En efecto, si añadimos los consecuentes á los dos miem
bros de la igualdad a — b = c — d, [1], resultará esta otra 
a—b + b-\-d~c — d+ b -+- d, [2], y como 
— 5 + 5 — 0, — d-\- d = 0, se reduce la igualdad [2] á la 
siguiente a -+ d = b •+• c, según la 1. a parte del enunciado. 

Para la 2. a deduciremos por idénticas operaciones, ó 
aplicando la 1.a, que si 

a — b= b — c será a + c==b -+- b = 2 b. 
Recíprocamente: si la suma de dos mímenos es igual 

á la de otros dos, ó al duplo de un tercero, se podrá formar 
con esos números una equidiferencia que será continua 
en el segundo de esos casos. 

Pues si a + d = b + c, restando b + d de ambos 
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miembros será a -wZ — b — d = b -r- c — b — d, y redu
ciendo ó simplificando, a — b — c — d (1. a parte). 

Y si 
a^rc — %b, restando b + c, a + c — b—c=2b — b—c y 

reduciendo a — b = b — c (2. a parte). 
188. De la propiedad fundamental se deduce que si 

se desconoce un término de una equidiferencia, se puede 
hallar: sumando los de distinta posición y restando de la 
suma el análogo al incógnito, ó dividiéndola por 2, si no 
tiene aquél análogo. 

Es decir: que un extremo es igual á la suma de los me
dios, ó al duplo del medio en las continuas, menos el otro 
extremo, y un medio es igual á la suma de los extremos, 
menos el otro medio; ó á la semisuma de los extremos, 
cuando es único el medio incógnito. 

Todo lo cual se deduce de las definiciones de restar y 
dividir dos números, y de las propiedades que expresan 
las igualdades 

a -+- d = b 4- c de donde 
a — b -h c — d 
d = b •+• c —a 
b = a -t- d — c 
c = a 4- d — b 

a + c =2báe donde 
a =.2b — c 
c — 2b — a 
7 a + c 

189. El número que puede ser extremo de una equi
diferencia, cuyos otros tres términos son dados, se llama 
cuarto diferencial á esos tres números. Si estos son a, b, c 
el [cuarto- será x — b+c — a, suponiendo que se dicen 
en el orden que han de guardar, es decir que a—b = c—x. 

Tercero diferencial á dos números es otro que puede 
ser el último de la equidiferencia continua cuyos dos pri
meros sean aquéllos. Es decir, que si éstos son a, b, su 
tercero diferencial será x = 2b — a, pues esto resulta de 

a — b — b — x. 
Por último, medio diferenciad entre dos números es su 

semisuma, pues efectivamente ésta es el valor del medio 

x entre aquellos a, c; a — x — x — c, x = ——. 
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En general, medio aritmético ó diferencial entre varios 
números, es el cociente de su suma por el número de su-

ajH-^j-t-...aa mandos... x = . 
n 

Los medios diferenciales son muy usados para susti
tuir á los números que resultan de medir varias veces una 
misma cantidad; pues no habiendo generalmente razón 
para preferir uno á otro de esos números, casi siempre 
distintos, se toma en vez de cualquiera de ellos su medio 
aritmético ó diferencial. 

190. De las proposiciones recíprocas de la fundamen
tal se deduce: que se pueden cambiar entre sí de 7 mane
ras los términos de una equidiferencia dada, ó que con 4 
números tales que la suma de dos sea igual á la de los 
otros dos, se puede formar la equidiferencia ya sabida de 
8 distintos modos; á saber, s\a + d—b-+-c será 
a—o—c—d: b—a=d—c, c—a = d—b, d—b—c—a 
a—c = b—d, b—d — a—c, c—d==a — b, d—c=b—a. 

Pues, no hay más que empezar por uno cualquiera de 
los 4 números, y acabar por el sumando compañero. 

Y si se parte de una de las 8 formas, no hay más que 
permutar entre sí los medios ó los extremos, ó invertir 
las diferencias ó los miembros de la igualdad, para pasar 
á otra forma cualquiera. 

ART.° 2.°—PROGRESIONES POR DIFERENCIA. 

191. Se llama progresión aritmética ó p or diferencia 
á una serie de números tales, que la diferencia entre dos 
consecutivos cualesquiera es constante ó la misma; ele 
modo que cuatro sucesivos forman una equidiferencia, 
y tres consecutivos la forman continua. 

. Por ejemplo: ~- 5 . 8 .11 .14 .17... es una progresión 
aritmética cuya razón ó diferencia es 3. 

La progresión es llamada creciente cuando cada tér
mino es mayor que el anterior, y decreciente en el caso-
contrario, y unas y otras pueden suponerse limitadas ó 
indefinidas, según convenga. 
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Además, para simplificar y generalizar el estudio de 
sus propiedades, se supone siempre restado cada término 
del siguiente, de modo que si éste es menor, ó decreciente 
la progresión, la diferencia ó razón se supone negativa. 

192. Esto supuesto, si llamamos a al primer término 
y d á la razón, el 2.° será a 4 - d, el 3.° a4- d 4 - d — a 4 - 2d, 
el 4.° a 4 - d 4 - d 4 - d = a 4- 3 d; y es evidente que el tér
mino que ocupe el lugar n, y que supondremos el último 
u si la progresión es limitada, será [3]... u—a-\-{n—i)d; 
fórmula que traducida al lenguaje vulgar da las siguientes 
reglas: En toda progresión por diferencia, un término 
cualquiera es igual al primero más tantas reces la dife
rencia ó razón como términos anteceden á aquél; y el úl
timo término es igual al primero más tantas veces la razón 
como términos menos uno tenga la progresión. Esta podrá 
pues formularse en general 

~ a, a 4 - d, a4-2d, a 4 - 3d,... a4- (n — /) d=u. 
También se puede expresar todos los términos en fun

ción del último, pues evidentemente si u = a-{-{n—4)d, 
el sumando a será igual á la suma u, menos el otro su
mando (n — 4) d, es decir que a = u — (n— 4) d,y dando 
á n los valores sucesivos 1, 2, 3, etc., resultará la misma 
progresión escrita al revés 

4- u, u — d, u — 2 d, u — 3 d,... u — (n — 4 ) d. 
Ahora bien, si sumamos todos los términos de las dos 

progresiones inversas anteriores y llamamos 2s á la suma, 
será 2 s = (a u) -i- (a ~h u) -\- (a + u) ;(n veces). 

Pues 4- d — d — o, 2d — 2d = o, -+-3d — 3 d — o, 
4 - (n — 4) d — (n — 4) d = o, ó lo que es lo mismo, 

2s = (a + n).n y por tanto s= (a + u ) n =(a + .u) ± ? 

fórmula que se traduce en la regla siguiente: La suma de 
los términos de una progresión por diferencia es igual á 
la suma de los extremos multiplicada por la mitad del 
número de términos. 

Aplicando esa regla y fórmula á la progresión de los 
números impares 

4- 1, 3, 5, 7..., 1 4 - 2 0 — 1 ) = 1 4 - 2 % - 2 = 2n— 1, 
28 
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(1 42%— l)n 2n.n . , , 
sera 5 =  — = = n

2; luego la suma 
• * 1 í * Г .  . . . 2' . '  С . '  :2 ' - > . ' ! ¡ , r ¡ í ? t , tíí*. 
de los % primeros números impares, es igual al cuadrado 
de n. Así 1 4 3 = 4 = 2 2 , 1 4 3 + 5 = 9 = 3 2, 
1 + . 3 + 5 + 7 = 16 = 4 2 , 1 4  3 4  5 4  7 4  9 = 5 2, etc. 

De esas fórmulas que nos sirven directamente para 
calcular un término cualquiera, ó la suma de todos los de 
una progresión aritmética, dados e\ primero, la razón y el 
número de términos, se puede deducir otras que permitan 
hallar dos cualesquiera de esos 5 números a, d, n, u, s dados 
los otros tres, pero el estudio completo de esas cuestiones 
corresponde al Álgebra. 

193. Interpolar entre dos números dados varios me
dios diferenciales, es formar la progresión por diferencia 
cuyos términos extremos sean esos dos números, y los 
intermedios sean los interpolados. Para eso hay que hallar 
la razón ó diferencia de la progresión, que según se deduce 

de la fórmula [3] es d =  —  , pues el sumando (n—t)d 
n — i 

será igual á la suma и menos el otro sumando a, y el fac
tor d del producto (n — f) d será igual al producto u — a 
partido por el factor n — 4. Además, como ahí n significa 
el número total de términos, y en el problema actual ese 
número n es igual al de términos interpolandos m, 4- 2 
podemos sustituir n por m 4- 2, en cuyo caso 

7 и — а и — a », , . i - i 
d = = —, formula que traducida en 

m •+2—/ m 4- / 
regla nos dice que la razón de interpolación es igual á la 
diferencia entre los números dados, dividida por el nú
mero de medios interpolandos más uno. 

Ejemplo: Interpolar entre 10 y 100, 8 medios diferen
ciales. Aquí será a = 10, и = 100, m — 8; por tanto 

100 — 10 90 , 
d — — .— y la progresión pedida 

8 4- 1 9 
4 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100. 

194. Corolario. Si se interpola entre cada dos tórmi
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CAPÍTULO 2.°—COMPARACIÓN POR COCIENTE. 

LECCIÓN 17. 

Razón geométrica ó por cociente: su sinonimia y de 
sus términos (195). Proporción Ó igualdad fraccionaria: 
sus notaciones; sus antecedentes, consecuentes, medios y 
extremos; proporción continua (196). Propiedad funda
mental de toda proporción; id. de las continuas; recípro
cos (197). Modo de hallar un término incógnito en una 
proporción general ó continua (198). Cuarto y tercero 
proporcional á dos números dados; medio factorial, pro
porcional ó geométrico entre dos ó más números; compa
ración de los medios aritmético y geométrico entre los 
mismos números (199). Diversas formas de una misma 
proporción (200). Proporciones que se deducen de otra ú 
otras (201). Series de razones iguales ó desiguales (202). 
Progresión geométrica ó por cociente: sus variedades'(203). 
Fórmulas del término general ó ultimo, y de la suma de 
todos; cuestiones que pueden resolverse mediante esas fór
mulas (204). Interpolación de medios proporcionales entre 
dos números dados (205). Interpolación del mismo número 
de medios entre cada dos términos de urna progresión 
dada (206). 

nos de una progresión aritmética dada, el mismo número 
de medios, se formará otra progresión, cuya razón será la 
de la primitiva, dividida por la de interpolación. Pues, 
si la primitiva es ~- a, b, c, d, e,... y m, el número de 
medios entre a, b; entre b, c, etc., será 

b — a c — b d — c , . , • • \¿ i = = =. . . . = razón de interpóla
m e m + J m + 4 

ción, igual para todas las progresiones parciales, que ade
más tendrán por último término de cada una el primero 
de la siguiente, y por tanto formarán una sola progresión, 
más espesa, por decirlo así, que la primera. 
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ART.° 1.°—RAZONES Y PROPORCIONES. 

1 9 5 . Llámase razón geométrica ó por cociente, ó sim
plemente razón de dos números, al cociente de esos nú
meros, cuando no tanto se trata de hallarle cuanto de 
compararle con otro ú otros. Y como todo cociente equi
vale á un quebrado, resulta en el fondo eterno é invariable 
de los conceptos matemáticos la sinonimia siguiente: 

cociente = quebrado == razón (geométrica), 
dividendo = numerador = antecedente, 
divisor = denominador = consecuente. 

Advirtiendo, que aquí tienen todos esos nombres sus 
más latas acepciones, puesto que los números respectivos 
pueden ser enteros, fraccionarios ó incomensurables, y aun 
como veremos en la 2. a parte de la Aritmética, puédense 
referir tales nombres á cantidades concretas, aunque su
puestas medidas con sus respectivas unidades; de modo 
que toda razón es esencialmente un número abstracto, 
como indicando el multiplicador, por el cual hay que 
multiplicar el consecuente, para obtener de producto el an
tecedente. 

Las notaciones usuales de estas razones, son las ya 
sabidas a : b ó —, siendo a el antecedente y b el conse
cuente; y además de la lectura ó espresiones verbales que 
conocemos, considerada como cociente ó quebrado, se 
puede leer como razón diciendo, a es geométricamente á 
b, ó simplemente a es á b; pero escríbase ó léase como 
quiera, representa siempre el mismo número si tiene los 
mismos términos. 

196. Proporción geométrica ó por cociente, ó igual
dad fraccionaria ó simplemente proporción es la igualdad 
de cíos razones geométricas, que según los signos ya co
nocidos, ó según el uso antiguo, puede escribirse de cual
quiera de estos tres modos que importa conocer y manejar 
igualmente para las conveniencias de la práctica: 

a : b ~ c : d, — = a : b c : d. 
' b d1 
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Las dos primeras formas ya sabemos cómo se leen; la 
última, y claro es que también las otras, una vez conve
nido en ello, se lee a es á b como c es k d. De cualquier 
modo que se escriba y lea la proporción anterior (una en 
esencia aunque trina en la forma), tiene por antecedentes, 
a, c; por consecuentes, b, d; por medios, b, c, y por extre
mos, a, d. 

Proporción continua es la que tiene iguales los me
dios; por ejemplo: m : n :: n : r que se escribe también 
f-r m : n : r y se lee como m es kn, n es á r. 

197. La propiedad fundamental de toda proporción 
es que el producto de los extremos es igual al de los me
dios; ó al cuadrado del término medio, en la continua. 

a c 
En efecto, de la igualdad — = — se deduce, multi-

b d 
plicando ambos miembros por b . d,—los consecuentes,— 

abd cbd i . • t p esta otra, = — — , o lo que es lo mismo, simplin-
b d 

, , , a d b e , W,M cando esos quebrados, • == , o por ultimo 
. , i i 

a d — be, que es lo que se quería demostrar, y que apli
cado á la continua m\n\\n\r, da mr = n.n ó mr=n*'. 

Recíprocamente: si el producto de dos números es igual 
al de otros dos, ó al cuadrado de otro, se podrá formar con 
los 4 una proporción general; ó con los 3 una continua, 
respectivamente, 

Pues, si a d = be... dividiendo los dos miembros de 

esa igualdad por b . d resulta ^ = ^ C ; y simplifi-
b d b d 

, a c ,r . , , mr n* , m n 
c a n d o — — . i s imr=n,-sem =—— o — = — . 

b d n r nr n r 
198. De esa propiedad fundamental se deduce la re

solución del siguiente 
Problema. Dados tres términos de una proporción 
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general ó dos de una continua, hallar el otro. Este se ha
llará, según su posición, por las reglas siguientes: 

1. a Un 'eétr&m ts igual al producto de los medios 
dividido por el otro extremo, y un medio es igual al pro-
ducto de los extremos, partido por el otro medio. 

2. a En toda proporción continua un extremo es igual 
al cuadrado del término medio, partido,—dicho cuadra
do,—por el otro extremo; y el término medio es igual d 
la raíz cuadrada del producto de los extremos. 

1.a Pues de ad = bc resulta, dividiendo respectiva
mente ambos miembros por el factor compañero del que 

le 7 oc 7 ad ad 
se busca, a — , d ~ , o — —c — ——. 

d a c o 
2. a Demr — n2 resulta m= —,r = —,n—\/ mr . 

r m \ 
199. Llámanse, respectivamente, cuartas y terceras 

proporcionales á tres ó á dos cantidades dadas las que 
pueden formar con éstas proporción general ó continua, ó 
lo que es lo mismo, las que pueden expresarse por los 

b c n'1 

quebrados , ; el primero representa la cantidad 
4. a proporcional á las a, b, c, y el 2.° la 3 . a proporcional á 
las m y n. 

Llámase media proporcional entre dos cantidades, d 
la raíz cuadrada del producto de éstas; pues efectivamente 
puede ser el término medio de una proporción continua 

cuyos extremos sean las dos dadas. Por ejemplo: \/m r 
es la media proporcional entre m y r. 

En general: se llama media geométrica, ó media pro
porcional, ó media factorial entre varias cantidades, cuyo 
número sea n, á la raíz de grado n del producto de todas 

ellas; es decir, ( / a , . a 2 . a , . . . a n . 

Teorema. La media diferencial ó aritmética entre dos 
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números m, r, es mayor que la media factorial ó geomé
trica respectiva. 

Pues, siendo d — r — m ó r = m 4- d, 
, m + r m-hm + d 2m-\- d d .... 

sera = —±= = m -\ . Analoga-
2 2 2 2 b 

mente \ / m r = \/m ~(m 4- d) — \/m* 4- md. 
Elevando al cuadrado ambas medias 

|m 4- = mt -t-md + ^j- y m z=m"+md. 

Luego, puesto que el cuadrado de la media aritmética 
^ gfc t f J . ; , , t , . . >¡ , 

excede al de la geométrica en —, aquélla es mayor que 

ésta. 
200. De los recíprocos del teorema fundamental (197) 

se deduce que se pueden cambiar entre sí de 7 modos, los 
términos de una proporción dada, ó que se puede escribir 
de 8 maneras la proporción deducible de la igualdad de 
dos productos, pues, si ésta es a d = be, será 

a c b d c d d c 
b d ' a c ' a b ' b a 
a b b a c a d b 
c d ' d c ' d b e a 

Pues, no hay más que empezar por uno cualquiera de 
los 4 números, y acabar por su compañero del mismo pro
ducto, ó bien partiendo de una de las 8 formas, permutar 
entre sí los medios ó los extremos, ó invertir las dos razo
nes, ó los dos miembros de la igualdad, para pasar á las 
otras 7. 

201. Además de esas transformaciones de una misma 
proporción, pueden también deducirse otras proporciones 
de una dada, en virtud de los siguientes 
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b.b'.b" d.d'.d" 
4.° Los cocientes ordenados de los términos de dos 

proporciones forman también proporción. 
"i; . a c a' c , a: a' c : c 
Pues, si — = — , —- = —, claro que — -

' b d V d' H b :b' d: d 
a b' c d' 

ó -— = — . (Multipliqúense las razones de la 1 . a pro-
b a de' 

porción por las de la 2. a invertidas). 

Teoremas: 
, o r . , 7 ( antecedentes 
l. ¿¿z o diferencia de los j ^ y > o s t ¿ r m i m s 

, 7 . . i 7 ( consecuentes 
es a la suma o diferencia de los] ^QS últimos 

i un antecedente es á su consecuente 
c o m o \ el /.° es al 5.\ 6 como el 2.° es al í.° 

• b ~~dj + c ~ + d * c ~ d ' b + d ~ - d ~ b 
ó S 

2 a _a_ _ 1) 1 a , _ b ^ a - c _ b — d a — c _ _c a_ 
o d / c ~ d ' c d ' b —d d b 

Estas igualdades últimas, según se refieran á la 1.a ó 
á la 2. a, traducen las primeras ó las segundas líneas del 
Teorema 1.°; y comparadas originan el 

2° M suma 4e los j — ^ o í \ « * *» 

COMO la suma de los j j e 5 f ¿ ^ 
. # 4 - C « — C # 4 - C # 4 - ¿£ 

rencia. — — == ó ~ . 
b-h d b — d a — c b — d 

3.° Los productos ordenados de los términos de varias 
proporciones forman otra proporción. 

^ . a c a' c a" c" 
Pues, si — = — , — = —-, — = — , etc., sera 

b d b' d' b" d" 
•, . , a v a' a" c c c" 

evidentemente — x — X — == — x — X — . . . o 
b b' b" d á" d" 

a.a' .a" c. c . c" 
sea 
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5." Las potencias y las raices del mismo grado de los 
términos de una proporción, forman otras proporciones. 

an cn 

Pues, = puede considerarse como resultante 
b* dn 

de multiplicar n veces por sí mismos los términos de la 
proporción—- = —, y ésta á su vez como resultado de 

b d 
extraer las raíces de grado n de los términos de aquélla. 

Problema. Hallar dos números, dada su razón por 
cociente, y su suma ó su diferencia. Si llamamos x, y á 

esos dos números incógnitos, x el mayor, — á su razón, 
b 

s á su suma y d á su diferencia, tendremos — = —. 
y b 

Pero, como según los párrafos anteriores, 
x + v aéfib x + 7 / a-+~b , 

•—J — ~ , — ; sera, si se co-
x a y b 
i s a-\-b as s a-\-b b s \ 
i la suma x-\- y = s, — , x = —•; — = , y = —J nnPA 1 x a a + o y b a4-b\ 

l l u t t ) d a - b ad d a - b bd i . 

I la di fer . a x - y = d,— = , x = ; — = , „ = 1 

\ x a a—b y b a—b' 

202. Serie de razones iguales, como su mismo nom
bre indica, es el conjunto de tres ó más cocientes ó razo
nes iguales. 

Su fórmula es, pues, — = -^- = - ^ 2 - = . . . • = . — . 

&i #2 b3 bn 

La propiedad fundamental de tales series es: que la 
suma de varios antecedentes es á la de los respectivos 
consecuentes como un antecedente cualquiera es á su con
secuente. 

Esta propiedad es consecuencia de la primera del nú
mero anterior, pues en la proporción que forman las dos 
primeras razones se tiene — — ^ = ±±>ÉL¿~3±.~.e+c 

i . * * . K t, h 
29 
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_ , . i , a, 4- a0 4- a~ a. 
De aquí se deduce, a su vez, —————~- = — y asi 

~°i -+• # 2 + #3 ^3 
sucesivamente. 

Por último, si se tienen varios quebrados ó razones 
desiguales, la suma de los numeradores, partida por la de 
los denominadores, es mayor que el menor y menor que 
el mayor de aquéllos. Sean éstos, por orden de magnitud, 

a{ ^ ¿?-2 ^ d3 ^ ^ (f'n 

b{ b, b3 " , bn 

Llamando m al menor, ó — == m, será evidentemte 

dv == mb„ # 2 > m #2, d3>mb3, an> w bn . 
Sumando ordenadamente 

4 - « 2 + « 3 + 4- « n > n i ( b l + 52 + 53 + 5 r J , 
y dividiendo por bl 4- #2 4- 4- # n , d. 4- ÚL 4- i?, 4- ... bn ^ _ i 5 3 ^ M > 

¿ t 4- #2 4- b3 4- ... £ n 

D 
Análogamente, y llamando M al mayor —— se probará 

bn 

A « , + « , + « , + . . . + «,1 . , , que —1 - - < M. 
bK 4- b, 4- í 8 4- ... 4- bn 

ART. 2.°—PROGRESIONES POR COCIENTE. 

203. Llámase progresión geométrica ó por cociente 
todd serie de números en que cada uno es igual al ante
rior, multiplicado por un factor constante, que es la razón 
de la progresión. 

Por ejemplo: -H- 3 : 6 : 12 : 24 : 48 : 96.... etc, es una 
progresión por cociente, cuya razón es 2. La progresión 
será creciente siempre que la razón sea mayor que 1, y 
decreciente en el caso contrario. 

204. La fórmula general de una progresión por co
ciente, será, llamando a al primer término y q á la razón, 

T4 a: aq : aq1 : aq% \ aqK : aqn~y = u, [1]. 
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Es decir, que un término cualquiera es igual al pri
mero, multiplicado por la potencia de la razón, cuyo 
grado sea el número de términos anteriores; el último 
término es igual al primero, multiplicado por la potencia 
de la razón, cuyo grado sea el número de términos me
nos 1. 

Para hallar la suma de todos los términos, llamémosla 
8'= a + aq + ciq1 •+- + (aqn~l — u), de consiguiente, 
Sq = aq •+- aq"1 -t- aqz -+- (aqn = uq); restando esas dos 
igualdades, Sq — 8— uq — a, pues los demás términos se 

destruyen, ó bien, 8(q—4) = uq — a, y S = u^~a [2], 
q — i 

es decir, que la suma de todos los términos de una pro
gresión geométrica limitada es igual al último, multipli
cado por la razón, menos el 1.°, y dividida esa diferencia 
por la razón menos 1. 

Ejemplo: Dicen que preguntado Sesa (inventor del aje
drez) por su Rey, qué recompensa quería, dijo que un 
grano de trigo en la 1.a casilla, 2 en la segunda, 4 en 
la 3. a , y así doblando, hasta llegar á la 64a casilla. De 
modo, que los granos de trigo que pidió fueron los que 
vale la suma de los 64 términos de la progresión.... 

~ 1 : 2 : 4 : 8 : 16 : : 1 x 2 6 3 , que son 

8= ~-^=2u— 1 == [2 U * 4 = (65536)4=(4294967296)2]—1. 

Si una progresión es creciente, claro es que la suma 
de sus n primeros términos crecerá con n, y que por tanto, 
no hay tal suma, ó, como se dice, es infinita cuando la 
progresión sea indefinida. Pero si es decreciente no sucede 

eso, pues, como evidentemente en la fórmula 8=—-—-, 

u vale cero cuando sea el último término de una progre

sión decreciente [indefinida, queda 8 — —— =——, 
H q—4 4—qy 

de modo, que la suma de los infinitos términos de una 
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progresión geométrica decreciente indefinida, es igual al 
1.°, dividido por la diferencia entre 1 y la razón. 

Las fórmulas [1] y [2], como sus análogas las de las 
progresiones por diferencia, sirven para resolver, conve
nientemente transformadas, todas las cuestiones en que, 
dadas tres de las cinco cantidades a, q, n, u, S, se pidan 
las otras dos. Y con más razón que en aquéllas, la resolu
ción de esas cuestiones corresponde al Álgebra. 

205. Interpolar medios proporcionales entre dos nú
meros dados, es formar la progresión geométrica cuyos 
extremos sean dichos números. 

Para eso hay que hallar la razón de la progresión pe
dida, en la fórmula [1]... u==aq

n

~~\ Dividiendo por a, é 

invirtiendo ambos miembros... # n~ 1 = — , y extrayendo la 
a 

n  l _ 

raíz de grado n — q = | / JL. Si llamamos m al número 
\ a 

de términos interpolandos, n = m+2, ó n— / = » + 4, 

y la fórmula de interpolación será q = ^/'и : a, es decir 
que la razón de interpolación es igual á la raíz del co
ciente de los dos números dados, cuyo grado sea el número 
de términos interpolandos, más 4. 

Ejemplo: Interpolar entre 4 y 1024, siete medios pro
8 8 

porcionales. Será q = \ / 1024 : 4 = [ / 2 5 6 = 2, y la 
progresión pedida 4 :8 :16 : 32: 64:128:256:512:1024. 

206. Si se interpola el mismo número de medios pro
porcionales entre cada dos términos de una progresión 
geométrica dada, se formará otra progresión cuya razón 
será la raíz de la razón de aquélla, cuyo grado será el nú
mero de términos interpolados, mas 1. 

Pues siendo constante el cociente de cada dos térmi
nos seguidos, de la progresión dada, y el mismo el índice 
de la raíz que hay que extraer de ese, para todas esas in
terpolaciones, la misma será la razón de interpolación 
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para todas las progresiones parciales, que serán, además, 
continuación cada una de la anterior, pues el último tér
mino de la una es el primero de la siguiente. 

CAPÍTULO 3.°—LOGARITMOS. 

LECCIÓN 1 8 . 

Concepto histórico ó aritmético de los logaritmos ( 2 0 7 ) . 
Infinidad de éstos para cada número y viceversa; sistema, 
lase ( 2 0 8 ) . Identidad del logaritmo del mismo número en 
cada sistema, y recíprocamente ( 2 0 9 ) . Concepto lógico ó 
algebraico de los logaritmos ( 2 1 0 ) . Acuerdo de ambos con
ceptos ( 2 1 1 ) . Propiedades generales de los logaritmos, en 
cualquier sistema; diferencia entre los de base mayor y 
menor que i ( 2 1 2 ) . Razón de los logaritmos de dos núme
ros en cualquier sistema; y de los de un mismo número 
en dos sistemas; módulos relativos ( 2 1 3 ) . Módulo según 
Neper, en general, y de su sistema: base de éste ( 2 1 4 ) . Sis
tema vulgar ó deBriggs y sus propiedades principales; ca
racterísticas, mantisas ( 215 ) . Método de Long para ha
llar el logaritmo de un número entero ó decimal ( 2 1 6 ) . 

ART.° 1.°—TEORÍA DE LOGARITMOS. 

2 0 7 De la evidente analogía que hay entre las pro
piedades de las progresiones por diferencia y por cociente, 
dedujo el escocés Juan Neper la teoría de los logaritmos, 
números que abrevian muchísimo los cálculos complica
dos, y que tienen, como veremos pronto, otro origen más 
científico, aunque no tan sencillo y elemental como el 
ideado por Neper, al que suele llamarse origen histórico 
ó aritmético, á diferencia del otro, llamado origen lógico 
ó algebraico. Para poder armonizar ambos conceptos y 
utilizar los logaritmos, precisa suponer que las progresio
nes comparadas cuentan entre sus términos correspon
dientes al cero la aritmética y al uno la geométrica. 

Partiendo de esa hipótesis fundamental, y siguiendo 
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las notaciones ya adoptadas en los capítulos anteriores, 
podremos representar ambas progresiones indefinidas en 
ambos sentidos, por 
~ ~nd, —3d.~-M.--d. 0. d. M. 3d oíd... 

^ —R • : — : — : — : / : q : r q•' : í n . . . 
# n # # # 

Los términos de la primera de estas progresiones son 
los logaritmos de los correlativos ó correspondientes de la 
segunda, es decir, que según su concepto ú origen his
tórico... 

Logaritmos son los términos de una progresión por 
diferencia que tiene entre ellos al cero, g que correspon
den ordenadamente á los de una progresión por cociente 
que cuenta entre sus términos al i. Esa correspondencia 
empieza por la de 0 y /y y continúa en ambos sentidos, 
de modo, que cada término de la primera progresión es 
logaritmo del número correlativo de la segunda. 

208. De esta definición se deduce que, si para unas 
mismas progresiones cada número sólo tiene un loga
ritmo, y recíprocamente á cada logaritmo corresponde un 
solo número; en cambio, como se puede variar hasta el 
infinito ambas progresiones, cada número tiene ó puede 
tener infinitos logaritmos, y cada logaritmo infinitos nú
meros correspondientes, bastando fijar aquéllas para que 
éstos queden determinados. 

Llámase, pues, sistema de logaritmos, al conjunto de 
todos los números y sus logaritmos deducidos de las mis
mas progresiones primitivas; pues, sean esas cuales fue
ren, es preciso suponerlas luego más espesas, interpo
lando otros términos, para que todo número tenga su lo
garitmo, y recíprocamente. 

Esas interpolaciones se supondrán hechas en cada pro
gresión, según las condiciones dichas (194 y 206), siendo, 
además, idénticos los números de términos interpolados 
en una y otra, y bastante grandes dichos números ó pe
queña la razón respectiva, para que, si un logaritmo ó un 
número determinado no está exacto en la progresión co
rrespondiente, esté, sí, entre dos términos cuva diferencia 

http://�3d.~-M.--d
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sea menor que el límite del error prefijado para los cál
culos. Con todas esas condiciones, claro es que siempre 
puede suponerse á cualquier número dado como formando 
parte exacta ó aproximadamente de la progresión por co
ciente, y teniendo su correlativo en la por diferencia; y 
recíprocamente á cualquier logaritmo dado, como incluido 
exacta ó aproximadamente en la progresión aritmética, y 
teniendo su número correspondiente en la geométrica; ó 
en otros términos, y recordando los teoremas ( 1 6 4 y 1 6 6 ) 
de la Teoría de los límites, todo número tiene su loga
ritmo y todo logaritmo su número correspondiente en 
cada sistema, por lo cual puede caracterizarse cada uno 
de éstos por el número correspondiente á un logaritmo 
dado, ó viceversa; y de ahí que, refiriéndose á la unidad, 
se suponga determinado cada sistema por su lase, que es 
el número cuyo logaritmo es igual á 4. 

2 0 9 . Mas, para que esa definición esté justificada, es 
necesario demostrar que, si un número puede ser incluido 
de varios modos, ó sea por distintas interpolaciones, en la 
progresión respectiva, tendrá siempre el mismo logaritmo, 
ó eí mismo término correlativo en la otra progresión, y 
recíprocamente. Por supuesto, partiendo de las mismas 
progresiones primitivas. 

Supongamos que dicho número resulte igualmente de 
interpolar m ó m' medios entre cada dos términos de la 
progresión primitiva, cuya razón sea q. La razón de in-

terpolación será respectivamente ( 2 0 5 ) ^/ q ó J y 7 q y 

si n, ñ son los grados de las potencias respectivas, será 
m 4-1 m '4-1 
^/q" _ ^/qñ7- Elevando á (m+4) (m'+4), resulta ( 1 7 3 ) 
qn (m'rfi) —gm' (pi+t)̂  por consiguiente n(m'+4)=n' (m+4), 

,. , d , dn dñ 
y multiplicando por — ~¡~y~——, sera 

(m+4) (ni•+- 4') m+4 m'+4 
_d__ 

m + 4 " m+4 
d d 

p e r o y son las razones para interpolar 
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entre cada dos términos de la progresión aritmética, cuya 
razón es d, m ó m' medios, y n, n' son los factores preci
sos para que los términos interpolados en esa progresión 

los... j / — ó s interpolados en la progresión por co

ciente, que es lo que debíamos demostrar. 
Análogamente, inviniendo cálculo y razonamiento, 

se demostraría el recíproco. 
210. La lase de cada sistema de logaritmos, á cuyo 

concepto hemos llegado partiendo de la definición histó
rica ó neperiana de esos números, es á su vez el punto de 
partida de la definición científica ó algebraica, según la 
cual, logaritmo de un número en el sistema de lase l es 
el exponente de la potencia á pie lia de elevarse dicha 
lase, para que esa potencia sea aquel número. Es decir, 
que si lx = n, x es el logaritmo del número n, en el sis
tema de base l. En este concepto, la operación de hallar 
logaritmos viene á ser una segunda rama inversa del al
goritmo graduación, cuya rama directa es la elevación á 
potencias, y la primera rama inversa la extracción de raí
ces. La existencia, y aun la necesidad de esa segunda 
rama, se debe prever desde el momento en que se sabe 
que, á diferencia de los sumandos en la suma, y los fac
tores en el producto, el grado J la raíz de una potencia 
no pueden ser permutados sin variar el resultado, y por 
tanto, es muy distinto buscar la raíz, dados la potencia y 
el grado (extracción de raíces), q n e buscar el grado ó ex
ponente (el logaritmo), dadas la potencia, y su raíz ó base 
correspondiente. 

211. El acuerdo de ambas definiciones es fácilmente 
demostrable, pues si en la expresión lx damos á x valores 
variables en progresión aritmética d, 2d, 3d,... nd, re
sultarán las potencias respectivas... ¥ , lM, lM... # n d , que 
están en progresión geométrica. Y recíprocamente: si su
ponemos que qn es el término de la progresión geomé
trica, cuyo correspondiente en la aritmética es 4, es de-

dn , dn' o 
m+4 m ' + y 

... ocupen los lugares correspondientes á 
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cir, que qn=-b (base según su primera definición) y nd=1, 
ó n— — será qn~q d =b, y elevando á la potencia de 

d .«, • r \ , 

grado d (173) q=bd; luego los términos de la progresión 
por cociente pueden expresarse así: 

a : — : ~ : — : y : ¥ : ¥ A : : ¥ á : 

Donde se ve que, en efecto, los logaritmos de los tér
minos mayores que 1 son los exponentes de las respectivas 
potencias de b; y en cuanto á los menores que 1, también 

tienen esa propiedad, puesto que en general, — == 2>-x, 
••. • . . . / ; x 

aunque no es fácilmente demostrable esta última igual
dad hasta la completa generalización de las^ ideas de po
tencia y de exponente, que corresponde al Álgebra, y por 
eso se llama algebraico ese concepto exponencial de los 
logaritmos. 

212. De ambos conceptos se deducen fácilmente las 
siguientes propiedades, sea cual fuere el sistema: 

1 . a El logaritmo de i es 0, y el de la base es i (se
gún las definiciones). 

2. a Ésta (la base) debe ser un número positivo dife
rente de / . Pues todas las potencias de 1 son también 
iguales á 1, y las de los números negativos son disconti
nuas, aunque el grado varíe continuamente ó por inter
valos infinitamente pequeños. 

Cor.0 Los números negativos no tienen logaritmos. 
3 . a El logaritmo de un producto es igual á la suma 

de los logaritmos de los factores. 
Pues 6 n x bn' X bn" = Jn+n'+n"... (167-9.°) 
4. a El logaritmo de un cociente es igual á la dife

rencia de los logaritmos del dividendo (minuendo) y del 
m 

divisor (sustraendo). Pues siendo — = q ó m = n x q, 
n 

será log m—log n-r-log q, y por tanto, log q—log m—log n. 
5. a El logaritmo de una potencia es el producto de su 30 
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exponente por el logaritmo de la raíz correlativa. Porque 
)m==bm-n (167-10). 
6.a El logaritmo de una raíz es el cociente del de la 

potencia correlativa, por el índice. Pues siendo log am= 

m x log a, será % # — ~ ~ - , y como « = \ / am, que

da demostrada esta 6. a propiedad general. 
7. a Si la dase es mayor que 4, ó ambas progresiones 

van en el mismo sentido, los números mayores que 4 tie
nen sus logaritmos positivos, y los números menores que 
4 logaritmos negativos, á mayor número corresponde ma
yor logaritmo, ó viceversa, y por tanto, log o o rr~. o o . 
iog 0==—°° (174-1.°) 

8. a Si la dase es menor que 4, ó las progresiones co
rrespondientes van en sentido contrario, los números ma
yores que 4 tienen sus logaritmos negativos, los menores 
que 4, logaritmos positivos, á mayor número menor loga
ritmo ó viceversa, y por tanto loa 0 — © o , loa o o = — © o . 
(174,2.°) y . 

213. La razón de los logaritmos de dos números 
dados es constante, ó la misma en todos los sistemas. 

Pues, si M, N son dos números, b, b' las. bases de dos 
sistemas y m, m'; n, n' los logaritmos respectivos, es 
decir, que [1]... M=bm= b'm', N = bn=b'n': toman
do logaritmos en cualquier sistema, pero el mismo, délas 
igualdades [1], según la proposición 5. a, será: 

logM—mlogb—m' log b', log N—nlog b—rilogV', 

y dividiendo ordenadamente m^°9^ _ m % ^ ? v 

n log b n' log b' 
simplificando, — = —, [2]. 

n n' 
Permutando los medios en la proporción [2], resulta 

m n ' esta otra — = ——K, es decir que también es constante 
m' n' 

la razón de los logaritmos de un mismo número en dos 
sistemas distintos. Esta razón se llama módulo de trans-
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formación, porque sirve para pasar de un sistema á otro, 
n 

puesto que de la igualdad [3] — = i"resulta[4] n~Kn, 
n' 

es decir que el nuevo logaritmo n (base b), es igual al 
primitivo n' (base b'), multiplicado por el módulo K; el 
cual es el logaritmo de la primera base b' en el sistema 
nuevo; pues, verificándose la igualdad [3] para cuales
quiera logaritmos, será, aplicándola á la base V 
log l b' 
- — = K, ó, puesto que log yV = 1, K — log ^ V, 

según lo dicho. Para determinar ese logaritmo K, no hay 
más que hacer n = / en la igualdad [4], ó lo que es lo 
mismo, suponer que el logaritmo n es el de la nueva 
base b (en su sistema), en cuyo caso resulta, sustituyendo 
valores, i == log , b' x log b, ó log -,b'~ — , 

b b b log y b 
es decir que el logaritmo de la base antigua en él sistema 
nuevo es igual á i partido por él logaritmo de la base 
nueva en el sistema antiguo, ó que los módulos para pasar 
mutuamente de un sistema á otro son también números 
inversos ó recíprocos; que así son llamados dos números 
cuyo producto es igual á 1. 

214. Además de esa acepción de la voz módulo, en 
el sentido que pudiera llamarse relativo, puesto que sirve 
para relacionar un sistema con otro, hay la que dio Neper 
á esa palabra. Suponiendo, como ya hemos dicho, que las 
progresiones que constituyen cada sistema tienen sus tér
minos (de cada una) tan próximos uno á otro, en valor 
numérico, como se quiera, lo cual exige que la razón § de 
la progresión por diferencia sea poco diferente de cero, y 
la de la progresión por cociente sea muy próxima á 1, 
(1 + a) , Neper llamó módulo de cada sistema de logarit
mos al límite del cociente — cuando a y (3 tienden hacia 

a 
cero ó son infinitamente pequeños; y adoptó para su sis-
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tema el módulo 1, ó aquel en que p = a. De esto se de
duce que la base Neperiana es el límite de la potencia 

(1 + a) a cuando a = 0; pues, las dos progresiones de 
ese sistema serán: 
-'- na ... — 2 a . —a . 0 . a . 2a ... na 
¿4 1 -: ... ; 1 ^ : - l _ l ; ( l + a ) : ( l+aV: . . . ( l + a)n 

( 1 + a ) » (1 + a ) 2 1-h*. ' V } V ] 

luego, si suponemos que n a = i, ó que (1 + a ) n = e (base) 

será n = — y por tanto e = \\ a) a , cuando a = 0. 

215. Pero, si ésta es la base natural, ó más sencilla 
bajo el punto de vista teórico, no así para la práctica ó 
aplicación de los logaritmos á la abreviación de cálculos; 
en que por razones análogas á las que hacen preferible el 
sistema decimal de pesas y medidas, conviene también 
que la base logarítmica sea la misma base numerativa 
ó 10. Estos son los logaritmos vulgares ó Briggianos, 
pues ya los usó Briggs, discípulo de Neper. Las progre
siones primitivas del sistema vulgar, son, pues: 
~...— n... — 3 . — 2 . — 1 . 0 . 1 . 2 . 3... n... 
~ . . . 1 0 ~ n : . . . : 1 0 " 3 : 10~ 2 : 10" 1:1:10:10 2:10 3:...10 
y las propiedades principales de los logaritmos vulgares, 
ademas de las generales (209 y 210), son las siguientes: 

1.a El logaritmo de un número entero ó fraccionario 
lásico, consta de una parte entera llamada característica, 
positiva, negativa ó cero; y de una parte decimal llamada 
mantisa, que puede ser también positiva, cero (para las 
potencias de grado entero de 10) ó negativa; pero que por 
conveniencia práctica se supone ó hace siempre positiva. 

Esta propiedad es evidente consecuencia de todo lo 
antedicho. 

2. a La característica del logaritmo de un número 
entero ó decimal tiene tantas unidades (supuesta positiva 
la mantisa) como lugares diste del de primer orden la pri
mera cifra significativa de la izquierda del número dado, 
cuyas unidades serán positivas si el número es mayor que 



237 

10 ó dichos lugares se cuentan hacia la izquierda, y serán 
negativas si el número es menor que 1, ó esos lugares se 
cuentan hacia la derecha, siendo cero naturalmente la 
característica cuando el número es mayor que 1 y menor 
que 10. 

Para las potencias de grado entero positivo ó negativo 
de 10, es evidente esta 2. a propiedad, con sólo inspeccio
nar las dos progresiones, que forman el sistema vulgar. 

Sea ahora un número cualquiera mayor que 10, por 
ejemplo: 587,34.... Estando este número comprendido 
entre las dos potencias de 10, 100 = 10 2 y 1000 = 10 3 . 
su logaritmo estará comprendido entre 2 y 3, es decir, 
tendrá 2 de característica, que son los lugares que dista 
de la cifra 7 de primer orden la 1.a de la izquierda 5. Lo 
mismo se podría demostrar para otro caso análogo. 

Para todo número comprendido entre 1 y 10, su loga
ritmo lo estará entre 0 y 1, es decir, tendrá 0 de carac
terística. 

Sea, por último, un número menor que 1, por ejemplo: 
0,000 489 = N; 

si quitamos la coma, resultará el entero 489, igual al 
producto del número N por 1000000 (135, Cor.), luego 
(209,4.a) el log N= log 489 — log 1000000 = l o g 489 — 6. 
Como el log 489 sólo tiene 2 de característica, según ya 
hemos demostrado, el log 0,000489 tendrá — 4 = 2 — 6 
de característica, con la misma mantisa que el log 489; 
sólo que, llamando x á esa mantisa, serán log 489=2+0,0 
y log 0,000489 = - 4 + 0,x. 

Esto se expresa poniendo el signo — sobre la caracte
rística, y no antes, pues así significaría que todo el loga
ritmo era negativo. 

El verdadero log 0,000489=4,689309=—4+0,689309. 
3 . a La mantisa es la misma para los logaritmos de 

todos los números que constan de las mismas cifras colo
cadas en igual orden, ó que sólo difieren en el orden nu
merativo de las unidades que cada cifra representa. 

Pues dos números tales, por ejemplo, los mismos de 
antes, 489 y 0,000489 resultan de multiplicar el menor, ó 
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dividiré), mayor por una potencia de 10; sus logaritmos 
diferirán, pues, en las unidades que tenga el grado de esa 
potencia, pero la parte decimal no variará, puesto que si 
log IV=u,x—u -f- 0,x será log (JVx 10 n )= log JV+ log 10 n 

= u + 0,X -+- 11 = (u + n) -+- 0,x, 
4. a Un logaritmo totalmente negativo corresponde á 

una fracción cuyo numerador es i y su denominador él 
número cuyo logaritmo positivo sea él dado (salvo el 
signo). 

Pues,.como ya digimos, al explicar el origen de los 
números negativos, éstos pueden considerarse como sus-
traendos cuyo minuendo es cero, y como la diferencia de 
logaritmos es el logaritmo del cociente de los números res-
pectivos, siendo 0=log 1, será —log n=0— log ?i=log —. 

n 
5. a Un logaritmo totalmente negativo se transforma 

en otro de característica negativa y mantisa positiva, ha* 
liando (90) su complemento aritmético (salvo el signo), y 
restando luego de la característica positiva que así re
sulte, la unidad numerativa que hizo de minuendo. 

Pues, por ejemplo: 
—3,458670 = 10—3,458670—10=6,541330—10=3,541330 

Escolio. Gomo bastaría restar de 4, en este caso, y 
en general del número entero superior en una unidad á 
la característica del logaritmo dado, restando luego ese 
número entero de la nueva característica cero, se suele 
dar la regla abreviada de añadir una unidad al valor ab
soluto de la característica negativa dada, y poner por 
mantisa positiva el complemento aritmético de la dada 
(supuesta positiva). 

Aunque el cambio inverso no tenga casi aplicación, 
claro es que para transformar un logaritmo mixto ó de 
característica negativa y mantisa positiva, en su equiva
lente negativo, basta efectuar la sustracción implícita 
entre la característica y la mantisa, poniendo el signo 
menos á la resta. 

Pues 4541330 = 0,541330 — 4 = — (4 — 0,541330) 
= — 3,458670... (92). 
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Bajo esa forma mixta, un logaritmo negativo parcial
mente suele llamarse cologaritmo ó complemento loga
rítmico del que resulta quitando el signo menos al loga
ritmo negativo equivalente. Es decir, que en el ejemplo 
anterior, 4,541330 es el cologaritmo ó complemento loga
rítmico de 3,458670, y por eso donde quiera que haya que 
restar un logaritmo positivo, ó sumar un logaritmo nega
tivo, lo que se debe nacer es sumar el complemento loga
rítmico, tal como lo hemos definido. Esto se expresa 
así... — log n — 4- G.° log n. 

216. Aunque, según hemos indicado (208), la inter
polación de un gran número de medios entre cada dos 
términos de las progresiones primitivas, es el método más 
elemental para calcular logaritmos, con la aproximación 
prefijada; se ocurre, desde luego, la inutilidad de muchí
simos términos de las progresiones que se formarían efec
tuando realmente dicha interpolación completa; pues, en 
primer lugar sólo se necesitan inmediatamente los loga
ritmos de los números enteros; y aun de éstos... como los 
logaritmos de los números compuestos son las sumas res
pectivas de los de sus factores simples (212, 3.a), claro es 
que bastará calcular directamente los logaritmos de los 
números primos para tener muy fácilmente los de cuales
quiera enteros, y por tanto los de fracciones decimales 
propias ó impropias (215), ó viceversa: calculando el lo-
garitmo de un número decimal comprendido entre 4 y 40, 
se tendrá (sin más que cambiar la característica) el de 
cualquiera otro número múltiplo ó submúltiplo de aquél 
por una potencia de 40 (215, 3.a) 

Sea, pues, un número con esas condiciones, por ejem
plo: 7,2000. 

Siempre podremos considerar ese ú otro número > 1 y 
< 10 como producto exacto ó aproximado de varios fac-r 
tores, raíces de índice 2 n de 10; y como esos factores 
tienen sus logaritmos inmediatamente conocidos, sumán
dolos... se tendrá el buscado. 

Este método, llamado de Long, y que no es otro que el 
de interpolación modificado ó simplificado, se practica así: 

Extrayendo la raíz cuadrada de 10, y luego la de esa 



240 

y de las demás raíces cuadradas sucesivas, hasta una que 
sólo difiera de la unidad en una fracción muy pequeña 
(174, 3.a), se tendrá una serie de estas raíces, cuyos loga
ritmos serán indudablemente... la mitad, la 4. a , la 8.a 

parte, etc. de 1, puesto que ambas series de números for
marán las potencias y sus exponentes respectivos de la 
base 10, según el siguiente cuadro (173 y 210): 

Potencias ó números. 

4 V 
8 V 
16 

10 1 == 10,00000 
1 

- i " 2 — 3,16228 

1,77828 

1,33352 

1,15478 

1,07461 

1,03663 

1,01815 

1,00904 

1,00451 

1,00225 

1,00112 
i 

0 •= 10 4°98 _ 1,00056 

V 
32 V 
64 V 

128 V 
256 V 
512 V 
1024 V 
2048 V 
4096 V 

10 
1 

10 4 

1 

10 8 

1 

10 1 6 

1 

10 3 2 

1 

10 6 4 

1 

10 12« 
1 

10 2 5 6 

1 

10 5 1 2 

1 
10 1024 

\ 

10 2048 

1 

10 4098 

16 
1 

32 
1 

64 
1 

128 
1 

256 
1 

512 
1 

1024 
1 

2048 
1 

4096 

Exponentes ó logaritmos. 

0,50000 

0,25000 

0.12500 

0,06250 

0,03125 

0,01562 

0,00781 

0,00391 

0,00195 

0,00098 

0,00049 

0,00024 
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Ahora bien, dividiendo el número dado 7,2 (ó el que 
sea) ñor el inferior inmediato de la 1.a de las columnas 
anteriores, que es 3,16228, el cociente resultante 2,27684... 
por el inmediato inferior de dicha columna 1,77828; este 
segundo cociente 1,28036, por el tercer divisor 1,15478, 
y así sucesivamente hasta llegar al divisor tan ñoco dife
rente de 1 como exija el límite del error prefijado, se ten
drá 7,2 = 3,16228 x 1,77828 x 1,15478 x y por 
tanto log7,2=log3,16228+log 1,77828+log 1,15878+..., 
y como los logaritmos sumandos están en la 2. a columna, 
enfrente de sus respectivos números de la 1. a, queda re
suelta la cuestión propuesta. 

Además de este método elemental ó aritmético hay 
otros superiores ó algebraicos fundados en las teorías de 
fracciones continuas, de series, y de ecuaciones transcen
dentes, todos los cuales naturalmente no son ahora ex
plicables. 

• LECCIÓN 1 9 . 

Necesidad de las tainas logarítmicas: sus diferencias 
y clasificación (217). Idea de la construcción elemental de 
unas tallas logarítmicas (218). Disposición general de las 
tallas de simple y de doble entrada (219). Modo de hallar 
el logaritmo de un número entero ó decimal, que esté ó no 
en las tablas (220). Modo de hallar el número ó antiloga
ritmo correspondiente á un logaritmo dado (221). Cálculo 
logarítmico de productos, cocientes, potencias, raíces, 
ex ponentes, índices, y combinaciones de esos resultados 
(222). Cálculo de sumas y de diferencias, mediante los 
logaritmos de Gfauss (223). 

ART. 2.°—APLICACIÓN DE LOS LOGARITMOS. 

• § 1.°—TABLAS LOGARÍTMICAS. 

217. Para poder aplicar los logaritmos á la. abrevia
ción de los cálculos numéricos, precisa tener unas listas ó 
tallas, en que fácil y prontamente se hallen los logarit
mos, dados sus respectivos números; y recíprocamente 
se encuentren los números correspondientes á logaritmos 

31 
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conocidos, sin interpolaciones ni otras operaciones, más 
que algunas muy sencillas, en determinados casos. Con 
tales tablas, llamadas logarítmicas ó de logaritmos, se, 
reducen generalmente las operaciones de los dos últimos 
algoritmos, producción y graduación, á las correlativas 
de los dos primeros, sumación y producción, en virtud de 
las propiedades generales (212). 

Muchas son las tablas ya construidas, diferentes unas 
de otras... por su extensión, número ó límite á que alcan
zan, por el número de cifras decimales que en ellas tiene 
cada logaritmo, y por su extructura ó disposición, con 
respecto á la cual se clasifican de simple entrada y de do
ble entrada, según pronto especificaremos. 

218. La construcción de una tabla de logaritmos, 
sean cuales fueren su extensión y su estructura, se re
duce á buscar directamente los logaritmos de los números 
primos, y sumándolos convenientemente (212-3.a), los de 
los números compuestos (previa su descomposición en 
sus factores primos), hasta el límite á que ha de llegar la 
tabla, la cual nunca contiene más que logaritmos de nú
meros enteros, puesto que de ellos se deducen fácilmente 
los demás (215). 

La investigación de los logaritmos de los números pri
mos, se hace, en realidad, por los métodos algebraicos ó 
superiores que ya indicamos (216), por ser los más rápi
dos para obtener el número prefijado de cifras decimales, 
mas también puede hacerse por los métodos aritméticos 
ó elementales de la interpolación (208) y de Long (216). 

Mediante la teoría de aproximaciones (175 á 183), se 
sabrá, en cada caso, con cuántas cifras decimales deberán 
tomarse los datos en todos esos cálculos, para que el loga
ritmo buscado tenga exactas las cifras prefijadas. 

219. Las tablas de simple entrada se reducen á una 
serie de pares de columnas, en la primera de las cuales 
están los números enteros, y en la segunda los logaritmos 
correspondientes ó correlativos, estando, naturalmente, 
cada número y su logaritmo en la misma línea de sus res
pectivas columnas. 

Puede haber también una tercera columna con las di-
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ferencias ya halladas entre cada dos logaritmos consecu
tivos, los cuales habrá que restar, si no existe esa tercera 
columna, cuando hagan falta estas diferencias. 

Las de doble entrada constan, por lo menos, de once 
columnas en cada página (ó doble página, que sirve como 
una sola cuando el tamaño es pequeño); en la primera 
están los números enteros hasta la décima parte del ma
yor de las tablas, y en las otras diez columnas principa
les, los logaritmos correspondientes á dichos números, y 
á los que resultan de añadirles á su derecha una cifra 
más; por eso son diez esas columnas, tantas como cifras 
del sistema numerativo. 

El fundamento de esta disposición es la propiedad 
(215, 3. a) de los logaritmos vulgares, de la que se deduce 
fácilmente que, si los logaritmos de dos números que sólo 
difieren en la cifra de su derecha, no tienen la misma 
mantisa, tampoco diferirán sus mantisas respectivas, sino 
en las últimas decimales, y siéndoles comunes las pri
meras, bastará poner éstas al principio de cada línea, ó 
sea en la primera columna de logaritmos, y sucesiva
mente las últimas bajo la última cifra del número, en las 
otras nueve columnas. Así se ahorra repetir las primeras 
cifras en esas nueve columnas y se gana espacio, pudién
dose extender tales tablas más que las de simple entrada, 
con menos volumen. 

Tienen también muchas de ellas otras diez colum-
nitas auxiliares con las diferencias logarítmicas ya cita
das, y que sólo constan, á lo más, de dos ó tres decimales 
de los últimos órdenes. Esas diferencias suelen estar, ade
más, fuera de columnas, y bajo cada una sus productos 
por 0 ,1 . . . 0,2..., hasta 0,9; supuesto que la diferencia to
tal corresponde á la unidad en que difieren los números 
respectivos. Todo lo cual facilita la resolución de los dos 
problemas generales (dado un número, hallar su logaritmo 
y viceversa), de que vamos á tratar en los dos párrafos 
siguientes, y para su mejor inteligencia, reproducimos 
una página doble de las tablas del Sr. Vázquez Queipo, 
que son las españolas más usadas. 
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N. Log. O dif. 1 dif. dif. 3 dif. 4 dif. 
1850 26 7172 23 7195 24 7219 23 7242 24 7266 23 

51 7406 24 7430 23 7453 24 7477 23 7500 24 
52 7641 23 7664 24 7688 23 7711 24 7735 23 
53 7875 24 7899 23 7922 24 7946 23 7969 24 
54 8110 23 8133 24 8157 23 8180 23 8203 24 
5o 8344 23 8367 24 8391 23 8414 24 8438 23 
56 8578 23 8601 24 8625 23 8648 24 8672 23 
57 8812 23 8835 24 8859 23 8882 23 8905 24 
58 9046 23 9069 23 9092 24 9116 23 9139 24 
59 9279 24 9303 23 9326 23 9349 24 9373 23 

I860 26 9513 23 9536 24 9560 23 9583 23 9606 24 
61 9746 24 9770 23 9793 23 9816 24 9840 23 
62 9980 23 *0003 23 *0026 24 »0050 23 •0073 23 
63 27 0213 23 0236 23 0259 24 0283 23 0306 23 
64 0446 23 0469 24 0493 23 0516 23 0539 23 
65 0679 23 0702 23 0725 24 0749 23 0772 23 
66 0912 23 0935 23 0958 23 0981 24 1005 23 
67 1144 24 1168 23 1191 23 1214 23 1237 24 
68 1377 23 1400 23 1423 24 1447 23 1470 23 
69 1609 24 1633 23 1656 23 1679 23 1702 23 

1870 27 1842 23 1865 23 1888 23 1911 23 1934 24 
71 2074 23 2097 23 2120 23 2143 24 2167 23 
72 2306 23 2329 23 2352 23 2375 24 2399 23 
73 2538 23 2561 23 2584 23 2607 24 2631 23 
74 2770 23 2793 23 2816 23 2839 23 2862 23 
75 3001 23 3024 24 3048 23 3071 23 3094 23 
76 3233 23 3256 23 3279 23 3302 23 3325 24 
77 3464 23 3487 24 3511 23 3534 23 3557 23 
78 3696 23 3719 23 3742 23 3765 23 3788 23 
79 3927 23 3950 23 3973 23 3996 23 4019 23 

1880 27 4158 23 4181 23 4204 23 4227 23 4250 23 
81 4389 23 4412 23 4435 23 4458 23 4481 23 
82 4620 23 4643 23 4666 23 4689 23 4712 23 
83 4850 23 4873 23 4896 24 4920 23 4943 23 
84 5081 23 5104 23 5127 23 5150 23 5173 23 
85 '5311 23 5334 23 "5357 23 "6380 Ж ~5404 23 
86 5542 23 5565 23 5588 23 5611 23 5634 23 
87 5772 23 5795 23 5818 23 5841 23 5864 23 
88 6002 23 6025 23 6048 23 6071 23 6094 23 
89 6232 23 6255 23 6278 23 6301 23 6324 23 

1890 27 6462 23 6485 ¿3 6508 33 6531 23 6554 23 
91 6692 22 6714 23 6737 23 6760 23 6783 23 
92 6921 23 6944 23 6967 23 6990 23 7013 23 
93 7151 23 7174 22 7196 23 7219 23 7242 23 
94 7380 23 7403 23 7426 23 7449 23 7472 23 
95 7609 23 7632 23 7655 23 7678 23 7701 23 
96 7838 23 7861 23 7884 23 7907 23 7930 23 
97 8067 23 8090 23 8113 23 8136 23 8159 23 
98 8296 23 8319 23 8342 23 8365 23 8388 23 
99 8525 23 8548 23 8571 23 8594 22 8616 3 . 

N. |Log. O iif. 1 dif. dif. В dif. dif. 
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1850 26 7289 24 7313 23 7336 23 7359 24 7383 23 

51 7524 23 7547 24 7571 23 7594 24 7618 23 
52 7758 24 7782 23 7805 24 7829 23 7852 23 
53 7993 23 8016 23 8039 24 8063 23 8286 24 
54 8227 23 8250 24 8274 23 8297 24 8321 23 
55 8461 23 8484 24 8508 23 8531 24 8555 23 
56 8695 23 8718 24 8742 23 8765 24 8789 23 
57 8929 23 8952 24 8976 23 8999 23 9022 24 
58 9163 23 9186 23 9209 24 9233 23 9256 23 
59 9396 24 9420 23 9443 23 9466 24 9490 23 

1860 26 9630 23 9653 23 9676 24 9700 23 9723 23 
61 9863 23 9886 24 9910 23 9933 23 9956 24 
62 27 0096 24 0120 23 0143 23 0166 24 0190 23 
63 0329 24 0353 23 0376 23 0399 24 0423 23 
64 0562 24 0586 23 0609 23 0632 24 0656 23 
65 0795 24 0819 23 0842 23 0865 23 0888 24 
66 1028 23 1051 24 1075 23 1098 23 1121 23 
67 1261 23 1284 23 1307 23 1330 24 1354 23 
68 1493 23 1516 24 1540 23 1563 23 1586 23 
69 1725 24 1749 23 1772 23 1795 23 1818 24 

1870 27 1958 23 1981 23 2004 23 2027 24 2051 23 
71 2190 23 2213 24 2236 23 2259 24 2283 23 
72 2422 23 2445 28 2468 23 2491 24 2515 23 
73 2654 23 2677 24 27O0 23 2723 23 2746 24 
74 2885 24 2909 23 2932 23 2955 23 2978 23 
75 3117 23 3140 23 3163 24 3187 23 3210 23 
76 3349 23 3372 23 3395 23 3418 23 3441 23 
77 3580 23 3603 23 3626 23 3649 23 3672 24 
78 3811 23 3834 23 3357 24 3881 23 3904 23 
79 4042 23 4065 24 4089 23 4112 23 4135 23 

1880 27 4273 23 4296 24 4320 23 4343 23 4366 23 
81 4504 23 4527 23 4550 23 4573 24 4597 23 
82 4735 23 4758 23 4781 23 4804 23 3827 23 
83 4966 23 4989 23 5012 23 5035 23 5058 23 
84 5196 23 5219 23 5242 23 5265 23 5288 23 
85 5427 23 5450 23 5473 23 5496 23 5519 23 
86 5657 23 5680 23 5703 23 5726 23 5749 23 
87 5887 23 5910 23 5933 23 5956 23 5979 23 
88 6117 23 6140 23 6163 23 6186 23 6209 23 
89 6347 23 6370 23 6393 23 6416 23 6439 23 

1890 27 6577 23 6600 23 6623 23 6646 23 6669 23 
91 6806 23 6829 23 6852 23 6875 23 6898 23 
92 7036 23 7059 23 7082 23 7105 25 7128 23 
93 7265 23 7288 23 7311 23 7334 23 7357 23 
94 7495 23 7518 22 7540 23 7563 23 7586 23 
95 7724 23 7747 23 7770 23 7793 22 7815 23 
96 7953 23 7976 23 7999 23 8022 22 8044 23 
97 8182 23 8205 23 8228 22 8250 23 8273 23 
98 8411 22 8433 22 8456 23 8479 23 8502 23 
99 8639 23 8662 23 8685 23 8708 23 8731 J23 

N. Log. & iif.l в dif. m dif. 8 dif. О dif. 

23 
1 2.3 
2 4.6 
3 6.9 
4 9.2 
5 11.5 
6 13.8 
7 16.1 
8 18.4 
9 20.7 
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El uso inmediato de las tablas logarítmicas se reduce, 
como ya hemos indicado, á resolver estas dos cuestiones: 

1. a Dado un núm.° entero o' decimal, hallar su log.° 
2. a Dado un log.°, hallar su número correspondiente. 
Para ambas, deben tenerse en cuenta las siguientes 

generalidades: 
Gomo, según las propiedades (215—2.a, 3.a) del sis

tema vulgar, la característica de un logaritmo se sabe al 
mismo tiempo que el número dado, y la mantisa es la 
misma, sea el número entero ó decimal, siempre que 
conste de iguales cifras y en el mismo orden; por eso, 
ni la mayoría de las tablas suelen tener expresas las ca
racterísticas, ni sus mantisas se refieren más que á nú
meros enteros, quedando á cargo de quien las usa dar á 
las cifras del número su valor relativo, según la caracte
rística dada (segunda cuestión), ó tomar la caracterís
tica debida, según el valor relativo de la primera cifra 
significativa de la izquierda del número dado (primera 
cuestión). 

Lo primero, pues, que habrá de hacerse en la cuestión 
primera, es prescindir de la coma, si el número es deci
mal; y en la segunda, prescindir de la característica; sin 
perjuicio de hacer uso de lo prescindido al acabar de re
solver, en cada caso, la cuestión propuesta. 

220. Cuestión i? Pueden suceder dos casos: ó el 
número dado, considerado como entero, aunque no lo sea, 
está en las tablas, ó no lo está, por ser mayor que el lí
mite de aquéllas. 

Primer caso. Búsquese dicho número en la columna 
respectiva: se le encontrará íntegro en las de simple en
trada, y en las de doble, si es menor que la décima parte 
del límite, y su logaritmo, ó por lo menos, la mantisa, 
estará en la misma línea y columna inmediata que el nú
mero dado. 

_ Si el número fuere mayor que la décima parte del lí
mite de las tablas de doble entrada, se buscara su primera 
cifra de la derecha en la parte superior ó inferior de la 
columna respectiva (después de buscar las demás en la 
primera columna); bajo y sobre aquella cifra, y frente á 
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las otras, estarán las últimas cifras de la mantisa, y las 
primeras en la columna bajo el 0, en la misma ó supe
rior línea, á no ser que las últimas cifras tengan un aste
risco (*) indicando que las primeras cifras de la mantisa 
están en la línea inferior. 

Ejemplo 4.° Supongamos que se pide el logaritmo de 
cualquiera de los números desde 1850 á 1899?< compren
didos en la primera columna de la página copiada; v. g. 
de 1892, ú otro que conste de esas cifras en ese orden, 
aunque no sea entero. Estos logaritmos tendrán por man
tisa común 0,276921... con 3 de característica para el nú
mero 1892 (215—2.a); con 2 para el número 189,2; con 1 
para el número 19,82; con 0 para, el número 1,892; con 1 
para el número 0,1892, y así sucesivamente. 

Ejemplo 2.° Sea el número 189,24, cuyo logaritmo 
se busca. Prescindiendo de la coma, y buscando las cua
tro primeras cifras, como en el ejemplo anterior, y la úl
tima, ó primera de la derecha, arriba ó abajo en la co
lumna encabezada y terminada por 4, bajo esta cifra, y 
en la línea de las primeras... 1892, están las cuatro últi
mas cifras de la mantisa, 7013; las dos primeras son, 
como antes, 27; y como la característica ha ser 2, resulta 

log 189,24=2,277013... 
Ejemplo 3.° Sea, por último, log 18623 el pedido. 
Frente á 1862, y bajo la última cifra 3, están... 0050, 

últimas cifras de la mantisa, y como éstas tienen aste
risco, las dos primeras no son las 26 de las líneas supe
riores, sino las 27 de la inferior, luego 

log 18623=4,270050. 
Segundo caso. Si el número dado, considerado como 

entero, es mayor que el límite de las tablas, se buscan 
sus primeras cifras—de la izquierda—hasta donde sea po
sible, y la mantisa que las corresponde; hallando tam
bién la diferencia entre esa mantisa y la inmediata su
perior, si ya no está hallada en las tablas, como en las que 
transcribimos. En seguida, considerando como entero al 
número buscado, y como fracción decimal sobrante á las 
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cifras que quedaron á su derecha, se forma la siguiente 
proporción: 

/ (dif.a de dos enteros consecut.5) d (dif.a de los dos log.» consecut.*) 
tf/lfracción decimal sobrante). x (dif.a entre los Iog. s hall.» y ped.°) 

Calculado el valor de a?, y añadido al log. buscado en 
las tablas, se tendrá el del número dado. 

Esto supone que las diferencias numéricas son propor
cionales á las logarítmicas respectivas; proporción in
exacta, pero cuyos errores subsiguientes no influyen en 
las cifras decimales que se toman para los logaritmos 
usados, en la mayoría de los casos, según se demuestra 
en el Algebra. 

En las tablas de Vázquez Queipo, y en algunas otras, 
no hay necesidad de tal proporción, pues, como ya eligi
mos, y está á la vista en la página transcripta, fuera de 
las columnas están los productos de cada diferencia entre 
dos logaritmos consecutivos, por 0,1, por 0,2... hasta por 
0,9, y es claro que esos mismos productos, corridos uno ó 
más lugares hacia la derecha, lo serán de la propia di
ferencia por 0,01... 0,02... 0.09, ó por 0,001... 0,002... 
0,009, etc., quedando así reducido el añadir al logaritmo 
hallado la parte proporcional que le falte, á sumar unas 
pocas cifras decimales de los últimos órdenes, pues á és
tos se refieren, naturalmente, las diferencias tabulares y 
sus productos susodichos. 

Ejemplo 4.° Sea log 186425 el pedido. 
El de 18642, número que forman las primeras cifras 

del dado, comprendidas en las tablas citadas, es... 
log 18642 = 4,270493. 

La diferencia tabular correspondiente es 23, y su pro
ducto por 0,5 (cifra que sigue al 2) es 11,5, según está allí 
expreso bajo el 23, á la derecha y parte exterior de la pá
gina; luego 

log 186420 = 5,270493 
por 0,5 = 11 

log 186425 = 5,270504 



249 

Ejemplo 2.° Sea el núm. 18997,543, cuyo log. se pide. 
í log 18997 = 4,278685 

Cálculo P o r ° ' 5 = * • • 1 1 5 üaicuio. (< 0 0 4 = = ; _ ^ g 2 

f « 0,003= . . . 69 
Log. 18997,543=4,2786977/. 

Claro es que, con la práctica, esas sumas se hacen 
mentalmente. 

Ejemplos.0 Log. 0,001870459=3,271948, 
Desde luego, la característica es 3 (con mantisa posi

tiva). 
Además, log. 18704=...,271934 ) 

por 0,5 — . . . . 12 [ .... 271948. 
« 0,09 = . . . . 21 ) 

221. Cuestión 2.a También pueden ocurrir dos ca
sos, según que la mantisa del logaritmo dado esté ó no 
exacta en las tablas, siendo evidente que en el caso se
gundo estará entre dos consecutivas. 

Primer caso. Búsquese la mantisa del log. dado, en 
la parte más avanzada posible de las tablas (casi siempre 
después del número 1000, y si es posible, del 10000), y 
enfrente se tendrán las cifras sucesivas del número co
rrelativo, cuyos órdenes numerativos serán los que indi
que la característica del logaritmo dado (215-2. ) 

Por ejemplo: 3,269420 = log. 1859,6 
Segundo caso. Cuando la mantisa del logaritmo dado 

esté entre dos consecutivas de las tablas, se busca la me
nor, su número correspondiente y las diferencias... entre 
dichas consecutivas, si no la dan las tablas, y entre la 
dada y la menor buscada. Fórmase en seguida, —si hace 
falta,—la proporción logarítmica invertida.... 
d (dif.a tabular entre los dos log. s consecut. 5) / (dif. a de los núm.os consecut. s) 

d' (dif.a entre las mantisas dada y buscada) x 

El valor de % es indudablemente la parte decimal que 
hay qUe añadir al número entero que corresponde al lo
garitmo buscado. Luego se restablecerán los valores rela-

32 
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tivos de todas las cifras del número así hallado, en virtud 
de la característica do su logaritmo. 

Ejemplo 1.° Sea 4,269480 el logaritmo dado. 
La mantisa inferior más próxima es..., 269466 cuyas 

diferencias con la inmediata es 0,000024, y con la dada 
0,000014. La proporción será aquí, pues, 

24 : 14 :: 1 : x = — 
24 

En vez de hacer la división, ó reducción de eso que
brado común á decimal, las mismas tablas nos dan bajo 
el 24 exterior (margen izquierda), y frente al 14 el nú
mero 6 que es la cifra siguiente á las del número 18598, 
cuyo logaritmo es el buscado. Y como por ser 4 la carac
terística dada, el número ha de tener 5 cifras enteras, re
sulta verdaderamente 4,269480 = log 18598,6. 

Ejemplo 2,° Sea "2,270090 = log N. 
Desde luego, el número N ha de ser decimal y tener 

la primera cifra izquierda en el lugar de las centésimas. 
Busquemos, pues, todas sus cifras. La mantisa inmediata 
inferior 0,270073 difiere de su consecutiva 0,000023, y de 
la dada 0,000017. Bajo el 23 marginal y frente al 7 se 
halla 16,8 que es indudablemente muy próxima á 17. 
Podemos, pues, tomar esa cifra 7 como la última y siendo 
las primeras, ó correspondientes á la mantisa hallada, 
18624, claro es que el número N — 0,0186247. 

Si el logaritmo dado fuere enteramente negativo, 
ya sabemos (215, 4.a) á qué número corresponde; aunque 
casi nunca ocurre este caso en la buena práctica (215, 5.a). 

§ 2.° CÁLCULO LOGARÍTMICO. 

222. Las operaciones aritméticas, con el auxilio de 
las tablas logarítmicas, ó, como se dice, el cálculo loga
rítmico se reduce, en general, á buscar primero, si ya no 
se conocen, los logaritmos de los datos ó de algunos de 
ellos, operar con esos logaritmos, en virtud de las pro
piedades generales (212) y según las operaciones aritmé
ticas de que se trate, hasta obtener el logaritmo del re
sultado; buscando éste, por último, mediante su precitado 
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logaritmo. Y como toda operación complicada se reduce á 
combinar unas con otras las operaciones elementales, es
tudiemos primero el modo de nacer éstas por logaritmos. 

Si el resultado ó algún dato fuere negativo, se pres
cinde del signo para aplicar los logaritmos, teniéndole en 
cuenta al final del cálculo. 

Las sumas y restas no parece puedan verificarse loga
rítmicamente (puesto que no hemos dicho qué relación 
puede tener el logaritmo del resultado con los de los da
tos), y así es en efecto, con las tablas más usuales; pero 
con tablas auxiliares, de los llamados logaritmos de Gauss, 
también se pueden calcular dichos resultados mediante 
los logaritmos de los datos, como veremos en el número 
siguiente; procediendo en éste, sólo al cálculo de produc
tos, cocientes, potencias y raíces, etc. 

l.° Para buscar por logaritmos un producto, se bus
carán los logaritmos de todos los factores, se sumarán 
esos logaritmos, y siendo la suma el logaritmo del pro
ducto, éste será el número correspondiente á dicho loga
ritmo-suma. 

Gomo suponemos las mantisas todas positivas, nada 
hay que advertir respecto á ellas, pero las características... 
se sumarán entre sí todas las positivas, más las unidades 
que provengan de la suma de las mantisas; se sumarán 
aparte las características negativas, y se restarán las dos 
sumas, poniendo al resultado el signo — si fuere mayor 
la suma negativa. 

Ejemplo 1.° Sea el producto de 4 5 x 7 6 x 0 , 8 7 = p. 
log 4 5 = 1 , 6 5 3 2 1 3 
log 7 6 = 1 , 8 8 0 8 1 4 
log 0 , 8 7 = 1 , 9 3 9 5 1 9 

log ( 4 5 x 7 6 x 0 , 8 7 ) = log p = 3 , 4 7 3 5 4 6 = log 2 9 7 5 , 4 . 
Ejemplo 2 . ° 0 , 1 2 3 x 0 , 4 5 6 _ x 0 , 7 8 9 = 0 , 0 4 4 2 5 4 . 

log 0 , 1 2 3 = 1 , 0 8 9 9 0 5 
log 0 , 4 5 6 = J . , 6 5 8 9 6 5 
log 0 , 7 8 9 = 1 , 8 9 7 0 7 7 

log 0 , 1 2 3 X 0 , 4 5 6 x 0 , 7 8 9 = 2 , 6 4 5 9 4 7 = log 0 , 0 4 4 2 5 4 . 
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2.° Para- odtener por logaritmos, y en forma entera 
ó decimal, un cociente ó quebrado ordinario, se restará 
del logaritmo del dividendo ó numerador, el logaritmo del 
divisor o denominador; ó mejor se sumará con aquel pri
mer logaritmo el complemento ó cologaritmo del segundo, 
y el resultado será el logaritmo del cociente ó quebrado. 

Ejemplo l.° 
Sea el quebrado ó cociente 7170 : 295 = 24,305. 

log 7170 = 3,855519 
G.°log 295 = 3,530178 

log (7170 : 295) = 1,385697 = log 24,305. 

Ejemplo 2.° — = 0,518987. 
log 41 = 1,612784 

G.° log 79 = 2,102373 

log — = 1,715157 = log 0,518987. 79 ? 

3 . ° Para hallar logarítmicamente una potencia, se 
multiplica su exponente por el logaritmo de la raíz ó nú-
mero que ha de elevarse, y se busca el número correspon
diente á ese logaritmo-producto. 

Si la característica del logaritmo factor es negativa, y 
positivo el exponente, el producto parcial de esos dos nú
meros es negativo, deberá, pues restarse de las unidades 
que provengan del producto de la mantisa por el expo
nente, ambos positivos. Si el exponente fuere negativo, 
también lo sera todo el logaritmo producto, en el caso que 
el logaritmo factor sea positivo; pero ya sabemos transfor
marle en otro de característica sola negativa. Y si siendo 
el exponente negativo, también lo fuere la característica, 
este producto parcial será positivo, y negativo el de la 
mantisa (positiva) por dicho exponente negativo. Habrá, 
pues, que restar esa mantisa-producto, salvo el signo de 
aquella característica, etc. 
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— 5,591760 = 6,408240 = log 0,00000256 
Ejemplo4.° (0,0512) ~ 3 = 7450,6(aproximadamente), 

log 0.0512 = 2,709270 = (0,709270 - 2). 
X —3 

6 — 2,127810 = 3,872190 = log 7450,6. 
4.° Para extraer una raíz por logaritmos, se divide 

el del número sulradical por el índice de aquélla, y se 
lusca el número que corresponde al logaritmo-cociente. 

Si la característica del logaritmo-dividendo fuere ne
gativa y no divisible por el índice, se añadirán á acuella 
las unidades negativas precisas para formar un múltiplo 
de dicho índice, añadiendo en compensación á la mantisa 
(positiva) otras tantas unidades positivas. 

Si el índice fuere negativo, se tendrán presentes las 
mismas advertencias que hemos hecho para cuando sea 
negativo el exponente de una potencia. 

Ejemplo 1.° | / / 1 ,234 = 1,04295. 
log 1,234 = 0,091315 

: 5 
0,018263 = log 1,04295. 

Ejemplo 1.° (714)4 = 259891000000 (aproximadam. te) 
log 714"=-2,853698 

X 4 
_ _ 1 1 4 1 4 7 9 2 l o g 259891000000. 

Ejemplo 2.° (0,975)7 = 0,8376 (en menos de 0,0001.) 
log 0,975 = 1,989005^(0,989005—1) 

X 7 

(0,989005-l)x7=6,923035-4=I,923035=log 0,8376 
Ejemplo 3.° (625) - 2 = 0,00000256 (exactamente), 

log 625 = 2,795880 
X - 2 
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Ejemplo 2.° \ / 0,68274 = 0,94697 
log 0,68274 = 1%834256 = 7 + 6,834256 

•: 7 
1,976322 = log 0,94694 

5.° Para lascar por logaritmos un exponente ó ín
dice, se dividen los logaritmos de la potencia y de la raíz 
dadas, tomando aquel por dividendo y éste por divisor, si 
se lusca un exponente; y viceversa si se pide el índice de 
un radical. 

Tal resulta tomando logaritmos en las fórmulas... 

ax—l, x log a = log l, x = 
loga 

0, — — = log 0, x = —-— 
x log# 

Ejemplo. Hallar el valor de x de la siguiente igual-
/ 6 0 3 \ x 3 _ , . . 603 , 3 

dad f 1 = —. Tomando log.8... x x log = log — 
\602 / 2 6 6 602 2 

ó xx (log 603 — log 602) = log 3 - log 2, 
log 3 — log 2 

X 

X = 

log 3 = 0,477121 
G.° log 2 = 1,698970 

log 3 — log 2 = 0,176091 

log 603 — log 602 
log 603 = 2,780317 
log 602 = 2,779596 

log 603-log 602= 0,000721 
log x = log 0,176091 — log 0,010721 

log 0,176091 = I¡245737 
log 0,000721 = 4,857935 
loga? =2,387802 

x = 244,32 
3 

6.° Comprobar por logaritmos que j / 1 8 ^ =115,036. 
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223. Gomo ya hemos indicado, se pueden hallar su
mas y diferencias mediante los logaritmos vulgares de 
sus términos, y las tablas de los logaritmos de Gauss. 
Estos se dividen en aditivos j sustr activos, ó de adiciones 
y de sustracciones respectivamente. El uso de ambas es
pecies está fundado en las siguientes indubitables fór
mulas: (x > y)... 
Iog (x+y) = log \x (i + — ) ] = log * + log (1 + — ) . . . f 11. 

Jog (x-y) = log [x (1 - — ) ] = log x -f log (i - —) = \ogx- log — [21 
x x n_JL. 

X 

Ahora bien, las tablas de Gauss dan los valores de 
v 1 

log (1 -+- —) ó de los log.8 de adiciones y de log ó 
x 1 - X 

x 
de los log.8 sustractivos, para cada valor (positivo) de 

x J 

log —, ó sea de log x — log y; de modo que para obtener 
el log de la suma (x + y) de dos números dados, se restan 
sus logaritmos vulgares, el menor del mayor, se busca el 
log (de Gauss) aditivo correspondiente á dicha resta, se 
suma ese log aditivo log (i -*-) con el mayor log x, y se 

x 
tendrá log (x + y), en virtud de la fórmula [1]. 

Para calcular una diferencia (x — y), se restarán 
también los logaritmos vulgares de minuendo y sustraendo 
(el menor del mayor), se buscará en las tablas de Gauss, 
el logaritmo sustractivo log —-—, el cual restado del 

log x (del mintiendo), nos dará el logaritmo de la dife
rencia (x — y); según la fórmula [2]. 

Ejemplo. Sean... log x = 173177, log y = 1,1732. 
Q - i i n l ^ ( l o g a d i t . ° 0,144=0,2350 
S e r a n l o g ^ - l o g y = 0 , 1 4 4 5 | l o g s u s t r o 0 ; 1 4 4 = 0 ) 5 4 9 4 

W o { log^-r-^)=T,3177+0,2350=X5527=log0,357 
8 \ log (x-y) = 1,3177-0,5594=2,7683=log0,0587 
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NOTA. Tablas de logaritmos de Gauss, se encuentran 
agregadas á la traducción del Algebra de Baltzer, por los 
Sres. Jiménez y Merelo, y también en las notables Tablas 
logarítmicas há poco publicadas por nuestro compañero 
D. Luís Gonzaga Gaseó. 

Cuestiones sobre el Libro cuarto, 
1. ¿Cuántos metros andará un jardinero para regar 20 

árboles, que están en línea recta á 10 m de distancia cada 
cual de los inmediatos, echando á cada uno una regadera, 
y distando el pilón donde la llena 30 m del más próximo, 
también en la misma recta, suponiendo que al empezar 
está el jardinero en el pilón, y que los riega por su orden 
correlativo? 

2. ¿Cuál será la velocidad de un cuerpo á los 10 se
gundos de su caída, sabiendo que es de 9 m ,8 al fin del 1.° 
y que crece (la velocidad) como los tiempos mismos 
1, 2, 3,. . . 10? 

3. Dividir un número dado en dos partes cuya razón 
sea dada. 

4. Hallar la fracción generatriz de una decimal pe
riódica pura, considerándola como suma de los infinitos 
términos de una progresión geométrica decreciente. 
• . 7 7 7 abe abe abe 

O.abcabcabc... = — 1 h i-... 
1000 10002 10003 

5. ¿Cuánto ha perdido un jugador en 12 puestas se
guidas, sabiendo que en la 1.a perdió una peseta, y fué 
doblando y perdiendo hasta, la 12.a? 

6. ¿Cuál es el precio de un caballo que tiene 20 cla
vos en las herraduras, ajustado á razón de un céntimo por 
el primer duro, y doble por cada uno que por el anterior? 

7. ¿Cuánto tardará en duplicarse la población de un 
país que aumenta 0,01 cada año? 

8. Calcular por logaritmos 1/ Q ' ^ 2 
r  6 V 375 

9. ¿Cuál es la base logarítmica del sistema en que 6 
es el logaritmo de 729? 



P A R T E 2 / 
ARITMÉTICA CONCRETA. 

QUINTO—CÁLCULO 1 K H t O S CONCRETOS. 

CAPÍTULO 1.°—NUMERACIÓN Y TRANSFORMACIONES. 

LECCIÓN 20 . 

División razonada de la Aritmética concreta (224). 
Conveniencia de varias unidades concretas homogéneas 
(225). Principales géneros de cantidades y de unidades 
concretas; sistemas de pesas, medidas y monedas; sistema 
legal (226). Unidades principales del sistema métrico de
cimal; formación y nomines de las múltiplas y sulmúlti-
plas de cada unidad principal (227). Cuadros de todas las 
unidades métrico decimales y sus relaciones (228). Sistema 
antiguo de pesas, medidas y monedas de Castilla (229). 
Equivalencias principales entre las unidades homogéneas 
de ambos sistemas (230). Números incomplejos y comple
jos: reducción de unos á otros (231). Reducción de pesas y 
'medidas del sistema antiguo al decimal y viceversa (232). 

ARTÍCULO 1.°—NUMERACIÓN DE CONCRETOS. 

224. El estudio aritmético de los números concretos 
debe constar, como el de los abstractos, de dos secciones: 
su cálculo, ó formación de unos por otros; y su compara-

3 3 
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don, ó relaciones elementales entre ellos. La primera sec
ción constituirá el Libro quinto de estas Lecciones, y se 
subdividirá en Capítulos, Artículos, etc., análogamente á 
los tres Libros primeros; pues, como en los números ente
ros, fraccionarios é incomensurables, cabe estudiar en los 
concretos: su numeración, transformaciones y operacio
nes. La segunda sección formará el Libro 6.° y último, 
análogo al cuarto de los números abstractos, y se subdi
vidirá, naturalmente, según los principales géneros de 
cuestiones comparativo-numéricas más usuales, aunque 
casi todas reducidas á las tres especies posibles de propor
cionalidad entre cantidades concretas; pues las relaciones 
numéricas que no puedan reducirse á una ó varias pro
porciones, no son elementales, y por tanto no son propias 
de la Aritmética sino del Algebra, ó ciencia de las rela
ciones generales entre cantidades matemáticas cuales
quiera. 

225. Según digimos (4), la medición de las cantida
des de un mismo género exije tomar una de ellas por 
unidad, es decir, por patrón ó tipo de la comparación que 
supone toda medida; y en rigor matemático bastaría una 
sola unidad para cada género de cantidades, mas para 
facilitar las mediciones, y evitar además, en lo posible, 
números muy grandes y^ muy pequeños (12, Post.s), con
viene adoptar varias unidades homogéneas, sirviendo na
turalmente las mayores para medir cantidades grandes, 
las menores para las pequeñas, etc. 

226. Los géneros de cantidades concretas son real
mente muchísimos, pero hay unos pocos que por referirse 
á objetos de los más necesarios para la vida social, son los 
únicos cuyas unidades y números respectivos se estudian 
en x4.ritmética, constituyendo el conjunto de esas unida
des usuales, en cada país, el sistema de pesas, medidas y 
monedas del país; pues, esos géneros de cantidades y uni
dades concretas, más usuales, son de peso, de longitud, 
de superficie, de volumen ó capacidad, de tiempo y de 
dinero ó numerario, llamándose comunmente á las uni
dades de peso, pesas; á las de dinero, monedas, y á todas 
las demás medidas. 
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Aunque esos sistemas varían realmente no sólo de una 
á otra nación, sino de una á otra comarca, hay en todo 
país civilizado, un sistema legal de pesas, medidas y mo
nedas, único permitido en los documentos oficiales ó pú
blicos, y obligatorio también privadamente, aunque no 
siempre se cumplan esa ni otras obligaciones. 

En España, Francia y otras naciones, el sistema legal 
es el llamado metrico-decímal; métrico, porque su unidad 
fundamental es el metro = diez millonésima parte de la 
longitud del cuadrante del meridiano terráqueo, salvo el 
error inevitable en toda medición, y decimal, porque las 
distintas unidades de cada género son múltiplas ó sub-
múltiplas unas de otras, por 10, 100, 1000, 10000, etc., 
como las unidades numerativas de los enteros en el único 
sistema usual de numeración, siendo esa la principal ven
taja del sistema métrico decimal sobre todos los demás de 
pesas.y medidas. 

El sistema legal español, anterior al actual, y que 
todavía se usa demasiado en las transacciones privadas, 
es el llamado de Castilla, que expondremos después que 
el métrico decimal. 

227. Este tiene para cada género una unidad prin
cipal, y otras varias múltiplas y submúltiplas de aquella 
por 40, 400, 4000, etc., cuyos nombres se forman ante
poniendo al de la principal las voces griegas deca — 40, 
hecto = 400, hilo = 4000, miria == 40000, para las mayo
res ó múltiplas; y las latinas deci.= 0,4, centi = 0,04', 
mili = 0,004, para las submúltiplas ó menores. El tiempo 
no sigue en sus unidades la ley decimal; el dinero la 
sigue en la escritura, mas no en la nomenclatura; como 
tampoco la siguen algunas otras unidades que hay además 
de las formadas por la ley precitada en los mismos géne
ros más usuales, ni en otros menos usados. 

228. En virtud de lo antedicho, la mayoría de las 
unidades métrico-decimales son las siguientes: 
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Longitud. Miriámetro. Kilómetro. Hectómetro. Decámetro. Metro. Decímetro. Centimetro. Milímetro. 

Superficie. 
Capacidad. Miriálitro. Kilólitro. 

Hectárea. 
Hectolitro. Decalitro. 

Área. 
Litro. Decilitro. 

Centiárea. 
Centilitro. Mililitro. 

Peso. Miriágramo. Kilogramo. Hectógramo. Decágramo. Gramo. Decigramo. Centigramo. Miligramo. 

Dinero. 100 pesetas. 10 pesetas. Peseta. 10 céntimos. Céntimo. 

Además se usan para cantidades grandes ó pequeñas respectivamente las siguientes 

XUTST1:JE>A.133E1!S... 

Superficiales.. M i r i a m . 0 cuad.°, kilóm. 0 cuad. 0, decim.0 cuad.0, centím.0 cuad.0, milím. 0 cuad.* 
De volumen.. M i r i a m . 0 cub.°, kilóm.0 cúb.°, hectóm.0 cúb.°, decám.0 cúb.°, milím.° cúb.° 

Í
Tonelada métrica = 10 quintales métr. s = 100 miriágr.3 = 1000 kilógr.8 

Quintal métrico = 10 miriágramos = 100 kilogramos. 
Décimas y vigésimas (0,05) de miligramo para los análisis químicos. 
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Para entender, en el cuadro anterior, las unidades de 
superficie así como las de capacidad ó volumen, precisa 
saber, por la Geometría, que las unidades adoptadas para 
medir superficies son cuadrados, es decir, cuadriláteros 
de lados y ángulos iguales, como las baldosas y baldosi

nes 1 I | ; y para los volúmenes son cubos, es decir, ca
pacidades de seis caras cuadradas iguales, como los dados, 
teniendo esos cuadrados y cubos por lados respectivos las 
unidades lineales, y de ahí los nombres de metro cuadra
do, metro cúbico, etc. Cada unidad superior contiene 
tantas inferiores, cuadradas ó cúbicas, como unidades 
lineales correspondientes tengan los cuadrados y cubos 
numéricos respectivos. Por ejemplo: un decámetro cua
drado = 10 2 — 100 metros cuadrados; un decámetro 
cúbico •= 10 3 = 1000 metros cúbicos. De ahí el llamar 
cuadrados y cubos á las segundas y terceras potencias 
numéricas. Algunas unidades tienen nombres distintos, 
sin que por eso dejen de poderse llamar según las reglas 
geométricas dichas. Así: el área es el decámetro cuadra
do, y por tanto la hectárea el hectómetro cuadrado, y la 
centiárea el metro cuadrado; el litro es un decímetro 
cúbico, y por tanto el hilolitro es el metro cúbico y el 
mililitro el centímetro cúbico. Las otras medidas deriva
das del litro no pueden tener forma cúbica, como no es 
preciso la tengan las que pueden tenerla, pues la capa
cidad de una vasija es independiente de su forma. 

El gramo es el peso de un centímetro cúbico de agua 
destilada á 4 grados de temperatura; y por tanto, el kilo
gramo el peso de un decímetro cúbico de agua, en esas 
condiciones, y la tonelada el peso de un metro cúbico, etc. 

Las monedas son de oro, plata y cobre 6 más bien de 
aleaciones ó mezclas de esos metales con otros, para que 
sean más duras y se desgasten menos. Las cantidades 
respectivas de unos y otros metales, constituyen la ley 
de la moneda, que es en España la siguiente: 

Para las de oro y las de plata de 5 pesetas... 0,900 de 
fino y 0,100 de cobre. 

Para las demás de plata, 0,835 de plata y 0,165 de cobre. 



262 

Para las de cobre ó bronce... 0, 950 cobre, 0,040 estaño 
y 0,010 zinc. 

Las monedas que debe haber, aunque no todas se han 
acuñado, son las siguientes: 

De oro de 100. 50. 25. 20. 10. 5 ) 
De plata de.. 5. 2. 1. 0,50. 0,20 f pesetas. 
De bronce de 0,10. 0,5. 0,2. 0,1 ) 
Los pesos, diámetros, permiso en más ó en menos res

pecto al peso y á ley, etc., están consignados en el De
creto Ley de 19 de Octubre de 1868, y Real orden de 21 
de Marzo de 1871. 

En adelante usaremos las siguientes abreviaturas: 
D = deca, H — hecto, K = kilo, M = miria, Q = quin

tal métrico, T = tonelada de peso, d •= deci, c = centi, 
m m mili ó metro, a área, 1 — litro, g = gramo, 
p ps? peseta. 

La unión de dos de esas iniciales significará la unidad 
correspondiente, por ejemplo: Km= kilómetro, Hl = hec
tolitro, mg = miligramo, etc. Las unidades cuadradas y 
cúbicas se expresarán con las iniciales y los exponentes 
respectivos, verbi gracia: m 2 = metro cuadrado, cm 3 = 
centímetro cúbico, etc. 

Las unidades de tiempo, comunes á casi todos los 
países, son: 

D í a . . , <• 24horas. 

Hora.. = 60 minutos. 

Minuto = 60 segundos. 

Los segundos se di
viden en décimas y cen
tésimas. 

229. El sistema antiguo de pesas, medidas y mone
das de Castilla, que fué legal en toda España hasta 1849, 
en que se adoptó el métrico decimal, consta de las si
guientes 

bigio = 100 anos. 
Decenio = 10 años. 

Lustro ó quin- ) 5 a ñ o q 

quenio = ] ü a n o s -

Trienio = 3 años. 

B ien io . . . . . . . = 2 años. 

Ano común... = 365 días. 

Año bisiesto.. = 366 días. 

Año comercial = 360 días. 

Mes comercial = 30 días. 

Década = 10 días. 

Semana . = 7 días. 



UP^riD ÁZOES... 

DE LONGITUD Ó LINEALES. DE SUPERFICIE Ó AGRARIAS. 

Godo de ribera = 2 pies y 9 líneas. 

Las lineales cuadradas y además... 
Fanega superficial=576 ests. 2=12cel. s 

Celemín superf. a l .= 48 estads.2 

DE VOLÚMENES. 

Las lineales cúbicas y la tonelada de 
arqueo = 8 codos cúbicos de ribera, 
que se usa én la marina (*). 

X > I E ¡ C A P A C I D A D . 

PARA ÁRIDOS. PARA VINOS Y LICORES. PARA ACEITES. 

Cáliiz... = 12 fanegas. 
Fanega. = 12 celemines 
Celemín = 4 cuartillos. 

( * ) L A TONELADA DE ARQUEO 

Moyo = 16 cántaras ó arrobas. 
Cántara ó arroba= 8 azumbres=4 cuart. a s 

M O D E R N A ES EL METRO CÚBICO. 

Arroba = 25 libras. 
Libra.. = 4 panillas. 
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3 D E P E S O . 

Tonelada = 20 quintales = 80 arrobas = 2000 libras, etc. 
Quintal = 4 arrobas = 1 0 0 libras = 1600 onzas. 
Arroba = 25 libras = 400 onzas. 
Libra = 16 onzas. 
Libra medicinal = 12 onzas = — libra común. 
Onza = 8 dracmas = 24 escrúpulos = 16 adarmes. 
Dracma = 3 escrúpulos = 6 tomines = 72 granos. 
Adarme = 3 tomines = 36 granos. 
Escrúpulo = 2 tomines = 24 granos. 
Tomín = 12 granos. 
Para las piedras preciosas, el quilate = 4 granos. 

DE ORO. DE PLATA. 

Onza = 
Media onza.. -
Centén . = 
Ochentón.... -
Escudo de oro= 
Escudito -
Escud.0 antig.0 

=16 duros. 
=8 duros. 
=5 duros. 
=4 duros. 
=2 duros. 
=1 duro. 
=2l4-rs , 

¡Peso duro = 5 ps.=20r. s 

Escudo ó— duro. =10 reales. 
2 

Peseta columnaria=5 reales. 
Peseta = 4 r. s vén. 
-y-peseta.. = 2 reales. 
Real de vellón=34 maravedises. 

No hay ya monedas de cobre del sistema antiguo. 
230. Las equivalencias aproximadas entre las uni

dades homogéneas de ambos sistemas expuestos, de pesas 
y medidas, son las siguientes: 

1 legua = 
1 vara = 
1 pie 
1 estadal2 

1 fanega superficial 
1 cuartillo (vino)... 
1 libra de aceite.... 
1 fanega (grano)..., 
1 onza = 28,756 gramos. 
1. libra = 460 gramos 
1 arroba 

5,572 kilómetros. 
0,836 metros. 
2,786 decímetros. 
0,112 área. 
0,644 hectárea. 
0,504 litro. 
0,502 litro. 
0,555 hectolitro. 

11,502 kilogramos. 
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1 kilómetro. .. 
1 metro 
1 decímetro 
1 área 
1 hectárea .... 
1 litro (vino) 
1 litro (aceite) ... 
1 hectolitro. 
1 gramo = 20 granos 
1 kilogramo 
1 tonelada métrica... 

0,179 legua. 
1,196 vara. 
0,359 pie. 
8,944 estadales2. 
1,553 fanega superficial. 
1,984 cuartillo. 
1,990 libra. 
1,802 fanega. 
0,035 onza. 
2,173 libras. 

86,941 arrobas. 

ART.° 2.0—TRANSFORMACIONES DE LOS NÚMEROS CONCRETOS. 

231. Llámase número incomplejo, al concreto de una 
sola especie, por ejemplo: 5 arrobas, 15 varas, 3 fanegas, 
son tres incomplejos. 

Por el contrario, número complejo es el concreto com
puesto de varios incomplejos del mismo género aunque de 
distintas especies; por ejemplo: 2 arrobas, 9 libras y 7 
onzas; 6 fanegas y 10 celemines, son dos números com
plejos; el primero de peso y el segundo de capacidad. 

Para reducir un número incomplejo á otro de especie 
inferior, se multiplica el número dado por el de unidades 
inferiores de la especie buscada, que contenga la unidad 
superior de aquél. 

Por ejemplo: para reducir 15 varas á pulgadas, se 
multiplica 15 por 36 que son las pulgadas que tiene una 
vara, y el producto 15 X 36 = 540 serán, las pulgadas 
que tienen 15 varas. 

Para reducir un incomplejo á otro de especie superior, 
se divide el número dado por el de unidades de su especie 
que contiene cada unidad superior de las buscadas, y el 
cociente exacto (entero ó fraccionario) es el número 
buscado. 

Por ejemplo: para reducir 24 libras á quintales, basta 
expresar el cociente ~ de quintal = 0,24; porque cada 
libra es una centésima de quintal, por tanto, 24 libras 

34 
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serán 24 centésimas. Claro es que ese cociente, y la ma
yoría de los análogos, son inexactos en números enteros. 

Para reducir un complejo á incomplejo de especie in
ferior, se reduce primero el incomplejo superior de los 
que componen el complejo dado á la especie inferior in
mediata, añadiendo las unidades que haya de ésta, redu
ciendo la suma á la especie inferior siguiente, añadiendo 
las que haya de ésta y asi hasta llegar á la especie 
luscada. 

Ejemplo. Reducir 6 quintales, 2 arrobas y 10 libras 
á onzas. 

1.° 6 quintales — 6 x 4 = 24 arrobas, y 2 que hay 
son 26 arrobas. 

2.° 26 arrobas = 26 x 25 == 650 libras, y 10 que hay 
son 660 libras. 

3.° 660 libras = 660 X 16 = 10560 onzas. 
Para reducir un número complejo á incomplejo de 

especie cualquiera (no inferior), se le reduce primero á la 
inferior de las que contenga, y luego este incomplejo se 
reduce al de la otra especie por la regla ya dada. 

Por ejemplo: las 10560 onzas del ejemplo anterior, son 
^ de libra = - ^ d e arroba = ^ de quintal, etc. 

16 400 1600 ^ ' 
Por último, para reducir á complejo un incomplejo, se 

le divide por el número de unidades de su especie que con
tiene la inmediata superior, y lo mismo se hace con los 
cocientes sucesivos, los cuales serán los números de uni
dades superiores y los residuos los de las inferiores inme
diatas respectivas. Por ejemplo: dividiendo 10560 por 16 
(onzas que tiene una libra), resulta 10560 = 16 x 660, 
es decir 10560 onzas = 660 libras. Dividiendo 660 por 25 
(libras que tiene una arroba), resulta 660 = 2 5 x 26 -f- 10; 
es decir, que 660 libras = 26 arrobas y 10 libras. 

Dividiendo 26 por 4 (arrobas que tiene un quintal), 
resulta 26 = 4 x 6 + 2, es decir, que 26 arrobas = 6 quin
tales y 2 arrobas. 

Luego 10560 onzas = 6 quintales, 2 arrobas y 10 libras. 
Con los números concretos del sistema métrico deci

mal, casi no hay necesidad de resolver los problemas ú l -
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timamente dichos, porque como las divisiones y subdivi
siones siguen la ley de las unidades numerativas, se re
ducen fácilmente á incomplejos, si se dan como complejos, 
y viceversa. 

Por ejemplo: 
2 kilogramos, 6 hectógramos y 1 gramo — 2601 gramos. 

10 hectolitros, 1 decalitro y 6 litros == 1016 litros. 
232. Para reducir números concretos del sistema an

tiguo al decimal ó recíprocamente, se multiplica el nú
mero de unidades dadas de cada especie por lo que valga 
cada unidad de esas en el otro sistema, y se suman los 
resultados, ó mejor se reduce primero á incomplejo el 
número dado, y así bastará una multiplicación. 

Si se trata de medidas superficiales ó de volumen, y 
sólo se conoce la equivalencia de las unidades lineales 
respectivas, habrá que multiplicar el número dado por el 
cuadrado ó el cubo de la equivalencia lineal correlativa; 
por ejemplo: para reducir varas cuadradas á metros cua
drados hay que multiplicar el número de aquéllas por 
0,8362; para reducir metros cúbicos á varas cúbicas se 
multiplicará el número de aquéllos por 1,1963, etc. 

Ejemplos: 
1.° Reducir el complejo 6 quintales, 2 arrobas y 10 

libras al sistema decimal. 
Gomo 6 quintales, 2 arrobas, 10 libras — 660 libras; 

y 1 libra = 460 gramos, multiplicando 660 por 460, se 
tendrá reducido á gramos el complejo dado. 

luego 660 libras = 303600 gramos = 303,600 kilogramos. 
2.° Convertir en decimal el complejo 4 leguas y 305 

varas = x. 
Gomo 1 legua = 5572,7m, y 1 vara = 0,836m... será 

660 x 460 = 303600 

5572,7 
X 4 

0,836 
X 305 

4 leguas = 22290,8 m 

305 varas = 254,98 

4180 
2508 

x = 22545,78 m 

254,980 
= 22,54578 kilómetros. 
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LECCIÓN 21. 

CAPÍTULO 2."—operaciones con nümeros concretos. 
Escolio general sobre la sumación de concretos, y casos 

que pueden ocurrir (233). Adición de incomplejos de igua
les ó distintas especies (234). Adición de complejos (235). 
Adición de concretos métrico decimales (236). Sustracción 
de incomplejos de iguales ó distintas especies (237). Sus
tracción de complejos (238). Sustracción de concretos mé
trico decimales (239). Multiplicación de concretos: escolio 
sobre los géneros del producto y de los factores (240). 
Cuestiones más usuales de multiplicar concretos: excep
ciones (241). Reglas para multiplicar incomplejos, com
plejo por incomplejo y viceversa (242). Multiplicación de 
complejos por el método de las partes alícuotas (243). 
Multiplicación de concretos métrico decimales (244). Di
visión de concretos: especie del cociente según los datos 
sean homogéneos ó heterogéneos; cuestiones más usuales 
de dividir concretos (245). División de incomplejos, de 
complejo por incomplejo y viceversa(246). División de 
concretos métrico decimales (247). 

ART.° 1.°—SUMACIÓN DE CONCRETOS. 
§ I . 0 ADICIÓN. 

233. Para que varios números concretos puedan ser 
sumados ó restados es necesario que sean homogéneos ó 
del mismo género, es decir, todos de peso ó todos de lon
gitud, etc. Es claro que los casos distintos que pueden 
ocurrir en la sumación, como en las otras operaciones con 
números concretos, son: que los datos sean incomplejos 
(el caso más sencillo), y que sean complejos todos ó sólo 
algunos. 

234. Para sumar concretos incomplejos de la misma 
especie se suman como abstractos, dando á la suma la 
especie ó denominación de los sumandos. 

Ejemplos: 
1.° 15ar. s-i-10ar. s 4-7ar. a = (15-4-10-h 7 = 32) ar. s 

2.° 30 m + 6 m 4 - 1 2 m = 48 m. 
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Para sumar incomplejos de distintas especies, aunque 
del mismo género, se forma el complejo correspondiente, 
que será la suma, la cual se podrá reducir á incompleja, 
ó á compleja de otra forma, según las reglas del capítulo 
anterior. 

Ejemplo: 
10 v. s -+- 2 p. s + 3 pulg.8 = 10 v.% 2 p. 9 y 3 pulg. s 

235 Para sumar números complejos, se suman entre 
s r los incomplejos de iguales especies de que aquéllos 
constan, y el complejo que formen todas esas sumas par
ciales será la total. 

Conviene empezar á sumar por las especies inferiores, 
á fin de llevar ó incorporar á las superiores inmediatas 
las unidades que pueden resultar de aquéllas, como se 
hace con las cifras de diversos órdenes en la adición de 
enteros abstractos. 

Ejemplo: 
15 arrobas 20 libras y 7 onzas 

+ 9 » 12 » 12 » 3 adarmes 
+ 20 » 7 » • 9 » 7 _»_ 
S 4 4 » 39 » 28 » 10 » ' Y » Í ó 45 >y 1 5 » 1 2 } > 1 Q }> 

porque 28 onzas = 1 libra -+- 12 onzas, 1 libra -+- 39 libras 
— 40 libras = 1 arroba H- 15 libras, y por último 44 arro
bas y 1 arroba = 45 arrobas. 

236. Para sumar números métrico decimales se les 
coloca de modo que se correspondan las cifras de igual 
orden ó de la misma especie, y la suma será de la especie 
de la cifra á cuya derecha se coloque la coma, ó de la 
primera cifra derecha si es entera la suma. 

Ejemplos: 
1034,2 litros 

98,07 hectolitros 
9 decilitros 

10842,1 litros 

7,246 kilogramos 
4- 2943 decágramos 
-H 2271 decigramos 

36903,1 gramos 
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§ 2.° SUSTRACCIÓN. 

237. Para restar incomplejos de la misma especie se 
restan como abstractos, dando luego á la resta la especie 
ó nombre correspondiente. 

Ejemplo: 7 pesetas — 3 pesetas = 4 pesetas. 
Para restar un incomplejo de otro de especie superior 

se reducen ambos á la misma especie y queda este caso 
reducido al anterior. También puede tomarse del minuen
do las unidades suficientes para restar de ellas el sus-
traendo, pero entonces la resta será un número complejo. 

Ejemplo: 
30 arrobas — 8 libras = 30 arrobas — arrobas = . 

25 
(30 X 25) libras — 8 libras, ó bien 30 = 29 -4- 1, 1 arro
ba — 8 libras — 25 libras — 8 libras = 17 libras, luego 
30 arrobas — 8 libras = 29 arrobas y 17 libras. 

238. Para restar complejos, ó se reducen minuendo 
y sustraendo á la misma especie y se restan ya como in
complejos, ó se resta de cada especie del minuendo la 
análoga del sustraendo, y la suma de esas restas parcia
les, es decir, el complejo que forman será la resta busca
da. Se empieza por las unidades inferiores con el fin de 
poder tomar de las superiores las unidades suficientes, 
si hacen falta, y reducirlas á las inferiores, para efectuar 
todas las restas, como se hace en los enteros abstractos. 

Ejemplo: 
X o V " 8 L p ; S 1 p u l g , S ( Gomo 8 < 10, se reduce á pul-

~ 9 » ^ » lü » | gadas 1 pie y serán 12+8=20, 
5 » 1 » 1 0 » ( menos 10 = 10 pulgadas. 

De igual modo se reduce á pies una vara de las 15, 
que son 3 pies, y de 2 á 3 va un pie (porque el 1 pie que 
había en el minuendo se redujo ya á pulgadas y no quedó 
pie alguno); y 14 varas — 9 varas = 5 varas. 

Para restar un incomplejo de un complejo, se resta 
aquél del de su especie en el complejo, tomando, si es 
preciso, unidades superiores, para reducirlas á las de la 
especie del sustraendo. 
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/ 1883 años, 2 meses, 1 8 días 
Ejemplo: ] " 4 0 » ' . 

( 1843 » 2 » 1 8 » 
Por último, para restar un complejo de un incomplejo, 

se toman de éste las unidades suficientes para que redu
cidas á las del sustraendo pueda hacerse la sustracción. 

Ejemplo: 1889 años —(1491 años, 9 meses y 1 2 días). 
Reduciendo á meses un año, y á días un mes de esos, la 
cuestión es restar los dos complejos... 

1888 años, 1 1 meses, 3 1 días 
— 1491 » 9 1 2 » 

397 » 2 19 » 
Este problema puede proponerse así: ¿Cuánto tiempo 

hizo del descubrimiento de América, el último día del 
año 1889, sabiendo que aquél tuvo lugar el 1 2 de Octubre 
de 1492? 

239 . Para restar concretos métrico decimales, se 
restan las cifras ó unidades de igual orden, para lo cual 
conviene ponerlas en columna. 

Ejemplos: 
38 ,526 hectolitros 

— 2 5 6 litros 
35,966 hectolitros 

ART.° 2.°—PRODUCCIÓN DE CONCRETOS. 

§ 1.° MULTIPLICACIÓN. 

240 . Según la definición general de la multiplicación 
(38), en la de concretos será necesariamente multiplicando 
el factor de cuyo género haya de ser el producto, lo cual 
se conocerá por el texto de la cuestión en cada caso. Ade
más, el multiplicador debe ser considerado como abstracto, 
aunque se dé como concreto, porque expresa, si es entero, 
las reces que el multiplicando se ha de repetir como su
mando. La permutación de factores (41) no será aquí po
sible sino en cuanto al valor, no al género de aquéllos. 

2 4 3 , 8 7 kilogramos 
— 10 2 3 0 gramos 

233,640 kilogramos 
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241. Las cuestiones más usuales de multiplicar con
cretos son las que tienen por objeto hallar el valor de un 
número, conociendo el valor de la unidad correspondiente. 
Ese valor no siempre será dinero, aunque sí es lo más 
frecuente; y sea lo que fuere, sólo procederá multiplicar 
cuando los valores de las cantidades en cuestión varíen 
en el mismo sentido, y en la misma razón que dichas can
tidades; ó como diremos más adelante, cuando sean aqué
llos y ;éstas directamente proporcionales. En todos los 
demás casos no será una simple multiplicación, sino otra 
operación más complicada, la que se necesite para hallar 
el valor de varias unidades conociendo el de una. Por 
ej.°: para hallar el valor de un cristal y de una piedra 
preciosa no basta multiplicar el precio de la unidad de 
tamaño ó peso por el número de unidades, sino crue es 
preciso elevar al cuadrado ese número de unidades, y 
después multiplicar ese cuadrado por el valor de la uni
dad, y eso cuando no es muy grande el tamaño. 

242. Para multiplicar dos incomplejos se multiplican 
como abstractos, dando al producto la especie del multi
plicando. 

Ejemplo 1.° 30 metros de tela á 6 pesetas el metro, 
30 x 6 = 180 pesetas. 

Ejemplo 2.° La circunferencia del Ecuador terráqueo 
tiene 360° de á 20 leguas cada grado, ¿cuántas leguas tiene 
dicha circunferencia?. 360 x 20 = 7200 leguas. 

Para multiplicar complejo por incomplejo se multiplica 
cada especie de aquél por éste, y el complejo que resulte 
será el producto buscado. 

Por ejemplo: 15 arrobas á 3 duros y 6 reales arroba. 
3 duros 6 reales. 

X 15 » 

45 duros 90 reales 
49 » 10 » 

¿Cuántos días, horas y minutos tiene un siglo, sabien
do que un año tiene 365 días, 5 horas y 50 minutos (pró
ximamente)? 
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3 6 5 d . 5 h . s 5 0 m.8 

X 1 0 0 Pero 5 0 0 0 m.8 = 5 0 0 0 : 6 0 h. s 

= 8 3 h. 8 -4- 2 0 m. s; 5 8 3 h. s = 
3 6 5 0 0 » 5 0 0 » 5 0 0 0 » ( 5 8 3 : 2 4 d.s = 2 4 d . s 7 h. s 

Por tanto, 1 0 0 anos = 3 6 5 2 4 días, 7 horas, 2 0 minutos. 
Para multiplicar complejos, ó incomplejo por com

plejo, se reducen á incomplejos, ó al menos el multipli
cador á la especie (precisamente) cuya unidad sea el tipo 
del valor ó de precio, y se está en caso ya dicho. 

Ejemplo: ¿Cuánto valen 10 quintales, 3 arrobas y 
8 libras, á 6 duros y 9 reales la arroba? 

Como la unidad tipo de valor ó de precio es la arroba, 
reduzcamos el multiplicador á incomplejo de arrobas y 
será 10 quint.% 3 ar.% 8 lib. 8 = 4 3 - ¿ - = 4 3 , 3 2 ar. s 

Multiplicando ahora por este número el precio de la 
arroba (6 x 4 3 , 3 2 = 2 5 9 , 9 2 duros) + ( 9 x 4 3 , 3 2 = 3 8 9 , 8 8 r.8) 
(redúzcase á incomplejo ese complejo). 

2 4 3 . Para multiplicar complejos por el método de las 
partes alícuotas, se considera descompuesto el multipli
cador en un múltiplo de la unidad cuyo valor es el mul
tiplicando, y en varias partes alícuotas de esa misma 
unidad, se halla sucesivamente el valor de cada parte del 
multiplicador y de su múltiplo, y se suman todos esos 
productos. Ejemplo: (el anterior) El multiplicador 
4 3 arrobas y 8 libras = ( 4 3 +—-+•—•) arrobas. Ahora.... 
( 6 d . 8 + 9 r . s ) x 4 3 = 2 5 8 d.s + 3 8 7 r . 8 / _ i _ = _ ! _ x J . 

2 4 4 . Para multiplicar concretos métrico decimales, 
se multiplican como enteros ó decimales abstractos, dando 
luego al producto la especie correspondiente, según las 
condiciones de la cuestión. 

Ejemplo 1.° ¿Cuánto valen 2 7 5 litros d e vino á 5 , 5 5 
pesetas el d e c a l i t r o ? 

25 

x — = 1 » 
5 

x — = o » 
25 

2 5 9 » 
ó... 2 7 9 » 

4 0 8 , 3 » 
8 , 3 » 

3 5 
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Reduciendo el multiplicador á decalitros y multipli
cando, resulta 27,5 x 5,55 = 152,625 pesetas. 

Lo mismo resultaría multiplicando el entero 275 litros 
por 0,555 pesetas, que es el precio del litro, según se 
deduce fácilmente. 

Ejemplo 2.° ¿Cuántos kilómetros tiene la circunfe
rencia del Ecuador terrestre, cuya longitud en leguas, 
según há poco hallamos, es 7200, sabiendo que... 

1 legua = 5,572 kilómetros? 
5,572 

X 7200 
15544 

39004 
40558,400 kilómetros. 

§ 2.° DIVISIÓN. 

245. Cuando dividendo y divisor son homogéneos, el 
cociente es abstracto (ó del género que indique la cues
tión), porque expresa las veces que el dividendo contiene 
al divisor. 

Si dividendo y divisor son de distinto género, el co
ciente será del mismo que el dividendo. 

Generalmente, el primero de esos dos casos corres
ponde al problema de hallar las unidades que valen el di
videndo, siendo el divisor lo que vale cada una; y el se
gundo al de hallar el valor de cada unidad, siendo el di
visor el número de ellas, y el dividendo lo que valen 
todas las que expresa el divisor. Pero aquí, como en la 
multiplicación, hay que advertir que sólo cuando los va
lores son directamente proporcionales á las cantidades 
valoradas, los problemas antedichos se resolverán por 
simples divisiones de los concretos que se den; cuando no, 
serán necesarias otras operaciones, con ó sin divisiones. 

246. Para dividir números incomplejos, se les divide 
como abstractos, y el cociente será de la especie que in
dique cada cuestión. 
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Ejemplo. ¿Cuántas unidades valen 3000 pesetas, va
liendo 15 cada una? — = 200. 

15 
¿Cuántas pesetas vale cada unidad de 200 que valen 

3000 pesetas? 3000 : 200 = 15 pesetas. 
Para dividir un complejo por un incomplejo, se divide 

por éste cada especie del dividendo, agregando, á las in
feriores, antes de tomarlas por dividendos, los restos de 
las superiores reducidos á las especies inferiores res
pectivas. 

También se puede transformar el dividendo en incom
plejo y queda reducida la cuestión á dividir dos incom
plejos. 

Ejemplo: ¿Cuánto vale cada unidad de 30 que valen 
59 duros y 13 reales? / . a Solución... — = 1 — duros, 

J 30 30 

29 duros = 580 reales que con los 13 hacen 593 reales; 
593 : 30 = 19-=- reales, 23 reales = 782 maravedises — 

30 ' 30 
== 26 maravedises; luego cada unidad vale 1 duro, 
19 reales y 26 maravedises = 39 reales 26 maravedises 
ue se hallarán también reduciendo primero á reales el 
ividendo (2.a' Solución), y luego á maravedises el resto. 

Para dividir complejos, ó incomplejo por complejo, se 
transforma á lo menos el divisor en incomplejo de la es
pecie que indique la cuestión, ó cualquiera, si es indife
rente la especie, y queda este caso reducido á uno de los 
anteriores. 

Ejemplo 1.° ¿Cuánto atrasa por día un reloj que en 
4 días 10 horas se ha atrasado 7 minutos 40 segundos? 

Habiendo de dividirse el atraso total, por el tiempo 
respectivo, reduzcamos éste á incomplejo de día, que es 
la unidad á que se refiere el valor en atraso de la unidad 
de tiempo. 4 días 4- 10 horas = — día. 

•*• 24 
Reduciendo también el dividendo á incomplejo (se

gundos) 7 minutos -+- 40 segundos = 460 segundos. 
Dividiendo 460 : -°- = ^ = ^ = 104,1 seg.* 

24 105 106 ' ° 

El atraso diario ha sido, pues, 1 minuto 44,1 segundos. 
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Ejemplo 2.° ¿Cuántas unidades se comprarán con 56 
duros 15 reales á 24 reales cada una? 

56 duros + 15 reales = 1135 reales; 1135:24 = 47,29... 
247. Para dividir concretos métrico decimales, se 

dividen como enteros ó decimales abstractos, dando luego 
al cociente la especie que convenga ó exija la cuestión. 

Ejemplos. l.° ¿Cuánto tiempo podrá funcionar una 
máquina de vapor que consume 645 kilogramos de hulla 
por día, con 17 toneladas y 8 quintales de ese combustible? 

Convirtiendo en kilogramos el dividendo, son 17800 
kilogramos, y la cuestión queda reducida á dividir dos 
números enteros... 17800 : 645 == 27,597. 

Podrá funcionar 27 días, 597 milésimas. Para reducir 
éstas á horas hay que multiplicar 0,597 por 24. Re
sultan 14,328 horas. Redúzcase á minutos la fracción 
0,328 día, etc. 

2.° ¿A cómo sale el litro de un vino del que han 
costado 1941,75 pesetas, 8,63 hectolitros? 

Dividiendo esos dos números resultará el precio del 
hectolitro, y separando dos decimales, el coste del litro. 

1941,75 : 8,63 = 225 pesetas el hectolitro, ó sea 2,25 
pesetas el litro. 

Cuestiones sobre el Libro quinto, 

1. Reducir á incomplejo de su inferior especie 43 
miriámetros, 6 decámetros, 8 metros. 

2. Reducir á complejo el número 53125 onzas de peso. 
3. Hallar el peso en oro de 17000000 rs. (en onzas). 
4. Hallar el peso en plata de ese dinero (en duros, 

que pesan 25 gramos cada una). 
5. Convertir en medidas modernas las antiguas si

guientes: 20 arrobas y 10 libras; 30 leguas, 165 varas y 10 
pulgadas; 25 fanegas y 7 celemines superficiales; 15 fa
negas y 10 celemines de trigo; 110 cántaras y 5 azumbres 
de vino; 40 arrobas y 35 panillas de aceite. 

6. Comprobar los resultados del ejercicio anterior, 
haciendo las conversiones inversas. 

7. Hallar lo que valen 3 coches que han costado 50 
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duros y 11 reales el primero, 2000 pesetas el seguudo y 
14 onzas de oro el tercero. 

8. Hallada la suma anterior en pesetas, averiguar, 
por sustracción, cuánto valen los dos primeros coches. 

9. ¿Cuál es la diferencia de nivel entre los montes 
Mulhacén y Everest (Himalaya), siendo sus altitudes 
3480 y 8840 metros? 

10. ¿Cuánto valen 19 libras de una mercancía, va
liendo á 47 duros y 7 reales quintal. 

11. Hallar, por el método de las partes alícuotas, 
cuánto andará en 5 horas, 36 minutos y 18,5 segundos, 
un móvil que anda 103 varas y 20 pulgadas por hora. 

12. ¿Cuánto se tardará en hacer el pie de un encaje 
del que se han hecho 7 varas, 2 pies y 9 pulgadas, en 10 
meses, 18 días y 3 horas? 

13. ¿Cuánto vale la fanega superficial de un terreno 
que ha costado 4238 duros y 17 reales, midiendo 35 fane
gas, 6 celemines y 23 estadales2 ? 

14. ¿Cuánto tardaría en recorrer el Ecuador terrestre 
un tren que anduviera sin detenerse, á razón de 80 kiló
metros por hora? (suponiendo posible la vía). 

15. Resueltas las cuestiones 3 y 4, hallar el peso del 
oro, de la plata y del cobre puros, que entran en dicho 
dinero, acuñado "de ambos modos á la ley actual (en cen
tenes, en duros ó en monedas pequeñas "de plata). 

16. ¿Cuántos metros de una tapia podrán hacerse con 
13 onzas, 15 reales y 28 maravedises, costando el metro 
á 3 duros, 16 reales y 7 maravedises. 

17. Miss Nellie Bly ha dado recientemente la vuelta 
al mundo en 72 días, y 6 horas; suponiendo que haya 
recorrido 40000 kilómetros, ¿cuánto camino corresponde 
- término medio—á cada día y hora? 



LIBRO SEXTO—COMPARACIÓN DE NOMEROS CONCRETOS. 

LECCIÓN 22. 

Cantidades correlativas: funciones matemáticas y sus 
variables (248). Cantidades proporcionales directa, inver
sa 6 recíprocamente (249). Criterios para afirmar anegar 
la proporcionalidad de cantidades dadas, y la especie de 
esa relación si existe (250). Teoría de la proporciona
lidad compuesta (251). Reparticiones proporcionales ó á 
prorrata (252). Proporcionalidad armónica (253). 

248. Las cantidades matemáticas concretas que figu
ran en las cuestiones científicas, industriales, comercia
les, etc. del mismo género, suelen tener entre sí relacio
nes numéricas tales, que á determinados valores de las 
unas corresponden valores también determinados de las 
otras. Esas cantidades así relacionadas llámanse en gene
ral correspondientes ó correlativas; y en particular, aqué
llas cuyos valores en cada cuestión dependen de los de 
las otras, son llamadas variables dependientes ó funcio
nes matemáticas de esas otras, que á su vez son las varia
bles independientes de aquéllas; aunque la verdad es que 
cuando las relaciones cuantitativas son generales, consti
tuyendo las leyes naturales ó convencionales de todas las 
cuestiones análogas, son mutuamente permutables las 
funciones y sus variables, en cuanto al orden sucesivo de 
sus valores correspondientes; es decir, que si una cantidad 
es función de otra (suponemos sólo dos para fijar las ideas), 
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z = x n, x 

ésta es también función de aquélla, aunque sea de otro 
modo; llamándose funciones inversas una de otra las dos 
así originadas. Tales son, por ejemplo,... en abstracto, la 
potencia y la raíz de un mismo grado; puesto que si 

n 

= y z , es decir, que las cantidades represen
tadas por z y x son funciones inversas cada una de la 
otra. Los precios de las mercancías son funciones del peso 
ó de la medida de éstas (á igual calidad); é inversamente: 
la cantidad adquirible de una mercancía es función del 
dinero disponible, etc. 

249. Las funciones más sencillas y usuales—únicas 
que en Aritmética se estudian—son las que dependen de 
sus variables por una ó más proporciones: es decir, aqué
llos géneros de cantidades cuyos valores correspondientes 
—dos de la función y dos de la variable—forman una 
proporción. Pero eso puede suceder de tres modos distin
tos, en los diversos géneros de cantidades proporcionales; 
aunque sólo es posible de un modo en cada caso, ó en 
cada par de géneros relacionados proporcionalmente. 

l.° Se dice que dos cantidades, mejor dos géneros de 
cantidades, son directamente proporcionales ó están en 
razón directa, si dos valores cualesquiera de la una y los 
correspondientes de la otra forman proporción, contando 
en el mismo orden ambos pares de valores. 

Si llamamos A, B á las dos cantidades; a', a", a'" 
á los valores sucesivos de la A; b', b", b"',...k los valores 
correspondientes de la B; serán directamente proporcio-

. .. -i . a' V a b' a" b" 
nales esas cantidades, si — = — , = , ——= , 

a" b" a"' b'" a'" b'" 
etc.; ó permutando los medios... 

a' a" a'" 
— = — = — = ... = constante. 

b' b" V" 
Esta última forma conviene mejor cuando se quiere 

comparar tres ó más pares de valores de ambas cantida
des, y se expresa diciendo: que la razón de dos valores 
correspondientes cualesquiera es constante, ó la misma. 
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2. 0 Son inversamente proporcionales ó están en razón 
inversa dos géneros de cantidades, si dos valores de la 
una y sus correspondientes de la otra forman proporción, 
pero contando los unos en orden contrario á los otros. 

Con la misma notación anterior habrá proporciona
lidad inversa entre A y B, si 

a' _ b" a' b'" a" b'" 
a" V' a'" b' ' a'" b" ' 

3.° Son recíprocamente proporcionales ó están en 
razón recíproca dos cantidades, si dos valores de la una 
pueden ser extremos y los correspondientes de la otra me
dios de una proporción. 

La proporcionalidad recíproca entre las cantidades 
.a' b" a" b'" . A, B, existirá, pues, si — = — — = — , etc. 

b' a" b" a'" 
Es fácil demostrar que no puede haber más que esas 

tres especies de proporcionalidad; pues, combinando de 
todos los modos posibles los 4 valores a', a"; b', b" su
puestos proporcionales, aunque sin fijar cómo, resultan 
las 24 igualdades siguientes, de las cuales las 8 primeras 
—distintas formas de una misma proporción (200)— ex
presan la proporcionalidad directa; las 8 segundas la pro
porcionalidad inversa y las 8 últimas la proporcionalidad 
recíproca entre las cantidades^, B, cuyos son esos valores. 

l . a s 

2. a 3 

a ' V a1: ___ a,r 

a" ~~ y — j „ i a" V ~ V 

a' V a1" __ V 
r a"' a" a"' V a" " a: 

2L - J" cC a" a" _ V a" a' 
0" ~ V> I r a1 y"' V ~ r 

v a" V Ir _ a b 
- u v 

r ~ a' a" " . 0 ' ' V ~ a"' a' ~ a" 
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cC V i 1 a" 5" 
— -— • — — — =̂  — cr 5' a' 

a" V ti ' 5" _ a' 
5"' a" ~ "¿7 ~ 5' ' 

Como se puede comprobar también, las 8 primeras 
corresponden á la igualdad de productos a1 V = an b\ las 
8 segundas á la á? V — a" 5" y las 8 terceras á la $ V = #'#"; 
y como evidentemente, caso de ser iguales los productos 
binarios de esos 4 números, lo han de ser de uno de esos 
tres modos necesariamente, no hay más igualdades de 
productos, posibles, ni más proporciones por lo tanto. 

Escolio. Las proporcionalidades directa é inversa 
pueden existir entre valores todos homogéneos, ó sólo dos 
á dos, puesto que los productos de extremos y medios 
tendrán las especies de los multiplicandos respectivos, de 
los cuales entra uno de cada género en cada producto. 
Pero la proporcionalidad recíproca no existe, por regla 
general, sino entre valores todos homogéneos, pues siendo 
extremos los de una cantidad y medios los de la otra, no 
habría igualdad cualitativa en los respectivos productos, 
siendo de géneros distintos ambas cantidades; por eso tal 
proporcionalidad se usa poco en Aritmética y algo más en 
Geometría, entre valores lineales correlativos. Esa homo
geneidad de los cuatro valores, permite, por excepción, 
cambiar la proporcionalidad recíproca en inversa, y al 
revés; pues si a\ a" son recíprocamente proporcionales á 

/ a? V \ 
b\ V\... I — 1 , también a\ V son inversamente 

\ V a11 / 
proporcionales con a \ b". Eso equivale á cambiar la co
rrelación ó correspondencia de valores, sin lo cual evi
dentemente no es posible cambiar una en otra, ninguna 
de las tres distintas especies de proporcionalidad. 

250. Veamos ahora qué criterios nos guiarán para 
afirmar ó negar la proporcionalidad de cantidades dadas 
(de nombre ó género). 

Desde luego, no compete á la Aritmética estudiar la ley 
36 
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de correlación numérica entre cantidades concretas; sino 
á la ciencia, industria, etc., á que correspondan las cues
tiones en que esas cantidades figuren; pero, supuesta ya 
sabida, ó convencionalmente establecida dicha ley, y por 
ella determinables valores correlativos de las cantidades 
dadas, he aquí los criterios para decidir si son ó no pro
porcionales, y de cuál de los tres modos, si lo son. 

Teorema 1.° La condición necesaria y suficiente para 
afirmar que dos cantidades son directamente proporcio
nales, es que al multiplicar cada valor de la una por un 
número cualquiera, el valor correspondiente de la otra 
resulte necesariamente multiplicado por ese mismo nú
mero (en virtud de la ley de correlación). 

l.° Siguiendo las notaciones anteriores, es claro que 
(p 

si —-• = ——, y p. ej.°: a1 = n a", también V = n V\ etc. 
a o 
2.° Recíprocamente si... á la vez que a—na", tam

bién V = n V será, dividiendo ordenadamente y simpli-
r A a' a" ,,. a? V hcando, -—- = o bien = . 

V V a" V 
Corolario. Si se divide uno de los valores por un 

número, quedará igualmente dividido el valor correlativo. 
Escolio 1.° Gomo lo mismo resultaría para otros pares 

de valores, se verificará... 
a' a" cr , , — = = —• -= ... = constante, 

como ya digimos. Es decir, que la razón de cada dos va
lores correlativos de cantidades directamente proporcio
nales es constante, ó la misma cualesquiera que sean 
dichos valores; y recíprocamente: si esa razón es cons
tante, la s cantidades en cuestión son directamente pro
porcionales. 

escolio 2." Para la aplicación de esa regla ó criterio 
de proporcionalidad, basta operar con números enteros, 
pues SÍ Con éstos se verifica la.condición fundamental, 
también se verificará con fraccionarios é incomensurables. 

E ü efecto, sea — una fracción ordinaria por la que 
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multiplicado el valor ti\ resulta el ti de la cantidad A. 
Gomo m y n son enteros, al valor m ti"1 de A corres-

ti"1 V 
pondera en B... el valor m V\ y al valor el , y por 

n n 
tanto, al# = — 0 " = corresponderá =—o — o . 

Por último, si suponemos incomensurable el multipli
cador r, siendo = ? ' 0" sabemos (164) que r estará com-

prendido entre dos fracciones y , tan próximas 
* n : n 

entre sí como se quiera, y pues que para éstas se verifi
cará la condición de proporcionalidad directa, si se verifica 
para enteros; en virtud de los teoremas de los límites (165), 
también se verificará para incomensurables. 

Teorema 2.° Dos cantidades correlativas son directa
mente proporcionales, si á valores iguales de la una co
rresponden valores iguales de la otra, y ala suma de va
lores cualesquiera de la una corresponde, en la otra, la 
suma de los valores correlativos de aquéllos. 

Desde luego, si esta última condición se verifica para 
cada dos sumandos, se verificará para tres ó más; puesto 
que si ti -h ti" se corresponde con V -+- V\ también 
ti -+• ti" ti" se corresponderá con V -+- b" + V"\ ya que 
estas últimas sumas se pueden considerar compuestas sólo 
de los dos sumandos, (ti-\- a")-i- ti"\&m\&,y(V+'b")-srV" 
la otra; y lo mismo se podría decir de las sumas de cuatro 
valores, etc. 

Esto sentado, es claro que si suponemos iguales entre 
sí los valores a' = a" == a"\ etc.; según la primera parte 
de la hipótesis, también serán iguales los valores correla
tivos etc.; y según la segunda parte, se co
rresponderán las dos sumas ti •+• ti -\-"ti 4- ... = nti 
(suponiendo n el número de sumandos iguales), y 
J' + i ' + i ' + . . . = í i i ' . Se verifica, pues, en ese caso, 
el teorema 1.° para los multiplicadores enteros, y por 
tanto, según el Escolio 2.°, para números cualesquiera; y 
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puede afirmarse que las cantidades en cuestión son direc
tamente proporcionales. 

Teorema 3.° Para que dos cantidades correlativas 
sean inversamente proporcionales, es necesario y sufi
ciente que al multiplicar cada valor de la una. por un 
número cualquiera, quede partido por ese mismo número 
el valor correspondiente de la otra. 

(P 
1.° Pues si — = — y a? = na" será también 

a" V J 

b" 
b" = nV ó V= . 

n 
b" 

2.° Si á la vez que cC = n a"... V = , serán 
n 

a' V , a1 Ir -i 

=n, == n; y por tanto, = ; o los valores 
a" V a" V 

a\ a" inversamente proporcionales á los b\ b". 
Escolio á.° Como lo mismo sucedería con otros pares 

de valores correlativos, podremos establecer las igualdades 
a? V = a" b" = a:" V" = ... constante. 

Es, pues, otro criterio de la proporcionalidad inversa 
que el producto de cada dos valores correspondientes, de 
las cantidades en cuestión, sea constante. 

Escolio 2." Por un razonamiento análogo al usado 
anteriormente, se probará, que si las condiciones del Teo
rema 3.° se verifican para valores enteros de n, también 
se verificarán para números cualesquiera; y por tanto, 
basta aplicar dicho criterio con números enteros, para 
poder afirmar ó negar lógicamente la proporcionalidad 
inversa. 

Teorema 4.° Para que dos cantidades homogéneas y 
correlativas sean recíprocamente proporcionales, es nece
sario y suficiente que él producto de dos valores cuales
quiera de la una sea igual al producto de los dos valores 
correspondientes de la otra. 

Puesto que los dos valores de la una han de ser los 
extremos, y los correspondientes de la otra los medios de 
la proporción (197). 
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Escolio general. Es claro que, si aplicando los teore
mas anteriores á los valores correspondientes de cantida
des correlativas determinadas, no resultan éstas propor
cionales de ninguno de los tres modos posibles, puede 
afirmarse que esas cantidades no están ligadas por esa 
sencilla ley de correspondencia, ó que su ley de correla
ción es más complicada. 

251. Lo que sí sucede con frecuencia es que los valo
res de una cantidad sean proporcionales, directa ó inver
samente, á las potencias y raíces de los de otra; y tam
bién que sean aquéllos separada y simultáneamente pro
porcionales á los de otras varias cantidades correlativas 
con la primera. Entonces existe lo que se llama propor
cionalidad compuesta, cuya teoría es la siguiente: 

Supongamos que la cantidad A sea directamente pro
porcional á las i?, C, é inversamente á las D, E; es decir, 
que siguiendo las notaciones anteriores, y sus análogas 
para las nuevas cantidades, ó llamando á los valores co
rrespondientes de las cantidades... 

A, B, C, D, E 

Í
a? V é d" é \ 

ai V é d" é I Estos valores formarán, 
a2 V c" d' é > según la hipótesis, las 
az V c" d" é l proporciones... 
a" W c" d" e") 

a' V al __• é at ___ d" a3 _ e" 
al V' a2 c" ' a3 d" ' 0" é ' 

que multiplicadas ordenadamente, y simplificando el pri
mer miembro ó suprimiendo los valores auxiliares a^ #2, 
« 3 , factores comunes, resulta... 

a" ~~ Tcn.Wé < 5" ' e] ' $ é ' 
Es decir, que si una cantidad es simultáneamente pro

porcional con otras varias; directamente con unas, é in
versamente con otras, la razón de dos valores cualesquiera 
de aquélla, es el producto de las razones de los valores 
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correspondientes de las otras; entrando esas razones-fac
tores directa ó inversamente, según pertenezcan sus tér
minos á las cantidades directa ó inversamente proporcio
nales con la primera. 

252. Para terminar lo que sobre la proporcionalidad 
en general conviene saber, vamos á exponer la teoría del 
prorrateo, ó repartición de un número dado en varias 
partes directamente proporcionales con otros números 
dados; es decir, que si éstos son a, b, c,...; N el número 
dado, y llamamos ¿c, y, z,... á las partes incógnitas, la 
cuestión queda planteada en las fórmulas 

ce y z 
N = x + y + z + ..., = ~- — = 

a b e 
Ahora bien, según la teoría de razones iguales (202), 

de las igualdades anteriores se deducen las siguientes: 
x _ y _x+y+z + ... N 
a b e a + b + c-h... a-srb-\-c+... 

Y de las proporciones que forman cada una de las 
razones primeras y la última, resulta 

Na Nb Nc 
x=- , y= r , z== , etc. 

a-\-b+c-\-... a-\-b+c-h... a+b-\-c+... 
Como en todos esos valores existe el factor común 

— , se puede traducir en la siguiente regla la 
a+b-\-c + ... 
solución del problema. 

Para repartir un número dado en partes proporcio
nales á otros, se divide aquél por la suma de éstos, y el 
cociente multiplicado sucesiva y separadamente por cada 
uno de esos sumandos, dará las partes pedidas. 

Ejemplo: Dividir el número 360 en tres partes pro
porcionales á 3, 4 y 5. - - - - = = 30 

3 + 4 + 5 
¿e = 30 x 3 = 90, y = 30 x 4 = 120, z = 30 x 5 = 150. 

Comprobación... 90 + 120 + 150 = 360. 
253. La comparación inmediata de las razones por 

cociente de cantidades dadas, no puede originar más que 
las tres clases de proporcionalidad ya estudiadas, pero hay 
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otra forma mediata de relación proporcional, que, por 
tener aplicación en Geometría y en Física, conviene, des
de luego, conocer. Es la llamada proporcionalidad ar
mónica. 

Se dice que) son armónicamente proporcionales, ó que 
están en proporción armónica tres ó cuatro números, 
cuando la razón del mayor al menor es igual á la razón 
de las diferencias entre esos dos y el ó los intermedios. 

Es decir, que si son tres... 
a>b>c se verifica --- = -—-; y si son cuatro.. 

c b—c 
# > 0 > c > $ s e verifica — == . 

d c—d 
En el primer caso la proporción armónica se llama 

continua, y el número intermedio b, medio armónico entre 
los otros dos. Formando los productos de medios y de ex
tremos resulta ab — ac — ac — be, de donde ab-hbc=2ac 
ó (a -+- c) b = 2ac, ó b ~ ^ a c expresión del medio ar-

a -+- c 
mónico entre aje. Partiendo la unidad por ambos 

miembros de esa igualdad es —=a + G=— (—+—V y 
b Mac 2 \ a c) 

como esta última fórmula expresa el medio aritmético ó 
i / ... 

diferencial entre — y —, defínese también el medio ar
co c 

mónico como el número (x) cuyo recíproco í—\ es medio 
\xj 

diferencial entre los recíprocos de los otros dos números. 
Claro es que pudiéndose formar en ese caso la equidife
rencia continua — — = — —, puede también 

c b b a 
decirse que 3 números están en proporción armónica 
cuando sus recíprocos forman una equidiferencia con
tinua. 

Análogamente se podrían definir y expresar terceros 
y cuartos proporcionales armónicos á dos ó á tres núme-
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ros dados, como también generalizar las definiciones an
teriores, llamando medio armónico entre varios números 
aquél cuyo recíproco es el medio diferencial entre los re-
cíprocos de éstos, y serie ó progresión armónica á la for
mada por varios números cuyos recíprocos forman progre
sión aritmética. La más sencilla serie armónica es la for
mada por los recíprocos de los números enteros sucesivos; 
es decir, 4, —, —, —, —, —, etc.; asi como la mas 

,2 3 4 5 6* 
notable proporción armónica (origen de este nombre), la 
que forman los sonidos del acorde múltiplo, cuyos núme
ros de vibraciones están en razón directa de los números 
4, 5, 6 y 8, que satisfacen á la primitiva definición de 
proporción armónica, pues, en efecto, 4 : 8 : : 5—4: 8—6. 

CAPÍTULO 2 . ° — R E G L A S DE T R E S , DE COMPAÑÍA Y A N Á L O G A S . 
LECCIÓN 23. 

Cuestiones de regla de tres simple: su resolución direc
ta y por reducción á la unidad (254). Regla de tres com
puesta: resolución de sus cuestiones por ambos métodos 
(255). Principios convencionales de la regla de compañía 
(256). Aplicación de esos principios á los tres casos co
rrespondientes (257). Inversión de esos casos para buscar 
tiempos ó capitales dadas las ganancias, etc. (258). Prin
cipales problemas de reparticiones proporcionales, ade
más de los dichos (259). 

§ 1.° REGLAS DE TRES, SIMPLE Y COMPUESTA. 

254. Bajo el nombre general de cuestiones de regla 
de tres suelen comprenderse todos los problemas numé
ricos que pueden ser resueltos por una ó más proporcio
nes; porque en cada una de éstas se dan ó suponen cono
cidos tres de sus términos, y se trata de buscar el cuarto 
como incógnita auxiliar ó principal. 

Si la cuestión se resuelve por una proporción, se 
llama de regla de tres sim,ple; y si necesita de dos ó más 
proporciones, de regla de tres compuesta. 



289 

Para decidir si una cuestión es ó no de regla de tres, 
se aplican, á las cantidades de que se trate, los criterios de 
proporcionalidad; y si procede, se establecen las propor
ciones adecuadas, cuidando comunmente, aunque no es 
preciso, que la cantidad incógnita ó el número buscado 
sea el último término de la proporción única ó final. 

Para eso bastará empezar dicha proporción por el valor 
correspondiente al buscado, si la proporcionalidad fuere 
inversa; por el correspondiente al valor conocido de la 
misma especie que el buscado, si la proporcionalidad 
fuere directa, y por el homogéneo con el ñuscado si la 
proporcionalidad fuere recíproca. 

Ejemplos. l.° 30 unidades de una mercancía han 
costado 5í pesetas, ¿cuánto costarán 25 unidades de la 
misma especien 

Los precios de las mercancías son directamente pro
porcionales á los pesos ó medidas de éstas, salvas cortas 
excepciones de que ahora no se trata; y es fácil recono
cerlo por ambos criterios (250—Teoremas l.°y 2.°), puesto 
que multiplicando por un número la cantidad comprada, 
hay que multiplicar el precio por ese mismo número 
(doble cantidad cuesta doble, etc.); y á iguales cantidades 
de mercancía iguales precios, así como á la suma de dos 
ó más cantidades de aquélla corresponde la suma de sus 
respectivos precios. Por consiguiente, en el caso actual, 
llamando x al número ó precio buscado, se tendrá la pro-

54x25 
porción... 30:25:: 54:x, de donde x =———=45 pesetas. 

2.° 20 hombres han hecho una obra en 45 días, ¿cuán
tos hombres se necesitan para hacerla en 40 díasf; su
poniendo iguales todas las demás condiciones del trabajo. 

El tiempo y el número de hombres necesarios para 
una obra son inversamente proporcionales, porque multi
plicando los hombres por 2, 3, etc., el tiempo Correlativo 
queda dividido por ese mismo número (250—Teorema 3.°) 
Por tanto, la proporción aquí conveniente es, llamando x 
á los hombres buscados, 

37 
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10 : 15 :: 20 : x, x = 15x20 
10 

= 30 hombres. 

3.° Suponiendo, según sucede en algunas figuras geo
métricas, que cuatro longitudes ó distancias sean recípro
camente proporcionales, y que dos de las correspondien
tes sean 10 metros y 8 metros, ¿cuál será la correspon
diente á 16 metros? La proporción (250—Teorema 4.°) 

16 : 10 :: 8 : x nos da x = J ^ ^ - = 5 metros. 

Además del método directo, bien fácil y breve cuando 
se sabe lo bastante acerca de las cantidades en cuestión, 
hay otro, llamado método de reducción á la unidad. Con
siste, como indica su nombre, en hallar el valor de la es
pecie buscada que corresponde á la unidad de la otra es
pecie, y es claro que multiplicando ó dividiendo ese valor 
—según la proporcionalidad sea directa ó inversa— por 
su correspondiente de la otra especie, se tendrá el número 
pedido. 

Así, en el ejemplo 1.° diríamos: si 30 unidades cuestan 
54 

54 pesetas, la unidad costará — pesetas; y por tanto, 25 
, ; 54 

unidades costaran — x 25 — 45 pesetas (como ya había
mos hallado). 

En el ejemplo 2.°... Si 20 hombres* han tardado 15 
días, para nacer esa obra, en 1 día serían precisos 20 x 15 

255. La regla de tres compuesta se reduce á la apli
cación de la teoría general de la proporcionalidad com
puesta (251), previos el estudio y la determinación de los 
varios modos de proporcionalidad entre la cantidad de 
cuya especie es el número buscado, y cada una de las de
más cantidades que en la cuestión figuren. Estas serán 
las que allí representamos por B, C, D, E, etc.; la espe
cie buscada la A , de la cual supondremos conocido el 
valor a? y desconocido el a" que ahora llamaremos x. Y 

16 

hombres, y en 10 días... 20x15 
10 

= 30 hombres. 
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finalmente, los valores auxiliares av at, a„ que lla
maremos aquí xK, ¿p„ ¿p„ etc., serán los sucesivos de 
la cantidad .4, correspondientes á los variados también 
sucesivamente, de una, dos, tres, etc. de las otras canti
dades. 

Ejemplo. 35 hombres, trabajando 12 horas diarias, 
han tardado 8 días en hacer una tapia de 15 metros de 
larga, 4,5 metros de alta y 0,75 metros de gruesa, ¿cuán
tos días tardarán 42 hombres en hacer otra tapia de 19 
metros de larga, 3 metros de alta y 1,2 metros de gruesa, 
trabajando 9 horas diarias? 

Llamemos x á los días buscados, x{, xzl etc., á los 
respectivos que correspondan á las variaciones sucesivas 
de una, dos, etc. de las otras cantidades, tendremos, te
niendo en cuenta que los días han de ser directamente 
proporcionales al largo, alto y grueso de la tapia, é inver
samente proporcionales á los hombres y á las horas dia
rias de trabajo, las siguientes proporciones que plantean 
el problema," previo el cuadro de correspondencia ó corre
lación de valores... 

Largo. 

15 
19 
19 
19 
19 
19 

Alto. Grueso. Hombres. Horas. Días. 
4,5 
4,5 
3 
3 
3 
3 

0,75 35 
0,75 35 
0,75 35 
1,2 35 
1,2 42 
1,2 42 

P r o p o r c i o n e s s imples . 

12 
12 
12 
12 
12 
9 

x i 
xz 

x3 

x± 
X 

15 
4,5 
0,75 

42 
9 

19 
3 

1,2 
35 
12 

XK 

x% 

x3 

Xi 

X j 
x2 

X, 
X k 

X 

P r o p o r c i ó n compues ta . 
15 x 4,5 x 0,75 x 42 x 9 8 x{ x2 x% xi _ 
19 x 3 x 1,2 x 35 x 12 ~ x{ xz xzxtx ~ 

8. 19.3. 1,2. 35. 12 n , , , , n 

x — - - - - • =z 12 días (prox. te) 
15.4,5. 0,75.42, 9 u ' 

x 
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Lo mismo, naturalmente, resultaría por el método de 
reducción á la unidad, aplicado sucesivamente para ha
llar x{, xt, x%, xt x. Compruébese por ese método. 

Escolio, Aunque, según lo dicho, son realmente 
cuestiones de regla de tres todas las de proporcionalidad, 
algunas reciben además nombres especiales, por el género 
de la cantidad buscada ó por alguna otra circunstancia. 

Las más sencillas, quizá, son las tratadas en el si
guiente 

§ 2.° REGLA DE COMPAÑÍA. 

256. Bajo el nombre de regla de compañía ó de so
ciedad, se conocen las cuestiones relativas á las relacio
nes entre los capitales impuestos por varios socios, los 
tiempos de las respectivas imposiciones y las ganancias 
ó pérdidas correspondientes. Dichas relaciones se dedu
cen de los tres siguientes 

Principios fundamentales. l.° Las ganancias ó pér
didas, en él mismo tiempo, son directamente proporciona
les á los respectivos capitales. Es decir, llamando á éstos 
c\ c", c'", ... y á susrespect.3 ganan.3 (igual seríapérd. s) 
<7',<r,<T, etc. 

c" c" c"' — = — = — . . . etc. 
? ff" r 

Este principio.es evidente. 
2.° Las ganancias ó pérdidas del mismo capital ó de 

capitales iguales, son directamente proporcionales á los 
tiempos que éstos forman parte del capital social; ó que 
están en la compañía los capitalistas respectivos. 

Llamando t\ f% etc., los tiempos del mismo ca
pital, y g\g", g"' las ganancias respectivas en esos 

(p / 7 " 

tiempos, sera -2— = -¿— = s.— etc. 
f r ¿"' 

Este principio no es de rigorosa equidad, pero admi
tido convencionalmente, hay que atenerse á él para los 
casos prácticos. 

3 . ° Las ganancias o pérdidas de capitales que han 

http://principio.es


estado distintos tiempos en la sociedad, son directamente 
proporcionales á los productos de dichos capitales por sus 
tiempos respectivos. Es decir, que con las mismas nota
ciones anteriores... 

l _ = Í L ^ l l - etc 

c'f c " f c v V ' * 
Este principio es consecuencia de los dos anteriores, 

y de la teoría general de las razones compuestas. 
257. Para aplicar esos tres principios á los proble

mas de sociedad, claro es que habrá que considerar los 
tres casos correspondientes á cada uno de aquéllos. Pero 
en los tres casos, si se trata, como es lo más frecuente, de 
hallar las pérdidas ó ganancias de cada socio, dados los 
capitales y tiempos de todos, así como la ganancia ó pér
dida total, el problema consiste en repartir ésta propor-
cionalmente á números dados, y entra, por tanto, en el 
caso general (252). 

l.° Para repartir la ganancia total, Gf, entre varios 
socios cuyos capitales c\ c", c'",... han estado el mismo 
tiempo en la sociedad, deduciremos de las razones igua-
les ¿ = X = C . = 9 ' + 9 " + r + . . . ( 2 0 2 ) . 

Pero g' +g" -\-g"' + . . . = Gf, 
c1 -+- c" -+- c'" = C (capital social). 

(f a" Cr Luego... z—=£L. — • • = —; y de las proporciones 
C C C O 

que forman con la última razón, cada una de las primeras, 
resulta g> = c' X = c" X ~, g™ = ew X ~ etc; 

O O (y 

es decir, que: para hallar, en este caso, la ganancia de 
cada socio, no hay más que multiplicar su capital por la 
razón de la ganancia total al capital social. 

Ejemplo: Tres socios han puesto 1000, 3000 y 5000 pe
setas, respectivamente, en una empresa; se han ganado 
6000, ¿cuanto Je toca á cada uno? La razón de la ganancia 
total al capital social es — 

r 9000 9 
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r+r + r-i-, 
Ejemplo: Dos socios ponen cada uno la mitad del ca

pital social, pero el 1.° retira su parte á los tres años, y 
el otro sigue otros dos años. Hecha la liquidación á ios 5 
años, y ganadas 2 4 0 0 0 pesetas, ¿cuántas corresponden á 
cada uno? 

All .° . . . . 3 x ~ ~ = 3 x 3 0 0 0 = 9 0 0 0 pesetas. 

Al 2 . ° 5 x 9̂22 =2 x 3 0 0 0 = 1 5 0 0 0 pesetas. 

. , r$"Uv l ^ ]'' \ • •- » \\V t\f\•• 

3 . ° Por último, cuando son distintos los capitales y 
tiempos respectivos, para los diversos socios, el tercer 
principio nos da 

Al 1.° le corresponden 1000 x — = -̂ 222. = 666,66 pts. 
9 9 

Al 2 . ° . . . 3000 x — = i ^ = 2000,00 pts. 
9 9 r 

A13.° .:. . . . . . . . 5000 X — = 5222? =3333,33 pts. 
9 9 

2 . ° Para repartir á prorrata entre socios que han 
puesto el mismo capital, por tiempos diferentes, no hay 
más que multiplicar el tiempo correspondiente á cada uno, 
por la razón déla ganancia total á la suma de esos tiem
pos diferentes. Tal se deduce de las siguientes igualda-

,.? „11 „111 „1 . „11 , „111 , ri 
des — ~ 9 + 9 + 9 

f t" f"'" f + t"+ t'"+... v + r+tn 

de donde 
gy = fx — , * " ' = r x , 

gm = x • U 
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y f X - — - S y ' X * 

= <•»' ¿»» x 6~ 

es decir: que | ) « hallar la ganancia ó pérdida de cada 
socio, hay que multiplicar su capital por el tiempo que 
estuvo en la sociedad, y después multiplicar ese producto 
por la razón de la ganancia ó pérdida total á la suma de 
productos de cada capital, por su tiempo respectivo. 

Ejemplo: (7=80000 pts.; c'=2000, f=4; c" = 3000, 
t"-8; c"' = 4000, /'" = 7; c'¿' = 8000, c" t" = 24000, 
c"y- f" = 28000, & f + c" r -+- f" = 60000, 

G 80000 8 . • 
— — — _ — luego corresponden 
c)t•+-€ f rf-c'."¿"' 60000 6 ' & F 

Al 1.°. . . . . . 8000 x — _ _64000_ _ 1 Q 6 6 6 6 6 t g 

6 6 • 
Al 2.°. . . . . . 24000 x - = 1 9 2 0 0 0 = 32000,00 pts. 

6 6 
Al 3.°. . . . . . 28000 x — ' = • — — = 37333,33 pts. 

6 6. 
258. Aunque los casos antedichos son los más fre

cuentes en la práctica, se puede también proponer los 
inversos, es decir, hallar los capitales ó los tiempos ó am
bas cantidades, dadas las ganancias, etc. 

Estos problemas serán determinados y posibles siem
pre que en cada proporción, de las ya usadas, no haya 
que buscar más que un término; así que en los inversos 
de los dos casos primeros, bastará dar la ganancia de cada 
socio y el capital social (en el 1.°) ó el tiempo correspon
diente á cada ganancia (en el 2.°), para buscar el capital 
respectivo, ó viceversa; pero en los inversos del caso ter
cero sólo se podrá hallar el producto de cada capital por 
su tiempo, y no los factores, dadas las demás cantidades; 
á no darse además otras condiciones que permitan hallar 
los factores de cada producto. 
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§ 3.° 
OTRAS CUESTIONES DE REPARTIMIENTOS PROPORCIONALES 

259 Hay otras muchas cuestiones de repartimientos 
proporcionales, para cuya resolución no hay más que acu
dir á la teoría general (252), después de saber á qué núme
ros han de ser proporcionales las partes buscadas, y cuál 
es el total á repartir. 

Contribuciones. Para repartir éstas por provincias, y 
después por municipios, se atiende á la riqueza ó capital 
en fincas, de cada una de esas entidades administrativas; 
es decir, que primero se reparte el total proporcionalmente 
á los respectivos capitales de las provincias; luego lo que 
corresponda á cada una, proporcionalmente á los capitales 
de sus municipios, etc. 

Quintas. El contingente de soldados para cada año, 
se reparte también por provincias, zonas y municipios, 
proporcionalmente á los números de mozos sorteados 
aquel año. Cuando resultan décimas, al llegar á las últi
mas subdiviones, se sortean aquéllas entre dos ó tres pue
blos próximos, cuyas décimas compongan una unidad (un 
soldado), introduciendo en una urna tantas bolas por cada 
pueblo como décimas le tocaron, y sacando una bola, el 
pueblo á que corresponde (por el nombre, color, etc.) da 
el soldado, suma de las décimas. 

Socorros mutuos, montes píos. Fórmanse sociedades 
entre los individuos de una clase ó todos los que quieran, 
á fin de indemnizar á cada socio ó á su familia, en caso 
de incendio, muerte, etc., y si así se conviene (que luego 
veremos hay otros modos de indemnizar), las indemniza
ciones se reparten éntrelos indemnizadores, proporcional
mente á sus capitales, sueldes, etc. 

Testamentarías. Es frecuente tener que repartir una 
herencia proporcionalmente á números dados por el tes
tador. 

Claro es que ese es uno de los más sencillos casos de 
reparticiones proporcionales. 

Ejemplo: Repartir 30000 ptas. entre 4 herederos de 
5, 20, 35 y 40 años, y en razón inversa de sus edades. 
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CAPÍTULO 3.°—REGLAS DE INTERÉS, DESCUENTO Y ANÁLOGAS. 
LECCIÓN 24 . 

Interés simple y compuesto: cantidades que intervie
nen (260). Principios y fórmulas para resolver todas las 
cuestiones de interés simple (261). Fórmula del interés 
compuesto, y resolución de las principales cuestiones de 
ese género (262). Rentas perpetuas, temporales y vita
licias (263). Reglas de descuento comercial y matemático 
(264). Principales cuestiones de percentaje, además de las 
dichas (265). 

§ 1.° REGLAS DE INTERÉS. 

260. Se llama intereses, ó réditos, lo que produce un 
capital prestado, ó impuesto en un negocio. Si los réditos 
se cobran al fin de cada año, ú otra unidad de tiempo, se 
dice que el capital está impuesto ó prestado á interés sim
ple; y si, al contrario, se suman ó acumulan los intere
ses al capital, produciendo á su vez interés, éste se llama 
compuesto, ó se dice que el préstamo ó la imposición es 
á interés compuesto. 

En ambos casos, las cantidades que suelen intervenir, 
y entre las cuales vamos á hallar las relaciones numéri
cas que existen, son: 

1.° El capital prestado ó_ impuesto c, (unidades mo
netarias, enteras ó fraccionarias). 

2.° El interés ó rédito de la unidad, ó de 100 unida
des del capital, durante la unidad de tiempo (todo con
vencional), al cual rédito se llama tanto por i, ó tanto 
por 400, respectivamente; se indica... tanto p. 1, p. °/ñ, y 
le representaremos por r (tanto p. 1), y por i (tanto p. °/0). 

3.° El tiempo que, en cada cuestión, hay que consi
derar = t (unidades de las que sirven para regular el 
tanto p. 1, ó p. %)• 

4.° Los intereses ó réditos del capital c, durante el 
tiempo t, al tanto p. 1, ó p. °/0 en la unidad de t, y que de
signaremos por / . 

5.° El capital total C=c+I. 
2 6 1 . Los principios convencionales, que sirven de 

3 8 
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fundamento para resolver todas las cuestiones de interés 
simple, son: 

1.° En el mismo tiempo, los intereses son proporcio
nales á los capitales. Por tanto, comparando el capital 
1 0 0 con el c y sus respectivos intereses, llamando / , al del 
capital en la unidad de tiempo, tendremos la propor
ción... 1 0 0 : c :: i : J n que nos permitirá buscar cada una 
de las tres cantidades c, i, / , , dadas las otras dos. 

. , T ci . 1 0 0 / . 1 0 0 / 
Asi... /, = - — , i = i, c = — 

1 0 0 ' c i 
Tradúzcanse esas tres fórmulas en reglas, y apliqúense 

á ejemplos. 
2.° Los intereses (simples) del mismo capital en tiem

pos sucesivos, son proporcionales á esos tiempos. Así: 
comparando el tiempo / con el t y los réditos correspon
dientes, será i : t:: I{ : 1, de donde es fácil deducir cada 
una de las tres cantidades t, It, I, dadas las otras dos; 
pero usándose muy poco ese caso, pasemos al 3 . ° , que es 
la combinación de los dos anteriores. 

3 . ° Multiplicando ordenadamente las proporciones 
anteriores, resulta 1 0 0 . 1 : c t:: ili : IKI, y simplificando 
ó dividiendo por Ii los dos términos últimos,... 

1 0 0 : c-ti: i: I, de donde m 

cti . 1 0 0 / 1 0 0 / 4 1 0 0 / 
/-- , % = , c = , t== . 

1 0 0 ct it ic 
Estas cuatro fórmulas resuelven los cuatro problemas 

principales sobre el interés simple, como es evidente y 
vamos á ejemplificar. 

EJEMPLOS. 
l.° ¿Cuánto producen 8 5 0 0 pts., en 7 años, al 6 p, % 

anual? 
R^OO v 7 v fi 

c = 8 5 0 0 , í=7 , *=6; / = — = 8 5 x 42 = 3 5 7 0 pts. 
' 1 0 0 r 

2.° ¿Al cuánto p. °/o producirán, en 7 años, 8 5 0 0 pe
setas, 3 5 7 0 de réditos? 

i = = . 1 0 0 >< 3 5 7 0 3 5 7 0 . 3 5 7 0 _ 6 o; 
* 8 5 0 0 x 7 ~ 8 5 x 7 ~~ 5 9 5 ~" P" / o 
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3.° ¿Qué capital producirá 3570 pts., en 7 años, al 
6 p. % anual? 

100 x3570 357000 O K A A T 

c — = = 8500 pts. 
6 x 7 42 r 

4.° ¿En cuánto tiempo producirán 8500 pts., 3570 de 
réditos, al 6 p. °/o anual? 

. 100 x3570 3570 3570 „ _ 
I — _, _ — — 7 anos. 

6 x 8500 6 x 85 510 
Claro es que, si en vez de los intereses se pide el total, 

no,hay más que sumar 
c 4- / = c 4- = 1 0 0 c + g ^ ' _ (100+ Q rai 

100 " 100 100 
En el ejemplo anterior 

¿7=8500 4- 3570 = 12070; ó bien 
( 1 0 ^ 2 ) x 8 5 0 0 = 8 5 _ 1 2 0 7 ( ) 

100 r 

Pueden también proponerse los problemas inversos de 
este último, es decir: Dado el capital final O y dos de las 
otras tres cantidades... c, t, i, hallar la restante. Déla 
fórmula [a] se deduce 

c = 100 O , _ 100 (O— c) i=zi№(c—c) 
~ 100 + ¿¿' ~ ct 

fórmulas, que resuelven los tres nuevos problemas. 
262. >?ara resolver cuestiones de interés compuesto 

observemos que: una vez convenida la unidad de tiempo, 
al fin de cada cual se han de acumular los intereses al 
capital, y supuesto r el tanto p. 1, durante aquélla, es 
evidente que cada unidad de capital vale, al fin de dicha 
unidad de tiempo, 1 4- r, y c unidades valdrán.... e + cr 
= c{l 4- r), al fin del primero de esos tiempos ó princi
pio del segundo. 

Por la misma razón, este nuevo capital c (1 + r), con 
que principia la segunda unidad de tiempo, se convertirá 
al finar ésta e n c ( l + r) (1 4- rj = c(l 4- r ) 2 ; y así suce
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sivamente, el capital total 0, al fin del tiempo t, será, pre
vios los convenios dichos, 

C=c(l + r)t [p] 
En esta fórmula, t representa, como ya hemos dicho, 

y se conviene umversalmente, un número entero de uni
dades de tiempo, años generalmente, aunque á veces son 
trimestres ó meses, y deberían ser, en rigor matemático, 
instantes; puesto que, admitida la acumulación de los in
tereses al capital, no hay razón lógica para que esa acu
mulación no se haga á cada momento. Pero, como eso 
traería mucha complicación, lo que se hace realmente es 
lo indicado, y si la última unidad de tiempo no se com
pleta, se calculan los intereses simples del capital que 
había al principiar aquélla, durante la fracción de la mis
ma, que ha durado aún el contrato, etc. 

Lo mismo que en el interés simple, en el compuesto 
hay cuatro cuestiones principales que proponer y resol
ver, según los casos. 

La fórmula [¡3] resuelve la de hallar el capital final C, 
dados el primitivo c, el tanto p. 1... r, y el tiempo t. Los 
otros tres, fáciles de enunciar, se resuelven por las si
guientes fórmulas, deducibles también de la anterior 

O r = ySL—l t—lo90—lo9c 

(1-+-•**;* ' c ' log{l+r) 
En esta última, para deducir la cual hay que tomar 

logaritmos en la [pl [log G'= log c -h t X Iqg (4 -\-r) 
ó log O — log c = t log (1 -+- r)\ son indispensables dichos 
números auxiliares, y muy convenientes en todas las an
teriores (del interés compuesto), pues sin ellos será gene
ralmente difícil hallar la potencia ó la raíz de grado t, á 
pocas unidades que tenga este grado. 

EJEMPLOS. 

Con los mismos datos que en los dos primeros ejem
plos del interés simple (261), resolver los problemas aná
logos á interés compuesto. 

Jímpezemos por calcular el tanto p. l—r, que siempre 
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será la centésima parte del tanto p. "/„. Éste era 6, en 
dicho caso, luego r== 0 , 0 6 , l 4 - r = l , 0 6 ; y por tanto, 
las fórmulas del interés compuesto, dan 

l.° ( 7 = 8 5 0 0 x 1 , 0 6 \ log (7= log 8 5 0 0 7 log 1 , 0 6 
= 3 , 9 2 9 4 1 9 + 7 x 0 , 0 2 5 3 0 6 , = 3 , 9 2 9 4 1 9 + 0 , 1 7 7 1 4 2 

= 4 , 1 0 6 5 6 1 = log ( 1 2 7 8 1 = C). 
Restando O — c = 4 2 8 1 , resultan los intereses com

puestos, durante los 7 años, mayores, naturalmente, que 
los intereses simples. 

2 . ° log c = log C+ G.° log (1 + r)4 

= 4 , 1 6 0 5 5 1 -h 1 , 8 2 2 8 5 8 = 3 , 9 2 9 4 1 9 = log 8 5 0 0 . 
Análogamente se resolverían los otros dos problemas. 
2 6 3 Las cuestiones tratadas en los dos números an

teriores, son las principales y más sencillas, pero no las 
únicas, que respecto á capitales y sus réditos pueden ocu
rrir. Sin contar las que serán objeto de los dos párrafos si
guientes de este capítulo, hay algunas cuya resolución se 
reduce á las anteriores modificadas. Tales son las relati
vas á las rentas perpetuas y temporales, incluyendo en 
éstas las vitalicias. 

lienta perpetua es la que produce en un año ú otra 
unidad de tiempo, á interés simple, un capital c, impuesto 
donde puedan cobrarse indefinidamente los intereses, 
como en los Bancos nacionales, empréstitos, etc. 

Esta renta no es, pues, más que el valor de I{ en las 
fórmulas del caso primero del interés simple, y los mis
mos problemas que allí consideramos, serán pertinentes 
en el caso actual. 

EJEMPLOS. 
l.° ¿Qué renta perpetua producirán 6 0 0 0 0 pesetas al 

5 p. % anual? 
Resp. a R = 6 0 0 0 0 X 5 = 6 0 0 x 5 = 3 0 0 0 ptas. 

F 1 1 0 0 r 

2 . " ¿Á qué tanto p. % producirán 3 0 0 0 pesetas de 
renta perpetua anual, 6 0 0 0 0 de capital? 

R e s n ' ;•_ 100X3000 = 1 0 X 3 ^_30 
60000 6 6 
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3.° ¿Qué capital produce 3000 pesetas de renta per
petua al 5 p. % anual? 

Resp. a c = 1 0 0 y 0 0 0
 = 20 x 3000 = 60000 pts. 

Se llama renta temporal ó anualidad, lo que hay que 
dar cada año: 4.° ¡jara reintegrar, por partes iguales y en 
un número dado de ellos, un capital y sus réditos á interés 
compuesto; ó %.° para formar un capital con la suma de 
anualidades é intereses compuestos. 

Primer caso. Si llamamos c al capital impuesto ó 
prestado, n al número de años, al fin de los cuales ha de 
reintegrarse dicho capital y sus intereses compuestos, y 
a el valor de cada anualidad, según la fórmula |J3],'del in
terés compuesto, ese capital vale, á los n años, c (1 + r)a. 

Por otra parte, la primera anualidad a, valdría á los 
(n— 1) años restantes a ( l+r )"" 1 , la segunda a [l+rf"2, 
y así sucesivamente, luego existe la igualdad 

¿ ( l + r ) " - 1 + a{l-hrf-2 + a(l+r)n-'¿... 
+ a (1+r) + a = c (l-hr)n, 

El primer miembro forma una progresión por cociente 
cuya razón es (1 + r) (considerándola al revés). 

La suma ó el valor de esa progresión es (204) 
a (l+r) n-l—a __ (1 +r)n-1—1 

l + r — 1 r 
es decir, que a J = c (1 +r)n, fórmula que, 

expresando la relación general entre las cuatro cantida
des a, r, c, n, sirve para buscar una de ellas, dadas las 
otras tres. Resolvamos esos problemas. 

l.° ¿Qué anualidad hay que dar para extinguir en n 
años el capital c, y sus intereses compuestos al r por 1? 

cr(l + r)n

 r l 1 a = • -v y— ... 11 
( l + f j ^ - l L J 

2.° ¿Qué capital c hay que imponer, para que su rein
tegro y el de sus intereses compuestos al r p. 1, dando a 
cada año, dure n años? 
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[2]. 

Para resolver los otros dos, hay que recurrir al Ál
gebra . 

Segundo caso. También puede proponerse no extin
guir sino, al contrario, formar un capital O al fin de n 
años, por medio de n anualidades a, y sus intereses com
puestos al r por 1. La diferencia esencial con el caso an
terior es que, en éste, el tiempo empieza á contarse desde 
que se da la primera anualidad, la cual estará redituando 
los n años, al fin de los .cuales valdrá a (1 -+- r)n . 

Por la misma razón, la segunda valdrá a(l + r)n~l, al 
fin de los (n— 1) años que estará impuesta, y el capital O 
será la suma de los términos de la progresión 

a (1 -hr)n -\-a{\ -+-rj"- 1 -t- + # (1 + r) 
— aQ r) [U + T) £]_ ¿y f ó r m u i a qu e resuelve 

t¡[ U f j v 
los problemas de este 2.° caso. 

Por último, rentas vitalicias son las anualidades que 
las compañías de seguros, ú otras sociedades análogas, 
se comprometen á pagar á una ó varias personas, previa 
la imposición por éstas ú otras de un capital c, y 
calculando el tiempo n que les queda probablemente 
de vida. Se llama vida probable el tiempo al fin del 
cual el número de personas de cada edad, que había al 
principiar dicho tiempo, se reduce á la mitad, según 
la estadística de cada país. Porque es claro que en todo 
ese tiempo hay la misma probabilidad para que viva ó 
para que se muera cada persona de aquéllas. 

En España, la probabilidad de la vida, según el Ins
tituto geográfico, es la expresada en la siguiente tabla, 
de cuyos números no difieren mucho los que se obtienen 
aplicando la siguiente fórmula, propuesta por el Sr. Gaseó, 
para las edades desde 5 á 65 años: 

Vida probable = 58 años —Edad x 0,8. 
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A ñ o s 
d e 

e d a d . 

V i d a 
p r o b a b l e . 

Años. Meses. 

A ñ o s 
d e 

e d a d . 

V i d a 
p r o b a b l e . 

Años. Meses. 

A ñ o s 
d e 

e d a d . 

V i a a 
p r o b a b l e . 

Añ os. Meses. 

0 10 9 32 32 3 64 8 8 
1 42 33 31 5 65 8 
2 49 34 30 7 66 7 5 
3 51 5 35 29 9 67 6 11 
4 52 5 36 29 68 6 5 
5 52 9 37 28 3 69 6 
6 52 8 38 27 5 70 5 7 
7 52 4 39 26 7 71 5 2 
8 51 9 40 25 9 72 4 10 
9 51 1 41 25 73 4 7 

10 50 4 42 • 24 2 •74 4 4 
11 49 7 43 23 5 75 4 1 
12 48 9 44 22 7 76 3 10 
13 47 11 45 21 10 77 3 8 
14 47 1 46 21 1 78 3 •6 
15 46 2 47 20 4 79 3 3 
16 45 4 48 19 7 80 2 10 
17 44 6 49 18 10 81 2 8 
18 43 8 50 18 1 82 2 8 
19 42 10 51 17 5 83 2 8 
20 42 52 16 7 84 2 3 
21 41 1 53 15 11 85 2 
22 40 4 54 15 3 86 2 
23 39 6 55 14 7 87 2 
24 38 8 56 13 10 88 2 
25 37 11 57 13 2 89 1 9 
26 37 1 58 12 5 90 1 9 
27 36 4 59 11 9 91 1 8 
28 35 6 60 11 1 92 1 7 
29 34 8 61 10 5 93 1 6 
30 33 11 62 9 10 94 1 
31 33 1 63 9 3 95 1 
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1.° Para saber la renta vitalicia correspondiente á una 
persona por el capital c impuesto al r por 1 anual, no hay 
más que buscar en la tabla anterior (ó en la análoga del 
país respectivo), la edad de esa persona al hacer la impo
sición, y su vida probable correlativa. 

Sustituyendo por n el número de años de esa vida pro
bable, en la fórmula [1] de las anualidades, así como por 
cjr sus valores, se tendrá el correspondiente de a. 

Si el valor de n fuera fraccionario, no sabemos, en 
realidad, si dicha fórmula, sólo calculada para un nú
mero entero de años, podrá ser aplicada; pero se aplica, 
en efecto, pues no es difícil demostrar su exactitud, tam
bién, para ese caso. 

Si, viceversa, se quiere averiguar el capital c necesa
rio para constituir la renta anual vitalicia a, etc., no ha
brá más que sustituir los valores respectivos de a, r y n 
(vida probable), en la fórm.a [2] de las anualidades. 

EJEMPLO. 

Sean c = 50000 pesetas, r ~ 0,05, n == 26 (vida pro
bable á los 40 años, según la fórmula Gaseó). 

a ... , 50000 X 0,05 x 1,05" 
Sustituyendo, a = ' -—-, 

J ' 1,05"—I 
log 50000 = 4,698970, log 0,05 = 2,698970, 

log 1,05"=26 [logl,05=0,021189>=0,550914=log3,5556 
log (1,05" — 1 = 2,5556) = 0,407493 

log 0 = log 50000 + log 0,05 + l o g 1,05"-+-C.° log 2,5556 
log 50000 = 4,698970 
log 0,05 = 2,698970 
log 1,05" = 0,550914 

G.° log (1,05"—1) = 1,592507 
log a = 3,541361 

a — 3478,25 pesetas. 
Una persona de 40 años que imponga 50000 pesetas 

al 5 por °/o: P a r a formarse una renta vitalicia debe cobrar 
3478,25 pesetas anuales. 

NOTA. Para más detalles sobre las cuestiones de in-
39 
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tereses y rentas, véanse las Tablas Logarítmicas del 
Sr. Sánchez Ramos, las cuales contierien además tablas 
especiales para el cálculo de esas cantidades. 

2.° Para calcular la renta vitalicia correspondiente á 
varias personas, mientras viva una siquiera de ellas, se 
procede del modo siguiente: Sean v, v\ las vidas 
probables de esas personas, al hacer la imposición del 
capital c; y e, e\ sus edades respectivas; si vn es la 
menor de esas vidas probables, claro es que añadiendo v n 

á dichas edades, es probable que los otros socios (menos 
el de vida vn) pasen de las edades respectivas... 

e-¡-vn = ,ei) é 4- V n — c { \ e" + vn = 6 ? t " , . . . 

Buscando de nuevo las vidas probables correspon
dientes á estas edades, y suponiendo sean © n vx\ v",... y 
vn' la menor, los que la tengan mayor que vn> llegarán ge
neralmente á las edades 

e-+-vn + vn-, é 4- vn 4- Vn', e" 4- vn 4- 0«-, 
Así se continuará hasta obtener para vida probable del 

último socio sobreviviente 
vn 4- vn' 4- Vn" 4- . . . = n (de la fórmula [1]). 

EJEMPLO. 

c=100000 pts; r=0 ,05 ; 6=24 , e'=30, = 4 0 , = 4 4 . 
Según la tabla, las vidas probables respectivas á esas 

edades son v = 39, 0 ' = 34 ; v" = 26, vm = 23, tomando 
para abreviar los enteros más próximos (años). 

Añadiendo la menor 23 á las 3 primeras edades, resul
tan el = 62, et* = 57, e* = 49 cuyas vidas probables 
son Vi = 10, t?,' = 1 3 , v" = 19. Agregándola menor 10 
á las otras ed. s,£ 2 = 67, e" = 59, cuyas vidas probables... 
v ' = 7, 0 " = 12 dan para el último superviviente... 

= 66, ©8" = 7. 
Luego, n = 2S 4 - 1 0 4 - 7 + 7 = 47. 

Sustituyendo este valor de n resulta 
100000 X 0,05 x 1,0541 

a — ;—. 
1,0547 — 1 

Haciendo por logaritmos este cálculo, como el anterior, 
resulta log a = 3,745187, a = 5561,43 pesetas. 
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§ 2.° REGLAS DE DESCUENTO. 

264. Llámase descuento lo que se resta del valor no
minal de una letra de cambio, ú otro documento mercan
til pagadero en un plazo fijo, para pagarlo al contado. El 
descuento no es otra cosa que el interés simple del valor 
del documento, al tanto por ciento convenido entre el 
tenedor (el que cobra) y su tomador (el que paga). Ese 
tanto por ciento puede ser anual, ó por el plazo que falte 
para el vencimiento. Además el descuento puede calcu
larse como interés del valor nominal, 6 del valor actual 
que añadido á sus intereses suma el nominal. Este último 
modo es el racional ó matemático, y el otro el usual ó 
comercial de descontar. 

l.° Descuento racional. Si el tanto por ciento con
venido no es por todo el tiempo que falte para el venci
miento de la letra, y sí anual, se empezará calculando 
aquél, por el segundo caso del interés simple, ó bien por 
la proporción 360 : t :: i :: i'; en que 360 son los días del 
año comercial, que también pueden ser 365 ó 366 si se 
conviene, t el tiempo en días que falte para el vencimiento, 

it 
i el tanto por ciento anual é ¿' = el tanto por ciento 

* 360 F 

correspondiente al plazo susodicho. Después se calculará 
el descuento ó mejor el valor actual x del documento por 
la proporción 100 4- V : 100 :: n : x fácil de justificar, 
pues, siendo i1 el interés de 100 unidades, éstas valdrán 

100 n 
1 0 0 i 1 cuando x valga n, etc. De ahí... x — , 

100 4- £ ] 
fórmula, que como su análoga del interés simple, servirá 
también para hallar n ó i ' si se da Ó? y la otra cantidad, 
pero estos casos son muy raros. Si en esa fórmula susti
tuímos el valor de i\ hallado por la anterior, resulta la... 

100 ra n , ,. . , x = — — : — i que da directamente el 
1 A A ?• t - i 11 
i U U 360 36000" 

valor actual x en función del nominal n, del tanto por 
ciento anual i, y del número t de días que falten para el 



308 

vencimiento; días que se cuentan según los que tienen 
los meses respectivos, por lo cual es también justo contar 
los 365 ó 366 del año, ó tomar 36500 ó 36600 para deno
minador de la fracción parcial últimamente expresa. 

2.° Descuento comercial. Este se reduce al interés 
del valor nominal n, de modo que se calculará sustitu
yendo n en vez de c, d en vez de / en las fórmulas del 

interés simple. Así se halla d — ̂ ^~ = - ^ 1 ^ - . 
* 100 36000 

Restando* este valor del de n se sabrá lo que hay que 
pagar y cobrar respectivamente. 

Gomo se concibe á prior i, y es fácil comprobar, el 
descuento comercial es mayor que el racional, y su dife
rencia es el interés del racional en el tiempo que falta 
para el vencimiento. No por eso debe juzgarse totalmente 
injusto el descuento usual, pues como es un puro conve
nio, exigiría el tomador mayor tanto por ciento si se le 
obligara al descuento racional, y saldría la misma ó peor 
cuenta al tenedor de la letra. 

Más injusto es calcular el descuento como interés sim
ple, si el plazo del vencimiento es diferente de un año, 
pues, como demuestra el Sr. Gortázar en su Memoria 
sobre el cálculo del interés, éste es realmente menor que 
el calculado, si el plazo es menor de un año; y mayor en 
el caso contrario; por consiguiente, el descuento comer
cial perjudica al tomador en el primero de esos casos y le 
favorece en el segundo; sucediendo también lo contrario 
respectivamente en el descuento racional ó matemático, 
el cual no merece, por tanto, estos nombres sino para el 
plazo de un año, suponiendo que á esta unidad de tiempo 
se refiere el tanto por ciento. 

EJEMPLO. 

Aplicar ambas reglas de descuento a u n a letra de 
20000 pesetas que vence dentro de 8 meses, siendo 6 el 
tanto por ciento anual = i. 

l.° Es evidente que, según la costumbre, del 6 por 
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ciento anual corresponde á los 8 meses, ¿' = 4 por °/0; 
W o x = 1 0 0 X 2 0 0 0 0

 = 19230,08 pesetas. 
B 104 

2.° d = 2 0 0 0 0 X 4 = 200 x 4 = 8 0 0 ; = 19200. 
100 

Las 30 ,08 pesetas de diferencia son los intereses de 
las 769 ,92 del primer descuento. 

§ 3.° OTRAS CUESTIONES DE PERCENTAJE. 

265 . Además de las ya tratadas hay otras cuestiones 
cuantitativas en que interviene un tanto regulador, que 
siempre se puede reducir á tanto por ciento aunque no 
se dé así primitivamente. Por eso todas las cuestiones de 
tal especie, inclusas las de los dos párrafos anteriores, se 
llaman cuestiones de percentaje. 

Fondos públicos. Los documentos en que el Estado 
reconoce sus deudas, y que se llaman papel del Estado, 
las acciones de los Bancos ó Sociedades mercantiles, etc., 
constituyen los fondos públicos, y sobre ellos ocurren 
diariamente en la Bolsa ó Mercado de esos valores cues
tiones de percentaje. Las principales, fundadas en la coti
zación de cada día, consisten en saber: cuánto dinero se 
necesita para pagar un valor nominal dado de cierto 
papel; ó viceversa, cuánto valor nominal se puede com
prar con uua cantidad dada de dinero. Los números que 
figuran en la cotización, enfrente del nombre del papel 
respectivo, son precisamente el valor efectivo, aquel día, 
de 100 unidades del valor nominal. Por consiguiente, lla
mando á éste n, c al precio de cotización y C al valor 
efectivo del nominal n, la proporción siguiente plantea 
ambas cuestiones enunciadas, y también la de hallar la 
cotización dadas las otras dos cantidades... 100 : c :: n : C7, 

de donde C = ^ , n = ™C,c= M£. 
100 c n 

Ejemplo 1.° Según la cotización del día 7 de Marzo 
corriente, el 4 por 100 interior (una clase de papel del 
Estado) estuvo á 75 ,70 (por 100), ¿cuánto importarían 
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5 0 0 0 0 0 pesetas nominales de ese papel?, y viceversa (para 
comprobar esa cuestión 1 . a ) 

1 / C= 7 5 ' 7 Q x 5 0 Q Q Q Q = 7 5 , 7 0 x 5 0 0 0 = 3 7 8 5 0 0 pts. 
1 0 0 

¿ . . n = 1 0 0 X 8 7 8 6 0 0 , = 3 7 8 5 0 0 0 0 = 

7 5 , 7 0 7 5 , 7 r 

o a 3 7 8 5 0 0 0 0 „ K „ i n n 

3 . a

 c — — 7 5 , 7 por 1 0 0 . 
5 0 0 0 0 0 ' r 

Ejemplo 2 . ° Hállese cuánto valió ese día cada acción 
del Banco español, cuyo valor nominal son 5 0 0 pesetas, 
siendo 3 9 6 su cotización. Valió 1 9 8 0 pesetas. 

Otra cuestión sobre fondos públicos es averiguar la 
renta anual que produce el capital O empleado en tal ó 
cual papel. Para eso se halla por las fórmulas anteriores, 
cuánto valor nominal se puede comprar, con el efectivo 
C, y ya es una cuestión de interés simple lo restante. En 
el ejemplo anterior diríamos: las 5 0 0 0 0 0 pesetas nomi
nales producen al 4 por 1 0 0 . . . 5 0 0 0 0 0 x 0 , 0 4 = 2 0 0 0 0 pe
setas de renta anual. Si ahora se quiere saber el tanto por 
ciento efectivo de las 3 7 8 5 0 0 pesetas que costaron las 
5 0 0 0 0 0 , no habría más que sustituir estos valores de c y 
de / en las fórmulas del interés simple, y tendríamos 
3 7 8 5 0 0 : 2 0 0 0 0 : : lOO : i = —— = 5 , 2 8 por %. 

3 7 8 5 ^ / 0 

Por último, el Agente de Bolsa que ha de intervenir 
en la compraventa de los fondos públicos, cobra un tanto 
que no es más que un caso de todos los que son llamados... ' 

Comisiones y corretajes. Son los intereses que cobran 
los intermediarios, entre comprador y vendedor, en los 
negocios mercantiles. Esos intereses se regulan á tanto 
por ciento ó por 1 , y también á 1 por tantos, como en los 
negocios de Bolsa que suele ser el 1 por 1 0 0 0 ó sea 0 , 1 
por 1 0 0 . Gomo se comprende, todas estas cuestiones son 
de percentaje, y se resuelven por la regla de tres. 

Los seguros sobre incendios ú otros siniestros, los de
rechos de habilitación, los cambios de billetes por metá
lico, ó de moneda de un país por la de otro, y otras mu-
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chas cuestiones de que se ocupa detalladamente la Arit
mética mercantil, son igualmente de percentaje, ó á éstas 
reducibles. 

CAPITULO 3."—REGLAS DE ALIGACIÓN Y CONJUNTA. 
LECCIÓN 25. 

Diversas cuestiones aritméticas relativas d las mezclas 
ó aligaciones (266). Principios fundamentales para la re
solución de esas cuestiones (267). Regla de aligación di
recta (268). Cuestión principal de la regla de aligación 
inversa (269). Regla conjunta (270). 

§ 1.° REGLAS DE ALIGACIÓN. 

266. Aligación, mezcla ó aleación (si son metales), 
es la unión de varias cantidades homogéneas ó heterogé
neas. Guando á esas cantidades corresponden otras de una 
sola especie, precios, pesos, ley metálica (228), etc., 
ocurre tener que resolver varias cuestiones, cuyos tipos 
generales son éstos: 

1 .* Dadas las cantidades mezcladas de cada especie, 
y las correspondientes de la otra á cada unidad de aqué
llas, hallar la cantidad de esta otra que corresponde á la 
unidad de la mezcla. 

2. a Dadas las cantidades de la especie común, que 
corresponden á la unidad de la mezcla, y de cada especie 
de las mezcladas, hallar las cantidades relativas de éstas. 

3 . A Dada la cantidad común correspondiente á la 
unidad de mezcla, y las cantidades de especies mezcladas, 
hallar las correspondientes de la especie común á cada 
unidad de las mezcladas. 

Gomo esta última cuestión es muy poco usada, nos 
limitaremos á exponer las otras dos, de las cuales la pri
mera se llama directa y la segunda inversa. 

267. La resolución de todas las cuestiones de aliga
ción se funda en los siguientes 

Principios fundamentales. l.° La cantidad de la 
mezcla es la suma de las cantidades mezcladas. 

2.° La cantidad común correspondiente á toda la 
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mezcla es la suma de las cantidades correspondientes á 
las mezcladas. 

3.° El producto de la cantidad de mezcla por la co
rrespondiente á su unidad, es igual á la suma de produc
tos de cada cantidad mezclada por la correspondiente á 
su respectiva unidad. 

4.° Cada dos cantidades mezcladas son inversamente 
proporcionales á las diferencias entre las cantidades co
rrespondientes á sus respectivas unidades y la correspon
diente á la unidad de la mezcla. 

En la mayoría de los casos, la cantidad común por su 
especie, y correspondiente á las mezcladas y á su mezcla, 
es el precio ó valor monetario de las unas y de la otra; 
por lo cual suelen enunciarse así los principios ante
riores: 

2.° El valor total de la mezcla es la suma de los va
lores de las cantidades mezcladas. 

3.° El producto de la cantidad de mezcla (número de 
unidades) por el precio de la unidad, es la suma de pro
ductos de cada cantidad mezclada por el respectivo precio 
de su unidad. 

4.° Cada dos cantidades mezcladas son inversamente 
proporcionales á las diferencias respectivas entre sus 
precios (de su unidad) y el de la mezcla. 

Aplicados los mismos principios á las aleaciones me
tálicas, y recordando que se llama ley de la aleación la 
cantidad del metal fino que entra en cada unidad de aqué
lla, ó sea la razón del peso del metal principal al peso 

total l=z-¿—, podrá también decirse... 

4.° La ley de una aleación, mezcla de otras, es la 
suma de productos de los pesos mezclados, por sus corres
pondientes leyes, dividida por la suma de esos pesos. 

La ley del metal fino ó principal puro se considera 
igual á 1 , y las de los otros cero. 

2.° Los pesos de cada dos metales mezclados son in
versamente proporcionales á las diferencias entre sus 
leyes respectivas y la ley de la mezcla. 
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Apliquemos ya esos principios á los dos casos prin
cipales. 

2 6 8 . Regla de aligación directa. Representando por 
c, é, <?",.•• las cantidades mezcladas, vor p, p', los 
precios ó valores respectivos (de sus unidades), y p o r ^ m 

el precio ó valor de la unidad de la mezcla, tendremos, 
en virtud de los tres primeros principios, 

Pm X {C + C' + C" +...) = Cp •+•& p' + C" p"+ — 
, . , cp + c'p' + c"p"+..< 
de donde pm = ——— 

c + c' 4- c" + ... 
Ejemplo 1.° Se mezclan tres clases de' café en las 

siguientes proporciones: 3 6 kilogramos de á 2 , 1 8 pese
tas el kilogramo, 2 1 kilogramos de á 2 , 8 5 pesetas y 4 8 
kilogramos de á 3 , 7 6 pesetas, ¿á cómo ha de venderse el 
kilogramo de la mezcla? La fórmula última da 

3 6 x 2 , 1 8 + 2 1 x 2 , 8 5 + 4 8 x 3 , 7 6 3 1 8 , 8 1 
m — 1 : 1 = - = d,U4 ptS. 

1 3 6 + 2 1 + 4 8 1 0 5 
Ejemplo 2 . ° Se mezclan 6 kilogramos de plata de 

0 , 9 5 0 de ley, con 2 kilogramos de ley 0 , 7 8 0 , ¿á qué ley 
resulta la mezcla? I = L * 0,950 + 2 x 0,780 = ^ 

6 + 2 
2 6 9 . Regla de aligación inversa. El cuarto princi

pio que, según las notaciones adoptadas, y suponiendo 
p' > p , se formula así . . .—=^ [ a ] , puede ser de-

C pm — p 
mostrado de dos modos: 

1.° Puesto que, según el tercer principio... 
Pm(C-hC') = Cp + C' p \ Será Cpm + C' pm — C p + C p' 
ó c (pm —p) — C fp' —prn) de donde la [ a ] . 

2 . ° Cada unidad del precio mayor }>', vendida al 
medio p m produce la pérdida p' — p m , y las c' unidades 
la pérdida c (p' — ntj.Voi el contrario, cada unidad del 
precio menor p , vendida al medio p r i } , da de ganancia 
Pm—p, y c unidades darán de ganancia c(pm—p. Igua
lando esta expresión con la de la pérdida, se verificará el 
segundo principio, y la proporción [ a ] . 

Por tanto, para resolver las cuestiones de aligación 
4 0 
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inversa, se formarán tantas proporciones como pares de 
cantidades haya, cuyos valores comprendan al precio de 
la mezcla, que por eso se llama precio medio, y mediante 
esas proporciones se hallarán las cantidades relativas que 
se pueden mezclar; siendo la cuestión indeterminada á 
no fijar alguna de esas cantidades, ó la total de mezcla. 

Naturalmente, si una especie de cantidad es común á 
dos ó más proporciones, el total de la misma que ha de 
entrar en la mezcla, es la suma de las cantidades que de 

^eada proporción de aquéllas resulte. 
Ejemplo 1.° ¿Qué cantidades se podrán mezclar de 

vino de 1,25 pesetas litro, de 0,94, de 0,80 y de 0,43, para 
vender á 0,92 el litro de la mezcla? 

Llamemos c, c', c", c'" las cantidades buscadas, por su 
orden de mayor á menor precio. Según el cuarto principio 
tendremos las proporciones 

- °,93--0>80 „ I ? d_ _ 0,92—0,43 49 
c" ~ 0,25—0,92 ~ 33' c'" ~~ 0,94—0,92 ™ 2* 
Podrá, pues, hacerse la mezcla con 12 litros de á 1,25 

pesetas, 33 litros de á 0,80, 49 litros de á 0,94 y 2 litros 
de á 0,43, ó con otras 4 cantidades de vino que sean pro
porcionales directamente á 12, 49, 33 y 2 (por orden de 
mayor á menor precio). Comprobemos la 1. a solución, se
gún el tercer principio: 

1,25 x 12 4- 0,94 X 49 4- 0,80 x 33 4- 0,43 X 2 
= 0,92 x (12 4- 49 4- 33 4- 2) = 88,32 pesetas. 

Ejemplo 2.° ¿En qué proporciones deberá mezclarse 
la plata ó el oro de dos barras, la una de 0,950 de ley y 
la otra de 0,885, para que resulte la aleación á la ley 
de 0,900? J 

Siendo las diferencias de la ley media á las extremas 
0,950 — 900 = 0,050, 0,900 — 0,885 = 0,015 bastará 
tomar 15 partes en peso de la primera barra y 50 de la 
segunda, ú otras dos cantidades proporcionales á 15 y 50 
(de la mayor á la menor ley). 

Claro es que si se fija la cantidad total de mezcla, la 
cuestión, ya determinada, se reduce á dividir ese total, en 
partes proporcionales á los números hallados por las pro-
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porciones antedichas; y si se fija una de las cantidades 
que se han de mezclar, habrá que determinar las otras 
hallando cuartas proporcionales sucesivas. 

Por último, es evidente que si se supone á la unidad 
de mezcla un valor que no sea intermedio entre los valo
res extremos de las unidades que se han de mezclar, el 
problema es imposible matemáticamente; aunque así lo 
resuelven para su provecho muchos comerciantes. 

§ 2 . ° REGLA CONJUNTA. 

2 7 0 . Llámase regla conjunta la que se emplea para 
averiguar la equivalencia numérica entre dos cantidades, 
por el intermedio de otras relacionadas, á su vez, con 
aquéllas y entre sí. Se funda en el siguiente 

Principio fundamental. Los productos ordenados de 
varias equivalencias—ó igualdades de valor entre canti
dades concretas — que tengan homogéneos el segundo 
miembro de cada una con el primero de la siguiente, 
forman otra equivalencia cuyo primer miembro es de la 
primera especie, y el segundo de la última. 

Sean, primero, las dos equivalencias 4 « = 5 i , 3 5 = 4 c ; 
multiplicando la primera por 3 y la segunda por 5 , resul
tan estas otras... ( 4 x 3 ) 0 = ( 5 x 3 ) 5 , ( 3 x 5 ) 5 = ( 4 x 5 ) c 
de las que inmediatamente se deduce ( 4 x S)a=(4 x 5 ) c . 

Sean ahora tres ó más; por ejemplo: las cinco 
8 « = 5 l, 4 5 = 9 c , 3 c = 2 ^ , U = 8¿?, 6e = lm. 
Multiplicando las dos primeras resulta, según el caso 

anterior, ( 8 x 4 ) a = ( 5 X 9) c. Multiplicando ésta por la 
tercera ( 8 x 4 x 3 ) « = ( 5 x 9 x 2 ) ¿ , y así sucesivamente 
hasta ( 8 x 4 x 3 x 1 x 6 ) 0 = (5 x 9 x 2 x 8 v 7)m. 

A veces conviene que la primera y última especie sean 
una misma, cuando es incógnito uno de los factores de 
esos productos. 

Ejemplo 1.° ¿Cuántas pesetas valen 5 ,07metros de 
una tela, sabiendo que 2 metros equivalen á 7 litros de 
vino, 1 litro de éste á 4 gramos de plata y 2 gramos de 
ésta á 0 , 4 0 pesetas? 
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x p t s . = 5 , 0 7 m s . / ( á ? x 2 x l x 2 ) p = ( 5 , 0 7 x 7 x 4 x 0 , 4 0 ) p 
2 ms. = 7 litros. \ 5 , 0 7 x 7 x 4 x 0 , 4 0 
1 litro = 4 gms. \ " 2 x 1 x 2 
2 gms. = 0 , 4 0 pts.( = 5 , 0 7 X 7 x 0 , 4 0 = 1 4 , 1 9 6 . 

Ejemplo 2 . ° Hallar la relación aproximada entre el 
metro y la legua, sabiendo que (también aproximada
mente) 

5metros=6 varas / ( 5 x 4 x l l l l x 3 ) m e t . = ( 6 x 2 x l X l ) l e g . 
4 varas -2 brazas] _ 5 X 4 X 1111 X 3 

1111 brazas=1 milla j g U a ~ 6 x 2 
3 millas=i legua f = 5 x 1111 = 5555 metros. 

Cuestiones sobre el Libro sexto, 
1 . Sabiendo que una luz alumbra á doble distancia 4 

veces menos, á triple distancia 9 veces menos, y en ge
neral á distancia n veces mayor, n2 veces menos, ¿en qué 
proporción están las intensidades de una luz con sus dis
tancias al objeto alumbrado? 

2 . El tiempo que tarda un péndulo en cada oscila
ción está en razón directa de la raíz cuadrada de su lon
gitud (para el mismo sitio geográfico), ¿cuánto tardaría en 
cada oscilación un péndulo cuya longitud fuese de 3 0 0 
metros, sabiendo que tarda un segundo el que tiene 3 , 5 6 4 
pies (en Madrid)? 

3 . Una guarnición de 1 8 0 0 soldados tiene víveres 
para 3 meses, comiendo á 5 hectógramos diarios; aumen
tada en 3 0 0 soldados, ¿cuánto debe comer cada uno (de 
los 2 1 0 0 ) diariamente para que los mismos víveres duren 
4 meses? 

4 . Hay que repartir 2 2 0 5 pesetas entre 4 personas, de 
modo que por cada 2 á la primera, se den 3 á la segunda; 
por cada 4 á la segunda, 5 á la tercera, y por cada 6 á la 
tercera, se den 7 á la cuarta, ¿cuántas pesetas correspon
den á cada una de las 4 ? 

5 . _ Entre dos socios pusieron 1 0 0 0 pesetas para un 
negocio, el uno retiró su capital á los dos meses, y el otro 
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le tuvo un mes más; tocaron á 900 pesetas cada uno de 
ganancia, ¿cuánto puso cada uno de capital? 

6. Un capital de 60000 duros ha producido 2500, 
estando impuesta una parte al 4,5 y la otra al 3,5 por 100, * 
¿cuánto importa cada parte? g 

7. Un capital de 3750 pesetas ha redituado 719,25, en í * 
2 — años, á interés simple, ¿cuánto era el tanto por lOOiíJ 

8. Un capital de 48000 pesetas ha producido 10320 d | ^ 
intereses, al 6 por 100 anual de interés simple; ¿cuántk> 
tiempo ha estado? %t\ 

9. Una letra de 750 pesetas que vence el 10 de Di- * 
ciembre, se cobra el 24 de Septiembre con un descuento ^ 
de 6 por 100 anual, ¿cuánto se cobra, de uno y otro modo 
de descontar? 

10. Un pagaré de 11891,41 pesetas que vencía á los 
41 meses, se cobró al contado, con 9000 pesetas, ¿á qué 
tanto por ciento se descontó? 

12. ¿Qué anualidad se debe cobrar por un capital de 
30000 duros impuestos: 1.°, á renta perpetua; 2.°, á renta 
vitalicia de una persona que tiene 20 años, y al 6 por 100 
anual? 

13. La aleación de imprenta consta de 5 partes de 
cobre, 20 de antimonio y 80 de plomo Suponiendo que 
valen: el cobre a 9,6 reales kilogramo, el antimonio a 5,8 
y el plomo á 1,9, ¿cuánto vale el kilogramo de la aleación 
de imprenta? 

14. Sabiendo que las distancias medias de los prin
cipales planetas al Sol, son (tomando por unidad la de la 
Tierra) Mercurio, 0,387; Venus, 0,723; Marte, 1,524; Júpi
ter, 5,203; Saturno, 9,539; Urano, 19,183; Neptuno, 30,036, 
y que los cubos de esas distancias son directamente pro
porcionales á los cuadrados de los tiempos de las revolu
ciones al rededor del Sol, de los astros respectivos, hallar 
estos tiempos en función del terrestre == 365,256 días. 

FIN DE LA ARITMÉTICA. 
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