UNIVERSIDAD DE GRANADA
FACULTAD DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE ANALISIS MATEMATICO

APLICACIONES DE LIEEN

ALGEBRAS DE BANACH.

TESIS DOCTORAL

Maria Isabel Berenguer Maldonado

Granada, 1999







Tesis Doctoral dirigida por el Doctor D. Armando R.
Villena Mufioz, profesor del Departamento de Andlisis
Matematico, defendida por Diia. Maria Isabel Berenguer
Maldonado el dia 12 de Abril de 1999, ante el Tribunal
formado por los siguientes profesores: D. Angel Rodriguez
Palacios {Presidente), ). Garth Dales, D. José E. Galé
Gimeno, D. Pere Ara Bertran (Vocales) y D. Miguel Cabrera
Garcia (Secretario). Obtuvo la calificacién de Sobresaliente
“cum laude” (por unanimidad).







A mi familia

A Francisco







Contenido.

Introduccion.

Estructura de las aplicaciones de Lie en dlgebras de Ba-
nach.

1.1 La estructura de Lie de un dlgebra de Banach.

1.2 Centroide extendido e identidades polinémicas.

1.3 Teorema de estructura de la traza de una aplicacién bilineal.
1.4 Teorema de estructura de los isomorfismos de Lie.

1.5 Teorema de estructura de las derivaciones de Lie. . . . . .

Continuidad de los isomorfismos de Lie.
2.1 Isomorfismos de Lie en algebras de Banach. . . . ... ..

2.2 Isomorfismos de Lie de la parte antisimétrica

Continuidad de las derivaciones de Lie.
3.1 Derivaciones de Lie en algebras de Banach.
3.2 Derivaciones de Lie de la parte antisimétrica. . . . .

3.3 La imagen de una derivacion de Lie.

Referencias.







Introduccion.

La estructura de Lie inducida por el producto de Lie
[a,b] = ab — ba

en un dlgebra de Banach ha despertado y despierta hoy en dia gran in-
terés por su intima conexion con la geometria de variedades modeladas
en espacios de Banach. Dos son fundamentalmente los tipos de aplica-
ciones que armonizan con la estructura de Lie inducida por tal producto:
las derivaciones de Lie y los homomorfismos de Lie.

Sean A y B élgebras de Banach. Una derivacion de Lie en A es una
aplicacion lineal D de A en A verificando que

D([a,b]) = [D(a),b] + [a. D(b)] Va,be€ A.

Un homomorfismo de Lie de A en B es una aplicacion lineal ® de A en
B verificando que

®([a.b]) = [®(a), B(b)] Va,be A.

Si d es una derivacion (ordinaria) de A y 7 es una aplicacion lineal de
A en el centro de A que aplica los conmutadores de A en cero. entonces
d + 7 es una derivacion de Lie de A y es éste el modelo estandard de
derivacion de Lie. Yor otra parte, si ¢ es un homomorfismo (ordinario)
de A en B y 7 es una aplicacion lineal de A en el centro de B que

iii
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aplica los conmutadores de A en el cero, entonces ¢ + 7 es el modelo
estandard de homomorfismo de Lie de A en B. Una intensa actividad
investigadora se ha llevado a cabo en la linea de estudiar cuan cercanas
estdn las derivaciones y homomorfismos de Lie arbitrarios de poseer la
estructura estandard antes descrita. Invitamos al lector a consultar los
trabajos que seguidemente citamos:

e B. Banning y M. Mathieu [5], M. Bresar {17], L. Hua [38], W.
S. Martindale [48, 51 y 52] entre otros, sobre la estructura de los
isomorfismos de Lie en anillos.

M. Bresar y C. R. Miers [20], C. R. Miers [59 y 61] sobre la es-
tructura de los isomorfismos de Lie en algebras de von Neumann,
M. Mathieu [56] para C*-dlgebras mds generales, y P. De la Harpe
(33].

R. Banning y M. Mathieu [5], M. Bresar [17 y 18], I. N. Herstein
(36] y W. S. Martindale III [49] en el estudio de las derivaciones
de Lie en anillos asociativos.

P. De la Harpe [33], B. E. Johnson [42], M. Mathieu [56], y C. R.
Miers [60 y 62] sobre derivaciones de Lie en algunas clases muy
particulares de dlgebras de Banach.

Ll objetivo fundamental de la presente Memoria es el estudio del
comportamiento analitico de las aplicaciones de Lie en dlgebras de Ba-
nach. Desgraciadamentc, los resultados relativos a la estructura de las
aplicaciones de Lie que encontramos en los trabajos antes resefiados son

ineficientes para estudiar el comportamiento analitico de las aplicaciones

de Lie en algebras de Banach arbitrarias. Por este motivo nos vemos
obligados a obtener teoremas de estructura para las aplicaciones de Lie
en dlgebras de Barach que son susceptibles de ser utilizados para el estu-
dio de la continuidad de éstas. El estudio de la estructura algebraica lo
llevamos a cabo en el primer capitulo de esta Memoria y el resto de ésta
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lo dedicamos al estudio de lIa continuidad de los isomorfismos v de las
derivaciones de Lie en las ilgebras de Banach semisimples arbitrarias.

En la segunda seccién del primer capitulo, que dedicamos al estudio
de la estructura de las derivaciones e isomorfismos de Lie en dlgebras de
Banach, recordamos algunas cuestiones fundamentales acerca del cen-
troide extendido. El centroide extendido (véase [1, 2, 7, 25, 31, 50, 51
y 72]) es una herramienta fundamental en el estudio de la estructura de
v de la estructura de las aplicaciones de Lie sobre

las algebras primas
éstas. En este ambito, el centroide extendido es un cuerpo extensién del
cuerpo base, resultando especialmente interesante cuando el centroide
extendido se reduce al cuerpo, en cuyo caso el algebra se llama central-
mente cerrada. Nos parece relevante sefialar que esta condicion acontece
para las algebras de Banach complejas primitivas y para las C*-algebras
primas.

En ic tercera seccion del primer capitulo el lector encontrard un
tecrema de estructura de la traza de una aplicacién bilineal en un algebra
de Ranach verificando una determinada “propiedad de conmutatividad”.
Concretamente, si A un algebra de Banach,y L de A x A en A es una
aplicacién bilineal, escudiaremos la estructura de la aplicacién g de A en
A, llamada traza de L, definida por

cuando ¢ verifica la condicién
[q(a),a] =0 Vac€ A
El resultado al que nos referimos sera una de las herramientas fun-

damentales en el estudio de la estructura de las aplicaciones de Lie. La
razén para ello es desvelada inmediatamente.

a) Si D es una derivacién de Lie en un dlgebra de Banach A entonces
la aplicacién ¢ definida en A como

q(a) = D(a*) - (Da)a - a(Da)
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es la traza de la aplicacién bilineal de A x A en A definida por
L(a,b) = D(ab) - (Da)b — a(Db)
y satisface la propiedad [g(a), a] = 0 para todo a € A.

b) Si ®: A = B es un isomorfismo de Lie de un ilgebra de Banach A
sobre otra algebra de Banach B entonces la aplicacién g definida
en B como

q(b) = ®((®71(b))%)

es la traza de la aplicacién bilineal de B x B en B definida por

L(by, ba) = (@' (by)® " (b))

v verifica que [g(b), b] = 0 para todo b € B.

Muchos han side los trabajos publicados sobre la estructura de las
aplicaciones f (especialmente derivaciones y endomoriismos) en anillos
primos que satisfacen [f(z),z] = 0 0 [f(z), z] € Z(R) desde que en [65],
E. C. Posner iniciara el estudio de las aplicaciones f de un anillo R en si
mismo verificando la propiedad [f(z), z] = 0, para todo = € R. Citamos
la siguientes referencias en este tema [5, 9, 10, 15, 16, 18, 21 22, 46 y 83].
Sin embargo la aportacion mas notable se debe a Bresar, quien probé el
siguiente teorema de estructura para las trazas antes comentadas.

TeoREMA 1.9 {[17; Teorema 1]). Sea R un anillo primo de ca-
racteristica distinta de 2 y sea ¢ : R — R la traza de una aplicacién
biaditiva. Supongamos que q verifica que [g(z),z] = 0 para cualquier
r € R. 5t R no satisface la identidad polinemica Sy entonces q €s de la
forma

g(z) = Az? + y(z)z +v(z) Yz eR

donde A es un elemento de C(R), u es una aplicacién aditiva de R
en C(R) y v es una aplicacion de R en C(R), donde C'(R) denota al
centroide ertendido de R.




Introduccidn.

Con el resultado anterior Bresar consigue obtener formidables teore-
mas de estructura para los isomorfismos de Lie y las derivaciones de Lie
en anillos primos que en breve presentaremos. A pesar de ser resultados
realmente sobresalientes no resultan ser itiles para el estudio de la con-
tinuidad de las derivaciones e isomorfismos. Sin embargo al adentrarnos
en la técnica usada por Bresar en la demostracion de éstos descubrimos
el teorema de estructura que exponemos a continuacioén y que constituye
nuestra primera aportacion al tema.

TEOREMA 1.10. Sea A un dlgebra de Banach compleja unital, P
un ideal primitivo de A de manere que A/P no satisface la identidad
polinémica Sy y ¢ : A = A la traza de una aplicacidn bilineol de A
verificando que [g(a),a] = 0 para todo a € A. FEristen enlonces un
nimero complejo A, un funcional lineal p en A y un funcional v en A,
satisfaciendo que

q(a) — (Aa® + p(a)a + v(a)l) € P

para todo a € A.

A partir del Teorema 1.9, Bresar obtiene el siguiente teorema de
estructura para los isomorfismos de Lie entre anillos primos:

TEOREMA 1.12 ([17; Teorema 3]). Sean R y R' dos anillos primos
de caracteristica distinta de 2 que no satisfacen la identidad polinomica
S4. Si®: R — R’ es un isomorfismo de Lie, entonces ® es de la forma
@+& donde ¢ es un homomorfismo o el opuesto de un antthomomorfismo
de R en la clausura central de R', ¢ es inyectiva y £ es una aplicacion
aditiva de R en C(R') que aplica los conmutadores en cero.

Imitando de nuevo las técnicas usadas por Bresar, nosotros obtene-
mos a partir del Teorema 1.10 el siguiente teorema de estructura para
los isomorfismos de Lie entre dlgebras de Banach (no necesariamente
primas) que serd la base para el estudio de la continuidad de éstos.
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TEOREMA 1.15. Sean A y B dlgebras de Banach complejas unitales,
& un isomorfismo de Lie de A sobre B y P un ideal primitivo de B. Se
satisface entonces una de las siguientes afirmaciones:

i. B/P es isomorfo a C.
it. B/P es isomorfo al dlgebra de matrices Ma(C).

i. Eziste un funcional lineal p sobre A verificando que

7p®(a?) — u(a)rp®(a) € Z(B/P)

para todo a € A.

. Eziste un homomorfismo continuo ¢ de A sobre B/P, una apli-
cacion lineal £ de A en el centro de B/P y a € C verificando
que

p® =ap +§.

. Ezxiste un antihomomorfismo continuo ¢ de A sobre B/P, una
aplicacién lineal £ de A en el centro de B/P y a € C verificando
que

Tp® = ap + &.

Terminaremos este largo y sustancioso primer capitulo con el estudio
de la estructura de las derivaciones de Lie. También durante los tdltimos
afios se han hecho considerables esfuerzos en el estudio de la estructura
de las derivaciones de Lie en anillos v en dlgebras de Banach. El teorema
obtenido por Bresar en [17] acerca de esta cuestion y cuyas técnicas de
demostracién también imitamos es el siguiente:

TEOREMA 1.17 ([17; Teorema 5]). Sea R un anillo primo de carac-
teristica distinta de 2. Supongamos que D : R — R es una derivacion
de Lie de R. Si R no satisface la ideniidad polindmica S4 entonces D
es de la forma

D=d+¢
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donde d es una derivacion de R en su clausura central y § es una apli-
cacidn aditiva de R en C(R) que aplica los conmutadores en cero.

Nuestra aportacién al estudio de la estructura de una derivacién
de Lie y que constituird la base de nuestro estudio analitico quedara
plasmado en el siguiente resultado:

TEOREMA 1.21. Sean A un dlgebra de Banach compleja unital, D
una derivacion de Lie en A y P un ideal primitivo de A. Entonces se
verifica una de las siguientes condiciones:

i. El cociente A/P es isomorfo al dlgebra de matrices My(C).

#i. Eristen una derivacion d de A en A/P y una aplicacién lineal §
de A en el centro de A/P verificando que

TrPD = Lf-f-é

En el segundo capitulo, comenzamos el estudio de la continuidad de
las aplicaciones de Lie. La continuidad automatica es una disciplina
que se ocupa principalmente de investigar la continuidad de operadores
f actuando entre dos espacios de Banach X e Y sobre los que aconte-
ce alguna perfeccién de naturaleza algebraica. Es ésta una disciplina
principal en el campo de las dlgebras de Banach, en la que existe una
cantidad ingente de investigacién. La mejor orientacién en el tema la

descubrira el lector en la obra de Dales [29] (libro de préxima aparicion)

en donde podra encontrar un excelente relato acerca de esta materia.

La continuidad de las derivaciones y de los homomorfismos consti-
tuye un problema fundamental en el campo de las dlgebras de Banach.
Mis aiin, el estudio de las derivaciones e isomorfismos en dlgebras de
Banach, y fundamentalmente en C*-dlgebras, es una importantisima
cuestién por su intima conexién con algunos modelos matematicos de
los sistemas dinamicos. No debemos olvidar tampoco el papel prota-
gonista que los isomorfismos y derivaciones de Lie desempedan en la
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Geometria Diferencial. Tres son los tipos de derivaciones consideradas
tradicionalmente: derivaciones, derivaciones de Jordan y derivaciones
de Lie asociadas, estas iltimas, a las estructuras de Jordan y de Lie del
algebra y tres los tipos de isomorfismos: isomorfismos, isomorfismos de
Jordan e isomorfismos de Lie.

Un artilugio de uso habitual en los problemas de continuidad au-
tomatica es el subespacio separador. Concretamente si X e Y son dos
espacios normados y F es un operador lineal de X en Y, el subespacio
separador de F, que serd denotado por S(F), es el subespacio vectorial
de Y definido por

S(F)={yeY :3{z,} en X tal que limz, =0y lim F(z,) = y}.
Es éste un subespacio cerrado de Y que mide la continuidad del opera-
dor F cuando éste actiia entre espacios de Banach. Concretamente, el
Teorema de la Gréfica Cerrada establece que cuando X e Y son espacios
de Banach entonces F es continuo si, y sélo si, S(F) = 0.

En lo que respecta a la continuidad de los homomorfismos, nues-
tro conocimiento al respecto es bastante completo y satisfactorio desde
que B. E. Johnson probara en [40] que la continuidad automaticamente
acontece para cualquier epimorfismo de un dlgebra de Banach sobre un
algebra de Banach semisimple. Esta misma cualidad fue obtenida por B.
Aupetit en el contexto de las dlgebras de Jordan-Banach (véase [3 y 4]).
Remitimos también al lector a [69] en donde A. Rodriguez proporciona
la mds definitiva y general respuesta al problema.

El objetivo de la primera seccién del segundo capitulo es estudiar la
continuidad de los isomorfismos de Lie entre dlgebras de Banach semi-
simples cualesquiera. La investigacién que llevamos a cabo culmina con

la demostracion del siguiente teorema que demostramos en [13].

TEOREMA 2.4. Sean A y B dlgebras de Banach semisimples y sea ®
un isomorfismo de Lie de A sobre B. Entonces el subespacio separador
de ® estd contenido en el ceniro de B. Consecuentemente, @ es conlinuo
si el centro de B es trivial.
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Para la prueba del anterior teorema mostraremos que para cualquier
ideal primitivo P de B se verifica la inclusién [B, S(®)] C P. Relatamos
brevemente la técnica usada para este menester. La prueba se reduce
como es légico al caso de dlgebras de Banach complejas unitales. En este
caso, [69; Proposicién 1.9] que asegura que si A y B son dos algebras (no
necesariamente asociativas) normadas completas y ® es un isomorfismo
de A sobre B entonces el subespacio separador de @ esta incluido en el
radical débil de B, nos permite obtener ficilmente la inclusién cuando
P tiene codimensién finita y obtener el siguiente resultado.

LEMA 2.8. Sean A y B dlgebras de Banach complejas, ® un isomor-
fismo de Lie de A sobre B y P un ideal primitivo de B de codimension
finita. Entonces [B,S(®)] C P.

Para el estudio de la inclusién [B,S(®)] C P cuando P es un ideal
primitivo de codimensi6n infinita, el teorema de estructura de los iscmor-
fismos de Lie en dlgebras de Banach que enunciamos anteriormente serd
la herramienta fundamental. Obtendremos a partir de éste el siguiente
resultado:

LEMA 2.9. Sean A y B dlgebras de Banach complejas unitales y ®
un isomorfismo de Lie de A sobre B. Entonces se verifica que

®([[a?, az), (a1, a2]]) € Rad(B)

para cualesquiera ay € A y az € ®~'(S(®)). En consecuencia, si B es

semisimple, entonces se verifica que [[a2,ay], (a1, a;3]] = 0 para cuales-
quiera ay € A y a3 € 71(S(®)).

El Lema 2.9 lo demostramos sin problema en los casos i, i1, ivy v del
Teorema 1.15. El caso de especial interés es el caso en que se verifica la
condicién it del teorema citado. Aplicando el Lema 2.9 al isomorfismo
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®-! y dada la semisimplicidad del dlgebra A obtenemos que

([b3, b], [b1, b2)] = 0

para cualesquiera by € B y by € ®(S(®!)) y en consecuencia deducimos
que 7pS(®) C Z(B/P) o bien dim(B/P) < oo. En la primera situacion
serd [B, S(®)] C P, como se requiere. En la segunda situacion aplicamos
el Lema 2.8 para obtener que [B,S(®)] C P.

La continuidad de las derivaciones ordinarias es también uno de los
mas clasicos problemas planteados en el marco de las algebras de Ba-
nach. Desde que Singer y Wermer probaron que la imagen de una deri-
vacion continua de un algebra de Banach conmutativa estd contenida
en el radical, los investigadores en dlgebras de Banach han estudia-
do con gran intensidad y animosidad cuindo la continuidad acontece
automaticamente. B. E. Johnson en [41] demostré la continuidad de
cualquier derivacién en un algebra de Banach conmutativa semisimple,
1esultado que fue extendido por el propio B. E. Johnson y por A. M.
Sinclair en [43] demostrando que cualquier derivacién en un algebra de
Banach semisimple es continua. Por otro lado la continuidad de las de-
rivaciones de Jordan también ha suscitado gran interés desde que A.
M. Sinclair conjeturara que toda derivacion de Jordan en un algebra
de Banach semisimple es continua. Este resultado que fue encontrado
cierto, como consecuencia del Teorema de Johnson y Sinclair, cuando en
1975, J. M. Cusak en [26] probé que toda derivaciéon de Jordan en un
anillo semiprimo libre de 2 torsion es una derivacion ordinaria. El antes
mencionado teorema de Johnson y Sinclair fue extendido al ambito de
las dlgebras de Jordan-Banach por A. R. Villena en [81].

Como precedentes mads directos en la continuidad de derivaciones
de Lie podemos establecer el trabajo de P. de la Harpe [33], en el que
consigue demostrar la continuidad de las derivaciones sobre algebras
de Banach-Lie clasicas de operadores sobre espacios de Hilbert. En
la primera seccion del tercer capitulo presentamos nuestra aportacion
al estudio de la continuidad de las derivaciones de Lie en dlgebras de
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Banach generales que aparece en [11].

TEOREMA 3.4. Sea D una derivacién de Lie en un digebra de Ba-
nach semisimple A. Entonces el subespacio separador de D estd conte-
nido en el centro de A. En consecuencia, D es continua si el centro de
A es cero.

La linea de demostracién para la prueba del resultado anterior que

seguimos es muy cldsica. Esta es conocida con el nombre de “gliding

hump procedure”. A grandes rasgos el procedimiento consta de dos par-
tes. La parte algebraica es presentada a continuacién.

LEMA 3.5 ([43; Teorema 2.2]). Sea A un dlgebra de Banack y X un
A-médulo izquierdo de Banoch irreducible de dimension infinita. Eristen
entonces sucesiones {a,} en A, y {a,} en X verificando las siguientes
propiedades:

i. @p---a1z, #0 VYn e IN.
. Gppr@y - @2, =0 YnelN.

El sustento analitico es proporcionado por el siguiente resultado que
ilustra uno de los principios fundamentales en continuidad automatica.

LzvA 3.6 ([19: Proposicién 1.3]). Sean X e Y espucios de Banach,
{T} es una sucesién de oncradores lineales y continuos de X en si
mismo y para cada natural n, sea R, un operador lineal continuo de Y
en otro espacio de Banach Y,. Si F es un operador lineal de X en Y
tal que

R, FT;--T,, es continue para m > n,

eriste entonces un natural N tal que

R.FT,---T, es continuo paran > N.
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El teorema de estructura obtenido para las derivaciones de Lie en dlge-
bras de Banach junto con los resultados antes enunciados nos sirve para
probar que [S(D), A] C P para los ideales primitivos P de A de codi-
mensi6n infinita, situacién que se recoge en el Lema 3.7. Para el estudio
de la inclusién cuando P es un ideal primitivo de codimensién finita
efectuamos en el caso de no satisfacerse la inclusién deseada, una curio-
sa contruccién de una sucesién de ideales primitivos {P,} de A y una
sucesién de elementos {a,} de A satisfaciendo las siguientes condiciones
para cualquier n € IN:

i. (A,8(D)]¢ P,

ii. ap € Iy, donde I, = [pN P N ---N Py, siendo

Ip = ﬂ P,

P ideal primitivo,
{s(D),AlCP

ii. ada, - --ada,(A) ¢ Ps.

Las sucesiones obtenidas nos permiten finalmente aplicar el “gliding
hump procedure” para llegar a una contradiccion.

Las segundas secciones de los capitulos segundo y tercero estan de-
dicadas al estudio de las aplicaciones de Lie definidas en la parte an-
tisimétrica de un algebra de Banach con involucién lineal. Si A es un
algebra con involucién lineal *, entonces

Ki={a€A:a" = —a}

es un algebra de Lie. En esta Memoria estudiamos las derivaciones
e isomorfismos de las dlgebras de este tipo y obtenemos los siguientes
resultados fundamentales que demostramos en [12].

TEOREMA 2.12. Sean A y B dlgebras de Banach complejas pri-
mas centralmente cerradas con involucién lineal y supongamos que A es
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ademds semisimple. Si ® es un isomorfismo de Lie de Kp sobre K4,
entonces ® es continuo.

TEOREMA 3.10. Sea D una derivacién de Lie de la parte anti-
simétrica de un dlgebra de Banach compleja semisimple prima central-
mente cerrada con involucién lineal A. Entonces D es continua.

Aungque las referencias en lo que concierne al estudio de las aplicacio-
nes de Lie definidas en la parte antisimétrica de un anillo con involucion
son diversas (véanse [8, 53 y 70]), la inspiracién para considerar este tipo
de problemas reside en el trabajo de P. de la Harpe [33]. En él aparece
un estudio detallado acerca de las dlgebras de Banach-Lie cldsicas de
operadores acotados y de operadores compactos. Recordamos éstas bre-
vemente. Sea H un espacio de Hilbert complejo y denotemos por L(H )
a la C=-dlgebra primitiva de todos los operadores lineales y continuos
en H. Para cada a € L(H), sea a® el operador adjunto de a. Si J es
una conjugacién en H, la aplicacién % de L(H ) en si mismo definida por
a* = Ja*J es una involucién lineal en L(H) y si J es una anticonjuga-
cion de H , entonces la aplicacién a* = —Ja®J es también una involucion
lineal en L(H). Los elementos antisimétricos relativos a las precedentes
involuciones son algebras de Banach-Lie complejas cldsicas de operado-
res acotados. Por otro lado, sea C, el conjunto de todos los operadores
lineales compactos en H, y || - || la norma usual de operadores. Para
1 < p < o0, sea Cp, la clase de los operadores lineales compactos a de H

para los que ||afl, = (35, ph)MP < oo, donde {n} es la sucesion de

valores propios del operador (a*a)!/? ordenada de manera decreciente
y considerando cada valor propic tantas veces como indique su multi-
plicidad. Es bien conocido que Cj, es un ideal bilatero de L(H) y que
C, es un algebra de Banach compleja primitiva para la norma || - ||,
Las involuciones introducidas anteriormente dejan invariante a C y sus
partes antisimétricas son algebras de Banach-Lie com plejas cldsicas de
operadores compactos.
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En el trabajo de P. De la Harpe citado con anterioridad, el autor
probé que todos los e-automorfismos de Lie y todas las derivaciones de
Lie de las algebras de Banach-Lie de los ejemplos antericres son conti-

nuos.

Estos resultados aparecen ahora como consecuencia de nuestro teo-
rema ya que todas las algebras consideradas en los ejemplos anteriores
son complejas y primitivas y en consecuencia son centralmente cerradas.
Ademas los Teoremas 2.12 y 3.10 seran particularizados al ambito de las
C=-dlgebras primas y las algebras de Banach complejas primitivas (pues-
to que en estas situaciones sabemos que las dlgebras son centralmente
cerradas) para obtener los siguientes corolarios:

CoROLARIO 2.13. Los automarfismos de Lie de la parte antisimétrica
de un dlgebra de Banach compleja primitiva con involucion lineal son

continuos.

CoROLARIO 2.14. Los automorfismos de Lie de la parte antisimétrica
de una C*-dlgebra prima con involucion lineal son continuos.

CoroLARIO 3.11. Cualquier derivacion de Lie en la parte anti-
simétrica de un dlgebra de Banach compleja primitiva con involucion
lineal es continua.

CoroLARIO 3.12. Cualquier derivacién de Lie de la parte anti-

simétrica de una C'*-dlgebra prima con involucion lineal es continua.

Desde que Singer y Wermer [76] conjeturaran que la imagen de una
derivacion de un algebra de Banach conmutativa esta contenida en el
radical del ilgebra, conjetura que fue probada por M. P. Thomas en
[78], muchas han sido las generalizaciones no conmutativas del teorema

de Singer-Wermer v del teorema de Thomas (véase [15, 19, 23, 55, 57,

58, 73, 84 y 85]). En la tercera seccion del tercer capitulo (y dltima
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de la Memoria) abordamos uno de los problemas fundamentales en la
teorfa actual de ilgebras de Banach, el conocido como conjetura de
Singer-Wermer no conmutativa. Una de sus posibles formulaciones es la

siguiente: si d es una derivacion de un algebra de Banach A, verificando

la propiedad [a,d(a)] € Rad(A) para todo ¢ € A, ;ha de satisfacerse que
d(A) C Rad(A)?

Para una derivacion de Lie D en un algebra de Banach A, en el me-
jor de los casos existird una derivacién d de A y una aplicacién lineal
7 de A en el centro de A de manera que D = d + 7. En estas circuns-
tancias la propiedad [a, D(e)] € Rad(A) se traducira en el hecho de que
[a,d(a)] € Rad(A) lo cual debiera de conducir a que d(4) C Rad(A) y
en consecuencia D{A) C Rad(A) + Z(A).

Para k € IN y cualesquiera a,b € A denotaremos
[a, bl = [a, [a, bj;-1]

siendo [a, b]; = [a, b].

Demostraremos el siguiente teorema recogido en [14], el cual constuye
una respuesta a una variante natural de la conjetura de Singer-Wermer
no comuntativa.

TEOREMA 3.13. Sea A un dlgebra de Banach y sea D una derivacion
de Lie en A verificando para algin k € IN que [a, D(a)|r € Rad(A) para
todo a € A. Entonces [D(A), A] C Rad(A).

Para llevar a cabo la tarea de demostrar el resultado anunciadc,
ademads de nuestro teorema de estructura para las derivaciones de Lic es
fundamental el siguiente teorema de C. Lanski [47].

TeorReEMA 3.14. ([47: Teorema 1]). Sean D una derivacién no cero
en un anillo primo R e | un ideal no cero de R tales que para cierto
k € IN se verifica que

[r.D(r)lk=0 Vrel.
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Entonces R es conmutativo.

El resultado anterior nos permitié probar que si la derivacién verifica
para cierto k € IN fijo que [a, D(a)]x € Rad(A) para todo a € A, también
en el caso i del Teorema 1.21 se obtiene una descomposicién de la misma
forma que en i, Concretamente probamos el siguiente resultado:

LEMA 3.15. Sean A un dlgebra de Banach compleja unita! y sea D
una derivacion de Lie de A verificando para algin k € N que
{a, D(a)]x € Rad(A) para todo a € A.

Si P es un ideal primitivo de A, entonces eristen una derivacion d de
A en A/P y una aplicacién lineal £ de A en Z(A/P) tales que

mpD =d+ €.
Usando técnicas similares a las usadas en el Lema 3.15 demostramos

lo siguiente:

LEMA 3.16. Sean A un dlgebra de Banach compleja, P un ideal
primitivo de A y d una derivacion de A en A/P verificando para algin
ke N que

[a,d(a)lx =0+ P
para cualquier a € A. Entonces se satisface una de las siquientes condi-

clones:

i. El dlgebra A/P es isomorfa a C.
u. d(P)=0+ P.

Finalmente todos los ingredientes anteriores entran en juego para
demostrar el Teorema 3.13 en el caso complejo unital. Para el caso

general se procede como es habitual a unitizar y complexificar el dlgebra.
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Capitulo 1

Estructura de las

aplicaciones de Lie en

algebras de Banach.

DEFINICION 1.1. Un dlgebra de Banach es un espacio de Banach real
o complejo A provisto de un producto asociativo verificando la propiedad

llabll < llalllléll

para cualesquiera a y b de A.

Si X es un espacio de Banach, entonces el espacio de Banach L(X)
de los operadores lineales y continuos sobre X es, con la composi-
cién por producto, un algebra de Banach que constituye, junto con sus
subalgebras cerradas los ejemplos mas significativos de algebras de Ba-
nach no conmutativas. Cuando X es un espacio de Hilbert complejo, el
algebra de Banach L(X) se ve enriquecida con una involucién: la ad-
juncién de operadores. La adjuncién * verifica la siguiente propiedad
fundamental

la”al| = |lall* Va € L(X).

1
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Una C*-dlgebra es un dlgebra de Banach compleja A con una involucién
de dlgebra *, esto es x es conjugado-lineal, a** = a y (ab)" = b*a*
Ya,b € A, verificando

laall = fial® Va € A.

Para un espacio de Hilbert complejo H, las subdlgebras cerradas y au-
toadjuntas de L(H) son el prototipo de C*-dlgebras. El Teorema de
Gelfand-Naimark [32] asegura que toda C*-dlgebra resulta ser totalmen-
te isomorfa a una de las C*-dlgebras antes presentadas.

La perfeccién del producto de un algebra de Banach A puede ser
medida mediante la consideracién de su radical, que a partir de ahora
designaremos por Rad(A). A grandes rasgos Rad(A) permite conocer
cuan fielmente puede representarse A mediante algebras de Banach del
tipo L(X). Si X es un espacio de Banach, entonces una representacion
de A en X es un homomorfismo ¢ de A en L(X). En tal caso X que-
dar4 provisto de una estructura de A-médulo de Banach definiendo el
siguiente producto

ar = p(a)(z) Va€ A,ze X.

Cuando este A-médulo sea irreducible, esto es cuando AX # 0y Oy
X sean los tnicos submédulos de X, diremos que la representacion ¢
es irreducible. En esta situacién Ker(y) es un ideal primitivo de A y
es bien conocido que Rad(A) coincide con la interseccion de todos los
ideales primitivos de A.

1.1 La estructura de Lie de un dlgebra de Ba-

nach.

El producto de Lie
[a,b] = ab — ba
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induce en cualquier algebra de Banach una estructura de Lie de gran
interés por su conexién con la geometria de las variedades diferencia-

les modeladas en espacios de Banach. Mas concretamente, si A es un
4lgebra asociativa y reemplazamos el producto asociativo ab por el pro-
ducto de Lie:

[a,b] = ab — ba para cualesquiera a, he A

obtenemos la llamada dlgebra de Lie asociada a A, que denotamos A~ .
De modo natural, podemos considerar las subdlgebras del dlgebra A7,
llamadas subdlgebras de Lie de A, es decir los subespacios de A que
contienen el producto de Lie de cualesquiera dos de sus elementos. Unos
muy interesantes ejemplos de subalgebras de Lie aparecen cuando en
el dlgebra se considera una involucién lineal *. En esta situacién el
conjunto de elementos antisimétricos, que denotaremos

Ki={a€A:a" = —a}

es naturalmente una subdlgebra de Lie de A.

Obsérvese que la forma mas elemental de medir la perfeccion del
producto de Lie de un algebra de Banach consiste en considerar su centro

Z(A):={a€ A:[a, A] = 0}.

En esta Memoria estamos interesados en el estudio de la estructura de
Lie de un dlgebra de Banach y mds concretamente de ciertas aplicaciones
que de alguna manera preservan la estructura de Lie inducida por el

producto
[a,b] = ab — ba.

Dos son los tipos de aplicaciones consideradas con tal perfeccion: las
derivaciones de Lie y los homomorfismos de Lie.

DEFINICION 1.2. Si A es un dlgebra asociativa, una derivacion de
Lie en A es una derivacién del dlgebra A, es decir una aplicacién lineal
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D de A en A verificando que

D({a, b)) = [D(a),b] + [a, D(b)]

para cualesquiera elementos a y b de A.

Naturaimente cualquier derivacion (ordinaria) de A es también una
derivacién de Lie de A. Si d es una derivacién de A y T es una aplicacién
lineal de A en Z(A) que aplica los conmutadores en el cero entonces
también el operador D = d + 7 es una derivacién de Lie de A. Sia€ A,
denotaremos por ad(a) a la derivacidn interna determinada por a, esto
es a la derivacion de A definida por

ad(a)(b) = ab - ba b€ A.

DEFINICION 1.3. Si A y B son algebras asociativas, un homomorfis-
mo de Lie de A en B es un homomorfismo de A~ en B~ es decir una
aplicacién lineal ® de A en B que verifica la propiedad

®([a, b]) = [2(a), 2(b)]

para cualesquiera a y b de A.

Igual que sucede con las derivaciones de Lie, cualquier homomorfis-
mo (ordinario) de A en B es un homomorfismo de Lie y también los
homomorfismos de Lie tipicos son aquellos de la forma ¢ + 7 siendo ¢
un homomorfismo de A en B y T una aplicacién lineal de A en ei centro
de B que aplica los conmutadores de A en el cero.

Una cuestion fundamental en la que se desarrolla una intensa acti-
vidad consiste en estudiar cuan proximas estin las derivaciones y ho-
momorfismos de Lie de tener la forma tipica ya descrita. Dos son los
objetivos fundamentales de este capitulo: por un lado, el estudio de la
estructura de los isomorfismos de Lie y por otro, el estudio de la estruc-
tura de las derivaciones de Lie en algebras de Banach. Con los propdsitos
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mencionados, haremos una breve revision de algunas cuestiones basicas
acerca de las nociones de centroide extendido e identidades polinémicas.
Estas cuestiones las consideramos imprescindibles para la consecucién
de los objetivos sefialados.

1.2 Centroide extendido e identidades poliné-

micas.

El centroide extendido es una nocién fundamental en ei estudio de la
estructura de las dlgebras primas y de la estructura de las aplicaciones
de Lie sobre éstas. En este dmbito, el centroide extendido es un cuerpo
extension del cuerpo base, siendo especialmente interesante el hecho de
que el centroide extendido se reduzca al cuerpo base, en cuyo caso el
algebra se llamard centralmente cerrada. El concepto de centroide ex-
tendido fue introducido en 1969 por W. S. Martindale III en [50] para
anillos primos con el propdsito de caracterizar los anillos que verifican
una identidad polinémica generalizada. La utilidad de esta nocién fue
también puesta de manifiesto por Martindale en [51] en el estudio de la
estructura de los isomorfismos de Lie en anillos primos. Posteriormente
el concepto de centroide fue introducido en el ambiente de las dlgebras
no asociativas primas e incluso semiprimas por el propio Martindale y
otros (véanse [1, 7, 31 y 72]).

En lo que sigue A denotard un édlgebra prima. Un centralizador
parcia’mente definido de A es un operador lineal f definido en un ideal
no cero de A (llamado dominio de f y denotado por dom(f)) y con
valores en A verificando la siguiente propiedad:

f(ab) = af(b) y f(ba)= f(b)a

para cualesquiera elementos a € A y b € dom(f).

Si f y g son dos centralizadores parcialmente definidos de A, defini-
mos la suma f + g como el nuevo centralizador parciaimente definido en
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A definido por
(f +9)(a) = f(a) + g(a)

en dom(f + g) = dom(f) N dom(g), y definimos el producto fg como el
nuevo centralizador parcialmente definido en A, definido por

(f9)(a) = f(g(a))

en dom(fg) = {a € dom(g) : g(a) € dom(f)}.

La relacién

f~g® fa)=g(a), Vaedom(f)Ndom(g)

es una relacién de equivalencia en el conjunto de los centralizadores
parcialmente definidos de A que ademds es compatible con las opera-
ciones antes definidas. El centroide extendido, C(A), de A se define
clasicamente como el conjunto cociente con las operaciones inducidas.

En [25] se comprobé que para cada centralizador parcialmente defini-

do f de A, existe un inico centralizador parcialmente definido maximal
g de A que es una extension de f, donde la maximalidad se entiende
en el sentido de que no existen centralizadores parcialmente definidos
de A que extiendan estrictamente a g. Este hecho permite considerar
C(A) como el conjunto de los centralizadores parcialnente definidos ma-
ximales de A, definiendo la suma y el producto de dos centralizadores
parcialmente definidos maximales en A como el tinico centralizador par-
cialmente definido maximal de A que extiende la suma y el producto
usuales, respectivamente.

El conjunto de los centralizadores totalmente definidos de A consti-
tuye un subanillo de C(A) que recibe el nombre de centroide de A y se
denota I'(A).

Es claro que para cualquier escalar a el operador ald, es un cen-
tralizador totalmente definido de A, por lo que podemos considerar que
K C C(A). Cuando sea IK = C(A), diremos que A es centralmente ce-
rrada. Es ésta una propiedad fundamental en el estudio que realizamos
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en la presente Memoria de la estructura de las aplicaciones de Lie en
las 4lgebras de Banach y puede ser formulada de la siguiente manera:
cualquier aplicacién lineal f definida en un ideal bilatero I de A y con
valores en A satisfaciendo la propiedad

f(ab) = af(b) y [(ba)= f(b)a

para cualesquiera a € A y b € I es necesariamente de la forma a/d para
conveniente escalar a.

Nos parece pertinente recordar que “agrandando” el cuerpo base al
centroide extendido, y el dlgebra a la llamada clausura central, AC(A)+
C(A), cada algebra prima se convierte en un dlgebra prima centralmente
cerrada.

EiempLOs 1.4.

1. Resultara de suma importancia a lo largo de esta Memoria, la no-
table propiedad de que toda dlgebra de Banach compleja primitiva
es centralmente cerrada. Este hecho se desprende inmediatamente
de [51; Teorema 12] y serd frecuentemente usado en lo sucesivo.

En [2] P. Ara muestra una descripcién del centroide extendido de
una C"-dlgebra y consecuencia del cual obtiene la importante pro-
piedad de que las C*-dlgebras primas son centralmente cerradas.
En [54] se obtiene también una demostracién de este hecho.

DEFINICION 1.5. Un polinomio de variables no conmutativas es una
combinacién lineal finita de monomios donde cada monomio es un pro-
ducto finito de simbolos. El grado de un polinomio de variables no
conmutativas es la longitud de su monomio “més largo”. La identidad
polinémica standard en n variables se define como:

Sn(I],IL "‘1‘rn) = Z sgn(a)rﬂ(l)‘ral(?)"'za(n}
a€ln
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donde X, es el grupo de todas las permutaciones de {1,2, ..., n}y sgn(a)
es +1 o -1 dependiendo de si « es par o impar. Evidentemente la iden-
tidad standard S, es de grado n y es multilinear y alternada.

DEFINICION 1.6. Sea A un algebra y sea P = P(zy,23,...,2n)
un polinomio de variables no conmutativas. Se dice que A satisfa-
ce la identidad polinémica P si P(ai,ay,...,a,) = 0 para cualesquiera
a,asz,...,a, € A.

El resultado mds importante en el campo de las identidades po-
linémicas en algebras de Banach es el debido a I. Kaplansky, que el
lector podra encontrar en [64] y que a continuacion exponemos:

TEOREMA 1.7 ([64; Teorema 7.1.14]). Un dlgebra de Banach pri-

mitiva compleja que satisface una identidad polinémica de grado d es
isomorfa al dlgebra de las matrices M,, con n < %.

1.3 Teorema de estructura de la traza de una

aplicacion bilineal.

DEFINICION 1.8. Sea A un dlgebra de Banach,y L : Ax A — A una
aplicacién bilineal. A la aplicacion g de A en A definida por

g(e) = L(a,a) Va€ A

se le llama traza de L.

Estudiaremos en las dos secciones siguientes la estructura de las de-
rivaciones y los isomorfismos de Lie en las dlgebras de Banach. Tienen
estos dos tipos de aplicaciones una caracteristica comin: estdn relacio-
nados con la traza de una aplicacién bilineal satisfaciendo la propiedad

[¢(a), a] = 0.
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En efecto, si D es una derivacién de Lie en un dlgebra de Banach A, se
verifica entonces que

0 = D([a%,a]) = [Da? a]+[a? Da] = [Da* - (Da)a—a(Da),a] Vac€ A.

Esto nos permite deducir que la aplicacién g de A en A definida por
g(a) = Da® — (Da)a — a(Da)
es la traza de la aplicacién bilineal de A x 4 en A definida por
L(a,b) = D(ab) - (Da)b - a(Db)

y satisface la propiedad [g(a),a] = 0 para todo a € A. Por otro lado, si
A y B son dlgebras de Banach y ® : A — B es un isomorfismo de Lie
de A sobre B, entonces se verifica que

[(®~1(b))%, @7 (b)]=0 YbeB
y en consecuencia obtenemos que
0 ®(0) = @([(27'(6))*, 27'(b)])
[B((@7(1))%), (@7'(6))] = [®((27(1))*), b].
Esta identidad nos asegura que la aplicacién ¢ de B en B definida por
q(b) = @((27'(b))")
que es la traza de la aplicacién bilineal de B x B en B
L(by,b3) = ®(®7'(b1)® ™' (b2)),

satisface que [g(b), b] = 0, para cualquier b € B.

Nuestro objetivo inmediato es obtener un teorema de estructura de
la traza g de una aplicacién bilineal en un dlgebra de Banach, verificando
la propiedad

[g(a).e] =0 Vace A.
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Una parte importante de este capitulo consiste en la demostracién de
este resultado que ciertamente resulta ser laboriosa y meticulosa en todas
las comprobaciones y exige una cierta concentracién para no perderse en
ella. Sin embargo, debido a su importancia apelamos a la paciencia del
lector, pues sera este resultado una de las herramientas fundamentales
en el estudio posterior de la estructura de las aplicaciones de Lie.

En [65), E. C. Posner inici6 el estudio de las aplicaciones f de un
anillo R en si mismo que verifican la propiedad [f(z),z] = 0, para to-
do z € R. Consiguié probar que si R es un anillo primo y existe una
derivacién d distinta de cero en R que verifica [d(z),z] € Z(R), enton-
ces R es conmutativo. Desde entonces, muchos han sido los trabajos
publicados sobre la estructura de las aplicaciones f (especialmente deri-

vaciones y endomorfismos) en anillos primos que satisfacen [f(z),z] =0

o [f(z),z] € Z(R). Destacamos las siguientes referencias en este tema
(5,9, 10, 15, 16, 18, 21,22, 46 y 83].

En [18], M. Bresar, prueba que si f es una aplicacién aditiva de un
anillo primo R verificando que [f(z), z] = 0, entonces

f(2) = Az + &(2)

donde A € C(R) y € es una aplicacién aditiva de R en C(R), resultado
analogo al que se obtiene para dlgebras de von Neumann en [15]. Parece
ser que el primer resultado sobre aplicaciones f que no sean aditivas ve-
rificando la anterior propiedad fue dado por J. Vukman en [83]. Vukman
probé que si d es una derivacién en un anillo primo R de caracteristica
distinta de 2 tal que la aplicacién ¢(z) = [d(z), z] verifica [¢(z), z] = 0,
entonces ¢ = 0. En [16], Bresar generalizé este resultado mostrando
la misma conclusién para cualquier aplicacién aditiva y en [17], usando
técnicas similares a las que usé en [16], hizo un estudio de la estructura
de la traza g de las aplicaciones biaditivas B : R x R — R para un anillo
primo R con ciertzs propiedades adicionales, satisfaciendo [z,q(z)] =0
para todo z € R. El resultado obtenido por Bresar [17] es el siguiente:
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TEOREMA 1.9 ([17; Teorema 1]). Sea R un anillo primo de ca-
racteristica distinta de 2 y sea ¢ : R — R la traza de una aplicacion
biaditiva. Supongamos que g verifica que [g(z),z] = 0 para cualquier
z € R. Si R no satisface la identidad polinémica Sy, entonces q es de
la forma

q(z) = Az* 4 p(z)z + v(z) Vz€R

donde A es un elemento de C(R), p es una aplicacion aditiva de R en
C(R) y v es una aplicacién de R en C(R).

Mis recientemente, R. Banning y M. Mathieu han extendido este
resultado a los anillos semiprimos (véase [5]).

Nosotros usaremos en esta seccion los argumentos usados por Bresar
en [17] para obtener un teorema de estructura de la traza de una aplica-
ci6n bilineal en un dlgebra de Banach (no necesariamente prima). Aun-
que podria ser obtenido con mayor generalidad preferimos establecerlo
en el ambiente que realmente nos interesa. Nuestro teorema de estruc-
tura es el siguiente:

TEOREMA 1.10. Sea A un dlgebra de Banach compleja unital, P
un ideal primitivo de A de manera que A/P no satisface la identidad
polinémica Sy, yq : A = A la traza de una aplicacion bilineal de A
verificando que [g(a),a] = 0 para todo a € A. Eristen entonces un
nimero complejo A, un funcional lineal 4 en A y un funcional v en A,
satisfaciendo que

g(a) — (Aa® + p(a)a + v(a)l) € P

para todo a € A.

Al amparo de las dos observaciones que hicimos al principio de la
seccion, las potentes aplicaciones que se hardn del Teorema 1.10 en las
secciones siguientes, justifican de sobra todo el tiempo que dedicamos a
la demostracion.
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DEMOSTRACION. Con el objeto de que la notacién no resulte excesi-
vamente tediosa, dados a y b en A, escribiremos a = b cuando b—a € P.

Por ser q la traza de una aplicacién bilineal, existe una aplicacion
bilineal L de A x A en A satisfaciendo que g(a) = L(a,a). Obsérvese
que podemos suponer que L es simétrica (esto es, que L{a,b) = L(b,a),
si a,b € A) ya que en otro caso, basta considerar la aplicacion

La(a,b) = 5(E(a )+ L(b,a)

en lugar de L.
Como [L(a,a),a] = 0 si a € A, entonces

[L(a + cd + zb,a + cd + zb),a + cd + zb] = 0 (L.1)

para cualesquiera a,b,c,d € A, y cualquier nimero complejo z. En
consecuencia el coeficiente de z en este polinomio es cero, es decir:

2(L(a, cd), b] + 2[L(a,b), a] + 2[L(b, a), cd] + 2[L(b, cd), cd]
+2[L{b, cd),a] + [L(a,a),b] + [L(cd, cd),b] = 0. (1.2)

Tomando ¢ = 0 en la anterior identidad obtenemos que
(L(a,a),b] + 2[L(b,a),a] =0, Va,be A (1.3)
y haciendo a = 0, en la identidad (1.2) obtenemos que
2[L(b,cd),cd] + [L(cd, cd),b) = 0, Ve,d € A. (1.4)
Con la informacién dada en (1.3) y (1.4) deducimos de (1.2) que

[L(a,cd),b] + [L(a,b),cd]) + [L(cd,b),a] =0 Va,b,c,d€ A
(1.5)
y de ello podemos obtener que

[L(a,cd),b] + c[L(a,b),d] + [L(a,b),c|ld + [L(cd.b),a] =0 Va,b,c,d€ A.
(1.6)
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Cuando ¢ = 1, deducimos de (1.5) que

(L(a,d),b] + [L(a, b),d] + [L(d,b),a] =0 Va,bd€ A
(1.7)

y usando (1.7), la relacién (1.6) puede escribirse:
[L(a,cd),b] + [L(cd,b),a] = [L(a,d).b} + c[L(d,b), a] +
+ [L(a,c),bld + [L(c,b),ald Va,b,c,d€ A. (1.8)

Si ahora fijamos ¢,d en A y consideramos la aplicacion M de Ax A
en A definida por:

M(a,b) = [L(a, cd),b] + c|b, L(a,d)] + [b, L(a,c)]d (1.9)

de (1.8) obtenemos que:

M(a,b) = [a, L(cd, b)] + c[L(d, b),a] + [L(c, b), a]d.

(1.10)

A la vista de (1.9) se deduce que la aplicacién b — M(a,b) es la suma
de composiciones de derivaciones internas y operadores multiplicacién y
de (1.10) se deduce la misma afirmacién para la aplicacién @ — M(a, b).
Comparando (1.9) y (1.10) se tiene que:

M(a,a)=0, Vac A. (1.11)

Si consideramos ahora M(b, ad), donde a, b son elementos arbitrarios en
A, usando (1.9) llegamos a que
M(b, ad) [L(b, cd), ad] + c[ad, L(b,d)] + [ad, L(b, c)]d
a[L(b, cd),d) + [L(b, cd), a]d + cald, L(b,d)] +
+cla. L(b,d)}d + a[d, L(b.c)ld + [a, L(b, c)]d?,

y sacando factor comin obtenemos que
M(b,ad) = {[L(b,cd),a]+ c[a,L(b,d)]+ [a, L(b,c)d}d +

+af[L(b, cd),d] + c[d, L(b,d)] + [d, L(b, c)]d} +
+le, alld, L(b,d)).
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Si escribimos la anterior igualdad teniendo en cuenta la definicién de M,
observamos que

M(b,ad) = M(b,a)d + aM(b,d) + [c, a][d, L(b,d)] Va,be A
(1.12)
y en particular
M(ab, ad) = M(ab,a)d + aM(ab,d) + [c, a][d, L(ab,d)] Va,b€ A.
{1.13)

A la vista de (1.13), consideremos ahora la expresién de M(ab, e). Usan-
do ia relacién (1.10) deducimos que

M(ab, ) [ab, L(cd, €)] + c[L(d,€),ab] + [L(c, ), ab]d
alb, L{cd, e)} + [a, L(cd, €)]b + ca[L(d, €), b]
+c[L(d,€),alb+ a[L(c,e),bld + [L(c,e), albd
Va,b,ec A
y obsérvese que esta relacién puede también escribirse como
M(ab,e) = aM(b,e)+ [c,a][L(e,d).b]+ M(a,e)b
+[L(e,c),a][b,d] Va,b,e€ A (1.14)
lo que en particular nos permite obtener que
M(ab,d) = aM(b,d)+ [c,a][L(d,d),b] + M(a.d)b
+{L(d,c),a][b,d] Va,be A.

Por otro lado, las relaciones (1.14) y (1.11) nos permiten deducir que
M{ab,a) = aM(b,a) + [c,a]{L(a,d),b] + [L(a, c), a][b, d]

¥y sustituyendo las dos iltimas relaciones en (1.13) obtenemos que para
cualesquiera a,b € A se verifica que

M(ab,ad) = aM(b,a)d+ [c,a][L(a,d),b]d + [L(a,c),a][b,d]d
+a®M(b,d) + ac, a][L(d, d),b] + aM(a,d)b
+a[L(d, c), a][b, d] + [c, a][d, L(ab, d)). (1.15)
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Vamos ahora a expresar M(ab, ad) de otro modo. Usemos para ello la
informacion obtenida en (1.14) para deducir que

M(ab,ad) = aM(b,ad)+ [c,a]L{ad,d),b]+ M(a,ad)b
+[L(ad,c),a}jb,d] Va,be A. (1.16)

Si utilizamos ahora (1.11) y (1.12) deducimos que:
M(a,ad) = aM(a,d) + [c, a][d, L(a, d)],
identidad que junto con (1.12) y (1.16), nos permite obtener que

M(ab,ad) = aM(b,a)d+ a*M(b,d)+ alc, a]d, L(b, d)]
+[ec, a][L(ad,d),b] + aM(a,d)b + [c, a][d, L(a,d)]b
+[{L(ad,c),a][b,d] Va,be A. (1.17)

Comparando (1.15) y (1.17) obtenemos que:

[c,a][L(a,d),b]d + [L(a,c),a][b, d]d + ac, a][L(d,d), b]
+a[L(d, c),a][b,d] + [c,a][d, L(ab,d)]

= alc,a](d, L(b,d)] + [c, a][L(ad, d),b]
+[c,a][d, L(a,d)]b+ [L(ad,c),a][b,d] Va,b,c,d€ A. (1.18)

Si multiplicamos (1.18) por 2 y sustituimos las siguientes identidades
que podemos deducir de (1.3):

2[L(a,c),a][b,d)d = —[L(a,a),c][b,d]d

2[c, a][d, L(ab,d)] = —|c, a][ab, L(d, d)]

2a[c, a(d, L(b,d)] = -ac, a][b, L(d,d))
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obtenermos la siguiente relacion:
2(c, a]L(a,d)bd - 2[c, a]bL(a,d)d - [L(a,a), c]bd*
+[L(a, a), c]dbd + 2a[c, a]L(d, d)b — 2a|c, a]bL(d,d)
+2a[L(d, ¢),albd — 2a[L(d, ¢), aldb — [c,alabL(d,d)
+[c, a)L(d, d)ab
—afc,albL(d, d) + a[c, a]L(d, d)b + 2[c, a]L(ad,d)b
—2[c,albL(ad,d) + 2[c, u][d, L(a,d)]b+ 2[L(ad, ), a]bd
—2[L(ad, c),a)db

o lo que es lo mismo:

[c, albfi(a,d) + [a?, c]bg(d) + [c, L{a, a))bd?
+fa(a,c,d)bd + fi(a,c,d)b=0 Va,b,c,d€ A (1.19)

donde hemos llamado

fila,d) = 2L(ad,d)- 2L(a,d)d,
fala,e,d) = 2[c,a]L(a,d)+ [L(a,a),c]d
+2a[L(d, ¢),a] - 2[L(ad, c), a],
fa(a, ¢, d) alc,a]L(d,d) - 2a[L(d,c),a]d
+[e,a)L(d, d)a - 2[c, a]L(ad, d)
—2[c,a](d, L(a,d)] + 2[L(ad, c), a]d.

Reemplazando ahora b por b[c, ale en (1.19), deducimos que para todo
a,b,c,d, e € A se verifica que

~le,a)blc,alefi(a,d) = [a®,clblc,aleq(d) + [c, L(a,a)]blc, a)ed?
+ f2(a, ¢, d)b[c,aled + f3(a, c, d)bc, ale.
Por otro lado, usando (1.19) obtendremos que
—[c, alblc,alefi(a,d) = [c,a]b(~[c,alefi(a,d))
[c, a)b[a?, cleq(d) + [c, alblc, L(a,a)]ed?
+[c, albf(a,c,d)ed + [c, albf3(a, c,d)e
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y comparando las dos iltimas relaciones obtenemos

([azv C]b[C, ﬂ‘,] e [C: a]b[a2$ c])eq(d) =
= qi(a,b,c)ed® + ga(a,b,c,d)ed + ga(a, b, c,d)e (1.20)

donde hemos llamado

gi(a,b,c) = [c,alblc, L(a,a)] - [c, L(a, a)]b[c,qa]
ga(a,b,c,d) = [c,ajbfaa,c,d)— fala,c,d)bc,a]
g3(a,b,c,d) = [c,albfs(a,c,d) - f3(a,c,d)bc,al.

Veamos seguidamente que podemos elegir ag,bg,co € A verificando
que:

[a2, colbolao, co] — [ao, colbolad, co) = zo # 0.

Si no sucediera esto, entonces para cualesquiera a, b, c € A, se verificaria
que

[a?, c]bla, c] - [a, c]b[a?, ¢] = 0.

En estas circunstancias, si [a?,¢] = 0 entonces [[a?, c],[a,c]] = 0, y si
por el contrario [a?, ¢} # 0 por ser A/P un algebra prima centralmente
cerrada, entonces existe A € C tal que [¢,¢] = Ala?, c] puesto que [50;
Teorema l] garantiza que

si dos elementos a,b en un anillo primo R satisfacen que
azb = bra para cualquier x € R siendo a # 0 enltonces
b = Aa para algin A € C(R).

En cualquier caso obtenemos que [[a?,c],[a,c]] = 0, para cualesquiera
aycde A. Esta propiedad asegura que A/P satisface la identidad
polinémica Sy ya que es bien conocido (véase [17; Lema 1]), que

un anillo primo satisface la identidad polinémica Sy, s1, y
sélo si satisface la identidad de Kaplansky [[z?,y], [z,y]].
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Puesto que hemos supuesto que A/P no satisface la identidad S4, po-
demos concluir que, como ya anuncidbamos, existen ag, bo, co € A tales
que :

zo = [ag, colbolao, ca] -- [an, colbolag, co] % 0.

Si lamamos

Yo g1(ao, bo, co),
F(d) = ga(ag,bo,co,d) Vde A, y
G(d) g3(ao, bo, co,d) Vd € A,

usando (1.20) podemos escribir que
zoeq(d) = yoed? + F(d)ed + G(d)e Vd,e € A (1.21)
y reemplazando e por czpe en (1.21) obtenemos que
zoczoeq(d) = yoczoed? + F(d)czoed + G(d)exge Ve, d,e € A.

Por otro lado la informacién que nos suministra (1.21), puede utilizarse
para deducir que

zoczoeq(d) = zoc(zoeq(d)) = zocyoed® + zocF(d)ed + zocG(d)e
y comparando las dos dltimas relaciones obtenemos que

0 = (yoczo - zocyo)ed® + (F(d)exo — xocF(d))ed +
+(G(d)exg — zoeG(d))e Ve, d,e € A.

Multiplicando ahora por a por la derecha concluimos que:

(yoczo — Tocyo)ed’a + (F(d)cxg — TocF(d))eda +
+(G(d)czo - TocG(d))ea = 0

y reemplazando e por ea en (1.22) obtenemos que

0 = (yocxo — Tocyo)ead® 4 (F(d)czo — zocF(d))ead
+(G(d)cxp — zocG(d))ea
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lo cual nos permite, comparando las dos dltimas relaciones, afirmar que:

(Yoczo — zocyo)e[d?, a] + (F(d)czo — zocF(d))e[d,a] = 0
Va,cd ec A (1.24)

Si sustituimos e por e[d,a]b en (1.24), obtendremos para cualesquiera
a,b,c,d,e € A que

(yoczo — zocyo)e[d, alb[d?, a] + (F(d)czo — zocF(d))e|d, abld, a] = 0

y utilizando ahora en el segundo sumando de esta relacién (1.24) pode-
mos escribir que

(yoczo — zocyo)e([d, alb(d?, a] — [d?, albld,a]}) = 0 Va,b,c,d,ec A
(1.25)

En consecuencia acabamos de comprobar que

(yoczo — zocyo)A([d, albd?, a] — [d?, a)b[d,a)) = 0 Va,b,c.de A
(1.26)

y por tanto

(yoczo — zocyo)A/ P([d, a]b[d?, a) - [d? alb[d,a]) =0+ P Va,b,c,de€ A.

(1.27)

An3logamente a como hemos sefialado anteriormente, podemos afirmar
que existen ay, by, d; € A verificando que:

[d1, a1]ba[dF, a1] ~ [}, a1)bi[dy, @1] 2 O
y por ser el dlgebra A/P un dlgebra prima, de (1.27) deducimos que
Yocro — zocyp =0 Ve e A.

Como zg # 0, nuevamente podemos asegurar la existencia de un nimero
complejo Ag verificando que

Yo = /\0330 (] 28)
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y de la relacién (1.24) obtenemos ahora que
(F(d)ezq — zocF(d))e(d,a] =0 Va,c,d,e€ A
y en ccnsecuencia
(F(d)ezo — rocF(d))A/Pld,a] =04+ F Va,c,d€ A.
(1.29)
Supongamos que existen d,c € A, verificando que
F(d)ezp - zocF(d) 0

entonces por (1.29) obtendriamos que d + P € Z(A/P). Si existiese
d’ € A, verificando que d' 4+ P ¢ Z(A/P), seria F(d')ezo — zoeF(d') = 0
para todo e € A. Consecuentemente por ser lineal la aplicacion 7pF
seria F(d + zd')czg — zocF(d + zd') # 0 para todo nimero complejo z
y de nuevo por (1.29) deducirfamos que (d + zd') + P € Z(A/P), para
todo z € C. Esto nos permitiria obtener que d' + P € Z(A/P), ya que
el coeficiente del polinomio en la variable compleja z

[d+ zd' u]=0

serfa cero para todo u € A. Sin embargo estamos suponiendo que
d' + P ¢ Z(A/P). En consecuencia, si existiesen d,c € A, verificando
que F(d)cxg — zocF(d) £ 0, el dlgebra A/P seria conmutativa. Como
esto no puede ocurrir, podemos asegurar que

F(d)exg — zocF(d) =0 Ve, de A
y en consecuencia como zg Z 0, existe pu(d) € C tal que
F(d) = p(d)zo. (1.30)

Observemos que la linealidad de u estd asegurada por ser lineal la apli-
cacién mpF. Viendo la relacién (1.22) en el cociente A/P y teniendo en
cuenta que los dos primeros términos son cero, obtenemos que

G(d)ezo = zocG(d) Ve, de A
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y nuevamente deducimos que si d € A, entonces
G(d) = v(d)zo (1.31)

para conveniente nimero complejo v(d). Aplicando ahora (1.28), (1.30)
¥ (1.31) en la siguiente relacién obtenida proyectando (1.21)

zoeq(d) = yoed® + F(d)ed + G(d)e Ve,d€ A (1.32)

deducimos que:
zoe(g(d) — Aod® — p(d)d - v(d)1)=0 Ve, de A

y utilizando de nuevo que z9 # 0 y que A/P es un dlgebra prima, resulta
que
q(d) = Aod® + p(d)d + v(d)1

para todo d € A, quedando asi la demostracién completa. &

1.4 Teorema de estructura de los isomorfismos
de Lie.

Una vez que hemos obtenido el teorema de estructura de la traza
de una aplicacién bilineal de un ilgebra de Banach, entramos de lleno
a abordar el problema de determinar la estructura de los isomorfismos
de Lie. Durante los iltimos afios se han hecho considerables esfuerzos
en el estudio de la estructura de los isomorfismos de Lie en anillos y en
algebras de Banach. En [38], L. Hua probé que cualquier automorfismo
de Lie del anillo R de todas las matrices de orden n x n (n > 3) sobre un
anillo de divisién es de la forma ¢ + £, donde ¢ es un automorfismo o el
opuesto de un antiautomorfismo de R, y £ es una aplicacién aditiva de
R en el centro que aplica los conmutadores en cero. W. S. Martindale
en [48, 51 y 52] extendid el teorema de Hua a anillos mds generales. En
[51], estableci6 el siguiente resultado:
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TEoOREMA 1.11 ([51; Teorema 11]). Si R es un anillo primo con
unidad de caracteristica distinta de 2 y de 3 y que contiene dos idem-
potentes distintos de cero cuya suma es 1 entonces todo isomorfismo de
Lie de R sobre otro anillo primo R' con unidad, es de la forma ¢ + &,
donde ¢ es un homomorfismo o el opuesto de un antihomomorfismo de
R en la clausura central de R' y € es una aplicacion aditiva de R en
C(R') que aplica los conmutadores en cero.

En [17], M. Bresar generaiizé lo obtenido por Martindale sin la
hipétesis de existencia de idempotentes del siguiente modo:

TeoREMA 1.12 ([17; Teorema 3]). Sean R y R' dos anillos primos
de caracteristica distinta de 2 que no satisfacen la identidad polindmica
Ss. Si® : R > R' es un isomorfismo de Lie, entonces ® es de la forma
o+ donde @ es un homemorfismo o el opuesto de un antihomomorfismo
de R en la clausura central de R', ¢ es inyectiva y € es una aplicacion
aditiva de R en C(R') que aplica los conmutadores en cero.

B. Banning y M. Mathieu también han extendido el resultado an-
terior al ambiente de anillos semiprimos (véase [5; Teorema 3.10]). El
resultado analogo para dlgebras de von Neuman fue obtenido por C. R.
Miers en [59].

TEOREMA 1.13 ([59; Teorema 4]). Sea ® : M — N un isomorfismo
de Lie entre dos dlgebras de von Neumann con centro trivial, entonces

® tiene una de las dos siguientes formas:

i. & = p+¢&, donde ¢ es un isomorfismo y £ es un funcional x—lineal,
tal que £([a,b]) = 0, para todo a,be M.

ii. ® = —p+ £, donde v es un anti-isomorfismo y £ es un funcional
+—lineal, tal que £([a,bl) = 0, para todo a,b € M.
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Sefialemos por iltimo el resultado obtenido por M. Mathieu [56]
que generaliza lo obtenido por M. Bresar y C.R. Miers para el caso de
algebras de von Neuman en [20; Teorema 4].

TEOREMA 1.14 ([56; Teorema 1]). Sea A una C*-dlgebra unital
verificando las siguientes propiedades:

(a) Todo centralizador esencialmente definido y continuo de A puede
ser extendido a un centralizador totalmente definido de A.

(b) El segundo ideal de Kaplansky K, esto es el ideal generado por
los elementos de la forma (22, y)z[z, y] - [z, y]z[z?% y), es esencial.

Entonces para cada isomorfismo de Lie ® : A — A ezisten aplicaciones
lineales determinadas de forma tnica, ¢ : A = A, y € : A = Z(A),
en el centro de A con la propiedad £(xy) = &(yz) para todo z,y € A
verificando que

P=p+¢§

y ¢|pa €s un isomorfismo mientras que @|(1_p 4 €s el opuesto de un

anti-isomorfismo para una tnica proyeccion central p en A.

Estos resultados, sailvo en rasos excepcionales, no permiten estudiar
el comportamiento analitico de los isumorfimos de Lie en un algebra de
Banach. Sin embargo en la linea de los resultados mencionados conse-
guimos en esta Memoria el siguiente teorema de estructura para isomor-
fismos de Lie en un 4lgebra de Banach compleja unital que nos permitira
estudiar la continuidad de los isomorfismos de Lie en dlgebras de Ba-
nach. Nos parece conveniente advertir al lector que nuevamente usamos
las técnicas usadas por Bresar en [17]. Nuestro resultado es el siguiente:

TEOREMA 1.15. Sean A y B dlgebras de Banach complejas unitales,
® un isomorfismo de Lie de A sobre B, y P un ideal primitivo de B.
Se satisface entonces una de las siguientes afirmaciones:
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. B/P es isomorfo a C.
.. B/P es isomorfo al dlgebra de matrices M;,(C).
ii. Eriste un funcional lineal p sobre A verificando que
rp®(a?) — p(a)rp®(a) € Z(B/P)
para todo a € A.

iv. Eriste un homomorfismo continuo ¢ de A sobre B/P, una apli-
cacién lineal £ de A en el centro de B/P, y a € C verificando
que

mp® = ap +§.

. Eziste un antihomomorfismo continuo ¢ de A sobre B/P, una
aplicacidn lineal £ de A en el centro de B/P, ya € C verificando
que

p® = ap +E£.

DEMOSTRACION. Si B/P satisface la identidad polinémica Sy, el
Teorema 1.7 garantiza que B/P es isomorfa u C o bien a My(C) y

consecuentenicnt o se satisface 1 o ii.

Procedemos ahora a nrobar que si B/P no satizface ja identidad
polinémica 54 entonces se veriiwa wia de las restantos propiedades. Con
este fin observemos que B/ P es un algebra centraimente cerrada, y que
se verifica la siguiente propiedad

[(®~1 (b))%, & (b)) = 0sibe B.

En consecuencia,

0 = ¥(0)=&([(&7' (b))% @7 (D)) =
[®((®7" (b)), @(&7'(6))] = [®((®7'(b))"). B]
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y por tanto, la aplicacién q definida en B como
g(b) = ((27'(0))%)

es la traza de la aplicacion bilineal L(by,b2) = ®(®7'(b1)®~"(b2)) de
B x B en B y satisface que [g(b),b] = 0, para todo b € B. Por el
Teorema 1.10 existen A en C, ny 7 funcionales de B, siendo 7 lineal, de
forma que

B((®71(b))?) = Ab% + n(b)b + T(b)1

para todo b € B. Si llamamos p = n® y v = 7@, la anterior igualdad se
escribe como

®(a?) = A®(a)? + p(a)®(a) + v(a)l (1.33)

para todo a € A.

Si A = 0, entonces la identidad anterior se convierte en
®(a?) - u(a)®(a) = v(a)l
para todo a € A, y en consecuencia
7p®(a’®) — p(a)rp®(a) € Z(B/P)

que es justamente la situacion descrita en iii.

Supongamos ahora que A # 0y sea ¢’ la aplicacién lineal de A en B
definida por

#(a) = 28(a) + zp(a)L

Veremos que la aplicacién lineal de A en B/ P, mp¢' es un homomorfismo
de Jordan, es decir que

¢'(ab + ba) = ¢'(a)¢'(b) + ¢'(b)¢'(a) Va,be€ A.




28 1. Estructura de las aplicaciones de Lie en dlgebras de Banach.

Por un lado obtenemos usando (1.33) que

(e = M)+ zu(an

MO®(a)* + u(a)8(a) + v(a)1) + Zu(a')1

A2®(a)? + Mu(a)®(c) + Av(a)l + %u(az)l

mientras que por otro

(0 = (MB(a) + zu(@)1 ) = N B(a)’ + Mu(a)B(a) + gu(a)’1.

Comparando estas dos relaciones obtenemos que
(¢'(a®) = ¢'(a)’) + P € C(1 + P),
y en consecuencia
¢'(ab + ba) - ¢'(a)¢'(b) - ¢'(b)¢'(a) = e(a, b)1 (1.35)

para conveniente funcional bilineal y simétricc ¢ de 4 x A. Eviden-
temente Tpy' es un homomorfismo de Jordan si y sélo si e(a,b) = 0,
cualesquiera que sean a y b en A. Fijemos a,b € A y consideremos

w = ¢'(a(ab + ba) + (ab + ba)a).
Por (1.35), podemos obtener que

P'(a)¢' (ab + ba) + ¢'(ab + ba)'(a) + €(a, ab + ba)l
#'(a){#'(a)p'(b) + ¢'(b)¢'(a) + €(a, b)1}

+HP(a)'(b) + ¢'(b)¢'(a) + €(a,b)1}¢'(a) + €(a, ab + ba)1
¢'(a)’¢'(b) + 2¢'(a)¢'(b)¢'(a) + ¢'(b)¢'(a)?

+2¢(a, b)¢'(a) + €(a, ab + ba)l.
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Por otro lado como por (1.35), ¢'(a?) = ¢'(a)? + %f(a,a)l, dedurimos
que

2¢'(aba) + ¢'(a®b + ba?)

2¢'(aba) + ¢'(a*)¢'(b) + ¢'(b)¢'(a?) + e(a®,b)1
2¢/(aba) + {¢/(a)? + 5e(a, A)1}D)
+BMe/ (@) + 3e(a, 1} + (e, D)L

2¢'(aba) + ¢'(a)’¢'(6) + #'(b)#'(a)?
+¢(a, a)@'(b) + €(a?, b)1

y comparando las dos tltimas expresiones obtenemos que
Haba) = (a)¢(B)p(a) + ela, big'(a) ~ 5e(a,a)9'(b)
+~;-e(a., ab+ ba)l — %E(az,b)l. (1.36)
Entonces si z es un nimero complejo, por (1.36), podemos deducir que

Pla+zob(atzc) = @(atze)d(b)¢(at )
+e(a + zc,b)¢'(a + zc) - —é-e(a 4 zc,a + zc)¢'(b)

+;-((a + ze,(a + zc)b + b(a + zc))

-—%(((a + z¢)?,b)1

e identificando el coeficiente de z en ambos miembros de la equivaiencia
anterior obtenemos que

¢'(abc+cba) = ¢'(a)¢'(b)¢'(c) + ¢'(c)¢'(b)¢'(a)
+€(a, b)¢'(c) + €(c, b)¢'(a)
—¢(a, c)@'(b) + %c(a, cb -+ be)l

1 1
+5€(c, ab+ ba)l — §e(ac + ca,b)l. (1.37)
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Sea d = y'(aba’® + a’ba). Usando (1.37), obtenemos que
d = ¢a)P(b)¢'(@®) + ¢'(a®)¢ (b)¢'(a)
+e(a,b)¢'(a?) + e(a?, b)¢'(a)
—¢(a,a?)@'(b) + %f(a, a®b + ba*)1
+%e(a2,ab + ba)l — ¢(a®,b)1 {1.38)
y utilizando de nuevo que ¢'(a?) = ¢'(a)? + %E(a, a)l, podemos deducir
que
= ¢(a)g'(b)¢'(a)’ + ¢'(a)*¢'(b)¢'(a)
1 1
+§f(arﬂ)‘r°'(a)sﬂ'(5) + 56(010)99'(5)9?'(“]
+€(a,b)#'(a)? + €(a’,b)¢'(a)
—e(a,a®)'(b) + %E(a,b)c(a,a)l

1
+§e(a,a2b+ ba*)1 + %((62,(1&-1- ba)l — e(a® b)1 (1.39)

y por otro lado usandoc (1.35) y (1.36) obtenemos que

d &' ((abaja + a(aba))
#(aba)¢(a) + '(a)¢'(aba) + (aba, a)1
¢'(a)¢'(b)¢(a)? + (a)?0'(b)¢'(a) + 2¢(a, b)¢'(a)?
~ 38, (0) @) - ze(a,a)¢(a)}eb)
+e(a, ab + ba)p'(a) — e(a?,b)¢(a) + €(aba, a)1.

Comparando las dos expresiores obtenidas para d, observamos que para
todo a,b € A se verifica que:

e(a,a)¢(a)¢(b) + (a, )@ (b)¢'(a) - e(a,b)¢'(a)? — e(a, a?)'(b)
+(2€(a?,b) - €(a, ab + ba))¢(a) + P € C(1 + P) (1.40)
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y en particular si @ = b concluimos que

(c(a, a)¢/(a)? - d(a,a®)¢(a)) + PEC(1 + P) Va€ A
(1.41)

y en consecuencia,

e(a,a)[[¢'(a)*.c], [¢'(a),c]]=0 VYa€ A,ceB. (1.42)

Vamos a demostrar que si a € A, entonces se tiene que verificar una
de las siguientes afirmaciones:

e ¢(a,b) = 0, para todo b € A, o bien

e a satisface que {[¢'(a)?, ¢}, [¢'(a),c]] =0 Ve € B.
Para ello supongamos que a € A no satisface la condicion:
[[¢'(a),c],[¢'(a),c]] =0 VceB.
Existe entonces ¢y € B tal que

[[¥'(a)?, co), [¥(a), co]] # O

y por (1.42) resultard que €(a,a) = 0 y por tanto €(a,a®) = 0 ya que
en otro caso, por (1.41), se verificaria que e(a,a?)¢'(a) + P € C(1 + P),
y entonces ¢'(a) + P € C(1 + P) con lo que a satisfaceria la condicién
(1.43). Entonces de (1.40) obtenemos que:

(—((a,b)t,o(a)2+(2£(a2, b)—-c(a,ab-l—ba))t,o’(a])-}-P €C(1+P), Vbhe A

y por tanto
0= [(26(02, b) — €(a,ab + ba))¢'(a) — €(a, b)cp'(a)z, co)-
En consecuencia obtenemos que

= [[2¢(a?, b)(a) — e(a. ab + ba)¢(a) — e(a, b)¢/(a)?, col, (), co]]
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de donde podemos deducir que
—E(av b)[[‘P’(ﬂ)2| CU]! [‘1;'(“)1 CO]] =0 Vbe A.

Luego po: <= [¢'(a)?, co, [¢'(a), co]] # 0, obtenemos que €{a,b) = 0,
para cualquier b € A. Por tanto, hemos probado que dado a € A, se
tiene que verificar una de las siguientes afirmaciones:

e ¢(a,b) = 0, para todo b € A, o bien

e a satisface (1.43).

Veamos ya que 7py’ es un homomorfismo de Jordan. Supongamos
que no lo fuese. Entonces existen a,b € A tales que €(a,b) # 0 y por
lo dicho anteriormente, a satisface la condicién (1.43). Supongamos que
existe a’ € A que no satisface (1.43). Entonces ¢(e', d) = 0 para cualquier
d e A, y como €(a,b) # 0, se verifica que

e(a+2d',b)#0

para cualquier complejo z, y por tanto

[[¢/(a + 202, u], [pla + 2a'),u]] =0, Vu € B.

En consecuencia el coeficiente de 23, que es [[¢'(a’)?, u], [¢(a'), u]], deberd
pertenecer a P, es decir,

[¥(a")?,u), [(d), ul] =0 Vue B

pero esto no es posible, pues estamos suponiendo que a’ no satisface
(1.43). En consecuencia, si 7py’ no es un homomorfismo de Jordan, todo
a € A satisface (1.43). Pero obsérvese que este no puede ocurrir puesto
que si todo elemento de A satisfaciera (1.43), como A # 0 obtendriamos
que

([®(a)? c],[®(a),c]]=0 Ya€ A yce€B,
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y por ser & es un isomorfismo de Lie, deducirfamos entonces que B/P
satisface el polinomio de Kaplansky y por tanto la identidad polindmica
S4. Puesto que hemos supuesto que B/P no satisface la identidad Sg,
podemos concluir que Tpy' es un homomorfismo de Jordan. En resumen,
si llamamos ¢ a la aplicacién mpy’ de A en B/P, acabamos de comprobar
que ¢ es un homomorfismo de Jordan.

En vista de que [1, A] = 0, podemos asegurar que
[rp®(1), B/P] = [rp®(1), Tp®(A)] = Tp®([1,A]) =0+ P
y en consecuencia podemos concluir que 7p®(1) € Z(B/P), y por tanto
#(1) = Arp®(1) + (1)1 + P) € Z(B/P) = C(1 + P).

Nuestro siguiente objetivo es ver que (1) # 0. Para ello supongamos
que fuera (1) = 0, obtendriamos entonces que

Pla) = se(la+a1) = (1) = p(1)- o(a) = p(1)p(a) = 0
cualquiera que fuese @ € A y por tanto
B/P = Arp®(A) C u(A)(1+ P) C Z(B/P),

lo que mostraria que B/P es conmutativa, en contra de lo que esta-
mos suponiendo. Por tanto ¢(1) = p(1 + P) para conveniente nimero
complejo no cero p. En consecuencia

1+ P=p"0(1)=¢(p™'1)

y puesto que Amp® = ¢ — %p,, deducimos que

A-1 A-1
rpd(a) = A p(a) - —-m(a)(1 + P) = P\ = ——p(a)p™'1)

para todo a € A. Esto nos permite asegurar la sobreyectividad de .
Puesto que [34; Teorema H] asegura que
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st @ es un homomorfismo de Jordan sobreyectivo de un axillo
R sobre un anillo p. 10 R' de caracteristica distinta de 2 y de
3, entonces @ es un homemorfismo o un antihomomorfismo,

deducimos que ¢ es o un homomorfismo o un antihomomorfismo de

A sobre B/P. Ademds ¢ es necesariamente continuo puesto que [3;
Teorema 1] afirma que

si A es un dlgebra de Banach compleja, y B es un dlgebra
de Banach compleja semisimple, entonces teda aplicacion li-
neal sobreyectiva T de A sobre B tal que n(Tz) <r(z) para
cualquier z € A es continua.

En consecuencia a = )1 = —2yu, satisfacen las propiedades
¥, 2 M
requeridas en la afirmacion iv o bien en la v. &

1.5 Teorema de estructura de las derivaciones
de Lie.

Las investigaciones en la determinacién de la estructura de las deri-
vaciones de Lie se han centrado fundamentalmente en cuan proxima estd
una derivacién de Lie de ser una derivacién ordinaria. Muchos autores
han estudiado las derivaciones de Lie en anillos asociativos, cabe citar,
los trabajos de R. Banning y M. Mathieu [5], M. Bresar [15 y 17], I. N.
Herstein [36], W. S. Martindale III [49], M. Mathieu [56] entrc otros, y
los trabajos sobre derivaciones de Lie en algunas dlgebras de Banach,
entre los que citamos el trabajo de P. De la Harpe [33] y los de de C. R.
Miers (60 y 62].

Que nosotros sepamos, el problema de determinar la estructura de
una derivacion de Lie aparece tratado por primera vez en un trabajo
no publicado de Kaplansky (véase [36; pigina 529]), mostrando que
cualquier derivacion de Lie del anillo de matrices M, para n > 3 es
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una derivacién ordinaria més una aplicacién aditiva cuya imagen esta
contenida en el centro. En [36], . N. Herstein plante6 la validez del
anterior teorema de estructura para anillos simples. En 1964, W. S.
Martindale III, demuestra en {49] el siguiente resultado.

TEOREMA 1.16 ([49; Teorema 2]). Sea R un anillo primitivo de
caracteristica distinta de 2 que contiene un idempotente no trivial. Si D
es una derivacion de Lie de R, entonces D es de la forma

D=d+¢

donde d es una derivacion ordinaria de R en un anillo primitivo R, que

contiene a R, y € es una aplicacién aditiva de R en el centro de R que
aplica los conmutadores en 0.

Como consecuencia del Teorema 1.9, M. Bresar en [17] obtuvo la
estructura de las derivaciones de Lie obteniendo una conclusién andloga
a la del teorema de M. Martindale antes mencionado sin requerir la
existencia de idempotentes. Mdas concretamente, demostré lo siguiente:

TEOREMA 1.17 ([17; Teorema 5]). Sea R un anillo primo de carac-
teristica distinta de 2. Supongamos que D) : R — R es una derivacidn
de Lie de R. 5i R no satisface la ideniidad polindmica Sy entonces D
es de la forma

D=d+¢

donde d es una derivacién de R en su clausura central y £ es una apli-
cacion aditiva de R en C(R) que aplica los conmutadores en cero.

Consideramos fundamental para nuestro trabajo el resultado ante-
rior. En realidad, mas que el resultado, para nosotros sera esencial la
tecnologia usada en la demostracion, pues es ésta la que nosotros imita-
mos para obtener nuestro teorema de estructura valido para investigar
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la continuidad de las derivaciones de Lie. A él nos referiremos mas
adelante.

En [5] R. Banning y M. Mathieu extendieron el teorema de Bresar a
los anillos semiprimos. Citemos también el teorema de estructura en el
ambiente de las dlgebras de von Neumann obtenido por C. R. Miers en
(60].

TEOREMA 1.18 ([60; Teorema 3]). Sea M un dlgebra de von Neu-
mann y D : M = M una derivacion de Lie en M. Entonces

D(z) = [a,2] + A(2),
donde a € M, y ) es una aplicacion lineal de M en Z(M) verificando

que A([a,b]) = 0, para cualquier a,b € M.

También M. Mathieu ha probado un resultado que generaliza el ob-
tenido por C. R. Miers. Mds concretamente, ha probado el siguiente
resultado:

TEOREMA 1.19 ([56; Teorema 2]). Sea A una C*-dlgebra unital
verificando las siguientes propiedades:

a) Todo centralizador esencialmente definido y continuo de A puede
ser extendido a un centralizador totalmente definido de A.

b) El segundo ideal de Kaplansky K3, esto es el ideal generado por

los elementos de la forma [z2, y)z[z,y] = [z, y)2[z?, y], es esencial.

Entonces para cada derivacién de Lie D : A — A existe una derivacidn
d de A determinada de modo tnico y una inica aplicacion lineal § de A
en Z(A) con la propiedad de que £(zy) = £(yz) para cualesquiera T e y
de A, tales que

D=d+¢.
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Mencionamos también el teorema de estructura para derivaciones
de Lie continuas obtenido por B. E. Johnson [42] como consecuencia del
estudio que realiza en dmbiente mds general.

TEOREMA 1.20 ([42; Teorema 9.5)). Sean A una C*-dlgebra, X un
A-bimédulo de Banach y D una derivacidn de Lie continua de A en X.
Ezisten entonces una derivacién continua d de A en X y una aplicacién
§ lineal y continua de A con valores en Z(X) que aplica los conmutadores
en 0 verificando que

D=d+¢&.

Desgraciadamente, salvo en situaciones excepcionales, ninguno de
los teoremas de estructura anteriores nos ha permitido estudiar el com-
portamiento analitico de las derivaciones de Lie. Afortunadamente, co-
mo hemos dicho, la técnica usada por Bresar en su estudio de la es-
tructura de las aplicaciones de Lie es susceptible de ser imitada para
lograr el teorema de estructura que constituird la base de nuestro es-
tudio analitico. Nuestra aportacién al estudio de la estructura de las
derivaciones de Lie en un dlgebra de Banach queda plasmado en el si-
guiente resultado.

TEOREMA 1.21. Sean A un dlgebra de Banach compleja unital, D
una derivacion de Lie en A y P un ideal primitivo de A. Entonces se
verifica una de las siguientes condiciones:

i. El cociente A/P es isomorfo al dlgebra de matrices M3(C).

u. Egisten una derivacion d de A en A/P y una aplicacién lincal £
de A en el centro de A/P verificando que

mpD =d+ €.
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DEMOSTRACION. En el caso de que el cociente A/P satisfaga la
identidad polinémica S, entonces el Teorema 1.7 nos asegura que el
slgebra A/P es isomorfa a C o al dlgebra My(C). Si el dlgebra A/P
es isomorfa a C, tomando d = 0 y £ = mpD aseguramos que se da la
condicién i y si A es isomorfa a Mj(C) entonces se verificard i.

Si el algebra A/P no satisface la identidad polinémica Sy, vamos a
ver que se cumple la condicién ii enunciada. En primer lugar, recuérdese
que habfamos comentado al principio de la seccién 1.3 que la traza de
la aplicacién bilineal L de A x A en A definida por

L(a,b) = D(ab) — (Da)b - a(Db).

satisface la propiedad [g(a),a] = 0 para todo @ € A y por tanto, apli-
cando el Teorema 1.10, existen un nimero complejo A y funcionales p y
v en A, con p lineal, tales que

D(a?) - (Da)a — a(Da) = Aa* + p(a)a + v(a)l (1.44)

para todo @ € A. Consideremos ahora la aplicacién lineal é de A en A
definida por

é(a) = D(e) + Aa + %u(a)l, Va € A.

Nuestro primer objetivo es demostrar que mpd es una derivacion de
Jordan de A en A/P, esto es que para a,b € A se verifica que

8(a-b)=d(a) b+ a-é(b)
donde a - b= %(ab + ba), o equivalentemente que
8(ab + ba) = 6(a)b + bd(a) + ad(b) + d(b)a.

Usando la informacion obtenida en (1.44) deducimos que, para cualquier
a € A, se verifica:

§a?) = D(a®)+ A+ ;,u(az)l

(Da)a + a(Da) + Aa® + p(a)a + v(a)l + Aa® + —;-p,(az)l

(Da)a + a(Da) + 2\a® + p(a)a + %u(az)l + v(a)l
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Yy por otra parte

é(e)a + ad(a) (Da + Aa + %,u(a)l)a + a(Da + )a + %y(a)l}

(Da)a + \a® + %p(a)a + a(Da) + Xa® + %u(a)a

(Da)a + aD(a) + 2Aa® + pu(a)a.
Por tanto, si utilizamos las dos tltimas relaciones, podemos deducir que

5(a®) - (§(a)a + ab(a)) = %,u(a?n + @)l €1C Vae A
(1.45)

¥ en consecuencia, para cualesquiera a y b en A, se tiene que
8((a +b)%) = (6(a+b)(a+b)+ (a+b)(a+b))+Pe(1+P)C.
(1.46)
Consecuentemente podemos afirmar que
8((a+b)*) - (8(a+b)(a+ b) + (a + b)d(a + b))
— 5(a®) + (8(a)a + ab(a)) — 6(b%) + (6(b)b + bd(b)) = p(a,b)1

para conveniente funcional bilineal y simétrico p de A x A y podemos
deducir que para todo a,b € A se verifica que:

Sab+ba) = 8((a+b)? - a®-b?)

= O((a+b)?) - d(a®) - 5(6)

= §((a+b)*) - (8(a+b)(a+b)+ (a+b)d(a+b))
+(8(a + b)(a+ b) + (a + b)s(a + b))
~5(a?) + (6(a)a + ad(a)) - (8(a)a + ab(a))
—8(b%) + (8(b)b + bé(b)) ~ (8(b)b + bé(b))
da+b)a+b)+ (a+b)d(a+b)-(d(a)a+ ad(a))
~(8(b)b + b3(5)) + p(a, b)1
o(a)a+ d(b)a + 5(a)b + 5(b)b + ad(a) + ad(b) + bé(a)
+b4(b) — (8(a)a + ad(a)) — (8(b)s + b4(b)) + p(a, b)1
0(a)b+ 6(b)a + ad(b) + bé(a) + p(a,b)1 (1.47)




1. Estructura de las aplicaciones de Lie en dlgebras de Banach.

Si consideramos ¢ = &(a(ab + ba) + (ab + ba)a), utilizando (1.47)
deducimos que

¢ = 4(e)(ab+ ba)+ 6(ab + ba)a + ad(ab + ba)

+(ab + ba)d(a) + p(a, ab + ba)l

8(a)ab + 6(a)ba + (6(a)b + d(b)a + ad(b) + bd(a) + p(a,b)l)a

+ a(d(a)b + 6(b)a + ad(b) + bd(a) + p(a, b)1)

+ abé(a) + bad(a) + p(a, ab+ ba)l

&6(a)ab + 6(a)ba + &(a)ba + 5(b)a’ + ad(b)a + bé(a)a + p(a,bla

+ ab(a)b + ad(b)a + a*8(b) + abd(a) + ap(a, b)

+abd(a) + bad(a) + p(a, ab + ba)l

6(a)ab + 26(a)ba + 2ad(b)a + 2abé(a) + 4(b)a® +

bé(a)a + ad(a)b + a®6(b) + bad(a) + 2p(a,b)a + p(a, ab + ba)l
y por otro lado, usandc la informacién dada en (1.47) obtenemos que:

c 5(a’b + aba + aba + ba?)
26(aba) + 6(a*b + ba?)
28(aba) + 8(a®)b + 8(b)a* + a*8(b) + bd(a?) + p(a?,b)1.
Teniendo en cuenta ahora de nuevo por (1.47) que:
6(2a%) 20(a®) = 8(a)a + d(a)a + ad(a) + ad(a) + p(a,a)l
28(a)a + 2ad(a) + p(a,a)l
y por tanto
6(a?) = é(a)a + ad(a) + %p(a, a)l

podemos afirmar que

¢ = 26(aba) + ((a)a + ad(a) + %p(a, a)1)b+ &(b)a® + a*8(b)

+ b(é(a)a + ad(a) + -;-p(a, a)1) + p(a®,b)1
26(aba) + §(a)ab + ad(a)b + 8(b)a’ + a28(b)
+bb(a)a + bad(a) + p(a,a)b + p(a?, b)1.
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Comparando las dos expresiones que hemos obtenido para ¢ deducimos
que:
26(a)ba + 2ad(b)a + 2abd(a) + 2p(a, b)a + p(a, ab + ba)l
= 26(aba) + p(a,a)b+ p(a®,b)1
y en consecuencia
28(aba) = 26(a)ba + 2aé(b)a + 2abd(a) + 2p(a,b)a
+ p(a, ab + ba)1 — p(a,a)b— p(a® b)1.
Dividiendo ahora por 2, para cualesquiera a y b en A obtenemos que
6(aba) = &(a)ba + ad(b)a + abd(a)+ p(a, b)a
+ %p{a,ab+ ba)l — %p(a,a)b— %p(a{b)l (1.48)

y si z es un nimero complejo, por (1.48), concluimos que:

8((a + ze)b(a + 2¢)) = 8(a+ zc)b(a+ ze) + (a + zc)d(b)(a + zc)
+ (@ + zc)bé(a + zc) + pla+ zc,b)(a + z¢)

1
+ -2—p(a + z¢,(a + zc)b + bla + zc))1

- %p(a + zc,a + zc)b
~gol(a+ 202 D).

Identificando ahora el coeficiente de z en ambos miembros de la equiva-
lencia anterior podemos obtener que:

d(abc+ cba) = &(a)bc + &(c)ba + ad(b)c + ci(b)a
+ abd(c) + cbd(a) + p(c, b)a + p(a, bjc — p(a, c)b
+ %p(a,cb-l- be)l + %p(c, ab + ba)l

1
- Ep(b’ ac + ca)l. (1.49)
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Sea d = d(aba® + a’ba). Aplicando lo obtenido en (1.49) y que
8(a?) = §(a)a + ad(a) + p(a,a)l deducimos la siguiente relacién:

d = 6(a)ba® + &(a?)ba + ad(b)a® + a*8(b)a
+ abd(a?) + a®bé(a) + p(a®,b)a + p(a, b)a’
- p(a,a®)b + %p(a,azb + ba?)1

+ ép(az,ab + ba)l - %p(?as, b)1

5(a)ba® + 8(a)aba + ad(a)ba + ép(a, a)ba
+ ad(b)a® + a®6(b)a + abé(a)a + abad(a)

+ -;-p(a,a)ab + a’bd(a) + p(a?,b)a
+ p(a, b)a? — p(a,a®)b + %p(a, a®b + ba?)1
+ %p(a{ ab + ba)l — p(a® b)1.

Por otro lado usando (1.47) y (1.48) obtenemos que:
d 8(aba® 4 a’ba) = &((aba)a + a(aba))
d(aba)e + §(a)aba + abad(a) + ad(aba) + p(aba,a)l
8(a)ba® + ad(b)a® + abd(a)a + p(a, b)a?
+ %p(a, eb+ ba)a — %p(a, a)ba — %p(az, b)a
+ 8(a)aba + abad(a) + ad(a)ba + a*4(k)a
+ a’bé(a) + p(a, b)a® + %p(a. ab+ ba)a

- %p(a, a)ab - %p(ar‘). b)a+ p(aba,a)l
8(a)ba® 4 ab(b)a® + abd(a)a + 2p(a, b)a?

+ p(e,ab + ba)a — %p(a, a)ba — p(a®, b)a
+ 8(a)aba + abad(a) + ad(a)ba + a*5(b)a

+ a’bé(a) - %p(a, a)ab + p(aba,a)l
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y comparando las expresiones obtenidas para d concluimos que:

% (a,a)ba + %p(a, a)ab + p(a?,b)a + p(a,b)a®

—p(a,a?)b + %p(a, a®b + ba?)1 + %p(a{ ab + ba)1 - p(a®,b)1

2p(a, b)a® + p(a,ab+ ba)a — %p(a, a)ba
1
—p(a?,b)a - Ep(a, a)ab + p(aba,a)l
y por tanto

pla, a)ba + p(a, a)ab + 2p(a®,b)a
—p(a,b)a® — p(a,a®)b — p(a,ab+ ba)a

= p(aba,a)l - %p(a, a’b + ba®)1
--%p(az, ab+ ba)l + p(a®,b)1 € C1 Va,be A.
En particular si @ = b obtenemos que
(p(a,a)a® — p(a,a®)a)+ PE€C(1+ P) Vac A
y tendremos en consecuencia que
[p(a,a)e® - p(a,a®)a,c] =0 Va,ce A
y por tanto se verifica que

p(a,a)[[d? c),[a,c]]=0 Va,ce€ A. (1.53)

Vamos a demostrar que si a € A, entonces ha de verificarse una de
las siguientes afirmaciones:

¢ p(a,b) = 0, para todo h € A, o bien

e a satisface que [[a?,c],[a,c]]=0 Vce A.
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Para ello supongamos que a € A no satisface la condicion:
[[a% ¢, [a,€]] =0 Yce€ A. (1.54)
Existe entonces ¢y € A verificando que
[[a?, col, [a, col] # 0.

y por (1.53) resulta que p(a,a) = 0 y por tanto p(a,a?) = 0 ya que
en otro caso, por (1.51), se verificaria que p(a,a?)a+ P € C(1 + P), y
entonces a + P € C(1 + P) con lo que a satisfaceria la condicién (1.54).
En consecuencia de {1.50) obtenemos la siguiente informacion:

(2p(a* b)a — p(a,b)a* - p(a,ab+ ba)a)+ P C(1 + P), Vbe A
y por tanto
0 = [2p(a? b)a - p(a,ab+ ba)a - p(a, b)a?, cg).
De la relacién anterior, podemos trivialmente deducir que
0 = [[2p(a?, b)a — p(a, ab + ba)a — p(a, b)a’, co), [a. co]

y consecuentemente que

—p(a,b)[[a? co],[a,c0]] =0 Vb€ A.

Como [[a?, co), [a, co]] # O deberd ser p(a,b) = 0, para cualquier b € A,
y asi hemos probado que dado a € A, se tiene que verificar una de las
siguientes afirmaciones:

e p(a,b) = 0, para todo b € A.
e a satisface (1.54).

Veamos ya que 7pd es una derivacién de Jordan. Para ello, supon-
gamos que no lo fuese. Por (1.47) existen a,b € A tales que p(a,b) # 0
y por lo dicho anteriormente, a satisface (1.54).
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Si suponemos ahora que «iste a’ € A que no satisface (1.54), en-
tonces p(a’,d) = 0 para cualquier d € A y como p(a,b) # 0, se verifica
que

pla+ zd',b) # 0

para cualquier complejo z. En consecuencia
[[(a+za')? u),[a+ 2d',u]] =0 Yue€ A

La relacién anterior nos permite asegurar que el coeficiente de 2%, que
2 .
es [[a'", u], [[@, u]] perterece a P, es decir que,

(e, u),[[@, u]]=0 Vue A,

sin embargo no es posible que se verifique la anterior identidad pues
estamos suponiendo que a’ no satisface (1.54). Por tanto acabamos de
ver que si Tpd no es una derivacion de Jordan, todo @ € A satisface
(1.54). Obsérvese ahora que si todo elemento de A satisface (1.54),
entonces A/P satisface la identidad de Kaplansky y consecuentemente
satisface la identidad polinémica Sy, en contra de ia hipatesis. Por tanto
podemos asegurar que mpd es una derivacion de Jordan.

Veamos ahora que 7pd es una derivacion. I » hacemos de igual forma
que se demuestra el [17; Teorema 3). Veamos p ‘mero que

a’rla,b] + [a,b]ra®* = 0 Va,b,re A (1.55)

donde a® = &(ab) - 8(a)b — ad(b). Para ello, como acabamos de ver que
npd es una derivacién de Jordan, es facil comprobar que:

a) ab = -b°,

b) 8(abe + cba) = 8(a)be + ad(b)c + abd(c) + 8(c)ba + cd(b)a + cbd(a),
y en particular,

c) 8(aba) = é(a)ba + ad(b)a + abd(a).
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Consideremos w = &(abrba + barab), entonces usando c):

w = §(a(brb)a+ b(ara)b) = 8(a(brb)a) + §(b(ara)b)
&(a)brba + abd(brb)a + abrbé(a) + &(b)arab + bé(ara)b + baraé(b)
&(a)brba + ad(b)rba + abd(r)ba + abré(b)a + abrbd(a)
(b)arab + bd(a)rab + bad(r)ab + bard(a)b + barad(b)

y por otro lado usando b), obtenemos que

w 8((ab)r(ba) + (ba)r(ab))
= (ab)rba + abd(r)ba + abré(ba) + 6(ba)rab + bad(r)ab + bard(ab).

Comparando estas dos iltimas expresiones obtendremos que:

6(a)brba + ad(b)rba + abré(b)a + abrbé(a) + é(b)arab
+bd(a)rab + bard(a)b+ barad(b)
= &(ab)rba + abré(ba) + 8(ba)rab + bard(ab)

y sacando factor comin, podemos escribir
0 = (6(ab)— ad(b)— d(a)b)rba+ (6(ba) — d(b)a — bd(a))rab
+ abr(8(ba) — 8(b)a — bé(a)) + bar(é(ab) — 6(a)b — ad(b))

Usando ahora a), es facil comprobar que la expresién anterior puede
escribirse como
a’r[b, a] + (b, a]ra® = 0.

Por tanto hemos obtenido lo que afirmabamos, esto es que

a’rla,b) + [a,blra® = 0, Va,b,r€ A.

Es conocido por [37; Lema 3.10] que

si R es un anillo primo de caracleristica distinta de 2 y
a,b € R verifican que azb + bra = 0 para cualquier x € R,
entoncesa =0 0b=10.
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En consecuencia si a® # 0 para ciertos a y b en A, entonces [a, b] = 0. Si
fuese [a,c] # 0 para algin c, entonces para cualquier complejo 2, seria
a* = 0 y por tanto a®** Z 0 si z € C. Por tanto [a,b 4 zc] = 0 si
z € C, y en consecuencia ¢l coeficiente de z sera cero, es decir, [a,c] =0,
pero esto no es posible porque estamos suponiendo que la,e) # 0. En
consecuencia, si a® # 0 deberd tenerse a + P € Z(A/P).

Si existiése ¢ € A tal que ¢+ P ¢ Z(A/P), entonces, c¢® = 0 para
todo e € A, y por tanto (a + zc)® # 0 para cualquier 2 € C. Como
consecuencia (a + zc) + P € Z(A/P), y por tanto (c+ P) € Z(A/P), en
contradiccién con lo que estamos suponiendo. Luego acabamos de ver
que si @® # 0 para ciertos a y b en A, entonces A/P serfa conmutativa,
pero c6mo ésto no ocurre, deducimos que, a’® = 0 para cualesquiera
elementos a y b de A, o lo que es lo mismo 7pd es una derivacion, que
era lo nos habiamos propuesto probar.

Resumiendo, existen un nimero complejo A, y un funcional lineal p
en A verificando que la aplicacién & de A en A definida para cualquier
elemento a de A, como

1
d(a) = D(a) + Aa + -Z-,u(a)l
satisface que
5(ab) — (8(a)b+ ad(b)) € P, a,b€ A,

o lo que es lo mismo, si llamamos d = 7p4d, la condicién anterior equivale
evidentemente a que d es una derivacion de A en A/P. Mostraremos
a continuacién que el complejo A es cero. Para ello observemos que
cualesquiera que sean @ y b dos elementos del lgebra A, se verifica que

§((a, )= D(la, b)) + Ma,b] + Zu([a, 81
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16(a), b} + [a, 60)]
(D(s) + dn+ -;—,u(a}l,b] +[a, D(b) + b+ %p,(b)l]

[D(@),b) + Ala, b] + 5{u(@)1, 8] + [a, D(B)]

A b+ 3la,u(D)1]
D([a,b]) + 2A[a, b).

Si comparamos estas dos expresiones, obtendremos que
Aa, b = gu(la, )1
y como consecuencia
Aa,b]+ P e C(1 + P)
de donde obtenemos que
MA/P,A/P|C Z(A/P).

Si suponemos ahora que A es distinto de cero, entonces la inclusion
anterior conducird a la inclusién

[A/P,A/P]C Z(A/P),
y en consecuencia si @ es un elemento de 4, resulta que
(a,[a,b]]=0, Vbe A
o lo que es lo mismo que
[a+ Pla+ Pb+P]=0+P VbeA.

Si denotamos por ad(a+ P) a la aplicacién de A/P en A/P definida como
ad(a + P)(b+ P) = [e+ P,b+ P], la condicién obtenida anteriormente
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se traduce en que (ad(a + P))? = 0 y el Primer Teorema de Posner
garantiza que

ad(a + P) = 0.
Esto nos lleva a que
[e+ P A/P]=0, Vacg A,

y consecuentemente [4/P, A/P] = 0. Sin embargo, obsérvese que esto
no es posible ya que A/P no es conmutativa. La tnica salida posible
entonces es que A sea cero, y en consecuencia si a € A,

b(a) = D(a) + zp(a)1

y en vista de la igualdad anterior, obtendremos que
1
d(a) = npD(a) + u(a)1 + P)

para todo a € A. Definiendo ahora £(a) = npD(a) — d(a), resulta que §
es una aplicacién lineal de A con valores en el centro de A/P, ya que

£(a) = ~p(a)(1+ P)

y se verifica que 7pD =€ +d.
&

PROBLEMA ABIERTO: Serfa interesante conocer cuando D es una
derivacién de Lie en un algebra cualquiera A, si para todo ideal P pri-
mitivo de A existe una derivacién dp de A en A/P y una aplicacién
lineal 7p de A en Z(A/P) tales que

rpD =dp + 7p.







Capitulo 2

Continuidad de los

isomorfismos de Lie.

Con el propésito de estudiar ahora la continuidad de los isomorfismos
de Lie y posteriormente la continuidad de las derivaciones de Lie pre-
sentaremos un artilugio de uso habitual en los problemas de continuidad
automatica. Es éste el subespacio separador, el cual posee la peculiar
facultad de medir la continuidad de los operadores lineales que actian
entre espacios de Banach.

DEFINICION 2.1. Sean X e Y dos espacios normados y sea F' un
operador lineal de X en Y. Definimos el subespacio separador de F, que
serd denotado por S(F'), como sigue:

S(F)={yeY :3{z,} en X tal que limz, =0y lim F(z,) = y}.

Es inmediato comprobar que S(F') es un subespacio vectorial cerrado
de Y.

La utilidad del subespacio separador la proporciona el famoso Teore-
ma de la Gréfica Cerrada. Tal teorema, para nuestras necesidades, puede

49
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ser enunciado del siguiente modo que involucra la nocién de subespacio
separador.

TEOREMA 2.2 ([75; Lema 1.2.(i)]). Sean X e Y dos espacios de
Banach y sea F un operador lineal de X en'Y. Entonces F es continuo
si, y solo si, S(F) = 0. &

Es justamente la anterior equivalencia la que ha hecho del subespa-
cio separador una de las herramientas mds usadas en los problemas de
continuidad automatica. El lector podra encontrar en [27 y 75] un estu-
dio detallado acerca de las propiedades y uso del subespacio separador.
Seguidamente enunciamos varias propiedades basicas del subespacio se-
parador de uso frecuente en lo que resta de la Memoria.

ProrosicION 2.3 ([75; Lema 1.3]). Sean A, Y y Z espacios de
Banach. Si F es un operador lineal de X en Y y R es un operador
lineal continuo de Y en Z, entonces

i. RF es continuo si, y sélo si, RS(F) = 0.

ii. S(RF) = R(S(F)).

2.1 Isomorfismos de Lie en dlgebras de Banach.

Nuestra intencion es estudiar la continuidad de los isomorfismos de
Lie entre algebras de Banach semisimples cualesquiera. La investiga-
cién que llevaremos a cabo culminara con la demostracién del siguiente
teorema.

TEOREMA 2.4. Sean A y B dlgebras de Banach semisimples y sea ®
un isomorfismo de Lie de A sobre B. Entonces el subespacio separador
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de ® estd contenido en el centro de B. Censecuentemente, ® es conlinuo
st el centro de B es trivial.

Iniciamos el estudio del comportamiento analitico de los isomorfis-
mos de Lie entre dlgebras de Banach comprobando que el subespacio
separador de un isomorfismo de Lie de un ilgebra de Banach A sobre
otra B es un ideal de Lie de B. En efecto, si A y B son élgebras de
Banach y ® es un isomorfismo de A sobre B, puesto que S(®) es un
subespacio vectorial de B, comprobemos que [c,b] € S(®) para todo
c € §(®)y be B. Como c € §(®), existe {a,} en A verificando que
lima, = 0 y lim ®(a,) = ¢. Entonces

[e,8] = [lim ®(a,),b] = lim[®(ay,),b] = lim ®[a,, ®~'(b)],

y puesto que la sucesién {[a,, ®~1(b)]} de A verifica que lim[a,,, ®~1(b)] =
0 resulta que [c,b] € S(®).

LEMA 2.5. Sean A y B dlgebras de Banach y sea @ un isomorfismo
de Lie de A sobre B. Entonces para cualquier b € S(®), el operador
ad(b), es crasinilpotente.

DEMOSTRACION. Denotemos por FM(B) a la subdlgebra plena de
L(B) generada por los operadores {ad(b): b € B} y sea W(B) el subes-
pacio formado por aquellos elementos b de B para los que ad(b) estd en el
radical de FM(B). El mayor subespacio de B FM(B)-invariante (que
es obviamente un ideal de Lie de B) contenido en W(B) es el radical
débil de B~. En [69; Proposicién 1.9] A. Rodriguez prueba que

st A y B son dos dlgebras (no necesariamente asociativas)
normadas completas y ® es un isomorfismo de A sobre B,
entonces el subespacio separador de ® estd incluido en el
radical débil de B.
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De lo anterior deducimos que el subespacio separador de @ estd con-
tenido en el radical débil del dlgebra de Lie B~, y en consecuencia si
b € S(®), el operador ad(b) es cuasinilpotente. &

Es obvio que el radical débil del dlgebra de Lie asociada a un dlgebra
de Banach A contiene al centro de A. Desafortunadamente, no cono-
cemos si el radical débil del dlgebra de Lie de un algebra de Banach
semisimple es igual al centro del dlgebra. Por ello, para probar nuestro
teorema, requeriremos algin trabajo adicional. Nuestro método consis-
te en probar que [B,S(®)] C P para cualquier ideal primitivo P de B.
Como es usual en continuidad automdtica distinguiremos entre ideales
primitivos de codimensién finita e ideales primitivos de codimension infi-
nita. Recogemos seguidamente un par de resultados bien conocidos que
seran necesarios en lo sucesivo.

LEMA 2.6 ([36; Teorema 2]). Si U es un ideal de Lie de un anillo
simple R de caracteristica distinta de 2 se verifica una de las siguientes
condiciones:

i. UC Z(R).
ii. [R,R]C U. &

LEMA 2.7 ([36; Corolario 1]). Si R es un anillo simple y no es un
cuerpo, entonces (R, R] = R. &

LEMA 2.8. Sean A y B dlgebras de Banach complejas, ® un isomor-
fismo de Lie de A sobre B y P un ideal primitivo de B de codimension
finita. Entonces [B,S(®)] C P.

DEMOSTRACION. Es bien conocido que B/ P es un dlgebra de Banach
simple, de hecho B/P es isomorfa al ilgebra de matrices M, (C) para
cierto n € IN.
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Si fuese dim{B/P) = 1, entonces B/P serfa conmutativa y obten-
driamos la inclusion [B,S(®)] C P.

Supongamos ahora que dim(B/P) > 1. Como B/P es simple y
7p(S(D)) es un ideal de Lie de B/P por el Lema 2.6 podemos concluir
que 7p(S(D)) C Z(B/P) o bien [B/P,B/P] C mp(S§(D)). Es sabido
ademés por el Lema 2.7 que [B/P, B/P] = B/P. Por tanto 7p(S(®))
est4 contenido en el centro de B/P y en consecuencia [B,S(®)] C P o
bien se tendra que mp(S(®)) = B/P.

Obsérvese que el Lema 2.5 garantiza que el operador ad(b) de B
en si mismo es un operador cuasinilpotente para cualquier b € S(®) y
como consecuencia el operador ad{b + P) de B/P en si mismo es tam-
bién cuasinilpotente para cualquier b + P € mp(S(®)). Si ocurriese que
#p(S(®)) = B/P, resultaria que ad(b + P) seria un operador cuasinil-
potente cualquiera que fuese b + P en B/P. Si llamamos b+ P a la
matriz con 1 en su entrada superior izquierda y 0 en las demds entradas
y ¢+ P a la matriz con 1 en su entrada superior derecha y 0 en las
demds entradas, en vista de que ad(b + P)(c+ P) = ¢+ P, resulta que
1 esta en el espectro de ad(b+ P), lo que contradice la cuasinilpotencia
del operador ad(b + ). En consecuencia, la dinica posibilidad es que se
verifique la inclusién mp(S(®)) C Z(B/P) y por tanto [B,S(®)| C P. &

Para el estudio de la inclusién [B, S(®)] C P cuando P sea un ideal
primitivo de codimensién infinita utilizaremos el teorema de estructura
de los isomorfismos de Lie en algebras de Banach que obtuvimos en el
Capitulo 2.

LEMA 2.9. Sean A y B dlgebras de Banach complejas unitales y ®
un isomorfismo de Lie de A sobre B. Entonces se verifica que

®([[a?, az], [@1, 85]]) € Rad(B)

para cualesquiera ay € A y a; € 7'(S5(®)). En consecuencia, si B es
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semisimple, entonces se verifica que [[a?,a3),[a),a3]] = 0 para cuales-
quiera a; € A y a; € 971(S5(®)).

DEMOSTRACION. Evidentemente si probamos que
@([[ﬂf, agl, [alv a2]}) epP

para cualquier ideal primitivo P de B, y cualesquiera elementos G €A
y az € 71(5(®)), habremos finalizado la demostracién.

Si se verifican las condiciones i o ii del Teorema 1.15, es decir si
B/P es isomorfo a C o B/P es isomorfo al dlgebra de matrices M,(C),
el Lema 2.8 nos garantiza que [B, S(®)] ¢ P. Si por el contrario
se satisfacen las condiciones iv o v, entonces es ficil comprobar que
mp(S(®)) C Z(B/P) y por tanto [B,S(®)) C P. En estos cuatro casos
obtenemos que

®([a1,a2]) = [®(a1). ®(as)] € {B,S(®)] C P,

para cualesquiera a; € A y u; € ®~1(S(®)), lo que nos permite afirmar
que

®([[a], a), [a1, a2]]) = [®([a}, as]), B([a1, a3))] € [®([a?, aa)), P]CP.

El dnico caso que nos queda por discutir es cuando se verifica la condicién
ui, es decir el caso en que existe un funcional lineal u de A verificando
que

7p®(a?) — p(a)Tpd(a) € Z(B/P)

para todo a € A. Como quiera que B/P es un algebra centralmente
cerrada, deduci- os que

7p®(a®) — p(a)Tpd(a) € C(1 + P)
de donde resultard que para o, € A, ®(a?) = p1 + u(a,)®(a,) para
conveniente nimero complejo p, y por tanto
(([a], az], (a1, ag]]) = [[®(a}), B(az)], [®(a1), B(az)]
((1(a1)®(a1), ®(az)], [®(a1), B(az)]] = 0,




2.1. Iscmorfismos de Lie en dlgebras de Banach.

Esto prueba que ®([[a?, a2, [a1,a2]]) € P.

En cualquier caso, si P es un ideal primitivo de B obtenemos que
para cualesquiera a; € Ay a3 € d-1(S(®)) se verifica que

&([[a?, az], [a1,a2]}) € P,

quedando asi completa esta demostracion. )

LEMA 2.10. Sea A un dlgebra de Banach primitiva cempleja y sea
L un ideal de Lie de A verificando que [[a?, a;), [a1, az]] = 0 para cuales-
quiera ay,ay € L. Se satisface entonces una de las siguientes propieda-
des:

i. LC2Z(A)

#. dim(A) < oo.

DEMOSTRACION. En [51; Lema 8] se prueba que

si R es un anillo primo de caracteristica distinta de 2, y U
es un ideal de Lie de R, entonces U C Z(R) o existe un ideal
distinto de cero I de R verificando que [I,R]C U.

Si no se verifica i podemos asegurar entonces la existencia de un ideal
I distinto de cero de A verificando que [/, A] C L. Esta inclusién junto
con la hipdtesis nos permite asegurar que

[[{a1, a2)?, (a3, aa]], [[a1, a2], [a3, a4]]] = O

para cualesquiera @,az,a3,a4 € I. Consecuentemente, si denotamos
por J a la clausura de I en A, J es un dlgebra de Banach compleja
primitiva que satisface la identidad polinémica

R(z1, x2, 73, 24) = [[[£1, 22], [23, z4]], [21, 72, [23, 24]]]-
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El Teorema 1.7 nos garantiza que la dimensién de J es finita. Si para
cada a € A, L, es el operador lineal multiplicacion por la izquierda por
a de J en si mismo, como A es un algebra primitiva y por tanto prima,
la aplicacién a — L, de A en L(J) es evidentemente inyectiva y por
tanto la dimensién de A es menor o igual que la dimensién de L(J ). En
consecuencia, la dimensién de A es finita. &

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.4. Supongamos en primer lugar
que A y B son ademds complejas y unitales. Aplicamos el Lema 2.9 al

isomorfismo @1, v dada la semisimplicidad de A obtenemos que

[[b3, ba], [b1, ba]] = O

para cualesquiera by € By b; € ®(S(®7')). Es ficil comprobar que
P(S(d7')) = S(@).

Si vemos que cuando P es un ideal primitivo de B se verifica la in-
clusién [B, S(®)] C P, podremos deducir que [B, S(®)] C Rad(B) =0,
y por tanto obtendremos que §(®) C Z(B) como queriamos. Para com-
probar la inclusién [B, S(®)] C P observemos que 7pS(®) es un ideal de
Lie de B/P que satisface las hipotesis del Lema 2.10. En consecuencia
#pS(®) C Z(B/P) o bien dim(B/P) < co. En la primera situacion sera
[B,S(®)] C P, cémo se requiere. En la segunda situacién aplicamos el
Lema 2.8 para obtener que [B,S(®)] C P.

Supongamos ahora que A y B son dlgebras de Banach complejas de
manera que A o B no tienen unidad. Las unitizaciones A y By de Ay
B, respectivamente, son ilgebras semisimples y podemas extender ¢ a
un isomorfismo de Lie ®; de A, sobre By, definiendo ®4(1,0) = (1,0).
Por la primera parte de la demostracién podemos concluir que S(®,) C
Z(B,). Por otro lado, es inmediato que S(®) C §(®,) resultando en-
tonces que S(®) C BNS(®;) C BN Z(B,) = Z(B).

Finalmente, si Ay B son algebras de Banach reales, entonces conside-
ramos sus complexificaciones A¢ y Bc y extendemos ® a un isomorfismo
de Lie ¢ de Ac sobre Bg definiendo ®c(a; + ia3) = ®(a1) + i®(az)
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para a;,a; € A. Como Ac y Bc son dlgebras de Banach complejas se-
misimples, obtenemos que S(®c) C Z(Bc). Por otro lado, resulta que
S(®) C BN S(®¢) v, en consecuencia, S(®)c BNZ(Bc) = Z(B). &

Desafortunadamente desconocemos si el Teorema 2.4 mantiene tam-
bién su validez para epimorfismos de Lie entre algebras de Banach com-
plejas semisimples cualesquiera.

PROBLEMA ABIERTO: Sean A y B dlgebras de Banach semisimples y
sea ® un epimorfismo de Lie de A sobre B. ;Estdel subespacio separador
de ® contenido en el centro de B?

2.2 Isomorfismos de Lie de la parte antisimétrica.

Respecto al estudio de los isomorfismos de Lie definidos en la parte
aniisimétrica de un arillo con involucién la teoria ha sido éxitosamente
desarrollada (véanse [8, 53 y 70]). También los isomorfismos de Lie en
la parte antisimétrica de ciertas dlgebras de Banach fueron estudiados
por P. De la Harpe en [33] considerando los siguientes ejemplos.

EJEMPLOS 2.11. Sea H un espacio de Hilbert complejo y L(H) la
C*-lgebra primitiva de todos los operadores lineales y continuos en H.
Para cada a € L(H) denotemos por a® al operador adjunto de a.

1. Si J es una conjugacién en H, entonces es facil comprobar que la
aplicacién * de L(H) en si mismo definida por a” = Ja®J es una
involucién lineal en L(H). Si J es una anticonjugacién de H, en-
tonces la aplicaciéon a* = —Ja*J es también una involucién lineal
en L(H). Los elementos antisimétricos relativos a las preceden-
tes involuciones son algebras de Banach-Lie complejas cldsicas de
operadores acotados [33; Definicién 1].

. Denotemos por Cy, el conjunto de todos los operadores lineales
compactos en H y sea || - || la norma usual de operadores. Para




2. Continuidad de los isomorfismos de Lie.

1 < p < oo, sea Cyp el conjunto de los operadores lineales compac-
tos a de H para los que |jal|, = (52 pE)/P < 0o, donde {p,} es

n=1
la sucesién de valores propios del operador (a*2)'/? ordenada de

manera decreciente y considerando cada valor propio tantas veces
como indique su multiplicidad. Es bien conocido [30; X1.9, XI. 10
y X1.14] que C,, es un ideal bilatero de L(H ) y que C;, es un dlgebra
de Banach compleja para la norma || - ||,. Como C,, contiene todos
los operadores lineales continuos de rango finito dimensional, po-
demos asegurar que Cj, es un dlgebra primitiva. Las involuciones
introducidas en el ejemplo anterior dejan invariante a C y sus par-
tes antisimétricas son algebras de Banach-Lie complejas clasicas de
operadores compactos [33; Definicion 4].

En [33; Corolario pag. 11.14. y Proposicién 12] P. De la Harpe probé
la continuidad de los e-automorfismos de Lie de todas las dlgebras de
Banach-Lie de los ejemplos anteriores. Es importante notar que todas
las 4lgebras consideradas en los ejemplos anteriores son complejas y pri-
mitivas y en consecuencia son centralmente cerradas. El objetivo de
esta seccién es extender este resultado al contexto de las dlgebras de
Banach complejas semisimples primas centralmente cerradas. Nuestra
aportacion sera el siguiente teorema:

TEOREMA 2.12. Sean A y B dlgebras de Banach complejas pri-
mas centralmente cerradas con involucién lineal y supongamos que A es
ademds semisimple. Si ® es un isomorfismo de Lie de Kp sobre K4,
enlonces ¢ es continuo.

El anterior resultado puede ser ahora particularizado al dmbito de
las C*-ilgebras primas y las dlgebras de Banach complejas primitivas
(puesto que estas situaciones sabemos que las algebras son centralmente
cerradas) para obtener los dos siguientes corolarios.
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COROLARIO 2.13. Los automorfismos de Lie de ia parte antisimétrica
de un dlgebra de Banach compleja primitiva con involucidr lineal son
continuos.

COROLARIO 2.14. Los automorfismos de Lie de la parte antisimétrica
de una C*-dlgebra prima con involucién lineal son continuos.

Obsérvese que ambos corolarios generalizan a las C*-algebras e in-
cluso a las dlgebras de Banach el estudio de la continuidad de los auto-
morfismos llevado a cabo por P. de la Harpe.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.12. Evidentemente, si K tiene
dimensién finita, resulta que ® es continuo.

Supongamos ahora que Kp tiene dimensién infinita, lo cual repercu-
te obviamente en el hecho de que también K 4 tiene dimension infinita.
En consecuencia tanto A como B tienen dimension infinita. Obsérvese
ademds que la involucién es la identidad en el centro del algebra, propie-
dad conocida en la teorfa de anillos como que la involucién es de primera
especie.

En estas circunstancias podemos aplicar [8; Teorema 3] que establece
lo siguiente

si R y R’ son anillos primos provistos de sendas involuciones
de primera especie y dc caracteristica distinta de 2 y 3 y
con (RC(R) : C(R)) # 1,4,9,16,25,64, entonces cualquier
isomorfismo de Lie de la parte antisimétrica K de R sobre la
parte antisimélrica K' de R' puede extenderse de forma tinica

a un isomorfismo de la subdlgebra < K > de R generada por
K sobre la subdlgebra < K' > de R' generada por K'.

Consecuentemente ® puede extenderse a un isomorfismo ¢ de < Kpg >
sobre < K4 > donde < K4 > denota la subélgebra de A generada por
K4,y < Kg > denota la subilgebra de B generada por Kp.
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Observémos ahora que por [2; Observacién 3] o si se quiere por [77;
Observacién 1.3] (ambas basadas en la demostracién del [37; Teorema
2.2], podemos asegurar que < K4 >, contiene un ideal no cero I4 de A
y < Kp >, contiene un ideal no cero /g de B.

Procederemos a probar ahora que B es semisimple. Para ello, como
I es un ideal bilitero de A y por tanto de < K4 >, podemos asegurar
que
0= Rad(A)ﬂ I4 = Rad(/4) = Rad(< K4 >) N 14.

Como A es un algebra prima, tenemos garantizado que Rad(< K4 >) = 0,
ycomo < Kp > es isomorfo a < K4 > obtenemos que Rad(< Kg >) = 0.
Por otro lado

0 = Rad(< Kp >)N I = Rad(/5) = Rad(B) N I3,

lo que demuestra con el mismo razonamiento de antes que Rad(B) = 0,
como afirmabamos. Obsérvese que por el Teorema d= unicidad de la
norma de Johnson [40], podemos deducir que la involucién de B es con-
tinua y por tanto K es una subalgebra de Lie cerrada de B. El mismo
razonamiento nos sirve para justificar que K4 es una subalgebra de Lie
cerrada de A.

Consideremos ia restriccién de ¢ a Ig, ¢ : Ig — A, y veamos que
si b € §(¢) N ¢(Ip), entonces r(b) = 0. Sea entonces {a,} una sucesién
en Ip tal que lima, = 0 y lim¢(a,) = b y pongamos b = ¢(a) para
algin a € Ig. Probaremos que r(¢(a)) = 0. Seguimos para ello la linea
establecida en [67]. Para cada n € N v z € C consideremos

pn(z) = z‘i’(an) E (¢(a) = ¢(an))

y observemos que

1(Pa(2)) < llpa(2)ll < I2lll@(an)ll + llé(a) — o(as)l|

y que pa(1) = ¢(a).
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Por otro lado, es inmediato que
Sp(@(zan, + (a — an)), A) C Sp(zan + (a — an), IB).
Como Ig es un ideal bilitero de B obtenemos que
Sp(za, + (a - ay), Ip) = Sp(za, + (a - a,), B).
y consecuentemente
H(pa(2)) = 1(6(2n + (0 - 8n)) < (200 +(a = ,)) < |2lllan] +llo — el

En virtud de [67; Lema 2], para cualquier £ > 0 es

t(pa(1))® < sup r(pa(2))  sup r(pa(2))
|z|l=R |z|=1/R

y por tanto

1(¢(a))? < (Rllan|| + lla = aal)(R7 |6(an)ll + [16(a) - &(an)l])-

Haciendo ahora tender n a oo obtenemos

r(#(a))? < llal|R™"(|8(a)ll

y haciendo ahora tender R a oc, resulta que r(¢(a))? = 0, y por tanto
r(¢(a)) = 0.

Veamos ahora para finalizar que @ es continuo. Para comprobar
esta propiedad consideremos una sucesién {a,} en Kp de forma que
lima, = 0, y lim ®(a,) = b para algin b € K,. Por ser @ biyecti-
va, existe ¢ € Kpg verificando que ®(a) = b. Sia' € Igy ¢ € Iy,
resulta que {a,a'¢™'(c)} es una sucesién en /p convergiendo a cero y
lim ¢(ana’éd~'(c)) = #(aa'¢~!(c)). Podemos en consecuencia obtener
que r{¢(aa'¢~'(c)) = r(¢(aa’)c) = 0. En vista de que c era arbitrario en
I4 resulta que ¢(aa’)l4 estd en el radical de A y por tanto, ¢(ad’) = 0.
Como @ era también arbitrario en /g podemos asegurar que que afg=0
y, por ser B un 4lgebra prima, obtenemos que a = 0, luego b = ®(a) = 0.
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Por el Teorema de la Gréfica Cerrada finalmente se obtiene que ¢ es con-
tinuo. [ )

Queda abierta la siguiente cuestion:

PROBLEMA ABIERTO: Sean A y B élgebras de Banach complejas con
involucidn lineal y supongamos que A es ademas semisimple. ;Cualquier
isomorfismo de Lie ® de K sobre K 4 es continuo?




Capitulo 3

Continuidad de las

derivaciones de Lie.

La continuidad de las derivaciones constituye un problema funda-
mental en el campo de las algebras de Banach. Tres son los tipos de
derivaciones consideradas tradicionalmente: derivaciones, derivaciones
de Jordan y derivaciones de Lie. Las derivaciones de Jordan son las de-
rivaciones asociadas a la estructura de Jordan del algebra mientras que
las derivaciones de Lie son las derivaciones asociadas a la estructura de
Lie de ésta.

La continuidad de las derivaciones ordinarias es uno de los mds
clésicos problemas planteados en el marco de las dlgebras de Banach.
En 1968, B. E. Johnson [41] probé la continuidad de cualquier deriva-
cién en un algebra de Banach conmutativa semisimple, resultado que
fue extendido por el propio B. E. Johnson y por A. M. Sinclair en [43]
demostrando el siguiente teorema:

TEOREMA 3.1. Sea D una derivacién en un dlgebra de Banach
semisimple A. Entonces D es continua.
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En 1970, A. M. Sinclair conjeturé que toda derivacién de Jordan
en un algebra de Banach semisimple es continua. Resultado que fue
encontrado cierto, como consecuencia del Teorema de Johnson y Sinclair,
cuando en 1975, J. M. Cusak [26] probé el siguiente resultado:

TEOREMA 3.2. Toda derivacién de Jordan en un anillo semiprimo
libre de 2 torsidn es una derivacidn ordinaria.

Para un élgebra de Banach cualquiera, la informacién que se tie-
ne acerca del comportamiento de una derivacién de Jordan puede ser
deducida de los siguientes resultados de [81].

TEOREMA 3.3. Sea D una derivacion de un dlgebra de Jordan-
Banach J. Entonces se verifican las siguientes afirmaciones:

i. D es continua si J es primitiva.

it. El conjunto de ideales primitivos P de J para los que no se verifica
la inclusidn D(P) C P es finito y todos estos ideales ezcepcionales
proporcionan coctentes finito dimensionales o bien cuadrdticos.

No es dificil convencerse de la importancia del estudio de las deri-
vaciones de Lie. Basta con sefialar que la derivada de Lie resulta ser
una operacion basica usada frecuentemente en Geometria Diferencial,
Relatividad General, Mecdnica Hamiltoniana y Mecanica Continua. Al
estudio, pues, de la continuidad de las derivaciones de Lie dedicamos
este capitulo.

3.1 Derivaciones de Lie en algebras de Banach.

Recordamos al lector que el subespacio separador, S(D), de una
derivacion de Lie D en un algebra de Banach A nos permite cuanti-
ficar la continuidad de D, siendo D continua sélo en el caso de ser
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S(D) = 0. Una propiedad fundamental de S(D) que frecuentemente
serd usada en este capitulo es que S(D) es un ideal de Lie de A. En
efecto sean b € S(D) y a € A y comprobemos que [a,b] € S(D). Pues-
to que b € S(D), existe una sucesién {a,} en A tal que lima, = Cy
lim D(a,) = b. En consecuencia, como

[a,b] = [a,lim D(ay)] = lim[a, D(a,))
lim D([a, a,]) - lim[Da, a,] = lim D([a, an))

resulta que {[a,a,]} es una sucesién en A, lim([a,a,]) = 0y [a,b] =
lim D([a,a,]). Por tanto [a,b] € S(D).

Nuestros esfuerzos van ahora encaminados a demostrar el siguiente
teorema que constituye nuestra principal aportacién al estudio de la
continuidad de las derivaciones de Lie.

TEOREMA 3.4. Sea D una derivacion de Lie en un dlgebra de
Banach semisimple A. Entonces el subespacio separador de D estd con-
tenido en el centro de A. En consecuencia, D es continua si el centro
de A es cero.

En lo que sigue procederemos a la prueba de lo anterior, para lo cual
estableceremos previamente ciertos resultados que nos son necesarios. El

primero de los resultados que presentamos proporciona el sustento alge-

braico para usar una muy cldsica linea de demostracion en continuidad
automatica conocida con el nombre de “gliding hump procedure”.

LEMA 3.5 ([43; Teorema 2.2}). Sea A un dlgebra de Banach y X un
A-médulo izquierdo de Banach irreducible de dimension infinita. Ezisten
entonces sucesiones {a,} en A y {zn} en X verificando las siguientes
propiedades:

i, ap--ra1z, 20 Vne N

ii. app1an- 0z, =0 VYne N
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El sustento analitico para la aplicacion del argumento antes anun-
ciado es proporcionado por el siguiente resultado que ilustra uno de los
principios fundamentales en continuidad automatica.

LEMA 3.6 ([79; Proposicién 1.3]). Sean X eY espacios de Banach,
{T,} es una sucesion de operadores lineales y continuos de X en si

mismo y para cada natural n, sea R, un operador lineal continuo de Y
en otro espacio de Banach Y,. Si F es un operador lineal de X enY
tal que

R,.FT,---T,, es continuo para m > n,

existe entonces un natural N tal que
R,FT,---T, es continuo paran > N.
El camino estd ya preparado para emprender la marcha.
LEMA 3.7. Sea A un dlgebra de Banach compleja semisimple con

unidad. Si D es una derivacién de Lie de A y P es un ideal primitivo
de A, entonces se verifica una de las siguientes condiciones:

i. La codimensién de P es finita.
ii. [A,S8(D)]C P.

DEMOSTRACION. Supongamos que P no es de codimensién finita
y veamos entonces que [A,S(D)] C P. El Teorema 1.21 nos permite
asegurar que existen una derivacién d de A en A/P y una aplicacion
lineal £ de A en el centro de A/P verificando que

mpD=d+¢.

Nuestro primer objetivo serd demostrar que S(d) = 0. Consideremos
para ello un A-médulo izquierdo de Banach complejo irreducible de di-
mensién infinita X tal que

P={ac A:aX =0}
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y sean {a,} en Ay {z,} en X las sucesiones cuya existencia se garantiza
en el Lema 3.5, esto es para todo n € N

Gp a1, # 0
Qpy1ln -2, = 0.

Para cada n € N, sea T, el operador lineal y continuo de A en A
definido por
T.(a) = aa,

y sea R, el operador lineal y continuo de A/P en X definido por

Rp(a+ P) = az,.

Comprobemos seguidamente que, para m > n, el operador lineal
RndT,---T,, de A en X es continuo. En efecto, si m > ny a € A,
tenemos que

RndTy---T(a) = Rud(aan, - -a;)
d(aan, - - -ay)z,
d(a)ay, - ayz, + ad(ay,) - a1z, + ...
+0a,0m_y - -d(ay)z,
QUmlm_y - d(@n41)8n Q1 Tp + ...

+aa,am_; - -d(ay)z,

Ramam_; d(ang )an“'ﬂlxn(a) + ...
+Rﬂmﬂm—1---d(al]rn(a)

donde para z € X, notamos R, al operador lineal y continuo de A en
X definido por R, (a) = az.

Por el Lema 3.6 podemos asegurar que existe un natural N tal que
R.dT; ---T, es continuo para n > N. Para cada n € IN, sea S, el
operador lineal y continuo de A/P en A/P definido por

Su(a + P) = aa, + P.
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Puesto que
(dT1 ] 'Tn = Sl A Snd)(a) d(ﬂ.ﬂﬂ LAl 'a]) = d(a)aﬂ LR/ 5]
ad(a,) a1 + agnd(@n-1) "0
+.+aay - -d(a1)
es inmediato que dTy -+ Tp — 51+ S,.d es un operador continuo, y por
tanto R,dTy---Tn — RaSi ...8,d es también un operador continuo.
Puesto que R,dT Ty T es continuo para n > N, podemos afirmar

que el operador R.5: ...S,d también es continuo si n 2 N, y conse-
cuentemente por la Proposicién 2.3 deducimos que

0= RS -5.8(d) = §(d)an . . .a1%n.

Por otro lado, ya que @, -+ 61Tn # 0es Aap - 01Tn = X . Puesto que
d es una derivacién de A en A/P, resulta que S(d) es un ideal bilatero
de A/P, y en consecuencia

S(d)X = S(d)(A/P)an - -a12n C S(d)a, - a1z, = 0.

Esto nos permite deducir que & (d)=0. ComompD = d + £ siendo § una
aplicacién lineal de A en el centro de A/ P, resulta que ad(a)rpD =ad(a)d
para todo a € A. De nuevo por la Proposicién 2.3 podemos afirmar que

S(ad(@)rpD) = ad(@)m,(S(D))

S(ad(a)d) = ad(a)(S(d)) = 0,

por lo que sera

2d(@)7p(S(D)) = ad(@)(S(d)) = 0.

Por tanto

ad(a)rp(S(D)) =0
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para todo a € A y obtenemos asi la inclusiéon que nos proponiamos
demostrar
[A,8(D)] C P.

&

Seguidamente estableccremos el teorema anunciado en el caso com-
plejo con unidad. Ain habiendo demostrado el Lema 3.7, la tarea de
demostrar que el subespacio separador estd contenido en el centro del
algebra no resulta una tarea simple.

LEMA 3.8. Si A es un dlgebra de Banach compleja semisimple con
unidad y D es una derivacion de Lie de A, entonces S(D) C Z(A).

DEMOSTRACION. Demostraremos que

[A,8(D)]c P

para todo ideal primitivo P de A, puesto que entonces se tendria que
[A,8(D)] € Rad(A) = 0 y en consecuencia S(D) C Z(A). Supongamos,
razonando por reduccién al absurdo, que existiera un ideal primitivo P
de A tal que [A,S(D)] ¢ P, y designemos por P al conjunto de aquellos
ideales primitivos P de A para los cuales [4,8(D)] ¢ P, el cual se estd
suponiendo no vacio. Por el resultado anterior, cada ideal primitivo P
del conjunto P tiene codimensién finita y por tanto A/P es un dlgebra
simple. Ademas, si fuese dim A/P = 1 seria entonces A/P conmutativa
por lo que necesariamente se verificaria que [A4,S(D)] C P. Por tanto
para cada P € P, la dimensién de A/P es mayor que 1.

Como S(D) es un ideal de Lie de A, 7p(S(D)) es un ideal de Lie
del ilgebra simple A/P y por tanto, por el Lema 2.6, sabemos que
p(8(D)) ¢ Z(A/P) o [A/P,A/P] C np(S8(D)). Obsérvese que si
ocurriese la primera inclusién tendriamos que {rp(S(D)), A/P] = 0,
y per tanto [S(D), A] C P, cosa que no puede ocurrir pues P pertenece
a P. En consecuencia se verifica que [A/P,A/P] C np(S(D)). Es




70 3. Coutinuidad de las derivaciones de Lie.

sabido ademds por el Lema 2.7 que [A/P,A/P] = A/P, y por tanto
A/P C mp(S(D)). Esto nos permite obtener que

A/P = mp(8(D)) para todo P € P.

Sea Iy la interseccién de todos los ideales primitivos de A verificando
que [S(D), A] C P, es decir

I = ﬂ P.

P ideal primitivo,
[s(D),AlcP

Consideremos un elemento P, del conjunto P. Puesto que por definicién
de Iy se verifica que [S(D), A] C Iy, podemos asegurar que Iy ¢ P, y
por tanto 7p, (Ip) # 0. De ello deducimos, al ser -f;‘—l un algebra simple,
que 7p, (Ip) = ﬁ—. Teniendo en cuenta esta igualdad, como el dlgebra %
no es conmutativa, podremos elegir a; € Iy de manera que [A4,a;] ¢ P;.
Supongamos que han sido elegidos ideales primitivos Py, P,,..., P, de
Ay elementos ay,...,a, de A satisfaciendo las siguientes condiciones:

. PoeP,
it. a € lx_y,donde I = NP N---N P,

ii. ada, ---adax(A) ¢ Py,
para k = 1,...,n y veamos que existe P, € P verificando que

L] IHQ‘PTH»]-,_V

o ada; ---ada,(A) ¢ Pny.

Si no existiese tal ideal primitivo se verificaria la siguiente inclusién

ada;---ada,(A)c () P (3.1)
PEP.In¢P
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sabido ademds por el Lema 2.7 que [A/P,A/P] = A/P, y por tanto
A/P C np(S(D)). Esto nos permite obtener que

A/P = mp(S(D)) para todo P € P.

Sea Ip la interseccion de todos los ideales primitivos de A verificando
que [S(D), A] C P, es decir

Ip= N P.

P ideal primitivo,
[S(D),AlCP

Consideremos un elemento P; del conjunto P. Puesto que por definicion
de I, se verifica que [S(D), A] C Iy, podemos asegurar que Ip ¢ P, y
por tanto mp,(lg) # 0. De ello deducimos, al ser ﬁl— un Algebra simple,
que mp,(Ig) = }‘%. Teniendo en cuenta esta igualdad, como el algebra ?‘%
no es conmutativa, podremos elegir a; € Iy de manera que [4,a1] ¢ Pi.
Supongamos que han sido elegidos ideales primitivos P, Py,..., Py de
A y elementos ay,...,a, de A satisfaciendo las siguientes condiciones:

i. P,eP,
. a € fp_y,donde Iy = NP N---N B,

iti. aday ---adag(A) ¢ Py,
para k = 1,...,n y veamos que existe P, € P verificando que

o [, ¢ Pn+lay

e ada; ---ade,(A) € Poyi-

Si no existiese tal ideal primitivo se verificaria la siguiente inclusién

ada; ---ada,(A)c (] P. (3.1)
PEP.IngP




3.1. Derivaciones de Lie en algebras de Banach. 71

Como estamos suponiendo que se verifica iii podemos elegir b; € A
satisfaciendo b; = ada, - - -ada, (b)) ¢ P,. De (3.1) obtenemos

by € ﬂ P.

PeP,In¢gP
y teniendo que cuenta que a, € I,_;, podemos deducir que b; € I,,_;.

Sea X un A-médulo izquierdo de Banach irreducible de dimensién
finita tal que P, = {a € A :aX = 0}. Por el Teorema de Densidad de
Jacobson es facil comprobar que existe b3 € A tal que dim(b3b,X) = 1
y (b3b2)?X = 0. Si llamamos ¢ = bsby, como dimcX = 1, existe un
elemento zo de X tal que ¢X =< zo > (donde denotamos < zy > al
subespacio generado por zg). Si a es un elemento de A, entonces cazg
pertenece a cX, y por tanto existe f(a) € C tal que cazy = f(a)zo, de
donde (ca — f(a)1)zo = 0. En consecuencia, (ca — f(a)1) < 2 >=0, y
por ello (ca — f(a)l)cX =0, o lo que es lo mismo (cac — f(a)c)X = 0.
Obsérvese que la correspondencia a — f(a), define evidentemente un
funcional lineal en A verificando que cac — f(a)c € P, para todo a € A.
Consecuentemente deducimos que

cac— f(e)ee I,..NP, N n P | =Rad(A)=0
PeP,I.¢P

odemos concluir que dim cAc < ooc.
q

Por otro lado como ¢? € P,, obtenemos que

celn [l P|=Rad(4)=0
PeP I.¢P

y de ello podemos deducir que

(ade)*(a) = [e,[e,a]]
c(ca - ac) — (ca - ac)c

2 2

c“‘a — 2cac — ac* = —2cac
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para todo @ € A. En consecuencia podemos afirmar que la dimensién
de (adc)?(A) es finita y obtenemos que D(adc)? es continuo. Por otro
lado ya que

(D(adc)? - (adc)’D)(a) = [De, [c,a]) + [¢,[De,a]] sia€ A

es inmediato que D(adc)? — (adc)2D es continuo y por tanto ( adc)?D es
continuo. Utilizando de nuevo la Proposicién 2.3 obtenemos que

0 = (ade)(S(D)),
y como ¢? = 0, deducimos que ¢S(D)c =0 y en consecuencia

0 = mp, (c)mp,(S(D))7p,(c) = 7P, (c) (A/ Pa) TP, (€).

De ello obtenemos inmediatamente que 7p,(c) = 0, condicién que signi-
fica que c¢ pertenece al ideal P,; y por tanto es incompatible claramente
con la condicién dim(cX) = 1. Asi pues, esta contradiccién demuestra
que la suposicién original es falsa, de modo que podemos elegir P, con
las propiedades que anticipibamos.

Teniendo en cuenta ahoraque 7p, ,, (In) = 75'—1—] puesto que I, ¢ Fr41,
que ada; ---ada,(A) ¢ Po41 y que por el Lema 2.7 se verifica que
[A/Pus1, A/ Pat1] = A/Pny1, podemos deducir que existe a,41 € Iy
satisfaciendo que ada, - - -adajadan+1(A) € Poya.

Obsérvese que para cualesquiera m,n € IN, se verifica

m

= Zad#pn(al)---adeﬂ(D(ak))---ad?fP,,(ﬂm)
k=1
+admp,(ay)---adrp,(am)7p, D.

Puesto que 3., adwp,(a;) - - -admp, (D(ax)) - - -admp,(anm ) es evidente-
mente un operador continuo y como por la hipétesis ii estamos supo-
niendo que 7p, (a,,) = 0 si m > n, obtenemos que mp, Dada; - - -ada,
es continuo si m > n. Usando el Lema 3.6, obtenemos que

adrp,(ay)---admwp,(an)7p, D
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es continuo para n € IN suficientemente grande y por tanto
0 = adwp,(a1) - -adnp,(an)7p,(S(D)).
Puesto que P, € P, es
TR (8(D)) = A/P,
de donde deducimos que
0 = admp,(ay) - -adrp, (an)(A/Py)

lo que contradice como es evidente la eleccién de a,, y P,. Esta contra-
diccion demuestra que nuestra suposicién inicial era errénea, de modo
que §(D) C Z(A), que era io que queriamos probar. &

La demostracion del resultado prometido estd ahora a nuestro alcan-

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.4. Si A es un algebra de Banack
compleja sin unidad, entonces su unitizacién A, es un algebra de Banach
compleja semisimple con unidad y D se extiende a una derivacién de
Lie en A, definiendo Dy(1) = 0. El resultado anterior muestra que
S8(D1) C Z(A1). Por otro lado, tenemos que S(D) C 8(Dy), y por
tanto

S(D)C AN Z(A) = Z(A).

Si A es un algebra de Banach real, entonces consideramos su com-
plexificacion Ac y extendemos D de modo obvio a una derivacién de Lie
D¢ en Ac. De lo que hemos probado anteriormente, concluimos que

S(D)c ANS(Dc) C AN Z(Ag) = Z(A).

&

Es importante tener presente que aunque la dimensién del centro de
un algebra de Banach semisimple sea uno, una derivacién de Lie de ésta
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bien pudiera ser discontinua. Presentamos seguidamente un ejemplo de
una derivacién discontinua en un ilgebra de Banach semisimple cuyo
centro es C.

EJEMPLO 3.9. Sea A la unitizacién del dlgebra de Banach de los ope-
radores Hilbert-Schmidt en un espacio de Hilbert complejo de dimension
infinita. A es semisimple, Z(A) = C, y para cualesquiera a, b € A, [a, b]
es un operador traza. Por tanto [A, A] no es cerrado en A y existe un
funcional lineal discontinuo f en A cuyo nicleo contiene a [A, A]. Se
puede comprobar facilmente que el operador lineal discontinuo D de A
en si mismo definido por D(a) = f(a)1 es una derivacién de Lie de A.

PROBLEMA ABIERTO: Si D es una derivacién de Lie de un dlgebra
de Banach A. ;En qué medida podemos asegurar que el S(D) estd
contenido en Rad(A) (médulo el centro)?

3.2 Derivaciones de Lie de la parte antisimétrica.

En el capitulo anterior ya hicimos referencia a las dlgebras de Banach-
Lie clasicas de operadores acotados y de operadores compactos. En
la misma referencia de P. De la Harpe [33; Corolario pag. I1.12. y
Proposicién 9] se muestra que las derivaciones de Lie de todas ellas, son
continuas. Pretendemos ahora en esta seccion, generalizar también este
resultado al contexto de las algebras de Banach complejas semisimples
primas centralmente cerradas demostrando el siguiente teorema:

TEOREMA 3.10. Sea D una derivacidon de Lie de la parte anti-
simétrica de un dlgebra de Banach compleja semisimple prima central-
mente cerrada con involucion lineal A. Entonces D es continua.

Como ya dijimos en el Capitulo 2, las C*-dlgebras primas y las
algebras de Banach complejas primitivas son dlgebras centralmente ce-
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rradas. Por ello y como consecuencia del resultado anterior son inme-
diatos los dos corolarios siguientes.

CoroLARIO 3.11. Cualquier derivacion de Lie de la parte anti-
simétrica de un dlgebra de Banach compleja primitiva con involucidn
lineal es continua.

CoroLARIO 3.12. Cualguier derivacién de Lie de la parte anti-
simétrica de una C*-dlgebra prima con involucién lineal es continua.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.10. Naturalmente, si A tiene di-
mensioén finita, entonces D es continua. Supongamos entonces que A
tiene dimension infinita. Observemos que la involucién es la identidad
en el centro del dlgebra y por tanto se trata de una involucién de primera
especie. En estas circunstancias podemos aplicar [77; Teorema 1.1] cuyo
enunciado recordamos a continuacion:

si R es un anillo primo con involucién de primera especie y
con caracteristica distinta de 2 y 3 con (RC(R) : C(R)) #

1,4, 16, entonces cualquier derivacion de Lie de la parte an-
tisimétrica K de R puede ser ertendida a una derivacidn de
la subdlgebra < K > de R generada por K.

En consecuencia D puede ser extendida a una derivacién ordinaria d de
la subdlgebra < K4 > de A engendrada por K 4. Por la Observacién 3,
de [8] o por la Observacién 1.3 de [77] (ambos basados en la demostracién
del Teorema 2.2 de [37]), podemos deducir ahora que < K4 > contiene
un ideal no cero / de A. Probaremos en primer lugar que la restriccién de
d al ideal I, que notaremos dj, es cerrable como operador parcialmente
definido sobre A.

Como el dlgebra A es por hipétesis un dlgebra prima, todo ideal de
A es un ideal esencial, y por tanto, I es un ideal esencial de 4. En
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consecuencia d; es una derivacién esencialmente definida de A en el
sentido estudiado en [82]. Para tales derivaciones se establece en [82] la
siguiente propiedad

si A un dlgebra de Banach compleja semisimple, toda deriva-
cién esencialmente definida es cerrable, esto es, el subespacio
separador de tal derivacion se reduce al cero.

Aplicando el resultado antes enunciado a nuestra derivacién obtenemos
que d; es una derivacién cerrable.

Consideremos a € §(D) y sea {a,} una sucesién en K 4 satisfaciendo
que lima, = 0 y lim D(a,) = a. Si b es un elemento de I, resulta que
{anb} es una sucesién de I que converge a cero y verifica que

limdy(a,b) = limd(anb)= lim(d(a,)b+ a,d(b))
lim(D(a, )b+ a,d(b)) = ab.

Por tanto ab pertenece a S(dj) y como d es cerrable resulta que ab = 0.
En consecuencia cualquiera que sea b en I, resulta que ab = 0 y por la
primidad del dlgebra A, concluimos que @ = 0 y por ello S(D) = 0.

Ya comentdbamos que el subespacio separador no despliega toda su
fuerza hasta que se alia con el Teorema de la Gréfica Cerrada, con lo
que el lector adivinara el artificio que usaremos para poner punto y final
a la demostracién. Por el Teorema de unicidad de la norma de Johnson
(puede consultarse en [40]), deducimos que la involucién de A es continua
y por tanto, K4 es un dlgebra de Lie cerrada en A. El Teorema de la
Gréfica Cerrada muestra ahora que D es continua. &

Queda abierta la siguiente cuestién:

PROBLEMA ABIERTO: Sea A un dlgebra de Banach compleja se-
misimple con involucién lineal y D una derivacién de Lie de la parte
antisimétrica. ;Es D es continua?
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3.3 La imagen de una derivacién de Lie.

Los satisfactorios resultados que hemos obtenido en el estudio de las
derivaciones de Lie nos animan a abordar uno de los problemas funda-
mentales en la teoria actual de algebras de Banach, el conocido como
conjetura de Singer-Wermer no conmutativa (véase [15, 19, 23, 55, 57,
58, 73, 84 y 85]). Una de sus posibles formuiaciones es la siguiente:
si d es una derivacién de un dlgebra de Banach A, verificando la pro-
piedad [a,d(a)] € Rad(A) para todo @ € A, jha de satisfacerse que
d(A) C Rad(A)?

Para una derivacién de Lie D en un dlgebra de Banach A, en el mejor
de los casos existird una derivacién d de A y una aplicacién lineal r de A
en el centro de A de manera que D = d 4 7. En estas circunstancias la
propiedad [a, D(a)] € Rad(A) se traducira en el hecho de que [a,d(a)] €
Rad(A)lo cual debiera conducir a que d(A) C Rad(A) y en consecuencia
D(A) C Rad(A) + Z(A).

A lo largo de esta seccion para cada k € IN y cualesquiera a,b € A
denotaremos

[a! b]k = {a, [a‘ b]k—l]

.siendo
[a,b): = {a,b].

Nuestro objetivo en esta seccion es demostrar el siguiente teorema
que constituye nuestra aportacion en la linea de la versién no comutativa
de la conjetura de Singer-Wermer.

TEOREMA 3.13. Sea A un dlgebra de Banach y sea D una derivacién
de Lie en A verificando para algin k € N que [a, D(a)]; € Rad(A) para
todo a € A. Entonces [D(A), A] C Rad(A).

Para llevar a cabo la tarea de demostrar el resultado anunciado,
necesitamos establecer una serie de resultados previos. El primero de
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ellos es debido a C. Lanski.

TEOREMA 3.14 ([47; Teorema 1]). Sean D una derivacion no cero
en un anillo primo R e I un ideal no cero de R tales que para cierto
k € N se verifica que

[r,D(r)k=0 V¥rel.

Entonces R es conmutativo.

LEMA 3.15. Sea A un dlgebra de Banach compleja unital y sea D
una derivacién de Lie de A verificando para algin k € N que

la, D(a))x € Rad(A) para todo a € A.

Si P es un ideal primitivo de A, entonces ezisten una derivacion d de
A en A/P y una aplicacién lineal € de A en Z(A/P) tales que

NPD=d+f.

DEMOSTRACION. Teniendo en cuenta lo probado en el Teorema 1.21.
s6lo hemos de probar nuestra afirmacion en el caso de que el dlgebra A/P
sea isomorfa a My(C). Supongamos por tanto que A/P es isomorfa a
M;(C). Probaremos en primer lugar que

tpD(P) C Z(A/P).

Con el proposito de verificar dicha propiedad, fijenos dos elementos a
y b en Ay consideremos el polinomio de una variable compleja con
coeficientes en A definido por

p(A) = [a + Ab, D(a + Ab)]k.

Por hipétesis p(A) pertenece al radical de A para cualquier niimero com-
plejo A. De ello deducimos que el coeficiente de A en este polinomio
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también ha de pertenecer al radical. Sin dificultad puede comprobarse
que tal coeficiente es el siguiente:

[b,[a,---[a,D(a}]---]] T
+[a,[a,---,[b,D(a)]---]] G [av[aa"'a[a'D(b)]"']]'

En particular se verifica la siguiente propiedad

B.fa,- -, [a, D@)] ]| +

+a,[a, -, [b, D(a)}---]] + [a,[a,- - ,[a, D(b)]---]] € P
para cualesquiera a,b € A. Si tomamos b € P, la anterior propiedad
adopta la siguiente forma:

[a,[a,---,[a,D(b)]---]] € P para todo a € A.

Fijado b € P. consideramos la derivacién ad(D(b) + P) de A/P, la cual

satisface que

[a + P,ad(D(b) + P)(a + P =0

para todoa+ P € A/P. Puesto que A/P no es conmutativa, el Teorema
3.14 garantiza que

ad(D(b) + P) = 0

y por tanto
D(b) + P € Z(A/P)

para cualquier b € P. Ello conduce a la inclusién anunciada
mpD(P) C Z(A/P).

Consideramos ahora el dlgebra de Lie

A/P
Z(A/P)

y observamos que AA Pp es un algebra de Lie simple.
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La inclusion mpD(P) C Z(A/P), nos permite asegurar que la apli-
cacién & definida como

5((a+ P)+ Z(A/P)) = (D(a) + P) + Z(A/P)

estd bien definida y es una derivacién de 7&%. Tal derivacién es

necesariamente interna. Recuérdese por ejemplo que el Teorema de Zas-
senhauss, (véase [39; Teorema II1.6 y comentario posterior]) permite
establecer que

toda derivacion de un dlgebra de Lie semisimple de dimen-
stén finita sobre un cuerpo de caracteristica 0 es una deriva-
cion interna.

Asi pues existe un elemento a de A tal que

(D(b)+ P)+ Z(A/P) o((b+ P)+ Z(A/P))
[(a+ P)+ Z(A/P),(b+ P)+ Z(A/P)]
(la,b]+ P)+ Z(A/P)
(rpad(a))(b)+ Z(A/P) (3.2)

siendo b un elemento arbitrario de A. Para acabar la demostracion,
basta que consideremos d, como la derivacién de A en A/P definida por

d = mpad(a)
y &€ como la aplicacion lineal
E=npD-d
ya que entonces de la relacién (3.2) se deduce que
£(b) = mpD(b) — mpad(a)(b) € Z(A/P),

yrpD=£+4d.
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LEMA 3.16. Sean A un dlgebra de Banach compleja, P un ideal
primitivo de A y d una derivacién de A en A/P verificando para ulgin
ke N que

[a,d(a)]x = 0

para cualquier a € A. Entonces se satisface una de las siguientes condi-
ciones:

i. El dlgebra A/P es isomorfa a C.
ii. d(P) = 0.

DEMOSTRACION. Supongamos que A/P no es isomorfa a C, y obsér-
vese que entonces A/’ es no conmutativa. Para simplificar la notacion
denotemos por a a la clase a + P. Podemos argumentar ahora igual que
en la demostracion del Lema 3.15, para obtener que

[@,d(b)]x = 0 para cualesquieraa € Ay b€ P.

En efecto fijemos dos elementos a y b en A y consideremos el po-
linomio de una variable compleja y con coeficientes en A/P definido
por

p(A) = [a+ Ab,d(a + Ab)]k

Por hipdtesis, p(A) es cero, para todo nimero complejo A y por tanto
el coeficiente de A ha de ser igual a cero. Sin ninguna dificultad puede
comprobarse que tal coeficiente es el siguiente:

[5,[@,---,[ff,d(a)]...]] 3
+la,[a,- -, [b.da)]---]] + [a[a---,[ad(b)] -]

En particular si b pertenece al ideal P, esta igualdad se traduce en que
(a, (@, -~ [a,d(b)] -]} = 0

para todo a € A.
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Nuevamerte el Teorema 3.14 permite obtener que
ad(d(b)) =10 (3.3)

para todo b € P.

Consideremos ahoraz e yen Ay ben P. Como bz y bd(z) pertenecen
a P, la propiedad (3.3) garantiza que

0= [d(ba),§] = [d(b)z,g]+ [bd(z),3] = [d(b)z, 3]
[d(8), §]2 + d(b)[2, 5] = d(b)]2, 3.

Si ahora tomamos z € A obtenemos lo siguiente:

0 = d{b)[:2, ] = d(b)[2, §]z + d(b)2[&, §] = d(b):[z, §].

En consecuencia d(b)z[#,§] = 0 para cualesquiera z,y,z€ Ay b€ P,
de donde resulta entonces que

d(b)A/Pz,5] =0

para cualesquiera z,y € Ay b€ P.

Como quiera que el dlgebra A/P es prima, si existiese b en P verifi-
cando que d(b) # 0. resultaria que

{if,:!}] :0

para cualesquiera . y en A, lo que supone una contradiccion con el hecho
de que el dlgebra A/P es no conmutativa. Como consecuencia debera
ser d(b) = 0 para todo b € P, que era lo que queriamos comprobar. &

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.13. Llevaremos a cabo la prueba
en varios pasos. Supongamos en primer lugar que el dlgebra A es un
ilgebra de Banach compleja unital. Vamos a demostrar que si P es un
ideal primitivo de A, entonces [D(A), A] C P. Segin veiamos en el Lema
3.15,

rpD=d+ &
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para cierta derivacién d de A en A/P y cierta aplicacién lineal £ de A en
Z(A/P). Como consecuencia de la hipétesis, si @ pertenece a A, resulta
que

(&, D(a)]x = 0,

de donde deducimos que

[a, d(a)}x = [a, D{a)}k - [&,&(a)]k = 0.

Si A/P es isomorfo a C es evidente que [D(A), A] C P. Supongamos
ahora que A/P no es isomorfo a C y obsérvese que entonces A/P es
no conmutativo y que por el Lema 3.16 se verifica que d(P) = 0. Esta
condicién nos permite definir la siguiente aplicaciéon dp de A/P en A/P,

dp(a + P) = d(a).

Es rutinario comprobar que dp es una derivacién de A/P satisfaciendo
ademds que
[z,dp(z))k = 0,

para cualquier * € A/P. De nuevo haciendo uso del Teorema 3.14, po-
demos asegurar que dp = 0. Por tanto d(A) = 0 y de ello obtenemos en-
tonces que TpD(A) = £(A), lo que garantiza que 7p(D(A)) C Z(A/P).
Deduciendo asi que [D(A), A] C P, lo que finaliza la demostracion para

el caso complejo unital.

Supongamos en segundo lugar que A es un dlgebra de Banach com-
pleja sin unidad. Designemos por A; a su unitizacion, que serd un
algebra de Banach compleja unital y extendamos la derivaciéon D a una
derivacion de Lie de A;, definiendo D;(1) = 0. Esta derivacion satisface
que

[z, Dy(z)]x € Rad(A) C Rad(A,)

para todo £ € A;. Teniendo en cuenta lo probado en el caso anterior,
resultard que

[Di(Ay), A1) C Rad(4,).
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Por otro lado, obsérvese que
[D(A), A] = [Dy(A1), A1) C AN Rad(A;) = Rad(A).

inclusién que prueba la tesis del teorema para el caso complejo sin uni-

dad.

Supongamos en tercer lugar que A es un 4lgebra de Banach real y
consideramos su complexificaciéon Ac. Como el lector adivinard, pode-
mos extender la derivacién D a una derivacién D¢ de Ag, definiendo

De¢(a +ib) = D(a) + iD(b)
para a,b € A. Veamos que
[z, Dc(z))k € Rad(Ag)

para cualquier z € Ac. Si z es un elemento de Ac, entonces z = a + ib,
con a,b € A. Si consideramos el polinomio p(A) definido por

p(A) = [a + Ab, D(a + Ab))x
la hipétesis nos permite afirmar que
#(A) € Rad(A) para todo A en RR.

Comprobemos que p(7) € Rad(Ac). Por ser p()) un polinomio de varia-
ble real A de grado k + 1, serd de la forma

P(A) =co+ ey A+ -+ cppy A5

con ¢€g,€iy...,Ck+1 € A. Como p(A) € Rad(A) para todo A € R y
Rad(A) es un ideal cerrado de A, entonces

co = p(0) € Rad(4)

c1 = p'(0) € Rad(4)




3.3. La imagen de una derivacidn de Lie.

"
o = # € Rad(A)

k+1 0
sl = %ﬁ%)l! € Rad(A).

Por otro lado observemos que

k+1

p(i) Neda 3 pile ¥ et
j=0

0<2;j<k+1 0<2j+1<k+1

2. (St 3. [ -Ues

0<2;<k+1 0<2j+1<k+1
Rad(A) + iRad(A) = Rad(Ac),

que era justamente la propiedad que queriamos probar. Como conse-
cuencia del segundo caso que hemos tratado, obtenemos que

[Dc(Ac), Ac] C Rad(Ac),

y de ello podemos deducir que

[D(A), A] ¢ An[Dc(Ac), Ac] C AN Rad(Ac) = Rad(A),

quedando asi completa la demostracion.
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