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INTRODUCCION.

La atencién preferente de la tcoria de polinomios oriogonales se ha
centrado en el caso de medidas con soporte en la recta real o er la
circunferencia unidad que definen productos escalares estdndar

dg> = [ 1) g@) duca)
r

Recientemente se ha considerado una extensién de la teoria a productos
escalares en el espacio de los polinomios definidos mediante

P
dg> =T '[r () %) dn@)

1=0

El interés hacia este tipo de productos escalares estd motivado, entre

otras razones, por:

a) La comparacién con la teoria estindar de polinomios ortogonales en los
espacios (ver Szegd [66], Freud [30] y Chihara [20] como referencias
cldsicas para esta cuestion).

La teoria espectral de ecuaciones difcrenciales ordinarias (ver Everitt,
Littlejohn et al. [27], [28] y [29])

El andlisis de los métodos espectrales en el tratamiento numérico de las
ecuaciones en derivadas parciales (ver Canuto y Quarteroni [17], [18]).

La bisqueda de algoritmos para el cdlculo de series de Fourier-Sobolev,
as{ como la aproximacién simultinea de una funcién y de sus derivadas en
términos de polinomios ortogonales de Sobolev (Iscrles et al. [34])

La extension de las férmulas de cuadratura Gaussianas.

El caso p=! es el que mds habitualmente ha sido considerado en la
bibliografia disponible. No obstante, para este caso se han considerado dos
aproximaciones que formalmente son muy diferentes: el llamado caso discreto
(donde W, es una combinacién de masas de Dirac) y el caso continuo (donde p,
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es una medida absolutamente continua respecto de la medida de Lebesgue). En
esta ultima situacién la  informacién que s¢ posce es muy reducida,
explicitdndose resultados en situaciones muy particulares: el caso du, = dx,
du, = A dx, considerado por Althammer [5), Grobner [31], Schifke [64] y
Schiifke y Wolf [65), y el caso duy = e’dx, du, = A e™dx, estudiado por
Brenner [12]. El andlisis relativo al resto de medidas cl4sicas (casos Jacobi
y Laguerre) permanece ain abierto, en el sentido de que no se conocen
representaciones de los polinomuws ortogonales en términos de los polinomios
clasicos, distribucion de ceros, propiedades  asintticas, teoria espectral,
etc.

La memoria que presentamos, se inscribe en el marco general del caso
discreto, para el cual se realiza un estudio exhaustivo, con la novedosa
aportacion de uiilizar como punto de partida funcionales cuasidefinidos o
regulares (ver Chihara [20), Maroni [53]) lo cual, permite incluir el modelo
Bessel. que como bien es sabido representa una “patologia” en la ieorfa
clsica (caso definido positivo).

En este sentido, los problemas que constituyen eI objetoc de nuestro
estudio son los siguientes:

En el capitulo 1, dado un funcional regular u, definido sobre el
espacio de los polinomios P, se considera la forma bilineal ¢ sobre P:

¢(p.q) = <u,pg> + A f'(c)g’(c)

donde A es un nimero real no nulo y ¢ es punto arbitraric de la recta real.
Este tipo de formas bilineales se caracterizan por el cardcter no autoadjunto
del operador de desplazamiento, lo cual implica que los resultados clédsicos
acerca de polinomios crtogonales estdndar dejan de ser vélidos. Asi, la
primera cuestion que se nos plantea es la existencia de sucesiones de

polinomios ortogonales respecto a la forma bilineal ¢, y en caso afirmativo,
su relacion con los polinomios ortogonales asociados a u. En este sentido

damos una condicion necesaria y suficiente para la existencia de sucesiones de
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polinomios ortogonales con respecto a @, asi como diferentes expresiones en
términos de los polinomios ortogonales asociados a u.

De la definicion de ¢, se deduce inmediatamente el cardcter autoadjunto
de un operador de desplazamiento asociado a la multiplicacién por el polinomio

.
(x-€)°, y como consecuencia se obtiene una relacién de recurrencia a cinco
términos para los polinomios ortogonales asociados a ®, asi como diversas

propiedades para los nicleos, que generalizan las de los polinomios
ortogonales estdndar.

Considerando el funcional u; = (x-c)’u, obtenemos una interesante

interpretacién de los polinomios ortogonales asociados a @, como polinomios
cuasi-ortogonales de orden dos con respecto a u; y por tanto son expresables
como combinacién lineal de tres polinomios ortogonales consecutivos asociados
a u). Finalmente deducimos una relacién de recurrencia a tres términos con
coeficientes polinémicos, verificada por los polinomios ortogonales asociados
a Q.

Los problemas twatados en este capitulo han sido considerado por
diversos autores en el caso definido positivo (ver Marcelidn y Ronveaux [50],
Bavinck y Meijer [8], Alfaro et al. (3D

En el capitulo 2, consideraremos funcionales lineales regulares y
simétricos, esto es, funcionales lineales tales que todos los momentos de
orden impar son nulos, y analizaremos formas bilineales similares a las del
capitulo 1 que conserven la simetria. Asi, en primer lugar, consideraremos la
forma bilineal:

o(f,g) = <ufg> + A £(0) g'(0)

para la cual obtendremos condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales
existen sucesiones de polinomios ortogonales con respecto a ¢. De la simetrfa
de u sc deducird que los polinomios ortogonales asociados a ¢ sor funciones
pares o impares de acuerdo con la paridad de su grado. Si consideramos
separadamente los términos pares e impares de la sucesion de polinomios
ortogonales, observamos que los polinomios ortogenales tipo Sobolev asociados
a @ se construyen a partir de dos sucesiones de polinomios ortogonales
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estindar. De nuevo como consecuencia de |la simetria, veremos que las
relaciones de recurrencia adquieren una estructura particularmente simple.
Estos resultados, en el caso definido positivo, han sido estudiados per Alfare
y otros ([2]).

A continuacién, dado un funcional u regular y simétrico, consideramos
la forma bilineal y simétrica definida por:

v(f.g) = <ufg> + Alf'(c)g'(c) + f'(-c)g’(-c)].

Igual que en el caso anterior, obtenemos una condicién necesaria y
suficiente para que W sea no deg:nerada y los polinomios ortogonales asociados
a y verificardr. las mismas condiziones de simeirfa; sin embargo, en este caso
las sucesiones de polinomins de grado par e impar se construyen a partir de
sucesiones de polinomios ortogonales asociadas a formas bilineales tipo
Sobolev como las censideradas en el capitulo 1.

De la estructura de ia forma bilineal Y, deducimos ficilmente que el
operador de multiplicacién por el polinomio (x* - ) es autoadjunto para V.
De esta forma los polinomios ascciados a y verifican una relacién de
recurrencia a nueve términos.

La anterior relacién de recurrencia no es minimz! en el nimero de

términos debido 2 que la multiplicacién por el polinomio x* - 3c’x constituye

también un operador autoadjunto para la forma y. Asi, podemos encontrar una
relacién de recurrencia a siete términos para los polinomios asociados a .

Estos resultados aparecen ya en el caso definido positivo. El estudio
de tales formas bilineales fue intoducido por Bavinck y Meijer ([7] y [8])
para el funcional asociado a los polinomios de Gegenbauer y ¢=1. En un trabajo
posterior ([9]) los mismos autores generalizan los resultados para funciones
peso simétricas en el intervalo [-1,1] y masas puntuales situadas en los
extremos del intervalo. Recientemente Alfaro y otros ([2]) han estudiado el
mismo problema pero sin restricciones acerca del intervalo y la posicién de

las masas puntuales.

En el capftulo 3 se analizan en detalle los polinomios de tipo Sobolev
en los casos Jacobi, Laguerre, Hermite y Bessel. Situaciones particulares de
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estos casos han sido estudiadas por Marcellin y Ronveaux {30], Koekoek y
Meijer [40] y Alfaro, Marcelidn, Rezola y Ronveaux [3]. En estos ejemplos la
eleccién del punto ¢ viene dictada por el deseo de conservacién de algunas
propiedades: en los casos Jacobi, Laguerre y Bessel el punto ¢ se elige de
forma que los polinomios asociados al funcional u, sigan siendo cldsicos y en
el caso Hermite sc considera el punto c=0 para conservar la simetrfa.
Los problemas que se consideran son los siguientes:
a) Coeficientes de la relacién de recurrencia a cinco términos y su
comportamiento asintético.
b) Coeficientes de la expresién en términos de los polinomios asociados
al funcional u,.
¢) Existencia de andlogos a las férmulas de Rodrigues.
d) Ecuacién diferencial de segundo orden.

El objetivo del capitulo 4 es el andlisis de las propiedades de los
ceros de los polinomios ortogonales con respecto al producto escalar ¢, cuando
u es un funcional lineal definido positivo con soporte en un intervalo I y

+

A€ R

En primer lugar se estudian propiedades de localizacién para los ceros
de los polinomios ortogonales respecto al producto tipo Sobolev, probando que
si ¢ ¢ I el polinomio ortogonal de grado n posee n ceros reales y simples, de
los cuales, al menos n-1 se encuentran en el interior de I.

A continuacién se estudian propiedades de entrelazamiento y separacién
con respecto de los ceros de los polinomios ortogonales asociados a los
funcionales u y u,.

En el caso de un intervalo acotado, se demuestra que para c2Sup I los
polinomios ortogonales de grado suficientemente grande poseen exactamente una
raiz a la derecha de ¢; la cual converge haciu ¢ cuando n diverge,
convirtiéndose ¢ en un atractor para el dltimo cero de los polinomios
ortogonales.

Posteriormente, se estudia una férmula de cuadratura para el funcional

U, = (x-c)’u, basada en los ceros de los polinomios ortogonales tipo Sobolev.
A partir de esta férmula de cuadratura serd posible probar una cierta
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propiedad de entrelazamiento entre los ceros de dos polinomios ortogonales
consecunvos.

Finalmente se estudia el cormportamiento de los ceros frente al
parmetro A, probdndose que, cuando ¢ 2 Sup I, los ceros de los polinomios

ortogonales son una funcién creciente y acotada de A.

En el capitulo 5, proponemos una aplicaciébn para los polinomios
ortegonales tipo Sobolev a la aproximacién raciona’: en concreto, se considera
la construccion de aproximantes racionales para una serie formal de potencias
con algunos coeficientes fijos en el numerador, especificamente los de las
potencias de mayor grado. En primer lugar consideraremos la posibilidag de
construir aproximantes racionales con un niémero fijo, k, de coeficientes nulos
en su numerador.

Mostraremos que estos aproximantes dueden construirse a partir de unos
aproximantes de tipo Padé (ver Brezinski [13]), en los cuales los
denominadores  verifican unas ciertas condiciones de ortngonalidad. Estas
condiciones nos permitirdn relacionarlos con los Polinomios Ortogonales tipo

Sobolev asociados a una forma bilineal:

@(f.g) = <ufg> + A0)g0)

Analizaremos aigunas de las propiedades de los Polinomios Ortogonales
de tipo Sobolev para la forma ¢, en concreto se considera su existencia,
expresiones en términos de los polinomios ortogonales estindar y las
relaciones de recurrencia.

La ccnstruccién de estos aproximantes racionales nos conduce al
concepto de asociados a la sucesion de polinemios ortogonales tipo Sobolev.
Mostraremos que estos asociados, a partir de un detcrminado indice, verifican
la misma relacién de recurrencia que los polinomios de tipo Sobolev, pero con
distintas condicionss iniciales.

A continuacién, se muestra como los aproximantes racionales construidos
a partir de los polinomios ortcgonales tipe Sobolev se reiacicnan con las
formulas de cuadratura introducidas en el capitulo 4, en forma andloga a la

relacion existente entre los aproximantes de Padé y a; cuadraturas
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Gaussianas.

Por alrimo, se incluye un apéndice en el que, utilizando el programa de

. P - TV N ™ - . .
cdlculo simbélico MATHEMATICA . se estudian ejemplos concretos relativos a las
anteriores cuestiones.

Cada uno de los cinco capitulos que componen la memoria se presenta
estructurado en diversos apartados, comenzando siempre por una introduccién en
la. que se incluyen los antecedentes y referencias  bibliogréficas
correspondientes, asi como una descripcién general de los contenidos del
capitulo.

Para cada capitulo y para cada seccién se ha adoptado una numeracién
independiente, de forma que, por ejemplo, la notacién Proposicion 14.2,
representa la segunda proposicién, del apartado cuarto, del capitulo 1. Las
formulas se han numerado de idéntico modo, y asi el simbole (3.5.1) representa
la primera férmula, del quinto apartado, del capitulo 3.
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El Caso Regular

L.1 INTRODUCCION.

Sea wu un funcional regular sobre el espacio de los polinomios con
coeficientes reales P, esto es, un funcional tal que los menores principales
de la matriz de Hankel

H = (u;+j)iJ

asociada a la sucesién de momentos u, = <u,x">, tengan determinante no nulo.
Es bien conocido (por ejemplo, ver Chihara [20], pag. 21-22) que toda sucesién
{P,(x)}, de polinomios crtogonales con respecto a la forma bilineal definida
por:

(p.Q)y = <u,pg>
verifica una relacién de recurrencia a tres términos de la forma:

P,.i(x) = (Ax + B))P,(x) - CP, . (x)
Po(x) = G ; P4(x) =0

donde {A },{B,},{C,}] c R YA #0, C, #0 (n=0,1,2.) La obtencién de
esta relacion de recurrencia se basa en la igualdad:

(xp(x),q(x))y = (p(x),xq(x)),,

verificada por cualesquiera dos polinomios p, q. Asi las propiedades usuales
de los polinomios ortogonales son consecuencia del cardcter autoadjunto del
operador de desplazamiento para la forma bilineal (o dy-

En los dltimos afios, han aparecido diversas publicaciones acerca de
polinomios ortogonales con respecto a productos escalares de tipo Sobolev de

la forma:

m! m9

(pq) = j p(x)g(x)dp(x) +ZMkp(ck)q(ck) +[ Nep'(dy)q’(dy) (1.1.1)
I k=1 k=1

donde I es un intervalo de la recta real, u es una medida de Borel finita y
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positiva, definida en I, M, 2 0, N, 2 0 Y ¢ dy son puntos de R (no
necesariamente contenidos en I). Ver, por ejemple, los articulos de Meijer
[55], [56], [57), Koekoek [36), [37], Marcelldn y Ronveaux [50], Alfaro y
otros [3]. Todos estos trabajos estdn influenciados, en mayor o menor medida,
por un importante articulo de Krall [43] en el que se considera la adjuncién
de dos masas puntuales en los extremes del intervalo [-1,1] a la medida
absolutamente continua asociada a los polinomios de Legendre con el fin de
obtener nuevos  polinomios  ortogonales  verificando  ciertas  ecuaciones
diferenciales de cuarto orden. Este trahajo fue generalizado por T. H.
Koornwinder [41] para pesos de Jacobi y masas en los extremos del intervalc
{- 1,1].

Es evidente que para los productos escalares de la forma (1.1.1) deja
de ser cierta la relacién:

(xp(x),q(x)) = (p(x),xq(x))

cualesquiera que sean los polinomios p y g. Sin embargo, en los mencionados
articulos se prueba la existencia de polinomios h(x), de grado m, verificando:

(h(x)p(x),q(x)) = (p(x),h(x)q(x))

para todo par de polinomios p y g, y de aqui, se deduce que la familia
{Qu(x)}, de polinomios ortogonales con respecto al producto escalar (1.1.1)
verifica una relacién de recurrencia con 2m+1 términos de la forma:

n+m

h(x)Q,(x) = ): by, Q%) (0 = m, m+l,...).

k=n-m

Obsérvese que la relacién se verifica también para n<m, pero el hecho
distintivo es que para n2m el nimero de sumandos es exactamente 2m+1.

En un reciente trabajo de Evans y otros [26], se han completado los
resultados anteriores probando que, dado un producto escalar de Sobolev de la

forma:
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N
Pw = § er PP (%) (x)dp (x)
k=0

definido en el espacio de los polinomios reales, donde las Hy son medidas de
Borel finitas y positivas, la existencia de un polinomio h(x) de grado mayor o
igual que | verificando:

(h(x)p(x),q(x))w = (P(x),h(x)q(x))

implica que las medidas Mg (1sk<N) son necesariamente discretas (suma finita
de masas de Dirac) con soportes asociados a las raices del polinomio h y de
sus derivadas sucesivas.

En nuestro caso, dado un funcional regular u, definido sobre el espacio
de los polinomios P reales, se considera la forma bilineal en P:

m

Pw = <wpg> + FMup')a'@) + - + T Myp®(c)q"(cy).
k=1 k=1

donde M;20, Vi,

El primer problema que se plantea es la existencia de polinomios
ortogonales respecto a la misma, y en caso afirmativo, su relacién con los
polinomios ortogonales asociados a u.

Por motivos de simplicidad analizamos en detalle el caso m=n=l.
Concretamente se han obtenido diferentes caracterizaciones para los polinomios
ortogonales, asi como relaciones de recurrencia y propiedades de los niicleos,
que generalizan las obtenidas en el caso definido positivo.

1.2.- DEFINICIONES.

Sea u un funcional lineal regular definido sobre P y sea {P,}, la
sucesion de pelinomios ortogonales ménicos definidos por u. Entonces:
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<u‘Pan> = kn8m'r|

con k,#0, para todo neN.

Dados ceR y AeR, consideramos la forma bilineal ¢: PXP — R, definida
por:

o(p,q) = <u,pg> + Ap’(c)q'(c). (1.2.1)

Una caracteristica de esta forma bilineal es que el operador de
desplazamiento no es autoadjunto, de hecho, en general se verifica:

o(xp(x),q(x)) # @(p(x),xq(x)).

Sin embargo, el operador de desplazamiento asociado a la multiplicacién por el

polinomio (x-c)* cumple:

Proposicién 1.2.1.- Dados p,qeP, se tiene:

(p((x-c)zp(x).q(x)) = (p(p(x).(’x-c)zq(x)) = <u,(x-c)2p(x)q(x)>. (1.2.2)

Demostracién.- Inmediata. o

Definici6n 1.2.2.- Una sucesién de polinomios {Q,} se denomina una sucesién
de polinomios ortogonales con respecto a @ si:

1) grado(Q,(x))=n,

ii) 9(Q,.Q,) = k,8,,, con k_#0, para todo neM.

Si los polinomios Q, son ménicos diremos que (Q,}, es la sucesion de

polinomios ortogonales ménicos (SPOM) con respecto a .

Como es bien conocido, la existencia de una familia de polinomios
ortogonales con respecto a la forma bilineal @ es equivalente al cardcter no
degenerado de la restriccion de ¢ a P, es decir, a la no singularidad de los
menores principales de la matriz de Gram asociada a ¢. Si se verifica esta
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condicion diremos que ¢ es no degenerada. Dicha matriz de Gram, en la base

{ L x, %% .. ) es de la forma V = (c;);; donde

1+) e
i <ux > S1 1+j<2,
= o
¢; = P(x,x) =

<ux'"> + Aije™? i j+j22,

Asi, V es simétrica pero no es de Hankel,

Eligiendo una base adecuada para P, se puede conseguir una estructura
mds simple para V, en concreto si se considera la base

B = {1, (x-¢), (xc)’, (x-¢)’, ...]

los momentos correspondientes a @ en la base anterior vendrin dados por:

u,+A  para isj=1

U en otro caso

donde u,,, = <u, (x-¢)">.

Asi la matriz de Gram en esta base es una perturbacién de una matriz de
Hankel afiadiendo A en la posicién (1.1):

r‘10 B
u; U +A U,

u, un+l un+2

Como es usual, si existen, los polinomios ortogonales ménicos pueden
ser expresados en forma de cociente de determinantes:
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Proposicion 1.2.3.-

donde D, , = deu(V’)).

1.3.- EL PROBLEMA DE EXISTENCIA DE SPOM RESPECTO A ¢.

Aun siendo regular el funcional w, no podemos asegurar a priori la
existencia de SPOM con respecto a la forma bilineal @. Sin embargo, podemos
dar una condicién necesaria y suficiente para que la forma bilineal ¢ sea no
degenerada en términos de la sucesién {P,}, de polinomios ortogonales ménicos
con respecto a u. Designaremos, como es habitual, por

" P(x)P(y)
Kn(x,y) =Z ! J_..u.._

=
<0 <u,P;>

al n-ésimo niicleo asociado a la SPOM {P,}_, y por

r+s

(rs) o 0
K“ (X!Y) =5 l\'nl)\sy)

ax'ay’

a las derivadas parciales de dichos nicleos. Para estos, es bien conocido que,

dado un polinomio p(x) de grado menor o igual que n, se verifica la relacién:
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" Px)P(y)p(x)
<u.K,(,U"’(x,y)p(x)> = <u, _i_._’._yP___> =

"
j=0 <i,P>

= TPy = py) (1.3.1)
=0

donde @; es el j-ésimo coeficiente de Fourier del polinomio p(x). Esta
igualdad es conocida con el nombre de propiedad reproductora de los niicleos.

Teorema 1.3.1.- Condicién necesaria Y suficiente para que exista la SPOM con
respecto a ¢ es que:

1+ & K% =0, Va2l, (1.3.2)
éen cuyo caso:
P.(c)

Q.x) = P,(x) - A K% x,c). (1.3.3)
1 +AK"Ye0)

Demostracién.- Supongamos que existe SPOM con respecto a ¢. Entonces estos
polinomios admiten una expresién en términos de ios { B

Qu(x) = Py(x) +7 a,P(x)

=0

<uQ.P>  @Q,P) - AQ(c)P;(c) . Q. (©)P}(c)
yj = = ol e

P> <uPl> <uP>

0.1)

Q. = P,(x) - A Qi) K% x,0).
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Si derivamos la expresién anterior y evaluamos en x = ¢, obtenemos:

Q@ [1 + A Kol = P2 (1.3.4)
Supongamos que existe n.eN tal que

"o =0,

(4]

1+2AK!

entonces, por (1.3.4), P;D(c) = 0, luego

1+ K o) =0,

y volviendo a usar (1.3.4), P,‘wl(c) = (0. Dz esta forma:
P.(c) = 0, n2n,,

Por otro lado, derivando la relacién de recurrencia a tres términos que
verifican los polinomios (P} y sustituyendc en el punto c, se tiene:

cPi(c) + P (c) = P, ,(c) + B,P.(c) + ¥,P.,(c)
ast, P, (c) = Py(c) = .. =0, n2n;, lo cual contradice el hecho de que dos

polinomios ortogonales estindar censccutivos no pueden tener raices comunes.

Para demostrar la condicién suficiente, basta ver que la sucesién de
polinomios dada por
Pa(c) -(0,1)
Q,(x) = P(x) - A K. o

1+ A K0

que son moénicos y estin bien definidos, son ortogonales respecto a ¢. En
efecto, dado cualquier polinomio p(x)eP,

PQ,(x),p(x)) = <u,Q(x)p(x)> + A Q;(c)p’(c)

y utilizando la expresién (1.3.3),
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P;(c)
P(Q,(x),p(x)) = <P (x)p(x)> - A <K, "(x,0)p(x)>
144 K{Vc.0)

P.(c)

+ A [P,‘,(c_) - A

K,ﬁf;"(c.c)] p'c) = 0
1 +A K,‘,fi”(c.c)

debido a las propiedades reproductoras de los niicleos. o

Dade que el conjunto {1 + A K,‘,};”(c,c): n21 } es numerable, existe una

infinidad de valores de A para los cuales ¢ es no degenerada . En concreto si
u es definido positivo, se tiene

K,ix‘”(c,c) >0

y por tanto basta tomar A > ( para obtener una forma bilineal ¢ no degenerada,
aunque exister valores de A<0 para los que © es no degenerada. Basta tener
presente que

; 1
1 +A (!,'"(c,c):Owl#-—-—.
K{;"(c.c)

En las condiciones descritas en el teorema 1.3.1, aplicando el proceso
de ortogonalizacion de Gram-Schmidt a la base de Hamel para P, podemos
construir una base de polinomios ortogonales con respecto a ¢. Dichos
polinomios son ortogonales con respecto a ¢, pero no son ortogonales en el
sentido estindar del término. Asi, la mayor parte de los resultados relativos
a los polinomios ortogonales estdndar dejan de ser aplicables en este caso:
relacién de recurrencia a tres términos, relacién de Christoffei-Darboux, etc.

Corolario 1.3.2.- En las condiciones (1.3.2):

P.(c)

Q.(c) = :
1+ A K e
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Definicion 1.3.3.- En adelante notaremos por:

I + A K",

ks )
= <u,P(x)>,

= ¢(Q,.Q,).

Corolario 1.3.4.- Con las notaciones anteriores:

A
A

K,

k,

Demostracion.-

En efecto, basta multiplicar, utilizando la expresion  del
1.3.2:

®(Q,Q) = 9(Q,P,) = <wUP,()Q,(x)> + AQOP(c) =

. Pi(c)
= <u,Py(x)> + A Pc) =

1+ 4K

A [P o))
<wuPx)> 1 + A K ee)

= <u,Pﬁ(x)> 1 +

(L),
. 1 + A K, ce)
= <u,P,(x)> o

1+ A K50

corolario
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1.4.- FORMULAS DE REPRESENTACION DE LOS Qs

En las hipdiesis del teorema 1.3.1, se tiene la expresién:

P.(c)
i) =P - A K% x.c).
i+ (f,'”(c,c)

L.a féormula anterior puede escribirse:

e
P,(x) - Qx) = A K xc)
1 + A K,(,f;”(c.c)

Y, por otro lado, de la definicién se tiene que:

P,(x)Py(c)

Kf,o'”(x.c) = l(,‘,?i“(x.c) -
<u,p’>

Considerando la férmula (1.4.2) para n+! y teniendo en cuenta la relacién
anterior, obtenemos:

Pr:+](c) (0,1
n+l(x) 7 Qn+](x) = l 2 Knl )(X.C) ;.
1+ A K"(cce <u,P*>

. P, (x)P;(c)

Eliminando entre (1.4.2) y (1.4.3) K:(_)]'”(x.c), se obtiene por simplificacién
de 141 K!"V(c.c):

1+ A K V0
P.(c)P,,,(x) - P, ,(c)P,(x) = P;(c)Q,.,(x) - P, (©)Q,(x)
1 + A K,(,l‘”(c.c)

Teniendo en cuenta ¢l corolario 1.3.2, la anterior relacién puede ser escrita

mediante determinantes, en la forma siguiente:
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Proposicion 1.4.1.-

P.(x) P,,\(x) Q%) Quuy(%)
- .
P P©@| Qo) Qua©

De la Formula de Christoffel-Darboux

1
(x-y) K, (xy) = — [P“(x)Pn.lm - Pn-,(x)Pn(y)]
Ky |

(véase Chihara [20]), pag. 23,expresién (4.11)) derivando con respecto a y, y
evaluando en y = ¢, se obtiene:

" 1
(x-c)* K% xe) = — [Pn(x)'r,(p,,_,.c)(x) : Pn_l(x)T!(Pn.c)(x)] (1.4.5)

kn.1

donde por T,(P,c)(x) notamos el polinomio de Taylor de grado i asociado a

Pj(x) en el punto c.

Sustituyendo en la férmula (1.4.1) se obtiene una expresién para Q,(x)

en funcién de P (x) y P, ,(x):

Proposiciéon 1.4.2.-
(x-0)’Qu(x} = q(x.MP,(x) + q(x.n)P,,(x)
con q,(x,n) polinomios de grado i (i=1,2), que vienen dados por:

, . Q©
q(x.n) = (x-0)" - A . T (P, 1,0)(%)

-1




El Caso Regular

Qx(c)
QI(an) = l —E“—— T](Pn‘C)(X).

1

Utilizando la expresién para Q,(c) del corolario 1.3.2, los polinomios
q;(x,n) (i=1,2) pueden ser escritos en la form: siguiente:
, A PP, A Pa(©P,(c

Qg (x,n) = (x-¢)°- — (x-c) - — -

ko1 M K

A P.(c)P,(c)
)+ — —
1'11-1 kn-l

expresiones que muestran el papel fundamental que juegan los valores de P,(c)
y P.(c) en la obtencién de Q,(x).

La proposicién anterior muestra que el polinomio (x-c)an(x) €s un
polinomio cuasi-ortogonal de orden cuatro con respecto al funcional u; de
hecho, este polinomio puede expresarse como combinacién lineal de cinco

polinomios P,(x) consecutivos, como establece la siguiente proposicién.

Proposicion 1.4.3.- Sean B, vy Y, los coeficientes de la relacion de
recurrencia a tres términos verificada por los P.O. {P_):

xP (x) = P_,,(x) + B,P,(x) + ¥,P,,(x)
entonces, se verifica:
(x-6)*Q,(x) = P_,(x)+a' P, . (x)+a"P, (x)+a" P, (x)+a" )P, 2(X) (1.4.7)
donde

® _ B+ (Bc) A P.(c)P;,(c)
+1 = (ByC) + (Ppy€) - ’
e S wia
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(n)

un - Yn * .Yn¢| + (Bn—c)? e

A Pr©P,() A Pa©P,1(c)

= I(Bn "C) + "Bn'c)l R T R
' L s, Mo

b PLOPO)
i T e
ln-l l'n—l k:-l

U‘.r:r-l: = [(Bn‘l'c)‘*(ﬁn_c)] Yn

~

(n) M
anAZ 5 .Yn Yn-a =

Aoy

Demostracion.- A partir de la relacién de recurrencia a tres términos
verificada por los P.O. {P,},, se deduce la igualdad:

(x-C)Py(x) = P, (x) + (B,-c)P,(x) + ¥,P, (X),

S

multiplicando por (x-c) y utilizando esta relacién para n-1, n y n+l quedarfa:

(x-)Py(0) = Popa(x) + (B, + Bruy - 20P, (X) + [¥, + Y1 + (B,-<)'IP,(x) +
* (Bn-l * Bn - ZC) Yn Pn-l(x.) + Yn Yn-l pn-l(x)

Basta sustituir estas expresiones en (1.4.6) y agrupar utilizando la relacién
de recurrencia a tres términos para obtener el resultado. o

Nota.- De la relacién de recurrencia a tres términos para los polinomios Py(x)
se deduce la igualdad:

(x-c)zpn(x) = Pn+2(x) + (Bn + Bm—l - 2C)Pn+l(x) + IYn + Yn+t + (BH~C)2]pn(X) +
* (Bn-l + Bn - 2C) Yn Pn-l(x) % Yo Pn-E(x)‘

la comparacién de los coeficientes muestra que los polinomios Q,(x) pueden
obtenerse mediante una perturbacion no excesivamente complicada de la relacién

de recurrencia a cinco términos para los polinomios P(x).
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L5.- RELACION DE RECURRENCIA A CINCO TERMINOS.
FORMULA TIPO CHRISTOFFEL-DARBOUX.

Proposicion 1.5.1.- La sucesion de polinomios ortogonales {Q,}, verifica la
siguiente relacion de recurrencia a cinco términos:

(X0 Qy(x) = Quua®) + ¢iQu () + Q) + cMQ, ,(x) + ) 2(%).

Demostracion.- (x—c)an(x) es un polinomio de grado n+2, luego podrs
expresarse en la forma:

n+l

(x-0)'Qy(x) = Qua®) + T ¢"Qu(x)

k=0

@, AxOQQ(X)  PQ,x).(x-c)'Q(x))

G = = ‘ = (), si 0<k<n-3
P(Q(x),Q(x)) O(Qu(x)2,Q,(x))

n+l

x0fQux) = Qua®) + T 6"Qx). o

k=n-2

La expresion de los coeficientes ¢ puede deducirse ficilmente del

apartado anterior.

Proposicion 1.5.2.- Los coeficientes de la relacién de recurrencia a cinco
términos verifican:

i Pa@PF.. e 3 PAeP )

Aot kns1 Mot k.

catl = (Byc) + (Byuy-c) +

(n) _

Bt

C

3 P.(c)P; 5(c) A,
J‘T‘" [Yn * Yot (Bn'C)*] = % g 'k'n"'j“'““ Tn Yn-l[l * ] Z

-1
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A Pa©P,,(c) A, A P (©P(c)
- = — {{Bpy+B-Of1 + — [+ —
Lk ; il Ky &

Demostracion.- Por la proposicién anterior, se tiene:

Q((x-0)*Qy(x),Q,.1 (X))
E|\+l

(n) _

n+l —

C

y por otro lado,

Q((x-0)°Qu (), Quu1 (X)) = P(Q,(X),(x-6)’Q, (X))

Basta utilizar la expresién (1.4.7), y agrupar convenientemente. Andlogamente

se deduce el valor de c\”. Los valores ¢ y c!") sc obtienen de forma

inmediata. o

Lema 1.5.3.- Recordemos que ﬁj = @eQ(x),Q(x)), y sean neN, i=0,1,....n-2 y

1- 2<)<i+2. Se verifica:

(n-)) (n-i)
n-i n-j

kn

C

Demostracion.- De la relacion de recurrencia a cinco términos:

(x-¢)’Q,(x) = Q,,,(¥) + cMQ,.;(x) + c¢MQ,x) + c"Q, (%) + c1Q, (x)
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podemos escribir, para i=0,1,...,n-2:
(-0 Qui®) = Quuai0) + €1 Quuy0) + ¢Q, ) +

(n-i) (n-i)
+ Cpop Qi) + ¢y Qu2.(%).

Si  j=i+2, basta multiplicar la expresion  anterior por Qui(x) =

Qu2i(x):

-0 Qu (0. Q024 = €3 I0(Q 200, QX)) = K,

Pero, por otro lado:

D0 Quif%).Q021(X) = PUX-C)’Qu24(X),Qp (X)) =
= 0(Quu(0).(x-6)'Q (X)) = Ci2P(Qpu 1), Quuzy¥) = K,

Si j=i+l, multiplicamos por Q,,/(x). Para j=i, el resultado es
evidente. Por iltimo, si j=i-1, 6 j=i-2, entonces se multiplica por Q,,,.(x)
6 por Q,,,.(x), respectivamente. o

Proposicién 1.5.4.- Se verifica la siguiente formula de tipo Christoffel-
Darboux:
L QMQy) 1

[(x-0)*(y-0)"] ] ——— = —{Quu2(Qu1)-QuX)Quur(¥)] +
= & &

J

c1(1'1)

1 n+
+ — [Qui()Q 1 (1)-Qu 1 (¥)Que ()] + —ig,,i [Qas1()Qu(y - Qu(X)Qus1 (V).

-1

Demostracion.-Escribamos la relacion de recurrencia a cinco términos en las

variables x e y:
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(x-0)Qu(X) = Quua®) + €SQuui(X) + Q. (x) + Ca1 Q1 () + ¢{2Q, 5(x)

F-O'QY) = Qua®) + cQu(y) + cQu(y) + Ca1Qui(¥) + ¢MQ, 2(¥).

Multiplicamos la primera por Q,(y), la segunda por Q,(x) y las restamos:
(000 1Q(QuY) = [QuuaWIQ-QXIQua] +
+ 6ot [Qui(0Q)-QX)Qui ! + € [Q,1(IQ(y)-QuX)Qu )] +

+ €472 [Qua()Qu()-Q,(0Q, ().

Basta sumar, teniendo en cuenta el lema anterior. o

Proposicién 1.5.5.- (Forma confluente de la relacién de Christoffel-Darboux)
Se verifica:

- = Eﬂ [QH(X)Q:H.:(X) = Q,H“(X)Q;.(x)] ¥

cla)

1 n+
+ — [Q1(®)Qhi(X) - Quy(0)Q;,,(X)] + _ETI [Qa(x)Qus1 (%) - Qs (¥)Q;(X)].

-1

1.6.- LOS NUCLEOS.

Llamaremos n-niicleos asociados a la SPOM {Q,}, a los polinomios en las

variables x e y dados por:

! Q.(’OQ.(Y)
Ln(x!Y) = [ —
i=0 Ei

y notaremos por:
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ar+!

(rs) 5

L, "(xy) = —— L (x,y)
ax'ay’

a las correspondientes derivadas parciales.

Proposicion 1.6.1.-

W o . B 1
Wy gt .. W,y (y+€)
donde D, = dex(V))

Uy Upyp - Uy (y-0)"
1 (x+€) ... (€)' ©

ii) Si p(x)eP,, O(L,(x,y).p(x)) = p(y); @(L{ " (x,y).p(x)) = p(y) Vr (1.6.2)

iii) Ly(x,y) = L (v.x). (1.6.3)

Demostracion.- Aniloga a la habitual (Szego [66], i) pag. 377, ii) pag. 40) o

Proposicion 1.6.2.-
K,(,D'”(K.C)K,(,o'”(y.c:)

. (1.6.4)
1 +A K,S"”(c,c)

L,(xy) = K,(xy) - &

Demostracion.- Podemos considerar L, como un polinomic en x dependiendo de un
pardmetro y, entonces:

La(xy) =] A(y)P(x),
=0

o, . <WL&YP>  oL,xyPx)  LM%y)Pe)
Aj (y) = - = - A S =
<u,P’> <uP’> <u,Pi>
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¢ L, "(y.c)P}(c)

<uP}>

en virtud del apartado ii) de la proposicién anterior. De esta forma:

Ly(xy) = K,(xy) - & L*Vy,0K*x,c).

Derivando esta expresién con respecto a x, y evaluando para x=c, se tiene: -

P

L,‘,O‘”(y,c) (143 K;l.l)(c‘c) ] = K,ﬁo'”(ch)'

luego
K" x,0K )
1+A K,ﬁ"”(c,c) :

L,(xy) = K,(xy) - &

Nota.- La expresién anterior destaca el cardcter simétrico de L,(x,y).

Obsérvese que el nicleo L,(x,y) puede ser expresado en términos de los
polinomios ortogonales P, y P,,,, sin mds que sustituir en la expresién
(1.64) la férmwula de Christoffel-Darboux para el nicleo K((xy y la
expresién (1.4.5) para las derivadas del nicleo K,‘,o‘”(x,c). De este modo se
obtiene:

1 Pm-l(x)Pn(Y) - Pn(x)Pml(y)
Lixy) = — .
k, X -y

A 1 Po()T(Pe)(x) - P(x)T,(P,.,.c)(x)

A‘n k!’l (x-c)2
pn+!(y)Tl(Pn'c)(y) - Pn(y)Tl(PnH'c)(y)

(y-c)’
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L.7.- RELACION CON LA MODIFICACION POLINOMIAL ASOCIADA A (x-¢)*

Dado un funcional lineal u y un polinomio p(x), podemos definir un
nuevo funcional que notaremos p(x)u, mediante la relacién:

<p(x)u,q(x)> = <u,p(x)q(x)> Vq(x)eP

al funcional p(x)u se le denomina producto a la izquierda del funcional u por
el polinomio p(x) (ver Dini y Maroni [24]).

En este apartado, consideraremos los funcionales lineales u, = (x-c)u
y U = (x—c)‘u, y trataremos de establecer la relacién entre la SPOM {Q), ¥
las sucesiones de polinomios ortogonales asociadas a dichos funcionales.
Previamente establecemos algunos resultados auxiliares.

El primer problema que se plantea es el de la regularidad de estos
funcionales.

Proposicion 1.7.1.-
1) u, es un funcional regular si y sélo si K, (c,c)#0, VneN.

i) w, es regular si y sélo si Kn(c,C)K,(,”)(C,C)-[K,(la'l)(c,c)]zaﬂ(), VneN.

Demostracion.- Es una consecuencia directa de ias férmulas de Christoffel

confluentes para las modificaciones polinomiales asociadas a (x-c)? y (x-c)*
respectivamente. (S. Paszkowski, [60]) o

Dados los funcionales u, = (x-c)Ziu (i=1,2), los cuales supondremos
regulares de ahora en adelante, las relaciones entre los polinomios {P,(x)}, y
las sucesiones de polinomios ortogonales ménicos asociados a los funcionales
; pueden resumirse en el siguiente lema.

Lema 1.7.2.- Sean | P,",“c(x)} las sucesiones de polinomios ortcgonales ménicos

. . ;
con respecto a los funcionales u, = (x-c)“u (i=1,2). Entonces:
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L7.- RELACION CON LA MODIFICACION POLINOMIAL ASOCIADA A (x-c)%

Dado un funcional lineal u Y un polinomio p(x), podemos definir un
nuevo funcional que notaremos p(x)u, mediante la relacién:

<p(X)u,q(x)> = <u,p(r)q(x)> Vq(x)e P

al funcional p(x)u se le denomina producto a (a izquierda del funcional u por
el polinomio p(x) (ver Dini y Maroni [24)).

En este apartadn, consideraremos los funcionales lineales W = (x-c)zu

y U = (x-0)'y, y trataremos de establecer la relacién entre la SPOM {Ql, ¥y
las sucesiones de polinomios ortogonales asociadas a dichos funcionales.
Previamente estabiecemos algunos resultados auxiliares.

El primer problema que se plantea es el de Ia regularidad de estos
funcionales.

Proposicion 1.7.1.-
i) u, es un funcional regular si y sélo si K, (c,c)#0, VneN.

ii) u, es regular si y sélo si K,(c,0K!"(c,c)- K™ (c.c)]’#0. VneN.

Demostracién.- Es una consecuencia directa de las féormulas de Christoffel

confluentes para las modificaciones polinomiales asociadas a (x-c) y (x-c)*

respectivamente. (S. Paszkowski, [60)) o

Dados los funcionales u, = (x—c)ziu (i=1,2), los cuales supondremos
regulares de ahora en adelante, las relaciones entre los polinomios (P (x)}, ¥
las sucesiones de polinomios ortogonales ménicos asociados a los funcionales
u; pueder resumirse en el siguiente lema.

Lema 1.7.2.- Sean {P;‘C(x)} las sucesiones de polinomios ortogonales ménicos

con respecto a los funcionales u; = (x-c)z'u (i=1,2). Entonces:
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r
i) (x-0)Py(x) = Py(x) - —:(—C)—-— Kp.1(x,¢)
K.

P,(c)
K, . {c,c)

(0,1)

i) PLS(c) = Pic) - 90\

Pl.C(c)

2.c c n-1 c

iii) (x-C)P25(x) = Pyi(x) - Kp5(x.€)
K}5(c.)

K, (x,0)K,(c.y)

; - 3 Kl.c &2
iv) (x-0)(y-oKyi(xy) = Ki(xy) K.(c.<)

v x-0KLix0) = K{V(x0)

vi) Notemos por K-, = <u,(P-5)*>, entonces

¢ . Ko
kny = ky K o)

vii) K, (c.0) PX5x) = K, ,(c.0) Py - KV(x,0) Py(c)

Demostracion.-
Para probar la relacibn (1.7.1) es

(1.7.6)

(1.7.7)

suficiente  utilizar 1la

representacién de (x-c)P,I':‘;(x) en términos de los polinomios Pj(x) y usar las

propiedades de ortogonalidad para P, j(x). (1.7.3) se obtiene de forma andloga

considerando ahora los polinomios P25(x) y P;‘c(x).
La férmula (1.7.2) se obtiene derivando con respecto a X ¢€n {(171) ¥

evaluando en x=cC.

La expresion (1.7.4) se deduce desarrollando (x-c)(y-c)l{;jf(x,y) en
términos de los polinomios Pi(x) y utilizando la propiedad reproductora de los

nicleos. Finalmente, basta derivar con respecto a Y
y=c para obtener la relacién (1.7.5).

en (1.7.4) y evaluar en
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I o

La relacién (1.7.6) se obtiene a partir de la relacién (1.7.1) y de las
propiedades de los nicleos:

kny = <up (P> = < (x-0) PS> =

2
= <u Pol©) > =
’ Pn(X) = K_n_l(c,é_). Kn-l(x'(’)

N L ?
= <uP > + <uK, (x> =k, F©)

*
K,.i(c.c)’ k, K, (c,c)

K, (c.c)
K. (c0)
Por iltimo, para obtener la expresi6n (1.7.7) bastz demostrar que el
término de la derecha es ortogonal con respecto al funcional u;, a todo

polinomio de grado menor o igual que n-2, lo cual se deduce de las propiedades
reproductoras de los nicleos. o

El lema anterior permite representar los nicleos K.ixc) y

©i’(xc) en términos de los polinomios P,(x), Pyi(x) y P*x),

considerando estas expresiones se obtiene:

Proposicién 1.7.3.- Sea ¢ un punto tal que la condicién
P,(c)PX5(c) # 0

se verifica para todo neN. Entonces

Q(x) = x}— {[1 - A Al P(x) + X AB, K, (c0) (x-0)P{(x) +

+ A B, K, (c,0K;5(c.0) (x-0)*PE5(x) }
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(P' D@ K, (cc)
K'O 1) (.n 1
6 " B8 - Be e P,(c)

P:(c) P.(c)

Kyi(c0) Po) - K%Pce) P (c) PLi(©) K, (c,c)

Demostracion.- Basta sustituir en la férmula:

AP;(c) .
Qx) = P,x) - ———— K%V(x,0)
142K V(c.c)

0,1

la expresién (1.7.5) para K'";"(x,c):

K,ﬁo ”(c.c)

K,Soxn(x €) = (x- c)l(n 2(x £) + S Kn = Kn (x,¢)
1€

Utilizando las relaciones (1.7.1) y (1.7.3) se obtiene que:

K,.i(c.c) e
K_,(x.c) = = -Pn(x) . (x-c)P,,:,(x)]

: Ka3(c0) [,
K, 5(x,c) = P, 1(x) - (x-C)P" z(x)J

Pi(c)

Sustituyendo ambas expresiones y agrupando coeficientes se obtiene el
resultado anunciado. La segunda igualdad de la relacién (1.7.8) se deduce
derivando en (1.7.7) y evzluando en x=c. Andlogamente, para deducir (1.7.9) se
utiliza la relacién (1.7.2). o

Nota.- En el caso definido positivo, con soporte en un intervalo [ab] la

condicién P (c)Pn 1(©) # 0 es vélida para todo neN, si cg (a,b).
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Una propiedad mucho mds interesante. desde el punto de vista de las
aplicaciones, puede deducirse si desarrollamos el polinomio Q,(x) en términos

de los polinomios {P:'((x]l:
Proposicion 1.7.4.- Para todo n>2 se verifica:

Qux) = P00 + &) PYi(x) + a®) PLx) (1.7.10)

donde:

k
B e — —_—

kS, A Ko(eo) Kp-1

P,(0P,,,(c)  Plc)P,(c)

(n)
a., = ( n-‘) oo l S
o, = S K.(c.0) k, At Koy

Demostracion.-

Desarrollando Q,(x) en términos de EP;‘C(X)} tendremos:

n-1

Q) = P ‘x) + | a® P}(x)
=0

le
<, QP>
" R P )
<u1,(P;‘“)‘>

Puesto que
<. QP> = <u(x-c)’Q, P>

de la ortogonalidad de Q,(x) se deduce que afn';

. e ) .
En cuanto al coeficiente a"; tendremos:
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- <u|.QnPr'11§> <u,(x-¢)’ Q, P“ > (p(Qn.(x -c)° P,, ,) K,
Ll 12 = e - er— # O

<u, ,('Pf,';')2> <u,,(P,',j§)2> <u,,(Pn12) > k; ,

debido a la hipotesis de regularidad para la forma bilineai @. Por otra parte,
usando la relacion (1.7.6) se tendrs:

Kna(c) k,

e o 5

1 Kna(ei0) ky

Para el cdlculo del coeficiente a,(\'_',i consideramos la expresién (1.3.2)

para el polinomio Q,(x) y la expresién dada por el lema 1.7.2 para el

polinomio (x-c)Pr',j?(x), entonces:
<u, Qan > = <u,(x-c)’ Q, Pn > =

AP () _— P.(c) -
= <u,|P - - -c) |P(x) - ax0) > =
<u, [P, (x) e A%y C)J (x-C (x K co) K.,

., APc) (B
= <u,(x-c)P (x)"> - . <u,(x-c)P, (K, "; '(x.0)> -
-1

P.(c) AP.(c)P,(c) p )K; ’
- P.(x)K, . X,C X.c)>
K o) <u,(x-c)P_(x Ko©0) i

PAOPL© K POPL@ k| P
_ - A — 1+ - —
K,..(c0) k A Koy K,.i(c.0) k,
J

-

= <u,(x-C)P,(x)"> -

y usando de nuevo la relacién (1.7.6), se deduce:

<u QP> K (ce) P.(c)P,.(c)  Pic)P,,(c)

n" n-1
g P L i S Y Galah

L -
c2 (c.c " K(co) k. Ny
<U|s(P,],:]) > Ka(c.c) a(C0) Ky At Kooy




El Caso Reguiar

P,(c)’ P.(c)P, ,(c) : P.(c)P: ,(c)
Ky(c.c) k, L

= |1 sssgies i ( b

- kn{c.c) k,

Finalmente, a partir de la relacién de recurrencia a tres términos para los

polinomios P, (x) en el punto ¢, deducimos la expresion para a,{,“,’ o

Nota.- Como consecuencia de esta proposicién los polinomios Q,(x) son cuasi-
ortogonales de orden 2 con respecto al funcional lineal regular u,.

Corolario 1.7.5.- Se verifica:
Qu(x) = [x - By - &™)l Pyix) - (1F, - a™) PhSx) (1.7.11)

donde B, y Y., son los coeficientes de la relacion de recurrencia a tres

términos para los polinomios {P}'C(x)}.

Demostracién.-
Basta considerar la relacién de recurrencia a tres términos para los

polinomios { P}'c(x) ]2

Py = (x - Byy) PY§(x) - 15y PLS(X)
y sustituir en la expresi6n de la proposicién anterior. o
Nota.- Este corolario muestra que los polinomios Q,(x) pueden obtenerse

perturbando la relacién de recurrencia a tres términos de los pelinomios

ortogonales con respecto al funcional u,.

; . 1, ;
Reciprocamente, los polinomios P “(x) pueden obtenerse a partir de

tres polinomios Q.(x) consecutivos:
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Proposicion 1.7.6.- Para todo nen se verifica:

(x-0)* P(x) = Q,,p(x) + b Qua(®) + b Q,(x) (1.7.12)

donde
(n) lI‘A-I Kn+l(c'c)
b =

— (n+1) 0

" Aot Ki.i(c) ol
(n) A Koa(eo) (n+1)
bn+l = T a“
l‘ﬂ+l Kn(C,C)

Demostracioén.-

Desarrollemos el polinomio (x-c)2 P:'c(x) en términos de los polinomios

{Qi(x)}:

n+l

(-0 By(x) = Qa0 + T b Qo)

i=0

De la ortogonalidad de los {Qi(x)} se deduce que:

o QxR

1 =0, ..
I ¢(Q,.Q) :

Ahora bien:
P(Q(x-¢)’Py) = <u,Q(x-¢)’PL*> = <u, QP> = 0 i =0, .. 0l

y asi (x~c)2P;'c(x) s6lo depende de los polinomios Qui2(x), Qui1(x) ¥ Q,(x).

El coeficiente b" se obtiene de:

(n) _ ‘P(an(x‘c)zpl'c) _ <ul.QnPrI:‘(> _ krcu ln-l KM](C,C) kn+1

" 0QQ)  9Q.Q) K(co K

sin - mds que utilizar la relacién (1.7.6), e identificando adecuadamente los
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factores se tiene:

(n) _
b, =

. . ) ;
Para el coeficiente b\, se tiene:

P(Qun(x-0)Ph) <ty Qe P> k;

(n) (n+1)

el (P(le'QnH) - (p(Qn+l‘Qﬂ+|) B E'lH—l

y utilizando de nuevo la expresion (1.7.6), después de op  -ar convenientemente
se obtiene la expresién anunciada. o

A partir de estos resultados podemos deducir de una forma distinta los
coeficientes de la relacién de recurrencia a cinco términos verificada por los
polinomios {Q,(x)}:

Teorema 1.7.7.- La sucesion de polinomios ortogonales {Q.}, verifica la
relacion de recurrencia a cinco términos:

(x-¢)’Qu(%) = Qu2(%) + ciml Qo) + c"Qu(x) + ¢ Qui (%) + €MQ,2(x)

donde para n22:

(n) (n) (n)
Coet = B

n+1 +

) -1 (n)
= b 4 4l

n

(1.7.13)

_ a(ny 4 (n-1) (n} .(n-2)
=a,; by +a; b

(n) 4.(n-2)

2 - 2 Yn-2

Demostracién.- De la proposicién 1.7.4 se deduce:
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(x-c)an(x) = (K-C)zP,l,'c(x) +a" (x-¢) - !(x) + (x- c) ‘") ,’,ﬁg(x).

Sustituyendo la relacién:

(x¢)" Pr“(x) = Quax) + bl) Quy(x) + b Qx)

para i = n,n-1,n-2, obtendremos:

(x-0)'Qy(X) = Quua®) + (Bf) + &™) Quu(x) +
+ (b(n) dr(anll b(nl) + a:lnl) Qn(x) +
( (n) b(n !) (n b(n 2)) Qn (X) +
a.'(1n) b(n 2) Qn.z(x)

y el resultado es evidente sin mds que identificar los coeficientes. o

Utilizando un razonamiento similar al empleado en el resultado
anterior, podemos probar que los coeficientes de las relaciones (17.10) y
(1.7.12) se pueden calcular de wuna forma recursiva a partir de los
coeficientes de la relacién de recurrencia a tres términos para los polinomios

(Pr(x)}.

Teorema 1.7.8.- Los coeficientes de las relaciones (1.7.10) vy (1.7.12)

verifican:

(n+2) (n) _ nc ¢
a, +b nel + Bn - 2

+1 n+l —

S I (s
(1.7.14)

bitt &+ 0 &l = 3B + By - 20)

Demostracion.- Sustituyendo en la relacién:
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(x-0)" P%) = Q0 + b") Quy(x) + b™ Q. (x)

las expresiones de Q,(x) para i=n,n+1,n+2 se obtiene:

(n+2) 1

(X-C)ZP,'I'"(x) = PLSx) + (a;” + biM) P.i(x) +
+ (a'(ln+2) Y b'(.:: al(1n+l) + b:\“)) P‘l‘c(x) +
+ b0 a0 + b a) Prix) +
+ 0" 2y P(x)

Por otra parte, si escribimos la relacion de recurrencia a tres

términos para los polinomios P.*(x), en la forma:

(x-0)P,“(x) = P5(x) + (BS-c)PY(x) + YPL(x)

tendremos:

(x-0)"Py(x) = (x-0) [PL5(0) + (B-0P(x) + YR (x)| =

= Puz(®) + (Bry + B; - 20) PLj(x) +
+ (o + B - ©F +¥) Px) +

+ (%(B; + Byy - 20) Pyf(x) +

+ % Yot Pai(x)

y el resultado es evidente sin mds que identificar los coeficientes. o

Nota.- Los resultados precedentes constituyen la base de un algoritmo
recursivo para el célculo de los polinomios {Q,(x)},, a partir de los
coeficientes de la relacién de recurrencia a tres términos para los polinomios

ortogonales {P,',‘C(x)}n. Nétese que las ecuaciones (1.7.14) permiten calcular

: ( 2 2 , ( (n+1
los coeficientes by”, by, a™? y a%? a pantir de a'"), a"), a™V

a,:"*”, para todo n22; para ello basta despejar y obtendriamos:

y

njy 1
br(: = _(_ ch fn-l

a, -
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b:lr:: = IYL(BMI + B
(n+])
-1

(1.7.15)
= Yot + By - O + 4 - bl A™Y L p
R N

n+|

De este modo, basta dar las condiciones iniciales apropiadas para poder
generar recursivamente los coeficientes.

Si escribimos:

Qi(x) = Py(x) + ai" PI(x)

un razonamiento idéntico al del teorema 1.7.8 demuestra que se verifican las
relaciones

(—x_c)2p(l).c(x) _ P;‘c(x) " (3:2) i bgﬁ)) PI(x) +

(x-)’P“(x) = Py*(x) + (2 + b{") Py“(x) +
+ @ + b“) 5 b{") Pl(x) +

+ (b(l} b:“ a(()”) p{]).c(x)

y por tanto se tendra:

2 0
3{) U'B]*BO'

& 40 &+ b0 = o e (- o

asi como:
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(3)

; (h _(2) i) 4 : 2
a " + by a +b?='¥§+(ﬁ‘,’-c) + 7

o + b1 o = i + B - 20

Por lo tanto, estas ecuaciones nos permitirfan  calcular todos los

: P —_ (1) (0) 0 ;
coeficientes, si partimos de a; by  y b\”, los cuales se calculan mediante

las expresiones:

Py(c) Py(c)
aé”:(BI-C)+ : -

1.8.- UNA RELACION DE RECURRENCIA A TRES TERMINOS
CON COEFICIENTES POLINOMIALES.

Deduciremos en este apartado una relacién de recurrencia a tres
términos para la SPOM asociada a ¢. Esta posee coeficientes polinémicos, a
diferencia de la relacién de recurrencia de los polinomios ortogonales

estindard. Antes de establecer dicha relacién necesitamos algunos resultados

. g 1. . .
previos. Primero, veamos que entre los {Q,}, y los {P,°}, existen relaciones

andlogas a las relaciones de Christoffel establecidas entre los [P}, y los

{P(0))..
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Lema 1.8.1.-
L“.!(x,c) Qn(c)
Lo (x.0) Qle)

i) Paix) = K, |
Q,,.](C) Qn(c)
Q,;.](C) Q.;(C)

Qu1(x) Qu(x) Q,,(x)
Qn.l(c) QJ,(C) Q.,+|(C)
Q:.1(0) Qi) Q.,,(c)

ii) (x-¢)*Py§(x) =

Q,1(0) Q,(c)
Q;.1(c) Qi(c)

Demostracion.-
1) El cociente de la derecha, que denotaremos A_,(x), es un polinomio ménico
de grado n-1. Dado un polinomio p(x)e P,2» considerande la expresién de

(x-¢)’p(x) en términos de la familia (Q, ).

n

(x-¢)’p(x) =} 2,Q,(x)
k=0

se tiene:

ko ! ] oL, (x0) Q)
‘Q (© Q,(©) * |o@.LE x.0) Q)

P((x-¢)’p(x),A, (%)) =

k=0 |
Qn.1(©) Qu(©)

R [‘ . |&© Q©
Qp.1(c) Q,(c) k=0 'QI((C) &)
Q,.1(¢) Q,(c)

debido a las propiedades reproductoras de los niicleos y a que
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n-1 n-1

LaQ© =- 2400 y TaQ© = - 4,Q

k=0 k=0

y por tanto A, ,(x) = P’{(x), debido a que (1.8.1) equivale a
<uy,p(x)A, (x)> = 0

ii) Basta utilizar un razonamiento clésico: el miembro de la derecha es un
polinomio de grado n+l, ménico, con un cero doble en ¢, y por ser una
combinacién lineal de Q,,(x), Q.x) y Q,.,(x), es ortogonal a P,, con

respecto a ¢@. Asi, serd de la forma (x—c)an_l(x). con B, ,(x) ménico y
verificando:

(p((x-c)an,l(x),p(x)) = 0, para todo peP,, (1.8.2)

esto es, B, ,(x) = P:,:?(x), puesto que (1.8.2) es equivalente a

<u,p(x)B,,(x)> = 0. o

Nota.- La propiedad expresada en la parte ii) de! lema anterior es sélo una
forma distinta de expresar la proposicién 1.7.6. Adem4s, como consecuencia d=
este resultado, de la férmula confluente de Christoffel y de la proposicién
1.4.1 se obtiene la siguiente relacién en términos de determinantes:

Pa(x) Py(x) P, (x) Qn1(x) Qu(x) Q,,1(x)
Pn-l(c) Pn(c) pn+!(c) = 1'|-|-2 anl(c) Qn(c) Qn+](c)
P, (c) P)(c) P, (c) Qu.1(¢) Ql(c) Q;,4(c)

relacion en la misma linea de la obtenida en la proposicién 1.4.1.

Lema 1.8.2.- Se verifica:

Qui(®) = (x-¢-B)Q,(x) - C,Q,4(x) + D, Pi(x)
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Q,(x)=0, Q(x)=1

" P((x-¢)Q,(x).Q,(x))
n E »

n

Demostracion. -
Escribamos:

(x-0)Qy(x) = Qu(®) + | 2,,Q(x)

i=0
entonces, los coeficientes a, son

Q((x-c)Q,(x),Qi(x))
& = , Osisr.

csto es:

O((x-0)Q,(x),Q,(x))
k

n

&nn

P((x-0)Q,(x),Q,.,(x)) |
k

n-1

an.n-l

Q. (x),(x-¢)Q,.1(x))-MQ3(c)Q,.1(¢)-Q,(€) Q.1 (©)] _
Ky

, QO QO
K.

QAR Q)

K '

0<i<n-2

a,, = -

Netemos por
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~ O((x-¢)Q,(x),Q,(x)) .

T >

y de esta forma:

(©)Qi(c)-Q,(©)Qi(c)
(x-0)Q,(x) = Q,,,(x) + B,Q,(x) + C,Q, (x) - k): Qn il Qi(x)
k.

i=0

de donde

Qi) = (x-c-BQy(x)-C,Qu1(x) + A [QUOL,,(x)- QLG (xc)]  (1.8.4)

por ei lema 1.8.1, se llega a.

A
Qui(x) = (x-¢-B)Q,(x) - C,Q, 1(x) + — ’8",, p gﬂfg

Finalmente de la proposicién 1.4.1 y de la forma confluente de la relacién de
Christoffel-Darboux se deduce:

Q(©) Q)| _ Kt Knileo) Ky Kyy(ei0)
%@ Q@ - TR T T A,

con lo cual se obtiene el resultado buscado. o

Proposicion 1.8.3.-(Relacién de Recurrencia ¢ Tres Términos)
Los polinomios {Q,), verifican ia siguiente relacién de recurrencia a

tres términos con coeficientes polinomiales:

(-0 AH,1Qu1(x) = [(x-¢)'(x-c-BHAG,IQ (%) - [C,(x-0P-AF,]JQ,,(x)  (1.8.5)

Q.,(x)=0, Q(x)=1

b{n'”

Kn.l(csc) H Kn-l (C’C)
- }“-l kn-] n n " ln.l
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Demostracion.- Del lema 1.8.1, se puede deducir que

y Qo) Q,(x) Q,,,(x)
(x-0)" Ky [Q)(e)Ly1(x.0) - QLY (x.0)] = Qui(©) Q) Q,.,)] =

Q..1(€) Q;(c) Qa1(©)

= F.Q,.,(x) + G,Q.(x) + H,G,. (x) (1.8.6)

Expresaremos los coeficientes F,, G, y H, en términos de Q.. (x) y Q,(x). Para
ello basta multiplicar adecuadamente la expresion anterior, haciendo uso de
nuevo lel lema 1.8.1:

Fiky = @((x-¢)’ K, [QUO)L, ,(x,c) - QLY "(x,01,Q,.,(x)) =

’Q,-.(c) Q,(c) K.(c.c) 9

2pl.c .
Qn.1(0) Qi(c) O((x-¢) Py’ (x),Q,1(x)) = -

Gk, = 9((x-0)" K,y [QUOL,(x0) - QLY (x,0)1.Q,(x)) =

-89 8] weortiono

Kn- (C,C) A s Kn- (C'c) n- -~
e l’ﬂ Kt @((x-0)PLS(),Qu(X) = ——— k_, b™ k.
-1 -1

Qi@ Qo)  Kyale)
th = ’Q,}:(c) Qe T Ky i

¥ .
Por dltimo, se multiplica por (x-¢)° en la relacién (1.84) y se
sustituyen estas expresiones, obteniéndose de este modo la relacién. o
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Casos Simétricos

.1 Introduccién.
.2 Funcionales simétricos.

2.3 Una masa en el origen.

2.4 Dos masas situadas en puntos simétricos.




Casos Simétricos
2.1 INTRODUCCION.

En este capitulo, consideraremos funcionales lineales regulares vy
simétricos, esto es, funcionales lineales tales que todos los momentos de
orden impar son nulos. En este caso particular, es bien conocido que la SPOM
(Py(x)}, ascciada al funcional simétrico u verifica que los polinomios de
grado par son funciones pares y los polinomios de grado impar son funciones

impares. Asi, podremos escribir:

P(x) = $,xY) , P, (%) = xS.(x}) 2.1.1)

donde {S,(x)}, es la SPOM asociada al funcional fineal v, definido a partir de
los momentos de orden par de u y los S;(x) son los nicleos ménicos asociados a
{§,(x)}, evaluados en (x.0). De este modo las propiedades de la SPOM {P,(x)},
son deducibies de las propiedades de ia SPOM {5,(x)},. En el segundo apartado
de este capitulo, resaltaremos algunas de estas propiedades y estableceremos
las notaciones que serdn utilizadas en las siguientes secciones.

A continuacion, consideraremos la forma bilineal:
o(f.g) = <ufg> + A £(0) g'(0) (21.2)

definda a partir de un fusncional simétrico u. Daremos una condicién necesaria
y suficiente bajo la cual @ es no degenerada, y asi, podremos construir la
SPOM {Q,(x)}, asociada a ¢. De la simetria de u se deduce que

Qu(x) = S, (x) . Qu.,(x) = xR (x°) (2.1.3)

donde {S,(x)}, es la SPOM asociada a v y {R(x)} es la SPOM asociada al
funcional xv + A8, Asi los polinomios ortogonales tpo Sobolev asociados a (0]
Se construyen a partir de dos sucesiones de polinomios ortogonales estdndard,
y la condicién de no degenerada para la lorma ¢ es equivalente a la
regulanidad de los funcionales v y xv + A8, De nuevo, como consecuencia de la
simetria, veremos que las relaciones de recurrencia adquieren una estructur
particularmente  simple.  Estos resultados, en el caso definido positivo, han

sido estudiados por Alfaro y otros ([2])
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En el apartado cuarto, dado un funcional w regular v simétrico,
consideramos la forma bilineal y simétrica definida por:

witg) = <ufg> + Af'(c)g'(c) + f'(-c)g'(-0)). (2.1.4)

Sea {Q,(x}}, la SPOM asociada a V. Igual que en el anterior apartado,
daremos una condicién necesaria y suficiente para que y sea no degenerada y
asi, podremos construir la SPOM [Qn(x)), asociada a . De nuevo, por la
simetria de « se deduce que los polinomios {Q,(x)}, pueden escribirse en la
forma:

Qi) = Uy(¢) . Quy(x) = xV,(x) 2.1.5)

pero en esta ocasion, (U (x)j, vy {V.(x)}, constituyen SPOM asociadas a

modificaciones tipo Sobolev de los funcionales v Y XV, respectivamente.

De la estructura de la forma bilineal Y. deducimos ficilmente que el

2.9

operador de multiplicacién por el polinomio (x* - ¢*)° es autoadjunto para .
De esta forma los polinomios {Qu(x)}, verifican una relacién de recurrencia a
nueve términos, la cual, escrita separadamente para los términos pares e
impares, puede ser identificada con las relaciones de recurrencia a cinco
términos verificadas por los polinomios (U (x)}, vy [V (x)},.

La anterior relacion de recurrencia no es minimal en el nimero de
términos debido a que la multiplicacién por el polinomio x - 3c’x constituye
tambi€én un operador autoadjunto para la forma w. Asi, podemos encontrar una
relacion de recurrencia a siete  términos para los polinomios {Q,(x)},.
[dentificando  los  términos de la  misma paridcad en esta \dltima relacién,
obtendiemios expresiones para los polinomios (U (x)}, en funcién de los

{V,(x)},. y viceversa.

El estudio de tales formas bilincales, en el caso definido positivy,
fue introducido por Bavinck y Meijer (17] y [8]) para el funcional asociado a

los  polinomios de  Gegenbauer y <¢=l. En estos trabajos ¢! cardcter
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hipergeométrico de los polinomios de Gegenbauer constituye un elemento
esencial para la determinacion de las propiedades de los polinomios de tipo
Sobolev. En un trabajo posterior ([9]) los mismos autores generalizan los
resultados  para funciones peso simétricas en el intervalo [-1,1] y masas
puntuales situadas en los extremos del intervalo. Recientemente, Alfaro y
otros ({2]) han estudiado el mismo problema pero sin restricciones acerca del

intervalo y la posicién de las masas puntuales.

2.2 FUNCIONALES SIMETRICOS.

Un funcional lineal u se dice simérrico si todos sus momentos de orden

impar son cero. Esto es, se verifica:

<ux™'s = 0, V0. (2.2.1)

Dado un funcional lineai regular u, es bien conocido (ver Chihara [20]
pag. 21) que el funcional es simétrico si y s6lo si los polinomios ortogonales

monicos asociados a uw verifican
P.(-x) = (-1)°P (x), VneN, (2:2.2)

De este modo, puede escribirse:

Py () = xT,(x%).

St definimos un funcional lineal v mediante las relaciones:

< x"> = <ux™>, Vnen, (2.2.4)

entonces se verifica que (Chihara [20]. pag. 41) el funcional u es regular ci
y solo si son regulares los ‘uncionales v y xv, y en este caso, dadas las
sucesiones de polinomios ménicos (P, (x)},, {S,(x)}, y {T.,(x)}, relacionadas
mediante las condiciones (2.2.3), {P,(x)}, es la SPOM asociada a u si y solo

si {S,(x)}, es la SPOM asociada a v y {T (x)}, es la SPOM asociada a xv.
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En estas condiciones, es evidente que

T,(x) = S (x), Vnen, (2.2.5)

esto es, T,(x) es el nicleo ménico asociado a la SPOM (S (x)}, evaluado en el

punto (x,0). En consecuencia, de las relaciones (2.2.3) y (2.2.4), se deduce

<14,P§n(x)> = <\'.S§(x_)>, VneN,
(2.2.6)
<14.P§n”(x)> = -:m',(S;):(xp, Vne .

Por tanto, si notamos por Kax.y), ky(x.y) y ky(x,y) a los nicleos asociados a

las sucesiones (P (x)} {S,(x)., y {S;(x)}n, respectivamente, de la simetria
se deduce que:

Kau(xy) = k0509 + xy k(2 y?)
Ko (y) = k,(%y%) + xy ki(x’y2).
La condicién (2.2.2) implica que:
Pyni(0) =0, P3.(0) =0, Vnen,
y de la regularidad del funcional xv se obtiene
5.00) = P,.(0) # 0, Vnen.

Por tanto, para los nicleos se tienen las siguientes expresiones:

Ka(x.0) = Ky, (x,0) = k (x*,0

(2.2.10)
Kot (x0) = Kit "0 = xk.,(x2.0)

Y €n consecuencia:

K3, (0.0) = Kil0.0) = k,(0.0). (2.2.11)
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2.3 UNA MASA EN EL ORIGEN.

Sea u un funcional regular y simétrico sobre el espacio de los
poiinomios  con  coeficientes reales P, consideremos la forma bilineal y
stmétrica definida por:

o(fg) = <ufg> + Af'(0)g’(0) (2.3.1)

Como consecuecia inmediata del teorema 1.3.1 y de la relacion (2.2.11)
deducimos una condicién necesaria y suficiente para que la forma ¢ sea no
degenerada:

Teorema 2.3.1.- Condicion necesaria y suficiente para que exista la SPOM con
respecto a ¢ es que:

I+ A k(0,0) # 0, Vn21, (2.3.2)

en cuyo caso, si notamos por {Q(x)}, a la sucesion de polinomios ortogonales

monicos asociados a la forma bilineal (2.3.1), se tiene:

RO,
Q.(x) = P,(x) - : K.} (x.0)
1+ A K500

A partir de esta representacion deducimos las siguientes propiedades

para los polinomios Q,(x):

Corolario 2.3.2.-

i} Qq(x) = Py (x), VneN

i) Q(-x) = (-1)"Q,(x), Vnen.
iii) Q.(0) = P (0), VneN.
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Demostracion. -
1) Es trivial. pues P; (0) = 0, Ynen.
i) Claramente, para n par se tiene Q,,(x} = Py (x), Vnen.
Para n impar, usando las anteriores expresiones de los nicleos, se

tiene:

A P:(0) (0.1)
Q.(x) = PAx) - K, (x,0)
I+ A K!'50.0)

: : 0.1
y el resultado se obtiene teniendo en cuenta que tanto P (x) como K,‘,.z (x,0)
son funciones impares.

ii)) Es suficiente evaluar la expresion de Q,(x). o

A partir de este corolario, podemos escribir:

Qun(¥) = S,(¢) . Qyy(x) = xR_(x), (2.3.9)

donde S (x) es el polinomio ortozonal ménico de grado m con respecto al

funcional v y los R (x) son polinomios ménicos de grado m.
Puesto que obviamente Q) ,,(0) = R.,(0), tenemos que:
<XV, R (X)R (x)> + AR (0)R(0) = <. XR,(X)R | (x)> + AR (0)R_(0)=
<uxR (xR, (x*)> + AR (O)R_(0) =
<U.Qu 1 (X)Qpp (0> + AQS L (0)Q5,,,,(0) =
= Q(Qu01 (). Qg1 (X))

lo cual prueba que (R (x)}, es la SPOM asociada a la forma lineal xv + A,
Notese que dicha forma lineal es regular si y s6lo si se verifica la condicién
(2.3.2).
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Estudiemos ahora el problema reciproco. Consideremos un funcional v

‘
tal que v y xv sean regulares. A partir de v podemos construir un funcicnal

SIMELrico u en la forma:

2 2m+1
<Ux"> = <vx™> , <aux™'s = 0, VYmen. (2.3.5)

Supuesto que la forma lineal xv + Ad, es regular, definimos ¢ como la forma
bilineal dada por la expresion:

@®(p.q) = <u,pg> + X p'(0)q’(0).

Notaremos por {P,(x)}, la SPOM respecto a u, {S,(x)}, la SPCM asociada
a vy {Ri(x)}], la SPOM asociada a la forma lineal xv + Ad,. Definamos la

o

sucesion de polinomios:

le(x] = Sm‘.xz) " le‘l(X} = x]'{m(xz)'

Nuestro objetivo es probar que la familia de polinomics ménicos
1Qu(x)},, asi definidos es la SPOM con respecto a la forma bilineal 0.

De la simetria de u se deduce directamente que
O(Q,(x).Qqps (X)) = 0,  VmneN.

Por definicién, Q,,(0) = 0, luego

<1,5,(x)S,(x)> = <u,S (x5, (x°)> =

= <UQn,(X)Qy(x)> + AQ3(0)Q5,(0) = ¢(Qy,(x),Q,, (X))

y ademds, como Q,_.,(0) = R_(0),
XVRU (R, (x)> + AR (OR{0) = <v xR (x R, (x)> + AR (0)R_(0) =
= <ux’R ()R (xD)> + AR (O)R,(0) =

= <u'Q2n+l(x)anv1(x’) + ;‘~Q£n+1(m05nm‘“) =
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= (P(an+|(x)-Q2m+l(x”

concluimos que {Q.(x)}, es la SPOM asociada a la forma bilineal ¢.
En resumen, hemos probado el siguiente:

Teorema 2.3.5.- Sean u v v funcionales {ineales regulares, relacionados
mediante las ecuaciones (2.3.5), ¢ la forma bilineal definida por (23.1) y
(Qux) o {8,001, v {R(X)), sucesiones de polinomios ménicos relacionadas
por (2.3.4). Entonces ¢ es no degenerada si y sélo si la forma lineal xv + Ad,
es regular, en cuvo caso, {Q,(x)}, es la SPOM asociada a ¢ si y solo si
{S,(x)}, es la SPOM asociada a v Yy {R,(x)}, es la SPOM asociada a la forma
lineal xv + A,

Por tanto las dos sucesiones de polinomios monicos {Sa®}, ¥ {Ry(x)},,
son sucesiones de polinomios ortogonales estdndard.

Sustituyendo las expresiones (2.2.3), (22.10) y (2.34) en (2.3.3),
para n impar, obtenemos una expresién para R (x) en términos de la SPOM

{S.(x)}:
Proposicion 2.3.4.- Los polinomios R, (x) verifican:

. LS00
R,ix) = S (x) - k,..(x,0).
1 + )\, kn_[(C,O)

Notemos que este resultado es consecuencia de ser R, (x) ortogonal con

respecto a xv + Ad, y S,(x) ortogonal con respecto a xi.

En la seccién 1.5 del capitulo anterior se demostré que la SPOM
(Qu(x)}, verifica una relacién de recurrencia a cinco términos (proposicién
I.5.1). En este caso adopta una forma mds simple, pues debido a la simetria de

los polinomios se tiene
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Yy por tanto se obtiene:

Proposicion 2.3.5.- La sucesion de polinomios ortogonales {Q,(x)}, verifica la

siguiente relacion de recurrencia a cinco términos:

X Q) = Qua®) + ¢ Qux) + ¢ Q. ,(x),

donde:

w M % PO)P.,(0)

1
by = I‘Yn * Yo ] T I # —
n TR Tk BRI

s
- ” ;Ln,: Tn ‘Yn‘]'

Es de destacar que para n par (respectivamente n impar), la relacién

. , 2 : i
anterior se puede obtener sustituyendo x° por x en la relacién de recurrencia
a tres términos para los polinomios ortogonales estdndard {S,(x)},
(respectivamente (R (x)},). De hecho, si escribimos las relacicnes de

recurrencia para {S_ (x)}, v {R,(x)}, en la forma:
x S,(x) = S, (x) + {, S§,(x) + n, S,,(x), n21,
x Rix) = R, ;(x) + § R (x) + v, R ,(x), n2l,
se tiene:

(2n)

=Cn = Y t Yoon

(20) _
= Cn2 = Ton Yan

(2n+1) _
gn = Cope e
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7\’ln ;L P.;.n+l(0)P?‘.nl(0) A1n+|

- ;-A':_""' HJDIHI + Y2n+2I - — Yane1 Yon I+ —

In+ L.?ru ! kln*l Zn

_ (2n+]

A’Zni-l }L’ln.’.
2n-1 — l«s A~ ‘Ylm] Y}n‘

2n "'2n—|

Continuando con el esquema del primer capitulo, podemos relacionar la
SPOM {Q.(x)}}, con las sucesiones de polinomios ortogonales ménicos {P,i,‘o(x)]n

4 ' ' . . 2
i=1.2, asociadas, respectivamente, a los funcionales lineales wu, = x“u y

4 . ; s . 2
Uy = xu. Las expresiones que relacionan estas familias de polinomios

obtenidas en la seccién 1.7, se simplifican en el caso simétrico. Sin embargo,
la expresion (1.7.7) no puede ser deducida directamente de la proposicién
1.7.3, pues como consecuencia de las expresiones (2.2.8) se tiene que
K*0,0) = 0, Vnen,

En primer lugar, reescribiremos el lema 1.7.2, teniendo en cuenta la
simetria de los polinomios y tomando c¢=0:

Lema 2.3.6.- Para los polinomios {P:,'O(x)ln. 1=1,2, se verifica:

T PO)
1) xP(x) = P(x) - — K, ,(x.0),

K,.,(0,0)
en particular xP,‘,j?(x) = P (x), para n impar.
i) PM0) = P(0).

1.0

R P | Py1(0) 1.0
ii) xPrip(x) = Py(x) - ——— K 2(x,0),
K. 9(0,0)

. 2.0 1.0
en particular xP.'5(x) = P ((x), para n par.

iv) xlﬁlj?(x,ﬂ') = K;U‘”(x.()), Y come consecuencia Krllj(l'((}.ﬂ) = K{""0,0).
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) / ; : . 0 0,2 i
Vi Notando, como es habitual, por k., = <ul.(Pl_|} >, se tiene

K,(0,0)
K, ,(0.0)

P . 5 0
en particular, si n es impar se tiene k., =k,

Proposicion 2.3.7.-

(1 - ) Px) + a, x* PX(x)

A Ky 0.0)

donde a, =0 vy

n

1+ & KM0.0)
Demostracion.-
Para n par es trivial. Para n impar se tiene:

A‘ péml(O) (0.1)
Qane1(X) = Pypy(x) - K,, " (x,0).
1+ & K00

Del lema 2.3.6 deducimos

P31 (0) Ky '(x.0) = P3(0) KiV(x.0) = PLY0) x KL%(x,0) -

2n 2n

r

= Ky 00) [xPy°x) - xX*P20(x)| = Ky "(0,0) {sz(x) 2 xzp;;‘_’,(x)]

2n
J

A KSVO06) v a0 ]
Quper(¥) = Papy(X) - [Panit - x‘Pz;q.l(x)J.
I+ A KiP,0)

y per tanto:

2 52,0,
Q2n+l(x) = (l - 0’2n+i) P2n+!(x) + O"'.Zml X Pznrl(x}‘ u
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Para los polinomios {Q,(x)}, se obtiene una representacion en términos

de los {Pl'“(x)ln andloga a la de la proposicién 1.7.4:
Proposicion 2.3.8.- Para todo n>2 se verifica:

Q.(x) = P.°x) + a'™) PLYx)

donde

Observamos que, para n par, la expresion de este coeficiente es

2n

= =Yy, # 0.

. (2n)

5 1o |
P §

v Voo bl . 2 .
Al ser u un funcional simétrico, el funcional U = Xu que define la

10 . N ..
SPOM ({P,"(x)},, es asimismo simétrico. De esta forma remitiéndonos a los

resuitados del apartado 2.2, podremos escribir:

2

P,:’(x) = W”{_xz). Pér‘,f,(x) = XW.(x*), Vne,

«N

donde {W, (x)j, es la SPOM asociada al funcional xv. Asi. sustituyendo x* por x

en la proposicion anterior se obtiene:

Corolario 2.29..

(2n)
Sn(x) = Wn{X) * al‘_nnE Wn—l(x)

_ ,-. (2n+1) ‘)’. 3
R.(x) = W (x) + a, W (x).

2n-1

Nota.- Obsérvese que en las anteriores expresicnes W (x) = S, (x).
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2.4 DOS MASAS SITUADAS EN PUNTOS SIMETRICOS.

Sea u un funcional regular y simétrico sobre el espacio de los
polinomios con coeficientes reales P, sea (Py(x)}, la sucesion de polinomios
ortogonales monicos  definidos por u« 'y notemos por K (x,y) a los
correspondienies nucleos.

Consideremos la forma bilineal y simétrica definida por:
Vit = <ufg> + Af'(c)g’(c) + £(-0)g'(-0)]. (2.4.1)

En primer lugar, estudiamos las condiciones para la existencia de una
sucesion de polinomios ortogonales ménicos, {Qn{x)},. asociados a la forma
bilineal (2.4.1). Nétese que, debido a la simetria de u y a la estructura del

producto v, los polinomios Q_(x) .si existen, verifican:
Q.(-x) = (-I" Q,(x), Vnen.
De forma andloga al desarrollo de la seccién 1.3, obtenemos:

Teorema 2.4.1.- Condicién necesaria v suficiente para que exista SPOM con

respecto 1 \J es que:

Aot = 1+ A K% o) + DK e-0)] # 0, Va1,

en cuyo caso:

Pi{c) .
Qu(%) = Py(x) - A — [KV(x,0) + (-D™K ix,-0)] (2.4.3)
ln-l
Demostracion.- Si existe SPOM con respecto a v, estos polinomios admiten una

expresion en términos de los {P(x)};:

n-1

Qu(x) = Py(x) +) a,; Pi(x)

=0
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\M‘T]\i('

QP> wQuP) - MQP;(€) + Q-)P(-c)]

A =

<up> <u.Pf>
~QOIPe) + (D"'Po)]
f\' T e — U

<u.P‘]>

Qu(x) = P,(x) - A Qo) [KY;"(x0) + (1)K x,c)] .

n

Dertvando la expresion anterior y evaluando en x = ¢, se deduce:

Yo + (DMK e 0] = Ple).

S e
(\)n“} lI T A([\r 1 n n

Supongamos que existe neN tal que
" T 1 B PTE i -1 pr(1,1)
b+ MK Cel) + (Y K el =0
entonces, por (2.4.4), P, (¢) = 0, luego
(4]

(11 n,-! yr (115
1 + MK, () + (-D"™ K "V(c,-c)] = 0,

O

v volviendo a usar (2.4.4), P, ,,(c) = 0. De esta forma:

P (c) = 0, n2n,,

v exactamente igual gue en el teorema 1.3.1 este resultado contradice e! hecho
de que dos polinomios ortogonales estindar consecutivos no pueden tener raices

comunes

Reciprocamente, supuesto que A_,#). VneN, veamos que la sucesién de

*n-1

polinomios ménicos dada por
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~0.1) Vasr il 1)
[Ki.i x0) + (DK Vix,-0))

n

}"u-l

son ortogonales respecto a . Sea p(x)eP,, un polinomic arbitrario. Entonces,
utihizando ia expresion (2.43) y las propiedades reproductoras de los

niicleos, se nene

V(Q,(x).p(x)) = <u,Q,(x)p(x)> + A Q)©)ip’(c) + (-1)"'p’(-¢)]
y utilizando la expresion (2.4.3),

n-l_y

W(Q,(x),pix) = <u,Q,(x)p(x)> + A QX(c)[p’(c) + {-1) p(-c)] =

= <u,P (x)p(x)> - A— i<u.K:_']g“(x.c)p(x): + (-1)“']«:u.K?i“(x.—c,p(x)>} +

[p'(c) + (-1)"'p'(-0)] = 0.

Corolario 2.4.2.- En las condiciones (2.4.2), se tiene
P.(c) F,(-c)

Qe) = ——, Qlc) = —,
Ao Ao

Corolario 2.4.3.- Con las notaciones anteriores:

A
w(Q,.Q,) = <uP (x)> -—

Demostracion.-
Basta multiplicar, utilizando la expresion del corolano 2.4.2:
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VQ,.Q,) = wQ,P) = <P (x)Q,(x)> + AQ, ()P (c) + ffl)"'lP,;bc}f =

= <UPx)> + A —— [Pc) + (1)™'P(c)] =

% [ Pie)’
= <u,P(x)> [1 +2h — — | =

<u.P§(x)> i“_,

: A, + 20 Pr‘,(c)zku.Pzn(x);-.'
= <y,P (x)>|—-— J =

A

e = <:u.P,‘:(x)> -

i <

: I+ MK eo) + (™K e, o 7 S
e SRR

pugsio que, como consecuencia de la simetria, se tiene:
4 n+lpy»
Pale) + (1) P(c)=0 o
Debido a la simetrfa de los polinomios Q,(x) podremos escribir:

QX = Up(x) ,  Quu(x) = xV, (x2). (2.4.5)

Estudiemos ahora las condiciones de ortogonalidad para los polinomios
Un(X) 'y Vg(x). Si calculamos los valores w(Q .Q,.) v W(Q2001:Qamat)s
utilizando las notaciones del apartado 2.2, se obtiene:

W(QZH(,\()stm(x)) = <u,02n(x)sz(x)> + 2A Q.:!n[c} Qim(C} .
< U (AU, > + 8A? Uled) Ued) =

<v,U,(0)U,(x)> + 8A¢® Ul(c) U (D)
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W(Q20 01 (X Qo1 (X)) = <t0,Qyp, 1 (X)Qsp0(X)> + 21 Qaei€) Qi) =

= <UXV,(xIWV_ (x> + 2 [V,(c%) + 2c:V,“(cz)Ile(C:) + 2V (ch) =

2 4| [Vimle)
4hc’ 8Ac’ vn;(c“-_]J

= <xv,V (x}V_(x)> + IVn(c:),V;(cz}]

y de este modo (U, (x)}, es la SPOM asociada a la forma bilineal
V(fig) = <vfg> + 8§ 4 ¢t f'(cz)g‘(cz)

y {Va(x)}, es la SPOM asociada a la forma bilineal

24 4hc?| [ g

vi(f.g) = <xv.fg> + [f(c)).f(c)] P :
4rc” 8ACT| [g'(cY)

(2.4.7)

De este modo, la SPOM asociada W puede ser construida a partir de dos

sucesiones de polinomios ortogonales de tipo Sobolev

Es evidente que la forma bilineal y serd no degenerada si y sélo si lo

son las formas y Si sustituimos en la condiciéon (2.4.2) los nicleos
P -

s
asociados a u, segin la expresion dada en la férmula (2.2.7). obtendremos las
condiciones necesarias y suficientes para que la forma y sea no degenerada en

términos de los nicleos asociados a v y xv:

Corolario 2.4.4.- Condicién necesaria y suficiente para que exista la SPOM con

respecto a \y es giie Yn2l simultaneamente se verifiquen
3 2 L., 2 2
Ay =1 +8hc" Kk ;(cc) =0

A = 1+ 24 [k (e’ c)) + 4PN e + 4P eh) # 0
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Notese, que cuando c¢=0 obtenemos los resultados del apartado anterior,

para un valor de A distito.

Como consecuencia de la expresion (2.4.3) puede obtenerse una expresién

para el polinomio Q,(x) en funcién de P.x) ¥ P (x)

Proposicion 2.4.5.- E/ polinomio Q.(X) se expresa en términos de P.(x) y

P, \(x) mediante la férmula:

(F-¢)'Q,(0) = qyxn) P(x) + qy(x.)P, ,(x) (2.4.10)
donde q(x.n) son polinomios de grado i (i=34), que vienen dados por:

7 g N | 9] - A. PI;(C)PH|(C) | 9 A. P;(C)pr‘!-l(c)
gs(x,n) = (x°-¢)" - 2(x"+°) — - - - 2¢(x"-¢") — i

i-nw Ko Ay kn-

% PUOP, () . (P
qa(x,n) = 2x [2¢ — S # (XA e .

: k..
/Ln-l L A‘n-l n-1

.. . 3 {0,1), (0,1)
Demostracion.- Recordemos las expresiones de 3 xe) y K U(x,c) en

términos de los polinomios P (x) y P, (x):

i 1
(x-¢)* K% Vxe) = — [P,,(x}Tl(Pn_,.c)(x) : Pn,(x)T,(Pn,c)(y.)]
k

n-1

. ‘ 1 ;
(x+¢)” K,‘,’,J;l'(x.-c) = —— [Pn(x)T]!P,,_i,-c)(x) - Pn__l{x}T,(Pn,—c)(x)]

n-1
En estas expresiones, debido a la simetria de los polinomios, se tiene:
(_1)“'] T!('Pn_P‘CP = ('l)n][}]n I")+})|-‘]](-L)(X+C)i = PnI(C)'P;],](C)(xﬂ)

CD™ TUP0) = (D[P 4P (-0)(x+0)] = -P,(c)+P!(c)(x+c).
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Finaimente, sustituyendo en la formula (2.4.3), y agrupando en P (x) y

P, (x). se concluye el resultado. o

Notese que los coeficientes polinomiales de la anterior  relacion

verifican que G4(x.n) es una funcién par ¥ Qa(x,n) es una funcién impar en x.

% : 2y ¥

La proposicion anterior muestra que el polinomio (x"-¢")°Q,(x) es un
polinomio cuasi-ortogonal de orden § respecto a u y por tanto puede expresarse
como combinacion linezl de nueve polinomios P,(x) consecutivos, en la forma

siguiente:
Proposicion 2.4 6.-

(x*-¢)Q.(x) = Pos(X)+04,00P, ()40, P, (x)+ 03P, )+ "P. ,(x) (24.11)

donde

) .. 24 Pi©)P;5(c)
anff - [.Yn'».‘ * Yoag Yn+l + S 2("‘] pllE e pr

A'n 1 kn-z

(n)

U.n = [Yn+27n+l + YnYn-l + (Yrul * Yn 5 Cz)b] 3

2 Bilofae) 2 Pl dc)
= [Yn*l * Yn : 2~ 2C~J R R e

s [ &

: P .2(c)P.(c)
= l-YIHl + -/n + Yn-! i Ynz = = ﬁ_k;_;__—

A‘n*«l
= Yn Yn-i .Yn-l Yn-] ~ # 0
A

n-l

Demostracion.- Si desarrollamos  (x"-¢*)"Q,(x) en términos de los
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tendremos

n+l
(x-c)Qux) = P, ,(x) + Ea:"' P.(x)

1=0
donde

o SOCEYQUOP>  W(Q(0.03 P (x)
a = - =

qth,( X)P,(x)>

<u.P,(x)P,(x)>

De este modo, por la ortogonalidad, a"'=0, 0<i<n-$, y por la simetria o’ =
ni 1)
= Ope; = 0,y = 0"y = 0, con lo que:

g ) (n)
(X7-C)Qu(x) = Py(x) + 0 00P,0(x) + VP (x) + 2,"3P (%) + a"P. (x).
Para  calcular los coeficientes, basta considerar la relacién de
recurrencia que verifican los polinomios {P,(x)},:

XPB(X} i pn+|(X) *h pn-l(x)

de la cual se deduce que

(XZ'C:):Pn{x) - pn-t-I‘X) * {Yna-,l s e %o - zcnlpn*z(x) i

* [-YmIYrHI * YnYn-l i (‘le + Yn 7 C:‘)2”‘)n(x) >

i YnYn-I {Ynﬂ + Yn + Yn—l + Yn-l 5 2C2}Pn73(x) 3

* % Y1 T Yo Pkl

o, =

n+.

. <u.(x3—cz)2Qn(x)Pn,3('x)>

i
<P, 5(x)">

<1,Q,(x)P (x)>

n

= Yna-'jfynﬂ[y:w,{+Yn+2+?n¢]+qn—2<'\.l s e g

<u,P «{x)“‘>

n+o
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<u,Q,(x)P, 5(x)>
+ .YI'H:’YH*]Y[‘:Y“,I =

X
<u,P,,5(x)">

2 2& Py(©)P5(c)
i [Y"*‘+Y=H3+Yn+l+Yn"2chl ' Ym-E‘YnHYnYn—I S S e

A‘n-] ll(n+2

2 2A Fr:(C}P;,_z(C)
. IY"+V‘+Yn*2+Yn+]+Y:1'2Cbl R S

)"n‘] a2

o™ = < (x*-c*) Q(x)P, (x)> .

<u,Pn(x)2>

y . <u,Q (x)P,(x)>
= [Yn+lyn+I+YnYn-[+(.Yn+]+‘Yn‘ch)hl -+

<u,P,(x)*>

. <u,Q (x)P, 5(x)>
¥ YnYn-l[Yn+|+yn+'Yn.1+'Yn,2-2C-] <+

<u,P (x)*>

<u,Q,(x)P, 4(x)>
+ YnYn—IYn-z'Yn._x « =
<u,P,(x)">

= lYn+2‘Yn+! Yotn-1 +(Yn+ 1 +.Yn'c2)2] 2

., 5 PP dc) 3 P fe)
" Hath*hi g )= == P g e Heiiin

Aoy kn-2 iﬂ_] | A

<u,(x*-c*)*Q,(x)P, ,(x)>  <uQ(P,(x)>
o g g A n—2'2c i i ¥
<u,anz(x)2> <u,P, ,(x)">

1. <UQ ()P, 5(x)>
b N AT AR AR AT - — >
<u,Pn_2(X) >
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5 <u,Q (X)P, 4(x)
i .Yn Q.Yn ‘[Yn 1+Yn :+‘Yn3+Yn-4'2Ch] T mme——

<u.Pn_2(x)2>

<“~Qn(X)P,,_,,(x)>
* T EY"I‘-‘YW-?-YH b '%___“‘*—--ﬁ—— =
<u,P2(x)">

Ani 5 Pr2(c)P(c)

B e
At Ay o

<u.(x2-c2)an(x)Pn_4(_'x)> W(Q,(x),(x*c*)P, 4(x))

(n) _

an-4 &
<u,P, ,(x)"> kg
W(Qn(x)'Qn(X)) kn i‘n+| i’n+l
= Ao e = YnYm Y!\-2Ynn ~ a
K o Aoy ] : A

Como consecuencia del cardcter autoadjunto para el operador de
I % i . ¢ g s 2 ‘ it
multiplicacién por el polinomio (x°-¢%)", los polinomios {Q,(x)} verificardn

una relacion de recurrencia a nueve términos en la forma:

Proposicion 2.4.7.- (Relacion de recurrencia a nueve términos)
La sucesion de polinomios ortogonales {Q,(x)}, verifica la siguiente

relacion de recurrencia a nueve términos:
29 (n) {n) (n) (n) 24.12
(x - ) Qn(x) = Qn+4(x)+cn+2Qn+2(x)+Cn Qn(x)+cn-2Qn-2(x)+cn-4 n—4(x) ( ik )

Demostracién.- Puesto que (xz-cz)an(x) es un polinomio de grado n+4, podrd
expresarse:

n+3

(e)'Qux) = Quua®) + | 6"Q®)

k=0
donde
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W W) Q,x).Q ()
G = - _ . 0<k<n+3.
W(Qk(x)‘Qk(x)}

Debide a la ortogonalidad, se tendrd:

o VOEYQM.QM)  WQ 0.0 QX))
g _ B =0, si 0<ks<n-5,
W(Qu(x),Qu(x)) W(Q,(x),Q(x))

. , (n) ) s
y por fa simetris: ¢ =5 = oo =6 = 0. A,

n+3 n+1 n-1

(V) = Qs+ Qu 2 ()¢ VQ, (1)+¢MQ, L0+ ™Q, 4(X). ©

La expresion para los coeficientes c:"’ puede obtenerse basdndose en Ia
proposicion (2.4.6):

Proposicién 2.4.8.-
(n) 3 3, PruolPse) 25 PiOP..)
Chez = [Yn+3+.Yn+2:'n+l+Yn'2C&] I = TS T M e

A"|+3 kn+2 i‘n-l kn-Z

in) ;\‘n'] 2.2
Cl:i B o [Yn+2Yn+l #+ ‘Yn.Yn-I * (Yn+l + Yn -C ) I b
Anﬂ

24 PL(c)P;4(c) R
= = Y The Yoz Ball * =
At A

n-1

24 PL(c)P;,(c) & Anar| 20 Praa(©Pi(<)
- = 1lvn+1+7n+*fn1+7,..z-2c‘l B R T

At ka2 ).“n-] Aoy n
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L(n)

Cnd = Yn ‘Yn-l Yn: ’Yn 3

Demostracion.- Por la proposicién anterior, se tiene:

(n) ‘p((xz'cz):(gn(x).(z(x))
i , i =n-4, n-2, n, n+2

W(Q,(x),Q,(x))

basta utilizar la proposicion (2.4.6) y el cardcter autoadjunto dei pelinomio

i s oL | e
(x"-¢")" con respecto a la forma bilineal y. o

A partir de las expresiones (2.4.5) y de la relacién de recurrencia

pueden obtenerse las relaciones de recurrencia a cinco ténminos para los

polinomios {U_ (x)}, y {V (x}},, sin mds que sustituir x por x":
Corolario 2.4.9.- Parc las sucesiones de polinomios (U (x)}, y (V,(x)}, se
verifican las siguientes relaciones

(2n)

(x-c)Up(0) = Upyg(®) + c5im Upy(x) + ca” Uy(x) +

e 2 U L) + e UL (2.4.13)

2n-2 n

(2n+1) (2n+1)
- Vn+2(x) +C Vn+l(x) + Consl Vn(X)

2n+3

" C(:I‘H‘li Vn‘i(x) 4 c"zn"'” Vnz(x) (2.4.14}

2n-1 -3

Debemos notar que la relacion de recurrencia nueve términos no es

TR 353 -
minimal, puesto que el operador de multiplicacién por x’-3c’x es también
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autoadjunto con respecto a y y de este modo:

n+3
,‘ - ‘2 o (n) \
(x-3¢"x) Q,(x) = X d; Q(x)
1=n-3
siendo esta Gitima relacién minimal en el nimero de términos que intervienen.

P a2 P
Comenzaremos por expresar el polinomio (x’-3c x) Q,(x) en términos de

los polinomios (P, (x)}:

Proposicion 2.4.10.- £l polinomio (x-3¢x) Q.(x) verifica:

(XR'3CQX) OH(X) s Pml(x‘ * B“" 'pml(x) " et I)n-l"r‘x) + B:ln': pn-l(x) (2414)

n+l n-l

donde:

.

= Dz #¥-367] - —

k.,
)Lwi e

1 PeiP, 4c)

ﬂ 91 PAOPLe)
= {Yn+1+.Yn+Yn—i_3cﬁ!Yn : {-Yn+.}lnrl+‘¥n :-7’C.| & S

%

Anl

2 PLUCP ()

% k
)‘n—l n-4

(n) _ ;L"'I
Bn = anl Yn-'.? e
Aot

Demostracién.- Para el polinomic (x'-3c’x) Q,(x), podeiiios escribir:

n+2

(x™-3¢*x) Q. (x) = P_5(x) + [ﬁ:"’Pk(x)

k=0
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1 8 -
AP <UL -3EX)QIP G > wQ,(x),(x -3¢ X)P, (x))

«:::.Pf{_x)) <u.Pf(x)>

Entonces, por la ortogonalidad, B,"=0, 0<k<n-4 y por la simetria B2 = B™=
Busa = 0. Asi,
(x-3_3c-1-x} Qn(x) = Pnﬂ{x) » |3|(|?II P"‘](K‘) . ﬁ::nl] Pn-I(x) * B‘(‘"_: Pn-3(x)‘

Para obtener la expresion para los coeficientes, basta sustituir  la

siguiente expresion:
(K3-3C2X)Pn+](x) = pn+4{X) > [Yn4.‘ + 'Yn+3 » q?'mt] 7 3C2] Pn+2(x) 5

* j Wm: * % * : A 3C:’ Pn(X) o

* Yn+i Yn ’Ynl Pnl“\:)‘

que se obtiene a partir de la relacién de recurrencia a tres términos, en las

i ) A
expresiones de los B" y agrupar convenientemente. o

Proposicion 2.4.11.- (Relacion de Recurrencia a siete términos)
Se verifica la siguiente relacion de recurrencia a siete términos para
los polinomios {Q,(x)},:

(-3¢%) Qu%) = Q300 + dM) Q,.,(0) + d™ Q, () + d) Q.4x) (24.15)

n+l

donde

& = 3 - 2 Pa(©)Pa©) 24 Praa(ciPy, ()
el = st T hai* a3 ) - — —

: = . &

n+o

ind i’ni
Mt by

(n)
-1 In

d;n—l)
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(n) A‘n*l A‘n--J
du 1 * 5 % Y et

At A

. - . . 3 2 o -
Demostracion.- Desarrollando el polinomio (x-3¢"x) Q,(x) en términos de los
polinomios {Q,(x}}, tendremos:

n+2

(x-3¢*x) Qu(x) = Q,,4(x) + [dika(x)

} =0

YI-30Q,(0.Q (%) WQ,(x).(x*-3¢*X)Q, (x))
W(Q(%).Q(x) WQM.Q(x)

lnl__
G

De nuevo, d,"=0, Osk<n-4, por la ortogonalidad, y por la simetrfa d") =

(m) (n) -,
d, =d,,,; = 0. Asi

(x™-3cx) Qu(x) = Qu3(x) + dyy) Q,uy(x) + iy Q%) + 3 Q).

El coeficiente 4\ se calcula a través de la relacién (2.4.14), usando

3 ; R B
el cardcter autoadjunto de la multiplicacién por x°-3c°x.
i] p

: ) s . .
Para el coeficiente d."] observamos que de las expresiones anteriores

se deduce

\p{(x"-_%c:x)Qn(x).Qn.ﬁX)) W(Q,(x),(x-3¢'x)Q, , (x))
W(an(x)sQn,]\‘X).) \U(Qt "J().Qn_](x.)‘l

(n)
-1

y por tanto:

'k

d‘l;-l =Yn d]:nh

Finaimente, la expresion para d."; es evidente. o
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A parur de las expresiones (2.4.5) y de la relacion de recur-encia a
ele terminos - pueden  obtenerse las expresiones para los polinomios  {U, (x)},

: i 2
en tuncion de los {V (G, (y viceversa), sin mds que sustituir x por x°:

Corolario 2.4.12.- Para las sucesiones de polinomios (U0}, v {V.(x)), se

verifican las siguientes relaciones

(x-3¢W (%) = Vo, (x) + 42 V (x) + gl ¥ 0+ a™ V,2(x) (2.4.16)

n

2 s ; (In+l) T
W) = U (x) + dy), ) U (x) +

(2n+1)
n 1

U LFII'I(X) +

¥ (léi”}‘: L'”:(,\;) (2417)




CAPITULO 3

Ejemplos Clasicos

3.1 Introduccidn.

3.2 El caso Jacobi.

3.3 El caso Laguerre.

3.4 El caso Hermite.

3.5 El caso Bessel.




Ejemplos Cldsicos
3.1 INTRODUCCION,

En este capitulo analizamos las propiedades de los polinomios tipo
Sobolev,  estudiadas en los capitulos  antericres, en algunos casos
particulares;  concretamente, se  consideran los  casos  cldsicos: Jacobi,

Laguerre, Hermite y Bessel.

Cada ejemplo considerado es un modelo para situaciones particulares: el
caso Jacobi para un funcional asociado a una medida con soporte compacto, el
caso Laguerre para un funcional asociado a una medida con soporte no acotado,
el caso Hermite es un caso simétrico y el caso Bessel proporciona un ejemplo

de un funcional regular no definido positivo.

En estos ejemplos la eleccién del punto ¢ viene dictada por el deseo de

conservacion de algunas propiedades: en los casos Jacobi, Laguerre y Bessel el

. . . 1.c. . . g
punto ¢ se elige de forma que los polinomios P, “(x) sigan siendo cldsicos y

en el caso Hermite se considera el punto ¢=() para conservar la simetria.
Los problemas que se estudian son los siguientes:

a) Coeficientes de la relacion de recurrencia a cinco términos.
Comportamiento asintético de los mismos.

b) Coeficientes de la relacién con los polinomios asociados al
funcional u,.

¢) Existencia de andlogos a las férmulas de Rodrigues.

d) Existencia de wuna ecuacion diferencial de segundo orden con

coeficientes polinomiales cuyo grado es independiente de n.

El caracter hipergeométrico de los pelinomios ortogonales clisicos da
lugar a la bien conocida propiedad de derivacién para los polinomios cldsicos:
las derivadas de los polinomios cldsicos son a su vez polinomios cldsicos y
de la misma clase. Estas propiedades de derivacién, junto con las férmulas

explicitas de  dichos  polinomios,  proporcionan  expresiones  facilmente
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calculables para los coeficientes de las relaciones de recurrencia.

En los casos Jacobi, Laguerre y Bessel el funcional u, sigue siendo un

funcional cldsico y por tanto la expresion de los polinomios tipc Sobolev como

poliromivs  cuasi-ortogonales de orden 2 con TeSpecto a u; nos va a permitir

obtener, mediante unas sencillas manipulaciones algebraicas, propiedades como
la existencia de un andlogo a la férmula de tipo Rodrigues o la existencia de
una ecuacion diferencial de segundo orden verificada por los polinomios de

tipo Sobolev, con coeficientes polinomiales de grado independiente de n.

En el caso Hermite, el funcional u, es el funcional asociado a los
polinomios de Hermite generalizados, los cuales son polinomios semiclésicos.
Por este motivo, en este caso es aconsejable obtener la férmula de Rodrigues y
la  ecuacion diferencial directamente a partir de la expresion de los
polinomios de tipo Sobolev en funcién de los polinomios de Hermite.

El caso Hermite ha sido considerado por Marcellin y Ronveaux [50];
algunos aspectos del caso Laguerre han sido estudiados por Koekoek y Meijer
[36]. [40]: y Alfaro, Marcelldn, Rezola vy Ronveaux [3] han estudiado el caso

Jacobi en la situacién particular o=p.
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3.2 EL CASO JACOBL.

Estudiaremos en este apartado la modificacién en el punto ¢ = 1 del
producto escalar que define los polinomios ortogonales de Jacobi en el
intervalo [-1,i]. La condicién de ortogonalidad vendrd dada por la expresion:

1
¢(f.g) = J fOO)g(x)(1-x)*(1+x)Pdx + AM(Dg'(D), @, P>-1. (3.2.1)
-1
donde A es un nimero real y pOSitivo.
En primer lugar consideraremos los polinomios ortogonales de Jacobi,

Cuya expresion explicita es:

m n-m

P =2 % [”*0‘] ["+ ](x-l)"‘"‘(x+1)'“

m=0

(ver Szegd [66]. pdg. 68, Chihara [20]), pdg. 144). Si dividimos el polinomio
anterior por su coeficiente conductor:

k=27 MQn+a+pel) [2n+a+BJ

n![(n+a+B+1) n

obtendremos el polinomio mérico de Jacobi en el intervalo [-1,1], que
notaremos por P\*. Las propiedades de dichos polinomios ménicos, las cuales
describimos a continuacion, se obtienen sin mds que ajustar los coeficientes

en las correspondientes propiedades.

Expresion explicita.

I 2n+o+ +1) L n- \m
PI*Px) = L o ] ) o 4B oyt
n n!T(n+a+P+1) |t

m=0
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Norma,

c 1 7
Notaremos por k| "fi’le(P;mB’(x))‘( 1-x)%(1+x)%dx. Entonces:

k(B _ pmeaiper F(n+a+ D (+B+ DN (n+a+P+1)
i i F2n+a+B+2)I'2n+a+B+1)

Relacion de Recurrencia a Tres Términos.

n+l

B (a.p) L ﬂz'az
. (2n+0+B)(2n+a+P+2)

- dn(n+o)(n+B)(n+a+P)

(2n+o+f+1 )(2n+a+ﬁ)2(2n+0c+ﬁ- 1)

Ecuacién diferencial.

(l-xz)y“ + [(B-o)-(a+B+2)x]y’ + n(n+a+f+1)y = 0

Relacion Diferencial.

d 1B+
a P[:u‘ﬂ)(x) = g Prll'-lllﬁ l}(x)

Formula de Rodrigues.

[(n+a+B+1)
(V3 B piah) n n ARt n+f
1 s G o _ D(1-%)™%(1+

(1-x) (1+x)" P, (x) = (-1) F2nratBrl) [(1-x)" " (14+x)""]

n

5 d
donde D" = —,
dx"

Relacion de Estructura.

o (3.2.9

g il
(X‘-l)a—Pf,u‘E’(x)-—-n {x *
X

J ‘“'B"(x)- dn(n+o)(n+f)(n+a+P) (a,B)

(2n+a+B}2< 2n+o+f-1)
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A parur de la expresion explicita y de la relacién diferencial para
los polinomios ménicos de Jacobi, podemos deducir los valores que toma el
polinomio y su derivada en el punto x = I:

I‘(n+a+[3+1 M(n+a+1)

Pmthl C 9 10}
v I'(2n+a+P+DIM(o+1) n

PP yrt TO+04B2) (n+ar+1) (3.2.11)
=N £ s
" F2n+a+p+1D)MN(+2)

y de aqui, deducimos las relaciones que serdn utilizadas mds adelante en la
construccion de los coeficientes polinomiales de los polinomios tipo Sobolev

asociados a los polinomios de Jacobi:

Proposicion 3.2.1.-

4(n+a)(0+1)
(n-1)(2n+0+B)(2n+o+f-1 )

i PRy - PPy (1) (3.2.12)

2n(n+0+B+1){n+a)
(n-1)(2n+a+B)(2n+a+p-1 )

P%P) (1) (3.2.13)

i) PPy =

P 3214
= +a+[3}( (1) (3.2.14)

Ademds, haciendo uso de la férmula de Christoffel-Darboux y las
expresiones de la proposicién anterior, podemos dar férmulas explicitas para

los nicleos:

Proposicion 3.2.2.-

2P P(n+a+B2)M(n+a+2)

. : (3.2.15)
Bl = [(a+ DM (a+2)T(n+f+1)

2“84 F(n+a+B+3)[(n+a+2) |(n- 1)(n+a+[5+1) (n+1)(n+a+B+1)
(n ! F(a+1)r(a+3)r(n+ﬁ+1) a+3 o+l

i) K.
(3.2.16)
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Notaremos por [Qf‘“‘ﬁ’}n la sucesién de polinomios ortogonales ménicos
correspondientes a la modificacién del producto escalar habitual asociado a
los polinomios de Jacobi en el intervalo [-1,1] dada por la expresién (3.2.1).

En primer lugar obtendremos las férmulas de representacion de los

polinomios Q,‘,“’B'(x) en términos de los polinomios ménicos de Jacobi haciendo

uso de los resultados del primer capitulo.
Proposicion 3.2.3.-
(o) (B A (aB)» (0.1)
Q" (x) = P (x) - — (P KU Vix, 1)
-1
donde notaremos X, = 1 + A K!""(1,1).
Asimismo, deducimos el valor de estos polinomios y de sus derivadas en

el punto 1:

Corolario 3.2.4.-

1 I(n+o+B+DIM(n+o+1) ap-3
b gy = | ¢ Tt leeel 23 M(n+o+P+3)M(n+o+2)

A F2n+a+p+DIN(a+1) 14 (n-2)! T(a+4)[(a+2)I(n+p)

F(n+a+B+2)(n+a+1)
I(2n+o+P+1)(a+2)

1
i) (Q*)'(D) = ;—n 2

n-1

Aplicando en la expresién anterior la férmula de Christoffel-Darboux
. ; . (auB)
para sustituir el término I(ff,‘”(x,l), se obtiene una expresion para Q, " (x)
f . . (a,B)
como combinacién lineal de dos polinomios consecutivos (P, ﬁ}i aunque con

coeficientes polinoraiales:
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Proposicion 3.2.5.-

x-D'Q*(x) = gy(xm) P*(x) + q,(x.m) PPix) (3.2.17)

donde.

qa(x.n)=(x-1)*

2n(n+o+B+1)(n+0) A2 2(a+1)
‘ s sl lu-1) —l 1218
(n-1)(2n+o+B)(2n+0t+p-1) (n-1)(n+a+P)

e =

Ao

q;(x,n) = —

(n-1 )3(2n+a+B)2(2n+a+B- 1)°

4n’(n+a+B+1)2(n+o)? [ ln.z] [ 2(0+1)
(X-1) + e
n(n+o+f+1)

} (3.2.19)

Demostracion.- Recordemos que;

L emel :
Qa(x,n)=(x-1)". . ————T(P, "\ )(x) = (x-1)"-qy (0)(x-1)-qy.5(n)

: (a,B)
L B

; A (P'{’w))‘(l) (cp)
Q%) = o— ————— T, (P, ", 1)(x) = q;(n)(x-1) + q,5(n)
1 &

donde Ti(Pja‘ﬂ},l)(x) denota el polinomio de Taylor de grado i asociado a
Pj—u“m(x) en el punto 1. Utlizando los valores de q;j(n), y las expresiones

de la proposicién 3.2.1, se tiene:

L PPy ayePya)
Gy (n) = — : =
-1 k:‘ﬁl )

| nmaspelmra) A (BEA)T
" (n-1)2n+0+B)(2n+0+B-1) A, K -

5 2n(n+o+B+1)(n+a)
"~ (n-1)2n+0+P)(2n+o+p-1)
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(aBh (a,B

(n-1 )2(2n+a+l3)(2n+a+[5- D(n+a+B)

()« 2 )
((P,™)'(1)) 4n"(n+a+B+1)(n+a)? Aa
g e e ] -

i pled (n-1’Cn+a+)insosp-1) | An

B a,
_ L &P 8n(n+a+B+1)(n+a)2(a+1) An2
g2(n) = — —— = ] = -

I o (n-1) n+a+P)%( 2n+00+B-1)° e

Es conocido que los polinomios {Q,(,"“B)} verifican una relacién de

n
recurrencia a cinco términos. y aqui trataremos el comportamiento asintético
de los coeficientes de dicha relacién. En primer lugar, estableceremos algunos

resultados previos.

Lema 3.2.6.-
-5 1+AK {1, 1)

Lim — = Lim

—_ =1
n >oo ln-l n 00 1+AK;1|1)(1.1)

Demostracion.-
Dado que la sucesion {A,} es mondtona creciente y diverge positivamente,
aplicando el criterio de Stolz (ver [15], pig. 414):

A - o RREOT I Sl
Lim = = Lim ————- = Lim =
n 00 lnvi n 00 )LM - Aya n o0 (Pta,ﬂ)‘-“) k:’a.ﬂ)

n-1

Li 411:(n+ﬂl+l3+1)2(n+0L)2 (2n+(1+l3+1)(2n+a+B)2(2n+a+B-1'; oo
— lm = :
e (n-l)2(2r1+ow-[3)«"(2nJ,,OHﬁ.])2 4n(n+a)(n+P)(n+a+P)
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Lema 3.2.7.- Sean las sucesiones:

i uﬂ“ﬁﬁ(lxp“*”ﬁ(l) 2n(n+a+B+1)(n+a)

s A Kle.b i " (n-1 )2n+0+B)(2n+a+B-1)
1

% P aeePy
bn [ ——r— —
A krtlmﬂh

_ (n-2)(2n+0+B)(2n+a+- D(2n+a+B-2)(2n+a+p- 3)
3 4n(n+a+B+1)(n+a+B)(n+a)(n+a-1)

A
i

Entonces Lim a, = Lim b, = 0.

n —»co n oo

Demostracion.- Demostraremos como ejemplo el primero de los limites, el otro
s¢ hace de forma andloga. En efecto, utilizando los resultados de Ia
proposicion 3.2.1:
3 B Py M
Lima, = Lim —
n —>c0

n—>oeo | ‘aﬂ)
-1

In(n+otBel)nto) A ((PPY (1»
~1m | S — R
nseo (n-1)(2n+0+B)(2n+a+B-1) A, k(P

: 2n(n+o+P+1)(n+ot) Aa
= Lim : l1-—— | =0.
nseo (n-1)(2n+a+P)(2n+a+p-1) Ay

En virtud del lema anterior. o

Haciendo uso de los dos lemas anteriores, y teniendo en cuenta que

Lim B = o,
n o
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(aB)
Lim ¥ s Lim = i

n o0 n-»0 . (a,fB)
-1

podemos deducir el comportamiento asintético de los coeficientes de la
relacion de recurrencia a cinco términos, sin mis que recordar las expresiones
de éstos:

Proposicion 3.2.8.- (Relacién de Recurrencia a cinco términos)
Los polinomios modificados de Jacobi verifican la siguiente relacion de

recurrencia a cinco términos:

x-D'Q P00 = QiPw) + 1) Q%Px) + ¢ Qx) +

n
(n) ~(a,B) (n) ~(aB)
+ Gy ot (x) + Ca-2 (;)11-2B (K)

)
n+l

Lim ¢
n oo

Lim c”
n oo

(n)
n-1

Lim ¢
n =00

. (n)
Limc, ,
n %0

3

-

Recordemos que la sucesion de polinomios {Q,‘,“‘B)} se relaciona con la
SPOM con respecto a la modificacién del funcional dada por (x-l)zu)(x). En el
caso Jacobi, dicha SPOM es {P\**"} Siguiend: el esquema del primer
capitulo, el polinomio Q,“a'B"’(x) se expresa como combinacién lineal de tres

polinomios consecutivos {P{***?} ~ donde los coeficientes se calculan por las

expresiones de la proposicién 1.7.10:
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Proposicion 3.2.9.-

(e, Y a+2 ) L) (a2 f) (n) (e ¥
Q) = F () + . P R e ,. "'(x;

n

donde:
dn(n-1)(n+B)(n+p-1)

-1 (2n+a+B+1)(2n+a+B)2(2n+a+B-1)

: dn(n+p) 2n(n+a+B+1)(n+a) A2
(Cn+o+B+2)2n+o+B)  (n-1)2n+o+B)2n+a+B-1) | A,

(3.2.22)

Utihzando la relacion de recurrencia de los polinomios P Px) se

deduce el siguiente:

Corolario 3.2.10.-

G = x - L) PP - £ By (3.2.23)

donde:

2n-2+B-a 2n(n+a+B+1)(n+0t) A2
o -+ =
" 2n+e+B (n-1)(2n+0+P)(2n+a+B-1) A

L

(3.2.24)

4(n-1)(n+B-1)(n+a+1)(n+a+f+1) ; n(n+f)

s = 1225
(n+a+B+1)(n+a+1) A, ( )

E =

(2n+o+fB+1 )(2n+a+[3')2( 2n+04P-1)

: ; : pla+2,
Reciprocamente, teniamos expresados los polinomios (Pf,m ﬂ)}n en

(o.B)
n

términos de los {Q, "}, de la siguiente forma:

Proposicion 3.2.11.-

(x_l)zp:ltl*z.ﬁ)(x; 2 Qfﬂ.Bi(x-) % b(l” Q!ﬁ.ﬁ)(x) s b:ln) Q:‘a-ﬁ)(x) (3-2-26)

n+2 n+1 n+l
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donde

B - Aoy 4(n+a+2}(n+a+1_)(n+a+B+2)(n+a+ﬁ+1)

n

A, {2n+a+B+3)(2n+a+B+2)2(2n+a+[3+1J

Ay (n+a+2)(n+a+f+2)
h:.?; iy P § (3.2.28)
Aver  (n+P+1)(n+1)

Ademds de las propiedades anteriores. estos polinomios poseen dos

propiedades caracteristicas que se deben al cardcter cldsico de los polinomios
o) « s ’ 3

(P{*%®) que se obtienen sin mis que hacer uso de las expresiones de los

polinomios Q;“‘B' en términos de los primeros. En este sentido, se deduce, en
primer lugar:

Proposicion 3.2.12.- (Una Férmula de tipo Rodrigues)

. [(n+a+B+3) __, ; +B2
o+ BB, — (13D n-2 YR n+§3-2 <
(1-0)"(1+x)"Q!*P(x) = (-1) s D {(1 X)"%(14x) p(x,n)}
(3.2.29)

-

donde p(x:n) es un polinomio de grado 2, v viene dado por:

p(x:n) = [(n+a+2){n+a+1)(l+x)2-2(n+a+2)(n+ﬂ)(1—x2)+(n+[5)(n+ﬁ-1)(I—x)2]-

, (2n+a+B+1)(2n+a+p+2)

L (n
-1

[(B-0-2)-(2n+a+PB)x] +
(n+a+p+2) P P

() (2n+0+B-1)(2n+a+B)(2n+a+B+1)(2n+o+P+2)
. (n+a+3+1)(n+a+p+2)

(3.2.30)

Demostracion.- Dada la férmula de Rodrigues para la sucesién de polinomios
{P:"”:‘B’}n. segln vimos en (3.2.8), se tendrd:
[MNn+a+p+3)

)\ t2 B pla+2 B) & (1 D" l‘xJnmd 1_H‘)MB]
el ol e W I(2n+a+p+3) H (
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Asl. - podemos  sustitnir la férmula  anterior en la expresion  (3.2.20) vy

obtendremos:

- o . (n+a+p+3) el
(10" (140" x) = (-1)" —— sl i D[(1-x)" " *(14+x)""P] +
I'(2n+o+p+3)
[(n+a+B+2) ; — .
n-1 i “_E___\_ Dn l{(I-X_)n o l(l"'X)n l:}-l] y
F(Zn+a+p+1)

n-2 r(‘n+a+B+l J

&, 17 =
- [(2n+a+f-1)

Dn-'.:l(l_x)mo!( 1+x)n+ﬁ—2]

Luego:
[(n+a+p+3)

(Y 0M 0 = G e
@ ' I(2n+a+B+3)

DBE{DQ[( ] _x)n+a¢2(1+x)n+|3-] 3

o (2n+a+B+1)(2n+o+B+2)

-1

i Di(1- n+o+ ] n+f-1
(n+a+B+2) Wi ™=

() (2n+a+B-1)(2n+a+B)(2n+o+8+1)(2n+0+B+2)
B
el (n+a+P+1 ) (n+a+B+2)

( 1 _x)nﬂx( 1 +x)n+B- 2}. &

Por dltimo, podemos deducir de una forma simple una ecuacién
diferencial para estos polinomios cuyos coeficientes son polinornios cuyo grado

es independiente de n:

Proposicion 3.2.13.- (Ecuacién Diferencial)

Los polinomios (Q\"P(x)}. verifican la siguiente ecuacion diferencial

de segundo orden:

d d \
Axn) — Q™P(x) + By(x.n) — Q*®x) + C.(x,n) Q*Px) =0
2 ’ dx
dx
(3.2.31)

donde A,(x.n) es un polinomio de grado 4, B,(x,n) es de grado 3 y C,(x,n) es

ae grado 2.

Demostracion.- Tomando la relacion de estructura (3.2.9) para los polinomios
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L2
(PP} e deduce:

P:‘u;:.[b(x) - An ,(n-l)(x+B,.,_,)P,T,*2'ﬁ’(x) . An.l("z'” E_ Pr'.(_ll*z‘ﬂl(x)
donde -
~ (2n+o+P)*( 2n+a+P-1)
"1 4n-D(n+ot )P D (ntatpel)

Sustituvendo esta formula en la expresion del corolario 3.2.10, se tiene:

+2 bl d +
Q0 = [l 0B, D[RR P10 + B (1) P )

luego
d

Q™(x) = M,(x.n) P@*x) 4 N,(x,n) d P{*2Px) (3.2.32)

n n-1
X

donde M,(x,n) es un polinomio de grado 1 ¥ Ny(x,n) es un polinomio de grado 2.
Derivando la férmula anterior, se obtiene:

d i i i
= Q*(x) = Mj(x.n) P4 (y) 4 [M](x,n} 4 Ng(x,n)] = P28y +

&
+ Ny(x,n) — P\%28)y)
dx®

Recordando, ademds, la ecuacién diferencial de los polinomios de Jacobi

(3.2.6), que en este caso se escribe como:

(x*-1) v' = [(B-o-2)-(a+f+d)x] v + (n-D(n+o+p+2) y

y sustituyéndola en la expresién anterior:

d : o+2
= Q‘“'B’(x) & [M;(x.n] + E A, I(n.l)(n-f(x+[3+2)] P:,_i 'ﬁ’(x) +
X

d

- {28 (x)
X

+ [M](x,n) + Ni(x,n) + &nAn_,[(B—a-2)—fa+ﬁ+4)x}]

con lo cual:
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d o +2 ‘ d :1+1
= Q Px) = Moxan) P%*x) + N(x.n) =K plas 2y (3.2.33)

donde M(x.n) es una constante y N,(x.n) es un polinomio de grado 1.
‘Las  expresiones (3.2.32) y (3.2.33) constituyen un sistema de
ecuaciones y aplicando la regla de Cramer se tendr4:

(m i Qm’ﬁ)(x) M,(x,n)
Ay(x.n) P17V (x) = | g (3.2.34)

d—Qmﬂ) (x) N,(x,n)
X

(e.p) ;
. M,(x,n) Qy(x).
Aty — POy = | o (3.2.35)
dx My(x,n) d_Qn (%)
X

donde Ay(x,n) = M;(x,mN,(x,n) - Ny(x.n)M(x,n) es un polinomio de segundo
grado. Derivando la ecuacién (3.2.34):

Ay(x.n) PL4Hx) + Ay(xn) —P“’“‘B’( ) =

d &
= i) Q*P(x) + [N, (x,n) - Ny(x.n)] ~Qx) - Ny Qi
dx

y combindndola con (3.2.35), se obtiene:

&
A;(x,n)N,(x,n) —Q,‘,u"ﬂ’(x) +
dx”

d aB)

+ [Ay(x N3 (x,0)-A,(x, )N (x,0)+A(x,1)M, (x,0)-A(x,n)N, (x,n}] EQQ‘: ) +

+ (A3 mN, (x,m)-Ay(x, )M (x.0)-A,(x,mN; (x.0)] Q(*Px) = 0. o
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3.3 EL CASO LAGUERRE.
En este apartado haremivs un estudio de la modificacién en el punto ¢ =
0 del producto escalar asociado a los polinomios ortogonales de Laguerre en el
intervalo  [0,.4e0), utilizando las mismas técnicas que en el desarrollo del
apartado anterior. La condicién de ortogonalidad viene dado por la expresi6n:
o(f,g) = J fo)gx) x* e™ dx + A (0), o>-1 (3.3.1)

0

donde A>(.

Es conocido (ver Chihara [20] pag. 145, Szegd [66] pag. 101), que la

expresion explicita de los polinomios de Laguerre es:

n
(x) = (_1)"‘ n+ot Xm
0= I e

m=0

-D°

cuyo coeficiente conductor es k, = e
i n!

Si notamos por {L,”} a la sucesion de polinomiocs ortogonales ménicos

de Laguerre, se tendra:

frl]l’lj(-x) - knL:lr”

Partiendo de las propiedades habituales para los polinomios de Laguerre

podemos obtener las siguientes propiedades para los po' nomios ménicos:

Expresion explicita.

e CU® (aia] o
(o) - I n ! i
L,"(x) = (-1)" n! } = {n_m X

m=(0)
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Norma.

()

o . E
Notaremos por k' :r (L,"(x')" x"™ dx. Entonces:
0

k™ = I'(n+a+1) n!

Relacion de Recurrencia a Tres Términos.
xLo (%) = Lifio) + B{® L{%x) + v/ L %x)

B\ = 2n+a+1

% = n(n+a)

Ecuacion diferencial.
Xy + [a+l-x] y +ny=0

Relacion Diferencial.

d ”
= L,"x) = n L% (x)
X

Férmula de Rodrigues.
xﬁc-l LE“(I)(X) - (_l)n Dn[ xn+uc-x ]

Relacion de Estructura.

n-1

d
X ™ L:,m(_x) =n L,(,m(x) + n(n+a) Lm’(x)
X

La expresion explicita de los polinomios ménicos de Laguerre permite
deducir los valores que toma el polinomio y su derivada en el punto 0, asf

como relaciones que serdn dtiles posteriormente:
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Proposicion 3.3.1..

(3.3.10)

i) L) = [T:?} D™ (3.3.11)

(@) (!H‘(X)((l"‘l) (),
ut) L,7@0) = — e (Lo 1)'(0) (3.3.12)

. v (O, (n+Q)n () s
v) (Ly")'(0) = - s (L)) (0) (3.3.13)
n-

() i 8 P
V) Ly i) = - . (3.3.14)
(n-1)
Utilizando ia  férmula de Christoffel-Darboux Yy sustituyendo las
expresiones de la proposicién anterior, podemos dar férmulas explicitas para

los nicleos:

Proposicion 3.3.2.-

00) = —
Y Kai(0.0) [NMoa+1)

[""‘“] (3.3.15)

n-1

]
i) K''D0.0) = [ D(42) + 1 3.3.16
K500 = T g (0D@s) + 1 (33.16)

Sea {Q” }o la sucesion de polinomios ortogonales monicos con respecto a
la- modificacién del producto escalar habitual asociado a los polinomios de
Laguerre, en el punto ¢=0 dada por la expresién /3.3.1).

Comenzaremos por dar una representacién de los polinomios Qf,m como

combinacion lineal de polinomios de Laguerre.
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Proposicion 3.3.3.-

o) a A’ [4 4
Q. ®) = Li%x) - — @) K%Vx,0)

donde notaremos X, = 1 + A K!"Y(0,0).

Asimismo, deducimos el valor de estos polinomios y de sus derivadas en
el punto 0:

Corolario 3.3.4.-

n) oAy | ) T2 o)

i) Q) = [n+a] (-1)"n! 3 [(n+a+2)

Sustituyendo en la expresion de la proposicién 3.3.3 la férmula de

Christoffel-Darboux para sustituir el término K,g‘_);”(x.O), deducimos una

expresién para Q,:m(x) en términos de dos polinomios consecutivos de Laguerre

con coeficientes polinomiales:

Proposicion 3.3.5.-

x’Qi¥(x) = qy(x,n) L!™(x) + q,(x.n) L{%x) (3.3.17)

5 n(n+Q) | ln-l-

qz(x’n) = x° - 1 - ln (3318)
n- -1

n+a)’n’ A
q;(x,n) = i 1 - — (3.3.19)

(n-1)° |
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Demostracion.- De igual forma que en el apartado anterior escribimos:

g,(x,n) = x° - Qz4(n) x - Qy(n)
q,(x,n) = q;,(n) x + q,2(n)

y deducimos los valores de q;n) a través de las expresiones de la
proposicién 3.3.1:

. b L OLID'O)  (neoyn : hnc2]
Q. 3 @ T -

et LY OLYO)  (nean(a+)
22 S —

& Gl (n-1)°

A (WDO) (e’ : sl

qpa(n) = — = gei
1.1 y () (n-l)z 1“4-

. A GYOLYO)  (mea)na+])
) e i
-1 ((.I]) (n_l)z

Los polinomios {Q:,“”}rl verifican una relacién de recurrencia a cinco
términios, cuyos coeficientes divergen positivamente. Para ver este resultado,
daremos dos lemas previos.

Lema 3.3.6.-

1+AK"V(0,0)
"% 142K 0,0)

Demostracion.- Dado que la sucesién {A,} es monétona creciente y diverge

positivamente, aplicando el criterio de Stolz:
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i A - 7‘-:.-1 (ch‘m)-(o) '“-!:
= Lil == & = Lim —] —=

Hhiche e fgeyg) (@

nlcn+0t)2 I'(n+a)(n-1)! _ . DR

= L1
1)? F(n+o+)n!  nooo (n-1)?

. 0

(n-

Lema 3.3.7.- Dadas las sucesiones:

A LYOLDO (e . o
" s (@) W 5;_;

-1

A EDOLD o 3 -
B Z k(@ " n(n+a)(n+a-1) 5 —7\;—

Entonces Lim a, = - (a+3), Lim b, = 0.
n =00 n -0

Demostracion.-

An Mn+a+1) |

. _ I(n-DIN(a+2)°
Lima, = Lim - ;
n o0 n 00 T(n+:1+l‘)
[(n-1)(a+2)+1]
[(n-DINo+4)Ma+2)

-1
= Lim = -(0+3)

"% Na+2)’ . (n-1){0+2)+!

Az, n(e+2)(0+3)

donde:
) [n+o+1)
Limz, =Limn —— = +
n oo n oo r(l’l-])

I'(n+a) _
s Lim r™* = 1 (ver [1], pdg. 257, §6.1.46).
pues Lim n S (ver [1], pag

Para el otro limite, usamos la técnica de la proposicién 3.3.5:
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| A L OLT) ) 02 A (Ly™)(0)°
Lim b, = Lim - = Lim — =
n -300 n -0 A.n k.:.m n oo n(n+(1.)(n+a— 1) }"n

(a)
k

= IR 1 | e——
n00 n(n+0)(n+a-1)

Por el lema anterior. o

Haciendo uso de los dos lernas anteriores, y teniendo en cuenta que

B = O(m),

n

(a)
(a) 2
W =—=0@)
(a)
B
podemos deducir el comporiamiento asintético de ios coeficientes de la
relacion de recurrencia a cinco términos, sin mds que recordar las expresiones

de éstos:

Proposicion 3.3.8.- (Relacioii de Recurrencia a cinco términos)
Los polinomios modificados de Laguerre verifican la siguiente relacion

de recurrencia a cinco términos:

2 ! ( (n) (@) (n) (o) (n) (e} L(n) (o)
X Qr(\m(x) = Qnil?.)(x) + Cnfl n?l(x) +-Cnn Qn (X) + Cn{11 Qn-l(x) + "n'Z Qn-z(x)

con

in)

Cr‘wi = O(ﬂ)
™ = o)

n-1

"y = O(n')
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La sucesién de polinomios lQrf“)} se relaciona con la SPOM con respecto
a la modificacién de la funcién peso dada por x’oXx). En el caso Laguerre,
vuelven a ser polinomios de Laguerre variando el pardmetro: se trata de la
SPOM {L!™*} El polinomio Q{”(x) se expresa como combinacién lineal de tres

. f . 2 . .
polinomios  consecutivos  {L'* T cuyos  coeficientes son  f4cilmente
calculables:

Proposicion 3.3.9.-

Q,(,m("() = L,:m:)(X) + a.:n HIO-")( ) + (n) (u+2)(x) (3320)

donde:

A,
B e illfis]) (3.3.21)
R

n(n+a) 1 A

ol | = (3.3.22)
(n-1) A

Sustituyendo la relacién de recurrencia a tres términos que verifican

(a+2)

los polinomios L~ “(x) se deduce el siguiente:

Corolario 3.3.10.-

Q) = (x - §) L% - €, LI%%x) (3.3.23)

A . o2 (3.3.24)

l""J

Ay
€, = (n+a+1)(n-1) |1 - = ! (3.3.25)
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Reciprocamente, teniamos  expresados los  polinomios

términos de los polinomios {Q'®'), de la siguiente forma:

Proposicion 3.3.11.-

x* L% = Q%0 + 85 Q%m0 + 67 0% (3.3.26)

n+2 n+1

biM = _E (n+a+2)(n+0+1) (3.327)

n

A nto2 o

= E]“ = el B.n (3.3.28)

Ademds de las propiedades anteriores, estos polinomios poseen dos
propiedades caracteristicas que se deben al cardcter cldsico de los polinomios

(a+2) : < . : . a
(L%}, sin mds que hacer uso de las expresiones de los polinomios Q,S) en

términos de los primeros. En este sentido, se deduce, en primer lugar:

Proposicion 3.3.12.- (Una Férmula de tipo Redrigues)

xu+?.e-x Q;m(x) - (-l)n Dn—'l{ V.n*a e—x P('x:n) } (3'329)

donde p(x:n) es un polinomio de grado 2, y viene dado por:

pixin) = x* - 2(n+o42)x + (n+a+2)(n+atl) - a" [(n+o])-x] + aly  (3.3.30)

Demostracion.- Sustituyendo en la expresion (3.3.20) la formula de Rodrigues

habitual para la sucesién de polinomios (L%} | segin vimos en (3.3.8)
obtenemos:

2, - ! xE 2. ) -1 1 on+o+] x
K(M erI:a)(x) = (_l)n Dnixn+u+ex} + d]:n] (-l)n Dn lKn e ] &
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a7y (D" DM X%

Luego:

a+ (a)

= -erx i (X) = (-l)n Dn I{Dzlxnﬂu:e-x] x a-,:',ll) Dlxnﬂnlc-)\l %

(n} +0_-x
+a,x e } o

<

Por dltimo, se deduce una ecuacién diferencial para estos polinomios
cuyos coeficientes son polinomios de grado independiente de n:

Proposicion 3.3.13.- (Ecuacién Diferencial)

Los polinomios { Qf,“)(x)},, verifican la siguiente ecuacién diferencial
de segundo orden:

o

d* d
Ay(x.n) — Q,"(x) + By(x,n) = QM%) + Cyx.n) Q¥x) = 0 (3.3.31)
dx”

donde A;(x,n) y By(x,n) son polinomios de grado 3, y Cy(x,n) es de grad, 2.

Demostracién.- Tomando la relacién de estructura (3.3.9) para los polinomios

(L"*?} se deduce:

d +7) 1 W),
. ) - e L{*%9x).

2)
L) = —
& +a+1

(n-1)(n+o+1) a;

n-1

Sustituyendo esta formula en la expresién del corolario 3.2.10, se tiene:

1 X d

n+o+1

i (tx+2)(x)

(n-1 n+a+l) dx ™!

Q. (x) = [K -G+ &

]L,‘,‘.‘.‘%x) N p—

iuego

d a+l)
Q™(x) = M,(x,n) L{%%x) + N,(x.n) = LY ) (3.3.32)

donde M,(x,n) y N,(x,n) son polinomios de grado 1.
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Derivando la férmula anterior, se obtiene:

(e
L, 7(x) +

— Q. (%) = Mj(x,n) L{™¥x) + [M (x,n) + N; (xn)] £
dx d.

"

-

d
+ Nz} — L%,
dx’

Recordando. ademds, la ecuacién diferencial de los

polinomios de
Laguerre (3.3.6) y sustituyéndola en la expresién anterior:

d (o) a , 1 (u+2|
= Q '(x) = [Ml(x.n) - &, n+a+1J (x) +

1
Mi(xn) + Nixn) + & ———— [x (a+3)]] Li%%(x)
(n-1)(n+0+1)

con lo cual:

d d
— Q) = Myxn) L% %) + Ny(xn) g L ® (3.3.33)
X

donde Mo(x,n) €s una constante y N,(x.n) es un polinomio de grado 1.

Retomando las expresiones (3.3.32) y (3.3.33), tenemos un sistema de
ecuaciones y uti'izando ia regla de Cramer s tendré:

@ Q") Ny(xn)
A)(x,n) L, 7(x) = d

a—Qf,“’(X) N, (x.n)
M,(x.n) Q%)

Ay(x, n) P L““z( X) = d
M,(x,n) &Qn‘“kx)

donde A,(x.n) = M,(x,m)N,(x.n) - My(x.n)N,(x.n) es un polinomio de segundo
grado. Derivando la primera ecuacidn:
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(r+2 (a+2)

d
Ajxin) LY 7(x) + Ayxn) —L " ¥x) =
dx

i \ d d*
= Nixm) Q,"(x) + [N, (x.n) - Nj(x,n)] d—Q,:,m(x‘ - Nyixn) —0Q(x)
x ol

dx”
y combinandola con la segunda llegamos a:

d: (a),
Ay(x,nN, (x,n) —Q, (x) +
dx”
d

+ [Ay(xm)NT(xn)-Ay (XN (x,0)+A,(x,n)M, (x,n)-A3(x,n)N, (x,n)] -d—;Q,‘,m(x) +

+ [A}(x‘nlﬁ’i(x.n)—slzlx,n)§1ﬁ(x.n1l-Az{x.n)N{(x.n)i Q:”(x) =(0. o
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3.4 KL CASO HERMITE.

En esta seccion, consideraremos el producto escalar definido por:

o(f.g) = J' foogxye  dx + A £(0)g'(0) (3.4.1)
R

donde AeR’. Dicho producto escalar tiene la particulanidad de ser simétrico y
por tanto seran aplicables los resultados del capitulo 2. Algunos de los

resultados de este apartado han sido obtenidos por Marcellsn y Ronveaux en
[50].

En este caso, los polinomios ortogonales ménicos asociados a la funcién

s}

peso e son los llamados Polinomios de Hermite ménicos H,(x), cuyas
propiedades elementales relacionamos a continuacién (ver Chihara [20], Szegé
[66]):

Expresion explicita.

[p)
; [nf2 (zx)“‘z“‘

]
.' & b
n ): 1) m!(n-2m)!

m=(

n
Hn(x) = o
-

v

Norma.

Notaremos por k, = j H:(x)e™ dx. Entonces:
R

njﬂ
Relacion de Recurrencia a Tres Términos.

x H(x) = H,,(x) + B, H(x) + v, H,,(x)

m
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Ecuacion diferencial.
Y' -2Xxy +2ny=0

Relacion Diferer ial.

d
— H,(x) = n H_,(x)
dx

Formula de Rodrigues.
e™ H,(x)

Relacion de Estructura.

d
—H,(x) = n H, (x) (3.4.9)
dx

A partir de la expresién explicita de los polinomics ménicos de
Hermite, podemos deducir los valores que toma el polinomio y su derivada en el
punto 0:

o (2m)! 1
H, (0) = (-1) H,,.(0) = (3.4.10)

m! —,lm
-

o QmeD! 1

H;,,(0) H},.,(0) = (-1) (3.4.11)

m! ~2m
=

Como consecuencia, deducimos unas relaciones que serdn utilizadas mds adelante
en la construccion de los coeficientes polinomiale. de los polinomios tipo

Sobolev asociados a los polinomios de Hermite:

Proposicion 3.4.1.-

i) H, (0) = - - Hj ,(0) (3.4.12)
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ii) H3,, 1 (0) = 2m+1) H, (0) (3.4.13)

<im

Haciendo uso de la férmula de Christoffel-Darboux y las expresiones

anteriores, podemos dar férmulas explicitas para los nicleos:

Proposicién 3.4.2.-

. ) 2m+1)!
) Ky, (0,0) = K, ,(0,0) = — (3.4.14)

2 m(m!)
4m  (2m+1)!

ii) ’é;i:’((}_(]) " Ki,ln'”((},(]) = (3.4.15)
- 3 2m 2
2*™[(m!)

Sea {Q,}, la sucesién de poilinomios ortogonales moénicos con respecto a
la  modificacién del producto escalar habitual de Hermite en el punto ¢=0 dada
por la expresién (3.4.1).

Como consecuencia del teorema 1.3.1 podemos dar una representacién para

los polinomios Q, como combinacién lineal de polinomios de Hermite:

Proposicion 3.4.3.-

i) Quy(x) = Hy (%) (3.4.16)

%
ii) Qopyi(x) = Hypty(x) - —— (Hy,, )'(0) K0V(x,0) (3.4.17)

=M

donde notaremos A, =1 + A K:,z']i(ﬂ.ﬂ).

Asimismo, deducimos el valor de estos polinouuos y de sus derivadas en

el punto 0.
Coerolario 3.4.4.-

i) Q@) = (-1
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. - CEm+DH! 1 1
i Q5 (0) =0 0isi0) = 1) e e o (3.4.19)

m!  m Ay,

Sustituyendo en la expresion de la proposicion 3.4.3 la férmula de

Christoffel-Darboux  para  sustituir el  término K‘z,?,‘“{x.()). deducimos una

expresion para Q,(x) en términos de dos polinomios consecutivos de Hermite con
coeficienies polinomiales:

Proposicion 3.4.5.-

x:sz,_(x) = Qx(x.2m+1) Hy,(x) + q(x,2m+1) H,0) (3.4.20)

2m+!
4m

gy(x.2m+l) =

(3.4.21)

 (2m#1)’ ;
q,(x.2m+1) 3 1 - (3.4.22)
m

"

g(x.2m+1) = x°

——— Ty(H,, 0)(¥) = X* - qy,(2m+1) X - Qyz(2me+1)

2m 2m

-

Ay

p HipO)
q,{x.2m+1) = xn— ——’——— TI(H

2m Zm

a1 ON(X) = @ (2m+1) x + g ,(2m+1)
con T,(H;,0)(x) denotando el polinomio de Taylor d- grado 1 asociado a H(x)
en el punto 0. Utando las relaciones de la proposicién 3.4.1, tendremos:

l }-{EII]*I(O)H;"H]{O-)

qy (2mtl) = — ————— =,
AMom K2m
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A. Him#l((]}HZm(O) 2m+1
Garldm#l) & e e o
o A k 4m

m 2m

Ome1 A (Hy,,,(0) (2m+l)2
2m+l) = — — =
ql.l K» k1

&I «Mm

A Hio(OH,, . (0)
1(2”]‘*’ 1 ) - ————— e = ﬂ
e N A k.‘.m

<M

Como consecuencia se tiene:

Corolario 3.4.6.-

5

X Q.lnv!(‘XJ = X - aZm) leml(x) + X alm Himd(x)

donde

Lema 3.4.7.-

Lim — =1
n - 1

Demostracion.- Debido a que Hj (0) = 0, la sucesién {A,} verifica: A, , =

Aym- Asi, los términos pares de la sucesion — son 1. Por tanto estudiaremos
“n-1

el valor de dicho cociente para los términos impares. A . calcularemos:

M 1+AK3,,.1'(0,0)

Lim — = Lim ——
mFE fam 0P K0,0)

Aplicardo el criteric de Stolz:
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H;, .,(0)

= Lim
=3 Hml(()

A'I'I

con lo cual Lim —

n -»o0 n-1

Corolario 3.4.8.- a, —0 cuando m—see.

Se suelen definir los polinomios de Hermite generalizados como la SPOM

(H*'} con respecto al producto escalar:

<fg> = J f(x)g(x) |x|*e o

(ver Chihara,[20] pdg. 157) Podemos utilizar ahora la simetria de los
polinomios para obtener expresiones de Q,(x) en términos Z¢ los polinomios de

Hermite generalizados:

Proposicion 3.4.9.- La SPOM (Q,) asociada a! producte escalar (3.4.1)
verifica.
Qu(x) = Hy(x) = L%

QEnH(x) = H2n+l(x-} + 2n dapn Hi;li(x)

yiig — i i o (@)
Demostracion.- Utilizando los polinomios ménicos de Laguerre L ™(x)

-
-

Houlx) = Ly 2%

(1R)

H2m+](x] =K Lm ('X:j‘
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entonces, a partir del corolario 3.4.6:

X QX)) = (x° - a.) Ln(.lm)(xl) + (2m+1) a,, L,:"]m(x:)

pero por la simetria:

Qi ®) = x R, (x%)

y podemos obtener:

x R(x) = (x - a,,) Ln(,lm(x) + (2m+1) a,,, L,L‘m)(x).

Por otro lado, teniendo en cuenta la ecuacién diferencial para L,L"m(x)
junto con la relacién de estructura::

“ Ly P00 + @mal) L) = 2m x L P(x),
obtenemos
Rn(x) = L'Px) + 2m agy, L)

y podemos deducir el resultado. ©

De la anterior proposicion deducimos que la sucesién {Q,} se puede
representar como sigue:

(3.4.23)
Q,(x) = Hy(x) + a, Hl)(x)

2m+1
U =0 Gy = 2m Ay, = —

'

Con la anterior notacién, la expresién (3.4.20) puede escribirse:
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a

9 4 n (1“ S
X'Qu(x) = (x" - —) H(x) + n — x H (x) = - (3.4.24)
n-1 n-1 -

H .,(x) +|a. + +1H()+n +n_1H()
= alx . n 2 (X = an _ x |
e 2 P 2 B

En consecuencia, en la relacién (1.4.7) se tendrd

1 1 n (n-1+2c,)
@' s s Wl — . al = ol =0

y la relacién de recurrencia a cinco términos quedard en la forma:

X'Qu(X) = Qua®) + ¢1Qu () + ¢"Qu(%) + ¢MQ,1(x) + Q. ,(x)

n-1

donde
ey =0

(o M e A OHL0)

a

n o - 0,
7\-.1 ! }Ln-l k,
=0

n(n-1) Ao Ana

4 l'n-l A‘n-Z

De este modo hemos probado:

Proposicion 3.4.10.- La SPOM {Q,} verifica una relacion de recurrencia a cinco

términos:

x*Qu(x) = Qua(®) + ctVQu(4) + €[Qy (%)

Qy(x) = 1. Q,(x) = H,(x), Qy(x) = Hy(x), Qy(x) = Hj(x) + 2 apx
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v para n22

w A1,k HOH 0
¢, = —

J VR W
m  n(n-1) A Ao

Cp.2
4 Ay A

La sucesion de polinomios {Q,} se relaciona con la SPOM con respecto a
la modificacion de la funcién peso dada por x‘axx). En el caso Hermite dichos

polinomios ortogonales son ios polinomios de Hermite generalizados {H,(,”}.
Debido a la simetria el polinomio Q,(x) se expresard como combinacién lineal

. . 1 " . .
de los polinomios H!" y H!') siendo los coeficiertes de esta expresién

n

facilmente calculables:

Proposicion 3.4.11.-

Q,x) = H" + a", H!, (3.4.25)

donde:
(Zm) _ 2m+l) _ kz""] 3.4.26
am.2 =M a, .| = . m (3.4.26)

" . 7, . (n & . oo N
Los polinomios de Hermite generalizados H, (x) verifican una relacién

de recurrencia a tres términos que viene dada por:

. n+8, 1
H;”(X) = x Hy'(x) + 5 H, ., (x), 0y =0 Oy =2

+1
e

(ver Chihara [20], pdg 158) Sustituyendo esta relacién de recurrencia a tres
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términos en la proposicién anterior se deduce el siguiente:

Corolario 3.4.12.-

Q,x) = x H!'} - & H' (3.4.27)

é ! A’Zmﬂ (3 4 28)
2m+1 = M - B
] Ay

m

Reciprocamente, podemos expresar los polinomios {Hf,” }, en términos de
los polinomios {Q,}, de la siguiente forma:

Proposicion 3.4.13.-

x> H'x) = Q00 + b™ Q,(x) (3.4.29)

donde

Mm (2m+3)
(2m+1)

vl = - — 3.4.30
2m+ | ; i 2 ( )

&

En este caso las propiedades diferenciales no pueden ser obtenidas en
forma andloga a las del resto de los ejemplos, debido al caracter no cldsico
de los polinomios asociados a la modificacién de la funcién peso mediante el

; ; 2 ; ; : .
polinomio x° (recordemos que estos son los polinomios de Hermiic generalizados

Hr(,”(x)). Pero sin embargo, siguiendo la técnica descrita por Chihara ([20],
pag. 157) puede obtenerse una férmula tipo Rodrigues para la sucesién {Q,}:

Proposicion 3.4.14.- (Una Férmula de tipo Rodrigues)

a2 5 -n 2 B p B o 12
e’ Q(x) = 2711)"De™) + 4 o x D" (x"e ‘f‘;(x))} (3.4.31)
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donde K\'X(x) viene dado por:

('l)m 2
Ké;)(x) = miD)! 1Fi(mm+2;x°) (3.4.32)

() ('”m 2
2m+i(x) = Z;]Tz? X IFl(m+1vm+3;x) (3433)

En cuanto a la ecuacién diferencial se tiene:

Proposicién 3.4.15.- (Ecuacion Diferencial)
Los polinomios {Q,(x)}, verifican la siguiente ecuacién diferencial de
segundo orden:

”

d* d
A,x,n) — Q. (x) + Bs(x,n) = Q.(x) + Cy(x,n) Q,(x) = 0 (3.4.349)

2

dx

donde A, (x,n) y Cy(x,n) son polinomios de grade 4, y By(x,n) es de grado S.

Demostracién.- Notemos por o, = o./(n-1) para n>l, entonces la relacién
(3.4.24) se escribird:

x’Q,(x) = (x* - &) Hy(x) + o,xH(x) (3.4.35)

derivando:

Q%) + 2xQ,(x) = XH(x) + a,xH!(x) + 2xH,(x)

xQu(x) + 2Q,(x) = xH)(x) + o H!(x) + 2H_(x)
Utilizando la ecuacién diferencial de los polinomios de Hermite:

xQi(x) + 2Q,(x) = (1 + 2a)xH)(x) + 2(1 - na,)H,(x) (3.4.36)
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Las  ecuaciones (3.4.35) y (3.4.36) constituyen un  sistema de

ccuaciones, cuya solucion mediante la regla de Cramer viene dada por:

Ay(x.n) H(x) = X"Q,(x) o
xQ)(x)42Q,(x) 1 + 2an'

A,(x,n) xH (x) = . X Qu(x)
2(1 - no) xQ(x)+2Q, (x)

donde Ay(x,n) es un polinomio de grado 2 que viene dado por:

Ay(x.n) = (1 + 20)x° + (2n-2)¢¢ - 3@,

Derivando en la primera de estas ecuaciones y eliminando con la segunda, se
llega tras algunos célculos a:

x2A,(x,MQl(x) + [2(1—x2)A2(xvn) - XAy (x,m)]xQ;(x) +

+ [2nx* + 20,[(n-2)(2n-1)a, -5n+2]x" -2, ((2n-2)a,-3)]Q,(x) = 0 b
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3.5 EL CASO BESSEL.

En 1949, Krall y Frink ([42]), utilizando una variante de la técnica Cde
Separacion de vaniables para Ia resolucién de la ecuacién de ondas en
coordenadas esféricas, obtienen la ecuacién diferencial:

Xy + 2(x+1)y’ - n(n+l)y = 9 (3.5.1)

Cuzndo n es un entero no negativo, la ecuacién (3.5.1) posee una solucién
polinémica y (x), que, con la estandarizacién y (0) = 1, denominaron el
Polinomio de Bessel de erado n. En el mismo articulo, Krali y Frink consideran
una generalizacion de (3.5.1):

Xy + (ax+b)y" - n(n+a-1)y = 0 (3.5.2)

donde o # 0 y a = 0, -1 , -2 .y definen los Polinomios de Bessel
generalizados y,(x:a,b) como la solucién polinémica de (3.5.2), con la
estandarizacion y,(0;a,b) = 1. Es inmediato comprobar que y (bx;a,b) es
independiente de b, y asi, el parimetro b puede ser fijado arbitrariamente,
por ejemplo, como b=2 (otras estandarizaciones habituales suelen ser b = +1).

Adoptando la notacién de Al-Salam (I6]) consideraremos los polinomios:

Y, "(x) = y (x.0+2.,2)

donde a # -2, -3, ... a estos polinomios de ahora en adelante los llamaremos
Polinomios de Bessel. En el mencionado articulo de Krall y Frink se demuestra

que los polinomios de Bessel verifican la condicién de ortogonalidad:

o+ n+l
271 n!

(3.5.3)

nm

]
— | Y)Y Y2)p®2)dz =
2mi .[r n 2 P (2n+a+ 1)l (n+a+1)

La integral se extiende a lo largo de la circunferencia unidad en el campo

complejo y la funcién peso p'™(z) es:
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1(10] e ]
r, (Z) = - Z e

o+ 1) (+1),
k=0

(L)

(@), es ei llamado Simbolo de Pochhammer, que representa:
(a), - ala+l)..(a+n-1)

De este modo el funcional hneal asociade a los polinomios de Bessel es

un funcional regular no definido positivo.

Para los polinomios de Bessel es conocida f(ver Krall

Grosswald [32]) una expresion expliciia:

n

Yk
Z [q (n+0t+1), {Kl

i © g

st dividimos Y, "'(x) por su coeficiente conductor, que viene dado por:

(n+o+1

obtendremos el correspondiente polinomic de Bessel mdnico, que de ahora en
adelante notaremos por B, “(x). Las propiedades de estos polinomios monicos se
obtendrar. sin mas que ajustar los coeficientes en las correspondientes
propiedades de los polinomios Y, "(x). De este modo. se obticnen las

siguientes propiedades (ver Krall y Frink [42], Grosswald [32]):

Expresion explicita:
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Condicion de ortogonalidad:

! (e R R

| B,"(2)B,"(2)p"z)dz = |— [ = Y " )

Y | m - ~ nm
2m J1 (n+o+1) | n+a+DM(n+a+])

en particular se tiene:

e

a+] n+l
2*-0™" g

I ,
[ B, () pY2dz = |— | = T T
Il(nmu D, | @n+a+ DN (n+a+1)

2mi J

Relacion de Recurrencia a Tres Términos:

R () " ) ; i y( (L) 1) E (x) () 2
\Br‘ (x) = B [ /(x) + B, B (x) + Y Bn_](ﬁ\)

n+i n n
donde
200
(2n+0)(2n+0+2)
dn(n+a)

(2n+oe+ D) 2n+0) (2n+a-1)

Ecuacion Diferencial:

X" y" 4+ [(o+2)x + 2]y - nin+otl) y =

Relacion Diferencial:

(3.5.8)

(3.5.9)

(3.5.10)

(3:5.11)
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donde D"

4n(n+a) i
+ —————— B |(x) (3.5.13)

b A
2n+ot 3.
(2n+a) (2n+a-1)

A partir de la expresion explicita de B “(x) se deducen trivialmente

n

las siguientes expresiones para B “'(0) y (B,™)(0):

-’ﬁ

‘“-{”] =
(n+a+1),

~n-1

&ﬂ*ﬂ*ﬁ%-

De estas expresiones deducimos las relaciones que serdn utilizadas mds
adelante en la construccion de los coeficientes polinomiales de los polinomios

tipo Sobolev asociados a los polinomios de Bessel:

Proposicion 3.5.1

. 4
i B0 = o
(n-1)(Zn+o-1)(2n+a)

5
e (B W)
(n-1)yn+q) o

: 2nin+o+1)

(B.")'(0)

5

i) (B,")(0) =

(n-1W2n+a-1 ) 2n+a)

Notaremos, cuando no hava lugar a confusién, por K (x,y) al nicleo de

polinomios ortogonales monicos de Bessel respecto a la funcion  peso
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(x

0 (x). Unlizando la relacion de Crristoffel-Darboux junto con la férmula de

derivacion para los polinomios de Bessel es facil probar la siguiente
Proposicion 3.5.2

o (-D" T(n+o+1)
1) K, ,0,0) = :
Nt ] (n-1)!

—

sr w1 (-1)" I'(n+e+2)
W R T00) = — — = [nnta)-(a+2) (3.5.15)

~a+d  (n-2)!

-

- y { . S
Sea a>-2, v consideremos la forma lineal «'™ asociada a la familia de

. . . { ] . .
polinomios ortogonales monicos {B."} . Asociada a ésta podemos considerar la

forma bilineal ¢'*', definida en el espacio de los polinomios reales mediante:
) = < fg> + A(0)g'(0)

Segin los resultados del teorema 1.3.1 una condicién necesaria y suficiente

- ) pe 1 () i » . "
para que la forma bilineal @ sea no degenerada es que:

" },KI'_‘]"'((},{]} 20 V nzl

n

Dado que la sucesién {K".;"(ﬁ.())}n.,(, diverge en valor absoluto (para o>-2) el

conjunto de valores A para los que ¢ es degenerada estd contenido en un
. i {x) ‘ N
intervalo acotado y centrado en el origen, en concreto ¢ serd no degeneraca

para todo A tal que:

> 1K 00)]" = oe—
' NMo+d4)(a+2)
En tal caso, notaremos por {Q,"} la sucesion de polinomios ortogonales

monicos correspondientes a la forma bilineal . Utilizando los resultados
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.
~n(n+(x+l 2

qilxn) & o — — X — 35.19)
(n- I)( n+a I)(hn+cx) : n(n+u+1)

Demostracion.- Recordemos que:

lCH

’ )'(0)

g,(x,n) = x" - oo — T (Bm b 0)x) = i s q;,(n) X - g,,(n)
)g.”' ktm - .

n-1

5 (B)(0)
qxn) = o ———— T,(B,*.0)(x) = q;,(n) x + q, 4(n)

A I\cul
n-1

donde T,(B|*.0)(x) denota el polinomio de Taylor de grado i asociado a

B"(x) en el punto 0. Utilizando los valores de q,{n), y las expresiones de

la proposicién 3.5.2, se tiene:

l(I» ()
A (B (OB, (0)
Rgyli) B g e &

A"ﬂl l\lfll

n-|

| 2% Fa
2n(n+a+1) }x. ((B,"))'(0))° 2n(n+o+1)

(n-1)(2n+ at-1)(2n+a) An | L) (n-1)(Zn+a-1)(2n+a)

S

(B“ i ((')Bm (0) 2n(n+a+1) 2

A
A (@ (n-1)(2n+a-1)(2n+a) (n-1)(n+a)

n-1

5 (B '(”“ [ 2n(ntas+])

m~l;( n+o- 11( mm

i 1
[ .-.nfn+(x+ l )

n]
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del teorema 1.3.1 podemos obtener la siguiente férmula de representacion para

(),
n

los polinomios Q

Proposicion 3.5.3.-

~ (L) [ A C
Q,"(x) = B!"x) - — B!"0) K""(x.,0) (3.5.16)

n-1
-1
) . ! \
donde notaremos A =1+ A I\; D0.0).

Y como consecuencia se obtiene:

Corolario 2.54.-

l 2" . (=1} T'{n+a+3)]

VR € gt ) S o oy ==
A, (n+a+l), -' (n-2)! J

e (L), 4 l
i} QY0 & — B e
Ay (D+O42)

Aplicando en la expresion (3.5.16) la férmula de Christoffel-Darboux

. . ’ . (0.1 . . g o
para sustituir el término K[, ‘x.0), se obtiene una expresién para Q:‘ (x)
como como combinacion lineal de dos polinomios consecutivos {B,“'}, aunque con

coeficientes polinomiales:

Proposicion 3.5.5.-

x"Q,"(x) = qy(x,n) B,¥(x) + q,(x,n) B,"(x)

n

donde:

5 2nin+a+1) 2 2 ]
g(x,n) = X - —m—m— - — X - T
’ (n-1)(2n+a-13(2n+a) r (n—];(n-ﬂx)J




Polinomivs Ortogonales tipa Sobolev

i 2n(n+a+1) : i 35.19
gGixn) = e - 5.
d (n-1)(2n+a- 1)(2n+01) ( )

Demostracion.- Recordemos que:
LA YO e g
qp(x.n) = x° . — W0)(x) = x" - q,,(n) x - Q,,(n)
1-1 Llia'

(B,™)'(0) -
q(x.n) = -— ———— T (B,",0)(x) = qy,(n) x + q;2(n)
b

donde T,(B;“,0)(x) denota el polinomic de Taylor de grado i asociado a

B,"(x) en el punto 0. Utilizando los valores de q,,(n), y las expresiones de
la proposicién 3.5.2. se tiene:

% (B (O)B") 0
Q2(n) = -—

(o)
-1 k :

n-i

2n(n+a+1) A ((B,")(0))° . 2n(n+a+1) 1 A2
T (n-1)2n+o-D)(2n+o) A, Lo (nh)@2n+a-1)(2n+a) )

Ani

m- 1 L J

(B,”)"(0)B,"(0) 2n(n+a+1) 2 ; Aya]
 (n-1)(2n+a-1)(2n+a) (n-1)(n+a) Ay

()
i‘:nrl

q; () = — —o
. K@

n-i

a (B )'(0))° [ 2n{n+o+1)

(n-1)(2n+a-1)(2n+a)
(B,™)(©)B,"(0) [ 2n(n+o+1) 2
a.-.(n) = -

12
—— e — — — - _D
e A L) lml J(2n+a-1 )(2n+a;J n[n+(x+1) Xy

n-1
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s 2 . (o)

Por los resultados del capitulo 1 sabemos que los polinomios {Q,™'},
verifican una relacion de recurrencia a cinco términos: aqui trataremos el
comportamiento  asinttico  de los coeficientes de dicha relacién. En primer

lugar, estableceremos algunos resultados previos.

Lema 3.5.6.-

A, 1+AK1(0,0)
Lim — = Lim ——— e = (]

" a2 K N0.0)

Demostracion.-

™' T(n+a+3)
e,  [(n+])(n+a+1)-(a+2)]
A} (n-1)!

s

(-1)" T(n+a+2) _
1 + A = [ni{n+0)-(a+2)]
sa+d (n-2)!

- T(n+a+2) n+o+2 ‘
1 - A ! — 1 - [(n+1)(n+0t+1)-(a+2)]
n_

-1)" T(n+a+2)
—— ————— [n(n+a)-(a+2)]
—,ﬂ?] (n'2}1

i

{(n+ D) (n+a+1)-(a+2)]

!
— + [n(n+a)-(0+2)]

A D Mnta+2)
puesto que Lim z, = Lim A —— e S
n oo n -3oc ~ 043 (N-2):
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Lema 3.5.7.- Sean las sucesiones:

A (B“”J ((H(B‘“I') (0)

a = - —_— =

1
/\,, | Kl (n-1)(2n+a-1)(2n+ar) .

n-1I

2n(n+a+1) o2

()

A cB )" (0)( H“Z) (m

_ (-2)(2n+0:-3)2n+a-2)(2n+0t- 1) (2n-+0t) | Ay
: 7\.“ k((ll dn(n+a)(n+a+1) ) T_n-

n

Entonces Lim a, = 0, Lim b, =

n =00 n —500

Demostracion.-

L B O)BY (0)

Lima =Lim —
n -300 n =0 I\.ﬂ I

(a)
l"‘n-l

2n(n+o+1) ((B\%)) (0))'
=Lim — _

A
n -0 (I'I 1){..!’]'4'-(1 ]}i‘)fH“(I Z |

(@)
k

n-1

2n(n+a+1) Ao
=Lim ——mm— |1 - —| =0
nsoo (n-1)(2n+a- (2n+a) Ay

Para el otro limite, utilizando los resultados de la proposicion 3.5.1,

se tiene:

x (B (0)B,%) (m
lim — —— =
o0 A k(u.

11

. (@),
i (n-2)(2n+a-3)(2n+@-2)(2n+0- 1)(° i+a) A (B, ((’”

= Jiffi - e s o e
n-»00 4n(n+o0)(n+a+1) A, (@

n

(n-2)(2n+0-3)(2n+0o-2)(2n+a- 1)...n+m Al ]
2 U e c—m—— e | - = 400,
L J

36 4.1:::*(1) n+(1+i

A

n
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En virtud del lema anterior. o

Proposicion 3.5.8.- (Relacion de Recurrencia a cinco términos)

) . ; () . . . .
Los  polinomios  {Q, in asociados a los polinomios de Bessel verifican la
siQuiente relacion de recurrencia a cinco términos:

() _ yla) (n) ~(a) (n) ~{a) (n) ~(a) (n) ~(a)
X Q (x) = anl{x] +cC {tn+l{x) * Ca n (XJ +Cn—| r;-f(x-) + Cha2 Qn-z(x)

n n+ |

: (n) . (n) : (n) .
Lim ¢,y = Lim ¢,” = Lim ¢") = Lim ¢") = 0
n —»eo n oo n 300 n —oc

Demostracion.- Recordemos que los coeficientes de la relacion de recurrencia a

cinco téminos venian dados por las expresiones:

(o)

() _ . :
(n+] - Bn + ﬁn-ﬂ i dyhj - l'111

(n) n-1 (a) (a) (h 2 (a) (o)
C = - [\{n * YIHI + (Bn )) [ = bn Yn ‘Yn‘l 1 * -

" A Ao

, Ay
,lf.l: * B;m) 1 # sl + === 0,
A‘n—IJ Ani

}‘n A‘n 3
B 7"nl -—I

Teniendo en cuenta que
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(o)

: () .
Lim ¥y~ = Lim — =0
n oo n o0 (o)
1

Junto cor. los dos lemas anteriores, se obtiene inmediatamente que:

: (n) . ;
Lim ¢,}] = Lim ¢") = Lim ¢} = 0
n o0 n 300 n ~»ov

T ( .

Finalmente pdra C,.‘m ¢ uene que:
(o) (@) (o) 2

* T (Bn j | -

4(n-1)(n-2)(n+x-1)

(n+a+1)(2n+a-2)(2n+a- 1)(2n+0)(2n+a+1)

At R A, A,
- a, BB+ —| + _—
n-1

A, Avi

y de este modo Lim ¢!" = 0 o

n
n oo

Recordemos que la sucesion de polinomios {Q!™} se relaciona con la SPOM
con respecio a la modificacion del funcional dada por x°. En el caso Bessel,
dicha SPOM es {B!™*'}. Sigaiendo el esquema del primer capitulo, el polinomio

Q“”(x) se puede expresar ccino combinacion lineal de tres polinomics

n

: (a+2 : _—
consecutivos {B,""“'}, segin las expresiones de - proposic 'n 1.7.4, en la

n

siguiente forma:
Proposicion 3.5.9.-

Q:,w(x) s B;Cﬁ*zl(x) 5 aﬁ‘f B({“L(K} o+ dr:nz. B;a;:,-(x) (3520)

n-1
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donde.

L (n) A"' 4"(“‘1)

9

A {2n+a-l)(2n+a}2(2n+a+1)

4n 2n(n+o+1) [ |

in)

u_l % S, s e e 1 }an ‘
lnzj

T 2nt(2niar?) | (nDZnraD2nea) [

Sustituyendo en la proposicién anterior la relacion de recurrencia «

" . . 4 2 a
tres térmunos para los polinomios {B:,w‘]l se obtiene:

Corolario 3.5.10.- Se verifica:

Q¥x) = (x - §) B{MPx) - & B'%x (3.5.23)

n-1

donde:

"
o~

L= - - (3.5.24)

3 4(r-1)(n+a+1)
= - 1 - (3.5.25)

Sn
(2n+o- D(2n+0) " (2n+0+1)

Reciprocamente, los polinomios [B|"""'}, pueden ser expresados en

términos de los {Q,”), de la forma siguiente:

Proposicion 3.5.11.-

2 (a+), () (n) (a) (n} ~ia)
X B l(x) = Q{‘.-f.’.(x) * bnji anl(\(} * bh ‘\)n (\J

n
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T A(n+0+1)(n+a+2)
by = —— - . (3.5.27)

Ay (2n+u+1)(2n+a+2_)2(2n+a+3)

Ay nta2 (ne1)
= - ;C__ —— i, s (3528)

n+ ]

Fl carac ldsic I : . (a+2) . s
caracter clasico de los polinomios B, nos va a permitir obtener

unas propiedades diferenciales para los polinomios Qf,u' andlogas a las

propiedades de los polinomios ortogonales cldsicos.

Proposicion 3.5.12.- (Una Férmula tipo Rodrigues)

. 3 (@) .
Los polinomios Q_ (x) verifican:

n

a+l Ik @), . l 2 2
X e™ Qi¥x) = — "] e‘-"p(x;n;} (3.5.29)

- (n+a+1),
4

donde p(x.n) es un polinomio de grado 2, y viene dado por:

(n+a+1)(n+0+2)

p(x;n) =

= . |(2n+a+1)(2n+(!+2;x2 + 4(2n+0+2)x + 4] +
(2n+a+1)(2n+0+2)

{n) {

+a,", (n+a+1) [2n+o)x + 2] + a3 (2n+a-1)(2n+a) (3.5.30)

Demostracion.- Dada la féormula de Rodrigues habitual para la sucesién de

(a+2)
n l

polinomios {B segun vimos en (3.5.12), se tendra:

nt

1

2 2 (a+2) +2 -2
x(i* e X [;n +2) x] o Dn[ ¥ + e ]
(n+a+3),

Sustituyendo esta expresion, en la ecuacion (3.5.20) se tiene:

s 3 1 Anee?
+2 Palp 3 n+o+2
£ g QM) = . DY

(n+o+3)
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1

} >
U nta+2) |

n-ly 2n+cx 2
I €] +

+ b e

o (“Hiﬁ)n:

n-2r 2n+a-) 2
[ e”]

Luego:

a+2 2k (o) 1 n-2 (n+o+1)(n+0+2) "
X ¢ (‘),-,( x)=—D L{ —_— D"Ix e’“h] +
(n+o+1) (2n+o+1)(2n+0+2)

in

in+ -2fx, s 2n+a-2 -&
+ 4, (n+a+1) D[x*™* 7] + al") 2n+0-1)(2n+a) x202 o W }

De donde se deduce:

+2 2 r 1 s ) (-2 B
" e QYx) = —— D" { gL “*o(x:n) }
(n+a+1),

-

donde p(x:n) es un polinomio de grado 2, y viene dado por:

_ (n+o+1)(n+a+2) 2 _
pixin) = —— -————— [(2n+0+1)(2r+a+2)x" + 4(2n+a+1)x + 4] +
(2n+a+1)(2n+0+2)

+ a,(,r_',’ (n+0t+1) [(2n+o)x + 2] + a‘i”z’ (2n+a-1)(2n+ar)

Por dltimo, podemos deducir de wuna forma simple una ecuacién
diferencial para estos polinomios cuyos coeficientes son polinomios cuvo grado

es independiente de n:

Proposicion 3.5.13.-  Los  polinomios  {Q,"(x)}, verifican la  ecuacién

diferencial de segundo orden dada por:

d’ d i .
Ay xn) — Q"(x) + By(x.n) res Q, (%) + Cy(x.n) Q' %x) = 0 (3.5.31)
2 X

dx”
donde A,(x,n) es un polinomio de grado 4, Bi(x.n) es de grado 3 y Cy(x,n) es

de grado 2
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Demostracior.- Tomando la relacion de estructura para los polinomios {B"™)

se deduce:

5 i
= A, X" —B
dx

(142)
n-1

(x) - A, (n-1)(x-B, DB *(x)

donde

2 2n+0-1)(2n+a)’
Bnl e R L V A - :
2n+0 ° 4(n-1)(n+at+1)

Sustituyendo esta formula en la expresion del corolario 3.5.10, se

tiene:

n-1

g | +3 ol d T
Q. (x) = [x-;“-+-5,nr\n E(nrl)(_an_J)JB'" “x) - EAL X e B,(,(_I.lz’(x)
X

x tr4 ) . d +2
Qu7(x) = My(xun) By 00) + Na(xn) — B,’1 (X) (3.5.32)
X

n n-1

donde M,(x,n) es un polinomic de grado I y N,(x,n) es un polinomio de grado 2.

Derivando esta expresion se obtiene:

(o+2 d 7.0 SU
QI™x) = Mj(x,n) B,o; (») + [M,(x.m - Ngtx,n)J = B"Y(x) +

dx

Recordando, ademds, la ecuacion diferencial de los polinomios de Bessel, que
en este caso se escribe como:
9 ]

x“y" = - [(a+d)x + 2] y' + (n-1)(n+a+2) y

y sustituyéndola en la expresion anterior:
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d

dx

0™

n n

(X) = [M.‘(x,m + :',“A”!tn-ll(nﬂhl’]] B."(x) +

+ ['\131.\.:1] + Ny(x.n) + E,HA,,;[-E-((HJ,)M]

B“l;:.()‘.)

n

dx

con lo cual

d (11) ~ () d (a+2)
— Q. "(x) = Mgbxn) B ;) + Nitxn) — B "n) (3.5.33)
dx dx

donde M,(x.n} es un polinomio de grado 0 y N,(x.n) es un polinomio de grado 1.
Retomando las expresiones (3.5.32) y (3.5.33), tenemos un sistema de

ecuaciones y utilizando la regla de Cramer se obtendrd:

= | Q™(x) My(x,n)

A(xn) Bo,"(x) = |4
¥ *x) K (xn)

dx

M,ix.n) Q\¥(x)

d n+2) -~
Aixin) = B 57 (x) = (3.5.35)

n-1

= d
dx IMU(x.m — %)
j dx

donde A,(x,n) = M(x.mN;(x,n) - Ny(x,n)My(x,n) es un polinomio de segundo

grado. Derivando la ecuacion (3.5.34) se tiene:

d 2
(x) + Ay(x)n) —B N (x) =
) dx

(+2)

As(x,n) B

n-1

-

. d d”

= Njxam) Q%) + [Ny(x,n) - Ni(x.n)] q{),‘,“'m - Ny(x,n) —Q,™(x)
! dx 2
dx

y combindndola con la ecuacion (3.5.35) llegamos 2

LR dh (l’II(
A(x,n)Ny(x.n) —Q, "{x) +

dx”®




Polinomios Ortogonales tipo Soboley

+ ] ] 2 d
[A OGN OG-A (N () +A,(x )M, (x,0)-Aj(x,n) N, (x,n)] {,,_Q;"‘(m +
dx

+ (AN, (x.0)-A,(x )M (x,n)-Ay(x,m N (xn)] QL%(x) = 0. o
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4.1 INTRODUCCION.

El objetivo de este capitul.  es estudiar propiedades de los ceros de

los polinomios Q, (x) ortogonales con respecto al producto escalar

oif,g) = <ufg> + AM'(c)g'(c) (4.1.1)

donde & es un funcional lineal definido positivo, A € R y ¢ es un nimero
real.

Siguiendo a Chihara [20] diremos que un conjunto ECR es un conjunto
soporte para el funcional lineal definido positivo u si <u,p> > 0 para todo
polinomio p, no idénticamente nulo sobre E y que verifique p(x)20, VxeE.

De ahora en adelante. consideraremos que el soporte para el funcional
definido positivo « es un intervalo I En tal caso, los ceros de los
polinomios ortogonales [P (x)}, asociados a w son todos reales, simples y
contenidos en 1.

En el apartado 2 se estudian los ceros de los polinomios ortogona. s
Q,(x) respecto al producto tipo Sobolev (4.1.1), probando que si ¢ € I, Q{x)
posee n ceros reales y simples, de los cuales, al menos n-1 se encuentran en
el interior de L

En el siguiente apartado se prueba que los ceros de Q,(x) se entrelazan
con los ceros de P(x) y son separados por los ceros del polinomio

0.1 e . ‘ .
(_, (x.c). Asimismo, se obtienen propiedades de separacion con respecto a

los ceros del polinomio P} j(x).

A continuacién, en el caso de un intervalo acotado, se demuestra que,
para n suficientemente grande y c2Sup I, Q,(x) posee exdctamente una raiz a la
derecha de c: la cual converge a ¢ cuando n tiende a +eo, convirtiéndose ¢ en
un atractor para el dltimo cero de Q,(x).

En el apartado 5 se estudia una férmula de cuadratura para el funcional
U, = (x-c)'u. basada en los ceros de los polinomios ortogonales tipo Sobolev

Q.(x). A partir de esta férmula de cuadratura serd posible probar una cierta

propiedad de entrelazamiento entre los ceros de los polinomios Q,(x) y Qpuu(X)

contenidos en el intervalo 1.
Finalmente se estudia el comportamiento de los ceros de Q,(x) frente a
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A, probiandose que, cuando ¢ 2 dSup 1, los ceros de Q. (x) son una funcién

creciente v oacctada de A.

4.2 LOCALIZACION DE CEROS.

Como es de esperar, muchas de las propiedades labituales de los ceros
de los polinomios ortogonales dejan de ser vdlidas para este producto escalar.

Pero a pesar de todo, se pueden establecer algunos resultados generales.

Proposicion 4.2.1.- Si n23, el polinomio Q. (Xx) posee al menos n-2 ceros

(4]

distintos de multiplicidad impar en 1.

(4]

Demosiracién.- Sean y, ..y, los puntos de I en los cuales Q,(x) cambia

de sigrio. Llamemos

p(x) = (X-yp ). A%V

entonces el polinomio Q, (x)p(x)(x-¢)” no cambia de signo en el intervalo I, y

por tanto:

@(Qn(x'),p(xlix-c)z) = <u.Q,,tx)p(x)(x-c')2:> # 0.

Puesto que Q, es un polinomio ortogonal con respecto a @, se sigue que gr(p) =

k >n-2 o

Con respecto a las otras dos raices de © x) en general no puede

O

afirmarse nada acerca de ellas. Si ¢ € I, esta dos raices pueden ser incluso

complejas conjugadas, como muestra el siguiente:

Ejemplo.- Dado el producto escalar de tipo Sobolev
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+1
J foogx)dx + A £'(c)g'(c)
I

donde ¢ = T he 10, el polinomio ortogonal de grado 3 seria

. 9
Qilx) = B B i B s %+ e
125 125

el cual posee una raiz real y dos raices complejas conjugadas, cuyos valores

aproximados son: x=().566769, x=-0.499385 + 0.0684593 1.

O

Sélamente cuando ¢ ¢ | estaremos en condiciones de asegurar el cardcter

real de tedas las raices de Q,(x).

Proposicion 4.22.- Si ¢ ¢ 1, los ceros de Q,(x) son reales, simples y al

[s]
menos n-1 de ellos eswan situados en 1.

Demostracion.- Supongamos que | estd acotado superiormente y que ¢ 2 Sup L

Sean y, |.....¥,x 10s puntos de I en los que Q. (x) cambia de signo y sea
p(x) = (X-¥, ) (X-You )

Construimos un polinomio w(x) = p(x)(x-o) tal que w'(c) = 0. Para ello
basta tomar & = ¢ + p(c)/p'{c)
Es obvio que si ¢ = Sup I, entonces p{c)/p'(c) > 0 y a > c. De este

modo o ¢ Iy el polinomio Q,(x)o(x) no cambia de sigr~ en I, asi
P(Q,(x),m(x)) = <u,Q,(x)w(x)> 0

y por tanto deg(®) = ny k 2 n-1.
0
Luego n-1 de las raices son reales, simples 'y contenidas en [

claramente esto implica que la otra raiz también es real y simple. o
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Nota. Todas las raices de Q,(x) son reales y simples, n-1 de ellas estdn
contenidas en I y con respecto a la otra. en principio, nada podemos asegurar
sobre su  posicion. Aunque si podemos dar alguna indicacién acerca de su

localizacion relauva al intervalo I

Para simplificar, en adelante, se supondrd que el intervalo I estd
acotado superiormente 'y que ¢ 2 Sup I, puesto que el otro caso es
completamente andlogo y los correspondientes resultados se obtendrian a partir

de estos siplemente cambiando la variable x por -x.

Proposicion 4.2.3.- 5i ¢ 2 Sup I y Q,(x) posee una rafz que no estd contenida

en 1, entonces esta raf:z estd situada a la derecha de Sup 1.

Demostracion.- Sean 'y, .y,, los ceros de Q.(x), y sean y, ... ¥ani
aquellas raices que estdn contenidas en I. Llamemos

w(x) = (x'ynj)"‘(.X'Yn.n-!)’
entonces:.

P(Q,(x10(x)) = <u,Q (x)w(x)> + AQ)(c)w'(c) = 0

P,(c)
Q.(c) = >0
Any

donde A, =1 + AK!'"(c,c), obtenemos

<u,Q,(x)a(x)> = - AQ (c)w’(c) < 0.

Puesto que Q,(x)w(x) no cambia de signo en I, se tendrd Q,(x)a(x) < 0 para
todo x de I, es decir: x - y,, < 0 para x € 1y por tanto y,,> Sup L. o
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4.3 PROPIEDADES DE SEPARACION PARA LAS RAICES DE Qn('";}.

De ahora en ad=lante supondremos que ¢ 2 Sup I. Tratamos de estudiar la
posicion relativa de las raices de Q. (x) con respecto a las de los polinomios
ortogonales P (x) y P ,(x), asociados al funcional u, y con respecto a las
del polinomio ortogonal P,:‘_}‘(x). asociado al funcional u,. Recordemos

previamente algunas propiedades relativas a las raices de estos polinomios.

Lema 4.3.1.- i) El polinomio K, (x.) tiene n-1 ceros reales y simples

Q

contenidos en 1, que separan a los de P (x).

¥ ¢ : (0,1 ' .
iit) El polinomio K, | '(x.c) posee n-1 ceros reales, simpies y que separan a

& 5 » ¥ 9
los de P (x) {y por tanto estin contenidos en 1).

iit) Los ceros del polinomio P_f,{f(’x) separan a los de P (x).

Demostracion.- i) Sean x,, < .. < X, las n raices de P, (x), sustituyendo

n,l

en la relacién de Christoffel-Darboux se tiene que las cantidades

(xn.i'c) Kn-l(j'(n g} = Pnfl(xn.i)Pn(C)

o
ke

(Xpie1-€) Koy (Xq5000€) = - -"*1“ P, (X1 )Py(€)
j Kot
tienen signos opuestos, ya que P, (x, )P, (x,;,;) < 0, debido a Ila
propiedad de separacion de los ceros de los polinomios ortogonales estindard
P(x) y P,,(x) (Chihara, [20] pdg. 28). De este modo K, ,(x.) cambia de
signo entre cada dos ceros consecutivos de P (x), y usando que P,(x) posee n

ceros reales y simples, el resultado queda probado.

ii) Como consecuencia de la relacién de Christoftel-Darboux se tenia:

) 1 i :
(x-¢)° K,‘f_‘;“{x.c) = mk: [Pn(x)T!(P,,,,.c)t_x) - Pn,,(x)T,(Pn,c)(x)].
1
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Bastard probar que el término de la derecha cambia de signo entre cada

: : T D
dos ceros consecutivos de P (x), con lo cual K,i 1(x,c) tendrd un cero entre
cada dos de P (x).

Notemos, como en el apartado anterior, por x,;, < .. < x,, a las n
raices de P (x). Para x 2 x,, P (x) es una funcién convexa y por tanto:
T,(P,c)(x) €< P(x) parax 2x

nn

en particular TP c)x,,) < 0 'y asi la Gnica raiz de T,(P, )(x) estd a
la derecha de x,,. De este modo

POk ) <0 pagi=1 4, ...,

En consecuencia:

o 3 ] 1
(Xn.i—C\}‘ K,&Fi“(xn,nv(") i k-_n— Pn-l(xn.i) Tl(Pn'c)(xn.i)

-1

Soe ]
(Xn‘”]-C)" Kn(-ai“(xn.wl'C}z i EA Pn-l(xn.iﬂ) Tl(Pn’C)(xn.Hl)

n-1
tienen  signos opuestos ya que k', (X, )P, (X)) <0, debido a la

propiedad de separacion de los ceros de los polinomios ortogonales estdndar
P(x) y P (x).

iii) Recordando la expresion (1.7.1)

_ P (c)
(x-C)PLj(x) = P(x) - o K, (x.)
-1 L]

y sustituyendo en dos raices consecutivas de P, (x), se uene que

P.c)

) - " ( 'CJ
.1 Kn,](C,C) Knl xn,l

(xn.i 5 C) Pvln:(x
" P.(c)
(%0 - ©) P, i(Xyiup) = - == K, (%, 1)

K.1{c.c)
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tienen signos opuestos, como consecuencia del apartado i). Asi P, |(x) cambia
de signo entre cada par de raices consecutivas de P (x) y se obuene la

propiedad de separacion. o

Proposicion 4.3.2.- Notemos por:

los ceros de P (x)
los ceros de Q,(x)

0,1
los ceros de K\';"(x.c).

Entonces, los ceros del polinomio Q. (x) separan a los de P(x) en la forma
siguiente:

Xn1<Yn1<%p2<Yn2<
¢ (0.1) . g :
Ademds los ceros de K, | '(x.c) separan también a los ceros de Q,(x).
Demostracion.- Recordemos la expresion para el polinomio Q,(x) dada en el

teorema 1.3.1:

A0.1)

Q. (x) = P,(x) - A Qu(c) K.} (x.0).
P.(c)
donde Q,(c) = —

-1

Utilizando =l apartado ii) del lema anter.or decucirios que:

Q,(x,) = -A Qxe) Ky (x,,

(0,

Qr1(xn_1~l) = -A Q[;‘C) K‘nl (xn.ﬁl‘{"‘)

tienen signos opuestos, pues entre X,y X, hay un unico cero de
Kf,(_)i“(x.c). As{ podemos asegurar la existencia de un cero de Q,(x) en cada

intervalo Jx_,, X,,.,!. Finalmente:
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Q.(x,,) = -4 Q) K% x...c) < 0

nn’

iz . il B
puesto que K ;1 (x,¢) >0, V x > 2,

n
Con lo cual queda probado que:
Xn1<Yn,1<Xp2<Yn2<
Observemos que esta relacion implica que:

Py Pl £ 0

y por tanto:

(0,1) ) (0,1)
K -1 (yn,r‘C) ll(n-l (yn.wl‘c) <0

n

de donde se deduce que entre cada dos ceros de Q,(x) también existe un cero de

(0.1
K. "(xe) B

-1
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Nota.- La posicion real de los ceros ¢s:

xu‘lq}'.:l.l<?‘n I.l<x1‘.2<yn,2<?‘n 1 2< <z, 'n l<xn_n<yn,n

Proposicion 4.3.3.- Los ceros de P, ,(x) se entrelazan con los ceros de Q(x),

verificdndose:

)\n.l<.\"nl<xn 1_1':\' ..<_\"n.:<xn_l.:<' <yﬂ.ﬂ'l<xr—'l,.I'|<xn_n<ynn

Demostracion.- Consideremos la relacion entre Q. (x), P,(x) y P, ,(x) dada por
la proposicion 1.4.2:
1 BOT@,.0)x) - P (X)THP,E)hx)

Q,(x) = P(x) - A Qu(c) — —
ko (x - ¢

Evaluando en x, ,; quedaria:

1 TPy o)X, )

Qn(xn l,l) = Pn{xn—l.l) I- Q“‘(C] L )
& (xn~l,1- )

con lo cual Q,(x,,,) y P,x,,;) tienen idéntico signo. Y de la propiedad
de separacion de las raices de P, ,(x), con respecto a las de P (x), es

inmediato que las raices de P, (x) separan a las de Q,(x). ©

En la figura 4.1 se muestra un ejemplo de las dos propiedades de

separacién anteriores. En esta figura se ha considerado la medida de Legendre
en el intervalo [-1,1], el punto ¢ = 1.5 y A = 0.1. Las gréficas corresponderi

a los polinomios Qs(x) (trazo continuo), P(x) (trazo de rayas) y P4(x) (trazo

de puntos y rayas).
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Lema 4.3.4.- Se verifican las siguientes desigualdades:

Piie) K%Y

n
i B

1) - - ia
P, (c) K, (c.c)

Pie) K!i o)

n-1

W) s e e
~(0.1)
K,.: {c.c)

P (c)

Pic) (PI))(0)
Hi) = 3

En las tres desigualdades, si 1 es un iniervalo acotado la primera

sucesion diverge si v solo si lo hace la segunda.

Demostracion.- 1) Sean w , <W ,<..<W los ceros de K ,(xc). A

n-1.n-!

partir del lema 4.3.1 obtenemos:

0

Pie) " 1 " - B

=y ——>) ——— +
P.(c)

1)

: CXpj C-Wpy,  C-Xp g K,.(c.©)
; i

La divergencia de la primera sucesién se deduce trivialmente a partir
de la divergencia de la segunda y el reciproco se deduce a partir del criterio
de Stolz. (T. ]. Bromwich [15], pag. 414), puesto que si [ es un intervalo
acotado la sucesion (K, (c.c)}, es mondtona creciente y diverge positivamente,
(Freud, [30]) con lo cual:

K

n

—_—=lim —m ———————

n->o0 Kn’\C.C) N300 I‘\.n(C.C) - Kn LC,.C)

ii) Es similar a la demostracién anterior.
iii) La desigualdad se obtiene a partir del apartado iii) del lema 4.3.1,

[

5 1 AMOS A T, los ceros de PLS(x)
puesto que SI NO@AmMoOs  Por - X, <Xy Xp-1n-1 . . n14X),




1@ divergencia €5 Sutricient reco

oraat gquc 108

rad  anterior que en realidad 1) es

CONSCC UL i 1¢ il I [ ue de la destgl ldad e ¢ N v
onsecuenca d P que de la destgudldad de Cauchy-dCchwartz se tene

D ant
K K
k
I, (C
Eetndien hara | "o f rajce i i
Estudier i pos va  de . aices de los polinomios
() (x v P X
) 1107 g ) Foi ] -
Proposicion 4.3.5.- 5 0 i J f e (X verifican la
Foe lad de epdr 14
londe por x <X le |l

Demostracion.- A partur de la expi i~ () n términos de los {P. “(x)}

obtenida en €l Coroiat 7.5, ten




n
i

pdracio

o,
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se muestra un ejemplo de esta propiedad de separacion

considerado ia medida de Legendre en el intervalo [-1.1].

0.1. Las graficas corresponden a los polinomios Q«(x)

(trazo discontinuo)

4.4 LA ULTIMA RAIZ DE Q (x)

posicion del alumo cero de Q (x), comenzareinos por

g(l“'}!
estudiar el comportamiento de la n 4 L

Proposicion 4.4.1.

Demostracion.- Por la

P_(c)P;,,(c) P . ) o= ] Q.. (¢) (\}E_EICJQI-IL'}]

-

De la forma confluente de ia i6n de Christoffel-Liorboux se deduce que la

expresion anterior ¢ sitiva v de la positividad de )‘,.:, (‘);}(C) y QI;+!{C)‘

el resultado

Una consecuencia importante de la proposicion anterior es que Si existe
un N tal que Qylc) < 0, entonces Qc) < 0 para todo n2N; esto es. s1 algan

|
{

polinomio posee alg w0 ocurrird con todos los

und
posteriores

Probaremos que para un valo finito vy n suficientemente grande se
verifica que Q. (¢) < 0 v de este mode Q.(x) posee una raiz a la derecha de c.
de un intervalo intimto, daremos condiciones suticienies pdra que

En el caso

SE N L“'.'if.él_]ut' dicha
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i

acuerdo con la proposicion 1.7.3, si ¢2Sup 1. se uene

L]

), ;\‘ H,. H“ Hee) (x \_;l’h Ex)

+ A H” !‘\r :[L’,L'il‘\—.,i:}l\.,(‘ (X \.'I'.P; WX )

por tantoe

(4.4.3)

y observamos que el signo de Q,ic) depende solamente del signo de 1-AA,. En

o
consecuencia, bastara

Lema 4.4.2.- La sucesion {A |, es creciente ¥y positivd

Demostracion.- A partir de la expresion (4.4.1) es evidente que A >0, Vn22.

Para demostrar el crecimiento de la sucesién, recordemos que de

forma confluente de la relacion de Chnstoffel-Darboux, se deduce que

sucesion




Lema 4.4

Demostrac Evidentemente B >0). ¥nzl, por la expresién (4.4.2).

demostracion de la proposicion

puesto que
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Lema 4.4.4.- ) . n{ARB ciente v positiva.

4

Demostracion.- 1 ndo las expresione $.1) y (4.4.2) para A_ y B_, se

riene

son ambas creci

Teorema 4.4.5.- Si el interv » ortogonalidad de la SPOM {P(x)},

ccotddo, entonces

polinomios

Demostracion.- Por




donde represent

ortogonalidad para los pol

se  verntica

sucesion { K,

Para

mayor

Teorema 4.4.6.-

Demostracion.

aenotamaos

lema

extremo

i‘n!

£ 21 Ak
$.0.1 Oobten

del  wverdadero intervalo de

Finalmente la desigualdad

prande dada la

divergencia de la

ortogonahidad acotado. o

condiciones suficientes para

cntoncey




stivamente. Por

poOr  tant

Nota.- Escribtendo

obtenemos la  divergenc
intervalo de ortogonalida
un infinito de orden me
puede ocurnir solo s

ortogonalidad

Proposicion  4.4.7.- En

decreciente {Q (c)/Q,(C)],

Demostracion.- De la expr
(I.‘}..i('f

Q) (c)

y el resultado es nmed

Cero pot ?‘:i[‘*""lt’\l» v la suc

Polinomios Ortovonales tpo

los lemas 442 y 443 {A ) es creciente y

{ / diverge posttivamente.  Por ultimo, por

{P’(¢)/P.(c)}, si el verdadero

los polinomios P (x) estd acotado, si X,; €S

o bien si {x,,}, converge hacia ¢ (lo cual

extremo superior del verdadero intervalo de

las iones del teorema 4.4.60, la sucesion

averge

4

-ec10n (4 3y deducimao
CNI0OT1 .9 ) AeQuUcCImos

ato que la . (P (¢c)/P{c)}, tiende hacia

CHI10T




por el lema 434

condiciones, es posible probar que ¢ - n atractor

ERE R

Prary d Ltim

Proposicion 4.4.8.

Demostracion. De la desigualdad

(‘J"j'x )

Yy por tanto

Nota .- El resultado antenor sea un infinito de

ordernn menor que n

de la propiedad de atraccién de

En la figura 4.3 se muestra un ejemplo
ha considerado la medida de Legendre

| BR8N 14 Id

para el punto c¢. En esta

¢
intervalo [-1,1], el punto « 1.5 y A 0 Las grificas corresponden
a los polinomios Q(x) pard Obsérvese como el mayor de los ceros

de cada polinomio estd cada vez mas proximo a




Polinomios Ortogonales tipo Soboley

Figura 4.3

Una cuestion abierta es si, para un intervalo no acotado, podemos
encontrar un valor de N para el cual Qy(c) < (. Para este problema, tenemos
una respuesta parcial: dado un numero natural N arbitrario podemos encontrar
un valor A, tal que para A = A; el polinomio Qy(x)., asociado al
correspondiente  producto escalar verifica Qy(c) < 0. Asi, siempre podremos
encontrar productos escalares para los cuales la dluma raiz de los Q,(x) es

superior a c.

Proposicion 4.4.9.- Cudo un NeN existe un valor de A tal gque Q. (c)<0 para n2N.

Demostracion. De la expresion (4.4.3) se tiene:

l"! (C)

y puesto que A >0, el resultado
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Nota.-  Es  convenmiente  resaltar  que en los resultados de las  secciones

interiores  se  considera siempre un - punto ¢ externior al intervalo 1. Sin

embargo, cuando consideramos un punto ¢ € 1, pueden probarse una cierna
propiedad  de  entrelazamiento  para  las n-2  raices reales y simples del
polinomio ) (x) contenidas  en Asi, Meijer en [57], demuestra que: s
notamos  por X, <x; <X,, los ceros de P,(x), suponemos P, (c) # 0 y
netamos por T a la interseccion de la recta tangente a . (Xx) en el punto
(€,Q,fc)) con el eje de abcisas, se tiene

a) st T €& [x X0l emonces (x,.X,.,) contiene al menos un

cere de 0Q.(x).

b) si T = x,, pero x; # ¢, entonces x; es un cero de Q.(x)

Noétese que, como consecuencia de este resultado, st T & [x,;,x;,] el
polinomio Q (x) posee n raices reales que se entrelazan con las de P (x).

En cuanto a las otras dos raices, en el mismo trabajo, Meijer demuestra
que nara n23 siempre puede elegirse un punto ¢ tal que, para A suficienternente

grande, Q, (x) tenga dos ceros complejos.

4.5 UNA FORMULA DE CUADRATURA.

En esta seccion, dado un funcional u dcefinido positivo, consideraremos

)
la construccion de formulas de cuadratura para el funcional w, = (x-¢)"u, que
es asimismo definido positivo, basadas en los ceros de los polinomios

ortogonales de tipo Sobolev {Q (x))
Notemos., como en los dapartados anteriores, por y,
OS ceros d:f (()“E\J, entonces los D\‘:llii-?ﬂ%m». de _‘;_'!'..iﬂ}t'

Q. (x}
(4.5.1)

veritican Ly, De este modo dada una tuncion

f(x) el polinomio de interpolacion de rado a lo sumo n-1 en los puntos y,

Y. s Yo, puede escribirse en la forma




:“.-'/Uh#,'}”rﬁ (’}f'{(i;\i,l,l'j([f(‘\ “;};\ ’\,i;‘l.‘r_ﬂ‘:J'l_

Proposicion 4.5.1.- Para todo polinomio p(x) de grado menor o

N

donde ;‘..,_‘ k

Demostracion.- Sea p(x) un polinomic arbitrario de grado menor o igual que
2n-3 v construyamos el polinomio de interpolacion de grade a lo mas n-1 en los

puntos ¥, ,. V., -... Y, €l cual puede escribirse en la forma:

Entonces p(x) - L, ,(x) es un polinomio de grado menor o igual que 2n-3
que se anula en los puntos v, k=l...n Por tanto p(x) - L ,(x) puede

escribirse en la forma
(x) = Q (x)r(x)

donde r(x) es un polinomio de o n-3, lo sumo. Recordemos que el

polinomio Q (x) es cuasi-ortogonal de orden o respecto al funcional u,

segun se vio en la proposicion
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L (x)>, para k

coeficientes A, de la tormula de cuadratura (4.5.3) no son

todos positivos:  sin - embargo, puede probarse que existe a lo

| % P ey Sy | k j o i o By p =
] fl!p(l\l( ion 4.5.2. I ()¢ fu wentes A HE s d l‘l” Sumeda

{1e)

Demostracion.- Supongamos que existen h coeficientes A, verificando A, <0.
Construimos un  polinomio  Q(x), cuyas raices son las raices de Q.(x)
correspondientes a los coeficientes A, ,>0. Entonces gr(Q(x)) = n-h

3, utilizando la formula de cuadratura (4.5.3) tendremos

que

donde ¢! simbolo ) indica que la suma se extiende a los coeficientes A, no
L 1,

posinvos
Asi pues <u,.(Q(x))> < 0, lo cual contradice el cardcter definido

7t

positivo para el funcional u,. En consecuencia se tiene 2n-Zh 2 2r-3, esto es

7

h €1

os anteriores resultados son consecuencia unicamente del hecho de ser
Q (x) cuasi-ortogonal de orden 2 con respecto d i ra el polinomio Q. (x) y
en ellos se ha seguido un razonamiento debido a G. Lopez {46]. En nuestro
caso. la condicién de ortogonalidad con respecto al producto escalar tpo

Sobolev nos permite conocer gque ceeficientes A, son posiivos

Proposicion 4.5.3.- 51 Q, (c)<0) entonces
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Demostracion.- Recordemos gue si Q,(c)<, la uluma raiz de

y por tanto no estd contenida en [

Sea I < k < n-1, y consideremos el polinomio

Q,(x)

.

I (x) -
Q¥ XY, (XY )

con gr{i (x)) n-2. El polinomio (1(x))"(x-y ) es de grido 2n-3

Jnn

cambia de signe en I, aplicando la tormula de cuadraiura (4.5.3) obtendriamos

Ank El:(}n,kn Yok ¥Yon! 7

y por tanto A, . > { para i=1,...,n

-~

I polinomio de grado n-2

Finaimente, considerermos e

Q.(x)

HX-v._ )

v multipliqguémoslo por el polinomic

v puesto que - e )z Y " juce de la pmpifsdad de

separacion de las de Q.(x) y | ) e puesta en la proposicion 4.3.5,

se deduce gue

De las propiedades anteriores es posible deducir una cena propiedad

de entrelazamiento para las raices de los polinomios Q(x




Proposicion

ortoy

4.5.4.-

155

namero

signo en el

polinomio  de

dicho ntervalo. Aplicande la formula de

del  pohinomio Q,.,(x), de la

se puede

basada en los ceros

de formulas de
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Q()/Q, (c))

Q,(C)/Q(C)

o) = Lie) =0,
my(c) 1, my(c) =
m,(y,) =0 i =1, .., n m,(¢) = 0, m(c)

Asi. dada una funcion f(x), el polinomio de interpolacién de grado n+l en los

datos

puede escribirse

Proposicion 4.5.5.- Sea n>3. para todo polinomio p(x) de grado menor

qgue 2n-1 se verificu




Coros

’(‘}I‘k\fll

um,(x)> A

<Ul,IMN,(X)>

Demostracion.- Sea pix) un pelinomio arbitrario de grade menor o 1gual que
2n-1, v consideremos el polinomio de interpolacion de Hermite L, (x) de grado

n+1 para ios datos

+ plc) ma(x) + p‘({,‘ IT;I(\‘),

Asi p(x) - L,,(x) es un polinomio de grado 2n-1 que se anula en los

1

puntos v.,. k=l...n. v posee un cero doble en ¢. Por tanto p(x) - Lo (x)

k

puede escribirse en la forma
Q (x)(x - ¢c)r(x)

donde r(x) es u womio de grado n-3, a lo sumo. De la cuasi-ortogonalidad
dei polinomic Q,(x) respecto al i,. (proposicion 1.7.4), se tiene

que

donde




Nota. Obsérvese que

Tt » = 3
tene }‘:‘,k

Considerenu

segun 'a proposicion

Paolinomios Ortoeonales tip

prorosicion 4.5.3, si Q,(c)<0, se

- | [ &
polinomios de

grados respectivos ny
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P(.Q) = <upx)g(x)> + A p'(c) q'(¢)

§j }‘l‘.k P{.\n_h’q(.\lp,ki + \fi\ P"L‘)““k.: N

K
+ Y, IpT(c) gle) + ple) q'(c)] + A p'(c) g'lc)
que matricialmente quedaria

n

O(p.q)

s P40 + (PELP'(O)] [i ? «?“{i-],
L

)
£
k=1l
ecuacion que puede interpretarse como una discretizacion del producto escalar
tipo Sobolev  basada en los ceros de Q.(x). Notese que el término de

perturbacion proviene de una matriz semidefinida positiva, pues

4.6 COMPORTAMIENTO DE LOS CEROS DE Q,(x) FRENTE A A
Proposicion 4.6.1.- Los ceros de Q. (X) son una funcion creciente de A

Demostracion.- Sean A < i dos numeros reales positivos, y notzmos por Q.(x,A)
v Q(x.u) a los polinomios ortogonales correspondientes a productos escalares

de la forma (4.1.1) con pardametros A v U, respectivamente. Entonces:

A Pie) .
0.1}
K. p(X,0)

n

)‘ l\ ] :




Polinomios Ortogonales tipo Soboley

e Y PO 1)
Dado que Plcr = 0, elimmnando K.';'(x.c) entre ambas expresiones, se

obtiene

| S 1

{(‘)nn X)) - P_(x 3'1

L
p(e,c)
Por otra parte, s1 0 - < u, entonces () < pj <Al y ast:

(1,1)
+ K 1 eg)

I

() <
| ril.1)
A+ K (ee)

Por tanto, si Q. (x.A) - P (x) 2 0 | se verifica:
1 n . - b \
Q.(x,A) - P(x) € Q,(x,1) - P.(x)
de donde Q (x.A) € Q (X1},
Y 51 Qux.A) - Pix) £0 | se tiene:

Q.(x.A) - P (x) 2 Q,(x,n) - P (x)

luego Q,(x.A) 2 Q (x.4)
Por la proposicion 4.3.2, notando por vy, (A), vy, (1)

< Nl

raices de Q_ (x.A) v Q, (x.u) respectivamente, se tiene que:

y por las desigualdades anteriores estaran dispuestas segun el orden creciente

del pardmetro

Por ultimo, para > X, . Q(x.A) > Qu(x,u) . de donde:

VonlA) < Yoa(W). o
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Nota.- Obsérvese que la proposicion 4.3.2 se puede obtener como consecuencia

de este resultado por continuidad.

En la figura 4.4 se muestra un ejemplo de la propiedad de crecimiento
de los ceros con respecto al pariametro A. En esta figura se ha considerado la
medida de Legendre en el intervalo [-1,1] y el punto ¢ = 1.5. Las gréficas
corresponden 4 los polinomios Qs(x), para los valores de A = 0.0001 (trazo

discontinuo) v A = 0.01 (trazo continuo).

Figura 4.4
A pesar de ser una funcién creciente de A, el dltimo cero de Q,(x) no
crece indetinidamente, sino que se sitda entre el mo cero de P.(x) y el

iltimo cero de un polinomio dependiente de ¢

Definicion.- Notaremos por R (x) al polinomio de grado n:
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P (c)

(0, 1)
K ix.g

n-i

R.(x) = P (x) -
K:Ilin{c.c)

Proposicion 4.6.2.- El polinomio R (x) posee n rafces reales v simples que se

\ (0, 1) ’ p oL
entrelazan con las de P(x) y K, | (x,c) segin el siguiente esquema.
P 4 - , -5 - e
X 156015, |,l<xn,.‘\"‘}n.2<[‘r 2 “Zyin I<"(rm<‘“<":nn
donde por §, <g, < <G, denotamos las rafces de R (x).
Demostracion.- Es andloga a la demostracion de la proposiciéon 4.3.2, pero en

este caso el ultimo cero de R (x) se sitia a la derecha de ¢, pues R (c)=0. o

Proposicion 4.6.3.- Nowndo por v, <y, < ... <y,, los ceros del polinomio
Q,(x), se verifica y,, €

Demostracion.- De las expresiones:

Q.(x) = P (x) -

(1.1) \
K. (c.;c)

S A(0.1) - _
Eliminando K'”;"(x.c). puesto que P,(c) # (. obtenemos

Q.(x) - P(x) =

© Como




Ceros

A (1.1)
A K, (c.c)

" (1.1)

1 # A K  lee

un razonamiento andlogo al de la proposicion 4.6.1 prueba el resultado

En la figura 4.5 se muestra un ejemplo de la propiedad enunciada en las
proposiciones 4.6.2 y 463 En esta figura se ha considerado la medida de
Legendre en el intervalo [-1,1] y el punto ¢ = 1.5. Las gréficas corresponden
a los polinomios: Q,(x). para el valor de A = 0.001 (trazo continuo), P,(x)

(trazo de rayas) v R,(x} (trazo de puntos y rayas).

Figura 4.5
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Aplicaciones
S INTRODUCCION,

Dada una senie tormal de potencias

los aproximantes de  upo Padé (ver Brezinski, [13]) para dicha serie son
funciones racionales cuvo desarrollo en serie de potencias de t coinciden con
f(t) hasta donde sea posible En su construccion se fija el denominador y el
numerador se  construve de  forma que se verifiquen las condiciones de
aproximacion. Los aproximantes de Padé se obtienen como caso particular cuando
el denominador se toma como el reciproco del polinomio ortogonal ménico
asociado al funcional lineal ¢ defimido por la sucesion de momentos {c,;},

En la construccion de tales aproximantes racionales para la serie de
potencias f(t), puede incorporarse la informacién que se posee acerca de la
funcion f para mejorar la aproximacion. Asi, en la obtencion de los llamados
aproximanies de Padé parciales (ver [14]) se fijan parte de los ceros y polos
del aproximante para hacerlos coincidir con los de f.

En este capitulo proponemos una idea diferente, pero en la misma linea:
fijar algunos de los coeficientes del numerador, especificamente los de las
potencias de mayor grado. Tales aproximantes pueden ser interesantes para
reproducir determinades comportamientos  de f(t).  Asi, por ejemplo, por un
conocido teorema de Descartes (ver [63], Part V., Chap. 1, Problem 49),
podremos asegurar que el aproximante posee ceros complejos si en el desarrollo
del numerador aparecen al menos dos coeficientes nulos consecutivos.

En primer lugar consideraremos la posibilidad de construir aproximantes
racionales con un numero fijo. k. de coeficientes nulos n su numerador.

Mostraremos que estos aproximantes pueden construirse a partir de unos
€ jue ¢ ! f

aproximantes de tipo Padé. en los cuales los denominadores verifican unas

determinadas condiciones de ortogonalidad. Estas condicicnes nos permitirdn
relacionarlos con los Polinomios Ortogonales tipo  Sobolev asociados a una

forma bilineal:
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o) = <o fg> 4 ?Lf“((hgk'.'(?) (5.1.1)

En el apartado 3 se analizan algunas de las propiedades de los
Polinomios  Ortogonales  de  tupo Sobolev para la forma ¢, en concreto se
considera  su - existencia, expresiones en términos de los polinomios ortogonales
estindard y las relaciones de recurrencia.

La construccion  de  estos  aproximantes  racionales nos conduce al
concepto de asoctados a la SPOM tipo Sobolev. Mostraremos que estos asociados
verifican la misma relacion de recurrencia que los polinomios de tipo Scbolev,
pero con distuntas condiciones iniciales.

En el siguiente apartado se muesira como los aproximantes racionales
construidos a partir de los polinomios ortogonales tipo Sobolev se relacionan
con las férmulas de cuadratura introducidas en el capitulo 4, en forma andloga
a la relacion existente entre los aproximantes de Padé y las cuadraturas
Gaussianas.

Finalmente se considera el caso general e ilustramos las ideas

expuestas con un sencillo ejemplo numérico

5.2 APROXIMANTES RACIONALES CON COEFICIENTES FLIOS EN EL
NUMERADOR.

Sea f(t) una serie formal de potencias

Vo notemos por

a los correspondientes polinomios reciprocos

Tratamos de construir aproximantes racionales para f(t) con un numero

filo de coeficientes nulos consecutivos en su numerador cuyo desarrollo
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comcida con el de f(t) hasta el mayor orden posible. De este modo, dado ur

entero positivo k, buscamos una funcion racional de la forma

m+i+1

A" + ult)
v(t)

donde A es un numero real no nulo, u(heP,, y v(t)e P, (mdnicoj, verificando

m

"\‘m‘k'l + a“] . m+n+ |
f(t) — = Ot ). (3.2.1)

v(t)
Si tal aproximante existe, lo notaremos por (k.m/n)gt).
Obviamente la condicion (5.2.1) equivale a
o s ekl v 1
viDf(r - u(t) = A t" 4+ 0™ (5.2.2)

y de este modo v(t) v u(t) son, respectivamente, el denominador y el numerador
de un particular aproximante de tipo Padé para f(t) (ver [13]).
Definimos unos funcionales ¢’ sobre el espacio de los polinomios con

coeficientes reales mediante:

<tV x> =, para i=0,1..

con el convenio c¢,,, = 0 para i+)<(.

Utilizando la expresion para el error en los aproximantes de tipo Padé

(ver [13], pagina 21), se tiene:

 (m-n+1
<

- - ‘ :
v(Df(t) - ult) Xv(x)> t

Asi, la condicién (5.2.2) equivale a:
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L O

tm-n+ 1) ~ -

< xvix)> = 8, A, =0, L., n-1 (5.2.3)

v por tanto. el problema planteado puede resolverse si encontramos un
polinomio  momco  v(t) verificando (5.2.3) y construimos u(t) en la forma

habitual (ver | 14])

m-n+|
X v (

Las ecuaciones (5.2.3) representan un sistema Iineal cuya solucidn, si
existe, son los coeficientes de v(t). Para asegurar la existencia de solucién

(m-r

basta considerar un funcional ¢ regular, en cuyo caso se tiene la

stgulente expresion para v(t):

Proposicion 5.2.1.- Sea (P |, la Sucesion de Polinomios Ortogonales Mdnicos

nti

Am-n+1]

con respecto da ¢ v osean K (xy) las derivadas parciales de los

correspondientes nucleos. Entonces el polinomio:

A on. .
vix) = P (x) + K, (x.0)
gl

verifica (!

Demostracion. Basta aplicar la ortogonalidad de P (x) vy las propiedades

n

reproductoras de los nucleos. o

Es conocido, (ver [13], pagina 12) que el aproximante de tipo Padé

(m/n)[(t) puede ser escrito en la forma

wil)

{m/n),(t)

v(t)

donde




todos los aproximantes pueden ser construidos a partir de los

modo

con m=n-1 v de ahora en

5.3 RELACION CON LOS POLINOMIOS ORTOGONAIL ES TIPO SOBOLEV.

Supongamaos .er consideradas como

linomio  v(t), puesto

condiciones de ortogonahdad tipo >ob para ¢ pol

. ideran
ynsideramaons

(5.3.1)

respecto 4 @
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De ahora en adelante, supondremos que ¢ es un funcional lineal regular,

notaremos  por (P} la Sucesion de Polinomios Ortogonaies Moénicos con

respecto  a K, (xy) a las dervadas parciales de los correspondientes

nucleos. St @ es una forma no degenerada, podremos construir una sucesién de
Polinomios - Ortogonales Monicos que notaremos por (Q,.}.. Estos Polinomios
Ortogonales  constituyen  una  generalizacion  directa  de  los  Polinomios
Ortogenales  upo Sobolev  considerados en el capitulo 1 y poseen propiedades
bastante  simulares.  Los  polinomios ortogonales asociados a (5.3.1) han sido

considerados por Marcellan y Ronveaux (ver [50]) en el caso definido positivo.

Proposicion 5.3.1.- {'na condicion necesarie v suficiente para que exista und

familia de polinomios monicos Q) ortogonales con respecto a ¢ es que

<

AKH0.0) 2 0,

(3.3.2)

{Q.}, ortogonales respecto a
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Derivando k veces. vy evaluando en O, se ne
ko T ; o
Q, (lT+AK ~(0.0)) () 53 4)

Stoopara algan n, se uepe  que L+AK, (0050, la ecuacion (5.3.4)
implica PYO)=0. por tanto H).Kr‘f"'ill,il)::(l De este modo se obtendna
P (=0, Ym=n, pero esta situacion es imposible, pues debido a la relacion de
recurrencia - a  tres  terminos  las  dernivadas  de  dos  polinomios  ortogonales

s 1 (kKD ;
consecutivos  no  pueden tener ceros comunes. Asi, 1+AK 7 (0.0)#), VneN, y

n

despejando en (5.3.4). se obtiene la expresion (5.3.2)

vy (kK , : s
Reciprocamente. si 1+AK 7'(0,0)#0, VneN, los polinomios definidos por

la relacion (5.3.2) son de grado exdctamente n y verifican las condiciones de

ortogonahdad

Notemos que s es un funcional regular, ¢ serd no degenerada para
todo valor de A excepto para un conjunto infinito y discreto de valores. St ¢
¢s definido positivo. basta considerar Ae®R  para obtener una forma no
degenerada. De ahora en adelante supordremos que ¢ es no degenerada.

Los polinomios {Q (x)], pueden ser también considerados desde el punto
de wvista de la cuasi-ortogonahdad En efecto, sea p(x)EP, . ¥

consideremos

k+ . k+
@eQ (x).x" pix)) = <2, (XIPIx)X
Esta igualdad nos muestra que Q. (X) €S un poimnomio cuasi-ortogonal de

(k+1) 1
' X > =

orden Kk con respecto al  funcional . definido por <

(;;-(‘\""" > 1€ N sta condicion de cuas ut‘i.:t\;nrif:id;l.f lr‘;"f[')iil.‘;i gue QH(X‘)
puede expresarse como combinacion hneal de los P nios Ortogonales Monicos

s
con respecto al tuncional

Proposicion 5.3.2.- Supongamos que €y ! uncional regular, 'y notemos

por {[;!k" la HOESLO { YOO 1die Tonico con -"(’YPF[TU a

k+1
(
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Demostracion.- a desarrollar Q (x) en términos de los polinomios {P,""'}

k+ 1) O (aipy(k+!)
(x) +) a, P (x)

{‘)E (X)) = Pj‘

1=f)

donde

) k+1) k+1
<, Q. (x)PI x>

K+ 1 ‘[P‘:L"‘.l:‘

>

y por tante

0(Q,.Q,)
S = 0

(k+1} (k+1),2
AP ) D
n-k

> i T sqpe s ‘ i e : . k+1
Puesto que el operador de desplazamiento asociado al polinomio x

autoadjunto para la forma bilmeal ¢, para estos polinomios ortogonales

verificard una relacion de recurrencia a 2k+3 términos en la forma siguiente:

Proposicion 5.3.3.- Los polinomios {Q |, verifican la  siguiente relacion

recurrenclid d ZKk+3

€S

S€

de
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9 Pl ” ‘ 2 - / k+l ,
Demostracion.-  Basta  desarrollar  x" Q (x) en  términos de  los  polinomios

1Q

nek+ |

kel )
X Qx) = [ b," Q.(x)

1=0

k+1l 4
ox Q(x),Q,(x)) tth,,(xl.x‘ 'Q,(x)}

eiQ (x),Q (x)) e(Q,(x),Q,(x))
asi, por la ortogonahdad

(n) : (n) (p(Qn‘Qn)
b™ = 0 para i<n-k-1, y b\" i 8

1 O(Qpi 1+ Quyt)

Desde el punto de vista computacional, es mds satisfactoria la
siguiente  expresion en términos de determinantes, que relaciona dos polinomios
ortogonales consecutivos, la cual puede ser obtenida en forma andloga a la

propusicion 1.4.1.
Proposicién 5.3.4.-

P.i(x) [’,,_‘51.\}5 _ i(‘)nl‘.xl Q,.1(x)

= ‘A't!l'-k
1

PY0) POy QX0 QL0

donde & =1 + A K**0.0)

n

5.4 ASOCIADOS.

Definicion.- Sea {Q,(x)}, la SPOM asociada a la forma bilineal ¢, definimos

los asociados Z.(t) mediante:
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, , 1
Z,(0 = o(Q,(x) - Q1) ——)
X -1

De la definicion, se tiene que

l Q"(X) ) Qn(” . K o
2,0 = Q) - Qi —) = <tm——> - Ak QYO) 1™ =
X - X -t

= R, (1) - A k! QYo ¢**!

y de este modo los asociados son una suma del polinomio de grado n-1 R, (t) (el
asociado con respecto al funcional ¢) mas una constante por una potencia

negativa de t.

Con estas notaciones, observamos que

R(1) - A k! QP ™ Z(v
(k.n-1/n)(t) = ———— -

(-)“{ t) (-)n(t)

donde Z, () = "' Z "y - " R - Ak QPO

=5

Igual gue los polinomios asociados a los polinomios ortogonales
estindard, los asociades a los polinomios de tipo Sobolev verifican la misma
relacién de recurrencia a 2k+2 términos que los polinomios {Q,(x)}, pero con

distintas condiciones iniciales.
Proposicion 5.4.1.- Si n>k, los asociados |Z ()}, verifican la relacion

n+k+1
¢1Z,0 = ) b Za

1=n-k-|

con las condiciones iniciales: Z(t) = R (1) para 1<k.

Demostracion.- Escribiendo la  relacién de recurrencia para los polinomios
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(Q,), en las vanables x y 1, restando ambas expresiones y dividiendo por x-t

s obtiene

nek+l

x'”()}\:n :""Q“m Qx) - Q)
in

X -1 X -1

v de este modo

n+k+ 1

(n) 1
b, @Q,(x) - Qt),—)
X -t

Ahora. debido al cardter autoadjunto del operador de desplazamiento
asociado a x* ', se nene:

{

k+1 - k+1
O(x Q x) -t Qnm.\

]

- q}(xk*l

v i k+1 ) k+1 k+1 ¥ 1
Q. (x) -t Q,,(m.-—--—i; < @t Q. (x) -t Qn“)'"—ﬁ) =
X X =

k+1 k«l
L 1

X ;
= QQ,(x)—————) + ! @(Q (%) - Qu(t)—)
X -1 X -1

y puesto que k<n se verifica:

por ser
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Con respecto a las condiciones iniciales, observamos que para n<k Q,(x)
P.(x) y por tanto:
! P.(x) - P, (1)

Z.(1) = ¢(Q,(x) - Q. (t),—) = <¢,- —> = R() o©
X -1 X -1

5.5 RELACION CON LAS FORMULAS DE CUADRATURA.

En el caso de ser ¢ un funcional definido positivo con soportc en un

Q " 2 .
intervalo 1 y Ogl, puede probarse que para n>k el polinomio Q. (x, tiene todos
sus ceros reales y simples, estando dichos ceros contenidos en el intervalo I,

excepto a lo sumo uno de ellos

O

Proposicion 5.5.1.- St 0 ¢ 1, los ceros de Q(x) son reale:, simples y al

0

menos n-1 de ellos estdn situados en 1.

Demostracion.- Supongamos, por ejemplo, que O = Sup L el otro caso se

obtendria en la misma forma.

o

Sean vy, ,...v,, los puntos de I en los que Q,(x) cambia de signo y

pix) = (X-¥,, JA--('\'.\-'n.h)'

Si h<k, se tene p“{(!) = (0 y por tanto:
O(Q,(x),p(x)) = <c,Q (x)p(x)>

puesto que el polinomio Q,(x)pix) no cambia de signo en I De este modo, se
tiene h=n<k y en consecuencia Q,(x) = p(x} = P (x).
Si1 hz2k, se uene pi'{ﬂ} # (). Construimos un polinomic o(x) = p(x)(x-a)

*10yp*(0)

tal que @ (0) = 0. Para ello basta tomar « = k p

Es obvio que si 0 = Sup I, entonces o = k p“'{())/p“t()) > (. De este
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modo « ¢ |y el pohinomio Q (x)w(x) no cambia de signo en 1. asi
P(Q,(x).(x)) = <. Q (x)wix)> # ()

y por tanto deg(w) 2 ny h 2 n-1.

e}

Luego nr-1 de las raices son reales, simples y contenidas en [

claramente esto mmiplica que la otra raiz también es real y simple. o

Supuesto Q,(0) # 0, de igual modo que en la seccion 4.5, podemos
construir una formula de cuadratura para el funcional ¢ basada en los ceros

: . k+1
del polinomio x""'Q,(x) y que sera exacta en P, , Para ello, recordemos que

n\‘

dada una funcion f(x) el polinomio de interpolacién de grado n+k en los datos

By e £y ), oo £y, 0. £O), . £0)

e .V!IJ'l
puede escribirse en la forma:

k

LX) = ) f(y, ) L(x) + ) 0) mx)
i=1

1=0

donde los polinomios 1(x) v m(x) vienen determinados por las condiciones:

1) = 0,

1)

]
m; (0) = &, |

para |

Proposicion 5.5.2.- Sea n2k+1. para todo poiinom:  p(x) de grado 2n-1 se

verifica:

n k

<c,p(x)> = [ A, PYa) + X y, £(0)

1=1 1=

donde A, = <clx)>i=1 .,n7% = <cmix)> | =0 .k
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Demostracion.- Dado p(x) un polinomio arbitrario de grado menor o igual que

2n-1, consideramos el polinomio de interpolacion de Hermute L, (x) de grado

“n+k

n+k para los datos

P(Yyyh POYg2)e v PYpa) PO). oy P(O)

cntonces

n k
Loat = ) ply,) 1) + ) pl0) mx)

=1 1=0

Ast p(x) - L, (x) es un polinomio de grado 2n-1 que se anula en los
puntos y, .. 1=l..n y posee un cero de multiplicidad k+1 en 0. Por tanto

n.i

p(x) - L, (x) puede escribirse en la forma
- k+1
p(x) - L, (x) = Q,(x)r(x)x

donde r(x) es un polinomo de grado n-k-2, a lo sumo. De la cuasi-

ortogonalidad del polinomio Q,(x) respecto al funcional ¢**!, se tiene que:

<cp(x) - L, (x)> = <¢,Q(x)x" r(x)> = 0

n k

<cp(x)> = <CLoy(®)> = | Ay, P + ) ¥ 0

1=1 =0

¥

donde A, = <clix)>1 s oan Y = <emx)>i =0, ..k o

Para la determinacién de los coeficientes A, utiizando las

condiciones de definicion de los polinomios 1(x). se tiene que
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Q. xox*"!

kel
) (X

()‘( .\.I‘._l]" -\.Il

“n

vopor tanto

Q,(xx""!

N kel
(‘)I!('.\'Il‘l,ﬂu}‘ﬂ‘l) (X -y

o i : - k) .
\‘)”l\1 (‘)n()na) A Qn (0) k!

Wkl

Para los coeficientes v. 1 = 0, ... k, utilizando la formula

I s . h
cuadratura (5.5.2) para el polinomio Q (x)x, para h = (. ...k tenemos que:

k
Y % Q0 =0
={
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esto es, los coeficientes vy, 1 = 0, ..., k. son ia solucién de un sistema de
ccuaciones  triangular, el cual puede ser resuelto en forma recurrente 'y

proporciona como solucion:

A QYw) k!

'Y = = —
' Q,(0)

1 [m
Y = - Vi ; 0) + ... 4+
B Q. Y. L ] Qn T

k
i

Las expresiones anteriores permiten relacionar la férmula de cuadratura
con los aproximantes racionales, como rmuestra la siguiente proposicion:
Proposicion 5.5.3.- Seq

]
(%) = ———,
£ ] - xt

v sea P(x) el polinomio de interpolacion para la funcién g(x) con datos
: k) ¢
gly. i) B, 5)h sons BO¥, 0 E0Y s (0N

< N « i+

entonces <c,P(x)> = (k,n-1/n)dt).

Demostracion.- A partir de la formula de cuadratura (5.5.2) se tiene que

n
e Px)» = [ Aoy E(Yas)
=1

I




.‘1[’!“'{1: ones

A (‘)lkl‘l(n k!
=1 ():‘\{)m“.y!u) A

|
Para el primer sumando, haciendo el cambio t=x ', obtenemos:

) \'Nn(}n‘l) 1 ) W‘n‘.\rn.l)
Qi) 1= vyt
1=

‘W’n( X)

que es la descomposicion en fracciones simples de x YN y por tanto:
(XJ

n

' \\"'n‘.\.n_zJ ] \Vn‘ X) “"H{[}

P R e e
I Qn(.\'n,]} } s }'n,]I Qn[x' Qn(“

Para el segundo sumando, procediendo en el mismo modo. se

1+
X

: k
. “' + X z Y 1!

Como consecuencia de las ecuaciones (5.5.3), esta udluma expresion
descomposicién en fraciones simples de
e LT \ X
AQ () k! ——
‘ kel
Q, (X)X

v de este modo, se obtiene:

€s
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A Qo KT
=1 (‘)!‘\l,-\"ll.1”.\Ihl)k“

|
I

" k) | X x k) t
A Q) K oo - A Q) k! —
Q(x)x""! Q.(1)

Por tanto

W (t)
<cP(x)> = —— - A QMO K —— = (kn-Un)dD). ©
Q, (1) Q, (1)

5.6 EL CASO GENERAL.

Un planteamiento mads general del problema consistiria en la busqueda de
aproximantes racionales en los que se hubieran prefijado los coeficientes
correspondientes a los térmunos de mayor grado en el numerador. En tal caso,
dados k+1 numeros reales A,.. A, buscamos una funcién racional de la
forma:

tmsi\{\ +'“+'}\][|1:*; + ut)

V()

donde u(t)e® v v(veF, imonico), verificando

m

+h+ 1 +1 ~
AT 4 AT + ()
N S— — . = ()

v(t)
Esta condicion es equivalente a

m+k+1 m+n+|

vDf(D) - ul) = At 4+ At + O™,

Siguiendo el mismo razonamiento utihzado en el apartado




los

expresion

Proposicior

Demostracton.-

ortogonal monico con
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5.7 UN EJEMPLO NUMERICO

Consideramos la serie (1) = (1+t7)e construimos el aproximante

aonde - tomamas parametro A (.25 En este caso el cdlculo del

dproximadante  necesita ¢l conocimiento d&' Coooev € Yy  asl el aproximante de'ma

los aproximantes de Padé [p/q], donde p+H] = 5§

obtenemos los aproximarntes racionales

262 x + 267 x°
26.7 x°

1560 + 2424 x

3204 x~ + 88 x + 2865 x°

Hﬁu‘i )G

la funcion y de los

o

T

2.1/4), [1/4]; [2/3]
735759 1745065 Y2119 {1.743066
7369 0.740605 7.11285 {1.739625
1746384 747432 (1.439166 0.747078
0.777571 0.777732 0.767279  (0.777659
(0.8514% (.851486  ().85136 ().851482
1.27026 | 27026 1.27012 1.27026
1.73052 173058 1.71855 7309
2.4780% 2 48064 2.291 484°
3 4980 16769 D 46561 L T0O057

5.43656 5.60971

72493

La pérdida de precision en el aproxima de Padé [1/4], es debida a la
presencia de do n el intervalo I.1]; este problema se corrige en el
Aproximante 2 1/4). al ICOrPOTar en  su  construc a informacion acerca de

eros compiejos de la fur En la figura 5.1 se muestran las graficas
la 1unc [0S aproximaites, la tuncion S representa en trazo  Conunue,

aproximante de Padé [1/4], se representa con un trazo de puntos v rayas, el
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Nty Cat

representa con
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PROGRAMAS,

T
MATHEMATICA  es un lenguaje de programacion simbdlico de propésito

general, cuva  principal  caracterisica  diferenciadora es la de ser capaz de
entender v manipular  simbolicamente  expresiones  matematicas, es decir, sin
necesidad de dar a  las  vanables involucradas en las formulas un  valor
numenco concreto. Entre las principales  ventajas  que  ofrece este upo de
lenguajes  de programacion  podriamos  destacar  la capacidad  de  resolver
problemas  con  rapidez v fuabilidad. Ia posibilidad  de obtener resultados
exactos (cuando se trabaja con numeros racionales la antmética es exacta vy
cuando se trabaja con reales la precision se puede fijar arbitranamente) vy,
desde el punto de vista computacional, la posibilidad de utilizar métodos
analiticos numéricamente inestables. Obviamente, estas ventajas se¢ consiguen a

costa del tempo de cilculo

En este apendice, se incluye el codigo de tres programas, Sobolevl.m,

"
Sobolev2.m v PadeSob.m. escritos para MATHEMATICA § gue inciuyen diversas
funciones, las cuales permiten calcular los  pelinomios ortogonales de tipo
Sobolev v los aproximantes racionales descritos en el capitule 5. Para
ilustrar la utilizacion de estos programas. se incluyen también cinco ejemplos

de sesiones interactivas con MATHEMATICA Los tres programas pueden ser
utilizados en cualquier sistema de computacion que disponga de la version 1.2

(o superior) de MATHEMATICA . aunque para un mejor aprovechamiento de las
caracteristicas  simbolicas  del  lenguaje de  programacion  es  aconsejable

utilizar la version 2

El primero de los tres programas. Sobolevl mi, permite el cdlculo de
polinomios ortogonales tipo Sobolev asociados a un oducto escalar cuva parte
estindar viene definida por una tuncio (). Este programa incluye las
siguientes funciones

SobolevT[n.x,{w.a.b.c.rlambda}]. que proporciona ei poiinomio de upo Sobolev

de grado n para el product
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(p.q) = r P gX)W(x)dx + A pk'(u‘;qi(tu‘;.
SobolevL|n.x,{w.a,b.clcoefs}], que devuelve el pohinomio de tipo Sobolev de

grado n para el producto

r

A :
(p.q) = | pOxog(x)w(x)dx +E }_L p"‘(c)qk'(c]

o

k=)

donde lcoefs es la lista de los coeficientes Ay, k=0,....r.
En ambos casos, los coeficientes del polinomio se obtienen a partir del
sistema lineal de ecuaciones deducido de las condiciones de ortogonalidad. No

se especifica ninguna restriccion sobre el punto ¢ o los coeficientes A.

El programa Sobolev2.m calcula los polinomios ortogonales tipo Sobolev
a partir de los momentos del funcional w. Incluye, al igual que el programa
anterior, dos funciones:
SobolevTypeM[n.x,{mseq.c,r.lambda}}. que calcula el polinomio de tipo Sobolev

de grado n para la forma bilinea:.

< - k k
Op.q) = <u.p(x)g(x)> + A p(c)g (c),

a partir de los momentos del funcional «. que se incluyen en la lista mseq.
SobolevListM[n.x.{mseq.c.lcoefs}] . que proporciona el polincmic de
Sobolev de grado n para la forma bilineal:
r
P(p.qi = <Upx)gx)> + Y

k=0

donde lcoefs denota la lista de los coeficientes A, k=0,...I.
En las dos funciones. los coeficientes se caiculan en la misma forma
que en el programa anterior. En ambas  funciones, s NO - s¢ Proporciondn

suficientes momentos la funcion devuelve el mensaje de error Fail

Por dltirmo el tercero de los programas, PadeSob.m, conuene las
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tunciones

Pade[furc,{x,x0.m,k}], que calcula el aproximante de Pade [m/k] para la
funcion func (una funcion de x) desarrollada en serie de potencias en torno al
punto x(.

PadeSob[func,{x.x0,m,k.rJambda}]. que da el aproximante racional (r,m/k),
descrito en el capitulo 5. para la funcién de la variable x funmc, la cual se
desarrolla en serie de potencias en torno al punto x0.

Los coeficientes de estos aproximantes se obtienen resolviendo el
sistema de ecuaciones proveniente de la condicion de aproximacion. La funcion
Pade[func.{x.x0,m.k}] ha sido tomada de la documentacién que acompafia al
programa MATHEMATICA " y se incluye en este programa para completar sus

posibilidades de calculo.

Los ejemplos que se presentan muestran como se puede utilizar el
T™

programa MATHEMATICA para explorar las propiedades de los polinomios

ortogonales tipo Sobolev. Cada ejemplo estd constituido  por las entradas vy

™
salidas de una sesion estandar con MATHEMATICA . en la que el nicleo del

programa se ejecuta en un crdenador IBM RISC 6000 del Centro de Cilculo de la
Universidad de Granada y el fronr end se ejecuta en un ordenador Macintosh LC
conectado en red, conjugando de esta forma la potencia de célculo del
ordenador central con las posibilidades gréficas del Macintosh.

Todos los ejemplos comienzan con una INstruccion como <<Sobolevl.m,
cuyo objetivo es cargar el programa correspondiente, y a partir de ese momento
estan disponibles las funciones incluidas en el programa.

El ejemplo 1 proporciona los coeficientes de los polinomios de tipo
Sobolev de grados 4. 5. 6 v 7. asociados a la medida de Legendre vy pardmetros
c=1.5 v A=0.1. Ei grafico que se obuiene es el de la i ira 4.3.

El ejemplo 2 ilustra la propiedad de ceparacion  de ceros entre los
polinomios Qq(x) y Pi"(x). considerando el mismo producto que en el ejemplo
1. El grifico es el de la figura 4.2

En el ejemple 3 se obtiene el polinomio de tipo Sobolev de grade 3,
asociado a la medida de Laguerre du(x) = x’e " dx. v pardmetros ¢=0 y A=0.1, a

partir de la sucesion de momentos de dicha medida. Las intrucciones de las

At
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entradas 3,y 5 tienen como objetivo que el programa simplifique en  los
calculos la tuncion gamma. Noétese que la salida es un polinomio en x cuyos
coeficientes dependen de a

En el ejemplo 4 se muestra como aprovechar las especiales caracteristi-
cas del programa. Dejando el valor de lambda como una vanable 1, el resultado
que s¢ obtiene es un polinomio en x cuyos coeficientes dependen de l. Haciendo
tender 1 a infimto obtenemos el polinomio limite R (x). descrito en la
seccton 4.6y haciendo 1 1gual a 0, obtenemos el polinomio estandar. Variando
los wvalores de 1 se obtiene una serie de grdficos que pueden ser animados para
tlustrar la propiedad de crecimiento de las raices con respecto al parametro.

En el ejemple 5 se incluye el proceso para obtener el ejemplo numérico
de la seccion 5.7 Para ello calculamos los aproximantes de Padé [2/3] y

1/4 asi como el aproximante racional (2,1/4) ara la  funcién f(x) =
f

(x" + 1)e', obteniéndose lus expresiones de dichos aproximantes, asi como los

graficos v tabla de valores




Programas
BeginPackage] "NumencalMath*Sobolev i+

SobolevT usage
“SobolevTn.x {w.ab.crlambdal] gives the n-th monic Sobolev-Type orthogonal
polvnomual tor the weight functton w (a function of x) on the nterval [ab],

r-th denvative 1 ¢ and parameter lanbda.’

SobolevL:usage
"Sobolevl {n.x,{w.a.b.c.icoefs}| gives the n-th monic Sobolev-Type orthogonal
polvnomial tor the weight function w (a function of x) on the interval [a.b],

and denvauves in ¢ multuphed by coefficients 1n lcoets.”
Begin! "NumericalMath Sobolev' Private™"]

SobolevTin Integer. x . {w_, a_. b_, ¢, r_Integer, lambda_}| :=

HE‘\)\‘}\!

b!i?\[.

Do[clist = Append[chst.Integrate{(x-C)"1 w (x.a.b)11.{1,0,2n-
1
rhs = -clistf|Rangefn+1.2n]]
Do[coef[[i1}]] = clist][Rangefii+n
[fir<n.coefjlr+1.7+1]] += | ymbxia
blist = LinearSolve|coet.rhs|
If|Head|bhist] Line
Append|blist. 1]

Collect| Expand| Sumn{ibhst(|
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Sobolevl.|n Integer, x , {w_, a . b_, ¢, lcoefs }] =
Block|
{
ks
blist,
clist = {},
coet = Rangein].
rhs,
r = Length{lcoets]
b
Dolclist = Appenc[chist,Integrate[(x-c)M w,{x.a,b}]],(1.0.2n-
L
rhs = -clist{[Range{n+1.2n]]]:
Dojcoef[}i]] = clist{[Range[i1+n-1}]],{1.n}];
Dolcoef][1.i]] += lcoefs|[1]] (-1)!,{i.Min[n,r]}]:
blist = LinearSolve|coef.rhs]:
IflHead|blist] === LinearSolve, Return[Fail]}.
blist = Append|blist.1]:

Collect| Expand[Sum{blist[{ij} (x-c)Mi-1),{ i.n+1}]].x]
I:

End[] (* NumericalMath'Sobolev] Private® ~

Protect| SobolevT,SobolevL]:

EndPackage[] (* NumericalMath*Sobolevl *)
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BeginPackage] "NumernicalMath ' Sobolev2'"|

SobolevTypeM:usage

"S5obolevTypeM[n.x, fmseq.c.rlambda}] gives the n-th monic Sobolev-Type

orthogonal polynomial for the hnear functional defined from the sequence of

moments mseq r-th derivatve in ¢ and parameter lambda.’

SobolevListM: usage =
"SobolevListM|n,x. {mseq.c.lcoets}] gives the n-th monic Sobolev-Type
orthogonal polynomual for the linear functional defined trom the sequence of

moments mseq and denvauves 1n ¢ muluphed by coefficients in lcoefs.”
Begin| "NumericalMath*Sobolev ' Private ™|

SobolevTypeM|n_Integer. x , {msey . ¢ , r_Integer, lambda_}] :=
Block|
l
L6
blist.
clist = {}
coef = Range[n].
rhs
I
IflLength{mseq] < 2n, Return[Fail}}:
iflc==0 clist=mseq.De[chst=Append{clist.Sum|
Binomial{i,j] mseq[{)+1}] (-0)-p.{3.0.04]].41.0.2n-1}]].
rhs = -clist{[Range[n+1.2n|]!:
Dolcoef][i]] = chisti{Range[1a+n-1]]].4
If|r<n,coefjir+1.r+1]] += lambda r!
blist = LinearSolve|coef,rhs}:
If{Heau|blist] === LinearSolve, Return{Fail]]
blist = Append{bhst,1]:

Collect| Expand[Sum[blist{[1]] (x-c)’
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SoboleviastM|n Integer. x_, {mseq , ¢ ., lcoefs }]

Block|

{

1,

blist

clist = {4,

coef = Range(n],

rhs,

r = Lengthllcoets]

}s

If[Length[mseq| < 2n, Return|Fail]];

Iflc==0,clist=mseq.Do[clist=Append[clist, Sumi~
Binomial[1,j] mseq[{j+1]] (-c)™-1), 43,0, 111,41.0,2n-1 } )5

rhs = -chistj[Range[n+1.2n]]].

Dolcoef][i]] = clist{[Range[i.i+n-1}]].{1.n}]:

Dolcoef][i.i]] += leoefs|[i]] (-D!{i.Mmn[nr]})

blist = LinearSolve;coef.rhs]:

[f{Head[blist] === LinearSolve, Return[Fail]}:

blist = Append[blist.1]:

Collect|Expand[Sum|blist[[1]] (x-c)*( I+t }]]x]

1
5
End[] (* NumericalMath Sobolev2'Private’

Protect| SobolevTypeM.SobolevListM]:

EndPackage|] (* NumencalMath Sobolev?




Programas

BeginPackage{ "NumerncalMath'PadeSob*"|

Pade::usage
"Pade|tunc, {x, x0, m, k}] gives the Pad¢ approximation to tunc (2 tuncuon
of the variable x) where the constant x0 is the center of expansion and m and

k are the degrees of the numerator and denominator, respectively.”

PadeSob::usage

"PadeSob[func. {x, x0. m, k. r, lambda}] gives the Pade-Sobolev appreximation
to func (a function of the varnable x) where the constant xC is the center of
expansion, m and k are the degrees of the numerator and denominator,
respectively, r is the order of the derivative and lambda is the constant that

defines the Sobolev inner product

Begin["NumericalMath'PadeSobPrivate'”|

Pade[f . {x_. x0_. mm_Integer. k_Integer}] :=
Block| {answer = PadeQ[f, {x, x0, mm, k}]
(x-xMA(Seriesflf, {x. x0, mm+k+3}][[2.4]D].

answer /; answer =!= Fail]:

PadeSob[f . {x_. x0 ., mm_Integer, k_Integer, r. Integer, lambda_}] =
Block[{answer = PadeSobO[f. {x, xO, mm, k. r.lambdal]
(-xO)(Seriesf]f, {x. x0. mm+k+3}H{{2.4]])].

answer /. answer ='= Fail]:

Seriesf[f , {x_, x0_, n_}} := savedf[f, {x.

If| SameQlHead|savedfif. {x. xO}1]. List] && n- =cavedflf. {x, xO}][[1]].

savedf[f, {x. xO}].
Blockl | series=Series|t, {x

{ Lengthjseries|[3]1],ser

Block[ | series=Senes|f, {Xx,

; ; T
{ Length|series[{3]]].
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mm_Integer, k_Integer}j =

m.l,

temp.

alist = Range{mm+1],

blist,

clist,

coef = Rangelk]|,

rhs,

fseries = Seriesf[f. {x, x0, mm+k-+3}][[2]]
I

clist = fsenies{|3]]:

If{ Length[clist]-k < mm Return{kai ..}
m = Min{mm.Length{clist]-k]
ths = -Reverse[clist[[Range[m+2.m+k+1}]]i:
Do[temp = clist|{Range[Max|m+2-1,1].m+k+1 1]l
Ifj Length{temp]|<k,
temp = Join{ Table| (0. {].
coef|[1]] = Reverseltemp] |1.k}]
IfTk>0,blist = LinearSolve|coef.rhs]|:
[f{Head[blist] === LinearSolve. Return|Fail]]
Dolalist[[1]] =
Sum|{blistl[j}] chist[li-j}].{3.Minfi 1.k]}1,
fim+11]s
alist += clist{[Range[m+1]1}:

AG-1). {1, m+1}]

Sum[alist[[i]} (x-x0}"

(1+Sum|blist[T1]] (x-x0)*1. 4

PadeSobO[f . {x_. x0_, mm_Integer. k_Integer. Integer. lambda

Block|




Proeramas

.1,

temp,

alist Rangelmm+11,
hlisi

{ ;l‘\l‘

rhs

fseries Seriesflf, {x, x0, mm+k+3}][[2]]

Runge|k|;
clist fseries]| 31}
If] Length{chist]-k mm.Return|Faill,.|;
m = Min|mm.Length[clist]-k];
rhs = -Reverse|chist|[Range|m+2 m+k+1]]]];
Doltemp = chst[[Range[Max[m+2-1,1],m+k+1-1]]];

[f]Length{temp]<k,

temp = Jein[Table[(,{],k-Length{temp] }],temp]];

coef[[i]] = Reverse[temp].{i.k}];
coef[{k-r+1.k-r]] += lambda r! rl;
[fik>0,blist = LinearSolve[coef rhs]];
iffHead|blist] === LinearSolve, Return|[Fail]];
Dolalist[]1]] -

Sum(blist{!i]] clist{li-1]],{i.Min[i-1.k]}],

{1,m+11}],
alist += clist{[[Range[m+1]]]:
(Sum{alist{{i]] (x-xO0(i-1),{1.m+1}]

lambda r! r! blist{{k-r]] (x-x0)Nm-+r))/

(1+Sum|biist{[1]] (x-x(2M,{k]}])

(* NumericalMath'PadeSob ' Private’

riesf, Pade(), Pade, PadeSobl), PadeSob|

ndPackage[} (* NumericalMath'PadeSob
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Ejempio |

<<Scbolevl.m

Remoteln|2] -

pols=Table[SobolevTn,x, {1,-1,1,1.5,1,0.1}],{n,4,7}]

RemoteOut|2]

Remoteln[3]:=
Plot [Release[pols], {x,-1,2},PlotRange->{-1.5,0.5}
Ticks->{Range(-1,2,0.5],Range[-1,0.5,0.5]},
PlotStyle->Thickness [0.002]]

’
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e S S & 8 |
\/

RemoteOut[3]=
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Ejemplo 2

fﬂ!{ ff

<<Sobolevl.m

Remoteln[2] =
p:SobolevT{S,x,{1,~1,1,1.5,1!0‘1}]

HemoteOut/2]-

Remotein[3]:=
Pl=SobolevT[4,x, {({x-1.5)*

RemoteOut(3]=

Remoteln[4] =
Plot[Release{{p.pl}].'x,ml,z},PlotRange—>{-1,0.5},
Ticks->{Range{—1,2,0.5],Range{—l,O.S,O.Sj},
PlotStyle->{{Thickness{0.002]},
{Thickness{0,002},Dashing[{ﬂ.Ol,0.0l}}}}]

|
+

|
[
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Ejemplo 3

<<Sobolev2.m

Rf_.:’r‘” 0 ” Y "”f.'_\j

?SoboleviistM

Remotein(3]:-

Unprotect [ Gamma ]

ARemoteQut(3)-

Remotein[4] =
Gamma [a_+n_Integer]:={a+n-1)*Gamma[a+n-1]/;n>1
Remotein[5] =

Protect [Gamma ]

FemoteOut[5]=

ternote!n[6):=
TableForm[mom=Table [Gamma [a+i+1], {i,0,5}]]

RemoteQut[6]//TableForm-=

A [TUTA

Remotein[7]:=
Simplify([SobolevListM[3,x, {mom,0, {0,1}}]]
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i
Hem
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Programas

Ejemplo 4

Init]
<<Sobolevl.m
Remotein[2]

p=8obolevTid.x, {1,-1,3,1.5,1,1)]

RemoteQuif2]

e o o
I

1541799 + 4.76508 1

Remoteln[3]: =
p3=Limit [p, l1->Infinity]

RemoteOut[3]=

Remoteln[4] =
p2=Limit{p,1->0]
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Remaote Qutl4)-

Remotein(5] =
1=10~11

RemoteOut[5) =

Remotein[6] =

Do[Plot{p.p2,p3), {x.-1,2),
PlotRange->{-1,0.5},
Ticks—>{Range[-1,2,0.5},Rangei—l,O.S,O.S]},
Plot.Style->{{Thickness[0.002]},

{Thickness [0.002],Dashing[{0.01,0.01}]},

{Thickness[0.002],Dashing{{0.002,0.01,0.01,6.01}]}}],
{11, -5,0}]
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Ejemplo 35

Inf1]

<<PadeSob.m

Remoteln[2]. =
?PadeSob

lambda}] gives the Pade-Sobc

function of the variable X on

f expansion, m and k are

and denominator, respective
Jerivative and lambda is t.i.

Y Y ™ fogmy 3 . = - ] ¥y Y - - - 414
Stant that defines the Sobolev irner product

Remoteln[3] =
f=(14+x%2) Exp[x]

RemoteOut(3]-=

-+

Remotelin[4].=
fl1=Simplify([Pade[f, {x,0,2,3}]]

RemoteOut{4]=

Remotein[5] =
f2=Simplify[Pade[f, (x,0,1,4)]]

RemoteQut[5]=

Remotein[6] =
f3=PadeSob[f, {x,0,1




Programas

RemoteOut[6]-

Remoteln[7] =
Plot [Release[{f,£f1,£2,£3}]), (x,~1.5,1.5},
PlotStyle->{{Thickness {0.002]},

{Thickness [0.002),
Dashing[{0.01,0.01}]},

{Thicknezs [{0.002],
Dashing[(0.002,0.01,0.01,0.01}]1)},

{Thickness [0.002],
Dashing[{0.002,0.01,9.002,0.01}]}}]

<}

RemoteQut(7]=
-Graphics-
Remoteln[8].=

TableForm{Table [N[{x,£,f1,£2,£3}/.x->-1+0.2%4],
{1,0,10}]]
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HemoteOut[8)//TableForm:-
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