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Motivacion

La Inteligencia Artificial y la Estadistica, areas de la ciencia que se han desarro-
llado independientemente, tienen, sin embargo, muchos problemas que abordan en
comun.

Para problemas de prediccién, tanto la Inteligencia Artificial como la Estadisti-
ca, tienen un completo cuerpo tedrico desarrollado, cada una con sus propias ter-
minologias. Esto puede llevar a una incomunicacién entre ellas. Las opiniones de
cuando es mds conveniente la Inteligencia Artificial o la Estadistica para resolver un
determinado problema son diversas [Sar94, AluO1].

Sin embargo, no es dificil encontrar dreas donde convergen estas dos disciplinas.
Por ejemplo, la Mineria de Datos, orientada a extraer patrones predictivos ocultos en
grandes bases de datos, es una de estas dreas.

La explosion de datos de la era digital, que con Internet se ha acelerado y puesto al
alcance de muchas més personas, ha traido la necesidad de desarrollar técnicas para el
andlisis de nuevos tipos de datos y de enfrentar problemas nuevos y de una magnitud,
por el volumen de datos, inimaginable hasta ahora. El marketing en las empresas; la
informacién de los satélites en exploraciones mineras, agricultura, metereologia, ...;
el proyecto Genoma en biologfa y medicina, son clara muestra de esta nueva realidad.

Pero no sélo la cantidad de informacién aumenta, sino también ciertas particu-
laridades como la aparicién de lagunas o omisiones en los datos, la dispersion de las
mediciones, la ambigiiedad del significado del dato. ;Cémo se puede aseverar ahora
que una informacién es representativa, cuando es una muestra que se ha obtenido
de Internet? ;Se puede modelar igual la opinién de una encuesta que la medicién en
un laboratorio? Estas preguntas, creemos, son un desafio para la Estadistica Probabi-
listica que debiera renovarse para seguir aportando soluciones a las necesidades que
plantea los problemas de Mineria de Datos actuales.



Esta tesis se encuadra en un contexto donde la Estadistica y la Inteligencia Artifi-
cial van de la mano: el Andlisis de Regresion Difusa. Este tema se fundamenta en el
Andlisis de Regresion tradicional de la Estadistica e intenta extender su aplicacién a
datos que pueden modelarse a través de subconjuntos difusos, una de las dreas de la
Inteligencia Artificial que permite afrontar la imprecision e incertidumbre que puede
aparecer en los datos.

Nuestro estudio estd orientado a formalizar, generalizar y extender las propuestas
que se han formulado hasta la fecha sobre Regresion Difusa, con el claro objeti-
vo de proporcionar un instrumental metodolégico aplicable a problemas de determi-
nacién de factores y patrones, prediccion, y validacién de hipétesis en que los datos
disponibles estan afectados por imprecision e incertidumbre.

Nuestra propuesta de Regresion Difusa, que tiene como primer objetivo explicar
el comportamiento de una variable difusa, también intenta ampliar su aplicacién a
la prediccién con nuevos valores de dicha variable. Como veremos a lo largo de
esta memoria, nuestro trabajo de investigacion se centra en modelar datos con fun-
ciones de pertenencia triangulares no simétricas, utilizar funciones de optimizacion
flexibles, disponer de restricciones de acuerdo a las caracteristicas de cada proble-
ma, posibilitar la seleccién de variables dado el caracter multivariante del andlisis, y
buscar la eliminacién de las distorsiones que provienen de la multicolinealidad.

La memoria se organiza como sigue:

= El primer capitulo presenta el contexto cientifico en el que se encuadra este tra-
bajo de investigacion, describiendo cdmo surge el analisis de Regresion Difusa
a partir del uso conjunto de soluciones de Regresién Probabilistica y la Teoria
de Conjuntos Difusos.

= El segundo capitulo analiza los antecedentes sobre Regresién Difusa que se
pueden encontrar en la literatura: se describen tanto propuestas posibilisticas
como de minimos cuadrados, asi como propuestas basadas en otros enfoques.
Este capitulo se completa estudiando con detalle el problema de las medidas
de bondad del ajuste, presentando las medidas que se han utilizado hasta el
momento y proponiendo un conjunto adicional de medidas procedentes de la
Teoria de Conjuntos Difusos.

= El tercer capitulo introduce una parte esencial de la contribucién de nuestro
trabajo de investigacién: una metodologia para la aplicacién del andlisis del
Regresion Difusa siguiendo un enfoque cuadrético y con una amplia variedad



de métodos que permite su uso flexible y adaptable al problema que se quiera
resolver. El capitulo lo completa un estudio empirico de los métodos que se
proponen y un andlisis de su adecuacion en funcién de los objetivos que se
pretenden con la Regresion.

Siguiendo con nuestra filosofia de buscar alternativas flexibles que permitan
aplicar soluciones de Regresion Difusa en problemas diversos de prediccion,
en el capitulo 4 afrontamos el estudio de técnicas alternativas para llevar a cabo
la seleccion de variables en problemas que lo demanden. Se describen distintos
criterios que pueden guiar la seleccién en funcidn del objetivo perseguido en
el proceso.

El capitulo 5 presenta extensiones de nuestras propuestas para aplicarlas a dos
problemas conocidos de Regresién. Por un lado, se hace una propuesta para la
aplicacién de nuestros métodos en aquellos casos en los que se aprecia mul-
ticolinealidad en los datos. Por otro, desarrollamos el concepto de sistema de
regresiones posibilisticas como solucién aplicada al programa de la Regresion
Ecoldgica.

Por tltimo, en el capitulo 6 presentamos las conclusiones principales que hemos
extraido en el desarrollo del trabajo de investigacion que se presenta en esta
memoria, asi como las posibles lineas de investigacion futuras que identifi-
camos como pendientes de afrontar tras la realizacion del mismo.






Capitulo 1

Introduccion

Los dos antecedentes fundamentales de la Regresiéon Difusa son la Regresion
Probabilistica y la Teoria de Conjuntos Difusos. A cada uno de ellos dedicamos una
seccion en este capitulo de introduccion. La tercera seccion estd orientada a exa-
minar la necesidad de la Regresion Difusa como enfoque especifico del Andlisis de
Regresion.

1.1. Revision de la Regresion Probabilistica

Muchas herramientas han sido desarrolladas para el aprendizaje estadistico, bus-
cando encontrar las relaciones subyacentes que hay entre los datos. Entre las princi-
pales herramientas estadisticas que persiguen este objetivo se encuentran la Clasifi-
cacion, la Regresion y el Agrupamiento de Objetos|HTFO1].

El problema general de regresion, como técnica utilizada para el aprendizaje su-
pervisado de valores cuantitativos, consiste en encontrar la relacién de una variable
dependiente (de salida o endégena) con un conjunto de variables independientes (de
entrada o exdgenas). Formalmente, dado un conjunto de datos (x;, y;), para i=1,...,n,
donde x; ¢ R™ e y; es el valor de salida correspondiente al vector z;, y dada un
funcion f(x, A), se quiere encontrar el vector de parametros A, tal que

yi = f(xy, A)parai=1,...n (1.1)

En general, no suele haber una solucion exacta para la ecuacién anterior debido a
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la variabilidad de los datos del mundo real, a la infinidad de factores que se reflejan de
cada dato y a la incertidumbre de muchas mediciones. Por este motivo, debe buscarse
una manera de relajar el cumplimiento estricto de la igualdad.

La Regresion Probabilistica, la mas conocida y utilizada de entre las técnicas de
regresion, relaja la relacién (1.1) definiendo una funcion de pérdida, L, que mide
cémo los errores de prediccion entre y; y f(x;, A) debieran penalizarse, con la idea
de encontrar una solucién lo mds aproximada posible al cumplimiento de la igualdad.
Una eleccion habitual de funcién de pérdida es la norma L:

Lp(y — f(z, A), ) = |y — f(z, A (1.2)

para algliin nimero positivo p. La funcién de pérdida més utilizada es el Ajuste de
Minimos Cuadrados, donde p=2, que presenta ventajas analiticas, ya que L; tiene el
inconveniente de presentar discontinuidades en sus derivadas.

Lo maés frecuente es que f sea una funcidén lineal. En caso de no serlo, por lo
general, se puede linealizar el modelo mediante transformaciones de las variables.
Cuando es posible dicha linealizacidn, se dice que se trata de un modelo intrinseca-
mente lineal.

El modelo cldsico de Regresion Lineal, basado en la teoria de probabilidades,
asume que se dispone de n observaciones independientes para las variables y, x1, T2,
..., Ty Para cada observacion se asume el modelo lineal siguiente:

Yi = Bo + Brxi1 + ... + BinTim + & (L.3)

donde los valores (3; son pardmetros no conocidos, y se hacen los siguientes supuestos
sobre los residuos aleatorios &;:

1) El valor esperado de los residuos es cero.
11) La varianza de los residuos es una constante o2 no conocida.
1) La covarianza entre €; y €, para ¢ # k es cero.

Un supuesto implicito, y a nuestro juicio muy relevante, es que los coeficientes
son constantes, lo que significa que estructuralmente el sistema del cual proviene el
modelo tiene un comportamiento muy deterministico y en el transcurso del tiempo
en que se tomaron las mediciones que se quieren modelar no se produjeron modifi-
caciones que pudieran alterar alguno de los pardmetros del modelo.
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En el caso de que m sea 1, hablamos de Regresion Lineal Simple, y si m es mayor
que 1, hablamos de Regresion Lineal Miuiltiple.

El modelo (1.3) generalmente se expresa en forma matricial como:

y=zfB+¢ (1.4)

donde y es el vector de dimensién n con las observaciones de la variable depen-
diente, x es la matriz n.(m+1) con las observaciones de las m variables independientes
mas una variable de unos, y 3 es un vector (m+1) con los parametros no conocidos
que hay que estimar (véase la Figura 1.1).

y1 1 1 im
y2 1 X21 2m ~
bo
b1
= b
m
yn 1 Xn1 Xnm

Figura 1.1: Formulacion matricial de la Regresion Probabilistica Lineal

Para encontrar una solucién a este sistema se puede aplicar una funcién de pérdi-
da, como se seflalaba al comienzo. El método de estimacién de minimos cuadrados,
que es el mds utilizado, equivale a minimizar los valores de ¢ al cuadrado, con la
expresion

(y —2B)'(y — 2p) (1.5)

cuya solucidn b, que estima a (3, esta dada por

b= (2'z) 'y (1.6)

Entre todos los estimadores insesgados de /3, es decir, que cumplen la condicién
E(b) = (3, el estimador de minimos cuadrados es el de menor varianza. Este resultado
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se conoce como Teorema de Gauss-Markov [HTFO1]. Esta es una de las propiedades
tedricas que ha hecho que el método de los minimos cuadrados sea tan utilizado. Sin
embargo, este resultado no garantiza que la varianza de los estimadores sea necesa-
riamente pequefia, y se podria dar el caso de estimadores sesgados que tuvieran menor
varianza que los calculados por minimos cuadrados.

Una estimacién para la varianza desconocida o2 es

n

— 1 R
0= ———> (i)’ (1.7)

n—m-—1+4
=1

donde y; se calcula a partir de (1.6) y se elige el denominador (n - m -1) en vez de n,
para que o2 sea insesgado.

Con la ecuacion (1.3) y la solucién (1.6) es posible hacer una estimacion pun-
tual de y, y;, sustituyendo los valores calculados de b, para un x; determinado. Como
esta estimacion estd sujeta a un determinado margen de error, representado por el
componente aleatorio del modelo (1.4), se puede acompaifiar de un intervalo de con-
fianza. Para estimar estos intervalos, y hacer tests de hipétesis del comportamiento
de los coeficientes, se asume que los datos siguen una determinada distribucién de
probabilidades (por lo general, la distribucién normal).

e~ N(0,0?) (1.8)

y resulta la distribucién para el estimador

b=03~ N3, (2'z) " c?) (1.9)

Suponiendo esta distribucion, un intervalo de confianza al (1 — «)100 por ciento
para los valores b, viene dado por el intervalo [Buc04]:

(1.10)

donde ¢, /3 es el valor de la distribucion t, con (n - m - 1) grados de libertad, de forma
que la probabilidad de que una estimacidn particular se salga de este intervalo de
confianza sea a/2.
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La Regresion Probabilistica tiene su principal medida de bondad de ajuste en el
Coeficiente de Determinacién R?, que se interpreta como la relacién de la varianza
explicada por la regresion en relacion a la varianza total de la variable de salida.

La Regresion Probabilistica requiere un nimero minimo de observaciones y, a
medida que aumentan los grados de libertad, también se hace més preciso el intervalo
de confianza.

Sin lugar a dudas, la Regresion Probabilistica ha tenido un éxito notable en multi-
ples aplicaciones, dentro de sistemas acotados y con estricto cumplimiento de sus
supuestos. No ocurre lo mismo cuando los sistemas son mas complejos, presentan
diversos tipos de incertidumbre y no se consideran los supuestos bdsicos.

Un tipo de variable instrumental, que ha sido muy Ttil dentro de los modelos
probabilisticos, lo constituyen las llamadas variables independientes binarias. Estas
variables s6lo pueden tomar dos valores y pueden representar la presencia o ausencia
de una cualidad.

Este modelo clasico de Regresion Probabilistica presenta algunos problemas practi-
€0S, COMo son:

I) Pueden existir errores de especificacion del modelo, bien por omisién de una
0 més variables independientes, o bien porque la funcién elegida no es la ade-
cuada.

1) Puede existir multicolinealidad entre las variables independientes de x. Es de-
cir, una combinacién lineal de las columnas de x puede ser cercana a 0, lo que
hace que el cdlculo de la matriz (2'x) ! sea inestable, aumentando considera-
blemente el valor absoluto de los coeficientes.

111) El término o2 puede no ser constante, y variar entre las diversas observaciones,
lo que se denomina, heterocedasticidad.

V) Los coeficientes (3 se suponen constantes, lo cual puede no ocurrir por diversas
razones, como cambios de tendencia en el tiempo, poblaciones no homogéneas,
etc..

El problema I) se constata ex-post haciendo un andlisis de los residuos 1; — ¥;.
Si estos residuos no tienen un comportamiento aleatorio, entonces hay un error de
especificacion del modelo.

Se ha intentado abordar el problema IT) con una alternativa de estimacion sesgada,
pero de menor varianza que los estimadores de minimos cuadrados, conocida con el
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nombre de Regresion Ridge [HK70], y que depende de un pardmetro A. Otros intentos
para afrontar el problema de la multicolinealidad son soluciones como la Regresion
de Componentes Principales, la Regresion Lasso, o la de Minimos Cuadrados Par-
ciales, cada una de las cuales tiene sus propios pardmetros. En cualquier caso, la solu-
cién Ridge es el enfoque que produce una mayor continuidad en el comportamiento
de los coeficientes para los diversos valores que puede tomar el pardmetrolHTFO1].

El problema IV) ha llevado a estudiar la regresion parcializada por tramos, para
recalcular los pardmetros para cada tramo. La Regresion Ecoldgica, donde se trata
de modelar el comportamiento de grupos de personas en lugar de individuos, es otro
caso en que, frecuentemente, no se cumple el supuesto de coeficientes constantes.

Una técnica utilizada dentro de la regresion probabilistica es la Seleccion de
Variables (o regresion paso a paso), orientada a excluir las variables independientes
que no son relevantes para el modelo. De esta forma, se gana en simplicidad del
modelo, al tener menos variables incorporadas, con un aumento de la incertidumbre
muy pequefio.

Existe, en esta regresion paso a paso, el enfoque hacia adelante que va seleccio-
nando una a una las variables que se incorporan al modelo, el enfoque hacia atrds,
que, partiendo del conjunto de variables, va eliminando una a una las variables no
relevantes al modelo, y el enfoque por etapas, que permite eliminar una variable que
ha sido seleccionada en un paso anterior del proceso.

Una consideracién que se puede tomar en cuenta es la robustez de la regresion,
entendida en términos de que la estimacién no dependa de ciertos puntos extremos
(outliers). En la figura 1.2 se puede apreciar el efecto de un punto extremo sobre la es-
timacion del modelo de regresion. En (a) no existen puntos extremos y la estimacion
se ajusta bien a los datos. Por el contrario, en (b), la curva de ajuste se distancia de la
tendencia de la mayoria de los datos por la existencia de un punto extremo.

Por 1ltimo, una situacién especifica de regresién que se tiene cuando y; sélo
puede tomar dos valores, por ejemplo, para un estudio de quiebras de empresas,
donde y; puede indicar si la empresa quebré o no quebrd, se denomina Regresion
Logistica. En este caso, esta variable no sigue una distribucion normal, sino una
distribucién binomial. Para ello, se hace una transformacién del modelo estandar,
quedando el modelo logistico como

(1.11)
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Figura 1.2: Ejemplo de regresion no rubusta

En estos casos, el método de estimacién que se usa se denomina de mdxima
verosimilitud, y consiste en elegir los pardmetros de un modelo probabilistico que
tengan mayor probabilidad de ocurrir, de acuerdo a los datos disponibles [YCO04].

1.2. Los Conjuntos Difusos y la Aritmética Difusa

Tras nuestra introduccién del primero de los pilares sobre los que se fundamenta
este trabajo de investigacion, el Anélisis de Regresion, nos disponemos ahora a pre-
sentar el segundo: la Teoria de Conjuntos Difusos[Zad65]. Esta teoria nos va a permi-
tir trabajar con datos afectados por imprecision e incertidumbre en nuestro analisis.
En esta seccion, se mostrardn los elementos basicos de la Teoria de Conjuntos Difu-
sos, prestando especial atencion a aquellos aspectos que tienen relacion directa con
las diversas modalidades en que se ha desarrollado la Regresion Difusa. También
se introduce la notacién que mds frecuentemente se utiliza en esta teoria y que se
usard en el resto de la memoria. Por dltimo, se hard un breve resumen de la apli-
cacion de esta teoria en la definicién de la Aritmética Difusa, aritmética que es parte
fundamental en la construccién de los modelos de Regresion Difusa.
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1.2.1. Fundamentos de la Teoria de Conjuntos Difusos

Dos de las fuentes que contaminan normalmente la informacién son la impre-
cision que tiene en su expresion y la incertidumbre que puede provocar la fuente que
nos la proporciona. El ser humano se desenvuelve con sorprendente facilidad a la
hora de manejar este tipo de informacién pero, sin embargo, cuesta explicar qué pro-
cedimientos sigue para ello.

El hallazgo de modelos matemaéticos para poder hacer frente a informacién im-
perfecta ha sido un punto de gran interés en el mundo de la investigacién, aportan-
do teorias como la de la Probabilidad [Fel71], la de la Evidencia [Sch76], o la de
los Factores de Certeza [SB75]. En 1965 Lotfi A. Zadeh propuso una de las herra-
mientas mas valiosas a la hora de trabajar con este tipo de informacion: la Teoria
de Subconjuntos Difusos [Zad65]. Desde la aparicion de esta teoria son incontables
las aplicaciones que se han hecho de ella en el mundo de la investigacién en ge-
neral, y en particular en el drea de las Ciencias de la Computacion. Veamos algunos
de sus conceptos fundamentales. Para un estudio més completo se puede consultar
[TAT95, DP80a, KY95a].

El concepto de conjunto difuso se relaciona con una coleccién de objetos que
pueden pertenecer a él con un cierto grado, desde un grado mdximo de 1 para la
completa pertenencia, a un grado minimo de 0 para la no pertenencia, pasando por
todos los valores intermedios.

Definicion 1.1 (Subconjuntos difusos). Supongamos que X = {x} es el conjunto de
todos los posibles elementos respecto a un concepto (universo del discurso). Entonces
un subconjunto difuso (o conjunto difuso, por simplicidad) A en X estd definido como
un conjunto de pares ordenados (x,pi4(x)), donde reX y pa(x) es el grado de
pertenencia de x en A. ug : X — [0,1] es la funcion de pertenencia de A, y
pa(x)el0, 1].

Definicién 1.2 (Negacion). Se denomina negacion a toda funcion c : [0,1] — [0, 1]
que verifique las siguientes propiedades:

1. ¢(0) =1yc(1) =0 (Frontera)

2. a < B =cla) > c(B),Va, 5 € [0,1](Monotonia)

Para mejorar las negaciones, desde un punto de vista prictico, también se les
exige que sean continuas e involutivas (c(c(a)) = a, Vo € [0, 1]).
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Tabla 1.1: Negaciones habituales

Nombre Definicion

Estandar cla)=1—«

1 sia < umbral
1 =
Umbra (@) { 0 sio > umbral

La tabla 1.1 muestra algunas funciones que se ajustan a la anterior definicién.
Mediante el uso de negaciones, el complemento de un conjunto difuso puede definirse
de la siguiente manera:

pig(w) = c(pa(w)) (1.12)

Nosotros utilizaremos la negacién estdndar para calcular dicho complemento en
esta memoria.

Definicion 1.3. (Cardinalidad escalar) La cardinalidad escalar de un conjunto difu-
so A en el conjunto finito X, se define como [LT72]

|A| = Spexpale) (1.13)

Cuando X es finito, ({21, ..., x, }), el conjunto difuso A se puede expresar como

A=pa(xr)/z1+ ..+ pa(xn)/xn = B palz;)/x; (1.14)

En el caso de que X no sea finito, la notacién es

A= /X ha()/z (1.15)

La Teoria de Conjuntos Difusos permite definir de diferente forma las opera-
ciones de interseccion y de unién entre conjuntos difusos, dando origen a diversas
normas triangulares (t-normas) y t-conormas [KY95b].

Definicion 1.4 (t-norma). Se denomina t-norma a toda funcion t : [0,1] x [0,1] —
[0, 1] que verifique las siguientes propiedades:
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1. t(a,1) = o, Va € [0, 1] (Frontera)
2. B<y=t(a,B) < ta,y), Y, B, € [0, 1](Monotonia)
3. 10, ) = 1(8. ), Yo, § € [0, 1] (Commutativa)

4. t(a, t(B8,7)) = t(t(a, B),7),Va, 8,7~ € [0, 1] (Asociativa)

La tabla 1.2 muestra algunas funciones que se ajustan a la anterior definicién.

Tabla 1.2: Algunas t-normas habituales

Nombre Definicién
Minimo t(a, B) = min(a, B)
Producto t(a,B) =a-3

Lukasiewicz  t(a, 8) = maz(0,a+ 3 — 1)

Mediante el uso de t-normas, la intersecciéon de dos conjuntos difusos puede
definirse de la siguiente manera:

panp(x) = t(pa(z), pp(x)) (1.16)

Para referirnos a funciones de esta familia utilizaremos la notacion .

Definicion 1.5 (t-conorma). Se denomina t-conorma a toda funcion w : [0,1] x
[0,1] — [0, 1] que verifique las siguientes propiedades:

1. u(a,0) = o, Va € [0,1] (Frontera)

2. B<vy=u(a,p) <ula,v),Va, f,v € [0, 1)(Monotonia)
3. u(a, B) = u(f, a),Ya, B € [0, 1] (Commutativa)

4. u(a, u(B, 7)) = u(u(a, B), ) (Asociativa)

La tabla 1.3 muestra algunas funciones que se ajustan a la anterior definicion.

Mediante el uso de t-conormas, la unién de dos conjuntos difusos puede definirse
de la siguiente manera:

paus(r) = u(pa(r), pp()) (L.17)
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Tabla 1.3: Algunas t-conormas habituales

Nombre Definicién
Miximo u(a, B) = max(a, 3)
Suma algebraica u(a,B) =a+ 0 —af
Lukasiewicz u(a, B) = min(l,a + ()

Para referirnos a funciones de esta familia utilizaremos la notacion .

En nuestro trabajo, se considerard como t-norma estandar (interseccion) al mini-
mo y como t-conorma estandar (unién) al maximo.

Uno de los mds importantes conceptos relativos a los conjuntos difusos es el
concepto de a-corte.

Definicion 1.6 (a-corte). Dado un conjunto difuso A definido en X y un niimero
ael0, 1], el a-corte A% de A es el intervalo

A* ={z|pa(z) > o}

Definicion 1.7 (Soporte de un conjunto difuso). El soporte de un conjunto difuso A,
dentro de un conjunto universal X, es el conjunto convencional (crisp) que contiene
todos los elementos de X que tienen un grado de pertenencia mayor que 0 en A:

sop(A) = {zeX, pa(x) > 0} (1.18)

Una importante caracteristica de los conjuntos difusos definidos en R es su con-
vexidad, similar a la convexidad clésica. Para que un conjunto A sea convexo, se
requiere que todos sus « — cortes sean convexos y acotados.

Teorema 1.1. A es un conjunto difuso convexo, siy solo si

pa(Azy + (1 — AN)ze) > min[pa(xr), pa(ze)] (1.19)

para x1,x2 €R y todo \e [0, 1] [KY95b].

Gracias a la definicion de los a-cortes se puede hacer otra representacién de los
conjuntos difusos muy 1til para el manejo numérico de cantidades difusas. El llamado
Teorema de la Descomposicion establece que
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A= U a. A (1.20)
ae0,1]

donde . A es un conjunto difuso en X cuya funcién de pertenencia es

(2) a parazx € A¢
al\l) =
Ha.A 0 parazxz g A®

Terminamos presentando la definicién de nimero difuso.

Definicion 1.8 (Nimero difuso). Sea A un conjunto difuso definido sobre el conjunto
R de los niimeros reales. Si los a-cortes de A son intervalos cerrados para todo
a £(0,1] y el soporte de A es acotado, se dice que A es un niimero difuso.

1.2.1.1. Funciones de Pertenencia

De la misma definicién de los conjuntos difusos viene el término funciones de
pertenencia. Las funciones de pertenencia pueden tener distintas caracteristicas y
formas. La Regresion Difusa se ha centrado en las llamadas funciones de pertenencia
LR, que se construyen a partir de dos funciones L y R, que para nuestro propdsito
generalmente se asumen como dos funciones lineales y se denominan triangulares.
Se definen como:

L(™=2) a>0,Yz <m
R(*5™) b>0,Yz>m

donde Ia funcién L es tal que: (1) L(-x)=L(x), (2) L(0)=1, y (3) L es creciente en
[0, +00], y las mismas condiciones para la funcién R [KY95b].

Estos conjuntos difusos LR son los mds empleados por la Regresién Difusa, y
la notacion para uno de estos conjuntos difusos, A, serd (a,pq, ¢a)Lr, donde a es
el valor de mayor pertenencia, o valor central, p, es la extension izquierda, y q, €s
la extension derecha, de manera que una notacién equivalente de tipo invervalar es:
[a — Pa, a,a+ qa]LR-

Para conjuntos difusos LR, el soporte para un a-corte viene dado por

Sa(a) = [a—paL ), a+ guR™ ()] (1.21)
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Los conjuntos LR mas comitinmente usados son las funciones de pertenencia
triangulares, en que las funciones de extension se definen como L(z) = R(x) =
maz{0,1 — x}.

Con las mismas funciones L y R, se definen las funciones de pertenecia LR trape-
zoidales (a,b,c,d), que son funciones LR en sus extensiones y tienen un intervalo de
maxima pertenencia:

0 cuandoxr < ayx >d

L(%=) cuandoa < x <b
pa() 1 cuandob <z <c¢

R(%) cuandoc < x <d

Otro tipo de funciones de pertenencia LR son las funciones de pertenencia nor-
males A = (a,0), que tienen una similitud con la distribucion de probabilidades
normal o de Gauss y quedan definidas como:

a)2] 2R (o > 0) (1.22)

pa(z) = exp [—( -

que puede ser generalizado como una funcién de pertenencia A = (a, D 4). expo-
nencial, definida por

pa(z) =exp [—((z — a)' DMz~ a)] zeR (1.23)

Definir una funcién de pertenencia particular depende de cada contexto. Por
ejemplo, la funcién de pertenencia que representa temperatura alta puede ser muy
distinta dependiendo de las situaciones especificas. En muchos casos de Regresién
Difusa, se ha recurrido a la familia de funciones de pertenencia triangulares y al
disponerse de mediciones con un valor minimo, un valor maximo y un valor rele-
vante (por ejemplo, valor de cierre para el precio de una accién), se pueden precisar
los parametros de las funciones de pertenencia: minimo = a—pg, maxrimo = a+q,
y el valor relevante igual al valor central de la funcién de pertenencia.

La figura 1.3 muestra tres ejemplos de las funciones de pertenencia LR centradas
en 0, definidas por la relacién genérica = 1 — 21/

En caso de tener funciones de pertenencia no acotadas en un extremo, como es el
caso de las funciones de pertenencia que representan expresiones como muy alto lo
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r=1/2

r=1

Figura 1.3: Funciones de pertenencia: 1 - z/

que tiene sentido estimar es s6lo la extension acotada y el punto central, puesto que
la otra extension tiene valor de pertenencia constante 1.

Cuando un conjunto difuso representa conceptos lingiiisticos tales como muy
pequerio, pequerio y estan interpretados en un contexto particular, su formalizacién
es generalmente llamada variable lingiiistica [Zad75a, Zad75b, Zad75c] (ver figura
1.4).

Definicion 1.9 (Variable lingiiistica). Una variable lingiiistica estd caracterizada por
una quintupla (X, T(X),U,G,M ), en la que:

1. X es el nombre de la variable.

2. T(X) es el conjunto de valores lingiiisticos de X. Cuando los elementos de T(X)
tienen una sola palabra se denominan términos atomicos. En caso contrario
se habla de términos compuestos.

3. U es el universo de discurso de la variable.

4. G es una regla sintdctica (normalmente en forma de gramdtica) que determina
la forma de generar valores de T(X).

5. M es una regla semdntica que asocia a cada elemento de T(X) su significado.
Para cada valor L € T(X), M (L) serd un subconjunto difuso de U.
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Rendimiento Vanable linguistica
Regla
semantica
1
0
0 10 45 100

Valores numéricos de Rend|m|ento

Figura 1.4: Un ejemplo de variable linguistica

Las variables lingiiisticas suelen definirse de forma simple, imponiendo algunas
restricciones a la anterior quintupla, de forma que resulten sencillas de manejar. Estas
restricciones estdn normalmente establecidas sobre el nimero de términos y la forma
de obtener la semdntica de los términos generados.

1.2.1.2. Medidas Difusas

En nuestra memoria de investigacion vamos a utilizar dos medidas de especial
importancia: la medida de posibilidad y de necesidad. Estas medidas se definen axio-
maticamente a partir del concepto de medida difusa.

Definicion 1.10 (Medida difusa). Dado un conjunto universal X y una familia no
vacia de subconjuntos de X, C, una medida difusa, g, se define en {X, C}, con las
siguientes condiciones:

1)
i)9(0) =0y g(X) =1 (1.24)

1)
i1)si A C B, entonces g(A) < g(B) (1.25)

1) Para una secuencia creciente Ay C Ay C ... en C, si Ufil A;eC, entonces
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limi—seg(Ai) = g(|J A) (1.26)
=1

1V) Para una secuencia decreciente Ay D Ay O ... en C, si ()2, AieC, en-
fonces

limi—oog(Ai) = g([ 1) Ai) (1.27)
=1

Definicion 1.11 (Medida de necesidad). Sea Nec una medida difusa. Nec se lla-
mard una medida de necesidad si

Nec(() Ar) = infrex Nec(Ay) (1.28)
ke K

para toda familia de conjuntos {Ai|ke K} en X, donde K es un archivo de indices
arbitrario.

Definicion 1.12. (Medida de posibilidad) Sea Pos una medida difusa. Pos serd me-
dida de posibilidad si cumple:

Pos( U Ay) = suprex Pos(Ay) (1.29)
ke K

Esta definicion da origen al nombre de Regresion posibilistica en la mayoria de
los Modelos de Regresion Difusa.

Dubois and Prade [DP83] propusieron los siguientes indices para comparar dos
nimeros difusos A y B:

Pos(A = B) = sup{min{A(x), B(x)}, zeR} (1.30)

Nes(A C B) = inf{maz{l — A(z), B(z)}, xzeR} (1.31)

El primer indice indica el grado de posibilidad de que A sea igual a B, mientras
el segundo indice sefiala el grado de necesidad en que A incluye B. Estos indices han
sido ampliamente empleados en los diversos modelos de Regresion Difusa.
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1.2.2. Aritmética Difusa

Con los elementos de la Teoria de Conjuntos Difusos definidos, pasamos ahora
a presentar el Principio de Extension [Zad75a] que permite extender las funciones
de operaciones (aritméticas o algebraicas) desde los conjuntos tradicionales a los
conjuntos difusos.

De forma sencilla, si f : X — Y es una funcién (operacién) sobre nimeros
reales, se puede extender esta operacion sobre conjuntos difusos de la siguiente ma-
nera: siendo A y B conjuntos difusos con sus respectivas funciones de pertenencia
wa(z) y pp(y), entonces la funcién (operacion) C' = f(A, B) tiene la funcién de
pertenencia uc(z) dada por la expresion:

ne(2) = sup [min(pa(@), up(y) : @,yeR, 2 = fla,y)]  (132)

Cuando los conjuntos A y B son finitos, se puede reemplazar el supremo por el
maximo.
Hay otras formas de formular el principio de extensioén, fundamentalmente recu-

rriendo a la funcién f~[KY95b].

Por ejemplo, las funciones miximo y minimo de los nimeros reales, que como
tales definen la t-conorma y t-norma estdndares, pueden extenderse a los conjuntos
difusos como

MIN(A, B)(z) = sup [min(pa(x), ps(y)) : z,yeR, z = min(z,y)] (1.33)

MAX(A, B)(z) = sup [min(pa(z), pp(y)) : z,yeR, z = max(z,y)] (1.34)

que produce como resultado conjuntos difusos distintos, por lo general, a los
resultantes de la funcion real.

El antecedente tedrico de la operaciones de conjuntos difusos estd en las opera-
ciones entre intervalos. Considerando el Teorema de la Descomposicién y que cada
a-corte de un nimero difuso es un intervalo cerrado en los niimeros reales para to-
do ae(0, 1], se pueden definir las operaciones aritméticas en los nimeros difusos en



22 Introduccion

términos de las operaciones aritméticas de sus a-corte (es decir, operaciones arit-
méticas en intervalos cerrados).

Una propiedad general de las operaciones aritméticas en intervalos cerrados las
define como

[a,b] x [d,e] = {fxgla< f<bd<g<e} (1.35)

, donde * puede representar la adicion +, la resta -, la multiplicacién , y la division /.

Excepto cuando Oc[d, €], el resultado de una operacién aritmética en intervalos
cerrados es también un intervalo cerrado.

Las cuatro operaciones aritméticas en intervalos cerrados son definidas de la
siguiente manera:

[a,0] + [d,e] = [a+d,b+ €] (1.36)

[a,b] — [d,e] = [a—d,b—d] (1.37)

[a, b].[d, e] = [min(ad, ae, bd, be), mazx(ad, ae, bd, be)] (1.38)
[a,b]/[d,e] = [a,b].[1/e,1/d] =

[min(a/d,a/e,b/d,b/e), max(a/d,a/e,b/d,b/e)] (1.39)

En consecuencia, la aritmética de los ndmeros difusos se puede fundamentar en
la aritmética de los intervalos cerrados, como también se puede fundamentar en el
principio de extension.

Definicion 1.13 (Operaciones aritméticas difusas). Sean A y B numeros difusos y
sea * el simbolo que representa una de los cuatro operaciones aritméticas bdsicas.
Entonces, se define el conjunto difuso en R, A*B, definiendo sus a-cortes, (A x B)*
como
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(A% B)* = A%« B (1.40)
con lo que se puede demostrar que A*B es también un niimero difuso.

En el caso de funciones de pertenencia LR no simétricas, que se utilizaran fun-
damentalmente en el Analisis de Regresién Difusa, para sumar los niimeros difusos
A= (a,pa,q)L.rY B = (b, pb, @b) LR, Si se considera, primero, su extension izquier-
da, para un cierto nivel de pertenencia w, se tiene la relacién genérica [DP80b]

L((a — ) /pa) = w = L((b—y)/p») (1.41)

de donde se puede deducir una relacion para la operacién suma, en que aparece la
funcién L:

z+y=a+b— (po+pp)L " (w) (1.42)
y resultard un nimero z, que define la funcién de pertenencia tal que

L (C‘er_z> =w (1.43)
Pa + Db

y si de la misma manera se procede con la extension derecha y la funcién R, se tiene,
que la suma de estos dos nimeros estd dada por la expresion

(@, Pa,qa)Lr + (b, b, @b) LR = (@ + b, D0 + Dby o + @) LR (1.44)

Esta relacion se puede generalizar, para n nimeros difusos LR, mediante

Z(aupza% LR— ZQZ,ZPZ,Z% (1.45)

=1

donde se supone que los n nimeros difusos tienen la misma funcién de pertenencia
LR. En caso que cada nimero difuso tenga las funciones de pertenencia L; y R;,
entonces la en la dltima expresion se cambia LR por:

-1
L= . 1.46
(Z " b L ) (1.46)
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n -1
qi -1
R = E =i—R; (1.47)
(i:l =14 >

Para el producto de un escalar por un niimero difuso, siguiendo la misma légica,
se obtienen valores dependiendo del signo del escalar. Para el escalar positivo se
tiene:

A(a7pa7 qa)LR = ()\aa Ap(h )\Qa)LR (148)

y para la multiplicacion con un escalar negativo:

)‘(aapav QG)LR = (Aa7 _)‘Q(M _)\pa)RL (149)

De las operaciones (1.44) y (1.49) queda definida la sustraccion de dos nimeros
difusos:

(@, paqa)Lr — (b,pb, @) LR = (@ — b, Da + @b, 4o + Pb) LR (1.50)

es decir, de la suma y de la resta de nimeros difusos con funcién de pertenencia LR,
resultan nimeros difusos también con funcién de pertenencia LR.

No ocurre lo mismo con la multiplicacion. Para nimeros difusos positivos, la
expresion (1.42) que se construyd para calcular la suma difusa, para la multiplicacién
difusa es

2.y = a.b — (apy + bpa) L™ (w) + pa (L™ (w))? (1.51)

Esta expresion, por lo general, no produce como resultado un nimero difuso de

2

tipo LR. Sin embargo, si se descarta el término p, P, (L~ (w))?, considerando que p,

y pp SON pequeiios en comparacion con a y b, la solucién de la multiplicacion difusa
es

(@, Pas qa)Lr-(b, Db @) LR = (ab, apy + bpa, agy + bga) LR (1.52)

Si A es negativo y B es positivo, la aproximacion para la multiplicacion difusa es
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(@, Pa, Ga) RL-(b, Db, @b) LR = (ab, —aqy + bpa, —apy + bqa)RL (1.53)

y si A'y B son negativos, la aproximacion para el calculo del producto es

(@, Pa, Ga) RL-(b, Db, @b) LR = (ab, —aqy, — bga, —aps — bpa)RL (1.54)

Para calcular el inverso de un A, nimero difuso LR positivo, se tiene que pi4—1(x)
=pa(1/z), para Vo # 0, y en general la funcién de pertenencia A~! no es ni LR ni
RL. Si se considera una vecindad de 1/a, se tiene que

l—ar 1/a—x

A (1.55)
PaT pa/ a?
que sigue una funcién de pertenencia RL, por lo que se tiene la aproximacién
(a:Pas Ga) LR ~ (a7, qaa™>, paa™ ) RL (1.56)

Si el niimero difuso A es negativo, se puede aplicar la relacion —(A~1) = (—A4) L

Considerando la division de dos niimeros difusos como la multiplicacién del
primero por el inverso del segundo, se tiene la aproximacion:

(a,Pa,qa)LR : (b, b, @b)RL = (a/b, agy + bpa, apy, + bga) LR (1.57)

La figura 1.5 muestra un ejemplo de aproximacion a una funcién de pertenencia
LR resultante de la divisién de dos conjuntos difusos LR [OS03].

Todo este desarrollo estd basado en el Principio de Extensién que utiliza la t-
norma triangular estdndar en que la interseccion entre A y B es el minimo.

Otro trabajo de interés sobre aritmética difusa[ChoO3] define la Aritmética de
Funcién Inversa L~' — R~! donde, por ejemplo, la adicién es definida, para el a-
corte h, como

A(h)@B(h) = (L' (h)+Lg' (h), Ly +Rp' (h), Ry (B)+Rp' (h), Ry (h)+Rp')
(1.58)
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aproxima

Figura 1.5: Ejemplo de aproximacion en division de 2 conjuntos difusos

Para aplicaciones de Regresion Difusa, también se ha usado una aritmética difusa
basada en la t-norma mds débil (MD),

a stb=1
Tup(z,y) =< b sia=1

0 en otrocaso

con la aplicacién del principio de extensién en este nuevo contexto, que produce
como resultados las siguientes operaciones difusas con la t-norma mas débil [Hon06]:

(aapav Qa)LR DSwmp (bvpba Qb)LR = (a +0, max(pavpb)a maw(Qaa Qb))LR (1.59)

Para el producto mds débil difuso, la expresion resultante es:

(ab, maz(pab, pya), mazr(q.b, gpa)Lr  para a,b >0
(ab, max(qqb, qpa), max(pyb, ppa))rr para a,b <0
A®B: (0, pab, ¢ab) LR paraa=0,b>0
(0, —qab, —pab) RL paraa=0,b<0
(0,0,0) paraa=0,b=0

De forma similar, también puede encontrarse en la literatura una aritmética difusa
basada en la t-norma débil acotada|[UWO05].
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Por dltimo, otra forma que ha sido utilizada dentro de la Regresion Difusa, es el
uso de desdifusificadores. La implementacion de funciones de pertenencia no simétri-
cas que utilizaremos mds adelante en esta memoria, hace més interesante esta opcion.
Un trabajo reciente [KLOS] del 2005, define como desdifusificador, una medida de
entropia difusa, h, sobre un conjunto difuso con funcién de pertenencia triangular, A,
resultando:

a a+qa
H(A) = /  hlpa(e)pla)dz + / B(pa(2))p(e)da (1.60)

con lo que se tiene, separando los dos términos de la expresién anterior, un indicador
de entropia del lado izquierdo y otro del lado derecho.

Un método alternativo de desdifusificacion utiliza la aritmética difusa ponde-
rada[ChaOla], resultando un sistema de tres ecuaciones de minimos cuadrados: ex-
tremo izquierdo, centro y extremo derecho. Por ejemplo, la adicion difusa ponderada
de A y B se calcula como

(g + s )pdpln + ([, (nag + psg)ndulr

A+ B=
J ndp

(1.61)

lo que resulta en

1
A+B:(a+b)+6[(Qa+Qb>_(pa+pb)] (1.62)

lo que permite operar como con nimeros reales para la resolucién de su modelo
difuso.

Para terminar debemos resaltar que la aritmética difusa cumple un doble papel en
la definicién de los modelos de Regresion Difusa:

= Por una parte permite relacionar diversos nimeros difusos, fundamentalmente
a través de la suma y la multiplicacién por un escalar, para operar con los
modelos lineales (o intrinsicamente lineales).

= Por otra parte, la aritmética difusa permite la creacién de nuevos conjuntos a
partir de conjuntos difusos existentes, que pueden incorporarse a un modelo de
regresion. Por ejemplo, si se dispone de dos precios, podria crearse la variable
mdximo entre los dos precios, o la variable multiplicacion de los precios.
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1.3. Justificacion de la Regresion Difusa

Hemos visto en este capitulo una breve descripcién del Andlisis de Regresion
y de la Teorfa de Conjuntos Difusos que fundamentan nuestro trabajo en el campo
del Andlisis de Regresion Difusa. Vamos a dedicar nuestro tltimo esfuerzo en este
capitulo senalando la necesidad de disponer de dicha técnica de anélisis.

La primera justificacion para la Regresion Difusa radica en que el manejo de can-
tidades afectadas por imprecision e incertidumbre no estd considerado en la Regre-
sién Probabilistica. Y sin embargo, hay muchas magnitudes cuantitativas que pueden
representarse adecuadamente mediante nimeros difusos: mediciones con margenes
de error; carga eléctrica requerida por una generadora por unidad de tiempo; valor
de una accién en un dia, una semana o un mes, en una bolsa de comercio; precio de
las materias primas (cobre, oro, plata, azicar, etc.) en los mercados internacionales
donde se intercambian; valor de las monedas frente a otras monedas referenciales,
en los mercados financieros; votacion de un candidato en una eleccion con cédula
Unica, en que los votos nulos pueden reflejar preferencias mal marcadas (en la re-
ciente eleccion de primera vuelta presidencial en Pertd, que se vota con cédula tnica,
los votos nulos y blancos sumaron el 16 por ciento del total, y la diferencia entre el
segundo y tercer candidato, para pasar a la segundo vuelta, fue de menos del 0.5 por
ciento); la cifra indicada en un censo, que se obtiene después de que la informacién
original ha sido leida, validada y corregida autométicamente, con asignaciones para
los datos dudosos que estan basadas en supuestos y/o son asignaciones aleatorias; y
un larguisimo etcétera.

Este tipo de datos, fundamentalmente cuantificables, pero con una imprecisién e
incertidumbres provenientes de diversos origenes, justifica la creacién de un campo
andlitico propio para la Regresién Difusa.

Ademéds, la Teoria de Conjuntos Difusos maneja nuevos modelos de medidas,
como las medidas de posibilidad y de necesidad, que se traducen en nuevas visiones
para afrontar el andlisis de regresion.

Los niimeros intervalares, que, como hemos visto, son una versién simplificada
de los nimeros difusos, también han sido considerados como ntimeros de interés para
poder explicar su comportamiento [SIT04a]. Y la Regresion Difusa también maneja
estos nimeros intervalares como un caso particular.

La presencia de la incertidumbre, en la Regresién Probabilistica queda plasmada
en los intervalos de confianza, generalmente con un nivel del 95 %, lo que es atribuido
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a factores aleatorios. Esta es la unica forma de incertidumbre que maneja la Teoria
de Probabilidades.

La aleatoriedad puede considerarse uno de los componentes de la vaguedad, junto
a la imprecisién. Sin embargo, otras formas de incertidumbre se pueden encontrar en
la ambigiiedad, la incongruencia, problemas de especificacion, factores no considera-
dos por complejidad del sistema... En resumen, hay diversas fuentes de incertidum-
bre, entre las cuales la aleatoriedad es s6lo una de ellas.

El hecho de que no sélo se considere la aleatoriedad como origen de incertidum-
bre, hace posible incorporar dentro de los modelos de Regresiéon Difusa, de forma
natural, informacién que se dispone a priori de los problemas, que generalmente se
traduce en restricciones a los modelos, y que ayudan a obtener estimaciones mas
ajustadas a la realidad.

Estas restricciones también se pueden incorporar en algunos modelos de Regre-
sién Probabilistica, pero con consecuencias para los supuestos de la fundamentacion
tedrica de tales modelos, 1o que no ocurre en la Regresién Difusa, donde la presencia
de restricciones es cosustancial a su formulacién, por no estar limitada su formulacién
a tantos supuestos como los de la Regresidon Probabilistica.

En el Anélisis de Regresion Difusa, las desviaciones entre los valores de perte-
nencia observados y los valores de pertenencia estimados se asume que dependen de
la incertidumbre de la estructura del modelo. En cambio en el Andlisis de Regresion
Lineal usual, las desviaciones se suponen causadas por errores, de origen aleatorio,
en las observaciones.

Como ya indicamos en esta introduccion, la relacién (1.1) no se cumple, por
lo general, para los nimeros reales. Sin embargo, considerando nimeros difusos,
siempre es posible encontrar coeficientes, que con un cierto nivel de pertenencia,
cumplan la relacién. Esta nueva concepcion se refleja en la figura (1.6).

En esta figura se aprecia que, en un sentido mds tradicional, la igualdad entre el
dato original y el valor estimado, se cumple para su valor central, con una pertenencia
de h. Por otra parte, Y° C f(x, A)°, con lo que cualquier valor que est4 incluido en el
nimero difuso Y, también esta incluido en el nimero difuso estimado. Esta situacién
se denominard estimacién posibilistica, habida cuenta de la medida de posibilidad
que se ha presentado dentro de la Teoria de Conjuntos Difusos.

La medida de posibilidad representa un sentido amplio de reunién de todas las
alternativas posibles, como medida antagénica a la medida de necesidad, que repre-
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f(x,a-cL) f(x,a) y f(x,a+cR)

Figura 1.6: Estimacion posibilistica de Regresion Difusa

senta lo comun a todas las alternativas posibles. Para datos intervalares, diversos au-
tores han desarrollado, también, un enfoque de regresioén basado en la medida de
necesidad [TLI8].

También hemos mencionado en esta introduccion las dificultades de la regre-
sién probabilistica cuando se dispone de pocas observaciones, lo que va unido a la
dificultad de comprobar la distribucién asumida sobre los errores (;se distribuyen
realmente como distribuciones normales?). En esta situacion, un modelo difuso, que
puede incorporar un nivel de confianza posibilistico, es una alternativa ventajosa de
modelado[KMK96].

Los datos precisos, que son un caso particular de datos difusos, también pueden
ser modelados por la Regresién Difusa, en cuyo caso, puede considerarse las exten-
siones de los datos estimados como la alternativa a los intervalos de confianza de la
regresion probabilistica.

Para terminar, un breve repaso a la literatura referida a Regresién Difusa, nos lleva
a encontrar aplicaciones de regresion difusa en el campo de la conductividad eléctrica
[BBKS88], riesgos para la salud [BBD91], ergonomia [CLK96] [BW97], manufactura
[IKWO03], ciclos econémicos [WT02], funciones de costo [WL99], las cargas eléctri-
cas [SREH97] [NZ99] [MKIKO02] [SATEHO2], las tasas de interés [dAT04], quiebras
de empresas [TLss], paleontologia [BPDNO97], fiabilidad de software [Wat00], entre
otros.

El estudio del comportamiento de los precios, que en diversos mercados compe-
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titivos tienen permanentes variaciones, es otro campo donde la regresion difusa puede
jugar un importante papel. En este sentido es de particular interés un estudio sobre la
representacion de la incertidumbre de variables econémicas, con intervalos, conjun-
tos difusos y probabilidades [SJ02], que abre un campo auspicioso de aplicaciones.

Para terminar debemos sefialar que, aunque en la literatura s6lo hemos encontrado
un caso de utilizacidn de una variable lingiiistica como variable dentro de un modelo
de regresion difusa [D’U03], y una reflexion sobre el tema [Wat01], pensamos que
esta limitacion se debe més a la visién que se ha tenido de la Regresion Difusa desde
la perspectiva tradicional de la Regresion Cuantitativa, que a las potencialidades de
incorporar categorias cualitativas dentro de la Regresion Difusa.






Capitulo 2

Regresion Difusa: Antecedentes y
Medidas de Bondad del Ajuste

El capitulo anterior lo hemos dedicado a presentar las dos herramientas funda-
mentales sobre las que se sustenta este trabajo de investigacion, a saber, el Anélisis
de Regresion y la Teoria de Conjuntos Difusos, de forma que hemos situado su con-
texto en el mundo de la Regresion Difusa. Ahora vamos a continuar nuestro estudio
analizando con detalle las distintas propuestas que hay en la literatura al respecto de
esta técnica de andlisis de regresion capaz de trabajar con nimeros difusos.

Bajo el titulo de Regresion Difusa se engloba todo método de regresion en el que
alguna de sus variables y/o alguno de sus coeficientes sean nimeros difusos.

Las primeras propuestas al respecto de la Regresion Difusa consideraban que la
variable de salida era un conjunto difuso y la(s) variable(s) de entrada era(n) datos
precisos. En este esquema, los coeficientes estimados eran difusos. Posteriormente
se han presentado diversas propuestas donde se considera tanto la variable de salida
como las variables de entrada como conjunto difusos.

Como veremos, en estos casos con multiples variables difusas, tienen mucha im-
portancia las consideraciones sobre aritmética difusa que fueron enunciadas en el
capitulo anterior.

La primera seccion estd dedicada a presentar la Regresién Difusa Posibilistica,
origen de la Regresion Difusa, donde se encuentran fundamentalmente las aporta-
ciones de Hideo Tanaka.
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Tras la aparicion de este modelo de regresion, se propusieron los métodos basados
en el enfoque de los minimos cuadrados. Dedicaremos también una seccion a estudiar
la Regresion Difusa de Minimos Cuadrados.

Para terminar nuestro repaso a las distintas propuestas de Regresién Difusa, tam-
bién se resenan diversas propuestas de Regresion Difusa con otros enfoques que com-
pletan a los dos anteriormente indicados

Por tltimo, y puesto que para formalizar el andlisis de regresién es fundamental
medir la calidad de las estimaciones, en este capitulo también incluimos una recopi-
lacién de las propuestas que se han presentado para medir la bondad de ajuste de las
estimaciones de la regresion difusa. Dentro de este marco, como primera aportacién
de nuestro trabajo de investigacién y, dado que nos movemos en un ambiente difuso,
estudiamos algunas medidas de distancia entre nimeros difusos que permiten tam-
bién aseverar la bondad de un ajuste desde una perspectiva de la Teoria de Conjuntos
Difusos.

2.1. Regresion Difusa Posibilistica

En la relacion (1.1), que presentamos en el capitulo anterior y que recordamos a
continuacion, define el problema de regresiéon en general. A partir de dicha formu-
lacién, se considerard que estamos ante un modelo de regresién difusa a partir del
hecho de que el nimero y; pueda ser un nimero difuso.

Y= f(xi, A)parai=1,...,n

Supondremos pues que se tiene de partida un conjunto de n observaciones, donde
los valores de entrada son precisos y estan representados en la matriz X;; (coni=1..n
y j =1..m) de valores reales, y la variable de salida Y; es imprecisa estando dados sus
valores por funciones de pertenencia triangulares de parametros (y;, p;, g;)-

En esta relacion, si suponemos también que los coeficientes representados por
A son nimeros difusos, siempre se va a poder encontrar un valor para dichos coefi-
cientes que permita cumplir la condicién (recuérdese la figura 1.6), probablemente no
con una pertenencia de uno, pero si con una pertenencia mayor que cero. El objetivo
que se ha trazado la Regresién Difusa es encontrar el o los coeficientes representados
por A que tengan la menor incertidumbre posible.



2.1 Regresion Difusa Posibilistica 35

Para obtener una solucidn, se considera que Y; tiene una funcion de pertenencia
de tipo LR, y que los coeficientes A; = (a;, c;, cr;) también tienen una funcion de
pertenencia L; R;.

En términos mds generales, la relacion general de regresion (1.1) debe cumplirse,
en términos difusos, no sé6lo para el nimero difuso Y; sino para sus h-cortes Yih.

Para especificar las condiciones posibilisticas, y teniendo en consideraciéon que
para la mayor parte de este estudio f serd una funcion lineal definida por

fla, A) = Ag+ > Aja (2.1)
=0

e Y; tendrd una funcién de pertenencia no simétrica (y;, pi, ¢;) LR, las restricciones
posibilisticas|Bar90] quedan representadas como

m

Zan’“ — L7 Y(n) ZCLJ‘XU <y — L Yh)piparai=1,..,n (2.2)
§=0 §=0

m m
Zanij + R_l(h) ZchXij >y + R_l(h)qi parai=1,...,n (2.3)
§=0 j=0

cr;;cr; 2 0 para j=0,...m 2.4)

que pueden ser reescritas, tomando el caso mds estudiado de funciones LR, como
funciones de pertenencia triangulares (no necesariamente simétricas en nuestra pre-
sentacion). En este caso, nuestras restricciones posibilisticas quedan definidas con las
siguientes desigualdades:

Zanij — (1 — h) ZchXij < Y; — (1 — h)pi para 1= 1, ey (2.5)
7=1 J=1

m m
Zanij +(1—h) ZchXij >yi+ (1 —h)gparai=1,..,n (2.6)
j=1 j=1
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Esta es la forma mds habitual de plantear las restricciones posibilisticas de la
Regresion Difusa. La figura 2.1 muestra un ejemplo de una funcién L~ (h) para dos
valores de h.

valor de pertenencia

h2

h1

L-1(h2) L-1(h1) X

Figura 2.1: L~!(h) para diferentes valores de h

2.1.1. El Aporte de Tanaka

Se puede considerar que la Regresion Difusa aparece en la historia de los andlisis
de regresion en 1982 [TUAS2], gracias a Hideo Tanaka y sus colaboradores (aunque
existe una exposicion previa de 1980 [TUA80]), pasando a constituir una nueva alter-
nativa de regresion frente a las muchas metodologias de regresién que existian para
trabajar con nimeros precisos.

Los primeros intentos de Regresién Difusa estdn enfocados en base al principio
posibilistico que acabamos de comentar, donde, recordemos, cada uno de los datos
estimados g; contiene, en términos difusos, al dato original y; (recuérdese la figura
1.6).

Dado este criterio posibilistico, que es el marco en que desarrolla la Regresion
Difusa, Tanaka propone como criterio minimizar la incertidumbre de la estimacién
(usando funciones de pertenencia simétricas) expresada de la siguiente forma:
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Min) > (cr; + crj) (2.7)

i=1 j=1

De esta manera queda formalizado un problema de programacién lineal, con la
funcién objetivo (2.7) y las restricciones posibilisticas (2.4)-(2.6).

Ademads, Tanaka y sus colaboradores sugirieron otras medidas para minimizar la
incertidumbre[ TSWAS87]:

= Una primera, expresada como

> wje (2.8)
j=1

donde los coeficientes de las extensiones son ponderados por pesos w,

= y una segunda, formulada como

maxj{c;} (2.9

donde la maxima extension es considerada la medida de incertidumbre del sis-
tema.

Estas definiciones de incertidumbre tienen la limitacién de que son dependientes
de la escala de medicién de las variables de entrada x. Por esa razon se ha hecho
mucho mds popular la siguiente funcién objetivo [Tan87]:

Min ) > (cr; + cry)lxij] (2.10)

i=1 j=1

El modelo que acabamos de formular ha sido el modelo de regresién més referen-
ciado y utilizado en aplicaciones [IKWO03], [HBS05], [WL99], [CAO1], [BW9I7],
[NZ99], etc..

En otro trabajo significativo del drea, Bardossy [Bar90] sugiere el uso de otras
medidas de incertidumbre de la estimacién, dentro del enfoque posibilistico, como
son:
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= La incertidumbre es igual a la maxima amplitud de una extension individual,
es decir

V = maz(maz(cL,,cr,), ..., mazx(cL,,,Ccr,,)) (2.11)

= Laincertidumbre se expresa como el promedio de las extensiones de los pardme-
tros, es decir

1

V:2m

> (e, +cry) (2.12)

m
j=1
= La incertidumbre de la funcidn difusa resultante en el dominio donde las varia-
bles independientes pueden tomar sus valores, es decir

{L‘;; :E1+ 400
V= / / / sup{min(uq,(a;));y = f(z,a)}dydz;...dzy,
T 2.13)

= La incertidumbre se mide como la funcién difusa resultante en los vectores x;,
es decir

1 <& +00
V== Z/ sup{min(pia,(a:));y = f(z,a)}dy (2.14)
=17 7>

Sin embargo, en la préctica, ninguna de estas sugerencias de medidas de incer-
tidumbre han tenido difusion.

Tanaka ha seguido profundizando en el Andlisis de Regresién Difuso con un en-
foque posibilistico hasta el dia de hoy [GTO06], siempre considerando las variables
de entrada como variables precisas, pero ha orientado su investigacién, fundamental-
mente, al uso de datos intervalares [TI192], [TKL96] [TL98], [TL99], [SIT04b].

En el esquema intervalar, Tanaka presenta tanto la regresion basada en el modelo
de la posibilidad, como la regresién basada en el modelo de la necesidad, uniendo
ambos enfoques, donde la extension de un coeficiente del modelo de posibilidad (c;)
se relaciona con la extension de un coeficiente del modelo de necesidad (¢;,) median-
te la siguiente igualdad
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¢ =c¢ix+dicond; >0 (2.15)

En su dltimo trabajo [GT06], Tanaka se refiere a esta doble visién de la regre-
sién difusa como Modelos Duales de la Regresion Posibilistica. Aunque los modelos
principales del trabajo consideran la funcién de optimizacién lineal 2.10, se presenta
también un modelo con una funcién de optimizacion cuadratica sobre el parametro
anteriormente definido d;. Ademas, se desarrolla una similitud entre esta regresion
dual y los conjuntos aproximados (rough sets [PGBSZ95]).

La principal limitacién de esta Regresion Dual es que la regresion basada en el
modelo de la necesidad no siempre existe, por lo que hay que considerar un modelo
polinomial para asegurar su existencia, que desvia la atencion respecto al objetivo de
simplicidad del modelo a construir.

En uno de estos trabajos (véase [TL98]), se presenta un enfoque de programacion
cuadratica para la regresion intervalar, en el que la incertidumbre de la estimacion es
medida como una distancia cuadrédtica. Este trabajo sirvi6 de primer estimulo para el
desarrollo del enfoque de regresion difusa cuadrética que se presenta y evaldia en esta
memoria.

Tanaka también ha propuesto un andlisis de regresion posibilistico exponencial
([TIY95, TL99]). Este enfoque asume que los coeficientes A tienen funcion de perte-
nencia (o distribucién de posibilidades) exponencial 1.23, con lo que hay una simil-
itud con la distribucién de probabilidades normales de la regresion probabilistica.
La matriz de covarianzas probabilistica es denominada, para el enfoque posibilistico,
matriz de extensiones.

Tanaka ha aplicado el andlisis de regresion posibilistico a otras técnicas [HT90],
como el GMDH (Group Method of Data Handling) que es una técnica para multiples
variables, para ir seleccionando un modelo polinomial por etapas.

Finalmente, es importante sefialar que Tanaka ha aplicado el andlisis de regre-
sién posibilistico a casos practicos concretos, como es el estudio de tensién en un
puente en Jap6n [KTKF], donde las variables de entrada son los diversos factores
de error que pueden existir en las especificaciones del puente. Otras aplicaciones se
encuentran en [TSWAS87, TUAS2].

Sobre la eleccién del pardmetro h, que se denomina nivel de confianza, y que
define el a-corte en el cual se estimardn los coeficientes, Tanaka y Watawa [TW88]
sugieren el valor 0 cuando hay una cantidad razonable de datos y un valor mayor
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cuando hay pocos datos disponibles. Sin embargo, en la literatura hay ejemplos de
utilizacion de h desde 0 hasta 0.9. El lector interesado puede consultar un extenso tra-
bajo (véase [MK93]) que analiza el efecto de h. En términos pricticos, una eleccion
por parte del analista que efectia la estimacién de un valor mayor para h, significa
que las extensiones de los coeficientes estimados serdn mds amplias, por lo que la
estimacidn presentard mayor incertidumbre.

2.1.2. Otros Modelos Basados en la Teoria de la Posibilidad

El planteamiento de Tanaka, que, como hemos visto, estd orientado a minimizar
la incertidumbre, no se preocupa por el comportamiento de la estimacién de los va-
lores centrales. Sin embargo, en la literatura se puede encontrar un modelo que in-
corpora una estimacion especifica de la tendencia central, fue desarrollado por Savic
y Pedrycz [SP91, SP92]. Este modelo se desarrolla en dos faces:

= En la primera fase, se realiza un ajuste de minimos cuadrados entre los valores
x; y los valores y; -valores centrales de Y; - con lo que se logran los valores
modales a; que son utilizados en la segunda fase.

= En la segunda fase, se utiliza el mismo criterio de vaguedad de la regresion
difusa

Min) > (cr; + crj) (2.16)

i=1 j=1

sujeto a las condiciones posibilisticas

m m

Za;X,-j —(1-nh) ZCL].Xij <wyi—(1—=h)p; para i=1,...n (2.17)
j=1 j=1

m m
Za;‘fX,-j +(1—h) ZCR].XM >yi+ (1 —h)g parai =1,....,n (2.18)
j=1 j=1

El modelo de Savic y Pedrycz tiene la virtud de disponer de una estimacién que
tiene una solucién estdndar para la tendencia central, pero conceptualmente no tiene
la simplicidad de la solucién de Tanaka.
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Por otro lado, en diversos trabajos se han tomado en consideracion los indices de
posibilidad y necesidad de Dubois y Prade al comparar dos nimeros difusos [DP83].

Sakawa y Yano [SY92] propusieron cuatro modelos de regresion posibilistica:

I) Considerando la minimizacién de la funcién objetivo (2.10), se definen las
restricciones basadas en el indice de posibilidad
Pos(y; = ax;) > h, parai=1,...n (2.19)
1) Considerando la minimizacién de la misma funcién objetivo, se definen las
restricciones con el indice de necesidad
Nes(y; C ax;) > h, parai=1,...n (2.20)
1) Considerando la maximizacién de la funcién objetivo 2.10, se definen las restric-
ciones
Nes(y; D ax;) > h, parai=1,...n (2.21)

IV) Por tltimo, se puede considerar minimizar la funcién objetivo 2.10, bajo los
conjuntos de restricciones

n n
—y; + Z a;xij < L7Y(n) Z c¢jlzijl parai=1,..,n (2.22)
§=0 j=0
n n
Yi — Z ajzi; < L7Y(n) ch]a;ij\ parat=1,...n (2.23)
j=0 3=0

Los autores plantean un modelo multiobjetivo para abordar estos cuatro proble-
mas, puesto que junto a la funcién objetivo indicada, plantean maximizar el valor de
h.

Este modelo ha sido criticado [RW96] por ser muy sensible a los puntos extremos
y por producir, en ciertas condiciones, todos los estimadores como nimeros crisp
(precisos) [MNNO4].

Mis recientemente, otros autores [MNNO4] enfocan la Regresion Posibilistica
desde el punto de vista del riesgo, usando las mismos indices de posibilidad y necesi-
dad anteriores, pero incorporando una funcién objetivo cuadrética:
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1) Problema de riesgo neutro

Min : D(h) = Z{(yi +q) — (Wit @)+ (i — i) — (i —pi)}? (2.24)
=1

s.a. (g — pi)(h) < (i+@)(h), (Wi + @i)(h) = (yi—pi)(h) parai=1,...n
(2.25)
(i +@) = (yi —pi) 2 0parai=1,..n (2.26)
I1) Problema de riesgo adverso: minimiza el objetivo 2.24, sujeto a las restric-
ciones
s.a. (g —p)(h) < (yi —p)(1 = h), (Wi + a:)(B) = (yi + @:) (1 = 1)

parat=1,...n 2.27)

1) Problemas de bisqueda de riesgo: minimiza el objetivo cuadrético 2.24, sujeto
a las restricciones

s.a. (i +qi)(1 = h) < (i — pi)(h), (yi — pi) (1 — h) > (yi — pi) (h)

parai=1,....n (2.28)

Cada uno de estos problemas constituye un problema de optimizacién en si. Los
autores desarrollan un algoritmo para determinar el nivel de h 6ptimo, entendiendo
que a mayor h, mayor es la incertidumbre de la funcién objetivo. Estos modelos no
son posibilisticos en un sentido estricto, pero si garantizan que el valor central de los
datos observados, y;, se encuentre dentro del intervalo estimado [yz/—\pl, ml]

2.1.3. Criticas a la Regresion Difusa Posibilistica

Hemos analizado los distintos modelos de Regresion Posibilistica que se pueden
encontrar en la literatura desde los trabajos iniciales de Tanaka hasta la actualidad.
Aunque se trata de trabajos muy significativos y de gran valor en el mundo de la
Regresion Difusa, la Regresion Posibilistica no estd exenta de criticas:
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= Una de las criticas mds recurentes sobre el enfoque posibilistico de la regresion
difusa es el efecto de los puntos extremos (outliers) [Pet94]. En el gréfico (a)
de la figura 2.2 es posible ver una estimacion sin puntos extremos; en cambio
en (b) se aprecia el efecto considerable que tiene en la ampliacion del intervalo
de estimacidn la aparicién de un punto extremo.

(@) (b)

Figura 2.2: Efecto de un punto extremo en una estimacién posibilistica

Peters [Pet94] propuso un método intervalar para afrontar el problema causado
por los puntos extremos, en el caso en que la variable y; sea precisa. Sin em-
bargo, esta propuesta no ha tenido mayor impacto en el desarrollo de alterna-
tivas de estimacién. Como alternativa, Tsaur y Wang [TW99] y Chen [CheO1]
plantean metodologias para detectar puntos extremos.

Otro enfoque para afrontar el problema de los puntos extremos fue desarrolla-
do por Ozelkan y Duckstein [ODO00]. Este nuevo modelo incorpora una flexi-
bilizacién en el criterio posibilistico, de modo que la diferencias entre los ex-
tremos (estimados y observados) deben ser menores que una cierta cantidad,
denominada variable de relajacion. Considerando las medidas de posibilidad
y necesidad, se definen cuatro modelos multiobjetivo, que permiten manejar
los casos de puntos extremos con flexibilidad, y donde la regresién de Tanaka
y la regresiéon de minimos cuadrados son casos particulares de estos modelos
generales.

= Otra de las criticas a la formulaciéon de Tanaka [Cel87] va en el sentido de
que muchos de los coeficientes estimados A; resultan ser nimeros precisos
(crisp). Una forma de abordar esta critica fue ensayada por el mismo Tanaka,
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proponiendo funciones de pertenencia cuadraticas para los coeficientes [TI91].
Otra propuesta de Tanaka, para la regresién intervalar, fue proponer una fun-
cién objetivo cuadratica [TL98].

Esta critica se relaciona con la idea de que la Regresion Difusa Posibilistica
no tiene una propuesta para interpretar el intervalo estimado por la regresién
[WTO0b].

Nos parece esta una critica fundamental, en sus diversas variantes, porque el
calculo de niimeros crisp (estimaciones con ambas extensiones cero) pone en
duda, a nuestro entender, la interpretaciéon més fecunda de la regresién difusa,
y que puede formularse asi: un coeficiente de regresion difuso representa la
incertidumbre que produce en el sistema la variable que acompariia a dicho
coeficiente. Es decir, el producto A;x;; es la magnitud de la contribucion de x;
a la incertidumbre de Y.

Ahora bien, si por problemas de modelado matematico, en este caso las car-
acteristicas de la programacién lineal, los datos resultan precisos, indepen-
dientemente de la incertidumbre de las variables de entrada x;, este modelado
produce una grave limitacion en la interpretacion de una regresion difusa. Bue-
na parte de nuestra investigacion trata de solucionar este inconveniente (véase
al capitulo 3).

Para ayudar a la interpretacién del intervalo estimado de la regresion difusa,
Wang y Tsaur [WTO0O0b] construyen un indice de confianza de la estimacion,
en un sentido andlogo al del coeficiente de determinacién R? en la estadisti-
ca probabilistica, concluyendo que en la medida que este indice es més alto,
mejor es la representacién de ¢; para dar forma a y;. Es decir, el valor cen-
tral de la estimacion tiene mas peso para representar el valor central de los
datos de entrada. Nos parece un avance el uso de una medida de confianza de
la estimaciodn, pero el problema de interpretacion de la funcidn de pertenencia
estimada para cada observacién queda pendiente.

Estos autores, con el objetivo de identificar un método de seleccién de varia-
bles, definen un indice de confianza parcial, para medir el efecto de una nueva
variable en el modelo, lo que puede ser un camino que se debe considerar para
mejorar la interpretacion de los estimadores difusos de regresion.

Otro problema que se ha planteado (véase [KL05]) al respecto de la Regresion
Posibilistica es que cuanto mds datos se disponen sobre las variables, mayor
serd la extensién de los coeficientes estimados, es decir, mayor serd la incer-
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tidumbre de la estimacion. Esta situacion es efectiva, y en las proximas sec-
ciones se analizard cudndo es mds conveniente realizar una regresion difusa
incluyendo el enfoque posibilistico y cudndo no es recomendable incluirlo.

= Otros autores han sefialado que la Regresion Lineal Difusa tiende a ser mul-
ticolineal cuando la cantidad de variables independientes aumenta [KMKO96].
Hay dos estrategias para afrontar esta dificultad:

I) Por un parte disminuir las variables independientes, para lo cual hay que
realizar un proceso de seleccién de variables [WTOOb]. Esta estrategia se
analizard con detalle en un capitulo posterior de esta memoria.

1) Por otra parte, manteniendo el conjunto de variables de entrada, también
se puede buscar una estimacion alternativa, que nosotros hemos centrado
en el enfoque de Regresion Ridge, y que también desarrollamos en otro
capitulo de esta tesis.

= Chang y Lee [CL94b] hacen una critica a la Regresion Posibilistica, en el sen-
tido de que la tendencia de la estimacion (tendencia central o tendencia modal)
puede ser distinta a la tendencia de las extensiones de las estimaciones. Ponen
un ejemplo en el que, mientras la tendencia central es ascendente, la tenden-
cia de las extensiones, en cambio, es descendente. La regresién de Tanaka no
permite hacer esta distincién entre dos tendencias y no puede estimarlas correc-
tamente. Chan y Lee atribuyen esta situacién a que el signo de las extensiones
debe ser siempre positivo. Por esta razén proponen un modelo alternativo, en
el que la restriccion de signo de las restricciones 2.4 es sustituida por la restric-
cién de que la extension final de cada estimacién ¢’| X | debe ser mayor o igual
a cero. Es decir, las extensiones de los coeficientes pueden ser negativas, pero
la extensién de cada estimacion debe ser positiva.

La critica es vdlida, en el sentido de la rigidez del comportamiento de las exten-
siones, lo que podria contribuir a la dificultad de la interpretacion del intervalo
estimado. Desde esta perspectiva, la contribuciéon de Chang y Lee debe ser
considerada como un aporte importante dentro de la literatura.

Sin embargo, la estimacion de extensiones negativas, y las posibles dificul-
tades para utilizar el modelo estimado para fines predictivos, debieran ir acom-
pafiadas de las correspondientes explicaciones conceptuales, que no se entre-
gan en el trabajo.

Otra propuesta posibilistica se encuentra en Soliman et al. [SATEH02]. En esta
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propuesta, la funcién objetivo es una funcion lineal de las diferencias tanto de
las extensiones, como del valor modal. Para funciones de pertenencia simétri-
cas es:

J = Z(yZ — Z a;i%i; + P — Z ijz‘j) (2.29)

i=1 j=1 j=1

Para funciones de pertenencia no simétricas se formula como:

3

m

m m
(dy; =4 aiwij +pi — > _cp,mi+ai— Y cray)  (230)
i=1 Jj=1 j=1 j=1

<
I

Esta idea que habia sido anteriormente expuesta por Chang y Lee [CL94a].

2.2. Regresion Difusa de Minimos Cuadrados

Como alternativa a los modelos posibilisticos se han desarrollado modelos enfo-
cados principalmente a minimizar los cuadrados de los errores de estimacion.

El primer trabajo que puede ser clasificado en este grupo es el de Celmins en 1987
[Cel87], aunque nosotros lo hemos encuadrado dentro de los modelos posibilisticos,
puesto que considera las restricciones posibilisticas.

Mis adelante, el estudio de Phill Diamond, en 1988 (véase [Dia88]), de amplia
repercusion en la comunidad cientifica, establece una medida para la distancia entre
dos nameros difusos LR, basada en la métrica Ly:

d(A,B? =la-b*+la—pi—b—p))?+a+q—(b+q@)* @230

con la cual define dos modelos, que analiza separadamente, con X e Y nimeros difu-
SOS:

(F1): Y =a+bX a,beR
(F2): Y =A+bX beR, A numero difuso (2.32)
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En estos modelos debe considerarse el signo de b para su resolucion.

El tercer modelo desarrollado por Diamond, también de regresién simple, es:

Y = A+ xB, donde zeR, yA, B son numeros di fusos (2.33)

En otros trabajos se generalizan estos modelos para la regresion multiple (véase
[DK97]), abordando el problema de las posibles extensiones negativas con una dife-
rencia de Hukuhara generalizada BOp A a partir de la diferencia Hukuhara usual
B ~p, A que se define, cuando existe, como:

[B ~p, A" = {aeR : [A]* + {a} C [B]*}, ael0,1] (2.34)

Esta medida, aplicada a dos nimeros difusos triangulares simétricos (a,p,) y
(b, pp), estd bien definida si p, > p, y resulta

B~y A= (b—a,pp — pa)r (2.35)

y la distancia generalizada extiende la definicién al caso que p, > pp.

Este modelo de regresién multiple ha tenido mds un interés tedrico por la defini-
cién de medidas y diferencias, que un interés practico para la Regresion Difusa.

Una generalizacion de los modelos de Diamond fue desarrollada por Yang and
Ko [YK97]. Posteriormente, investigadores de Hong et al. [HSDO1] han aplicado la
aritmética de la norma mds débil a estos modelos, llegando a problemas de progra-
macion cuadritica solo para resolver problemas de regresion simple.

Aunque durante mucho tiempo los trabajos de Celmics y Diamond fueron los
unicos con el enfoque de minimos cuadrados, luego vendria una gran cantidad de
propuestas, algunas basadas en la minimizacion de los residuos al cuadrado, y otras
concluyendo con las ecuaciones de minimos cuadrados.

Kim y Bishu [KB98] realizaron una interesante propuesta en este sentido. En
sus trabajos plantean en relacién a las funciones de pertenencia triangulares, que
estas funciones pueden ser determinadas por tres puntos, a saber, el valor central, el
punto de inicio del intervalo a la izquierda y el punto de término del intervalo a la
derecha. Luego si los tres puntos indicados del valor observado estin muy cerca de
los tres puntos correspondientes de los valores estimados, entonces sus funciones de
pertenencia tendrdan que ser muy similares. Con este objetivo llegan a tres ecuaciones
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m
yi—pi =Y _(aj — cry)zy (2.36)
=0
m
Yi = Z a;Tij (2.37)
=0
m
Yitaqi= Z(aj — CRj)Tij (2.38)
=0

que estiman, independientemente, como tres regresiones de minimos cuadrados ordi-
narios. Con este enfoque, se logra obtener una estimacién muy clara desde el punto
de vista conceptual, utilizando el enfoque estdndar de regresion.

Sin embargo, la limitacién de este planteamiento aparece por realizar la esti-
macién de forma independiente, puesto que no se garantiza que el comportamiento
de las estimaciones cumpla las condiciones de que cr; y cr; sean mayores o iguales a
cero. Como veremos, el modelo cuadritico de regresion que se plantea en el siguiente
capitulo puede ser visto como una generalizacién del modelo de Kim y Bishu, en
que la estimacién de las tres ecuaciones se efectda simultdneamente, por lo que se
garantiza que las estimaciones cumplan las restricciones propias de la definicién de
funciones de pertenencia.

Anteriormente, Chang hab{a hecho su tesis de doctorado planteando la utilizacion
de la aritmética difusa ponderada, para un modelo de regresién difusa [ChaOlb], que
fue publicada varios afios después [ChaOla]. En estos trabajos, el autor llega a un
sistema de ecuaciones normales muy similares a las de Kim y Bishu que adolece de
la misma limitacidn: no se garantiza que las extensiones de los nimeros estimados
sean positivas.

Otro enfoque de minimos cuadrados se encuentra en los trabajos realizados por P.
D’Urso. En una primera publicaciéon [DGOO0], este autor propone el uso de un modelo
de minimos cuadrados en el que las extensiones de la variable de salida dependen de
la magnitud de la estimacion de los centros, a través de un método recursivo.

Para funciones de pertenencia triangulares no simétricas, desarrolla el modelo

y=y" +¢ey donde y* = za
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p = p* + X donde p* = c*b+ 1d
q=¢q" +pdondeq" =c'g+1h (2.39)

donde a, b, d, g y h son los pardmetros de regresién que hay que estimar, mientras
que &¢, A, p son vectores de residuos. La funcién objetivo que se pretende minimizar
es

=y =y )me+@—p) -0 )mp+(@—q) (¢—q)mg  (2.40)

En esta ecuacion, my, m, y m, son pesos arbitrarios positivos, puestos por el
tomador de decisiones.

Este planteamiento general considera una solucién para a, b, d, g y h que depende
de esos mismos parametros, por lo que se da una solucién inicial y luego se repite
recursivamente la bisqueda de solucién. No se hace un estudio de convergencia de
la solucién propuesta, pudiendo ser poco eficiente, o converger a 6ptimos locales, 1o
que constituye una limitacién de la propuesta.

Al respecto del mismo enfoque, D’Urso y Gastaldi [DG02] desarrollan un modelo
para una regresion polinomial, donde se asume que cada coeficiente A; depende de
una funcién polinomial de la variable z;. Es una alternativa que se puede considerar
para el caso de regresiones polinomiales de orden alto.

Otro estudio de estimacién de minimos cuadrados con elementos difusos se puede
encontrar en [KCO03]. En este trabajo se calcula el término de error de los nimeros
estimados como otro nimero difuso, y se incorpora al modelo este término de error,
estimdndolo mediante un ranking de ndmeros difusos. Este método puede aplicarse a
variables independientes que sean nimeros difusos.

Para funciones de pertenencia normales, una propuesta de minimos cuadrados se
encuentra en el trabajo de Xu y Li [XLO1]. En este trabajo se define la medida de
distancia de dos ndmero difusos como

N

" 1
d(A,B) = (/0 f(z)d*(A(z), B(z))dz) (2.41)

donde se tiene

d*(A(z), B(z)) = (a1(z) — bi(2))* + (az(z) — ba(2))”
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A(z) = [a1(2), ax(2)], B(z) = [b1 (), ba(a)] (2.42)

y f(z) es una funcién creciente en [0,1] con f(0) = 0y fol f(z)dz = 1/2. Para
funciones de pertenencia normales resulta

~ 1
d*(A,B) = (a —b)* + 5(0a = op)? (2.43)
Por dltimo, aunque no nos detendremos en ellos, otros trabajos interesantes donde
se desarrolla un modelo difuso de minimos cuadrados son [WTO02] y [Wu03].

2.3. Otras Visiones de la Regresion Difusa

Para terminar nuestro andlisis de la Regresién Difusa, vamos a presentar otras
visiones que de la misma pueden encontrarse en la literatura.

La idea de aplicar los resultados de la teoria probabilistica, con nimeros precisos,
para obtener resultados en una estructura difusa, incluyendo el andlisis de regresion,
ha sido desarrollada para distribuciones de probabilidades y predicciéon [Buc04]. Una
de las posibles aplicaciones de esta linea de investigacion es la construccién de tests
de hipotesis [GP02].

Diversos estudios han analizado las series de tiempo con la técnica de la Re-
gresion Difusa, campo de aplicacién que no hemos incorporado a este memoria
[TWYO02]. También hay un ensayo sobre regresion difusa no paramétrica [CL99].

No hemos considerado en este trabajo de investigacion entrar en el estudio de
los Arboles de Regresion. Existe una aplicacién de sistemas de poder en este drea
[MKIKO2]. También existen propuestas interesantes en el uso de algoritmos genéticos
[MPO3, WY94].

Otros trabajos se han dedicado ha estudiar la realizacién de andlisis de regresion
difusa a través de redes neuronales [IT92, IN96, HbLLZH98] o se han apoyado en el
uso de ciertas redes, como las de funcién bésica radial [CL99] o en el esquema de
Maéquina de Soporte de Vectores de Vapnik [Vap98], éstas dltimas orientadas a la
Regresion Ridge [HHO04] y [HHAO04].

Un caso especial de regresion, cuando se postulan distintos modelos por tramos
de los datos, ha merecido algunos estudios para datos difusos [YTL99], [YTLO1].
También hay trabajos sobre regresion difusa no-lineal [BBD93].
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Terminaremos citando una aplicacién de la Regresién Logistica que nombrdbamos
en el capitulo de introduccion como Regresion Difusa [TLss], donde se desarrolla un
modelo especifico para variables binarias.

2.4. Indices de Bondad del Ajuste

Pasamos ahora a centrarnos en otro aspecto fundamental dentro del campo de la
Regresion Difusa que nos ocupa: el estudio de la bondad del ajuste obtenido. Para
ello, vamos a analizar diferentes indices de bondad que se pueden utilizar para deter-
minar la calidad de la estimacion hecha gracias al proceso de regresion.

Consideramos este un aspecto fundamental para afrontar nuestro trabajo de in-
vestigacion y poder evaluar los métodos que propondremos mds adelante. De ahi que
dediquemos una primera seccion para repasar lo que se puede encontrar en la literatu-
ra al respecto de medidas de bondad del ajuste y, como primera propuesta de interés
de nuestro trabajo, en la siguiente seccion, estudiemos algunas medidas adicionales
de interés.

2.4.1. Revision de los Indices mas Usados

No son muchos los estudios de Regresién Difusa que incorporan un estudio de
bondad de ajuste de los métodos propuestos. Incluso un extenso estudio comparativo
[CAO1], no utiliza ningin indice de evaluacion.

Probablemente, la aportacion més relevante es la medida de Kim y Bishu [KB9§],
empleada también por Kao y Lin [KLO05] y Kao y Chyu [KC02]. Esta medida tiene
en cuenta la divergencia entre el valor observado y el valor estimado:

Di= by, (2) — py, ()|dz (2.44)
Sopyi U Sopf,i

También se considera una medida de divergencia relativa, para cada una de las
observaciones estimadas:

D;

bEi=——
fsopyi py; (z)dz

(2.45)
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En [Cha01b] se tiene como objetivo de la investigacion construir indices de bon-
dad de ajuste. Estos indices han sido aplicados en [MP03]. En esta propuesta se define
un coeficiente de correlacion hibrido, como

i1 (i —7)°
(HR)? = == 7/ (2.46)
> i (yi — 7)?
donde, a partir de ahora, se considerardn ¥ los datos estimados y 7 los datos
medios de todos los pardmetros considerados.

Este indicador es idéntico al coeficiente de determinacion de la regresién proba-
bilistica (R?), con la diferencia que aqui se construye con la aritmética difusa pon-
derada. Sin embargo, el indice puede tomar valores mayores que 1 ([ChaOla] pag .
237, [MP03] pag. 437) lo que lo hace menos atractivo que otros indices que fluctian
entre Oy 1.

También Chang define las siguientes medidas, usando la aritmética difusa pon-
derada:

Definicion 2.1 (Media hibrida).

2iz1ny;

Y = (2.47)

n

Definicion 2.2 (Desviacion estandar hibrida).
Sy = ;2 Ly Y; -Y)?2 248
y = n_li;(z— ) (2.48)

Definicion 2.3 (Error estandar de la estimacion hidrido).
1 LN

HSe= | ——— Zl(Y ~Y;)? (2.49)

Por otro lado, Chang define un interesante coeficiente de regresion parcial es-
tandarizado t;, mediante la aritmética difusa ponderada y como un nimero preciso.
Este autor sugiere que dicho valor representa el nivel de importancia que la variable
que acompafia a cada coeficiente tiene en el modelo. Es decir, si ¢; > t;, entonces la
variable X; es mds importante en el modelo que la variable X ;.
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Definicion 2.4 (Coeficiente de regresion parcial estandarizado).

—~ S,
L= A2 2.
t S (2.50)

En los trabajos de D’ Urso [DGO02], se define un coeficiente de determinacion, R?,
por analogia con el coeficiente de determinacién probabilistico, que para funciones
triangulares no simétricas es:

Definicion 2.5 (Coeficiente de Determinacion triangular).

-9 -9 +@-pFE-p+@-9 @7

R? =
y=—9)y-9+@-0'-p+@-9' (-9

(2.51)

donde y, Dy q son los promedios de y, p y q, respectivamente.

Para datos con funciones de pertenencia trapezoidales (c1, co, p, q), se tiene el
siguiente coeficiente:

Definicion 2.6 (Coeficiente de Determinacion trapezoidal).

pola-aya-alt@-a)@-a)+{0-p)(0-p)+@-9(@-79

(c1—c)(ci—c)+ (2 —@)(2—@)+@—D)/'(p—D)+ (¢ —9) (¢ —7)
(2.52)

donde ¢1, ¢, py q son los promedios de cy, ca, p y q, respectivamente.

El autor utiliza estas dos definiciones de R? para un proceso iterativo de ajuste
polinomial, de manera que cuando R? no aumenta significativamente, se termina el
proceso de incorporar nuevos términos polinomiales.

En [HBSO05] se pueden encontrar tres medidas de bondad de ajuste:

1) El porcentaje promedio de intervalos contenidos en los intervalos estimados.
1) El porcentaje promedio de los intervalos estimados contenidos en los intervalos
observados.
1) Una medida de similitud definida, grdficamente, como la interseccién de la
funcién de pertenencia del dato estimado y el dato observado, respecto a la
unién de dichos dos niimeros.

Esta dltima medida es una de las medidas que definiremos analiticamente y eva-
luaremos més adelante.
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Una propuesta interesante es la de Wang y Tsuar [WTO0Ob], en que se tiene en
cuenta que la suma de cuadrados totales (SCT) se puede descomponer en la suma de
cuadros de la regresién (SCR) mads la suma de cuadrados del error (SCE), en forma
similar al caso probabilistico. Para este fin se define

SCT = Z(yi —vi—pi)> + Wi+ 4 — i) (2.53)
i=1 i=1
SCR = Z yl pi) 2 Z (Yi + i — yz) (2.54)
=1
SCE=2) (§i— ) (2.55)
i=1

de forma que se puede definir un indice de confianza, IC, como

SCR SCFE
IC=—r-=1——— 2.56
SCT SCT (2.56)
Este resultado, que es similar al de la Regresiéon Probabilistica, s6lo es valido
cuando la funcién de pertenencia es simétrica, lo que le resta validez en general y,
especialmente, para nuestro objetivo, de que las funciones de pertenencia de los coe-

ficientes estimados tengan mas flexibilidad.

Podemos indicar para terminar, que los trabajos sobre Regresién Difusa no han
profundizado sobre el estudio de la calidad de la estimacién, y la mayoria de las pro-
puestas corresponden a casos especificos de desdifusificacion o funciones de perte-
nencia simétricas. De ahi nuestra primera aportacion en este trabajo de investigacion,
que pasamos a describir.

2.4.2. Una Propuesta de Medidas de Bondad de Ajuste

Para dimensionar la calidad del ajuste de cualquier regresion difusa, se deben
definir medidas que muestren la similitud o divergencia entre los nimeros obser-
vados y los nimeros difusos estimados. La Regresion Probabilistica utiliza como
principales indicadores el R-cuadrado para indicar el porcentaje de la varianza de la
variable dependiente que es explicado por la regresion, y el valor ¢ para cada coefi-
ciente estimado como una medida de la significancia de la variable correspondiente.
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En el contexto de la Regresion Posibilistica, como se vio en la seccion anterior,
se han desarrollado muy pocas medidas de bondad del ajuste, siendo la mas conocida
la medida de divergencia de Kim y Bishu, que tiene el grave inconveniente, que ya
comentamos, de que no esta normalizada, puesto que el numerador es independiente
del denominador. La otra medida propuesta en la literatura, el R? hibrido, sigue sin
estar normalizado, puesto que no es posible determinar su valor maximo. Tampoco
el R? tradicional probabilistico estd normalizado en el &mbito difuso.

En este apartado, vamos a presentar un conjunto de medidas de bondad de ajuste,
seis en total, que controlan diversos aspectos de la similitud entre dos nimeros di-
fusos, y que nos van a servir para evaluar la calidad de una estimacién de regresién
difusa. Luego de haberlas definido, se realizard una calificacién de tales medidas,
para saber hasta qué punto cumplen con su objetivo.

Para considerar, en el 4mbito de las comparaciones entre niimeros difusos, medi-
das de ajuste entre los datos originales de salida y los datos estimados por la regresion
difusa, los indicadores que se definen parten de medidas de similitud (o divergencia)
generales entre ndmeros difusos[ZCB87].

24.2.1. Indice de Bondad del Ajuste S7M;

Si se considera el cardinal escalar de un conjunto difuso A como

|A| :/,uA(ac)dx (2.57)

se puede definir el indicador de similitud S; entre Y; e ﬁ, siguiente:

\Yz‘ﬂ@ Y }//\'
5= wuow IMUYI>0 (2.58)
0 Y;JYi|=0

indicador que varia entre O (cuando las funciones de pertenencia son disjuntas)
y 1 (cuando las funciones de pertenencia son idénticas), y que denominaremos, en
general, S(A, B) para dos nimeros difusos A y B.

Propiedad 2.1. Sean A, B y C tres niimeros difusos de tipo LR. Entonces
(1)0<S(A,B)<1
(2)S(AA)=1
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(3) S(A, B) = S(B, A)
(4)Si AC BCC = S(A,C) < S(A,B) A (B,O).

Los primeros tres puntos son evidentes. Para demostrar el cuarto punto, consi-
deraremos un a-corte determinado, en que A quedard representado por el interva-
lo [a1, az], B por [b1,be] y C por [c1, co]. Entonces, por la premisa se cumple que
[al, CLQ] < [bl, bg} < [Cl, CQ], y se tiene

as — aq

SY(A,C) = (2.59)
Co — C1

S°(A,B) = 22— N (2.60)
by — by

S%B,C) = b2 — bn 2.61)
Cy —C1

y se cumple que S¥(A, C') es menor que S*(A, B) porque [b1, ba] < [c1, 2],y
también se cumple que S*(A, C') es menor que S*(B, C) porque [a1, az] < [b1, ba],
por lo que se cumple la cuarta condicién para el a-corte elegido, y por integracion,
se cumple la condicién para los tres nimeros difusos.

Para el conjunto de los n datos de la regresidn, se calcula la medida de similitud
S1M; con el siguiente promedio:

STy = 2=
n

(2.62)

que también varia entre 0 y 1. Una medida de la misma familia de indicadores
es propuesta en el trabajo de Kim y Bishu[KB98], donde se define como medida de
divergencia entre el valor observado y el valor estimado la siguiente formulacién

D; = v, (@) = g, (o) do 2.63)
Sy, USy;
donde se representa la diferencia de los valores de pertenencia entre las dos fun-
ciones de pertenencia, y Sy, y Sy son los soportes de py; () Y fhwidetildey; () res-
pectivamente.

Kim y Bishu en 1998, y més tarde también Kao y Lin en 2005, proponen como
medida de divergencia relativa a
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D;

EE=——-——
sti py, (z)dx

(2.64)

Esta medida toma valor O cuando los dos nimeros difusos son idénticos, pero
toma valores superiores a 1 cuando Y; Y~ = Oy (p;” + ¢ > pi + ¢), por lo que
el valor promedio

KB:KIM—BISHU:E (2.65)
n

podria, teéricamente, ser mayor que 1, por lo que parece mas recomendable tomar
como indicador, la propuesta SIM;. Mas aun, cuando el soporte de Y; es pequefio
comparado con el soporte de |Y; — 171|, puede tomar valores mucho mayores que uno,
y no es extraiio ver valores sobre 1.000.

Aunque las dos medidas estudiadas son distintas, existe una relacién entre los
términos de las definiciones empleadas, que se mostrard en la siguiente proposicion:

Teorema 2.1. El numerador de la medida de Kim y Bishu, D, es igual a la diferencia
entre el denominador y el numerador de S;

LUSWWﬂﬂMWW—MUW—mmﬁl (2.66)

Para demostrar la proposicién anterior, se considera que |uy (x) — pg ()| puede
tener, por tramos homogéneos, dos alternativas:

» py(x) > pp(z), donde se cumple

[ 1o @)= ng@lde = [y @do~ [ np(a)de = T~ 17
(2.67)

» y py(x) < pp(z), donde se cumple la relacion

[ 1oy @) = ng@lde = [ g @do~ [ ny(z)de =TI~ ¥ 5
(2.68)



58 Regresion Difusa: Antecedentes y Medidas de Bondad del Ajuste

con lo que queda demostrada la igualdad de la proposicion.

Desde un punto de vista teérico, tal vez S1M; sea el mejor indicador de bondad
de ajuste, porque involucra a toda la funcidon de pertenencia de los nimeros difusos
que evalda. Sin embargo tiene el inconveniente, tedrico, de que cuando no hay inter-
seccion entre dos ndmeros difusos, siempre vale 0. Es decir, tanto si los dos nimeros
estdn muy distantes, como si ambos nimeros sé6lo tienen un punto comun de inter-
seccion, el indicador devuelve el valor O y no discrimina entre ambas situaciones.

Desde un punto de vista practico en el contexto de la Regresion Difusa, es dificil
que STM; se acerque a 1, por lo que serd un indicador de magnitud mdas bien baja,
por lo general, por debajo de 0.5.

2.4.2.2. Indice de Bondad del Ajuste S7M>

Otras medidas de bondad de ajuste se pueden calcular con los intervalos de Y; =
i —pi,yi + @iy 2 = [¥i — Di, Ui + @] de manera que se puede medir la similitud
de los dos intervalos, considerados como funciones de pertenencia, a partir de la
definicién

| ~ ~ ‘

Ui —0i— (i —pi)l + 0+ 3@ — (i + @)

V(lyi = piryi+al, [5i = Dis B+ @]) =

2(B2 — 1)
(2.69)
donde
B = min(y; — Di, Yi — Pi) (2.70)
B2 = max(y; + Gi, yi + ¢) (2.71)

Al tomar la integral sobre todo el recorrido de los a-cortes, se tiene la definicién

1
T(Yi,Yi):/ V", Y da (2.72)
a=0

y se puede definir el indicador para el i-ésimo dato de test como
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190 — (i —p)| G+ G — (it a) |+ (B —pi| H G —a]) .,

v sifBo— 1 >0

T, =T(Y;,Y;) = { 0 2(B2—P1) . gQ gl .
o — p1 =

(2.73)

Propiedad 2.2. Sean A = (aa,pa,q4), B, A’y B’ cuatro nimeros difusos de tipo
LR. Entonces

(1)0<T<1

(2)T(A,A)=0

(3) T(A,B)=T(B, A)

(4) Si los niimeros A'y B estdn mas distantes que los nimeros A’y B’, luego T(A, B) >
T(A', B).

Se dird que A y B son mds distantes que A’ y B’, si:

1) A=A yas —ag =ax —ap + A, con A >0
1) QA—pA—(CLB—pB) =ap —pa — (aB/ —pB/)+A,COTZA >0
1) ag+qga— (ap+qp) =aa +qa — (ap +qp') + A,con A >0

Para demostrar (4), se escribird T(A', B') = 45, y luego, como T'(A’, B') es
menor que uno, se tiene

N +2A N

T(AB) = T2 NV
(A.B)= 55797 ~ 2D

=T(4,B) (2.74)

La cualidad (4) anterior es importante para garantizar el sentido correcto del in-
dicador T' de divergencia. Sin embargo, cuando se tienen nimeros difusos con fun-
ciones de pertenencia no simétricas, como es el requisito que hemos puesto a nuestros
modelos, puede darse alguna situacion contradictoria.

Por ejemplo, si suponemos dos nimeros A 'y B préximos con a4 +ga > ap+4gp,
y s6lo se acorta la extensién derecha més extrema a4 + g4, es decir:

1) par =ppr =pA =DB
II) ajpy = ap = ap = ap

1) 0 = qa < qgr = q4 = qB (se considerard a4» + g4 > ap + qp s6lo para
facilitar la demostracion),
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entonces T'(A’, B') > T(A, B).

Para comprobar lo anterior, se escribird T'(A, B) = %, de forma que se tiene
N N
T(A',B) = =T(A,B) (2.75)

2(D—qa) ~ 2D

lo que indica que la no simetria de las funciones de pertenencia puede producir
algunas inconsistencias al respecto del indicador T'. Este resultado puede leerse en
el sentido de que 7" es un indicador tanto de divergencia como de simetria, pero en
nuestro contexto de buscar el ajuste o proximidad entre Y; y }?@ no es deseable.

Para el conjunto de los datos de una regresion se define el indicador de bondad
de ajuste global

i (1-T5)

SIMy = i (2.76)

Indicador variaentre O y 1.

2.4.2.3. Indice de Bondad del Ajuste S7M3

La misma idea del indicador anterior 7" puede ser usada agregando la desviacién
de la tendencia central a la medida:

~ ~

S Ui — i — (i — )| + 19 + @ — (i + @) + ([1i — vil)
R; = R(Y;,Y;) =
( ) 3(B2 — Br)

(2.77)

Propiedad 2.3. Sean A = (aa,pa,q4), B, A’y B’ cuatro nimeros difusos de tipo
LR. Entonces

(I)0<R<L1

(2) R(A,A)=0

(3) R(A,B) = R(B, A)

(4) Si los niimeros A'y B estdn mas distantes que los nimeros A’y B, luego R(A, B) >
R(A', B").

Se dird que A y B son més distantes que A’ y B’, si:

) A=A’y ag—agp=ax —ap +A,con A >0
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1) ags —pa— (ap —pB) =ax —pa — (ag —ppr) + A,con A >0
) ag+qa— (ap+q) =ax +qa — (ap +qp) + A,con A >0

Para demostrar (4), se escribird R(A’, B') = £, y, luego, como R(A’,B') y

3D’
R(A, B) son menores que uno, se tiene
N +3A N
R(A\B)=—+——->-—=R(A,B 2.78

Es decir R, al igual que 7', como medida de divergencia, tiene el sentido correcto
de aumentar de valor cuando los ndmeros difusos se separan.

En el contraejemplo que se colocé para 7', en caso de aumentar la asimetria de

un ndmero difuso, se tiene, escribiendo R(A, B) = 3%, lo siguiente

N —qa

R(A',B') = 30D q1)

(2.79)
Es decir, el numerador disminuye en g4 mientras que el denominador disminuye

en 3¢4. Sin embargo, dada la relacién que existe entre N y D, si D >> N, quees la

situacién mds interesante porque indica que A y B estdn proximos, entonces

N —qy N

RABY=—"" « =
(4, B) 3(D—qa) 3D

R(A, B) (2.80)
lo que produce un resultado deseado; si D ~ N, se tiene que

N—-—qa _ N

RA,B)y=—""2 ~ =
(4, 5) 3(D—qa) 3D

R(A, B) (2.81)
y, finalmente, si D < N, que es la situacién en que los nimeros se encuentran muy
distantes, y por lo tanto, la menos importante, se tiene

N —qa N
RA,B)= ———~>-—=R(A,B 2.82
que es el caso contradictorio con el sentido del indicador, pero que es el menos
relevante, porque los niimeros observados y estimados debieran estar muy distantes.

Con esta definicién de R?;, se construye un tercer indice de bondad de ajuste, que
varfaentre O y 1:



62 Regresion Difusa: Antecedentes y Medidas de Bondad del Ajuste

"1-Ry)

SIMsz = i (2.83)

n

2.4.24. Indice de Bondad del Ajuste ST,

Otra medida de similitud basada en la métrica de Hausdorff esta dada por la
relacién

U= Ut P) = max(\yAz‘*@*(yz‘(gfi_)gll)@Jr@*(yﬁqz')|) if Bo— 1 >0
=V =1 if B =0

(2.84)

Propiedad 2.4. Sean A = (aa,pa,qa), B, A’y B’ cuatro niimeros difusos de tipo
LR. Entonces

(1)o<U <1

(2)UAA)=0

(3)U(A,B) =U(B,A)

(4) Si los niimeros A'y B estdn mas distantes que los niimeros A’y B’, luego U(A, B) >
U(A", B).

Se dird que A y B son mas distantes que A’ y B’, si:

1) A=A’y aq—ap=ax —ap + A,con A >0
) as —pa— (ap —pp) = ax —pa — (ap —ppr) + A,con A >0
M) aa+qa— (ag+qB) = ax +qa — (ap +qp) + A,con A >0

Para demostrar (4), se escribird U(A’, B') = %, y luego, como U(A’,B') y
U(A, B) son menores que uno, se tiene

N+ A N

UAB) =57A > 3D

=U(4", B (2.85)
Este resultado confirma el sentido corrector de la medicién del ajuste por parte
de Ui.

Sin embargo, el mismo contraejemplo utilizado anteriormente, en que, si supo-
nemos dos nimeros A y B préximos con a4 + g4 > ap + qp, y s6lo se acorta la
extension derecha mas extrema a 4 + ¢4, es decir:
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) par =Ppp =PA =DB
II) ap = apr = a4 = ap
1) 0 = qga < qpr = q4 = qB (se considerard a4 + g4 > ap + qp s6lo para
facilitar la demostracién),

entonces U(A’, B') > U(A, B).

Para comprobar lo anterior, se escribird U (A, B) = %, de forma que se tiene,

N N_.,

U(A/7B/>:m > D

(A, B) (2.86)

Esto indica que la no simetria de las funciones de pertenencia puede producir
algunas inconsistencias en la medicion del indicador U;, ya que en un contexto en
que el ajuste o proximidad entre Y; y 171 mejora, porque un extremo de la funcién de
pertenencia se acerca al valor central de ambas funciones de pertenencia, el indicador
muestra una mayor divergencia.

Considerando U; para el conjunto de n observaciones, se crea otro indice de bon-
dad de ajuste, que fluctda entre 0, cuando los n niimeros observados se encuentra muy
distantes de los n nimeros estimados, y 1, cuando las funciones de pertenencia de las
n parejas de nimeros difusos son iguales. Su formulacidn es la siguiente:

n

(2.87)

2.4.2.5. Indice de Bondad del Ajuste SIMj5

Para terminar nuestro estudio, nos centramos ahora en una medida basada s6lo en
un punto de las funciones de pertenencia: el supremo de la interseccién. Esta medida
se define como

Vi = sup(py, Ay,(7)), (2.88)

y calcula un valor de pertenencia (entre O y 1) para el dato i. Dados dos conjuntos
difusos A C B, se tiene que el valor V; de ellos es 1, por lo que las propiedades del
indicador de bondad de ajuste primero que presentamos en nuestro estudio también
son aplicables a este indice.
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La determinacién de V; como cruce de dos funciones de pertenencia se ubica
entre los dos puntos centrales del nimero observado y del nimero difuso estimado,
por lo que tiene una directa relacién con dichos dos puntos y es, por lo tanto, un
indicador aproximado del ajuste de la tendencia central.

Por lo general, el comportamiento de los extremos no afecta a V;, especialmente si
consideramos funciones de pertenencia no simétricas. Por este motivo, en un contexto
de estimacién posibilistica, puede resultar distinto a los indices de bondad de ajuste
definidos anteriormente.

Sin embargo, en una estimacién no posibilistica, en que las extensiones estimadas
son mds pequefias, puede ocurrir que V; sea menor que el producido en la estimacion
posibilistica, dado que ante soportes mucho mds pequefios, el supremo de la intersec-
cién de las funciones de pertenencia no garantiza ser alto aunque los puntos centrales
estén proximos.

Tomando la definicién de V;, puede extenderse para al conjunto de datos de la
regresion, a otra medida de bondad de ajuste, que varia entre O y 1:

i (V)

SIMs = Zzn (2.89)

2.4.2.6. Medida de Bondad del Ajuste de la Tendencia Central

Para medir la calidad del ajuste de la tendencia central, se conoce de la Regre-
sién Probabilistica el coeficiente de determinacion, llamado también R-cuadrado, que
varia entre 0 y 1, y es un indicador muy utilizado.

Esta medida parte del concepto de que la varianza total de las observaciones de
la variable dependiente se puede descomponer en la suma de la varianza explicada
m4s la varianza no explicada, interpretdndose el coeficiente de determinacién como
la proporcioén de la varianza total que es explicada por la regresiéon. Formalmente
tenemos que

R Varianza explicada . > (7 — §)2 (2.90)
" Varianza total > (yi — )2 '

Chang propone, como medida equivalente, el llamado coeficiente de correlacion
hibrido, que generalmente toma valores entre 0 y1, pero puede sobrepasar este maxi-
mo, como se aprecia en los ejemplos del articulo [ChaO1b]. La férmula de Chang es
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idéntica a la del coeficiente de determinacion, pero en vez de operar con la aritmética
real, ocupa la aritmética difusa ponderada. La férmula del coeficiente de correlacion
hibrido 2.46 no nos parece adecuada para la regresion difusa, porque puede tomar
valores bastante mayores a 1.

Lo mismo ocurre con la propuesta de D’Urso, que es una generalizacion de la
propuesta de Chang para R2, (2.51 y 2.52), porque sélo garantiza que son iguales
0 mayores que cero, pero no puede determinase una cota superior. Ademds, ambos
casos comparan con el niimero estimado, y sus extensiones, con los promedios de los
datos observados, y los promedios de sus extensiones, lo que no nos parece lo mas
riguroso.

En nuestro caso, proponemos considerar un nuevo indicador R? de tendencia
central, cuya principal caracteristica es que, a medida que las diferencias cuadraticas
entre el valor central observado y el valor central estimado tiende a cero, el indicador
tenderd a uno:

N )2
Zi (yz yz) ) 2.91)

R%. = max (07 1-— =

difuso Z?(yl _ y)g
donde ¥ es el promedio de las observaciones y;. Este nuevo indicador toma valores
entre Oy 1.

Como el denominador que aparece en la expresion es el mismo que el deno-
minador del coeficiente de determinacién probabilistico, se pude mantener la inter-
pretacion de éste, en el sentido de que R?li fuso ©8 una medida de proporcion de la
parte de la variacion (cuadrética) de los y; que es explicada por la regresion. Por
ejemplo, si Rii fuso Tesulta 0.7, lo interpretaremos como que la regresion explica el
70 % de la variacién de los datos centrales y;.

Otra medida que es interesante considerar, es el aporte que realiza a un modelo
de regresion difusa la inclusion de una variable adicional. Para este fin, se tomaré a
R?li fuso COMO UNA referencia del aporte del conjunto de variables a la regresion.

Se notard R2, Fus (X1, ..., Xi) al coeficiente R%, fuso cuando el modelo tiene co-
mo variables de entrada a X1, ..., X}; se escribird RPinfuso(Xk\Xl, vory Xg—1) el in-
dicador del aporte de incorporar Xy, al modelo, dado que ya estaban presentes en el
modelo X7 a Xj_;. Esta definiciones operan para un coeficiente de confianza h de-
terminado y pardmetros de ponderacion k1 y ko especificos. Por tanto, este indicador
R cuadrado parcial queda definido analiticamente como:
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Rpgifuso(Xk‘le 2 kal) = Riifuso(le 7Xk) - R?lz’fuso(Xh "'7Xk*1)
(2.92)

donde se define R}, () = 0.

Que una variable de entrada tenga un coeficinete parcial pequefio, no significa,
necesariamente, que no pueda ser una variable significativa en el modelo de regresion.
Esta situacion serd comentada con mayor detalle en el capitulo de regresion difusa
con multicolinealidad en los datos de entrada.

En resumen, las seis medidas de confiabilidad de la regresion definidas en este
seccion, estan normalizadas (varian entre O y 1), con 1 significando total ajuste y 0
total divergencia. Sus sentidos son los siguientes:

= STM; pondera las diferencias entre las distribuciones de posibilidad de Y; e 2
incluyendo la totalidad de las funciones de pertenencia.

= STM> mide las diferencias en el soporte, tanto del punto central como sus dos
extensiones, entre los valores de salida y sus respectivas estimaciones.

= ST M3 mide las diferencias tanto de las extensiones como de la tendencia cen-
tral.

= STM, mide la diferencia maxima de las extensiones de los datos de entrada
con sus respectivas estimaciones.

= ST M5 mide la proximidad de las funciones de pertenencia con un solo punto,
el supremo de la interseccion.

] R?h Fuso mide las diferencias cuadraticas del valor central observado con el
valor central estimado.

La tabla 2.1 resume su formulacion.

2.4.2.7. Un Indice de Bondad del Ajuste Integrado: SIM

De las medidas de bondad del ajuste presentadas, SIM; es la que mejor represen-
ta, tedricamente, el parecido entre los nimeros difusos que se comparan, al incorporar
en su integridad las funciones de pertenencia de ambos nimeros.
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Tabla 2.1: Resumen de las medidas de calidad del ajuste

Indice Formulacén
n ‘Y' ﬂY\
2 T
SITM; %
En(l_\JTrPAr(yrpi>\+|§E+tfr(yi+qi)\+(@*m\+|<Trqi\)
STM, : 2(83—51))
n
n i =P — (i =) Ui+ @ — (vi+a) [+ (¥ —y; )
STM; Sl 2 =-21) )
n
n maz(|y; —P;— (¥ —Pi) s 193+3—(y;+a:)])
Z_ (1_ 7 3 Z(,B (3 7 (3 (3 (3 )
L 2—B1)
- S0 (sup(iiy, 5 (2)))
i SUP Wy 09\
S1Ms - i
2 > (Wi—5i)
Rdifuso ma:x <0’ 1= m)

Sin embargo, la forma aritmética de la medida en si, el cociente entre la inter-
seccioén y la unién de ambos conjuntos, con la particularidad de la forma concreta de
las funciones de pertenencia triangulares utilizadas en este trabajo de investigacion,
podria presentar algunos resultados del cdlculo concreto del indicador que hicieran
necesario una revision de esta medida. Para estudiar esta inquietud, se mostraran tres
situaciones diferentes donde ST M7 tiene el mismo valor.

En el grafico 2.3 se aprecian dos comparaciones entre Y; e 2 en que el valor
S Mj tiene el mismo valor de 0.17. Si bien no se puede plantear que la estimacion (a)
se ajusta mejor o peor que la estimacion (b) — dependerd en cada problema especifico
cudl situacién es mas valorada por el andlisis (o si es indiferente), se plantea la duda
del comportamiento del indicador en situaciones intermedias entre ambas.

Por otra parte, en el grafico 2.4 se vuelven a repetir dos estimaciones en que el
indicador SIM; tiene el valor de 0.17.

En este segundo caso, la extensién derecha de la estimacion parte junto a la ex-
tension derecha del dato original (a), pero se va alargando hasta ser muy superior en
magnitud a la del dato original (b).

Si analizamos en mayor detalle este grafico, se verd que los indicadores que refle-
jan el ajuste de los extremos (SIMs, SIMsy SIM,) tenderdn a tener un valor mas
alto en la situacion (a) que en la situacion (b), mientras el indicador S M;5, supremo
de la interseccién de ambas funciones de pertenencia, tendrd un valor mas alto en la
gréafico (b) que en el grafico (a).

En resumen, de los cinco indicadores que hemos definido, basados en la Teoria
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Figura 2.3: Equivalencia del indice SIM; para distintas funciones de pertenencia (1)

Figura 2.4: Equivalencia del indice S1 M para distintas funciones de pertenencia (2)
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de Conjuntos Difusos, SIM; valora con una igualdad ambas situaciones del grafico
2.4, mientras otras medidas valoran m4s la situacion (a) y una la situacion (b).

Desde nuestro punto de vista, en cambio, basado en una concepcién mas tradi-
cional de la regresion, que es similar a la que se desprende de la literatura de la
Regresion Difusa, y que se expresa en la forma de la funcién objetivo de minimizar
tanto la tendencia central como las diferencias de las extensiones, en este ejemplo
es preferible la situacion (a) a la situacién (b), ya que la diferencia en la tendencia
central es igual en ambas gréaficas, pero las diferencias de las extensiones es mucho
menor en el caso (a).

Del grafico 2.4 se desprende también otra situacién importante. Se plantea la
duda de si el indice es constante durante todo el cambio de magnitud de la extensién
derecha, desde (a) - extension de largo 3 - hasta (b) - extension de largo 10 -, o si el
indice tiene otro tipo de comportamiento mds variable.

Esta duda se resuelve en la figura 2.5 en que se muestra el indice SIM; en fun-
cién del tamaifo de la extensién derecha de la estimacidn, a partir de 0. Se observa
que el indicador aumenta hasta un maximo, para luego empezar a disminuir lenta-
mente. Lo que queremos destacar, es que el maximo de SIM; no se produce cuando
coinciden ambos extremos derechos, que corresponde a la extension de 3 para la esti-
macion, sino S7TM; continua aumentando a medida que aumenta la extension, hasta
el valor maximo que corresponde a la extensioén de 4, y que justo cuando la exten-
sién alcanza el valor 6 se iguala el valor de STM; con el que tenia con la extension
derecha 3.

Sin embargo, nuestro concepto de ajuste tiene implicito que cuando los extremos
de ambos datos estdn mas préximos, entonces el ajuste es mejor, por lo que la cuan-
tificacidon que se produce en este ejemplo, cuando el tamafio de extensién aumenta de
3 hasta 6, es una situacion no deseada en la cuantificacién del ajuste.

Para afrontar esta ambigiiedad, seria preferible un indicador que, para este ejem-
plo, entre los valores 3 y 6 de extension derecha, disminuyera, o se mantuviera cons-
tante.

Para lograr esta finalidad se propone un indicador integrado de similitud, entre
los indices SIM; y SIMs,, que queda definido por

SIMy + S1M;

IM =
S 2

(2.93)

y cuyo comportamiento para el ejemplo que se representa en el grafico 2.4 se muestra
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SIM1
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Figura 2.5: Indice S M, variando la extension derecha de la estimacion

en el siguiente grafico 2.6.

0,6

0,5

., // b T ==

0,2

i / I
0

3

Figura 2.6: SIM;, SIMsy SIM variando la extension derecha de la estimacion (1)

En este grafico se aprecia que al llegar a 3 la extension, el crecimiento de SIM se
detiene, empezando a disminuir rdpidamente.

Un ejemplo parecido, pero con distinta extension derecha, se presenta en el grafi-
co 2.7, en que el nuevo indice SIM permanece, practicamente, constante, a partir de
la extensioén derecha de 3 hasta el valor 4.3, para empezar a disminuir. En realidad,
entre 3 y 3.5, el indice STM experimenta un pequefio aumento.
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0s / \
e N —
02// /_\\ — L

0,3

0,1

Figura 2.7: SIM;, SIMs y SIM variando la extension derecha de la estimacion (2)

Otra situacién que corrige el indicador STM, cuando consideramos la regresion
no posibilistica, es la distancia entre dos funciones de pertenencia disjuntas, como la
que aparecia en la figura 2.8.

() (b)

IN
©
w
©

Figura 2.8: Dos estimaciones con el mismo indicador S7M;=0

En esta figura, se muestran dos estimaciones distintas, y en ambas S, toma el
valor 0, cuando nuestro sentido del ajuste de regresién nos indica que la estimacién
(a) es mejor ajuste que la estimacién (b), y debiera tener un mejor indicador que la
segunda.

En la figura 2.9 se aprecia como el indicador SIM resuelve esta ambigiiedad.
En este grafico se muestran los valores de STMy, SIMy y SIM en funcién de la
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Figura 2.9: SIM;, SIMyy SIM distanciando el centro de la estimacion

distancia entre los centros de dos funciones de pertenencia simétricas. Cuando am-
bos centros coinciden, los indicadores toman el valor 1, cuando los centros empiezan
a alejarse, los indicadores disminuyen sus valores hasta que los valores comparados
tienen s6lo un punto en comiin. En ese momento S7M; llega a cero y asi continua
aunque la diferencia de los centros aumente. Mientras tanto SIM; continua dismin-

uyendo su valor. Se aprecia que el comportamiento de SIM es una funcién decre-
ciente, que tiende asintéticamente a cero.



Capitulo 3

Métodos de Regresion Difusa

En este capitulo afrontamos una de las principales partes de nuestro trabajo de in-
vestigacion, con la proposicién y estudio de distintos métodos para afrontar el analisis
de Regresion Difusa. Se verd en detalle el enfoque posibilistico de la Regresion Di-
fusa, primero en su version lineal y luego en su versidn cuadrética.

Como veremos, al proponer una nueva funcién objetivo que incluye una mini-
mizacién mas precisa de las extensiones, se lograra definir un modelo que puede
operar tanto con las restricciones posibilisticas como sin ellas.

De igual manera, trataremos de compatibilizar el criterio de minimizacion de
las extensiones de las estimaciones, criterio de incertidumbre, junto al criterio de
minimizacién de minimos cuadrados de la tendencia central o modal, fusionando en
un Unico modelo ambos objetivos.

De esta manera, el modelo que se propone de Regresion Difusa Lineal, compati-
biliza los enfoques posibilistico y no posibilistico de la Regresién Difusa, al mismo
tiempo que también compatibiliza los objetivos de minimizacion de la incertidumbre
con el objetivo de minimos cuadrados.

En el estudio que a continuacién comenzamos, se proponen, dentro de este nuevo
enfoque, diversos modelos basados en indices construidos a partir de la Teoria de la
Posibilidad.

Concretamente, se proponen siete nuevos métodos de Regresion Difusa, para los
cuales se hace una experimentacion, que es medida mediante los indicadores de bon-
dad de ajuste que hemos analizado y definido al final del anterior capitulo, con el
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objetivo de determinar las particularidades de cada modelo, y poder concluir con
recomendaciones precisas sobre su implementacion.

3.1. Enfoque Lineal para la Regresion Difusa

Ya hemos comentado que para enfrentar el objetivo general de la regresion (1.1),
la Regresion Difusa propone una alternativa flexible para cumplir con la ecuacion.

Al describir el aporte de Tanaka a la Regresion Difusa, hemos mostrado las res-
tricciones (2.4)-(2.6) para el modelo en que los coeficientes son funciones triangu-
lares no simétricas.

En tal caso, las funciones de pertenencia de cada coeficiente A; tienen la forma

0 ife <a;—cp,
1—% ifa;—cp, <x<a;

~ Cm lai_ﬂj_ai'i_CRi
0 ifa; +cr, <z

y Tanaka [TUAS82] demuestra que, aplicando el Principio de Extension de Zadeh, la
funcién de pertenencia del valor i-esimo estimado por la regresion es

1— L2 Xu 55 g X <y < Y aXi + 3 er, | Xyl

n ZCR}'(‘X’L'H
i (y) = 1— &EH Y 0 Xy - e Xyl Sy < Yoy Xy
0 en otro caso

Para no considerar el signo en el producto escalar de un nimero difuso, se afiade
la condicién

xij =z 0parai =1,...,nj=1,....,m 3.1

que no es restrictiva desde el punto de vista conceptual, ya que se puede transformar
cualquier variable x con valores negativos, en otra variable con todos los valores
positivos, sin mas que sumar el maximo valor negativo a cada término de la matriz x.

Por lo general, la literatura sobre Regresion Difusa ha considerado el uso de fun-
ciones LR simétricas. En esta trabajo de investigacién se asume siempre el uso de
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funciones de pertenencia no simétricas. Esta incorporacion, que sélo es una generali-
zacion sobre las funciones de pertenencia simétricas, significa agregar una ventaja
sobre la Regresion Probabilistica. Esta dltima, al calcular los intervalos de confian-
za de toda estimacién puntual, siempre supone una distribucién de probabilidades
simétrica, mientras que en el caso difuso, las estimaciones de nimeros difusos a
partir de los coeficientes difusos de regresion, que equivalen a los intervalos de con-
fianza probabilisticos por tener incorporada la incertidumbre, se les permite ajustar
con mayor libertad la estimacién al no tener que ser, necesariamente, simétricos.

En consecuencia, s6lo tomando en cuenta el objetivo que debe satisfacer la regre-
sidn, es decir, que se cumpla la ecuacién (1.1), se han llegado a definir las condiciones
posibilisticas, que forman un conjunto de 2n inecuaciones. Para el caso lineal y con
funciones de pertenencia no simétricas LR, estas condiciones quedan reflejadas en
(2.5)-(2.6). Ademas, en el sentido de la Teoria de Conjuntos Difusos, hay un valor de
mayor pertenencia, que corresponde a las estimaciones sin extension, que se denom-
inard tendencia central de la estimacion.

Para cada Yj, el objetivo que se debe tener para calcular cada valor estimado 571
no es que su valor de pertenencia para y; (tendencia central de Y;) sea lo mas alto
posible, porque dadas las caracteristicas de las funciones LR, eso sélo se logra con
extensiones muy amplias. Por el contrario, el objetivo es que se cumpla el principio
posibilistico de que Y; C )//\;

También se indicé que la funcién objetivo (2.10) representa la funcién lineal
mejorada de la regresion de Tanaka, que nosotros extendemos a funciones de perte-
nencia no simétricas, generdndose un problema de programacion lineal con el cual se
obtienen las estimaciones para los coeficientes A;.

De esta manera, configuramos el primer modelo de Regresion Difusa como sigue.

Modelo 3.1. Modelo de Regresion Difusa Lineal, LIN.

Funcioén objetivo:

MinZZ(CLj +ch)xij (3.2)

i=1 j=1

Restricciones:

m m
ZanZ-j —(1—=h) ZCLJ.XZ']‘ <wy,—(1—=h)p; para i=1,...,n (3.3)
Jj=1 Jj=1
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m

m
Zanij +(1—-h) ZCRJ‘XU >yi+(1—h)gparai=1,..,n
j=1

J=1

cr;;¢cr; 2 0 para j=1,...m

Tabla 3.1: Datos de ejemplo: precios de la accién de Copec

Celulosa | Cobre Di Yi Qi
472.5 72.59 | 625 | 375 | 2352
465.0 72.41 | 284 | 86.6 | 2228
510.0 6731 | 442 | 30.8 | 2534
510.0 6747 | 219 | 38.1 | 2471
499.0 71.63 | 39.1 | 20.9 | 2409
490.0 73.52 | 32.6 | 174 | 2402
490.0 72.31 | 71.1 | 38.9 | 2471
480.0 7293 | 50.8 | 29.2 | 2550
480.0 76.21 | 50.3 | 39.7 | 2480
480.0 76.55 | 87.4 | 88.6 | 2586
481.3 76.54 | 53.7 | 61.2 | 2688
504.0 75.81 | 49.7 | 70.3 | 2749
5524 76.87 | 156.4 | 228.5 | 3556
534.0 76.66 | 111.6 | 168.5 | 3551
531.7 7571 | 133.8 | 95.2 | 3603
521.1 77.99 | 60.8 | 89.2 | 3560
516.5 80.93 | 131.7 | 98.3 | 3751
511.6 80.00 | 107.9 | 242.0 | 3957
520.5 81.01 | 209.5 | 245.4 | 4179
527.7 81.84 | 202.9 | 167.1 | 4352
534.3 85.32 | 267.8 | 252.2 | 4437
545.6 92.66 | 309.1 | 185.9 | 4389
550.0 93.64 | 3144 | 125.6 | 4214

(3.4)

(3.5)

En la Tabla 3.1 aparecen los datos del ejemplo que consideraremos en este capitu-

lo, que corresponden al precio quincenal de la accién de la compaiiia chilena COPEC,

con dos variables de entrada (precio de la celulosa y precio del cobre), cuya esti-

macion, mediante programacion lineal y considerando un nivel de confianza h = 0,

que se analizard en todos los ejemplos de este capitulo, produce los resultados de la

tabla 3.2.
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Tabla 3.2: Estimaciones del ejemplo de COPEC con el modelo LIN
Coeficiente a; cr, | cr
constante -5853 | O 0
Celulosa 9.8 0 0

Cobre 555 | 89| 84

De acuerdo a estos resultado, a titulo de ejemplo, se muestra en la figura 3.1, el
valor de la accién para el dato 21, y la estimacién del modelo lineal para el mismo
dato.

funcién de pertenencia

1
- Dato 21
- LIN 21
COPEC
3400 4100 4400 4700 4800

Figura 3.1: Funcion de pertenencia del dato 21 y su estimacién por el modelo LIN

Una critica a esta definicién de funcidn objetivo lineal de la Regresion Difusa es
que, en muchas aplicaciones, produce muchos coeficientes A; precisos (crisp). Esta
consecuencia puede deducirse de la forma del espacio de soluciones factibles que
generan las restricciones posibilisticas en su forma lineal, que se describe en la figura
3.2

En esta figura se representa el espacio de soluciones factibles para la estimacién
de una de las extensiones de dos coeficientes, ¢; de Ay y c3 de As. Como se ve, las
soluciones al minimizar las extensiones mediante funciones lineales se encontraran,
en general, en el punto en que la recta que limita el espacio de soluciones factibles
corta el eje cy, o el eje cg, con lo que una de las extensiones serd crisp. Por esta razén,
en general, una de las dos extensiones serd igual a cero.
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cl
Figura 3.2: Soluciones factibles para la Regresion Posibilistica Lineal

En este modelo, con funcién objetivo lineal que minimiza las extensiones de las
estimaciones, no es posible omitir un criterio de restriccién, como las restricciones
posibilisticas que se definieron, ya que sin ellas, las extensiones resultan cero.

Como mencionamos en capitulos anteriores, una critica a la Regresién Difusa (y
en particular a la Regresion Difusa Posibilistica) es que no produce una interpretacién
del intervalo estimado.

Para atender esta critica, seria facil afirmar que cada coeficiente, de acuerdo al
objetivo inicial de la funcién objetivo (> j Ajx;), representa la magnitud de la con-
tribucién que hace cada variable a la intertidumbre de la estimacién. Sin embargo,
nos parece que esta apreciaciéon no es verdadera, debido a la distorsién que provocan
las restricciones a las que se somete la funcién objetivo.

Las restricciones posbilisticas producen, en la prictica, que las extensiones sean
determinadas, principalmente, por los puntos extremos de los datos. En la figura 3.3,
se aprecia que s6lo cuatro observaciones, dentro de una gran cantidad de datos, son
las que determinan las carateristicas del intervalo estimado, para un h — nivel de
confianza — dado.

En consecuencia, la estimacion de las extensiones en la Regresion Posibilistica,
estd dada fundamentalmente por las caracteristicas de los puntos extremos y, por tan-
to, su interpretacién debe estar ligada a ellos. Para un nivel de confianza dado, existe
una alta posibilidad de que cualquier dato nuevo que se pueda recoger se encuentre
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Figura 3.3: Determinacion del intervalo estimado por puntos extremos

dentro del intervalo estimado.

Esta interpretacion hace posible comparar el intervalo posibilistico estimado, con
el intervalo de confianza de la Regresiéon Probabilistica: dado un cierto porcentaje de
confianza, generalmente un 95 %, se estima que dentro de ese margen, los nuevos
datos deberian estar en tal intervalo.

Por lo tanto, los coeficientes estimados A; por la Regresion Posibilistica, no in-
dican la contribucién de cada variable a la incertidumbre total de la estimacién, sino
que el conjunto de ellos permite definir un intervalo que, dentro del nivel de confianza
elegido, permite asegurar que normalmente nuevos datos se encontrardn dentro del
intervalo posibilistico.

Se verd en la siguiente seccién un nuevo enfoque en el que la funcién objetivo
lineal es reemplazada por otra funcién objetivo de tipo cuadratico que tiende a ser
mas precisa en el criterio de minimizacion de las extensiones e integra el criterio de
los minimos cuadrados.

3.2. Enfoque Cuadratico para la Regresion Difusa

En esta seccidn se presentardn diversos modelos de regresion difusa, basados en
un enfoque de programacién cuadrdtica, que constituyen un nuevo enfoque para la
Regresion Difusa.



80 Métodos de Regresion Difusa

El objetivo que se persigue es doble: tener una estimacion mds precisa de las
extensiones al mismo tiempo que se incorpora un criterio de ajuste de la tendencia
central.

Como verermos, el hecho de asumir funciones de pertenencia no simétricas hace
posible que el doble objetivo que se persigue pueda ser armonizado exitosamente.

Por otra parte, al asumir funciones objetivo cuadriticas, es mas facil que la es-
timacion 6ptima, dentro del espacio de soluciones factibles que se muestra en 3.2,
no coincida con uno de los vértices y los coeficientes estimados reflejen de mejor
manera la incertidumbre que cada variable aporta al sistema.

Se presentan primero los modelos basados en el criterio posibilistico y a conti-
nuacion, en una segunda seccién, los modelos basados en otras medidas de la Teoria
de la Posibilidad.

3.2.1. Modelos con Restricciones Posibilisticas

El primero en proponer, para la regresion intervalar, una funcién objetivo cuadra-
tica fue Tanaka [TL98]. Extendiendo esa propuesta para los nimero difusos Y y los
coeficientes difusos A que nos ocupan, la incertidumbre se define como la suma al
cuadrado de las extensiones de los nimeros estimados. De esta forma, la funcién
objetivo para la minimizacién de la incertidumbre queda reflejada, para funciones de
pertenencia LR no simétricas, en la relacién

J = cLﬂz/azc/L + cRaz/:cc/R (3.6)

Esta definicién de incertidumbre, que suma las extensiones de las estimaciones
al cuadrado, en forma similar a la suma de los residuos de la regresion de minimos
cuadrados, tiene como contrapartida la existencia de las restricciones posibilisticas,
puesto que, sin estas, la minimizacién de las extensiones daria cero. Con esta nueva
definicidn, sélo se pasa de la suma lineal de las extensiones a la suma cuadratica
de ellas, basandonos en el supuesto de que el nimero de extensiones estimadas que
resultan crisp disminuye con el nuevo enfoque.

A este motivo tenemos que unir la ventaja de que, como se verd en el capitu-
lo de datos multicolineales, el enfoque cuadritico permite mayor flexibilidad para
acomodar la funcién objetivo a nuevos requerimientos.

Hemos mencionado en la introduccién que varios métodos de regresion difusa
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publicados por diversos autores se basan en un objetivo de minimos cuadrados en
torno a la tendencia central de los nimeros difusos de salida. El enfoque cuadrético
que aqui proponemos, sin embargo, se concentra exclusivamente en la minimizacién
de la incertidumbre, dejando fuera cualquier objetivo de minimizacién relativo a la
tendencia central, es decir, objetivos respecto al punto en que la funcién de pertenen-
cia toma valor 1.

Para considerar también el objetivo de tendencia central, se puede recurrir a la
regresion probabilistica mds conocida, y considerar la funcién objetivo de la mini-
mizacién de los minimos cuadrados, cuya expresion es:

J=Y (yi—wid)? (3.7)
=1

e integrar el objetivo de minimizar la intertidumbre con el objetivo de minimizar
la desviacion respecto a la tendencia central en una sola funcién a minimizacién, a
través de la relacion:

n

J =k Z(yz — ;0 )2 + ky(cpa' ey, + cpa xcp) (3.8)
i=1

Esta relacién incluye las constantes de peso k1 y k2 que permiten introducir un
criterio a priori a la optimizacion, ponderando bien el criterio de la minimizacién de
la desviacion en torno a la tendencia central, o bien el criterio de la minimizacion de
la incertidumbre.

Teniendo esto en cuenta, pasamos a formalizar el siguiente modelo de Regresion
Difusa.

Modelo 3.2. Modelo de regresion difusa MTE, Modelo de Tanaka Extendido.
Funcioén objetivo:

n

J =k Z(yi — a:ia/)2 + k:g(ch/xc/L + cRx/xc/R) (3.9)
i=1

Restricciones:

m m
> a;Xij— (1 =) er,Xij <yi— (1 —h)p; para i=1,...,n  (3.10)
j=1 j=1
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> X+ (1-h)Y erXij=yi+(1-h)gparai=1,..n  (3.11)
j=1 j=1

¢r;,cr; 2 0 para j=1,...m (3.12)

Este modelo, junto a las restricciones posibilisticas, constituye un problema de
programacion cuadrética que tiene por objetivo estimar los nimero difusos que con-
stituyen los estimadores del modelo de regresién. Estos niimero difusos son trian-
gulares no simétricos 4; en el intervalo [@; — ¢rL,,a;,a; + CR,] ¥, por lo tanto, hay
que estimar el triple de valores que el nimero de variables de entrada, ya que por
cada variable de entrada se estiman los valores los tres coeficientes que definen el
subconjunto difuso (a;, cr,, cr,)-

La forma general de un problema de programacién cuadritica es

1
Min §(w'Hw) + flw (3.13)
sujetoa Aw < b

que aplicada al modelo propuesto queda definido por

W = (A1, ooy Ay CLy s <oy CLy s CRy 5 -5 CR,y, ) (3.14)
2k’ z 0 0
H-= 0 ko’ x 0
0 0 ko’

f= [ —2k17'y 0 0]

—z 0 —(1—=h)x
A x —(1 —h)x 0
0 diag(—1) 0

0 0 diag(—1)
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—(y+(1—"h)g)

b | y—(Q=hp
0
0

Al aplicar los datos del ejemplo de la acciéon de COPEC, a este nuevo modelo,

para algunas combinaciones de k; y ks, se tienen los resultados que se muestran en
la tabla 3.3.

Tabla 3.3: Estimaciones del modelo MTE para el ejemplo COPEC)
ki1 | ko | Coeficiente a; cr, CR
0 1 constante -5853 | O 0
Celulosa 9.8 0 0
Cobre 553 | 87 | 8.7
1 1 constante -7827 | 0O 0
Celulosa 15.7 0 0
Cobre 405 | 79 | 85
1 0 constante 9324 | 0 0
Celulosa 154 0 0
Cobre 60.0 | 9.7 | 10.6

La expresion (3.6), que se repite en la funcién objetivo (3.8), toma como objetivo
que las extensiones de las estimaciones sean minimas (minimiza los valores cr,,ycg, ).
Por lo tanto, nuevamente, esta minimizacion solo tiene sentido en el ambito de las
restricciones posibilisticas puesto que, si no existieran, el minimo de las extensiones
seria cero.

El criterio de minimizacion de la incertidumbre hasta aqui considerado en la Re-
gresion Difusa Posibilistica, no considera la magnitud de las desviaciones entre las
extensiones de salida y las extensiones estimadas. Como los datos conocidos Y7 tam-
bién tienen extensiones, seria mds preciso minimizar las diferencias de los extremos
de los nimero difusos entre, por una parte, los datos iniciales, y; — p; ¥ ¥; + i, ¥,
por otra, los datos resultantes de la estimacion. Esto queda reflejado en la siguiente
nueva funcién objetivo:
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=k Y (i—a'z)?+ka(d_(yi—pi—(a —cp)z)*+ Y (yi+ai—(a +cp)xi)?)
i=1 i=1 =1
(3.15)

Esta funcién objetivo, que incorpora un nueva medida de incertidumbre y permite
combinar dos visiones de la Regresién Difusa, junto a las restricciones posibilisticas
(2.3) a (2.5), constituye un problema de programacién cuadritica que serd el modelo
principal de regresion difusa posibilistica de este trabajo de investigacion.

Modelo 3.3. Modelo de regresion difusa MCP, Modelo Cuadrdtico Posibilistico.

Funcion objetivo:

=k Y (i—a'z)?+ka (D (yi—pi—(a —cp)z)*+ Y (yi+ai—(a +cp)xi)?)
=1 =1 =1
(3.16)
Restricciones:

m m
> aXij—(1—h)Y er,Xij <yi— (1 —h)p; para i=1,..n  (3.17)
j=1 =1

Zanij +(1-nh) ZchXij >yi+ (1 —=h)giparai=1,...,n (3.18)
j=1 j=1

cr;;cr; 2 0 para j=1,...m 3.19)

Los resultados que se obtienen con este modelo, para el ejemplo que estamos
considerando, se muestran en la tabla 5.12.

La estimacién de este modelo con parametros k; = 1y ko = 1 para la obser-
vacién 21, se encuentra reflejada en el grafico 3.4.

Teorema 3.1. El modelo cuadrdtico propuesto es invariante a cambios de escala en
los datos de entrada.

Es decir, si A = (Aq, ..., Ay, ..., Ag) es la solucién del modelo planteado, en ca-
so de que se reemplace X; por 10°X; (s es un ndmero entero), entonces A* =
(A7, ..., A}, ... A}) es la solucion del problema con los nuevos datos con
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Tabla 3.4: Estimaciones del modelo MCP (datos: accién de Copec)

k1 | ko | Coeficiente a; cr, CR
0 1 constante -7968 0 0
Celulosa 16.2 0 0
Cobre 38.0 6.3 | 11.1
1 1 constante -8000 0 0
Celulosa 16.2 0 0
Cobre 38.0 63 | 11.1
1 0 constante -9456 0 0
Celulosa 154 0 0
Cobre 61.8 | 10.0 | 10.2
funcién de pertenencia
== Dato 21
— LIN 21
MCP 21 (1,1)
\ COPEC

3400

4100

4400

4700

4800

Figura 3.4: Funcién de pertenencia del dato 21 y su estimacion por los modelos MCP

y LIN
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A = A7 para i #ly A =107°4, (3.20)

donde
Azk = IO*S(al,cLl,ch) = (1075(”, 10786Ll, 1O*Sch)

Para demostrar esta proposicidon se puede descomponer la funcién objetivo en
sus tres términos y demostrar en cada término que se cumple la proposicion; de igual
manera las restricciones se analizan en dos grupos, las cotas posibilisticas superiores
y las cotas posibilisticas inferiores, y se demostrard la proposiciéon en cada grupo.

El término de la funcién objetivo

n

Z((yi +a) — (

i=1

“-

(aj + cr,)aij))? (3.21)

<
Il
—

que cumple con el conjunto inicial de valores z, se compara con el término de la
funcidén objetivo de los nuevos datos z*:

n k
S (i + @) — O (a) + ci))wi))? (3.22)
i=1 j=1

que se puede desagregar como

n k
> (i +ai) — O (af + ¢, )l + (af + ciy)zi)’ (3.23)
i=1 j#L

donde se pueden reemplazar los valores x7; por su equivalente en términos de x;;,
quedando la expresién anterior como

n k
> (i + @) = O (@] + ci,)aij + (af + k)10 X)) (3.24)
i=1 J#l
igual a
n k
> (Wi + @) — Q@] + ck,) Xij + (10°a] + 10°cR,) Xa))® (3.25)

i=1 £
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: A : ook —S ko __ —8 %
Si se reemplazan los supuestos para el término 1: aj = 107°a; y ¢ = 10"%cy,
se tiene

n k
D (Wi +a) — Q@] + ci,) Xij + (a + cr) Xir))? (3.26)
i=1 £l

que si se compara con la expresion (3.21), se observa que se cumple la igualdad de
los dos términos, con a; = aj y cg; = c}j para j # [.

Con esto se demuestra que para el término considerado de la funcién objetivo, la
solucién no se ve afectada por cambios en la escala de medicién.

De la misma forma se demuestra esta proposicién para el término que representa
la extensidn izquierda de los datos en la funcién objetivo.

Centrémonos ahora en el tercer término de la funcién objetivo:

Z Z a; Xij) (3.27)

=1

el cual puede descomponerse, separando el término 1 y desarrollando el cuadrado, en

<Zyz - szz Za’jX’Lj +alel)

i=1 J#l

n

S aX)? 200 e Xi)(@Xa) + (@Xa))|)  (328)

=1 j#l G

El nuevo problema tiene solucion A*, y la expresion equivalente para esta segun-
da solucién es:

(Zyz —223/1 Z a5 X5+ af X))+

i=1 J#l

[Za*x* + 2 Za*X* X;;)+(a;‘X5)2)D (3.29)
i=1  j#l J#l
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Si se reemplaza x* por los datos originales x en el término (3.29), se tiene

n

( Z y? -2 Z yl(z CL:XZ']‘ + aflOSXilH-
i=1 i j#l
S [(Z @i X;)? + 203" a3 Xiy) (0] 10°Xy) + (aZ‘lOSXZ-l)2)] ) (3.30)
=1 Al A

donde se pude sustituir a; en funcién de a; como a; = 10~ %a;:

n
< Soyi=2> 5> ai Xy + +107°a10°X;)
i=1

i j#

+3 [(Z a1 Xi5)? +2(3 a1 X)) (107 10° Xy) + (10—Sal1osxil)2)} ) (3.31)
i1 A i

lo que es equivalente a

n

(ny =23 5> ai Xij + arX)

i=1 i j#l

+ Z [(Z “;Xij)z + 2(2 a; Xig)(aXi) + (aqu)z)]) (3.32)
=1 j#l G#l

que, si se compara con el expresion (3.28), se cumple que a; = a; parai # [, y el
coeficiente I, aj = 10™°qy, que es lo que se queria demostrar.

Con esto se ha demostrado para los tres términos de la funcién objetivo, la simi-
litud de las soluciones con los datos x e x*.

Con respecto a las restricciones, para el conjunto de ellas que representa la ex-
tension derecha de los datos, se tiene
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Z a; Xij + R7(h) Z cr; Xij > yi + R Yh)gparai=1,..,n (3.33)
j=1 j=1

que cumplen el primer conjunto de datos de entrada X;;. Se puede considerar las
mismas restricciones para el segundo conjunto de datos

m m
Z a; X5 + R™(h) Z ¢r,Xij = ¥i + R Yh)giparai=1,...n (3.34)
j=1 J=1

que se puede descomponer, separando el término correspondiente a X;* como

k k
Z G;X;j+anﬁ+R_l(h)(Z Cr, Xit+ep X)) = yi+R Y (h)g parai=1,..,n
o1 i

(3.35)
donde reemplazando X, por su equivalente en términos de X;;, queda
k
Z a;inj + a;10° X+
J#l
k
R_l(h)(z g, Xij + cg,10°Xq) > yi + R Y(h)gparai=1,...,n (3.36)
J#l

. : * —s * —8 s 4
y reemplazando las equivalencias a; = 10"%a; y ¢ R, = 10™%¢ R;» queda la expresion

k k
Z a;Xij+a1Xil+R_1(h)(Z cr,Xijter,Xi) = yi+ R (h)giparai=1,...n

i i
(3.37)

que corresponde a la expresion (3.33) con a; = aj y cr; = c"j%j para j #£ [.
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De la misma manera se puede proceder con el otro conjunto de restricciones
correspondientes a la extension izquierda de los datos.

Con lo expuesto anteriormente, la proposiciéon queda demostrada.

Este nuevo modelo, dado con la funcién objetivo (3.15), que pretende ser mas
preciso en la estimacion de las extensiones de los coeficientes, tiene la diferencia
con el modelo anterior de que no requiere, necesariamente, operar en junto a las
restricciones posibilisticas, puesto que ahora no se minimizan las extensiones de los
datos estimados, sino la diferencia entre las extensiones de los datos de salida y los
datos estimados.

Por esta circunstancia, se definird un nuevo modelo dentro del enfoque cuadratico,
que tendra la particularidad de ser no posibilistico, y que estard formado por la fun-
cion objetivo (3.15) y las restricciones que aseguren que los coeficientes no tienen
extensiones negativas.

Modelo 3.4. Modelo de regresion difusa MNP, modelo no posibilistico.

Funcion objetivo:

n n n
J=k Y (i—az)?+ka(d> (i—pi—(a —cp)z)*+ Y _(Wi+ai—(a +cg)xi)?)
i=1 i=1 i=1
(3.38)
Restricciones:
cr;;¢cr; > 0 para j=1,...,m (3.39)

Para el ejemplo de la accion de Copec, las estimaciones con este nuevo modelo
se muestran en la tabla 3.5.

Se constata, para este ejemplo, que las variaciones producidas en las estima-
ciones (por las diversos combinaciones de k1 y k2) para los valores aj, cL; y Cr;
son menores, comparadas con los modelos probados anteriormente.

En la figura 3.5 se muestran las funciones de pertenencia de la estimacion del
dato 21 con este modeloy k1 = 1y ko = 2, junto al dato original y a la misma
estimacién con los modelos anteriormente mostrados.

Las magnitudes de los coeficientes de la tendencia central en este modelo no posi-
bilistico son similares a las del modelo posibilistico. Sin embargo, las desviaciones
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Tabla 3.5: Estimaciones del modelo MNP (datos: accion de Copec)
k1 | ko | Coeficiente a; cr, CR
0 1 constante -9322 0 0
Celulosa 15.6 0 0
Cobre 59.2 | 1.54 | 1.42
1 1 constante -9367 0 0
Celulosa 15.5 0 0
Cobre 60.1 | 1.54 | 1.42
1 0 constante -9457 0 0
Celulosa 154 0 0
Cobre 619 | 1.54 | 1.42

funcién de pertenencia

- Dato 21
- LIN 21
MCP 21 (1,1)

MNP 21 (1,1)

COPEC
3400 3900 4100 4400 4700 4800

Figura 3.5: Funciones de pert. para dato 21 y modelos estimados
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de las extensiones disminuyen en més de un 50 %, lo que era esperable al disminuir
las restricciones.

También es posible incorporar otras restricciones distintas de las restricciones
posibilisticas. Por ejemplo, si se incorpora el criterio del indice de posibilidad de
Dubois y Prade, de que dos niimeros difusos sean iguales, entonces el modelo esti-
mado tiene como solucién la misma tabla 3.5 de la estimacién no posibilistica. Es
decir, las restricciones del indice de posibilidad de la igualdad del nimero observa-
do y el nimero estimado no implican una restriccién adicional al modelo, para este
ejemplo.

Una consecuencia del enfoque cuadratico, al incorporar los términos (a/ — C;;)
y (a/ + cIR) al cuadrado, es que produce restricciones que no son lineales para los
valores a;, cr,; ¥y CRr;, ya que descomponiendo estas expresiones se tienen términos
de la forma (a; * ¢, y (a; * cg,. Para poder mantener la estructura de un problema
de programacién cuadritica, se resolverd el problema de minimizacién (3.15) con-
siderando cinco coeficientes a estimar por cada una de las k variables de entrada (a
saber, a;, cr,, cr,;, (a; — cr,) ¥y (a; + cg,)), en lugar de los tres coeficientes con que
se puede resolver el problema (3.8) (que son a;, cr,;, CR,).

3.2.2. Modelos con otras Restricciones Basadas en la Teoria de la Posi-
bilidad

Las restricciones posibilisticas, que han sido el referente principal de la Regresion
Difusa, pueden ser consideradas como restricciones muy amplias, produciendo un
intervalo estimado muy grande. Por este motivo resulta también conveniente contar
con alternativas menos restrictivas.

Un conjunto de restricciones alternativas puede darse con el indice de Posibilidad
de que dos ntimeros difusos sean iguales:

Pos(A = B) = supyermin{pa(x), pp(x)} (3.40)

que, como se indicd, es equivalente a dos desigualdades (2.25 y 2.26), que se repre-
sentan en la figura 3.6.

En esta figura, la parte (a) muestra que la estimacién de un valor y; no puede tener
una funcién de pertenencia cuyo extremo izquierdo sea mayor al extremo derecho de
y;. Se permite un espacio de soluciones factibles, para la funcién de pertenencia, que
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f. pertenencia f. pertenencia

1 1 S

(€Y (b)
Figura 3.6: Espacio de soluciones factibles del indice de Posibilidad(}/} =Y)

se representa con la linea gruesa para un nivel de confianza h.

Para la extension derecha, se debe cumplir la condicion reflejada en la parte (b),
es decir, que el extremo derecho de la estimacion no debe ser menor que el extremo
izquierdo de y;. En otras palabras, el extremo izquierdo de la estimacién puede fluc-
tuar entre (—oo,y; + ¢;(h)] mientras el extremo derecho de la estimacion puede
fluctuar entre [y; — pi(h), +00).

Teniendo esto en cuenta, podemos definir un nuevo modelo de regresiéon como
sigue:

Modelo 3.5. Modelo de regresion difusa POS1, con medida de igualdad de la posi-
bilidad.

Funcion objetivo:

=k Y (yi—dz:)+ka(O> (wi—pi—(d —cp)z:)*+ > _(yitai—(d +cg)x:)?)
=1 =1 =1
(341
Restricciones:
i —(1—h)p <yi+ (1 —h)g)parai=1,...n (3.42)

Ui+(1—h)g >y — (1 —h)pparai=1,..,n (3.43)



94 Métodos de Regresion Difusa

¢r;;cr; 2 0 para j=1,...m (3.44)

Para este Modelo basado en la medida de igualdad de la posibilidad, los resulta-
dos para el ejemplo de de la accién de COPEC se muestran en la tabla 3.6. Se puede
apreciar que para la estimacion de minimos cuadrados (k1 = 1y k2 = 0), ofrece la
misma estimacién central que el modelo no posibilistico, aunque las extensiones son
considerablemente mayores.

Tabla 3.6: Estimaciones del modelo POS] para el ejemplo de Copec)
k1 | ko | Coeficiente a; cy, CR
0 1 constante -8230 0 0
Celulosa 134 0 0
Cobre 59.5 4.1 | 5.74
1 1 constante -8461 0 0
Celulosa 14.1 0 0
Cobre 57.8 4.1 | 5.77
1 0 constante -9457 0 0
Celulosa 154 0 0
Cobre 619 | 536 | 5,64

Otro indice que describimos al repasar la Teoria de la Posibilidad es el indice de
la necesidad que un nimero difuso contenga a otro nimero difuso, Nes(Y; D Y;).

Este indice queda reflejado en las restricciones

—

yi —pi(h) < (yi —pi)(1 —h) (3.45)
i+ ai(h) > (yi+a)(1—h) (3.46)

Nétese que (1; + ¢;)(1 — h) esigual a Y; + |L~=1(1 — h)|g;, lo que resulta, para
la funciones triangulares, Y; + hg;.

Con esta idea, podemos construir los siguientes nuevos modelos de Regresion.

Modelo 3.6. Modelo de regresion difusa N ESq, con indice de necesidad de contener
el valor observado.
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Funcion objetivo:

n n n

J =k Z(yi_a/mi)2+k2(z(yi—pi_(a,—ClL)ﬂﬂi)2+Z(yi+qi—(a,—I-CIR):L‘i)Q)
=1 i=1 i=1
(3.47)
Restricciones:
gi — (L= h)pi < yi — (h)p; (3.48)
gi + (1 —=h)g > yi + (g (3.49)
cr;,cr; 2 0 para j=1,...,m (3.50)

Las restricciones de este indice quedan reflejadas en la figura 3.7, para un a-corte
h. Se muestra, con la linea gruesa, el espacio de alternativas factibles de yz/—\pl(h)
y de mz(h) que es mas amplio que el espacio de las alternativas posibilisticas.
Dubois y Prade lo interpretan como el grado de certeza de que, dado un valor de Y;,
ese mismo valor lo pueda toma }71

T S S

Figura 3.7: Espacio de soluciones de 2 con Nes(ﬁ' DY)

El modelo, con este indice de necesidad en las restricciones, tiene las soluciones,
para el ejemplo de la accién de COPEC, dadas por la tabla 3.7.

Modelo 3.7. Modelo de regresion difusa N ESo, con indice de necesidad de contener
el valor estimado.
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Tabla 3.7: Estimaciones del modelo N E S para el ejemplo de Copec
k1 | ko | Coeficiente a; cr | cr
0 1 constante 9242 | 0 0
Celulosa 17.4 0 0
Cobre 46.1 |49 | 7.6
1 1 constante 9242 | 0 0
Celulosa 17.4 0 0
Cobre 46.1 |49 | 7.6
1 0 constante 9415 | 0O 0
Celulosa 154 0 0

Cobre 619 | 6.7 |72
Funcioén objetivo:
n n n
J =k Z(yz’—a $i)2+k2(2(yi—pi—(a —CL)$1)2+Z(Z/¢+%'—(@ +cg)zi)?)
i=1 i=1 i=1
(3.51)
Restricciones:
Ui+ Mg <yi— (1 —=h)p)parai=1,...,n (3.52)
9i—(h)pi >yi— (1 —h)piparai=1,..,n (3.53)
cr;,cr; 2 0 para j=1,..,m (3.54)

El indice de necesidad de que 2 C Y;, que esta representado en las restricciones
(2.28), puede ser visto a través del espacio de soluciones factibles para Y;(1 — h), que
se muestra en la figura 3.8 a través de la linea gruesa.

Estas restricciones pueden interpretarse, como el grado de certeza de que, dado
un valor de Y;, ese mismo valor lo pueda tomar Y;.

Para el ejemplo de la accién de COPEC, que hemos estimado con otros modelos,
resulta que no existen soluciones factibles para el modelo N ESs.

Con los dos ultimos indices, se puede definir el indice de necesidad que 171 sea
igual a Y; [DP88], el cual se define como
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1-h

Figura 3.8: Espacio de soluciones de ﬁ(l — h) con Nes(?i cY)

—

Nes(Y; = Y;) = min(Nes(Y; D Y;), Nes(Y; C Y;)) (3.55)

Figura 3.9: Espacio de soluciones de 17; con Nes(}?i = Y;)para h=0

La figura 3.9 muestra, con la linea gruesa, el espacio de soluciones factibles para
Y;, considerando el indice de igualdad de la necesidad, para h=0.

Este dltimo modelo se formula como sigue:

Modelo 3.8. Modelo de regresion difusa N ESs, con indice de necesidad de la igual-
dad.



98 Métodos de Regresion Difusa

Funcioén objetivo:

=k Z(yi_a/xi)2+k2(2(yi_pi_(al _C/L)xi)2+2(yi+Qi_(a/+c/}2)xi)2)
=1 =1 =1
(3.56)
Restricciones:
Ui+ (h)ag <yi— (1 —=h)p)parai=1,...,n (3.57)
gi— (h)pi >yi— (1 —h)p;parai=1,..,n (3.58)
Ui — (1= h)p; <yi — (h)pi (3.59)
Ui +(1=h)gi > yi+ (h)a (3.60)
cL;,cr; 2 0 para yg=1,..m 3.61)

Para los datos de nuestro ejemplo, como era de esperar, no tiene solucién factible,
ya que el modelo anterior, no la tenfa.

3.2.3. Panorama de los Modelos Presentados

Para terminar esta seccién, vamos a mostrar un resumen representando las restric-
ciones, la influencia de las extensiones en los coeficientes estimados y las funciones
objetivos, para cada uno de los modelos introducidos. Este resumen puede verse en
el esquema de la figura 3.10.

Las restricciones tienen un papel central en el efecto de los modelos de regresion
difusa:

= En la parte superior de la tabla, estdn las restricciones mds difusas, 1o que sig-
nifica que las estimaciones tienen extensiones mds amplias. En nuestra termi-
nologia, esto significa que los valores estimados presentan més incertidumbre.
Por lo tanto, las estimaciones son menos arriesgadas, dado que la incertidum-
bre del sistema ya esta incorporada en la definicién de las restricciones.
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Funcién Objetivo
Cuadratica
o Lineal Ian;uenpia de las
Restricciones Min. Extensiones Min. Desviaciones eetricciones
NES{ NES{
+ Difuso Extremos
Posibilistico LIN MTE MCP
Igualdad en pos. POS
Promedios
_ Difuso Simple pos. MNP
NES» NESp
Centrales
NES3 NES3

Figura 3.10: Resumen de métodos de regresion difusa lineal

= Por otra parte, las estimaciones menos difusas, con extensiones mas pequeiias,
son de mayor riesgo, en el sentido de la posible aparicion de valores excep-
cionales. En cualquier caso son mds precisas, puesto que no estin influidas por
los puntos extremos.

3.3. Experimentacion con los Métodos de Regresion Difusa

En la seccién anterior hemos presentado un conjunto de modelos que consti-
tuyen nuestra propuesta para el andlisis de Regresion Difusa. Para completar nuestro
estudio, procedemos ahora a analizar empiricamente la bondad de las estimaciones
conseguidas con estos modelos. Para ello, vamos a utilizar los indicadores de bondad
del ajuste que se describieron en el capitulo anterior.

Calcularemos, por tanto, el valor de estos indicadores para todos los modelos,
con diversos conjuntos de datos, y con diversas metodologias con el objetivo de dis-
criminar entre los diversos métodos de acuerdo con los valores producidos por los
indicadores, tratando de concluir qué métodos resultan mds adecuados para utilizar.

Hay que tener presente, que los factores que pueden afectar una estimacién de
regresion difusa son diversos. Por ejemplo:

= El tamaio de las extensiones respecto al valor central.

= Simetria o no simetria de las funciones de pertenencia.
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= Cantidad de observaciones del archivo de aprendizaje.
= Presencia de multicolinealidad en las variables de entrada.
= Problemas de especificacion en la funcién de regresion.

= Regularidad o no de las funciones L; y R; de las funciones de pertenencia de
cada dato respecto a los otros datos.

= Presencia de datos extremos que, como se dijo anteriormente, afecta conside-
rablemente a la estimacién posibilistica.

= Cantidad de variables de entrada.
= Nivel de correlacidn entre las variables de entrada y la variable de salida.

= Efecto producido por la posible omision de variables en el modelo de regresion.

Como se ve, no es posible hacer una sola experimentacién que pueda reunir tal
cantidad de factores. Pensamos, sobretodo, en el efecto conjunto que se puede pro-
ducir por dos o més de los factores enunciados. Por esta razon, se presentardn diver-
sas situaciones que nos han parecido lo mds representativas para el caso de Regresion
Difusa, para poder evaluar los ocho métodos considerados en este trabajo de investi-
gacion.

3.3.1. Analisis del Ejemplo del Precio de COPEC

A lo largo de la presentacion realizada en este capitulo, para un ejemplo de dos
variables de entrada para el precio de la accion de la empresa COPEC, se han ido
mostrando los resultados que se obtienen de cada uno de los métodos de regresion
propuestos. Estos valores estdn en las tablas 3.2 a 3.7 presentadas en la seccién ante-
rior.

Procedemos ahora a calcular la magnitud de los indicadores para diversos valo-
res de los pardmetros h, k1 y ks para los métodos: LIN, MTE, MCP, MNP, PO .51,
NESi, NESs y NES3. Recuérdese que para el ejemplo de COPEC, los métodos
con resultados son los seis primeros.

En la Tabla 3.8 se muestra el cdlculo de los 6 indicadores de bondad de ajuste
propuestos, para los dos métodos basados en los modelos de Tanaka, a saber, LIN y
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Tabla 3.8: Indicadores de bondad de ajuste, LIN y MTE (datos accion de Copec)

Mét | h | ki | k2 | R3p., | RH® | SIMy | SIM | SIM3 | SIMy | SIMs
LIN | 0 0.7725 | 0.5416 | 0.0968 | 0.3611 | 0.6295 | 0.3113 | 0.5407
MTE | 0 | 0 | 1 0.7659 | 0.5770 | 0.0966 | 0.3653 | 0.6271 | 0.2997 | 0.5176
0| 1 |1 0.7993 | 0.5790 | 0.1008 | 0.3652 | 0.6345 | 0.3094 | 0.5452
0 | 1 | 0| 08469 | 0.8206 | 0.1031 | 0.3502 | 0.6565 | 0.3967 | 0.7093
05| 0 [ 1 0.7926 | 0.6204 | 0.0780 | 0.3155 | 0.6477 | 0.3967 | 0.7319
05| 1 1 0.8053 | 0.6303 | 0.0784 | 0.3159 | 0.6493 | 0.3980 | 0.7390
05| 1 | 0 | 08448 | 0.7669 | 0.0738 | 0.3098 | 0.6595 | 0.4223 | 0.8095

Tabla 3.9: Indicadores de bondad de ajuste, MCP y MNP (datos accion de Copec)

Mét. | h | ki [ ke | Ry, | RH® | SIMy | SIMz | SIM3 | SIMy | SIMs
MCP | 0 [ 0 | 1 | 08145 | 05532 | 0.1041 | 03651 | 0.6422 | 03103 | 0.5760
0 | 1 | 1 | 08219 | 05812 | 0.1058 | 03642 | 0.6450 | 03163 | 0.5949
0 | 1 | 0| 08471 | 0.8469 | 0.1022 | 0.3488 | 0.6575 | 0.4024 | 0.7179
MCP | 05| 0 [ I | 07323 | 07263 | 0.0779 | 03154 | 0.6416 | 0.4165 | 0.7290
05| 1 | 1 | 07823 | 06627 | 0.0781 | 0.3154 | 0.6462 | 0.4060 | 0.7320
05| 1 | 0| 08471 | 0.8462 | 0.0706 | 0.3069 | 0.6614 | 0.4416 | 0.8291
MNP | 0 [ 0 [ 1 | 08468 | 0.8232 | 0.1048 | 0.4655 | 0.5180 | 0.4247 | 0.2096
0 | 1 | 1 | 08470 | 0.83112 | 0.1152 | 04672 | 05201 | 0.4268 | 0.2144
0 | 1 | 0| 08471 | 08471 | 0.1228 | 04701 | 0.5242 | 04313 | 0.2240
MNP | 05| 0 [ 1 | 08469 | 0.8232 | 0.1048 | 0.4655 | 0.5180 | 0.4247 | 0.2097
05| 1 | 1 | 08470 | 0.8311 | 0.1152 | 04672 | 0.5201 | 0.4268 | 0.2144
05| 1 | 0 | 08471 | 0.8471 | 0.1228 | 04701 | 0.5242 | 04313 | 0.2239

MTE, y para dos valores de h !. También estd incorporado el indicador R? hibrido de
Chang (RH?).

Si comparamos los resultados entre h=0 y h=0.5, se aprecia un comportamiento
dispar entre los indicadores: mejoran los indices SIMy y SIMs, y bajan su valor
los indice STM; y SIMs. En cambio para SIMj las diferencias son menores. Esto
significa que el paso de h=0 a h=0.5, aumentando las extensiones de los estimadores,
tiene efectos diversos sobre el concepto de ajuste difuso.

Centrémonos ahora en los métodos MCP y MNP. La Tabla 3.9 muestra los valores
de los indicadores de bondad del ajuste para estos métodos.

Como podemos apreciar, los indicadores de bondad de ajuste de los métodos
cuadraticos MCP y MNP (3.9) presentan un comportamiento similar al caso anterior,
a pesar del curioso comportamiento del indicador S1Ms. Este indicador baja con-
siderablemente su valor con el método no posibilistico, lo que significa que cuando
el soporte de 17; disminuya, el valor maximo de interseccion de SI M5 generalmente

'LIN no pudo calcularse para h = 0,5 en MATLAB, por una gran diferencia de tamafio entre
ndmeros en el cdlculo
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Tabla 3.10: Indicadores de bondad de ajuste, POS; y N E'S; (datos accién de Copec)

Mét. h | ki | k2 | Ry, | RH® | SIMy | SIMp | SIM3 | SIMy | SIM;
POS: | 0 | 0 | 1 0.8395 | 0.7054 | 0.1114 | 04010 | 0.6311 | 0.3283 | 0.4840
0 | 1 1 0.8421 | 0.7236 | 0.1123 | 0.4005 | 0.6333 | 0.3324 | 0.4962
0O | 1L | 0| 08471 | 0.8470 | 0.1175 | 0.3904 | 0.6429 | 0.3764 | 0.5760
POS; |05 | 0 | 1 0.7869 | 0.7347 | 0.0910 | 0.3315 | 0.6431 | 0.4038 | 0.6952
05| 1 1 0.8117 | 0.7003 | 0.0915 | 0.3316 | 0.6470 | 0.3946 | 0.7013
05| 1 | 0 | 08471 | 0.8465 | 0.0855 | 0.3226 | 0.6599 | 0.4249 | 0.7858
NES1 | o [ o] 1 0.8346 | 0.6642 | 0.1099 | 0.3878 | 0.6366 | 0.3200 | 0.5251
0| 1|1 0.8384 | 0.6857 | 0.1112 | 0.3873 | 0.6389 | 0.3244 | 0.5381
0 | 1 | 0 | 08471 | 0.8469 | 0.1238 | 0.3754 | 0.6491 | 0.3829 | 0.6306
NES; [ 05| 0 | 1 0.7323 | 0.7263 | 0.0779 | 03154 | 0.6416 | 0.4165 | 0.7291
05| 1 1 0.7823 | 0.6628 | 0.0781 | 0.3154 | 0.6462 | 0.4059 | 0.7324
05| 1 | 0 | 08471 | 0.8462 | 0.0706 | 0.3069 | 0.6613 | 0.4416 | 0.8291

disminuird, bajando el valor de este indicador. Esta es una de las debilidades de S1 M5
al tomar como referencia s6lo un punto de la funcién de pertenencia.

Para todos los modelos que estamos evaluando, el indicador de divergencia de
Kim Bishu, sale superior a 100, con valores superiores a 400 en algunos casos. Esto
nos hace pensar que este no es un indicador apropiado para medir la bondad de ajuste
de una estimacién de Regresion Difusa. Hay una relacién directa entre valores de
STM; pequeifios, como resulta para estos ejemplos, en que se aproxima al valor 0.1,
con valores del indicador KB muy alto, lo que resalta las cualidades de S7M;.

Veamos, por dltimo, los dos métodos que nos restan.

Para lo métodos POS; y N ES] basados en indices de posibilidad y necesidad,
se han obtenidos los valores que se muestran en la tabal 3.10 (el método N ESo
result6 con un espacio de soluciones factibles vacio). Se puede observar un compor-
tamiento que no difiere con los de los métodos anteriores. En todos los casos, cuando
k1 = 1y ko = 0 (es decir, cuando se realiza la optimizacién de minimos cuadrados)
el valor de th fuso © 1gual, y es el mas alto valor de th Fuso €ncontrado.

Se destaca que el indicador ST Ms5 por lo general, experimenta una significativa
mejoria con una leve mejora en RZZ- fuso» Salvoenel método MNP, lo que es un indicio
de la fuerte relacion que puede existir entre estos dos indicadores. Mientras th Fuso
no considera las caracteristicas de las funciones de pertenencia de los nimeros com-
parados (puesto que mide una relacién exclusivamente con los valores centrales, o de
mayor pertenencia, de cada nimero difuso), S M5 es el supremo de la interseccion
de ambas funciones de pertenencia, que, aunque no necesariamente, tiene una fuerte
relacion con la calidad del ajuste de la tendencia central, que mide R%, Fusor
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Se puede apreciar en estos ejemplos, que th fuso tiene un comportamiento mas
estable (varfa de 0.73 a 0.84) que el R? hibrido (varfa entre 0.55 y 0.84), lo que
muestra otra ventaja de tomarlo como referencia para el ajuste del valor central.
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Figura 3.11: Comparacién de medias, R?ﬁ fuso (Ejemplo COPEC)

La figura 3.11 muestra las medias y sus dispersiones del valor Rgi fuso Para el
caso en que el pardmetro h=0, para cada uno de los seis métodos.

Salvo para el método Lineal, se destaca que para la combinacién de pardmetros
k1 = 1y ko = 0, que corresponde a la optimizacién de minimos cuadrados, todos
los métodos tienden a igualarse al valor superior de la grifica (algo menos de 0.85).
Ya en esta gréfica, se aprecia que los R?li fuso Para LIN'y MTE son inferiores al resto
de los métodos.

En la figura 3.12, ofrecemos la misma gréfica para el indicador de similitud SIM.
Podemos encontrar una diferenciacion mucho mas clara, donde el método MNP ob-
tiene los valores més altos, los métodos POS; y N ES] un promedio intermedio, y
LIN, MTE y MCP un promedio menor.

Esta misma clasificacion en tres categorias de los métodos coincide con el tamafio
de las extensiones estimadas para los coeficientes. Si se promedian las extensiones
estimadas de las tablas 3.2 a 3.7, distintas de cero, se aprecia que para MNP el tamafio
de la extension es 1.5, después viene POS] con una extension de 5, N E S| con una
extension de 6, y LIN, MTE y MCP con una extension promedio del orden de 9.
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Figura 3.12: Comparacién de medias, SIM (Ejemplo COPEC)

Con respecto al indicador ST M3, 1a grafica 3.13 es una muestra de la variabilidad
de los indicadores: en este caso, MNP tiene claramente un valor menor, mientras
todos los otros métodos tienen un valor practicamente similar.

Este resultado que cambia totalmente en el grafico 3.14 que representa los valores
obtenidos para el indicador S7M,. Como se puede apreciar, en este caso el método
MNP no esta tan distanciado del resto, por lo que el anélisis de varianza no concluye
que haya una diferenciacidn significativa entre los métodos.

Curiosamente, vuelven a invertirse con los valores de S1Ms5; se produce una
diferenciacion significativa entre el método MNP no posibilistico y el resto de los
métodos calculados, cuyos resultados pueden visualizarse en el grafico 3.15. Esta
ultimo resultado es totalmente 16gico, dada la estructura del indicador. Como MNP
es el método que estima soportes mds pequeiios, el supremo de la interseccion de las
dos funciones de pertenencia generalmente serd menor para MNP que para el resto
de los métodos.

En cualquier caso, estos resultados no son contradictorios con las propuestas
tedricas, dado que el método MNP es el mejor valorado a tenor de los valores de
SIM, que es el més representativo de los indicadores de incertidumbre, a los valores
de Rclh. Fuso» due €s el mas representativo como indicador del ajuste central, y a las par-
ticularidades de los datos: el promedio de las variables de salida es 8 y el promedio
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de las extensiones es 0.02, por lo que las extensiones son muy pequefias y, al estimar
el método MNP extensiones también pequefias, produce soportes que pueden diferir
de los soportes de entrada.

UYL

==

Il Il Il Il Il Il
LIN MTE MCP MNP POS_1 NES_1
Métodos

Figura 3.15: Comparacién de medias, S1 M5 (Ejemplo COPEC)

3.3.2. Analisis de Ejemplos con Datos de Prueba

La literatura de la Regresion Difusa s6lo registra una aplicacién donde se hayan
utilizado datos de prueba para comprobar la calidad del ajuste de los datos estimados
[TSWAS87]. Nosotros vamos a continuar nuestro anélisis empirico de los modelos
utilizando también esta alternativa.

Se procederd a hacer dos mediciones de los indicadores: primero con los datos de
aprendizaje, y luego s6lo con los datos de prueba. Se considerardn para cada método
los parametros k1 = 1y k2 = 1 con h=0.

Utilizaremos dos conjuntos de datos:
= Uno con 3 variables de entrada y sin presencia de multicolinealidad.

= Otro con 2 variables de entrada y con presencia de multicolinealidad en las
variables de entrada.



3.3 Experimentacion con los Métodos de Regresion Difusa 107

3.3.2.1. Datos sin Multicolinealidad en las Variables de Entrada

Se considerara un archivo de datos de aprendizaje (3.11) con cuatro variables de
entrada, incluyendo la constante, y funciones de pertenencia simétricas en la variable
de salida. El promedio de la Y es 45 y el promedio de las extensiones es 4.2. La matriz
de correlacidn lineal de los valores centrales, entre todas las variables, se muestra en
la tabla 3.12.

Tabla 3.11: Datos de aprendizaje (ejemplo de 4 variables)

Yi Pi z1 2 3

9.1805 0.7378 1
14.8832 | 2.4530 4
23.2739 1.5254 2
51.6023 | 10.7212 16

31.7517 | 2.5626
31.8340 | 3.6719
39.1279 | 4.0739
44.5992 | 4.5205
40.8313 | 3.1918 9
62.9655 | 4.7751 10
71.0323 | 6.0332 11
51.0070 | 5.2949 12
58.7960 | 4.5384 13
72.5302 | 3.9585 14
68.5829 | 4.6948 15

BN le RV N N
NN = N W B W = W

NN WO d— R W
—_
[«

— — 00 &

Tabla 3.12: Correlacioén de los datos de aprendizaje (ejemplo de 4 variables)
Variable Y T T2 3
y 1.00 | 089 | 038 | 0.08
1 0.89 | 1.00 | -0.032 | 0.06
T2 0.38 | -0.034 | 1.00 | 0.03
3 0.08 | 006 | 003 | 1.00

Para los datos de prueba de la Tabla 3.13, la media de Y es 58, la media de las
extensiones 5.4 y la matriz de correlaciones se muestra en la Tabla 3.14.

Tal vez la principal diferencia de los datos de prueba respecto a los datos de
aprendizaje, consista en que las correlaciones entre los datos centrales aumentaron
respecto a los datos de aprendizaje, especialmente la correlacién entre la salida 'y 1,
que es de 0.96. Esto plantea la hipdtesis de que el ajuste con los datos de prueba
deberia ser mejor.

Los resultados obtenidos confirman esa hipétesis, especialmente para R(Qﬁ Fuso-
Vamos a mostrar las gréficas que describen los datos de nuestros indicadores para los



108 Métodos de Regresion Difusa

Tabla 3.13: Datos de prueba (ejemplo de 4 variables)

Yi Pi T1 | X2 | X3
12.9012 0.6176 1 1 5
14.7087 2.5644 1 4 1
40.9805 8.0305 3 12 3
35.1852 4.0764 4 6 4
66.9324 8.9306 5 13 | 15
41.4250 4.2752 6 5 2
53.8336 10.4695 7 14 1
52.2490 4.0796 8 6 2
64.8209 8.2330 9 11 5
33.9784 4.4945 1 7 10
97.7453 2.3391 21 1 2
104.5764 | 5.4428 22 3 14
115.2609 | 7.0588 23 4 8
130.3135 | 10.1672 | 24 | 12 1
8.0645 0.7515 1 1 1

Tabla 3.14: Correlacion de los datos de aprendizaje (ejemplo de 4 variables)

Variable Y €1 X9 T3
y 1.00 | 096 | 038 | 0.26
T 096 | 1.00 | -0.05 | 0.14
T2 0.20 | -0.05 | 1.00 | 0.07
3 0.26 | 0.14 | 007 | 1.00

0.98 q

0.97 7

o

.95 [ q

difuso

=}

.94 - 7

0.92 q

0.91F . . . . . . |

LIN MTE MCN MNP POS1 NES1
Métodos

Figura 3.16: Comparacién de medias, th fuso (Elemplo sin multicolinealidad)
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seis métodos, incluyendo las dos observaciones para cada método: el valor con los
datos de aprendizaje y el valor con los datos de prueba.

Hechas las estimaciones con los ocho métodos, volvié a resultar que los métodos
NES>y N ESs no tienen soluciones factibles. Para el indicador de tendencia central
3.16 se aprecia que los métodos MCE, MNP y POS] tienen valores muy parecidos
ademds de ser los que muestran un mejor promedio.

>

0.46 4

0.48-

0.44 - q

i H |
_——
=

0.38 4
0.36 q

0.341- 7

= = |

0.32 Il Il Il Il Il Il
LIN MTE MCP MNP POS1 NES1
Métodos

Figura 3.17: Comparacién de medias, SIM (Ejemplo sin multicolinealidad)

Para el indicador integrado SIM (véase figura 3.17, vuelven a tener un mejor
rendimiento los métodos MCE, MNP y PO 51, en este caso, junto al método LIN.

Para STM3, representado en la gréfica 3.18, el peor valorado es el método MNP.
Sin embargo, la diferencia con los otros métodos es mucho menor que la que se
representaba en el primer ejemplo (vedse la figura 3.13).

Lo mismo ocurre con SIM5: en el primer ejemplo (figura 3.15) mostraba a MNP
muy por debajo del resto de los indicadores; ahora (vedse la figura 3.20), siendo MNP
y POS] los métodos menos valorados, sus magnitudes no son tan distantes del resto
de los métodos.

Finalmente, para el indicador SIM;j, que en el primer ejemplo (figura 3.14)
mostraba solamente a MNP como el método con mejor valoracién, en este nuevo
ejemplo, cuyos datos se muestran en la figura 3.19, son MNP y POS] los métodos
que se distancian del resto.
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Figura 3.18: Comparacion de medias, S M3 (Ejemplo sin multicolinealidad)
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Figura 3.20: Comparacién de medias, S1Mj5 (Ejemplo sin multicolinealidad)

3.3.2.2. Datos con Multicolinealidad en las Variables de Entrada

Una situacién que se va a analizar en detalle en el capitulo de Regresion Ridge
que afrontaremos mds adelante en esta memoria, es la presencia de datos multico-
lineales en una Regresién Difusa. En presencia de datos afectados por multicolinea-
lidad, de momento, no se sabe lo que ocurre en la precision de las estimaciones y en
la cuantificacién de los indicadores que la miden.

Una hipétesis que se puede aventurar, es que en caso de multicolinealidad en los
datos de entrada, las estimaciones aplicadas a los datos de prueba debieran ser peores
que las estimaciones con los datos originales.

Para nuestra experimentacion, se ha considerado el conjunto de datos de apren-
dizaje que se muestran en la Tabla 3.15. Este conjunto de datos tiene un promedio
de 29 para la variable de salida y un promedio de las extensiones igual a 4. Los coe-
ficientes de correlacion lineal se muestran en la Tabla 3.16, donde se aprecia que la
correlacion entre las dos variables de entrada es 0.88.

Los datos de prueba se muestran en la Tabla 3.17. Tienen un promedio de 26 en
su salida, 3.4 en sus extensiones y su matriz de correlaciones se muestra en la Tabla
3.18.

En relacién a los resultados obtenidos en nuestra experimentacién, hemos com-
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Tabla 3.15: Datos de aprendizaje (ejemplo con multicolinealidad)

Yi Di T1 2
28.9613 | 4.5829 | 2.0832 | 0.9501
21.0799 | 2.5245 1.2498 | 0.2311
34,7512 | 3.8784 | 1.7658 | 0.6068
25.6300 | 4.9939 1.9895 | 0.4860
35.1855 | 3.9761 | 2.4058 | 0.8913
35.9903 | 4.2061 2.0773 | 0.7621
26.2268 | 5.0932 1.8397 | 0.4565
15.2024 | 1.5377 | 0.5654 | 0.0185
26.2208 | 5.1689 1.9904 | 0.8214
30.6663 | 4.3713 1.6400 | 0.4447
32.4267 | 3.9020 | 2.1776 | 0.6154
28.7184 | 3.7449 1.7432 | 0.7919
37.9540 | 3.8122 | 2.6875 | 0.9218
31.3361 3.7343 1.9861 0.7382
20.8663 | 3.2793 1.2154 | 0.1763

Tabla 3.16: Correlacién de datos de aprendizaje (ejemplo con multicolinealidad)

Variable Y T1 )
y 1.00 | 0.87 | 0.80
T 0.87 | 1.00 | 0.88
T2 0.80 | 0.88 | 1.00

Tabla 3.17: Datos de prueba (ejemplo con multicolinealidad)

Yi pi T1 T2
2348 | 2.69 | 1.38 | 0.40
39.83 | 6.31 | 2.74 | 0.93
3695 | 433 | 242 | 091
2438 | 299 | 1.19 | 041
37.12 | 594 | 2.13 | 0.89
16.07 | 1.46 | 0.31 | 0.05
2547 | 332 | 145 | 0.35
36.49 | 434 | 2.07 | 0.81
18.65 | 1.85 | 0.56 | 0.01
1450 | 1.76 | 045 | 0.13
2391 | 321 | 1.13 | 0.20
19.41 | 249 | 0.81 | 0.19
2552 | 3.75 | 2.17 | 0.60
2638 | 3.38 | 1.44 | 0.27
19.61 | 3.16 | 1.02 | 0.19

Tabla 3.18: Correlacién de datos de prueba (ejemplo con multicolinealidad)

Variable Y T T2
y 1.00 | 0.93 | 0.95
T 093 | 1.00 | 0.95
T2 0.95 | 0.95 | 1.00
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probado que los indicadores con los datos de aprendizaje tienen mejores valores
que los obtenidos con los datos de prueba, donde se aprecia una dispersion bastante
grande en los indicadores.

Para el indicador Rﬁi fuso» CUYOs resultados, mediante una grafica de compara-
cién de medias, pueden verse en la figura 3.21, el valor fluctia entre 0.60 y 0.76. Se
aprecia un mismo comportamiento para MNP y P(O.S1, no habiendo un método que
se destaque por sobre los otros.

0.76 - q

0.74 q

0.621- q

0.6 q

LIN MTE MCP MNP POS1 NES1
Métodos

Figura 3.21: Comparacién de medias, Rgi fuso (Elemplo con multicolinealidad)

En cuanto al comportamiento de los métodos con el indicador SIM (figura 3.22),
MTE y NES; son los menos valorados, mientras que LIN y MCP presentan una
situacion intermedia. MNP Y PO.S1, que vuelven a tener un mismo comportamiento,
tienen un alto valor para los datos de aprendizaje, pero un muy bajo valor para los
datos de prueba, con lo que no permite concluir que sean los mas recomendables en
situacién de multicolinealidad.

De los otros indicadores, que tienen un comportamiento muy similar, el SIMs,
que se muestra en la figura 3.23, vuelve a sefialar que MNP y POS) tienen mejor
comportamiento para los datos de aprendizaje, y el peor valor para los datos de prue-
ba. Los otros cuatro métodos no presentan diferencias en su valoracion.
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3.3.3. Analisis de Ejemplos de la Literatura

El siguiente paso en nuestro andlisis experimental se centra en estudiar el com-
portamiento de nuestros métodos al trabajar sobre conjuntos de datos de uso frecuente
en la literatura para evaluar técnicas de Regresion Difusa. Hemos elegido cuatro con-
juntos de datos muy utilizados. Se agrega un quinto ejemplo, en que el indicador de
ajuste central llega a tomar el valor 0, por lo que es un caso interesante de estudio.

= El primer conjunto de datos puede verse en la Tabla 3.19. Los datos provienen
de [TL98] y consisten en ocho observaciones y tres coeficientes a estimar. La
variable de salida tiene funcién de pertenencia triangular simétrica y el valor
de Rj;f,,, es alrededor de 0.96.

Tabla 3.19: Datos del ejemplo 1 de la literatura de Regresién Difusa
X1 | Xo pi Yi q;

1 | 7,50 | 2250 | 7,50
4 | 875 | 2875 | 875
9 | 10,00 | 2500 | 10,00
16 | 17,50 | 42,50 | 17,50
15,00 | 40,00 | 15,00
36 | 12,50 | 52,50 | 12,50
49 | 20,00 | 75,00 | 20,00
64 | 15,00 | 8500 | 15,00

00 O\ R W=
[\e)
W

= El segundo conjunto de datos estd utilizado en [ChaO1b], fue introducido por
Tanaka y es la aplicacién més estimada en los estudios de Regresion Difusa.
Consiste en 15 observaciones, seis coeficientes a estimar (incluyendo la cons-
tante), y la funcidn de pertenencia de la salida es triangular simétrica. El valor
de R?h Fuso €S alrededor de 0,99 (ver tabla 3.20).

» El tercer fichero se encuentra en [Cha0Olb], con ocho observaciones, dos coe-
ficientes a estimar y funciones de pertenencia triangulares no simétricas (ver
Tabla 3.21). R?, Fuso €S del orden de 0.70.

= El cuarto fichero también ha sido aplicado en varias comparaciones y se puede
ver en [KCO03]. Sélo se estiman dos coeficientes, con cinco datos (ver tabla
3.22). Rgi fuso € aproximadamente 0.80.

= Finalmente se ha agregado un quinto conjunto de datos, que no ha sido publi-
cado anteriormente. Se presenta porque diversas estimaciones producen un

2 . . . . « ., .
Ry ruso 18ual a cero, lo que indica que la imprecision tiene una forma muy
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Tabla 3.20: Datos del ejemplo 2 de la literatura de Regresion Difusa

T1 T2 3 T4  Ts pi Yi qi
1 38,09 3643 5 1 500 6060 500
1 62,10 2650 6 1 50 7100 50
1 63,76 38,09 7 1 400 8080 400
1 74,52 17,50 8 1 150 8260 150
1 7538 41,10 7 2 750 8650 750
2 52,99 2649 4 2 450 8520 450
2 62,93 26,49 5 2 700 9170 700
2 72,04 33,12 6 3 200 10310 200
2 76,12 43,06 7 2 600 10920 600
2 90,26 42,64 7 2 100 12030 100
3 85,70 31,33 6 3 350 13940 350
3 9527 2764 6 3 250 14200 250
3 10598 27,64 6 3 300 16320 300
3 79,25 66,81 6 3 500 16320 500
3 120,50 32,25 6 3 650 15990 650

Tabla 3.21: Datos del ejemplo 3 de la literatura de Regresién Difusa
X1 Xo Di Yi q;
2 120 1400 1,60
4 1,60 1600 1,90
6 1,40 1400 1,70
8 120 1800 180
10 230 1800 1,90
12 1,50 2200 1,70
14 270 1800 1,80
16 1,10 2200 1,90

Tabla 3.22: Datos del ejemplo 4 de la literatura de Regresién Difusa
X1 Xa Di Yi q;

1 180 150 1,80

230 2,10 230

260 194 2,60

2,60 13,50 2,60

2,40 13,00 2,40

O S -
W AW N
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particular, lo que no se observa en ninguin otro caso de estudio. Ademads, refleja
una sintesis estadistica en que los valores de salida varian entre cero y un méaxi-
mo, de modo que, por lo general, p; es similar a y; y el valor maximo puede
ser alto, por lo que ¢; es mayor que y; (ver tabla 3.23). Hay nueve observa-
ciones y tres coeficientes a estimar y funciones de pertenencia triangulares no
simétricas.

Tabla 3.23: Datos del ejemplo 5
Pi Yi G
1,50 1,50 2,50
2,10 2,10 390
1,94 194 506
2,00 2,00 5,00
090 190 0,10
2,00 2,00 3,00
1,50 150 4,50
1,39 139 461
1,56 1,56 2,44

8
-

T N N T I NER N R

NN N — = — =

Para compatibilizar los indicadores de todos estos ejemplos, los resultados de las
5 estimaciones se presentan en los graficos de las figuras siguientes, de manera que
en cada estimacion la mejor valoracion tiene un magnitud 1.

Para el indicador R(Qﬁ Ffuso las diferencias son menores, salvo para el ejemplo 5, en
que s6lo MNP y POS] tiene un valor mayor que cero.

El grafico 3.24 muestra que los métodos MCP, MNP y PO presentan el mejor
promedio del indicador, mientras LIN es claramente el indicador mds bajo.

Mas interesante es el grafico 3.25, que muestra el indicador SIM para las cinco
estimaciones. El mejor valor lo presentan MNP y POS], que por tratarse la experi-
mentacidén con conjuntos con pocas observaciones, entregan la mismas soluciones,
seguidos por el método MCP, que tiene un promedio superior a 0.95. LIN, MTE y
N ESp presentan valores mds pequefios.

3.3.4. Experimentacion segin la Cantidad de Observaciones
Es bien conocido que la Regresion Posibilistica es superior a la Regresion Proba-

bilistica cuando se estima con pocas observaciones y que, en cambio, la Represién
Probabilistica es superior en presencia de muchas observaciones [KMKO96].
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3.3 Experimentacion con los Métodos de Regresion Difusa 119

Tabla 3.24: Datos seguin cantidad de observaciones (15 datos)
Tl x2 x3 T4 5 Yi P

0.63 044 002 052 023 569 266
0.09 003 006 085 002 219 098
097 072 029 078 075 1144 152
0.13 026 071 054 057 664 249
001 058 007 001 012 314 063
098 001 025 076 098 846 3.01
067 068 037 024 097 1004 243
026 012 001 066 045 416 1.12
015 012 095 010 007 454 058
047 054 026 005 002 531 049
054 076 075 017 023 953 160
086 000 082 021 068 862 264
036 007 091 025 064 645 270
041 003 071 051 084 661 325
040 024 056 012 019 532 105

Terminamos nuestro andlisis experimental haciendo un estudio en el que datos
provenientes de un mismo modelo serdn estimados con 15 observaciones, con 150
observaciones y con 300 observaciones; y se medirdn los indicadores de bondad de
ajuste. Se generaran los datos de acuerdo a un modelo que contempla alteraciones
aleatorias en los coeficientes. No se presentard el efecto de puntos extremos dado
que las alteraciones aleatorias estdn acotadas, ya que la presencia de puntos extremos
podria alterar las conclusiones de las comparaciones.

El modelo tiene 5 variables de entrada, cada variable con valores entre 0 y 1
aleatorios, como se observa en el la Tabla 3.24, y la funcién de pertenencia de la
variable de salida es simétrica.

. 2 . . . .
Los resultados obtenidos muestran que, para Ry, ¢, ., no hay diferencias signi-
ficativas entre las tres estimaciones. Esto indica que las variaciones en el ajuste central
no estan influidas por la cantidad de datos, en el caso de funciones de pertenencia no
simétricas para el valor estimado que se ha propuesto.

En cambio, para el indicador SIM, se produce siempre una bajada de la valoracién
cuando se compara la estimacién de 15 datos con la de 150 datos. El grafico 3.26
muestra los dos valores obtenidos para cada método, donde el valor superior es con
15 datos y el valor inferior es el correspondiente a la estimacién con 150 datos.

Mientras que para el método MTE la diferencia es de un 19 %, para el método
NRS; la diferencia es de 18 %, para el método LIN la diferencia es del 17 % y
para el método MCP la diferencia es del 15 %. En todos estos métodos se manifiesta
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Figura 3.26: Comparacioén de medias, SIM (Segin cantidad de observaciones)

abiertamente el efecto negativo que produce el aumento del nimero de observaciones.

Por otra parte, para MNP y PO .S, 1a diferencia es de un 4 %, por lo que el efecto
del aumento de las observaciones es mucho més leve que en los otros métodos.

En otras palabras, cuando se estima con 15 observaciones, MNP tiene para SIM
un valor de 0.74, que baja a 0.71 con 150 observaciones. En cambio, MCP baja de
0.67 con 15 observaciones a 0.58 con 150 observaciones.

Si se aumenta el nimero de observaciones para la estimacién a 300, con el mismo
modelo de generacidn de datos, y se repiten las estimaciones para cada método se
obtienen nuevas conclusiones.

Para SIM, MNP se obtiene el valor 0.718. Es decir, casi el mismo que con 150
observaciones (incluso algo mejorado). Mientras tanto, MCP obtiene un valor de
0.57, bajando muy levemente respecto al anterior valor de 0.58. Esto estaria indicando
que, como no hay presencia de puntos extremos, SIM se muestra estable a partir de
una cierta cantidad de observaciones.

Lo mismo ocurre con ST Ms (figura 3.27) y STM, (figura 3.28): MNP y PO.S;
son los mas estables y mejor valorados.

Para el indicador SIMs5, ocurre lo mismo que con Rfli Fuso- NNO s€ produce un
cambio de magnitud del indicador en funcién de la cantidad de observaciones, lo
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que se aprecia en la figura 3.29. El indicador fluctua entre 0.9 y 0.96 para todos los
métodos y todas las estimaciones.
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Figura 3.29: Comparacion de medias, SIM;5 (Segin cantidad de observaciones)

3.3.5. Resumen de los Resultados de la Experimentacion

Para el conjunto de experimentos que se han realizado, y que se han cuantificado
con el conjunto de indicadores de bondad del ajuste presentado, se observa una cierta
tendencia en los resultados que se resumen en la figura 3.30. Los casilleros en blanco
en el grafico reflejan resultados similares entre diversos métodos.

En esta representacion se aprecia que para el indicador SIM, que retne las mejores
cualidades de SIM; y SIM>, y para SIMy, es indiscutible la superioridad de los
métodos MNP y PO.S1, que en muchos casos, obtienen las mismas estimaciones.

Para los indicadores STMs y SIMs, los resultados son mas matizados, incor-
porandose, ademds de los dos anteriores, los métodos MCP, MTE y LIN en algunas
de las experimentaciones.

Para th. fuso> 12 conclusion mas importante es que los métodos con nuestra fun-
cién objetivo cuadrdtica resultan los mis recomendables, especialmente el método
MNP.
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Indicadores
Datos Rgituso SIM SIMg SIM, SIM;
Ejemplo COPEC MNP MNP | MCP MNP MCP
Chequeo sin multic MCP POS, “LIN MNP MTE
. MNP MNP MNP
Chequeo con multic POS1 MCP POS1 POS1
Ei los literat MNP MNP MNP
Jemplos fiteratura POS1 POS1 POS1
Segun cantidad de MNP MNP MNP
datos POSH POS1 POS1

Figura 3.30: Resumen de los resultados del estudio de métodos
3.4. Conclusiones sobre Métodos de Regresion Difusa

Las propuestas sobre Regresiéon Difusa que se han propuesto en la literatura
cientifica, que hemos revisado en el segundo capitulo de esta memoria, han estado
cruzadas por dos consideraciones:

(a) Segtn las restricciones, han existido propuestas posibilisticas y propuestas no
posbilisticas.

(b) Segtin la funcién objetivo, se ha propuesto la minimizacién de la incertidumbre
o se ha propuesto la minimizacién del ajuste central (minimos cuadrados).

Esta doble separacion, cuyos exponentes mas destacados son el enfoque posi-
bilistico con minimizacién de la incertidumbre (Tanaka), y en el enfoque no posi-
bilistico con minimizacién del ajuste central, ha sido superada con nuestra propuesta
de una optimizacién de una funcién cuadritica, al integrar en una sola funcién obje-
tivo las dos orientaciones anteriores y al permitir una diversidad de restricciones que
van desde la posibilistica a la no posibilistica.

De la experimentacion realizada se desprende que los métodos LIN y MTE son
los que presentan valores mds bajos para la mayoria de los indicadores y la mayoria
de los conjuntos de datos. Tomando en cuenta que el método LIN es el que ha si-
do mads utilizado en aplicaciones précticas, pensamos que al incorporar esta nueva
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metodologia de Regresién Difusa, se podrd disponer de un método que mejorard los
resultados en nuevas aplicaciones.

Por otra parte, los métodos NFES, y NES3 resultaron no factibles en la ma-
yoria de las experimentaciones, y el método N ES] tiene un comportamiento que se
asemeja mucho al del método MTE (por ejemplo en 3.27), por lo que no presenta
ventajas frente a los métodos mejor valorados.

Respecto a los otros tres métodos, MCE, MNP y PO.S1, aunque MNP es el que
en mds ocasiones presenta la mejor valoracion (ver figuras 3.12 y 3.25), pensamos
que, dependiendo del propdsito del tomador de decisiones, serd el método que le
sea mds apropiado emplear. S6lo en el caso de disponer de una gran cantidad de
observaciones, en que MCE no es el mis recomendable (por ejemplo, ver figuras
3.27 y 3.28), en otras situaciones la eleccién dependerd del objetivo que se persiga.

Cuando se busca una estimacion en que los riesgos estén bien controlados, el
método MCP ser4 el apropiado. A su vez, MNP serd el enfoque en que se busca mayor
precision en la implementacién del modelo, sin importar mucho los riesgos que se
asumen. El método POS; refleja una situacion intermedia entre los dos situaciones

anteriores.
Funcién objetivo
Minimos cuadrados Menor incertidumbre
-1 — k2 - k1 — 1
Min_.bc;luziQrados Regresion difusa
osibilisticos ibilisti
Posibilisticas P posibilistica
A
ined Medida de igualdad
ReStrICCIOHeS de la posibilidad
A 4
No posibilisticas Min cuadrados Reg. difusa no
difusos posibilistica

Figura 3.31: Propuesta del enfoque cuadratico de la regresion difusa

Estas conclusiones se han resumido en el gréfico de la figura 3.31, el cual tiene
una forma de trapecio invertido. Esto es debido a que las estimaciones posibilisticas
permiten un mayor margen de eleccion entre el objetivo de minimos cuadrados y el
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objetivo de minimizacion de las extensiones de las estimaciones. Mientras tanto, las
estimaciones no posibilisticas, al poner menos condiciones a las extensiones, acercan
ambos objetivos a resultados mucho més parecidos.

El resumen de nuestra propuesta de Regresién Difusa con funciones de opti-
mizacion cuadréticas, donde por el lado de la funcién objetivo se puede hablar de
un continuo de soluciones (dependiendo de los pardmetros elegidos), se encuentra
reflejado en las flechas del gréfico de la figura 3.31. Se puede observar la gradualidad
de las alternativas: por el lado de las restricciones, son fundamentalmente tres los
niveles propuestos; en la funcién objetivo, depende de la eleccién de los pardmetros
k‘l y k‘Q.

Las expresiones minimos cuadrados difusos corresponden a una estimacion de
minimos cuadrados (en nuestro modelo k; = 1y k2 = 0), con extensiones no posi-
bilisticas. Mientras tanto minimos cuadrados posibilisticos corresponde a una esti-
macién de minimos cuadrados con extensiones posibilisticas.

Con respecto a los indicadores, que hemos evaluado en detalle, se ha notado
una distinta valoracién de las estimaciones para los diversos métodos. Por una parte,
los indicadores STM y SIM, tienen un comportamiento bastante similar y son los
que muestran una valoracién més acertada en la linea de prediccion difusa. En cam-
bio, SIMj se parece mucho mds a SIM;s, con un comportamiento disimil para los
diversos experimentos. Por dltimo, Rfli Ffuso €5 UN indicador que presenta un tercer
comportamiento, como reflejo del ajuste de la tendencia central.






Capitulo 4

Seleccion Automatica de Variables

Siguiendo con nuestro objetivo general de bisqueda de una metodologia flexible
y adaptable para aplicar Regresion Difusa en problemas de prediccion en mineria de
datos, nos centramos en este capitulo en estudiar y aportar una nueva metodologia
que permita la seleccion de variables en aquellos problemas que vienen descritos por
un gran nimero de variables independientes.

La seleccion de un subconjunto de variables de entrada entre todas las variables
disponibles ha sido un tema de gran interés para la investigacion en la regresién
multiple cldsica de minimos cuadrados. En general, el objetivo es definir un modelo
con el menor nimero de variables independientes; por tanto, cuando se dispone de
un gran nimero de variables de entrada, la finalidad es seleccionar un subconjunto
representativo de tales variables. Conviene disponer del menor nimero de variables
de entrada posible, tanto por la simplificacién y facilidad de comprensién del modelo
resultante, como por la disminucién de tiempo de proceso que puede significar tener
un modelo con una gran cantidad de variables.

4.1. Descripcion del Problema

En la regresion cldsica, para la seleccidn de variables se han planteado tres méto-
dos distintos:

= Regresion hacia adelante (forward), que consiste en partir con un modelo con
una sola variable independiente, y en los pasos sucesivos se afiaden una a una
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las otras variables relevantes.

= Regresion paso a paso (stepwise), similar a la regresion hacia adelante, pero
con el afiadido de que, en una etapa determinada del proceso de seleccion, se
realiza un chequeo para la posible eliminacion de variables ya seleccionadas.

= Regresion hacia atrds (backward), que consiste en comenzar con todas las
variables independientes dentro del modelo, e ir eliminando variables no sig-
nificativas en cada una de las etapas siguientes.

El problema de seleccion de variables en el &mbito difuso se puede describir asi:
Se dispone de una variable difusa Y=(y,p,q) con funcién de pertenencia triangular no
simétrica, y se tienen x1, ..., T,, variables exactas como posibles variables explica-
tivas de Y, todas con n mediciones. ;Cudles de estas variables son mds relevantes
para construir un modelo explicativo?

Wang y Tsaur [WT00a] presentan un método para la incorporacion paso a paso
de variables de entrada en un modelo de regresién difusa, siguiendo el esquema de
la regresion hacia adelante de la regresion cldsica. Plantean un doble criterio que se
debe minimizar para evaluar la incorporacién de variables a un modelo de regresion
difusa maltiple. Estos dos criterios son:

I) La borrosidad del modelo o amplitud de la estimacién, medida como la suma
para los n datos de las diferencias (7; +¢; — (9 —D; ) ), que se pueden simplificar
a (g + i)
11) La suma de los residuos al cuadrado, es decir, la diferencia entre el valor ob-
servado y el valor estimado, que es el criterio cldsico de la regresion estadistica
que trata de minimizar con el método de los minimos cuadrados.

En caso de que un solo modelo no minimice ambos criterios, es decir, no hay
un Unico modelo dominante para cada criterio, los autores plantean ocupar el criterio
de la menor resistencia posible, a través de una distancia asociada a cada criterio: el
modelo que promedie una menor distancia serd el modelo elegido.

Sobre qué criterios se deben utilizar en el proceso de seleccion de variables, se
pueden aplicar muchas medidas o indicadores. Por ejemplo, para el mismo enfoque
de los autores Wang y Tsaur, se podrian plantear los criterios alternativos:

1) Las diferencias |y; + ¢; — (7; + @)| + |yi — pi — (yi — Pi)|, por ser un criterio



4.2 Procedimiento General de Seleccion de Variables 129

mds general que funciona mejor tanto para modelos posibilisticos como no
posibilisticos.

11) Las diferencias |y; — ¥;|, que consideran la distancia real entre los dos centros
de los nimeros difusos, y no la distancia cuadrética, que podria tener un mayor
efecto distorsionador.

Dada la gran cantidad de criterios que pueden utilizarse, en nuestra investigacion,
hemos considerado razonable elegir una criterio de minimizacién de la incertidumbre
y otro criterio de minimizacién de la desviacion central. Sin embargo, siempre que
sea posible, es recomendable elegir un solo criterio que permita discriminar en la
seleccion de las variables que se deben incorporar al modelo de Regresion Difusa.

En la siguiente seccién se define un procedimiento general de seleccién de vari-
ables para la Regresion Difusa, que incluye el criterio paso a paso de reconsideracién
de variables ya seleccionadas en pasos anteriores. Luego se presenta, para la regre-
sién de tipo posibilistico, la proposicién un solo criterio de seleccion de variables: el
indicador integrado de bondad de ajuste SIM que ya conocemos.

A continuacién, para cualquier regresion difusa, se proponen dos criterios de se-
leccion, uno basado en el ajuste central y el otro en las extensiones. Finalmente, se
aplican estos criterios a un caso real, en que se evalian los dos tipos de criterios
indicados.

4.2. Procedimiento General de Seleccion de Variables

En nuestra investigacién, hemos tratado de definir un algoritmo de seleccién de
variables para la Regresion Difusa que sea lo mds general posible, adaptable a dife-
rentes combinaciones de criterios de seleccion.

Como vamos a ver, se ha desarrollado un procedimiento general, independiente
del nimero de criterios que se consideren en el proceso de seleccién de variables.
Esto no significa que se abandone la conveniencia del principio de parsimonia —
mientras mds criterios se incorporen, mejor es el seleccién, sino que consideramos,
por el contrario, que mientras menos criterios se incorporen a nuestro objetivo de
seleccién, mas claro e interpretable es el procedimiento.

Un elemento adicional que se incorpora en este procedimiento, es la posibilidad
de reconsiderar la inclusién de una variable en el modelo, lo que en la regresién
clasica se denomina paso a paso (stepwise).
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Para explicar esta reconsideracién, mostraremos una situacion de ejemplo con-
siderando el aporte de las variables medido con el indicador th Fuso*

= Si se tienen 3 variables, puede ocurrir que la variable 1, sea la mejor variable
para afiadir al modelo en el primer paso, (R%, fuso(¥1) = 0,5), frente a las otras
dos variables con (thfuso(xg) = 0,45, thfuso(xii) =0,3).

= El segundo paso, nos lleva a elegir entre x9 y x3 para que seleccionar la se-
gunda variable en el modelo, y se elige x3 con un valor para el indicador
R uso(1,23) = 0,65.

= Sin embargo, en este punto de la seleccion, podria ocurrir que el valor de
2 . . . .,
R, fuso(xQ, x3) sea igual a 0.7. Entonces se reconsidera la incorporacién de
x1, y nuestro mejor modelo con dos variables es con xo y x3.

En nuestro sencillo ejemplo, esta aparente inconsistencia en el proceso de selec-
cién paso a paso, se explica debido a que la correlacion entre x; y x2 es alta, puesto
que si no existiera esta alta correlacidn, esta situacién de reconsideracion de variables
dentro del modelo no debiera producirse.

Para el caso de que un conjunto de variables no sea el dominante en todos los
criterios, hemos definido una medida de distancia que determinard qué conjunto de
variables es mds razonable elegir.

Dicho esto, el procedimiento general de seleccion de variables para la regresion
difusa es el siguiente:

1 Se consideran k criterios de seleccién (cry, ..., cry). Estos criterios de seleccion
deben tener el sentido de que a menor valor, mejor es la valoracion del modelo.
También se considera una ponderacién (valoracién) de cada criterio, Ag, de
manera que la suma de las ponderaciones sea 1.

Por dltimo, se definen los conjuntos siguientes que se emplearan en el algorit-
mo de seleccidn:

s NI ={x1,...,zm,} con todas las variables que no han seleccionado para
afiadir al modelo de regresion.

= | = O que contiene las variables seleccionadas para el modelo de regre-
sion.
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2 Seguidamente, se elige una medida inicial de cada criterio, CR?, ...,CRY en
un valor muy alto, que supere los posibles valores que puede tomar el criterio.
Por ejemplo si el criterio puede variar entre 0 y 1, se toma el valor 1.

También se elige una cota s de manera que, si el aporte de una variable al mo-
delo es menor que s, se para el proceso de seleccion de variables. Por ejemplo,
se puede tomar s=0.1 (Wang y Tsaur toman en su ejemplo un valor de 0.3).

3 Si NI = @, se termina el proceso de seleccidon de variables, y el conjunto I es
el conjunto de variables elegidas en la seleccion.

4 En otro caso, (Paso p), para cada x; de NI, se realiza la regresion difusa con
las variables I | J{x;}, y se evaldan los criterios cry, ..., cr, obteniéndose los
valores C’le(j), s CRZ(j).

)

= Si para cada criterio k, el minimo entre los C' RZ(] corresponde a la mis-
ma variable j, que serd denominado como C'RY, se elige la variable x;

como candidata a ingresar en el modelo.
Esta situacion, de encontrar una dnica variable j, siempre ocurrird si hay
s6lo un criterio en consideracion.

= Si no hay un criterio predominante, para cada criterio, se calculan los

)

CRi(] ) minimos, que denominaremos CRi(mm y se calculan, para nor-

malizar las diferencias, los valores

d, = 7’“,,(]-) (4.1)
CR,
y se totalizan estas distancias en un solo indicador
L= N(1-d) (4.2)
k

eligiéndose la variable x; con un menor L’ , como variable candidata
para ingresar en el modelo.

5 Se comprueba si el aporte de la variable candidata es significativo para el mode-
lo. De no serlo, el proceso de seleccion de nuevas variables se termina.
Para hacer esta comprobacidn, se calcula

CRVT! - CRYT!
CRP CRP
k

t = (4.3)



132 Seleccion Automatica de Variables

y si (1-t) es menor que s, entonces se termina el proceso de seleccion por ser
no significativo el aporte de la nueva variable candidata.
6 Se hace una reconsideracion para confirmar si la variable candidata no implica
tener que retirar una variable anteriormente incorporada.
Para ello se calcula la correlacidn lineal entre zj, y las variables en el conjunto
Iy, con la variable de mayor correlacién absoluta x., se calcula C’Ri_l(*)
incorporando a x; y excluyendo a x., como variables independientes, para los
k criterios.

Se deciden las variables finalmente seleccionados como:

= z; ingresa al modelo si C’Rg_1 €s mejor que CRi_l(*)

y se redefinen los conjuntos
I=1| J{z;} (4.4)

NI = NI~ {z;} (.5)
= Siel antiguo 6ptimo C' Rﬁfl es peor criterio que el nuevo valor C' Riil(*),
la variable z. es excluida del modelo y se reemplaza por x;, con lo que

los conjuntos de variables quedan conformados por

I=1—{z}| J{z;} (4.6)
NI =NT - {z;}| J{zc} 4.7)
7 Se vuelve al punto 3.

A continuacién, en las siguientes secciones, este procedimiento serd aplicado a
distintos conjuntos de criterios de seleccién.

4.3. Seleccion de Variables para Modelos Posibilisticos

Para los modelos de regresion difusa de tipo posibilistico que se definieron en
el capitulo anterior (LIN, MTE, MCP, PO.S1), se considerara que el criterio de se-
leccién de variables mds recomendable, cuando se quiera utilizar un tnico criterio,
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debe tener en cuenta nuestra proposicion de bondad de ajuste integrada SIM (véase
apartado 2.4.2.7), que redne diversas cualidades deseables de la estimacion.

Este indicador es el tnico que incorpora en forma global las funciones de perte-
nencia de los nimeros involucrados ((S7M})), y tiene una correccion para el ajuste
de las extensiones ((S1M>)). Por este motive, consideramos que retine, con la mejor
precisién para un solo indicador, tanto la medicién de la incertidumbre como la mag-
nitud del ajuste de la tendencia central. Como hemos usado el sentido general de que
la medicién del criterio debe disminuir al mejorar el modelo, se deberd considerar
como criterio el valor 1 - SIM, en vez de SIM.

Veamos un ejemplo de su aplicacién. En el ejemplo, se dispone de cinco varia-
bles. Todas las regresiones incluirdn, ademds, el término constante. Los datos se
muestran en la tabla 4.1, junto a la variable Y, formada por el valor central y por
la extensién simétrica p.

Se calculard el valor SIM para los cuatro modelos de tipo posibilistico que conside-
raremos, con los pardmetros h=0, k; = 1y k3 = 1 y el valor de cota de significancia
s=0.1.

El primer paso es estimar los modelos que contienen s6lo una variable, ademas
de la constante.

Se aprecian los resultados obtenidos para SIM en la tabla 4.2, donde se observa
que, para todos los métodos, la mejor variable para ser afiadida al modelo es la varia-
ble 5. Nétese que, en general, la progresion en el ordenamiento de SIM es la misma,
lo que habitualmente debiera ocurrir, aunque no es algo garantizado.

Luego, para el tnico criterio que estamos empleando, 1 - SIM, en el paso 1, el
valor C' R} es 1-0.408, 0.592, si tomamos como referencia el método MCP.

El segundo paso es calcular todas las combinaciones con 2 variables, a partir de
I= {1‘5}

En la tabla 4.3 se aprecian los resultados de las 4 posibles combinaciones de
variables. Se comprueba que los valores de SIM son, por lo general, mayores que
los de la tabla 4.2. La variable que presenta mejor indicador es la variable 2, para el
método MCP, por lo que es la segunda variable elegida para el modelo.

Para el criterio que se definié, 1 - SIM, en el paso 2, el valor CR? es 1 - 0.502,
0.498, (método MCP), debiéndose calcular la razén del valor t, que resulta 0.498/0.592.
Por tanto, 1-t es mayor que s, y continua el proceso de seleccién de variables.
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Tabla 4.1: Datos del ejemplo 1 de seleccién de variables
Y p x1 2 3 T4 x5
5.8294 | 0.6829 | 0.3172 | 0.9302 | 0.6821 | 1.3353 | 1.5646
3.8135 | 0.4778 | 0.8202 | 1.0053 | 0.1445 | 0.5288 | 0.3147
6.1790 | 0.8059 | 0.6380 | 1.0986 | 1.2423 | 1.4619 | 0.7381
47988 | 0.6363 | 1.0863 | 0.8667 | 0.4782 | 0.4856 | 0.8820
6.4726 | 0.8032 | 0.7493 | 1.2248 | 0.8105 | 1.6309 | 1.0571
6.7535 | 0.8513 | 0.6609 | 1.0081 | 1.0990 | 1.7087 | 1.2768
5.7381 | 0.7276 | 0.9913 | 0.5503 | 0.5465 | 1.4321 | 1.2179
3.2304 | 0.4241 | 0.5310 | 0.2982 | 0.4798 | 0.8068 | 0.1145
4.9479 | 0.5948 | 0.4637 | 0.7161 | 0.5364 | 1.2340 | 0.9977
5.8565 | 0.7914 | 0.8135 | 0.7371 | 1.2437 | 0.9289 | 1.1334
6.1173 | 0.8087 | 1.0337 | 1.0080 | 0.9362 | 0.8099 | 1.3296
5.1741 | 0.6324 | 0.2713 | 0.6708 | 0.8782 | 1.4103 | 0.9436
6.5872 | 0.8606 | 0.9742 | 1.2592 | 1.0448 | 1.2126 | 1.0963
6.0067 | 0.7379 | 0.6141 | 0.9050 | 0.7578 | 1.6749 | 1.0549
45635 | 0.5985 | 0.8878 | 0.4509 | 0.5341 | 0.8973 | 0.7934
43162 | 0.5407 | 0.6318 | 0.8879 | 0.4589 | 0.8048 | 0.5329
7.2111 | 09335 | 1.0068 | 0.9736 | 1.1169 | 1.6503 | 1.4635
6.7319 | 0.8739 | 0.7203 | 0.8634 | 1.2868 | 1.1557 | 1.7057
5.1177 | 0.6318 | 0.4350 | 0.8818 | 0.7654 | 0.8372 | 1.1983
7.1948 | 0.8822 | 0.4737 | 1.0292 | 1.1536 | 1.7987 | 1.7396
3.1667 | 03621 | 0.2118 | 0.8212 | 0.2423 | 0.7394 | 0.1519
49167 | 0.6293 | 0.7944 | 1.1179 | 0.5824 | 0.5542 | 0.8678
6.7263 | 0.8538 | 0.5612 | 0.8937 | 1.2502 | 1.6266 | 1.3945
4.1191 | 0.5350 | 0.5448 | 0.8846 | 0.6865 | 0.6383 | 0.3648
25568 | 0.3293 | 0.1950 | 0.2364 | 0.5408 | 0.2683 | 0.3163
4.8355 | 0.6282 | 0.7623 | 1.0723 | 0.6843 | 0.4035 | 0.9132
4.4436 | 0.5793 | 04415 | 0.3622 | 0.9083 | 0.7996 | 0.9320
5.6351 | 0.7093 | 1.0519 | 0.5279 | 0.4059 | 1.2145 | 1.4349
5.1306 | 0.6830 | 0.9402 | 1.0000 | 0.7592 | 0.6340 | 0.7973
42046 | 0.5026 | 0.6568 | 0.8281 | 0.1644 | 0.7676 | 0.7878

Tabla 4.2: Seleccion de variables, etapa 1, SIM (ejemplo 1)
Variables | LIN | MPC | MTE | POS:
1 0372 | 0318 | 0245 | 0372

2 0.337 | 0.338 0.260 0.375
3 0.359 | 0.364 0.269 0.429
4 0.376 | 0.384 0.288 0.502
5 0.405 | 0.408 0.306 0.544

Tabla 4.3: Seleccion de variables, etapa 2, SIM (ejemplo 1)
Variables | LIN | MPC | MTE | POS;

L5 0.408 | 0416 0.317 0.539
2,5 0.498 | 0.502 0.392 0.565
3,5 0.459 | 0.464 0.354 0.596

4,5 0.486 | 0.488 0.383 0.538
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La tercera etapa consiste en la combinacion de las variables que no han sido
incorporadas al modelo atn, con las variables x2 y 5. Los resultados del indicador
SIM se muestran en la tabla 4.4.

Tabla 4.4: Seleccién de variables, etapa 3, SIM (ejemplo 1)
Variables | LIN | MPC | MTE | POS1
1,2,5 0.514 [ 0515 | 0400 | 0.566
2,3,5 0.553 | 0.556 | 0437 | 0.635
2,4,5 0.559 | 0.557 | 0429 | 0.656

En esta tabla, se aprecia que para los métodos lineal y cuadratico posibilistico, el
mayor SIM se obtiene con las variables zs, x4 y =5, mientas que con el método de
Tanaka Extendido y Posibilistico 1, el mayor SIM lo entregan las variables za, 3y
xIs.

A pesar de que la diferencia en el método MCP es tan pequeiia, se elige la variable
x4 como candidata, dado que se ha tomado a MCP como método de referencia. Ahora
corresponde comprobar si hay que cambiar alguna de las dos primeras variables en
el modelo. Para ello, se calcula la correlacion entre la variable 4 y las variables 2 y 5,
que es 0.25 y 0.63 respectivamente, por lo que se evaluard una ecuacion sin la variable
mas correlacionada, es decir la variable x5. Los valores SIM para el modelo con las
variables x2 y x4 son 0.410 para MCP, menor que 0.502 que habia sido elegido en la
tabla 4.3, por lo que se confirma a la variables 4 dentro del modelo.

Para el criterio que se estd empleando, 1 - SIM, el valor CR:{’ es 1-0.557,0.443,
(método MCP), quedando la razén para el valor t como 0.443/0.498. Como se ve, 1-t
es levemente mayor que s, y continua el proceso de seleccion de variables.

Como vemos en la tabla 4.5, no hay duda en eligir como candidata a la variable
x3. Para comprobar si hay que eliminar alguna variables, se calcula la correlacion
lineal entre 3 y las variables 2, 4, y 5, que es 0.3, 0.5 y 0.61, por lo que la variables
mads correlacionada es la variable 5. Los valores SIM para el modelo sin la variables
Ts5, es decir, con x2, T3 Y T4, son menores a los obtenidos en la tabla 4.4 para z2, x4
y x5, por lo que el modelo queda formado, tras esta etapa, con las variables x2, x3,
T4y T5, lo que se comprueba con el criterio de término.

Tabla 4.5: Seleccion de variables, etapa 4, SIM (ejemplo 1)
Variables | LIN | MPC | MTE | POS;
1,2,4,5 | 0622 | 0620 | 0514 | 0.698
2,3,4,5 | 0677 | 0671 | 0550 | 0.719
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Para el criterio de término, el valor C’R‘l1 es 1 -0.671, 0.329, (método MCP),
quedando la razén para el valor t como 0.329/0.443. 1-t es mayor que s, y continua
el proceso de seleccion de variables, y solo resta incorporar la variable 1 en la Gltima
etapa, si su aporte resulta significativo.

4.4. Criterios de Seleccion de Variables en la Regresion Di-
fusa

En esta seccidon nos centramos en el estudio de los criterios que se pueden uti-
lizar para guiar el proceso de seleccién de variables. En ese contexto, partiendo de
la propuesta existente de Wang y Tsaur, proponemos como alternativa nuestros pro-
pios indices, para que el tomador de decisiones pueda elegir en funcién del objetivo
perseguido en el proceso de seleccion.

Los modelos de regresion difusa que se han propuesto en esta memoria tienen
un doble objetivo: minimizar la incertidumbre y minimizar las diferencias del ajuste
central.

Como hemos nombrado al principio de este capitulo, Wang y Tsaur presentaron
dos criterios de seleccion que tienen el mismo sentido anterior. Pero la formalizacién
de esos dos criterios, nos parece que puede ser mejorada.

Siguiendo este doble objetivo de la Regresion Difusa, se proponen dos criterios
para evaluar la inclusion de variables en un modelo de regresion difusa:

1 El criterio basado en las diferencias en las extensiones:

n

inc=> (lyi+a—G+@)|+vi—pi—G-0)) @48
=1

2 El criterio basado en las diferencias de la tendencia central:
n
dif = |yi — il (4.9)
i=1

Se aplicaré este doble criterio en un segundo ejemplo de evaluacién, con 7 varia-
bles (datos en la tabla 4.6). Se eligen las poderaciones \; igual a 0.5 y s=0.1. La
primera etapa se muestra en la tabla 4.7 para tres modelos de regresién difusa: el
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modelo no posibilistico, el modelo cuadrético posibilistico y el modelo posibilistico

1, con los parametros de ponderacion k1 = 1y k3 = 1y el nivel de confianza h=0.

Tabla 4.6: Datos del ejemplo 2 de seleccion de variables

Y p z2 z3 T4 z5 6 T7
5.2237 | 0.7498 | 0.9226 | 0.9817 1.0139 | 0.4276 | 0.5398 | 0.3380
5.8182 | 0.8440 | 0.9071 | 0.6515 | 0.8787 | 0.6914 | 0.8534 | 0.8361
5.4101 0.7478 | 0.5191 | 0.8863 1.0186 | 0.4516 | 1.0043 | 0.5302
6.1249 | 0.9046 | 1.0668 1.0068 1.1476 | 0.5020 | 0.6947 | 0.7070
4.6256 | 0.6886 | 0.5037 | 0.1364 | 1.0273 | 0.3219 | 0.9071 | 0.7292
7.4505 1.1009 | 0.9907 | 0.5418 1.1538 1.3258 1.0240 | 1.4143
4.5720 | 0.6471 | 0.6844 | 0.6279 | 0.7326 | 0.6080 | 0.4368 | 0.4823
6.0294 | 0.9096 | 0.8373 | 0.2276 | 1.0579 | 1.2661 | 0.4696 | 1.1710
5.5552 | 0.8296 | 0.7586 | 0.6299 | 0.6633 | 0.4859 | 0.6986 | 1.3188
4.1365 | 0.5868 | 0.7621 | 0.2924 | 0.6407 | 0.6163 | 0.4965 | 0.3286
8.2014 | 1.1030 | 0.9194 | 1.3020 | 0.7902 | 1.2586 | 1.8124 | 1.1188
5.7291 | 0.7447 | 0.8613 | 0.8039 | 0.3534 | 1.0562 | 1.1510 | 0.5033
5.8000 | 0.8402 | 0.8502 | 0.4370 | 0.7253 | 0.7923 | 0.9691 1.0261
6.3879 | 0.8963 | 0.7934 | 1.1268 | 0.3890 | 1.2451 0.4408 1.3928
5.8040 | 0.7975 1.1492 | 0.9913 | 0.4173 1.2486 | 0.3930 | 0.6046
6.7551 | 0.9823 1.0529 1.1973 | 0.8058 | 0.4260 | 1.0639 | 1.2092
5.4367 | 0.7204 | 0.3950 | 0.8558 | 0.9050 | 0.9058 | 0.9078 | 0.4673
6.6785 | 0.8984 | 0.8272 | 0.6820 | 0.6432 | 1.3758 1.3149 | 0.8354
6.8488 | 0.9403 | 0.4229 | 0.6993 | 0.6673 1.3368 1.2584 | 1.4641
44672 | 0.6217 | 0.2617 | 0.5134 | 0.9201 | 0.9371 | 0.2670 | 0.5680
7.5735 1.1265 1.1850 | 1.0451 | 0.5848 | 0.8823 | 0.9546 | 1.9218
8.4372 1.1886 | 1.0346 | 1.2285 1.1432 | 1.3303 1.4295 1.2712
8.1768 | 1.1055 | 0.3321 1.1805 1.0236 | 1.4968 1.6217 | 1.5220
6.9626 1.0192 | 0.7724 | 0.7493 | 0.9723 0.7209 1.2631 1.4846
5.0629 | 0.6604 | 0.4923 | 0.8496 | 0.3704 | 0.6619 | 1.0102 | 0.6784
8.2512 1.2170 | 1.2796 | 0.9422 | 0.7975 1.2856 | 1.1046 | 1.8417
3.8255 | 0.5721 0.3703 | 0.3136 | 0.5493 | 0.1610 | 0.4557 | 0.9757
5.9244 | 0.7700 | 0.2683 | 0.8353 | 0.6061 1.3456 | 0.9677 | 0.9014
4.6645 | 0.6569 | 0.4825 | 0.6739 | 0.6814 | 0.9101 | 0.1758 | 0.7407
6.1093 | 0.8910 | 1.1246 | 0.8540 | 1.1513 | 0.9448 | 0.5099 | 0.5245

Como se ve, los resultados obtenidos no son concluyentes para seleccionar entre

las variables x¢g y x7:

= Para el método MNP tanto el indicador inc como el dif, tienen mejor valor para

la variable x7, pero nuestra referencia SIM; tiene mejor valor para la variable

xg. Para el método MCP y el indicador dif, lo recomendable es seleccionar

la variable x7, mientras para el indicador inc, el valor més bajo lo presenta la

variable xg, mientras que el SIM; es preferible la variable 6.

= Para el método POS1, el criterio dif recomienda seleccionar la variable 7,

mientras el criterio inc recomienda la variable x¢. El criterio de referencia
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Tabla 4.7: Seleccién de variables, etapa 1, (ejemplo 2)

MNP | MNP | MCP | MCP | POS; | POS:
Variables dif inc dif inc dif inc

2 26.8 53.6 28.9 129.9 28.1 61.3
3 25.3 50.6 25.1 98.1 25.3 50.8
4 304 60.9 30.7 124.2 31.2 63.3
5 23.9 47.8 23.9 96.9 23.9 47.7
6 20.6 41.3 20.6 93.3 20.6 41.4
7 20.2 40.6 20.2 112.5 20.2 50.8

S 1M, tiene mejor valor para la variable x7.

En resumen, entre las 6 variables, las posibles candidatas en nuestro primer paso
son las variables zg y 27, y debe recurrirse a la solucion de controversias (punto 6 del
procedimiento general).

En todo caso, esta claro que la seleccion de variables es dependiente del méto-
do de regresion difusa que se haya elegido, porque tanto el comportamiento de la
tendencia central como el de las extensiones (incertidumbre) dependen del método
elegido.

Para MCP, como método de referencia de esta seleccion se tiene en la tabla 4.8 el
calculo de resolucion de controversia.

Tabla 4.8: Eleccion entre xg y x7, etapa 1, MCP (ejemplo 2)

Criterio Tg x7
crl 20.6 20.2
cr2 93.3 112.5
dl 0.98 1
d2 1 0.83

L 0.001 | 0.085

Por el principio de minima resistencia para el método MCP, se elige la variable
Zg en este paso, y lo mismo ocurre con el método POS.

Para seguir con el ejemplo, se seleccionara en esta primera etapa la variable 6.
Los resultados de este paso 2 se muestran en la tabla 4.9.

En este segundo paso, no hay mayor duda sobre la variable que debe ser selec-
cionada, porque por los dos criterios, y para los métodos MNP y PO.S, el mejor
desempeiio lo tiene la combinacioén de variables z¢ y x7. Para el método MCP, en
cambio, no hay un criterio predominante, porque para el primer criterio la mejor
combinacién es también x¢ y 7, pero para el segundo criterio la mejor combinacién
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Tabla 4.9: Seleccion de variables, etapa 2, (ejemplo 2)

MNP | MNP | MCP | MCP | POS; | POS:
Variables dif inc dif inc dif inc
2,6 16.8 33.6 16.9 67.0 16.7 33.6
3,6 16,4 329 17.2 82.5 16.4 32.9
4,6 19.3 38.7 21.5 89.0 19.3 39.0
5,6 17.4 34.7 17.5 70.5 17.4 34.8
6,7 14.1 28.2 15.9 70.9 14.1 29.2

se obtiene con z3 y xg.

Seleccionando en el paso dos la variable x7, se aminora la ambigiiedad que se
habia presentado en el paso 1 entre las variables xg 0 z7, puesto que si en el paso uno
se hubiera elegido la variable x7, posiblemente le hubiera correspondido el turno a la
variable xg en el segundo paso.

El paso tres corresponde a las combinaciones posibles con las variables 6 y 7,
cuyos indicadores pueden verse en la tabla 4.10.

Tabla 4.10: Seleccidén de variables, etapa 3, (ejemplo 2)

MNP | MNP | MCP | MCP | POS; | POS:
Variables dif inc dif inc dif inc
2,6,7 12.3 24.6 12.5 42.6 12.3 24.6
3,6,7 11.0 22.1 11.1 53.9 11.0 22.1
4,6,7 13.1 26.2 13.8 68.4 13.1 26.3
5,6,7 12.6 25.2 13.3 49.3 12.6 25.2

En el paso 3, se observa que la variable candidata a ingresar al modelo es la varia-
ble x3, puesto que para los modelos MNP y POS] es la mds conveniente por ambos
criterios. En cambio, para el modelo MCP, para el criterio uno es recomendable la
variable x3 pero, por el criterio 2, es mas recomendable la variable 5.

Se realiza el proceso de reconsideracion de variables, donde para la variable elegi-
da x3, se calcula su correlacién lineal con las variables xg (0.44) y x7 (0.25). Segin
estos valores, se excluye a la variable de mayor correlacidn, xg, y se realiza la regre-
sién con las variables x3 y =7, lo que se muestra en la tabla 4.11.

Tabla 4.11: Seleccién de variables, etapa 3.1, (ejemplo 2)

MNP | MNP | MCP | MCP | POS; | POS;

Variables dif inc dif inc dif inc
3,7 14.7 29.5 153 61.3 14.7 295

Si se compara 4.9 con 4.11, se observa que la combinacién original, g y =7, es
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mas recomendable que la combinacidn alternativa x3 y x7.

La cuarta etapa, consiste en realizar todas las regresiones con las variables 3, xg
y x7. Los resultados se muestran en la tabla 4.12.

Tabla 4.12: Seleccion de variables, etapa 4, (ejemplo 2)

MNP | MNP | MCP | MCP | POS; | POS:
Variables dif inc dif inc dif inc
2,3,6,7 94 18.8 9.7 36.0 94 18.8
3,4,6,7 10.1 20.2 10.1 40.2 10.1 20.2
3,5,6,7 9.1 18.2 9.5 37.1 9.1 18.2

En esta etapa, se elige la variable =5, que es la recomendable para los MNP y
POS], mientras para el método MCP, con el criterio dif habria que elegir la x5,
mientras con el criterio inc habria que elegir la x5.

Dada la dualidad de preferencias para la seleccién que se produce en el método
MCP, nos parece interesante examinar este paso si se hubiera utilizado otro criterio
para la seleccion de variables.

En la tabla 4.13 aparecen los resultados, para los tres métodos considerados, y
tres combinaciones de pardmetros para cada uno de ellos, para el criterio empleado
en la seccion anterior, SIM.

Tabla 4.13: Seleccién de variables, etapa 4, criterio SIM (ejemplo 2)

MNP | MNP | MNP | MCP | MCP | MCP | POS; | POS; | POS;
Variables kl =0 k’s =1 kg =0 kl =0 ks =1 k‘g =0 kl =0 ks = k‘g =
2,3,6,7 | 0.6731 | 0.6731 | 0.6731 | 0.5929 | 0.5924 | 0.5888 | 0.6731 | 0.6731 | 0.6731
3,4,6,7 | 0.6538 | 0.6538 | 0.6538 | 05722 | 05721 | 05694 | 0.6538 | 0.6538 | 0.6538
3,5,6,7 | 0.6860 | 0.6860 | 0.6860 | 0.5880 | 0.5861 | 0.5913 | 0.6860 | 0.6860 | 0.6860

Se aprecia, en primer lugar, que los resultados, en cada método, son bastante
parecidos para las combinaciones de variables posibles. Sin embargo, para el método
MNP siempre es mejor la seleccion de la variable x5 y para el método PO.S; tam-
bién siempre es mejor la seleccion de la variable x5. En relacion al método MCP, la
combinacién de pardmetros k1 = 0y ko = 1, y la combinacién k1 = 1y ko = 1,
tienen su mejor valor con la variable xo, mientras que para la combinacién k1 =1y
ko = 0, la mejor variable para seleccionar es la variable 5.

Para seguir profundizando en este ejemplo, consideraremos un nuevo criterio,
2 . . . .
R Fuso» que €s el indicador que hemos seleccionado para representar el ajuste de la
tendencia central de la regresion difusa.
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En la tabla 4.14 se muestran los resultados tomando como criterio de evaluacion
para la seleccion de variables del indice R?h. fuso- Destacan en esta tabla:

Tabla 4.14: Seleccion de variables, etapa 4, criterio B2, fuso(€jemplo 2)

MNP | MNP | MNP | MCP | MCP | MCP | POS: POS, POS,
Variables k1=0 kS=1 k‘2=0 k1=0 kS=1 k‘2=0 k‘1=0 k‘S=1 k2=0
2,3,6,7 0.9027 0.9027 | 0.9027 0.8987 0.9007 0.9027 0.9027 0.9027 0.9027
3,4,6,7 0.8930 | 0.8930 0.8930 0.8926 0.8927 0.8930 0.8930 | 0.8930 | 0.8930
3,5,6,7 0.9063 0.9063 0.9063 0.9040 0.9046 | 0.9063 0.9063 0.9063 0.9063

= Todos los valores son muy homogéneos, con un valor minimo de 0.8926 y
un valor maximo de 0.9063. Para la primera combinacidn, la fluctuacién es
entre 0.8987 y 0.9027; para la segunda, entre 0.8926 y 0.8930; y para la tercera
combinacién de variables, entre 0.9040 y 0.9063. En todos los casos, menos de
un 1 % de variacion entre el valor mds pequefio y el valor maximo.

= A pesar de la proximidad de los valores indicados, el criterio de seleccién es
siempre el mismo: en primer lugar la variable x5, en segundo lugar la variable
T2,y en dltimo lugar la variable z4.

= En los tres métodos de regresion difusa de la tabla 4.14, la dltima combinacion
de pardmetros k; = 1y ky = 0, corresponde a la solucién de minimos cuadra-
dos, y por lo tanto, el valor de Rgi fuso © €l mismo para los tres métodos.

En consecuencia, utilizando el criterio de Rgi fuso» que solo pondera la calidad
del ajuste central de la estimacion, se repite lo que se habia presentado en en la tabla
4.12 con el criterio dif, que también pondera Unicamente la calidad del ajuste de la
tendencia central. Ambos producen la misma seleccién y en el mismo orden, para
todos los métodos.

Después de haber hecho esta reflexion y andlisis de los criterios de seleccion,
continuemos ahora con el procedimiento general de seleccion de variables, en su paso
4. Tenemos que controlar el efecto del ingreso de la variable x5 con las anteriores
variables en el modelo, calculdndose la correlacién entre la nueva variable y el resto,
que es 0.32 con la variable 3, 0.38 con la variable xg y 0.39 con la variable x7; luego
se excluye a la variable x7 en la ecuacion de regresion de re-calculo del paso 4.

En la tabla 4.15 se muestra el resultado de la nueva regresion y, si se compara con
la regresion de las variables x3, zg y 7 de la tabla 4.10, se ve que la variable x7 debe
continuar como variable seleccionada para el modelo de regresion.
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Tabla 4.15: Seleccion de variables, etapa 4.1, (ejemplo 2)

MNP | MNP | MCP | MCP | POS; | POS;

Variables dif inc dif inc dif inc
3,56 14.6 29.2 14.6 53.2 14.6 29.2

En el paso cinco, se hacen las regresiones con las variables x3, x5, T y 7. En la
tabla 4.16 se muestran las dos regresiones posibles, para los tres métodos considera-
dos.

Tabla 4.16: Seleccion de variables, etapa 5, (ejemplo 2)

MNP | MNP | MCP | MCP | POS; | POS:
Variables dif inc dif inc dif inc
2,3,5,6,7 6.0 12.1 6.0 19.0 6.0 12.1
3,4,5,6,7 6.6 13.3 6.6 19.3 6.6 133

En esta etapa, la variable elegida es la variable x2, ya que para los dos criterios
es preponderante en los tres métodos. La variable con la que se tiene que comprobar
la permanencia en el modelo es la variable x7, resultado la regresién que se muestra
en la tabla 4.17.

Tabla 4.17: Seleccion de variables, etapa 5.1, (ejemplo 2)
MNP | MNP | MCP | MCP | POS; | POS;
Variables dif inc dif inc dif inc
2,3,56 | 103 20.7 10.4 37.1 10.3 20.7

Con esta regresion, se confirman las variables seleccionadas, y el quinto paso
termina con las variables x2, x3, T5, g y 7 en el conjunto L.

Se aprecia en este ejemplo, que en las primera etapas, los tres métodos consi-
derados daban resultados diferentes, pero a medida que se avanzé en el proceso y,
por lo tanto, las estimaciones se hicieron m4s ajustadas al valor observado, el método
no posibilistico produjo los mismos resultados que el método posibilistico 1, lo que
significa que la restriccion de la igualdad de la posibilidad, no restringe el espacio de
soluciones factibles 6ptimo cuando la estimacion es cercana al valor observado.

Asimismo, se comprueba que el método cuadratico posibilistico es que el produce
las extensiones mds amplias.
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4.5. Ejemplo Real de Seleccion de Variables

Tomando como base las propuestas de las dos secciones anteriores, en las cuales
se propuso un criterio tnico para la regresion difusa posibilistica, y un doble criterio
para la regresion difusa, se aplicardn esas propuestas al ejemplo concreto que hemos
estamos considerando en nuestro trabajo de investigacidn, que es la determinacion de
los factores que influyen en el precio de las acciones de la empresa chilena COPEC.

COPEC es una de las mayores empresas chilenas, propiedad del principal con-
glomerado empresarial del pafs, el grupo Angellini, y su rubro principal de actividad
es la produccién de celulosa para la exportacién (en estos momentos se estd trans-
formando en el primer productor mundial de celulosa) y, en segundo lugar, la dis-
tribucion de petrdleo dentro de Chile. Tiene subsidiarias para otros servicios, pero de
menor importancia. Se considerara el precio quincenal de la accién durante un afio.

Para determinar los factores mds relevantes en el precio de la accién de COPEC,
se partird de un conjunto de siete variables, todas relevantes para la economia chilena
y los productos comercializados por COPEC, y se determinara cudles de ellas son rel-
evantes para el objetivo de explicar el precio de la accidn. Las variables que formaran
parte del proceso de seleccién son:

» 7z (Tasa) Tasa de interés LIBO a 180 dias, que influiria en los gastos fi-
nancieros de COPEC.

= 79 (Dolar) El precio del délar en Chile, que influye tanto en los retornos de las
exportaciones de COPEC como en los costos de las importaciones.

= x3 (Euro) La relacién entre el délar y el euro, dado el papel que ha empezado
a jugar el euro como moneda relevante en las transacciones en los mercados
internacionales, terminando con el virtual monopolio del délar.

= 14 (Cell) El valor de la tonelada de celulosa en el mercado internacional.

= 15 (Cobre o Cu) El valor de una libra de cobre en el mercado internacional,
dada la relevancia del cobre en la marcha de la economia chilena.

= x4 (Petr) Precio del petréleo en el mercado internacional.

= 17 (Cell$) Precio de la celulosa en pesos chilenos, es decir, el producto de la
variable x5 por la variable z4.
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Se han seleccionado estas siete variables generales sobre la economia chilena e
internacional. No se han agregado variables finas de la empresa, porque el objetivo
no es predecir el precio de la accidn, sino encontrar los factores de la estructura
econdmica chilena mds relevantes para esta empresa.

Se consideraran los pardmetros ky = 1y k2 = 1, y el valor de cota de ingreso de
nuevas variables s = 0,1. Se mostrard tanto el valor de SIM que propusimos para la
regresién posibilistica, como los dos criterios para la regresién difusa en general. Si
no hay contradiccién entre los valores dif e inc, no se recurrird a arbitraje.

Se realizard la seleccién mostrando los indicadores de tres de los métodos de
regresion propuestos: el método cuadratico posibilistico (MCP), el método no posi-
bilistico (MNP) y el método posibilistico 1 basado en la medida de igualdad de la
posibilidad (POS}). Los datos de referencia seran tomados del método MCP.

Para el primer paso de la seleccién de variables, los resultados se muestran en la
tabla 4.18.

Tabla 4.18: Seleccién de variables, etapa 1, (ejemplo COPEC)

MNP | MNP | MNP | MCP | MCP | MCP | POS; | POS; | POS;

Variables dif inc SIM dif inc SIM dif nc SIM
Tasa 3.46 6.91 0.208 3.56 11.48 0.200 3.46 9.26 0.196
Dolar 4.17 8.34 0.145 4.46 15.81 0.180 4.71 13.18 0.177
Euro 2.76 5.51 0.218 2.75 10.09 0.211 2.79 8.05 0.211
Cell 2.44 4.95 0.238 2.48 10.62 0.211 2.47 8.55 0.210
Cobre 3.07 6.27 0.145 3.07 8.86 0.211 3.07 7.40 0.203
Petr 5.29 10.55 0.097 5.29 15.12 0.179 5.29 12.79 0.177
Cellpes 4.72 9.40 0.137 5.00 14.47 0.182 4.95 12.13 0.180

Los resultados de este primer paso no son concluyentes a primera vista. Para
el método MNP, no hay dudas de que la variable Cell es la variable que debiera
seleccionarse, dado que para los tres criterios considerados, este variable obtiene el
mejor valor.

Sin embargo, para el metodo MCP, para dif la mejor variable es Cell, para inc la
mejor variable es Cobre, y para SIM hay un empate entre las variables Euro, Cell y
Cobre.

Para el método MCP, para resolver la controversia para las tres variables recien-
temente nombradas, se muestran los cdlculos en la tabla 4.19. Por el principio de
minima resistencia, menor L, se elige la variable Cell en este primer paso.

La misma discrepancia se produce para el método PO, ya que para el criterio
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Tabla 4.19: Eleccion entre Euro, Cell y Cobre; etapa 1; método MCP

Criterio Euro Cell Cobre
dif 2.75 2.48 3.07
inc 10.09 | 10.62 8.86

1—SIM | 0.789 | 0.789 | 0.789
dl 0.902 | 1.000 | 0.808
d2 0.878 | 0.834 | 1.000
d3 1.000 | 1.000 | 1.000
L 0.073 | 0.055 | 0.064

dif la mejor variable es Cell, para el criterio inc la mejor variable es Cu y para el
criterio SIM la mejor variable es Euro.

Esta discrepancia en la eleccidn de la mejor variable se somete al procedimiento
de resolucién de controversias por minima resistencia, cuyos valores podemos obser-
var en la tabla 4.20. A la vista de estos resultados, también para el método PO la
variable elegida en la primera seleccién deberia ser Cell.

Tabla 4.20: Eleccién entre Euro, Cell y Cobre, etapa 1, PO.S;

Criterio Euro Cell Cobre
dif 2.79 247 3.07
inc 8.05 8.55 7.40

1—SIM | 0.789 | 0.790 | 0.797
dl 0.885 | 1.000 | 0.805
d2 0.919 | 0.865 1.000
d3 1.000 | 0.999 | 0.990
L 0.065 | 0.045 | 0.068

Dado que en esta ocasion se ha producido la situaciéon muy particular de que tres
variables tenian la opcidén de ser elegidas por tener el mejor valor en alguno de los
criterios, se va a analizar qué hubiera ocurrido si estuviéramos analizando la seleccién

. . 2
con el criterio R, Fuso"

Como se aprecia en la tabla 4.21, las tres variables que se han considerado co-
mo posibles candidatas a la primera seleccién, Euro, Cell y Cobre, son las tres que
presentan mas altos valores de th fuso- Sin embargo, sin duda alguna, segiin este cri-
terio, para ningin método ni parametrizacion, la mejor variable para seleccionar es la
variable Cell. Reafirma esta valoracién lo que habia ocurrido anteriormente cuando
se considerd por primera vez el criterio de Rii fuso: S€ trata de un criterio certero,
preciso, y con resultados similares a los otros criterios considerados.

Pasando al paso 2, los resultados de los criterios de valoracién se muestran en la
tabla 4.22, donde en todos los casos la regresion puede formarse con I = {Cell =
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Tabla 4.21: Seleccién de variables, etapa 1, th Fuso (ejemplo COPEC)

MNP | MNP | MNP | MCP | MCP | MCP | POS; POS POS,
Var. k1=0| ks=1| ko=0| k1 =0 | ks = ka=0 | k1 =0 | ks = ko =0
Tasa 0.475 0.475 0.475 0.449 0.457 0.475 0.470 0.470 0.475
Dolar 0.252 0.252 0.253 0.200 0.215 0.253 0.130 0.169 0.253
Euro 0.671 0.671 0.672 0.670 0.670 0.672 0.668 0.669 0.672
Cell 0.704 0.704 0.704 0.703 0.704 0.704 0.704 0.704 0.704
Cobre 0.659 0.660 0.660 0.660 0.660 0.660 0.659 0.659 0.660
Petr 0.013 0.013 0.013 0.013 0.013 0.013 0.012 0.012 0.013
Cell$ 0.093 0.094 0.094 0.060 0.067 0.094 0.068 0.075 0.094

l‘4}.

Tabla 4.22: Seleccion de variables, etapa 2, (ejemplo COPEC)
MNP | MNP | MNP | MCP | MCP | MCP | POS, | POS; | POS;
Variables dif inc | SIM | dif inc | SIM | dif inc | SIM
Tasa, Cell | 243 486 | 0238 | 257 852 | 0222 | 242 691 | 0227
Dolar, Cell | 2.41 490 | 0226 | 243 | 1002 | 0217 | 243 772 | 0228
Euro, Cell | 2.29 462 | 0218 | 245 801 | 0227 | 236 576 | 0237
Cobre, Cell | 175 356 | 0284 | 200 | 773 | 0234 | 183 538 | 0256
Petr, Cell | 2.28 462 | 0238 | 235 | 1039 | 0213 | 227 827 | 0224
Cell$, Cell | 2.40 486 | 0235 | 243 | 995 | 0218 | 243 769 | 0.229

En este segundo paso, no hay ninguna duda sobre la variable que debe ser se-
leccionada, porque por los tres criterios, para los tres métodos, sefialan la seleccién
como nueva variable al Cobre.

Se destaca que Cobre era una de las tres variables que estuvieron en la controver-
sia para elegir la primera variable, y que resulté en segundo lugar en dicho momento,
por lo que su seleccién en la segunda etapa consolida la conviccién que las dos varia-
bles elegidas son las que mejor explican el comportamiento de y;.

Los criterios 6ptimos de esta etapa, tomando en consideracién el método MCP,
son CR? = 2,00, CR% = 7,73 y CR3 = 0,766. Comparando con los valores C R,
se tiene

200 | 773, 0.766
2,48 T 10,62 T 0,789
t = 3 = 0,835

lo que da un valor 1-t de 0.165, que es mayor que el 0.1 puesto inicialmente como
cota, por lo que se continua el proceso de seleccién de variables.

El paso tres corresponde a las combinaciones posibles con las variables Cell y
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Cu, cuyos indicadores pueden verse en la tabla 4.23.

Tabla 4.23: Seleccién de variables, etapa 3, (ejemplo COPEC)

MNP | MNP | MNP | MCP | MCP | MCP | POSy | POS1 | POS:

Variables dif inc SIM dif inc SIM dif inc SIM
Tasa, Cu, Cell 1.73 3.58 0.259 1.98 6.64 0.245 1.90 4.70 0.258
Dolar,Cu, Cell 1.75 3.56 0.295 1.90 7.62 0.235 1.90 5.22 0.248
Euro, Cu, Cell 1.73 3.56 0.251 1.85 6.92 0.241 1.77 4.74 0.257
Pet, Cu, Cell 1.73 3.53 0.300 1.97 7.65 0.235 1.86 5.19 0.249
Cell$, Cu, Cell 1.74 3.56 0.297 1.89 7.60 0.235 1.89 5.18 0.249

En el paso 3, se observa que no hay una variable claramente candidata para in-
gresar a conjunto I. Para el método MCP, la variable elegida deberia salir de una
controversia entre Tasa (mejor valor para los criterios inc y SIM) y Euro (mejor va-
lor para dis); mientras, para POS] la variable candidata seria Euro y para el método
MNP la variable candidata es Petr.

Si se desarrolla el cdlculo de la controversia para el método MCP, L para Tasa es
0.022 mientas que L para Euro es 0.015, por lo que la variable candidata para ingresar
es Euro, por el principio de minima resistencia.

El célculo del valor t, para esta nueva ecuacion es

1,85 | 6,92 | 0,759
bl + b + 1)
2,00 " 7,73 7 0,766
t= 3 = 0,937

por lo que 1-t es menor que 0.1 y se para el proceso de seleccion de variables.

Se realiza el proceso de reconsideracion de variables, donde para la variable elegi-
da Euro, se calcula su correlacién lineal con las variables Cell (-0.77) y Cu (- 0.67).
A la vista de estos valores, se excluye a la variable de mayor correlacion, Cell, en
el proceso de reconsideracion, lo que se muestra en la tabla 4.24, que confirma la
presencia de la variable Cell en el conjunto de variables seleccionadas.

Tabla 4.24: Seleccion de variables, etapa 3.1, (ejemplo COPEC)

MNP | MNP | MNP | MCP | MCP | MCP | POS; | POS; | POS;
Variables dif inc | SIM | dif inc | SIM | dif inc | SIM
Euro, Cobre | 2.22 4.61 0197 | 234 830 | 0226 | 228 636 | 0.233

Hasta aqui llega el proceso de seleccién de variables, incorporando sélo a Celu-
losa y Cobre como las variables seleccionadas en la ecuacién de regresion y dejando
el resto de las variables como poco relevantes en el modelo explicativo del precio de
la accién de la empresa COPEC.
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4.6. Conclusiones sobre Seleccion de Variables

Como parte de esta memoria, hemos presentando diversos métodos alternativos
de regresion difusa, y se ha dejado la opcién para que el tomador de decisiones pueda
elegir alguna de dichas alternativas, segtn sus preferencias.

En el caso de la metodologia de selecciéon automdtica de variables para la re-
gresion difusa, ha resultado el mismo esquema: dentro de los diversos métodos de
regresion difusa, el tomador de decisiones tiene la opcién de elegir el criterio por el
cual quiere efectuar esta seleccidn.

Y este criterio puede ser Unico, o puede ser multiple. Para un solo criterio, se
recomienda la alternativa de los indices SIM y R?ﬁ fuso- Y para multiples criterios, se
pueden elegir criterios basados en el ajuste del valor central (como serian los criterios
th fuso» dif u otra funcion de pérdida L) o criterios basados en las funciones de
pertenencia de los ndmeros comparados, principalmente en las diferencias de sus
extensiones (como son los criterios SIM, inc o (g + p)).

Con ello se configura un procedimiento automadtico de seleccion de variables, con
las siguientes opciones de decision:

= La decision de elegir el o los métodos de regresion difusa que se emplearan
(MCP, POS, MNP, N ESq, LIN). Se recomienda como primera seleccion la
regresion posibilistica MCP.

= La decisién de los pardmetros de ponderacion para el método de regresion
difusa elegido (k1, k2). Se recomienda como opcién por defecto k1 = 1y
ko = 1.

= La decision del criterio o los criterios, para la seleccién de las variables. Se
recomienda, para un criterio, la opcién por defecto SIM vy, para dos criterios,
2
SIMy R, 50

= El pardmetro de control para determinar la cota a partir de la cual no se afiaden
nuevas variables al conjunto de variables de entrada (valor s). Se recomienda
$=0.05 cuando se elige un tinico criterio de seleccion, y s=0.10 cuando se eligen
varios criterios.

Las mejoras que presenta esta metodologia de seleccidén de variables con respecto
a la conocida [WTO0Oa], se pueden resumir en:
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= Se puede elegir entre muchos criterios de seleccion.
= Se puede operar con un Unico criterio de seleccion.

= Se incorpora la cualidad de reconsiderar una variable seleccionada en un paso
previo, con la idea de disponer, en todo momento, del conjunto de variables
mas calificado.

= Se proponen criterios de seleccién de variables creados en este trabajo de in-
vestigacion, como el R%, fuso ¥ €l indicador de similitud SIM. Se dispone de
una sola medida de resolucién de controversias, de manera que se hace com-
pletamente automatico este procedimiento.

= También se propone un valor de cota de inclusién més realista.






Capitulo 5

Extensiones y Aplicaciones

Hemos desarrollado hasta aqui una metodologia para aplicar regresién difusa
flexible y adaptable al problema que se pretende resolver. Vamos a dedicar ahora
este capitulo a estudiar dos problemas abiertos dentro del campo de la regresion: la
multicolinealidad y la regresién ecoldgica.

En esta linea, en primer lugar, se presenta una nueva metodologia para aplicar
nuestra propuesta de regresion difusa en situaciones con datos de entrada multicoli-
neales. Luego se aplica esta metodologia a dos ejemplos.

En segundo lugar, se presenta un caso de aplicacién de regresion difusa a estudios
socioldgicos y demogréficos, en el contexto de la llamada regresion ecolégica. Este
problema de regresion, que siendo, en apariencia, relativamente simple, puesto que
se ha aplicado a tablas de datos 2x2, no ha tenido hasta ahora una solucién tedrica
satisfactoria. Como veremos, para este tipo de aplicaciones, se desarrolla una pro-
puesta consistente en un sistema de ecuaciones de regresion difusa, que se estiman
simultdneamente.

5.1. Regresion Difusa con Datos Multicolineales

El primer ejemplo de regresion difusa en el trabajo germinal de Tanaka[TUAS2]
es un caso que presenta una alta multicolinealidad en los datos de entrada.

Entendemos por multicolinealidad la existencia de una alta correlacion entre las
variables de entrada (columnas de la matriz X). Esta correlacién queda reflejada en
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la diferencia entre los valores propios de la matriz producto de los datos de entrada
X'X; en caso de multicolinealidad, esta matriz presenta una significativa diferencia
entre el valor propio mads alto y el valor propio més bajo.

En el ejemplo citado de Tanaka, el valor propio mas pequefio es 0.4 mientras el
mads grande es 114561, es decir, més de 250.000 veces mayor que el mds pequeiio, lo
que indica, sin lugar a dudas, la presencia de multicolinealidad.

La aplicacion de técnicas de seleccion de variables como las descritas en el
Capitulo 4, es una alternativa para eliminar variables que no tienen una aportacién
significativa en el modelo y que pueden producir multicolinealidad. Sin embargo,
muchas veces, el conjunto de variables de entrada constituye una unidad que no es
conveniente reducir. Por ejemplo, las variables de entrada X pueden representar di-
versas cualidades de poblacién, representando el conjunto X al universo poblacional.
O las variables X pueden representar una desagregacion de categorias de un atributo
determinado, por ejemplo nivel educacional, en que el efecto simultdneo de todas esas
variables permite estimar caracteristicas por nivel educacional. En estos casos parece
mas adecuado tratar de eliminar el efecto distorsionador de la multicolinealidad por
otros medios diferentes que no impliquen la eliminacién de variables.

En el contexto de la Regresion Probabilistica, se han propuesto diversos métodos
para afrontar la multicolinealidad. Los principales de ellos constituyen estimadores
sesgados de los coeficientes. Entre estos métodos, se encuentran la Regresion Ridge,
la Regresion de Componentes Principales, 1a Regresion Lasso y la Regresion de Mini-
mos Cuadrados Parciales [HTF01]. Sin embargo, la Regresion Ridge es la que pre-
senta una mejor regularidad en el proceso de estimacion, en el ajuste de los esti-
madores, lo que hace mds atractivo su uso.

Existe en la literatura una propuesta de Regresion Difusa Ridge de Hong et
al. [HHO4, HHAO04], basada en un enfoque dual a través de maquinas vectoriales
[Vap98], en la cual se estima un coeficiente por observacion, y no un coeficiente por
variable de entrada. Esto tiene el inconveniente de la alta cantidad de coeficientes y
de no poder interpretar dichos coeficientes.

Proponemos ahora, en el dmbito del enfoque cuadratico de la Regresién Difusa,
métodos de Regresion Ridge Difusa, que permiten estimar un modelo lineal amino-
rando los problemas ocasionados por la multicolinealidad en la matriz X. También
se una normalizacién de los datos para la estimacién Ridge difusa, dado que los re-
sultados dependen de la unidad de medida de las variables. Para evaluar los métodos
propuestos, se realiza una experimentacion para diversas caracteristicas de datos.
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5.1.1. Nuevo Esquema de Regresion Difusa Ridge

La idea intuitiva de la Regresién Ridge! consiste en disminuir el tamafio de los
estimadores, porque los estimadores con alta multicolinealidad tienen una alta varian-
za, cuya consecuencia son estimadores con valores absolutos muy altos.

Es decir, si los coeficientes verdaderos de una regresion, A;, de centro a;, tienen
un tamafio determinado, que podemos calcular en la suma de sus valores absolutos
como

L= ai (5.1)
j=1

entonces la expresion equivalente resultante de la estimacion de regresion es

m
Lest = Z ‘6’\1‘ (52)
j=1
con el resultante, en presencia de multicolinealidad, de que

Legt > L (5.3)

En la literatura de la Regresién Difusa se ha propuesto un modelo de Regresion
Ridge basado en el concepto de vector machine [HH04, HHAO4], y que consiste
en estimar el modelo dual de regresion. Es decir, las variables ocupan el lugar de los
datos y los datos el lugar de las variables. Sin embargo, como generalmente el nimero
de datos es mayor que el nimero de variables, esto lleva a operar con una cantidad
de variables muy grande, y los coeficientes estimados no pueden interpretarse como
el aporte de cada variable, quedandose sin una interpretacion semantica clara.

En la Regresion Probabilistica, donde la solucién de minimos cuadrados se ex-
presa, en términos matriciales, como:

'El término Ridge proviene del inglés, y significa literalmente cresta, lo cual no tiene una analogia
concreta con el método mismo. Esta palabra, Ridge, ha sido ampliamente utilizada en la literatura
sobre multicolinealidad y aprendizaje estadistico. No hay una palabra alternativa que se esté empleando
en castellano, aunque en una oportunidad, una profesora francesa la tradujo como regresion acotada,
nombre que refleja el sentido de acotar o achicar el tamafio de los estimadores. Sin embargo, en la
actualidad existen varios métodos alternativos que tienen por objeto contraer el valor absoluto de los
estimadores, por lo que preferimos mantener su denominacién inglesa
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Bue = (X'X)' XY (5.4)

la solucién Ridge [HK70], por la presencia de multicolinealidad, corrige la esti-
macion 5.4 con un factor, \, que se suma a la diagonal de la matriz X' X:

Br=(X'X +A)"'X'Y (5.5)

Esta idea de penalizacion también es aplicada en las redes neuronales, donde es
conocida como weight decay.

Esta incorporacion del término A al calculo de los estimadores tiene como conse-
cuencia que la matriz (X’X 4+ A\I), con A > 0, tiene valores propios menos extremos
que los de la matriz (X’X), con lo que la varianza de los estimadores B)\ es menor
que la varianza de los estimadores B MO

Esto se traduce en que el error debido a la varianza de los estimadores dismi-
nuye. Cuando X\ empieza a aumentar cerca de cero, el error de la varianza disminuye
considerablemente, para luego ir disminuyendo en forma mds suave. Sin embargo, al
mismo tiempo, dado que esta estimacion Ridge es sesgada, al aumentar ), a partir de
0, va aumentando el error debido al sesgo de la estimacion.

El objetivo para determinar el valor A éptimo es encontrar el valor en que la suma
de ambos errores, es decir, la suma de los errores producidos por la alta varianza de
los estimadores y el error por el sesgo de los estimadores, sea minimo. Esto no es
posible de determinar explicitamente debido a que depende de los valores tedricos de
los coeficientes A; y de la varianza de los términos de error, que son desconocidos.

La formulacién probabilistica de los estimadores Ridge, reflejada en la solucion
5.5, no es independiente de la escala de medicion de las variables de entrada, por
lo que, en general, se aplica esta estimacién normalizando previamente la matriz X,
como una matriz con media 0 y desviacién estdndar 1.

En nuestro caso, en base a nuestro modelo de Regresiéon Difusa con optimizacion
cuadritica, donde también aparece el elemento (X’X ), proponemos utilizar una 16gi-
ca similar a la de la regresiéon Ridge probabilistica. Nuestro modelo de regresién
Ridge difuso consiste en afiadir a la funcién objetivo propuesta para el método MCP,
el término cuadrético, en el nivel de coeficiente central, siguiente
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Md'a) = X a? (5.6)

donde se hace variar A desde 0, aumentandolo con un cierto incremento, hasta que
los coeficientes A; se muestren estables; especificamente hasta que el valor 5.2 sea
practicamente constante.

Dada la forma cuadrética del término definido por la ecuacién (5.6), esta pro-
puesta de regresién Ridge difusa resulta armoniosa con los otros modelos de regre-
sién difusa propuestos en esta memoria. Y esta forma cuadrética (en el coeficiente
a;) no es arbitraria, sino que es cosustancial a su formulacion inicial [HK70], dado
que la funcién objetivo de minimos cuadrados también es cuadratica en a;. De esta
forma, se logra relacionar el término \ de la regresion Ridge con la matriz (X’ X) de
los datos de entrada, que tiene incorporado el efecto de multicolinealidad, resultando
la estimacion (5.5).

El incremento de A\ va a depender de la escala de medicién de X. Para X nor-
malizados, A varia, generalmente, de 0 a 1, con un incremento de 0.1, aunque para
algunos problemas puede tomar valores mayores a 1. El grifico de los valores By al
variar los valores de A se denomina traza Ridge, y permite determinar graficamente el
valor de A cuando los estimadores se estabilizan, es decir, cuando la magnitud (5.2)
tiende a permanecer constante.

Para abordar de forma integral la multicolinealidad en los modelos difusos de
regresion, se propone ampliar el objetivo inicial representado en el término (5.6)
—que solamente apunta al efecto de la tendencia central- por un objetivo que in-
cluya, ademads, a las extensiones de los coeficientes. Para que esta funcidn objetivo
sea generalizada, en el sentido de poder discriminar entre el efecto de la tendencia
central y el efecto de las extensiones, se introducird una ponderacién para la ten-
dencia central y otra ponderacién para las extensiones. De esta manera, el efecto
anti-multicolinealidad en la funcién objetivo queda reflejado en el término

j=m
A ksal + ka((aj — cr;)? + (a5 + ck,) (5.7)
j=1

donde ) ird aumentando a partir de 0, y k3 y k4 tomaran valores, dados por el analista,
entre Oy 1.
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Al igual que en el caso de los modelos del enfoque cuadrético de regresion di-
fusa, en los que una funcién objetivo puede ir acompafiada de varios conjuntos de
restricciones alternativos, los modelos de regresion difusa Ridge se completardn con
uno de los siguientes conjuntos de restricciones:

1 Restricciones posibilisticas, que dependen del nivel de confianza h definido por
el anélisis de datos, que para funciones de pertenencia no simétricas triangu-
lares, son las siguientes:

m m
Zanij —(1—=nh) ZchXij <wyi— (1 —=h)p; para i=1,..,n (5.8)
j=1 j=1

m m

Zanij +(1—=nh) ZCRle’j >yi+(1—h)g parai=1,...n (5.9)
j=1 j=1

2 Restricciones sobre la medida de igualdad en la posibilidad, que también de-
penden del nivel de confianza h, y que para funciones de pertenencia no simétri-
cas triangulares son las siguientes:

Ui— (1 —=h)pi <yi+(1—h)g parai=1,...n (5.10)
Ui+ (1 —h)gG >y, —(1—h)p; parai=1,..,n (5.11)
cryer, >0 j=1,..,m (5.12)

3 Restricciones de simple positividad, que exige que las extensiones de los coe-
ficientes A; sean mayor o igual a cero:

crL;,cr; 20 j=1,...m (5.13)

A partir de estas especificaciones del concepto de restricciones de tipo difuso,
se definirdn tres modelos de regresion difusa Ridge, que se presentan del caso mas
particular al modelo mas general.

El primer modelo de regresién Ridge queda definido como el problema de opti-
mizacién siguiente:
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Modelo 5.1. Modelo de Regresion Ridge Difuso - RRD

Funcion objetivo:
ki Yo (i — ') + k2 (30 (yi — pi — (@ — ¢p)wi)*+

n

S i+ a4 — (@ + cp)zi)?) + Ad'a) (5.14)
=1

Restricciones: Un conjunto de restricciones de tipo difuso

Para un valor A especifico, la estimacidn de este modelo la se denominard RR D).

Este modelo de regresion difusa Ridge asume que la multicolinealidad se encuen-
tra presente s6lo en la tendencia central de los datos.

Para ampliar la influencia de la multicolinealidad a las extensiones de los datos,
aj —cr; y aj + cg; se presenta un segundo modelo.

Modelo 5.2. (Modelo de Regresion Ridge Ampliado - RRA)
Funcion objetivo:

B 300 (i — a'wi)? + k207 (i — pi — (0 = ep)zi)*+

n :m
Z(yi+Qi (a'+cp)wi)? Z k3ai +ka((aj —cr;)?+ (a;+cr,)?)) (5.15)
i=1 j=1

Restricciones:

Un conjunto de restricciones de tipo difuso.

Una estimacion con el modelo ampliado la denominaremos RRA ) (ks, k4), de-
pendiendo del parametro Ridge A y los parametros de multicolinealidad central k3 y
de multicolinealidad de las extensiones k4.

Luego, el modelo RRD es un caso particular de RRA, que cumple

RRD, = RRA,(1,0) (5.16)

Un enfoque mas general atn, consiste en transformar la constante A, en un para-
metro diferenciado para cada coeficiente, A = (A1, ..., A, ), de manera que el pardmetro
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Ridge que se agrega a la funcién objetivo sea variable, dependiente, por ejemplo, de
cada variable de entrada. Teniendo esto en cuenta, se define el modelo siguiente:

Modelo 5.3. (Modelo de Regresion Ridge Generalizado - RRG)

Funcion objetivo:

ey S (v — a'm)? 4+ k(0 (i — pi — (0 — cp)as)+

n j=m

> Wit ai—(a +ep)wi)?) + Y Ajlksal +ka((aj—cp;)? + (a5 +cr,)?)) (5.17)
i=1 j=1

Restricciones:

Un conjunto de restriccones de tipo difuso.

Una estimaci6n con este modelo serd identificada como RRG), (ks, ka).

El término que refleja la correccién Ridge a la estimacién puede ser represen-
tado en la funcién objetivo por la suma de dos matrices diagonales [)\jkrga?] iy
[Ajka (CZLJ_ + C%j )]j» lo que permite visualizar una generalizaci6n, en que estos térmi-
nos diagonales se transforman en una matriz cuadrada mxm, postulando un término
de ajuste de la multicolinealidad de la forma aDa’ y cE¢/, en el que el vector a rep-
resenta los coeficientes centrales y el vector ¢ los coeficientes de las extensiones, y D
y E son matrices no necesariamente diagonales.

Dada la orientacién eminentemente practica de nuestro trabajo de investigacion,
no se entrard a estudiar las formas que podrian tomar las matrices D y E, lo que se
dejara para investigaciones futuras.

5.1.2. Normalizacion de los Datos para la Regresion Difusa Ridge

Una dificultad que presenta el tratamiento que le hemos dado al objetivo de elimi-
nar el efecto de la multicolinealidad en las estimaciones de regresion difusa es que, al
igual que ocurre en el caso Ridge probabilistico, el modelo resultante no es invariante
a cambios de escala de las variables de entrada X. Es decir, cada escala de medicién
que se use para las variables X; producird estimaciones distintas de los coeficientes
difusos Ridge; dicho cambio también afecta las caracteristicas de la matriz X’ X que
interviene en la funcién objetivo cuadrdtica de los tres modelos propuestos.
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Ademads, si no se normalizara el sistema, la escala de variacion del pardmetro A
seria especial para cada caso, ya que su efecto estd relacionado con las magnitudes de
la citada matriz X’ X. Lo ideal es tener un pardmetro A que variara entre 0 y 1, con un
incremento de 0.1 o 0.05, lo que permite un procedimiento mas estandarizado de la
estimacion de los coeficientes. Por tanto, es conveniente encontrar un sistema de refe-
rencia que permita estimar un A A que sea lo més estandarizado posible. Una opcién
seria considerar la tradicional estandarizacién de cada x; con media 0 y varianza 1.

Una consecuencia de elegir un X estandarizado, que se notard como X'V, es que
la estimacién de los modelos

k
Y=Y AX)Y conXo=1 (5.18)
=0
y
k
Y =Y AX)Y esdecir Xo=0 (5.19)
=1

producen la misma estimacion de los nimero difusos A;, dado que el término que
influye en la estimacion, aparte de X’X, es el producto X% 'Y. Este producto es
equivalente a X' (Y — Y), puesto que, como 3" XN = 0, se cumple

XMy V) =xVy -7 XN =xVy (5.20)

ya que al elegir XV se tiene que ;1?) =Y.

Sin embargo, la normalizacién tradicional no es aplicable directamente a nuestro
modelo, porque produce valores x;; menores que 0 y esto es incompatible con la
condicién impuesta de que todos los datos de entrada son no negativos, limitacién
impuesta para facilitar las operaciones de la aritmética difusa.

Para determinar un deflactor que sirva para normalizacién de las variables de
entrada y de la variable de salida, se podria utilizar sélo la desviacion estdndar de
cada x; y de la variable de salida, con lo que se mantiene cierta similitud con la
regresion Ridge probabilistica normalizada. Pero con esta normalizacién resultarian
muchos datos normalizados mayores que uno, por lo que los valores posibles de AV
podrian llegar a alcanzar cifras bastante més altas que 1.
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Por esta razon, se propone como criterio de normalizacidon de las variables de

entrada y de la variable de salida, que tengan un valor méximo de 1. También se
1

podria considerar el criterio que el valor maximo sea ;.

Con este principio, los nuevos datos normalizados, para realizar las estimaciones
difusas Ridge, son

yZN =y;/oy parai=1,...n (5.21)
y
xg:.fvw/ﬂxj paraz:l,,nyjzl,,m (522)
donde
oy = maxi{y;} (5.23)

es el deflactor propuesto para normalizar la variable de salida Y, y

ox; = mavi{w} paraj=1,..,m (5.24)

es el deflactor para normalizar la j-ésima variable de entrada.

Las cifras con extensiones y; + (1 — h))g; e Y; — (1 — h)p;, correspondientes a
a-cortes de Y, también seran normalizadas con el factor oy.

Para establecer una relacion entre el modelo Ridge difuso RRD con los datos
originales y el modelo resultante con los datos normalizados, se tiene el siguiente
teorema:

Teorema 5.1. Relacion de los modelos RRD y RRG y la estimacion normalizada.

Si se estima el modelo RRD), con los datos X e Y normalizados, X N y YN, la
solucion equivalente con los datos X e Y originales esta dada por el modelo RRG(1,0)
con las siguientes equialencias entre los dos modelos:

Aj = U—YA;V paraj=1,...,m (5.25)

oX;
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)\N
Aj = 2 paraj=1,. (5.26)

Tj

Para demostrar este teorema, analizaremos primero las restricciones 5.8, que para
los datos normalizados tienen la forma:

m

m
Zaé-va:f}f ZCL]JL' <(yi— A =h)p)N para i=1,...n (527

que es equivalente, reemplazando los valores X~ e YV, a

m m
Zaé\[(mij/ox Zci\[] (wij/0x;) < (yi—(1=h)p;)/oy parai=1,..,n
j=1 j=1

(5.28)
y reagrupando términos
m m
Zaév(UY/UX xzy Z UY/UX xz] < (yi_(l_h)pi> parai=1,..,n
i=1 =1

(5.29)

Luego, comparando la ecuacién 5.29 con la restriccion 5.8 del modelo original,
resulta que los coeficientes estimados por el modelo normalizados, para que sean
equivalentes al modelo inicial, se necesita hacer la equivalencia

Aé.vay )
Aj = paraj=1,...m (5.30)
0Xj

que es lo indicado en el Teorema. El resto de las restricciones, 5.9, tienen el mismo
comportamiento.

Respecto a la funcién objetivo, a partir de la definicién 5.17, se tiene que los datos
normalizados tendrian la funcion objetivo siguiente, que se muestra separada en sus
tres términos:

F==> (yioy - Z aY' X;/ox,)? (5.31)

=1 7=1
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mientras el segundo termino, FOY, est4 dado por

n

Z((Z/z‘ —pi)/oy — (@" — )X /ox,)* + ((yi + @) oy — (a™ + c})X;/ox,)?
=1
(5.32)

y el tercer término por

Aa o) (5.33)

El primer término, F O{V , reagrupando de acuerdo con los datos originales X e Y,
se expresa como

n

FOY = (1/03) > (i) — a¥(ov Jox,)X;/)* = (

i=1

1yro, (5.34)
Oy

donde se vuelve a encontrar la equivalencia entre el modelo original y el modelo

normalizado, con el agregado de una constante (U%)
Y

Para el segundo término, se tiene

n

(1/0%) > ((wi—pi)— (@™ =)oy /ox; X;)* +((gi+a) — (a" +c)oy Jox, X;)°
=1
(5.35)

que se puede reducir a

1
FOY = (0—2)1702 (5.36)
Y

donde para los estimadores A = (a, ¢y, cr) se vuelve a tener la misma relacion que
con los estimadores A, considerando el término constante adicional (U%)
Y

n

FOY = (1/53) 3 (u/ — a™ (o fox,) X /) = (

1yro, (5.37)
Oy
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Para el tercer término de la funcion objetivo

FOY = Xa"'a™)y =23 ol (5.38)

puede reescribirse, usando la equivalencia 5.30 para reemplazar el coeficiente nor-
malizado A" en funcién del coeficiente no estandarizado A, como

Jj=m 1 ]:m
AN Z(a]ax /ay)(a]a%/ay = —2 Fjaj2 (5.39)
j=1 o =

con el factor agj, que apareci6 en la ecuacion anterior, reflejado en Fj

Fj=2- (5.40)

donde la presencia de los términos F); hacen a esta expresion diferente al modelo
RRD con los datos normalizados, y lo transforman en un modelo RRG, donde A es
reemplazado por los Fj.

Este teorema permite conocer la relacion entre la estimacion normalizada y la
estimacion con los datos originales. Ademas, demuestra que el modelo RRG no es
s6lo una construccién tedrica, sino que puede contribuir a encontrar soluciones mas
adecuadas.

Corolario: La estimacion del modelo RR A\ (ks, k4) con los datos normalizados,
representada como A;V (A), es equivalente a la estimacion del modelo RRG y; (k3, k)
con los datos no normalizados, presentada como A;(\), con las relaciones

Aj — UfYAé\[ paraj — 17 e my k37 k‘4 dadOS (541)
oX;
y
/\N
Aj = = paraj =1,...my ks, ks dados (5.42)
Tj

en que A"V variar4, usualmente, entre O y 1.
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La siguiente definicion tiene por objetivo precisar una estimacion Ridge difusa
que se entenderd equivalente a la invarianza de la escala de medicién de los datos,
que se calcula a partir de los datos en su forma normalizada.

Definicion 5.1. Estimacion Ridge Difusa

Se define la estimacion de la regresion ridge difusa X en Y, Aj(\)(ks, k4), a partir
del modelo RRA(ks, k4), como la estimacion calculada con los datos normalizados,
conA=0,0.1,02, ..., 1, ... y que entrega los estimadores dados por la relacion

Aij(N)(k3, kq) = U—YA;V()\)(kg, k4) para j=1,....my ks, ky dados  (5.43)

O'Xj

Para elegir el valor de A, en forma visual, se utiliza el grafico denominado traza
ridge, y en forma préctica se han sugerido varios métodos, siendo uno de los mas
usados el de validacion cruzada|[HTFO1].

No es recomendable utilizar los indicadores de bondad de ajuste que se han
definido en esta memoria para seleccionar el mejor valor de A, debido a que dichos
indicadores s6lo miden el efecto conjunto de los estimadores 121\2 (M), y el problema de
la multicolinealidad se refleja en la magnitud individual de dichos valores. Al corre-
gir con \ las estimaciones, es posible interpretar adecuadamente el significado de los
coeficientes.

Idealmente, si hay suficientes datos, la forma de validar un modelo es dejando
un conjunto de datos de prueba, separados de los datos de la estimacién. Dado que
muchas veces s6lo se dispone de un conjunto limitado de datos, el método de vali-
dacién cruzada en k grupos, es usado para elegir el valor A més adecuado.

Este procedimiento parte dividiendo el conjunto de datos en K grupos de igual
tamafio. Para la K-ésima parte, se ajusta el modelo con los otros k-1 grupos de datos
y se calcula el error de prediccién del modelo estimado con la k-ésima parte de los
datos.

Formalmente, sea k = {1,...,n} — {1, K} la funcion de indices que indica la
particién a la cual la observacion i es asignada aleatoriamente. Se define como f* ()
la funcién estimada, calculada sin la parte k de los datos. Entonces, la estimacién de
prediccion de error de la validacion cruzada estd dada por

I S LLIES) (544
1=1
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donde L es la funcién de medicion de pérdida del ajuste de regresion, que serd, por
lo general, el valor absoluto de la diferencia, o el cuadrado de la diferencia.

Cuando los datos son pocos, como en el caso del ejemplo presentado por Tanaka,
que tiene 15 observaciones, se aplica este método con la cantidad de grupos K igual
an.

Cuando se tiene un modelo paramétrico, como es el caso de A en la regresion
Ridge, el indicador CV dependera de dicho parametro y se elige un A que minimice
la funcion de error C'V ().

5.1.3. La Practica de la Regresion Ridge Difusa

El ejemplo presentado por Tanaka en su trabajo inicial [TUAS82], referido a la
estimacion del precio de una vivienda, es un caso que presenta una clara multicoli-
nealidad entre los datos de entrada. Vamos a analizar con detalle este ejemplo.

De igual manera se haran simulaciones, con valores conocidos de los pardmetros,
para evaluar los métodos difusos Ridge que hemos propuesto.

5.1.3.1. El ejemplo de Tanaka

En el ejemplo mencionado de Tanaka hay una correlacion lineal de 0.91 entre dos
de las cinco variables de entrada, lo que es otro indicador del alto grado de multicoli-
nealidad en los datos de entrada.

Vamos a mostrar los resultados de las estimaciones, a través de la traza Ridge,
variando A entre 0 y 1. Todas las estimaciones estan realizadas con el nivel de con-
fianza h igual a cero y los pardmetros k1 = 1y ko = 1.

En la figura 5.1 se pueden observar las estimaciones del coeficiente central para
el modelo RRA(1, 1) tomando como restricciones el conjunto de simple positividad.

En el gréfico, se observa claramente que tres coeficientes, que con el método de
minimos cuadrados (A = 0) tienen valores centrales negativos, pasan a tener valores
positivos significativos, aunque la magnitud total de los coeficientes disminuye poco.

En cambio, en la misma estimacién, el comportamiento de las extensiones cy,
tiene pocas variaciones, como se aprecia en la figura 5.2. Los coeficientes de la ex-
tension derecha cgr presentan un comportamiento similar a cy,.
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Figura 5.1: Modelo RRA(1,1) normalizado, coef. a; no posibilisticos (Ej. Tanaka)
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Figura 5.2: Modelo RRA(1,1) normalizado, coef. ¢y, no posibilisticos (Ej. Tanaka)
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Los resultados para el mismo modelo, pero con restricciones posibilisticas (mo-
delo MCP), se aprecian en el grifico de la figura 5.3. La tendencia del comportamien-
to de los coeficientes es la misma, pero la magnitud del cambio es menor, por lo que
hay un coeficiente ag que permanece con valor negativo.
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Figura 5.3: Modelo RRA(1,1) normalizado, coef. a; posibilisticos (Ej. Tanaka)

Para este modelo posibilistico, en el caso de las extensiones, los coeficientes
tienen mayor variabilidad, aumentando levemente c;, cuando aumenta A, y disminu-
yendo significativamente cr en el mismo caso.

5.1.3.2. Un Caso de Simulacion

Para terminar nuestro estudio de sobre la regresién Ridge difusa, vamos a trabajar
ahora sobre un conjunto de datos con 25 observaciones y cuatro variables de entrada
mas la constante.

La matriz de correlaciones entre las variables de entrada y salida se muestran en
la tabla 5.1. Como se observa son muy altas, tanto entre las variables de entrada,
como entre ellas y el valor central de la variable de salida.

Los valores propios de la matriz X’ X varfan entre 0.16 a 925, por lo que la razén
es de 1 a 5780 entre los valores extremos.
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Tabla 5.1: Correlaciones lineales, ejemplo simulado
Variable y ) T3 T4 Ts5
y 1 077 092 091 092
T2 077 [ 1.00 090 085 084
@3 092 | 090 100 098 095
T4 091 | 085 098 1.00 098
x5 092 | 084 095 098 1.00

Vamos a hacer la estimacion con el modelo RRA, con restricciones no posibilisti-
cas, con k; = 1y ko = 0. Es decir, la tendencia central se estimard como el método
de minimos cuadrados y, de acuerdo a la definicién de estimacién Ridge difusa (con
los datos normalizados).

Tabla 5.2: Estimaciéon Ridge RRD, restricciones NP, ejemplo simulado

Coef. | Real | Min. Cuadrados | A=0,1 A=0,2 X=03 X=04
al 1 -6.4 -3.1 1.5 5.1 7.9
as 35 -51.6 -9.9 2.4 10.2 15.5
as 40.6 102.9 39.9 329 29.6 27.5
a4 6.6 -38.4 7.3 9.5 9.9 9.8
as 8.8 28 11.2 9.4 8.8 7.9

Los resultados de la tendencia central se muestran en la tabla 5.2, en la que
aparece para cada coeficiente central, el valor del promedio simple de los valores
simulados de entrada, es decir el promedio simple de los valores reales, la estimacién
de minimos cuadrados, y cuatro estimaciones Ridge, con diversos valores .

En la tabla, se observa que los valores reales son todos positivos. Sin embargo, la
estimacidn equivalente de minimos cuadrados entrega tres coeficientes negativos. El
valor absoluto de los cinco coeficientes reales es 60.5, mientras que el valor absoluto
de los cinco valores estimados por minimo cuadrados es de 227.3, lo que muestra
la inflacién en la magnitud de los coeficientes debido a la multicolinealiadad. En
cambio, al aumentar A\ disminuye este valor absoluto y, para A = 0,2, la suma de los
cinco coeficientes es 55.7 y los cinco coeficientes son positivos.

Los resultados para la tendencia central que se muestran en la tabla 5.2, se mues-
tran en la traza Ridge de la figura 5.4.

Respecto a la eleccion del valor A més adecuado, el grafico de la figura 5.5 mues-
tra la variacién del método de validaciones cruzadas, con K=25, variando A entre 0 y
0.4.

Segin este método, el valor mis recomendable —el valor minimo de CV — se
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encuentra cuando A = 0,6.

Como en este ejemplo, por haberse simulado los datos, se dispone de un valor
muy aproximado al valor real de los pardmetros, si se calculan las variaciones relati-
vas de los coeficientes respecto a su valor real, se tiene el grafico de la figura 5.6.
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Figura 5.6: Desviaciones relativas de a; en funcién de A. No posibilistico. (Ej. simu-
lacion)

A partir de este grafico, se concluye que el valor de A = 0,19 es el valor mas
adecuado para los modelos de regresion Ridge, que es el valor minimo de la suma de
las desviaciones relativas de los cinco coeficientes centrales. De una desviacion de
30 para A = 0, se baja a una desviacién del orden de 2 para A = 0,19.

Este resultado nos indica que el método de validaciones cruzadas, con K=n podria
estar subestimando el efecto del pardmetro .

Empleando las restricciones posibilisticas en la estimacién, para los modelos
RRA(1,0), RRA(1,1) y RRA(0,1), el comportamiento de los coeficientes estimados
es muy similar al reflejado en la tabla 5.2. Sin embargo, se nota que para el modelo
RRA(0,1), que s6lo supone el efecto de multicolinealidad en las extensiones, presenta
una distribucién mas rigida en funcién de .

Sin tener informacién adicional sobre las extensiones de la variable de salida, y
con la evaluacién de los ejemplos realizados, nuestra conclusiéon es que el modelo
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RRA(1,1), que aplica el efecto contra la multicolinealidad con igual peso tanto a los
valores centrales como a las extensiones, es el mas adecuado para estimar regresiones
difusas con multicolinealidad en sus datos de entrada.

5.2. Regresion Ecoldgica

A la hora de hacer estimaciones, hay situaciones en las que no se dispone de
informacién a nivel de individuos, sino que esta informacién estd agregada en base a
un cierto nivel geogréfico o de otro tipo. Por ejemplo, se tienen resultados electorales
a nivel de comunas, barrios, distritos, etc., pero no se conoce cémo votd una persona
en particular. Otro ejemplo se tiene cuando se dispone de datos censales a través de
las distribuciones marginales a nivel de municipio o barrio.

En el caso electoral, si se quiere conocer cémo cambid el electorado de un partido
determinado en una eleccién respecto a la siguiente, en cuanto a si se mantuvo la
adhesion al partido en un porcentaje determinado o se captaron electores que eran
de otros partidos, hay que hacer inferencia a nivel de individuos en el electorado. Y
este es el objetivo de la Inferencia Ecologica: lograr informacién a nivel de personas
partiendo de datos agregados. Se conoce como falacia ecolégica al hecho de afirmar
que las relaciones obtenidas a nivel de grupos se sostienen a nivel de individuos.

Goodman en 1953 [Goo53], planted la Regresion Ecologica como solucién para
este problema, con el requisito denominado supuesto de homogeneidad, es decir,
que todas las probabilidades condicionales son iguales en las diversas unidades de
informacidn. Esto se ha aplicado hasta ahora en muchos estudios, por ejemplo, en los
trabajos de Engel [Eng90, EHO3].

Duncan [DD53] estimé un intervalo como solucion, lo que se denomina la solu-
cion de bordes. King en 1997 [Kin97], planteé un nuevo enfoque en que los coe-
ficientes de regresién son aleatorios, aplicado por Wellhofer[WelO1] para diversas
elecciones italianas y Burden [BK98] para elecciones simultdneas en Estados Unidos.
Cho[CGO04, ChoO1] ha criticado el modelo de King, ya que teniendo supuestos menos
estrictos que los de Goodman, también son frecuentemente sobrepasados, y plantea
algunas alternativas para mejorar los dos modelos anteriores.

Los estudios sobre la Regresién Ecoldgica han estado envueltos de polémica. Por
un lado, los investigadores que niegan su validez general, y por otro, los que discuten
las propuestas especificas enunciadas. Por ejemplo, un autor espaifiol ha escrito que



172 Extensiones y Aplicaciones

“nunca las cualidades propias de un conjunto pueden transferirse a las distintas indi-
vidualidades que lo componen o, lo que es lo mismo, de la comparacion entre com-
portamiento politico de una colectividad y su especifica personalidad a otros niveles,
nunca puede deducirse la decantacion electoral de alguno de sus integrantes”.

Como ya hemos anticipado, el caso de inferencia ecoldgica més analizado se
relaciona con los andlisis de resultados electorales. Aunque se trata de un problema
con cifras precisas 2, el sistema esta construido en base a un ambigiiedad esencial: al
tratarse de datos agregados, no existe una tnica distribucién de las dos variables que
genere la distribucion agregada, puesto que hay diversas distribuciones desagregadas
que producen los mismos datos agregados y, por lo tanto, esta ambigiiedad hace in-
teresante intentar modelar este problema, en base a los principios de los subconjuntos
difusos.

La agregacién de datos desde el nivel individual en que se generan, al nivel que
se dispone para el andlisis, significa una pérdida de informacién, que podria cues-
tionar los resultados. Nuestra opinién es que dicha pérdida de informacién se suple,
en general, con las multiples observaciones disponibles en las diversas unidades de
agregacion.

Para ejemplarizar, se precisard la situacion mds tipica de Regresiéon Ecoldgica.
Se considera el siguiente esquema para nuestro problema de estimacidon de matrices
de transicion electoral: se toman dos elecciones, en general consecutivas, a saber,
la eleccién 1 y la eleccidn 2. La eleccion 2 puede ser una eleccion simultdnea para
elegir otro cargo politico (Senado y Cdmara de Diputados, Presidente de la Republica,
Parlamento Regional, etc.) o puede ser la segunda vuelta de la primera eleccién.
También puede ser la siguiente eleccidon politica como, por ejemplo, las elecciones
generales espafiolas del 2000 y 2004.

= Paralaeleccion 1 se presentan p partidos politicos y hay n unidades de recogida

2En muchas elecciones el niimero de votos nulos es muy alto, como en la reciente eleccién presi-
dencial peruana de 2006, en la que hubo 620.000 votos nulos y 1.737.000 votos blancos, frente a una
diferencia de 62.000 votos entre el segundo y tercer candidato para pasar a la segunda vuelta. Por este
motivo, que creemos que tales votos nulos reflejan, en un buen porcentaje, una votacién mal contabi-
lizada, o mal expresada formalmente, cuya incertidumbre podria modelarse con conjuntos difusos. En
Chile, donde existe una larga tradicion de tener que marcar la preferencia por un candidato, y no por
un partido, en una sola mesa de votacién, durante la tltima eleccién parlamentaria de 2005, hubo dos
votos nulos, debido a que las dos personas votaron, en cada voto, por dos candidatos de la misma lista,
debiendo sélo votar por un candidato para que el voto sea valido. La eleccion de Bush en el 2000 en
Estados Unidos demostré que los procesos electorales no son, necesariamente, deterministicos.



5.2 Regresion Ecolégica 173

de sufragios. Con z;; se representa el nimero de votos para el partido i en cada
unidad k de recepcién de sufragios.

= Para la eleccion 2 se presentan q partidos politicos. Cada partido j obtiene y
votos en la unidad k.

Teniendo estas distribuciones marginales en cuenta, para cada unidad k, existe la
probabilidad condicional:

un elector votd por partido j en la eleccién 2

Jjik = Prob( )

el elector voto por partido i en la eleccién 1

Debido al caricter secreto del sufragio, no es posible conocer estas probabili-
dades. Para estimarlas, se pueden modelizar con las relaciones

ik = > Biinin (5.45)
%

donde se tienen pxqgxn valores a estimar y sélo gxn ecuaciones, con lo cual no se
tiene una solucidn unica.

Si se supone que los valores (3;;; son constantes en las diversas unidades i, es
decir,

ﬂjz‘ = ﬁjik k= 1, ) (5.46)

entonces es posible realizar algin tipo de estimacién estadistica para los coeficientes
Bji. El paso desde el modelo indicado por la ecuacién 5.45 al modelo basado en la
ecuacion 5.46 se conoce como supuesto de homogeneidad en la Regresion Ecoldgi-
ca. Si este supuesto no se cumple, entonces la regresion de Goodman anteriormente
citada entrega resultados incorrectos.

Si los valores jik varian de unidad en unidad y el supuesto de homogeneidad no
se cumple, entonces el objetivo de las matrices de transicion electoral es estimar el
promedio ponderado de los jik para las n unidades de informacioén.

En la prictica, el problema de la inferencia ecoldgica ha sido planteado como una
tabla 2x2, en términos de proporciones de personas en cada unidad de informacién,
como se aprecia en la Tabla 5.3.
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Tabla 5.3: Notacion clasica de la regresién ecoldgica

Eleccioén 2
Eleccién 1 Partido B | Otros partidos | Total
Partido A BE 1-p8 X
Otros partidos 4 1-8W 1-X
Total T 1-T 1

donde X es la proporcidon de votos por el partido A en la primera eleccion, T es
la proporcidn de votos por el partido B en la segunda eleccion y las probabilidades
condicionales 37 y 3" son los valores a estimar, como valor promedio entre todas las
unidades de informacién. 37 representa la proporcién de los votantes por el partido
A en la primera eleccion que votan por el partido B en la segunda eleccion.

El desarrollo teérico mas profundo de los realizados hasta el momento [Kin97],
basado en la teoria probabilistica, asume una distribucion binormal para las dos varia-
bles, con importantes dificultades en el cdlculo de las estimaciones. Ademads no puede
ser extendido a tablas de mayor tamafio.

De la Tabla 5.3 se tiene la relacion

T=p°X+p"(1-X) (5.47)

que es estimada efectivamente como

T=p"+(p" -p")X (5.48)

Goodman[Goo53] propone la estimacidn de esta regresion (por lo que es conoci-
da con el nombre de Regresion de Goodman) basandose en el supuesto de que todos
los 5"y 3P son constantes en las diversas unidades de informacién.

Duncan y Davis[DD53] proponen un método para acotar los coeficientes 37 y
B . Para ello, transforman la ecuacién 5.45 en una recta en funcién de los coefi-
cientes para cada dato disponible:

BY = (T;)(1 - X3)) — (Xi/(1 — X))/ (5.49)

De esta ecuacidn se obtienen las cotas para los coeficientes a estimar:

Maz(0,(T; — (1 — X;))/X;) < BP < Min(T;/ X;,1) (5.50)
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Maz(0,(Ti — X;)/(1 = X;)) < )" < Min(Ti/(1 - X;),1) (5.51)

El promedio ponderado de estas cotas sobre los n datos parece ser una buena
medida de cota inferior y cota superior para el valor central a estimar en la Regresién
Ecolégica.

King [Kin97] propone otro método de estimacion, que se llamard EI (Ecological
Inference, que es también el nombre del programa computacional que cred el mismo
King para realizar la estimacién), considerando los coeficientes como aleatorios y
suponiendo

1 una distribucién bivariante normal truncada en el intervalo [0,1] para los dos
coeficientes.

2 By BP son independientes en promedio de X;.

3 Los valores T; son independientes en las diversas mesas receptoras de votacion,
para un X; dado.

El esfuerzo de King es un avance considerable en el campo de la Regresion
Ecoldgica, aunque, en cualquier caso, descansa en tres supuestos que pueden no
cumplirse, a pesar de que King fundamenta que la violacién de estos supuestos no
invalida el modelo.

Cho[CG04, Cho01] ha destacado las limitaciones de los enfoques de Goodman
y King y ha propuesto un test para medir el efecto de otras variables en el compor-
tamiento de los electores. También ha planteado, junto con Anselin [AC02], incorpo-
rar el efecto espacial de las diversas unidades receptoras de sufragios, en el sentido
de que unidades territoriales vecinas pueden generar covariantes entre 537 y 5"

La estimacién de minimos cuadrados ordinarios de 37 y 8" puede producir
valores fuera del intervalo [0,1] [AC02]. Es una muestra de lo que se ha llamado sesgo
de agregacion. Menos frecuente es que la estimacién de la regresion difusa entregue
valores fuera de rango. Sin embargo, con la flexibilidad del modelo posibilistico, se
mostraréd a continuacién que este sesgo puede ser corregido.

Cuando los coeficientes de minimos cuadrados estidn fuera de rango, es conve-
niente hacer un analisis de los datos, considerando variables tales como el tamafio de
las unidades de informacidn, tamaiio de X y T, o recurrir a otras variables [ChoO1]
tales como nivel socio-econémico de cada unidad geografica de informacidn, para
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una posible divisién de la estimacién en dos grupos. De esta manera se puede hacer
la estimacion independientemente en cada grupo y luego calcular los coeficientes del
conjunto mediante promedios ponderados. Cho en su trabajo presenta dos tests para
determinar si la variable efectivamente discrimina entre grupos de observaciones. La
forma en que opera esta discriminacion consiste en ordenar los datos de acuerdo a la
variable que influiria en la variabilidad de los coeficientes y determinar los puntos de
corte o de cambio de tendencia. En el dmbito de la Regresion Difusa, también se en-
cuentra una proposicion para determinar los puntos de cambio de tendencia [YTLO1].

El hecho de estimar datos sélo de tablas 2x2, como en el modelo EI, convierte
en tediosa la estimacion de muchas matrices de transicidn electoral. En el estudio
de las elecciones italianas [WelO1], se afirma que “el numero total de posibles com-
binaciones basado sélo en elecciones consecutivas es un nimero mayor que 400;
sin embargo pueden ser excluidas como improbables, por ejemplo, MSI intercam-
bid votantes con el PDS, o que votantes DC puedan cambiarse a la RC. Sin embargo,
existen alrededor de 200 combinaciones binarias de interés”. No parece razonable ex-
cluir de las estimaciones ciertas combinaciones partidistas, por el solo hecho de que
su coeficiente pueda ser pequefio o el nimero de estimaciones que hay que realizar
sea alto. Estimar tablas 3x2, 4x2, 3x3, etc. debiera ser una opcién disponible de la
metodologia.

5.2.1. Sistema de Regresiones Posibilisticas

Si se quiere estimar la matriz de transicion electoral 5.45 con la condicién de que
los coeficientes sean conjuntos difusos con funcién de pertenencia no simétrica, se
tiene que

Y; = Zﬂjiwi (5.52)

donde los coeficientes a estimar 5 = (a, cr,, cr) son conjuntos difusos.

Si se expresa cada una de las ecuaciones 5.52, como un sistema de ecuaciones
integrado para cada registro de informacion k, se tiene

Yij =Y Bjiwhi (5.53)
k

Como los coeficientes representan probabilidades condicionales, entonces su maxi-
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mo valor de pertenencia aj; debe estar entre O y 1. Para lo cual cada una de las q
regresiones debe agregar las condiciones

aji<l1ia;>0,j=1,...gi=1,...p (5.54)

Ademéds, las q probabilidades condicionales de los votantes de un partido de la
primera eleccién que votaron por los diversos partidos en la segunda eleccién deben
sumar 1, lo que se expresa en la relacién

Z Bji =1 (5.55)

Esto involucra no sélo a una de las regresiones sino al conjunto de ellas (q), lo
que hace necesario que su estimacién sea realizada como un sistema.

Por esta razén, se debe formar con los q problemas mencionados un solo pro-
blema de optimizacién, que para las p variables X tendrd que estimar pxq nimero
difusos. Si se utilizan funciones de pertenencia no simétrica, se tienen un total de
3xpxq valores a estimar.

Como, en general, los coeficientes con subindices jik, no son iguales para las
n unidades de recepcion de votos, lo que se estima realmente es los coeficientes ji
promedio. Por lo tanto, es posible colocar la condicién adicional

SO axa) = Vi (5.56)

para cada uno de los q partidos de la segunda eleccion.

Ademas, si se quieren incorporar las limitaciones de borde para la estimacién, en
forma mas estricta que la indicada en la ecuacién 5.54, se pueden tener las condi-
ciones adicionales

aji + CRy; <liaj — CL;; >0;5=1,...,q1=1,...,p (5.57)

De igual manera, si de un problema particular de estimacién de matrices de tran-
sicién electoral surgen nuevas condiciones, ya sea entre los coeficientes o a través
de la incorporacién de nuevas variables que pueden complementar el comportamien-
to electoral de los ciudadanos, estas nuevas condiciones pueden ser agregadas a la
formulacién del problema de programacién matematica.
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En general, un sistema de regresiones posibilisticas permite incorporar condi-
ciones particulares de cada modelo, por ejemplo, informacion obtenida de encuestas
independientes de los datos, lo que conlleva obtener estimaciones de regresion mas
precisas.

Para evaluar la calidad del ajuste de la estimacién difusa, se considera la suma
del valor absoluto de las diferencias entre el valor a estimar y el valor estimado:

Dif =Y |Ti — (B%X; + 8% (1 - X3))| (5.58)

El hecho de que Dif aumente de una estimacién a otra, lo convierte en un indi-
cador de alejamiento de la tendencia central en la estimacion de los coeficientes, y
deberd considerarse cuando se disponga de diversos modelos disponibles.

5.2.2. Ejemplos de Estimacion de Matrices de Transicion Electoral

Veamos ahora la aplicacién de lo anteriormente propuesto a un caso practico
concreto. Se considerard primero el caso de tablas 2x2, construido expresamente para
conocer los coeficientes a estimar, y para comparar con los resultados de la regresion
de Goodman y la de King, se tomaran las siguientes alternativas de regresion difusa
para el sistema de ecuaciones:

= Difusa SI 1: modelo que sélo incluye las restricciones de que los coeficientes
estén en el intervalo [0,1].

= Difusa SI 2: modelo difuso SI 1, més la restricciéon de que la suma de los
coeficientes de cada partido de la primera eleccion debe ser 1.

= Difusa SI 3: modelo difuso SI 2, mas la condicion 5.56.

= Difusa SI 4: agregando a las condiciones anteriores el limite de cotas de las
relaciones 5.57.

El ejemplo 1 considera una situacién relativamente corriente en que el coeficiente
(3B es alto y el otro coeficiente es bajo. Se generaron 40 datos con una desviacién
estandar para la variable dependiente de 0.179.

En este primer ejemplo se aprecia que el método de Goodman es el que entrega
una mixima diferencia entre el valor estimado para los coeficientes y el valor ver-
dadero. Ademas, hay una superioridad de los métodos difusos frente al método EI. El
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Tabla 5.4: Comparacion de métodos: Regresion Ecologica (ejemplo 1)
Método 8L s error
Verdadero 0,9390 | 0,1231
Goodman | 0,9905 | 0,0756 | 0,0990
EI 0,9703 | 0,0934 | 0,0610
Difuso SI1 | 0,9799 | 0,1364 | 0,0542
Difuso SI2 | 0,9669 | 0,1695 | 0,0743
Difuso SI3 | 0,9742 | 0,0899 | 0,0684
Difuso SI4 | 0,9693 | 0,1080 | 0,0454

método difuso EI 2 entrega los resultados menos correctos, tal vez por forzar la uni-
cidad de los coeficientes, unicidad que se cumple, practicamente automaticamente,
en el caso de que la segunda eleccién tenga s6lo dos opciones.

El segundo ejemplo es real, forma una tabla 4x2, y no se conocen los verdaderos
valores de la matriz de transicion electoral. Se trata de uno de los miles de ejem-
plos que pueden obtenerse en Internet, que corresponde al condado de Amoostook,
en le Estado de Maine, Estados Unidos. Se desarrollaron elecciones simultaneas de
Gobernador, Senador, Representantes, y otros cargos, en Noviembre del 2002 3,

En este caso, para Senadores gana el candidato republicano y para el caso de
Gobernador gana el candidato demdcrata, ambos por amplio margen. Por este motivo
resulta muy interesante conocer la matriz de transicion electoral. Los datos constan de
71 mesas receptoras de sufragios en el condado y la principal limitacién que tienen
es que el nimero de electores en cada mesa no es uniforme: de un minimo de 16
electores se llega a un maximo de 3060 electores, con una mediana de 153 electores,
una media de 370 y una desviacion estdndar de 585.

Para la estimacion de Goodman, realizando estimaciones 2x2, se obtiene el resul-
tado representado en la tabla 5.5.

Tabla 5.5: Estimacién de Goodman para ejemplo 2

Senrep. | Sendem. Total

Gob rep. 1.099 -0.099 8401

Gob. dem. 0.439 0.561 15783

Gob. verde 0,600 0,4004 1.279
Gob. indep. -0.780 1.780 812

Total 17867 8408 26275

Se puede apreciar la presencia de valores fuera del rango [0,1] lo que invalida
abiertamente los resultados. Audn truncando a 0 o 1 los valores fuera de rango, se

3http://www.state. me.us/sos/cec/elec/prior.htm
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dispondria de una estimacion poco confiable.

Para la estimacién de King, realizando también 4 estimaciones 2x2 (King sélo
recomienda extender su modelo a tablas 3x2, pero tomamos como una prueba de
robustez del modelo el forzarlo en tablas 4x2), se tienen los resultados de la tabla 5.6.

Tabla 5.6: Estimacién de King (EI) para ejemplo 2
Senrep. | Sendem. | Total
Gob rep. 0.9495 0.05059 8401
Gob. dem. 0.5096 0.4904 15783
Gob. verde | 0.9942 0.0058 1.279
Gob. indep. | 0.0265 0.9735 812
Total 17867 8408 26275

Esta estimacion tiene coeficientes razonables para la relacion entre los candidatos
demdcratas y republicanos. Sin embargo, llama la atencién lo extremos que son los
coeficientes para el partido verde y el candidato a gobernador independiente, lo que
sugiere que ambos estimaciones son erroneas. ;Como va a ser real que el coeficiente
correspondiente al candidato a gobernador republicano sea menor que el coeficiente
del candidato a gobernador verde? ;Como va a ser posible que el candidato ganador
para senador con una amplisima ventaja, practicamente no obtenga ningtin voto de
los que votaron por el candidato independiente a gobernador? La estimacién para el
total de la votacién del candidato a senador republicano es de 17013, lo que significa
una subestimacion de unos 500 votos.

La estimacién de cualquiera de los sistemas difusos, a diferencia de las dos esti-
maciones anteriores, se ha realizado de forma simultanea, como tabla 4x2. Los resul-
tados para el modelo SI 1, con h=0 y utilizando el modelo MCPconk; =1y ks =1,
se muestran en la tabla 5.7.

Tabla 5.7: Estimacién con el modelo difuso SI 1, ejemplo 2
Senrep. | Sendem. | Total
Gobrep. | 09586 | 0.0415 | 8401
Gob.dem. | 04595 | 0.5402 | 15783
Gob. verde | 0.1953 | 0.8047 | 1.279
Gob. indep. | 0.6175 | 0.3825 812
Total 17867 8408 | 26275

Esta estimacion tiene una diferencia absoluta de 2366, produce valores para los
que votaron por el candidato a gobernador verde e independiente muchisimo mas
razonables, pero tiene como dificultad que la estimacién para el total de la votacién
del candidato a senador republicano es de sélo 16057, subestimando su votacién en
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Tabla 5.8: Estimacién con el modelo difuso SI 3, ejemplo 2
Senrep. | Sendem. Total
Gobrep. | 09851 | 00149 [ 8401
Gob.dem. | 05248 | 04752 | 15783
Gob. verde | 0.6300 | 0.3700 | 1.279
Gob. indep. | 0.6175 | 0.3825 812

Total 17867 8408 | 26275

Tabla 5.9: Estimacion de parametros para el modelo difuso SI 3
a; crL, cD;
Gobrep. | 0.9851 | 0.0650 | 0.2793
Gob. dem. | 0.5248 | 0.1734 | 0.0279
Gob. verde | 0.6300 | 1.2492 | 0.3847
Gob. indep. | 0.6175 | 0.0000 | 0.0000

cerca de 1800 votos.

La estimacion con el sistema SI 2 produce una diferencia absoluta de 2703, que
es més alta que la anterior, por lo que no se considera interesante detenerse en ella.
La estimacioén de modelo SI 3 se muestra en la tabla 5.8.

Esta estimacion hace bajar la diferencia absoluta a 1410 y el valor estimado para
el total de la votacidn del candidato a senador republicano es de 17866, por condicion
de la estimacién, pero mucho mds exacta que la entregada por EI

La estimacién con el modelo SI 4, que trunca las extensiones de la funcién de
pertenencia para que la estimacion completa esté en el intervalo [0,1], eleva la dife-
rencia 5.57 a 1670, por lo que no se considerara.

A la vista de los resultados, en funcién de la calidad de ajuste, se recomienda la
estimacién del modelo SI 3 como la mds adecuada para calcular la matriz de transi-
cién electoral. Como se dijo, la estimacién SI 1, aunque muy razonable, subestima la
estimacion global del candidato a senador republicano, por lo que tiene plena justi-
ficacion el aumento de valor en tres coeficientes, entre las estimaciones SI 1y SI 3,
para compensar la subestimacién indicada.

La estimacion completa para los coeficientes del candidato a senador republicano
con SI 3, se muestra en la tabla 5.9.

Las extensiones para los coeficientes correspondientes al gobernador republicano
y al demdcrata son bastante acotadas, como la del candidato independiente. Sin em-
bargo, la extension izquierda del candidato a gobernador verde sobrepasa largamente
la cota de 1, por lo que habria que pensar en una funcién de pertenencia triangular
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truncada a los limites que impone el problema.

La funcién de pertenencia truncada para el coeficiente difuso de gobernador
verde para la eleccion del senador republicano se define como:

0para > 1y <0
(6+0,6192)/1,2492 para 0 < 5 < 0,63
(1,0147 — 3)/0,3847 para 0,63 < f < 1 (5.59)

En Diciembre de 1999 se realiz6 la tltima eleccién presidencial en Chile. En
Enero del 2000 se realizd, por primera vez en la historia del pais, la segunda vuelta de
esta eleccion, en que sali6 elegido el actual Presidente de la Republica Ricardo Lagos.
Una estimacién con esta metodologia se encuentra en nuestra referencia [DMVO05].

5.2.3. Ejemplos con Datos del Censo de Poblacion

Otro caso de Regresion Ecoldgica se presenta cuando se quiere obtener cierta
informacién detallada de un censo de poblacién y sélo se dispone de la informacién
a un nivel anterior de desagregacion.

Por ejemplo, si se cuenta con la estadistica (distribuciones marginales), para cada
departamento del Perd, de la lengua materna de los censados (quechua, castellano,
etc.), y también de la estadistica del nivel educacional por departamento (educacién
primaria, secundaria, etc.) y queremos estimar cudnta poblacién, para cada lengua
materna, tiene cada nivel educacional (es decir, el cruce de informacién entre lengua
materna y nivel educacional), la regresién ecoldgica podria ser una alternativa de
estimacion.

En nuestra experimentacién, para el Censo de Poblacién del Perti del afio 19934,
se tomardn cuatro categorias de niveles educacionales: sin instruccién, educacién
primaria, educacion secundaria y educacidn superior (universitaria y no universitaria)
cuyos totales nacionales y totales por departamento se muestran en la tabla 5.10.

También se dispone de la informacién de lengua materna en las siguientes cate-
gorias: quechua, aymara, otras lenguas maternas nativas, castellano, idiomas extran-
jeros y no responde. Como la categoria idiomas extranjeros es muy poco frecuente

*http://www.inei.gob.pe/
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Tabla 5.10: Nivel educacional, por departamento y total del pais (Pert 1993)

Sin educacion | Primaria | Secundaria | Superior
64505 162526 43203 12928
183617 369473 203500 78471
108122 145140 49428 18467
89468 286743 271093 172533
132827 190031 66300 32691
298703 577207 144131 55010
41903 169500 237884 127086
225601 391638 185885 82704
102895 161684 46496 13789
147686 274473 95771 37857
47940 186552 179596 86987
140635 393013 258780 107456
187267 481740 292854 150528
115780 345386 252565 93628
460985 1734890 2201581 1345055
99618 296467 134766 42166

7350 26238 18327 4863
12718 43844 38567 20689
32746 90921 50659 20700
237459 574130 280413 109929
202492 452015 206845 76923
80269 255805 103503 30153
20026 69774 68940 35960
13532 62180 43405 16188
36171 130998 77093 21474
3090000 7872000 5551000 2891000




184 Extensiones y Aplicaciones

(35 mil en 19 millones), se considerara junto a la categoria Castellano. Los totales
por departamento estdn indicados en la tabla 5.11, incluyendo los totales nacionales.

Tabla 5.11: Lengua materna, por departamento y total del pais (Perti 1993)

Quechua | Aymara | Otrasnativas | Castellano | No responde

1050 234 32572 247194 2112
299185 3287 777 525826 5086
245953 927 250 72145 1882
140535 16692 552 658371 3687
297737 651 411 120210 2850
6038 6284 1447 1051568 9714
34916 3246 475 535680 2056
560101 2836 7257 308779 6855
215972 733 274 105560 2325
171052 2161 1680 375596 5298
33004 1097 389 464287 2298
113189 3221 19664 757408 6402
4716 812 1122 1099091 6648
18173 5059 810 779006 4311

547397 26018 5106 5141736 22254
9603 236 21107 536308 5763
13687 786 1761 40186 358
12580 14741 87 87907 503
21208 1055 5157 165874 1732

2717 420 1568 1186287 10939
405596 305951 1216 219350 6162
10138 2070 2365 450772 4385
6847 40411 196 146333 913
563 60 137 134018 1527
5991 1392 25794 230640 1919

3177000 440000 132000 15405000 117000

Un primer modelo para mostrar el esquema de regresion ecoldgica descrito ante-
riormente, se tiene agrupando las tres categorias de lenguas nativas mas las categoria
no responde, quedando s6lo dos agrupaciones de lengua materna. Para cuatro esti-
maciones independientes de minimos cuadrados (una para cada nivel educacional),
resultan los estimadores de tendencia central que se muestran en le tabla 5.12.

Tabla 5.12: Estimacién de minimos cuadrados con dos categorias de lengua materna
(Pert 1993)

Categoria | Sineduc | Primaria | Secundaria | Superior
Nativas 0,286 0,478 0,177 0,060
Castellano 0,081 0,317 0,376 0,225

Una propiedad de la estimacién de minimos cuadrados es que si se suma cada fila
de la tabla 5.12 se tiene exactamente la unidad.
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En nuestro andlisis, se obtuvo un resultado muy interesante: para las categorias de
menor instruccién educacional, las personas con lenguas maternas nativas pertenecen
a ellas en una 78.4 %. En cambio, para las categorias de mayor instruccién educa-
cional, las personas con lengua materna Castellano pertenecen en un 60 % (sélo el
6 por ciento de las personas con lengua materna nativa tiene educacion superior, en
cambio este porcentaje aumenta al 22.5 para las personas con lengua materna Caste-
Ilano).

Como se observa, todas las celdas deben estar entre 0 y 1, puesto que son proba-
bilidades condicionales.

Si se repite la estimacidn, pero desagregando la categoria lengua materna quechua,
que es la mds numerosa del resto, se tienen los resultados de la tabla 5.13

Tabla 5.13: Estimacién de minimos cuadrados con tres categorias de lengua materna
(Pert 1993)

Categoria Sineduc | Primaria | Secundaria | Superior
Quechua 0,286 0,390 0,211 0,110
Otras lenguas Nativas 0,272 0,810 0,047 -0,129
Castellano 0,081 0,322 0,374 0,223

En esta tabla, se aprecia que aparece un valor fuera del rango [0, 1], lo que resta
validez a toda la estimacién de otras lenguas nativas. Este resultado es de tan comtin
ocurrencia que ha llevado a cuestionar toda la metodologia de 1a Regresién Ecolégica.

Si se repite la estimacidn, pero ahora con cuatro categorias de lengua materna,
los resultados con minimos cuadrados ordinarios se muestran en la tabla 5.14.

Tabla 5.14: Estimacién de minimos cuadrados con cuatro categorias de lengua ma-
terna (Perd 1993)

Categoria Sineduc | Primaria | Secundaria | Superior
Quechua 0,280 0,374 0,224 0,122
Aymara 0,173 0,641 0,180 0,003

Otras Nativas y NR 2,545 4,633 -3,020 -3,159

Castellano 0,066 0,296 0,395 0,243

Finalmente, con las cinco categorias de lengua materna y con regresioén de mini-
mos cuadrados, se tienen los resultados de la tabla 5.15.

Se aprecia, de inmediato, que hay valores fuera de rango y valores mucho may-
ores que 1. Y esto ocurre, no solo en las categorias con menor cantidad de personas,
sino en categorias tan significativas como lengua castellana. Esto muestra que la re-
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Tabla 5.15: Estimacion de minimos cuadrados para Peru (1993) con cinco categorias
de lengua materna

Categoria | Sineduc | Primaria | Secundaria | Superior
Quechua 0,112 0,160 0,431 0,296
Aymara -0,052 0,357 0,457 0,238

Otras nativas -0,637 0,573 0,901 0,163

Castellano -0,049 0,150 0,537 0,363

No responde 30,06 39,74 -36,93 -31.87

gresion de minimos cuadrados no entrega resultados razonables para nuestro modelo
y algunos de sus supuestos, como independencia de las variables de entrada o que los
coeficientes se regresion sean constantes, no se cumple.

Sin embargo, no sélo se debe a la desagregacion la aparicién de valores fuera
de rango. En las tablas 2x2, generalmente las categorias estan bien equilibradas en
cantidad de observaciones, e igualmente se presentan valores fuera de rango.

A continuacién, veremos cémo este problema de nlimeros precisos, se estima em-
pleando el modelo de regresion difusa de ecuaciones simultdneas definido anterior-
mente.

En el caso de la tabla 5.12 se tienen dos regresiones independientes, y en el caso
de la tabla 5.15, se tienen 5 regresiones independientes. Pero existe una condicién
que agrupa a las regresiones, dado que, para cada lengua materna, la suma de las
probabilidades condicionales de los diversos niveles de educacion debe sumar 1. Esta
condicién puede plantear un sistema conjunto de regresiones, en el que para cada
Departamento k del Peru, para cada lengua materna j, y para cada nivel de instruccién
1, se postula el modelo

Nivel;, = Zﬁﬂ x Lengua;, paraj=1,...,qyk=1,...n (5.60)

)

donde la condicién de probabilidades condicionales de los estimadores 3;; estd dada
por

1=p
Zﬁji =1 paraj=1,...,q (5.61)
i=1
Esta condicién puede ser incorporada a nuestro modelo de regresion difusa en la
forma de q restricciones adicionales.
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Vamos ahora a repetir las estimaciones que se hicieron con minimos cuadrados,
ahora con nuestra propuesta de sistema de regresiones. La estimacién con el mode-
lo MCP(1,1) produce los coeficientes para el valor central (es decir, con valor de
pertenencia 1), que se muestran en la tabla 5.16.

Tabla 5.16: Estimacion del valor central de nivel educacional con 2 categorias de
lengua materna con MCP(1,1)(Perd 1993)

Categoria Sin educ | Primaria | Secundaria | Superior
Lenguas nativas 0,277 0,536 0,149 0,038
Castellano 0,126 0,406 0,310 0,159

Si se estima con tres variables de entrada, se tiene la tabla 5.17, cuyos resultados
son bastante consistentes comparados con la tabla 5.16.

Tabla 5.17: Estimacién de valor central de nivel educacional con 3 categorias de
lengua materna con MCP(1,1)(Perd 1993)

Categoria Sineduc | Primaria | Secundaria | Superior
Quechua 0,327 0,470 0,149 0,053
Otras nativas y NR 0,221 0,760 0,018 0,000
Castellano 0,134 0,374 0,315 0,175

Si se desagrega la lengua nativa en quechua, aymara y otras lenguas, se tiene una
estimacion de un sistema de 4 ecuaciones simultineas, con los resultados dados en la
tabla 5.18 para la tendencia central y el modelo de estimacién MCP(1,1).

Tabla 5.18: Estimacién de valor central de nivel educacional con 4 categorias de
lengua materna con MCP(1,1)(Perd 1993)

Categoria Sineduc | Primaria | Secundaria | Superior
Quechua 0,304 0,434 0,192 0,070
Aymara 0,199 0,588 0,195 0,017
Otras nativas y NR 0,000 1,000 0,000 0,000
Castellano 0,133 0,368 0,318 0,180

Si se desagregan los datos en todas las categorias disponibles, quedan dos cate-
gorias con muy poca cantidad de individuos: otras lenguas maternas y no responde.
Por este motivo, la estimacion tiende a resentirse, al aparecer mds valores cero y uno,
como se aprecia en la tabla 5.19.

Esta estimacién que, a diferencia de los minimos cuadrados ordinarios, cumple
con la restriccién que los coeficientes estimados se encuentren entre 0 y 1, adolece,
sin embargo, de la presencia de algunos coeficientes exactamente 0 o 1, lo que indica
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Tabla 5.19: Estimacion de valor central del nivel educacional con 5 categorias de
lengua materna con MCP(1,1)(Perd 1993)

Categoria | Sineduc | Primaria | Secundaria | Superior
Quechua 0,418 0,581 0 0
Aymara 0,234 0,744 0,021 0

Otras nativas 0 1 0 0

Castellano 0,107 0,353 0,359 0,181

No responde 0 1 0 0

la presencia de ciertas rigideces en los datos a los que se aplic el modelo. A nuestro
entender, la limitacidn de estos resultados se debe:

1 Los datos estan agregados a nivel de Departamentos del Pert, que son 25, con
un claro predominio de Lima, con casi 6 millones sobre un total levemente
superior a 19 millones.

2 Las categorias de lengua materna son muy desequilibradas en el niimero total
de poblacién, ya que Castellano representa mas de 15 millones. En cambio,
la categoria otras lenguas nativas suman 132.000 y la categoria No responde
117.000.

A pesar de estas dos fuertes limitaciones de la informacion inicial, si se comparan,
por ejemplo, las cuatro estimaciones para los coeficientes correspondientes a Lengua
nativa Castellano, se aprecia una gran consistencia en los resultados, que confirman
y cuantifican, la hipétesis de que a un mayor nivel de educacién corresponde una
mayor proporcién de personas con lengua nativa castellana de la poblacién del Perd.

En resumen, disponiendo de dos fuentes de datos independientes, para las mismas
unidades geografico-administrativas, es posible hacer una estimacién que relaciona
ambas distribuciones. Este es un problema de mineria de datos, en el que definiendo
un modelo de regresién en un sentido difuso, es posible relacionar datos precisos con
buenos resultados y con una interpretacion respaldada por la teoria.



Capitulo 6

Conclusiones

En nuestro trabajo de investigacién hemos intentado desarrollar una metodologia
para el andlisis de regresion difuso, a partir de datos de salida con funciones de perte-
nencia triangulares no simétricas, y se ha establecido un conjunto de resultados que
potencian lo conocido hasta ahora en los fundamentos y la aplicabilidad del Anélisis
de Regresién Difusa.

Como conclusiones especificas, en este resumen final, se pueden destacar diver-
sos aportes originales al tema de estudio:

= Se ha desarrollado un nuevo criterio para modelar la incertidumbre en los
problemas de Regresion Difusa, que consiste en implementar un enfoque de
programacién cuadrdtica, incorporando el nuevo concepto del cuadrado de las
diferencias de las extensiones de las funciones de pertenencia entre el dato
observado y el dato estimado, en la funcién objetivo. Este enfoque permite,
ademds, superar las limitaciones que presentaba la programacion lineal como
medio de estimacion de la Regresion Difusa.

= Esta nueva propuesta también ha integrado el criterio de minimizacién de mini-
mos cuadrados con el criterio de minimizacién de la incertidumbre en un solo
modelo que permite ponderar ambos criterios, con lo que se funden en un solo
modelo las dos grandes lineas de desarrollo que habia tenido hasta ahora la
Regresion Difusa.

= Se han flexibilizado las opciones de restriccion en el modelo de programacién
cuadrética. El criterio tradicional de restricciones posibilisticas de la Regre-
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sién Difusa, se ha ampliado con la capacidad de la sola restriccién por la natu-
raleza de las extensiones de las funciones de pertenencia. Se han incorporado,
ademds, nuevos criterios de restriccidén basados en la teorfa de la posibilidad,
como el indice de posibilidad de la igualdad entre el dato estimado y el dato
original, o los indices de necesidad de inclusién de un nimero difuso en otro
nimero difuso.

Se ha desarrollado una interpretacion del numero difuso estimado por la regre-
sidén, diferenciando su sentido cuando se trata de estimaciones posibilisticas y
cuando se refiere a estimaciones no posibilisticas.

Frente a la minima atencién que se le ha prestado hasta ahora a la medicién de
la calidad de la estimacién difusa, en esta memoria se ha definido un conjunto
de seis indicadores, propios de la inferencia difusa, para medir la bondad de
ajuste de las estimaciones. Se ha generalizado el clasico R? probabilistico a un
R? difuso, también con el rango en el intervalo [0, 1], y con una interpretacién
similar, para medir el ajuste de la tendencia central de la regresién. Se han
definido cinco indices construidos a partir de las funciones de pertenencia de
los datos estimados y los datos originales, que enriquecen la interpretacion y
el andlisis de los resultados, y se ha escogido el indicador SIM como aquel
que representa en forma mds completa la comparacion de dichas funciones de
pertenencia.

Como consecuencia de la definicion de Rgi Fusor S€ ha definido un indicador
de ajuste parcial, RPC?i fuso que permite medir el aporte que una nueva variable
hace a la explicacion de la tendencia central de un modelo de regresion difusa.
Este indicador sirve para implementar un criterio de seleccién de variables de
entrada.

Se ha desarrollado un procedimiento de seleccion de variables (regresion paso
a paso), que es general en cuanto permite que el analista de los datos elija
flexiblemente entre una diversidad de criterios, y que combina las visiones de
seleccion de variables hacia adelante y hacia atrds.

También se ha aplicado el enfoque de optimizacion cuadrética para definir un
modelo de estimacidn con datos de entrada que presenten el problema de multi-
colinealidad, en el enfoque llamado Ridge. Creemos que esta propuesta signifi-
ca un importante paso para avanzar hacia la formalizacién de una econometria
de la Regresién Difusa.
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Dentro de este aporte, se ha propuesto un criterio de normalizacion de datos
para el modelo difuso Ridge, para compatibilizar resultados con distinta escala
de medicién de los datos. Ademds, se ha demostrado que existe una relacién
directa, para la estimacién con datos normalizados, entre los modelos con el
parametro Ridge A constante, y los modelos generalizados con este pardmetro
dependiendo de cada variable.

= Dentro también de las aplicaciones presentadas en la memoria, se ha imple-
mentado el modelo de regresion difusa para estimar un sistema de regresiones,
en el que es posible incorporar restricciones entre las diversas ecuaciones. Este
resultado constituye un segundo aporte para una econometria de la Regresion
Difusa.

Se ha aplicado esta nueva modalidad de mudltiples ecuaciones al caso de la
Regresion Ecoldgica (estimacion de caracteres individuales a partir de datos
agregados), problema que no ha sido resuelto teéricamente tras mas de 50 afios
de estudio y grandes debates entre estadisticos y soci6logos. Nuestra propuesta
no pretende ser una solucion analitica sofisticada, sino una solucién realista
consistente y con la apreciable ventaja de ser generalizada al caso de multiples
variables.

6.1. Futuras lineas de investigacion

El trabajo descrito en esta memoria estd empezando a ser publicado para su di-
fusién en congresos y revistas de prestigio en el area [DMV04, DMV05, DMV06a,
DMVO06b]. Sin embargo, vamos a terminar esta memoria seflalando algunas lineas
de investigacion que han surgido del estudio realizado y que no han sido abordadas,
debido a que sobrepasan los objetivos de este proyecto de investigacién, o que han
aparecido como consecuencia de sus resultados. Estas lineas se abordardn en nuestra
investigacion futura:

1 Incorporar dentro del modelo de regresion difusa de optimizacién cuadratica,
variables difusas de entrada. Se sugiere modelar estas variables con coefi-
cientes precisos, dado que la multiplicacién de dos nimeros difusos, por el
principio de extension, entrega extensiones demasiadas amplias.

2 En relacién a avanzar en la teoria econométrica de la Regresion Difusa, estu-
diar la relacién entre el concepto econométrico de heterocedasticidad (cam-
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bios de magnitud en la varianza de la incertidumbre), con la propuesta de la
Regresion Difusa de restricciones de tipo posibilistico. En esta linea, también
consideramos interesante estudiar la relacién entre los modelos econométricos
de multiples ecuaciones, con nuestra propuesta de sistema de ecuaciones de
regresion difusa. Ademas, aplicar el modelo propuesto a un procedimiento de
regresion por frazos puede ser interesante para estimar fendmenos como los
ciclos econémicos y cambios de tendencia en el empleo.

Enrelacion a la Mineria de Datos, aplicar el modelo de optimizacién cuadrética
propuesto en esta memoria a técnicas conocidas dentro del campo de los arboles
de clasificacion y regresion. También resulta atractivo estudiar el efecto de la
agregacidn/desagregacion de los datos en los modelos de Regresion Difusa, y
comprobar la hipdtesis de que a mayor desagregacion de los datos, més precisa
es la estimacién de los modelos. Analizar la relacién entre los indicadores de
bondad de ajuste propuestos en la memoria con los indices de correlacion entre
nimeros difusos que se han propuesto en la literatura de conjuntos difusos es
un trabajo que queda pendiente para el futuro.

En relacién a la multicolinealidad en la Regresion Difusa, pretendemos estudi-
ar con mayor detalle la eleccién éptima del pardmetro A, incorporar la correc-
cion Ridge para datos multicolineales a la Regresién Ecoldgica, y desarrollar
modelos alternativos de Regresion Difusa para corregir el problema de la mul-
ticolinealidad de los datos de entrada, como serian la Regresion Lasso, la Re-
gresion de Componentes Principales y la Regresion de Minimos Cuadrados
Farciales.

Finalmente, en relacién a la interpretacion de los coeficientes difusos estima-
dos, queda pendiente para el futuro determinar la relacién de cada variable de
entrada con el niimero difuso estimado con restricciones posibilisticas.
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