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Introduccion

En esta memoria pretendemos estudiar diversos aspectos de la geometria de
los espacios de Banach relacionados con el rango numérico de operadores. El
concepto de rango numérico aparece por primera vez en 1918 cuando O. Toeplitz
[123] da su definicién para matrices, que resulta igualmente valida para operado-
res en espacios de Hilbert. En 1961 y 1962, en trabajos independientes, G. Lumer
[85] y F. Bauer [14] introducen sendos conceptos de rango numérico de un ope-
rador en un espacio de Banach. Aunque el trabajo de G. Lumer es decisivo en el
desarrollo de la teoria, la definicién dada por F. Bauer resulta més clara y es la
universalmente aceptada: dado un espacio de Banach X y un operador lineal y

continuo T € L(X), su rango numérico espacial se define como
W(T) = {x*(Tx) : x* € Sx+, x € Sx, x"(x) = 1}.

El rango numérico ha sido objeto de un intenso estudio a lo largo de todo el siglo
XXy ha demostrado ser una herramienta ttil en el estudio de las dlgebras de
Banach, la teorfa de operadores y la geometria de los espacios de Banach; buena
parte de sus aplicaciones se pueden encontrar en las monografias de F. Bonsall y
J. Duncan [26, 27].

La presente memoria se encuentra estructurada en tres capitulos independien-
tes, si bien el concepto de rango numérico es el hilo conductor de toda ella. Cada

uno de los capitulos de la tesis consta de una seccioén introductoria en la que se
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12 Rango numérico e igualdades de normas para operadores.

exponen de modo sistemadtico las nociones con las que se va a trabajar, los proble-
mas que se van a abordar y el estado en el que se encontraban dichos problemas
antes de la realizacién de la presente memoria. Es por ello que nos limitamos a dar
aqui tnicamente las nociones y resultados conocidos que faciliten la comprensién
de nuestras aportaciones. Sin mas predmbulo, pasamos a comentar brevemente

el contenido de la memoria.

Dedicamos el primer capitulo a analizar la relacién entre dos posibles defini-
ciones de rango numérico de funciones definidas en la esfera de un subespacio
de un espacio de Banach que toman valores en el espacio. Concretamente, dado
un espacio de Banach Y y un subespacio suyo X con inclusiéon ] : X — Y, se
considera el espacio B(Sx,Y) de las funciones acotadas definidas en Sx que to-
man valores en Y, y para cada f € B(Sx,Y) se definen dos rangos numeéricos: el

rango numeérico espacial

W(f) ={y"(f(x)) : y" € Sy, x € Sx, y*(Jx) =1}

y el rango numérico intrinseco
V(f) ={(f) : @€ B(Sx,Y)", || = @(J[sy) = 1}-

Es facil ver que se verifica la inclusiéon

COW(f) CV(f)

y hay ocasiones en las que esta inclusion es una igualdad. Por ejemplo, si X tiene
dimensién finita y f es continua, si Y es uniformemente suave y f es uniforme-
mente continua y, por ultimo, si X = Y y f es uniformemente continua [66].
Siguiendo el espiritu de estos resultados nos hemos planteado estudiar qué con-
diciones sobre la funcién f y los espacios X e Y permiten asegurar que se tiene
la igualdad co W(f) = V(f). En la seccion 1.1 presentamos las nociones anterio-
res asi como muchos de los resultados conocidos previamente sobre el problema

planteado.
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La seccion 1.2 estd dedicada al estudio del caso particular en el que la funcién
que se considera es la restricciéon de un operador lineal y continuo a la esfera del
subespacio X. Analizamos este problema desde dos puntos de vista. En primer
lugar, demostramos que los espacios de dimension finita son los tinicos para los
que se verifica la igualdad co W(T) = V(T) para todo operador T € L(X,Y)y
todo espacio de Banach Y que contiene a X como subespacio. En segundo lugar,
nos planteamos para qué espacios de Banach se verifica la igualdad de rangos
para todo subespacio y todo operador lineal y continuo. Como consecuencia de
los resultados de L. Harris [66] comentados anteriormente, se sabe que este es el
caso de los espacios de dimension finita y de los espacios uniformemente sua-
ves. Nosotros presentamos ejemplos representativos de espacios que no tienen
dicha propiedad (por ejemplo ¢p) y demostramos que todo espacio no reflexivo
se puede renormar para carecer de ella. En la seccién 1.3 introducimos una nue-
va propiedad geométrica, que llamamos propiedad de Bishop-Phelps-Bollobas y
que viene motivada por el teorema clasico del mismo nombre. Demostramos que
esta propiedad es una condicién suficiente para que se verifique la igualdad de
rangos para todo subespacio y toda funcién uniformemente continua; ademas,
caracterizamos la suavidad uniforme y la subdiferenciabilidad fuerte de la nor-
ma de un espacio de Banach en términos de esta nueva propiedad. Concluimos
el capitulo presentando algunos problemas abiertos relacionados con los resulta-
dos expuestos en él. La mayoria de los resultados originales presentados en este

capitulo aparecen en un trabajo conjunto con M. Martin y R. Paya [91].

Dedicamos el capitulo 2 al estudio del indice numérico de los espacios de
Banach. Si X es un espacio de Banach, el indice numérico de X (Lumer, 1968) se

define como el namero real
n(X)=max{k >0 : k||T|| <o(T) VT € L(X)}
=inf{v(T) : T € L(X), |T]| =1},
donde para cada T € L(X)

o(T) = sup{|A| : A € W(T)}
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es su radio numérico. Es obvio que siempre se tiene 0 < n(X) < 1; el valor
n(X) = 1 significa que radio numérico y norma coinciden en L(X), mientras que
se tiene 11(X) = 0 cuando v, que siempre es una seminorma, no es equivalente a la
norma usual de operadores. El lector podra encontrar en la seccién 2.1 las defini-
ciones anteriores asi como una exposicioén detallada de los resultados conocidos

sobre el indice numérico antes de la elaboracién de la presente memoria.

Dedicamos la seccién 2.2 al calculo efectivo del indice numérico de algunas
familias de espacios de Banach. En un primer apartado calculamos el indice nu-
mérico de algunas normas en el plano; concretamente, de una familia de normas
hexagonales, de dos familias de normas octagonales y de la familia de las normas
cuya bola unidad es un poligono regular con un namero par de vértices. Todos
estos resultados apareceran en un trabajo conjunto con M. Martin [90]. En la se-
gunda parte de la secciéon calculamos el indice numérico de algunos espacios de
funciones continuas con valores vectoriales; de modo maés preciso, demostramos
que

n(CulK, X)) = n(X),

donde C, (K, X) denota al espacio de las funciones de un compacto K en un espa-
cio de Banach X, que son continuas cuando en X se considera la topologia débil,
y damos algunos resultados parciales sobre el indice numérico del espacio de las
funciones débil*-continuas de K en X*. Estos resultados son fruto de un trabajo

conjunto con G. Lépez y M. Martin [83].

En la seccién 2.3 nos centramos en el estudio de los espacios de Banach de
dimension finita con indice numérico cero, para los que encontramos la siguiente

caracterizacion:
Sea (X, || - ||) un espacio de Banach real de dimension finita. Son equivalentes:
(i) X tiene indice numérico cero.

(ii) Existen espacios vectoriales complejos no nulos X7, ..., X,, un espacio vec-

torial real Xy (eventualmente nulo), y nimeros naturales gy, .. ., g, tales que
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HXO_|_ei511Px1_|_..._|_ei‘7annH = ||xo+x1+ - + x|

paracadap € Rycadax; € X; (j=0,1,...,n).

De este resultado deducimos que no hay maés espacio de Banach real de dimen-
si6n 2 con indice numérico cero que (IR?, || - ||2) y que un espacio de dimensién 3
con indice cero es suma absoluta de (IR?, || - ||2) y RR. Estos resultados se han obte-

nido en colaboracién con M. Martin y A. Rodriguez-Palacios [92, 93].

En la seccién 2.4 recopilamos toda la informacién conocida acerca de un pro-
blema que permanece abierto desde el comienzo de la teoria: la determinacién del
indice numérico de L, (y). Exponemos con detalle en qué situacién se encuentra
este problema en la actualidad, presentando algunos resultados muy recientes
debidos a E. Ed-dari y M. Khamsi [44, 45], de los que damos demostraciones al-
ternativas, a nuestro juicio mds sencillas que las originales. Incluimos ademds un
resultado original que proporciona una estimacion del indice numérico de E%, en
caso real:

11 P~ —t| P —t
max<{ ——, —— b max —— < n(f?) < méx —— L
{21/P 2174 } tejo1] 1+tP (%) tejoa] 14tF

Concluimos el capitulo recopilando las cuestiones que han quedado abiertas en

nuestro estudio del indice numérico de los espacios de Banach.

A principios de la década de los 70, J. Duncan, C. McGregor, J. Pryce y A. Whi-
te observaron en su trabajo pionero sobre indice numérico [42] que un operador

T satisface supRe W(T) = ||T|| si, y s6lo si, se verifica
|Id + T|| = 14| T]|.

La ecuacién anterior es conocida hoy en dia como ecuacién de Daugavet en ho-
nor al matematico del mismo nombre que demostré en 1963 [38] que se verifica

para todos los operadores compactos de C[0,1]. A lo largo de varias décadas, la
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validez de la ecuaciéon de Daugavet ha sido establecida en distintos espacios y
para distintas clases de operadores. Los espacios con la propiedad de Daugavet
han sido definidos recientemente [20] como aquellos en los que la ecuaciéon de
Daugavet es valida para todos los operadores de rango uno y han sido objeto de
un intenso estudio desde la aparicion del citado trabajo. En el Gltimo capitulo de
esta memoria analizamos la posibilidad de que en un espacio de Banach X to-
dos los operadores de rango uno verifiquen ecuaciones similares a la ecuacién de
Daugavet. Las secciones 3.1 y 3.2 contienen un breve repaso histérico sobre los
resultados conocidos acerca de la ecuacién de Daugavet y otras ecuaciones rela-
cionadas, y algunos resultados preliminares que se utilizan a lo largo de todo el

capitulo.

En la seccién 3.3 demostramos que la propiedad de Daugavet es la tinica pro-
piedad no trivial que puede definirse exigiendo que todos los operadores de ran-

go uno en un espacio de Banach verifiquen una ecuacién de la forma

lg(DII = £CITI),

donde g : K — K es una funcién entera (en el caso K = R se entiende que g es
una funcién entera que toma valores reales en el eje real) y f : R; — R es una

funcidén arbitraria.

En la seccién 3.4 analizamos qué propiedades se pueden definir pidiendo que
todos los operadores de rango uno en un espacio de Banach verifiquen una ecua-
cién del tipo

1d + (M)l = f(llg(T)I1).

donde g es una funcién analitica y f es una funcién continua. Ahora la situacién
no es tan clara y ademds depende del cuerpo base. En caso complejo, dado un
espacio de Banach X, una funcién entera no constante ¢ y una funcién continua
f : [lg(0)], +0o[— R, si todos los operadores de rango uno en X verifican la

igualdad
1 + (D)1l = f(lIg(TII).
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entonces también verifican la igualdad
1(1+8(0))Id + T|| = [1 4 g(0)| — |g(0)| + [I8(0)Id + .

Surge ahora una dicotomia en funcion del valor de g(0): si Re g(0) # —1/2, en-
tonces el espacio X tiene la propiedad de Daugavet; si Re g(0) = —1/2, entonces

existe un ndmero complejo de médulo uno w (distinto de 1) tal que
|Id+wT| = ||Id+ T||

para todo T € L(X) de rango uno. También demostramos que estas propiedades
son estrictamente mds débiles que la propiedad de Daugavet. Estos resultados
son vélidos en caso real cuando la funcién g es sobreyectiva: si g(0) # —1/2
llegamos a la propiedad de Daugavet y si g(0) = —1/2 aparece una nueva pro-
piedad estrictamente mas débil que la de Daugavet: que todos los operadores de

rango uno en un espacio de Banach X satisfagan la igualdad
|IId — T|| = |[Id + T}l

Si g no es sobreyectiva, las demostraciones no son vélidas y no sabemos lo que
ocurre incluso cuando se consideran posibilidades sencillas para la funcién g co-

mo t —— 12yt — —t2,

El estudio de las nuevas propiedades que han aparecido se realiza en la sec-
cién 3.5, donde comprobamos que tienen importantes implicaciones estructurales
sobre el espacio en lid, como la carencia de la propiedad de Radon-Nikodym o,
en algunos casos, la imposibilidad de tener base incondicional. Terminamos el
capitulo recogiendo algunas de las numerosas cuestiones que quedan abiertas en
nuestro estudio. La mayor parte de los resultados de este capitulo estdn recogidos

en un trabajo conjunto con V. Kadets y M. Martin [74].
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Notacion

A lo largo de toda la memoria, K denotard indistintamente el cuerpo R de
los ntimeros reales o el cuerpo C de los ntimeros complejos y T serd el conjunto
{A € K : |A] = 1}. Usaremos en K la funcién parte real que, naturalmente,
no es otra cosa que la identidad cuando K = R. Dado un subconjunto A C K,

utilizaremos la siguiente notacion:
ReA:={ReX : A € A},

y asi deberdn entenderse expresiones como sup Re A y méx Re A.

Si X es un espacio de Banach real o complejo con norma || - ||, Bx y Sx serén,

respectivamente, su bola cerrada unidad y su esfera unidad:
Bx:={xeX: |x|| <1}, Sx ={xe X : |x|]| =1}

Si A es un subconjunto de X, co A denotara la envolvente convexa y cerrada del

conjunto A.

Denotaremos X* al dual (topolégico) de X, provisto siempre de la norma dual
[} := sup{|x*(x)| : x € Bx}  (x" € X")

y, si Y es otro espacio de Banach, L(X,Y) sera el espacio de Banach de todos los

operadores lineales y continuos de X en Y, dotado de la norma usual de opera-

21
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dores
|T|| := sup{||Tx|| : x € Bx} (T € L(X,Y)).

Cuando X = Y escribiremos simplemente L(X) := L(X, X), mientras que Id ser4
el operador identidad en X. Por otro lado, si X es un espacio de Banach complejo,

XR denotard al espacio real subyacente a X.

Dados p € [1,+00) y m € N, denotaremos por £} al espacio (K", | - [|,)
donde

1
m p

(1, -+ 2m) [ := (Z |xi|p> (x1,...,xm) € K™,
i=1

y usaremos el convenio habitual para p = +oco:
N(x1, . xm)|o :i=max{|x;| : i=1,...,m} y &= (K" o)

Si X e Y son espacios de Banach, X @, Y sera el espacio de Banach (X x Y, || - ||)

donde la norma || - || viene dada por
1) =[] (=], ||3/||)Hp ((x,y) € XxY).

Dada una familia arbitraria {X) : A € A} de espacios de Banach, llamamos
{oo-suma de dicha familia, y denotamos por [©rca X, ],/ al subespacio del pro-

ducto cartesiano H X formado por las familias (x)),ca tales que el conjunto
AEA
{|lxrl| : A € A} estd acotado, que es un espacio de Banach con la norma

[(ea)reall = suptllxall = A € A}

Como subespacio cerrado de dicha /-suma encontramos la cp-suma, denotada
[BreaX)] co’ POT definicion, (x)) eca pertenece a la ¢y suma cuando el conjunto
{A € A ¢ |[x)|| > €} es finito para todo € > 0. Finalmente, para 1 < p < oo, la
{p-suma [@/\GAXA]E,, esta formada por las familias (x)),ca tales que (||x1]|P)ren

es sumable, y la norma que la convierte en espacio de Banach es

[(xa)aeall = (Z ||xAH”>

AEA









Capitulo

Rango numérico espacial y rango

numeérico intrinseco

En este primer capitulo pretendemos estudiar la relacién existente entre dos
posibles definiciones de rango numérico para funciones. Comenzaremos con una
introduccién en la que expondremos las definiciones necesarias y el problema
que pretendemos estudiar: para qué funciones el rango numérico intrinseco coin-
cide con la envolvente convexo cerrada del rango numérico espacial. A conti-
nuacién expondremos algunos resultados novedosos tanto positivos como nega-
tivos. Concluiremos el capitulo introduciendo una nueva propiedad geométrica
para los espacios de Banach, que serd una condicién suficiente para garantizar
la igualdad de rangos en la clase de las funciones uniformemente continuas de-
tinidas en la esfera de un subespacio de un espacio de Banach con valores en el

espacio.
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26 Capitulo 1. Rango numérico espacial y rango numérico intrinseco

1.1. Introduccion

En los primeros estudios sobre espacios de Hilbert realizados, entre otros, por
D. Hilbert, E. Hellinger y O. Toeplitz, se presta especial atencioén a las formas
cuadréticas. Posteriormente, con el nacimiento de la teoria de operadores lineales,
muchos conceptos definidos para formas cuadréticas fueron trasladados a este
nuevo ambiente, mediante el sencillo proceso de considerar, de manera natural,
la forma cuadratica asociada a un operador en un espacio de Hilbert. Este es el
caso del rango numérico de operadores, definido por O. Toeplitz en 1918 [123].
Si H un espacio de Hilbert con producto interior (- | -), el rango numérico de un

operador T € L(H) es, por definicién, el conjunto de escalares
W(T) :={(Tx | x) : x € Sy},

es decir, W(T) es la imagen de la esfera unidad del espacio por la forma cua-
dratica asociada al operador T. En este ambiente ha proliferado una vasta teoria
de rango numérico, parte de la cual puede ser consultada en la monografia de
P. Halmos [62, §17]. Resultados mds recientes aparecen en el libro publicado en
1997 por K. Gustafson y D. Rao [61].

En 1961 y 1962, en trabajos independientes, G. Lumer [85] y F. Bauer [14] in-
troducen sendos conceptos de rango numérico de un operador en un espacio de
Banach. Si bien ambas definiciones son equivalentes en lo que a aplicaciones se
refiere, en esta memoria hemos optado por la definiciéon de Bauer, que resulta

mucho més clara y es la universalmente aceptada.

1.1.1 Definicién. Dado un espacio de Banach X y un operador T € L(X), se

define su rango numeérico espacial como el conjunto de escalares

W(T) := {x*(Tx) : x € Sx, x* € Sx-, x*(x) =1}.

La definicién anterior estd basada en la forma de actuar de T sobre el espacio

X'y, en contraposicion con esta idea, se puede definir otra imagen numérica del
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operador T, que viene determinada por el hecho de ser un elemento del 4lgebra
de Banach L(X):

1.1.2 Definicién. Dado un espacio de Banach X y un operador T € L(X), se

define el rango numérico de dlgebra de T como el conjunto de escalares

V(T) := {®(T) : ® € L(X)*, |®| = ®(Id) = 1}.

Esta definicién se generaliza literalmente a elementos de dlgebras de Banach
unitales. Referencias obligadas sobre rango numérico son las monografias de
E. Bonsall y J. Duncan [26, 27] que estudian sistemdticamente dicho concepto y
sus conexiones con la teorfa espectral de operadores. Una vision maés sintética y
actualizada puede encontrarse en un articulo expositivo de los mismos autores
[28]. Trabajos més recientes sobre rango numérico de operadores son, por ejem-
plo, [32, 36, 37, 48, 58, 111, 129].

Las definiciones anteriores fueron rdpidamente trasladadas a ambientes mu-
cho mads generales. Por ejemplo, F. Bonsall, B. Cain y H. Schneider [25] estudian en
1968 el rango numérico espacial de las funciones continuas definidas en la esfera
de un espacio de Banach con valores en el espacio y en 1974 L. Harris [66] extien-
de los dos conceptos de rango numérico a las funciones continuas de un espacio
topoldgico en un espacio de Banach. El ambiente més general en el que se estudia
el rango numérico y que permite recuperar todos los conceptos ya citados, es el
de los llamados espacios de rango numérico, que aparecen implicitamente en el
trabajo clasico de H. Bohnenblust y S. Karlin [23] y que son formalmente intro-
ducidos en los articulos de C. Aparicio, F. Ocafia, J. Martinez, . Mena, R. Payd y
A. Rodriguez-Palacios [9] y [97].

1.1.3 Definicién. Un espacio de rango numérico es un par (X, u) donde X es un

espacio de Banach y u es un elemento fijo de Sx. Definimos el rango numérico de
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un elemento x € X relativo a (X, u) como el subconjunto de escalares dado por
V(X,u,x):={x*(x) : x* € D(X,u)},

donde
D(X,u):={x"e X" : ||x*|| =x"(u) =1}

es el conjunto w*-cerrado y convexo formado por los estados de X relativos a u.

Es un hecho bien conocido que el conjunto de los estados de un punto u esté
relacionado con la derivada direccional de la norma en u. Por la importancia que
tendrd en la presente memoria, recogemos dicha relacién en el siguiente resul-
tado, que se puede encontrar en el libro de N. Dunford y ]J. Schwartz [43, Theo-
rem V.9.5]. Como la demostracion que alli aparece es algo tediosa, creemos opor-
tuno dar una demostracién detallada, que no es méds que una mera adaptacion de

la dada por H. Bohnenblust y S. Karlin para [23, Theorem 1].

1.1.4 Teorema ( [43, Theorem V.9.5] ). Sea X un espacio de Banach y sea u € Sx.

Entonces,

-1
max{Rex*(x) : ¥ € D(X,u)} = lm JFexl=1

a—0t 4

(x € X).

Demostracion. Observamos en primer lugar que esta igualdad depende tnica-

mente de la estructura real del espacio X pues, claramente,
D(Xgr,u) = {Rex" : x* € D(X,u)}.

Podemos pues suponer que X es un espacio real. Fijados x € Xy x* € D(X, u),

para cada & > 0 se tiene que

(u+ax) —1 o |lu+ ax|| —1

x*(x) = . < "

y, tomando limite cuando « decrece a cero, deducimos que

-1
x*(x) < lim lu +axf] —1 ,
a—0t 14
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luego

—1
max{x*(x) : x* € D(X,u)} < lim M.
a—0t 114

Para ver la desigualdad contraria, definimos la aplicacién ¢ : X — R mediante

o(x) = lim |u+ax|| —1

a—0t Id

(x € X),

y observamos que, dados A > 0, x,y € X, ¢ verifica las siguientes propiedades:

(i) ¢(x) < ||x||

(it) ¢(Ax) = Ag(x),

(iil) ¢(x+y) < ¢(x) + ¢(y),

(iw) ¢(u+x) = g(u) + ¢(x).

La primera propiedad se deduce inmediatamente de la definicién de ¢ y para

obtener (ii), observamos en primer lugar que ¢(0) = 0 y en segundo lugar que,

tijado A > 0, podemos escribir

-1 -1
p(Ax) = Tim |lu 4+ aAx|| — ) lim lu 4+ aAx||

=A .
a—0t X a—0t aA qo(x)

Para demostrar (iii), fijamos « > 0, observamos que

lu+alx+y)[|—1  |2u+2ax +20y|| —2 o |+ 2ax| — 1 N |lu+ 2ay| —1
« - 20 = 20 2u

y tomamos limite en esta desigualdad. Para establecer (iv), fijamos a > 0, escri-

bimos

||u+txu+ocx||—1 Ju+ izl — 1+a _ ||u+1+ax||—1
14 ﬁ 1—|—zx

+1

y tomamos limite para obtener que ¢(u +x) =1+ ¢(x) = ¢(u) + ¢(x).

Abhora, fijado xg € X, consideramos el subespacio My, = R(u + xp) y el fun-

cional lineal definido sobre My, por

gAu+x0)) =Ap(u+x) (AeR)
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y observamos que las propiedades (ii) y (iii) nos dicen que ¢ es un funcional

sublineal que ademas verifica

g(Mu+x0)) < @(A(u+ x0)).

En efecto, si A > 0 tenemos que g(A(u + xp)) = ¢(A(u + x¢)) gracias a (ii). Si
por el contrario A < 0, podemos utilizar (ii) y (iii) para escribir

0= 9(0) < P(A(u+x0) + 9 — Au+x0)) = (Al +30)) — Ag(u+x0),

luego
g§(Mu+x0)) = Ap(u+x0) < ¢(A(u+x0)).

Podemos por tanto aplicar el Teorema de Hahn-Banach para encontrar un fun-

cional lineal f sobre X de modo que

fO <o) (xeX) vy flutx)=gu+x)=¢(+x)

La primera condicién nos dice que f(x) < ||x|| para cada x € Xy, por tanto, que
f es continuo con || f|| < 1; haciendo uso de la segunda condicién, de la primera

y del hecho de que f(u) < 1, obtenemos que

1+ ¢(x0) = @(u+x0) = f(u+ xp)
= f(u) + f(x0) < f(u) + ¢(x0) <1+ @(x0).

Por tanto, se tiene que f(u) = 1y que f(xo) = ¢(xp), lo que concluye la demos-

tracion. ]

En este capitulo trabajaremos con los conceptos de rango numérico en el am-
biente de las funciones acotadas definidas en la esfera de un subespacio de un
espacio de Banach con valores en el espacio. Comenzamos introduciendo la nota-
cién necesaria y dando las definiciones pertinentes. Dado un espacio de Banach
Y, cualquier subespacio X de Y nos provee de una isometria lineal ] : X — Y

que nos indica la forma en la que X estd incluido en Y. Este esquema nos permite
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definir la nocién de superespacio: dados dos espacios de Banach X e Y, diremos
que Y es un superespacio para X si existe una isometria lineal ] : X — Y, esto
es, si X identificado como J(X) es un subespacio de Y. Notemos que si X es un
subespacio de Y (0 Y es un superespacio para X), entonces para cada u € X, el
conjunto D(X, u) se identifica totalmente con D(J(X),Ju) que, gracias al Teore-
ma de Hahn-Banach, coincide con el conjunto de las restricciones a J(X) de los
elementos de D(Y,Ju). Fijados dos espacios X e Y en las condiciones anteriores,
escribiremos I'I(X, Y) para denotar al conjunto Sx x Sy« dado por

II(X,Y):={(x,y*) € Sx x Sy :y* € D(Y,]Jx)}

y, cuando X = Y y J = 1d, escribiremos simplemente I1(Y) := I'I(Y,Y). Denota-
remos por B(Sx,Y) al espacio de Banach de las funciones acotadas definidas en
Sx con valores en Y, dotado de la norma del supremo y escribiremos Cy(Sx,Y)
para denotar a su subespacio cerrado formado por las funciones acotadas y uni-

formemente continuas.

1.1.5 Definicién. Sea Y un espacio de Banach y X un subespacio cerrado. Se de-
fine el rango numérico espacial de una funcién f € B(Sx,Y) como el conjunto de

escalares

W)= U V(YV.x f(x) ={y"(f(x)) : (x,y") €TI(X,Y)},

xeSx

y se define el rango numérico intrinseco de f como

V(f) = V(B(Sx, V) Ilsx, f) = {®(f) : ®€D(B(Sx,Y)Jlsx)} -

1.1.6 Observacién. Elnombre de rango numérico intrinseco tiene su justificacion
en el hecho de que no depende del subespacio de B(Sx,Y) que se considere, esto

es, si M es un subespacio cerrado de B(Sx,Y) que contiene a]|s,, entonces

V(B(Sx, Y)Jlsy.f) = V(M,]Jlsy. f)

paracada f € M.
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Por supuesto, si X = Y, ] = Id y T es (la restriccién a Sx de) un operador
lineal y continuo, las definiciones anteriores coinciden con Definiciones 1.1.1 y
1.1.2. De hecho, las definiciones de rango numérico dadas por F. Bonsall, B. Cain
y H. Schneider [25] y por L. Harris [66], que hemos mencionado al principio de
esta introduccién, se pueden ver como casos particulares dentro del ambiente

maés general en el que estamos trabajando.

Fijado (x,y*) € TI(X,Y), la aplicaciéon x ® y* de B(Sx,Y) en K dada por

oy l(g) =y (g(x)  (8€B(SxY))
es obviamente un elemento de D(B(Sx,Y),]|s,) v, por tanto, dada f € B(Sx,Y),

se tiene que W(f) C V(f). Ademads, como V(f) es claramente un conjunto cerra-

do y convexo, también se tiene la inclusiéon

coW(f) € V(f) (1.1)

para cada f € B(Sx,Y). Como comentaremos mds adelante, hay muchas situa-
ciones en las que esta inclusion es una igualdad y nuestro objetivo principal en
este capitulo es estudiar bajo qué condiciones sobre los espacios X e Y y sobre la

funcién f se puede garantizar dicha igualdad.

Es claro que si se tiene la igualdad en (1.1) para una funcién f € B(Sx,Y),

entonces se verifica que
méaxRe V(f) = supRe W(f)

y, gracias al Teorema 1.1.4, esta igualdad equivale a:

i sup EFRFEN=T (I a0 =1

a—0* xXeSx & XESx a—0* &

(1.2)

Observamos también que, en algunas circunstancias, esta identidad caracteriza a
laigualdad coW(f) = V(f), como indica el siguiente resultado de L. Harris [66].

1.1.7 Proposicién ( [66, Proposition 1] ). Sea Y un espacio de Banach y sea X un
subespacio cerrado de Y con la inclusiéon ] : X — Y. §5i M es un subespacio de

B(Sx,Y) con]|s, € M, equivalen:
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a) V(f) =coW(f) paracada f € M.

b) max{|A| : A € V(f)} <sup{|A| : A € W(f)} para cada f € M.
¢) maxRe V(f) < supReW(f) para cada f € M.

d) Cualquier f € M verifica la igualdad (1.2).

Comenzamos nuestro estudio repasando las situaciones en las que se sabe que
se da la igualdad en (1.1). En el caso particular en el que X = Y yJ = Id, F. Bauer
[14, Theorem 4.3] y G. Lumer [85, Lemma 12] prueban a comienzos de la década

de los 60 que si T es un operador lineal y continuo sobre X se cumple que

. |[Id+aT| —1
lim

a—0t (44

7

sup ReW(T) =
lo que, gracias a la Proposicién 1.1.7, nos dice que
V(T) =coW(T).

De una manera totalmente andloga, L. Harris [65, Theorem 2] demuestra en 1971
que se verifica la igualdad en (1.1) para funciones holomorfas en el interior de
Bx que admiten una extensién uniformemente continua a Bx. De hecho, dicha

igualdad es valida para funciones uniformemente continuas.

1.1.8 Teorema ( [66, Theorem 1] ). Sea X un espacio de Banachy sea f € C,(Sx, X).

Entonces,

V(f) =@ W(f).

En 2004 A. Rodriguez-Palacios demuestra que el resultado anterior sigue sien-
do vélido cuando en la definicién de rango numérico espacial se cambia I'T(X) por
un subconjunto suyo cuya proyeccién sobre la primera coordenada es densa en
Sx [116, Theorem 2.5].

En vista del Teorema 1.1.8, es razonable preguntarse si dado un espacio de Ba-
nach arbitrario X se verifica la igualdad V(f) = cOW(f) para cada f € B(Sx, X).
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Esta cuestion fue resuelta por A. Rodriguez-Palacios en 2001 al demostrar en [115]
que dicha igualdad caracteriza a la suavidad uniforme. Recordemos que la nor-
ma de un espacio de Banach X es suave en un punto u de la esfera de X si D(X, u)
se reduce a un tnico punto, y es Fréchet suave o Fréchet diferenciable en u si el limite

Iim % (1.3)
existe uniformemente en x € Bx. Si lo anterior ocurre para cada u € Sy, se dice
que la norma de X es Fréchet diferenciable y si el limite en (1.3) es uniforme
en x € Bxyenu € Sx se dice que X es uniformemente suave. Estos conceptos
han demostrado ser muy ttiles en el estudio de la geometria de los espacios de
Banach; buena prueba de ello es la gran cantidad de informacién que se puede

encontrar acerca de ellos en la literatura, como por ejemplo en [15, §2], [39], [47,
§8,§10] 0 [99, §5].

1.1.9 Teorema ( [115, Theorem 5] ). Sea X un espacio de Banach. Equivalen:
(i) Laigualdad coW(f) = V(f) se verifica para toda f € B(Sx, X).

(ii) X es uniformemente suave.

Dentro del ambiente mds general en el que X es un subespacio propio de
Y, L. Harris da en [66, Theorems 2, 3] dos condiciones suficientes para que se
verifique la igualdad en (1.1); concretamente, dicha igualdad ocurre para cada
f € Cu(Sx,Y) cuando la dimension de X es finita o cuando Y es uniformemente

suave.

1.1.10 Proposicién ( [66, Theorem 2] ). Sea Y un espacio de Banach y sea X un

subespacio de dimension finita. Entonces, para cada f € C,(Sx,Y) se tiene que

V(f) =coW(f).

1.1.11 Proposicién ( [66, Theorem 3] ). Sea Y un espacio de Banach uniforme-

mente suave. Entonces, para cada subespacio cerrado X y cada f € C,(Sx,Y)
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se verifica que

Concluimos aqui nuestro breve repaso acerca de los resultados conocidos so-
bre la igualdad de rangos co W(f) = V (f).

1.2. Igualdad de rangos para operadores

En esta seccién nos centramos en la situaciéon general en la que Y es un es-
pacio de Banach y X es un subespacio propio y pretendemos estudiar bajo qué

condiciones sobre X e Y se verifica la igualdad
V(T) =coW(T)

para todo operador T € L(X,Y). Este problema se puede enfocar desde dos pun-
tos de vista: por una parte, podemos fijar el espacio X y estudiar qué hipétesis
sobre él aseguran la igualdad que queremos para cada superespacio Y y cada
operador T € L(X,Y); por otra parte, podemos considerar fijo el espacio Y y bus-
car condiciones que aseguren que V(T) = ¢o W(T) para cada subespacio cerrado
X y cada operador T € L(X,Y). Como consecuencia inmediata de la Proposi-
cién 1.1.10, tenemos que los espacios de dimensién finita responden al primer

esquema y nuestro primer objetivo es demostrar que son los tinicos.

1.2.1 Teorema. Sea X un espacio de Banach de dimension infinita. Entonces, exis-

ten un superespacio Y y un operador T € L(X,Y) de modo queco W(T) # V(T).

Para demostrar este resultado necesitaremos el siguiente lema.

1.2.2 Lema. Sea X un espacio de Banach de dimension infinita. Entonces, existe

un operador S € L(X, cyg) que no alcanza su norma.
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Demostraciéon. Como X es de dimensioén infinita, podemos utilizar el Teorema de
Josefson-Nissenzweig (véase [40, §XII] por ejemplo) para encontrar una sucesiéon
{x};} en Sx+ que converge a 0 en la topologia débil*, y considerar el operador de

norma uno S : X — ¢o dado por

[Sx](n) = n:l_lel(x) (x € X, neN).

La convergencia débil* a 0 de la sucesion {x;;} nos asegura que S estd bien defi-

nido y es claro que no alcanza su norma. O

Demostracion del Teorema 1.2.1. Tomemos un operador de norma uno S € L(X, ¢p)

que no alcance sunorma, consideremos el espacio Y = X @ ¢y dotado de la norma
[(x, )| = max {[[x]|, [[Sx]lo + [[t]l}  (x € X, tEco),

con la inclusién natural Jx = (x,0) para cada x € X y definamos el operador
T € L(X,Y) por
Tx = (0, Sx) (x € X).

Es suficiente demostrar que

1.

. |Jx+aTx|| -1 ) ITx +aTx|| — 1
sup lim =0 y lim sup =

xXeSx a—0% & a—0% XESx X

Para ello, fijado x € Sx, como ||Sx|| < 1 podemos encontrar &y > 0 de modo

que para cada a < g se tiene que
(1+a)|Sx|leo <1
y, por tanto,
[Jx +aTx| = [[(x, aSx)[| = méx{1, (1 +a)[[Sxje} =1,
luego

Tx||—1
ety -1

a—0t o

0;
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deducimos entonces que

x4+ aTx|| —1
sup lim =

xeSx a—0* &

0.

Para demostrar la otra igualdad, fijamos &« > 0 y observamos que

|J+aT|| = sup||Jx + aTx|| = sup max{1, (1+a)||Sx||e} =1+a,

XESx XESx

de donde deducimos que

a—0Tt o

1. ]

1.2.3 Observacién. Con un poco mds de esfuerzo se puede probar que el super-
espacio Y del teorema anterior puede ser construido de modo que Y /X tenga

dimension 1.

Demostracién. Consideramos dos casos dependiendo de la reflexividad de X.

CASO 1: Suponemos en primer lugar que X no es reflexivo y utilizamos el Teo-
rema de James para encontrar un funcional x* € Sx+ que no alcanza su norma.

Definimos ahora el espacio Y = X @ K dotado de la norma
I ) = max{[lx[l, [ ()| + [t} (x € X, t € K),

que contiene a X como subespacio con la inclusién natural y definimos el opera-
dor T € L(X,Y) por

Tx = (0,x"(x))

para cada x € X. De modo andlogo a como se hace en la demostracién del Teore-

ma 1.2.1 se comprueba que maxRe V(T) = 1y supRe W(T) = 0.

CASO 2: Supongamos ahora que X es reflexivo. Como X tiene dimension infinita,

el Teorema de separacién-(1 + €) de Elton-Odell (véase [40, §XIV], por ejemplo)
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nos dice que existen ¢y > 0 y una sucesion {x}; },,>0 de elementos de Sx- verifi-

cando que

Iy =l = 1+e0  (n#m).

Como X es reflexivo, para cada n € IN existe x, € Sx de modo que
(¥ = x0) ()| =[xy — %0l > 1 +€0
y, por tanto, tenemos que
%0 (xen) | = | (2 = x0) () | = |2 (xn)[ = T80 =1 = ¢0. (1.4)

Por otro lado, si para cada n € IN definimos y;, € Sx+ por

* *
* xn_xo

I = o — =il

es claro que se tiene y;;(x,,) = 1. Utilizamos la reflexividad de X otra vez para ase-
gurar que X 2 cp, con lo que se puede deducir de la demostracién del Teorema
de Elton-Odell que {x;}; },>0 es una sucesion bésica que, por ser X* también refle-
Xivo, converge a cero en la topologia débil (véase [122, Theorem I1.7.2]). Usando

esto, y que

e —xpll =14+e y  lxl=1
obtenemos que
limy;(x) <1  (x € Bx).
Este hecho nos asegura que el operador S € L(X, () dado por

Sx(n) = “wilx) (e X, neN)

no alcanza su norma.

Definimos ya el superespacio Y = X @ K dotado de la norma

ICx, £) | = max{{|x|], [Sx[lw + [t} (x € X, t €K),
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consideramos J € L(X,Y) la inclusién natural y T € L(X,Y) el operador dado

por
Tx = (0,x5(x)) (x € X).

Para acabar la demostracién basta probar que
supReW(T)=0 vy supRe V(T) > ¢

y utilizar la Proposicién 1.1.7. Usando que S no alcanza su norma, no resulta

dificil comprobar que

Tx||—1
supRe W(T) = sup lim T + T =

xeSx a—0* &

0.

Para calcular maxRe V(T), fijamos & > 0 y observamos que

15+ aT] > [+ 2Tl = || (xa a5 (x0)) |
> (1Sl + alxg ()| > [1Sxall + o

donde en la tltima desigualdad se utiliza (1.4). Tomando limite en la desigualdad

anterior y teniendo en cuenta que ||Sx, || — 1, deducimos que
IJ+aT|| >1+ag  (a>0)

luego tenemos que

_ g WAATI=T

a—0t o

maxRe V(T) O
Volviendo a nuestro problema, la Proposicién 1.1.10 y el Teorema 1.2.1 resuel-
ven completamente el caso en el que el subespacio X se considera fijo, hecho que

recogemos en el siguiente corolario.

1.2.4 Corolario. Sea X un espacio de Banach. Entonces, se verifica la igualdad
coW(T) = V(T) para cada superespacio Y y cada operador T € L(X,Y) si, y

solo si, la dimensién de X es finita.
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Ahora nos planteamos qué ocurre cuando fijamos el superespacio Y, esto es,
queremos estudiar qué espacios de Banach Y verifican que para cada subespacio

X y cada operador T € L(X,Y) se tiene la igualdad
V(T) = co W(T). (1.5)

La situacion en este caso es bien diferente, pues gracias a la Proposicién 1.1.11
sabemos que ademads de los espacios de dimension finita los espacios de Banach
uniformemente suaves verifican la condicién que queremos. Con esto en mente,
si uno pretende encontrar otros espacios para los que se verifique la igualdad
(1.5), parece razonable buscar alguna clase de espacios que contenga a los espa-
cios de dimension finita y a los uniformemente suaves, esto es, buscar propieda-
des comunes a ambas clases de espacios. Una propiedad de tipo isométrico que
tienen en comun los espacios uniformemente suaves y los de dimensién finita
es la subdiferenciabilidad fuerte de la norma en todo punto de la esfera unidad.
Este concepto, que fue introducido por D. Gregory en [60], es una generalizacién
de la diferenciabilidad Fréchet de la norma en la que no se exige suavidad. Con-
cretamente, la norma de un espacio de Banach Y es fuertemente subdiferenciable en
u € Sy si existe el limite
ey -1
a—0* «

uniformemente en y € By; cuando esto ocurra para cada u € Sy, diremos que
la norma de Y es fuertemente subdiferenciable. Es claro que la norma de Y es
Fréchet diferenciable en u si, y solo si, es a la vez suave y fuertemente subdife-
renciable en el punto u. Esta propiedad ha sido estudiada en profundidad en [53]
y se pueden encontrar algunas aplicaciones en [56, 57]. En [53], C. Franchetti y
R. Payd dan el siguiente resultado para estudiar la subdiferenciabilidad fuerte,

analogo al Lema de Smulian, que incluimos para su uso posterior.

1.2.5 Lema ( [53, Theorem 1.2] ). Sea Y un espacio de Banach. Entonces, la norma

deY es fuertemente subdiferenciable en un punto u si, y solo si, para cadae > 0,
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existe 6 > 0 verificando

y* € Bys, Rey™(u)>1-4¢ = dist(y*, D(Y,u)) < e

Aunque los espacios de dimension finita y los espacios uniformemente sua-
ves tienen norma fuertemente subdiferenciable, esta tltima propiedad no asegura
que la igualdad (1.5) se verifique para todos los subespacios y todos los operado-

res.

1.2.6 Ejemplo. La norma del espacio Y = {3 G ({2 ®1¢2) es fuertemente sub-
diterenciable y se puede encontrar un subespacio cerrado X de Y y un operador
T € L(X,Y) verificando queco W(T) # V(T).

Demostracion. Para probar que la norma de Y es fuertemente subdiferenciable,
basta ver Y como suma absoluta de espacios con norma fuertemente subdiferen-

ciable y utilizar las Proposiciones 2.2 y 2.3 de [53].
Definimos ahora el operador S € Sy 4,) que no alcanza su norma por

[S2](n) = =

y consideramos el subespacio cerrado de Y definido por

x(n) (x € £, n € N)

X :={(x,5x,0) : x €y}

con la inclusién natural en Y. Definimos finalmente el operador T : X — Y
mediante
T(x,Sx,0) = (0,0, Sx) (x € X),

y bastara probar que
supReW(T) =0 vy méxRe V(T) = 1.

Veamos la primera igualdad: dado x € S;, podemos encontrar &, > 0 de modo

que (1+ ay)||Sx|| < 1y, por tanto, para cada 0 < a < a, tenemos que

II(x,Sx,0) +aT(x,Sx,0)|| = ||(x,Sx,aSx)|| = max{1, (1 +«)||Sx||} =1,
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lo que nos permite concluir que

lim |(x,Sx,0) +aT(x,Sx,0)| — 1 _

a—0t %

0

y la arbitrariedad de x € Sy, nos da supRe W(T) = 0. Para la segunda igualdad,

fijado « > 0, observamos que si {e, } ,civ es la base usual de ¢, entonces

n
n—+1

17+ aT|[ = [[(J+ aT)(en, Sen, 0)[| = (14 «) (n € N),

luego ||J +«T|| > 1+ ay, por tanto,

— ﬁmw > 1. u
al0 0

1=T|| > méxRe V(T)

Si bien la propiedad que estamos estudiando es de tipo isométrico, podemos
plantearnos si existe alguna propiedad de tipo isomorfico que la implique. Entre
las propiedades de tipo isomorfico que deben tener tanto los espacios de dimen-
sién finita como los espacios uniformemente suaves, la més relevante es la refle-
xividad. Parece natural plantearse si en todo espacio reflexivo se verifica la igual-
dad (1.5) para cada subespacio cerrado suyo y cada operador. Nada mas lejos de
la realidad, ya que el espacio ¢ G (¢ B1 £2) es reflexivo (de hecho, superreflexi-
vo) y el Ejemplo 1.2.6 nos dice que no se verifica la condicién que queremos. Atn
nos podemos preguntar si la reflexividad es una condicién necesaria para que se
verifique la propiedad que estamos estudiando y, aunque no hemos sido capaces
de resolver esta cuestion, el siguiente resultado parece indicar que la respuesta

puede ser positiva.

1.2.7 Proposicién. En todo espacio no reflexivo Y se puede encontrar una norma

equivalente de modo que existen un subespacio cerrado X y un operador T en
L(X,Y) verificando queco W(T) # V(T).

Demostracién. Tomamos un subespacio V de Y de codimensién dos y observamos

que Y es isomorfo a V @e (K @1 K). Como V no es reflexivo, podemos encontrar
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vy € Sy+ que no alcance su norma y considerar el subespacio cerrado de Y dado

por
X ={(v,v5(v),0) : veEV}

con la inclusién natural. Si definimos el operador T : X — Y por
T(v,v5(v),0) = (0,0,v(v)) (x € X),
es sencillo comprobar siguiendo las ideas dadas en los ejemplos anteriores que

maxRe V(T) =1 y supRe W(T) = 0. O

Observamos que ¢g con su norma usual es isométricamente isomorfo al es-
pacio ¢y B (K @1 K), luego un razonamiento anélogo al de las demostraciones

anteriores nos permite dar el siguiente ejemplo.

1.2.8 Ejemplo. Existe un subespacio cerrado de ¢y y un operador T € L(X,cp) de
modo que coW(T) # V(T).

1.3. Una condicién suficiente: La propiedad de
Bishop-Phelps-Bollobas

En esta seccién pretendemos introducir y estudiar una propiedad de tipo iso-
métrico que garantiza que en un espacio de Banach Y se verifique la igualdad
coW(f) = V(f) para todo subespacio cerrado X y toda funcién f € C,(Sx,Y).
Veremos también que esta propiedad es una generalizaciéon de la suavidad uni-
forme y de la dimension finita. La motivaciéon de esta propiedad viene dada por
la versiéon cuantitativa del Teorema clasico de Bishop-Phelps [21, 22] dada por

B. Bollobés [24] (la versidn que aparece més abajo puede encontrarse en [27, §16]).

1.3.1 Teorema (Bishop-Phelps-Bollobds). Sea Y un espacio de Banach y seae > 0.
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Para cualesquiera yo € Sy ey, € Sy« verificando que
2

Reyy(yo) > 1— 1

existe (y,y*) € TI(Y) de modo que

ly=yoll<e vy v —wll <e

El teorema anterior ha desempefiado un papel fundamental en el desarrollo
de algunos aspectos de la geometria de los espacios de Banach (véase [54, 106,
107]); citemos, por ejemplo, que ha resultado particularmente ttil en el estudio de
las normas fuertemente subdiferenciables [53] y en el estudio del rango numérico
espacial de operadores [27, §16 y §17]. Digamos también que la demostracién de
la igualdad coW(f) = V(f) para toda f € C,(Sy,Y) dada en [66, Theorem 1],
usa el Teorema de Bishop-Phelps-Bollobds; para operadores lineales y continuos,
dicha igualdad se puede deducir también de [82, Theorem 8], resultado que a
su vez es consecuencia del Teorema de Bishop-Phelps-Bollobas. Motivados por

todos estos hechos hacemos la siguiente definicion.

1.3.2 Definicién. Sea Y un espacio de Banach y sea X un subespacio cerrado suyo
con la inclusién J : X — Y. Decimos que (X,Y) es un par de Bishop-Phelps-
Bollobds (usaremos al abreviacion par BPB) si para cada € > 0 existe § > 0 de modo
que cualesquiera que sean xy € Sx e y; € Sy verificando que Rey§(Jxp) > 1 -6,
existe (x,y*) € II(X,Y) tal que

[xo—x[[<e vy yo—vy'll <e

Diremos que un espacio de Banach Y tiene la propiedad de Bishop-Phelps-Bollobds
(usaremos la abreviacion propiedad BPB) si para cada subespacio cerrado X de Y,
(X,Y) es un par BPB.

Obsérvese que la diferencia fundamental entre la definicién anterior y el Teo-

rema de Bishop-Phelps-Bollobas es que el punto que aparece debe quedarse en el
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subespacio X.

El siguiente resultado, cuya demostracién sigue las ideas de [66, Theorem 1],
nos concreta la relacién que hay entre la propiedad BPB y la igualdad de rangos

numéricos.

1.3.3 Teorema. Sea (X,Y) un par BPB. Entonces,

OW(f) = V(f)
paratoda f € C,(Sx,Y).

La clave de la demostracion de este teorema es un lema establecido por L. Ha-

rris en 1974 que en nuestro ambiente se lee como sigue.

1.3.4 Lema ( [66, Lemma 1] ). Sea Y un espacio de Banach, sea X un subespacio
cerrado suyo con inclusién] : X — Y y sea f € C,(Sx,Y). Entonces, para cada

® € D(Cu(Sx,Y),J|sy) ycadae > 0 existen x € Sx ey* € Sy« verificando que

Re®(f) <Rey (f(x)) +e vy [1—y"(n)<e

Demostracién del Teorema 1.3.3. Si llamamos | a la inclusién de X en Y y fijamos
f€Cu(Sx,Y)y® e D(Cu(Sx,Y),]|s,), gracias a la Proposicién 1.1.7, s6lo tene-

mos que demostrar que
Re®(f) < supRe W(f). (1.6)

Para ello, dado n € IN, utilizamos el Lema 1.3.4 para encontrar un punto x,, € Sx

y un funcional y;; € Sy« de modo que

o) —1 y  Re®(f) <Reyi(fw)+ . (17

Por una parte, como (X, Y) es un par BPB, obtenemos una sucesion { (¥, 7, ) }
de elementos de I1(X, Y) tal que

nelN

{xn - fn}neIN — 0 y {yZ - g:}?lGlN — 0
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y, por otra parte, se tiene que

Re ®(f) <Rey, (f(Xn)) + Rely, — vy (f (¥n)) + Rey, (f (xn) — f(Xu)) +1/n
<supRe W(f) + vy = T ll 1 flloo + [1f (xn) = f(Xn) ]| + 1/

para cada n € IN. Finalmente, la desigualdad (1.6) se obtiene sin més que utilizar

la continuidad uniforme de f. O

Como consecuencia inmediata de los Teoremas 1.3.3 y 1.2.1 obtenemos el si-

guiente corolario.

1.3.5 Corolario. Sea X un espacio de Banach de dimension infinita. Entonces,

existe un superespacio Y para X de modo que (X,Y) no es un par BPB.

El Teorema 1.3.3 nos asegura que los ejemplos que hemos dado en la secciéon
anterior para los que existen un subespacio cerrado y un operador que no verifica

la igualdad de rangos, carecen de la propiedad BPB.

1.3.6 Ejemplos.

a) Los espacios lp Geo ({3 @1 ¢2) y co no tienen la propiedad BPB.
b) Todo espacio no reflexivo admite una norma equivalente con la que carece
de la propiedad BPB.

El espacio cg es un ejemplo bastante significativo de espacio sin la propiedad
BPB, pues falla dicha propiedad de la manera mds “fuerte” en la que puede ha-

cerlo. Concretamente:

1.3.7 Ejemplo. Existe un subespacio X de ¢y y un funcional y* € S tal que

ly* x|l =1 pero dist(y*,{z" € S¢; : z" alcanza su norma sobre X}) =2
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Demostraciéon. Comenzamos observando que cp es isométricamente isomorfo a
_ * . *
Y = ¢y D Ry que, entonces Y* = /1 &1 R. Tomamos un funcional x; € Sy, que

no alcance su norma sobre cy, definimos el subespacio de Y dado por
X ={(x,x5(x)) : x €cp}

con la inclusién natural y consideramos el funcional y* = (0,1) € Y* que verifica

1y xll = 1.

Por otra parte, si (x*,a) € Y* es un funcional cualquiera y (x,xj(x)) es un ele-

mento arbitrario de X, podemos hacer la siguiente estimacién:
(%, @) (2, %0 ()| < [27 ()| + [al |xg ()| < (|27 + |a] = [[(x7, a) ]

que es valida salvo que ocurra a = 0. Por tanto, cualquier funcional (x*,a) € Y*
que alcance su norma sobre X verifica necesariamente que 2 = 0, lo que nos

permite deducir que

dist(y*, {z* € Sy~ : z* alcanza su norma sobre X}) = 2. O

En el siguiente resultado, que nos servird para presentar los primeros ejemplos
de espacios con la propiedad BPB, relacionamos dicha propiedad con la subdife-

renciabilidad fuerte de la norma.

1.3.8 Proposicién. La norma de un espacio de Banach Y es fuertemente subdi-
terenciable si, y sélo si, para cada subespacio de dimension finita X C Y el par
(X,Y) es BPB.

Demostracion. Suponemos en primer lugar que la norma de Y es fuertemente sub-
diferenciable, tomamos un subespacio X de dimensién finita con la inclusién
J : X — Yy fijamos ¢ > 0. Dado que la norma de Y es fuertemente subdife-

renciable, el Lema 1.2.5 nos asegura que para cada x € Sx existe J, > 0 tal que

y* € Sy, Rey*(Jx) > 1— 6y — dist(y*, D(Y,]Jx)) < e. (1.8)
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Por tanto, si para cada x € Sx definimos

Ay = {z € Sx : [|Jz —TJx|| <min{£, %x}},

tendremos que Sx = Uycs, Ax y la compacidad de Sx asegura la existencia de

X1,...,Xp € Sx de modo que

n
Sx = | Ax,.
i=1

Veamos ya que 6 = min {% ci=1,..., n} cumple la condicién de la propiedad

BPB. Para ello, dados xo € Sx e y; € Sy tales que
Reyy(Jxg) > 1—9,

tomamos j € {1,...,n} de modo que xy € Ax]. , es decir,

5o
|| x0 — x]-H = ||Jxo —]x]-H < min {8, 7]} ,

y tendremos que Rey;(Jxj) > 1 —dy;, por lo que (1.8) nos asegura la existencia

de y* € D(Y,]x;) verificando que [|y* — || <e.

Para demostrar la otra implicacion, es suficiente fijar xg € Sy y demostrar que

xo expone fuertemente a D(Y, xg) (Lema 1.2.5). Para ello, definimos
X = lin(xp)

y, fijado € > 0, tomamos el § > 0 dado por la definicién de par BPB para (X, Y)
y €/2. En particular, si y; € Sy« verifica que Reyj(xg) > 1 — J, entonces existe
(x,y*) € II(X,Y) de modo que

lx—xol <e/2 y [y —woll <e/2,
y como x € lin(xp), existird A € T tal que x = Axg y, por tanto,
A —1| = ||Axg — x0|| = ||x — x0]] < e/2.
Tenemos entonces que

Ayt e D(Y,x0) y Ay —woll <Ay —y*ll +ly" —woll <e/2+e/2=e [



1.3. La propiedad de Bishop-Phelps-Bollobas 49

Es un hecho bien conocido que los espacios de dimensién finita tienen norma
fuertemente subdiferenciable (véase [53, pp. 48] si se quiere) y, con esto en mente,

la Proposicién 1.3.8 nos dice que tienen la propiedad BPB.

1.3.9 Corolario. Los espacios de Banach de dimensién finita tienen la propiedad
de Bishop-Phelps-Bollobas.

Observamos que la Proposicién 1.3.8 nos dice que el hecho de que el par (X, Y)
sea BPB para subespacios de dimension finita impone fuertes restricciones sobre
la geometria de Y. Esto contrasta con la informacién que nos proporciona la Pro-
posicién 1.1.10: la igualdad de rangos es vélida para todas las funciones unifor-
memente continuas definidas en la esfera de un subespacio de dimensién finita.
Con estas ideas, podemos demostrar que el reciproco del Teorema 1.3.3 no se ve-

rifica.

1.3.10 Ejemplo. Sea Y un espacio de Banach cuya norma no sea fuertemente
subdiferenciable en un punto yy € Sy y sea X = lin(yo). Entonces, la Proposi-
cién 1.1.10 nos dice que coW(f) = V(f) para cada f € C,(Sx,Y) y la Proposi-
cién 1.3.8 nos asegura que el par (X,Y) no es BPB.

Teniendo en cuenta la Proposiciéon 1.1.11 y el Teorema 1.3.3, podemos plan-
tearnos si los espacios uniformemente suaves tienen la propiedad BPB; no es di-

ficil ver que la respuesta es afirmativa.

1.3.11 Proposicién. SiY es un espacio de Banach uniformemente suave, entonces

Y tiene la propiedad BPB.

Usaremos en la demostracién de este resultado el hecho bien conocido de que

el espacio dual de un espacio uniformemente suave es uniformemente convexo.
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Recordamos que un espacio de Banach X es uniformemente convexo si para cada

e > 0 existe 6 > 0 de modo que

x,y €Sx con |x+y||>2-6 = |x—-y|<e

Demostracién de la Proposicién 1.3.11. Fijado € > 0, utilizamos que Y* es uniforme-

mente convexo para encontrar 6 > 0 de modo que
Yy ESy y I Hyl>2-0 = -y <e

Sea ahora X un subespacio cerrado de Y con la inclusién J : X — Y, y sean
Xo € Sx ey € Sy~ tales que Rey;(Jxg) > 1 — 4. Tomamos y* € Sy« de forma que

Rey*(Jxp) = 1 (s6lo hay un funcional que verifica esto) y obtenemos que
ly* +yoll = Re(y™ +yo)(Jxo) >2 6

y, por tanto, ||y* — y5| < e. O

Obsérvese que en la demostracién anterior la relacién ¢ — 6 no depende del
subespacio X que se considere. El siguiente resultado muestra que este hecho es

exclusivo de los espacios uniformemente suaves.

1.3.12 Teorema. SiY es un espacio de Banach que tiene la propiedad BPB de mo-
do que la relacion entre € y § no depende del subespacio cerrado que se considere,

entonces Y es uniformemente suave.

Demostracién. La Proposicion 4.1 de [53] nos dice que es suficiente demostrar que
el limite

ety =1
t1—1>I(I)1+ t =i T(,y)

existe uniformemente en y € By y u € Sy (esto es, probar que la norma de Y es
“uniformemente fuertemente subdiferenciable”). Para ello, fijamos ¢ > 0, consi-

deramos 0 < § < 2 dado por la propiedad BPB “uniforme” y, para cada y € By,
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cadau € Syycada0 <t < %, tomamos

u—+ty

=T 7 s, e yeDY,y).
i + ty] vt Y

Yt
Es inmediato comprobar que

Rey;(u) =Rey; (u+ty) —Rey;(ty) > |[u+ty|| -t =>1—t—t>1-,

luego si tomamos X = lin(u), la propiedad BPB nos asegura la existencia de
(x,zf) € II(X,Y) verificando que

lx—ull<e y llz —yill <e
Como x € lin(u), existird A € T tal que x = Au, lo que nos dice que
Azf e D(Y,u) vy 1T—Al=|lu—Aul| = |lu—x| <e

luego
lyt — Azl < llyf —zi |l + llzi — Azi || < e+e=2e
Usamos ahora los hechos

lu+tyl -1  Reyf(u+ty)—1
t t

<Reyi(y) 'y 7T(wy) >ReAzi(y)

para obtener que

0< MEWIZY _2u,y) < Reyi(y) ~ Reazi(y) < |lyi — Azl <2e. O

Las Proposiciones 1.3.8 y 1.3.11 nos dicen que la propiedad BPB se encuentra

en algin punto intermedio entre la subdiferenciabilidad fuerte de la norma y
la suavidad uniforme, por lo que parece razonable preguntarse si hay alguna
relacion entre la diferenciabilidad Fréchet de la norma y la propiedad BPB. Por
un lado, sabemos que todos los espacios de dimensién finita tienen la propiedad
BPB, luego ésta no implica diferenciabilidad Frechét de la norma; por otro lado,

el siguiente ejemplo nos indica que la implicacién contraria tampoco es posible.
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1.3.13 Ejemplo. El espacio de Banach

Y = [@ K%H]

keN t2

tiene norma Fréchet diferenciable y no tiene la propiedad BPB.

Demostracion. Por un lado, la norma de Y es Fréchet diferenciable como conse-
cuencia de [53, Theorem 2.4] y [99, Exercise 5.39]. Por otro lado, consideramos el

subespacio cerrado de Y dado por
X:={xeY : x(k); = x(k)2, k € N}

con la inclusién natural en Y y recordamos que el dual de Y es

Y= [S}?\Iﬁf}é'

2

Si para cada n € IN tomamos x,, € Sx e y;, € Sy« definidos por

(L0) sik=n (21/(171+1)I 21/<1n+1>> si k=n
Yn(k) = y  xa(k) =
(0,0) si k#mn (0,0) si k#n

se tiene que

i) ={ g | — 1

Nuestro objetivo es probar que para todo n € IN y todo (x,y*) € II(X,Y), se

tiene que

212

ly* —yall = 5

de donde se deduce de forma clara que el par (X,Y) no es BPB. En efecto, por
una parte, como x estd en el subespacio X, podemos encontrar A € T de modo

que

A A
) = Ix00llss (557657 7 )
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y, por otra parte, usamos que (x,y*) € II(X,Y) y la dualidad en el espacio de

Banach Y para deducir que

[y ()] (x(n) = ly" () s x(n)[[sa.

Se tiene entonces que

luego

y, por tanto,

1™ = yall >||y*(n)—(1,0)||nn+l>|y*(n)—1|>1—%- O
Observamos que los espacios de las dos clases que verifican la propiedad BPB
son reflexivos, luego cabe también preguntarse qué relaciéon hay entre la propie-
dad BPB vy la reflexividad. No hemos sido capaces de dar respuesta a esta pre-
gunta mds alld de la pequefia informacién que da el Ejemplo 1.3.6, esto es, que
todo espacio no reflexivo se puede renormar equivalentemente para que carezca
de la propiedad BPB.

En otro orden de cosas, a poco que se piense la definiciéon de par BPB, resulta
natural esperar que si el subespacio X estd “bien metido” en el espacio Y, enton-
ces el par (X,Y) serd BPB. Nuestro siguiente objetivo es demostrar que un par
(X,Y) es BPB siempre que X sea un ideal absoluto de Y. Recordamos las defi-
niciones necesarias para nuestra discusién: se dice que una norma | - | en R? es

absoluta cuando verifica
[(a,0)] = |(lal, b])]| (1.9)

para cualesquieraa,b € R,y

|(1,0)| =1(0,1)] = 1. (1.10)
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Geométricamente, (1.9) significa que la bola unidad de IR? para la norma | - | es
simétrica respecto de los ejes de coordenadas, mientras que (1.10) es una normali-
zacién natural. En [27, §21] el lector encontrara un detenido estudio de las normas
absolutas en R?, que tienen utilidad en bastantes cuestiones relacionadas con el
rango numérico. Destacamos algunas propiedades bien conocidas sobre normas
absolutas que seran relevantes en nuestra discusién: cualquier norma absoluta

| - | es creciente y continua en cada variable y verifica que
max{|al, [b]} < [(a,b)| <[a[ +[b]  (a,b€R).

Recordemos que un operador P € L(Y) es una proyeccién si P> = Py P es una

proyeccion absoluta cuando existe una norma absoluta | - | en R? verificando que

lyll =1CIPyll ly =Pyl (v €Y)

y, en tal caso, se dice también que P(Y) es un sumando absoluto de Y. La nocién
general de proyeccién absoluta fue introducida por R. Evans [46] y estudiada con
mas detenimiento en [103, 104]. Los casos particulares mds importantes se pre-
sentan cuando la norma absoluta | - | es una de las clasicas, y han recibido mucha
mas atencién. Cuando | - | es la norma de la suma (resp. la del méximo) se habla
de L-proyecciones y L-sumandos (resp. M-proyecciones y M-sumandos), conceptos
que marcan el punto de partida de una extensa e importante teoria [17, 64]. Las
Ly-proyecciones, paral < p < oo, también han sido ampliamente estudiadas [18].
Finalmente, decimos que X es un ideal absoluto de Y si X es un sumando absolu-
to de Y*; en tal caso, si escribimos Y* = Z @& X~ no resulta dificil demostrar que

la aplicacién ¢ : Z — X* dada por

o(z)=7"lx  (FF€2)

es una isometria sobreyectiva, por lo que podemos ver a X* como subespacio de
Y* y escribir Y* = X* @ X*. Cuando la norma que aparece en la descomposicién
de Y* es la de la suma se habla de M-ideal, concepto que ha sido estudiado en
profundidad [64].
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1.3.14 Proposicién. SiY es un espacio de Banach y X es un ideal absoluto suyo,

entonces el par (X,Y) es BPB.

En la demostracion de este resultado necesitaremos el siguiente lema.

1.3.15 Lema. Sea E = (R?,| - |,) donde | - |, es una norma absoluta. Si escribimos
bp =max{b >0 : |(1,b)], =1}
y definimos
A(0)={(a,b) €Bg : a>1—-0,b>by} (6 >0),

entonces para cada ¢ > 0 existe § > 0 de modo que diam(A(J)) < e (ver figura

abajo).

Demostraciéon. Suponemos por reduccién al absurdo que el resultado no es cierto
y encontramos gy > 0 de modo que diam(A(1)) > ¢ para cada n € IN. De aqui
deducimos que existe (a,,by) € A(L) verificando que |(an, bx) — (1, bo)|a = 2,
luego

€0

5 <lan =1+ |bu—bo|  (n€N). (1.11)

Tomamos {(a,,, by, )} una sucesién parcial de {(a,,b,)} que sea convergente y
observamos que su limite seré de la forma (1,b) y pertenecerd a Sg. Usando (1.11)
y el hecho de que (a,,, by, ) € A(Uln), es inmediato comprobar que
€0
2

de lo que se deduce que b es estrictamente mayor que by, una contradicciéon. [

< |b— by y b= b,

Demostracion de la Proposicién 1.3.14. Como X es un ideal absoluto de Y, existe

una norma absoluta | - |, en R? de modo que Y* = X* @ Xty

I )= [l It D], (e X5, xt e X5).
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bo

Figura 1.1: Normas absolutas

Fijado 0 < ¢ < 1, tomamos §; > 0 dado por el Lema 1.3.15 aplicado a ¢/3, y

5 inls &
.—mm{ 1,%}.

La demostracion acabard si para cualesquiera xo € Sx e y§ = (x§,x3) € Sy

definimos

verificando que

Reys(xo) = Rexj(xg) > 119,

encontramos (x,y*) € I(X,Y) de modo que

lv' =yl <e v |lx—x0] <e
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Para ello, como tenemos que

[ x0]| i 1 Re -0 (x0) = Rexi(xg) >1—8>1 e
X = Mokl = MxIl = - = — A7
T Y ERR 0l 36

si aplicamos el Teorema de Bishop-Phelps-Bollobéas (Teorema 1.3.1), encontramos
(x,x*) € TI(X) de modo que

*
* xO

x5

Distinguimos dos casos. Si suponemos en primer lugar que || x5 || < by, tomamos

€ € 2¢
||x—xo||x<§ y < =, luego ||x*—x6‘||X*<§.

3/

X*

y* = (x*,x7) y observamos que Rey*(x) = 1, ||y*|| = |(1, ||xOL||)]a =1y

2¢
ly" = wolly- = llx" = xgllx- < 5

Si por el contrario ||x5 || > by, tomamos y* := (x*, ﬁxé), que claramente
0

verifica Rey*(x) = 1 = ||y*||. Observamos ahora que (1,b) y (||x§|l, lxg]|) per-
tenecen al conjunto A(d), cuyo didmetro es menor que ¢/3 por el Lema 1.3.15,

luego tenemos que
. €
[l 11 = bo| < [(1,b0) = (x5, <o D], < 3
de donde deducimos que

ly* = yolly- = |(lx" = x5l 1261 = bo) |, < 2" = x5 lx- + [llxg | — bo| <& O

Sin mas que aplicar el Teorema 1.3.3 y la Proposicién 1.3.14 obtenemos el si-

guiente corolario.

1.3.16 Corolario. Sea Y un espacio de Banach y sea X un ideal absoluto de Y.

Entonces,
OW(f) =V(f)
paracada f € C,(Sx,Y).
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Ejemplos interesantes de ideales absolutos son los espacios M-embebidos y
L-embebidos. Un espacio de Banach X estd M-embebido si es un M-ideal de X** y
estd L-embebido si X** = X @ Z para algtin subespacio cerrado Z de X**.

1.3.17 Corolario. Si X es un espacio M-embebido o un espacio L-embebido, en-

tonces (X, X**) es un par BPB. Por tanto,

coW(f) =V(f)

paracada f € C,(Sx, X*).

En vista del resultado anterior y teniendo en cuenta la identificacién canénica
X*** = X* @ X+ dada por la proyeccién de Dixmier, cabe preguntarse si el par
(X, X**) es BPB para cada espacio de Banach X; el siguiente ejemplo demuestra

que esto no es asi.

1.3.18 Ejemplo. Sea X el espacio de Banach definido por

x=[@ oma )],

keN 2

Entonces, el par (X, X**) no es BPB.

Demostracién. En primer lugar calculamos los duales sucesivos de X:

X" = [@ (41 @i Eoo)h ;o XT= [@ (feo g1 Ez")]

keN 2 keN : t2

X = | @ (oo tz)],

En segundo lugar, escribimos e; = (1,0,...) € b y 1 = (1,0,...) € {1y, fijado
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*ok ok

Xg €8S ¢\ Para cada n € IN definimos y;;** € Sx«« y x, € Sx por

21/(}1+1> (xg,e1) sik=n (0,u1) sik=n
yn (k) = y o xa(k) =
(0,0) si k#mn (0,0) sik#n

que satisfacen

{yn™ (xn)} = {21/(1;1+1)} L

Por otra parte, fijados y*** € Sx«+ y x € Sx con y***(x) = 1, vamos a demostrar

que
1
Kok
— vy = m

y** (n € N). (1.12)

Obsérvese que los dos hechos anteriores implican claramente que el par (X, X**)
no es BPB, luego para acabar la demostracién bastara probar (1.12). Para ello,
utilizamos que y***(x) = 1y que X*** es una suma tipo ¢, de espacios para

deducir que

yr(m(x(n)1) +y ()2 (x(n)2) =y (n) (x(n)) = ly™* ()| [Ix(n)]| (1.13)

para cada n € IN. Esto, junto con la dualidad en una suma tipo ¢, 1, nos dice que

yr(m)a(x(n)1) = [ly™ ()l x(n)1] (1.14)
y* (n)2(x(n)2) = [ly™ (n)a| [l x(n)2]]

para cada n € IN. Fijamos ahora n € IN y distinguimos dos casos: suponemos en

primer lugar que ||x(n)1]| # 0y, utilizando (1.14), obtenemos que

HE (4 x(n) K ()

esto es, que el funcional y***(n); € ¢}, alcanza su norma sobre ¢ y, por tanto, es
ortogonal a xOL € Cd‘ ; deducimos entonces que

1 1
o *okok
= Iy 1l + g7y > g7

K%k

*kksk 1
Iy v = e

T ]
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Si por el contrario ||x(n)1|| = 0, utilizando (1.13) obtenemos que

yr(n)2(x(n)2) =y (n) (x(n)) = lly™* (W x| = lly™* () x(n)2l,
lo que nos asegura que y***(n); = 0y, por tanto,

il

ok sk 1
y*(n) - S1/(nt1)

1 I
0\ 7 o1/(n+1)"

1
1y —ya 1l = ‘ X ) N

1.4. Problemas abiertos

Comentamos brevemente algunas de las preguntas que surgen de los resulta-
dos presentados en este capitulo. La primera de ellas concierne a la igualdad de

rango numérico para operadores:

1.4.1 Problema. Sea Y un espacio de Banach de modo que se verifica la igualdad
coW(T) =V(T)

para cada subespacio X y cada operador T € L(X,Y). ;Es Y reflexivo?

Recordemos que la Proposiciéon 1.2.7 nos dice que todo espacio no reflexivo
puede ser renormado para fallar la igualdad de rangos para operadores, aunque
su demostracion parece dificilmente adaptable al caso que nos ocupa pues conlle-
va el uso de una norma concreta. Por otra parte, como apenas tenemos ejemplos
de espacios de Banach para los que se tiene la igualdad de rangos, la biisqueda

de un posible contraejemplo parece también complicada.

1.4.2 Problema. ;Es reflexivo todo espacio con la propiedad BPB?

En este caso también sabemos que un espacio no reflexivo se puede renormar
para que carezca de la propiedad BPB y, de nuevo, la repuesta a nuestra pregunta

no parece facil.
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Las cuestiones anteriores se facilitarian en gran medida si tuviéramos una ga-

ma mads amplia de ejemplos de espacios con la propiedad BPB.

1.4.3 Problema. Obtener nuevos ejemplos de espacios con la propiedad BPB.

Comprobar que un espacio tiene la propiedad BPB resulta dificil por tener que
trabajar con todos los subespacios de un espacio dado. Recordemos que la Propo-
sicién 1.3.8 nos dice que un espacio tiene la propiedad BPB para los subespacios
de dimension finita si, y s6lo si, su norma es fuertemente subdiferenciable. Parece
pues razonable plantearse si ocurre algo parecido para otras clases de subespa-

cios:

1.4.4 Problema. Caracterizar los espacios de Banach Y tales que (X, Y) es un par

BPB para cada subespacio X de codimension finita.

Finalmente, sabemos que no todos los pares de la forma (X, X**) son BPB,

pero no sabemos qué ocurre con la igualdad de rangos.

1.4.5 Problema. /Es cierta la igualdad

OW(f) =V(f)

para toda funcién f € C,(Sx, X**) y todo espacio de Banach X? En particular,

¢qué ocurre si nos restringimos a operadores lineales y continuos?






Capitulo

Indice numérico de los espacios de

Banach

Dedicamos este capitulo al estudio del indice numérico de los espacios de Ba-
nach. Comenzamos con una introduccién en la que aparecerdn las definiciones
necesarias, asi como un resumen de los resultados sobre indice numérico conoci-
dos antes de la elaboracién de la presente memoria. A continuacién calculamos
el indice numérico para algunos espacios de funciones con valores vectoriales
asi como para algunas normas concretas en IR> y mostramos algunos resultados
novedosos sobre espacios de Banach con indice numérico cero. Acabamos el capi-
tulo exponiendo la situacién en la que se encuentra el estudio del indice numérico

de los espacios L (p).

2.1. Introduccion

Comenzamos recordando la definicién de rango numérico de un operador
sobre un espacio de Banach, que ya vimos en el capitulo anterior. Aunque dimos

dos definiciones diferentes (rango numérico espacial y rango numérico intrinseco

63
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o de algebra), el objeto de estudio de este capitulo sera el radio numérico, que
definiremos enseguida, y que no depende de la versién de rango numérico que se

tome. Optamos entonces por la més sencilla de ellas, el rango numérico espacial.

2.1.1 Definicién. Dado un espacio de Banach X y un operador T € L(X), se

define su rango numérico como el conjunto de escalares
W(T) := {x*(Tx) : x € Sx, x* € Sx», x"(x) = 1}.
Escribiremos, por comodidad,
I1(X) := {(x,x") € Sx x Sx+ : x*(x) =1},

subconjunto de X x X* que no es vacio gracias al Teorema de Hahn-Banach. Con
esta notacion, podemos escribir el rango numérico de un operador T € L(X)
como

W(T) = {x"(Tx) : (x,x*) € II(X)}.

En analogia con el radio espectral, el radio numérico de T sera
o(T) :=sup{|A| : A € W(T)}.
Es fécil ver que v es una seminorma continua en L(X), de hecho, se tiene que
o(T) < |IT]
para todo operador T € L(X).

El siguiente resultado, que puede encontrarse en [26], nos dice que el radio
numérico de un operador puede calcularse usando solamente un conjunto denso
en la esfera unidad del espacio. Damos su enunciado explicitamente puesto que

sera de gran utilidad en el desarrollo de este capitulo.

2.1.2 Lema ( [26, Lemma 9.2] ). Sea X un espacio de Banach y I' un subconjunto

deIl(X) cuya proyeccion sobre la primera coordenada sea densa en Sx. Entonces

sup{Rex*(Tx) : (x,x*) €T} = lim [Id +aT|| -1

a—0t 14
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para todo operador T € L(X). En particular,

o(T) = sup{|x*(Tx)| : (x,x¥) €T}.

Muchas veces el radio numérico es de hecho una norma equivalente a la nor-
ma usual de operadores, y para cuantificar este hecho se define el indice numérico

de un espacio de Banach.

2.1.3 Definicién. El indice numérico de un espacio de Banach X es el nimero real
n(X) dado por
TZ(X) = inf{U(T) T e SL(X)}’

o, de forma equivalente,

n(X) = max{k >0 : k||T|| < o(T) VT € L(X)}.

Es claro que siempre se tendrd 0 < n(X) < 1; el valor n(X) = 1 significa
que radio numérico y norma coinciden en L(X), mientras que se tiene n(X) = 0

cuando v no es una norma equivalente a la usual de operadores.

Pasamos a comentar los resultados conocidos sobre el indice numérico, fruto
del trabajo de numerosos autores. En primer lugar, era conocido atn antes de la
definicién de indice numérico, que para un espacio de Hilbert H, de dimension
mayor que 1, se tiene n(H) = 0 en casoreal y n(H) = 1/2 si H es complejo (véase
[62, p.114]).

Se sabe que los espacios de Banach complejos siempre tienen indice numéri-
co positivo. De hecho, G. Lumer [85] prob6 que n(X) > 1/4 para todo espacio
de Banach complejo X, y B. Gilckfield [55] en 1970 mejor6 esta acotacion hasta
n(X) > e~1, haciendo uso de una desigualdad clésica para algebras normadas
debida a H. Bohnenblust y S. Karlin [23]. El propio B. Glickfeld demuestra en [55,
§2] que e~! es la mejor constante posible, dando un ejemplo de espacio de Ba-

nach complejo con indice numérico e~ L. Ese mismo afio, J. Duncan, C. McGregor,
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J. Pryce y A. White [42] determinan totalmente el conjunto de posibles valores del

indice numérico:

{n(X) : X espacio de Banach complejo } = [e™},1],
{n(X) : X espacio de Banach real } = [0, 1].

Atn se puede hacer una tltima observacién que resalta todavia maés la di-
ferencia existente entre los espacios de Banach reales y complejos en relacion al
indice numérico. Si X es un espacio de Banach complejo y notamos por XR al
espacio real subyacente, entonces se tiene que n(Xgr) = 0. La comprobacién de

este hecho es sencilla: el operador T € L(XR) dado por
Tx =ix (x € Xgr)

tiene norma 1 y radio numérico 0. En la seccién 2.3 profundizaremos en el estudio
de los espacios de Banach con indice numérico cero y de los operadores con radio

numérico cero.

Pasemos ahora a comentar algunos ejemplos de espacios de Banach “clasi-
cos” para los que su indice numérico es conocido. El primer ejemplo interesante
de espacio de Banach en el que radio numérico y norma de operadores coinci-
den (es decir, con indice numérico 1) aparece en el citado trabajo de J. Duncan,
C. McGregor, J. Pryce y A. White [42]: C(K), el espacio de Banach de las funcio-
nes continuas sobre un espacio compacto de Hausdorff K, dotado de la norma
uniforme. Para encontrar nuevos ejemplos, los autores de [42] utilizan la relacion
que hay entre el indice numérico de un espacio y el de su dual. Concretamente,
dado un espacio de Banach X y un operador T € L(X), como consecuencia del
Lema 2.1.2, se tiene que v(T*) = v(T), donde T* € L(X*) denota al operador

adjunto de T. De esto se deduce inmediatamente que
n(X*) < n(X).

Es un descubrimiento muy reciente que esta desigualdad puede ser estricta: en
[31, Example 3.1], K. Boyko, V. Kadets, M. Martin y D. Werner prueban que el
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espacio de Banach
X ={(x,,2) € cPBoo ¢ Do C : limx +limy +1limz =0}

tiene indice numérico 1 mientras que n(X*) < 1 (aqui ¢ denota al espacio de
Banach de las sucesiones convergentes dotado de la norma del supremo). No
obstante, es claro que tendremos 1n(X) = 1 siempre que sea n(X*) = 1. En parti-
cular, un espacio de Banach tendré indice numérico 1 si alguno de sus sucesivos
duales es isométrico a un espacio del tipo C(K). Asi, los espacios de la forma
L1(p) (4 medida positiva) y sus preduales isométricos tienen todos indice numé-
rico 1 [42, Theorem 2.2]. Mds ejemplos de espacios con indice numérico uno son
las algebras de funciones [126], entre las que se encuentra el dlgebra del disco [27,
Theorem 32.9].

En dimension finita, los espacios con indice numérico 1 pueden incluso carac-
terizarse de forma intrinseca, sin necesidad de usar operadores (resultado debi-
do a C. McGregor [98]): un espacio de dimension finita X tiene indice numérico
1 si, y s6lo si, |x*(x)| = 1 para cualesquiera puntos extremos x € ext(Bx) y
x* € ext(Bx-) de la bola unidad de X y X* respectivamente. En [84] G. Lopez,
M. Martin y R. Payé tratan de extender esta idea al caso infinito dimensional,
obteniendo condiciones necesarias para que un espacio de Banach tenga indice

numérico 1: si X es un espacio de Banach con indice numérico 1, entonces

(i) |x*(x)| = 1 para cualesquiera x* € ext(Bx+) y x € dent(Bx).

(ii) |x**(x*)| = 1 para cualesquiera x** € ext(Bx«)y x* € w* — dent(Bx+).

Donde dent(Bx) (resp. w* — dent(Bx+)) es el conjunto de los puntos dientes de
Bx (resp. los puntos débil estrella dientes de Bx+). Combinando el resultado ante-
rior con una condicién suficiente para que un espacio real contenga (un subespa-
cio isomorfo) a cg 6 ¢1, los autores obtienen importantes restricciones isomorficas
para los espacios de Banach reales de dimensién infinita con indice numérico 1.
Concretamente, si X es un tal espacio, entonces el cociente X** / X no es separable.

De esto se deduce que no todos los espacios reales admiten una norma equiva-
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lente con indice numérico 1, en particular, este es el caso de los espacios reflexivos

reales de dimensién infinita.

Otros resultados sobre espacios reales de dimensién finita con indice numé-
rico 1 se pueden encontrar en los trabajos de T. Oikhberg [102] y de S. Reisner
[112].

En [87] M. Martin estudia los espacios de Banach con indice numérico 1 que
satisfacen la propiedad de Radon-Nikodym, obteniendo diversas caracterizacio-
nes. Una de estas caracterizaciones viene dada por una condicién intrinseca al
espacio, generalizacién obvia de la que se tiene para espacios de dimension fi-
nita. De modo mads preciso, si X es un espacio de Banach con la propiedad de

Radon-Nikodym, equivalen

(i) n(X)=1.
(ii) |x**(x*)| = 1 para cada x* € ext(Bx+) y cada x** € ext(Bx+).

El citado ejemplo [31, Example 3.4] muestra también que esta caracterizacién no

es cierta para espacios de Banach arbitrarios.

En la biisqueda de nuevas familias de espacios de Banach a las que se les
pudiera calcular el indice numérico, M. Martin y R. Payéa [95] estudian el com-
portamiento del indice numérico frente a ciertas operaciones. Mds explicitamen-
te, demuestran que si {X, : A € A} es una familia arbitraria de espacios de

Banach, entonces

n([@AeAXA]CO) = n([@AEAX/\]£1> = n([@AEAXA]ZOO> = inf n(Xy).

Como aplicacién de este resultado, en [95, example 3.b] los autores obtienen un
espacio de Banach real X que tiene indice numérico cero y tal que el radio nu-
mérico es una norma en L(X) que, obviamente, no serd completa. En este mismo
trabajo, se calcula el indice numérico de algunos espacios de funciones con va-
lores vectoriales en términos del indice del espacio de llegada. De manera maés
precisa, dados un espacio de Banach real o complejo X, un espacio topoldégico

compacto y de Hausdorff K, y una medida positiva 1, denotamos por C(K, X) y



2.1. Introduccidon 69

L1(p, X) respectivamente al espacio de las funciones continuas sobre K con va-
lores en X y al espacio de las funciones yu-Bochner-integrables con valores en X;
entonces

n(C(K, X)) = n(L1(p, X)) = n(X).

Siguiendo con el calculo de indices de espacios de funciones con valores vecto-
riales, M. Martin y A. Villena [96, Theorem 2.3] demuestran que para cualquier

espacio de Banach X y para cualquier medida o-finita y se tiene
n(Loo (4, X)) = n(X),

donde Lo (1, X) es el espacio de las funciones medibles esencialmente acotadas
y con valores en X. En la subseccién 2.2.2 extenderemos este tipo de resultados a

los espacios de funciones débilmente continuas.

En [86], M. Martin estudia la relacién del indice numérico de un espacio de
Banach con el de sus subespacios, obteniendo, entre otros resultados, que el indice
numérico de un espacio de Banach es siempre menor o igual que el de cualquier

sumando absoluto suyo.

Es justo mencionar que, hasta la apariciéon del citado articulo [84], el indice
numérico no habia sido estudiado desde el punto de vista isomérfico. Siguiendo
con este punto de vista, C. Finet, M. Martin y R. Pay4 [49] consideran, para cada
espacio de Banach, el conjunto de valores del indice numérico que pueden obte-
nerse por renormacién equivalente, y estudian sus propiedades. Concretamente,
los autores demuestran que dicho conjunto de valores es siempre un intervalo,
que contiene a [0, 1/3[ en caso real y [e™!, 1/2[ en caso complejo. De hecho, de-
muestran que para la “mayoria” de los espacios de Banach el supremo de este
intervalo es 1. Todo esto se consigue analizando la relacién del indice numérico
con dos propiedades geométricas de los espacios de Banach ampliamente estu-

diadas: la propiedad « y la propiedad p.

En [71] T. Huruya clama que el indice numérico de una C*-algebra vale 1

en caso de ser conmutativa, y vale 1/2 en caso de no ser conmutativa. Hemos



70 Capitulo 2. Indice numérico de los espacios de Banach

de mencionar que una parte de la demostracién dada en ese trabajo no parece
ser concluyente, pero en [79], A. Kaidi, A. Morales y A. Rodriguez Palacios dan
una demostracion didfana del resultado y lo extienden a JB*-algebras: el indice
numérico de una tal dlgebra vale 1 0 1/2 dependiendo de que ésta sea o no con-
mutativa y asociativa. En este mismo trabajo se prueba que el indice numérico de
una JBW*-4lgebra (en particular de un dlgebra de von Neumann) coincide con el

indice numérico de su predual isométrico.

Finalmente, es necesario destacar la escasa presencia en la literatura de calculo
de indices numéricos en espacios concretos. En la subseccion 2.2.1 calcularemos
explicitamente el indice numérico de algunas familias de espacios poliédricos de
dimensién dos. Es particularmente llamativo el hecho de que atin se desconoce el
indice numérico de algunos espacios tal familiares como L, () para p # 1,2, .
En este &mbito, es preciso mencionar los trabajos, muy recientes, de E. Ed-dari
[44] y E. Ed-dari, M. Khamsi [45], que aportan avances importantes en la deter-

minacién de dichos indices, como veremos en la seccion 2.4.

2.2. Calculo de indices numéricos

En esta seccién presentamos algunos de los resultados obtenidos referentes
al calculo efectivo de indices numéricos. Cabe recordar que atn son escasos los
ejemplos de espacios concretos a los que se les ha calculado el indice numérico.
De hecho, se puede decir que, hasta ahora, cuando se conocia el indice numérico
de un espacio concreto es porque valia 0,1/e,1/2 6 1. Con los resultados de la
primera parte de esta seccion pretendemos mitigar en lo posible esta carencia.
La segunda parte de la seccion estard dedicada al calculo del indice numérico de

algunos espacios de funciones con valores vectoriales.
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2.21. Espacios con normas poliédricas

Nuestro objetivo es calcular explicitamente el indice numérico para algunos
espacios de dimensién dos. Para facilitar los cdlculos haremos uso del siguiente
resultado, consecuencia del Teorema de Minkowski (cualquier subconjunto com-
pacto y convexo de K" es la envolvente convexa de sus puntos extremos, véase
[124, Corollary 1.13], por ejemplo). No incluimos su demostracién puesto que es

completamente rutinaria.

2.2.1 Lema. Sea X un espacio de Banach de dimension finita. Para cada operador
T € L(X) se tiene

IT|| =sup{||Tx[| : x € ext(Bx)},
v(T) =sup{|x*(Tx)| : x € ext(Bx), x* € ext(Bx+), x*(x) =1}.

Es claro que las expresiones anteriores seran tanto mas sencillas cuantos me-
nos puntos extremos tengan la bola del espacio y la bola dual. La forma natural
de conseguir que la bola unidad de un espacio tenga “pocos” puntos extremos
es exigir que éste sea poliédrico. Recordemos que un espacio de Banach real X
es poliédrico si la interseccién de Bx con cualquier subespacio de dimension finita
es un poliedro. Este es el caso del espacio ¢y. Algunas consideraciones sobre este
tipo de espacios se pueden encontrar en [51, §6], [52] y las referencias que alli
se dan. Si X tiene dimension finita y es poliédrico, tanto Bx como By tienen un
nimero finito de puntos extremos y el lema anterior serd especialmente ttil en
este caso. Si ademads X tiene dimension dos, Bx es un poligono y tiene, por tan-
to, el mismo ntiimero de lados que de vértices, de lo que se deduce, usando [124,

Corollary 1.19], que Bx y Bx+ tienen el mismo ntimero de puntos extremos.

Nosotros vamos a calcular el indice numérico para una familia de normas
hexagonales, dos familias de normas octagonales y la familia de los espacios cuya

bola unidad es un poligono regular con un nimero par de vértices.
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¢ Normas hexagonales

Para cada v € [0,1], consideramos el espacio normado X, = (R?||- 1),

donde la norma || - ||., viene dada por

Iy

(o)l = max{lyl, x|+ @=lyl} () € R).

Figura 2.1: Normas hexagonales

Obsérvese que X es un espacio de tipo Li(¢) y que Xj es un espacio de tipo
C(K), luego se tiene n(Xp) = n(X1) = 1y ademads la bola unidad de ambos
espacios es un cuadrado. Cuando nos restringimos al caso 0 < ¢ < 1, obtenemos
normas hexagonales, es decir, la bola unidad asociada es un hexagono (véase la

Figura 2.1).

Usando la definicién de la norma || - ||, es sencillo calcular los puntos extre-

mos de Bx,y, a saber,
eXt(Bxy) = {j:(r)/rl)/ :|:(1,0), j:(ry’ _1)}

Con ello, se obtiene que la norma dual de || - ||, es

(o)l = max{lxl lyl < lsl) (o) € R?)



2.2. Céalculo de indices numéricos 73

y, por tanto, los puntos extremos de Bx: son
ext(Bx:) = {£(L,1—7), £(0,1),£(-1,1—-7)}

En particular, para cada 0 < y < 1, se tiene que Xi; es isométrico a X1 .
2.2.2 Teorema. Dado vy € [0,1], sea X, definido como antes. Entonces,
1 1
X, ) = ma , .
n(Xy) max{1+27 3—27}

Demostracion. Como X7 es isométrico a X;,, tenemos que

n(Xi—,) =n(X3) =n(X,),

luego basta demostrar que n(X,) = para cada % < v < 1. Fijemos en-

3—

tonces % < 7 < 1y empecemos demostrando que n(Xy) > esto es, para

1
3—-29
cada T € L(X,) se tiene que ||T|., < (3 —27) v,y (T). En efecto, si (Z Z) es la
matriz que representa a T, utilizando el Lema 2.2.1 obtenemos que
1T, = max{|[(ay +b,ey + ), llay —b,ex =)L, (@), }
= max {[ey +dl, lay +b|+ (1= ey +dl, |ey - d,
jay — bl + (1= )|ey —d], [c], |al + (1= 7)le|}
= max { el + |dl, lay +b] + (1= 7)[e7 +d],
oy =bl+ (A =pley—dl, lel, la| + A=lel} @D
Yy que
0y (T) = max {|ey +4l, a7+ b+ (1= ) ey +d)], la+(1=7)cl,
[d—cyl, lay —b+ (1 =) (d=c)|, la— (1= 7)el |
= max {|ely +d|, lay +b+(1=7)(cy+d),

jal + (1 =)lel, lay—b+ (1= (d =)}, 22)
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Utilizando la desigualdad triangular y (2.2) es claro que

lay +b| < fay +b0+ (L—=7)(cy +d)[ + (L= 7)|ey +4|
<0y (T) + (1 —7) vy (T)
y, por tanto,
lay +b[+ (1= 7)[ey +d| < (B —27) v, (T). (2.3)

Anélogamente, se comprueba que
a7y = b] + (1 =7)|ey —d] < (3 =27) vy (T). (24)
Finalmente, es claro que
rlel < vlel +1d] <oy (T),

y esto, junto con la desigualdad 3 < 7 < 1, nos dice que

o < %UW(T) < (3-27)0, (T). (2.5)

En vista de (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) y (2.5) podemos deducir que
IT]l., < (3—=27) vy (T),
como queriamos.

1
Para demostrar la otra desigualdad, n(Xy) < m, consideramos el opera-
dor T : X, — X, cuya matriz asociada es

2—v
3—-2v

—1
7(3—27)
Utilizando (2.1) y (2.2) no resulta dificil comprobar que

ITly =1 3y () =5=5

lo que acaba la demostracién. O
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e Normas octagonales

Dado ¢ € [0,1], consideramos el espacio normado Xz = (IR?, || - || ¢), donde la

norma viene dada por la expresiéon

el =max{Jsl 1o, LAY (n) e %),

Obsérvese que, de nuevo, X es un espacio de tipo L1 (p) y que Xj es un espacio
de tipo C(K) y, por tanto, n(Xg) = n(X;) = 1. Dado 0 < ¢ < 1, se comprueba sin
dificultad que

ext(Bx,) = {+(1,8), £(1,-8), £(&1), £(&,-1)},

con lo que la bola unidad de Xz es un octdgono con el aspecto que aparece en la

Figura 2.2.

Figura 2.2: Normas octagonales

Lanorma dual a || - ||z viene dada entonces por

Iyl = max{lxl +elyl Sl + v} ((oy) € R),

y los puntos extremos de la bola dual son

ext(By;) = {i(l,O), +(0,1), + (%ﬁ) 4 (ﬁ%) }
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2.2.3 Teorema. Dado ¢ € [0,1], sea X¢ definido como antes. Entonces,

n(Xe) :méx{g, %}

Demostracién. De nuevo, lo primero que necesitamos es una expresion apropiada
de la norma y del radio numérico de los operadores en Xz Dado un operador

. . a
T € L(X¢) con matriz asociada <

) , utilizamos el Lema 2.2.1 para obtener
c

A +bl|+|c+d —bE|+|c—d
\\T|\s=max{ra|+\b\¢, o] + [dlg, 1t dll lobelHoodd],

b d —b —d
olg + 01, [elg +|a], KEedl, b= g

0p(T) =méx { Ja] + [blg, BHELEpEre (4] 1 |ofg, lerdlindl) o)

Para demostrar la desigualdad n(Xz) < max {c:, %}, consideramos el opera-

1
dor U € L(X¢) cuya matriz asociada es ( O). Usando las igualdades ante-

riores es inmediato comprobar que

—_

+

Nat]

!,

lull: =1y op(U) = max{¢,

=
Natl

lo que nos da
n(Xg) < max {(;‘, %} .
Con la finalidad de demostrar la desigualdad contraria, utilizamos (2.7) y que

¢ < 1 para deducir que
G(lalg +1b]) < [a] + |bI¢ < ve (T),

¢(lel +1d1g) < lelg + |d] < vg(T)
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y, por tanto,

b d T T
(B ) D g,
o]+ [0z + el + WIZY, _ goe(T) +oe(T)
g( 1+¢ )< iz D

Las desigualdades anteriores nos dicen que

ClITlly < ve(T)
para cada operador T € L(Xz) y, por tanto,

n(Xg) = 6.
Ahora utilizamos (2.6) y (2.7) para deducir que

+((€9) =)+ |

luego podemos asumir que se verifica

7

)

-

i)

|l +[e| = |b] + |d]

sin pérdida de generalidad. Usando esta desigualdad, se comprueba sin dificul-

tad que
1=¢\ ([bl+ld|+]ajc+]c|g 1 \a|+|C| Iblé ld|¢
<1+§> ( 1+¢ ) < <1+g) (lal +[e]) < <ovg(T) (28)
1- +e|+]b]g+]d +e|—|b]g—|d
<%> (la\ \C|1l€l€' | |§> < <1+(’§) (|a] + |c]) < |C|1+|€|é‘ 418 vz(T).
Mas atn, las desigualdades siguientes son ciertas:
(1) (lalz + b]) < vg(T) (2.9)
(15) Ulel + 1a12) < og(T).

Demostramos solamente la primera desigualdad, ya que la segunda se demuestra

de manera andloga. Para ello, distinguimos dos casos: si ocurre que

|b| + |d| + |alg + |c|g
1+¢ !

|alg + |b] <
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de (2.8) deducimos la desigualdad buscada; en otro caso, se tiene

bl + |d] + |a|¢ + |c|¢
1+¢

< |al¢ + o],

lo que nos asegura que

lc[¢ + |d] < ¢([alg + [b]).

Usando esta desigualdad y (2.7) obtenemos que

— b|— d
(155) (lalg + b)) < HEHEEUERD < 4 (7),
como queriamos. Utilizando ahora (2.6), (2.7), (2.8) y (2.9), queda claro que
(:2)1Tl; < v (T),

y, por tanto
1—
n(Xg) > <1+g>'

lo que concluye la demostracion.

]

Teniendo en cuenta que en dimension finita el indice numérico de un espacio

y el de su dual coinciden, el teorema anterior nos da el indice numérico de otra

familia de normas octagonales, la de las normas duales a las anteriores. Concre-

tamente, para cada ¢ € [1/2,1] consideramos Y, = (R?,|| - ||,) con norma dada

por

) 1-— 1-—
1Gew)lle = max{|x| £l + Q|x|} ((ry) eR?).

Dado ¢ €]1/2,1], la bola unidad de Y, es un octdgono (ver Figura 2.3) con
ext(By,) = {£(1,0), £(0,1), = (0,0), £ (0, —0)}-

Se puede deducir que Xg = Y, para ¢ = ﬁ
Q

1-— . . :
para ¢ = ——. Ya podemos enunciar la consecuencia prometida.
Q

o, lo que es lo mismo, YQ* = X¢
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Figura 2.3: Mas normas octagonales

2.2.4 Corolario. Dado ¢ € [1/2,1], sea Y, definido como antes. Entonces,

n(Y,) = méx{l%, 20 — 1}.

e Poligonos regulares

La altima familia a la que le vamos a calcular el indice numérico es la formada
por los espacios de Banach reales de dimensién dos cuyas bolas son poligonos
regulares. Como el nimero de puntos extremos de la bola unidad de un espacio
normado ha de ser par, s6lo consideraremos poligonos con un niimero par de
vértices. Concretamente, dado un ntimero natural #» mayor o igual que 2, para

cadak =1,2,...,2n, llamamos

= (s () e (7)),

* 1 k k
xp = m(cos (7”4— %), sen (7" + %)),

y definimos X, como el espacio de Banach real de dimensién dos cuya bola tiene

el siguiente conjunto de puntos extremos

ext(BXn) = {xk k= 1,2,...,2n}.
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Para poder determinar el conjunto de puntos extremos de Byx: utilizaremos el

siguiente lema.

2.2.5 Lema. Sean un niuimero natural mayor o igual que2 y seam € Z. Entonces,
mrt 7T 7T
[cos (%57 + 25) | < cos (57) -
Si, ademds, n es par, entonces

[sen (%% + 55) | < cos (57) -

S=

Demostracion. Observamos que la desigualdad
[cos (%57 + 33) | < cos ()
es equivalente al siguiente hecho
St € ge |+ iz,
que, a su vez, es equivalente a
2m+1¢]—1,1] + 2nZ,

y esta tdltima afirmacién es obviamente cierta para cada ntiimero entero m. De

manera similar, observamos que la desigualdad

es equivalente a

lo que equivale a
2m+1¢n—1,n+ 1]+ 2nZ,

afirmacién que es cierta para n par. [
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Veamos ya cuéles son los puntos extremos de Bx-. Para j, k € {1,2,...,2n} se

tiene que

|x,’§(xj)| = 1£) ‘COS (k% + 2n> cos ( ) + sen (k” + %) sen (%T)‘
‘cos (M + %) ’

y, por tanto, el lema anterior nos dice que |x;(x;)| < 1. Ademas, identificando

Xpn41 con x1, paracada k € {1,2,...,2n} se tiene

xp(xg) =1 y xp (X)) = 1. (2.10)

Observamos que x; es el inico elemento de X* que verifica lo anterior (es la tinica
solucién de un sistema 2 x 2 compatible y determinado), luego necesariamente

ocurre que x; € ext(Bx-). En efecto, si escribimos
xp=ty" +(1—1t)z"
cont € [0,1] e y*, z* € Bx+, como
y'a) <1, yiaga) <1y Z(w) <L 27 () <1,

se tendra que y* y z* satisfacen (2.10), de donde deducimos que y* = z* = x}.

Como sabemos que hay exactamente 21 puntos extremos en Bx+, deducimos que

ext(Bx:) = {x{ : k= ..,2n}.
Ya podemos enunciar y demostrar el resultado prometido.

2.2.6 Teorema. Sea n un niimero natural mayor o igual que 2, y sea X,, definido

como antes. Entonces,

T
tan (—) sl n espar,
2n P

n(Xy) =

T i .
sen (—) sl n esimpar.
2n P
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Demostracion. En primer lugar observamos que X, es un espacio de tipo Li(y)

y que X3 es isométricamente isomorfo al espacio de norma hexagonal X, para

= 3, con lo que n(X;) = 1y n(X3) = 3. Podemos, pues, restringir nuestro

estudio al caso n > 4.

b). Utilizando el
c d

a
Sea T € L(Xy,) el operador cuya matriz asociada es (

Lema 2.2.1 obtenemos que

I T|[ = max{|x;(Txj)| : jk=1,2,...,2n},
on(T) = méx{[xg(Tx;)| : k=1,2,...,2n; j =k k+1},

por lo que para poder calcular la norma y el radio numérico del operador T ne-

cesitamos la forma explicita de x; (Tx]-). Sij,ke{1,2,...,2n},se tiene

xi(Txg) = @ (” cos (kTN + %) cos (JWH) + b cos (l% + %) sen <]7”>

_F
csen (7” + %) Cos (%) + dsen <kn—” + %) sen <]77T> )

=

de lo que deducimos que

COS(

b

X (Tx;) = ;)(a +d cos ((k_j)n + %) +2- i cos ((kﬂ)” + %) +
(

Veamos ya que 1(X,) < tan (5%) sin es par, y que n(X,) < sen (55) sin es impar.

1
, para cada
) ®

ke {1,...,2n} se tiene que |x} (Uxx)| = |xf(Uxgy1)| = tan (£5) y, por tanto,

Si consideramos el operador U € L(X,) con matriz asociada (

v (U) = tan (%) :
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Si probamos que

sin es impar,

1 sin es par,

tendremos la desigualdad deseada. En efecto, supongamos primero que n es im-

par, esto es, n = 2m + 1 para algtin entero m. Utilizando (2.11), se tiene

x; (Ux;)| = 1n)‘sen<m—|—%>‘< by ke

s n
COs ( oI COos ( b

y la igualdad ocurre, por ejemplo, para k = m y j = 2n. Supongamos ahora que n

es par, utilizando (2.11) y el Lema 2.2.5, tenemos

xp(Ux))| = —1 ’sen(M—i—%)‘gl jked{l,...,2n},

cos(ZW) n

y la igualdad ocurre, por ejemplo, parak = n/2yj = 2n.

Probemos finalmente que 1(X,) > tan (%) sin es par, y que n(X,) > sen (3%)
si n es impar. En primer lugar, utilizando (2.11) y el Lema 2.2.5, es sencillo obtener

las siguientes estimaciones de lanorma de T € L(X,):

[T < Cos(ln) (‘a?ﬂ + |a;d‘ + |bJ2rC‘ + 'bgc‘) si n es impar,

2n

d —d| |, |b b— .
Tl < (‘a; |+I”2 L4 ;C|+| 2C|> sin es par.

Gracias a esto, la demostracion del resultado quedara terminada si somos capaces

de probar que

on(T) > tan () (152 + 112 4 123el 4 el (2.12)
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Para ello, definimos los siguientes conjuntos

A, = {(cos(ZI‘Tn—i—%),sen(z’{T"—i—ﬂ)) :

=

:1,2,...,n},

O A
C}l:{(x,y) €G:x>sen (L), y=sen(L)},
C2={(x,y) €G : x< —sen (L), y>sen (&)},

3 ={(x,y)€G : x<—sen (&), y< —sen(Z)},
Cfi:{(x,y)EG:x>sen ), y< —sen(Z)},

donde G es la circunferencia de centro (0,0) y radio 1. Como se verd, lo que nos
interesa es demostrar que tanto en A, como en B, podemos encontrar puntos que
tienen coordenadas con médulo mayor o igual que sen(5-) y cualesquiera de las

combinaciones posibles de signos. Es decir, para n > 4, queremos comprobar que

A,NCL£@  i=1,2,34 (2.13)
B,NC,#® i=1,234. (2.14)

En efecto, obsérvese que cada Ci, es un arco de la circunferencia unidad que abar-
ca un dngulo de amplitud 7 — 7. Obsérvese por otro lado que A, y B, son los
conjuntos de vértices de poligonos regulares de n lados inscritos en la circunfe-
rencia unidad. Cuando 1 > 6, es claro que ¥ — 2~ > 27, con lo que se tiene que
tanto A,, como B,, intersecan a cada C,iq. En los casos n = 4y n = 5 la veracidad

de (2.13) y (2.14) se comprueba directamente.

Ya podemos demostrar (2.12). Suponemos en primer lugar que
(a+d)(c—b)>0

y, usando (2.11) para j = k, obtenemos

ou(T) > [ (Tx0)] = ey
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para cada k = 1,2,...,2n. Llamando ¢ = sign(a + d) = sign(c — b) y utilizando

(2.13), encontramos ko € {1,2,...,n} verificando

a—d kg1t 7T b+c ko7t T _
= cos( . +%> +Tsen(—n tog) =

I 7 B | 2kort T b+c
=€ THCOS( +g)‘+£‘7

7

n n

2k07’[ 7T
sen ( + E)

y tal que

’cos (2](—0”4—%)‘ > sen (3%) y )sen (M—I—%)‘ > sen (£5) .

n n

Usando lo anterior y el hecho de que | cos(4-)| > | sen(5y)| tenemos que

d —d b b—
0a(T) > It (Txgy)| > tan () (5% + 958 + 125l 4 L)

Si por el contrario se tiene que (a +d)(c —b) < 0, la demostraciéon es completa-
mente analoga utilizando esta vez (2.11) para j = k + 1. Finalmente, obvias sim-

plificaciones nos permiten repetir el argumento cuando (a +d)(c —b) =0. O

En [95, Example 3.b], M. Martin y R. Payd demuestran que existe un espacio
de Banach X en el que el radio numérico es una norma no equivalente a la norma
usual de operadores; esto es, n(X) = 0 pero v(T) > 0 para todo T € L(X) no
nulo. El teorema anterior nos permite dar explicitamente un ejemplo del mismo

tipo.

2.2.7 Ejemplo. Consideremos el espacio de Banach

(ee]

D X

n=2

X =

7

o
donde {X, },>2> es la familia de espacios del Teorema 2.2.6. Entonces, n(X) = 0
pero v(T) > 0 para todo T € L(X) que no sea cero. Ademads, el espacio X es un
espacio poliédrico.

En efecto, por una parte, la Proposicién 1 de [95] nos dice que n(X) = infn(Xy,),

luego n(X) = 0 a la vista del teorema anterior. Por otra parte, puesto que se tiene
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que n(X,) > 0 para todo n > 2, el argumento que se da en [95, Example 3.b] se
puede repetir para obtener que v(T) > 0 para todo T no nulo. Finalmente, el es-
pacio X es poliédrico puesto que es (isométricamente isomorfo a) un subespacio

cerrado de ¢( (obsérvese que cada X, es un subespacio de ¢,).

2.2.2. Espacios de funciones continuas para las topologias débil
y débil*

Dedicamos este apartado al cdlculo del indice numérico de algunos espacios
de funciones continuas con valores vectoriales. Comencemos dando las definicio-
nes necesarias. Dado un espacio compacto de Hausdorff K y un espacio de Ba-
nach X, denotaremos C,, (K, X) al espacio de todas las funciones de K en X, que
son continuas cuando en X se considera la topologia débil. El espacio C, (K, X),
dotado de la norma del supremo, es un espacio de Banach. Del mismo modo, en
el caso de contar con un espacio de Banach dual X*, podemos considerar el es-
pacio de las funciones débil*-continuas de K en X*, que denotaremos C,+ (K, X*)
y que también es completo si lo dotamos de la norma del supremo. Resultados

recientes sobre estos espacios aparecen, por ejemplo, en [10, 70, 100].

En [95] los autores demuestran que el indice numérico de C(K, X) coincide
con el indice numérico de X, independientemente del compacto K. Nuestros re-
sultados pretenden traspasar, en la medida de lo posible, el resultado anterior a
los espacios C, (K, X) y Cy+ (K, X*). De hecho, las demostraciones que exhibire-
mos a continuacion siguen la linea de las dadas en el citado trabajo [95], con las

necesarias modificaciones.

Para C, (K, X) la situacion es didfana:

2.2.8 Teorema. Sea K un espacio topoldgico compacto y de Hausdorff y sea X un

espacio de Banach. Entonces,

1(Co (K, X)) = n(X).
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En la demostracién de este resultado utilizaremos dos lemas previos. Recor-
demos que un subconjunto acotado A de un espacio de Banach X es dentable si
tiene rebanadas de didmetro arbitrariamente pequefio. Una rebanada de A es un

subconjunto de la forma
S(A,x",a) ={x € A : Rex"(x) > M(A,x*) —a}

donde x* € Sx+, &« > 0y M(A,x*) = sup{Rex*(x) : x € A}.Si X es un
espacio dual y los funcionales que determinan las rebanadas pueden tomarse w*-

continuos, decimos que A es w*-dentable.

2.2.9 Lema. Sea K un espacio topolégico compacto y de Hausdorff y sea X un

espacio de Banach.

(a) Para cada f € Cy (K, X), el conjunto
{t e K : f escontinua en norma en t}
es denso en K.
(b) EI conjunto
A = {f € Sc,(kx) : f alcanza su norma}
es denso en Sc_ (k x)-
Demostracién. El apartado (a) es conocido (véase [70, Pdgina 1905]), aunque in-

cluimos su demostracién por complitud. Para cada n € IN, consideramos el con-

junto
n = {t € K : 3un conjunto abierto W tal que t € Wy diam f(W) < 1/n}.
Observamos que Oy, es abierto en K'y que

ﬂ O, = {t € K : f es continua en norma en t}.
nelN
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Por tanto, para demostrar el resultado basta probar que cada O, es denso en K'y
utilizar después el Teorema de Baire. Veamos pues que O, es denso en K. Para ca-
da subconjunto abierto V de Ky cada n € IN, utilizando que f (V) es relativamen-
te débil compacto y, por tanto, dentable (véase [40, Proposition VI.2.2]), podemos
encontrar un subconjunto débil abierto U de X de modo que U N f(V) no es vacio
y diam (U N f(V)) < 1/n. Basta considerar ahora el conjunto W = f~1(U) NV,
que es abierto y no vacio, y esta contenido en V N O;,. Deducimos que O, es denso

en K.

(b). Dados f € Sc (kx)y 0 < ¢ <1, utilizamos (a) para encontrar f) € K de

modo que f sea continua en norma en fy y que ||f(tp)|| > 1 — e. Si escribimos
f(to)

X0 = [T gracias a que f es continua en norma en el punto ¢, dicho punto no

pertenece al cierre en K del conjunto

{t e K : [Ifo(t) = xoll = ¢}

Por tanto, el Lema de Urysohn nos da una funcién continua ¢ : K — [0,1]

verificando que
o) =1 vy @) =0 silf(t)—xol >e
Definimos finalmente g € C, (K, X) mediante
gt) =1 —9®)f(H) +o(t)xo  (t€K),

que verifica claramente
gl =llgtto)ll =1y [lf =gl <e O

Para cada funcion f € Sc (g x) que alcance su norma deben existir un punto

to € Ky un funcional x;; € Sx- tales que x§(f(tp)) = 1; por tanto
(f, %0 @ 6ty) € TI(Cw (K, X)),

donde, paracadat € Ky x* € X*, denotamos x* ® J; al funcional definido por

[ @al(g) =x"(g(t) (8 € Cw(K, X)).
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De esta forma, el subconjunto de C, (K, X) x C, (K, X)* dado por
{(f,x*®0d) : feA x"€Sx, t€K, x*(f(t)) =1}

esta contenido en I1(Cy, (K, X)) v, por el apartado (b) del Lema 2.2.9, su proyec-
cién sobre la primera coordenada es densa en la esfera unidad de C, (K, X). Por

tanto, del Lema 2.1.2 deducimos lo siguiente.

2.2.10 Lema. Para cada operadorT € L(C, (K, X)) se tiene

o(T) = sup{|x*([Tf](t))| : fe A teK x*eSx, x*(f(t)) =1}.

Demostracion del Teorema 2.2.8. Para probar que n(Cy (K, X)) > n(X), filemos un
operador T € L(Cy,(K, X)) con ||T|| = 1, y bastard ver que v(T) > n(X). Dado
¢ > 0, utilizando el Lema 2.2.9.a, podemos encontrar fy € Sc_ (k,x) ¥ to € K de

modo que fj es continua en norma en ty y

|[Tfol(to)|| > 1 —e. (2.15)

Nos vendria bien, como se verd, que fuese || fo(tp)|| = 1, condicion que, a priori,
no tiene por qué cumplirse. Sin embargo, haciendo uso del Lema de Urysohn,
vamos a poder cambiar fy por otra funcién verificando lo que queremos. Para

ello, empezamos por encontrar una funcién continua ¢ : K — [0, 1] tal que

¢lto) =1y @) =0 si |folt) = folto)ll > & (2.16)

cosa que se puede hacer porque el cierre en K del conjunto

{teK : [[fo(t) — fo(to)ll > e}

no contiene a ty, (fop es continua en norma en dicho punto). Por otra parte, siem-
pre podremos expresar fy(tp) como combinacién convexa de dos elementos de la

esfera unidad de X, esto es, existen x1, x; € Sx y A € [0, 1] tales que

fO(tO) = (1 - )\)xl + Axp.
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Con estos puntos construimos las funciones fi, f» € C, (K, X) dadas por

filt) = A=) fo(t) +¢(t)x;  (t€K, j=1,2).

Si llamamos ¢ = (1 — A)f1 + Afp, para cada t € K se tiene claramente

§(t) = (1= (1) fo(t) + ¢(t) fo(to),

luego
() = fo(t) = ¢(t) (fo(to) — fo(£)),
y usando (2.16) vemos facilmente que ||g — fo|| < & Como consecuencia, de la

ecuacion (2.15) obtenemos que ||[Tg](to)|| > 1 — 2e y, por convexidad, se debera

tener
I[TA](t) >1—2¢ o  [[[Tf](to)]] >1—2e
En resumen, haciendo la eleccién correcta de xp = x1 0 xp = xp, se tiene que

%ol =1y

|[T(a=9)fo+ex0)] (to)| >1—2¢
Comparando esta tltima desigualdad con (2.15), podemos observar que la fun-
cion (1 — @) fo + ¢xp cumple (salvo €) la misma condicién que fy, pero toma en el

punto ¢y un valor xg € Sx.

En un segundo paso, fijamos xj € Sx- tal que xj(x9) = 1y consideramos el

operador S € L(X) definido por
Sx = [T(xg(x)a — o) fo+ ¢x)] () (x€X), (2.17)
que claramente verifica
12 (81l > [18x0]l = || [T((1 = @)fo+x0) | (to)| >1-2e.  (218)

Por otra parte, dado un par (x, x*) € I'(X), consideramos la funcién g € C, (K, X)
definida por

8(t) = xg(x)(1 = ¢(£)) folt) +¢(t)x  (t € K), (2.19)
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junto con el funcional ¢* = x* ® 8, € Cw(K, X)" y comprobamos sin dificultad

que (g,8%) € IT1(Cw(K, X)), con lo cual
o(1) > [g"(7g)| = |+ ([T(5)1 = 0)fo + 9) ] 10 )| = I (5.

Se sigue que

o(T) = 0(8) = n(X)[IS] = (1 —2¢)n(X),
>

y haciendo ¢ | 0 obtenemos v(T) > n(X) como se queria.

Para obtener la desigualdad contraria, n(X) > n(Cy (K, X)), acada S € L(X)
le asociamos el operador T € L(Cy (K, X)) dado por la féormula
[TOIE) =S(f(1)) (LK feCu(K X))

y es facil comprobar que ||T|| = [|S||. Ahora, dados f € Sc, (k x) que alcance su
norma, t € Ky x* € Sx- verificando que x*(f(t)) = 1, tenemos claramente que
(f(t),x*) € TI(X), con lo cual

[ ([TA®)] = Ix*(S(F()] < o(S),
y el Lema 2.2.10 nos dice que v(T) < v(S). Entonces
v(S) = v(T) = n(Cuw(K, X)) ||T|| = n(Cuw(K, X)) S]],
y concluimos que n(X) > n(Cy (K, X)). O
Es un hecho bien conocido que el espacio C, (K, X*) se puede identificar con
W(X,C(K)), el espacio de los operadores débil compactos sobre el espacio de
Banach X con valores en C(K). De hecho, esta identificacién es consecuencia de

la también conocida identificacién entre C.+ (K, X*) y L(X, C(K)). Destacamos

aqui el resultado para su uso posterior.

2.2.11 Lema ( [43, Teorema VI.7.1] ). Sea X un espacio de Banach. La aplicacién
®: L(X,C(K)) — Cu+ (K, X*) dada por

@(T))() =T*()  (t€K, TeL(X,C(K))

es un isomorfismo isométrico. Ademds, (W (X, C(K))) = Cwn(K, X*).
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Con esta identificacion, el Teorema 2.2.8 reza como sigue.

2.2.12 Corolario. Sea K un espacio topolégico compacto y de Hausdorff y sea X

un espacio de Banach. Entonces,

n(W(X,C(K))) = n(X").

Nuestro siguiente objetivo es estudiar el indice numérico de C+(K, X*). Des-
afortunadamente, no somos capaces de determinar totalmente dicho indice nu-
meérico, como si ocurria con n(C(K, X)) y n(Cw (K, X)). Para entender los proble-
mas que surgen en dicho célculo, es pertinente hacer algunas observaciones. La
primera es que cuando tratamos de repetir la segunda parte de la demostracién
del Teorema 2.2.8 para C,+ (K, X*), si tomamos un operador arbitrario S € L(X*),
a la hora de definir el operador T € L(C,*(K, X*)) encontramos un problema: la

formula
[T(HIE) =S(f(1))  (tEK, f € Cur(K X))

no tiene porqué definir una funcién débil*-continua salvo que el operador S sea
débil*-débil*-continuo; o lo que es lo mismo, que S sea el operador adjunto de
un operador en X. Este hecho nos lleva, si queremos adaptar la demostracion
anterior, a tener que considerar operadores adjuntos y, por ende, a tener que
comparar el indice numérico de C,+(K, X*) con el de X. La segunda observa-
cién, bastante sencilla, es que si el compacto K consta de un solo punto, entonces
Cuw+ (K, X*) = X*; 1o que nos dice que la mejor cota inferior de n(C,+ (K, X*)) a
la que podemos aspirar es n(X*). Adn cabe una tercera observacién: en la prime-
ra parte de la demostracion anterior utilizamos fuertemente la dentabilidad de
f(K) donde f € Cu(K, X), propiedad que, en general, se perderd cuando f sea
s6lo débil*-continua. A pesar de todos estos inconvenientes, hemos sido capaces
de obtener algunos resultados parciales. El primero de ellos nos da una cota su-
perior para C,+(K, X*) aunque, como comentaremos en la Observacién 2.2.16 ,

no es la mejor posible.
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2.2.13 Teorema. Sea K un espacio topolégico compacto de Hausdorff y sea X un

espacio de Banach. Entonces,

n (Cw+ (K, X*)) < n(X).

Para poder demostrar este resultado, necesitaremos el siguiente lema, que nos

dard un subconjunto denso de la esfera unidad de C,+ (K, X*).

2.2.14 Lema. Sea K un espacio topologico compacto de Hausdorff y sea X un

espacio de Banach. Entonces, el conjunto
B = {f € Sc,.(kx*) : f alcanzasu norma}

es denso en Sc__ (g x+)-

Como herramienta para la demostracién de este lema enunciamos un resul-
tado, consecuencia del Teorema de Choquet-Bishop-De Leeuw y que parece ser
bastante conocido. Dicho resultado se puede deducir de un Teorema de T. Johan-
nesen citado en un articulo de A. Lima [80, Theorem 5.8] y aparece explicitamente

demostrado en la Tesis Doctoral de F. Aguirre [8, Lema 1.15].

2.2.15 Lema. Sean X e Y espacios de Banach y T € L(X,Y). Si T* alcanza su

norma, entonces existe y* € ext(By~) tal que ||T*y*|| = || T*||.

Demostracion del Lema 2.2.14. El Lema 2.2.11 nos dice que C,+ (K, X*) es isométri-
coa L(X,C(K)) y que el conjunto B se identifica con el conjunto de los operadores
de norma uno T € L(X,C(K)) cuyo adjunto alcanza su norma en algtn é;. Recor-
dando que el conjunto {Aé; : t € K, |A[ = 1} coincide con ext(Bck)-) (Teorema
de Arens-Kelley), el Lema 2.2.15 nos dice que B se identifica, de hecho, con el
conjunto de todos los operadores de norma uno cuyo adjunto alcanza la norma.
Finalmente, un resultado clasico de V. Zizler [130, Proposicién 4] nos dice que

este tltimo conjunto es siempre denso. O
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Demostracion del Teorema 2.2.13. Seguimos los pasos de la segunda parte de la de-
mostracién del Teorema 2.2.8. Dado S € Sy (x), definimos T € L(Cy+ (K, X*))

mediante
[T(HI(E) =S*(f(t))  (teK feCu(K X)),

que esté bien definido puesto que S* es débil*-débil*-continuo. Ademas ||T|| =1,
luego v(T) > n(Ce+ (K, X*)). Utilizando el Lema 2.2.14 y el Lema 2.1.2, podemos

calcular el radio numérico de T como sigue:

o(T) = sup {|x**([Tf]1(t))| : f€B, t€K, x™ & Sxw, x*(f(t)) =1}.
Por tanto, dado € > 0, podemos encontrar f € B, x** € Sx« y t € K, verificando
que x™(f(#)) =1y

n(Cor (K, X*)) — e < [x™([TfI(1) | = [ (S*(f(D)))] < v(S7) = 0(S).

Deducimos que n(X) > n(Cy+(K, X*)) — ¢y, haciendo ¢ | 0, obtenemos la de-
sigualdad buscada. O

2.2.16 Observacion. La desigualdad dada en el Teorema 2.2.13 puede ser estricta.

En efecto, si K tiene un tinico punto, tenemos que C,+ (K, X*) = X* y basta tomar
X ={(x9,2) € cPooCBooc : limx+limy+1limz =0}
(el ejemplo dado en [31, Example 3.1]) para tener

1(Cor (K, X*)) = n(X*) < n(X).

No hemos sido capaces de obtener una cota inferior de n (C (K, X*)) véalida
en general. Sin embargo, el siguiente resultado dara condiciones suficientes so-
bre el compacto K o sobre el espacio de Banach X que permiten obtener una tal
cota. La condicién que impondremos sobre X es que sea un espacio de Asplund,
ya que cualquier subconjunto acotado del dual de un tal espacio es w*-dentable.

Recordamos la definicién de este tipo de espacios, introducidos por E. Asplund
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en [12] (aunque obviamente él no los llamaba asi). Decimos que un espacio de
Banach X es un espacio de Asplund si toda funcién real, convexa y continua, de-
finida en un subconjunto abierto y convexo de X, es Fréchet diferenciable en un

subconjunto denso de su dominio.

2.2.17 Proposicién. Sea K un espacio topolégico compacto de Hausdorff y sea X
un espacio Banach. Supongamos que X es un espacio de Asplund o que K tiene

un conjunto denso de puntos aislados. Entonces,

n(X*) < 1 (Cor (K, X¥)).

Necesitamos un resultado similar al Lema 2.2.9.a.

2.2.18 Lema. Sea K un espacio topoldgico compacto de Hausdortf y sea X un

espacio de Asplund. Entonces, para cada f € C,+(K, X*) el conjunto
{t € K : f esnorma continua en t}

es denso en K.

Demostracion. Por ser X un espacio de Asplund, tenemos asegurado que cada
subconjunto acotado de X* es w*-dentable (véase [29, Teorema 4.4.1]). Ahora la

demostracién es, mutatis mutandi, como la del apartado (a) del Lema 2.2.9. [

Demostracion de la Proposicién 2.2.17. Por un lado, si X es un espacio de Asplund,
la primera parte de la demostracion del Teorema 2.2.8 se adapta facilmente a este
caso utilizando el Lema 2.2.18 en vez del Lema 2.2.9.a. Por otro lado, si K tiene un
conjunto denso de puntos aislados, la tesis del Lema 2.2.18 es trivialmente cierta

y, por tanto, podemos razonar como antes para acabar la demostracion. ]

No sabemos si la Proposicion 2.2.17 es cierta en general. Hasta donde nosotros
sabemos, podria darse la igualdad n(C.+ (K, X*)) = n(X*) para todo espacio de
Banach X y todo compacto K.
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Utilizando la identificacién ya mencionada entre C,+ (K, X*) y L(X, C(K)), el

Teorema 2.2.13 y la proposiciéon 2.2.17 se pueden leer como sigue.

2.2.19 Corolario. Sea K un espacio topolégico compacto de Hausdortf y sea X un

espacio de Banach. Entonces,
n(L(X, C(K))) < n(X).

Si, ademads, X es un espacio de Asplund o K tiene un subconjunto denso de puntos
aislados, entonces
n(X*) < n(L(X,C(K))).

Con los corolarios 2.2.12 y 2.2.19 en mente, uno podria pensar en la existen-
cia de un resultado mas general que diera n(W(X,Y)) y n(L(X,Y)) en funcién
de n(X), n(X*), n(Y) y n(Y*). Nada més lejos de la realidad, como muestra el
Ejemplo 10 de [95]: si llamamos X = (1, Y = (4, se tiene que

n(X)=n(X*")=nY)=n(Y")=1
y, por un lado,
N(L(X,Y)) = 1(X oo X Boo X Boo X) =1,

mientras que en [95, Example 10] se observa, usando resultados de A. Lima [81],
que
n(L(Y,X)) <1

2.3. Espacios con indice numérico cero

Dedicamos este apartado al estudio de las propiedades de los espacios de Ba-
nach con indice numérico cero. Comenzamos bautizando a los operadores cuyo

radio numérico es cero y al espacio vectorial que éstos forman.
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2.3.1 Definicién. Sea X un espacio de Banach real y sea T € L(X). Se dice que T

es un operador anti-hermitiano si v(T) = 0 o, equivalentemente, si
x*(Tx) =0

para cada (x*,x) € II(X). El conjunto de los operadores anti-hermitianos es un

subespacio vectorial cerrado de L(X), al que denotaremos por Z(X).

Si X es un espacio de Banach complejo, como consecuencia del Teorema de
Bohnenblust-Karlin, ningtin operador no nulo en L(X) puede verificar la condi-
cién de la definicién anterior. Sin embargo, dicha definicién se puede trasladar fa-
cilmente al caso complejo pidiendo que Re x*(Tx) = 0 para cada (x*,x) € I1(X),
esto es, W(T) C iRR. El nombre de operador anti-hermitiano cobra ahora senti-
do en contraposicién a la definicion clésica de operador hermitiano: un operador
T € L(X) es hermitiano si W(T) C R. Asi, un operador T es anti-hermitiano si,
y s6lo si, iT es hermitiano. Los operadores hermitianos han sido ampliamente
estudiados y tienen numerosas aplicaciones, especialmente en el estudio de las
algebras de Banach. Entre la abundante bibliografia sobre el tema cabe citar las

monografias de F. Bonsall y J. Duncan [26, 27].

El nombre de operador anti-hermitiano surge, como no podia ser de otra for-
ma, del estudio de los operadores en espacios de Hilbert. Si H es un espacio
de Hilbert real con producto interior (- | -), un operador T € L(H) es anti-
hermitiano si (Tx | x) = 0 para cada x € Sp. En este caso, la forma bilineal

simétrica definida sobre H por

(v, y) — (Tx [ y) + (x | Ty)

es nula (ya que su forma cuadratica asociada es cero) y, por tanto, T* = —T en
L(H). Luego los operadores anti-hermitianos son los operadores antisimétricos.
Supongamos ahora que el espacio de Hilbert H tiene dimensién finita, digamos
n. Entonces, si tenemos un operador anti-hermitiano, su matriz asociada en cual-

quier base ortonormal es antisimétrica y viceversa; por lo tanto, se tiene que Z(H)
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se identifica totalmente con .A(1), el espacio de las matrices antisimétricas n x n.
Es bien conocido (véase [11, Corollary 8.5.10], por ejemplo) que una matriz A de

orden 7 es antisimétrica si, y solo si, para cada p € R, la matriz

pkAk

exp(p A) : Z

pertenece a O(n) (el grupo de las matrices ortogonales de orden n), hecho que se

deduce facilmente de la igualdad

[exp(pA)]" = exp(pA").

En efecto, si A = — A, entonces se tiene que

lexp(pA)]" = exp(—pA) = [exp(pA)]”'  (p € R);

si, por el contrario, exp(pA) € O(n) para cada p € R, tenemos que

exp(pA’) = [exp(0A)]' = [exp(pA)] ' = exp(—pA) (0 €R)
y, derivando respecto de p y evaluando en p = 0, se obtiene que A" = —A.

Nuestro objetivo més inmediato es generalizar este resultado a cualquier es-
pacio de Banach X, cambiando .A(n) por Z(X), O(n) por el grupo G(X) de las
isometrias sobreyectivas de X y recordando que para T € L(X) se define su ex-

ponencial como el operador
o Tk
T
exp(T) 1= ¥ 7
Dicha generalizacion es una consecuencia inmediata de la llamada “férmula ex-

ponencial para el rango numérico”.

2.3.2 Lema (Férmula exponencial, [26, Theorem 3.4] ). Sea X un espacio de Ba-

nach y sea T € L(X). Entonces,

supRe W(T) = sup log | exp(th)||.
x>0 &




2.3. Espacios con indice numérico cero 99

2.3.3 Teorema ( [26, Theorem 3.6] ). Sea X un espacio de Banach real y sea T un

operador en L(X). Son equivalentes:

(i) T es un operador anti-hermitiano.

(ii) exp(pT) es una isometria sobreyectiva para todo p € R.

No podemos dejar de comentar que este resultado recuerda mucho a la teoria
de grupos y algebras de Lie, de la que O(n) y A(n) son prototipos. De hecho, en
dimension finita, G(X) es un grupo de Lie y Z(X) es su dlgebra de Lie asociada.
Aunque no queremos en absoluto profundizar en este tema, si nos interesa desta-
car que, en general, Z (X) es cerrado para el producto de Lie. Puede encontrarse

mads informacién en [118], por ejemplo.

2.3.4 Lema ([118, Proposition 1.5.d] ). Sea X un espacio de Banach real y sean
S, T € Z(X). Entonces,
ST —-TS € Z(X).

El Teorema 2.3.3 es especialmente til si X es un espacio de Banach real de
dimension finita y lo combinamos con un resultado debido a H. Auerbach [117,
Theorem 9.5.1] que nos proporciona un espacio de Hilbert con mas isometrias

que X. Unimos ambos resultados en la siguiente proposicion.

2.3.5 Proposicién ( [117, Theorem 9.5.1] y [118, Proposition 3.3] ). Si X es un es-
pacio de Banach real de dimension finita, entonces existe un producto interior

(- | -) en X de manera que el espacio de Hilbert H := (X, (- | -)) verifica que
G(X)CG(H) 'y Z2(X)CZ(H).

Como consecuencia, la matriz asociada a cualquier elemento de Z(X) en cual-

quier base ortonormal de H es antisimétrica.
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Demostracién. El producto interior y la primera inclusién los proporciona direc-
tamente el Teorema de Auerbach [117, Theorem 9.5.1]; para la segunda inclusién

basta usar el Teorema 2.3.3 dos veces. O]

Como consecuencia de esta proposicion y de resultados de la teoria cldsica de
grupos de Lie (cualquier subgrupo cerrado de un grupo de Lie es un grupo de
Lie, véase [7, Theorem 2.27] por ejemplo), se puede obtener una curiosa caracteri-
zacion de los espacios de Banach reales de dimension finita con indice numérico

cero.

2.3.6 Proposicién ( [118, Theorem 3.8] ). Sea X un espacio de Banach real de di-

mension finita. Son equivalentes:

(i) X tiene indice cero.

(ii) X tiene infinitas isometrias.

Como ya se coment6 en la introduccién de este capitulo, es un hecho conocido
[62, p.114] que la clase de espacios de Banach con indice numérico cero contiene
a los espacios de Hilbert reales de dimensién mayor que uno, y a aquellos espa-
cios reales subyacentes a espacios complejos. De hecho, en ambos casos es posible
encontrar un operador con radio numérico cero. Para construir més espacios con
indice numérico cero, basta recordar que el indice numérico de un espacio es me-
nor o igual que el de cualquier sumando absoluto suyo [86, Proposicién 1] y, por
tanto, la suma absoluta del espacio real subyacente a un espacio complejo y otro
espacio real cualquiera, nos da un nuevo espacio con indice numérico cero. De
hecho, los dos tipos de espacios anteriores responden a este esquema. El primer
resultado que presentamos viene a extender esta forma de construir espacios con
indice numérico cero, debilitando las exigencias a la hora de sumar un espacio
de Banach cualquiera con el real subyacente a un complejo. Diremos que un es-
pacio de Banach real estd dotado de una estructura compleja si es el espacio real

subyacente a un espacio complejo.
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2.3.7 Proposicién. Sea X un espacio de Banach real y seanY, Z subespacios cerra-
dos de X de modo que Z # 0. Supongamos que Z estd dotado de una estructura

compleja, que se tiene X = Y @ Z y que la igualdad

lv+ez| = lly+=|
se cumple para cada (p,y,z) € R x Y x Z. Entonces se tiene que n(X) = 0.
Demostracién. En primer lugar, observamos que la norma de X restringida a Z

convierte a éste en un espacio de Banach complejo, por lo que tiene sentido definir

el operador T € L(X) no nulo dado por
T(y,z) = (0,iz) (yeY, zeZ).

Nuestro objetivo es demostrar que v(T) = 0. Para ello, fijados x* € Sx+, x € Sx

tales que x*(x) = 1, escribimos
x* = (y*, Rez"), x = (y,2),
dondey* € Y*,z* € Z*,y € Yy z € Z, y utilizamos que
=1y fyrefel|=1 (eRr),

para deducir que
x*(y+e'fz) <1 (p € R).

Usando esto, la forma de x* y el hecho de que x*(x) = 1, obtenemos que
Rez*(ez) < Rez*(z)

para cada p € R, de lo que se deduce inmediatamente que z*(z) € R. Ahora

basta usar la definicién de T para obtener
x*(Tx) = Reiz*(z) =0,

lo que concluye la prueba. O
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El siguiente ejemplo muestra un espacio de Banach en el que la descomposi-

cién dada por la proposicién anterior no proviene de una suma absoluta.

2.3.8 Ejemplo. Sea X = (R*, || - ||) donde la norma || - || estd definida por

1/2
16,20l = max {J, 191+ (2 +2)

para cada (x,y,z,t) € R* (esto es, X = R @ [R @1 [R @, R]]). Si consideramos

los subespacios
Y ={(x,y,0,0) : x,y € R} y Z=1{(0,0,zt) : z,t € R},
X se descompone como X = Y @ Z y se verifica que
1(,9,0,0) +€#(0,0,2 )] = |(x,%,0,0) + (0,0,z8)|  (p,xyzt€R),

luego X tiene indice cero gracias a la Proposicion 2.3.7. Sin embargo, la suma

anterior no es absoluta ya que ||(1,0,0,0)| = |/(0,1,0,0)||, mientras que

II(1,0,0,0) + (0,0,1,0)|| =1 vy 1/(0,1,0,0) 4+ (0,0,1,0)|| = 2.

En vista de la Proposicion 2.3.7, cabria pensar en la posibilidad de que en to-
dos los espacios de Banach con indice numérico cero pudiera aparecer una cierta
estructura compleja, pero basta recordar el Ejemplo 2.2.7 para ver que esto no es
asi: el espacio de Banach que alli se construye tiene indice cero y es poliédrico,
luego no puede contener ninguna copia isométrica de C. No obstante, en dimen-
sion finita si es cierto que el hecho de que un espacio tenga indice numérico cero,
obliga a la aparicién de una cierta estructura compleja en el espacio; de hecho,
somos capaces de caracterizar en estos términos los espacios de dimension finita

con indice numérico cero.

2.3.9 Teorema. Sea (X, || - ||) un espacio de Banach real de dimension finita. Son

equivalentes:
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(i) X tiene indice numérico cero.

(ii) Existen espacios vectoriales complejos no nulos Xj, . .., X, un espacio vec-
torial real Xy (eventualmente nulo), y nimeros naturales qy, . . ., q, tales que

on + ey 4 - +eiq"Pan = [|x0 + X1 + - - - + x|

paracadap € Rycadax; € X; (j=0,1,...,n).

Demostracién. Comenzamos probando la implicacién (ii) = (i). Consideramos

el operador T € L(X) dado por
T(xo+x1+ - +xn) =ig1x1 + - - - + ignxy (x;j€X;, j=0,1,...,n).
De la definicién de T se deduce que, para cada k € IN, se tiene
TH(xo + 21+ 2) = (ig2)" 31 + -+ + (i) 2

y, por tanto,

exp(0T) (xo 4+ x1 + -+ 4 x,) = x0 + (ZP (iq1)* >x1+---+ (fpk(,j n) )xn

k=0
= Xg -+ e1511Px1 + .4 eiq"pxn.

En virtud de (ii), se tiene que exp(pT) es una isometria para cada p € Ry el

Teorema 2.3.3 nos dice que v(T) = 0.

(i) = (ii). Puesto que X tiene dimension finita, la Proposicién 2.3.5 nos ase-
gura que existe un producto interior (- | -) en X de modo que Z(X) (que no
es nulo por hipétesis) estd contenido en Z(H), donde H es el espacio de Hilbert
(X, (- | -)). Fijemos entonces T € Z(X) no nulo y observemos que, gracias otra
vez a la Proposicién 2.3.5, la matriz que representa a T en cualquier base ortonor-
mal de H es antisimétrica. Es un hecho bien conocido de la teoria de algebra lineal

que los valores propios de T son imaginarios puros y aparecen pareados (véase
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[110, pp. 102], si se quiere). También es conocido que, si {+ia; : j =1,...,m}
son los valores propios no nulos de T, repetidos tantas veces como indique su
multiplicidad, se puede encontrar una base ortonormal {uy,up,...,us} de H, de

manera que la matriz que representa a T en dicha base adopta la forma
. 0 —tX]'
diag(A1, Az, ..., A, 0,...,0), donde A := 0 (2.20)
{x .
J
(véase [110, pp. 103], si se quiere). Si, para cada j € {1,2,...,m}, llamamos Y; al
subespacio de X generado por {uy;_1, uy;}, se tiene claramente que
T? = —471d en;

De esto deducimos que se puede dotar a Y; de una estructura compleja mediante
la férmula

. b
(a—i—lb)xj:axj—ka—jT(xj) (a,b € R, xj €Y))
y, por tanto, se tiene que

exp(pT)(xj) =efx;  (pER, x;€Y)).
Finalmente, si Yj := ker(T), se deduce de (2.20) que X = Yo B Y1 & --- @ Y.
Ahora, fijados p € Ry xo + x1 + - - - + x;s € X, se tiene claramente que
exp(oT)(xo + X1 + - - + Xp) = Xg + €®1Px) + - - 4 &Py,

y, como exp(pT) es una isometria (Teorema 2.3.3), obtenemos la siguiente igual-
dad:

|| x0 + 1Py + - - 4P, || = [|xo + 21+ X - (2.21)
Si{ay,...,am} C Q, basta tomar N € IN de modo que q; = Na;j € N (si al-
gun g; es negativo bastara cambiar el producto complejo en Y; por su complejo

conjugado) paracadaj € {1,...,m},y X;:=Y;paraj=0,1,...,m.

Supongamos por el contrario que no todo &y es racional. Podemos entonces
reordenar {aq,...,a,} de modo que {1,4a1,...,a,} sea Q-linealmente indepen-

diente para un cierto r € {1,...m}; en el caso en el que r < m, existiran

sj,skj € Q (k=1,...,r; j=r+1,...,m)
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verificando que
.
aj=si+ Y s (j=r+1,...,m).
k=1

Supondremos a partir de ahora que 1 < r < m, pues en los casos extremos en
que r = 1 or = m, los razonamientos que siguen son vélidos realizando las

simplificaciones naturales. Tomemos N € IN verificando que
Nsyj € Z, Ns; € Z (G=r+1,...mk=1,...,r1)
y escribamos
n:=m-r+1, q1:=N, yq:=Ns,,.p 1 ({=2,...,n).

Ahora, fijado
Xo+x1+- -+ x €EX=Y9BY1D--- DYy,

definimos f : R — R mediante
f(p) = H(xo _|— e _|_ x?‘—l) + eiLIler _|_ e + eiqntome (p c R)’

y nuestro objetivo es demostrar que f es constante, pues esto probara (i7) sin mas
quetomar Xo =Yy ® - - DY, 1y Xy =Y,y 1paral =1,...,n (sialgtn g es ne-
gativo, bastard cambiar el producto complejo en X, por su complejo conjugado).

Veamos pues que f es costante. Para ello, definimos
K:= méx{|Nsk,]-\ ck=1,...rj=r+1,...,m},

y fijados t € Ry e > 0, utilizamos el Teorema de Aproximacién de Kronecker
(véase [63, Theorem 442], por ejemplo), para encontrar M € Ny py,...,pr € Z

verificando que

|t — (2Mma, —27tp,)| < € (2.22)
|2Mrmay — 27tpy| < € (k=1,...,r=1),
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y, por tanto,

lexp(itq1) — exp(i2MNra,)| < Ne (2.23)
|1 — exp(i2MNay)| < Ne (k=1,...,r=1).

Utilizando otra vez (2.22) no es dificil comprobar que
lexp(itqy) — exp(i2MNma,, y_1)| < rKe (£=2,...,n). (2.24)

En efecto, como py, Ns, 1, Nsy,1y—1 € Zparak = 1,...,ryl = 2,...,n,

observamos que

exp(itqe) — exp (iZMNm,M_l)‘ —

r

= |exp (itNs, ;1 y_1) — exp (i Z (2MNTTs) 40100 — 2N7Tsk,,+g_1pk)> '
k=1

r

< |ENSp 01— ), (2MN7TSg g g0 — 2N 705 01 )
k=1

r—1
< Nsp ol |t = (M, = 27py) | + ) NSk -1 | [2May — 27py |
k=1
< Ke+ (r — 1)K,

donde la dltima desigualdad es consecuencia de (2.22). Usando ahora (2.21) para

p = 2MN, obtenemos que
£(0) = on 4 ef2MNmay +ei2MN7mmme.
Usando esta igualdad junto con (2.23) y (2.24) deducimos que
(1) = FOF < Nl -+ flxele 4+ rK ([l 4 4 [lxm]) €

y, haciendo € | 0, se obtiene que f(t) = f(0) como querfamos. O

2.3.10 Observacién. De la ecuacion (2.20) se sigue de forma clara que un opera-

dor anti-hermitiano S en un espacio de dimensién finita no tiene parte nilpotente,
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es decir, ker(S?) = ker(S) (este hecho también es cierto en dimensién infinita, se
puede deducir de [26, Lemma 10.9] por ejemplo). Por tanto, si todos los valores

propios de S son nulos, entonces S = 0.

Es necesario destacar que hay aspectos del teorema anterior que ya eran co-
nocidos, aunque nosotros lo descubrimos posteriormente a la aceptacién de los
trabajos [92, 93]. Concretamente, H. Rosenthal da una descomposicién en [118,
Corollary 3.7] como la que aparece en la afirmacién (ii) del Teorema 2.3.9, pero los
nameros 4y, . . ., §» que obtiene son reales. También prueba en [118, Theorem 3.10]
que si Z(X) tiene dimension 1 entonces, en la descomposicion que obtiene, los
ndmeros 4, ..., Jn son enteros primos relativos entre si. Mdas aun, el citado au-
tor observa (basandose en consideraciones hechas en [113]) que si Z(X) es un
algebra de Lie conmutativa, se puede encontrar una base de Z(X) en la que los
operadores tienen por ntiimeros asociados a su descomposicién ntimeros ente-
ros. Hasta donde nosotros sabemos, el resultado de que los ntimeros 4y, . .., g, se
pueden tomar enteros en el caso general (como se hace en el Teorema 2.3.9) es

novedoso.

En vista de la Proposicion 2.3.7, cabe preguntarse si siempre puede conseguir-
se que el niumero de espacios complejos en la afirmacion (ii) del Teorema 2.3.9
sea uno. El siguiente ejemplo nos muestra un espacio de Banach con indice cero
en el que dicha descomposicién sélo puede hacerse como suma de dos espacios

complejos.

2.3.11 Ejemplo. Existe un espacio de Banach real X de dimensién cuatro con in-
dice numérico cero y tal que el niimero de espacios complejos que aparecen en el
Teorema 2.3.9.(ii) no puede ser uno. Este es el caso del espacio X = R* dotado de

la norma

27 . .
(a,b,c,d)| = 411/ ‘Re <e2”(a +ib) + et (c+ id))‘ dt  (a,bcdcR).
0
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Demostraciéon. Consideramos los subespacios de X
X1 ={(a,b,0,0) : a,b € R} y  Xo={(0,0,¢,d) : ¢,d e R},

llamamos P; a la proyecciéon de imagen X; y ntcleo X5, y definimos P, = Id — P,
(que es, obviamente, la proyeccién con imagen X, y ntcleo Xj). Es sencillo com-
probar que X, X, son espacios complejos (identificando (4,b,0,0) = a+iby
(0,0,c,d) = ¢ + id), de hecho, se tiene que

|(a,b,0,0)|| = |a+ib|
1(0,0,¢,d)|| = |c+id|.

Demostramos solo la primera igualdad, ya que la segunda se prueba de manera

analoga. Para ello, tomamos 6 € R y observamos que se verifica

. 1 r2m o
le(a,0,0,0) = § [ [Re(e*(aib))|dt
0
2744 .
_ }1/9 * | Re(e2(a + ib))|dt
2

12 2it ,
= 4_1/0 | Re(e**(a +ib))|dt = ||(a,b,0,0)||

donde se utiliza que la funcién que estamos integrando es 27-periédica y que
la medida de Lebesgue es invariante por traslaciones. Hemos probado que la
norma restringida a X; es compleja y, como [/(1,0,0,0)|| = 1, dicha norma tiene
que coincidir con el médulo. De un modo similar, se comprueba que X satisface
la afirmacién (ii) del Teorema 2.3.9 para g1 = 2, g = 1. De modo mads preciso,

tenemos

En particular, se tiene n(X) = 0y, mdas concretamente, v(T) = 0, donde T € L(X)

e2°(a,b,0,0) +efp(o,o,c,d)H = l(a,b,c,d)| (0 €R, abcdecR). (225

viene dado por la matriz

0 2 0 O

-2 0 0 O
T =

0O 0 0 1

0 0 -1 0
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(para ver que v(T) = 0 basta usar el Teorema 2.3.3). Observamos finalmente que,
utilizando (2.25) para p = 7, obtenemos ||2P; — Id|| = 1, lo que nos dice que
[Pr]l = [[P2]| = 1, luego

(s,£,0,0)||" = Vs2+ 2, |(0,0,s,t)|| = Vs2+t2  (s,t €R),

donde || - || es la norma dual de || - ||. Demostremos ya que los tinicos operadores
con radio numérico cero son los multiplos de T, lo que nos dird que la tnica
descomposiciéon de X como en la afirmacion (ii) del Teorema2.3.9es X = X1 & X,
con g1 = 2¢. Fijado S € L(X) con v(S) = 0, consideramos (s;;) la representacién

matricial de S y utilizamos que S tiene radio numérico cero y que
1(1,0,0,0)" = [|(1,0,0,0)|| = {(1,0,0,0),(1,0,0,0)) =1,

para deducir que s1; = 0. Andlogamente, se deduce que sy = s33 = s44 = 0. De

un modo similar, utilizando que

(25 2500 =25 500 = (5 5,00, (35, H00) =1
|00, 2 5[ = [0 % H) = (@0 L )00 L)y =1,

obtenemos que 51 + 521 = 0y s34 4 s43 = 0. Finalmente, como quiera que también

se verifican las igualdades

10,0,1,0)[" = [[(0,1/2,1,0)]| = ((0,0,1,0),(0,1/2,1,0))
10,0,0,1)I' = (0,1/2,0,1)]| = ((0,0,0,1),(0,1/2,0,1))

1
1

obtenemos s3; = 0y sg» = 0. Resumiendo, la informacién anterior nos dice que

cualquier operador con radio numeérico cero tiene el siguiente aspecto

0 s12 s13 sS4
S —s12 0 s3 sy

531 0 0 534
s 0 —s3 O
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Aplicamos lo anterior al operador

0 0 514 + 2523 —513 + 2524

0 0 -2 —2514 —
U=TS_ST= 513 1 S24 S14 93 |
541 —2531 0 0
—S531 —2541 0 0

(v(U) = 0 gracias al Lema 2.3.4) y obtenemos que s3; = s41 = 0. Tenemos pues,
que el operador U tiene radio numérico cero y que todos sus valores propios son
nulos, con lo que la Observacién 2.3.10 nos dice que U = 0. Por tanto, se tiene

$13 = S14 = Sp3 = Sp4 = 0. La expresion matricial de S adopta ahora la siguiente

forma
0 a« 0 0
40 0 0
s=|"" (2.26)
00 0 B
0 0 —B 0

donde a y B son ntimeros reales. Es decir, hemos deducido ya que el espacio
Z(X) de los operadores con radio numérico cero, tiene dimensién menor o igual
que dos. Como T € Z(X), tenemos que dim (Z(X)) > 1. Veamos que se da la
igualdad. Para ello, basta observar que si ocurriera dim (Z (X)) = 2, entonces el
operador S dado por (2.26) para « = = 1 tendrfa radio numérico cero 0, lo que
obligaria a que exp(pS) fuera una isometria para cada p € RR. Pero este no es el

caso, ya que

1(1,0,1,0)]| = 34£, Hexp @s) (1,0, 1,0)” —1(0,1,0,1)] = >.

B

Podemos decir ya que todo operador con radio numérico cero sobre X es un mul-
tiplode T. O

Concluimos esta seccién exponiendo un problema abierto relacionado con los
resultados aqui presentados. Comencemos observando que el enunciado del Teo-

rema 2.3.9 adopta una forma maés sencilla si el espacio X tiene dimensién 2 o 3.



2.3. Espacios con indice numérico cero 111

2.3.12 Corolario ( [118, Theorem 3.1] ). Sea X un espacio de Banach real con indi-

ce numérico 0.

a) Sidim(X) = 2, entonces X es isométricamente isomorfo al espacio de Hil-

bert real de dimensién dos.

b) Sidim(X) = 3, entonces X es suma absoluta de R y del espacio de Hilbert

real de dimension dos.

Poco mas se puede decir del caso bidimensional, aunque si haremos algunos
comentarios para dim(X) = 3. En este caso, X es suma absoluta del espacio de
Hilbert de dimensién dos y IR. Si dicha suma absoluta es la euclidea, entonces X
es un espacio de Hilbert y se tiene que dim (Z (X )) = 3; si, por el contrario, la su-
ma no es la euclidea, utilizando un resultado debido a R. Paya [104, Theorem 6],
se tiene que los operadores de Z(X) conmutan con las proyecciones sobre los su-
mandos absolutos, lo que nos dice que dim (Z(X)) = 1. Por tanto, para espacios
tridimensionales, la dimension de Z(X) no puede ser 2. Esta curiosidad nos lleva

a plantearnos el siguiente problema:

2.3.13 Problema. Dado un ntimero natural 7, jcudles son las posibles dimensio-
nes de Z(X) cuando movemos X entre los espacios de Banach reales de dimen-

sion n?

Este problema ya fue estudiado por H. Rosenthal en [118] y [119]; de hecho,
él se propone estudiar cudles son las subélgebras de Lie de .A(n) que pueden ser
el espacio de los operadores anti-hermitianos para algtn espacio de Banach real
de dimensién n. A continuacién recopilamos la informacién conocida acerca del
problema. En primer lugar, utilizando la Proposicién 2.3.5 se tiene que Z(X) es

un subespacio de .A(n) y, por tanto, se verifica que

nn—1)
—

N

0 < dim (Z(X))
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Obviamente, los casos extremos son siempre posibles, basta tomar X = ¢, para

tener dim (Z(X)) = 0, y X = /4 para tener dim (Z(X)) = @ Mas atn,
k(k—1)
2

no resulta dificil comprobar que todas las dimensiones de la forma con

1 < k < n son posibles: basta considerar el espacio
X = gé @oo Ego_k

y utilizar el Teorema 6 de [104] como hicimos en dimensién tres. Lo mismo ocurre

con las dimensiones de la forma
k(k—1) n (n—k)y(n—k—-1)
2 2 !

que se obtienen si se toma X = /& e Zg‘_k; podriamos seguir obteniendo di-

mensiones posibles sin mds que aumentar el nimero de sumandos. En la otra
direccién se encuentra la curiosidad que hemos destacado para el caso n = 3, a
saber, la dimension de Z(X) no puede ser 2. Esta curiosidad responde a un hecho

mucho més general probado por H. Rosenthal en [119]:

2.3.14 Teorema ( [119, Theorem 2.1] ). Sea X un espacio de Banach real de dimen-

sion n. Entonces,

a) Si dim (2(X)) > 7—2) entonces X es un espacio de Hilbert y, por
tanto, dim (2 (X)) = 2
b) dim (Z(X)) = (n=1)(n=2) ( 2) o, yso]o si, X es suma absoluta (no euclidea) de

un espacio de H11bert de dimensiéonn — 1 y R.

En [119] H. Rosenthal hace un estudio detallado del problema en dimensiones
bajas, resolviéndolo totalmente hasta n = 4, donde las dimensiones posibles son

0,1,2,3,6, que corresponden, por ejemplo, a los espacios
,  Bosl, o3, BosR y 4,
respectivamente. De hecho, H. Rosenthal caracteriza como son todas las posibles

algebras de Lie que se materializan como Z(X) para algun espacio real de di-

mensién hasta n = 4. Por tanto, la primera dimensién en la que quedan casos
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sin resolver es n = 5, donde se tiene 0 < dim (Z(X)) < 10 y las dimensiones
7,8,9 no son posibles debido al teorema anterior. Se sabe que las dimensiones

0,1,2,3,4,6,10 para Z(X) son posibles: las tienen, por ejemplo, los espacios
0By, BOuld,, B0l deR, B00l?, B0ul3, OR y £,

respectivamente. Hasta donde nosotros sabemos, no es conocido si dim (Z(X))

puede tomar el valor 5 para algtn espacio X de dimensién 5.

2.4. Algunas consideraciones sobre el indice numéri-
code L,(u)

En esta dltima seccion del capitulo nos centramos en el problema, ya cldsico,
del célculo del indice numérico de los espacios L, (). Como ya se ha comenta-
do en la introduccién, se desconoce el indice numérico de estos espacios para
p # 1,2, 00; en particular, se desconoce el indice de los espacios £, para p distinto
de 1, 2 e co. Pretendemos aclarar el estado actual del problema, exponiendo re-
sultados muy recientes debidos a E. Ed-dari y M. Khamsi (que aparecen en [44] y
[45]) y dando, en algunos casos, demostraciones alternativas. El tinico resultado
novedoso de esta seccién es una mejora de la estimacion del indice numérico de

K%, dada en [44, Theorem 2.1] que aparecerd en la Proposicion 2.4.5.

Recopilamos a continuacién en un tnico teorema los resultados conocidos,

que se encuentran en los trabajos de E. Ed-dari y M. Khamsi [44, 45].

2.4.1 Teorema ( [44] y [45] ). Sean1 < p < oo y (O, X, i) un espacio de medida

o-finita. Entonces,
(i) n(Lp(p)) = nf{n(Ly) : m € N}.
(i1) n(ﬁp) = nliggon(ﬁ’]f).

(iii) Sip # 2 entonces n({') > 0 para cada m € IN. Ademds, el radio numeérico

7)
).

(
es una norma en L(¢,
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(iv) n(Lp[0,1]) = lim n(e2).

(v) En caso real se cumple que

Nuestro objetivo en esta seccién es, por un lado, presentar las demostraciones
de los apartados (i) a (iv) del teorema anterior, dando en algunos casos demos-
traciones diferentes (y, a nuestro juicio, més sencillas) de las originales y, por otro

lado, mejorar la acotaciéon dada en el apartado (v).

Enunciamos un resultado bien conocido que nos sera de utilidad; se puede

encontrar, por ejemplo, propuesto como ejercicio en [67, p. 154].

2.4.2 Lema. Sea (), %, u) un espacio de medida finita y 1 < p < oo. Para cada
particién finita 7t de () en conjuntos medibles, de medida positiva y dos a dos

disjuntos, definimos el operador Py : L,(y) — Lyp(u) por

Pof = X (ot [ FO@0) 1 (€ L)

Aern
Entonces P;; es una proyeccion contractiva y, si convertimos al conjunto de todas
las particiones 7t del tipo descrito en un conjunto dirigido via refinamiento, se
tiene que

lim [|Pof = 1], =0

paracada f € L,(u).

Observemos que la imagen de la proyeccion P del lema anterior, que denota-
remos V7, estd formada por las funciones de () en K que son constantes en cada
uno de los conjuntos de la particion 77, luego es isométricamente isomorfa a £},

donde m es el nimero de conjuntos que forman la particion 7.

Demostracion del apartado (i) del Teorema 2.4.1. Observamos en primer lugar que
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podemos reducir la demostracion al caso en que (), %, ) sea un espacio de me-
dida finita, pues si (), X, 1) es un espacio de medida o-finita, se puede cons-
truir una medida y finita sobre ((),X) de modo que L,(y) y L,(j) sean iso-
métricamente isomorfos (véase [33, Proposition 1.6.1] por ejemplo) y se tendra
n(Lp(p)) = n(Ly(f)). Suponemos entonces que (€, X, ) es un espacio de me-
dida finita y consideramos T € L(Ly(y)) un operador arbitrario de norma uno.
Dado ¢ > 0, podemos encontrar fo € S ) de modo que [|Tfol, > 1 —e. El
Lema 2.4.2 nos dice que limy ||Prfo — fol|, = 0, luego podemos encontrar una
particién 7y de Q) tal que || T(Pr,fo)||p > 1 — &. Usando de nuevo el Lema 2.4.2,

encontramos otra particién 7t de (), mas fina que 71y, verificando que
[P=T (Pryfo)llp > 1 —e.
Definimos el operador S € L(Vy) por
Sf =Pa(Tf)  (f € Va)
y comprobamos, usando que V, C V;, que
ISI = 1IS(Pro fo) lp = [1P= T (Preo fo) [l > 1 —¢.
Por tanto, utilizando que V7 es isométrico a £} para algtin m € IN, tenemos
0(S) =2 n(Vx)[|S|| = inf{n(£y) : m € N}(1—e). (2.27)

Si ahora tomamos (f,x*) € I1(Vy) tal que |x*(Sf)| > v(S) — ¢, utilizando que
|Px|l = 1y que (Pix*)(f) = x*(f) = 1, obtenemos que

o(T) 2 [(Prx")(Tf)| = [x*(Sf)| > 0(S) —e.
Por tanto, usando (2.27), se tiene que
o(T) > inf{n(ly,) : me N}(1—¢)—¢,

lo que acaba la demostracién sin mas que hacer tender ¢ a cero. O
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Teniendo en cuenta que el indice numérico de un espacio de Banach es menor
o igual que el de cualquier sumando absoluto suyo gracias a [86, Proposiciéon 1],
podemos mejorar la informacién anterior en el caso de n(¢;). En efecto, como

para cada namero natural m podemos escribir
— pm+1 m+1 _ gm
by =07 Dplp y 4T =48R,

obtenemos que

n(ly) < n(enthy < n(em),

De lo anterior se deduce inmediatamente que
n(ly) <inf{n(f)) : me N} = r%iir;on(ﬂzi).
Este razonamiento y la afirmacion (i) del Teorema 2.4.1 acaban la demostracién

de la afirmacién (ii) de dicho teorema.

Para comprobar la veracidad de (iii) en caso complejo basta recordar el Teo-
rema de Bohnenblust y Karlin. En caso real, dados p # 2y m € IN, observamos
que el ntimero de isometrias de £} es finito, luego el Teorema 2.3.6 nos dice que
n(¢y) > 0. Finalmente, el grupo de isometrias de £p, que ya fue completamen-
te determinado por S. Banach [13, pp. 108], es totalmente disconexo. Este hecho,

junto con el Teorema 2.3.3, nos dice que el radio numérico es una norma en L(/).

Para demostrar que n(L,[0,1]) = n%l_rgo n(¢y'), necesitaremos el siguiente re-

sultado bien conocido, cuya demostracion incluimos por complitud.
2.4.3 Lema. Paracadam € N los espacios Ly[0,1] y [®L,Lp[0,1]],, son isométri-
camente isomorfos. Concretamente, el operador

dado por

@ulHD = 78 (

es una isometria sobreyectiva.

(b (0,1, k=1,...,m, f € Ly[0,1))

k—1+t
m
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Demostracién. ®,, es claramente lineal. Para ver que es una isometria, tomamos

f € Ly[0,1] y observamos que

1/p
H<I>m(f)|!=<2 [l |Pdt>
1] 1+t VP ok H
=<Z/ 'f( ) dt) Z(];/k_nflf(S)\PdS)
1/
= ([lisors) " <15,

Comprobemos que ®,, es sobreyectiva: dada (fi, ..., fu) € @, Ly[0,1]] 0 bas-

ta considerar como preimagen por @, la funcién f € L,[0,1] dada por
fey=mPfmt—k+1)  (re [ E] k=1,..,m) O

Demos ya la demostracién del apartado (iv) del Teorema 2.4.1, que es inde-
pendiente de la exhibida por E. Ed-dari y M. Khamsi en [45, Theorem 2.1].

Demostracion del apartado (iv) del Teorema 2.4.1. S6lo nos queda probar la desigual-
dad n(Lp[0,1]) < n%iirgon(é’;). Para ello, demostramos que 1 ([@]’(”:1 L,[o, 1]hp)
es menor o igual que n(¢}) para cada m natural y apelamos al Lema 2.4.3. Fijados
m € Ny A= (ajx)mxmen L({}}), definimos el operador T € L ([ ®rq Lp[0, 1]}€p>

mediante la formula

T(fi,.--, <Za1kfk/ : /iamkfk> (fk € Lp[0,1], k=1,...,m).
=

Se tiene entonces que ||T|| = ||A|| y que v(T) = v(A). En efecto, si las funciones
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fi, - fm € Ly[0,1] verifican que || f1]|h + - - - + || fm|l, = 1, entonces

p
”T(fll"'/ ||P_ Zalkfk
m ' p p
/ (Zalkfk(t) t) )dt
k=1

= [FIAG 0, Sl

<NAIP [T IO, fule) I
= AP (3l -+ Ufuly) = A1

la desigualdad contraria se obtiene tomando f; = x; x[o 1 paracadak € {1,...,m},

donde (x1,...,Xx;) es un punto de norma uno en el que A alcanza su norma. Para

probar que v(T) = v(A), tomamos

(oo fn), (8100 8)) € T1 ([0, L0, 1]], )

y calculamos

(&1, 8m)T(f1,-- -, fmn)

ﬂ1kfk()> st gm(t (Zﬂmkfk )

= [ g1 gn()AC(E), - (1)) dt
/H a1, oo gl (), funD) ]t

donde en la dltima igualdad se usa que |g(t)| = | fi(t)|P/9 paracadak =1,...,m
y casi todo t € [0,1]. Tenemos pues que v(T) < v(A); para obtener la igualdad
basta tomar, para cada k, fr y gk las funciones constantemente iguales a xj e yi

respectivamente, donde (y1,...,ym) € Sgry (x1,...,%m) € Spy verifican que

m
Y ykxe=1 y (Y1, Ym)A(x1, ..., xm) = v(A). O
k=1
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Los resultados anteriores dejan bien clara la utilidad de calcular, o por lo me-
nos de estimar, el indice numérico de £}. Parece l6gico empezar calculando n (K%),
y para ello, buscar un operador con norma uno que tenga radio numérico “pe-
quefio”. Si miramos en los ejemplos conocidos, nos encontramos con que radio y
norma coinciden para todos los operadores en 2 y ¢2, asi que de aqui no vamos
a poder obtener mucha informacién. Sin embargo, si nos fijamos en ¢3 podemos
obtener algunos operadores destacados. Como £3 es un espacio de Hilbert, tene-

mos 1(¢3) = 0 en caso real y n(¢5) = 1/2 en caso complejo. De hecho, en caso

= (4

tiene claramente radio numeérico cero, esto es, nos da el indice numérico de E%. A

real el operador

continuacién vamos a estimar el indice numérico de E%, en funcién del radio nu-
mérico de U considerado como operador sobre E%. Para ello, necesitaremos una
expresion adecuada del radio numérico de los operadores sobre K% que tomamos
de [42]. En primer lugar, observamos que para calcular el radio numérico de un
operador es suficiente considerar los puntos de la esfera de E%, con primera coor-

denada mayor o igual que cero. Estos puntos se pueden parametrizar como

xt,zz(( ! fz ) (t20,z€{-1,1})

1+ t7)V/p7 (14 tP)1/P

y sus correspondientes estados se pueden parametrizar como sigue

x;izz<( ! 'z ) (t>0,ze{-1,1}).

14+ tP)Va" (1 tP)l/4

Dado un operador T = (a
c

) en L(E?;), es inmediato comprobar que

a+ btz + ctP—lz + dtP
14 tP

xf,Z(Txtlz) =
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y, por tanto, se tiene que

a+ btz + ctP~lz + dtP
U(T):sup{‘ T | :t}O,ZE{—l,l}}
|a + dtP| + | bt + ctP 1|
= t>
Sup{ 1+ tP 0

) adadtP| bt 4ctP7|d+atP| + ot + btP
= ImaXx § max , mMaX .
te[0,1] 1+1tP te[0,1] 14tP

En particular,

() = max 1
R I T

Enunciamos lo demostrado en el siguiente lema.

a b

2.4.4 Lema ([42, Lemma 3.2]). Seal < p < oo, yseaT = ( d) un operador

c
en L(E‘:-,) (real). Entonces,

) adadtP| bt 4ctP7|d+atP| + ot + btP |
v(T) = max{ méx , MAax .
t€[0,1] 14 tpP t€[0,1] 1+tP

El siguiente resultado mejora sensiblemente la informacién dada en la afirma-

cién (v) del Teorema 2.4.1.

2.4.5 Proposicién. Seal < p < oo. En caso real, se tiene la siguiente cadena de

desigualdades:

, 1 1
max {21_/;7’ m} v(U) < n(f%) <o(U).

Demostraciéon. Demostramos en primer lugar el resultado para 1 < p < 2. Para

ello, probamos que ﬁv(ll) < n(ﬁ%) < ov(U). La segunda desigualdad es cla-

ra, ya que ||U|| = 1. Para demostrar la primera desigualdad, dado un operador
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b
arbitrario T = (’1 d) € L(ZI%), vamos a probar que
c

o(T) > max {|a| + |e|, |b| + |d[} o(U) 'y [T <29 max{lal +|c|, [b] +|d]},
de donde se deduce claramente el resultado. Estimamos primero la norma de T:

|T|| = sup [[(ax+by, cx+dy)||, = sup (Jax+Dby|’ + |cx +dy|f’)1/p
(x,y)esz% (x,y)ES/Z%7

< sup |ax+by| +[ex+dy| < sup ([af + [e])|x[ + ([b] + |d])]y|
(x,y)esé% (x,y)esg%

1/
= |[(la| + lc|, [b] + |d)[lg = ((la] + [c])7T + (|b] + |d])7) "1
< 21/‘7méx{|a| + |c|, |b| + |d|}.

Para demostrar que
o(T) > max {|a| +[c|, [b| +|d|} o(U)

distinguimos dos casos. Suponemos en primer lugar que |a| + |c| > [b] + |d| y,
usando el Lema 2.4.4, obtenemos lo siguiente para cada t € [0, 1]:

ja — [d|t? + |e|t?" — D]t

o(T) 2 1+t7
tP=1 ¢ 1—tP=1 alt + [c|t — |b|t — |d|tP
= (laf +c[) |a|
1+4tP 1+tP 1+ tP
Pl — ¢ 1—tr1 t
2 _ _
(lal + lel) G5 +lal g + (lal +lel = 0] = |a]) 1=
N Pl — ¢ ) bl 1 Pl — ¢
> (lal +le]) 5 = maxdlal + el [b] +|d|} 55
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Si por el contrario |b| + |d| > |a| + |c|, para cada t € [0,1] tenemos

d] — |alt? + [b|P1 — [c]t
o(T) 2 1417

tP—1 ¢ 1— P~ |b|t+ |d|t — |c|t — |a|t?

= (P MD = + 1+1tP

> (bl 14D Tt S () 1] Jal = [e) —
1+t 1+tP T
=1y ) -

> (0] + 1) S = mx{al + el [b] +1d]} -

En cualquier caso, sin mds que tomar supremo con ¢ € [0, 1], obtenemos que
o(T) = méx{|a| + e, |b| + |d[} v(U),

lo que acaba la pruebaenelcasol < p < 2.5i2 < p < oo, basta tener en cuenta

que entonces 1 < g < 2y que

n(63) =n((6)") = n(6)

para obtener el resultado. O

Obsérvese que la estimacion dada por el resultado anterior empeora a medida
que p se acerca a 2, pero en este caso sabemos que se da la igualdad n(¢3) = v(U).
Parece, por tanto, que la fuerza perdida en el resultado anterior se debe a un
problema de método y, por lo que nosotros sabemos, la igualdad v(U) = n(f%)

es perfectamente posible. Serfa interesante determinar si esto es asi.

Mucho més complicado atn se antoja el cdlculo de n(¢}) para dimensiones
superiores. En este campo todavia queda mucho trabajo por hacer, aunque algu-

nas estimaciones numéricas hechas con ordenador avalan la conjetura

n(ly) = n(ﬁ%) =o(U)

en caso real.
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Comentamos a continuacién la escasa informacién conocida acerca del indice
numérico de ¢} para p # 1,2, 00 en caso complejo. Para ello, enunciamos el re-
sultado andlogo al Lema 2.4.4, que permite calcular de manera sencilla el radio

numérico de algunos operadores en (.

a

2.4.6 Lema ( [42, Lemma 3.2]). Seal < p < oo, yseaT = (
c

b
d) un operador

en L(E%). Entonces,

(T) ) |a+dtP +zbt +zetP"t||d 4 atP 4 Zct 4 zbtP !
0 = maXx max max

te[0,1] 1+4tP " tefon] 14tP
zeT zeT

Con este resultado no resulta muy dificil comprobar que el operador
g _ 01
00

1
Pl/pql/q /

satisface que

v(S) =

esto, junto con el hecho de que ||S|| = 1, nos dice que n(f%) < W. Obsérvese
que esta desigualdad es una igualdad cuando p = 2, con lo que parece razonable

conjeturar que

1
2\ _
n(fp) - Pl/pql/q
y, mds aun, que
1
my __
n(fy) = 1 /rgl/

en caso complejo.
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2.5. Problemas abiertos

Vamos a comentar brevemente las cuestiones que quedan sin respuesta en
nuestro estudio del indice numérico. La primera de ellas surge en el estudio del

indice numérico de espacios de funciones débil*-continuas:

2.5.1 Problema. Sea K un espacio topolégico compacto y de Hausdorff y sea X
un espacio de Banach. ;Se da la igualdad n(X*) = n(C.+ (K, X*))?

En la Proposiciéon 2.2.17 probamos la desigualdad n(X*) < n(Ce*(K, X*))
cuando X es un espacio de Asplund o cuando el compacto K tiene un conjun-
to denso de puntos aislados, pero no parece facil adaptar la demostraciéon que
alli damos al caso general. Por otro lado, las técnicas usadas en el Teorema 2.2.13
para demostrar que n(Cy,* (K, X*)) < n(X) pasan por utilizar operadores débil*-
continuos en L(X*) y tampoco parece fécil trasladarlas a operadores arbitrarios

en L(X™*). Parece, por tanto, que habra que desarrollar nuevas técnicas para pro-
bar la posible desigualdad n(Cy+ (K, X*)) < n(X*) .

El siguiente problema que planteamos esta relacionado con el estudio de los
espacios de Banach de dimensién finita con indice numérico cero (véase el Pro-
blema 2.3.13).

2.5.2 Problema. Dado n € IN, ;cudles son las posibles dimensiones de Z(X)

cuando movemos X entre los espacios de Banach reales de dimensién n?

Aunque este problema ya fue estudiado con detenimiento en la Seccién 2.3,
recordamos aqui los detalles principales. En primer lugar, el problema ya fue
completamente resuelto para dim(X) = 2,3,4 por H. Rosenthal en sus trabajos
[118, 119]. En el caso de dimensién cinco, no se sabe si la dimensiéon de Z(X)

puede tomar el valor 5. Resolver el problema en toda su generalidad parece harto
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complicado, pero un primer paso podria ser probar que si se da la desigualdad
dim(Z(X)) > % + 1, entonces dim(Z (X)) > —(”*1)2(”*2),

El siguiente problema que planteamos, que ha estado latente desde los co-
mienzos de la teorfa, consiste en calcular el indice numérico de los espacios £,
para 1 < p < oo con p # 2. Gracias al Teorema 2.4.1, este problema quedara
resuelto si se consigue dar respuesta a la siguiente cuestion, en apariencia mas
abordable.

2.5.3 Problema. Calcular el indice numérico de £}/ para cada nimero natural

m2>=2ycadal <p < co.

Como ya se coment6 en la Seccion 2.4, se sabe que n((}) < n(ﬂ%,) para cada

m =2, que n({}) < W en caso complejo y que
11 [t — ¢ ) |tP~L —¢|
max§ ——, —— ¢ Max———— < n(f;) < max ——
{21/P 21/q}t6[0,1] 1+4t7 (%) tefoq] 14tF

en caso real. Un primer avance pasa por dar respuesta a la siguiente cuestion.

2.5.4 Problema. Determinar el indice numérico de 6,29 paral < p < oo,

Aunque no se determine totalmente el indice numérico de £, seria interesante
saber si el radio numérico es 0 no una norma equivalente a la norma usual de

operadores en L(/,) (caso real), esto es:

2.5.5 Problema. ;Es cierto que el indice numérico del espacio real £, es estricta-

mente positivo para todo 1 < p < oo, p # 2?

Como vimos en el apartado (iii) del Teorema 2.4.1, se sabe que el radio numé-
rico es unanorma en L(¢,) si p # 2 queda, por tanto, determinar si es equivalente

o no a la norma de operadores.






Capitulo 3

Igualdades de normas para

operadores

3.1. Introduccion

A principios de la década de los 70, J. Duncan, C. McGregor, J. Pryce y A. Whi-
te observan en su trabajo pionero sobre indice numérico [42] que un operador T

satisface v(T) = ||T|| si, y s6lo si, existe w € T de modo que se verifica
1 + T} =1+ [T,

y demuestran este hecho utilizando que la igualdad supRe W(T) = || T|| para un

operador T equivale a que
IId+T| =1+ ||T| (DE)

Esta tiltima igualdad es conocida como ecuacion de Daugavet en honor al matema-
tico I. Daugavet, quien en 1963 [38] demostré que se verifica para todo operador
compacto T en C[0, 1]. Poco después, G. Lozanovskii prueba el mismo resultado
para los operadores compactos en L1[0, 1] y, gracias a las aportaciones de nume-

rosos autores, la ecuaciéon de Daugavet fue extendida en los afios ochenta a los

127
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operadores débilmente compactos en L1 (i) y C(K), donde p es una medida posi-
tiva sin 4&tomos y K es un espacio topolégico compacto perfecto [50, 68, 69]. En el
articulo de D. Werner [125] se puede encontrar un acercamiento elemental a estos

resultados.

Fue necesario esperar hasta 1991 para contar con nuevos espacios en los que la
ecuacion de Daugavet es verificada por todos los operadores compactos; concre-
tamente, Y. Abramovich exhibi6 varios ejemplos en [2], como L1 [0, 1] ®e L1[0, 1]
Y Leo[0,1] @1 Leo[0, 1]. Poco después, P. Wojtaszyk [128] prueba que la clase de los
espacios en los que todos los operadores compactos verifican (DE) es estable por
{1- y €w-sumas y que no contiene espacios con la propiedad de Radon-Nikodym
ni, por tanto, espacios reflexivos. Estos resultados llevaron al estudio en la déca-
da de los noventa de la llamada propiedad de Daugavet, introducida en 1997 por
V. Kadets, R. Shvidkoy, G. Sirotkin, y D. Werner [76, 77].

3.1.1 Definicién. Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Daugavet (también
diremos que X es un espacio de Daugavet) si todos los operadores de rango uno en
X satisfacen (DE).

Comentemos que existen definiciones de la propiedad de Daugavet anterio-
res a la que nosotros damos. Concretamente, para P. Chauveheid [34] un espacio
de Banach tiene la propiedad de Daugavet si todo operador compacto satisfa-
ce (DE) y Y. Abramovich, C. Aliprantis y O. Burkinshaw [5] dan una definicién
analoga usando esta vez operadores débilmente compactos. No obstante, las tres

definiciones son equivalentes.

3.1.2 Teorema ( [121, Theorem 4] ). Sea X un espacio de Banach con la propiedad
de Daugavet. Entonces,
1d + T =1+ T]

para todo T € L(X) que no fije ninguna copia de {1 (en particular, para todo

operador compacto o débilmente compacto en X).
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Digamos también que es en los trabajos de V. Kadets, R. Shvidkoy, G. Sirotkin

y D. Werner [76, 77] donde se inicia el estudio sistemdtico de esta propiedad.

La propiedad de Daugavet admite varias caracterizaciones geométricas que

dan una idea de lo restrictiva que es.

3.1.3 Lema ( [77, Lemma 2.2] ). Sea X un espacio de Banach. Son equivalentes:

(i) X tiene la propiedad de Daugavet.
(ii) Dados x € Sx, x* € Bx+ ye > 0, existey € Sx verificando que

Rex*(y) 21—-¢ y x+yll>2-e
(iii) Dados x € Sx, x* € Bx» ye > 0, existe y* € Sx- verificando que

Rey'(y) 21— y |x+y>2-¢
(iv) Para cadax € Sx y cada e > 0, el conjunto

co (Bx\ (x + (2 — E)Bx))

coincide con By.

Aunque la propiedad de Daugavet tiene un marcado carécter isométrico, in-
duce numerosas restricciones de tipo isomorfico sobre los espacios que la po-
seen. Por ejemplo, con el resultado anterior en mente, es claro que los espacios
de Daugavet no pueden tener la propiedad de Radon-Nikodym ya que cualquier
rebanada de su bola unidad tiene didmetro 2. Otros resultados de este tipo para
espacios con la propiedad de Daugavet son la contencién de /1 [77] y la ausencia
de base incondicional [72] e, incluso, la imposibilidad de embeber un espacio de
Daugavet en un espacio con base incondicional [77]. De hecho, si un espacio con
la propiedad de Daugavet se embebe en una suma incondicional de espacios de

Banach, entonces alguno de los sumandos contiene a ¢; [121].

Se puede encontrar una buena introduccién a la ecuacién de Daugavet en los

libros [3, 4] y referencias precisas sobre el desarrollo de la teoria aparecen en los
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articulos [77, 127]. Para resultados muy recientes, remitimos al lector interesado

a[16,20, 73,78] y a las referencias que alli se dan.

Como ya hemos comentado, el hecho de que todos los operadores de ran-
go uno verifiquen (DE) implica que el espacio no es reflexivo. No obstante, si
se cambia la condicién que aparece en la ecuacién (DE) por una desigualdad
conveniente, es posible que los operadores compactos en algunos espacios re-
flexivos la cumplan. De modo mads preciso, se demuestra en [19, Theorem 2]
(véase también [108, §9]) que paracadal < p < oo, p # 2, existe una funcién

¢y : (0,00) — (0,00) de modo que la desigualdad
Hd + T[> 1+ ¢, (ITI]) (3.1)

se verifica para cada operador compacto no nulo T en L0, 1]. Este resultado no
se puede obtener en L]0, 1], ya que para cualquier proyeccién ortogonal de rango
finito P se tiene que ||Id — P|| = 1. K. Boyko y V. Kadets demuestran en [30] que
si en (3.1) se toma la mejor ¢, posible, entonces

plifg Pp(t) =t
para cada t > 0, generando la ecuacién de Daugavet de forma natural como caso
limite de ciertas desigualdades. Recientemente, T. Oikhberg ha establecido de-
sigualdades andlogas a (3.1) para los espacios “L, no conmutativos” [101] y para
algunos espacios de operadores [102]. Otros resultados en esta linea aparecen en
el trabajo de M. Popov y B. Randrianantoanina [109], donde se dan algunos re-
sultados relacionados con (3.1) en el ambiente de los espacios de Lorentz y, en el
trabajo de M. Martin [88], quien analiza el caso en el que la funcién ¢ que aparece

en la ecuacién (3.1) es lineal.

Volviendo a la relacién existente entre el rango numérico y la ecuacién de
Daugavet, ya hemos comentado que para un operador T se tiene v(T) = ||T|| si,
y s6lo si, existe w € T de modo que wT satisface (DE) o, equivalentemente, si se
verifica la igualdad

rc?eéq)r(||1d+WTH =14T]. (aDE)
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Ya en el afo 1970, J. Duncan, C. McGregor, J. Pryce y A. White demuestran que
(aDE) se verifica para cada operador lineal y continuo en C(K) o L1 (), hecho que
fue redescubierto y redemostrado en algunos trabajos de los afios 80 y 90 como,
por ejemplo, los debidos a Y. Abramovich [1], ]. Holub [68] y K. Schmidt [120]. A
pesar de esta estrecha relacién, el rango numérico de operadores y la propiedad
de Daugavet han mantenido caminos separados durante mucho tiempo. Recien-
temente han aparecido algunos articulos en los que se trasvasan técnicas de una
teoria a la otra como, por ejemplo, [31] y [95]. M. Martin y T. Oikhberg llegan un
poco mas lejos en [94] y definen la llamada propiedad de Daugavet alternativa,

que liga los espacios de Daugavet y aquellos que tienen indice numérico 1.

3.1.4 Definicién. Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Daugavet alternativa

si todo operador de rango uno T € L(X) satisface (aDE).

Es claro que la propiedad de Daugavet y el hecho de tener indice numérico
uno son condiciones suficientes para que un espacio de Banach tenga la propie-
dad de Daugavet alternativa. Sin embargo, dicha propiedad es estrictamente mas
débil: el espacio X = ¢y D C([0, 1], £) tiene la propiedad de Daugavet alternati-

va pero no es un espacio de Daugavet ni tiene indice numérico 1 [94, Example 3.2].

Los citados autores demuestran en [94] que si un espacio de Banach tiene la
propiedad de Daugavet alternativa, entonces la ecuacion (aDE) se satisface para
los operadores débil compactos, estudian la estabilidad de la mencionada propie-
dad frente a cy, I; y l-sumas y caracterizan las C*-algebras con la propiedad de
Daugavet alternativa. En un trabajo muy reciente, M. Martin [89] contintia con
el estudio de la propiedad de Daugavet alternativa, dando caracterizaciones geo-
métricas de esta propiedad para C*-dlgebras y para preduales de dlgebras de Von

Neumann.

Como hemos pretendido recoger en este breve repaso histérico, la ecuaciéon de

Daugavet (DE) y algunas ecuaciones similares a ella han sido objeto de un inten-
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so estudio desde hace algunos afios. Nuestro objetivo en este capitulo es analizar
si existen otras propiedades que, como la propiedad de Daugavet, se pueden for-
mular exigiendo que todos los operadores de rango uno sobre un espacio de Ba-
nach verifiquen alguna igualdad parecida a la ecuacién (DE). Si X es un espacio
de Banach sobre el cuerpo K, cuando hablemos de un operador de rango uno so-
bre X nos referiremos, como es habitual, a un operador K-lineal y continuo cuya
imagen tiene dimensién 1 sobre K. Comenzaremos nuestro estudio analizando

qué ecuaciones de la forma

lg(T)II = £(IITI

pueden ser verificadas por todo operador de rango uno T, donde g : K — Kes
una funcién entera (en el caso K = IR se entiende que g es una funcién entera que
toma valores reales en el eje real) y f : Rj — R es una funcion arbitraria. De-
mostraremos en la seccién 3.3 que la tnica posibilidad no trivial es la ecuacién de

Daugavet. Continuaremos nuestro estudio considerando ecuaciones de la forma

1d +g(T)l| = f(I8(T)I)

donde g : K — K es una funcién entera y f : Rf — R es una funcién conti-
nua. Veremos que si todos los operadores de rango uno en un espacio complejo
X satisfacen una ecuaciéon como la anterior en la que la funcién g verifica que
Reg(0) # — %, entonces X es un espacio de Daugavet. Si Re g(0) = — %, aparecera
una familia de propiedades, todas estrictamente méas débiles que la propiedad de
Daugavet. En caso real, el andlisis anterior sigue siendo vélido cuando la funcién
g es sobreyectiva y, en otro caso, aparecerdn de forma natural dos posibles nuevas
propiedades. Finalmente, dedicaremos la tltima parte del capitulo a analizar las

nuevas propiedades que surgen de nuestro estudio.
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3.2. Preliminares

En esta seccion presentamos algunos resultados técnicos que resultarédn ttiles

en nuestro estudio posterior y facilitaran la lectura de las secciones siguientes.

Comenzamos mostrando una sencilla propiedad de los espacios normados,
consecuencia inmediata de la convexidad de la norma, de la que se deduce que si
un operador satisface (DE) entonces también lo hace cualquier multiplo positivo

suyo. Dicha propiedad, bien conocida, aparece explicitamente enunciada en [5].

3.2.1 Lema ( [5, Lemma 2.1] ). Si dos vectores u y v en un espacio normado veri-

fican la igualdad
[+ ol = f[ull + o],

entonces ||au + Bo|| = «||u|| + B||v|| para cualesquiera «, p > 0.

Obtenemos como consecuencia el siguiente resultado, que usaremos profusa-

mente a lo largo del capitulo, la mayoria de las veces sin mencién explicita.

3.2.2 Corolario. Siun operador T sobre un espacio de Banach verifica la ecuacién

de Daugavet entonces cualquier miiltiplo positivo suyo también lo hace.

El siguiente comentario es también totalmente rutinario.

3.2.3 Observacion. Sea X un espacio de Banach con la propiedad de Daugavet y
a,b € K. Entonces, para cualquier operador débilmente compacto T € L(X), se
tiene que

lald + 6T = |a| +[b] [ T].

Nuestra segunda observacion es que, para espacios complejos, la definicién

de la propiedad de Daugavet puede resultar un poco confusa, puesto que los
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operadores de rango uno se pueden interpretar de dos maneras distintas: por una
parte, podemos considerar los operadores complejo-lineales cuya imagen tiene
dimensién compleja 1 (esto es, operadores de la forma x* ® x con x* € X"y x €
X)y, por otra, los operadores lineales en XR cuya imagen tiene dimension real 1
(esto es, operadores de la forma Re x* ® x con Rex* € (XR)" y x € X). Pues bien,
las dos posibles definiciones de la propiedad de Daugavet que se pueden escribir

en caso complejo son equivalentes, como muestra la siguiente proposicion.

3.2.4 Proposiciéon. Sea X un espacio de Banach complejo. Son equivalentes:

(i) Todo operador de rango uno (real) en XR verifica la ecuacion (DE).

(ii) Todo operador de rango uno (complejo) en X verifica la ecuacion(DE).

Demostracion. (i) = (ii) es consecuencia inmediata del Teorema 3.1.2, aunque
damos una prueba directa por complitud. Para ello, fijamos un operador de rango
uno complejo T = x§ ® xo con ||x§|| = ||xo| = 1 y usamos la hipétesis para
obtener que

|lId 4+ Re xy ® x| = 2.

Con esto, dado € > 0, podemos encontrar x € Sx verificando que
|x +Rexy(x)xgl| >2—¢
de donde deducimos que
|Rexp(x)| >1—¢ vy, por tanto, | Im x5(x)| <e.
Ahora ya podemos concluir que
[+ T = [l + Tx[| = |[x +Re x5 (x)xo]| — [} Tm x5 (x)x0]| > 2 — 2e.
(ii) = (7). Fijamos & > 0 y un operador de rango uno real T = Re xj ® xo con

IRexg | = [lxgll = 1 = |[xoll
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y utilizamos (i7) para obtener que ||Id + x§ ® x¢|| = 2, de donde deducimos que

existe x € Sx verificando que
I+ 35 () x0ll =2 — e
Tomamos finalmente w € T de modo que wx{(x) = |xj(x)| y observamos que
x5 (wx) = wxj(x) = Rexj(wx),
de donde deducimos que
|IId 4+ T|| = ||Id + Rexy ® x¢ + || = ||wx + Re xy(wx)xo||

= ||wx + wxi(x)xo|| = ||x + x5(x)x0]| =2 —e. O

La siguiente idea que queremos resaltar es que la propiedad de Daugavet im-
plica obviamente que para cada operador de rango uno T, la norma de Id + T
s6lo depende de || T||. Mds aun, se prueba sin dificultad que este hecho caracteri-
za la propiedad de Daugavet. Enunciamos un resultado un poco més general que

utilizaremos en la siguiente seccion.
3.2.5 Proposicién. Sea X un espacio de Banach sobre K y sea f : Rf — R una
funcién arbitraria. Supongamos que existen a,b € K de modo que la igualdad
lald +bT] = f([IT[])
se verifica para todo operador de rango uno T € L(X). Entonces,
f(t) = lal +[0] t

para todo t € Ry . En particular, sia # 0 y b # 0, entonces X tiene la propiedad
de Daugavet.

Demostracién. En primer lugar, observamos que si ab = 0, el resultado es obvia-

mente cierto, asi que suponemos que a # 0, b # 0y llamamos

|®I

a

eT.
|a|

wo =

=
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En segundo lugar, tomamos xg € Sx y x§ € Sx+ con xj(xp) = wp y, para cada
t € RJ, definimos el operador de rango uno T; = tx} ® xo. Como ||T|| = ¢, la

hipétesis nos da la siguiente igualdad:
f(#) = llald +bTel|  (t€Rg),
que utilizamos para escribir

la| +|b|t = f(t) = ||ald + b T¢|| = ||a xo + bt wo xo|

|w|

a+b 4
|al

= |a+bwot| ||x0l| = t

=

a a
a+ \b|mt‘ = ‘m‘ (la] +|b|t) = |a| + |b]| ¢,

lo que prueba que f(t) = |a| + |b] .

Sia # 0y b # 0, utilizando lo anterior y la hipétesis obtenemos que
laTd +bT[ = |a| +[b] [ T|

paracada T € L(X) de rango uno, de donde deducimos que

b

a

b
et =+ o]

para cada T € L(X) de rango uno o, equivalentemente, que
1+ S[| =1+ [|S]]

para cada operador de rango uno S € L(X). O

La proposicién anterior nos dice que para buscar nuevas ecuaciones similares
a la ecuacion de Daugavet debemos cambiar la expresion Id + T por otras fun-
ciones del operador T. Como ya hemos comentado en la introduccién, vamos a

estudiar ecuaciones de la forma

Ig(DIl = £AITI) y  d+gMI = f(llg(DI)



3.2. Preliminares 137

donde g es una funcién que debe llevar operadores en operadores. Como preten-
demos que ¢ se pueda aplicar a cualquier operador de rango uno sobre cualquier
espacio de Banach, parece razonable considerar una serie de potencias con radio

de convergencia infinito, esto es, tomar una funcién entera g : K — Ky definir

g(T) =Y aT*
k=0

oo
para todo operador T € L(X), donde g({) = ) _ ¥ es el desarrollo en serie de
k=0
potencias de g centrado en 0. Si g es una funcién en las condiciones anteriores,

utilizaremos la siguiente notacion:

8(0) =g(@) —g(0)  (ZeK)

El siguiente resultado, de demostracién totalmente predecible, nos muestra como

calcular g(T) para cualquier operador de rango uno T.

3.2.6 Lema. Sea g : K — KK una funcién entera con desarrollo en serie de poten-

cias

=Y ad (€K
k=0

y sea X un espacio de Banach sobre K. Dados x* € X* y x € X, escribimos

T = x* ® x y« = x*(x). Entonces, para cada A € K se tiene que

apld + ;AT  sia =0

g(AT) = _
apld + @T sio # 0.

Demostracion. En primer lugar, es inmediato comprobar que para cada A € Ky
cada k € N, se tiene que

(AT)K = aF=1AF T

Gracias a esto, si « = 0, tenemos que T?> = 0 y el resultado se sigue de forma



138 Capitulo 3. Igualdades de normas para operadores

obvia. Si por el contrario & # 0, obtenemos que

g(AT) = aold + ) _ ay ak =T ART
k=1

1 & o(aA
=aold+ | - Z ay AR | T = apld + MT. L]
a = o
Acabamos la seccién con una obvia observacion.

3.2.7 Observacién. Si X es un espacio de Banach con dim(X) > 2y T € L(X)
es un operador de rango uno, entonces ||g(T)|| > |g(0)|. En efecto, el Lema 3.2.6
nos dice que g(S) es un operador de rango uno y, como dim(X) > 2, podemos

encontrar y € Sx de modo que [g(S)](y) = 0, luego

Ig(S)Il = [|8(0)y + [B(S)] (W) = I18(0)].

3.3. Igualdades del tipo ||g(T)|| = f(||T||)

En esta seccién vamos a estudiar qué ecuaciones de la forma

lg(T)II = £IITI) (32)

pueden ser vélidas para todos los operadores de rango uno T en un espacio de
Banach, donde g : K — K es una funcién enteray f : R; — R es una funci6n
arbitraria. Nuestro objetivo es demostrar que la tnica posibilidad no trivial en
espacios de Banach de dimensién mayor o igual que dos es la propiedad de Dau-
gavet. Comenzamos demostrando que g ha de ser necesariamente un polinomio

de grado menor o igual que 1.

3.3.1 Teorema. Sea X un espacio de Banach sobre el cuerpo K con dim(X) > 2,
sea f : Rj — R una funcién arbitraria y sea § : K — K una funcién entera.

Supongamos que la igualdad
le(T)I = FAITI)
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se cumple para todo operador de rango uno T € L(X). Entonces, existena, b € K

de modo que

¢(l)=a+b( ( € K).

(o)

Demostracion. Sea g({) = Z a;C* el desarrollo en serie de potencias de g cen-
k=0

trado en 0. Dado &« € K con |a| < 1, tomamos x, € Sx y x; € Sx- tales que

x}(xy) = a (aqui es donde utilizamos que dim(X) > 2), definimos el operador

de rango uno T, = x; ® x, y usamos el Lema 3.2.6 para obtener que
1.
SATy) =apld+mATy vy g(ATy) = apld + ;g()ux) T (x#0)
para todo A € K. Deducimos inmediatamente que

fUAD = lig(ATo) || = llaold + a1 A To||

FUAD = llg(A Tl =

para todo A € K, luego

7

1._
ﬂoId + Zg()LDC)T,x

1.
apld + Eg(/\“)Ta = ||L101d+ﬂ1/\TOH (/\ ek, 0< ’(X| <1). (3.3)

En este punto separamos la demostracién del caso complejo de la del caso real. En
caso complejo es suficiente utilizar la igualdad (3.3) para « = 1y la desigualdad

triangular para obtener que
8] < 2ar| +[ar[[A] (A €C), (3.4)

de donde deducimos que g es un polinomio de grado uno sin mas que acudir
a las desigualdades de Cauchy (véase [35, §IV.3 Exercise 1, pp. 80] o [59, Theo-

rem 3.4.4], por ejemplo), lo que acaba la prueba en este caso.

Es claro que en caso real la desigualdad (3.4) no nos garantiza que g sea un

polinomio de grado uno (piénsese en las funciones seno o coseno) y, por tanto,
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hemos de utilizar toda la informacién obtenida en (3.3). Sin mds que aplicar la

desigualdad triangular, de dicha ecuacién obtenemos que

g(Aa g(Aa
OO ool < ool +larl Ay a1~ lao] < [EU9] -1y
paratodo A € Ry todoa € [—1,1] \ {0}, de donde deducimos que

g(Aw)

— || |)L|’ < 2lap| (AeR, a € [-1,1]\ {0}).
Ahora, para cualquier t €]1,+oco[ y cualquier k € IN, utilizamos la desigualdad

anterior con A = ¥ ya = tk%l para obtener que

~ 2 ap
1]~ ¢l | < 2%

y tomando limite k — oo, deducimos que

8| = lmlt  (t€]1,+oo]).

Finalmente, la igualdad anterior junto con un simple argumento de continuidad
nos permite asegurar que g coincide con un polinomio de grado uno en el inter-

valo |1, +oco[ y lo mismo pasa en todo R gracias a la analiticidad de g. O

El siguiente corolario recopila la informacién obtenida en la Proposicién 3.2.4

y el Teorema 3.3.1.

3.3.2 Corolario. Sea X un espacio de Banach sobre el cuerpo K con dim(X) > 2,
sea f : R; — R una funcion arbitraria y sea g : K — K una funcion entera.

Supongamos que la igualdad
lg(T)I = FCITID

se verifica para todo operador de rango uno T € L(X). Entonces, se da una de las

siguientes posibilidades:

a) g es una funcién constante (caso trivial).
b) Existeb € K de modo que g({) = b{ para todo { € K (caso trivial).
¢) Existen escalares no nulos a,b € K de modo que g({) = a+ b{ para todo

¢ € K y X tiene la propiedad de Daugavet.
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3.4. Igualdades del tipo ||[Id + ¢g(T)|| = f(||g(T)|)

Siguiendo con la bisqueda de propiedades similares a la propiedad de Dau-

gavet, nos planteamos ahora estudiar cudndo una igualdad del tipo

1d +g(T)[| = f(llg(T)I), (3.5)

donde g : K — K es una funcién entera y f : [|¢(0)|, +00[— R es una funcién
continua, puede cumplirse para todo operador de rango uno en un espacio de
Banach. La primera observacién que debemos hacer, totalmente evidente, es que
si un espacio tiene la propiedad de Daugavet, entonces todos los operadores de
rango uno satisfacen (3.5) si tomamos las funciones g({) = ¢y f(t) = 1+t. La
segunda observacién, también sencilla, es que esto mismo ocurre para cualquier

funcién entera ¢ sin mds que tomar una funcién f conveniente.

3.4.1 Observaciéon. Sea X un espacio de Banach real o complejo con la propiedad

de Daugavet. Entonces, la igualdad

d +g(T)[| = [1 +g(0) = [g(O)| + llg(T)

es cierta para todo operador de rango uno T € L(X) y toda funcién entera g :
K — K. En efecto, el Lema 3.2.6 nos dice que g(T) es un operador de rango

uno siempre que lo sea T, luego podemos usar la Observacion 3.2.3 para escribir

1 +g(T)|| = [[1d +g(0) Id + &(T) || = |1 +g(0)[ + [|(T)|
= (11+8(0) = 1g(0)]) + (Ig(O)[ + I8(T)1I)
= [1+(0)] = [8(0)] + [Ig(0) Id + g(T) |
= [148(0)] = [g(0)[ + [Ig(T)][-

Por tanto, en esta seccién nuestro objetivo no es determinar la forma concreta
de la funcién g, sino limitar el ntimero de propiedades del tipo (3.5) que se pueden

verificar en un espacio de Banach. Como se verd, el hecho de que la funcién g sea
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sobreyectiva jugard un papel fundamental en nuestro estudio. Es por esto que
separamos el caso real del caso complejo, pues en este tltimo la sobreyectividad
de g viene garantizada (salvo para, eventualmente, un valor) por el Teorema de
Picard.

3.4.1. Caso complejo

En este caso, podemos cambiar ¢ en nuestra igualdad por un polinomio de

grado uno.

3.4.2 Teorema. Sea X un espacio de Banach complejo de dimensién mayor o igual
que 2, g : C — C una funcién entera no constante y f : [|g(0)], +co[— R una

funcién continua. Supongamos que

1d +g(T)[| = f(lIg(T)I)

para todo operador de rango uno T € L(X). Entonces, también se verifica que
I(1+8(0)Id + T = [1+g(0)] = [g(0)] +[|g(0)Id + T

para todo operador de rango uno T € L(X).

Demostracion. En un primer paso vamos a probar que la igualdad
11+ g(0))1d + T} = f(Ilg(0)id + T]) (3.6)

se verifica para todo operador de rango uno T € L(X). Para ello, fijamos un
operador T = x*®@x con x € X, x* € X* y x*(x) # 0y utilizamos el Teorema
de Picard para encontrar (exceptuando, eventualmente, un valor x*(x) = ag) un
numero ¢ € C de modo que g(&) = x*(x). Utilizamos ahora el Lema 3.2.6 para el

operador X*L(X)T y obtenemos que

q (XL(X)T> = ¢(0)Id + gk((?) T=g(0)Id+T
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y usando la hipétesis deducimos que

ltd+g()1d+T| = |[1d+g (+557)|| = £ (|| (55 7)) = £ (g(@r1d +T]).

Para acabar la prueba de (3.6) basta observar que los casos en los que x*(x) =0y

x*(x) = ap se deducen de lo anterior y de la continuidad de f.

La segunda parte de la demostracién consiste en comprobar que

f(6) =11+g0) = 1g(0)[+t  (t=>1g(0)]).

Para ello, distinguimos dos casos. Suponemos en primer lugar que g(0) = —1,
tomamos x € Sx y x* € Sx- tales que x*(x) = 1y, para cada t > 1, definimos el

operador T; := (1 — t)x* ® x. Es inmediato comprobar que
ITl=t-1 'y [-Md+T)=t
luego la igualdad (3.6) nos dice que f(t) =t — 1, lo que concluye la demostracién

en este caso.

Si por el contrario g(0) # —1, tomamos x € Sx y x* € Sx- tales que x*(x) =1

y, para cada t > |g(0)|, definimos el operador

T, — 1+ ¢(0) (

y observamos que
I(1+gONId + Ti|| = [1+g(0)| +t — |g(0)].

En efecto, la desigualdad ||(1+ ¢(0))Id + T¢|| < [1+£(0)| +t — |g(0)| es obvia, y

la otra se consigue mediante la siguiente estimacion:

1+ ¢(0)
1(1+g(0)Id + Ti|| = x| |(1+g(0 ))+w(t—lg(0)|)

= [1+8(0)[ + 1t —[g(0)].
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Por tanto, utilizando (3.6) tenemos que

f(llg(0)1d + Tiel|) = |1+ (0)| + ¢ — [8(0)| (3.7)
y la demostracién quedard terminada si somos capaces de probar que
18(0)Id + Ti[| = ¢.
Para ello, observamos que
Ilg(O)Id +Ti|l < [g(0)[ + — [g(0)| = ¢

y que la desigualdad anterior se convierte trivialmente en una igualdad cuan-
do g(0) = 0. Podemos asumir entonces que g(0) # 0y lo que nos queda por

demostrar es que

18(0)Id + Ty > t.

Con este propésito, definimos el operador

._& — X ®x
sei= S0 (lg(O1a+ T - g(O)) " @

y observamos, por una parte, que
18(0)Id + S| < 1g(0)| + [|g(0)Id + Ti|| — |g(0)| = [|g(0)Id + Ty |

y, por otra, que

g(0)
1g(0)Id + S¢f| = [[x]| |g(0) + T2 (0)] (Ilg(0)1d + Ti|| — |(0)])

= 18(0)[ +[1g(0)Id + Ty — [(0)[ = [|g(0)1d + Ty,

luego

1g(0)Id + S| = ||g(0)Id + T¢|.
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Usando lo anterior, (3.6) y (3.7), obtenemos que

11+¢(0)[ +t—1g(0)] = f(llg(0)Id + Ti[|)
= f(|lg(0)Id + S¢||)
= [[(1+g(0))Id + S|
< [1+g(0)] + [ISt]]
= |14 g(0)[ + [[g(0)Id + Ti|| — [g(0)],

de donde deducimos que
t < [lg(0)Id + T,

lo que concluye la demostracion. O]

Observamos que el teorema anterior nos proporciona mucha informacién en
algunos casos: por ejemplo, cuando g(0) = 0, nos dice que el espacio que estamos
considerando tiene la propiedad de Daugavet y lo mismo pasa si g(0) = —1. Pa-
rece 16gico plantearse si hay més valores de ¢(0) para los que ocurre esto mismo.
Si se analiza con un poco de detenimiento la ecuacién que aparece en la tesis del
Teorema 3.4.2, se intuye que puede haber un cambio de comportamiento cuando

11+ g(0)| = |g(0)|, o lo que es lo mismo, cuando Re g(0) = —1.

En el siguiente teorema demostramos que si Re g(0) # —% entonces el espacio

que estamos considerando tiene la propiedad de Daugavet.
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3.4.3 Teorema. Sea X un espacio de Banach complejo con dim(X) > 2. Suponga-

mos que existen una funcioén entera no constante ¢ : C — C con Re g(0) # —%

y una funcién continua f : Rf — R de modo que la igualdad

l1d + g(T)[| = £(llg(T)I)

se verifica para todo operador de rango uno T € L(X). Entonces, X tiene la pro-

piedad de Daugavet.

Demostracion. Comenzamos con el caso en el que Re g(0) > —1. Fijamos w, & € T

tales que
w(1+8(0)) =[1+g0)] 'y  ¢g(0)=[g(0)

y utilizamos el Teorema 3.4.2 para obtener que
1d +g(0)1d + T} = [1+g(0)[ —[g(0)[ + [[g(0)Id + Tl (3.8)

para todo operador de rango uno T € L(X). Observamos ahora que el nime-
rowa = |1+ g(0)] — |g(0)| es positivo, con lo que podemos dividir la ecuacién

anterior por a y obtenemos que

|“5Q1a 17| =1+ |81+ L.

o

Por otro lado, observamos que

|“5@ a4+ 17| = |18 pa @ 7| = [|1d + B 1d + ¢ 7|

o

|8+ 17| = e g+ T

7

luego
Hld+%—°)|ld+%’TH =1+ H‘gfx—o)'ldJrgTH

para todo operador de rango uno T € L(X), o lo que es lo mismo,

a+51a 4 7 =14 B 1a 4 £ 7 (3.9)
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para todo operador de rango uno T € L(X). De esto se deduce inmediatamente
que
1g(0)] 8(0)
e

y, de hecho, esto es una igualdad para todo T. En efecto, fijados Ty n € NN,

aplicamos la desigualdad anterior n veces y obtenemos que

e8] > s > > s (5) o]

no
Tenemos ahora dos posibilidades: si existe 179 € IN tal que <g> = 1, la desigual-
dad anterior nos da obviamente la igualdad deseada; en otro caso, podemos en-

contrar una sucesion parcial de {(¢/w)"} convergiendo a 1 y esto, junto con

nelN
la desigualdad anterior, nos dice que

01007 800 7]

Utilizamos la igualdad que acabamos de probar y la igualdad (3.9), y obtenemos
que
d+ 50N + 7| =14 || B2 1d + 7|

para todo operador de rango uno T € L(X) y, gracias al Corolario 3.2.2, deduci-

HId+%<@Id+T)H =1+ %(@IdJJ)H

para todo operador de rango uno T € L(X) y todo n € IN. Finalmente, fijamos

mos que

un operador de rango uno S € L(X), utilizamos la igualdad anterior para nS
obteniendo que
1d+ 5+ 80|

Id—I—SH

y, tomando limite n — oo, deducimos que

|IId+ S| =1+ ||S].

Cuando Re g(0) < —%, basta reescribir la ecuacion (3.8) en la forma
18(0)Id + T = |g(0)] — [1 +g(0)] + [[(1 +g(0))Id + T

y continuar la demostracién de modo anélogo al caso anterior. O
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Si Re g(0) = —% la demostraci6n anterior no es vélida y, de hecho, la tesis del
Teorema 3.4.3 deja de ser cierta. Para explicar esta tiltima afirmacién observamos
que cuando consideramos las funciones () = —% + %C y f(t) = t, la ecuacién
que obtenemos es

|b1d+ 47| = | -41d + 37|
que es obviamente equivalente a

|IId + T|| = ||Id — T]].

En el siguiente ejemplo presentamos un espacio de Banach X en el que se veri-
fica esta ultima ecuacion para todo operador de rango uno T € L(X) y que, sin

embargo, no tiene la propiedad de Daugavet.

3.4.4 Ejemplo. El espacio de Banach (real o complejo) X = C[0,1] &, C[0,1] no
tiene la propiedad de Daugavet; no obstante, la igualdad

1d + wT|| = ||Id + T|| (3.10)

se verifica para todo operador de rangouno T € L(X) y todow € T.

Demostracién. X no tiene la propiedad de Daugavet gracias a [20, Corollary 5.4].
Para demostrar la segunda afirmacion, basta ver que ||Id + wT||> > ||Id + T,
para todo operador de rango uno T € L(X) y todo w € T. Para ello, fijamos
w € T y un operador de rango uno T = x* ® x en X y escribimos x* = (x7, x;)
y x = (x1,x2), donde x7, x5 € C[0,1]* y x1, xp € C[0,1]. Obsérvese que podemos
suponer que

n 1

xi‘zyl—i—Z(xj(Srj xT:yszZﬁj(Ssj,

j=1 j=1
donde «ay,..., &ny, B1,vs Py € C, F1peee, Ty, S1,o-o, Sny € [0,1] y 1 y H2 son
medidas no atémicas en [0, 1] (basta tener en cuenta que cualquier operador de
rango uno se puede aproximar por operadores verificando la condicién anterior
y que el conjunto de los operadores de rango uno que satisfacen la ecuacién (3.10)

es cerrado).
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En un segundo paso, fijamos 0 < ¢ < 1y tomamos y = (y3,y2) € Sx verifi-

cando que
ly + Tyl = llys + 2" ()xal* + ly2 + 2" (x| > [Id + T2 —e. (3.11)

Como x1, X2, i1 € Y2 son funciones continuas y [0, 1] es perfecto, podemos encon-

trar intervalos abiertos A1, A, de modo que

lyi(t) +x*(y)xi()] = lyi +x"(y)xill —e (L€, i=1,2) (3.12)

Alﬂ{rjij:1,...,7’l1}:® y Azﬂ{SijZl,...,nz}:@. (313)

Utilizando que 1 y p2 no tienen dtomos y reduciendo A; y A; si fuera necesario,

podemos suponer que A; y A, también verifican que

Ol <lflley Q) <llglle (3.14)

para toda f € CJ[0,1] con soporte contenido en A y toda ¢ € C|0, 1] con soporte

contenido en A,.

Ahora fijamos t; € A1yt € Ay, construimos funciones continuas ¢; de [0, 1]

en [0, 1] verificando que

¢it) =1y ¢i([0,1]\4) ={0}  (i=12) (3.15)
y definimos
yi=yi(l-¢itwe)  (i=12)
que verifica y;(t;) = wy;(t;). Ademds, resulta sencillo comprobar que
11— ¢i(t) +wei(t)| <1 (t€0,1],i=1,2),
luego |7/ < [lyil, lo que implica que ||| = [|(71,72) | < 1y, por tanto,

I+ T2 > 7+ WTF]2 = i + wx"@x ] + Iz + wx" @l (.16)
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Por otra parte, se deduce inmediatamente de la definicién de y; que

vi—yi=vi¢i(l-w) (i=12)
y, usando (3.13), (3.14) y que el soporte de ¢; esta contenido en A;, obtenemos que
X (y =) <1 —wllxg(y1 1) + |1 — w|[x3(y2¢2)| < 2| x7]] € + 2|2z &
Utilizando ahora (3.12), hacemos la siguiente estimacién parai = 1,2:
157+ wx* ()il = (= )] 1]
7i(t) + wx ()xi(t)] - 2(|x ] + x31) 1l
|
|

yi(ti) + 2" (y)xi(t)] = 217 | + [z ) [lxil e
> lyi+ 2" ()xill —e=2(lxq | + xzll) l1xill e

Finalmente, utilizando (3.11) y (3.16) no resulta dificil encontrar una constante

K > 0 (independiente de ¢) de modo que

|1d + wT||> > ||Id + T||*> — K¢,

lo que acaba la demostracion. O
La aparicion de la igualdad ||Id + w T|| = ||Id + T|| no es casual, de hecho,
cuando Re g(0) = —3 se puede demostrar que siempre se verifica una ecuacién

similar a la anterior.

3.4.5 Teorema. Sea X un espacio de Banach complejo con dim(X) > 2. Suponga-
mos que existen una funcién entera no constante g : C — C con Re g(0) = —%

y una funcién continua f : [|g(0)|, +o0o[— R, de modo que la igualdad

1+ g(T)[| = £(llg(T)I))

se verifica para todo operador de rango uno T € L(X). Entonces, existe un nu-

mero complejo wy € T\ {1} tal que la igualdad

I1d + woT|| = ||]1d + T|| (3.17)
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se verifica para todo operador de rango uno T € L(X). Mds aun, existe un sub-

grupo multiplicativo cerrado no trivial A C T tal que
IId+w T|| = ||Id + T||

para todo operador de rangouno T € L(X) y todow € T.

Demostracién. Utilizando el Teorema 3.4.2 obtenemos que
1(1+8(0)1d + T = [|g(0)Id + T

para todo operador de rango uno T € L(X). Por tanto, como |1 + g(0)| = |¢(0)],
deducimos que existen nimeros complejos wi,w; € C de modo que wy # wy,
jwr1] = |wn| y

|Id + w1 T|| = ||Id 4+ w2 T||
se verifica para todo operador de rango uno T € L(X) o, equivalentemente, que
existe wy € T\ {1} tal que

|Id + wo T'|| = |[Id + T|| (3.18)
se verifica para todo operador de rango uno T € L(X).

Para probar la tltima parte del teorema, basta observar que el conjunto de
aquellos niimeros complejos wy € T para los que (3.18) es cierta tiene estructura

de subgrupo multiplicativo cerrado de T. O

El resultado anterior nos da una nueva familia de propiedades que se escriben
en términos de una ecuacién que involucra a los operadores de rango uno: si
A C T es un subgrupo multiplicativo cerrado de T, nos planteamos estudiar qué

espacios de Banach complejos X verifican que
|Id + wT|| = ||Id + T||

para todo operador de rango uno T € L(X) y todo w € A. Gracias al Ejem-
plo 3.4.4 sabemos que todas estas propiedades son estrictamente mds débiles que
la propiedad de Daugavet. En la seccién 3.5 analizaremos las consecuencias es-

tructurales que implican sobre los espacios que las poseen.
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3.4.2. Caso real

La situacién en caso real no es, ni mucho menos, tan clara como en el caso
complejo. Por una parte, la demostracion del Teorema 3.4.2 sigue siendo valida
si la funcién g es sobreyectiva, pues este hecho sustituye al Teorema de Picard vy,
salvado ese escollo, la demostraciéon de los Teoremas 3.4.3 y 3.4.5 no depende del

cuerpo.

3.4.6 Teorema. Sea X un espacio de Banach real con dim(X) > 2. Supongamos
que existen una funcién entera sobreyectiva g : R — R y una funcién continua

f:1[lg(0)|, +00o[— R de modo que la igualdad

1 +g(T) || = f(Ig(T)I)

se verifica para todo operador de rango uno T € L(X). Entonces, la igualdad
I(1+8(0)Id + T = [1+g(0)] = [g(0)] +[|g(0)Id + T||

se satisface para todo operador de rango uno T € L(X). Ademds, se tiene una de

las dos siguientes posibilidades:

a) Sig(0) # —1, entonces X tiene la propiedad de Daugavet.

b) Sig(0) = —1, entonces se verifica
[1d — T} = [[1d + T|

para todo operador de rango uno T € L(X).

Por otra parte, no sabemos lo que pasa cuando la funcién g no es sobreyectiva
y podrian aparecer nuevas propiedades. En lo que queda de seccién nos vamos a
limitar a comentar cudl es la situacién cuando consideramos dos casos especial-

mente sencillos:
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En el primer caso, es facil comprobar que si la igualdad
1d -+ 72| = £(IT)
se verifica para todo operador de rango uno T € L(X), entonces
f(Hy=1+t (teR]).

En efecto, si fijamos t > 0, x € Sx y x* € Sx« de modo que x*(x) = 1, y tomamos

T; = t1/2x* ® x obtenemos que || T?|| = t y, por tanto,
1+t > f(t) = ld+ T7|| = [[1d + tx* @ x[| > [|x[| [1 +t[ = 1 +¢.
Esto nos lleva a plantearnos qué espacios de Banach X verifican que
[1d + T?|| = 1+ ||T?|| (3.19)

para todo operador de rango uno T € L(X). Obsérvese que la condicién se verifi-

capara X = Ry para cualquier espacio de Banach con la propiedad de Daugavet.

En el segundo caso no somos capaces ni siquiera de obtener informacién sobre
la funcién f. De hecho, no estd muy claro qué propiedad serd razonable enunciar

en este caso, pues cuando tomamos como espacio el propio R tenemos que
11—t =max{1 -3, t* -1} (t€L(R)=R)

y una funcién f como la anterior no tiene sentido para espacios de dimensién
mayor o igual que 2 (ya que en tal caso ocurre que |Id — T?|| > 1 para todo
operador de rango uno). Para mantener el espiritu de maximalidad de la ecuacion
de Daugavet, lo 16gico parece considerar f(tf) = 1+ t y estudiar, por tanto, qué

espacios de Banach X satisfacen que
[1d — T?|| = 1+ ||T?|| (3.20)

para todo operador de rango uno T € L(X). Obsérvese que cualquier espacio de

Banach con la propiedad de Daugavet es de este tipo.
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Podria argumentar el lector, y no le faltaria razén, que la eleccién de las fun-
ciones g1 y g2 ha sido mds o menos arbitraria y que, por tanto, las propiedades
que acabamos de introducir podrian carecer de interés. En la siguiente seccién
veremos que estas propiedades estdn intimamente ligadas con la propiedad de

Daugavet y que ambas implican la propiedad de Daugavet alternativa.

3.5. Las nuevas propiedades

3.5.1. Laecuacién ||Id 4+ wT|| = ||Id 4 T||

Nos planteamos en este apartado estudiar las nuevas propiedades que han
surgido en los Teoremas 3.4.5 y 3.4.6. Dado un espacio de Banach X real o com-
plejo y un subgrupo multiplicativo cerrado no trivial A de T, queremos estudiar
qué repercusiones tiene sobre el espacio X el hecho de que se verifique la igual-
dad

|1d + wT|| = ||Id + T||

para todo operador de rango uno T € L(X) y todo w € A. Nuestro primer co-
mentario, inmediato, es que esta propiedad pasa del dual de un espacio de Ba-

nach al espacio.

3.5.1 Observacién. Sien X* todos los operadores de rango uno verifican la igual-
dad

IId + wT|| = ||]Id + T||

para todo w en un subgrupo multiplicativo cerrado de T, entonces lo mismo
ocurre para todos los operadores de rango uno en X. En efecto, dado un operador
de rango uno T € L(X), basta tener en cuenta que T* es un operador de rango

uno en X* y que

|IId + wT|| = ||Id + wT*|| = |[Id + T*|| = ||Id + T
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Nuestro siguiente objetivo es probar que si un espacio de Banach real o com-
plejo satisface cualquiera de las propiedades que estamos estudiando entonces

no tiene la propiedad de Radon-Nikodym ni es un espacio de Asplund.

3.5.2 Proposicién. Sea X un espacio de Banach y sea A un subgrupo multiplica-

tivo cerrado de T. Supongamos que la igualdad
|Id + wT|| = ||Id + T||

se verifica para todo de rango uno T € L(X) y para todo w € A. Entonces, el
didmetro de cualquier rebanada de By y de cualquier débil*rebanada de Bx- es
mayor o igual que

2—-inf{|1+w| : we A}

Demostracién. Sea S(Bx, x*,«) la rebanada determinada por x* € Sx-y0 < a < 1.
Dado0 < e < ayw € T, tomamos x € Sx tal que Rex*(x) > 1 — ¢, definimos el

operador de rango uno T = x* ® x que verifica
|IId + wT|| = || Id + T||
y observamos que
1+ T > [lxf [T+ ()] = [1 +Rex"(x)[ > 2 ¢,
luego podemos encontrar y € Sx de modo que
Iy + wx* ()] > 2~

Si tomamos { € T de modo que ¢{x*(y) = |x*(y)|, de la desigualdad anterior

obtenemos que
Rex*(Gy) = x*(Cy) = [x"(y)| > 1 —e¢
luego ¢y € S(Bx, x*,a). Hacemos ahora la siguiente estimacion:

18y — xol| = ||Gy + wx* (8y)xo — wx*(Gy)xo — xo|
> |8y + wx*(Ey)xo|| — |1+ wx*(Ey)| > 2 —e— |1+ w|x*(y)||
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y observamos que

11+ w|x*(y)|| < |1+ w+w(|x*(y)| —1)]
<N+wl+|1- x| < 1+w|+e¢,

de donde se deduce que
1€y —xoll 22 —2e — 1 +w],

lo que concluye la prueba sin més que hacer ¢ — 0.

La demostracién para débil*-rebanadas de Bx+ se hace de modo analogo. [

Es un hecho bien conocido que la bola unidad de un espacio de Banach X
con la propiedad de Radon-Nikodym tiene abundantes puntos dientes y que la
bola unidad del espacio dual de un espacio de Asplund tiene numerosos puntos
débil*-dientes. Recordemos que xog € Bx es un punto diente de Bx si pertenece a
rebanadas de didmetro arbitrariamente pequefio. Si X es un espacio dual y las
rebanadas se pueden tomar débil*-abiertas decimos que xy € Bx es un punto
débil*-diente. En [29, 41] el lector puede encontrar un detallado estudio de estos

conceptos.

3.5.3 Corolario. Sea A un subgrupo multiplicativo cerrado no trivial de T y sea

X un espacio de Banach de modo que la igualdad
|Id + wT|| = ||Id + T||

se verifica para todo T € L(X) de rango uno y para todo w € A. Entonces, X no

tiene la propiedad de Radon-Nikodym ni es un espacio de Asplund.

En la siguiente proposiciéon demostramos que las propiedades que estamos

considerando en esta seccién pasan a sumandos absolutos.
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3.5.4 Proposicién. Sea A un subgrupo cerrado no trivial de T y sea X un espacio

de Banach de modo que la igualdad
|IId + wT|| = || Id + T||

se verifica para todo operador de rangouno T € L(X) y todow € A.SiY es un

sumando absoluto de X con dim(Y') > 2, entonces se verifica la igualdad
IIId + wS|| = |IId + S||

para todo operador de rangouno S € L(Y) y todo w € A.

Demostracién. Existe una norma absoluta | - |, en R?> de modo que X se descompo-
ne como X = Y @, Z. Fijamos un operador de rango uno S € L(Y) y construimos
T € L(X) mediante la férmula

T(y,z) = (Sy,0) (yeY,zeZ),

que obviamente también tiene rango uno, y para acabar la demostracién basta

probar que para cada ¢ € T se tiene que
[1d + ¢S} = [[1d + &Y,
pues de aqui claramente deducimos que
IId+wS| =|Id+wT| = |Id+T| = |[Id + S|

para cada w € A. En efecto, la desigualdad ||Id + ¢S|| < ||Id + ¢T|| es obvia y la

otra se obtiene mediante la siguiente estimacion:

Hd+ Tl = sup [(y+ESy,2)ll = sup |(lly+2Syll.lzI)],

[ (v,2)]I=1 | (y,2)]|=1
< |\<Sﬁ |(ITd 4 &S| lyll, ITd + &S| 1]))], = ITd + &S|
y.z)||=1

donde hemos utilizado el crecimiento de la norma absoluta en cada una de sus

variables y que 1 < ||Id 4 ¢S||, pues S tiene rango uno y dim(Y) > 2. O
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En caso complejo no sabemos si todas las propiedades que se pueden definir
al cambiar de subgrupo A C T son equivalentes entre si. Cualquier avance en
este sentido seria interesante, asi como encontrar nuevos ejemplos de espacios de

Banach que verifiquen alguna de estas propiedades.

3.5.2. Laecuacion ||[Id — T?|| =1+ || T?||

En este apartado pretendemos analizar los espacios de Banach reales X para

los que la igualdad
I1d — T2 =1+ |7

se verifica para todo operador de rango uno T € L(X). Comenzamos dando una
caracterizacion geométrica de esta propiedad que recuerda mucho a la que se

tiene para la propiedad de Daugavet (véase el Lema 3.1.3).

3.5.5 Proposicién. Sea X un espacio de Banach real. Son equivalentes:

(i) |[Id — T?|| = 1+ ||T?|| para todo operador de rango uno T € L(X).
(ii) ||Id+x* @ x| =1+ ||x* ® x|| para x* € X*, x € X tales que x*(x) < 0.
(iii) Dadose > 0,x € Sx yx* € Sx+ con x*(x) < 0, existey € Sx de modo que

(y)y>1—¢ y  x+y||>2-¢
(iv) Dadose > 0,x € Sx y x* € Sx« conx*(x) < 0, existe y* € Sx+ de modo que

) >1-e  y x4y >2-e

Demostracion. (i) = (ii). Fijamos x € X y x* € X* tales que x*(x) < 0, definimos
T = x* ® x y observamos que el operador de rango uno S = ( — x*(x))—l/z T

verifica que —S? = Ty, por tanto,

1+ (|IT =1+ 1% = [[1d - $*|| = 1d + T|.
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Para acabar la prueba de esta implicacién basta observar que cualquier operador
x* @ x con x*(x) = 0 se puede aproximar por operadores y* ® y que verifican que

y*(y) < 0y que el conjunto de operadores que satisfacen (DE) es cerrado.

(ii) = (7). Fijado un operador de rango uno T = x* ® x, tenemos que
T2 = x*(x)T,

luego —T? = y* ® x donde y* = —x*(x)x* e y*(x) = —(x*(x))2 < 0, y ahora la
hipétesis nos dice que —T? verifica (DE).

La equivalencia entre (ii) y (iii) es una obvia adaptacién de la demostracién
de [77, Lemma 2.1] o [127, Lemma 2.2], que incluimos por complitud.

(ii) = (iii). Seae > Oy sean x € Sx y x* € Sx~ de modo que x*(x) < 0.
Utilizando (ii) obtenemos que ||Id + x* ® x|| = 2, luego existe y € Sx verificando
que

" €
ly +x"()x]| >2 -3

de donde se obtiene inmediatamente que [x*(y)| > 1 — 5. Podemos suponer que
y también satisface que x*(y) > 1 — 5 (si no es asi, cimbiese y por su opuesto),

con lo que podemos escribir

[l +yll = [ly +x* ()l = |x* () =1 Ix[]] > 2 —e

(iii) = (ii). Fijamos € > 0, x € Sx y x* € Sx+ con x*(x) < 0y utilizamos (iii)

para encontrar y € Sx verificando que
x(y)>1—¢e vy x4yl >2—¢
de donde deducimos que
ly +x*@)x] > llx +yll = 1 =2 (W) [|x]] > 2 —2e

y, por tanto,
IIId 4+ x* @ x|| = 2.
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Para acabar la demostracion basta tener en cuenta el Corolario 3.2.2.

La equivalencia entre (ii) y (iv) es totalmente andloga a la anterior. O

Es obvio que un espacio con la propiedad de Daugavet también tiene la pro-
piedad que estamos estudiando, aunque no sabemos si el reciproco es cierto. En
vista de esta relacién, parece razonable preguntarse si nuestra propiedad tam-
bién implica alguna de las restricciones isomérficas que impone la propiedad de

Daugavet.

3.5.6 Proposicién. Sea X un espacio de Banach real en el que la igualdad

I1d — T2 =1+ 7|
se verifica para todo operador de rango uno T € L(X). Entonces, todas las reba-
nadas de By y todas las débil*-rebanadas de Bx- tienen didmetro 2.
Demostracién. Sea S(Bx, x*,«) larebanada determinada por x* € Sx-y0 < a < 1.
Dado 0 < & < «, tomamos x € Sx de modo que x*(x) > 1 — ¢ luego

x(—x) < —1+c¢
y podemos utilizar la Proposicion 3.5.5 para encontrar y € Sx verificando que
I=x+y[>2-¢ 'y 2y >1-¢
luego x,y € S(Bx, x*,a) y |ly — x|| > 2 —e.
Para las débil*-rebanadas la demostracién es completamente anéloga. O

3.5.7 Corolario. Sea X un espacio de Banach real tal que la igualdad

1d — 72| =1+ 77|

se verifica para todo operador de rango uno T € L(X). Entonces, X no tiene la

propiedad de Radon-Nikodym ni es un espacio de Asplund.
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3.5.8 Observacién. Si X es un espacio de Banach tal que
1d — 72| =1+ T2

se verifica para todo operador T € L(X) de rango uno, entonces X tiene la pro-
piedad de Daugavet alternativa y el reciproco no es cierto en general. En efecto,
gracias a la Proposicion 3.5.5 es claro que nuestra propiedad implica la propiedad
de Daugavet alternativa y para ver que el reciproco no es cierto basta considerar

un espacio de dimension finita con indice numérico 1.

Para concluir nuestro estudio sobre esta propiedad demostramos que pasa a

L-sumandos y M-sumandos.

3.5.9 Proposiciéon. Sea X un espacio de Banach real tal que la igualdad
1d — 72| =1+ T2

se verifica para todo operador de rango uno T € L(X). Si Y es un L-sumando o

un M-sumando de X, entonces Y tiene la misma propiedad que X.

Demostracién. Suponemos que X se descompone como X = Y @ Z vy, fijados
Yo € Sy ey} € Sy~ tales que y§(yo) < 0, consideramos (10,0) € Sx y (y5,0) € Sx-
que también verifican (y§,0)(yo,0) < 0. Dado € > 0, utilizamos la Proposicién
3.5.5 para encontrar (y,z) € Sx de modo que

W) =W 0y2)>1-¢ vy |2+ 10)]>2-¢

Si la suma en la que se descompone X es de tipo oo, tenemos que

2—e<|l(y,2) + (yo,0) || = max{lly +woll, llz[I} = [ly + voll

lo que acaba la demostracion en este caso; si por el contrario la suma es de tipo 1,
utilizamos que y;;(y) > 1 — € para deducir que ||y|| > 1 — ey, por tanto, ||z| < e.

Usamos esto y el hecho de que

1y +yoll + llzll = 1 (v 2) + (40, 0)[| > 2 —¢
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para obtener que ||y + yo|| > 2 — 2¢, lo que concluye la demostracion. O

3.5.3. Laecuacién ||[Id + T?|| =1+ || T?||

Consideramos ahora los espacios de Banach reales X en los que la igualdad
I1d + T2 =1+ |7

se verifica para todo operador de rango uno T € L(X). Es claro que un espacio
de Banach con la propiedad de Daugavet tiene la propiedad anterior, aunque no
sabemos si nuestra propiedad es estrictamente més débil. A continuacién damos
una caracterizacion geométrica de esta propiedad que es analoga a la que obtu-
vimos para la ecuacién ||Id — T?|| = 1+ || T?|| en la Proposicién 3.5.5 y que no

demostraremos.

3.5.10 Proposicién. Sea X un espacio de Banach real. Son equivalentes:

(i) |[Id + T?|| = 1+ ||T?|| para todo operador de rango uno T € L(X).
(ii) ||Id+x* @ x| =1+ ||x* ® x|| parax* € X*, x € X tales que x*(x) > 0.
(iii) Dadose > 0,x € Sx yx* € Sx+ conx*(x) > 0, existey € Sx de modo que

(y)>1—¢ vy x4yl >2-=
(iv) Dadose > 0,x € Sx yx* € Sx+ conx*(x) > 0, existe y* € Sx+ de modo que

yi(x) >1—c¢ y |x* +y*|| >2—e

En vista de la proposicién anterior, es claro que nuestra propiedad implica
la propiedad de Daugavet alternativa aunque el reciproco no es cierto como de-

muestra el siguiente ejemplo.

3.5.11 Ejemplo. El espacio X = (3 tiene la propiedad de Daugavet alternativa (de

hecho, tiene indice numérico 1) pero no se verifica la igualdad

1d+ T2 =1+ || 7%
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para todo operador de rango uno T € L(¢3). En efecto, si tomamos

1 2 1

es inmediato comprobar que xj(xp) = 0y que

1/

(673)

Id + x¢ @ x| = méx{H(Id+ x5 @ x0)(1,0))|

R [E8

Ahora basta usar la Proposicién 3.5.10.

(Id + xy ® xo)(O,l)Hl}

}_§
1 2°

7
1

Una demostraciéon completamente andloga a la de la Proposicién 3.5.9 nos ase-

gura que la propiedad que estamos estudiando pasa a L-sumandos y M-sumandos.

3.5.12 Proposicién. Sea X un espacio de Banach real en el que la igualdad
1d+ T2 =1+ T2

se verifica para todo operador de rango uno T € L(X). Si Y es un L-sumando o

un M-sumando de X, entonces Y tiene la misma propiedad que X.

No sabemos si un resultado andlogo a la Proposicién 3.5.13 es cierto; no obs-
tante, demostramos que nuestra propiedad también obliga a los espacios que la

poseen a carecer de la propiedad de Radon-Nikodym.

3.5.13 Proposicién. Sea X un espacio de Banach real con dim(X) > 2. Suponga-
mos que
I1d + T2 =1+ |7

se verifica para todo operador de rango uno T € L(X). Entonces, X no tiene la

propiedad de Radon-Nikodym.
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Demostracién. Suponemos por reduccion al absurdo que X tiene la propiedad de
Radon-Nikodym y tomamos un punto xg € Sx que estd fuertemente expuesto

por xj € Sx+. En un primer paso demostramos que
X = ker xj ®1 xoR.

Para ello, fijados x € kerx; de norma uno y n € N, utilizamos la Proposi-

cién 3.5.10 para encontrar x, € Sx tal que
@)t —1 vy Alwt+xl —2
Puesto que x()“ expone fuertemente a x(, tenemos que { xn} — X( Y, por tanto,
[lxo + x| = [[xoll + llx]| = 2.

Como esta igualdad es vélida para todo x € ker xj de norma uno, el Lema 3.2.1
nos permite deducir que X = ker x; ®1 xoIR. Ahora la Proposicién 3.5.12 y el
hecho de que la propiedad de Radon-Nikodym pasa a subespacios, nos permiten
aplicar el razonamiento anterior a ker xj (aqui utilizamos que dim X > 2), con lo

que podemos descomponer el espacio X como:
X = (Y 1 xllR) D1 X()]R =Y D1 E%

Utilizando de nuevo la Proposicién 3.5.12 obtenemos que cada operador de rango

uno T € L(¢2) deberia verificar que
1d + T2 =1+ || T2,

lo que entra en contradiccién con el Ejemplo 3.5.11. O

La ecuacién que estamos estudiando tiene una diferencia fundamental con la
ecuacion de Daugavet: no es posible que todos los operadores lineales y conti-
nuos en un espacio de Banach satisfagan (DE) (basta pensar en el operador —Id),
pero tiene sentido plantearse si existe un espacio de Banach X en el que se verifi-
que la ecuaciéon

1d+ T2 =1+ 77
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para todo operador T € L(X). Obviamente, esto pasa para X = R, pero no sabe-

mos si hay més espacios de Banach con esta propiedad.

3.5.14 Problema. ;Existe algtin espacio de Banach real X distinto de R en el que
la igualdad
1d + T2 =1+ T2

se verifique para todo operador T € L(X)?

Aunque, desgraciadamente, no hemos podido dar respuesta a este problema,
si que podemos dar algunas condiciones necesarias sobre un espacio de Banach
X que lo resuelva afirmativamente. En primer lugar, si X es un tal espacio, la
Proposicion 3.5.13 nos dice que X no tiene la propiedad de Radon-Nikodym. En
segundo lugar, el siguiente resultado, cuya demostracién sigue las lineas de [72,

Theorem 2.1], nos dice que X no puede tener base incondicional.

3.5.15 Proposicion. Sea X un espacio de Banach real en el que todo operador
T € L(X) satisface la igualdad

I1d 4 T?|| = 1+ || T2

Entonces, X no admite base incondicional.

Demostracion. Suponemos por reduccion al absurdo que {e, },cN es una base in-
condicional de X con constante de incondicionalidad K > 1 y cuyo conjunto de
funcionales biortogonales asociado es {x; },cN. Si para cada n € IN, definimos el
operador de rango dos T,, € L(X) dado por
Tn = xEn X €2n—-1— x;n—l 0%y €21,
y para cada x € X se tiene que
Ti(x) = (%3, ® ean—1 — X3, _1 ® e2n) (3, (¥)e2n—1 — %3, _1 (¥)e2n)

= —X3, 1(x)e2n—1 — x3,(x)ezn
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y, por tanto,

—x =) —xp(x)en =} (=5, 1 ()e2n—1 — x5, (¥)em) = ) Ti(x)
n=1 n=1 n=1
0, lo que es lo mismo, la siguiente igualdad se verifica puntualmente:
Y Tp=-1d
n=1

Por otra parte, es claro que

sup {

y, por tanto, podemos encontrar un subconjunto Ap € N finito de modo que

sup {

Observamos que, claramente, } ;c 4, T? = (Lic Ao Tl-)z, luego utilizando la hipé-

Y T?

i€cA

: Ag]N,Afinito}éK<oo

Y T7

icA

Yy 17

€Ay

+1. (3.21)

: ACN, Aﬁnito} <

tesis obtenemos que

d+ ) T7

i€Ay

=1+

T

i€Ay

Tomamos ahora una sucesion creciente de conjuntos finitos A, € IN de modo

que UY A, =IN'\ Ap y deducimos que puntualmente se tiene que
lim Y T7=-1d— ) T?
TR icA, icAg

y, por tanto,

— 14

LT

i€EA,

>|ld+ Y T7

i€Ag

Yy T7

i€Ag

sup
nelN

4

lo que entra en clara contradiccién con (3.21). O
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Concluimos nuestro estudio sobre la cuestion planteada en el Problema 3.5.14
observando que existe una restriccion sobre las isometrias sobreyectivas que pue-

de haber en un espacio que resuelva dicho problema afirmativamente.

3.5.16 Observacién. Sea X un espacio de Banach real con dim(X) > 2 de modo

que

1d + T2 =1+ || 2|

se verifica para todo operador T € L(X). Entonces, cualquier isometria sobre-
yectiva ] € L(X) verifica que (] —] )2 = 0. En efecto, si ] es una isometria

sobreyectiva, definiendo el operador

11y
T:= 2] 2] € L(X),

ViV

tenemos que T? = %]2 —1Id + %(]*1)2 y, por tanto,

1 1
|37+ 5077 = e 72y =1 472 21

pero, claramente,

12 ]._12
37307

<L

de donde deducimos que T? = 0.

Usamos la observacién anterior para ver que los espacios L1[0,1] y C[0,1] no

son soluciones afirmativas del Problema 3.5.14.
3.5.17 Ejemplo. En los espacios L1[0,1] y C[0, 1] no se verifica la igualdad
I1d + T2 = 14|17

para todo operador lineal y continuo T. Efectivamente, consideramos las funcio-
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nes biyectivas ¢, : [0,1] — [0, 1] dadas por

1+t siteo,]],
o(t) =Vt (te[01]) vy ()=
1—t site]s 1]

1—t sitel0,3]

t—3 site [51]
y definimos los operadores ] € L(C[0,1]) y K € L(L4[0,1]) por
Jfi==fop (feClO1) 'y Kg:=goyp (g€Li0,1]).
Es claro que
=1 (Fecoa]) y  [Kgl=lgl (g€ Lf01])
y que
J'f=foe™t (feclo1]) 'y Klg=goyp ' (g€Li01]).

Como
I-1TH%#0 vy (K-KkY)?#0,

el resultado se deduce entonces de la Observaciéon 3.5.16.

3.6. Problemas abiertos

Comentamos brevemente algunos de los problemas abiertos que han surgido

en nuestro estudio.
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3.6.1 Problema. Sea X un espacio de Banach complejo y sea A un subgrupo mul-

tiplicativo cerrado de T con A # T. Supongamos que la igualdad
|IId + wT|| = || Id + T||

se verifica para todo operador de rango uno T € L(X) y todo w € A. ;Se verifica

esta igualdad para todo w € T?

Por ahora, el tinico ejemplo de espacio de Banach que sabemos que satisface

una propiedad de este tipo es C[0, 1] @, C[0, 1], pero aqui A = T.

3.6.2 Problema. Obtener caracterizaciones geométricas de los espacios de Banach
X en los que la igualdad
|Id + wT|| = || Id + T||

se verifica para todo operador de rango uno T € L(X) y todo w € T.

En lo que se refiere a las propiedades que son exclusivas de los espacios reales,

en primer lugar tenemos la pregunta planteada en el Problema 3.5.14.

3.6.3 Problema. ;Existe algtin espacio de Banach real X (distinto de IR) para el
que la igualdad
Id+ T2 =1+ T?|

se verifique para todo operador T € L(X)?

Otras preguntas interesantes son las dos siguientes.

3.6.4 Problema. Sea X un espacio de Banach real en el que la igualdad
1+ T2 =1+ |77

se verifica para todo operador de rango uno T € L(X). ;Tiene X la propiedad de

Daugavet?
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3.6.5 Problema. Sea X un espacio de Banach real en el que la igualdad
I1d — T2 =1+ 77|

se verifica para todo operador de rango uno T € L(X). ;Tiene X la propiedad de

Daugavet?



Apéndice A

Summary and conclusions

This memoir is devoted to the study of various topics within the Geometry of
Banach spaces which are related to the theory of numerical ranges. Let us intro-
duce this concept before explaining the contents of the memoir. Given a Banach
space X the spatial numerical range of a bounded linear operator T € L(X) is the
subset W(T) of the scalar field defined by

W(T) = {x*(Tx) : x € Sx, x* € Sx+, x"(x) = 1}.

This definition of numerical range was introduced in the 60’s by F. Bauer [14] as
an extension of Toeplitz’s numerical range of matrices [123], and, concerning ap-
plications, it is equivalent to Lumer’s numerical range [85] which had appeared
independently shortly before. Another concept of numerical range for operators
appeared in the sixties based on the fact that an operator T is an element of the
Banach algebra L(X). The algebra numerical range of the operator T is defined as

the subset of the scalar field given by
V(T) ={P(T) : ® € L(X)*, |[|[®| =P(Id) =1}.

Let us specify the notation and some necessary definitions. Given a Banach space

Y over K (= R or C), we write By for the closed unit ball and Sy for the unit

171
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sphere of Y. The dual space of Y will be denoted by Y*. If Z is another Banach
space, we write L(Z, Y) for the Banach space of all bounded linear operators from
Zinto Y; if Z = Y we simply write L(Y) := L(Y,Y). Finally, the unit sphere of
the base field K will be denoted by T.

A.1. Intrinsic and spatial numerical range

The preceding definitions of numerical range can be extended to broader set-
tings. Namely, they apply equally well to continuous functions defined on the
sphere of a Banach space as was shown by F. Bonsall, B. Cain y H. Schneider in
[25] and L. Harris in [66]. Actually, both definitions can be extended to bounded
functions defined on the unit sphere of a Banach space X which take values on
the space without any extra effort. Concretely, given a Banach space Y and a clo-
sed subspace X of Y with isometric inclusion ] : X — Y, we denote by B(Sx, Y)
the Banach space of all bounded functions from Sx to Y, endowed with the natu-
ral supremum norm, and we write C,(Sx, Y) for its closed subspace consisting of
all bounded and uniformly continuous functions. For f € B(Sx, Y) we define the

spatial numerical range of f by

W(f) ={y"(f(x)) : x€Sx, y* € Sy-, y*(Jx) =1},

and the intrinsic numerical range of f by
V(f):i={2(f) : ®€B(Sx,Y)", |9 =2 (JIsy) =1}

The name of intrinsic numerical range comes from the fact that if f belongs to
any closed subspace Z of B(Sx,Y), we can calculate V(f) using only elements in
Z*. As we commented before, these two numerical ranges appeared in the afore-
mentioned papers [25, 66] for continuous functions. In the particular case when
X = Y and f is (the restriction to Sy of) a bounded linear operator, the spatial
numerical range coincides with that introduced by F. Bauer and the intrinsic nu-

merical range coincides with the algebra numerical range. We refer the reader to
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the monographs by F. Bonsall and J. Duncan [26, 27] for general information and
background. When f is (the restriction to Sy of) a uniformly continuous function
from By to Y which is holomorphic on the interior of By, both ranges appeared

for the first time in [65], where some applications are given.

Let us fix a Banach space Y and a closed subspace X. For every f € B(Sx,Y),

V(f) is closed and convex, and we have
COW(f) CV(f), (A1)

where co means closed convex hull. In the case when X = Y and ] = Id, the
inclusion above is known to be an equality whenever f is a uniformly continuous
function [66, Theorem 1] (see also [26, §9] for bounded linear operators, [65] for
holomorphic functions, and [116] for a slightly more general result). On the other
hand, the equality cOW(f) = V(f) for arbitrary bounded functions cannot be
expected in general. Indeed, this equality holds for every f € B(Sy, Y) if and only
if Y is uniformly smooth [115]. In the general case when X is a proper subspace,
two sufficient conditions are given in [66, Theorems 2 and 3] for the equality in
Eq. (A.1), namely, such a equality holds for all f € C,(Sx,Y) if either X is finite-

dimensional or Y is uniformly smooth.

Our aim in this section is to find conditions on the function f and the spaces

X and Y in order to get an equality in Eq. (A.1).

A.1.1. Equality of ranges for linear operators

In this part we focus our attention to bounded linear operators and we study
conditions on the space Y and the subspace X to get the equality in (A.1) for every
TeL(X)Y).

On the one hand, as a consequence of a Harris” result [66], given a finite-

dimensional Banach space X, for every Banach space Y containing X as a subs-
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pace, we have

for every T € L(X,Y). We prove that this fact characterizes finite-dimensional

spaces.

A.1.1 Theorem. Let X be an infinite dimensional Banach space. Then there exist
a Banach space Y containing X as a subspace and an operator T € L(X,Y) such
thatcoW(T) # V(T).

We also show that, in fact, the space Y in the above theorem can be taken in
such a way that dim(Y/X) = 1.

Second, we study the Banach spaces Y in which the equality co W(T) = V(T)
holds for every subspace X and every operator T € L(X,Y). The first examples
of spaces having the above property were given again by L. Harris: uniformly
smooth spaces and finite-dimensional spaces [66, Theorems 2 and 3]. In the other

direction, we exhibit some examples of Banach spaces lacking the above property.

A.1.2 Examples. If Y = cpor Y = {p D (fp @1 £7), then there exist a closed
subspace X and an operator T € L(X,Y) satisfying co W(T) # V(T).

We also show a negative isomorphic result for non reflexive spaces:

A.1.3 Proposition. Every non reflexive Banach space Y admits an equivalent
norm such that there exist a closed subspace X and an operator T € L(X,Y)
satisfying co W(T) # V(T).
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A.1.2. The Bishop-Phelps-Bollobas property

In this part we give a positive result related to the problem of finding spa-
ces for which the equality of ranges holds for every closed subspace and every
uniformly continuous function. To do so, we introduce a new geometrical pro-
perty for Banach spaces which is related to the classical Bishop-Phelps-Bollobés

Theorem.

A.1.4 Definition. Let Y be a Banach space and let X be a closed subspace of Y. We
say that (X, Y) is a Bishop-Phelps-Bollobds pair (BPB-pair in short) if for every ¢ > 0
there exists 6 > 0 such that whenever xy € Sx, y§ € Sy« satisfy Reyj(xo) > 1 -9,
it is possible to find x € Sx and y* € Sy« so that

Rey*(x) =1, [x-x[<e and |ys—v] <e

We say that a Banach space Y has the BPB property if for every closed subspace X
of Y, (X,Y) is a BPB-pair.

As we announced above, we have the following result.

A.1.5 Theorem. Let Y be a Banach space and let X be a closed subspace such
that (X,Y) is a BPB-pair. Then, the equality coW(f) = V(f) holds for every
f € CM(SX/ Y).

The above result together with Theorem A.1.1 give us the following corollary.

A.1.6 Corollary. Let X be an infinite-dimensional Banach space. Then, there is a

Banach space Y containing X as a subspace such that (X, Y) is not a BPB-pair.

On the other hand, if we restrict the BPB property to finite-dimensional subs-

paces, we get a characterization of the strongly subdifferentiable norms. We re-
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call that the norm of a Banach space Y is strongly subdifferentiable (ssd in short) at

u € Sy whenever there exists

—1
et ay]

a—0t 4

uniformly for y € By. When this happens for every u € Sy we say that the norm
of Y is ssd.

A.1.7 Proposition. Let Y be a Banach space. Then, the norm of Y is ssd if, and
only if, for every finite-dimensional subspace X C Y, the pair (X,Y) is BPB.

Since the norm of any finite-dimensional Banach space is ssd [53, pp. 48], we

have the following corollary.

A.1.8 Corollary. Every finite-dimensional Banach space has the BPB property.

We are also able to characterize uniform smoothness in terms of the BPB pro-

perty, as the following theorem shows.

A.1.9 Theorem. A Banach space Y is uniformly smooth if and only if it has the
BPB property in such a way that the relationship between ¢ and  in Defini-
tion A.1.4 does not depend on the subspace X.

So far we have showed that uniform smoothness is a sufficient condition to
have the BPB property and that strong subdifferentiability of the norm is neces-
sary. Thus, it is reasonable to think that there may be any relationship between
the BPB property and Fréchet differentiability of the norm. But, on the one hand,
every finite dimensional space has the BPB property, so it does not imply Frechét
differentiability of the norm and, on the other hand, there exist Banach spaces

with Fréchet differentiable norm which lack the BPB property.
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A.1.10 Example. The norm of the Banach space

Y = {@ E%+1]

keN b2

is Fréchet differentiable and Y does not have the BPB property.

We conclude our study of the BPB property proving that a pair (X,Y) is a
BPB-pair provided that X is an absolute ideal of Y. Let us introduce the neces-
sary definitions. We refer the reader to [27, § 21], [104], and references therein for
background. A closed subspace X of a Banach space Y is said to be an absolute
summand of Y if there exists another closed subspace Z such that Y = X @ Z and,
for every x € X and z € Z, the norm of x + z only depends on ||x|| and ||z||. In
this case we also say that Y is an absolute sum of X and Z. This implies that there

exists an absolute norm on IR? such that
lx+z|| = |(|x[l, [Iz)|, (x€X, zeZ).

By an absolute norm we mean a norm | - |, on IR? such that |(1,0)|, = [(0,1)|, = 1
and |(a,b)|a = |(|a|, |b])|a for every a,b € R. We say that X is an absolute ideal
of Y if X+ is an absolute summand of Y*, in which case, Y* can be identified
with X* @ X with a convenient absolute sum. Absolute summands and absolute
ideals are generalizations of the well-known M-summands, L-summands, M-ideals,

and the more general class of L,-summands [18, 64].

A.1.11 Proposition. LetY be a Banach space and let X be an absolute ideal of Y.
Then the pair (X,Y) is BPB.

A.1.12 Corollary. If X is an M-embedded or an L-embedded space, then (X, X**)
is a BPB-pair.

Since every Banach space is an ideal in its bidual (of course, not necessarily ab-

solute), it is natural to ask if the pair (X, X**) is always a BPB pair. The following



178 Apéndice A. Summary and conclusions

example tells us that this is not the case.

A.1.13 Example. Let X be the Banach space given by
X = [@ (Co@k%lgl)} .
keN &

Then the pair (X, X**) is not a BPB pair.

The results of this section were obtained in collaboration with M. Martin and
R. Payé and have appeared in the paper: On the intrinsic and the spatial numeri-
cal range, |. Math. Anal. Appl. 318 (2006), 175-189.

A.2. Numerical index of Banach spaces

Given a bounded linear operator T on a Banach space X its numerical radius is
defined by
o(T) =sup{|A| : A € W(T)}.

It is clear that the numerical radius is a seminorm on L(X), and that v(T) < ||T||
for every T € L(X). Quite often, v is actually an equivalent norm on L(X). It is
then natural to consider the so called numerical index of the space X, namely the
constant 7(X) defined as the greatest constant k > 0 such that k|| T|| < v(T) for
every T € L(X). Equivalently,

n(X) = inf{o(T) : T e L(X), |T| =1}

This concept was introduced by G. Lumer in 1968 [42] and it is immediate that
0 < n(X) < 1. The maximum value n(X) = 1 is attained if and only if v(T) =
|T|| for every T € L(X); the minimum value n(X) = 0 means that v is not an

equivalent norm to the usual one in L(X).

It was known even before Lumer’s definition that in a complex Hilbert space
H with dimension greater than 1 one has ||T|| < 2v(T) for all T € L(X), and
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that this inequality is sharp, so n(H) = 3. In the real case, there always exists a
norm-one operator which numerical range reduces to zero; therefore n(H) = 0.
Actually, real and complex general Banach linear spaces behave in a very diffe-
rent way with regard to the numerical index, as summarized in the following

equalities [42]:

{n(X) : X complex normed linear space } = [e™1, 1] (A2)
{n(X) : X real normed linear space } = [0, 1].

The fact that n(X) > e~ ! for every complex Banach linear space was observed
by B. Glickfeld [55] (by making use of a classical Theorem of H. Bohnenblust
and S. Karlin [23]), who also gave an example where this inequality becomes an
equality. In the already cited paper [42], ]. Duncan, C. McGregor, ]. Pryce, and
A. White showed that C(K), L1(¢), and their isometric preduals have numeri-
cal index 1. Other examples of spaces with numerical index one are the function

algebras [126] and, in particular, the disc algebra [27, Theorem 32.9].

A.2.1. Computation of some numerical indices

Computing the numerical index of a concrete Banach space usually is a tough
task. Let us comment that, roughly speaking, when one finds an explicit compu-
tation of the numerical index of a Banach space in the literature, only few values
appear; namely, 0 (real Hilbert spaces), e~ ! (Glickfeld’s example), 1/2 (complex
Hilbert spaces), and 1 (C(K), L1(y), and many more). The exact values of classi-
cal Banach spaces such as 1(¢,) are not still known. Let us also say that, when
the authors of [42] proved (A.2), they only used examples of Banach spaces who-
se numerical indices are the extremes of the intervals, and then a connectedness
argument was applied. We start our study computing explicitly the numerical
index for four families of norms on IR? which give concrete examples of spaces

whose numerical index is none of the above.
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e Hexagonal norms
For each 7 € [0, 1] let us write X, = (R?, || - |,), where the norm is given by

I ), = méx{lyl, Ix[ + A=y} ((vy) € R?).

o

A.2.1 Theorem. For every y € [0,1], let X, be defined as above. Then,

(

if 0< <3,

1+2y
n(Xy) =

=
NI—
N\
2
VAN
—

e Octogonal norms
For ¢ € [0,1], we define Xz = (R?, || - |z), where the norm || - ||+ is given by

el =max {1sl, l, ZEEL () e w).

A.2.2 Theorem. For every ¢ € [0,1], let X be defined as above. Then,

n(X;) :méx{ , %}
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Since the numerical index of a finite-dimensional normed linear space and the
one of its dual coincide, the above theorem allows us to calculate the numerical
indices of the elements of another family of octagonal norms: the one consisting
of the duals of the above family. Concretely, for ¢ € [1/2,1], we consider the space
Y, = (R?,|| - ||o), where the norm is given by

. 1— 1—
1)l = max{|x| 28l Iyl + Q|x|} (x,y) € R2).




182 Apéndice A. Summary and conclusions

A.2.3 Corollary. For every ¢ € [1/2,1], letY, be defined as above. Then,
n(Y,) = max {1%9 20— 1} .

e Regular Polygons

Let n be a positive integer greater or equal than 2. We define X, to be the two

dimensional real Banach space such that

ext(Bx,) = {(cos (’%), sin (k%)) k= 1,2,...,271}

i.e. the unit ball of X, is a 2n-regular polygon.

A.2.4 Theorem. Let n be a positive integer greater or equal to 2, and let X, be

defined as above. Then,

tan (%) if n iseven,
n(Xn) =
sin (1) if n is odd.
2n
These results can be found in the joint work with M. Martin entitled Numeri-

cal index of some polyhedral norms on the plane, to appear in Linear Multilinear

Algebra.
e Spaces of vector-valued continuous functions

Our next aim is to study the numerical index of some spaces of vector valued
continuous functions. In [95, Theorem 5], it was proved that n(C(K, X)) = n(X)
for every compact Hausdorff space K and every Banach space X. We generalize
this result by proving that the same equality holds when C(K, X) is replaced by
Cw(K, X), the Banach space of all weakly continuous functions from K into X,

equipped with the supremum norm.
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A.2.5 Theorem. LetK be a compact Hausdorff space and let X be a Banach space.
Then,

1 (Co(K, X)) = n(X).

As a consequence, n(W(X,C(K))) = n(X*).

We focus now in the study of the numerical index of C,+(K, X*), the Banach
space of weakly-star continuous functions from a compact Hausdorff space K
into the dual of a Banach space X. Unfortunately, we are not able to completely
determine such numerical index, but some partial results can be established. The

first one gives an upper bound for n (C,+ (K, X*)).

A.2.6 Proposition. Let K be a compact Hausdortf space and X a Banach space.
Then,

n (Co+ (K, X*)) < n(X).
We are not able to obtain a lower bound for n (C,+(K, X*)) in the general

case but our next partial result gives sufficient conditions on K or X to obtain the

desired bound.

A.2.7 Proposition. Let K be a compact Hausdorff space and X a Banach space. If

X is an Asplund space or K has a dense subset of isolated points then,
n(X*) <n(Cy+(K,X*)).

All these results will appear in the joint work with G. Lépez and M.Martin
entitled Numerical index of Banach spaces of weakly or weakly-star continuous

functions, to appear in Rocky Mountain |. Math.
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A.2.2. Banach spaces with numerical index zero

The next part of our discussion deals with real Banach spaces having numeri-
cal index 0. As we already commented, it is known that the class of such Banach
spaces contains all Hilbert spaces of dimension greater than one, and all real spa-
ces underlying complex Banach spaces (the isometry x —— ix on a complex Ba-
nach space has real numerical radius 0). The first result that we present says that
the sum of the real space underlying a complex space and another real space has
numerical index zero, provided that the norm is invariant under rotations in the

complex part.

A.2.8 Proposition. Let X be a real Banach space, and let Y, Z be closed subspaces
of X, with Z # 0. Suppose that Z is the real space underlying a complex space,
that X = Y & Z, and that the equality ||y +e*z|| = ||y + z|| holds for every
(0,y,z) € RxY x Z. Then, we have n(X) = 0.

In view of the preceding proposition one may wonder if some kind of complex
structure must appear in every Banach space with numerical index zero. With the

next example we show that this is not the case.

A.2.9 Example. We consider the Banach space
D Xy
n=2

where {X, },>2 is the family of spaces given in Theorem A.2.4. Then, n(X) = 0

X =

7

€0

but X is polyhedral and, therefore, it does not contain any isometric copy of C.

The next result characterizes finite-dimensional spaces with numerical index

zero in terms of the appearance of a complex structure in the space.

A.2.10 Theorem. Let (X, || - ||) be a finite-dimensional real Banach space. Then,
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the following are equivalent:
(i) The numerical index of X is zero.

(ii) There are nonzero complex vector spaces X1, . .., Xy, a real vector space X,
and positive integer numbers qy,...,q, such that X = Xo® X1 @ --- & X,

and

)’xO+eiQ1le _|_..._|_ei‘7npan = ||xo+x1+ - + x|
forallp € R, x;j € X; (j=0,1,...,n).

The equivalence given in the above theorem had appeared in the 1985 Rosent-
hal’s paper [118] with real numbers gy, ..., g, but the fact that the q;’s can be
taken integers is new. When we read the above result in the particular cases in

which X has dimension 2 or 3 we get the following corollary.

A.2.11 Corollary. Let X be a real Banach space with numerical index 0.

(a) If dim(X) = 2, then X is isometrically isomorphic to the two-dimensional

real Hilbert space.

(b) If dim(X) = 3, then X is an absolute sum of R and the two-dimensional
real Hilbert space.

Given an n-dimensional normed space X, we discuss some questions related
to the set Z(X) of those operators T € L(X) such that v(T) = 0 (called skew-
hermitian operators), which is known to be a Lie algebra [118, Proposition 1.5]. The

main problem we consider is that of finding the possible dimensions for Z(X).

The results of this part where obtained in collaboration with M. Martin and
A. Rodriguez-Palacios and they were published in: Finite-dimensional Banach
spaces with numerical index zero, Indiana Univ. Math. |. 53 (2004), 1279-1289.
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A.2.3. Numerical index of L, (1)

The computation of the numerical index of the L,(y)-spaces is an open pro-
blem from the beginning of the subject. This part of the memoir is devoted to
the compilation of all known facts about this problem. We state some recent re-
sults due to E. Ed-dari and M. Khamsi [44, 45] which give some advances in the
computation of such numerical indices. We prove all these results giving simpler
proofs for some of them. The only original result that we present in this part is an
inequality bounding the numerical index of E% in the real case. Given1 < p < oo,

we denote by g the only positive number such that % + % =1

A.2.12 Proposition. Let1 < p < cc. In real case the following holds:

11 Tt (2) < ma [ -4
max{ ——, —— ¢ Max <n < maéx .
2U/p7 2174 [ yepi] 1+ tP tefoa] 1+¢P

A.3. Norm equalities for operators

In the early 70’s, ]J. Duncan, C. McGregor, J. Pryce y A. White observed in a
work devoted to the numerical index [42] that an operator T satisfies v(T) = || T||
if and only if there exists w € T such that the equality ||Id + wT|| = 1+ ||T||
holds. They prove this fact using that the equation supRe W(T) = ||T|| for an

operator T is equivalent to

IId+T| =1+ T (DE)

This equation had already been shown to hold for every compact operator T in
C[0,1] by I. Daugavet [38], in honor of whom it has become known as the Dau-
gavet equation. We say that a Banach space X has the Daugavet property [77] if
every rank-one operator T € L(X) satisfies (DE). Examples of spaces having this

property are C(K) and L;(u), provided that K is perfect and y does not have
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any atoms (see [125] for an elementary approach), and certain function algebras
such as the disk algebra A(ID) or the algebra of bounded analytic functions H*
[126, 128]. Although the Daugavet property is of isometric nature, it brings with
it several structural implications. For instance, a Banach space with the Daugavet
property cannot have the Radon-Nikodym property [128] (in fact, every weakly
open subset of its unit ball has diameter 2 [121]), it contains a copy of /1, and it

does not embed into a space with an unconditional basis [77].

One may wonder if there are other properties which, like the Daugavet pro-
perty, can be stated by requiring all rank-one operators on a Banach space to
satisfy a norm equality similar to the Daugavet equation. This is the aim of this

part of the thesis.

A.3.1. Equalities of the form ||g(T)|| = F(||T||)

In the first place we consider equations of the form

1g(DII = FCITI)

where f : R; — R is an arbitrary function and g should be a function carrying
operators to operators. Since we want g to be applied to any rank-one operator on
any Banach space, we consider a power series with infinite radius of convergence,

i.e. an analytic function ¢ : K — K and define
g(T) =Y aT" (T € L(X)),
k=0

where ¢(0) = Y32 ax {* is the power series expansion of g.

Our target in this section is to show that the only non trivial norm equality of
the form ||g(T)|| = f(||T||) valid for all rank-one operators on a Banach space of

dimension greater than one is the Daugavet equation.

A.3.1 Theorem. Let X be a Banach space over K withdim(X) > 2, f : R{ — R

an arbitrary function and ¢ : K — K an analytic function. Suppose that the
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norm equality
lg(T)[F = £CIITI)

holds for every rank-one operator T on X. Then, only three possibilities may hap-
pen:
(a) g is a constant function (trivial case).

(b) There is a non-nullb € K such that g({) = b{ for every { € K (trivial case).

(c) There are non-nulla,b € K such that g({) =a+b( forevery { € K, and X
has the Daugavet property.

A.3.2. Equalities of the form ||[Id 4 g(T)|| = f(||g(T)|])
Our next aim is to deal with norm equalities of the form

1 +¢g(T)[| = f(lIg(T)I) (A.3)

where g : K — K is analytic and f : Rj — R is continuous. First of all, if X
is a Banach space with the Daugavet property and g is an analytic function, then

the equality
1+ g(T)| = [1+8(0)[ = |g(0)| + [lg(T)l

holds for every rank-one operator T € L(X). Therefore, we are not able to com-
pletely determine the function g in this section, but we show that in many occa-

sions it is possible to replace g by a “simpler” function.

We have to separate from now on the complex and real cases.

e Complex case

A.3.2 Theorem. Let X be a complex Banach space with dim(X) > 2. Suppose that

there exist a non-constant entire function § : C — C and a continuous function
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f: Ry — R, such that the norm equality

1d +g(T)[| = £(llg(T)I))

holds for every rank-one operator T € L(X). Then, the equality
(1 +g(0)Id + T} = [1+g(0)] = [g(0)] +[|g(0)Id + T

holds for every rank-one operator T € L(X).

As may be wondered in view of the preceding result, the number ¢(0) plays a
key role in our discussion. On the one hand, if Re g(0) # —% and Eq. (A.3) holds

for every rank-one operator, then the Banach space involved has the Daugavet

property.

A.3.3 Theorem. Let X be a complex Banach space with dim(X) > 2. Suppose
that there exist a non-constant entire function g : C — C with Reg(0) # —1

and a continuous function f : Rj — R, such that the norm equality

1d +g(T)[| = £(llg(T)I))

holds for every rank-one operator T € L(X). Then, X has the Daugavet property.

On the other hand, a similar result cannot be expected when Re g(0) = —%.
In this case we get another family of norm equations for operators, none of them

implying the Daugavet property.

A.3.4 Theorem. Let X be a complex Banach space with dim(X) > 2. Suppose
that there exist a non-constant entire function § : C — C with Re g(0) = —%

and a continuous function f : Rj — R, such that the norm equality

1 +g(T)[| = £(llg(T)I))
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holds for every rank-one operator T € L(X). Then, there is wy € T \ {1} such
that
IId + woT|| = ||]Id + T||

for every rank-one operator T € L(X). Moreover, two possibilities may happen:

(a) If wy # 1 for every n € IN, then
Id +wT|| = ||Id + T||

for every rank-one operator T € L(X) and every w € T.

(b) Otherwise, if we take the minimum n € IN such that wj = 1, then
IId +w T|| = ||Id + T||

for every rank-one operator T € L(X) and every n'"-root w of the unit.

In the next example we show a Banach space without the Daugavet property
in which all the equations given in the preceding theorem hold for every rank-one

operator.

A.3.5 Example. The complex Banach space X = C|0,1] &, C[0,1] does not have
the Daugavet property. However, the norm equality

IId + wT|| = ||]Id + T||

holds for every rank-one operator T € L(X) and every w € T.

e Real case

The situation in the real case is far away from being so clear, but results analo-

gous to Theorems A.3.2 and A.3.4 remain valid when the function g is onto.

A.3.6 Theorem. Let X be a real Banach space with dimension greater than one.

Suppose that there exist an onto analytic function § : R — R and a continuous
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function f : R{ — R, such that the norm equality

1 +g(T)[| = £(llg(T)I))

holds for every rank-one operator T € L(X). Then, either g(0) # —4 and X has
the Daugavet property, or g(0) = —3 and the equality

1d — T = ||1d + T|

holds for every rank-one operator T € L(X).

The next example shows that the two possibilities given in the preceding theo-

rem are essentially different.

A.3.7 Example. The real Banach space X = C|0,1] &, C[0,1] does not have the

Daugavet property. However, the norm equality
[ =T} = |[1d + T||

holds for every rank-one operator T € L(X).

We do not know if a result similar to Theorem A.3.2 is true when the function
¢ is not onto. We study two simple cases, namely g(t) = *> and g(t) = —t? for
t € R . In the first case it is easy to see that if the equation ||Id + T?|| = f(||T?|))
holds for every rank-one operator then f(t) = 1+t for t € Rj. Therefore, we
obtain the equation ||Id + T?|| = 1 + || T?|| which admits the following geometric

characterization.

A.3.8 Proposition. Let X be a real Banach space. The following are equivalent:

(i) |[Id + T?|| = 1+ ||T?|| for every rank-one operator T.
(ii) | Id+x* @ x| =1+ ||x* ® x|| forevery x* € X*, x € X with x*(x) > 0.
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(iii) For every x € Sx, x* € Sx» with x*(x) > 0, and every ¢ > 0, there exists
y € Sx such that

lx+y|| >2—¢ and x*(y)>1-—=

(iv) For every x € Sx, x* € Sx« with x*(x) > 0, and every ¢ > 0, there exists
y* € Sx+ such that

|x*+vy*|| >2—¢ and y*(x)>1—¢

When we consider the function g(t) = —t> we are not even able to determine
the function f. If we take f(t) = 1+t for every t € R, we get the equation

|1d — T?|| = 1 + || T?|| which also admits a geometric characterization:

A.3.9 Proposition. Let X be a real Banach space. The following are equivalent:

(i) ||Id — T?|| = 1 + || T?|| for every rank-one operator T.
(ii) |Id+x* @ x| =1+ ||x* ® x|| forevery x* € X*, x € X with x*(x) < 0.
(iii) For every x € Sx, x* € Sx+ with x*(x) < 0, and every ¢ > 0, there exists
y € Sx such that

lx+y|>2—¢ and x*(y)>1-c

(iv) For every x € Sx, x* € Sx~ with x*(x) < 0, and every ¢ > 0, there exists
y* € Sx+ such that

|Ix*+vy*|| >2—¢ and y*(x)>1—¢

A.3.3. The new equations

We devote the last part of this chapter to study the new properties that arise in
our discussion. Like the Daugavet property, they bring with them some structural

consequences. We begin our study with the equation

Id + wT]|| = ||1d + T|| (A4)
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for w belonging to a closed subgroup of T. This property implies that the space
involved does not have the Radon-Nikodym property; in fact, it is possible to

quantify the diameter of the slices of its unit ball.

A.3.10 Proposition. Let X be a Banach space and let A be a closed subgroup of
T. Assume that the equality

|IId + wT|| = || Id + T||

holds for every rank-one operator T € L(X) and every w € A. Then, the diameter

of every slice of Bx and every w*-slice of Bx+ is greater or equal to
2—-inf{|1+w| : we A}
A.3.11 Corollary. Let X be a Banach space and let A be a non-trivial closed sub-
group of T. Assume that
|Id + wT|| = ||Id + T||

holds for every rank-one operator T € L(X) and every w € A. Then, X does not
have the Radon-Nikodym property and it is not an Asplund space.

We also show that the properties we are dealing with are inherited by absolute

summands. More precisely:

A.3.12 Proposition. Let A be a non-trivial closed subgroup of T and let X be a
Banach space such that Eq. (A.4) holds for every rank-one operator T € L(X) and
every w € A.IfY is an absolute summand of X with dim(Y') > 2; then, Eq. (A.4)
also holds for every rank-one operator T € L(Y) and every w € A.

Now we consider real Banach spaces X in which the equation

1d = T?|| =1+ (|| (A.5)
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holds for every rank-one operator T € L(X). As in the preceding case this pro-
perty implies that the Banach space involved does not have the Radon-Nikodym
property (furthermore, every slice of Bx has diameter 2) and it is inherited by

L-summands and M-summands.

A.3.13 Proposition. Let X be a real Banach space. Suppose that Eq. (A.5) holds
for every rank-one operator T € L(X). Then, the following hold:

a) Every slice of Bx and every w*-slice of Bx+ has diameter 2.
b) IfY is a L-summand or a M-summand of X, then Eq. (A.5) holds for every
rank-one operator T € L(Y).

Finally, we deal with real Banach spaces X in which the equation
[1d + T?|| = 1+ ||T?| (A.6)

holds for every rank-one operator T € L(X). This property also implies that X
does not have the Radon-Nikodym property and it is inherited by L-summands

and M-summands.

A.3.14 Proposition. Let X be a real Banach space with dim(X) > 2. Suppose that
Eq. (A.6) holds for every rank-one operator T € L(X). Then:

a) X does not have the Radon-Nikodym property.
b) IfY is a L-summand or a M-summand of X, then Eq. (A.6) holds for every
rank-one operator T € L(Y).

We observe that Eq (A.6) makes sense for arbitrary operators. Therefore, we

consider the following problem.

A.3.15 Problem. Does there exist a real Banach space X (different from R) such
that Eq (A.6) holds for every T € L(X)?
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If X is a Banach space which answers positively the above problem, Proposi-
tion A.3.14 tells us that X must be infinite-dimensional and the following result

shows that it does not have unconditional basis.

A.3.16 Proposition. Let X be an infinite-dimensional real Banach space such that
1d + T2 =1+ || 2|
holds for every T € L(X). Then, X does not have unconditional basis.

We also observe that some spaces like co, £, C[0,1], and L1 [0, 1] do not serve

as positive answer to the above problem.
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