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Introducción

En esta memoria pretendemos estudiar diversos aspectos de la geometría de

los espacios de Banach relacionados con el rango numérico de operadores. El

concepto de rango numérico aparece por primera vez en 1918 cuando O. Toeplitz

[123] da su definición para matrices, que resulta igualmente válida para operado-

res en espacios de Hilbert. En 1961 y 1962, en trabajos independientes, G. Lumer

[85] y F. Bauer [14] introducen sendos conceptos de rango numérico de un ope-

rador en un espacio de Banach. Aunque el trabajo de G. Lumer es decisivo en el

desarrollo de la teoría, la definición dada por F. Bauer resulta más clara y es la

universalmente aceptada: dado un espacio de Banach X y un operador lineal y

continuo T ∈ L(X), su rango numérico espacial se define como

W(T) = {x∗(Tx) : x∗ ∈ SX∗ , x ∈ SX, x∗(x) = 1}.

El rango numérico ha sido objeto de un intenso estudio a lo largo de todo el siglo

XX y ha demostrado ser una herramienta útil en el estudio de las álgebras de

Banach, la teoría de operadores y la geometría de los espacios de Banach; buena

parte de sus aplicaciones se pueden encontrar en las monografías de F. Bonsall y

J. Duncan [26, 27].

La presente memoria se encuentra estructurada en tres capítulos independien-

tes, si bien el concepto de rango numérico es el hilo conductor de toda ella. Cada

uno de los capítulos de la tesis consta de una sección introductoria en la que se
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12 Rango numérico e igualdades de normas para operadores.

exponen de modo sistemático las nociones con las que se va a trabajar, los proble-

mas que se van a abordar y el estado en el que se encontraban dichos problemas

antes de la realización de la presente memoria. Es por ello que nos limitamos a dar

aquí únicamente las nociones y resultados conocidos que faciliten la comprensión

de nuestras aportaciones. Sin más preámbulo, pasamos a comentar brevemente

el contenido de la memoria.

Dedicamos el primer capítulo a analizar la relación entre dos posibles defini-

ciones de rango numérico de funciones definidas en la esfera de un subespacio

de un espacio de Banach que toman valores en el espacio. Concretamente, dado

un espacio de Banach Y y un subespacio suyo X con inclusión J : X −→ Y, se

considera el espacio B(SX, Y) de las funciones acotadas definidas en SX que to-

man valores en Y, y para cada f ∈ B(SX, Y) se definen dos rangos numéricos: el

rango numérico espacial

W( f ) = {y∗( f (x)) : y∗ ∈ SY∗ , x ∈ SX, y∗(Jx) = 1}

y el rango numérico intrínseco

V( f ) = {Φ( f ) : Φ ∈ B(SX, Y)∗, ‖Φ‖ = Φ(J|SX) = 1}.

Es fácil ver que se verifica la inclusión

co W( f ) ⊂ V( f )

y hay ocasiones en las que esta inclusión es una igualdad. Por ejemplo, si X tiene

dimensión finita y f es continua, si Y es uniformemente suave y f es uniforme-

mente continua y, por último, si X = Y y f es uniformemente continua [66].

Siguiendo el espíritu de estos resultados nos hemos planteado estudiar qué con-

diciones sobre la función f y los espacios X e Y permiten asegurar que se tiene

la igualdad co W( f ) = V( f ). En la sección 1.1 presentamos las nociones anterio-

res así como muchos de los resultados conocidos previamente sobre el problema

planteado.
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La sección 1.2 está dedicada al estudio del caso particular en el que la función

que se considera es la restricción de un operador lineal y continuo a la esfera del

subespacio X. Analizamos este problema desde dos puntos de vista. En primer

lugar, demostramos que los espacios de dimensión finita son los únicos para los

que se verifica la igualdad co W(T) = V(T) para todo operador T ∈ L(X, Y) y

todo espacio de Banach Y que contiene a X como subespacio. En segundo lugar,

nos planteamos para qué espacios de Banach se verifica la igualdad de rangos

para todo subespacio y todo operador lineal y continuo. Como consecuencia de

los resultados de L. Harris [66] comentados anteriormente, se sabe que este es el

caso de los espacios de dimensión finita y de los espacios uniformemente sua-

ves. Nosotros presentamos ejemplos representativos de espacios que no tienen

dicha propiedad (por ejemplo c0) y demostramos que todo espacio no reflexivo

se puede renormar para carecer de ella. En la sección 1.3 introducimos una nue-

va propiedad geométrica, que llamamos propiedad de Bishop-Phelps-Bollobás y

que viene motivada por el teorema clásico del mismo nombre. Demostramos que

esta propiedad es una condición suficiente para que se verifique la igualdad de

rangos para todo subespacio y toda función uniformemente continua; además,

caracterizamos la suavidad uniforme y la subdiferenciabilidad fuerte de la nor-

ma de un espacio de Banach en términos de esta nueva propiedad. Concluimos

el capítulo presentando algunos problemas abiertos relacionados con los resulta-

dos expuestos en él. La mayoría de los resultados originales presentados en este

capítulo aparecen en un trabajo conjunto con M. Martín y R. Payá [91].

Dedicamos el capítulo 2 al estudio del índice numérico de los espacios de

Banach. Si X es un espacio de Banach, el índice numérico de X (Lumer, 1968) se

define como el número real

n(X) = máx{k > 0 : k‖T‖ 6 v(T) ∀T ∈ L(X)}

= ı́nf{v(T) : T ∈ L(X), ‖T‖ = 1},

donde para cada T ∈ L(X)

v(T) = sup{|λ| : λ ∈ W(T)}
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es su radio numérico. Es obvio que siempre se tiene 0 6 n(X) 6 1; el valor

n(X) = 1 significa que radio numérico y norma coinciden en L(X), mientras que

se tiene n(X) = 0 cuando v, que siempre es una seminorma, no es equivalente a la

norma usual de operadores. El lector podrá encontrar en la sección 2.1 las defini-

ciones anteriores así como una exposición detallada de los resultados conocidos

sobre el índice numérico antes de la elaboración de la presente memoria.

Dedicamos la sección 2.2 al cálculo efectivo del índice numérico de algunas

familias de espacios de Banach. En un primer apartado calculamos el índice nu-

mérico de algunas normas en el plano; concretamente, de una familia de normas

hexagonales, de dos familias de normas octagonales y de la familia de las normas

cuya bola unidad es un polígono regular con un número par de vértices. Todos

estos resultados aparecerán en un trabajo conjunto con M. Martín [90]. En la se-

gunda parte de la sección calculamos el índice numérico de algunos espacios de

funciones continuas con valores vectoriales; de modo más preciso, demostramos

que

n(Cω(K, X)) = n(X),

donde Cω(K, X) denota al espacio de las funciones de un compacto K en un espa-

cio de Banach X, que son continuas cuando en X se considera la topología débil,

y damos algunos resultados parciales sobre el índice numérico del espacio de las

funciones débil*-continuas de K en X∗. Estos resultados son fruto de un trabajo

conjunto con G. López y M. Martín [83].

En la sección 2.3 nos centramos en el estudio de los espacios de Banach de

dimensión finita con índice numérico cero, para los que encontramos la siguiente

caracterización:

Sea (X, ‖ · ‖) un espacio de Banach real de dimensión finita. Son equivalentes:

(i) X tiene índice numérico cero.

(ii) Existen espacios vectoriales complejos no nulos X1, . . . , Xn, un espacio vec-

torial real X0 (eventualmente nulo), y números naturales q1, . . . , qn tales que



Introducción. 15

X = X0 ⊕ X1 ⊕ · · · ⊕ Xn y∥∥∥x0 + eiq1ρx1 + · · ·+ eiqnρxn

∥∥∥ = ‖x0 + x1 + · · ·+ xn‖

para cada ρ ∈ R y cada xj ∈ Xj (j = 0, 1, . . . , n).

De este resultado deducimos que no hay más espacio de Banach real de dimen-

sión 2 con índice numérico cero que (R2, ‖ · ‖2) y que un espacio de dimensión 3

con índice cero es suma absoluta de (R2, ‖ · ‖2) y R. Estos resultados se han obte-

nido en colaboración con M. Martín y A. Rodríguez-Palacios [92, 93].

En la sección 2.4 recopilamos toda la información conocida acerca de un pro-

blema que permanece abierto desde el comienzo de la teoría: la determinación del

índice numérico de Lp(µ). Exponemos con detalle en qué situación se encuentra

este problema en la actualidad, presentando algunos resultados muy recientes

debidos a E. Ed-dari y M. Khamsi [44, 45], de los que damos demostraciones al-

ternativas, a nuestro juicio más sencillas que las originales. Incluimos además un

resultado original que proporciona una estimación del índice numérico de `2
p en

caso real:

máx
{

1
21/p ,

1
21/q

}
máx
t∈[0,1]

∣∣tp−1 − t
∣∣

1 + tp 6 n(`2
p) 6 máx

t∈[0,1]

∣∣tp−1 − t
∣∣

1 + tp .

Concluimos el capítulo recopilando las cuestiones que han quedado abiertas en

nuestro estudio del índice numérico de los espacios de Banach.

A principios de la década de los 70, J. Duncan, C. McGregor, J. Pryce y A. Whi-

te observaron en su trabajo pionero sobre índice numérico [42] que un operador

T satisface sup Re W(T) = ‖T‖ si, y sólo si, se verifica

‖Id + T‖ = 1 + ‖T‖.

La ecuación anterior es conocida hoy en día como ecuación de Daugavet en ho-

nor al matemático del mismo nombre que demostró en 1963 [38] que se verifica

para todos los operadores compactos de C[0, 1]. A lo largo de varias décadas, la
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validez de la ecuación de Daugavet ha sido establecida en distintos espacios y

para distintas clases de operadores. Los espacios con la propiedad de Daugavet

han sido definidos recientemente [20] como aquellos en los que la ecuación de

Daugavet es válida para todos los operadores de rango uno y han sido objeto de

un intenso estudio desde la aparición del citado trabajo. En el último capítulo de

esta memoria analizamos la posibilidad de que en un espacio de Banach X to-

dos los operadores de rango uno verifiquen ecuaciones similares a la ecuación de

Daugavet. Las secciones 3.1 y 3.2 contienen un breve repaso histórico sobre los

resultados conocidos acerca de la ecuación de Daugavet y otras ecuaciones rela-

cionadas, y algunos resultados preliminares que se utilizan a lo largo de todo el

capítulo.

En la sección 3.3 demostramos que la propiedad de Daugavet es la única pro-

piedad no trivial que puede definirse exigiendo que todos los operadores de ran-

go uno en un espacio de Banach verifiquen una ecuación de la forma

‖g(T)‖ = f
(
‖T‖

)
,

donde g : K −→ K es una función entera (en el caso K = R se entiende que g es

una función entera que toma valores reales en el eje real) y f : R+
0 −→ R es una

función arbitraria.

En la sección 3.4 analizamos qué propiedades se pueden definir pidiendo que

todos los operadores de rango uno en un espacio de Banach verifiquen una ecua-

ción del tipo

‖Id + g(T)‖ = f
(
‖g(T)‖

)
,

donde g es una función analítica y f es una función continua. Ahora la situación

no es tan clara y además depende del cuerpo base. En caso complejo, dado un

espacio de Banach X, una función entera no constante g y una función continua

f : [|g(0)|, +∞[−→ R, si todos los operadores de rango uno en X verifican la

igualdad

‖Id + g(T)‖ = f
(
‖g(T)‖

)
,
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entonces también verifican la igualdad∥∥(1 + g(0))Id + T
∥∥ = |1 + g(0)| − |g(0)|+ ‖g(0)Id + T‖.

Surge ahora una dicotomía en función del valor de g(0): si Re g(0) 6= −1/2, en-

tonces el espacio X tiene la propiedad de Daugavet; si Re g(0) = −1/2, entonces

existe un número complejo de módulo uno ω (distinto de 1) tal que

‖Id + ω T‖ = ‖Id + T‖

para todo T ∈ L(X) de rango uno. También demostramos que estas propiedades

son estrictamente más débiles que la propiedad de Daugavet. Estos resultados

son válidos en caso real cuando la función g es sobreyectiva: si g(0) 6= −1/2

llegamos a la propiedad de Daugavet y si g(0) = −1/2 aparece una nueva pro-

piedad estrictamente más débil que la de Daugavet: que todos los operadores de

rango uno en un espacio de Banach X satisfagan la igualdad

‖Id− T‖ = ‖Id + T‖.

Si g no es sobreyectiva, las demostraciones no son válidas y no sabemos lo que

ocurre incluso cuando se consideran posibilidades sencillas para la función g co-

mo t 7−→ t2 y t 7−→ −t2.

El estudio de las nuevas propiedades que han aparecido se realiza en la sec-

ción 3.5, donde comprobamos que tienen importantes implicaciones estructurales

sobre el espacio en lid, como la carencia de la propiedad de Radon-Nikodým o,

en algunos casos, la imposibilidad de tener base incondicional. Terminamos el

capítulo recogiendo algunas de las numerosas cuestiones que quedan abiertas en

nuestro estudio. La mayor parte de los resultados de este capítulo están recogidos

en un trabajo conjunto con V. Kadets y M. Martín [74].





Con estas líneas quiero expresar mi más profunda gratitud a todas aquellas

personas que me han ayudado de algún modo durante los últimos cuatro años.

Quiero dar las gracias en primer lugar a Miguel Martín Suárez, la persona que

ha guiado toda mi investigación. Deseo agradecerle las innumerables horas de

trabajo compartidas y la desinteresada ayuda que siempre me ha prestado ante

cualquier problema, ya fuera matemático o no. No me cabe la menor duda de que

este proyecto no hubiera podido llegar a buen fin sin su inestimable aportación.

También quiero agradecer a Rafael Payá y a Armando Villena su incondicio-

nal apoyo desde el comienzo de mi labor investigadora. Asimismo, quiero dar las

gracias a todos los miembros del Departamento de Análisis Matemático por su

cálida acogida y constante ánimo. Especialmente a Ginés López y a Ángel Rodrí-

guez con quienes he tenido el placer de compartir parte de mi trabajo.

Una parte de mi investigación se desarrolló en el Departamento de Análisis

Funcional de la Universidad Paris VI y en el Departamento de Matemáticas de

la Universidad de Besançon, aprovecho este momento para agradecer su hospi-

talidad. En especial quiero dar la gracias a Gilles Godefroy, Gilles Lancien e Ives

Dutrieux por su amabilidad y dedicación.

Deseo agradecer a mis padres y a mi hermano toda la confianza que han de-

positado en mí, ellos, junto con mis amigos, han contribuido en mayor medida

de lo que creen al desarrollo de este trabajo de investigación.

Finalmente, necesito agradecer a Aurora su apoyo y comprensión, ella sabe

bien lo que ha costado realizar esta tesis doctoral.

19





Notación

A lo largo de toda la memoria, K denotará indistintamente el cuerpo R de

los números reales o el cuerpo C de los números complejos y T será el conjunto

{λ ∈ K : |λ| = 1}. Usaremos en K la función parte real que, naturalmente,

no es otra cosa que la identidad cuando K = R. Dado un subconjunto A ⊆ K,

utilizaremos la siguiente notación:

Re A := {Re λ : λ ∈ A},

y así deberán entenderse expresiones como sup Re A y máx Re A.

Si X es un espacio de Banach real o complejo con norma ‖ · ‖, BX y SX serán,

respectivamente, su bola cerrada unidad y su esfera unidad:

BX := {x ∈ X : ‖x‖ 6 1}, SX := {x ∈ X : ‖x‖ = 1}.

Si A es un subconjunto de X, co A denotará la envolvente convexa y cerrada del

conjunto A.

Denotaremos X∗ al dual (topológico) de X, provisto siempre de la norma dual

‖x∗‖ := sup{|x∗(x)| : x ∈ BX} (x∗ ∈ X∗)

y, si Y es otro espacio de Banach, L(X, Y) será el espacio de Banach de todos los

operadores lineales y continuos de X en Y, dotado de la norma usual de opera-

21
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dores

‖T‖ := sup{‖Tx‖ : x ∈ BX} (T ∈ L(X, Y)).

Cuando X = Y escribiremos simplemente L(X) := L(X, X), mientras que Id será

el operador identidad en X. Por otro lado, si X es un espacio de Banach complejo,

XR denotará al espacio real subyacente a X.

Dados p ∈ [1, +∞) y m ∈ N, denotaremos por `m
p al espacio (Km, ‖ · ‖p)

donde

‖(x1, . . . , xm)‖p :=

(
m

∑
i=1

|xi|p
) 1

p

(x1, . . . , xm) ∈ Km,

y usaremos el convenio habitual para p = +∞:

‖(x1, . . . , xm)‖∞ := máx{|xi| : i = 1, . . . , m} y `m
∞ = (Km, ‖ · ‖∞).

Si X e Y son espacios de Banach, X ⊕p Y será el espacio de Banach (X × Y, ‖ · ‖)
donde la norma ‖ · ‖ viene dada por

‖(x, y)‖ :=
∥∥(‖x‖, ‖y‖

)∥∥
p

(
(x, y) ∈ X ×Y

)
.

Dada una familia arbitraria {Xλ : λ ∈ Λ} de espacios de Banach, llamamos

`∞-suma de dicha familia, y denotamos por [⊕λ∈ΛXλ]`∞
, al subespacio del pro-

ducto cartesiano ∏
λ∈Λ

Xλ formado por las familias (xλ)λ∈Λ tales que el conjunto

{‖xλ‖ : λ ∈ Λ} está acotado, que es un espacio de Banach con la norma

‖(xλ)λ∈Λ‖ = sup{‖xλ‖ : λ ∈ Λ}.

Como subespacio cerrado de dicha `∞-suma encontramos la c0-suma, denotada

[⊕λ∈ΛXλ]c0
; por definición, (xλ)λ∈Λ pertenece a la c0 suma cuando el conjunto

{λ ∈ Λ : ‖xλ‖ > ε} es finito para todo ε > 0. Finalmente, para 1 6 p < ∞, la

`p-suma [⊕λ∈ΛXλ]`p
está formada por las familias (xλ)λ∈Λ tales que (‖xλ‖p)λ∈Λ

es sumable, y la norma que la convierte en espacio de Banach es

‖(xλ)λ∈Λ‖ =

(
∑

λ∈Λ
‖xλ‖p

) 1
p

.







Capı́tulo 1
Rango numérico espacial y rango

numérico intrínseco

En este primer capítulo pretendemos estudiar la relación existente entre dos

posibles definiciones de rango numérico para funciones. Comenzaremos con una

introducción en la que expondremos las definiciones necesarias y el problema

que pretendemos estudiar: para qué funciones el rango numérico intrínseco coin-

cide con la envolvente convexo cerrada del rango numérico espacial. A conti-

nuación expondremos algunos resultados novedosos tanto positivos como nega-

tivos. Concluiremos el capítulo introduciendo una nueva propiedad geométrica

para los espacios de Banach, que será una condición suficiente para garantizar

la igualdad de rangos en la clase de las funciones uniformemente continuas de-

finidas en la esfera de un subespacio de un espacio de Banach con valores en el

espacio.

25
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1.1. Introducción

En los primeros estudios sobre espacios de Hilbert realizados, entre otros, por

D. Hilbert, E. Hellinger y O. Toeplitz, se presta especial atención a las formas

cuadráticas. Posteriormente, con el nacimiento de la teoría de operadores lineales,

muchos conceptos definidos para formas cuadráticas fueron trasladados a este

nuevo ambiente, mediante el sencillo proceso de considerar, de manera natural,

la forma cuadrática asociada a un operador en un espacio de Hilbert. Este es el

caso del rango numérico de operadores, definido por O. Toeplitz en 1918 [123].

Si H un espacio de Hilbert con producto interior (· | ·), el rango numérico de un

operador T ∈ L(H) es, por definición, el conjunto de escalares

W(T) := {(Tx | x) : x ∈ SH},

es decir, W(T) es la imagen de la esfera unidad del espacio por la forma cua-

drática asociada al operador T. En este ambiente ha proliferado una vasta teoría

de rango numérico, parte de la cual puede ser consultada en la monografía de

P. Halmos [62, §17]. Resultados más recientes aparecen en el libro publicado en

1997 por K. Gustafson y D. Rao [61].

En 1961 y 1962, en trabajos independientes, G. Lumer [85] y F. Bauer [14] in-

troducen sendos conceptos de rango numérico de un operador en un espacio de

Banach. Si bien ambas definiciones son equivalentes en lo que a aplicaciones se

refiere, en esta memoria hemos optado por la definición de Bauer, que resulta

mucho más clara y es la universalmente aceptada.

1.1.1 Definición. Dado un espacio de Banach X y un operador T ∈ L(X), se

define su rango numérico espacial como el conjunto de escalares

W(T) := {x∗(Tx) : x ∈ SX, x∗ ∈ SX∗ , x∗(x) = 1}.

La definición anterior está basada en la forma de actuar de T sobre el espacio

X y, en contraposición con esta idea, se puede definir otra imagen numérica del
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operador T, que viene determinada por el hecho de ser un elemento del álgebra

de Banach L(X):

1.1.2 Definición. Dado un espacio de Banach X y un operador T ∈ L(X), se

define el rango numérico de álgebra de T como el conjunto de escalares

V(T) := {Φ(T) : Φ ∈ L(X)∗, ‖Φ‖ = Φ(Id) = 1}.

Esta definición se generaliza literalmente a elementos de álgebras de Banach

unitales. Referencias obligadas sobre rango numérico son las monografías de

F. Bonsall y J. Duncan [26, 27] que estudian sistemáticamente dicho concepto y

sus conexiones con la teoría espectral de operadores. Una visión más sintética y

actualizada puede encontrarse en un artículo expositivo de los mismos autores

[28]. Trabajos más recientes sobre rango numérico de operadores son, por ejem-

plo, [32, 36, 37, 48, 58, 111, 129].

Las definiciones anteriores fueron rápidamente trasladadas a ambientes mu-

cho más generales. Por ejemplo, F. Bonsall, B. Cain y H. Schneider [25] estudian en

1968 el rango numérico espacial de las funciones continuas definidas en la esfera

de un espacio de Banach con valores en el espacio y en 1974 L. Harris [66] extien-

de los dos conceptos de rango numérico a las funciones continuas de un espacio

topológico en un espacio de Banach. El ambiente más general en el que se estudia

el rango numérico y que permite recuperar todos los conceptos ya citados, es el

de los llamados espacios de rango numérico, que aparecen implícitamente en el

trabajo clásico de H. Bohnenblust y S. Karlin [23] y que son formalmente intro-

ducidos en los artículos de C. Aparicio, F. Ocaña, J. Martínez, J. Mena, R. Payá y

A. Rodríguez-Palacios [9] y [97].

1.1.3 Definición. Un espacio de rango numérico es un par (X, u) donde X es un

espacio de Banach y u es un elemento fijo de SX. Definimos el rango numérico de
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un elemento x ∈ X relativo a (X, u) como el subconjunto de escalares dado por

V(X, u, x) := {x∗(x) : x∗ ∈ D(X, u)},

donde

D(X, u) := {x∗ ∈ X∗ : ‖x∗‖ = x∗(u) = 1}

es el conjunto w∗-cerrado y convexo formado por los estados de X relativos a u.

Es un hecho bien conocido que el conjunto de los estados de un punto u está

relacionado con la derivada direccional de la norma en u. Por la importancia que

tendrá en la presente memoria, recogemos dicha relación en el siguiente resul-

tado, que se puede encontrar en el libro de N. Dunford y J. Schwartz [43, Theo-

rem V.9.5]. Como la demostración que allí aparece es algo tediosa, creemos opor-

tuno dar una demostración detallada, que no es más que una mera adaptación de

la dada por H. Bohnenblust y S. Karlin para [23, Theorem 1].

1.1.4 Teorema ( [43, Theorem V.9.5] ). Sea X un espacio de Banach y sea u ∈ SX.

Entonces,

máx{Re x∗(x) : x∗ ∈ D(X, u)} = lı́m
α→0+

‖u + αx‖ − 1
α

(x ∈ X).

Demostración. Observamos en primer lugar que esta igualdad depende única-

mente de la estructura real del espacio X pues, claramente,

D(XR, u) = {Re x∗ : x∗ ∈ D(X, u)}.

Podemos pues suponer que X es un espacio real. Fijados x ∈ X y x∗ ∈ D(X, u),

para cada α > 0 se tiene que

x∗(x) =
x∗(u + αx)− 1

α
6
‖u + αx‖ − 1

α

y, tomando límite cuando α decrece a cero, deducimos que

x∗(x) 6 lı́m
α→0+

‖u + αx‖ − 1
α

,
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luego

máx{x∗(x) : x∗ ∈ D(X, u)} 6 lı́m
α→0+

‖u + αx‖ − 1
α

.

Para ver la desigualdad contraria, definimos la aplicación ϕ : X −→ R mediante

ϕ(x) = lı́m
α→0+

‖u + αx‖ − 1
α

(x ∈ X),

y observamos que, dados λ > 0, x, y ∈ X, ϕ verifica las siguientes propiedades:

(i ) ϕ(x) 6 ‖x‖,

(ii ) ϕ(λx) = λϕ(x),

(iii ) ϕ(x + y) 6 ϕ(x) + ϕ(y),

(iv ) ϕ(u + x) = ϕ(u) + ϕ(x).

La primera propiedad se deduce inmediatamente de la definición de ϕ y para

obtener (ii), observamos en primer lugar que ϕ(0) = 0 y en segundo lugar que,

fijado λ > 0, podemos escribir

ϕ(λx) = lı́m
α→0+

‖u + αλx‖ − 1
α

= λ lı́m
α→0+

‖u + αλx‖ − 1
αλ

= λϕ(x).

Para demostrar (iii), fijamos α > 0, observamos que

‖u + α(x + y)‖ − 1
α

=
‖2u + 2αx + 2αy‖ − 2

2α
6
‖u + 2αx‖ − 1

2α
+
‖u + 2αy‖ − 1

2α

y tomamos límite en esta desigualdad. Para establecer (iv), fijamos α > 0, escri-

bimos

‖u + αu + αx‖ − 1
α

=
‖u + α

1+α x‖ − 1
1+α

α
1+α

=
‖u + α

1+α x‖ − 1
α

1+α

+ 1

y tomamos límite para obtener que ϕ(u + x) = 1 + ϕ(x) = ϕ(u) + ϕ(x).

Ahora, fijado x0 ∈ X, consideramos el subespacio Mx0 = R(u + x0) y el fun-

cional lineal definido sobre Mx0 por

g
(
λ(u + x0)

)
= λϕ(u + x0) (λ ∈ R)
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y observamos que las propiedades (ii) y (iii) nos dicen que ϕ es un funcional

sublineal que además verifica

g
(
λ(u + x0)

)
6 ϕ

(
λ(u + x0)

)
.

En efecto, si λ > 0 tenemos que g
(
λ(u + x0)

)
= ϕ

(
λ(u + x0)

)
gracias a (ii). Si

por el contrario λ < 0, podemos utilizar (ii) y (iii) para escribir

0 = ϕ(0) 6 ϕ
(
λ(u + x0)

)
+ ϕ

(
− λ(u + x0)

)
= ϕ

(
λ(u + x0)

)
− λϕ(u + x0),

luego

g
(
λ(u + x0)

)
= λϕ(u + x0) 6 ϕ

(
λ(u + x0)

)
.

Podemos por tanto aplicar el Teorema de Hahn-Banach para encontrar un fun-

cional lineal f sobre X de modo que

f (x) 6 ϕ(x) (x ∈ X) y f (u + x0) = g(u + x0) = ϕ(u + x0).

La primera condición nos dice que f (x) 6 ‖x‖ para cada x ∈ X y, por tanto, que

f es continuo con ‖ f ‖ 6 1; haciendo uso de la segunda condición, de la primera

y del hecho de que f (u) 6 1, obtenemos que

1 + ϕ(x0) = ϕ(u + x0) = f (u + x0)

= f (u) + f (x0) 6 f (u) + ϕ(x0) 6 1 + ϕ(x0).

Por tanto, se tiene que f (u) = 1 y que f (x0) = ϕ(x0), lo que concluye la demos-

tración.

En este capítulo trabajaremos con los conceptos de rango numérico en el am-

biente de las funciones acotadas definidas en la esfera de un subespacio de un

espacio de Banach con valores en el espacio. Comenzamos introduciendo la nota-

ción necesaria y dando las definiciones pertinentes. Dado un espacio de Banach

Y, cualquier subespacio X de Y nos provee de una isometría lineal J : X −→ Y

que nos indica la forma en la que X está incluido en Y. Este esquema nos permite
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definir la noción de superespacio: dados dos espacios de Banach X e Y, diremos

que Y es un superespacio para X si existe una isometría lineal J : X −→ Y, esto

es, si X identificado como J(X) es un subespacio de Y. Notemos que si X es un

subespacio de Y (o Y es un superespacio para X), entonces para cada u ∈ X, el

conjunto D(X, u) se identifica totalmente con D(J(X), Ju) que, gracias al Teore-

ma de Hahn-Banach, coincide con el conjunto de las restricciones a J(X) de los

elementos de D(Y, Ju). Fijados dos espacios X e Y en las condiciones anteriores,

escribiremos Π(X, Y) para denotar al conjunto SX × SY∗ dado por

Π(X, Y) := {(x, y∗) ∈ SX × SY∗ : y∗ ∈ D(Y, Jx)}

y, cuando X = Y y J = Id, escribiremos simplemente Π(Y) := Π(Y, Y). Denota-

remos por B(SX, Y) al espacio de Banach de las funciones acotadas definidas en

SX con valores en Y, dotado de la norma del supremo y escribiremos Cu(SX, Y)
para denotar a su subespacio cerrado formado por las funciones acotadas y uni-

formemente continuas.

1.1.5 Definición. Sea Y un espacio de Banach y X un subespacio cerrado. Se de-

fine el rango numérico espacial de una función f ∈ B(SX, Y) como el conjunto de

escalares

W( f ) :=
⋃

x∈SX

V(Y, Jx, f (x)) = {y∗( f (x)) : (x, y∗) ∈ Π(X, Y)} ,

y se define el rango numérico intrínseco de f como

V( f ) := V
(

B(SX, Y), J|SX , f
)

=
{

Φ( f ) : Φ ∈ D
(

B(SX, Y), J|SX

)}
.

1.1.6 Observación. El nombre de rango numérico intrínseco tiene su justificación

en el hecho de que no depende del subespacio de B(SX, Y) que se considere, esto

es, si M es un subespacio cerrado de B(SX, Y) que contiene a J|SX , entonces

V
(

B(SX, Y), J|SX , f
)

= V
(

M, J|SX , f
)

para cada f ∈ M.
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Por supuesto, si X = Y, J = Id y T es (la restricción a SX de) un operador

lineal y continuo, las definiciones anteriores coinciden con Definiciones 1.1.1 y

1.1.2. De hecho, las definiciones de rango numérico dadas por F. Bonsall, B. Cain

y H. Schneider [25] y por L. Harris [66], que hemos mencionado al principio de

esta introducción, se pueden ver como casos particulares dentro del ambiente

más general en el que estamos trabajando.

Fijado (x, y∗) ∈ Π(X, Y), la aplicación x ⊗ y∗ de B(SX, Y) en K dada por

[x ⊗ y∗](g) := y∗(g(x))
(

g ∈ B(SX, Y)
)

es obviamente un elemento de D(B(SX, Y), J|SX) y, por tanto, dada f ∈ B(SX, Y),

se tiene que W( f ) ⊆ V( f ). Además, como V( f ) es claramente un conjunto cerra-

do y convexo, también se tiene la inclusión

co W( f ) ⊆ V( f ) (1.1)

para cada f ∈ B(SX, Y). Como comentaremos más adelante, hay muchas situa-

ciones en las que esta inclusión es una igualdad y nuestro objetivo principal en

este capítulo es estudiar bajo qué condiciones sobre los espacios X e Y y sobre la

función f se puede garantizar dicha igualdad.

Es claro que si se tiene la igualdad en (1.1) para una función f ∈ B(SX, Y),

entonces se verifica que

máx Re V( f ) = sup Re W( f )

y, gracias al Teorema 1.1.4, esta igualdad equivale a:

lı́m
α→0+

sup
x∈SX

‖Jx + α f (x)‖ − 1
α

= sup
x∈SX

lı́m
α→0+

‖Jx + α f (x)‖ − 1
α

. (1.2)

Observamos también que, en algunas circunstancias, esta identidad caracteriza a

la igualdad co W( f ) = V( f ), como indica el siguiente resultado de L. Harris [66].

1.1.7 Proposición ( [66, Proposition 1] ). Sea Y un espacio de Banach y sea X un

subespacio cerrado de Y con la inclusión J : X −→ Y. Si M es un subespacio de

B(SX, Y) con J|SX ∈ M, equivalen:
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a) V( f ) = co W( f ) para cada f ∈ M.

b) máx{|λ| : λ ∈ V( f )} 6 sup{|λ| : λ ∈ W( f )} para cada f ∈ M.

c) máx Re V( f ) 6 sup Re W( f ) para cada f ∈ M.

d) Cualquier f ∈ M verifica la igualdad (1.2).

Comenzamos nuestro estudio repasando las situaciones en las que se sabe que

se da la igualdad en (1.1). En el caso particular en el que X = Y y J = Id, F. Bauer

[14, Theorem 4.3] y G. Lumer [85, Lemma 12] prueban a comienzos de la década

de los 60 que si T es un operador lineal y continuo sobre X se cumple que

sup Re W(T) = lı́m
α→0+

‖Id + αT‖ − 1
α

,

lo que, gracias a la Proposición 1.1.7, nos dice que

V(T) = co W(T).

De una manera totalmente análoga, L. Harris [65, Theorem 2] demuestra en 1971

que se verifica la igualdad en (1.1) para funciones holomorfas en el interior de

BX que admiten una extensión uniformemente continua a BX. De hecho, dicha

igualdad es válida para funciones uniformemente continuas.

1.1.8 Teorema ( [66, Theorem 1] ). Sea X un espacio de Banach y sea f ∈ Cu(SX, X).

Entonces,

V( f ) = co W( f ).

En 2004 A. Rodríguez-Palacios demuestra que el resultado anterior sigue sien-

do válido cuando en la definición de rango numérico espacial se cambia Π(X) por

un subconjunto suyo cuya proyección sobre la primera coordenada es densa en

SX [116, Theorem 2.5].

En vista del Teorema 1.1.8, es razonable preguntarse si dado un espacio de Ba-

nach arbitrario X se verifica la igualdad V( f ) = co W( f ) para cada f ∈ B(SX, X).
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Esta cuestión fue resuelta por A. Rodríguez-Palacios en 2001 al demostrar en [115]

que dicha igualdad caracteriza a la suavidad uniforme. Recordemos que la nor-

ma de un espacio de Banach X es suave en un punto u de la esfera de X si D(X, u)
se reduce a un único punto, y es Fréchet suave o Fréchet diferenciable en u si el límite

lı́m
α→0

‖u + αx‖ − 1
α

(1.3)

existe uniformemente en x ∈ BX. Si lo anterior ocurre para cada u ∈ SX, se dice

que la norma de X es Fréchet diferenciable y si el límite en (1.3) es uniforme

en x ∈ BX y en u ∈ SX se dice que X es uniformemente suave. Estos conceptos

han demostrado ser muy útiles en el estudio de la geometría de los espacios de

Banach; buena prueba de ello es la gran cantidad de información que se puede

encontrar acerca de ellos en la literatura, como por ejemplo en [15, §2], [39], [47,

§8,§10] o [99, §5].

1.1.9 Teorema ( [115, Theorem 5] ). Sea X un espacio de Banach. Equivalen:

(i ) La igualdad co W( f ) = V( f ) se verifica para toda f ∈ B(SX, X).

(ii ) X es uniformemente suave.

Dentro del ambiente más general en el que X es un subespacio propio de

Y, L. Harris da en [66, Theorems 2, 3] dos condiciones suficientes para que se

verifique la igualdad en (1.1); concretamente, dicha igualdad ocurre para cada

f ∈ Cu(SX, Y) cuando la dimensión de X es finita o cuando Y es uniformemente

suave.

1.1.10 Proposición ( [66, Theorem 2] ). Sea Y un espacio de Banach y sea X un

subespacio de dimensión finita. Entonces, para cada f ∈ Cu(SX, Y) se tiene que

V( f ) = co W( f ).

1.1.11 Proposición ( [66, Theorem 3] ). Sea Y un espacio de Banach uniforme-

mente suave. Entonces, para cada subespacio cerrado X y cada f ∈ Cu(SX, Y)
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se verifica que

co W( f ) = V( f ).

Concluimos aquí nuestro breve repaso acerca de los resultados conocidos so-

bre la igualdad de rangos co W( f ) = V( f ).

1.2. Igualdad de rangos para operadores

En esta sección nos centramos en la situación general en la que Y es un es-

pacio de Banach y X es un subespacio propio y pretendemos estudiar bajo qué

condiciones sobre X e Y se verifica la igualdad

V(T) = co W(T)

para todo operador T ∈ L(X, Y). Este problema se puede enfocar desde dos pun-

tos de vista: por una parte, podemos fijar el espacio X y estudiar qué hipótesis

sobre él aseguran la igualdad que queremos para cada superespacio Y y cada

operador T ∈ L(X, Y); por otra parte, podemos considerar fijo el espacio Y y bus-

car condiciones que aseguren que V(T) = co W(T) para cada subespacio cerrado

X y cada operador T ∈ L(X, Y). Como consecuencia inmediata de la Proposi-

ción 1.1.10, tenemos que los espacios de dimensión finita responden al primer

esquema y nuestro primer objetivo es demostrar que son los únicos.

1.2.1 Teorema. Sea X un espacio de Banach de dimensión infinita. Entonces, exis-

ten un superespacio Y y un operador T ∈ L(X, Y) de modo que co W(T) 6= V(T).

Para demostrar este resultado necesitaremos el siguiente lema.

1.2.2 Lema. Sea X un espacio de Banach de dimensión infinita. Entonces, existe

un operador S ∈ L(X, c0) que no alcanza su norma.
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Demostración. Como X es de dimensión infinita, podemos utilizar el Teorema de

Josefson-Nissenzweig (véase [40, §XII] por ejemplo) para encontrar una sucesión

{x∗n} en SX∗ que converge a 0 en la topología débil*, y considerar el operador de

norma uno S : X −→ c0 dado por

[Sx](n) =
n

n + 1
x∗n(x)

(
x ∈ X, n ∈ N

)
.

La convergencia débil* a 0 de la sucesión {x∗n} nos asegura que S está bien defi-

nido y es claro que no alcanza su norma.

Demostración del Teorema 1.2.1. Tomemos un operador de norma uno S ∈ L(X, c0)
que no alcance su norma, consideremos el espacio Y = X⊕ c0 dotado de la norma

‖(x, t)‖ = máx {‖x‖, ‖Sx‖∞ + ‖t‖∞} (x ∈ X, t ∈ c0),

con la inclusión natural Jx = (x, 0) para cada x ∈ X y definamos el operador

T ∈ L(X, Y) por

Tx = (0, Sx) (x ∈ X).

Es suficiente demostrar que

sup
x∈SX

lı́m
α→0+

‖Jx + αTx‖ − 1
α

= 0 y lı́m
α→0+

sup
x∈SX

‖Jx + αTx‖ − 1
α

= 1.

Para ello, fijado x ∈ SX, como ‖Sx‖∞ < 1 podemos encontrar α0 > 0 de modo

que para cada α < α0 se tiene que

(1 + α)‖Sx‖∞ 6 1

y, por tanto,

‖Jx + αTx‖ = ‖(x, αSx)‖ = máx{1, (1 + α)‖Sx‖∞} = 1,

luego

lı́m
α→0+

‖Jx + αTx‖ − 1
α

= 0;
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deducimos entonces que

sup
x∈SX

lı́m
α→0+

‖Jx + αTx‖ − 1
α

= 0.

Para demostrar la otra igualdad, fijamos α > 0 y observamos que

‖J + αT‖ = sup
x∈SX

‖Jx + αTx‖ = sup
x∈SX

máx{1, (1 + α)‖Sx‖∞} = 1 + α,

de donde deducimos que

lı́m
α→0+

‖J + αT‖ − 1
α

= 1.

1.2.3 Observación. Con un poco más de esfuerzo se puede probar que el super-

espacio Y del teorema anterior puede ser construido de modo que Y/X tenga

dimension 1.

Demostración. Consideramos dos casos dependiendo de la reflexividad de X.

CASO 1: Suponemos en primer lugar que X no es reflexivo y utilizamos el Teo-

rema de James para encontrar un funcional x∗ ∈ SX∗ que no alcanza su norma.

Definimos ahora el espacio Y = X ⊕K dotado de la norma

‖(x, t)‖ = máx{‖x‖, |x∗(x)|+ |t|}
(
x ∈ X, t ∈ K

)
,

que contiene a X como subespacio con la inclusión natural y definimos el opera-

dor T ∈ L(X, Y) por

Tx = (0, x∗(x))

para cada x ∈ X. De modo análogo a como se hace en la demostración del Teore-

ma 1.2.1 se comprueba que máx Re V(T) = 1 y sup Re W(T) = 0.

CASO 2: Supongamos ahora que X es reflexivo. Como X tiene dimensión infinita,

el Teorema de separación-(1 + ε) de Elton-Odell (véase [40, §XIV], por ejemplo)
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nos dice que existen ε0 > 0 y una sucesión {x∗n}n>0 de elementos de SX∗ verifi-

cando que

‖x∗n − x∗m‖ > 1 + ε0
(
n 6= m

)
.

Como X es reflexivo, para cada n ∈ N existe xn ∈ SX de modo que

|(x∗n − x∗0)(xn)| = ‖x∗n − x∗0‖ > 1 + ε0

y, por tanto, tenemos que

|x∗0(xn)| > |(x∗n − x∗0)(xn)| − |x∗n(xn)| > 1 + ε0 − 1 = ε0. (1.4)

Por otro lado, si para cada n ∈ N definimos y∗n ∈ SX∗ por

y∗n =
x∗n − x∗0
‖x∗n − x∗0‖

,

es claro que se tiene y∗n(xn) = 1. Utilizamos la reflexividad de X otra vez para ase-

gurar que X + c0, con lo que se puede deducir de la demostración del Teorema

de Elton-Odell que {x∗n}n>0 es una sucesión básica que, por ser X∗ también refle-

xivo, converge a cero en la topología débil (véase [122, Theorem II.7.2]). Usando

esto, y que

‖x∗n − x∗0‖ > 1 + ε0 y ‖x∗0‖ = 1,

obtenemos que

lı́m y∗n(x) < 1
(
x ∈ BX

)
.

Este hecho nos asegura que el operador S ∈ L(X, `∞) dado por

[Sx](n) =
n

n + 1
y∗n(x)

(
x ∈ X, n ∈ N

)
no alcanza su norma.

Definimos ya el superespacio Y = X ⊕K dotado de la norma

‖(x, t)‖ = máx{‖x‖, ‖Sx‖∞ + |t|}
(
x ∈ X, t ∈ K

)
,
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consideramos J ∈ L(X, Y) la inclusión natural y T ∈ L(X, Y) el operador dado

por

Tx = (0, x∗0(x)) (x ∈ X).

Para acabar la demostración basta probar que

sup Re W(T) = 0 y sup Re V(T) > ε0

y utilizar la Proposición 1.1.7. Usando que S no alcanza su norma, no resulta

difícil comprobar que

sup Re W(T) = sup
x∈SX

lı́m
α→0+

‖Jx + αTx‖ − 1
α

= 0.

Para calcular máx Re V(T), fijamos α > 0 y observamos que

‖J + αT‖ > ‖Jxn + αTxn‖ =
∥∥(xn, αx∗0(xn)

)∥∥
> ‖Sxn‖+ α|x∗0(xn)| > ‖Sxn‖+ αε0

donde en la última desigualdad se utiliza (1.4). Tomando límite en la desigualdad

anterior y teniendo en cuenta que ‖Sxn‖ −→ 1, deducimos que

‖J + αT‖ > 1 + αε0 (α > 0)

luego tenemos que

máx Re V(T) = lı́m
α→0+

‖J + αT‖ − 1
α

> ε0.

Volviendo a nuestro problema, la Proposición 1.1.10 y el Teorema 1.2.1 resuel-

ven completamente el caso en el que el subespacio X se considera fijo, hecho que

recogemos en el siguiente corolario.

1.2.4 Corolario. Sea X un espacio de Banach. Entonces, se verifica la igualdad

co W(T) = V(T) para cada superespacio Y y cada operador T ∈ L(X, Y) si, y

sólo si, la dimensión de X es finita.
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Ahora nos planteamos qué ocurre cuando fijamos el superespacio Y, esto es,

queremos estudiar qué espacios de Banach Y verifican que para cada subespacio

X y cada operador T ∈ L(X, Y) se tiene la igualdad

V(T) = co W(T). (1.5)

La situación en este caso es bien diferente, pues gracias a la Proposición 1.1.11

sabemos que además de los espacios de dimensión finita los espacios de Banach

uniformemente suaves verifican la condición que queremos. Con esto en mente,

si uno pretende encontrar otros espacios para los que se verifique la igualdad

(1.5), parece razonable buscar alguna clase de espacios que contenga a los espa-

cios de dimensión finita y a los uniformemente suaves, esto es, buscar propieda-

des comunes a ambas clases de espacios. Una propiedad de tipo isométrico que

tienen en común los espacios uniformemente suaves y los de dimensión finita

es la subdiferenciabilidad fuerte de la norma en todo punto de la esfera unidad.

Este concepto, que fue introducido por D. Gregory en [60], es una generalización

de la diferenciabilidad Fréchet de la norma en la que no se exige suavidad. Con-

cretamente, la norma de un espacio de Banach Y es fuertemente subdiferenciable en

u ∈ SY si existe el límite

lı́m
α→0+

‖u + αy‖ − 1
α

uniformemente en y ∈ BY; cuando esto ocurra para cada u ∈ SY, diremos que

la norma de Y es fuertemente subdiferenciable. Es claro que la norma de Y es

Fréchet diferenciable en u si, y sólo si, es a la vez suave y fuertemente subdife-

renciable en el punto u. Esta propiedad ha sido estudiada en profundidad en [53]

y se pueden encontrar algunas aplicaciones en [56, 57]. En [53], C. Franchetti y

R. Payá dan el siguiente resultado para estudiar la subdiferenciabilidad fuerte,

análogo al Lema de Šmulian, que incluimos para su uso posterior.

1.2.5 Lema ( [53, Theorem 1.2] ). Sea Y un espacio de Banach. Entonces, la norma

de Y es fuertemente subdiferenciable en un punto u si, y sólo si, para cada ε > 0,
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existe δ > 0 verificando

y∗ ∈ BY∗ , Re y∗(u) > 1− δ =⇒ dist
(
y∗, D(Y, u)

)
< ε.

Aunque los espacios de dimensión finita y los espacios uniformemente sua-

ves tienen norma fuertemente subdiferenciable, esta última propiedad no asegura

que la igualdad (1.5) se verifique para todos los subespacios y todos los operado-

res.

1.2.6 Ejemplo. La norma del espacio Y = `2 ⊕∞ (`2 ⊕1 `2) es fuertemente sub-

diferenciable y se puede encontrar un subespacio cerrado X de Y y un operador

T ∈ L(X, Y) verificando que co W(T) 6= V(T).

Demostración. Para probar que la norma de Y es fuertemente subdiferenciable,

basta ver Y como suma absoluta de espacios con norma fuertemente subdiferen-

ciable y utilizar las Proposiciones 2.2 y 2.3 de [53].

Definimos ahora el operador S ∈ SL(`2) que no alcanza su norma por

[Sx](n) =
n

n + 1
x(n)

(
x ∈ `2, n ∈ N

)
y consideramos el subespacio cerrado de Y definido por

X := {(x, Sx, 0) : x ∈ `2}

con la inclusión natural en Y. Definimos finalmente el operador T : X −→ Y

mediante

T(x, Sx, 0) = (0, 0, Sx)
(
x ∈ X

)
,

y bastará probar que

sup Re W(T) = 0 y máx Re V(T) = 1.

Veamos la primera igualdad: dado x ∈ S`2 podemos encontrar αx > 0 de modo

que (1 + αx)‖Sx‖ < 1 y, por tanto, para cada 0 < α < αx tenemos que

‖(x, Sx, 0) + αT(x, Sx, 0)‖ = ‖(x, Sx, αSx)‖ = máx{1, (1 + α)‖Sx‖} = 1,
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lo que nos permite concluir que

lı́m
α→0+

‖(x, Sx, 0) + αT(x, Sx, 0)‖ − 1
α

= 0

y la arbitrariedad de x ∈ S`2 nos da sup Re W(T) = 0. Para la segunda igualdad,

fijado α > 0, observamos que si {en}n∈N es la base usual de `2 entonces

‖J + αT‖ > ‖(J + αT)(en, Sen, 0)‖ = (1 + α)
n

n + 1
(n ∈ N),

luego ‖J + αT‖ > 1 + α y, por tanto,

1 = ‖T‖ > máx Re V(T) = lı́m
α↓0

‖J + αT‖ − 1
α

> 1.

Si bien la propiedad que estamos estudiando es de tipo isométrico, podemos

plantearnos si existe alguna propiedad de tipo isomórfico que la implique. Entre

las propiedades de tipo isomórfico que deben tener tanto los espacios de dimen-

sión finita como los espacios uniformemente suaves, la más relevante es la refle-

xividad. Parece natural plantearse si en todo espacio reflexivo se verifica la igual-

dad (1.5) para cada subespacio cerrado suyo y cada operador. Nada más lejos de

la realidad, ya que el espacio `2 ⊕∞ (`2 ⊕1 `2) es reflexivo (de hecho, superreflexi-

vo) y el Ejemplo 1.2.6 nos dice que no se verifica la condición que queremos. Aún

nos podemos preguntar si la reflexividad es una condición necesaria para que se

verifique la propiedad que estamos estudiando y, aunque no hemos sido capaces

de resolver esta cuestión, el siguiente resultado parece indicar que la respuesta

puede ser positiva.

1.2.7 Proposición. En todo espacio no reflexivo Y se puede encontrar una norma

equivalente de modo que existen un subespacio cerrado X y un operador T en

L(X, Y) verificando que co W(T) 6= V(T).

Demostración. Tomamos un subespacio V de Y de codimensión dos y observamos

que Y es isomorfo a V ⊕∞ (K⊕1 K). Como V no es reflexivo, podemos encontrar
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v∗0 ∈ SV∗ que no alcance su norma y considerar el subespacio cerrado de Y dado

por

X = {(v, v∗0(v), 0) : v ∈ V}

con la inclusión natural. Si definimos el operador T : X −→ Y por

T(v, v∗0(v), 0) = (0, 0, v∗0(v))
(
x ∈ X

)
,

es sencillo comprobar siguiendo las ideas dadas en los ejemplos anteriores que

máx Re V(T) = 1 y sup Re W(T) = 0.

Observamos que c0 con su norma usual es isométricamente isomorfo al es-

pacio c0 ⊕∞ (K⊕1 K), luego un razonamiento análogo al de las demostraciones

anteriores nos permite dar el siguiente ejemplo.

1.2.8 Ejemplo. Existe un subespacio cerrado de c0 y un operador T ∈ L(X, c0) de

modo que co W(T) 6= V(T).

1.3. Una condición suficiente: La propiedad de

Bishop-Phelps-Bollobás

En esta sección pretendemos introducir y estudiar una propiedad de tipo iso-

métrico que garantiza que en un espacio de Banach Y se verifique la igualdad

co W( f ) = V( f ) para todo subespacio cerrado X y toda función f ∈ Cu(SX, Y).

Veremos también que esta propiedad es una generalización de la suavidad uni-

forme y de la dimensión finita. La motivación de esta propiedad viene dada por

la versión cuantitativa del Teorema clásico de Bishop-Phelps [21, 22] dada por

B. Bollobás [24] (la versión que aparece más abajo puede encontrarse en [27, §16]).

1.3.1 Teorema (Bishop-Phelps-Bollobás). Sea Y un espacio de Banach y sea ε > 0.
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Para cualesquiera y0 ∈ SY e y∗0 ∈ SY∗ verificando que

Re y∗0(y0) > 1− ε2

4
,

existe (y, y∗) ∈ Π(Y) de modo que

‖y− y0‖ < ε y ‖y∗ − y∗0‖ < ε.

El teorema anterior ha desempeñado un papel fundamental en el desarrollo

de algunos aspectos de la geometría de los espacios de Banach (véase [54, 106,

107]); citemos, por ejemplo, que ha resultado particularmente útil en el estudio de

las normas fuertemente subdiferenciables [53] y en el estudio del rango numérico

espacial de operadores [27, §16 y §17]. Digamos también que la demostración de

la igualdad co W( f ) = V( f ) para toda f ∈ Cu(SY, Y) dada en [66, Theorem 1],

usa el Teorema de Bishop-Phelps-Bollobás; para operadores lineales y continuos,

dicha igualdad se puede deducir también de [82, Theorem 8], resultado que a

su vez es consecuencia del Teorema de Bishop-Phelps-Bollobás. Motivados por

todos estos hechos hacemos la siguiente definición.

1.3.2 Definición. Sea Y un espacio de Banach y sea X un subespacio cerrado suyo

con la inclusión J : X −→ Y. Decimos que (X, Y) es un par de Bishop-Phelps-

Bollobás (usaremos al abreviación par BPB) si para cada ε > 0 existe δ > 0 de modo

que cualesquiera que sean x0 ∈ SX e y∗0 ∈ SY∗ verificando que Re y∗0(Jx0) > 1− δ,

existe (x, y∗) ∈ Π(X, Y) tal que

‖x0 − x‖ < ε y ‖y∗0 − y∗‖ < ε.

Diremos que un espacio de Banach Y tiene la propiedad de Bishop-Phelps-Bollobás

(usaremos la abreviación propiedad BPB) si para cada subespacio cerrado X de Y,

(X, Y) es un par BPB.

Obsérvese que la diferencia fundamental entre la definición anterior y el Teo-

rema de Bishop-Phelps-Bollobás es que el punto que aparece debe quedarse en el
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subespacio X.

El siguiente resultado, cuya demostración sigue las ideas de [66, Theorem 1],

nos concreta la relación que hay entre la propiedad BPB y la igualdad de rangos

numéricos.

1.3.3 Teorema. Sea (X, Y) un par BPB. Entonces,

co W( f ) = V( f )

para toda f ∈ Cu(SX, Y).

La clave de la demostración de este teorema es un lema establecido por L. Ha-

rris en 1974 que en nuestro ambiente se lee como sigue.

1.3.4 Lema ( [66, Lemma 1] ). Sea Y un espacio de Banach, sea X un subespacio

cerrado suyo con inclusión J : X −→ Y y sea f ∈ Cu(SX, Y). Entonces, para cada

Φ ∈ D(Cu(SX, Y), J|SX) y cada ε > 0 existen x ∈ SX e y∗ ∈ SY∗ verificando que

Re Φ( f ) 6 Re y∗
(

f (x)
)
+ ε y |1− y∗(Jx)| < ε.

Demostración del Teorema 1.3.3. Si llamamos J a la inclusión de X en Y y fijamos

f ∈ Cu(SX, Y) y Φ ∈ D(Cu(SX, Y), J|SX), gracias a la Proposición 1.1.7, sólo tene-

mos que demostrar que

Re Φ( f ) 6 sup Re W( f ). (1.6)

Para ello, dado n ∈ N, utilizamos el Lema 1.3.4 para encontrar un punto xn ∈ SX

y un funcional y∗n ∈ SY∗ de modo que

y∗n(Jxn) −→ 1 y Re Φ( f ) 6 Re y∗n( f (xn)) +
1
n

. (1.7)

Por una parte, como (X, Y) es un par BPB, obtenemos una sucesión
{
(x̃n, ỹ ∗n )

}
n∈N

de elementos de Π(X, Y) tal que

{xn − x̃n}n∈N −→ 0 y {y∗n − ỹ ∗n }n∈N −→ 0



46 Capítulo 1. Rango numérico espacial y rango numérico intrínseco

y, por otra parte, se tiene que

Re Φ( f ) 6 Re ỹ ∗n ( f (x̃n)) + Re[y∗n − ỹ ∗n ]( f (x̃n)) + Re y∗n( f (xn)− f (x̃n)) + 1/n

6 sup Re W( f ) + ‖y∗n − ỹ ∗n ‖ ‖ f ‖∞ + ‖ f (xn)− f (x̃n)‖+ 1/n

para cada n ∈ N. Finalmente, la desigualdad (1.6) se obtiene sin más que utilizar

la continuidad uniforme de f .

Como consecuencia inmediata de los Teoremas 1.3.3 y 1.2.1 obtenemos el si-

guiente corolario.

1.3.5 Corolario. Sea X un espacio de Banach de dimensión infinita. Entonces,

existe un superespacio Y para X de modo que (X, Y) no es un par BPB.

El Teorema 1.3.3 nos asegura que los ejemplos que hemos dado en la sección

anterior para los que existen un subespacio cerrado y un operador que no verifica

la igualdad de rangos, carecen de la propiedad BPB.

1.3.6 Ejemplos.

a) Los espacios `2 ⊕∞ (`2 ⊕1 `2) y c0 no tienen la propiedad BPB.

b) Todo espacio no reflexivo admite una norma equivalente con la que carece

de la propiedad BPB.

El espacio c0 es un ejemplo bastante significativo de espacio sin la propiedad

BPB, pues falla dicha propiedad de la manera más “fuerte” en la que puede ha-

cerlo. Concretamente:

1.3.7 Ejemplo. Existe un subespacio X de c0 y un funcional y∗ ∈ Sc∗0 tal que

‖y∗|X‖ = 1 pero dist
(
y∗, {z∗ ∈ Sc∗0 : z∗ alcanza su norma sobre X}

)
= 2.



1.3. La propiedad de Bishop-Phelps-Bollobás 47

Demostración. Comenzamos observando que c0 es isométricamente isomorfo a

Y = c0 ⊕∞ R y que, entonces Y∗ = `1 ⊕1 R. Tomamos un funcional x∗0 ∈ S`1 que

no alcance su norma sobre c0, definimos el subespacio de Y dado por

X = {(x, x∗0(x)) : x ∈ c0}

con la inclusión natural y consideramos el funcional y∗ = (0, 1) ∈ Y∗ que verifica

‖y∗|X‖ = 1.

Por otra parte, si (x∗, a) ∈ Y∗ es un funcional cualquiera y (x, x∗0(x)) es un ele-

mento arbitrario de X, podemos hacer la siguiente estimación:

|(x∗, a)(x, x∗0(x))| 6 |x∗(x)|+ |a| |x∗0(x)| < ‖x∗‖+ |a| = ‖(x∗, a)‖

que es válida salvo que ocurra a = 0. Por tanto, cualquier funcional (x∗, a) ∈ Y∗

que alcance su norma sobre X verifica necesariamente que a = 0, lo que nos

permite deducir que

dist
(
y∗, {z∗ ∈ SY∗ : z∗ alcanza su norma sobre X}

)
= 2.

En el siguiente resultado, que nos servirá para presentar los primeros ejemplos

de espacios con la propiedad BPB, relacionamos dicha propiedad con la subdife-

renciabilidad fuerte de la norma.

1.3.8 Proposición. La norma de un espacio de Banach Y es fuertemente subdi-

ferenciable si, y sólo si, para cada subespacio de dimensión finita X ⊆ Y el par

(X, Y) es BPB.

Demostración. Suponemos en primer lugar que la norma de Y es fuertemente sub-

diferenciable, tomamos un subespacio X de dimensión finita con la inclusión

J : X −→ Y y fijamos ε > 0. Dado que la norma de Y es fuertemente subdife-

renciable, el Lema 1.2.5 nos asegura que para cada x ∈ SX existe δx > 0 tal que

y∗ ∈ SY∗ , Re y∗(Jx) > 1− δx =⇒ dist
(
y∗, D(Y, Jx)

)
< ε. (1.8)
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Por tanto, si para cada x ∈ SX definimos

Ax =
{

z ∈ SX : ‖Jz− Jx‖ < mı́n
{

ε,
δx

2

}}
,

tendremos que SX =
⋃

x∈SX
Ax y la compacidad de SX asegura la existencia de

x1, . . . , xn ∈ SX de modo que

SX =
n⋃

i=1

Axi .

Veamos ya que δ = mı́n
{

δxi
2 : i = 1, . . . , n

}
cumple la condición de la propiedad

BPB. Para ello, dados x0 ∈ SX e y∗0 ∈ SY∗ tales que

Re y∗0(Jx0) > 1− δ,

tomamos j ∈ {1, . . . , n} de modo que x0 ∈ Axj , es decir,

‖x0 − xj‖ = ‖Jx0 − Jxj‖ < mı́n
{

ε,
δxj

2

}
,

y tendremos que Re y∗0(Jxj) > 1− δxj , por lo que (1.8) nos asegura la existencia

de y∗ ∈ D(Y, Jxj) verificando que ‖y∗ − y∗0‖ < ε.

Para demostrar la otra implicación, es suficiente fijar x0 ∈ SY y demostrar que

x0 expone fuertemente a D(Y, x0) (Lema 1.2.5). Para ello, definimos

X = lin(x0)

y, fijado ε > 0, tomamos el δ > 0 dado por la definición de par BPB para (X, Y)
y ε/2. En particular, si y∗0 ∈ SY∗ verifica que Re y∗0(x0) > 1 − δ, entonces existe

(x, y∗) ∈ Π(X, Y) de modo que

‖x − x0‖ < ε/2 y ‖y∗ − y∗0‖ < ε/2,

y como x ∈ lin(x0), existirá λ ∈ T tal que x = λx0 y, por tanto,

|λ− 1| = ‖λx0 − x0‖ = ‖x − x0‖ < ε/2.

Tenemos entonces que

λy∗ ∈ D(Y, x0) y ‖λy∗ − y∗0‖ 6 ‖λy∗ − y∗‖+ ‖y∗ − y∗0‖ < ε/2 + ε/2 = ε.
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Es un hecho bien conocido que los espacios de dimensión finita tienen norma

fuertemente subdiferenciable (véase [53, pp. 48] si se quiere) y, con esto en mente,

la Proposición 1.3.8 nos dice que tienen la propiedad BPB.

1.3.9 Corolario. Los espacios de Banach de dimensión finita tienen la propiedad

de Bishop-Phelps-Bollobás.

Observamos que la Proposición 1.3.8 nos dice que el hecho de que el par (X, Y)
sea BPB para subespacios de dimensión finita impone fuertes restricciones sobre

la geometría de Y. Esto contrasta con la información que nos proporciona la Pro-

posición 1.1.10: la igualdad de rangos es válida para todas las funciones unifor-

memente continuas definidas en la esfera de un subespacio de dimensión finita.

Con estas ideas, podemos demostrar que el recíproco del Teorema 1.3.3 no se ve-

rifica.

1.3.10 Ejemplo. Sea Y un espacio de Banach cuya norma no sea fuertemente

subdiferenciable en un punto y0 ∈ SY y sea X = lin(y0). Entonces, la Proposi-

ción 1.1.10 nos dice que co W( f ) = V( f ) para cada f ∈ Cu(SX, Y) y la Proposi-

ción 1.3.8 nos asegura que el par (X, Y) no es BPB.

Teniendo en cuenta la Proposición 1.1.11 y el Teorema 1.3.3, podemos plan-

tearnos si los espacios uniformemente suaves tienen la propiedad BPB; no es di-

fícil ver que la respuesta es afirmativa.

1.3.11 Proposición. Si Y es un espacio de Banach uniformemente suave, entonces

Y tiene la propiedad BPB.

Usaremos en la demostración de este resultado el hecho bien conocido de que

el espacio dual de un espacio uniformemente suave es uniformemente convexo.
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Recordamos que un espacio de Banach X es uniformemente convexo si para cada

ε > 0 existe δ > 0 de modo que

x, y ∈ SX con ‖x + y‖ > 2− δ =⇒ ‖x − y‖ < ε.

Demostración de la Proposición 1.3.11. Fijado ε > 0, utilizamos que Y∗ es uniforme-

mente convexo para encontrar δ > 0 de modo que

x∗, y∗ ∈ SY∗ y ‖x∗ + y∗‖ > 2− δ =⇒ ‖x∗ − y∗‖ < ε.

Sea ahora X un subespacio cerrado de Y con la inclusión J : X −→ Y, y sean

x0 ∈ SX e y∗0 ∈ SY∗ tales que Re y∗0(Jx0) > 1− δ. Tomamos y∗ ∈ SY∗ de forma que

Re y∗(Jx0) = 1 (sólo hay un funcional que verifica esto) y obtenemos que

‖y∗ + y∗0‖ > Re(y∗ + y∗0)(Jx0) > 2− δ

y, por tanto, ‖y∗ − y∗0‖ < ε.

Obsérvese que en la demostración anterior la relación ε − δ no depende del

subespacio X que se considere. El siguiente resultado muestra que este hecho es

exclusivo de los espacios uniformemente suaves.

1.3.12 Teorema. Si Y es un espacio de Banach que tiene la propiedad BPB de mo-

do que la relación entre ε y δ no depende del subespacio cerrado que se considere,

entonces Y es uniformemente suave.

Demostración. La Proposición 4.1 de [53] nos dice que es suficiente demostrar que

el límite

lı́m
t→0+

‖u + ty‖ − 1
t

=: τ(u, y)

existe uniformemente en y ∈ BY y u ∈ SY (esto es, probar que la norma de Y es

“uniformemente fuertemente subdiferenciable”). Para ello, fijamos ε > 0, consi-

deramos 0 < δ < 2 dado por la propiedad BPB “uniforme” y, para cada y ∈ BY,
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cada u ∈ SY y cada 0 < t < δ
2 , tomamos

yt =
u + ty
‖u + ty‖ ∈ SY e y∗t ∈ D(Y, yt).

Es inmediato comprobar que

Re y∗t (u) = Re y∗t (u + ty)− Re y∗t (ty) > ‖u + ty‖ − t > 1− t− t > 1− δ,

luego si tomamos X = lin(u), la propiedad BPB nos asegura la existencia de

(x, z∗t ) ∈ Π(X, Y) verificando que

‖x − u‖ < ε y ‖z∗t − y∗t ‖ < ε.

Como x ∈ lin(u), existirá λ ∈ T tal que x = λu, lo que nos dice que

λz∗t ∈ D(Y, u) y |1− λ| = ‖u− λu‖ = ‖u− x‖ < ε,

luego

‖y∗t − λz∗t ‖ 6 ‖y∗t − z∗t ‖+ ‖z∗t − λz∗t ‖ < ε + ε = 2ε.

Usamos ahora los hechos

‖u + ty‖ − 1
t

=
Re y∗t (u + ty)− 1

t
6 Re y∗t (y) y τ(u, y) > Re λz∗t (y)

para obtener que

0 6
‖u + ty‖ − 1

t
− τ(u, y) 6 Re y∗t (y)− Re λz∗t (y) 6 ‖y∗t − λz∗t ‖ < 2ε.

Las Proposiciones 1.3.8 y 1.3.11 nos dicen que la propiedad BPB se encuentra

en algún punto intermedio entre la subdiferenciabilidad fuerte de la norma y

la suavidad uniforme, por lo que parece razonable preguntarse si hay alguna

relación entre la diferenciabilidad Fréchet de la norma y la propiedad BPB. Por

un lado, sabemos que todos los espacios de dimensión finita tienen la propiedad

BPB, luego ésta no implica diferenciabilidad Frechét de la norma; por otro lado,

el siguiente ejemplo nos indica que la implicación contraria tampoco es posible.
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1.3.13 Ejemplo. El espacio de Banach

Y =
[⊕

k∈N

`2
k+1

]
`2

tiene norma Fréchet diferenciable y no tiene la propiedad BPB.

Demostración. Por un lado, la norma de Y es Fréchet diferenciable como conse-

cuencia de [53, Theorem 2.4] y [99, Exercise 5.39]. Por otro lado, consideramos el

subespacio cerrado de Y dado por

X := {x ∈ Y : x(k)1 = x(k)2, k ∈ N}

con la inclusión natural en Y y recordamos que el dual de Y es

Y∗ =
[⊕

k∈N

`2
k+1

k

]
`2

.

Si para cada n ∈ N tomamos xn ∈ SX e y∗n ∈ SY∗ definidos por

y∗n(k) =


(1, 0) si k = n

(0, 0) si k 6= n

y xn(k) =


(

1
21/(n+1) , 1

21/(n+1)

)
si k = n

(0, 0) si k 6= n

se tiene que

{y∗n(xn)} =
{

1
21/(n+1)

}
−→ 1.

Nuestro objetivo es probar que para todo n ∈ N y todo (x, y∗) ∈ Π(X, Y), se

tiene que

‖y∗ − y∗n‖ >
2−

√
2

2
,

de donde se deduce de forma clara que el par (X, Y) no es BPB. En efecto, por

una parte, como x está en el subespacio X, podemos encontrar λ ∈ T de modo

que

x(n) = ‖x(n)‖n+1

(
λ

21/(n+1)
,

λ

21/(n+1)

)
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y, por otra parte, usamos que (x, y∗) ∈ Π(X, Y) y la dualidad en el espacio de

Banach Y para deducir que

[y∗(n)]
(
x(n)

)
= ‖y∗(n)‖ n+1

n
‖x(n)‖n+1.

Se tiene entonces que

y∗(n) = ‖y∗(n)‖ n+1
n

(
λ

2
n

n+1
,

λ

2
n

n+1

)
,

luego

|y∗(n)1| 6
1

2
n

n+1
6

1√
2

y, por tanto,

‖y∗ − y∗n‖ > ‖y∗(n)− (1, 0)‖ n+1
n

> |y∗(n)− 1| > 1− 1√
2

.

Observamos que los espacios de las dos clases que verifican la propiedad BPB

son reflexivos, luego cabe también preguntarse qué relación hay entre la propie-

dad BPB y la reflexividad. No hemos sido capaces de dar respuesta a esta pre-

gunta más allá de la pequeña información que da el Ejemplo 1.3.6, esto es, que

todo espacio no reflexivo se puede renormar equivalentemente para que carezca

de la propiedad BPB.

En otro orden de cosas, a poco que se piense la definición de par BPB, resulta

natural esperar que si el subespacio X está “bien metido” en el espacio Y, enton-

ces el par (X, Y) será BPB. Nuestro siguiente objetivo es demostrar que un par

(X, Y) es BPB siempre que X sea un ideal absoluto de Y. Recordamos las defi-

niciones necesarias para nuestra discusión: se dice que una norma | · | en R2 es

absoluta cuando verifica

|(a, b)| = |(|a|, |b|)| (1.9)

para cualesquiera a, b ∈ R, y

|(1, 0)| = |(0, 1)| = 1. (1.10)
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Geométricamente, (1.9) significa que la bola unidad de R2 para la norma | · | es

simétrica respecto de los ejes de coordenadas, mientras que (1.10) es una normali-

zación natural. En [27, §21] el lector encontrará un detenido estudio de las normas

absolutas en R2, que tienen utilidad en bastantes cuestiones relacionadas con el

rango numérico. Destacamos algunas propiedades bien conocidas sobre normas

absolutas que serán relevantes en nuestra discusión: cualquier norma absoluta

| · | es creciente y continua en cada variable y verifica que

máx{|a|, |b|} 6 |(a, b)| 6 |a|+ |b| (a, b ∈ R).

Recordemos que un operador P ∈ L(Y) es una proyección si P2 = P y P es una

proyección absoluta cuando existe una norma absoluta | · | en R2 verificando que

‖y‖ = |(‖Py‖, ‖y− Py‖)|
(
y ∈ Y

)
y, en tal caso, se dice también que P(Y) es un sumando absoluto de Y. La noción

general de proyección absoluta fue introducida por R. Evans [46] y estudiada con

más detenimiento en [103, 104]. Los casos particulares más importantes se pre-

sentan cuando la norma absoluta | · | es una de las clásicas, y han recibido mucha

más atención. Cuando | · | es la norma de la suma (resp. la del máximo) se habla

de L-proyecciones y L-sumandos (resp. M-proyecciones y M-sumandos), conceptos

que marcan el punto de partida de una extensa e importante teoría [17, 64]. Las

Lp-proyecciones, para 1 < p < ∞, también han sido ampliamente estudiadas [18].

Finalmente, decimos que X es un ideal absoluto de Y si X⊥ es un sumando absolu-

to de Y∗; en tal caso, si escribimos Y∗ = Z ⊕ X⊥ no resulta difícil demostrar que

la aplicación ϕ : Z −→ X∗ dada por

ϕ(z∗) = z∗|X
(
z∗ ∈ Z

)
es una isometría sobreyectiva, por lo que podemos ver a X∗ como subespacio de

Y∗ y escribir Y∗ = X∗ ⊕ X⊥. Cuando la norma que aparece en la descomposición

de Y∗ es la de la suma se habla de M-ideal, concepto que ha sido estudiado en

profundidad [64].



1.3. La propiedad de Bishop-Phelps-Bollobás 55

1.3.14 Proposición. Si Y es un espacio de Banach y X es un ideal absoluto suyo,

entonces el par (X, Y) es BPB.

En la demostración de este resultado necesitaremos el siguiente lema.

1.3.15 Lema. Sea E = (R2, | · |a) donde | · |a es una norma absoluta. Si escribimos

b0 = máx{b > 0 : |(1, b)|a = 1}

y definimos

A(δ) = {(a, b) ∈ BE : a > 1− δ, b > b0} (δ > 0),

entonces para cada ε > 0 existe δ > 0 de modo que diam(A(δ)) < ε (ver figura

abajo).

Demostración. Suponemos por reducción al absurdo que el resultado no es cierto

y encontramos ε0 > 0 de modo que diam(A( 1
n )) > ε0 para cada n ∈ N. De aquí

deducimos que existe (an, bn) ∈ A( 1
n ) verificando que |(an, bn) − (1, b0)|a > ε0

2 ,

luego
ε0

2
6 |an − 1|+ |bn − b0| (n ∈ N). (1.11)

Tomamos {(aσn , bσn)} una sucesión parcial de {(an, bn)} que sea convergente y

observamos que su límite será de la forma (1, b) y pertenecerá a SE. Usando (1.11)

y el hecho de que (aσn , bσn) ∈ A( 1
σn

), es inmediato comprobar que

ε0

2
6 |b− b0| y b > b0,

de lo que se deduce que b es estrictamente mayor que b0, una contradicción.

Demostración de la Proposición 1.3.14. Como X es un ideal absoluto de Y, existe

una norma absoluta | · |a en R2 de modo que Y∗ = X∗ ⊕ X⊥ y

‖(x∗, x⊥)‖ =
∣∣(‖x∗‖, ‖x⊥‖)

∣∣
a

(
x∗ ∈ X∗, x⊥ ∈ X⊥).
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1− δ

b0

A(δ)

Figura 1.1: Normas absolutas

Fijado 0 < ε < 1, tomamos δ1 > 0 dado por el Lema 1.3.15 aplicado a ε/3, y

definimos

δ := mı́n
{

δ1,
ε2

36

}
.

La demostración acabará si para cualesquiera x0 ∈ SX e y∗0 = (x∗0 , x⊥0 ) ∈ SY∗

verificando que

Re y∗0(x0) = Re x∗0(x0) > 1− δ,

encontramos (x, y∗) ∈ Π(X, Y) de modo que

‖y∗ − y∗0‖ < ε y ‖x − x0‖ < ε.
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Para ello, como tenemos que

‖x0‖ =
∥∥∥∥ x∗0
‖x∗0‖

∥∥∥∥ = 1 y Re
x∗0
‖x∗0‖

(x0) > Re x∗0(x0) > 1− δ > 1− ε2

36
,

si aplicamos el Teorema de Bishop-Phelps-Bollobás (Teorema 1.3.1), encontramos

(x, x∗) ∈ Π(X) de modo que

‖x − x0‖X <
ε

3
y

∥∥∥∥x∗ − x∗0
‖x∗0‖

∥∥∥∥
X∗

<
ε

3
, luego ‖x∗ − x∗0‖X∗ 6

2ε

3
.

Distinguimos dos casos. Si suponemos en primer lugar que ‖x⊥0 ‖ 6 b0, tomamos

y∗ := (x∗, x⊥0 ) y observamos que Re y∗(x) = 1, ‖y∗‖ =
∣∣(1, ‖x⊥0 ‖)

∣∣
a = 1 y

‖y∗ − y∗0‖Y∗ = ‖x∗ − x∗0‖X∗ <
2ε

3
.

Si por el contrario ‖x⊥0 ‖ > b0, tomamos y∗ :=
(

x∗, b0
‖x⊥0 ‖

x⊥0

)
, que claramente

verifica Re y∗(x) = 1 = ‖y∗‖. Observamos ahora que (1, b0) y (‖x∗0‖, ‖x⊥0 ‖) per-

tenecen al conjunto A(δ), cuyo diámetro es menor que ε/3 por el Lema 1.3.15,

luego tenemos que∣∣‖x⊥0 ‖ − b0
∣∣ 6 ∣∣(1, b0)− (‖x∗0‖, ‖x⊥0 ‖)

∣∣
a <

ε

3

de donde deducimos que

‖y∗ − y∗0‖Y∗ =
∣∣(‖x∗ − x∗0‖X∗ , ‖x∗0‖ − b0)

∣∣
a 6 ‖x∗ − x∗0‖X∗ +

∣∣‖x⊥0 ‖ − b0
∣∣ < ε.

Sin más que aplicar el Teorema 1.3.3 y la Proposición 1.3.14 obtenemos el si-

guiente corolario.

1.3.16 Corolario. Sea Y un espacio de Banach y sea X un ideal absoluto de Y.

Entonces,

co W( f ) = V( f )

para cada f ∈ Cu(SX, Y).
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Ejemplos interesantes de ideales absolutos son los espacios M-embebidos y

L-embebidos. Un espacio de Banach X está M-embebido si es un M-ideal de X∗∗ y

está L-embebido si X∗∗ = X ⊕1 Z para algún subespacio cerrado Z de X∗∗.

1.3.17 Corolario. Si X es un espacio M-embebido o un espacio L-embebido, en-

tonces (X, X∗∗) es un par BPB. Por tanto,

co W( f ) = V( f )

para cada f ∈ Cu(SX, X∗∗).

En vista del resultado anterior y teniendo en cuenta la identificación canónica

X∗∗∗ = X∗ ⊕ X⊥ dada por la proyección de Dixmier, cabe preguntarse si el par

(X, X∗∗) es BPB para cada espacio de Banach X; el siguiente ejemplo demuestra

que esto no es así.

1.3.18 Ejemplo. Sea X el espacio de Banach definido por

X =
[⊕

k∈N

(
c0 ⊕ k+1

k
`1
)]

`2
.

Entonces, el par (X, X∗∗) no es BPB.

Demostración. En primer lugar calculamos los duales sucesivos de X:

X∗ =
[⊕

k∈N

(
`1 ⊕k+1 `∞

)]
`2

, X∗∗ =
[⊕

k∈N

(
`∞ ⊕ k+1

k
`∗∞
)]

`2

y

X∗∗∗ =
[⊕

k∈N

(
`∗∞ ⊕k+1 `∗∗∞

)]
`2

.

En segundo lugar, escribimos e1 = (1, 0, . . . ) ∈ `∞ y u1 = (1, 0, . . . ) ∈ `1 y, fijado
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x⊥0 ∈ Sc⊥0
, para cada n ∈ N definimos y∗∗∗n ∈ SX∗∗∗ y xn ∈ SX por

y∗∗∗n (k) =


1

21/(n+1)

(
x⊥0 , e1

)
si k = n

(0, 0) si k 6= n

y xn(k) =


(0, u1) si k = n

(0, 0) si k 6= n

que satisfacen

{y∗∗∗n (xn)} =
{

1
21/(n+1)

}
−→ 1.

Por otra parte, fijados y∗∗∗ ∈ SX∗∗∗ y x ∈ SX con y∗∗∗(x) = 1, vamos a demostrar

que

‖y∗∗∗ − y∗∗∗n ‖ >
1

21/(n+1)
(n ∈ N). (1.12)

Obsérvese que los dos hechos anteriores implican claramente que el par (X, X∗∗)
no es BPB, luego para acabar la demostración bastará probar (1.12). Para ello,

utilizamos que y∗∗∗(x) = 1 y que X∗∗∗ es una suma tipo `2 de espacios para

deducir que

y∗∗∗(n)1
(
x(n)1

)
+ y∗∗∗(n)2

(
x(n)2

)
= y∗∗∗(n)

(
x(n)

)
= ‖y∗∗∗(n)‖ ‖x(n)‖ (1.13)

para cada n ∈ N. Esto, junto con la dualidad en una suma tipo `n+1, nos dice que

y∗∗∗(n)1
(
x(n)1

)
= ‖y∗∗∗(n)1‖ ‖x(n)1‖ (1.14)

y∗∗∗(n)2
(
x(n)2

)
= ‖y∗∗∗(n)2‖ ‖x(n)2‖

para cada n ∈ N. Fijamos ahora n ∈ N y distinguimos dos casos: suponemos en

primer lugar que ‖x(n)1‖ 6= 0 y, utilizando (1.14), obtenemos que

y∗∗∗(n)1

(
x(n)1

‖x(n)1‖

)
= ‖y∗∗∗(n)1‖,

esto es, que el funcional y∗∗∗(n)1 ∈ `∗∞ alcanza su norma sobre c0 y, por tanto, es

ortogonal a x⊥0 ∈ c⊥0 ; deducimos entonces que

‖y∗∗∗ − y∗∗∗n ‖ >

∥∥∥∥y∗∗∗(n)1 −
1

21/(n+1)
x⊥0

∥∥∥∥ = ‖y∗∗∗(n)1‖+
1

21/(n+1)
>

1
21/(n+1)

.
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Si por el contrario ‖x(n)1‖ = 0, utilizando (1.13) obtenemos que

y∗∗∗(n)2
(
x(n)2

)
= y∗∗∗(n)

(
x(n)

)
= ‖y∗∗∗(n)‖ ‖x(n)‖ = ‖y∗∗∗(n)‖ ‖x(n)2‖,

lo que nos asegura que y∗∗∗(n)1 = 0 y, por tanto,

‖y∗∗∗ − y∗∗∗n ‖ >

∥∥∥∥y∗∗∗(n)1 −
1

21/(n+1)
x⊥0

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥ 1

21/(n+1)
x⊥0

∥∥∥∥ =
1

21/(n+1)
.

1.4. Problemas abiertos

Comentamos brevemente algunas de las preguntas que surgen de los resulta-

dos presentados en este capítulo. La primera de ellas concierne a la igualdad de

rango numérico para operadores:

1.4.1 Problema. Sea Y un espacio de Banach de modo que se verifica la igualdad

co W(T) = V(T)

para cada subespacio X y cada operador T ∈ L(X, Y). ¿Es Y reflexivo?

Recordemos que la Proposición 1.2.7 nos dice que todo espacio no reflexivo

puede ser renormado para fallar la igualdad de rangos para operadores, aunque

su demostración parece difícilmente adaptable al caso que nos ocupa pues conlle-

va el uso de una norma concreta. Por otra parte, como apenas tenemos ejemplos

de espacios de Banach para los que se tiene la igualdad de rangos, la búsqueda

de un posible contraejemplo parece también complicada.

1.4.2 Problema. ¿Es reflexivo todo espacio con la propiedad BPB?

En este caso también sabemos que un espacio no reflexivo se puede renormar

para que carezca de la propiedad BPB y, de nuevo, la repuesta a nuestra pregunta

no parece fácil.
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Las cuestiones anteriores se facilitarían en gran medida si tuviéramos una ga-

ma más amplia de ejemplos de espacios con la propiedad BPB.

1.4.3 Problema. Obtener nuevos ejemplos de espacios con la propiedad BPB.

Comprobar que un espacio tiene la propiedad BPB resulta difícil por tener que

trabajar con todos los subespacios de un espacio dado. Recordemos que la Propo-

sición 1.3.8 nos dice que un espacio tiene la propiedad BPB para los subespacios

de dimensión finita si, y sólo si, su norma es fuertemente subdiferenciable. Parece

pues razonable plantearse si ocurre algo parecido para otras clases de subespa-

cios:

1.4.4 Problema. Caracterizar los espacios de Banach Y tales que (X, Y) es un par

BPB para cada subespacio X de codimensión finita.

Finalmente, sabemos que no todos los pares de la forma (X, X∗∗) son BPB,

pero no sabemos qué ocurre con la igualdad de rangos.

1.4.5 Problema. ¿Es cierta la igualdad

co W( f ) = V( f )

para toda función f ∈ Cu(SX, X∗∗) y todo espacio de Banach X? En particular,

¿qué ocurre si nos restringimos a operadores lineales y continuos?





Capı́tulo 2
Índice numérico de los espacios de

Banach

Dedicamos este capítulo al estudio del índice numérico de los espacios de Ba-

nach. Comenzamos con una introducción en la que aparecerán las definiciones

necesarias, así como un resumen de los resultados sobre índice numérico conoci-

dos antes de la elaboración de la presente memoria. A continuación calculamos

el índice numérico para algunos espacios de funciones con valores vectoriales

así como para algunas normas concretas en R2 y mostramos algunos resultados

novedosos sobre espacios de Banach con índice numérico cero. Acabamos el capí-

tulo exponiendo la situación en la que se encuentra el estudio del índice numérico

de los espacios Lp(µ).

2.1. Introducción

Comenzamos recordando la definición de rango numérico de un operador

sobre un espacio de Banach, que ya vimos en el capítulo anterior. Aunque dimos

dos definiciones diferentes (rango numérico espacial y rango numérico intrínseco

63
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o de álgebra), el objeto de estudio de este capítulo será el radio numérico, que

definiremos enseguida, y que no depende de la versión de rango numérico que se

tome. Optamos entonces por la más sencilla de ellas, el rango numérico espacial.

2.1.1 Definición. Dado un espacio de Banach X y un operador T ∈ L(X), se

define su rango numérico como el conjunto de escalares

W(T) := {x∗(Tx) : x ∈ SX, x∗ ∈ SX∗ , x∗(x) = 1}.

Escribiremos, por comodidad,

Π(X) := {(x, x∗) ∈ SX × SX∗ : x∗(x) = 1},

subconjunto de X × X∗ que no es vacío gracias al Teorema de Hahn-Banach. Con

esta notación, podemos escribir el rango numérico de un operador T ∈ L(X)
como

W(T) = {x∗(Tx) : (x, x∗) ∈ Π(X)}.

En analogía con el radio espectral, el radio numérico de T será

v(T) := sup{|λ| : λ ∈ W(T)}.

Es fácil ver que v es una seminorma continua en L(X), de hecho, se tiene que

v(T) 6 ‖T‖

para todo operador T ∈ L(X).

El siguiente resultado, que puede encontrarse en [26], nos dice que el radio

numérico de un operador puede calcularse usando solamente un conjunto denso

en la esfera unidad del espacio. Damos su enunciado explícitamente puesto que

será de gran utilidad en el desarrollo de este capítulo.

2.1.2 Lema ( [26, Lemma 9.2] ). Sea X un espacio de Banach y Γ un subconjunto

de Π(X) cuya proyección sobre la primera coordenada sea densa en SX. Entonces

sup{Re x∗(Tx) : (x, x∗) ∈ Γ} = lı́m
α→0+

‖Id + αT‖ − 1
α
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para todo operador T ∈ L(X). En particular,

v(T) = sup{|x∗(Tx)| : (x, x∗) ∈ Γ}.

Muchas veces el radio numérico es de hecho una norma equivalente a la nor-

ma usual de operadores, y para cuantificar este hecho se define el índice numérico

de un espacio de Banach.

2.1.3 Definición. El índice numérico de un espacio de Banach X es el número real

n(X) dado por

n(X) := ı́nf{v(T) : T ∈ SL(X)},

o, de forma equivalente,

n(X) = máx{k > 0 : k‖T‖ 6 v(T) ∀T ∈ L(X)}.

Es claro que siempre se tendrá 0 6 n(X) 6 1; el valor n(X) = 1 significa

que radio numérico y norma coinciden en L(X), mientras que se tiene n(X) = 0

cuando v no es una norma equivalente a la usual de operadores.

Pasamos a comentar los resultados conocidos sobre el índice numérico, fruto

del trabajo de numerosos autores. En primer lugar, era conocido aún antes de la

definición de índice numérico, que para un espacio de Hilbert H, de dimensión

mayor que 1, se tiene n(H) = 0 en caso real y n(H) = 1/2 si H es complejo (véase

[62, p.114]).

Se sabe que los espacios de Banach complejos siempre tienen índice numéri-

co positivo. De hecho, G. Lumer [85] probó que n(X) > 1/4 para todo espacio

de Banach complejo X, y B. Gilckfield [55] en 1970 mejoró esta acotación hasta

n(X) > e−1, haciendo uso de una desigualdad clásica para álgebras normadas

debida a H. Bohnenblust y S. Karlin [23]. El propio B. Glickfeld demuestra en [55,

§2] que e−1 es la mejor constante posible, dando un ejemplo de espacio de Ba-

nach complejo con índice numérico e−1. Ese mismo año, J. Duncan, C. McGregor,
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J. Pryce y A. White [42] determinan totalmente el conjunto de posibles valores del

índice numérico:

{n(X) : X espacio de Banach complejo } = [e−1, 1],

{n(X) : X espacio de Banach real } = [0, 1].

Aún se puede hacer una última observación que resalta todavía más la di-

ferencia existente entre los espacios de Banach reales y complejos en relación al

índice numérico. Si X es un espacio de Banach complejo y notamos por XR al

espacio real subyacente, entonces se tiene que n(XR) = 0. La comprobación de

este hecho es sencilla: el operador T ∈ L(XR) dado por

Tx = i x
(
x ∈ XR

)
tiene norma 1 y radio numérico 0. En la sección 2.3 profundizaremos en el estudio

de los espacios de Banach con índice numérico cero y de los operadores con radio

numérico cero.

Pasemos ahora a comentar algunos ejemplos de espacios de Banach “clási-

cos” para los que su índice numérico es conocido. El primer ejemplo interesante

de espacio de Banach en el que radio numérico y norma de operadores coinci-

den (es decir, con índice numérico 1) aparece en el citado trabajo de J. Duncan,

C. McGregor, J. Pryce y A. White [42]: C(K), el espacio de Banach de las funcio-

nes continuas sobre un espacio compacto de Hausdorff K, dotado de la norma

uniforme. Para encontrar nuevos ejemplos, los autores de [42] utilizan la relación

que hay entre el índice numérico de un espacio y el de su dual. Concretamente,

dado un espacio de Banach X y un operador T ∈ L(X), como consecuencia del

Lema 2.1.2, se tiene que v(T∗) = v(T), donde T∗ ∈ L(X∗) denota al operador

adjunto de T. De esto se deduce inmediatamente que

n(X∗) 6 n(X).

Es un descubrimiento muy reciente que esta desigualdad puede ser estricta: en

[31, Example 3.1], K. Boyko, V. Kadets, M. Martín y D. Werner prueban que el
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espacio de Banach

X =
{
(x, y, z) ∈ c⊕∞ c⊕∞ c : lı́m x + lı́m y + lı́m z = 0

}
tiene índice numérico 1 mientras que n(X∗) < 1 (aquí c denota al espacio de

Banach de las sucesiones convergentes dotado de la norma del supremo). No

obstante, es claro que tendremos n(X) = 1 siempre que sea n(X∗) = 1. En parti-

cular, un espacio de Banach tendrá índice numérico 1 si alguno de sus sucesivos

duales es isométrico a un espacio del tipo C(K). Así, los espacios de la forma

L1(µ) (µ medida positiva) y sus preduales isométricos tienen todos índice numé-

rico 1 [42, Theorem 2.2]. Más ejemplos de espacios con índice numérico uno son

las álgebras de funciones [126], entre las que se encuentra el álgebra del disco [27,

Theorem 32.9].

En dimensión finita, los espacios con índice numérico 1 pueden incluso carac-

terizarse de forma intrínseca, sin necesidad de usar operadores (resultado debi-

do a C. McGregor [98]): un espacio de dimensión finita X tiene índice numérico

1 si, y sólo si, |x∗(x)| = 1 para cualesquiera puntos extremos x ∈ ext(BX) y

x∗ ∈ ext(BX∗) de la bola unidad de X y X∗ respectivamente. En [84] G. López,

M. Martín y R. Payá tratan de extender esta idea al caso infinito dimensional,

obteniendo condiciones necesarias para que un espacio de Banach tenga índice

numérico 1: si X es un espacio de Banach con índice numérico 1, entonces

(i ) |x∗(x)| = 1 para cualesquiera x∗ ∈ ext(BX∗) y x ∈ dent(BX).

(ii ) |x∗∗(x∗)| = 1 para cualesquiera x∗∗ ∈ ext(BX∗∗) y x∗ ∈ w∗ − dent(BX∗).

Donde dent(BX) (resp. w∗ − dent(BX∗)) es el conjunto de los puntos dientes de

BX (resp. los puntos débil estrella dientes de BX∗). Combinando el resultado ante-

rior con una condición suficiente para que un espacio real contenga (un subespa-

cio isomorfo) a c0 ó `1, los autores obtienen importantes restricciones isomórficas

para los espacios de Banach reales de dimensión infinita con índice numérico 1.

Concretamente, si X es un tal espacio, entonces el cociente X∗∗/X no es separable.

De esto se deduce que no todos los espacios reales admiten una norma equiva-
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lente con índice numérico 1, en particular, este es el caso de los espacios reflexivos

reales de dimensión infinita.

Otros resultados sobre espacios reales de dimensión finita con índice numé-

rico 1 se pueden encontrar en los trabajos de T. Oikhberg [102] y de S. Reisner

[112].

En [87] M. Martín estudia los espacios de Banach con índice numérico 1 que

satisfacen la propiedad de Radon-Nikodỳm, obteniendo diversas caracterizacio-

nes. Una de estas caracterizaciones viene dada por una condición intrínseca al

espacio, generalización obvia de la que se tiene para espacios de dimensión fi-

nita. De modo más preciso, si X es un espacio de Banach con la propiedad de

Radon-Nikodỳm, equivalen

(i ) n(X) = 1.

(ii ) |x∗∗(x∗)| = 1 para cada x∗ ∈ ext(BX∗) y cada x∗∗ ∈ ext(BX∗∗).

El citado ejemplo [31, Example 3.4] muestra también que esta caracterización no

es cierta para espacios de Banach arbitrarios.

En la búsqueda de nuevas familias de espacios de Banach a las que se les

pudiera calcular el índice numérico, M. Martín y R. Payá [95] estudian el com-

portamiento del índice numérico frente a ciertas operaciones. Más explícitamen-

te, demuestran que si {Xλ : λ ∈ Λ} es una familia arbitraria de espacios de

Banach, entonces

n
(
[⊕λ∈ΛXλ]c0

)
= n

(
[⊕λ∈ΛXλ]`1

)
= n

(
[⊕λ∈ΛXλ]`∞

)
= ı́nf

λ
n(Xλ).

Como aplicación de este resultado, en [95, example 3.b] los autores obtienen un

espacio de Banach real X que tiene índice numérico cero y tal que el radio nu-

mérico es una norma en L(X) que, obviamente, no será completa. En este mismo

trabajo, se calcula el índice numérico de algunos espacios de funciones con va-

lores vectoriales en términos del índice del espacio de llegada. De manera más

precisa, dados un espacio de Banach real o complejo X, un espacio topológico

compacto y de Hausdorff K, y una medida positiva µ, denotamos por C(K, X) y
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L1(µ, X) respectivamente al espacio de las funciones continuas sobre K con va-

lores en X y al espacio de las funciones µ-Bochner-integrables con valores en X;

entonces

n(C(K, X)) = n(L1(µ, X)) = n(X).

Siguiendo con el cálculo de índices de espacios de funciones con valores vecto-

riales, M. Martín y A. Villena [96, Theorem 2.3] demuestran que para cualquier

espacio de Banach X y para cualquier medida σ-finita µ se tiene

n(L∞(µ, X)) = n(X),

donde L∞(µ, X) es el espacio de las funciones medibles esencialmente acotadas

y con valores en X. En la subsección 2.2.2 extenderemos este tipo de resultados a

los espacios de funciones débilmente continuas.

En [86], M. Martín estudia la relación del índice numérico de un espacio de

Banach con el de sus subespacios, obteniendo, entre otros resultados, que el índice

numérico de un espacio de Banach es siempre menor o igual que el de cualquier

sumando absoluto suyo.

Es justo mencionar que, hasta la aparición del citado articulo [84], el índice

numérico no había sido estudiado desde el punto de vista isomórfico. Siguiendo

con este punto de vista, C. Finet, M. Martín y R. Payá [49] consideran, para cada

espacio de Banach, el conjunto de valores del índice numérico que pueden obte-

nerse por renormación equivalente, y estudian sus propiedades. Concretamente,

los autores demuestran que dicho conjunto de valores es siempre un intervalo,

que contiene a [0, 1/3[ en caso real y [e−1, 1/2[ en caso complejo. De hecho, de-

muestran que para la “mayoría” de los espacios de Banach el supremo de este

intervalo es 1. Todo esto se consigue analizando la relación del índice numérico

con dos propiedades geométricas de los espacios de Banach ampliamente estu-

diadas: la propiedad α y la propiedad β.

En [71] T. Huruya clama que el índice numérico de una C∗-álgebra vale 1

en caso de ser conmutativa, y vale 1/2 en caso de no ser conmutativa. Hemos
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de mencionar que una parte de la demostración dada en ese trabajo no parece

ser concluyente, pero en [79], A. Kaidi, A. Morales y A. Rodríguez Palacios dan

una demostración diáfana del resultado y lo extienden a JB∗-álgebras: el índice

numérico de una tal álgebra vale 1 o 1/2 dependiendo de que ésta sea o no con-

mutativa y asociativa. En este mismo trabajo se prueba que el índice numérico de

una JBW∗-álgebra (en particular de un álgebra de von Neumann) coincide con el

índice numérico de su predual isométrico.

Finalmente, es necesario destacar la escasa presencia en la literatura de cálculo

de índices numéricos en espacios concretos. En la subsección 2.2.1 calcularemos

explícitamente el índice numérico de algunas familias de espacios poliédricos de

dimensión dos. Es particularmente llamativo el hecho de que aún se desconoce el

índice numérico de algunos espacios tal familiares como Lp(µ) para p 6= 1, 2, ∞.

En este ámbito, es preciso mencionar los trabajos, muy recientes, de E. Ed-dari

[44] y E. Ed-dari, M. Khamsi [45], que aportan avances importantes en la deter-

minación de dichos índices, como veremos en la sección 2.4.

2.2. Cálculo de índices numéricos

En esta sección presentamos algunos de los resultados obtenidos referentes

al cálculo efectivo de índices numéricos. Cabe recordar que aún son escasos los

ejemplos de espacios concretos a los que se les ha calculado el índice numérico.

De hecho, se puede decir que, hasta ahora, cuando se conocía el índice numérico

de un espacio concreto es porque valía 0, 1/e, 1/2 ó 1. Con los resultados de la

primera parte de esta sección pretendemos mitigar en lo posible esta carencia.

La segunda parte de la sección estará dedicada al cálculo del índice numérico de

algunos espacios de funciones con valores vectoriales.
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2.2.1. Espacios con normas poliédricas

Nuestro objetivo es calcular explícitamente el índice numérico para algunos

espacios de dimensión dos. Para facilitar los cálculos haremos uso del siguiente

resultado, consecuencia del Teorema de Minkowski (cualquier subconjunto com-

pacto y convexo de Kn es la envolvente convexa de sus puntos extremos, véase

[124, Corollary 1.13], por ejemplo). No incluimos su demostración puesto que es

completamente rutinaria.

2.2.1 Lema. Sea X un espacio de Banach de dimensión finita. Para cada operador

T ∈ L(X) se tiene

‖T‖ = sup{‖Tx‖ : x ∈ ext(BX)},

v(T) = sup{|x∗(Tx)| : x ∈ ext(BX), x∗ ∈ ext(BX∗), x∗(x) = 1}.

Es claro que las expresiones anteriores serán tanto más sencillas cuantos me-

nos puntos extremos tengan la bola del espacio y la bola dual. La forma natural

de conseguir que la bola unidad de un espacio tenga “pocos” puntos extremos

es exigir que éste sea poliédrico. Recordemos que un espacio de Banach real X

es poliédrico si la intersección de BX con cualquier subespacio de dimensión finita

es un poliedro. Este es el caso del espacio c0. Algunas consideraciones sobre este

tipo de espacios se pueden encontrar en [51, §6], [52] y las referencias que allí

se dan. Si X tiene dimensión finita y es poliédrico, tanto BX como BX∗ tienen un

número finito de puntos extremos y el lema anterior será especialmente útil en

este caso. Si además X tiene dimensión dos, BX es un polígono y tiene, por tan-

to, el mismo número de lados que de vértices, de lo que se deduce, usando [124,

Corollary 1.19], que BX y BX∗ tienen el mismo número de puntos extremos.

Nosotros vamos a calcular el índice numérico para una familia de normas

hexagonales, dos familias de normas octagonales y la familia de los espacios cuya

bola unidad es un polígono regular con un número par de vértices.
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• Normas hexagonales

Para cada γ ∈ [0, 1], consideramos el espacio normado Xγ = (R2, ‖ · ‖γ),

donde la norma ‖ · ‖γ viene dada por

‖(x, y)‖γ = máx {|y|, |x|+ (1− γ)|y|}
(
(x, y) ∈ R2

)
.

γ

Figura 2.1: Normas hexagonales

Obsérvese que X0 es un espacio de tipo L1(µ) y que X1 es un espacio de tipo

C(K), luego se tiene n(X0) = n(X1) = 1 y además la bola unidad de ambos

espacios es un cuadrado. Cuando nos restringimos al caso 0 < γ < 1, obtenemos

normas hexagonales, es decir, la bola unidad asociada es un hexágono (véase la

Figura 2.1).

Usando la definición de la norma ‖ · ‖γ es sencillo calcular los puntos extre-

mos de BXγ , a saber,

ext(BXγ) = {±(γ, 1), ±(1, 0), ±(γ,−1)}.

Con ello, se obtiene que la norma dual de ‖ · ‖γ es

‖(x, y)‖′γ = máx {|x|, |y|+ γ |x|}
(
(x, y) ∈ R2

)
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y, por tanto, los puntos extremos de BX∗
γ

son

ext(BX∗
γ
) = {±(1, 1− γ), ±(0, 1),±(−1, 1− γ)}.

En particular, para cada 0 6 γ 6 1, se tiene que X∗
γ es isométrico a X1−γ .

2.2.2 Teorema. Dado γ ∈ [0, 1], sea Xγ definido como antes. Entonces,

n(Xγ) = máx
{

1
1 + 2γ

,
1

3− 2γ

}
.

Demostración. Como X∗
γ es isométrico a X1−γ, tenemos que

n(X1−γ) = n(X∗
γ) = n(Xγ),

luego basta demostrar que n(Xγ) =
1

3− 2γ
para cada 1

2 6 γ 6 1. Fijemos en-

tonces 1
2 6 γ 6 1 y empecemos demostrando que n(Xγ) >

1
3− 2γ

, esto es, para

cada T ∈ L(Xγ) se tiene que ‖T‖γ 6 (3 − 2γ) vγ (T). En efecto, si

(
a b

c d

)
es la

matriz que representa a T, utilizando el Lema 2.2.1 obtenemos que

‖T‖γ = máx
{
‖(aγ + b, cγ + d)‖γ , ‖(aγ− b, cγ− d)‖γ , ‖(a, c)‖γ

}
= máx

{
|cγ + d|, |aγ + b|+ (1− γ)|cγ + d|, |cγ− d|,

|aγ− b|+ (1− γ)|cγ− d|, |c|, |a|+ (1− γ)|c|
}

= máx
{
|c|γ + |d|, |aγ + b|+ (1− γ)|cγ + d|,

|aγ− b|+ (1− γ)|cγ− d|, |c|, |a|+ (1− γ)|c|
}

(2.1)

y que

vγ (T) = máx
{
|cγ + d|, |aγ + b + (1− γ)(cγ + d)|, |a + (1− γ)c|,

|d− cγ|, |aγ− b + (1− γ)(d− cγ)|, |a− (1− γ)c|
}

= máx
{
|c|γ + |d|, |aγ + b + (1− γ)(cγ + d)|,

|a|+ (1− γ)|c|, |aγ− b + (1− γ)(d− cγ)|
}

. (2.2)
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Utilizando la desigualdad triangular y (2.2) es claro que

|aγ + b| 6 |aγ + b + (1− γ)(cγ + d)|+ (1− γ)|cγ + d|

6 vγ (T) + (1− γ) vγ (T)

y, por tanto,

|aγ + b|+ (1− γ)|cγ + d| 6 (3− 2γ) vγ (T). (2.3)

Análogamente, se comprueba que

|aγ− b|+ (1− γ)|cγ− d| 6 (3− 2γ) vγ (T). (2.4)

Finalmente, es claro que

γ|c| 6 γ|c|+ |d| 6 vγ (T),

y esto, junto con la desigualdad 1
2 6 γ 6 1, nos dice que

|c| 6 1
γ

vγ (T) 6 (3− 2γ) vγ (T). (2.5)

En vista de (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) y (2.5) podemos deducir que

‖T‖γ 6 (3− 2γ) vγ (T),

como queríamos.

Para demostrar la otra desigualdad, n(Xγ) 6
1

3− 2γ
, consideramos el opera-

dor T : Xγ −→ Xγ cuya matriz asociada es 0
2− γ

3− 2γ
−1

γ(3− 2γ)
0

 .

Utilizando (2.1) y (2.2) no resulta difícil comprobar que

‖T‖γ = 1 y vγ (T) =
1

3− 2γ
,

lo que acaba la demostración.
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• Normas octagonales

Dado ξ ∈ [0, 1], consideramos el espacio normado Xξ = (R2, ‖ · ‖ξ), donde la

norma viene dada por la expresión

‖(x, y)‖ξ = máx
{
|x|, |y|, |x|+ |y|

1 + ξ

} (
(x, y) ∈ R2

)
.

Obsérvese que, de nuevo, X0 es un espacio de tipo L1(µ) y que X1 es un espacio

de tipo C(K) y, por tanto, n(X0) = n(X1) = 1. Dado 0 < ξ < 1, se comprueba sin

dificultad que

ext(BXξ
) = {±(1, ξ), ±(1,−ξ), ±(ξ, 1), ±(ξ,−1)},

con lo que la bola unidad de Xξ es un octágono con el aspecto que aparece en la

Figura 2.2.

ξ

ξ

Figura 2.2: Normas octagonales

La norma dual a ‖ · ‖ξ viene dada entonces por

‖(x, y)‖′ξ = máx{|x|+ ξ|y|, ξ|x|+ |y|}
(
(x, y) ∈ R2

)
,

y los puntos extremos de la bola dual son

ext(BX∗
ξ
) =

{
±(1, 0), ±(0, 1), ±

(
1

1 + ξ
,

1
1 + ξ

)
, ±

(
1

1 + ξ
,
−1

1 + ξ

)}
.
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2.2.3 Teorema. Dado ξ ∈ [0, 1], sea Xξ definido como antes. Entonces,

n(Xξ) = máx
{

ξ,
1− ξ

1 + ξ

}
.

Demostración. De nuevo, lo primero que necesitamos es una expresión apropiada

de la norma y del radio numérico de los operadores en Xξ . Dado un operador

T ∈ L(Xξ) con matriz asociada

(
a b

c d

)
, utilizamos el Lema 2.2.1 para obtener

‖T‖ξ = máx
{
|a|+ |b|ξ, |c|+ |d|ξ, |a+bξ|+|c+dξ|

1+ξ , |a−bξ|+|c−dξ|
1+ξ ,

|a|ξ + |b|, |c|ξ + |d|, |aξ+b|+|cξ+d|
1+ξ , |aξ−b|+|cξ−d|

1+ξ

}
, (2.6)

y

vξ(T) = máx
{
|a|+ |b|ξ, |a+dξ|+|bξ+c|

1+ξ , |d|+ |c|ξ, |aξ+d|+|b+cξ|
1+ξ

}
. (2.7)

Para demostrar la desigualdad n(Xξ) 6 máx
{

ξ, 1−ξ
1+ξ

}
, consideramos el opera-

dor U ∈ L(Xξ) cuya matriz asociada es

(
0 1

−1 0

)
. Usando las igualdades ante-

riores es inmediato comprobar que

‖U‖ξ = 1 y vξ(U) = máx
{

ξ, 1−ξ
1+ξ

}
,

lo que nos da

n(Xξ) 6 máx
{

ξ, 1−ξ
1+ξ

}
.

Con la finalidad de demostrar la desigualdad contraria, utilizamos (2.7) y que

ξ 6 1 para deducir que

ξ(|a|ξ + |b|) 6 |a|+ |b|ξ 6 vξ(T),

ξ(|c|+ |d|ξ) 6 |c|ξ + |d| 6 vξ(T)
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y, por tanto,

ξ

(
|a|ξ + |b|+ |c|ξ + |d|

1 + ξ

)
6

vξ(T) + ξvξ(T)
1 + ξ

= vξ(T),

ξ

(
|a|+ |b|ξ + |c|+ |d|ξ

1 + ξ

)
6

ξvξ(T) + vξ(T)
1 + ξ

= vξ(T).

Las desigualdades anteriores nos dicen que

ξ‖T‖ξ 6 vξ(T)

para cada operador T ∈ L(Xξ) y, por tanto,

n(Xξ) > ξ.

Ahora utilizamos (2.6) y (2.7) para deducir que

vξ

((
a b

c d

))
= vξ

((
d c

b a

))
y

∥∥∥∥∥
(

a b

c d

)∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
(

d c

b a

)∥∥∥∥∥ ,

luego podemos asumir que se verifica

|a|+ |c| > |b|+ |d|

sin pérdida de generalidad. Usando esta desigualdad, se comprueba sin dificul-

tad que(
1−ξ
1+ξ

) (
|b|+|d|+|a|ξ+|c|ξ

1+ξ

)
6
(

1−ξ
1+ξ

)
(|a|+ |c|) 6 |a|+|c|−|b|ξ−|d|ξ

1+ξ 6 vξ(T) (2.8)(
1−ξ
1+ξ

) (
|a|+|c|+|b|ξ+|d|ξ

1+ξ

)
6
(

1−ξ
1+ξ

)
(|a|+ |c|) 6 |a|+|c|−|b|ξ−|d|ξ

1+ξ 6 vξ(T).

Más aún, las desigualdades siguientes son ciertas:(
1−ξ
1+ξ

)
(|a|ξ + |b|) 6 vξ(T) (2.9)(

1−ξ
1+ξ

)
(|c|+ |d|ξ) 6 vξ(T).

Demostramos solamente la primera desigualdad, ya que la segunda se demuestra

de manera análoga. Para ello, distinguimos dos casos: si ocurre que

|a|ξ + |b| 6 |b|+ |d|+ |a|ξ + |c|ξ
1 + ξ

,
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de (2.8) deducimos la desigualdad buscada; en otro caso, se tiene

|b|+ |d|+ |a|ξ + |c|ξ
1 + ξ

6 |a|ξ + |b|,

lo que nos asegura que

|c|ξ + |d| 6 ξ(|a|ξ + |b|).

Usando esta desigualdad y (2.7) obtenemos que(
1−ξ
1+ξ

)
(|a|ξ + |b|) 6 |a|ξ+|b|−(|c|ξ+|d|)

1+ξ 6 vξ(T),

como queríamos. Utilizando ahora (2.6), (2.7), (2.8) y (2.9), queda claro que(
1−ξ
1+ξ

)
‖T‖ξ 6 vξ(T),

y, por tanto

n(Xξ) >
(

1−ξ
1+ξ

)
,

lo que concluye la demostración.

Teniendo en cuenta que en dimensión finita el índice numérico de un espacio

y el de su dual coinciden, el teorema anterior nos da el índice numérico de otra

familia de normas octagonales, la de las normas duales a las anteriores. Concre-

tamente, para cada $ ∈ [1/2, 1] consideramos Y$ = (R2, ‖ · ‖$) con norma dada

por

‖(x, y)‖$ = máx
{
|x|+ 1− $

$
|y|, |y|+ 1− $

$
|x|
} (

(x, y) ∈ R2
)

.

Dado $ ∈]1/2, 1[, la bola unidad de Y$ es un octágono (ver Figura 2.3) con

ext(BY$
) = {±(1, 0), ±(0, 1), ± ($, $) , ± ($,−$)} .

Se puede deducir que X∗
ξ = Y$ para $ =

1
1 + ξ

o, lo que es lo mismo, Y∗
$ = Xξ

para ξ =
1− $

$
. Ya podemos enunciar la consecuencia prometida.
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�

�

Figura 2.3: Más normas octagonales

2.2.4 Corolario. Dado $ ∈ [1/2, 1], sea Y$ definido como antes. Entonces,

n(Y$) = máx
{

1− $

$
, 2$− 1

}
.

• Polígonos regulares

La última familia a la que le vamos a calcular el índice numérico es la formada

por los espacios de Banach reales de dimensión dos cuyas bolas son polígonos

regulares. Como el número de puntos extremos de la bola unidad de un espacio

normado ha de ser par, sólo consideraremos polígonos con un número par de

vértices. Concretamente, dado un número natural n mayor o igual que 2, para

cada k = 1, 2, . . . , 2n, llamamos

xk =
(

cos
(

kπ
n

)
, sen

(
kπ
n

))
,

x∗k =
1

cos
(

π
2n
)(cos

(
kπ
n + π

2n

)
, sen

(
kπ
n + π

2n

))
,

y definimos Xn como el espacio de Banach real de dimensión dos cuya bola tiene

el siguiente conjunto de puntos extremos

ext(BXn) = {xk : k = 1, 2, . . . , 2n}.



80 Capítulo 2. Índice numérico de los espacios de Banach

Para poder determinar el conjunto de puntos extremos de BX∗
n utilizaremos el

siguiente lema.

2.2.5 Lema. Sea n un número natural mayor o igual que 2 y sea m ∈ Z. Entonces,∣∣cos
(mπ

n + π
2n
)∣∣ 6 cos

(
π
2n
)

.

Si, además, n es par, entonces∣∣sen
(mπ

n + π
2n
)∣∣ 6 cos

(
π
2n
)

.

Demostración. Observamos que la desigualdad∣∣cos
(mπ

n + π
2n
)∣∣ 6 cos

(
π
2n
)

es equivalente al siguiente hecho

mπ
n + π

2n /∈
]
− π

2n , π
2n
[

+ πZ,

que, a su vez, es equivalente a

2m + 1 /∈ ]− 1, 1[ + 2nZ,

y esta última afirmación es obviamente cierta para cada número entero m. De

manera similar, observamos que la desigualdad∣∣sen
(mπ

n + π
2n
)∣∣ 6 cos

(
π
2n
)

es equivalente a
mπ
n + π

2n /∈
]

π
2 −

π
2n , π

2 + π
2n
[

+ πZ,

lo que equivale a

2m + 1 /∈ ]n− 1, n + 1[ + 2nZ,

afirmación que es cierta para n par.
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Veamos ya cuáles son los puntos extremos de BX∗ . Para j, k ∈ {1, 2, . . . , 2n} se

tiene que

|x∗k (xj)| = 1
cos( π

2n)

∣∣∣cos
(

kπ
n + π

2n

)
cos

(
jπ
n

)
+ sen

(
kπ
n + π

2n

)
sen

(
jπ
n

)∣∣∣
= 1

cos( π
2n)

∣∣∣cos
(

(k−j)π
n + π

2n

)∣∣∣
y, por tanto, el lema anterior nos dice que |x∗k (xj)| 6 1. Además, identificando

x2n+1 con x1, para cada k ∈ {1, 2, . . . , 2n} se tiene

x∗k (xk) = 1 y x∗k (xk+1) = 1. (2.10)

Observamos que x∗k es el único elemento de X∗ que verifica lo anterior (es la única

solución de un sistema 2 × 2 compatible y determinado), luego necesariamente

ocurre que x∗k ∈ ext(BX∗). En efecto, si escribimos

x∗k = t y∗ + (1− t) z∗

con t ∈ [0, 1] e y∗, z∗ ∈ BX∗ , como

y∗(xk) 6 1, y∗(xk+1) 6 1 y z∗(xk) 6 1, z∗(xk+1) 6 1,

se tendrá que y∗ y z∗ satisfacen (2.10), de donde deducimos que y∗ = z∗ = x∗k .

Como sabemos que hay exactamente 2n puntos extremos en BX∗ , deducimos que

ext(BX∗
n) =

{
x∗k : k = 1, 2, . . . , 2n

}
.

Ya podemos enunciar y demostrar el resultado prometido.

2.2.6 Teorema. Sea n un número natural mayor o igual que 2, y sea Xn definido

como antes. Entonces,

n(Xn) =


tan

( π

2n

)
si n es par,

sen
( π

2n

)
si n es impar.
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Demostración. En primer lugar observamos que X2 es un espacio de tipo L1(µ)
y que X3 es isométricamente isomorfo al espacio de norma hexagonal Xγ para

γ = 1
2 , con lo que n(X2) = 1 y n(X3) = 1

2 . Podemos, pues, restringir nuestro

estudio al caso n > 4.

Sea T ∈ L(Xn) el operador cuya matriz asociada es

(
a b

c d

)
. Utilizando el

Lema 2.2.1 obtenemos que

‖T‖n = máx{|x∗k (Txj)| : j, k = 1, 2, . . . , 2n},

vn(T) = máx{|x∗k (Txj)| : k = 1, 2, . . . , 2n; j = k, k + 1},

por lo que para poder calcular la norma y el radio numérico del operador T ne-

cesitamos la forma explícita de x∗k (Txj). Si j, k ∈ {1, 2, . . . , 2n}, se tiene

x∗k (Txj) = 1
cos( π

2n)

(
a cos

(
kπ
n + π

2n

)
cos

(
jπ
n

)
+ b cos

(
kπ
n + π

2n

)
sen

(
jπ
n

)
+

c sen
(

kπ
n + π

2n

)
cos

(
jπ
n

)
+ d sen

(
kπ
n + π

2n

)
sen

(
jπ
n

))
de lo que deducimos que

x∗k (Txj) = 1
cos( π

2n)

(
a + d

2
cos

(
(k−j)π

n + π
2n

)
+

a− d
2

cos
(

(k+j)π
n + π

2n

)
+

b + c
2

sen
(

(k+j)π
n + π

2n

)
+

c− b
2

sen
(

(k−j)π
n + π

2n

))
. (2.11)

Veamos ya que n(Xn) 6 tan
(

π
2n
)

si n es par, y que n(Xn) 6 sen
(

π
2n
)

si n es impar.

Si consideramos el operador U ∈ L(Xn) con matriz asociada

(
0 1

−1 0

)
, para cada

k ∈ {1, . . . , 2n} se tiene que |x∗k (Uxk)| = |x∗k (Uxk+1)| = tan
(

π
2n
)

y, por tanto,

vn(U) = tan
( π

2n

)
.
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Si probamos que

‖U‖n =


1

cos
(

π
2n
) si n es impar,

1 si n es par,

tendremos la desigualdad deseada. En efecto, supongamos primero que n es im-

par, esto es, n = 2m + 1 para algún entero m. Utilizando (2.11), se tiene

|x∗k (Uxj)| = 1
cos( π

2n)

∣∣∣sen
(

(k−j)π
n + π

2n

)∣∣∣ 6 1
cos( π

2n)
j, k ∈ {1, . . . , 2n},

y la igualdad ocurre, por ejemplo, para k = m y j = 2n. Supongamos ahora que n

es par, utilizando (2.11) y el Lema 2.2.5, tenemos

|x∗k (Uxj)| = 1
cos( π

2n)

∣∣∣sen
(

(k−j)π
n + π

2n

)∣∣∣ 6 1 j, k ∈ {1, . . . , 2n},

y la igualdad ocurre, por ejemplo, para k = n/2 y j = 2n.

Probemos finalmente que n(Xn) > tan
(

π
2n
)

si n es par, y que n(Xn) > sen
(

π
2n
)

si n es impar. En primer lugar, utilizando (2.11) y el Lema 2.2.5, es sencillo obtener

las siguientes estimaciones de la norma de T ∈ L(Xn):

‖T‖n 6 1
cos( π

2n)

(
|a+d|

2 + |a−d|
2 + |b+c|

2 + |b−c|
2

)
si n es impar,

‖T‖n 6
(
|a+d|

2 + |a−d|
2 + |b+c|

2 + |b−c|
2

)
si n es par.

Gracias a esto, la demostración del resultado quedará terminada si somos capaces

de probar que

vn(T) > tan
(

π
2n
) ( |a+d|

2 + |a−d|
2 + |b+c|

2 + |b−c|
2

)
. (2.12)
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Para ello, definimos los siguientes conjuntos

An =
{(

cos
(

2kπ
n + π

2n

)
, sen

(
2kπ

n + π
2n

))
: k = 1, 2, . . . , n

}
,

Bn =
{(

cos
(

(2k+1)π
n + π

2n

)
, sen

(
(2k+1)π

n + π
2n

))
: k = 1, 2, . . . , n

}
,

C1
n =

{
(x, y ) ∈ G : x > sen

(
π
2n
)

, y > sen
(

π
2n
)}

,

C2
n =

{
(x, y ) ∈ G : x 6 − sen

(
π
2n
)

, y > sen
(

π
2n
)}

,

C3
n =

{
(x, y ) ∈ G : x 6 − sen

(
π
2n
)

, y 6 − sen
(

π
2n
)}

,

C4
n =

{
(x, y ) ∈ G : x > sen

(
π
2n
)

, y 6 − sen
(

π
2n
)}

,

donde G es la circunferencia de centro (0, 0) y radio 1. Como se verá, lo que nos

interesa es demostrar que tanto en An como en Bn podemos encontrar puntos que

tienen coordenadas con módulo mayor o igual que sen( π
2n ) y cualesquiera de las

combinaciones posibles de signos. Es decir, para n > 4, queremos comprobar que

An ∩ Ci
n 6= ∅ i = 1, 2, 3, 4 (2.13)

Bn ∩ Ci
n 6= ∅ i = 1, 2, 3, 4. (2.14)

En efecto, obsérvese que cada Ci
n es un arco de la circunferencia unidad que abar-

ca un ángulo de amplitud π
2 −

π
n . Obsérvese por otro lado que An y Bn son los

conjuntos de vértices de polígonos regulares de n lados inscritos en la circunfe-

rencia unidad. Cuando n > 6, es claro que π
2 −

π
n > 2π

n , con lo que se tiene que

tanto An como Bn intersecan a cada Ci
n. En los casos n = 4 y n = 5 la veracidad

de (2.13) y (2.14) se comprueba directamente.

Ya podemos demostrar (2.12). Suponemos en primer lugar que

(a + d)(c− b) > 0

y, usando (2.11) para j = k, obtenemos

vn(T) > |x∗k (Txk)| = 1
cos( π

2n)

∣∣∣∣ a+d
2 cos

(
π
2n
)
+ a−d

2 cos
(

2kπ
n + π

2n

)
+

+ b+c
2 sen

(
2kπ

n + π
2n

)
+ c−b

2 sen
(

π
2n
) ∣∣∣∣
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para cada k = 1, 2, . . . , 2n. Llamando ε = sign(a + d) = sign(c − b) y utilizando

(2.13), encontramos k0 ∈ {1, 2, . . . , n} verificando

a−d
2 cos

(
2k0π

n + π
2n

)
+ b+c

2 sen
(

2k0π
n + π

2n

)
=

= ε
∣∣∣ a−d

2

∣∣∣ ∣∣∣cos
(

2k0π
n + π

2n

)∣∣∣+ ε
∣∣∣ b+c

2

∣∣∣ ∣∣∣sen
(

2k0π
n + π

2n

)∣∣∣ ,

y tal que∣∣∣cos
(

2k0π
n + π

2n

)∣∣∣ > sen
(

π
2n
)

y
∣∣∣sen

(
2k0π

n + π
2n

)∣∣∣ > sen
(

π
2n
)

.

Usando lo anterior y el hecho de que | cos( π
2n )| > | sen( π

2n )| tenemos que

vn(T) > |x∗k0
(Txk0)| > tan

(
π
2n
) ( |a+d|

2 + |a−d|
2 + |b+c|

2 + |b−c|
2

)
.

Si por el contrario se tiene que (a + d)(c − b) < 0, la demostración es completa-

mente análoga utilizando esta vez (2.11) para j = k + 1. Finalmente, obvias sim-

plificaciones nos permiten repetir el argumento cuando (a + d)(c− b) = 0.

En [95, Example 3.b], M. Martín y R. Payá demuestran que existe un espacio

de Banach X en el que el radio numérico es una norma no equivalente a la norma

usual de operadores; esto es, n(X) = 0 pero v(T) > 0 para todo T ∈ L(X) no

nulo. El teorema anterior nos permite dar explícitamente un ejemplo del mismo

tipo.

2.2.7 Ejemplo. Consideremos el espacio de Banach

X =

[
∞⊕

n=2
Xn

]
c0

,

donde {Xn}n>2 es la familia de espacios del Teorema 2.2.6. Entonces, n(X) = 0

pero v(T) > 0 para todo T ∈ L(X) que no sea cero. Además, el espacio X es un

espacio poliédrico.

En efecto, por una parte, la Proposición 1 de [95] nos dice que n(X) = ı́nf n(Xn),

luego n(X) = 0 a la vista del teorema anterior. Por otra parte, puesto que se tiene
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que n(Xn) > 0 para todo n > 2, el argumento que se da en [95, Example 3.b] se

puede repetir para obtener que v(T) > 0 para todo T no nulo. Finalmente, el es-

pacio X es poliédrico puesto que es (isométricamente isomorfo a) un subespacio

cerrado de c0 (obsérvese que cada Xn es un subespacio de `n
∞).

2.2.2. Espacios de funciones continuas para las topologías débil

y débil*

Dedicamos este apartado al cálculo del índice numérico de algunos espacios

de funciones continuas con valores vectoriales. Comencemos dando las definicio-

nes necesarias. Dado un espacio compacto de Hausdorff K y un espacio de Ba-

nach X, denotaremos Cω(K, X) al espacio de todas las funciones de K en X, que

son continuas cuando en X se considera la topología débil. El espacio Cω(K, X),

dotado de la norma del supremo, es un espacio de Banach. Del mismo modo, en

el caso de contar con un espacio de Banach dual X∗, podemos considerar el es-

pacio de las funciones débil∗-continuas de K en X∗, que denotaremos Cω∗(K, X∗)
y que también es completo si lo dotamos de la norma del supremo. Resultados

recientes sobre estos espacios aparecen, por ejemplo, en [10, 70, 100].

En [95] los autores demuestran que el índice numérico de C(K, X) coincide

con el índice numérico de X, independientemente del compacto K. Nuestros re-

sultados pretenden traspasar, en la medida de lo posible, el resultado anterior a

los espacios Cω(K, X) y Cω∗(K, X∗). De hecho, las demostraciones que exhibire-

mos a continuación siguen la línea de las dadas en el citado trabajo [95], con las

necesarias modificaciones.

Para Cω(K, X) la situación es diáfana:

2.2.8 Teorema. Sea K un espacio topológico compacto y de Hausdorff y sea X un

espacio de Banach. Entonces,

n(Cω(K, X)) = n(X).
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En la demostración de este resultado utilizaremos dos lemas previos. Recor-

demos que un subconjunto acotado A de un espacio de Banach X es dentable si

tiene rebanadas de diámetro arbitrariamente pequeño. Una rebanada de A es un

subconjunto de la forma

S(A, x∗, α) = {x ∈ A : Re x∗(x) > M(A, x∗)− α}

donde x∗ ∈ SX∗ , α > 0 y M(A, x∗) = sup{Re x∗(x) : x ∈ A}. Si X es un

espacio dual y los funcionales que determinan las rebanadas pueden tomarse w∗-

continuos, decimos que A es w∗-dentable.

2.2.9 Lema. Sea K un espacio topológico compacto y de Hausdorff y sea X un

espacio de Banach.

(a) Para cada f ∈ Cω(K, X), el conjunto

{t ∈ K : f es continua en norma en t}

es denso en K.

(b) El conjunto

A =
{

f ∈ SCω(K,X) : f alcanza su norma
}

es denso en SCω(K,X).

Demostración. El apartado (a) es conocido (véase [70, Página 1905]), aunque in-

cluimos su demostración por complitud. Para cada n ∈ N, consideramos el con-

junto

On = {t ∈ K : ∃ un conjunto abierto W tal que t ∈ W y diam f (W) < 1/n}.

Observamos que On es abierto en K y que⋂
n∈N

On = {t ∈ K : f es continua en norma en t}.
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Por tanto, para demostrar el resultado basta probar que cada On es denso en K y

utilizar después el Teorema de Baire. Veamos pues que On es denso en K. Para ca-

da subconjunto abierto V de K y cada n ∈ N, utilizando que f (V) es relativamen-

te débil compacto y, por tanto, dentable (véase [40, Proposition VI.2.2]), podemos

encontrar un subconjunto débil abierto U de X de modo que U ∩ f (V) no es vacío

y diam
(
U ∩ f (V)

)
< 1/n. Basta considerar ahora el conjunto W = f−1(U) ∩ V,

que es abierto y no vacío, y está contenido en V ∩On. Deducimos que On es denso

en K.

(b). Dados f ∈ SCω(K,X) y 0 < ε < 1, utilizamos (a) para encontrar t0 ∈ K de

modo que f sea continua en norma en t0 y que ‖ f (t0)‖ > 1 − ε. Si escribimos

x0 = f (t0)
‖ f (t0)‖

, gracias a que f es continua en norma en el punto t0, dicho punto no

pertenece al cierre en K del conjunto

{t ∈ K : ‖ f0(t)− x0‖ > ε}.

Por tanto, el Lema de Urysohn nos da una función continua ϕ : K −→ [0, 1]
verificando que

ϕ(t0) = 1 y ϕ(t) = 0 si ‖ f (t)− x0‖ > ε.

Definimos finalmente g ∈ Cω(K, X) mediante

g(t) = (1− ϕ(t)) f (t) + ϕ(t) x0 (t ∈ K),

que verifica claramente

‖g‖ = ‖g(t0)‖ = 1 y ‖ f − g‖ < ε.

Para cada función f ∈ SCω(K,X) que alcance su norma deben existir un punto

t0 ∈ K y un funcional x∗0 ∈ SX∗ tales que x∗0( f (t0)) = 1; por tanto

( f , x∗0 ⊗ δt0) ∈ Π(Cω(K, X)),

donde, para cada t ∈ K y x∗ ∈ X∗, denotamos x∗ ⊗ δt al funcional definido por

[x∗ ⊗ δt](g) = x∗(g(t)) (g ∈ Cω(K, X)).
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De esta forma, el subconjunto de Cω(K, X)× Cω(K, X)∗ dado por

{( f , x∗ ⊗ δt) : f ∈ A, x∗ ∈ SX∗ , t ∈ K, x∗( f (t)) = 1}

está contenido en Π(Cω(K, X)) y, por el apartado (b) del Lema 2.2.9, su proyec-

ción sobre la primera coordenada es densa en la esfera unidad de Cω(K, X). Por

tanto, del Lema 2.1.2 deducimos lo siguiente.

2.2.10 Lema. Para cada operador T ∈ L(Cω(K, X)) se tiene

v(T) = sup
{∣∣x∗([T f ](t)

)∣∣ : f ∈ A, t ∈ K, x∗ ∈ SX∗ , x∗( f (t)) = 1
}

.

Demostración del Teorema 2.2.8. Para probar que n(Cω(K, X)) > n(X), fijemos un

operador T ∈ L(Cω(K, X)) con ‖T‖ = 1, y bastará ver que v(T) > n(X). Dado

ε > 0, utilizando el Lema 2.2.9.a, podemos encontrar f0 ∈ SCω(K,X) y t0 ∈ K de

modo que f0 es continua en norma en t0 y∥∥[T f0](t0)
∥∥ > 1− ε. (2.15)

Nos vendría bien, como se verá, que fuese ‖ f0(t0)‖ = 1, condición que, a priori,

no tiene por qué cumplirse. Sin embargo, haciendo uso del Lema de Urysohn,

vamos a poder cambiar f0 por otra función verificando lo que queremos. Para

ello, empezamos por encontrar una función continua φ : K −→ [0, 1] tal que

φ(t0) = 1 y φ(t) = 0 si ‖ f0(t)− f0(t0)‖ > ε, (2.16)

cosa que se puede hacer porque el cierre en K del conjunto{
t ∈ K : ‖ f0(t)− f0(t0)‖ > ε

}
no contiene a t0, ( f0 es continua en norma en dicho punto). Por otra parte, siem-

pre podremos expresar f0(t0) como combinación convexa de dos elementos de la

esfera unidad de X, esto es, existen x1, x2 ∈ SX y λ ∈ [0, 1] tales que

f0(t0) = (1− λ)x1 + λx2.
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Con estos puntos construimos las funciones f1, f2 ∈ Cω(K, X) dadas por

f j(t) = (1− φ(t)) f0(t) + φ(t)xj (t ∈ K, j = 1, 2).

Si llamamos g = (1− λ) f1 + λ f2, para cada t ∈ K se tiene claramente

g(t) =
(
1− φ(t)

)
f0(t) + φ(t) f0(t0),

luego

g(t)− f0(t) = φ(t)
(

f0(t0)− f0(t)
)
,

y usando (2.16) vemos fácilmente que ‖g − f0‖ < ε. Como consecuencia, de la

ecuación (2.15) obtenemos que ‖[Tg](t0)‖ > 1− 2ε y, por convexidad, se deberá

tener

‖[T f1](t0)‖ > 1− 2ε o ‖[T f2](t0)‖ > 1− 2ε.

En resumen, haciendo la elección correcta de x0 = x1 o x0 = x2, se tiene que

‖x0‖ = 1 y ∥∥∥[T((1− φ) f0 + φx0

)]
(t0)

∥∥∥ > 1− 2ε.

Comparando esta última desigualdad con (2.15), podemos observar que la fun-

ción (1− φ) f0 + φx0 cumple (salvo ε) la misma condición que f0, pero toma en el

punto t0 un valor x0 ∈ SX.

En un segundo paso, fijamos x∗0 ∈ SX∗ tal que x∗0(x0) = 1 y consideramos el

operador S ∈ L(X) definido por

Sx =
[

T
(

x∗0(x)(1− φ) f0 + φx
)]

(t0) (x ∈ X), (2.17)

que claramente verifica

1 > ‖S‖ > ‖Sx0‖ =
∥∥∥[T((1− φ) f0 + φx0

)]
(t0)

∥∥∥ > 1− 2ε. (2.18)

Por otra parte, dado un par (x, x∗) ∈ Π(X), consideramos la función g ∈ Cω(K, X)
definida por

g(t) = x∗0(x)(1− φ(t)) f0(t) + φ(t)x (t ∈ K), (2.19)
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junto con el funcional g∗ = x∗ ⊗ δt0 ∈ Cω(K, X)∗ y comprobamos sin dificultad

que (g, g∗) ∈ Π (Cω(K, X)), con lo cual

v(T) > |g∗(Tg)| =
∣∣∣∣x∗([T(x∗0(x)(1− φ) f0 + φx

)]
(t0)

)∣∣∣∣ = |x∗(Sx)|.

Se sigue que

v(T) > v(S) > n(X)‖S‖ > (1− 2ε)n(X),

y haciendo ε ↓ 0 obtenemos v(T) > n(X) como se quería.

Para obtener la desigualdad contraria, n(X) > n(Cω(K, X)), a cada S ∈ L(X)
le asociamos el operador T ∈ L(Cω(K, X)) dado por la fórmula

[T( f )](t) = S( f (t))
(
t ∈ K, f ∈ Cω(K, X)

)
y es fácil comprobar que ‖T‖ = ‖S‖. Ahora, dados f ∈ SCω(K,X) que alcance su

norma, t ∈ K y x∗ ∈ SX∗ verificando que x∗( f (t)) = 1, tenemos claramente que

( f (t), x∗) ∈ Π(X), con lo cual∣∣x∗([T f ](t)
)∣∣ = |x∗(S( f (t)))| 6 v(S),

y el Lema 2.2.10 nos dice que v(T) 6 v(S). Entonces

v(S) > v(T) > n
(
Cω(K, X)

)
‖T‖ = n

(
Cω(K, X)

)
‖S‖,

y concluimos que n(X) > n
(
Cω(K, X)

)
.

Es un hecho bien conocido que el espacio Cω(K, X∗) se puede identificar con

W(X, C(K)), el espacio de los operadores débil compactos sobre el espacio de

Banach X con valores en C(K). De hecho, esta identificación es consecuencia de

la también conocida identificación entre Cω∗(K, X∗) y L(X, C(K)). Destacamos

aquí el resultado para su uso posterior.

2.2.11 Lema ( [43, Teorema VI.7.1] ). Sea X un espacio de Banach. La aplicación

Φ : L(X, C(K)) −→ Cω∗(K, X∗) dada por

[Φ(T)](t) = T∗(δt)
(
t ∈ K, T ∈ L(X, C(K))

)
es un isomorfismo isométrico. Además, Φ(W(X, C(K))) = Cω(K, X∗).
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Con esta identificación, el Teorema 2.2.8 reza como sigue.

2.2.12 Corolario. Sea K un espacio topológico compacto y de Hausdorff y sea X

un espacio de Banach. Entonces,

n
(
W(X, C(K))

)
= n(X∗).

Nuestro siguiente objetivo es estudiar el índice numérico de Cω∗(K, X∗). Des-

afortunadamente, no somos capaces de determinar totalmente dicho índice nu-

mérico, como sí ocurría con n(C(K, X)) y n(Cω(K, X)). Para entender los proble-

mas que surgen en dicho cálculo, es pertinente hacer algunas observaciones. La

primera es que cuando tratamos de repetir la segunda parte de la demostración

del Teorema 2.2.8 para Cω∗(K, X∗), si tomamos un operador arbitrario S ∈ L(X∗),

a la hora de definir el operador T ∈ L(Cω∗(K, X∗)) encontramos un problema: la

fórmula

[T( f )](t) = S( f (t))
(
t ∈ K, f ∈ Cω∗(K, X∗)

)
no tiene porqué definir una función débil*-continua salvo que el operador S sea

débil*-débil*-continuo; o lo que es lo mismo, que S sea el operador adjunto de

un operador en X. Este hecho nos lleva, si queremos adaptar la demostración

anterior, a tener que considerar operadores adjuntos y, por ende, a tener que

comparar el índice numérico de Cω∗(K, X∗) con el de X. La segunda observa-

ción, bastante sencilla, es que si el compacto K consta de un solo punto, entonces

Cω∗(K, X∗) = X∗; lo que nos dice que la mejor cota inferior de n(Cω∗(K, X∗)) a

la que podemos aspirar es n(X∗). Aún cabe una tercera observación: en la prime-

ra parte de la demostración anterior utilizamos fuertemente la dentabilidad de

f (K) donde f ∈ Cω(K, X), propiedad que, en general, se perderá cuando f sea

sólo débil*-continua. A pesar de todos estos inconvenientes, hemos sido capaces

de obtener algunos resultados parciales. El primero de ellos nos da una cota su-

perior para Cω∗(K, X∗) aunque, como comentaremos en la Observación 2.2.16 ,

no es la mejor posible.
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2.2.13 Teorema. Sea K un espacio topológico compacto de Hausdorff y sea X un

espacio de Banach. Entonces,

n (Cω∗(K, X∗)) 6 n(X).

Para poder demostrar este resultado, necesitaremos el siguiente lema, que nos

dará un subconjunto denso de la esfera unidad de Cω∗(K, X∗).

2.2.14 Lema. Sea K un espacio topológico compacto de Hausdorff y sea X un

espacio de Banach. Entonces, el conjunto

B =
{

f ∈ SCω∗ (K,X∗) : f alcanza su norma
}

es denso en SCω∗ (K,X∗).

Como herramienta para la demostración de este lema enunciamos un resul-

tado, consecuencia del Teorema de Choquet-Bishop-De Leeuw y que parece ser

bastante conocido. Dicho resultado se puede deducir de un Teorema de T. Johan-

nesen citado en un artículo de Å. Lima [80, Theorem 5.8] y aparece explícitamente

demostrado en la Tesis Doctoral de F. Aguirre [8, Lema 1.15].

2.2.15 Lema. Sean X e Y espacios de Banach y T ∈ L(X, Y). Si T∗ alcanza su

norma, entonces existe y∗ ∈ ext(BY∗) tal que ‖T∗y∗‖ = ‖T∗‖.

Demostración del Lema 2.2.14. El Lema 2.2.11 nos dice que Cω∗(K, X∗) es isométri-

co a L(X, C(K)) y que el conjunto B se identifica con el conjunto de los operadores

de norma uno T ∈ L(X, C(K)) cuyo adjunto alcanza su norma en algún δt. Recor-

dando que el conjunto {λ δt : t ∈ K, |λ| = 1} coincide con ext(BC(K)∗) (Teorema

de Arens-Kelley), el Lema 2.2.15 nos dice que B se identifica, de hecho, con el

conjunto de todos los operadores de norma uno cuyo adjunto alcanza la norma.

Finalmente, un resultado clásico de V. Zizler [130, Proposición 4] nos dice que

este último conjunto es siempre denso.
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Demostración del Teorema 2.2.13. Seguimos los pasos de la segunda parte de la de-

mostración del Teorema 2.2.8. Dado S ∈ SL(X), definimos T ∈ L(Cω∗(K, X∗))
mediante

[T( f )](t) = S∗( f (t)) (t ∈ K, f ∈ Cω∗(K, X∗)),

que está bien definido puesto que S∗ es débil*-débil*-continuo. Además ‖T‖ = 1,

luego v(T) > n(Cω∗(K, X∗)). Utilizando el Lema 2.2.14 y el Lema 2.1.2, podemos

calcular el radio numérico de T como sigue:

v(T) = sup
{∣∣x∗∗([T f ](t)

)∣∣ : f ∈ B, t ∈ K, x∗∗ ∈ SX∗∗ , x∗∗( f (t)) = 1
}

.

Por tanto, dado ε > 0, podemos encontrar f ∈ B, x∗∗ ∈ SX∗∗ y t ∈ K, verificando

que x∗∗( f (t)) = 1 y

n(Cω∗(K, X∗))− ε <
∣∣x∗∗([T f ](t)

)∣∣ = |x∗∗(S∗( f (t)))| 6 v(S∗) = v(S).

Deducimos que n(X) > n(Cω∗(K, X∗)) − ε y, haciendo ε ↓ 0, obtenemos la de-

sigualdad buscada.

2.2.16 Observación. La desigualdad dada en el Teorema 2.2.13 puede ser estricta.

En efecto, si K tiene un único punto, tenemos que Cω∗(K, X∗) = X∗ y basta tomar

X =
{
(x, y, z) ∈ c⊕∞ c⊕∞ c : lı́m x + lı́m y + lı́m z = 0

}
(el ejemplo dado en [31, Example 3.1]) para tener

n(Cω∗(K, X∗)) = n(X∗) < n(X).

No hemos sido capaces de obtener una cota inferior de n (Cω∗(K, X∗)) válida

en general. Sin embargo, el siguiente resultado dará condiciones suficientes so-

bre el compacto K o sobre el espacio de Banach X que permiten obtener una tal

cota. La condición que impondremos sobre X es que sea un espacio de Asplund,

ya que cualquier subconjunto acotado del dual de un tal espacio es w∗-dentable.

Recordamos la definición de este tipo de espacios, introducidos por E. Asplund
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en [12] (aunque obviamente él no los llamaba así). Decimos que un espacio de

Banach X es un espacio de Asplund si toda función real, convexa y continua, de-

finida en un subconjunto abierto y convexo de X, es Fréchet diferenciable en un

subconjunto denso de su dominio.

2.2.17 Proposición. Sea K un espacio topológico compacto de Hausdorff y sea X

un espacio Banach. Supongamos que X es un espacio de Asplund o que K tiene

un conjunto denso de puntos aislados. Entonces,

n(X∗) 6 n (Cω∗(K, X∗)) .

Necesitamos un resultado similar al Lema 2.2.9.a.

2.2.18 Lema. Sea K un espacio topológico compacto de Hausdorff y sea X un

espacio de Asplund. Entonces, para cada f ∈ Cω∗(K, X∗) el conjunto

{t ∈ K : f es norma continua en t}

es denso en K.

Demostración. Por ser X un espacio de Asplund, tenemos asegurado que cada

subconjunto acotado de X∗ es w∗-dentable (véase [29, Teorema 4.4.1]). Ahora la

demostración es, mutatis mutandi, como la del apartado (a) del Lema 2.2.9.

Demostración de la Proposición 2.2.17. Por un lado, si X es un espacio de Asplund,

la primera parte de la demostración del Teorema 2.2.8 se adapta fácilmente a este

caso utilizando el Lema 2.2.18 en vez del Lema 2.2.9.a. Por otro lado, si K tiene un

conjunto denso de puntos aislados, la tesis del Lema 2.2.18 es trivialmente cierta

y, por tanto, podemos razonar como antes para acabar la demostración.

No sabemos si la Proposición 2.2.17 es cierta en general. Hasta donde nosotros

sabemos, podría darse la igualdad n(Cω∗(K, X∗)) = n(X∗) para todo espacio de

Banach X y todo compacto K.
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Utilizando la identificación ya mencionada entre Cω∗(K, X∗) y L(X, C(K)), el

Teorema 2.2.13 y la proposición 2.2.17 se pueden leer como sigue.

2.2.19 Corolario. Sea K un espacio topológico compacto de Hausdorff y sea X un

espacio de Banach. Entonces,

n
(

L(X, C(K))
)

6 n(X).

Si, además, X es un espacio de Asplund o K tiene un subconjunto denso de puntos

aislados, entonces

n(X∗) 6 n
(

L(X, C(K))
)
.

Con los corolarios 2.2.12 y 2.2.19 en mente, uno podría pensar en la existen-

cia de un resultado más general que diera n
(
W(X, Y)

)
y n
(

L(X, Y)
)

en función

de n(X), n(X∗), n(Y) y n(Y∗). Nada más lejos de la realidad, como muestra el

Ejemplo 10 de [95]: si llamamos X = `4
1, Y = `4

∞, se tiene que

n(X) = n(X∗) = n(Y) = n(Y∗) = 1

y, por un lado,

n
(

L(X, Y)
)

= n
(
X ⊕∞ X ⊕∞ X ⊕∞ X

)
= 1,

mientras que en [95, Example 10] se observa, usando resultados de Å. Lima [81],

que

n
(

L(Y, X)
)

< 1.

2.3. Espacios con índice numérico cero

Dedicamos este apartado al estudio de las propiedades de los espacios de Ba-

nach con índice numérico cero. Comenzamos bautizando a los operadores cuyo

radio numérico es cero y al espacio vectorial que éstos forman.
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2.3.1 Definición. Sea X un espacio de Banach real y sea T ∈ L(X). Se dice que T

es un operador anti-hermitiano si v(T) = 0 o, equivalentemente, si

x∗(Tx) = 0

para cada (x∗, x) ∈ Π(X). El conjunto de los operadores anti-hermitianos es un

subespacio vectorial cerrado de L(X), al que denotaremos por Z(X).

Si X es un espacio de Banach complejo, como consecuencia del Teorema de

Bohnenblust-Karlin, ningún operador no nulo en L(X) puede verificar la condi-

ción de la definición anterior. Sin embargo, dicha definición se puede trasladar fá-

cilmente al caso complejo pidiendo que Re x∗(Tx) = 0 para cada (x∗, x) ∈ Π(X),

esto es, W(T) ⊂ iR. El nombre de operador anti-hermitiano cobra ahora senti-

do en contraposición a la definición clásica de operador hermitiano: un operador

T ∈ L(X) es hermitiano si W(T) ⊂ R. Así, un operador T es anti-hermitiano si,

y sólo si, iT es hermitiano. Los operadores hermitianos han sido ampliamente

estudiados y tienen numerosas aplicaciones, especialmente en el estudio de las

álgebras de Banach. Entre la abundante bibliografía sobre el tema cabe citar las

monografías de F. Bonsall y J. Duncan [26, 27].

El nombre de operador anti-hermitiano surge, como no podía ser de otra for-

ma, del estudio de los operadores en espacios de Hilbert. Si H es un espacio

de Hilbert real con producto interior (· | ·), un operador T ∈ L(H) es anti-

hermitiano si (Tx | x) = 0 para cada x ∈ SH. En este caso, la forma bilineal

simétrica definida sobre H por

(x, y) 7−→ (Tx | y) + (x | Ty)

es nula (ya que su forma cuadrática asociada es cero) y, por tanto, T∗ = −T en

L(H). Luego los operadores anti-hermitianos son los operadores antisimétricos.

Supongamos ahora que el espacio de Hilbert H tiene dimensión finita, digamos

n. Entonces, si tenemos un operador anti-hermitiano, su matriz asociada en cual-

quier base ortonormal es antisimétrica y viceversa; por lo tanto, se tiene que Z(H)
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se identifica totalmente con A(n), el espacio de las matrices antisimétricas n× n.

Es bien conocido (véase [11, Corollary 8.5.10], por ejemplo) que una matriz A de

orden n es antisimétrica si, y sólo si, para cada ρ ∈ R, la matriz

exp(ρ A) :=
∞

∑
k=0

ρ k Ak

k!

pertenece a O(n) (el grupo de las matrices ortogonales de orden n), hecho que se

deduce fácilmente de la igualdad

[exp(ρA)]t = exp(ρAt).

En efecto, si A = −At, entonces se tiene que

[exp(ρA)]t = exp(−ρA) = [exp(ρA)]−1 (ρ ∈ R);

si, por el contrario, exp(ρA) ∈ O(n) para cada ρ ∈ R, tenemos que

exp(ρAt) = [exp(ρA)]t = [exp(ρA)]−1 = exp(−ρA) (ρ ∈ R)

y, derivando respecto de ρ y evaluando en ρ = 0, se obtiene que At = −A.

Nuestro objetivo más inmediato es generalizar este resultado a cualquier es-

pacio de Banach X, cambiando A(n) por Z(X), O(n) por el grupo G(X) de las

isometrías sobreyectivas de X y recordando que para T ∈ L(X) se define su ex-

ponencial como el operador

exp(T) :=
∞

∑
k=0

Tk

k!
.

Dicha generalización es una consecuencia inmediata de la llamada “fórmula ex-

ponencial para el rango numérico”.

2.3.2 Lema (Fórmula exponencial, [26, Theorem 3.4] ). Sea X un espacio de Ba-

nach y sea T ∈ L(X). Entonces,

sup Re W(T) = sup
α>0

log ‖ exp(αT)‖
α

.
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2.3.3 Teorema ( [26, Theorem 3.6] ). Sea X un espacio de Banach real y sea T un

operador en L(X). Son equivalentes:

(i) T es un operador anti-hermitiano.

(ii) exp(ρT) es una isometría sobreyectiva para todo ρ ∈ R.

No podemos dejar de comentar que este resultado recuerda mucho a la teoría

de grupos y álgebras de Lie, de la que O(n) y A(n) son prototipos. De hecho, en

dimensión finita, G(X) es un grupo de Lie y Z(X) es su álgebra de Lie asociada.

Aunque no queremos en absoluto profundizar en este tema, sí nos interesa desta-

car que, en general, Z(X) es cerrado para el producto de Lie. Puede encontrarse

más información en [118], por ejemplo.

2.3.4 Lema ( [118, Proposition 1.5.d] ). Sea X un espacio de Banach real y sean

S, T ∈ Z(X). Entonces,

ST − TS ∈ Z(X).

El Teorema 2.3.3 es especialmente útil si X es un espacio de Banach real de

dimensión finita y lo combinamos con un resultado debido a H. Auerbach [117,

Theorem 9.5.1] que nos proporciona un espacio de Hilbert con más isometrías

que X. Unimos ambos resultados en la siguiente proposición.

2.3.5 Proposición ( [117, Theorem 9.5.1] y [118, Proposition 3.3] ). Si X es un es-

pacio de Banach real de dimensión finita, entonces existe un producto interior

(· | ·) en X de manera que el espacio de Hilbert H := (X, (· | ·)) verifica que

G(X) ⊂ G(H) y Z(X) ⊂ Z(H).

Como consecuencia, la matriz asociada a cualquier elemento de Z(X) en cual-

quier base ortonormal de H es antisimétrica.
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Demostración. El producto interior y la primera inclusión los proporciona direc-

tamente el Teorema de Auerbach [117, Theorem 9.5.1]; para la segunda inclusión

basta usar el Teorema 2.3.3 dos veces.

Como consecuencia de esta proposición y de resultados de la teoría clásica de

grupos de Lie (cualquier subgrupo cerrado de un grupo de Lie es un grupo de

Lie, véase [7, Theorem 2.27] por ejemplo), se puede obtener una curiosa caracteri-

zación de los espacios de Banach reales de dimensión finita con índice numérico

cero.

2.3.6 Proposición ( [118, Theorem 3.8] ). Sea X un espacio de Banach real de di-

mensión finita. Son equivalentes:

(i ) X tiene índice cero.

(ii ) X tiene infinitas isometrías.

Como ya se comentó en la introducción de este capítulo, es un hecho conocido

[62, p.114] que la clase de espacios de Banach con índice numérico cero contiene

a los espacios de Hilbert reales de dimensión mayor que uno, y a aquellos espa-

cios reales subyacentes a espacios complejos. De hecho, en ambos casos es posible

encontrar un operador con radio numérico cero. Para construir más espacios con

índice numérico cero, basta recordar que el índice numérico de un espacio es me-

nor o igual que el de cualquier sumando absoluto suyo [86, Proposición 1] y, por

tanto, la suma absoluta del espacio real subyacente a un espacio complejo y otro

espacio real cualquiera, nos da un nuevo espacio con índice numérico cero. De

hecho, los dos tipos de espacios anteriores responden a este esquema. El primer

resultado que presentamos viene a extender esta forma de construir espacios con

índice numérico cero, debilitando las exigencias a la hora de sumar un espacio

de Banach cualquiera con el real subyacente a un complejo. Diremos que un es-

pacio de Banach real está dotado de una estructura compleja si es el espacio real

subyacente a un espacio complejo.



2.3. Espacios con índice numérico cero 101

2.3.7 Proposición. Sea X un espacio de Banach real y sean Y, Z subespacios cerra-

dos de X de modo que Z 6= 0. Supongamos que Z está dotado de una estructura

compleja, que se tiene X = Y ⊕ Z y que la igualdad∥∥∥y + eiρz
∥∥∥ = ‖y + z‖

se cumple para cada (ρ, y, z) ∈ R×Y × Z. Entonces se tiene que n(X) = 0.

Demostración. En primer lugar, observamos que la norma de X restringida a Z

convierte a éste en un espacio de Banach complejo, por lo que tiene sentido definir

el operador T ∈ L(X) no nulo dado por

T(y, z) = (0, i z) (y ∈ Y, z ∈ Z).

Nuestro objetivo es demostrar que v(T) = 0. Para ello, fijados x∗ ∈ SX∗ , x ∈ SX

tales que x∗(x) = 1, escribimos

x∗ = (y∗, Re z∗), x = (y, z),

donde y∗ ∈ Y∗, z∗ ∈ Z∗, y ∈ Y y z ∈ Z, y utilizamos que

‖x∗‖ = 1 y
∥∥∥y + eiρz

∥∥∥ = 1 (ρ ∈ R),

para deducir que

x∗(y + eiρz) 6 1 (ρ ∈ R).

Usando esto, la forma de x∗ y el hecho de que x∗(x) = 1, obtenemos que

Re z∗(eiρz) 6 Re z∗(z)

para cada ρ ∈ R, de lo que se deduce inmediatamente que z∗(z) ∈ R. Ahora

basta usar la definición de T para obtener

x∗(Tx) = Re i z∗(z) = 0,

lo que concluye la prueba.
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El siguiente ejemplo muestra un espacio de Banach en el que la descomposi-

ción dada por la proposición anterior no proviene de una suma absoluta.

2.3.8 Ejemplo. Sea X = (R4, ‖ · ‖) donde la norma ‖ · ‖ está definida por

‖(x, y, z, t)‖ := máx
{
|x|, |y|+

(
z2 + t2

)1/2
}

para cada (x, y, z, t) ∈ R4 (esto es, X ≡ R⊕∞ [R⊕1 [R⊕2 R]]). Si consideramos

los subespacios

Y = {(x, y, 0, 0) : x, y ∈ R} y Z = {(0, 0, z, t) : z, t ∈ R},

X se descompone como X = Y ⊕ Z y se verifica que

‖(x, y, 0, 0) + eiρ(0, 0, z, t)‖ = ‖(x, y, 0, 0) + (0, 0, z, t)‖
(
ρ, x, y, z, t ∈ R

)
,

luego X tiene índice cero gracias a la Proposición 2.3.7. Sin embargo, la suma

anterior no es absoluta ya que ‖(1, 0, 0, 0)‖ = ‖(0, 1, 0, 0)‖, mientras que

‖(1, 0, 0, 0) + (0, 0, 1, 0)‖ = 1 y ‖(0, 1, 0, 0) + (0, 0, 1, 0)‖ = 2.

En vista de la Proposición 2.3.7, cabría pensar en la posibilidad de que en to-

dos los espacios de Banach con índice numérico cero pudiera aparecer una cierta

estructura compleja, pero basta recordar el Ejemplo 2.2.7 para ver que esto no es

así: el espacio de Banach que allí se construye tiene índice cero y es poliédrico,

luego no puede contener ninguna copia isométrica de C. No obstante, en dimen-

sión finita sí es cierto que el hecho de que un espacio tenga índice numérico cero,

obliga a la aparición de una cierta estructura compleja en el espacio; de hecho,

somos capaces de caracterizar en estos términos los espacios de dimensión finita

con índice numérico cero.

2.3.9 Teorema. Sea (X, ‖ · ‖) un espacio de Banach real de dimensión finita. Son

equivalentes:
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(i) X tiene índice numérico cero.

(ii) Existen espacios vectoriales complejos no nulos X1, . . . , Xn, un espacio vec-

torial real X0 (eventualmente nulo), y números naturales q1, . . . , qn tales que

X = X0 ⊕ X1 ⊕ · · · ⊕ Xn y∥∥∥x0 + eiq1ρx1 + · · ·+ eiqnρxn

∥∥∥ = ‖x0 + x1 + · · ·+ xn‖

para cada ρ ∈ R y cada xj ∈ Xj (j = 0, 1, . . . , n).

Demostración. Comenzamos probando la implicación (ii) ⇒ (i). Consideramos

el operador T ∈ L(X) dado por

T(x0 + x1 + · · ·+ xn) = iq1x1 + · · ·+ iqnxn (xj ∈ Xj, j = 0, 1, . . . , n).

De la definición de T se deduce que, para cada k ∈ N, se tiene

Tk(x0 + x1 + · · ·+ xn) = (iq1)kx1 + · · ·+ (iqn)kxn

y, por tanto,

exp(ρT)(x0 + x1 + · · ·+ xn) = x0 +

(
+∞

∑
k=0

ρk(iq1)k

k!

)
x1 + · · ·+

(
+∞

∑
k=0

ρk(iqn)k

k!

)
xn

= x0 + eiq1ρx1 + · · ·+ eiqnρxn.

En virtud de (ii), se tiene que exp(ρT) es una isometría para cada ρ ∈ R y el

Teorema 2.3.3 nos dice que v(T) = 0.

(i) ⇒ (ii). Puesto que X tiene dimensión finita, la Proposición 2.3.5 nos ase-

gura que existe un producto interior (· | ·) en X de modo que Z(X) (que no

es nulo por hipótesis) está contenido en Z(H), donde H es el espacio de Hilbert

(X, (· | ·)). Fijemos entonces T ∈ Z(X) no nulo y observemos que, gracias otra

vez a la Proposición 2.3.5, la matriz que representa a T en cualquier base ortonor-

mal de H es antisimétrica. Es un hecho bien conocido de la teoría de álgebra lineal

que los valores propios de T son imaginarios puros y aparecen pareados (véase
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[110, pp. 102], si se quiere). También es conocido que, si {±i αj : j = 1, . . . , m}
son los valores propios no nulos de T, repetidos tantas veces como indique su

multiplicidad, se puede encontrar una base ortonormal {u1, u2, . . . , ud} de H, de

manera que la matriz que representa a T en dicha base adopta la forma

diag
(
Λ1, Λ2, . . . , Λm, 0, . . . , 0

)
, donde Λj :=

(
0 −αj

αj 0

)
(2.20)

(véase [110, pp. 103], si se quiere). Si, para cada j ∈ {1, 2, . . . , m}, llamamos Yj al

subespacio de X generado por {u2j−1, u2j}, se tiene claramente que

T2 = −α2
j Id en Yj.

De esto deducimos que se puede dotar a Yj de una estructura compleja mediante

la fórmula

(a + i b)xj = a xj +
b
αj

T(xj)
(
a, b ∈ R, xj ∈ Yj

)
y, por tanto, se tiene que

exp(ρT)(xj) = eiαjρxj
(
ρ ∈ R, xj ∈ Yj

)
.

Finalmente, si Y0 := ker(T), se deduce de (2.20) que X = Y0 ⊕ Y1 ⊕ · · · ⊕ Ym.

Ahora, fijados ρ ∈ R y x0 + x1 + · · ·+ xm ∈ X, se tiene claramente que

exp(ρT)(x0 + x1 + · · ·+ xm) = x0 + eiα1ρx1 + · · ·+ eiαmρxm

y, como exp(ρT) es una isometría (Teorema 2.3.3), obtenemos la siguiente igual-

dad:

‖x0 + eiα1ρx1 + · · ·+ eiαmρxm‖ = ‖x0 + x1 + · · ·+ xm‖ . (2.21)

Si {α1, . . . , αm} ⊆ Q, basta tomar N ∈ N de modo que qj := Nαj ∈ N (si al-

gún qj es negativo bastará cambiar el producto complejo en Yj por su complejo

conjugado) para cada j ∈ {1, . . . , m}, y Xj := Yj para j = 0, 1, . . . , m.

Supongamos por el contrario que no todo αk es racional. Podemos entonces

reordenar {α1, . . . , αm} de modo que {1, α1, . . . , αr} sea Q-linealmente indepen-

diente para un cierto r ∈ {1, . . . m}; en el caso en el que r < m, existirán

sj, sk,j ∈ Q (k = 1, . . . , r; j = r + 1, . . . , m)
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verificando que

αj = sj +
r

∑
k=1

sk,j αk (j = r + 1, . . . , m).

Supondremos a partir de ahora que 1 < r < m, pues en los casos extremos en

que r = 1 o r = m, los razonamientos que siguen son válidos realizando las

simplificaciones naturales. Tomemos N ∈ N verificando que

Nsk,j ∈ Z, Nsj ∈ Z (j = r + 1, . . . , m; k = 1, . . . , r)

y escribamos

n := m− r + 1, q1 := N, y q` := Nsr,r+`−1 (` = 2, . . . , n).

Ahora, fijado

x0 + x1 + · · ·+ xm ∈ X = Y0 ⊕Y1 ⊕ · · · ⊕Ym,

definimos f : R −→ R mediante

f (ρ) =
∥∥∥(x0 + · · ·+ xr−1) + eiq1ρxr + · · ·+ eiqnρxm

∥∥∥ (ρ ∈ R),

y nuestro objetivo es demostrar que f es constante, pues esto probará (ii) sin más

que tomar X0 = Y0 ⊕ · · · ⊕Yr−1 y X` = Yr+`−1 para ` = 1, . . . , n (si algún q` es ne-

gativo, bastará cambiar el producto complejo en X` por su complejo conjugado).

Veamos pues que f es costante. Para ello, definimos

K := máx
{
|Nsk,j| : k = 1, . . . r; j = r + 1, . . . , m

}
,

y fijados t ∈ R y ε > 0, utilizamos el Teorema de Aproximación de Kronecker

(véase [63, Theorem 442], por ejemplo), para encontrar M ∈ N y p1, . . . , pr ∈ Z

verificando que

|t− (2Mπαr − 2πpr)| < ε (2.22)

|2Mπαk − 2πpk| < ε (k = 1, . . . , r − 1),
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y, por tanto,

|exp(itq1)− exp(i2MNπαr)| < Nε (2.23)

|1− exp(i2MNπαk)| < Nε (k = 1, . . . , r − 1).

Utilizando otra vez (2.22) no es difícil comprobar que

|exp(itq`)− exp(i2MNπαr+`−1)| < rKε (` = 2, . . . , n). (2.24)

En efecto, como pk, Nsr+`−1, Nsk,r+`−1 ∈ Z para k = 1, . . . , r y ` = 2, . . . , n,

observamos que∣∣∣exp(itq`)− exp (i2MNπαr+`−1)
∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣exp (itNsr,r+`−1)− exp

(
i

r

∑
k=1

(2MNπsk,r+`−1αk − 2Nπsk,r+`−1pk)

)∣∣∣∣∣
6

∣∣∣∣∣tNsr,r+`−1 −
r

∑
k=1

(2MNπsk,r+`−1αk − 2Nπsk,r+`−1pk)

∣∣∣∣∣
6 |Nsr,r+`−1| |t− (2Mπαr − 2πpr)|+

r−1

∑
k=1

|Nsk,r+`−1| |2Mπαk − 2πpk|

< Kε + (r − 1)Kε,

donde la última desigualdad es consecuencia de (2.22). Usando ahora (2.21) para

ρ = 2MNπ, obtenemos que

f (0) =
∥∥∥x0 + ei 2MNπα1 x1 + · · ·+ ei 2MNπαm xm

∥∥∥ .

Usando esta igualdad junto con (2.23) y (2.24) deducimos que

| f (t)− f (0)| 6 N(‖x1‖+ · · ·+ ‖xr‖)ε + rK (‖xr+1‖+ · · ·+ ‖xm‖) ε

y, haciendo ε ↓ 0, se obtiene que f (t) = f (0) como queríamos.

2.3.10 Observación. De la ecuación (2.20) se sigue de forma clara que un opera-

dor anti-hermitiano S en un espacio de dimensión finita no tiene parte nilpotente,
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es decir, ker(S2) = ker(S) (este hecho también es cierto en dimensión infinita, se

puede deducir de [26, Lemma 10.9] por ejemplo). Por tanto, si todos los valores

propios de S son nulos, entonces S = 0.

Es necesario destacar que hay aspectos del teorema anterior que ya eran co-

nocidos, aunque nosotros lo descubrimos posteriormente a la aceptación de los

trabajos [92, 93]. Concretamente, H. Rosenthal da una descomposición en [118,

Corollary 3.7] como la que aparece en la afirmación (ii) del Teorema 2.3.9, pero los

números q1, . . . , qn que obtiene son reales. También prueba en [118, Theorem 3.10]

que si Z(X) tiene dimensión 1 entonces, en la descomposición que obtiene, los

números q1, . . . , qn son enteros primos relativos entre sí. Más aún, el citado au-

tor observa (basándose en consideraciones hechas en [113]) que si Z(X) es un

álgebra de Lie conmutativa, se puede encontrar una base de Z(X) en la que los

operadores tienen por números asociados a su descomposición números ente-

ros. Hasta donde nosotros sabemos, el resultado de que los números q1, . . . , qn se

pueden tomar enteros en el caso general (como se hace en el Teorema 2.3.9) es

novedoso.

En vista de la Proposición 2.3.7, cabe preguntarse si siempre puede conseguir-

se que el número de espacios complejos en la afirmación (ii) del Teorema 2.3.9

sea uno. El siguiente ejemplo nos muestra un espacio de Banach con índice cero

en el que dicha descomposición sólo puede hacerse como suma de dos espacios

complejos.

2.3.11 Ejemplo. Existe un espacio de Banach real X de dimensión cuatro con ín-

dice numérico cero y tal que el número de espacios complejos que aparecen en el

Teorema 2.3.9.(ii) no puede ser uno. Este es el caso del espacio X = R4 dotado de

la norma

‖(a, b, c, d)‖ =
1
4

∫ 2π

0

∣∣∣Re
(

e2it(a + ib) + eit(c + id)
)∣∣∣ dt (a, b, c, d ∈ R).
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Demostración. Consideramos los subespacios de X

X1 = {(a, b, 0, 0) : a, b ∈ R} y X2 = {(0, 0, c, d) : c, d ∈ R},

llamamos P1 a la proyección de imagen X1 y núcleo X2, y definimos P2 = Id− P1

(que es, obviamente, la proyección con imagen X2 y núcleo X1). Es sencillo com-

probar que X1, X2 son espacios complejos (identificando (a, b, 0, 0) = a + ib y

(0, 0, c, d) = c + id), de hecho, se tiene que

‖(a, b, 0, 0)‖ = |a + ib|

‖(0, 0, c, d)‖ = |c + id|.

Demostramos sólo la primera igualdad, ya que la segunda se prueba de manera

análoga. Para ello, tomamos θ ∈ R y observamos que se verifica

‖eiθ(a, b, 0, 0)‖ =
1
4

∫ 2π

0
|Re(e2it+iθ(a + ib))|dt

=
1
4

∫ 2π+ θ
2

θ
2

|Re(e2it(a + ib))|dt

=
1
4

∫ 2π

0
|Re(e2it(a + ib))|dt = ‖(a, b, 0, 0)‖

donde se utiliza que la función que estamos integrando es 2π-periódica y que

la medida de Lebesgue es invariante por traslaciones. Hemos probado que la

norma restringida a X1 es compleja y, como ‖(1, 0, 0, 0)‖ = 1, dicha norma tiene

que coincidir con el módulo. De un modo similar, se comprueba que X satisface

la afirmación (ii) del Teorema 2.3.9 para q1 = 2, q2 = 1. De modo más preciso,

tenemos∥∥∥ei2ρ(a, b, 0, 0) + eiρ(0, 0, c, d)
∥∥∥ = ‖(a, b, c, d)‖ (ρ ∈ R, a, b, c, d ∈ R). (2.25)

En particular, se tiene n(X) = 0 y, más concretamente, v(T) = 0, donde T ∈ L(X)
viene dado por la matriz

T ≡


0 2 0 0

−2 0 0 0

0 0 0 1

0 0 −1 0


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(para ver que v(T) = 0 basta usar el Teorema 2.3.3). Observamos finalmente que,

utilizando (2.25) para ρ = π, obtenemos ‖2P1 − Id‖ = 1, lo que nos dice que

‖P1‖ = ‖P2‖ = 1, luego

‖(s, t, 0, 0)‖′ =
√

s2 + t2, ‖(0, 0, s, t)‖′ =
√

s2 + t2 (s, t ∈ R),

donde ‖ · ‖′ es la norma dual de ‖ · ‖. Demostremos ya que los únicos operadores

con radio numérico cero son los múltiplos de T, lo que nos dirá que la única

descomposición de X como en la afirmación (ii) del Teorema 2.3.9 es X = X1⊕X2

con q1 = 2q2. Fijado S ∈ L(X) con v(S) = 0, consideramos (sij) la representación

matricial de S y utilizamos que S tiene radio numérico cero y que

‖(1, 0, 0, 0)‖′ = ‖(1, 0, 0, 0)‖ = 〈(1, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0)〉 = 1,

para deducir que s11 = 0. Análogamente, se deduce que s22 = s33 = s44 = 0. De

un modo similar, utilizando que∥∥∥( 1√
2
, 1√

2
, 0, 0)

∥∥∥′ = ∥∥∥( 1√
2
, 1√

2
, 0, 0)

∥∥∥ = 〈( 1√
2
, 1√

2
, 0, 0), ( 1√

2
, 1√

2
, 0, 0)〉 = 1,

∥∥∥(0, 0, 1√
2
, 1√

2
)
∥∥∥′ = ∥∥∥(0, 0, 1√

2
, 1√

2
)
∥∥∥ = 〈(0, 0, 1√

2
, 1√

2
), (0, 0, 1√

2
, 1√

2
)〉 = 1,

obtenemos que s12 + s21 = 0 y s34 + s43 = 0. Finalmente, como quiera que también

se verifican las igualdades

‖(0, 0, 1, 0)‖′ = ‖(0, 1/2, 1, 0)‖ = 〈(0, 0, 1, 0), (0, 1/2, 1, 0)〉 = 1

‖(0, 0, 0, 1)‖′ = ‖(0, 1/2, 0, 1)‖ = 〈(0, 0, 0, 1), (0, 1/2, 0, 1)〉 = 1,

obtenemos s32 = 0 y s42 = 0. Resumiendo, la información anterior nos dice que

cualquier operador con radio numérico cero tiene el siguiente aspecto

S ≡


0 s12 s13 s14

−s12 0 s23 s24

s31 0 0 s34

s41 0 −s34 0

 .
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Aplicamos lo anterior al operador

U = TS− ST ≡


0 0 s14 + 2s23 −s13 + 2s24

0 0 −2s13 + s24 −2s14 − s23

s41 −2s31 0 0

−s31 −2s41 0 0

 ,

(v(U) = 0 gracias al Lema 2.3.4) y obtenemos que s31 = s41 = 0. Tenemos pues,

que el operador U tiene radio numérico cero y que todos sus valores propios son

nulos, con lo que la Observación 2.3.10 nos dice que U = 0. Por tanto, se tiene

s13 = s14 = s23 = s24 = 0. La expresión matricial de S adopta ahora la siguiente

forma

S ≡


0 α 0 0

−α 0 0 0

0 0 0 β

0 0 −β 0

 (2.26)

donde α y β son números reales. Es decir, hemos deducido ya que el espacio

Z(X) de los operadores con radio numérico cero, tiene dimensión menor o igual

que dos. Como T ∈ Z(X), tenemos que dim
(
Z(X)

)
> 1. Veamos que se da la

igualdad. Para ello, basta observar que si ocurriera dim
(
Z(X)

)
= 2, entonces el

operador S dado por (2.26) para α = β = 1 tendría radio numérico cero 0, lo que

obligaría a que exp(ρS) fuera una isometría para cada ρ ∈ R. Pero este no es el

caso, ya que

‖(1, 0, 1, 0)‖ =
3
√

3
4

,
∥∥∥exp

(π

2
S
)

(1, 0, 1, 0)
∥∥∥ = ‖(0, 1, 0, 1)‖ =

5
4

.

Podemos decir ya que todo operador con radio numérico cero sobre X es un múl-

tiplo de T.

Concluimos esta sección exponiendo un problema abierto relacionado con los

resultados aquí presentados. Comencemos observando que el enunciado del Teo-

rema 2.3.9 adopta una forma más sencilla si el espacio X tiene dimensión 2 o 3.
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2.3.12 Corolario ( [118, Theorem 3.1] ). Sea X un espacio de Banach real con índi-

ce numérico 0.

a) Si dim(X) = 2, entonces X es isométricamente isomorfo al espacio de Hil-

bert real de dimensión dos.

b) Si dim(X) = 3, entonces X es suma absoluta de R y del espacio de Hilbert

real de dimensión dos.

Poco más se puede decir del caso bidimensional, aunque sí haremos algunos

comentarios para dim(X) = 3. En este caso, X es suma absoluta del espacio de

Hilbert de dimensión dos y R. Si dicha suma absoluta es la euclídea, entonces X

es un espacio de Hilbert y se tiene que dim
(
Z(X)

)
= 3; si, por el contrario, la su-

ma no es la euclídea, utilizando un resultado debido a R. Payá [104, Theorem 6],

se tiene que los operadores de Z(X) conmutan con las proyecciones sobre los su-

mandos absolutos, lo que nos dice que dim
(
Z(X)

)
= 1. Por tanto, para espacios

tridimensionales, la dimensión de Z(X) no puede ser 2. Esta curiosidad nos lleva

a plantearnos el siguiente problema:

2.3.13 Problema. Dado un número natural n, ¿cuáles son las posibles dimensio-

nes de Z(X) cuando movemos X entre los espacios de Banach reales de dimen-

sión n?

Este problema ya fue estudiado por H. Rosenthal en [118] y [119]; de hecho,

él se propone estudiar cuáles son las subálgebras de Lie de A(n) que pueden ser

el espacio de los operadores anti-hermitianos para algún espacio de Banach real

de dimensión n. A continuación recopilamos la información conocida acerca del

problema. En primer lugar, utilizando la Proposición 2.3.5 se tiene que Z(X) es

un subespacio de A(n) y, por tanto, se verifica que

0 6 dim
(
Z(X)

)
6

n(n− 1)
2

.
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Obviamente, los casos extremos son siempre posibles, basta tomar X = `n
∞ para

tener dim
(
Z(X)

)
= 0, y X = `n

2 para tener dim
(
Z(X)

)
= n(n−1)

2 . Más aún,

no resulta difícil comprobar que todas las dimensiones de la forma k(k−1)
2 con

1 6 k 6 n son posibles: basta considerar el espacio

X = `k
2 ⊕∞ `n−k

∞

y utilizar el Teorema 6 de [104] como hicimos en dimensión tres. Lo mismo ocurre

con las dimensiones de la forma
k(k− 1)

2
+

(n− k)(n− k− 1)
2

,

que se obtienen si se toma X = `k
2 ⊕∞ `n−k

2 ; podríamos seguir obteniendo di-

mensiones posibles sin más que aumentar el número de sumandos. En la otra

dirección se encuentra la curiosidad que hemos destacado para el caso n = 3, a

saber, la dimensión de Z(X) no puede ser 2. Esta curiosidad responde a un hecho

mucho más general probado por H. Rosenthal en [119]:

2.3.14 Teorema ( [119, Theorem 2.1] ). Sea X un espacio de Banach real de dimen-

sión n. Entonces,

a) Si dim
(
Z(X)

)
> (n−1)(n−2)

2 , entonces X es un espacio de Hilbert y, por

tanto, dim
(
Z(X)

)
= n(n−1)

2 .

b) dim
(
Z(X)

)
= (n−1)(n−2)

2 si, y sólo si, X es suma absoluta (no euclídea) de

un espacio de Hilbert de dimensión n− 1 y R.

En [119] H. Rosenthal hace un estudio detallado del problema en dimensiones

bajas, resolviéndolo totalmente hasta n = 4, donde las dimensiones posibles son

0, 1, 2, 3, 6, que corresponden, por ejemplo, a los espacios

`4
∞ , `2

2 ⊕∞ `2
∞ , `2

2 ⊕∞ `2
2 , `3

2 ⊕∞ R y `4
2 ,

respectivamente. De hecho, H. Rosenthal caracteriza cómo son todas las posibles

álgebras de Lie que se materializan como Z(X) para algún espacio real de di-

mensión hasta n = 4. Por tanto, la primera dimensión en la que quedan casos
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sin resolver es n = 5, donde se tiene 0 6 dim
(
Z(X)

)
6 10 y las dimensiones

7, 8, 9 no son posibles debido al teorema anterior. Se sabe que las dimensiones

0, 1, 2, 3, 4, 6, 10 para Z(X) son posibles: las tienen, por ejemplo, los espacios

`5
∞ , `2

2 ⊕∞ `3
∞ , `2

2 ⊕∞ `2
2 ⊕∞ R , `3

2 ⊕∞ `2
∞ , `3

2 ⊕∞ `2
2 , `4

2 ⊕∞ R y `5
2 ,

respectivamente. Hasta donde nosotros sabemos, no es conocido si dim
(
Z(X)

)
puede tomar el valor 5 para algún espacio X de dimensión 5.

2.4. Algunas consideraciones sobre el índice numéri-

co de Lp(µ)

En esta última sección del capítulo nos centramos en el problema, ya clásico,

del cálculo del índice numérico de los espacios Lp(µ). Como ya se ha comenta-

do en la introducción, se desconoce el índice numérico de estos espacios para

p 6= 1, 2, ∞; en particular, se desconoce el índice de los espacios `p para p distinto

de 1, 2 e ∞. Pretendemos aclarar el estado actual del problema, exponiendo re-

sultados muy recientes debidos a E. Ed-dari y M. Khamsi (que aparecen en [44] y

[45]) y dando, en algunos casos, demostraciones alternativas. El único resultado

novedoso de esta sección es una mejora de la estimación del índice numérico de

`2
p dada en [44, Theorem 2.1] que aparecerá en la Proposición 2.4.5.

Recopilamos a continuación en un único teorema los resultados conocidos,

que se encuentran en los trabajos de E. Ed-dari y M. Khamsi [44, 45].

2.4.1 Teorema ( [44] y [45] ). Sean 1 < p < ∞ y (Ω, Σ, µ) un espacio de medida

σ-finita. Entonces,

(i ) n(Lp(µ)) > ı́nf{n(`m
p ) : m ∈ N}.

(ii ) n(`p) = lı́m
m→∞

n(`m
p ).

(iii ) Si p 6= 2 entonces n(`m
p ) > 0 para cada m ∈ N. Además, el radio numérico

es una norma en L(`p).
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(iv ) n(Lp[0, 1]) = lı́m
m→∞

n(`m
p ).

(v ) En caso real se cumple que

1
2

máx
t∈[0,1]

∣∣tp−1 − t
∣∣

1 + tp 6 n(`2
p) 6 máx

t∈[0,1]

∣∣tp−1 − t
∣∣

1 + tp .

Nuestro objetivo en esta sección es, por un lado, presentar las demostraciones

de los apartados (i) a (iv) del teorema anterior, dando en algunos casos demos-

traciones diferentes (y, a nuestro juicio, más sencillas) de las originales y, por otro

lado, mejorar la acotación dada en el apartado (v).

Enunciamos un resultado bien conocido que nos será de utilidad; se puede

encontrar, por ejemplo, propuesto como ejercicio en [67, p. 154].

2.4.2 Lema. Sea (Ω, Σ, µ) un espacio de medida finita y 1 6 p < ∞. Para cada

partición finita π de Ω en conjuntos medibles, de medida positiva y dos a dos

disjuntos, definimos el operador Pπ : Lp(µ) −→ Lp(µ) por

Pπ f = ∑
A∈π

(
1

µ(A)

∫
A

f (t) dµ(t)
)

χA
(

f ∈ Lp(µ)
)
.

Entonces Pπ es una proyección contractiva y, si convertimos al conjunto de todas

las particiones π del tipo descrito en un conjunto dirigido vía refinamiento, se

tiene que

lı́m
π
‖Pπ f − f ‖p = 0

para cada f ∈ Lp(µ).

Observemos que la imagen de la proyección Pπ del lema anterior, que denota-

remos Vπ, está formada por las funciones de Ω en K que son constantes en cada

uno de los conjuntos de la partición π, luego es isométricamente isomorfa a `m
p ,

donde m es el número de conjuntos que forman la partición π.

Demostración del apartado (i) del Teorema 2.4.1. Observamos en primer lugar que
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podemos reducir la demostración al caso en que (Ω, Σ, µ) sea un espacio de me-

dida finita, pues si (Ω, Σ, µ) es un espacio de medida σ-finita, se puede cons-

truir una medida µ̃ finita sobre (Ω, Σ) de modo que Lp(µ) y Lp(µ̃) sean iso-

métricamente isomorfos (véase [33, Proposition 1.6.1] por ejemplo) y se tendrá

n(Lp(µ)) = n(Lp(µ̃)). Suponemos entonces que (Ω, Σ, µ) es un espacio de me-

dida finita y consideramos T ∈ L(Lp(µ)) un operador arbitrario de norma uno.

Dado ε > 0, podemos encontrar f0 ∈ SLp(µ) de modo que ‖T f0‖p > 1 − ε. El

Lema 2.4.2 nos dice que lı́mπ ‖Pπ f0 − f0‖p = 0, luego podemos encontrar una

partición π0 de Ω tal que ‖T(Pπ0 f0)‖p > 1− ε. Usando de nuevo el Lema 2.4.2,

encontramos otra partición π de Ω, más fina que π0, verificando que

‖PπT(Pπ0 f0)‖p > 1− ε.

Definimos el operador S ∈ L(Vπ) por

S f = Pπ(T f )
(

f ∈ Vπ

)
y comprobamos, usando que Vπ0 ⊆ Vπ , que

‖S‖ > ‖S(Pπ0 f0)‖p = ‖PπT(Pπ0 f0)‖p > 1− ε.

Por tanto, utilizando que Vπ es isométrico a `m
p para algún m ∈ N, tenemos

v(S) > n(Vπ)‖S‖ > ı́nf{n(`m
p ) : m ∈ N}(1− ε). (2.27)

Si ahora tomamos ( f , x∗) ∈ Π(Vπ) tal que |x∗(S f )| > v(S) − ε, utilizando que

‖P∗π‖ = 1 y que (P∗πx∗)( f ) = x∗( f ) = 1, obtenemos que

v(T) > |(P∗πx∗)(T f )| = |x∗(S f )| > v(S)− ε.

Por tanto, usando (2.27), se tiene que

v(T) > ı́nf{n(`p) : m ∈ N}(1− ε)− ε,

lo que acaba la demostración sin más que hacer tender ε a cero.
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Teniendo en cuenta que el índice numérico de un espacio de Banach es menor

o igual que el de cualquier sumando absoluto suyo gracias a [86, Proposición 1],

podemos mejorar la información anterior en el caso de n(`p). En efecto, como

para cada número natural m podemos escribir

`p = `m+1
p ⊕p `p y `m+1

p = `m
p ⊕p R,

obtenemos que

n(`p) 6 n(`m+1
p ) 6 n(`m

p ).

De lo anterior se deduce inmediatamente que

n(`p) 6 ı́nf{n(`m
p ) : m ∈ N} = lı́m

m→∞
n(`m

p ).

Este razonamiento y la afirmación (i) del Teorema 2.4.1 acaban la demostración

de la afirmación (ii) de dicho teorema.

Para comprobar la veracidad de (iii) en caso complejo basta recordar el Teo-

rema de Bohnenblust y Karlin. En caso real, dados p 6= 2 y m ∈ N, observamos

que el número de isometrías de `m
p es finito, luego el Teorema 2.3.6 nos dice que

n(`m
p ) > 0. Finalmente, el grupo de isometrías de `p, que ya fue completamen-

te determinado por S. Banach [13, pp. 108], es totalmente disconexo. Este hecho,

junto con el Teorema 2.3.3, nos dice que el radio numérico es una norma en L(`p).

Para demostrar que n(Lp[0, 1]) = lı́m
m→∞

n(`m
p ), necesitaremos el siguiente re-

sultado bien conocido, cuya demostración incluimos por complitud.

2.4.3 Lema. Para cada m ∈ N los espacios Lp[0, 1] y [⊕m
k=1Lp[0, 1]]`p son isométri-

camente isomorfos. Concretamente, el operador

Φm : Lp[0, 1] −→
[
⊕m

k=1 Lp[0, 1]
]
`p

dado por

[Φm( f )]k(t) =
1

m1/p f
(

k− 1 + t
m

) (
t ∈ [0, 1], k = 1, . . . , m, f ∈ Lp[0, 1]

)
es una isometría sobreyectiva.
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Demostración. Φm es claramente lineal. Para ver que es una isometría, tomamos

f ∈ Lp[0, 1] y observamos que

‖Φm( f )‖ =

(
m

∑
k=1

∫ 1

0
|(Φm( f ))k (t)|p dt

)1/p

=

(
m

∑
k=1

∫ 1

0

1
m

∣∣∣∣ f (k− 1 + t
m

)∣∣∣∣p dt

)1/p

=

(
m

∑
k=1

∫ k
m

k−1
m

| f (s)|pds

)1/p

=
(∫ 1

0
| f (s)|pds

)1/p

= ‖ f ‖p.

Comprobemos que Φm es sobreyectiva: dada ( f1, . . . , fm) ∈
[
⊕m

k=1 Lp[0, 1]
]
`p

, bas-

ta considerar como preimagen por Φm la función f ∈ Lp[0, 1] dada por

f (t) = m1/p fk(mt− k + 1)
(

t ∈
[

k−1
m , k

m

]
, k = 1, . . . , m.

)

Demos ya la demostración del apartado (iv) del Teorema 2.4.1, que es inde-

pendiente de la exhibida por E. Ed-dari y M. Khamsi en [45, Theorem 2.1].

Demostración del apartado (iv) del Teorema 2.4.1. Sólo nos queda probar la desigual-

dad n(Lp[0, 1]) 6 lı́m
m→∞

n(`m
p ). Para ello, demostramos que n

([
⊕m

k=1 Lp[0, 1]
]
`p

)
es menor o igual que n(`m

p ) para cada m natural y apelamos al Lema 2.4.3. Fijados

m ∈ N y A = (aj k)m×m en L(`m
p ), definimos el operador T ∈ L

([
⊕m

k=1 Lp[0, 1]
]
`p

)
mediante la fórmula

T( f1, . . . , fm) =

(
m

∑
k=1

a1k fk , . . . ,
m

∑
k=1

amk fk

)
( fk ∈ Lp[0, 1], k = 1, . . . , m).

Se tiene entonces que ‖T‖ = ‖A‖ y que v(T) = v(A). En efecto, si las funciones
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f1, . . . , fm ∈ Lp[0, 1] verifican que ‖ f1‖
p
p + · · ·+ ‖ fm‖p

p = 1, entonces

‖T( f1, . . . , fm)‖p =

∥∥∥∥∥ m

∑
k=1

a1k fk

∥∥∥∥∥
p

p

+ · · ·+
∥∥∥∥∥ m

∑
k=1

amk fk

∥∥∥∥∥
p

p

=
∫ 1

0

(∣∣∣∣∣ m

∑
k=1

a1k fk(t)

∣∣∣∣∣
p

+ · · ·+
∣∣∣∣∣ m

∑
k=1

amk fk(t)

∣∣∣∣∣
p)

dt

=
∫ 1

0
‖A( f1(t), . . . , fm(t))‖p

p dt

6 ‖A‖p
∫ 1

0
‖( f1(t), . . . , fm(t))‖p

p dt

= ‖A‖p (‖ f1‖
p
p + · · ·+ ‖ fm‖p

p
)

= ‖A‖p ;

la desigualdad contraria se obtiene tomando fk = xk χ[0,1] para cada k ∈ {1, . . . , m},

donde (x1, . . . , xm) es un punto de norma uno en el que A alcanza su norma. Para

probar que v(T) = v(A), tomamos

(( f1, . . . , fm), (g1, . . . , gm)) ∈ Π
([
⊕m

k=1 Lp[0, 1]
]
`p

)
y calculamos

|(g1, . . . , gm)T( f1, . . . , fm)| 6

6
∫ 1

0

∣∣∣∣∣g1(t)

(
m

∑
k=1

a1k fk(t)

)
+ · · ·+ gm(t)

(
m

∑
k=1

amk fk(t)

)∣∣∣∣∣ dt

=
∫ 1

0
|(g1(t), . . . , gm(t))A( f1(t), . . . , fm(t))| dt

6 v(A)
∫ 1

0
‖(g1(t), . . . , gm(t))‖q‖( f1(t), . . . , fm(t))‖p dt

= v(A),

donde en la última igualdad se usa que |gk(t)| = | fk(t)|p/q para cada k = 1, . . . , m

y casi todo t ∈ [0, 1]. Tenemos pues que v(T) 6 v(A); para obtener la igualdad

basta tomar, para cada k, fk y gk las funciones constantemente iguales a xk e yk

respectivamente, donde (y1, . . . , ym) ∈ S`m
q y (x1, . . . , xm) ∈ S`m

p verifican que
m

∑
k=1

yk xk = 1 y (y1, . . . , ym)A(x1, . . . , xm) = v(A).
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Los resultados anteriores dejan bien clara la utilidad de calcular, o por lo me-

nos de estimar, el índice numérico de `m
p . Parece lógico empezar calculando n(`2

p),

y para ello, buscar un operador con norma uno que tenga radio numérico “pe-

queño”. Si miramos en los ejemplos conocidos, nos encontramos con que radio y

norma coinciden para todos los operadores en `2
1 y `2

∞, así que de aquí no vamos

a poder obtener mucha información. Sin embargo, si nos fijamos en `2
2 podemos

obtener algunos operadores destacados. Como `2
2 es un espacio de Hilbert, tene-

mos n(`2
2) = 0 en caso real y n(`2

2) = 1/2 en caso complejo. De hecho, en caso

real el operador

U =

(
0 1

−1 0

)

tiene claramente radio numérico cero, esto es, nos da el índice numérico de `2
2. A

continuación vamos a estimar el índice numérico de `2
p en función del radio nu-

mérico de U considerado como operador sobre `2
p. Para ello, necesitaremos una

expresión adecuada del radio numérico de los operadores sobre `2
p que tomamos

de [42]. En primer lugar, observamos que para calcular el radio numérico de un

operador es suficiente considerar los puntos de la esfera de `2
p con primera coor-

denada mayor o igual que cero. Estos puntos se pueden parametrizar como

xt,z =
(

1
(1 + tp)1/p ,

tz
(1 + tp)1/p

) (
t > 0, z ∈ {−1, 1}

)
y sus correspondientes estados se pueden parametrizar como sigue

x∗t,z =
(

1
(1 + tp)1/q ,

tp−1z
(1 + tp)1/q

) (
t > 0, z ∈ {−1, 1}

)
.

Dado un operador T =

(
a b

c d

)
en L(`2

p), es inmediato comprobar que

x∗t,z(Txt,z) =
a + btz + ctp−1z + dtp

1 + tp
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y, por tanto, se tiene que

v(T) = sup

{∣∣a + btz + ctp−1z + dtp
∣∣

1 + tp : t > 0, z ∈ {−1, 1}
}

= sup

{
|a + dtp|+

∣∣bt + ctp−1
∣∣

1 + tp : t > 0

}

= máx

{
máx
t∈[0,1]

|a + dtp|+
∣∣bt + ctp−1

∣∣
1 + tp , máx

t∈[0,1]

|d + atp|+
∣∣ct + btp−1

∣∣
1 + tp

}
.

En particular,

v(U) = máx
t∈[0,1]

∣∣tp−1 − t
∣∣

1 + tp .

Enunciamos lo demostrado en el siguiente lema.

2.4.4 Lema ( [42, Lemma 3.2] ). Sea 1 < p < ∞, y sea T =

(
a b

c d

)
un operador

en L(`2
p) (real). Entonces,

v(T) = máx

{
máx
t∈[0,1]

|a + dtp|+
∣∣bt + ctp−1

∣∣
1 + tp , máx

t∈[0,1]

|d + atp|+
∣∣ct + btp−1

∣∣
1 + tp

}
.

El siguiente resultado mejora sensiblemente la información dada en la afirma-

ción (v) del Teorema 2.4.1.

2.4.5 Proposición. Sea 1 < p < ∞. En caso real, se tiene la siguiente cadena de

desigualdades:

máx
{

1
21/p ,

1
21/q

}
v(U) 6 n(`2

p) 6 v(U).

Demostración. Demostramos en primer lugar el resultado para 1 < p 6 2. Para

ello, probamos que 1
21/q v(U) 6 n(`2

p) 6 v(U). La segunda desigualdad es cla-

ra, ya que ‖U‖ = 1. Para demostrar la primera desigualdad, dado un operador
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arbitrario T =

(
a b

c d

)
∈ L(`2

p), vamos a probar que

v(T) > máx {|a|+ |c|, |b|+ |d|} v(U) y ‖T‖ 6 21/q máx{|a|+ |c|, |b|+ |d|},

de donde se deduce claramente el resultado. Estimamos primero la norma de T:

‖T‖ = sup
(x,y)∈S

`2
p

‖(ax + by, cx + dy)‖p = sup
(x,y)∈S

`2
p

(
|ax + by|p + |cx + dy|p

)1/p

6 sup
(x,y)∈S

`2
p

|ax + by|+ |cx + dy| 6 sup
(x,y)∈S

`2
p

(|a|+ |c|)|x|+ (|b|+ |d|)|y|

= ‖(|a|+ |c|, |b|+ |d|)‖q =
(
(|a|+ |c|)q + (|b|+ |d|)q)1/q

6 21/q máx{|a|+ |c|, |b|+ |d|}.

Para demostrar que

v(T) > máx {|a|+ |c|, |b|+ |d|} v(U)

distinguimos dos casos. Suponemos en primer lugar que |a| + |c| > |b| + |d| y,

usando el Lema 2.4.4, obtenemos lo siguiente para cada t ∈ [0, 1]:

v(T) >
|a| − |d|tp + |c|tp−1 − |b|t

1 + tp

= (|a|+ |c|) tp−1 − t
1 + tp + |a| 1− tp−1

1 + tp +
|a|t + |c|t− |b|t− |d|tp

1 + tp

> (|a|+ |c|) tp−1 − t
1 + tp + |a| 1− tp−1

1 + tp + (|a|+ |c| − |b| − |d|) t
1 + tp

> (|a|+ |c|) tp−1 − t
1 + tp = máx{|a|+ |c|, |b|+ |d|} tp−1 − t

1 + tp .
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Si por el contrario |b|+ |d| > |a|+ |c|, para cada t ∈ [0, 1] tenemos

v(T) >
|d| − |a|tp + |b|tp−1 − |c|t

1 + tp

= (|b|+ |d|) tp−1 − t
1 + tp + |d| 1− tp−1

1 + tp +
|b|t + |d|t− |c|t− |a|tp

1 + tp

> (|b|+ |d|) tp−1 − t
1 + tp + |d| 1− tp−1

1 + tp + (|b|+ |d| − |a| − |c|) t
1 + tp

> (|b|+ |d|) tp−1 − t
1 + tp = máx{|a|+ |c|, |b|+ |d|} tp−1 − t

1 + tp .

En cualquier caso, sin más que tomar supremo con t ∈ [0, 1], obtenemos que

v(T) > máx{|a|+ |c|, |b|+ |d|} v(U),

lo que acaba la prueba en el caso 1 < p 6 2. Si 2 6 p < ∞, basta tener en cuenta

que entonces 1 < q 6 2 y que

n(`2
p) = n

((
`2

p
)∗) = n(`2

q)

para obtener el resultado.

Obsérvese que la estimación dada por el resultado anterior empeora a medida

que p se acerca a 2, pero en este caso sabemos que se da la igualdad n(`2
2) = v(U).

Parece, por tanto, que la fuerza perdida en el resultado anterior se debe a un

problema de método y, por lo que nosotros sabemos, la igualdad v(U) = n(`2
p)

es perfectamente posible. Sería interesante determinar si esto es así.

Mucho más complicado aún se antoja el cálculo de n(`m
p ) para dimensiones

superiores. En este campo todavía queda mucho trabajo por hacer, aunque algu-

nas estimaciones numéricas hechas con ordenador avalan la conjetura

n(`m
p ) = n(`2

p) = v(U)

en caso real.
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Comentamos a continuación la escasa información conocida acerca del índice

numérico de `m
p para p 6= 1, 2, ∞ en caso complejo. Para ello, enunciamos el re-

sultado análogo al Lema 2.4.4, que permite calcular de manera sencilla el radio

numérico de algunos operadores en `m
p .

2.4.6 Lema ( [42, Lemma 3.2] ). Sea 1 < p < ∞, y sea T =

(
a b

c d

)
un operador

en L(`2
p). Entonces,

v(T) = máx

máx
t∈[0,1]

z∈T

∣∣a + dtp + zbt + zctp−1
∣∣

1 + tp , máx
t∈[0,1]

z∈T

∣∣d + atp + zct + zbtp−1
∣∣

1 + tp

 .

Con este resultado no resulta muy difícil comprobar que el operador

S =

(
0 1

0 0

)

satisface que

v(S) =
1

p1/pq1/q ,

esto, junto con el hecho de que ‖S‖ = 1, nos dice que n(`2
p) 6 1

p1/pq1/q . Obsérvese

que esta desigualdad es una igualdad cuando p = 2, con lo que parece razonable

conjeturar que

n(`2
p) =

1
p1/pq1/q

y, más aún, que

n(`m
p ) =

1
p1/pq1/q

en caso complejo.
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2.5. Problemas abiertos

Vamos a comentar brevemente las cuestiones que quedan sin respuesta en

nuestro estudio del índice numérico. La primera de ellas surge en el estudio del

índice numérico de espacios de funciones débil*-continuas:

2.5.1 Problema. Sea K un espacio topológico compacto y de Hausdorff y sea X

un espacio de Banach. ¿Se da la igualdad n(X∗) = n(Cω∗(K, X∗))?

En la Proposición 2.2.17 probamos la desigualdad n(X∗) 6 n(Cω∗(K, X∗))
cuando X es un espacio de Asplund o cuando el compacto K tiene un conjun-

to denso de puntos aislados, pero no parece fácil adaptar la demostración que

allí damos al caso general. Por otro lado, las técnicas usadas en el Teorema 2.2.13

para demostrar que n(Cω∗(K, X∗)) 6 n(X) pasan por utilizar operadores débil*-

continuos en L(X∗) y tampoco parece fácil trasladarlas a operadores arbitrarios

en L(X∗). Parece, por tanto, que habrá que desarrollar nuevas técnicas para pro-

bar la posible desigualdad n(Cω∗(K, X∗)) 6 n(X∗) .

El siguiente problema que planteamos está relacionado con el estudio de los

espacios de Banach de dimensión finita con índice numérico cero (véase el Pro-

blema 2.3.13).

2.5.2 Problema. Dado n ∈ N, ¿cuáles son las posibles dimensiones de Z(X)
cuando movemos X entre los espacios de Banach reales de dimensión n?

Aunque este problema ya fue estudiado con detenimiento en la Sección 2.3,

recordamos aquí los detalles principales. En primer lugar, el problema ya fue

completamente resuelto para dim(X) = 2, 3, 4 por H. Rosenthal en sus trabajos

[118, 119]. En el caso de dimensión cinco, no se sabe si la dimensión de Z(X)
puede tomar el valor 5. Resolver el problema en toda su generalidad parece harto
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complicado, pero un primer paso podría ser probar que si se da la desigualdad

dim(Z(X)) > (n−2)(n−3)
2 + 1, entonces dim(Z(X)) > (n−1)(n−2)

2 .

El siguiente problema que planteamos, que ha estado latente desde los co-

mienzos de la teoría, consiste en calcular el índice numérico de los espacios `p

para 1 < p < ∞ con p 6= 2. Gracias al Teorema 2.4.1, este problema quedará

resuelto si se consigue dar respuesta a la siguiente cuestión, en apariencia más

abordable.

2.5.3 Problema. Calcular el índice numérico de `m
p para cada número natural

m > 2 y cada 1 < p < ∞.

Como ya se comentó en la Sección 2.4, se sabe que n(`m
p ) 6 n(`2

p) para cada

m > 2, que n(`m
p ) 6 1

p1/pq1/q en caso complejo y que

máx
{

1
21/p ,

1
21/q

}
máx
t∈[0,1]

∣∣tp−1 − t
∣∣

1 + tp 6 n(`2
p) 6 máx

t∈[0,1]

∣∣tp−1 − t
∣∣

1 + tp

en caso real. Un primer avance pasa por dar respuesta a la siguiente cuestión.

2.5.4 Problema. Determinar el índice numérico de `2
p para 1 < p < ∞.

Aunque no se determine totalmente el índice numérico de `p, sería interesante

saber si el radio numérico es o no una norma equivalente a la norma usual de

operadores en L(`p) (caso real), esto es:

2.5.5 Problema. ¿Es cierto que el índice numérico del espacio real `p es estricta-

mente positivo para todo 1 < p < ∞, p 6= 2?

Como vimos en el apartado (iii) del Teorema 2.4.1, se sabe que el radio numé-

rico es una norma en L(`p) si p 6= 2 queda, por tanto, determinar si es equivalente

o no a la norma de operadores.





Capı́tulo 3
Igualdades de normas para

operadores

3.1. Introducción

A principios de la década de los 70, J. Duncan, C. McGregor, J. Pryce y A. Whi-

te observan en su trabajo pionero sobre índice numérico [42] que un operador T

satisface v(T) = ‖T‖ si, y sólo si, existe ω ∈ T de modo que se verifica

‖Id + ωT‖ = 1 + ‖T‖,

y demuestran este hecho utilizando que la igualdad sup Re W(T) = ‖T‖ para un

operador T equivale a que

‖Id + T‖ = 1 + ‖T‖. (DE)

Esta última igualdad es conocida como ecuación de Daugavet en honor al matemá-

tico I. Daugavet, quien en 1963 [38] demostró que se verifica para todo operador

compacto T en C[0, 1]. Poco después, G. Lozanovskii prueba el mismo resultado

para los operadores compactos en L1[0, 1] y, gracias a las aportaciones de nume-

rosos autores, la ecuación de Daugavet fue extendida en los años ochenta a los

127
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operadores débilmente compactos en L1(µ) y C(K), donde µ es una medida posi-

tiva sin átomos y K es un espacio topológico compacto perfecto [50, 68, 69]. En el

artículo de D. Werner [125] se puede encontrar un acercamiento elemental a estos

resultados.

Fue necesario esperar hasta 1991 para contar con nuevos espacios en los que la

ecuación de Daugavet es verificada por todos los operadores compactos; concre-

tamente, Y. Abramovich exhibió varios ejemplos en [2], como L1[0, 1]⊕∞ L1[0, 1]
y L∞[0, 1]⊕1 L∞[0, 1]. Poco después, P. Wojtaszyk [128] prueba que la clase de los

espacios en los que todos los operadores compactos verifican (DE) es estable por

`1- y `∞-sumas y que no contiene espacios con la propiedad de Radon-Nikodým

ni, por tanto, espacios reflexivos. Estos resultados llevaron al estudio en la déca-

da de los noventa de la llamada propiedad de Daugavet, introducida en 1997 por

V. Kadets, R. Shvidkoy, G. Sirotkin, y D. Werner [76, 77].

3.1.1 Definición. Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Daugavet (también

diremos que X es un espacio de Daugavet) si todos los operadores de rango uno en

X satisfacen (DE).

Comentemos que existen definiciones de la propiedad de Daugavet anterio-

res a la que nosotros damos. Concretamente, para P. Chauveheid [34] un espacio

de Banach tiene la propiedad de Daugavet si todo operador compacto satisfa-

ce (DE) y Y. Abramovich, C. Aliprantis y O. Burkinshaw [5] dan una definición

análoga usando esta vez operadores débilmente compactos. No obstante, las tres

definiciones son equivalentes.

3.1.2 Teorema ( [121, Theorem 4] ). Sea X un espacio de Banach con la propiedad

de Daugavet. Entonces,

‖Id + T‖ = 1 + ‖T‖

para todo T ∈ L(X) que no fije ninguna copia de `1 (en particular, para todo

operador compacto o débilmente compacto en X).
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Digamos también que es en los trabajos de V. Kadets, R. Shvidkoy, G. Sirotkin

y D. Werner [76, 77] donde se inicia el estudio sistemático de esta propiedad.

La propiedad de Daugavet admite varias caracterizaciones geométricas que

dan una idea de lo restrictiva que es.

3.1.3 Lema ( [77, Lemma 2.2] ). Sea X un espacio de Banach. Son equivalentes:

(i ) X tiene la propiedad de Daugavet.

(ii ) Dados x ∈ SX, x∗ ∈ BX∗ y ε > 0, existe y ∈ SX verificando que

Re x∗(y) > 1− ε y ‖x + y‖ > 2− ε.

(iii ) Dados x ∈ SX, x∗ ∈ BX∗ y ε > 0, existe y∗ ∈ SX∗ verificando que

Re y∗(y) > 1− ε y ‖x∗ + y∗‖ > 2− ε.

(iv ) Para cada x ∈ SX y cada ε > 0, el conjunto

co
(

BX \
(
x + (2− ε)BX

))
coincide con BX.

Aunque la propiedad de Daugavet tiene un marcado carácter isométrico, in-

duce numerosas restricciones de tipo isomórfico sobre los espacios que la po-

seen. Por ejemplo, con el resultado anterior en mente, es claro que los espacios

de Daugavet no pueden tener la propiedad de Radon-Nikodým ya que cualquier

rebanada de su bola unidad tiene diámetro 2. Otros resultados de este tipo para

espacios con la propiedad de Daugavet son la contención de `1 [77] y la ausencia

de base incondicional [72] e, incluso, la imposibilidad de embeber un espacio de

Daugavet en un espacio con base incondicional [77]. De hecho, si un espacio con

la propiedad de Daugavet se embebe en una suma incondicional de espacios de

Banach, entonces alguno de los sumandos contiene a `1 [121].

Se puede encontrar una buena introducción a la ecuación de Daugavet en los

libros [3, 4] y referencias precisas sobre el desarrollo de la teoría aparecen en los
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artículos [77, 127]. Para resultados muy recientes, remitimos al lector interesado

a [16, 20, 73, 78] y a las referencias que allí se dan.

Como ya hemos comentado, el hecho de que todos los operadores de ran-

go uno verifiquen (DE) implica que el espacio no es reflexivo. No obstante, si

se cambia la condición que aparece en la ecuación (DE) por una desigualdad

conveniente, es posible que los operadores compactos en algunos espacios re-

flexivos la cumplan. De modo más preciso, se demuestra en [19, Theorem 2]

(véase también [108, §9]) que para cada 1 < p < ∞, p 6= 2, existe una función

ψp : (0, ∞) −→ (0, ∞) de modo que la desigualdad

‖Id + T‖ > 1 + ψp(‖T‖) (3.1)

se verifica para cada operador compacto no nulo T en Lp[0, 1]. Este resultado no

se puede obtener en L2[0, 1], ya que para cualquier proyección ortogonal de rango

finito P se tiene que ‖Id− P‖ = 1. K. Boyko y V. Kadets demuestran en [30] que

si en (3.1) se toma la mejor ψp posible, entonces

lı́m
p→1+

ψp(t) = t

para cada t > 0, generando la ecuación de Daugavet de forma natural como caso

límite de ciertas desigualdades. Recientemente, T. Oikhberg ha establecido de-

sigualdades análogas a (3.1) para los espacios “Lp no conmutativos” [101] y para

algunos espacios de operadores [102]. Otros resultados en esta línea aparecen en

el trabajo de M. Popov y B. Randrianantoanina [109], donde se dan algunos re-

sultados relacionados con (3.1) en el ambiente de los espacios de Lorentz y, en el

trabajo de M. Martín [88], quien analiza el caso en el que la función ϕ que aparece

en la ecuación (3.1) es lineal.

Volviendo a la relación existente entre el rango numérico y la ecuación de

Daugavet, ya hemos comentado que para un operador T se tiene v(T) = ‖T‖ si,

y sólo si, existe ω ∈ T de modo que ωT satisface (DE) o, equivalentemente, si se

verifica la igualdad

máx
ω∈T

‖Id + ωT‖ = 1 + ‖T‖. (aDE)
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Ya en el año 1970, J. Duncan, C. McGregor, J. Pryce y A. White demuestran que

(aDE) se verifica para cada operador lineal y continuo en C(K) o L1(µ), hecho que

fue redescubierto y redemostrado en algunos trabajos de los años 80 y 90 como,

por ejemplo, los debidos a Y. Abramovich [1], J. Holub [68] y K. Schmidt [120]. A

pesar de esta estrecha relación, el rango numérico de operadores y la propiedad

de Daugavet han mantenido caminos separados durante mucho tiempo. Recien-

temente han aparecido algunos artículos en los que se trasvasan técnicas de una

teoría a la otra como, por ejemplo, [31] y [95]. M. Martín y T. Oikhberg llegan un

poco más lejos en [94] y definen la llamada propiedad de Daugavet alternativa,

que liga los espacios de Daugavet y aquellos que tienen índice numérico 1.

3.1.4 Definición. Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Daugavet alternativa

si todo operador de rango uno T ∈ L(X) satisface (aDE).

Es claro que la propiedad de Daugavet y el hecho de tener índice numérico

uno son condiciones suficientes para que un espacio de Banach tenga la propie-

dad de Daugavet alternativa. Sin embargo, dicha propiedad es estrictamente más

débil: el espacio X = c0 ⊕∞ C([0, 1], `2) tiene la propiedad de Daugavet alternati-

va pero no es un espacio de Daugavet ni tiene índice numérico 1 [94, Example 3.2].

Los citados autores demuestran en [94] que si un espacio de Banach tiene la

propiedad de Daugavet alternativa, entonces la ecuación (aDE) se satisface para

los operadores débil compactos, estudian la estabilidad de la mencionada propie-

dad frente a c0, l1 y l∞-sumas y caracterizan las C∗-álgebras con la propiedad de

Daugavet alternativa. En un trabajo muy reciente, M. Martín [89] continúa con

el estudio de la propiedad de Daugavet alternativa, dando caracterizaciones geo-

métricas de esta propiedad para C*-álgebras y para preduales de álgebras de Von

Neumann.

Como hemos pretendido recoger en este breve repaso histórico, la ecuación de

Daugavet (DE) y algunas ecuaciones similares a ella han sido objeto de un inten-
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so estudio desde hace algunos años. Nuestro objetivo en este capítulo es analizar

si existen otras propiedades que, como la propiedad de Daugavet, se pueden for-

mular exigiendo que todos los operadores de rango uno sobre un espacio de Ba-

nach verifiquen alguna igualdad parecida a la ecuación (DE). Si X es un espacio

de Banach sobre el cuerpo K, cuando hablemos de un operador de rango uno so-

bre X nos referiremos, como es habitual, a un operador K-lineal y continuo cuya

imagen tiene dimensión 1 sobre K. Comenzaremos nuestro estudio analizando

qué ecuaciones de la forma

‖g(T)‖ = f
(
‖T‖

)

pueden ser verificadas por todo operador de rango uno T, donde g : K −→ K es

una función entera (en el caso K = R se entiende que g es una función entera que

toma valores reales en el eje real) y f : R+
0 −→ R es una función arbitraria. De-

mostraremos en la sección 3.3 que la única posibilidad no trivial es la ecuación de

Daugavet. Continuaremos nuestro estudio considerando ecuaciones de la forma

‖Id + g(T)‖ = f
(
‖g(T)‖

)

donde g : K −→ K es una función entera y f : R+
0 −→ R es una función conti-

nua. Veremos que si todos los operadores de rango uno en un espacio complejo

X satisfacen una ecuación como la anterior en la que la función g verifica que

Re g(0) 6= −1
2 , entonces X es un espacio de Daugavet. Si Re g(0) = −1

2 , aparecerá

una familia de propiedades, todas estrictamente más débiles que la propiedad de

Daugavet. En caso real, el análisis anterior sigue siendo válido cuando la función

g es sobreyectiva y, en otro caso, aparecerán de forma natural dos posibles nuevas

propiedades. Finalmente, dedicaremos la última parte del capítulo a analizar las

nuevas propiedades que surgen de nuestro estudio.
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3.2. Preliminares

En esta sección presentamos algunos resultados técnicos que resultarán útiles

en nuestro estudio posterior y facilitarán la lectura de las secciones siguientes.

Comenzamos mostrando una sencilla propiedad de los espacios normados,

consecuencia inmediata de la convexidad de la norma, de la que se deduce que si

un operador satisface (DE) entonces también lo hace cualquier múltiplo positivo

suyo. Dicha propiedad, bien conocida, aparece explícitamente enunciada en [5].

3.2.1 Lema ( [5, Lemma 2.1] ). Si dos vectores u y v en un espacio normado veri-

fican la igualdad

‖u + v‖ = ‖u‖+ ‖v‖,

entonces ‖αu + βv‖ = α‖u‖+ β‖v‖ para cualesquiera α, β > 0.

Obtenemos como consecuencia el siguiente resultado, que usaremos profusa-

mente a lo largo del capítulo, la mayoría de las veces sin mención explícita.

3.2.2 Corolario. Si un operador T sobre un espacio de Banach verifica la ecuación

de Daugavet entonces cualquier múltiplo positivo suyo también lo hace.

El siguiente comentario es también totalmente rutinario.

3.2.3 Observación. Sea X un espacio de Banach con la propiedad de Daugavet y

a, b ∈ K. Entonces, para cualquier operador débilmente compacto T ∈ L(X), se

tiene que

‖a Id + b T‖ = |a|+ |b| ‖T‖.

Nuestra segunda observación es que, para espacios complejos, la definición

de la propiedad de Daugavet puede resultar un poco confusa, puesto que los
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operadores de rango uno se pueden interpretar de dos maneras distintas: por una

parte, podemos considerar los operadores complejo-lineales cuya imagen tiene

dimensión compleja 1 (esto es, operadores de la forma x∗ ⊗ x con x∗ ∈ X∗ y x ∈
X) y, por otra, los operadores lineales en XR cuya imagen tiene dimensión real 1

(esto es, operadores de la forma Re x∗ ⊗ x con Re x∗ ∈ (XR)∗ y x ∈ X). Pues bien,

las dos posibles definiciones de la propiedad de Daugavet que se pueden escribir

en caso complejo son equivalentes, como muestra la siguiente proposición.

3.2.4 Proposición. Sea X un espacio de Banach complejo. Son equivalentes:

(i ) Todo operador de rango uno (real) en XR verifica la ecuación (DE).

(ii ) Todo operador de rango uno (complejo) en X verifica la ecuación(DE).

Demostración. (i) ⇒ (ii) es consecuencia inmediata del Teorema 3.1.2, aunque

damos una prueba directa por complitud. Para ello, fijamos un operador de rango

uno complejo T = x∗0 ⊗ x0 con ‖x∗0‖ = ‖x0‖ = 1 y usamos la hipótesis para

obtener que

‖Id + Re x∗0 ⊗ x0‖ = 2.

Con esto, dado ε > 0, podemos encontrar x ∈ SX verificando que

‖x + Re x∗0(x)x0‖ > 2− ε

de donde deducimos que

|Re x∗0(x)| > 1− ε y, por tanto, | Im x∗0(x)| 6 ε.

Ahora ya podemos concluir que

‖Id + T‖ > ‖x + Tx‖ > ‖x + Re x∗0(x)x0‖ − ‖i Im x∗0(x)x0‖ > 2− 2ε.

(ii) ⇒ (i). Fijamos ε > 0 y un operador de rango uno real T = Re x∗0 ⊗ x0 con

‖Re x∗0‖ = ‖x∗0‖ = 1 = ‖x0‖
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y utilizamos (ii) para obtener que ‖Id + x∗0 ⊗ x0‖ = 2, de donde deducimos que

existe x ∈ SX verificando que

‖x + x∗0(x)x0‖ > 2− ε.

Tomamos finalmente ω ∈ T de modo que ωx∗0(x) = |x∗0(x)| y observamos que

x∗0(ωx) = ωx∗0(x) = Re x∗0(ωx),

de donde deducimos que

‖Id + T‖ = ‖Id + Re x∗0 ⊗ x0 + ‖ > ‖ωx + Re x∗0(ωx)x0‖

= ‖ωx + ωx∗0(x)x0‖ = ‖x + x∗0(x)x0‖ > 2− ε.

La siguiente idea que queremos resaltar es que la propiedad de Daugavet im-

plica obviamente que para cada operador de rango uno T, la norma de Id + T

sólo depende de ‖T‖. Más aún, se prueba sin dificultad que este hecho caracteri-

za la propiedad de Daugavet. Enunciamos un resultado un poco más general que

utilizaremos en la siguiente sección.

3.2.5 Proposición. Sea X un espacio de Banach sobre K y sea f : R+
0 −→ R una

función arbitraria. Supongamos que existen a, b ∈ K de modo que la igualdad

‖a Id + b T‖ = f (‖T‖)

se verifica para todo operador de rango uno T ∈ L(X). Entonces,

f (t) = |a|+ |b| t

para todo t ∈ R+
0 . En particular, si a 6= 0 y b 6= 0, entonces X tiene la propiedad

de Daugavet.

Demostración. En primer lugar, observamos que si ab = 0, el resultado es obvia-

mente cierto, así que suponemos que a 6= 0, b 6= 0 y llamamos

ω0 =
b
|b|

a
|a| ∈ T.
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En segundo lugar, tomamos x0 ∈ SX y x∗0 ∈ SX∗ con x∗0(x0) = ω0 y, para cada

t ∈ R+
0 , definimos el operador de rango uno Tt = tx∗0 ⊗ x0. Como ‖Tt‖ = t, la

hipótesis nos da la siguiente igualdad:

f (t) = ‖aId + b Tt‖ (t ∈ R+
0 ),

que utilizamos para escribir

|a|+ |b| t > f (t) = ‖aId + b Tt‖ > ‖a x0 + bt ω0 x0‖

= |a + b ω0t| ‖x0‖ =

∣∣∣∣∣a + b
b
|b|

a
|a| t

∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣a + |b| a

|a| t
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ a
|a|

∣∣∣∣ (|a|+ |b| t) = |a|+ |b| t,

lo que prueba que f (t) = |a|+ |b| t.

Si a 6= 0 y b 6= 0, utilizando lo anterior y la hipótesis obtenemos que

‖a Id + b T‖ = |a|+ |b| ‖T‖

para cada T ∈ L(X) de rango uno, de donde deducimos que∥∥∥∥Id +
b
a

T
∥∥∥∥ = 1 +

∥∥∥∥b
a

T
∥∥∥∥

para cada T ∈ L(X) de rango uno o, equivalentemente, que

‖Id + S‖ = 1 + ‖S‖

para cada operador de rango uno S ∈ L(X).

La proposición anterior nos dice que para buscar nuevas ecuaciones similares

a la ecuación de Daugavet debemos cambiar la expresión Id + T por otras fun-

ciones del operador T. Como ya hemos comentado en la introducción, vamos a

estudiar ecuaciones de la forma

‖g(T)‖ = f
(
‖T‖

)
y ‖Id + g(T)‖ = f

(
‖g(T)‖

)
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donde g es una función que debe llevar operadores en operadores. Como preten-

demos que g se pueda aplicar a cualquier operador de rango uno sobre cualquier

espacio de Banach, parece razonable considerar una serie de potencias con radio

de convergencia infinito, esto es, tomar una función entera g : K −→ K y definir

g(T) :=
∞

∑
k=0

ak T k

para todo operador T ∈ L(X), donde g(ζ) =
∞

∑
k=0

ak ζk es el desarrollo en serie de

potencias de g centrado en 0. Si g es una función en las condiciones anteriores,

utilizaremos la siguiente notación:

g̃(ζ) = g(ζ)− g(0) (ζ ∈ K).

El siguiente resultado, de demostración totalmente predecible, nos muestra cómo

calcular g(T) para cualquier operador de rango uno T.

3.2.6 Lema. Sea g : K −→ K una función entera con desarrollo en serie de poten-

cias

g(ζ) =
∞

∑
k=0

ak ζk (ζ ∈ K)

y sea X un espacio de Banach sobre K. Dados x∗ ∈ X∗ y x ∈ X, escribimos

T = x∗ ⊗ x y α = x∗(x). Entonces, para cada λ ∈ K se tiene que

g(λT) =

a0Id + a1λT si α = 0

a0Id + g̃(αλ)
α T si α 6= 0.

Demostración. En primer lugar, es inmediato comprobar que para cada λ ∈ K y

cada k ∈ N, se tiene que

(λT)k = αk−1λk T.

Gracias a esto, si α = 0, tenemos que T2 = 0 y el resultado se sigue de forma
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obvia. Si por el contrario α 6= 0, obtenemos que

g(λT) = a0Id +
∞

∑
k=1

ak αk−1 λk T

= a0Id +

(
1
α

∞

∑
k=1

ak αkλk

)
T = a0Id +

g̃(αλ)
α

T.

Acabamos la sección con una obvia observación.

3.2.7 Observación. Si X es un espacio de Banach con dim(X) > 2 y T ∈ L(X)
es un operador de rango uno, entonces ‖g(T)‖ > |g(0)|. En efecto, el Lema 3.2.6

nos dice que g̃(S) es un operador de rango uno y, como dim(X) > 2, podemos

encontrar y ∈ SX de modo que [g̃(S)](y) = 0, luego

‖g(S)‖ >
∥∥g(0)y + [g̃(S)](y)

∥∥ = |g(0)|.

3.3. Igualdades del tipo ‖g(T)‖ = f (‖T‖)

En esta sección vamos a estudiar qué ecuaciones de la forma

‖g(T)‖ = f
(
‖T‖

)
(3.2)

pueden ser válidas para todos los operadores de rango uno T en un espacio de

Banach, donde g : K −→ K es una función entera y f : R+
0 −→ R es una función

arbitraria. Nuestro objetivo es demostrar que la única posibilidad no trivial en

espacios de Banach de dimensión mayor o igual que dos es la propiedad de Dau-

gavet. Comenzamos demostrando que g ha de ser necesariamente un polinomio

de grado menor o igual que 1.

3.3.1 Teorema. Sea X un espacio de Banach sobre el cuerpo K con dim(X) > 2,

sea f : R+
0 −→ R una función arbitraria y sea g : K −→ K una función entera.

Supongamos que la igualdad

‖g(T)‖ = f (‖T‖)
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se cumple para todo operador de rango uno T ∈ L(X). Entonces, existen a, b ∈ K

de modo que

g(ζ) = a + b ζ
(
ζ ∈ K

)
.

Demostración. Sea g(ζ) =
∞

∑
k=0

akζk el desarrollo en serie de potencias de g cen-

trado en 0. Dado α ∈ K con |α| 6 1, tomamos xα ∈ SX y x∗α ∈ SX∗ tales que

x∗α(xα) = α (aquí es donde utilizamos que dim(X) > 2), definimos el operador

de rango uno Tα = x∗α ⊗ xα y usamos el Lema 3.2.6 para obtener que

g(λT0) = a0Id + a1λ T0 y g(λTα) = a0Id +
1
α

g̃(λα) Tα (α 6= 0)

para todo λ ∈ K. Deducimos inmediatamente que

f (|λ|) = ‖g(λT0)‖ = ‖a0Id + a1λT0‖

y

f (|λ|) = ‖g(λTα)‖ =
∥∥∥∥a0Id +

1
α

g̃(λα)Tα

∥∥∥∥ ,

para todo λ ∈ K, luego∥∥∥∥a0Id +
1
α

g̃(λα)Tα

∥∥∥∥ = ‖a0Id + a1λT0‖ (λ ∈ K, 0 < |α| 6 1). (3.3)

En este punto separamos la demostración del caso complejo de la del caso real. En

caso complejo es suficiente utilizar la igualdad (3.3) para α = 1 y la desigualdad

triangular para obtener que

|g̃(λ)| 6 2|a1|+ |a1||λ| (λ ∈ C), (3.4)

de donde deducimos que g̃ es un polinomio de grado uno sin más que acudir

a las desigualdades de Cauchy (véase [35, §IV.3 Exercise 1, pp. 80] o [59, Theo-

rem 3.4.4], por ejemplo), lo que acaba la prueba en este caso.

Es claro que en caso real la desigualdad (3.4) no nos garantiza que g̃ sea un

polinomio de grado uno (piénsese en las funciones seno o coseno) y, por tanto,
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hemos de utilizar toda la información obtenida en (3.3). Sin más que aplicar la

desigualdad triangular, de dicha ecuación obtenemos que∣∣∣∣ g̃(λα)
α

∣∣∣∣− |a0| 6 |a0|+ |a1| |λ| y |a1| |λ| − |a0| 6
∣∣∣∣ g̃(λα)

α

∣∣∣∣+ |a0|

para todo λ ∈ R y todo α ∈ [−1, 1] \ {0}, de donde deducimos que∣∣∣∣∣∣∣∣ g̃(λα)
α

∣∣∣∣− |a1| |λ|
∣∣∣∣ 6 2|a0| (λ ∈ R, α ∈ [−1, 1] \ {0}).

Ahora, para cualquier t ∈]1, +∞[ y cualquier k ∈ N, utilizamos la desigualdad

anterior con λ = tk y α = 1
tk−1 para obtener que∣∣|g̃(t)| − t |a1|

∣∣ 6 2|a0|
tk−1

y tomando límite k −→ ∞, deducimos que

|g̃(t)| = |a1| t
(
t ∈]1, +∞[

)
.

Finalmente, la igualdad anterior junto con un simple argumento de continuidad

nos permite asegurar que g̃ coincide con un polinomio de grado uno en el inter-

valo ]1, +∞[ y lo mismo pasa en todo R gracias a la analiticidad de g̃.

El siguiente corolario recopila la información obtenida en la Proposición 3.2.4

y el Teorema 3.3.1.

3.3.2 Corolario. Sea X un espacio de Banach sobre el cuerpo K con dim(X) > 2,

sea f : R+
0 −→ R una función arbitraria y sea g : K −→ K una función entera.

Supongamos que la igualdad

‖g(T)‖ = f (‖T‖)

se verifica para todo operador de rango uno T ∈ L(X). Entonces, se da una de las

siguientes posibilidades:

a) g es una función constante (caso trivial).

b) Existe b ∈ K de modo que g(ζ) = b ζ para todo ζ ∈ K (caso trivial).

c) Existen escalares no nulos a, b ∈ K de modo que g(ζ) = a + b ζ para todo

ζ ∈ K y X tiene la propiedad de Daugavet.
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3.4. Igualdades del tipo ‖Id + g(T)‖ = f (‖g(T)‖)

Siguiendo con la búsqueda de propiedades similares a la propiedad de Dau-

gavet, nos planteamos ahora estudiar cuándo una igualdad del tipo

‖Id + g(T)‖ = f (‖g(T)‖), (3.5)

donde g : K −→ K es una función entera y f : [|g(0)|, +∞[−→ R es una función

continua, puede cumplirse para todo operador de rango uno en un espacio de

Banach. La primera observación que debemos hacer, totalmente evidente, es que

si un espacio tiene la propiedad de Daugavet, entonces todos los operadores de

rango uno satisfacen (3.5) si tomamos las funciones g(ζ) = ζ y f (t) = 1 + t. La

segunda observación, también sencilla, es que esto mismo ocurre para cualquier

función entera g sin más que tomar una función f conveniente.

3.4.1 Observación. Sea X un espacio de Banach real o complejo con la propiedad

de Daugavet. Entonces, la igualdad

‖Id + g(T)‖ = |1 + g(0)| − |g(0)|+ ‖g(T)‖

es cierta para todo operador de rango uno T ∈ L(X) y toda función entera g :

K −→ K. En efecto, el Lema 3.2.6 nos dice que g̃(T) es un operador de rango

uno siempre que lo sea T, luego podemos usar la Observación 3.2.3 para escribir

‖Id + g(T)‖ = ‖Id + g(0) Id + g̃(T)‖ = |1 + g(0)|+ ‖g̃(T)‖

=
(
|1 + g(0)| − |g(0)|

)
+
(
|g(0)|+ ‖g̃(T)‖

)
= |1 + g(0)| − |g(0)|+ ‖g(0) Id + g̃(T)‖

= |1 + g(0)| − |g(0)|+ ‖g(T)‖.

Por tanto, en esta sección nuestro objetivo no es determinar la forma concreta

de la función g, sino limitar el número de propiedades del tipo (3.5) que se pueden

verificar en un espacio de Banach. Como se verá, el hecho de que la función g sea
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sobreyectiva jugará un papel fundamental en nuestro estudio. Es por esto que

separamos el caso real del caso complejo, pues en este último la sobreyectividad

de g viene garantizada (salvo para, eventualmente, un valor) por el Teorema de

Picard.

3.4.1. Caso complejo

En este caso, podemos cambiar g en nuestra igualdad por un polinomio de

grado uno.

3.4.2 Teorema. Sea X un espacio de Banach complejo de dimensión mayor o igual

que 2, g : C −→ C una función entera no constante y f : [|g(0)|, +∞[−→ R una

función continua. Supongamos que

‖Id + g(T)‖ = f (‖g(T)‖)

para todo operador de rango uno T ∈ L(X). Entonces, también se verifica que

‖(1 + g(0))Id + T‖ = |1 + g(0)| − |g(0)|+ ‖g(0)Id + T‖

para todo operador de rango uno T ∈ L(X).

Demostración. En un primer paso vamos a probar que la igualdad

‖(1 + g(0))Id + T‖ = f
(
‖g(0)Id + T‖

)
(3.6)

se verifica para todo operador de rango uno T ∈ L(X). Para ello, fijamos un

operador T = x∗ ⊗ x con x ∈ X, x∗ ∈ X∗ y x∗(x) 6= 0 y utilizamos el Teorema

de Picard para encontrar (exceptuando, eventualmente, un valor x∗(x) = α0) un

número ξ ∈ C de modo que g̃(ξ) = x∗(x). Utilizamos ahora el Lema 3.2.6 para el

operador ξ
x∗(x) T y obtenemos que

g
(

ξ
x∗(x) T

)
= g(0)Id +

g̃(ξ)
x∗(x)

T = g(0)Id + T
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y usando la hipótesis deducimos que

‖Id + g(0)Id + T‖ =
∥∥∥Id + g

(
ξ

x∗(x) T
)∥∥∥ = f

(∥∥∥g
(

ξ
x∗(x) T

)∥∥∥) = f (‖g(0)Id + T‖) .

Para acabar la prueba de (3.6) basta observar que los casos en los que x∗(x) = 0 y

x∗(x) = α0 se deducen de lo anterior y de la continuidad de f .

La segunda parte de la demostración consiste en comprobar que

f (t) = |1 + g(0)| − |g(0)|+ t
(
t > |g(0)|

)
.

Para ello, distinguimos dos casos. Suponemos en primer lugar que g(0) = −1,

tomamos x ∈ SX y x∗ ∈ SX∗ tales que x∗(x) = 1 y, para cada t > 1, definimos el

operador Tt := (1− t)x∗ ⊗ x. Es inmediato comprobar que

‖Tt‖ = t− 1 y ‖ − Id + Tt‖ = t,

luego la igualdad (3.6) nos dice que f (t) = t− 1, lo que concluye la demostración

en este caso.

Si por el contrario g(0) 6= −1, tomamos x ∈ SX y x∗ ∈ SX∗ tales que x∗(x) = 1

y, para cada t > |g(0)|, definimos el operador

Tt :=
1 + g(0)
|1 + g(0)|

(
t− |g(0)|

)
x∗ ⊗ x

y observamos que

‖(1 + g(0))Id + Tt‖ = |1 + g(0)|+ t− |g(0)|.

En efecto, la desigualdad ‖(1 + g(0))Id + Tt‖ 6 |1 + g(0)|+ t− |g(0)| es obvia, y

la otra se consigue mediante la siguiente estimación:

‖(1 + g(0))Id + Tt‖ > ‖x‖
∣∣∣∣(1 + g(0)) +

1 + g(0)
|1 + g(0)| (t− |g(0)|)

∣∣∣∣
= |1 + g(0)|+ t− |g(0)|.
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Por tanto, utilizando (3.6) tenemos que

f
(
‖g(0)Id + Tt‖

)
= |1 + g(0)|+ t− |g(0)| (3.7)

y la demostración quedará terminada si somos capaces de probar que

‖g(0)Id + Tt‖ = t.

Para ello, observamos que

‖g(0)Id + Tt‖ 6 |g(0)|+ t− |g(0)| = t

y que la desigualdad anterior se convierte trivialmente en una igualdad cuan-

do g(0) = 0. Podemos asumir entonces que g(0) 6= 0 y lo que nos queda por

demostrar es que

‖g(0)Id + Tt‖ > t.

Con este propósito, definimos el operador

St :=
g(0)
|g(0)|

(
‖g(0)Id + Tt‖ − |g(0)|

)
x∗ ⊗ x

y observamos, por una parte, que

‖g(0)Id + St‖ 6 |g(0)|+ ‖g(0)Id + Tt‖ − |g(0)| = ‖g(0)Id + Tt‖

y, por otra, que

‖g(0)Id + St‖ > ‖x‖
∣∣∣∣g(0) +

g(0)
|g(0)| (‖g(0)Id + Tt‖ − |g(0)|)

∣∣∣∣
= |g(0)|+ ‖g(0)Id + Tt‖ − |g(0)| = ‖g(0)Id + Tt‖,

luego

‖g(0)Id + St‖ = ‖g(0)Id + Tt‖.
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Usando lo anterior, (3.6) y (3.7), obtenemos que

|1 + g(0)|+ t− |g(0)| = f
(
‖g(0)Id + Tt‖

)
= f

(
‖g(0)Id + St‖

)
= ‖(1 + g(0))Id + St‖

6 |1 + g(0)|+ ‖St‖

= |1 + g(0)|+ ‖g(0)Id + Tt‖ − |g(0)|,

de donde deducimos que

t 6 ‖g(0)Id + Tt‖,

lo que concluye la demostración.

Observamos que el teorema anterior nos proporciona mucha información en

algunos casos: por ejemplo, cuando g(0) = 0, nos dice que el espacio que estamos

considerando tiene la propiedad de Daugavet y lo mismo pasa si g(0) = −1. Pa-

rece lógico plantearse si hay más valores de g(0) para los que ocurre esto mismo.

Si se analiza con un poco de detenimiento la ecuación que aparece en la tesis del

Teorema 3.4.2, se intuye que puede haber un cambio de comportamiento cuando

|1 + g(0)| = |g(0)|, o lo que es lo mismo, cuando Re g(0) = −1
2 .

−1

En el siguiente teorema demostramos que si Re g(0) 6= −1
2 entonces el espacio

que estamos considerando tiene la propiedad de Daugavet.
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3.4.3 Teorema. Sea X un espacio de Banach complejo con dim(X) > 2. Suponga-

mos que existen una función entera no constante g : C −→ C con Re g(0) 6= −1
2

y una función continua f : R+
0 −→ R de modo que la igualdad

‖Id + g(T)‖ = f (‖g(T)‖)

se verifica para todo operador de rango uno T ∈ L(X). Entonces, X tiene la pro-

piedad de Daugavet.

Demostración. Comenzamos con el caso en el que Re g(0) > −1
2 . Fijamos ω, ξ ∈ T

tales que

ω (1 + g(0)) = |1 + g(0)| y ξ g(0) = |g(0)|

y utilizamos el Teorema 3.4.2 para obtener que

‖Id + g(0)Id + T‖ = |1 + g(0)| − |g(0)|+ ‖g(0)Id + T‖ (3.8)

para todo operador de rango uno T ∈ L(X). Observamos ahora que el núme-

ro α := |1 + g(0)| − |g(0)| es positivo, con lo que podemos dividir la ecuación

anterior por α y obtenemos que∥∥∥1+g(0)
α Id + 1

α T
∥∥∥ = 1 +

∥∥∥ g(0)
α Id + 1

α T
∥∥∥ .

Por otro lado, observamos que∥∥∥1+g(0)
α Id + 1

α T
∥∥∥ =

∥∥∥ |1+g(0)|
α Id + ω

α T
∥∥∥ =

∥∥∥Id + |g(0)|
α Id + ω

α T
∥∥∥

y ∥∥∥ g(0)
α Id + 1

α T
∥∥∥ =

∥∥∥ |g(0)|
α Id + ξ

α T
∥∥∥ ,

luego ∥∥∥Id + |g(0)|
α Id + ω

α T
∥∥∥ = 1 +

∥∥∥ |g(0)|
α Id + ξ

α T
∥∥∥

para todo operador de rango uno T ∈ L(X), o lo que es lo mismo,∥∥∥Id + |g(0)|
α Id + T

∥∥∥ = 1 +
∥∥∥ |g(0)|

α Id + ξ
ω T
∥∥∥ (3.9)
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para todo operador de rango uno T ∈ L(X). De esto se deduce inmediatamente

que ∥∥∥ |g(0)|
α Id + T

∥∥∥ >
∥∥∥ |g(0)|

α Id + ξ
ω T
∥∥∥

y, de hecho, esto es una igualdad para todo T. En efecto, fijados T y n ∈ N,

aplicamos la desigualdad anterior n veces y obtenemos que∥∥∥ |g(0)|
α Id + T

∥∥∥ >
∥∥∥ |g(0)|

α Id + ξ
ω T
∥∥∥ > · · · >

∥∥∥ |g(0)|
α Id +

(
ξ
ω

)n
T
∥∥∥ .

Tenemos ahora dos posibilidades: si existe n0 ∈ N tal que
(

ξ
ω

)n0
= 1, la desigual-

dad anterior nos da obviamente la igualdad deseada; en otro caso, podemos en-

contrar una sucesión parcial de
{
(ξ/ω)n}

n∈N
convergiendo a 1 y esto, junto con

la desigualdad anterior, nos dice que∥∥∥ |g(0)|
α Id + T

∥∥∥ =
∥∥∥ |g(0)|

α Id + ξ
ω T
∥∥∥ .

Utilizamos la igualdad que acabamos de probar y la igualdad (3.9), y obtenemos

que ∥∥∥Id + |g(0)|
α Id + T

∥∥∥ = 1 +
∥∥∥ |g(0)|

α Id + T
∥∥∥

para todo operador de rango uno T ∈ L(X) y, gracias al Corolario 3.2.2, deduci-

mos que ∥∥∥Id + 1
n

(
|g(0)|

α Id + T
)∥∥∥ = 1 +

∥∥∥ 1
n

(
|g(0)|

α Id + T
)∥∥∥

para todo operador de rango uno T ∈ L(X) y todo n ∈ N. Finalmente, fijamos

un operador de rango uno S ∈ L(X), utilizamos la igualdad anterior para nS

obteniendo que ∥∥∥Id + S + |g(0)|
nα Id

∥∥∥ = 1 +
∥∥∥ |g(0)|

nα Id + S
∥∥∥

y, tomando límite n → ∞, deducimos que

‖Id + S‖ = 1 + ‖S‖.

Cuando Re g(0) < −1
2 , basta reescribir la ecuación (3.8) en la forma

‖g(0)Id + T‖ = |g(0)| − |1 + g(0)|+ ‖(1 + g(0))Id + T‖

y continuar la demostración de modo análogo al caso anterior.



148 Capítulo 3. Igualdades de normas para operadores

Si Re g(0) = −1
2 la demostración anterior no es válida y, de hecho, la tesis del

Teorema 3.4.3 deja de ser cierta. Para explicar esta última afirmación observamos

que cuando consideramos las funciones g(ζ) = −1
2 + 1

2 ζ y f (t) = t, la ecuación

que obtenemos es ∥∥∥1
2Id + 1

2 T
∥∥∥ =

∥∥∥−1
2Id + 1

2 T
∥∥∥

que es obviamente equivalente a

‖Id + T‖ = ‖Id− T‖.

En el siguiente ejemplo presentamos un espacio de Banach X en el que se veri-

fica esta última ecuación para todo operador de rango uno T ∈ L(X) y que, sin

embargo, no tiene la propiedad de Daugavet.

3.4.4 Ejemplo. El espacio de Banach (real o complejo) X = C[0, 1] ⊕2 C[0, 1] no

tiene la propiedad de Daugavet; no obstante, la igualdad

‖Id + ωT‖ = ‖Id + T‖ (3.10)

se verifica para todo operador de rango uno T ∈ L(X) y todo ω ∈ T.

Demostración. X no tiene la propiedad de Daugavet gracias a [20, Corollary 5.4].

Para demostrar la segunda afirmación, basta ver que ‖Id + ωT‖2 > ‖Id + T‖2,

para todo operador de rango uno T ∈ L(X) y todo ω ∈ T. Para ello, fijamos

ω ∈ T y un operador de rango uno T = x∗ ⊗ x en X y escribimos x∗ = (x∗1 , x∗2)
y x = (x1, x2), donde x∗1 , x∗2 ∈ C[0, 1]∗ y x1, x2 ∈ C[0, 1]. Obsérvese que podemos

suponer que

x∗1 = µ1 +
n1

∑
j=1

αj δrj x∗1 = µ2 +
n2

∑
j=1

β j δsj ,

donde α1,. . . , αn1 , β1,. . . , βn2 ∈ C, r1,. . . , rn1 , s1,. . . , sn2 ∈ [0, 1] y µ1 y µ2 son

medidas no atómicas en [0, 1] (basta tener en cuenta que cualquier operador de

rango uno se puede aproximar por operadores verificando la condición anterior

y que el conjunto de los operadores de rango uno que satisfacen la ecuación (3.10)

es cerrado).
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En un segundo paso, fijamos 0 < ε < 1 y tomamos y = (y1, y2) ∈ SX verifi-

cando que

‖y + Ty‖2 = ‖y1 + x∗(y)x1‖2 + ‖y2 + x∗(y)x2‖2 > ‖Id + T‖2 − ε. (3.11)

Como x1, x2, y1 e y2 son funciones continuas y [0, 1] es perfecto, podemos encon-

trar intervalos abiertos ∆1, ∆2 de modo que

|yi(t) + x∗(y)xi(t)| > ‖yi + x∗(y)xi‖ − ε (t ∈ ∆i , i = 1, 2) (3.12)

y

∆1 ∩ {rj : j = 1, . . . , n1} = ∅ y ∆2 ∩ {sj : j = 1, . . . , n2} = ∅ . (3.13)

Utilizando que µ1 y µ2 no tienen átomos y reduciendo ∆1 y ∆2 si fuera necesario,

podemos suponer que ∆1 y ∆2 también verifican que

|µ1( f )| < ‖ f ‖ ε y |µ2(g)| < ‖g‖ ε (3.14)

para toda f ∈ C[0, 1] con soporte contenido en ∆1 y toda g ∈ C[0, 1] con soporte

contenido en ∆2.

Ahora fijamos t1 ∈ ∆1 y t2 ∈ ∆2, construimos funciones continuas φi de [0, 1]
en [0, 1] verificando que

φi(ti) = 1 y φi([0, 1] \ ∆i) = {0} (i = 1, 2) (3.15)

y definimos

ỹi := yi (1− φi + ω φi) (i = 1, 2)

que verifica ỹi(ti) = ω yi(ti). Además, resulta sencillo comprobar que

|1− φi(t) + ωφi(t)| 6 1
(
t ∈ [0, 1], i = 1, 2

)
,

luego ‖ỹi‖ 6 ‖yi‖, lo que implica que ‖ỹ‖ = ‖(ỹ1, ỹ2)‖ 6 1 y, por tanto,

‖Id + ωT‖2 > ‖ỹ + ωTỹ‖2 = ‖ỹ1 + ωx∗(ỹ)x1‖2 + ‖ỹ2 + ωx∗(ỹ)x2‖2. (3.16)
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Por otra parte, se deduce inmediatamente de la definición de ỹi que

yi − ỹi = yi φi(1−ω) (i = 1, 2)

y, usando (3.13), (3.14) y que el soporte de φi está contenido en ∆i, obtenemos que

|x∗(y− ỹ)| 6 |1−ω| |x∗1(y1 φ1)|+ |1−ω| |x∗2(y2 φ2)| 6 2‖x∗1‖ ε + 2‖x∗2‖ ε.

Utilizando ahora (3.12), hacemos la siguiente estimación para i = 1, 2:

‖ỹi + ωx∗(ỹ)xi‖ > ‖ỹi + ωx∗(y)xi‖ − |x∗(y− ỹ)| ‖xi‖

> |ỹi(ti) + ωx∗(y)xi(ti)| − 2
(
‖x∗1‖+ ‖x∗2‖

)
‖xi‖ ε

= |yi(ti) + x∗(y)xi(ti)| − 2
(
‖x∗1‖+ ‖x∗2‖

)
‖xi‖ ε

> ‖yi + x∗(y)xi‖ − ε− 2
(
‖x∗1‖+ ‖x∗2‖

)
‖xi‖ ε.

Finalmente, utilizando (3.11) y (3.16) no resulta difícil encontrar una constante

K > 0 (independiente de ε) de modo que

‖Id + ωT‖2 > ‖Id + T‖2 − K ε,

lo que acaba la demostración.

La aparición de la igualdad ‖Id + ω T‖ = ‖Id + T‖ no es casual, de hecho,

cuando Re g(0) = −1
2 se puede demostrar que siempre se verifica una ecuación

similar a la anterior.

3.4.5 Teorema. Sea X un espacio de Banach complejo con dim(X) > 2. Suponga-

mos que existen una función entera no constante g : C −→ C con Re g(0) = −1
2

y una función continua f : [|g(0)|, +∞[−→ R, de modo que la igualdad

‖Id + g(T)‖ = f (‖g(T)‖)

se verifica para todo operador de rango uno T ∈ L(X). Entonces, existe un nú-

mero complejo ω0 ∈ T \ {1} tal que la igualdad

‖Id + ω0T‖ = ‖Id + T‖ (3.17)
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se verifica para todo operador de rango uno T ∈ L(X). Más aún, existe un sub-

grupo multiplicativo cerrado no trivial A ⊆ T tal que

‖Id + ω T‖ = ‖Id + T‖

para todo operador de rango uno T ∈ L(X) y todo ω ∈ T.

Demostración. Utilizando el Teorema 3.4.2 obtenemos que

‖(1 + g(0))Id + T‖ = ‖g(0)Id + T‖

para todo operador de rango uno T ∈ L(X). Por tanto, como |1 + g(0)| = |g(0)|,
deducimos que existen números complejos ω1, ω2 ∈ C de modo que ω1 6= ω2,

|ω1| = |ω2| y

‖Id + ω1T‖ = ‖Id + ω2T‖

se verifica para todo operador de rango uno T ∈ L(X) o, equivalentemente, que

existe ω0 ∈ T \ {1} tal que

‖Id + ω0 T‖ = ‖Id + T‖ (3.18)

se verifica para todo operador de rango uno T ∈ L(X).

Para probar la última parte del teorema, basta observar que el conjunto de

aquellos números complejos ω0 ∈ T para los que (3.18) es cierta tiene estructura

de subgrupo multiplicativo cerrado de T.

El resultado anterior nos da una nueva familia de propiedades que se escriben

en términos de una ecuación que involucra a los operadores de rango uno: si

A ⊂ T es un subgrupo multiplicativo cerrado de T, nos planteamos estudiar qué

espacios de Banach complejos X verifican que

‖Id + ωT‖ = ‖Id + T‖

para todo operador de rango uno T ∈ L(X) y todo ω ∈ A. Gracias al Ejem-

plo 3.4.4 sabemos que todas estas propiedades son estrictamente más débiles que

la propiedad de Daugavet. En la sección 3.5 analizaremos las consecuencias es-

tructurales que implican sobre los espacios que las poseen.
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3.4.2. Caso real

La situación en caso real no es, ni mucho menos, tan clara como en el caso

complejo. Por una parte, la demostración del Teorema 3.4.2 sigue siendo válida

si la función g es sobreyectiva, pues este hecho sustituye al Teorema de Picard y,

salvado ese escollo, la demostración de los Teoremas 3.4.3 y 3.4.5 no depende del

cuerpo.

3.4.6 Teorema. Sea X un espacio de Banach real con dim(X) > 2. Supongamos

que existen una función entera sobreyectiva g : R −→ R y una función continua

f : [|g(0)|, +∞[−→ R de modo que la igualdad

‖Id + g(T)‖ = f (‖g(T)‖)

se verifica para todo operador de rango uno T ∈ L(X). Entonces, la igualdad

‖(1 + g(0))Id + T‖ = |1 + g(0)| − |g(0)|+ ‖g(0)Id + T‖

se satisface para todo operador de rango uno T ∈ L(X). Además, se tiene una de

las dos siguientes posibilidades:

a) Si g(0) 6= −1
2 , entonces X tiene la propiedad de Daugavet.

b) Si g(0) = −1
2 , entonces se verifica

‖Id− T‖ = ‖Id + T‖

para todo operador de rango uno T ∈ L(X).

Por otra parte, no sabemos lo que pasa cuando la función g no es sobreyectiva

y podrían aparecer nuevas propiedades. En lo que queda de sección nos vamos a

limitar a comentar cuál es la situación cuando consideramos dos casos especial-

mente sencillos:

g(t) = t2 y g(t) = −t2.
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En el primer caso, es fácil comprobar que si la igualdad

‖Id + T2‖ = f (‖T2‖)

se verifica para todo operador de rango uno T ∈ L(X), entonces

f (t) = 1 + t (t ∈ R+
0 ).

En efecto, si fijamos t > 0, x ∈ SX y x∗ ∈ SX∗ de modo que x∗(x) = 1, y tomamos

Tt = t1/2x∗ ⊗ x obtenemos que ‖T2
t ‖ = t y, por tanto,

1 + t > f (t) = ‖Id + T2
t ‖ = ‖Id + tx∗ ⊗ x‖ > ‖x‖ |1 + t| = 1 + t.

Esto nos lleva a plantearnos qué espacios de Banach X verifican que

‖Id + T2‖ = 1 + ‖T2‖ (3.19)

para todo operador de rango uno T ∈ L(X). Obsérvese que la condición se verifi-

ca para X = R y para cualquier espacio de Banach con la propiedad de Daugavet.

En el segundo caso no somos capaces ni siquiera de obtener información sobre

la función f . De hecho, no está muy claro qué propiedad será razonable enunciar

en este caso, pues cuando tomamos como espacio el propio R tenemos que

|1− t2| = máx{1− t2, t2 − 1} (t ∈ L(R) ≡ R)

y una función f como la anterior no tiene sentido para espacios de dimensión

mayor o igual que 2 (ya que en tal caso ocurre que ‖Id − T2‖ > 1 para todo

operador de rango uno). Para mantener el espíritu de maximalidad de la ecuación

de Daugavet, lo lógico parece considerar f (t) = 1 + t y estudiar, por tanto, qué

espacios de Banach X satisfacen que

‖Id− T2‖ = 1 + ‖T2‖ (3.20)

para todo operador de rango uno T ∈ L(X). Obsérvese que cualquier espacio de

Banach con la propiedad de Daugavet es de este tipo.
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Podría argumentar el lector, y no le faltaría razón, que la elección de las fun-

ciones g1 y g2 ha sido más o menos arbitraria y que, por tanto, las propiedades

que acabamos de introducir podrían carecer de interés. En la siguiente sección

veremos que estas propiedades están íntimamente ligadas con la propiedad de

Daugavet y que ambas implican la propiedad de Daugavet alternativa.

3.5. Las nuevas propiedades

3.5.1. La ecuación ‖Id + ωT‖ = ‖Id + T‖

Nos planteamos en este apartado estudiar las nuevas propiedades que han

surgido en los Teoremas 3.4.5 y 3.4.6. Dado un espacio de Banach X real o com-

plejo y un subgrupo multiplicativo cerrado no trivial A de T, queremos estudiar

qué repercusiones tiene sobre el espacio X el hecho de que se verifique la igual-

dad

‖Id + ωT‖ = ‖Id + T‖

para todo operador de rango uno T ∈ L(X) y todo ω ∈ A. Nuestro primer co-

mentario, inmediato, es que esta propiedad pasa del dual de un espacio de Ba-

nach al espacio.

3.5.1 Observación. Si en X∗ todos los operadores de rango uno verifican la igual-

dad

‖Id + ωT‖ = ‖Id + T‖

para todo ω en un subgrupo multiplicativo cerrado de T, entonces lo mismo

ocurre para todos los operadores de rango uno en X. En efecto, dado un operador

de rango uno T ∈ L(X), basta tener en cuenta que T∗ es un operador de rango

uno en X∗ y que

‖Id + ωT‖ = ‖Id + ωT∗‖ = ‖Id + T∗‖ = ‖Id + T‖.
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Nuestro siguiente objetivo es probar que si un espacio de Banach real o com-

plejo satisface cualquiera de las propiedades que estamos estudiando entonces

no tiene la propiedad de Radon-Nikodým ni es un espacio de Asplund.

3.5.2 Proposición. Sea X un espacio de Banach y sea A un subgrupo multiplica-

tivo cerrado de T. Supongamos que la igualdad

‖Id + ωT‖ = ‖Id + T‖

se verifica para todo de rango uno T ∈ L(X) y para todo ω ∈ A. Entonces, el

diámetro de cualquier rebanada de BX y de cualquier débil*-rebanada de BX∗ es

mayor o igual que

2− ı́nf{|1 + ω| : ω ∈ A}.

Demostración. Sea S(BX, x∗, α) la rebanada determinada por x∗ ∈ SX∗ y 0 < α < 1.

Dado 0 < ε < α y ω ∈ T, tomamos x ∈ SX tal que Re x∗(x) > 1− ε, definimos el

operador de rango uno T = x∗ ⊗ x que verifica

‖Id + ωT‖ = ‖Id + T‖

y observamos que

‖Id + T‖ > ‖x‖ |1 + x∗(x)| > |1 + Re x∗(x)| > 2− ε,

luego podemos encontrar y ∈ SX de modo que

‖y + ωx∗(y)x‖ > 2− ε.

Si tomamos ξ ∈ T de modo que ξx∗(y) = |x∗(y)|, de la desigualdad anterior

obtenemos que

Re x∗(ξy) = x∗(ξy) = |x∗(y)| > 1− ε

luego ξy ∈ S(BX, x∗, α). Hacemos ahora la siguiente estimación:

‖ξy− x0‖ =
∥∥ξy + ωx∗(ξy)x0 −ωx∗(ξy)x0 − x0

∥∥
>
∥∥ξy + ωx∗(ξy)x0

∥∥− ∣∣1 + ωx∗(ξy)
∣∣ > 2− ε−

∣∣1 + ω|x∗(y)|
∣∣



156 Capítulo 3. Igualdades de normas para operadores

y observamos que

∣∣1 + ω|x∗(y)|
∣∣ 6 ∣∣1 + ω + ω(|x∗(y)| − 1)

∣∣
6 |1 + ω|+

∣∣1− |x∗(y)|
∣∣ < |1 + ω|+ ε,

de donde se deduce que

‖ξ y− x0‖ > 2− 2ε− |1 + ω|,

lo que concluye la prueba sin más que hacer ε → 0.

La demostración para débil*-rebanadas de BX∗ se hace de modo análogo.

Es un hecho bien conocido que la bola unidad de un espacio de Banach X

con la propiedad de Radon-Nikodým tiene abundantes puntos dientes y que la

bola unidad del espacio dual de un espacio de Asplund tiene numerosos puntos

débil*-dientes. Recordemos que x0 ∈ BX es un punto diente de BX si pertenece a

rebanadas de diámetro arbitrariamente pequeño. Si X es un espacio dual y las

rebanadas se pueden tomar débil*-abiertas decimos que x0 ∈ BX es un punto

débil*-diente. En [29, 41] el lector puede encontrar un detallado estudio de estos

conceptos.

3.5.3 Corolario. Sea A un subgrupo multiplicativo cerrado no trivial de T y sea

X un espacio de Banach de modo que la igualdad

‖Id + ωT‖ = ‖Id + T‖

se verifica para todo T ∈ L(X) de rango uno y para todo ω ∈ A. Entonces, X no

tiene la propiedad de Radon-Nikodým ni es un espacio de Asplund.

En la siguiente proposición demostramos que las propiedades que estamos

considerando en esta sección pasan a sumandos absolutos.
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3.5.4 Proposición. Sea A un subgrupo cerrado no trivial de T y sea X un espacio

de Banach de modo que la igualdad

‖Id + ωT‖ = ‖Id + T‖

se verifica para todo operador de rango uno T ∈ L(X) y todo ω ∈ A. Si Y es un

sumando absoluto de X con dim(Y) > 2, entonces se verifica la igualdad

‖Id + ωS‖ = ‖Id + S‖

para todo operador de rango uno S ∈ L(Y) y todo ω ∈ A.

Demostración. Existe una norma absoluta | · |a en R2 de modo que X se descompo-

ne como X = Y⊕a Z. Fijamos un operador de rango uno S ∈ L(Y) y construimos

T ∈ L(X) mediante la fórmula

T(y, z) = (Sy, 0)
(
y ∈ Y, z ∈ Z

)
,

que obviamente también tiene rango uno, y para acabar la demostración basta

probar que para cada ξ ∈ T se tiene que

‖Id + ξS‖ = ‖Id + ξT‖,

pues de aquí claramente deducimos que

‖Id + ω S‖ = ‖Id + ω T‖ = ‖Id + T‖ = ‖Id + S‖

para cada ω ∈ A. En efecto, la desigualdad ‖Id + ξS‖ 6 ‖Id + ξT‖ es obvia y la

otra se obtiene mediante la siguiente estimación:

‖Id + ξT‖ = sup
‖(y,z)‖=1

‖(y + ξSy, z)‖ = sup
‖(y,z)‖=1

∣∣(‖y + ξSy‖, ‖z‖)
∣∣
a

6 sup
‖(y,z)‖=1

∣∣(‖Id + ξS‖ ‖y‖, ‖Id + ξS‖ ‖z‖)
∣∣
a = ‖Id + ξS‖

donde hemos utilizado el crecimiento de la norma absoluta en cada una de sus

variables y que 1 6 ‖Id + ξS‖, pues S tiene rango uno y dim(Y) > 2.
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En caso complejo no sabemos si todas las propiedades que se pueden definir

al cambiar de subgrupo A ⊂ T son equivalentes entre sí. Cualquier avance en

este sentido sería interesante, así como encontrar nuevos ejemplos de espacios de

Banach que verifiquen alguna de estas propiedades.

3.5.2. La ecuación ‖Id − T2‖ = 1 + ‖T2‖

En este apartado pretendemos analizar los espacios de Banach reales X para

los que la igualdad

‖Id− T2‖ = 1 + ‖T2‖

se verifica para todo operador de rango uno T ∈ L(X). Comenzamos dando una

caracterización geométrica de esta propiedad que recuerda mucho a la que se

tiene para la propiedad de Daugavet (véase el Lema 3.1.3).

3.5.5 Proposición. Sea X un espacio de Banach real. Son equivalentes:

(i ) ‖Id− T2‖ = 1 + ‖T2‖ para todo operador de rango uno T ∈ L(X).

(ii ) ‖Id + x∗ ⊗ x‖ = 1 + ‖x∗ ⊗ x‖ para x∗ ∈ X∗, x ∈ X tales que x∗(x) 6 0.

(iii ) Dados ε > 0, x ∈ SX y x∗ ∈ SX∗ con x∗(x) 6 0, existe y ∈ SX de modo que

x∗(y) > 1− ε y ‖x + y‖ > 2− ε.

(iv ) Dados ε > 0, x ∈ SX y x∗ ∈ SX∗ con x∗(x) 6 0, existe y∗ ∈ SX∗ de modo que

y∗(x) > 1− ε y ‖x∗ + y∗‖ > 2− ε.

Demostración. (i) ⇒ (ii). Fijamos x ∈ X y x∗ ∈ X∗ tales que x∗(x) < 0, definimos

T = x∗ ⊗ x y observamos que el operador de rango uno S =
(
− x∗(x)

)−1/2 T

verifica que −S2 = T y, por tanto,

1 + ‖T‖ = 1 + ‖S2‖ = ‖Id− S2‖ = ‖Id + T‖.



3.5. Las nuevas propiedades 159

Para acabar la prueba de esta implicación basta observar que cualquier operador

x∗⊗ x con x∗(x) = 0 se puede aproximar por operadores y∗⊗ y que verifican que

y∗(y) < 0 y que el conjunto de operadores que satisfacen (DE) es cerrado.

(ii) ⇒ (i). Fijado un operador de rango uno T = x∗ ⊗ x, tenemos que

T2 = x∗(x)T,

luego −T2 = y∗ ⊗ x donde y∗ = −x∗(x)x∗ e y∗(x) = −
(
x∗(x)

)2
6 0, y ahora la

hipótesis nos dice que −T2 verifica (DE).

La equivalencia entre (ii) y (iii) es una obvia adaptación de la demostración

de [77, Lemma 2.1] o [127, Lemma 2.2], que incluimos por complitud.

(ii) ⇒ (iii). Sea ε > 0 y sean x ∈ SX y x∗ ∈ SX∗ de modo que x∗(x) 6 0.

Utilizando (ii) obtenemos que ‖Id + x∗⊗ x‖ = 2, luego existe y ∈ SX verificando

que

‖y + x∗(y)x‖ > 2− ε

2
de donde se obtiene inmediatamente que |x∗(y)| > 1− ε

2 . Podemos suponer que

y también satisface que x∗(y) > 1− ε
2 (si no es así, cámbiese y por su opuesto),

con lo que podemos escribir

‖x + y‖ > ‖y + x∗(y)x‖ − |x∗(y)− 1| ‖x‖ > 2− ε.

(iii) ⇒ (ii). Fijamos ε > 0, x ∈ SX y x∗ ∈ SX∗ con x∗(x) 6 0 y utilizamos (iii)
para encontrar y ∈ SX verificando que

x∗(y) > 1− ε y ‖x + y‖ > 2− ε,

de donde deducimos que

‖y + x∗(y)x‖ > ‖x + y‖ − |1− x∗(y)| ‖x‖ > 2− 2ε

y, por tanto,

‖Id + x∗ ⊗ x‖ = 2.
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Para acabar la demostración basta tener en cuenta el Corolario 3.2.2.

La equivalencia entre (ii) y (iv) es totalmente análoga a la anterior.

Es obvio que un espacio con la propiedad de Daugavet también tiene la pro-

piedad que estamos estudiando, aunque no sabemos si el recíproco es cierto. En

vista de esta relación, parece razonable preguntarse si nuestra propiedad tam-

bién implica alguna de las restricciones isomórficas que impone la propiedad de

Daugavet.

3.5.6 Proposición. Sea X un espacio de Banach real en el que la igualdad

‖Id− T2‖ = 1 + ‖T2‖

se verifica para todo operador de rango uno T ∈ L(X). Entonces, todas las reba-

nadas de BX y todas las débil*-rebanadas de BX∗ tienen diámetro 2.

Demostración. Sea S(BX, x∗, α) la rebanada determinada por x∗ ∈ SX∗ y 0 < α < 1.

Dado 0 < ε < α, tomamos x ∈ SX de modo que x∗(x) > 1− ε luego

x∗(−x) < −1 + ε

y podemos utilizar la Proposición 3.5.5 para encontrar y ∈ SX verificando que

‖ − x + y‖ > 2− ε y x∗(y) > 1− ε,

luego x, y ∈ S(BX, x∗, α) y ‖y− x‖ > 2− ε.

Para las débil*-rebanadas la demostración es completamente análoga.

3.5.7 Corolario. Sea X un espacio de Banach real tal que la igualdad

‖Id− T2‖ = 1 + ‖T2‖

se verifica para todo operador de rango uno T ∈ L(X). Entonces, X no tiene la

propiedad de Radon-Nikodým ni es un espacio de Asplund.
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3.5.8 Observación. Si X es un espacio de Banach tal que

‖Id− T2‖ = 1 + ‖T2‖

se verifica para todo operador T ∈ L(X) de rango uno, entonces X tiene la pro-

piedad de Daugavet alternativa y el recíproco no es cierto en general. En efecto,

gracias a la Proposición 3.5.5 es claro que nuestra propiedad implica la propiedad

de Daugavet alternativa y para ver que el recíproco no es cierto basta considerar

un espacio de dimensión finita con índice numérico 1.

Para concluir nuestro estudio sobre esta propiedad demostramos que pasa a

L-sumandos y M-sumandos.

3.5.9 Proposición. Sea X un espacio de Banach real tal que la igualdad

‖Id− T2‖ = 1 + ‖T2‖

se verifica para todo operador de rango uno T ∈ L(X). Si Y es un L-sumando o

un M-sumando de X, entonces Y tiene la misma propiedad que X.

Demostración. Suponemos que X se descompone como X = Y ⊕ Z y, fijados

y0 ∈ SY e y∗0 ∈ SY∗ tales que y∗0(y0) 6 0, consideramos (y0, 0) ∈ SX y (y∗0 , 0) ∈ SX∗

que también verifican (y∗0 , 0)(y0, 0) 6 0. Dado ε > 0, utilizamos la Proposición

3.5.5 para encontrar (y, z) ∈ SX de modo que

y∗0(y) = (y∗0 , 0)(y, z) > 1− ε y ‖(y, z) + (y0, 0)‖ > 2− ε.

Si la suma en la que se descompone X es de tipo ∞, tenemos que

2− ε < ‖(y, z) + (y0, 0)‖ = máx{‖y + y0‖, ‖z‖} = ‖y + y0‖

lo que acaba la demostración en este caso; si por el contrario la suma es de tipo 1,

utilizamos que y∗0(y) > 1− ε para deducir que ‖y‖ > 1− ε y , por tanto, ‖z‖ < ε.

Usamos esto y el hecho de que

‖y + y0‖+ ‖z‖ = ‖(y, z) + (y0, 0)‖ > 2− ε
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para obtener que ‖y + y0‖ > 2− 2ε, lo que concluye la demostración.

3.5.3. La ecuación ‖Id + T2‖ = 1 + ‖T2‖

Consideramos ahora los espacios de Banach reales X en los que la igualdad

‖Id + T2‖ = 1 + ‖T2‖

se verifica para todo operador de rango uno T ∈ L(X). Es claro que un espacio

de Banach con la propiedad de Daugavet tiene la propiedad anterior, aunque no

sabemos si nuestra propiedad es estrictamente más débil. A continuación damos

una caracterización geométrica de esta propiedad que es análoga a la que obtu-

vimos para la ecuación ‖Id − T2‖ = 1 + ‖T2‖ en la Proposición 3.5.5 y que no

demostraremos.

3.5.10 Proposición. Sea X un espacio de Banach real. Son equivalentes:

(i ) ‖Id + T2‖ = 1 + ‖T2‖ para todo operador de rango uno T ∈ L(X).

(ii ) ‖Id + x∗ ⊗ x‖ = 1 + ‖x∗ ⊗ x‖ para x∗ ∈ X∗, x ∈ X tales que x∗(x) > 0.

(iii ) Dados ε > 0, x ∈ SX y x∗ ∈ SX∗ con x∗(x) > 0, existe y ∈ SX de modo que

x∗(y) > 1− ε y ‖x + y‖ > 2− ε.

(iv ) Dados ε > 0, x ∈ SX y x∗ ∈ SX∗ con x∗(x) > 0, existe y∗ ∈ SX∗ de modo que

y∗(x) > 1− ε y ‖x∗ + y∗‖ > 2− ε.

En vista de la proposición anterior, es claro que nuestra propiedad implica

la propiedad de Daugavet alternativa aunque el recíproco no es cierto como de-

muestra el siguiente ejemplo.

3.5.11 Ejemplo. El espacio X = `2
1 tiene la propiedad de Daugavet alternativa (de

hecho, tiene índice numérico 1) pero no se verifica la igualdad

‖Id + T2‖ = 1 + ‖T2‖
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para todo operador de rango uno T ∈ L(`2
1). En efecto, si tomamos

x0 =
(

1
3

,
2
3

)
∈ S`2

1
y x∗0 =

(
−1,

1
2

)
∈ S`2

∞

es inmediato comprobar que x∗0(x0) = 0 y que

‖Id + x∗0 ⊗ x0‖ = máx
{∥∥(Id + x∗0 ⊗ x0)(1, 0)

∥∥
1 ,
∥∥(Id + x∗0 ⊗ x0)(0, 1)

∥∥
1

}
= máx

{∥∥∥∥(2
3

,−2
3

)∥∥∥∥
1

,
∥∥∥∥(1

6
,

4
3

)∥∥∥∥
1

}
=

3
2

.

Ahora basta usar la Proposición 3.5.10.

Una demostración completamente análoga a la de la Proposición 3.5.9 nos ase-

gura que la propiedad que estamos estudiando pasa a L-sumandos y M-sumandos.

3.5.12 Proposición. Sea X un espacio de Banach real en el que la igualdad

‖Id + T2‖ = 1 + ‖T2‖

se verifica para todo operador de rango uno T ∈ L(X). Si Y es un L-sumando o

un M-sumando de X, entonces Y tiene la misma propiedad que X.

No sabemos si un resultado análogo a la Proposición 3.5.13 es cierto; no obs-

tante, demostramos que nuestra propiedad también obliga a los espacios que la

poseen a carecer de la propiedad de Radon-Nikodým.

3.5.13 Proposición. Sea X un espacio de Banach real con dim(X) > 2. Suponga-

mos que

‖Id + T2‖ = 1 + ‖T2‖

se verifica para todo operador de rango uno T ∈ L(X). Entonces, X no tiene la

propiedad de Radon-Nikodým.
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Demostración. Suponemos por reducción al absurdo que X tiene la propiedad de

Radon-Nikodým y tomamos un punto x0 ∈ SX que está fuertemente expuesto

por x∗0 ∈ SX∗ . En un primer paso demostramos que

X = ker x∗0 ⊕1 x0R.

Para ello, fijados x ∈ ker x∗0 de norma uno y n ∈ N, utilizamos la Proposi-

ción 3.5.10 para encontrar xn ∈ SX tal que

{x∗0(xn)} −→ 1 y {‖xn + x‖} −→ 2.

Puesto que x∗0 expone fuertemente a x0, tenemos que {xn} −→ x0 y, por tanto,

‖x0 + x‖ = ‖x0‖+ ‖x‖ = 2.

Como esta igualdad es válida para todo x ∈ ker x∗0 de norma uno, el Lema 3.2.1

nos permite deducir que X = ker x∗0 ⊕1 x0R. Ahora la Proposición 3.5.12 y el

hecho de que la propiedad de Radon-Nikodým pasa a subespacios, nos permiten

aplicar el razonamiento anterior a ker x∗0 (aquí utilizamos que dim X > 2), con lo

que podemos descomponer el espacio X como:

X = (Y ⊕1 x1R)⊕1 x0R ≡ Y ⊕1 `2
1.

Utilizando de nuevo la Proposición 3.5.12 obtenemos que cada operador de rango

uno T ∈ L(`2
1) debería verificar que

‖Id + T2‖ = 1 + ‖T2‖,

lo que entra en contradicción con el Ejemplo 3.5.11.

La ecuación que estamos estudiando tiene una diferencia fundamental con la

ecuación de Daugavet: no es posible que todos los operadores lineales y conti-

nuos en un espacio de Banach satisfagan (DE) (basta pensar en el operador −Id),

pero tiene sentido plantearse si existe un espacio de Banach X en el que se verifi-

que la ecuación

‖Id + T2‖ = 1 + ‖T2‖
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para todo operador T ∈ L(X). Obviamente, esto pasa para X = R, pero no sabe-

mos si hay más espacios de Banach con esta propiedad.

3.5.14 Problema. ¿Existe algún espacio de Banach real X distinto de R en el que

la igualdad

‖Id + T2‖ = 1 + ‖T2‖

se verifique para todo operador T ∈ L(X)?

Aunque, desgraciadamente, no hemos podido dar respuesta a este problema,

sí que podemos dar algunas condiciones necesarias sobre un espacio de Banach

X que lo resuelva afirmativamente. En primer lugar, si X es un tal espacio, la

Proposición 3.5.13 nos dice que X no tiene la propiedad de Radon-Nikodým. En

segundo lugar, el siguiente resultado, cuya demostración sigue las líneas de [72,

Theorem 2.1], nos dice que X no puede tener base incondicional.

3.5.15 Proposición. Sea X un espacio de Banach real en el que todo operador

T ∈ L(X) satisface la igualdad

‖Id + T2‖ = 1 + ‖T2‖.

Entonces, X no admite base incondicional.

Demostración. Suponemos por reducción al absurdo que {en}n∈N es una base in-

condicional de X con constante de incondicionalidad K > 1 y cuyo conjunto de

funcionales biortogonales asociado es {x∗n}n∈N. Si para cada n ∈ N, definimos el

operador de rango dos Tn ∈ L(X) dado por

Tn = x∗2n ⊗ e2n−1 − x∗2n−1 ⊗ e2n,

y para cada x ∈ X se tiene que

T2
n(x) =

(
x∗2n ⊗ e2n−1 − x∗2n−1 ⊗ e2n

)(
x∗2n(x)e2n−1 − x∗2n−1(x)e2n

)
= −x∗2n−1(x)e2n−1 − x∗2n(x)e2n
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y, por tanto,

−x =
∞

∑
n=1

−x∗n(x) en =
∞

∑
n=1

(
− x∗2n−1(x)e2n−1 − x∗2n(x)e2n

)
=

∞

∑
n=1

T2
n(x)

o, lo que es lo mismo, la siguiente igualdad se verifica puntualmente:

∞

∑
n=1

T2
n = −Id.

Por otra parte, es claro que

sup

{∥∥∥∥∥∑
i∈A

T2
i

∥∥∥∥∥ : A ⊆ N, A finito

}
6 K < ∞

y, por tanto, podemos encontrar un subconjunto A0 ⊆ N finito de modo que

sup

{∥∥∥∥∥∑
i∈A

T2
i

∥∥∥∥∥ : A ⊆ N, A finito

}
<

∥∥∥∥∥ ∑
i∈A0

T2
i

∥∥∥∥∥+ 1. (3.21)

Observamos que, claramente, ∑i∈A0
T2

i =
(

∑i∈A0
Ti
)2, luego utilizando la hipó-

tesis obtenemos que ∥∥∥∥∥Id + ∑
i∈A0

T2
i

∥∥∥∥∥ = 1 +

∥∥∥∥∥ ∑
i∈A0

T2
i

∥∥∥∥∥ .

Tomamos ahora una sucesión creciente de conjuntos finitos An ⊆ N de modo

que ∪∞
n=1An = N \ A0 y deducimos que puntualmente se tiene que

lı́m
n−→∞ ∑

i∈An

T2
i = −Id− ∑

i∈A0

T2
i

y, por tanto,

sup
n∈N

∥∥∥∥∥ ∑
i∈An

T2
i

∥∥∥∥∥ >

∥∥∥∥∥Id + ∑
i∈A0

T2
i

∥∥∥∥∥ = 1 +

∥∥∥∥∥ ∑
i∈A0

T2
i

∥∥∥∥∥ ,

lo que entra en clara contradicción con (3.21).
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Concluimos nuestro estudio sobre la cuestión planteada en el Problema 3.5.14

observando que existe una restricción sobre las isometrías sobreyectivas que pue-

de haber en un espacio que resuelva dicho problema afirmativamente.

3.5.16 Observación. Sea X un espacio de Banach real con dim(X) > 2 de modo

que

‖Id + T2‖ = 1 + ‖T2‖

se verifica para todo operador T ∈ L(X). Entonces, cualquier isometría sobre-

yectiva J ∈ L(X) verifica que (J − J−1)2 = 0. En efecto, si J es una isometría

sobreyectiva, definiendo el operador

T :=
1√
2

J− 1√
2

J−1 ∈ L(X),

tenemos que T2 = 1
2 J2 − Id + 1

2

(
J−1)2 y, por tanto,∥∥∥∥1

2
J2 +

1
2
(
J−1)2

∥∥∥∥ = ‖Id + T2‖ = 1 + ‖T2‖ > 1

pero, claramente, ∥∥∥∥1
2

J2 +
1
2
(
J−1)2

∥∥∥∥ 6 1,

de donde deducimos que T2 = 0.

Usamos la observación anterior para ver que los espacios L1[0, 1] y C[0, 1] no

son soluciones afirmativas del Problema 3.5.14.

3.5.17 Ejemplo. En los espacios L1[0, 1] y C[0, 1] no se verifica la igualdad

‖Id + T2‖ = 1 + ‖T2‖

para todo operador lineal y continuo T. Efectivamente, consideramos las funcio-
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nes biyectivas ϕ, ψ : [0, 1] −→ [0, 1] dadas por

ϕ(t) :=
√

t
(
t ∈ [0, 1]

)
y ψ(t) :=


1
2 + t si t ∈ [0, 1

2 ],

1− t si t ∈ ]1
2 , 1]

cuyas inversas son

ϕ−1(t) := t2 y ψ−1(t) :=


1− t si t ∈ [0, 1

2 [,

t− 1
2 si t ∈ [1

2 , 1]

y definimos los operadores J ∈ L
(
C[0, 1]

)
y K ∈ L

(
L1[0, 1]

)
por

J f := f ◦ ϕ
(

f ∈ C[0, 1]
)

y Kg := g ◦ ψ
(

g ∈ L1[0, 1]
)
.

Es claro que

‖J f ‖ = ‖ f ‖
(

f ∈ C[0, 1]
)

y ‖Kg‖ = ‖g‖
(

g ∈ L1[0, 1]
)

y que

J−1 f = f ◦ ϕ−1 (
f ∈ C[0, 1]

)
y K−1g = g ◦ ψ−1 (

g ∈ L1[0, 1]
)
.

Como (
J− J−1)2 6= 0 y

(
K − K−1)2 6= 0,

el resultado se deduce entonces de la Observación 3.5.16.

3.6. Problemas abiertos

Comentamos brevemente algunos de los problemas abiertos que han surgido

en nuestro estudio.
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3.6.1 Problema. Sea X un espacio de Banach complejo y sea A un subgrupo mul-

tiplicativo cerrado de T con A 6= T. Supongamos que la igualdad

‖Id + ωT‖ = ‖Id + T‖

se verifica para todo operador de rango uno T ∈ L(X) y todo ω ∈ A. ¿Se verifica

esta igualdad para todo ω ∈ T?

Por ahora, el único ejemplo de espacio de Banach que sabemos que satisface

una propiedad de este tipo es C[0, 1]⊕2 C[0, 1], pero aquí A = T.

3.6.2 Problema. Obtener caracterizaciones geométricas de los espacios de Banach

X en los que la igualdad

‖Id + ωT‖ = ‖Id + T‖

se verifica para todo operador de rango uno T ∈ L(X) y todo ω ∈ T.

En lo que se refiere a las propiedades que son exclusivas de los espacios reales,

en primer lugar tenemos la pregunta planteada en el Problema 3.5.14.

3.6.3 Problema. ¿Existe algún espacio de Banach real X (distinto de R) para el

que la igualdad

‖Id + T2‖ = 1 + ‖T2‖

se verifique para todo operador T ∈ L(X)?

Otras preguntas interesantes son las dos siguientes.

3.6.4 Problema. Sea X un espacio de Banach real en el que la igualdad

‖Id + T2‖ = 1 + ‖T2‖

se verifica para todo operador de rango uno T ∈ L(X). ¿Tiene X la propiedad de

Daugavet?
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3.6.5 Problema. Sea X un espacio de Banach real en el que la igualdad

‖Id− T2‖ = 1 + ‖T2‖

se verifica para todo operador de rango uno T ∈ L(X). ¿Tiene X la propiedad de

Daugavet?



Apéndice A
Summary and conclusions

This memoir is devoted to the study of various topics within the Geometry of

Banach spaces which are related to the theory of numerical ranges. Let us intro-

duce this concept before explaining the contents of the memoir. Given a Banach

space X the spatial numerical range of a bounded linear operator T ∈ L(X) is the

subset W(T) of the scalar field defined by

W(T) = {x∗(Tx) : x ∈ SX, x∗ ∈ SX∗ , x∗(x) = 1}.

This definition of numerical range was introduced in the 60’s by F. Bauer [14] as

an extension of Toeplitz’s numerical range of matrices [123], and, concerning ap-

plications, it is equivalent to Lumer’s numerical range [85] which had appeared

independently shortly before. Another concept of numerical range for operators

appeared in the sixties based on the fact that an operator T is an element of the

Banach algebra L(X). The algebra numerical range of the operator T is defined as

the subset of the scalar field given by

V(T) = {Φ(T) : Φ ∈ L(X)∗, ‖Φ‖ = Φ(Id) = 1}.

Let us specify the notation and some necessary definitions. Given a Banach space

Y over K (= R or C), we write BY for the closed unit ball and SY for the unit

171
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sphere of Y. The dual space of Y will be denoted by Y∗. If Z is another Banach

space, we write L(Z, Y) for the Banach space of all bounded linear operators from

Z into Y; if Z = Y we simply write L(Y) := L(Y, Y). Finally, the unit sphere of

the base field K will be denoted by T.

A.1. Intrinsic and spatial numerical range

The preceding definitions of numerical range can be extended to broader set-

tings. Namely, they apply equally well to continuous functions defined on the

sphere of a Banach space as was shown by F. Bonsall, B. Cain y H. Schneider in

[25] and L. Harris in [66]. Actually, both definitions can be extended to bounded

functions defined on the unit sphere of a Banach space X which take values on

the space without any extra effort. Concretely, given a Banach space Y and a clo-

sed subspace X of Y with isometric inclusion J : X −→ Y, we denote by B(SX, Y)
the Banach space of all bounded functions from SX to Y, endowed with the natu-

ral supremum norm, and we write Cu(SX, Y) for its closed subspace consisting of

all bounded and uniformly continuous functions. For f ∈ B(SX, Y) we define the

spatial numerical range of f by

W( f ) := {y∗( f (x)) : x ∈ SX, y∗ ∈ SY∗ , y∗(Jx) = 1} ,

and the intrinsic numerical range of f by

V( f ) :=
{

Φ( f ) : Φ ∈ B(SX, Y)∗, ‖Φ‖ = Φ
(
J|SX

)
= 1

}
.

The name of intrinsic numerical range comes from the fact that if f belongs to

any closed subspace Z of B(SX, Y), we can calculate V( f ) using only elements in

Z∗. As we commented before, these two numerical ranges appeared in the afore-

mentioned papers [25, 66] for continuous functions. In the particular case when

X = Y and f is (the restriction to SY of) a bounded linear operator, the spatial

numerical range coincides with that introduced by F. Bauer and the intrinsic nu-

merical range coincides with the algebra numerical range. We refer the reader to



Apéndice A. Summary and conclusions 173

the monographs by F. Bonsall and J. Duncan [26, 27] for general information and

background. When f is (the restriction to SY of) a uniformly continuous function

from BY to Y which is holomorphic on the interior of BY, both ranges appeared

for the first time in [65], where some applications are given.

Let us fix a Banach space Y and a closed subspace X. For every f ∈ B(SX, Y),

V( f ) is closed and convex, and we have

co W( f ) ⊆ V( f ), (A.1)

where co means closed convex hull. In the case when X = Y and J = Id, the

inclusion above is known to be an equality whenever f is a uniformly continuous

function [66, Theorem 1] (see also [26, §9] for bounded linear operators, [65] for

holomorphic functions, and [116] for a slightly more general result). On the other

hand, the equality co W( f ) = V( f ) for arbitrary bounded functions cannot be

expected in general. Indeed, this equality holds for every f ∈ B(SY, Y) if and only

if Y is uniformly smooth [115]. In the general case when X is a proper subspace,

two sufficient conditions are given in [66, Theorems 2 and 3] for the equality in

Eq. (A.1), namely, such a equality holds for all f ∈ Cu(SX, Y) if either X is finite-

dimensional or Y is uniformly smooth.

Our aim in this section is to find conditions on the function f and the spaces

X and Y in order to get an equality in Eq. (A.1).

A.1.1. Equality of ranges for linear operators

In this part we focus our attention to bounded linear operators and we study

conditions on the space Y and the subspace X to get the equality in (A.1) for every

T ∈ L(X, Y).

On the one hand, as a consequence of a Harris’ result [66], given a finite-

dimensional Banach space X, for every Banach space Y containing X as a subs-
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pace, we have

co W(T) = V(T)

for every T ∈ L(X, Y). We prove that this fact characterizes finite-dimensional

spaces.

A.1.1 Theorem. Let X be an infinite dimensional Banach space. Then there exist

a Banach space Y containing X as a subspace and an operator T ∈ L(X, Y) such

that co W(T) 6= V(T).

We also show that, in fact, the space Y in the above theorem can be taken in

such a way that dim(Y/X) = 1.

Second, we study the Banach spaces Y in which the equality co W(T) = V(T)
holds for every subspace X and every operator T ∈ L(X, Y). The first examples

of spaces having the above property were given again by L. Harris: uniformly

smooth spaces and finite-dimensional spaces [66, Theorems 2 and 3]. In the other

direction, we exhibit some examples of Banach spaces lacking the above property.

A.1.2 Examples. If Y = c0 or Y = `2 ⊕∞ (`2 ⊕1 `2), then there exist a closed

subspace X and an operator T ∈ L(X, Y) satisfying co W(T) 6= V(T).

We also show a negative isomorphic result for non reflexive spaces:

A.1.3 Proposition. Every non reflexive Banach space Y admits an equivalent

norm such that there exist a closed subspace X and an operator T ∈ L(X, Y)
satisfying co W(T) 6= V(T).
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A.1.2. The Bishop-Phelps-Bollobás property

In this part we give a positive result related to the problem of finding spa-

ces for which the equality of ranges holds for every closed subspace and every

uniformly continuous function. To do so, we introduce a new geometrical pro-

perty for Banach spaces which is related to the classical Bishop-Phelps-Bollobás

Theorem.

A.1.4 Definition. Let Y be a Banach space and let X be a closed subspace of Y. We

say that (X, Y) is a Bishop-Phelps-Bollobás pair (BPB-pair in short) if for every ε > 0

there exists δ > 0 such that whenever x0 ∈ SX, y∗0 ∈ SY∗ satisfy Re y∗0(x0) > 1− δ,

it is possible to find x ∈ SX and y∗ ∈ SY∗ so that

Re y∗(x) = 1, ‖x0 − x‖ < ε, and ‖y∗0 − y∗‖ < ε.

We say that a Banach space Y has the BPB property if for every closed subspace X

of Y, (X, Y) is a BPB-pair.

As we announced above, we have the following result.

A.1.5 Theorem. Let Y be a Banach space and let X be a closed subspace such

that (X, Y) is a BPB-pair. Then, the equality co W( f ) = V( f ) holds for every

f ∈ Cu(SX, Y).

The above result together with Theorem A.1.1 give us the following corollary.

A.1.6 Corollary. Let X be an infinite-dimensional Banach space. Then, there is a

Banach space Y containing X as a subspace such that (X, Y) is not a BPB-pair.

On the other hand, if we restrict the BPB property to finite-dimensional subs-

paces, we get a characterization of the strongly subdifferentiable norms. We re-
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call that the norm of a Banach space Y is strongly subdifferentiable (ssd in short) at

u ∈ SY whenever there exists

lı́m
α→0+

‖u + αy‖ − 1
α

uniformly for y ∈ BY. When this happens for every u ∈ SY we say that the norm

of Y is ssd.

A.1.7 Proposition. Let Y be a Banach space. Then, the norm of Y is ssd if, and

only if, for every finite-dimensional subspace X ⊆ Y, the pair (X, Y) is BPB.

Since the norm of any finite-dimensional Banach space is ssd [53, pp. 48], we

have the following corollary.

A.1.8 Corollary. Every finite-dimensional Banach space has the BPB property.

We are also able to characterize uniform smoothness in terms of the BPB pro-

perty, as the following theorem shows.

A.1.9 Theorem. A Banach space Y is uniformly smooth if and only if it has the

BPB property in such a way that the relationship between ε and δ in Defini-

tion A.1.4 does not depend on the subspace X.

So far we have showed that uniform smoothness is a sufficient condition to

have the BPB property and that strong subdifferentiability of the norm is neces-

sary. Thus, it is reasonable to think that there may be any relationship between

the BPB property and Fréchet differentiability of the norm. But, on the one hand,

every finite dimensional space has the BPB property, so it does not imply Frechét

differentiability of the norm and, on the other hand, there exist Banach spaces

with Fréchet differentiable norm which lack the BPB property.
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A.1.10 Example. The norm of the Banach space

Y =
[⊕

k∈N

`2
k+1

]
`2

is Fréchet differentiable and Y does not have the BPB property.

We conclude our study of the BPB property proving that a pair (X, Y) is a

BPB-pair provided that X is an absolute ideal of Y. Let us introduce the neces-

sary definitions. We refer the reader to [27, § 21], [104], and references therein for

background. A closed subspace X of a Banach space Y is said to be an absolute

summand of Y if there exists another closed subspace Z such that Y = X ⊕ Z and,

for every x ∈ X and z ∈ Z, the norm of x + z only depends on ‖x‖ and ‖z‖. In

this case we also say that Y is an absolute sum of X and Z. This implies that there

exists an absolute norm on R2 such that

‖x + z‖ =
∣∣(‖x‖, ‖z‖)

∣∣
a

(
x ∈ X, z ∈ Z

)
.

By an absolute norm we mean a norm | · |a on R2 such that |(1, 0)|a = |(0, 1)|a = 1

and |(a, b)|a = |(|a|, |b|)|a for every a, b ∈ R. We say that X is an absolute ideal

of Y if X⊥ is an absolute summand of Y∗, in which case, Y∗ can be identified

with X∗⊕X⊥ with a convenient absolute sum. Absolute summands and absolute

ideals are generalizations of the well-known M-summands, L-summands, M-ideals,

and the more general class of Lp-summands [18, 64].

A.1.11 Proposition. Let Y be a Banach space and let X be an absolute ideal of Y.

Then the pair (X, Y) is BPB.

A.1.12 Corollary. If X is an M-embedded or an L-embedded space, then (X, X∗∗)
is a BPB-pair.

Since every Banach space is an ideal in its bidual (of course, not necessarily ab-

solute), it is natural to ask if the pair (X, X∗∗) is always a BPB pair. The following
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example tells us that this is not the case.

A.1.13 Example. Let X be the Banach space given by

X =
[⊕

k∈N

(
c0 ⊕ k+1

k
`1
)]

`2
.

Then the pair (X, X∗∗) is not a BPB pair.

The results of this section were obtained in collaboration with M. Martín and

R. Payá and have appeared in the paper: On the intrinsic and the spatial numeri-

cal range, J. Math. Anal. Appl. 318 (2006), 175–189.

A.2. Numerical index of Banach spaces

Given a bounded linear operator T on a Banach space X its numerical radius is

defined by

v(T) = sup{|λ| : λ ∈ W(T)}.

It is clear that the numerical radius is a seminorm on L(X), and that v(T) 6 ‖T‖
for every T ∈ L(X). Quite often, v is actually an equivalent norm on L(X). It is

then natural to consider the so called numerical index of the space X, namely the

constant n(X) defined as the greatest constant k > 0 such that k‖T‖ 6 v(T) for

every T ∈ L(X). Equivalently,

n(X) = ı́nf{v(T) : T ∈ L(X), ‖T‖ = 1}.

This concept was introduced by G. Lumer in 1968 [42] and it is immediate that

0 6 n(X) 6 1. The maximum value n(X) = 1 is attained if and only if v(T) =
‖T‖ for every T ∈ L(X); the minimum value n(X) = 0 means that v is not an

equivalent norm to the usual one in L(X).

It was known even before Lumer’s definition that in a complex Hilbert space

H with dimension greater than 1 one has ‖T‖ 6 2v(T) for all T ∈ L(X), and
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that this inequality is sharp, so n(H) = 1
2 . In the real case, there always exists a

norm-one operator which numerical range reduces to zero; therefore n(H) = 0.

Actually, real and complex general Banach linear spaces behave in a very diffe-

rent way with regard to the numerical index, as summarized in the following

equalities [42]:

{n(X) : X complex normed linear space } = [e−1, 1] (A.2)

{n(X) : X real normed linear space } = [0, 1].

The fact that n(X) > e−1 for every complex Banach linear space was observed

by B. Glickfeld [55] (by making use of a classical Theorem of H. Bohnenblust

and S. Karlin [23]), who also gave an example where this inequality becomes an

equality. In the already cited paper [42], J. Duncan, C. McGregor, J. Pryce, and

A. White showed that C(K), L1(µ), and their isometric preduals have numeri-

cal index 1. Other examples of spaces with numerical index one are the function

algebras [126] and, in particular, the disc algebra [27, Theorem 32.9].

A.2.1. Computation of some numerical indices

Computing the numerical index of a concrete Banach space usually is a tough

task. Let us comment that, roughly speaking, when one finds an explicit compu-

tation of the numerical index of a Banach space in the literature, only few values

appear; namely, 0 (real Hilbert spaces), e−1 (Glickfeld’s example), 1/2 (complex

Hilbert spaces), and 1 (C(K), L1(µ), and many more). The exact values of classi-

cal Banach spaces such as n(`p) are not still known. Let us also say that, when

the authors of [42] proved (A.2), they only used examples of Banach spaces who-

se numerical indices are the extremes of the intervals, and then a connectedness

argument was applied. We start our study computing explicitly the numerical

index for four families of norms on R2 which give concrete examples of spaces

whose numerical index is none of the above.
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• Hexagonal norms

For each γ ∈ [0, 1] let us write Xγ = (R2, ‖ · ‖γ), where the norm is given by

‖(x, y)‖γ = máx {|y|, |x|+ (1− γ)|y|}
(
(x, y) ∈ R2).

γ

A.2.1 Theorem. For every γ ∈ [0, 1], let Xγ be defined as above. Then,

n(Xγ) =



1
1 + 2γ

if 0 6 γ 6 1
2 ,

1
3− 2γ

if 1
2 6 γ 6 1

• Octogonal norms

For ξ ∈ [0, 1], we define Xξ = (R2, ‖ · ‖ξ), where the norm ‖ · ‖ξ is given by

‖(x, y)‖ξ = máx
{
|x|, |y|, |x|+ |y|

1 + ξ

} (
(x, y) ∈ R2).

A.2.2 Theorem. For every ξ ∈ [0, 1], let Xξ be defined as above. Then,

n(Xξ) = máx
{

ξ,
1− ξ

1 + ξ

}
.
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ξ

ξ

Since the numerical index of a finite-dimensional normed linear space and the

one of its dual coincide, the above theorem allows us to calculate the numerical

indices of the elements of another family of octagonal norms: the one consisting

of the duals of the above family. Concretely, for $ ∈ [1/2, 1], we consider the space

Y$ = (R2, ‖ · ‖$), where the norm is given by

‖(x, y)‖$ = máx
{
|x|+ 1− $

$
|y|, |y|+ 1− $

$
|x|
} (

(x, y) ∈ R2).

�

�
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A.2.3 Corollary. For every $ ∈ [1/2, 1], let Y$ be defined as above. Then,

n(Y$) = máx
{

1− $

$
, 2$− 1

}
.

• Regular Polygons

Let n be a positive integer greater or equal than 2. We define Xn to be the two

dimensional real Banach space such that

ext(BXn) =
{(

cos
(

kπ
n

)
, sin

(
kπ
n

))
: k = 1, 2, . . . , 2n

}
i.e. the unit ball of Xn is a 2n-regular polygon.

A.2.4 Theorem. Let n be a positive integer greater or equal to 2, and let Xn be

defined as above. Then,

n(Xn) =


tan

( π

2n

)
if n is even,

sin
( π

2n

)
if n is odd.

These results can be found in the joint work with M. Martín entitled Numeri-

cal index of some polyhedral norms on the plane, to appear in Linear Multilinear

Algebra.

• Spaces of vector-valued continuous functions

Our next aim is to study the numerical index of some spaces of vector valued

continuous functions. In [95, Theorem 5], it was proved that n(C(K, X)) = n(X)
for every compact Hausdorff space K and every Banach space X. We generalize

this result by proving that the same equality holds when C(K, X) is replaced by

Cω(K, X), the Banach space of all weakly continuous functions from K into X,

equipped with the supremum norm.
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A.2.5 Theorem. Let K be a compact Hausdorff space and let X be a Banach space.

Then,

n (Cω(K, X)) = n(X).

As a consequence, n
(
W(X, C(K))

)
= n(X∗).

We focus now in the study of the numerical index of Cω∗(K, X∗), the Banach

space of weakly-star continuous functions from a compact Hausdorff space K

into the dual of a Banach space X. Unfortunately, we are not able to completely

determine such numerical index, but some partial results can be established. The

first one gives an upper bound for n (Cω∗(K, X∗)).

A.2.6 Proposition. Let K be a compact Hausdorff space and X a Banach space.

Then,

n (Cω∗(K, X∗)) 6 n(X).

We are not able to obtain a lower bound for n (Cω∗(K, X∗)) in the general

case but our next partial result gives sufficient conditions on K or X to obtain the

desired bound.

A.2.7 Proposition. Let K be a compact Hausdorff space and X a Banach space. If

X is an Asplund space or K has a dense subset of isolated points then,

n(X∗) 6 n (Cω∗(K, X∗)) .

All these results will appear in the joint work with G. López and M.Martín

entitled Numerical index of Banach spaces of weakly or weakly-star continuous

functions, to appear in Rocky Mountain J. Math.
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A.2.2. Banach spaces with numerical index zero

The next part of our discussion deals with real Banach spaces having numeri-

cal index 0. As we already commented, it is known that the class of such Banach

spaces contains all Hilbert spaces of dimension greater than one, and all real spa-

ces underlying complex Banach spaces (the isometry x 7−→ ix on a complex Ba-

nach space has real numerical radius 0). The first result that we present says that

the sum of the real space underlying a complex space and another real space has

numerical index zero, provided that the norm is invariant under rotations in the

complex part.

A.2.8 Proposition. Let X be a real Banach space, and let Y, Z be closed subspaces

of X, with Z 6= 0. Suppose that Z is the real space underlying a complex space,

that X = Y ⊕ Z, and that the equality
∥∥y + eiρz

∥∥ = ‖y + z‖ holds for every

(ρ, y, z) ∈ R×Y × Z. Then, we have n(X) = 0.

In view of the preceding proposition one may wonder if some kind of complex

structure must appear in every Banach space with numerical index zero. With the

next example we show that this is not the case.

A.2.9 Example. We consider the Banach space

X =

[
∞⊕

n=2
Xn

]
c0

,

where {Xn}n>2 is the family of spaces given in Theorem A.2.4. Then, n(X) = 0

but X is polyhedral and, therefore, it does not contain any isometric copy of C.

The next result characterizes finite-dimensional spaces with numerical index

zero in terms of the appearance of a complex structure in the space.

A.2.10 Theorem. Let (X, ‖ · ‖) be a finite-dimensional real Banach space. Then,
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the following are equivalent:

(i) The numerical index of X is zero.

(ii) There are nonzero complex vector spaces X1, . . . , Xn, a real vector space X0,

and positive integer numbers q1, . . . , qn such that X = X0 ⊕ X1 ⊕ · · · ⊕ Xn

and

∥∥∥x0 + eiq1ρx1 + · · ·+ eiqnρxn

∥∥∥ = ‖x0 + x1 + · · ·+ xn‖

for all ρ ∈ R, xj ∈ Xj (j = 0, 1, . . . , n).

The equivalence given in the above theorem had appeared in the 1985 Rosent-

hal’s paper [118] with real numbers q1, . . . , qm, but the fact that the qj’s can be

taken integers is new. When we read the above result in the particular cases in

which X has dimension 2 or 3 we get the following corollary.

A.2.11 Corollary. Let X be a real Banach space with numerical index 0.

(a) If dim(X) = 2, then X is isometrically isomorphic to the two-dimensional

real Hilbert space.

(b) If dim(X) = 3, then X is an absolute sum of R and the two-dimensional

real Hilbert space.

Given an n-dimensional normed space X, we discuss some questions related

to the set Z(X) of those operators T ∈ L(X) such that v(T) = 0 (called skew-

hermitian operators), which is known to be a Lie algebra [118, Proposition 1.5]. The

main problem we consider is that of finding the possible dimensions for Z(X).

The results of this part where obtained in collaboration with M. Martín and

A. Rodriguez-Palacios and they were published in: Finite-dimensional Banach

spaces with numerical index zero, Indiana Univ. Math. J. 53 (2004), 1279–1289.
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A.2.3. Numerical index of Lp(µ)

The computation of the numerical index of the Lp(µ)-spaces is an open pro-

blem from the beginning of the subject. This part of the memoir is devoted to

the compilation of all known facts about this problem. We state some recent re-

sults due to E. Ed-dari and M. Khamsi [44, 45] which give some advances in the

computation of such numerical indices. We prove all these results giving simpler

proofs for some of them. The only original result that we present in this part is an

inequality bounding the numerical index of `2
p in the real case. Given 1 < p < ∞,

we denote by q the only positive number such that 1
p + 1

q = 1.

A.2.12 Proposition. Let 1 < p < ∞. In real case the following holds:

máx
{

1
21/p ,

1
21/q

}
máx
t∈[0,1]

∣∣tp−1 − t
∣∣

1 + tp 6 n(`2
p) 6 máx

t∈[0,1]

∣∣tp−1 − t
∣∣

1 + tp .

A.3. Norm equalities for operators

In the early 70’s, J. Duncan, C. McGregor, J. Pryce y A. White observed in a

work devoted to the numerical index [42] that an operator T satisfies v(T) = ‖T‖
if and only if there exists ω ∈ T such that the equality ‖Id + ωT‖ = 1 + ‖T‖
holds. They prove this fact using that the equation sup Re W(T) = ‖T‖ for an

operator T is equivalent to

‖Id + T‖ = 1 + ‖T‖. (DE)

This equation had already been shown to hold for every compact operator T in

C[0, 1] by I. Daugavet [38], in honor of whom it has become known as the Dau-

gavet equation. We say that a Banach space X has the Daugavet property [77] if

every rank-one operator T ∈ L(X) satisfies (DE). Examples of spaces having this

property are C(K) and L1(µ), provided that K is perfect and µ does not have
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any atoms (see [125] for an elementary approach), and certain function algebras

such as the disk algebra A(D) or the algebra of bounded analytic functions H∞

[126, 128]. Although the Daugavet property is of isometric nature, it brings with

it several structural implications. For instance, a Banach space with the Daugavet

property cannot have the Radon-Nikodým property [128] (in fact, every weakly

open subset of its unit ball has diameter 2 [121]), it contains a copy of `1, and it

does not embed into a space with an unconditional basis [77].

One may wonder if there are other properties which, like the Daugavet pro-

perty, can be stated by requiring all rank-one operators on a Banach space to

satisfy a norm equality similar to the Daugavet equation. This is the aim of this

part of the thesis.

A.3.1. Equalities of the form ‖g(T)‖ = f (‖T‖)

In the first place we consider equations of the form

‖g(T)‖ = f (‖T‖)

where f : R+
0 −→ R is an arbitrary function and g should be a function carrying

operators to operators. Since we want g to be applied to any rank-one operator on

any Banach space, we consider a power series with infinite radius of convergence,

i.e. an analytic function g : K −→ K and define

g(T) :=
∞

∑
k=0

ak Tk (
T ∈ L(X)

)
,

where g(ζ) = ∑∞
k=0 ak ζk is the power series expansion of g.

Our target in this section is to show that the only non trivial norm equality of

the form ‖g(T)‖ = f (‖T‖) valid for all rank-one operators on a Banach space of

dimension greater than one is the Daugavet equation.

A.3.1 Theorem. Let X be a Banach space over K with dim(X) > 2, f : R+
0 −→ R

an arbitrary function and g : K −→ K an analytic function. Suppose that the
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norm equality

‖g(T)‖ = f (‖T‖)

holds for every rank-one operator T on X. Then, only three possibilities may hap-

pen:

(a) g is a constant function (trivial case).

(b) There is a non-null b ∈ K such that g(ζ) = b ζ for every ζ ∈ K (trivial case).

(c) There are non-null a, b ∈ K such that g(ζ) = a + b ζ for every ζ ∈ K, and X

has the Daugavet property.

A.3.2. Equalities of the form ‖Id + g(T)‖ = f (‖g(T)‖)

Our next aim is to deal with norm equalities of the form

‖Id + g(T)‖ = f (‖g(T)‖) (A.3)

where g : K −→ K is analytic and f : R+
0 −→ R is continuous. First of all, if X

is a Banach space with the Daugavet property and g is an analytic function, then

the equality

‖Id + g(T)‖ = |1 + g(0)| − |g(0)|+ ‖g(T)‖

holds for every rank-one operator T ∈ L(X). Therefore, we are not able to com-

pletely determine the function g in this section, but we show that in many occa-

sions it is possible to replace g by a “simpler” function.

We have to separate from now on the complex and real cases.

• Complex case

A.3.2 Theorem. Let X be a complex Banach space with dim(X) > 2. Suppose that

there exist a non-constant entire function g : C −→ C and a continuous function
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f : R+
0 −→ R, such that the norm equality

‖Id + g(T)‖ = f (‖g(T)‖)

holds for every rank-one operator T ∈ L(X). Then, the equality

‖(1 + g(0))Id + T‖ = |1 + g(0)| − |g(0)|+ ‖g(0)Id + T‖

holds for every rank-one operator T ∈ L(X).

As may be wondered in view of the preceding result, the number g(0) plays a

key role in our discussion. On the one hand, if Re g(0) 6= −1
2 and Eq. (A.3) holds

for every rank-one operator, then the Banach space involved has the Daugavet

property.

A.3.3 Theorem. Let X be a complex Banach space with dim(X) > 2. Suppose

that there exist a non-constant entire function g : C −→ C with Re g(0) 6= −1
2

and a continuous function f : R+
0 −→ R, such that the norm equality

‖Id + g(T)‖ = f (‖g(T)‖)

holds for every rank-one operator T ∈ L(X). Then, X has the Daugavet property.

On the other hand, a similar result cannot be expected when Re g(0) = −1
2 .

In this case we get another family of norm equations for operators, none of them

implying the Daugavet property.

A.3.4 Theorem. Let X be a complex Banach space with dim(X) > 2. Suppose

that there exist a non-constant entire function g : C −→ C with Re g(0) = −1
2

and a continuous function f : R+
0 −→ R, such that the norm equality

‖Id + g(T)‖ = f (‖g(T)‖)
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holds for every rank-one operator T ∈ L(X). Then, there is ω0 ∈ T \ {1} such

that

‖Id + ω0T‖ = ‖Id + T‖

for every rank-one operator T ∈ L(X). Moreover, two possibilities may happen:

(a) If ωn
0 6= 1 for every n ∈ N, then

‖Id + ω T‖ = ‖Id + T‖

for every rank-one operator T ∈ L(X) and every ω ∈ T.

(b) Otherwise, if we take the minimum n ∈ N such that ωn
0 = 1, then

‖Id + ω T‖ = ‖Id + T‖

for every rank-one operator T ∈ L(X) and every nth-root ω of the unit.

In the next example we show a Banach space without the Daugavet property

in which all the equations given in the preceding theorem hold for every rank-one

operator.

A.3.5 Example. The complex Banach space X = C[0, 1]⊕2 C[0, 1] does not have

the Daugavet property. However, the norm equality

‖Id + ωT‖ = ‖Id + T‖

holds for every rank-one operator T ∈ L(X) and every ω ∈ T.

• Real case

The situation in the real case is far away from being so clear, but results analo-

gous to Theorems A.3.2 and A.3.4 remain valid when the function g is onto.

A.3.6 Theorem. Let X be a real Banach space with dimension greater than one.

Suppose that there exist an onto analytic function g : R −→ R and a continuous
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function f : R+
0 −→ R, such that the norm equality

‖Id + g(T)‖ = f (‖g(T)‖)

holds for every rank-one operator T ∈ L(X). Then, either g(0) 6= −1
2 and X has

the Daugavet property, or g(0) = −1
2 and the equality

‖Id− T‖ = ‖Id + T‖

holds for every rank-one operator T ∈ L(X).

The next example shows that the two possibilities given in the preceding theo-

rem are essentially different.

A.3.7 Example. The real Banach space X = C[0, 1] ⊕2 C[0, 1] does not have the

Daugavet property. However, the norm equality

‖Id− T‖ = ‖Id + T‖

holds for every rank-one operator T ∈ L(X).

We do not know if a result similar to Theorem A.3.2 is true when the function

g is not onto. We study two simple cases, namely g(t) = t2 and g(t) = −t2 for

t ∈ R+
0 . In the first case it is easy to see that if the equation ‖Id + T2‖ = f

(
‖T2‖

)
holds for every rank-one operator then f (t) = 1 + t for t ∈ R+

0 . Therefore, we

obtain the equation ‖Id + T2‖ = 1 + ‖T2‖ which admits the following geometric

characterization.

A.3.8 Proposition. Let X be a real Banach space. The following are equivalent:

(i ) ‖Id + T2‖ = 1 + ‖T2‖ for every rank-one operator T.

(ii ) ‖Id + x∗ ⊗ x‖ = 1 + ‖x∗ ⊗ x‖ for every x∗ ∈ X∗, x ∈ X with x∗(x) > 0.
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(iii ) For every x ∈ SX, x∗ ∈ SX∗ with x∗(x) > 0, and every ε > 0, there exists

y ∈ SX such that

‖x + y‖ > 2− ε and x∗(y) > 1− ε.

(iv ) For every x ∈ SX, x∗ ∈ SX∗ with x∗(x) > 0, and every ε > 0, there exists

y∗ ∈ SX∗ such that

‖x∗ + y∗‖ > 2− ε and y∗(x) > 1− ε.

When we consider the function g(t) = −t2 we are not even able to determine

the function f . If we take f (t) = 1 + t for every t ∈ R+
0 , we get the equation

‖Id− T2‖ = 1 + ‖T2‖ which also admits a geometric characterization:

A.3.9 Proposition. Let X be a real Banach space. The following are equivalent:

(i ) ‖Id− T2‖ = 1 + ‖T2‖ for every rank-one operator T.

(ii ) ‖Id + x∗ ⊗ x‖ = 1 + ‖x∗ ⊗ x‖ for every x∗ ∈ X∗, x ∈ X with x∗(x) 6 0.

(iii ) For every x ∈ SX, x∗ ∈ SX∗ with x∗(x) 6 0, and every ε > 0, there exists

y ∈ SX such that

‖x + y‖ > 2− ε and x∗(y) > 1− ε.

(iv ) For every x ∈ SX, x∗ ∈ SX∗ with x∗(x) 6 0, and every ε > 0, there exists

y∗ ∈ SX∗ such that

‖x∗ + y∗‖ > 2− ε and y∗(x) > 1− ε.

A.3.3. The new equations

We devote the last part of this chapter to study the new properties that arise in

our discussion. Like the Daugavet property, they bring with them some structural

consequences. We begin our study with the equation

‖Id + ωT‖ = ‖Id + T‖ (A.4)
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for ω belonging to a closed subgroup of T. This property implies that the space

involved does not have the Radon-Nikodým property; in fact, it is possible to

quantify the diameter of the slices of its unit ball.

A.3.10 Proposition. Let X be a Banach space and let A be a closed subgroup of

T. Assume that the equality

‖Id + ωT‖ = ‖Id + T‖

holds for every rank-one operator T ∈ L(X) and every ω ∈ A. Then, the diameter

of every slice of BX and every w∗-slice of BX∗ is greater or equal to

2− ı́nf{|1 + ω| : ω ∈ A}.

A.3.11 Corollary. Let X be a Banach space and let A be a non-trivial closed sub-

group of T. Assume that

‖Id + ωT‖ = ‖Id + T‖

holds for every rank-one operator T ∈ L(X) and every ω ∈ A. Then, X does not

have the Radon-Nikodým property and it is not an Asplund space.

We also show that the properties we are dealing with are inherited by absolute

summands. More precisely:

A.3.12 Proposition. Let A be a non-trivial closed subgroup of T and let X be a

Banach space such that Eq. (A.4) holds for every rank-one operator T ∈ L(X) and

every ω ∈ A. If Y is an absolute summand of X with dim(Y) > 2; then, Eq. (A.4)

also holds for every rank-one operator T ∈ L(Y) and every ω ∈ A.

Now we consider real Banach spaces X in which the equation

‖Id− T2‖ = 1 + ‖T2‖ (A.5)
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holds for every rank-one operator T ∈ L(X). As in the preceding case this pro-

perty implies that the Banach space involved does not have the Radon-Nikodým

property (furthermore, every slice of BX has diameter 2) and it is inherited by

L-summands and M-summands.

A.3.13 Proposition. Let X be a real Banach space. Suppose that Eq. (A.5) holds

for every rank-one operator T ∈ L(X). Then, the following hold:

a) Every slice of BX and every w∗-slice of BX∗ has diameter 2.

b) If Y is a L-summand or a M-summand of X, then Eq. (A.5) holds for every

rank-one operator T ∈ L(Y).

Finally, we deal with real Banach spaces X in which the equation

‖Id + T2‖ = 1 + ‖T2‖ (A.6)

holds for every rank-one operator T ∈ L(X). This property also implies that X

does not have the Radon-Nikodým property and it is inherited by L-summands

and M-summands.

A.3.14 Proposition. Let X be a real Banach space with dim(X) > 2. Suppose that

Eq. (A.6) holds for every rank-one operator T ∈ L(X). Then:

a) X does not have the Radon-Nikodým property.

b) If Y is a L-summand or a M-summand of X, then Eq. (A.6) holds for every

rank-one operator T ∈ L(Y).

We observe that Eq (A.6) makes sense for arbitrary operators. Therefore, we

consider the following problem.

A.3.15 Problem. Does there exist a real Banach space X (different from R) such

that Eq (A.6) holds for every T ∈ L(X)?
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If X is a Banach space which answers positively the above problem, Proposi-

tion A.3.14 tells us that X must be infinite-dimensional and the following result

shows that it does not have unconditional basis.

A.3.16 Proposition. Let X be an infinite-dimensional real Banach space such that

‖Id + T2‖ = 1 + ‖T2‖

holds for every T ∈ L(X). Then, X does not have unconditional basis.

We also observe that some spaces like c0, `p, C[0, 1], and L1[0, 1] do not serve

as positive answer to the above problem.
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