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Proélogo

A partir del estudio de distribuciones lognormales triparamétricas, se considera el
estudio original de procesos de difusién lognormales triparamétricos, multidimen-
sionales en variable enddgena y con tres pardametros (vectoriales-matriciales). En
una primera etapa se estudia el caso sin factores exégenos y después se extiende al
caso de existir en el modelo con conjunto de factores exégenos que afectan a todas
las variables endégenas.

Se persigue disponer de un modelo lognormal multivariable de tres parametros
suficientemente amplio para cubrir importantes campos de aplicaciéon no cubiertos
por los modelos conocidos y flexible, a la vez que no homogéneo, al incluir en la
tendencia funciones exdgenas del tiempo. Ademads, con vistas a las aplicaciones, se
construye la estimacién maximo-verosimil a partir de muestreo discreto en base a
la verosimilitud condicionada derivada de las transiciones que son soluciones de las
ecuaciones de Kolmogorov correspondientes.

La importancia de la distribucion lognormal triparamétrica como un modelo de
probabilidad llega a ser reconocida totalmente por un amplio grupo de disciplinas
cientificas, como Biologia, Geologia, Agricultura, Estadistica y Economia. Como
ejemplo, Wicksell [60] y Guerrieri [21] aplicaron la distribucién triparamétrica
en el estudio de la distribucién de la edad del primer matrimonio, usando el método
de estimacién directa para los pardmetros de Wicksell [60]. En 1957, Aitchison
y Brown [2] aplicaron todos los métodos disponibles para 65 muestras simuladas.
Royston [50] usé este proceso para el estudio de concentraciones de anticuerpos
en sangre, y Crawford [14] adopté el mismo método para el estudio de la acidez
de lagos. Dada la importancia de la distribucion lognormal triparamétrica, un gran
nimero de investigaciones han dirigido su atencion a los problemas que rodean la
estimacion de los parametros de esta distribucién para muestras de datos, particu-
larmente las dificultades tedricas y computacionales, las cuales pueden presentarse
al aplicar el método de maxima verosimilitud. En respuesta a estas dificultades,
aparece un considerable nimero de estimadores y métodos de estimacion. Muchos
de estos han sido analizados por ejemplo por Aitchison y Brown [2], Calitz
[9], Cohen [11], Hill [36] y Harter y Moore [32]. Cohen [11] y Harter y
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Moore [32] obtuvieron estimaciones maximo verosimiles locales, mientras que Hill
[36] propuso estimadores Bayesianos. Calitz [9], por otro lado, usé procedimien-
tos de simulacién para comparar verosimilitudes, percentiles y estimadores de los
momentos. Mas recientemente, Giesbrecht y Kempthorne [19] han obtenido es-
timadores de maxima verosimilitud para modelos discretos, considerando intervalos
agrupados, Wingo [58] introdujo funciones penalti y barrera para incrementar la
convergencia cuando se calculan estimadores maximo verosimiles locales; Cohen
[12],[13] y Crow Shimizu [15] propusieron varias modificaciones para los esti-
madores maximo verosimiles y de los momentos; Lifson y Bhattacharyya [40]
usaron un método de regresién para la estimacion de percentiles; Wingo [58] tra-
bajo usando un algoritmo computacional para maximizar la funcién de verosimil-
itud (como una funcién del tercer pardmetro), Kappenman [37] estimé los tres
parametros usando procedimientos iterativos y comparando estos resultados con los
estimadores verosimiles, y Royston [50] estimé el pardametro umbral usando las
propiedades de la mediana de la distribucién lognormal y disené un test para un
contraste de hipotesis basado en la mediana.

Una dificultad tedrica importante que debe ser solventada es que la funcién de
verosimilitud alcanza su maximo donde los parametros toman valores inadmisibles
y la funcién de verosimilitud serd +o0o. Con respecto a esto, Hill [36] obtuvo ar-
gumentos bayesianos para justificar el uso de estimadores paramétricos, los cuales
corresponden a grandes méximos locales. Ademdas, Heyde [35] demostré que la
distribucién lognormal triparamétrica no puede ser determinada uUnicamente por
sus momentos, los cuales presentan varios problemas concernientes a la estimacion
por el método de los momentos. Desde Griffiths [20], hasta un punto de vista no
bayesiano, se ha mostrado que el método de méaximo verosimilitud puede ser con-
siderado como una aproximacién al problema bastante fiable.

La principal dificultad computacional, se encuentra en el hecho de que la esti-
macion de los parametros complica las precauciones que tiene el obtener computa-
cionalmente los estimadores usando métodos numéricos iterativos. Muchos de estos
métodos han sido discutidos por Cohen [11], [12] y [13] y Crow y Shimizu [15],
Lambert [39], Harter y Moore [32] y Calitz [9]. Tan pronto como estos méto-
dos han sido empleados sin evitar la region de atraccién del maximo infinito de la
funcion de verosimilitud, se encuentran dificultades en la convergencia. Para evitar
estas dificultades, Wingo [58] introdujo métodos de la funcién frontera con trun-
camientos moviles, para incrementar la convergencia en los estimadores de méaxima
verosimilitud locales.

El proceso de difusion lognormal o el lognormal biparamétrico representa un pro-
ceso de difusién importante, el cual ha sido usado con gran éxito en Economia, por
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ejemplo, Tintner y Sengupta [53] trabajaron con procesos de difusién lognormal
unidimensionales y obtuvieron resultados que han sido particularmente interesantes
en prediccion, por su tendencia exponencial y la simplicidad con la cual los factores
exbdgenos afectan en la tendencia al ser introducidos. Recientemente, Chesney y
Elliott [10], han usado el proceso de difusién lognormal al estudiar la volatilidad
de un intercambio de velocidad. La aplicacion del método de maxima verosimilitud
para estimar los parametros del proceso y los coeficientes que afectan a los factores
ex6genos, han ayudado a resaltar la importancia de este proceso.

Con posterioridad, el caso multidimensional ha sido tratado por Tintner y
Narayanan [52], aplicdndolo al campo de la Economia. Tintner y Gémez [54],
iniciaron el estudio de este proceso desde el punto de vista de las ecuaciones difer-
enciales estocasticas, lo cual hizo posible el uso de métodos de la teoria de sistemas
estocasticos.

Hay dos aproximaciones diferentes a considerar en el proceso de difusién: la
primera toma el proceso de difusiéon como soluciéon de una ecuaciéon diferencial
estocastica de Ito, y por medio de muestreo continuo se obtiene una estimacién
maximo verosimil del vector asociado con los factores exdgenos, como describen
Brown y Hewitt [6], Basawa y Prakasa Rao [5], Molina [44], Hermoso [34]
y Gutiérrez, Hermoso y Molina [23]. La segunda aproximacién considera el pro-
ceso de difusion como solucion de las ecuaciones de Kolmogorov y la estimacién de
los parametros usando muestras discretas con el método de méxima verosimilitud,
como describe Tintner [52], [53], Gutiérrez, Angulo, Gonzilez y Pérez [24],
Torres [55] y Arbai [4].

En esta tesis nos ocuparemos de este segundo aspecto, es decir, la inferencia basa-
da en el muestreo discreto, que es la que se muestra en los cuatro primeros capitulos.

En el primer capitulo centraremos nuestro estudio en el proceso logaritmico
normal unidimensional con tres parametros, presentando dicho proceso desde el
punto de vista de la solucién de las ecuaciones de Kolmogorov. Se determinarén los
momentos del proceso y se aborda la estimacién de los pardmetros. A partir de aqui,
se plantean dos métodos para la simulacion de la trayectoria del proceso:

1. Simulacién de la trayectoria a partir de la solucién exacta de la ecuacion inte-
gral de Ito.

2. Simulacion de la trayectoria a partir del algoritmo propuesto por Rao y otros,
que aproxima de forma numérica la ecuacién integral de Ito.

Una vez simuladas las trayectorias, se representan junto con las respectivas ten-
dencias, es decir, funciéon tendencia tedrica, funcion tendencia estimada, funcién
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tendencias condicionada tedrica y funcién tendencia condicionada estimada.

Concluiremos este capitulo planteando una reparametrizaciéon del proceso. Es
bien conocido el problema que plantea la introduccion del tercer parametro en el
proceso en lo que a la estimacion de los parametros se refiere.

Para intentar solucionar los problemas que se han planteado anteriormente, se
describe el algoritmo que Wingo [58] usé en el caso de distribucién lognormal tri-
paramétrica, y se plantea la misma reparametrizacién para el caso del proceso de
difusién lognormal unidimensional con tres parametros. Dicha transformacién puede
verse aproximadamente como una compresion del rango de valores sobre el cual,
la funcién de log-verosimilitud condicionada debe ser maximizada para encontrar
la estimaciéon del parametro umbral. Evidentemente esta compresién es computa-
cionalmente ventajosa, pudiendo demostrarse, que maximizar la verosimilitud sobre
el pardmetro umbral puede requerir hasta 10 evaluaciones mas de la funcién objetivo
que cuando se maximiza utilizando la reparametrizacion propuesta.

En el segundo capitulo, centraremos nuestro estudio en el proceso logaritmico
normal bidimensional con tres parametros con factores exdgenos que afecten a su
tendencia. El motivo que nos lleva a la introduccion de los factores exdgenos, es
el de la utilizacién de procesos estocasticos de difusién para la descripcion de la
tendencia continua de ciertos fendmenos dindmicos, apoydandose en su observaciéon
discreta. De esta forma, se puede introducir una explicacién del comportamiento de
un vector de variables en funcién de otro conjunto de variables independientes que
afectan a aquellas, y cuya evolucién en el tiempo sea conocida. Al igual que en el
primer capitulo, se presenta dicho proceso desde el punto de vista de la solucion
de las ecuaciones de Kolmogorov. Se determinaran los momentos del proceso y se
aborda la estimacién de los parametros. Ademas se calcula la matriz de informacion
de Fisher.

En el tercer capitulo, se introduce el proceso logaritmico normal bidimension-
al con tres parametros y un factor exdégeno, de manera que cada componente de
dicho vector exdgeno afecte a la correspondiente variable endégena de la tendencia
infinitesimal del proceso, usando la ecuacién adelantada y atrasada de Kolmogorov.

El modelo se desarrolla a partir del modelo basico con factores exégenos multi-
ples que afectan a todas las variables endégenas, desarrollado en [28] y [31]. Es
obvio que el modelo propuesto aqui no puede desarrollarse como caso particular del
citado, anulando los coeficientes respectivos en cada componente, por lo que es pre-
ciso un minucioso desarrollo. Para ello, se establecen las ecuaciones de Kolmogorov
y la correspondiente densidad de transicién bidimensional. A partir de ésta, se pro-
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pone la estimacion maximo verosimil de los parametros en base a un esquema de
muestreo discreto.

En el cuarto capitulo, desarrollamos una extension al caso multidimensional
del segundo capitulo, es decir, se define el proceso logaritmico normal multidimen-
sional con tres parametros con factores exégenos en la tendencia del proceso, usando
la ecuacién adelantada y atrasada de Kolmogorov. Se aborda el problema de esti-
macién de los pardametros usando maxima verosimilitud local. Se determina la matriz
de informaciéon de Fisher y se estudia el problema de la resoluciéon numérica de las
ecuaciones de verosimilitud.

También se presentan los contrastes basados en la razon de verosimilitudes para
los parametros que ponderan el efecto de los factores exégenos, pudiendo contrastar
la posible influencia o no de algun factor sobre el proceso. Se anade ademas el con-
traste de hipdtesis sobre el tercer parametro, asi como el problema de independencia
de las componentes del vector de variables enddégenas.

El quinto y dltimo capitulo estda dedicado a una aplicacién a datos reales.
En una primera parte, se utiliza la metodologia del proceso de difusiéon lognormal
unidimensional triparamétrico expuesto en el primer capitulo, para el estudio de la
evolucién de un indicador demografico basico como es la nupcialidad, concretamente
la variable ” Edad media al primer matrimonio”, en Espana y Comunidad Auténoma
de Andalucia. Las respectivas variables estocasticas dependientes del tiempo son:

Xi(t), edad media al primer matrimonio en varones en Espana.

Yi1(t), edad media al primer matrimonio en mujeres en Espana.

X, (t), edad media al primer matrimonio en varones en Andalucia.

Y5(t), edad media al primer matrimonio en varones en Andalucia.

Para X;(t) e Yi(t) se toman los datos correspondientes al periodo de tiempo
1982-2002 para ajustar el correspondiente modelo, y para las variables X5(t) e Y5(t)
se toman los datos correspondientes al periodo de tiempo 1980-2002. Los valores
observados corresponden a observaciones en intervalos de tiempo iguales a un afo.
La fuente de datos para todas las variables ha sido el I.N.E. (Instituto Nacional de
Estadistica de Espana).

Se siguen los siguientes pasos en la metodologia estadistica:

1. Se toman los valores observados para los periodos 1982-2001 para X, (t) e Y;(t)
y 1980-2001 para Xs(t) e Ys(t) para la estimacion de los pardametros, reservando

TESIS DOCTORAL. EVA M* RAMOS ABALOS. 5



PROLOGO

los valores observados en el ano 2002 para compararlos con la correspondiente
prediccién por el ajuste del modelo.

2. Se calculan las estimaciones de los parametros utilizado las expresiones obtenidas
en (1.10), (1.11), (1.12). La expresién (1.12) se aproxima numéricamente us-
ando el programa Mathematica 5.0.

3. Una vez que se han estimado los pardmetros, se obtienen las funciones ten-
dencia estimada y tendencia condicionada estimada para cada variable, rep-
resentando cada una de estas funciones. Ademas se simulan 10 trayectorias
usando los dos algoritmos descritos en el capitulo 1, y se representan junto con
la media de estas trayectorias y con la tendencia estimada.

En segundo lugar, se plantea un nuevo método de optimizacién de la funcién
de verosimilitud. En capitulos anteriores, se exponia la problematica existente en la
estimacion de los pardmetros del proceso de difusién lognormal triparamétrico. La
resolucién de las ecuaciones de verosimilitud se lleva a cabo mediante la utilizacion
de algiin método de aproximacién numérica, por ejemplo Newton-Raphson que es
el utilizado en nuestro caso, lo cual genera bastantes problemas, como el hecho de
que se requiere un valor inicial cercano a la soluciéon para que se dé su convergencia.
Aqui se plantea el método de optimizaciéon Simulated Annealing, con el que se inten-
tara solventar algunos de los problemas planteados anteriormente. El objetivo de este
método es minimizar una funcién objetivo. El método Simulated Annealing (SA) o
Sobrecalentamiento Simulado es una técnica que ha llamado significativamente la
atencién en los problemas de optimizacion a gran escala. Tiene sus origenes en el
trabajo de Metropolis, Rosenbluth, Rosenbluth, Teller y Teller [42] para la
minimizacion de una funcién sobre un conjunto finito de tamano muy grande, aunque
también puede ser aplicado a la optimizacién sobre un conjunto continuo (Duflo
[16]). Varios autores como Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi [38] mostraron su utili-
dad para encontrar los 6ptimos globales en problemas de optimizacién combinatoria.

El método estd basado en la analogia del principio termodindmico de la cristal-
izacién, donde primero se calienta el material al estado liquido y posteriormente se
reduce la temperatura lentamente hasta que se enfria de forma que el cristal resul-
tante sea perfecto. Un aspecto fundamental es la velocidad de decrecimiento de la
temperatura ya que un enfriamiento demasiado rapido implicaria impurezas, por lo
que no se alcanzaria el éptimo.

Se utilizara la reparametrizacién del proceso planteada en la seccién 1.5, con el
objeto de realizar una compresion del rango de valores sobre el cual, la funcién de
log-verosimilitud condicionada debe ser maximizada para encontrar la estimacién
del parametro umbral.

TESIS DOCTORAL. EVA M* RAMOS ABALOS. 6
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En primer lugar se describe el método y se aplica a continuacion el método
descrito a distintos conjuntos de datos. La aplicacién se realiza primero sobre los
conjuntos de datos simulados, para comprobar que el método es efectivo, y a con-
tinuacion a los cuatro grupos de datos reales que se han utilizado en este mismo
capitulo. Se muestran los resultados obtenidos junto con los obtenidos por el méto-
do de méaxima verosimilitud permitiendo hacer una comparacion de ambos.

Para el desarrollo practico descrito, se elaboran distintos programas en Mathe-
matica 5.0.

Por ltimo, se plantean algunos aspectos que son fuente de estudios posteriores:

1. Considerar el proceso de difusién lognormal con tres pardmetros como solu-
cion de una ecuacion diferencial estocastica de 1to6, haciendo uso del muestreo
continuo.

2. Desarrollo de campos aleatorios triparamétricos lognormales.

3. Mejorar y depurar el método de optimizacion presentado, pudiendo extenderse
al caso multidimensional.

TESIS DOCTORAL. EVA M* RAMOS ABALOS. 7






Capitulo 1

Proceso de difusion lognormal
unidimensional con tres
parametros

1.1. Definicion del modelo

Se introduce el proceso de difusién lognormal unidimensional con tres parametros
por medio de la ecuacion adelantada y atrasada de Kolmogorov.

Sea {X(t),tp < t < T} un proceso de Markov con valores en |y, 400, con

trayectorias continuas casi seguramente y cuya funcion de densidad de transicion
del proceso viene dada por

Py,t/z,s) = PIX(t) = y/X(s) = 7]
donde z > v,y >vy~veR

Supongamos las siguientes condiciones:

1
» lim — P(y,t+h/z,t) =0
h—0 h ly—z|>€
1
= lim - (y —2)P(y,t + h/z,t) = Az, t;7) = plz — )
h=0 Tt Jjy—aj<e
1
= lim —- (y - $)2P(y>t+ h/[E, t) = A2(Ia t,'}/) = 02($ - 7)2 >0
h=0 Tt Jjy—aj<e

= LLos momentos infinitesimales de orden superior son nulos.
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CAPITULO 1. PROCESO DE DIFUSION LOGNORMAL UNIDIMENSIONAL CON TRES PARAMETROS

Utilizando el hecho de que la transformada Z(t) = X (t) — v es un proceso de di-
fusion lognormal con dos parametros, obtenemos la ecuacién adelantada y atrasada
de Kolmogorov.

or 1, ,O2P oP
25 T 3° (x—7) anc(x—v)% (1.1)

orP 1 ,0%y—)°’P  dy—pwP _
—E + 50’ ayQ — U ay =0 (12)

La soluciéon comin a estas ecuaciones, con la condicién inicial

Py, t/x,s) =d(y — x)

1 1
P(y,t/x,s) = TNy X
X exp {—m (In(y — ) —In(x — ) —a(t — s))Z}(l.?))
con a = p— .

Por lo tanto tenemos que:

X(t)/X(s) =2~ A[In(z — ) +a(t — s);0%(t — s)].

1.2. Momentos del proceso

Los momentos del proceso de difusion lognormal con tres parametros se obtienen
a partir de los momentos del proceso de difusién lognormal con dos parametros
Z(t) = X(t) — . Tenemos entonces,

E[(X(t)—)'/X(s) =] = exp {kln(ms — ) + ka(t —s) + %k’QaQ(t — 5)}

= (2 — ) exp { <ka T %k202) (t— 3)} |

TESIS DOCTORAL. EVA M* RAMOS ABALOS. 10




1.2. MOMENTOS DEL PROCESO

Teniendo en cuenta que:
XE(t) = (X() =7+ )"

y aplicando el binomio de Newton tenemos que:

k

Xk =3 (§) -

=0

Por lo tanto,

k
=0

BIXM(1)/X(s) = ] = Z

1.2.1. Funcién media

Consideremos el caso particular en el que k = 1 en (1.4) entonces tenemos

DO | —

EX(t)/X(s) =5 = (:Bs—v)exp{(cu— 02)(t—3)}+7:
= (xs—’y)exp{u(t—S)}+7-

Asi la funcion media o tendencia del proceso seré:

BX(M] = E[EX()/X(t)]
= E :(X(to) — ) exp {u(t - to)} + 7]

= B[(X(to) = )] exp {u(t — to) } +.

Teniendo en cuenta la condicién inicial P[X (tg) = x¢] = 1 obtenemos:
EIX ()] = (20 =) exp {alt = to) } + 7. (15)

1.2.2. Funcion varianza

Para el calculo de la varianza del proceso, necesitamos calcular previamente el mo-
mento de segundo orden:

BIX2()/X(s) = 2] = 7*+21(z, —)exp {ult—s)} +

+(zs =) exp {2+ o)t - 5)}.
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CAPITULO 1. PROCESO DE DIFUSION LOGNORMAL UNIDIMENSIONAL CON TRES PARAMETROS

Por lo tanto,

EIX3(1)] = B|EIX(0)/X ()] =
= B[ +2y(X(to) = ) exp {u(t — to) } +

(X (to) = ) exp { (24 + 0*)(t — to) }].

Utilizando la condicién inicial P[X (ty) = zo] = 1 obtenemos:

EIX?(t)] = 7+ 2y(xo —7)exp {M(t - to)} +

+(w0 — ) exp {(2u +0?)(t — tg)}.
Luego la funcion varianza del proceso sera:

VarlX(1)] = E[X*(t)] - [EX(@)]]° =
= 92+ 20 — ) exp {u(t — to) } + (w0 — )2 exp { (2 + o)t — to) } -
— (w0 — ) exp {2u(t — to)} + 7% = 2y(zo — ) exp {u(t — to)} =

= (20 —7)%exp {2u(t - to)} [exp {02(15 - t())} — 1} . (1.6)

1.2.3. Funcion covarianza

La funcién covarianza viene dada por:
Cov[X ()X (s)] = E[X ()X (s)] — E[X(1)]E[X(s)]

Denotamos por t A s = min(t,s) y por t Vs = max(t, s). Entonces podemos escribir
que:

E[X()X(s)] = E:E[X(t)X(s)/X(t/\s)H _
- E:X(t/\s)E[X(tVS)/X(t/\s)” -
= E[X(tns)[(X(tAs) = )exp{u((tvs) = (tAs)} +1]] =
= B|X(tAS)[(X(EAs) exp {u((tVs) = (tA5) }-

TESIS DOCTORAL. EVA M* RAMOS ABALOS. 12



1.2. MOMENTOS DEL PROCESO

(

)
—vX(t A s)exp {,u((t\/ s) — (t/\s))} —i—fyX(t/\s)] =

X(tns)

—';/E[X(t/\s)} exp {M((t\/s) — (t/\s))} —i—”}/E[X(t/\S)]

Teniendo en cuenta que:

E[XQ(t/\s): = 72+27(:co—7)exp{u((t/\8)—to)}+
o =) exp { Gt o)) (LA 8) o)},
Blx@ns)] = @o—nen{u(tns) —t)} -+

tenemos entonces que:

BXHX(s)] = [7*+2x(mo — ) exp {u((tAs) ~t0) } +
+(:c0—’y)zexp{(2u+a2)((t/\s)—tO)H exp{ ((tVvs)—(tAs)) }
— [(fvo — ) exp {u((t As)— to)} + 'y} exp {u((t V)= (tA 8))} +

+ {(ﬂfo — ) exp {u((t As) — to)} + v} :
Dado que

(tVvs)—(tAs)=(tVs)—ty) — ((tAs)—t)

podemos sustituir esto en la expresién anterior, de manera que obtenemos lo siguien-
te:

EX(OX()] = (o= 7)vesp {u((tVs) —to) | +
{02 ((tAs)—to }exp{u((t\/s) —to) +,u((t/\s) —to)}+
{u

1 ( t/\s —to} 2,

ZL‘() - exp

+(z0 — 7)vexp
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CAPITULO 1. PROCESO DE DIFUSION LOGNORMAL UNIDIMENSIONAL CON TRES PARAMETROS

A continuacién pasamos a calcular E[X (t)]E[X (s)]:

BIXMIEX ()] = [(@o—v)exp{u(t—t0) } +7] - [(@0 =) exp {uls —to) } +7] =
= (20 —7)’exp {u((t —to) + (s — to))} + (2o — ) exp {u(s - to)} +
(w0 ) exp {plt —to) |+ =
= (w0 —7)?exppu((t—to) + (s — tg))} +

+(wo = 7)| exp {uls — to) } + exp {u(t — t0) }| + 47

Por lo tanto:

Cov[X ()X ()] = (zo — )% exp {u((t —to) + (s — to))} [exp {02((t/\s) —to)} - 1} C(@7)

1.3. Estimacion de los parametros
Se considera un muestreo discreto del proceso
{X(tl) = T, X(tg) = T9,... ,X(tn> = l‘n}

en los instantes {t1,...,t,}, con la condicién inicial P[X (t;) = 1] = 1. La funcién
de verosimilitud seréd:

n

L(zy,...,xp50,0%,7) = H P(x, /@1, ti-1)

1=2

0.2

con a = — —.

Dicha funcién tiende a infinito cuando v tiende a x(1), donde z(1) = info<j<n(x;).

Por lo tanto, tenemos:

n—1 n 1 1
L e, T 2, = (o) 7
@1, @nia, 0%, 7) = (270 g@;z—v)(ti—ti 1>1/26Xp{ 2020t — i 1)
x [In(; = 7) = Infwioy =) — alt; — ti-1)]*} (1.8)
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1.3. ESTIMACION DE LOS PARAMETROS

Se calcula el logaritmo de (1.8) obteniendo:

n

— 1
. 2 — 2 R Lt _
In[L(z1,...,zp;a,0%7)] = — 5 In(2mo”) — X;IH(xl v) 5 .Z;ln(tZ ti—1)
S = ) ~ s — ) —alt — )P
532 7 o Un(@i—v) —In(zi—1 —7v) —alti —ti—1)|”.
202 g (ti — tz’—l) Z Y Ti—1 — 7 a 1
(1.9)
Y las derivadas respecto a los pardmetros a, 0% y 7 son:
Oln[L(z1,...,Tn;0,0%,7)] 1 &
5a = = > [z —y) —In(wi —7) —alt; — ti1)]
=2
On[L(x1,..., 75 a,0%,7)] (n—1) R 1
= - — N = (i —7) = In(zi_1 —)—
Ho2 202 + 204 ; (tz‘ _ ti—l) [n(x 7) n(xz 1 'V)
— CL(ti — ti_l)]Q

n n

Oln[L(z1,...,Tn;a,02,7)] 1 1 Ti — Ti_1

v i=2 (i =) o2 =y i (i1 — )t — ti-1)

X
x[In(z; — ) — In(zi—1 — ) — alt; — ti—1)].
Los estimadores determinados por el método de maxima verosimilitud local se

obtienen igualando a cero cada una de las expresiones anteriores, es decir,

(9111[[4(1’1, vy I @, 027 7)]

=0
Oa
Gln[L(asl, sy T a, 0-27’7)] _ 0
Oo? B
81n[L(3:1, <oy T a, 0—27’7)] _ O
0 o
Por lo tanto:
) 1 < .
e — Z[ln(mi —4) —In(z;-1 — )],

~9 1 - hll’i—A —IHIi_l—A —dti—ti_l
5 Z[( 7) — In( 7) —a( )]

n—1 2 tz — tifl

2
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CAPITULO 1. PROCESO DE DIFUSION LOGNORMAL UNIDIMENSIONAL CON TRES PARAMETROS

y realizando célculos sobre la tercera ecuacion obtenemos la siguiente expresion que
nos proporcionard un estimador para el tercer parametro:
i 52 i (i = wia)[In(w; = ) Iz — )] _ ( 11 )
= (zi =) (wim1 — ) (ti — tia) Tn—7% T1—7

i=2 (i = %) i=2

Finalmente obtenemos las siguientes expresiones de los estimadores,

- Infe, = %)~ In(a, —5) o
t, — 11 ’ '
~ ~ 2
. L [ln(fﬂi —4) —In(zi—1 —9) - fnien = ZZ - zl(xl o)) (ti — tz’l)]
g :’I’L—lizg ti—tl;l
(1.11)
y
—%) —In(z1 =19 2
.o {ln(% —4) —In(zi-1 —4) - (e Z: — 11( 1=9) (ti — ti—l)}
)\(’?) - n—l; ti_ti—l %
—~ 1 @ w)In(e —4) = In(ig — )]
0 D e R e gy AR oy R (12
In(zn, —4) —In(z1 —4) Ty — 1
tn —t1 (T — )1 —4)’

donde A(¥) =0y v < z).

1.4. Simulacion de la trayectoria del proceso

Para la simulacion de una trayectoria del proceso de difusién lognormal triparamétri-
co considerado, se utilizan dos métodos: simulacién basada en la solucién exacta de
la ecuacién diferencial estocéstica (E.D.E) de It6 y simulacién basada en el algorit-
mo propuesto por Rao y otros, que aproxima de forma numérica la ecuacién integral
de Ito.

1.4.1. Simulacién de la trayectoria del proceso a partir de
la solucion exacta de la ecuacion integral de It6

La ecuacién diferencial estocastica (E.D.E) de It6 correspondiente al proceso definido
en (1.1) viene dada por:
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1.4. SIMULACION DE LA TRAYECTORIA DEL PROCESO

dX(t) = p(X(t) —y)dt + o(X(t) — v)dW (¢) (1.13)
con X(tg) = xg, 0 > 0y siendo W(t) es el proceso de Wiener con incrementos

independientes W (t) — W (s) distribuidos segin N (0, /t — s) para t > s.

La E.D.E. posee una tnica solucién continua en el intervalo [tg,T], que corre-
sponde al proceso de difusién lognormal triparamétrico, cuya expresién explicita
puede obtenerse mediante la formula de It6 [17] aplicada a la transformacién:

Por lo tanto,

L EW - 1 LEW -, (X))
Y () = {“<X<t> ) 27 (X() AP } oz ™o Y
Simplificando (1.14) llegamos a:
dv (1) = (M _ %UQ) dt +odW(t):  Y(ty) = In(X(ty) — 7). (1.15)

Por integracién tenemos que:

Y(t) = Y(to) + /t (u _ %JQ) ds + /t dW (s), (1.16)

to to

por lo que,

1
Como Y (t) = In(X(t) — 7), entonces X (t) = v+ @ y sustituyendo en (1.17)
este ultimo resultado obtenemos:

2

X(t) = v+exp {ln(wo -7+ (u— %) (t —to) + o (W(t) — W(to))} _

2

= y+ (20— ) exp { (u - %) (t —to) + o(W(t) — W(to))} . (1.18)

A partir de esta solucion explicita de la E.D.E. de It6 se pueden obtener trayecto-
rias del proceso discretizando el intervalo de tiempo [ty, T]. Utilizando la condicién
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CAPITULO 1. PROCESO DE DIFUSION LOGNORMAL UNIDIMENSIONAL CON TRES PARAMETROS

inicial W (o) = 0, tenemos que W (t) — W (to) = W(t), quedando finalmente

2

X(t) =7+ (0 — ) exp{(u— %) (t—t0)+aW(t)}. (1.19)

De esta forma pueden simularse trayectorias del proceso, teniendo en cuenta
que el proceso Wiener se obtiene como suma de distribuciones N(0, k), siendo
h = t; — t;_1. Considerando este resultado, se simula una trayectoria utilizando
el programa Mathematica para los siguientes valores:

Simulacién
n= n° de datos simulados | h =t; — ;1 | Valor inicial | ~y o W
25 1 1.22139 1] 0.0001 | 0.2

Cuadro 1.1: Valores utilizados en la simulacion.

Los datos obtenidos se muestran Tabla 1.3. A partir de la muestra simulada del
proceso, se estiman los parametros por maxima verosimilitud, y para ello se utiliza
el método de aproximacién no lineal Newton-Raphson para aproximar el valor de
7. Para ello se utiliza una implementaciéon con el programa Mathematica. Dicho
método arroja los resultados que se muestran en la Tabla 1.2. La Figura 1.1 muestra
la trayectoria simulada.

Estimacion

A a il o)
1.00006 | 0.200005835 | 0.200005838 | 0.000080467

Cuadro 1.2: Estimacion de los pardametros.

zsf
zaf
15} .

1of be?

5 10 15 z0 z5

Figura 1.1: Trayectoria simulada.
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1.4. SIMULACION DE LA TRAYECTORIA DEL PROCESO

X

1.2213810762975505

1.2703844469030483

1.3302267807124066

1.4033602238321520

1.4926288478731170

1.6017013304827845

1.7348680633748463

1.8975838496361814

2.0963110647705605

2.3388676032696374

2.6356415186095620

T Sl ©| oo | o] ut| kx| wol po| —| oflS*

2.9978614835721040

—_
N}

3.4402968372897330

—
w

3.9802024745163120

—_
S

4.6401111950970480

—_
(@

5.4455821534359770

—_
D

6.4299676104081210

—
N |

7.6316988419955660

—_
o

9.1002864706141630

—
Ne)

10.892282914944008

[\)
e}

13.082678496121480

[\
—_

15.758468756447023

]
[\]

19.025878283410396

[\)
w

23.018575484306990

DO
g

27.896611886223308

Cuadro 1.3: Valores simulados segin Tabla 5.13.

A partir de aqui, podemos calcular la funcién media estimada y la funcién media

condicionada estimada y compararlas con las respectivas funciones tedricas.

La funcién media viene dada por la siguiente expresion:

EIX(t)] = (wo — ) exp {u(t - to)} +7

que en nuestro caso queda de la siguiente forma:

BIX (1)) = (w0 — ) exp {0.2(t — t) } + 1.

(1.20)

TESIS DOCTORAL. EVA M* RAMOS ABALOS.
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CAPITULO 1. PROCESO DE DIFUSION LOGNORMAL UNIDIMENSIONAL CON TRES PARAMETROS

En la Figura 1.2 se representa graficamente la funcion media.

25
Z0r
15t

10

5 10 15 z0 z5

Figura 1.2: Funcién media.

Podemos representar conjuntamente la funcién media junto con los datos simu-
lados como se muestra en la Figura 1.3.

Z5 L
Z0F
1s5¢

10F

5 10 15 z0 £5

Figura 1.3: Funciéon media y datos simulados.

Podemos observar como los datos se ajustan perfectamente a la tendencia, como
era de esperar.

La funcién media estimada se obtiene por el teorema de Zenha, reemplazando
los parametros por los estimadores en la expresién (1.20), asi tenemos:

BIX(1)] = (w0 = 5) exp {jt — to) } +7 (1:21)
y para nuestros datos

E[X(t)] = (zo — 1,00006) exp {0,200005838(t - to)} +1,00006.
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25

Z0r

15t

10

5 10 15 20 z5
Figura 1.4: Funcién tendencia estimada.

Representando conjuntamente la funcién media estimada junto con los datos
simulados obtenemos la Figura 1.5.

5t
Z0p
15t

1o f

5 10 15 Z0 z5
Figura 1.5: Funcién media estimada y datos simulados.

La funcion media condicionada viene dada por la siguiente expresion:

BIX(1)/X (5) = ) = (2, — ) exp {u(t = 5) } +7 (1.22)
que en nuestro caso queda como:
BIX(8)/X(s) = 2] = (s = Dexp {0.2(t = 5) } +1

Podemos representar graficamente la expresion anterior como se muestra en la
Figura 5.9.

La Figura 1.7 muestra conjuntamente la funcién media condicionada junto con
los datos simulados. Aqui volvemos a comprobar como los datos simulados se ajustan
perfectamente a la funcion.
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25

Z0r

15t

10

5 10 15 20 z5
Figura 1.6: Funcién media condicionada.

zsf
zaf
1sf F

1o} F

5 10 15 Z0 Z5
Figura 1.7: Funciéon media condicionada y datos simulados.

Aplicando el teorema de Zehna, la funciéon media condicionada estimada del
proceso se obtiene mediante la expresion

BIX(1)/X(s) = ] = (2, — ) exp {lt = 5) } +7

y para nuestros datos obtenemos la siguiente expresiéon que representamos en la
Figura 1.8:

E[X(t)/X(s) = x,] = (z, — 1,00006) exp {0,200005838(75 - s)} +1,00006

5
20
15

1o f

5 10 15 Z0 &5

Figura 1.8: Funcién media condicionada estimada.
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1.4. SIMULACION DE LA TRAYECTORIA DEL PROCESO

La Figura 1.9 muestra conjuntamente la funciéon media condicionada estimada
junto con los datos simulados, que vuelve a reflejar el ajuste perfecto de los datos a
la funcion.

zsf
zaf
1sf 4

1o} >

5 10 15 Z0 25

Figura 1.9: Funciéon media condicionada estimada y datos simulados.

1.4.2. Simulacién de la trayectoria del proceso a partir del
algoritmo propuesto por Rao

Se parte de la ecuacion integral de Ito

z(t,w) = x,(w) +/ a(s,x(s,w))ds—i—/ b(s, z(s,w))dW (s) (1.23)

donde W (t) es el proceso de Wiener. Dicha ecuacién es la forma integral de la
ecuacion diferencial estocéstica de Ito,

dz(t,w) = a(t, z(t,w))dt + b(t, x(t,w))dW (t) (1.24)

con la condicién inicial x(u,w) = x,(w).
A las funciones a y b se les impone que tengan derivadas parciales sucesivas
continuas hasta el tercer orden en el intervalo considerado. Dividiendo dicho intervalo

en intervalos de amplitud h, u =t <ty <,...,< t, = v con h = t;.1 — t;, se puede
discretizar la ecuacion integral en la forma

tn+1 tn+1
z(tnhe1) = x(tn) +/ a(t,x)dt + / b(t,x)dW(t); n=1,...,N—1 (1.25)
tn tn

A continuacién se desarrollan por Taylor, sobre el punto (t,, z,,) donde x,, = x(t,)
hasta un cierto orden (dependiendo del orden deseado de error) y se evalian las in-
tegrales resultantes.
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En concreto en este algoritmo propuesto se desarrolla la funcién a(t, ) hasta el
segundo orden, mientras que para la funcién b(t, x) el desarrollo es hasta el tercer
orden.

La ecuacion iterativa en la que se basa el algoritmo es la siguiente:

1 1
Xp1 = Xp+ah+0,24, + §h2 (atn + a,, a, — §awnbmnbn> +

1 1
+Zon (aznbn — by, — by a, + §b§nbn) + §(an — h)by, by +

1
+Z1nh (btn + by Gy — 5bfgnbn) + Zanby, 0y by +

1
+§(Zan2n - Z3n)(a:cnbznbn + a:cnacnbi) +
1 1 3 2 2
+§ gZIn - Z2n (bwnmnbn + bmnbn) +
1 2 1 2 1 2
+§ Zlnh - Eh + ZBn - ZanQn btnxnbn + bxnwnanbn - ébxnxnbxnbn +
1 2 1 2 2 1 3
+§ Zlnh — Eh — Zgn — ZanQn bxnan + bxnbtn — ébv’l?nbn +
1/1 1 1
1/1 1 1
+3 (ézfn — ZinZay — Zgn) (ébxnxnbxnbi + ibinbn>
donde
0 0
an = a(zp,ty,), ay, = a—?(xn,tn), Ay, = 8—z(xn,tn),
ob ob
bn = b(xn7tn)7 btn = a(xnatn)a bxn = %(l‘natn%
0%a 9%b
bznwn = @(Inytn% bxnwnxn = %(l’m tn)'

Se puede probar que:

s Z) = N Z). 0= () E= (4 10/3) v 2= NOA )

TESIS DOCTORAL. EVA M* RAMOS ABALOS. 24
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para valores de h pequenos.

Recordemos que los momentos infinitesimales del proceso que ahora tratamos
son:

Ai(z) = plr =)
Ay(z) = o*(z—n)%

obteniéndose:
ap = u<$n - 7)7 bn = U<$n - 7)7 Ag, = W y bazn =0

siendo el resto de las parciales son nulas.

Por lo tanto el algoritmo quedaria en este caso:

h? 1
Xpi1 = (Xu—7) {1+uh—|—021n+5u(u—502>+

o? 1

03
— T+ — (72— ——0?|Z
+5 2n+2(1n h)—i—a(u 5 ) mh +

o? a3 /1
+02MZ3n + H? (Z1nZon — Zsp) + 5 (gZ%n — ZZn) +

o? 1 1
+7 (N - 50-2> <Z12nh - §h2 - Z3n - Zan2n) +

o2 2 1
+ (7) <6an — ZinLon — an)

Y simplificando obtenemos:

+ 7.

0.2

0.2 0.3 0.4

1 ph ot o
+ <u — 50—2) h (7 — g htoZn+ 7212” + 7. (1.26)

De esta forma pueden simularse trayectorias del proceso, teniendo en cuenta que
el proceso Wiener se obtiene como suma de distribuciones NV (0, h), con h = t; —t;_1.
Considerando este resultado, se simula una trayectoria utilizando el programa Math-
ematica para los siguientes valores:
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Simulacién
n= n° de datos simulados | h =t; — ;1 | Valor inicial | ~ o I
25 1 1.22139 11 0.0001 | 0.2

Cuadro 1.4: Valores utilizados en la simulacion.

Los datos obtenidos se muestran Tabla 1.6. A partir de la muestra simulada del
proceso, se estiman los pardmetros por maxima verosimilitud, y para ello se utiliza
el método de aproximacion no lineal Newton-Raphson para aproximar el valor de 4.
Para ello se utiliza una implementaciéon con el programa Mathematica. Dicho méto-
do arroja los resultados que se muestran en la Tabla 1.5. Puede comprobarse, como
las estimaciones de los parametros del proceso obtenidas para los datos simulados
por el método que nos ocupa, no son tan proximas a los valores de los parametros
de los que partiamos, lo que nos esta indicando, que este método de simulacion no
es tan bueno como el expuesto en la seccién anterior, lo cual puede explicarse, ya
que este método se obtiene a partir de una aproximacion numérica de la ecuacion
integral de Ito, mientras que el método anterior se basa en la solucién exacta de la
ecuacién diferencial estocastica (E.D.E) de It6.

Estimacion

~ ~ ~ ~

0 a i o
0.99987 | 0.198815559 | 0.198815563 | 0.0000895

Cuadro 1.5: Estimacion de los parametros.

La Figura 1.10 muestra la trayectoria simulada.

Z5F
Z0F
15 -

10 f -

5 10 15 z0 £5

Figura 1.10: Trayectoria simulada.
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| zi

1.2213885188953788
1.2701291644304429
1.3295510384027700
1.4021104895422550
1.4905837300465950
1.5985398099562240
1.7301453495758770
1.8907555006225456
2.0867135129769440
2.3257956702602147
2.6171919665737740
2.9727502758970994
3.4067926083559414
3.9356983782007330
4.5811984552913490
2.3688158736817600
6.3301351303705350
7.5022947295694890
8.9317243741296050
10.6782448503976470
12.8075809437550920
15.4066933129440900
18.5761997254920960
22.4425949982277860
27.1621717171008400
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[\]
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Cuadro 1.6: Valores simulados segin Tabla 1.3.

Al igual que antes, podemos calcular la funcién media y la funcién media condi-
cionada estimada y compararlas con las respectivas funciones tedricas que se han
representado anteriormente.

Se representa la funcién media conjuntamente con los datos simulados. Esto se
muestra en la Figura 1.11. Puede comprobarse, como en todos los casos, los datos si-
mulados se ajustan perfectamente a la funcion tendencia representada en cada caso.
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25

Z0r

15t

10

Figura 1.11: Funcion media y datos simulados.

La funcion media estimada en este caso es:

E[X(1)] = (o — 0,99987) exp {0,198815564(75 - to)} +0,99987.

Z5F
Z0F
15

10

Figura 1.12: Funcién media estimada.

Representando conjuntamente la tendencia estimada junto con los datos simula-
dos obtenemos el siguiente grafico:

25 F
Z0F
15¢

10

Figura 1.13: Funcién media estimada y datos simulados.
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Se representa la funcién tendencia condicionada junto con los datos simulados

z5f
zof
15} .
1k .

sl -
B

5 10 15 zn £5

Figura 1.14: Tendencia condicionada y datos simulados.

La funcién media condicionada estimada para nuestros datos es:

E[X(1)/X(s) = 2] = (2, — 0,99987) exp {0,198815564(1& - s)} +0,99987.

25
Z0F
15¢

10

Figura 1.15: Funcién media condicionada.

Finalmente se representa la funcion media condicionada estimada junto con los
datos simulados,

zsf
zof
1sf .
1f -

st ™
---igi.i'-'f'.

5 10 15 Z0 £5

Figura 1.16: Funcién media condicionada estimada y datos simulados.
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1.5. Reparametrizacion del proceso segiin Wingo

Es bien conocido el problema que plantea la introduccion del tercer pardmetro en el
proceso en lo que a la estimacion de los parametros se refiere.

La principal dificultad tedrica es que la funcién de verosimilitud alcanza méaxi-
mos globales en puntos donde los parametros toman valores inadmisibles y donde el
valor maximo global de la funcién de verosimilitud es +oo.

La principal dificultad computacional la encontramos en que los métodos numéri-
cos iterativos que se usan para la estimacién maximo verosimil, deben tratarse con
extremo cuidado, ya que estos métodos no evitan la regién de atraccion del maximo
infinito de la funcién de verosimilitud, por lo que apareceran problemas de con-
vergencia. Es decir, al intentar encontrar una solucién para la ecuacién (1.4) por
algin método de aproximacion numérica, y dado que la estimacion inicial de v no
estd lo suficientemente cerca de la solucion, dicho método convergera hacia la solu-
cion degenerada v = —oo. Por lo tanto, se necesita un algoritmo que sea a la vez
computacionalmente eficiente y seguramente convergente. Para intentar resolver este
problema computacional, Wingo [58], para el caso de la distribucién lognormal tri-
paramétrica, propuso un algoritmo computacional basado en la reparametrizacion
de la funcion de verosimilitud, usando una transformacion paramétrica que reduce el
intervalo de la recta real sobre la cual se encuentran muchos maximos locales finitos
de la funcién de log-verosimilitud. Dicha funcién se maximiza globalmente mediante
métodos numeéricos en el intervalo reducido encontrado. El extremo superior del in-
tervalo de busqueda puede elegirse en funcién de la precisién de los datos observados.

A continuacion se describe el algoritmo que Wingo usé, y se plantea la misma
reparametrizacion para el caso del proceso de difusion lognormal unidimensional con

tres parametros.

Consideramos la siguiente transformacion:

v(0) = 21 — exp (—0), | — 00, +00] (1.27)

con x; el minimo de los valores de la muestra.
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Esté claro que v — 21 cuando § — 400 y que v — —o0 cuando § — —o0.
Esta transformacién se sustituye en la funcién de log-verosimilitud

In[L(21, ..., 205 a,0%,7)],

obteniendo

ln[L(xl, ey Iy, 027 7(9))]’

que denotaremos por

In[L(x1,..., 2, a,0%,0)].

El algoritmo computacional es simple:

1. Maximizar globalmente In[L(zy,...,z,;a,02, Q)] en un intervalo compacto de
la recta real, para obtener un maximo global 6.

2. El estimador méximo verosimil local, 7, se calcula entonces a través de

4(0) = z1 — exp (—6). (1.28)

3. Los estimadores maximo verosimiles restantes se calculan sustituyendo el valor
4 en las ecuaciones (1.1) y (1.2).

La transformacién (1.27) puede verse aproximadamente como una compresion
del rango de valores sobre el cual, la funcion de log-verosimilitud condicionada debe
ser maximizada para encontrar 4. Evidentemente esta compresion es computacional-
mente ventajosa, pudiendo demostrarse, que maximizar In[L(z1, . .., z,; a, 0%, 7)] so-
bre v puede requerir hasta 10 evaluaciones mas de la funcién objetivo que cuando
se maximiza sobre 6.

En los datos numéricos que Wingo presenta en su articulo [58], el intervalo
bisqueda elegido para # ha sido [—10, 10]. Esta eleccién del rango de busqueda de
f tiene la ventaja de ser bastante amplio para cubrir la porcion en la que se puede
encontrar el verdadero valor del parametro umbral 7, y bastante pequeno como para
excluir al maximo infinito de la funcién de log-verosimilitud que se da en 6 = +oc.
Dicho intervalo corresponderia aproximadamente al intervalo [—20,000;x; — €] en
y-espacio, donde € ~ 4 x 107°, eleccién que puede servir para la mayorfa de las
muestras que se pueden encontrar en la practica.

TESIS DOCTORAL. EVA M* RAMOS ABALOS. 31
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A veces es deseable expresar el extremo derecho del intervalo de bisqueda para
f como funcién de la precision de los datos. Por ejemplo, si cada una de las ob-
servaciones x; estan ajustadas a tres decimales y la funcién de log-verosimilitud
tiene que ser maximizada sobre el intervalo [—20,000, x; — €] de ~, no se puede ele-
gir € < 1073, puesto que la probabilidad de que el méximo finito de la funcién de
log-verosimilitud para ~ pertenezca al intervalo ; — e < v < x; para ¢ < 1073
es extremadamente remota. Para reflejar la precision de los datos podemos elegir
e < 107% 0 € = |z1| x 10719 donde d > 1, es el ntimero de digitos decimales de
precision en los datos. El correspondiente limite superior del intervalo de biisqueda
para § puede ser § = —In(107%) 0 § = — In(|a;| x 10719).

Aplicando esta transformacion a nuestro proceso, la funcién de log-verosimilitud
quedaria de la siguiente forma:

n—1 i

In[L(xy,...,2n;0,0%,0)] = — 5 In(2m0?) — > " In(a; — [w1 — exp (—0)]) —
1=2
2 i—o ! 1 i—o 20’2(ti — ti—l)

X [m (i — [11 — exp (=0)]) — In (21 — [21 — exp (—0)]) —

2
—a(ti — ti—l)] . (1.29)

Derivando esta ecuacion respecto al tercer parametro tenemos que:

81n[L(a:1,...,xn;a,02,9)] B n L )
% - ; (zi = ~(0))
_ Z:; (o =7 0) (o =0 =ty 0

con y(0) = x1 — exp (—0).
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Igualando a cero la expresion anterior y realizando algunos calculos obtenemos
lo siguiente:

n _0aA n
602

(2 —4(0))

1=

(i — i
2 (i =

2
—
>
S~—
SN—
—
8
TA
—
>
—~
D
~—
SN—
—~
~
S
~
TA
—
SN—

Esta expresion nos proporciona un estimador para 6. Sustituyendo esta expresion
en las otras ecuaciones de verosimilitud, obtendremos los estimadores para el resto
de parametros, como ya se describia anteriormente.
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Capitulo 2

Proceso de difusiéon lognormal
bidimensional con tres parametros
y q factores exdégenos

2.1. Definicion del modelo

Se introduce el proceso de difusién lognormal bidimensional con tres parametros, y
q factores exdégenos, usando la ecuacion adelantada y atrasada de Kolmogorov.

Sea 7 = (71,72)" un vector bidimensional, y consideramos { X (t),ty < t < T},
2

un proceso de Markov con valores en H]%, +oo[, con trayectorias continuas casi
i=1
seguramente y con probabilidad de transicion dada por

P(y,t/x,s) = P[X(t) = y/X(s) = 7],

con X (t) = (Xi(t), X2(t)) v X(s) = (Xi(s), Xa(s)); y « e y son vectores bidimen-
sionales.

Supongamos las siguientes condiciones:

. m% Pyt =0
q
1 (f1o+quFl(t)>(9€1 - M)
climd [ ey o) = @) -
Jumrlse <f20 +)° fZZFI(t)> (22 —72)
=1
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EXOGENOS

donde F, [ =1,...,q, son funciones continuas sobre [tq, T].
1
= lim (y —2)(y —2)' P(dy,t + h/z,t) = (y — 2) By — =)’
h=0 R Jiy—al<c

con B una matriz simétrica definida no negativa con elementos b;; > 0.

= Los momentos infinitesimales de orden superior son nulos.

Utilizando el hecho de que la transformada Z(t) = X(¢) — v es un proceso de
difusién lognormal con dos parametros y ¢ factores exdgenos, obtenemos la ecuacion
adelantada y atrasada de Kolmogorov correspondiente a la difusion caracterizada
por las condiciones expuestas anteriormente.

0? 9
Z bzy ’Yj)a aP +Z<f10+2leFl ) _’71')675:0 (2.1)
7] 1 1
2 : (yi — )P
Z bw 8 8 Z <fi0+z filFl(t)> [(ya”ﬂ] =0, (2.2)
ij=1 Yi y] i=1 =1 Yi

donde z = (x1,22) e y = (y1,92) tal que x; > v, e y; > v parai = 1,2y
P = P(y,t/z,s) es la funcién de densidad de transicién.

La soluciéon comin de estas ecuaciones, bajo la condicién inicial
Py, t/x,s) =0y — x)

tiene la siguiente expresion
Pl t/2,5) = [(H@ -0 )@ - sl e w{ -3 05) @Y

donde () es la forma cuadratica:

Q:(ln(y—v)—ln(x—) Bolt — s) — Zﬁz/s (7) )/><
xB_l(ln(y—”y)—ln(aﬁ—) Bolt — s) — Zﬁz/ )
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con fy = (fio — %bll’fZO - %522)/ = fo— %diag(B) vy B = (fu, fa), l=1,...,q.

2.2. Momentos del proceso

Los momentos del proceso de difusion lognormal con tres parametros y ¢ factores
exdgenos son dados a partir de los momentos del proceso de difusion lognormal con
dos parametros y con ¢ factores exdgenos Z(t) = X (t) — .

Por lo tanto, dado X (s) = x5 = (215, Ta2s)’,

E[e"70)] = exp {a’ ( In(zs—~)+Bo(t—s) +i By /t FZ(T)dT) + %(t— s)a’Ba}
- (2.4)

con o’ = (ry,m3), ya que

X(t)/X(s) = x5~ Ay <ln(afs =)+ Bo(t —s) + iﬁz /t Fy(r)dr; (t — 8)B>
donde:

» 1, = (Te1, Tso)

= B0 = (f10 — 3b11, fao — 3b22)’

= G = (fu, fa), I=1,...q

o= ()

Considerando todo lo anterior tenemos entonces que:
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E[(X(t) =)/ X(s) = 4] =
= exp {T1<ln($1s— ) (flg— —b11 t—S +Zﬁ1l /t )dT)

N | —

+5(—5s) (T%bn + 15bas + 27‘17“2512) } =

— (gjls — 71)7“1(3;25 — 72)’"2 exp {7“1 ((flo — %bll)(t — S) + zj:ﬁll /St FZ(T)dT>+

t
+7“2<(f20 — —522 t—s)+ Zﬁm/ )d7'>

1 2 2
+ §<t —5) <T1b11 + 1r5bag + 27‘1T2b12) . (2.5)

Y de aqui obtenemos la siguiente expresion:

EIXT(0)/X(5) ZZ() e =7 (72 o = o)

p=0 m=0

Xexp{ ((flo——bn )t —s) +Zﬁll/ )dT)
+m<(f2o——522 t—s +252l/t )d7'>

1
+ é(t - 8) (p21)11 + m2622 + 2pmb12) } . (26)

2.2.1. Funcion media

Para calcular la funcién media de la primera variable, se considera el caso particular
en el que 0/ = (1,0), y lo aplicamos en (2.6) obteniendo la siguiente expresién:

EXi(t)/X(s) =x] = m(zs —m)exp {fw (t—s +Zﬁ11/t )d7'>}

(2.7)
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Razonando de la misma forma pero en este caso se considera o’ = (0,1), se
obtiene la media de la segunda variable:

E[X5(t)/X(s) = x5 = va(r2s —Y2)exp {fgo(t —38)+ Z ﬁgz/ Fl(T)dT> } )

(2.8)

2.2.2. Funcién varianza

Se calcula previamente el momento de segundo orden. Para la primera variable se
considera o’ = (2,0) en (2.4):

BIXHO/X(s) =) = o+ 2n(en — ) exp {fuolt —s)+ Y pu [ Rryar)}+

=1

+(z15 — M) exp {(2f10 +b11)(t—s) + 2zq:ﬁu /:Fl(T)dT) }

=1

Entonces:
Var[X1(t)/X(s) = xs] = i +271(21s — 71) exp {flo(t — )+ Zﬁlz/ Fl(T)dT>} +
=1 s

+(z15 — m1) exp {(2f10 +01)(t —s) +2 iﬁ” /St Fl(T)dT” -

=1

q t
“9 = (o, = Pexp {2f(t =) +2 3 u [ Filryar) } -
=1 &

—2v1(z15s — 1) €xp {f10(t —5)+ Eq: B /: Fl(T)d7-> }

=1

Luego la funcion varianza de la primera variable del proceso sera:

VarlXa()/X(s) = 2] = (21— 7) exp {210t~ 5) +2 3 Bu / Fi(r)dr) } x
=1 $

x | exp {bu1(t — )} — 1] (2.9)
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Y andlogamente se obtiene la funcion varianza de la segunda variable del proceso,

Var[Xa(t)/X(s) = 2] = (w20 — 72 exp {2fa0lt - 5) + 22521/ Fi(r)dr) } x
=1 5

[ exp {baa(t — 5)} — 1] (2.10)

2.2.3. Funcién covarianza

La funcién covarianza viene dada por:

Cov[ X1 (£)Xa(t)/ X (s) = z] =
= E[X1(t)X2(t)/ X (s) = x5] — B[X1(t)/ X (s) = 2] B[ Xa(t)/ X (s) = x],
por lo tanto, consideramos o’ = (1,1) en (2.4) para calcular
E[X(8)Xa(t)/ X (s) = 4]
obteniendo:
E[Xy(8)Xa(t)/ X (s) = x] =

= Y2+ (T1s — Y1) (T2s — Y2) X

X €xp { <f10 + fao + bu)(t —5)+ iﬁu /tFl(T)d7'+ iﬁm /tE(T)dT} +
I=1 5 =1 5

- —’Vz)exp{fzo(t—s) 3 tmm)} .

=1

+7y2(215 — 1) exp {flo(t —5)+ iﬁu /St E(T)dT)} .

=1

A continuacién se calcula el producto de las dos esperanzas, obteniendo la siguiente
expresion:
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E[X1(1)/X(s) = x| E[X2(t)/ X (s) = x| =
= M2 + (71 — Y1) (T2s — 72) X
X exp { <f10 + f20> (t—s)+ Zﬁlz/ Fy(r)dr + Zﬁm/ Fz(T)dT} +

(225 = 72) exp {f20(t —s)+ Zﬁzl /tFl(T)d7'>} +

=1

+72(215 — 71) €xp {fm(t o Z ﬁu/ Fl(T)dT) }

=1
, entonces:

Coul X1 (1) Xa(1)/ X (5) = ] =
= (215—71)(w25—72) exp { (flO + fzo)(t —s)+ Zﬁu /t Fy(r)dr + Zﬁm /t Fl(T)dT} X
=1 s =1 s

-[exp{blg(t—s)} —1} (2.11)

2.3. Estimacion de los parametros

Se considera un muestreo discreto del proceso
{X(tl) = T, X(tQ) = T9,... ,X(tn> = .Z'n}
en los instantes {¢,...,t,}, con

X(ta) = (X(tan), X(ta2))

xta = (xta,l Y xta,Q)l'

Bajo la condicién P[X(t1) = x1] = 1, la funcién de verosimilitud asociada al
proceso sera:

n 2
—(n— _(n=1) _
L(xlv"'vxnvﬁaB77> :(277-) ( 1)|B| 2 H (H(xal_,%) 1>X
a=2 =1

X (to —ta_1)" " exp {—l(va — Bug) B (vy — ﬁua)}

2
(2.12)
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donde
) ta ta /
= (to —ta—1)” 2(t — o 1,/ Fl(T)dT,...,/ Fq(T)dT>
ta—1 ta—1
y
= (ta = ta—1)"2(In(za — 7) = Wa(za—1 — 7).
Tenemos en cuenta que cuando 7 tiende a 21 = (xgl), xé )', donde xgl) = inf (z4)

1<a<n
para i = 1,2, la funciéon de verosimilitud tiende a infinito; por lo tanto, vamos a in-
tentar obtener los estimadores de maxima verosimilitud local, L.M.L.E.

Sustituyendo z, por v, en (2.12) obtenemos:

L(vy, ... ,v,,0,B,7y) = (2r)~ (n—1) |B| e Hexp{—l( — Bu,)'B (va—ﬁua)}

(2.13)
Calculando el logaritmo de (2.13) se obtiene la funcién de log-verosimilitud:

In L(vg, ..., 00, 3,B,7v) = —(n—1)In(27) — (n; D In(|B|)—

—%tr{ S (e — Bua)'| Bl (0o — m)}- (2.14)

A continuacién se calcula la diferencial de (2.14) y obtenemos:

dln L(vy, ..., v, 8,B,y) = —(n—;l)tr[B_l(dB)]—

——trz — Bua)' B~H(dB)B™ (ve — fua) —
—2(va _ﬁua) ( B)ua — 2(va — fus)' B B~'W, (dv)]

(2.15)
donde

Ta,2—72 Ta—1,2772

dv, L 1 0
Wa — _L - (ta - toz—l)_l/2 < Tl TN Oxa_l’li’y1 1 1 > .
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Por lo tanto

n

(B_l(va — Bug)(vq — Bug) — Iz) X

a=2

1
dln L(vy, ... ,v,, 3, B,7y) = —§tr{

x B Y(dB) + 2 Z(dﬁ)ua Vo — Puy) B } + Z — Bug) BT W, (dy)

a=2

entonces

dlnL(Ul,..-,UnyﬁaB7’y) =

n

:%Vec B! ; ((va = Bua)(va — Pua) B~ — L) | dVec(B)+
+Vec |B™* Z(va — Bug)ul, | dVec(B)+
a=2

+ z”: WoB ™ (vg — ﬁua)] d
a=2

[gualando a cero la diferencial obtenemos:

resultando finalmente:

Q>
Il
3
<>
o}
<
oo~
|
(]
IS
o
<
o~
-
R

a=2 a=2
. | . . A,
B = (Vo — BU) (U — Pug) (2.16)
n—1 g
WoB (6, — Puy) =0
a=2
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donde

L ta to /
o = (ta — o 1) (ta ~tos [ R qum)

ta—1 ta—1

Vo = (to — ta_l)_l/Q(ln(xa —9) —In(xa-1 — 7))

e 1 _ 1 _ 0

W, — (ta . ta—l)_l/z ( Ta,1—H1 Oza71,1—71 17A B L _ )
Ta,2—Y2 Ta—1,2—"72
y

N m_ . -
Vi < x; 1%2£n(xm>’ i=1,2.

La resolucion de esta ecuacién no puede hacerse mediante un método directo,
por lo tanto consideramos:

B = vau, {i uau/a] h (2.17)

B() = = 3 (00— B0 — A (218)
AB(): B():7) = D WaB ™ (9)(va = B(7)ua) (2.19)

con

Finalmente obtenemos una aproximacion de los estimadores B B y 4, resolviendo
el sistema de ecuaciones no lineales con algin método de aproximacién no lineal
como el método de Newton-Raphson, el método de la aproximacion a Newton con
derivadas fijas, 6 el método Scoring de Fisher.
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2.4. Calculo de la matriz de informacion de Fisher

Partimos de la primera derivada de la funciéon de log-verosimilitud:

(n—1)

dIn L(vg,...,v,,3,B,y) = — 5 tr[B~"(dB)] —
__trz — —Buy)' B~ (dB)B ™ (v — Bua) —
~2(vq — ma) “HdB)ua — 2(va — Bua) B~ Wa(dy)].

(2.20)

A partir de aqui, podemos calcular la segunda diferencial de la funcién de log-
verosimilitud. Para ello se calculan las derivadas para cada uno de los sumandos de
la primera derivada respecto a los tres pardametros, resultandonos las expresiones
que a continuacién se muestran.

PIn L(vy, . .., 00, 3, B,7) = %tr{(n —1)B"(dB)B~\(dB)—
—2 Z — Bua) (va — Bug) B~ (dB)B~Y(dB)B ™' —
—2 Z(dﬁ)ua(va — Bun)'B Y(dB)B~'—
—22 dBu,) B - 22 — Bua)' B~ (dB)B~(dB)u,
—2 Z(dﬁua)’ B™'W,(dvy) — 2 Z — Buy)' B HdB)B W, (dvy)—
—2 Z — Bug)' B~HdB)B'W,(dv) — 2 X;(Wadv)’B_l(dﬁ)ua—

—2 Z(Wady)’B‘lwa(dy) +2) (o — Pua) B L ® (dy)’)Wa(dv)} .

a=2

Entonces:

1
d?In L(vy,. .. v, 3, B,7) = 3 tr{B—l(dB)B—l(dB)B—1

><<n—1 —22 — Bug) (v —ﬁua)/>—
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—4B7N(dB)B™(dB) ) ua(va — fua) —2B7H(dB) Y uauy (dB)'—

a=2 a=2

—4Zn:u’a(dﬁ)’ W, (dy) — Z — Bua)' B~H(dB) B~ W(dy)—
a=2

—2(dy)' Y WaB ' Wa(dy) +2 Z(va — ) B~ L ® <dv>’>VVa<dv>} ,

a=2 a=2

(2.21)

donde W, = 6;1/& = Wy ® Iy, tal que:
Y

! 2 : 2 0
Wa,Q = (ta — ta,1)71/2 (Ta,1—71) O(xa—1,1—71) . )

(Ta2—72)> (@a—12-72)2

con
Iy = (1,0) € R?

ademds, utilizando los resultados de Magnus y Neudecker [41] tendremos que

(I, @ dv)B (Vo — fua) = (L @dy)Vec(B ' (va — Pug)) =
= (L @ dy)Vec ((va — Bus)B™") =

= Vec [dy(va — Bu,)B™'] . (2.22)

Teniendo en cuenta (2.22), podemos escribir (2.21) como:

1
d?In L(vy,. .., v, 3, B,7) = §Vec(B*1(dB)B*1)’><

> (v0 — Bta) (v — ﬂua)'] }) -

a=2

xVec ((dB)B—1 {(n —~1)B -2

—2Vec (B_l(dB)B_l)/ Vec <(d5) Z Ua (Vo — ﬁu,ﬂ') —
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—Vec ((dB)B™) Vee (Z uau;(dﬁ)’> — 2wl (dB) BT Wal(dy)—
a=2 a=2

—2Vec (B™H(dB)B™Y) Vec <Z W (dv)(va — ﬂua)’> -

a=2

—(dv)’ <Z WaB1Wa> (dy) + Y Vee (dy(va — Bua) BH) Wal(dy)

a=2 a=2

(2.23)

Ccomo

Vec(B™'(dB)B™") = dv(B)'Dy(B® B)™"

entonces la expresion (2.23) se transformarfa en

1
d*In L(vy,...,vn, 3, B,7) = §dv(B)/Dé(B ® B)1x

x H(n—1)B—2

—2dv(B)'Dy(B ® B)™ <Z(va — Bug)ul, ® 12) dVec(3)—

a=2

Z(UO‘ — Pug)(va — ﬂua)’} Bl'®h
a=2

Dzdv(B)> -

—dVec(B) Ig.qg41) (B~ © Igp1) (T2 ® A)I(g11,.9dVec(5)—

n

—2Vec(3) Z(ua ® L) B~ "W, (dvy)—

a=2

—2dv(B)'Dy(B @ B) ™) [(va — Bue) @ Ia] Wa(dy)—

a=2

—(dv)’ (Z W031Wa> (dy) + (dy) ) [(va — Bua) B~ @ I] Wa(dv)

a=2 a=2

Tenemos en cuenta ademas que
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[(Va — Bua) B ' @ L] Wa = [(va — Bua) B @ L] (Wao ® Ip1) =
= [(Ua - 6”&)/371Wa,2] & 12,1 =

- 12,1<Uoz ﬁua) 1Wa2

Se calculan a continuacién las parciales segundas respecto a los parametros.

» Parcial respecto a Vec(3) dos veces:

%InL B
1= OVec(B)0Vec(B) = —I411)(B '® A (g1,2)-
Utilizando las propiedades de las matrices de permutacién obtenemos:
—(A®B7). (2.24)
» Parcial respecto a v(B) y Vec(B)":
InL . . n /
F2 - 8U(B)8Vec(ﬁ)’ - _DZ(B & B) (;ZZ(’UQ — ﬂua)ua ® _[2 . (225)

» Parcial respecto a v(B) dos veces:

2
0°InL l(S—l—S’)

b= Ov(B)ov(B)' T2

donde

1
§=Dy(B®B) Ds.

{ ’I’L—l _22 ﬁua a_ﬁua),}B_l®I2

Por lo tanto,

1
F3=4D;{(B®B)—1 +

{ n_l _22 5”04 a_ﬁua),}B_1®I2

—+

B(n—l —22 — Bug)( —ﬂua)’>®12

(B® B)l} Dy. (2.26)
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/

» Parcial respecto a Vec(3) y 7'

n

—> (e ® L)BT'W,. (2.27)

a=2

0%In L

Fi= OVec(B)0y -

/

» Parcial respecto a v(B) y 7'

9*InL , I
= S ovag - B)~ a — @ I al =
F; 90(B)07 D} (B ® B) ; ((v Bug) ® Q)W ]
= —DyB®B)™ D (va — Bua) @ W, (2.28)
a=2
= Parcial respecto a v dos veces:
0?InL - "
— 2 B~ 'W,, Iy 1(vy — Bug) B~IW,, 5. 2.29
5= ooy gw W, >+a§:j2 2,1(Va — fta) 2 (229)

Por lo tanto, la matriz hessiana sera:

F, F, F,
H=| FK F F
Fl F! F

Calculamos ahora los valores esperados de las submatrices anteriores:

E[F)|=—-(A® B™)

n

Z(Ua - ﬁua)ula ® I

a=2

E[Fy) = -Dy{(B® B)"'E =0

B[Ry = iDI? [(B&B) ((n—1)B)+ B~ \(n—1)B(B® B)*} Dy =

—1
__n 5 Dh(B® B)™' Dy

E[Fy) = -E

En:(ua ® IQ)B—lwa] =— zn:(ua ® I,)B~'E[W,]
a=2 a=2

TESIS DOCTORAL. EVA M* RAMOS ABALOS. 49



CAPITULO 2. PROCESO DE DIFUSION LOGNORMAL BIDIMENSIONAL CON TRES PARAMETROS Y Q FACTORES
EXOGENOS

E[F5)=—-FE |Dy(B® B)™! Z(”a — Bua) @ Wo| =0
L a=2

E[FG] =—-F Z(WQB_IWQ) + Z 12,1(1}04 - ﬂua)/B_IWa,Q =
La=2 a=2

- zn: E [WoB™'W,] .

a=2
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Capitulo 3

Proceso de difusiéon lognormal
bidimensional con tres parametros
con vector de factores exdgenos
distintos

3.1. Definicion del modelo

Se introduce el proceso de difusiéon lognormal con tres pardmetros bidimensional y
un factor exdgeno, de manera que cada componente de dicho vector exdgeno afecte
a la correspondiente variable endégena de la tendencia infinitesimal del proceso, us-
ando la ecuacion adelantada y atrasada de Kolmogorov.

Sea v = (71,72)" un vector bidimensional y consideramos {X(t),tp < t < T},
2

un proceso de Markov con valores en | |]%,—|—oo[, con trayectorias continuas casi

=1
seguramente y con probabilidad de transicion dada por

P(y,t/z,s) = PIX(t) = y/X(s) = ],

con X(t) = (X1(t), X2(t)) v X(s) = (X1(s), X2(s))'; y z e y son vectores bidimen-
sionales.

Supongamos las siguientes condiciones:

1
» lim — P(dy,t +h/z,t) =0

h—0 ly—x|>e

o1
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(1 + ¢1g1(t)) (21 — ) )

el [ (- oPly.t+ bfat) = et = ( (02 + 6202(1)) (22 — )

h=0h ly—z|<e

donde para i = 1,2, ¢;(t) es una funcién continua en [to, 7).

. lim (v — 2)(y — 2 P(dy, t + hjx,t) = (y — ) A(y — )’

h=0h ly—xz|<e

con A una matriz simétrica definida no negativa con elementos a;; > 0.
= Los momentos infinitesimales de orden superior son nulos.

Utilizando el hecho de que la transformada Z(t) = X(t) — v es un proceso de
difusién lognormal con dos pardmetros, obtenemos las ecuacién adelantada y atrasa-
da de Kolmogorov correspondiente a la difusién caracterizada por las condiciones
expuestas anteriormente.

oP 1 2 aQP 2 oP
EN + 5 ”221 agj(@; — 7i) (@5 — %‘)—axiaxj + ;(ai + ¢igi(t))(zi — %)8_:@ =0 (3.1)

_%_1; +% 3 (7 —;y)éyy — )P ;(% N ¢igi<t))M ~0 (32)

3,j=1

donde = = (x1,22) e y = (y1,y2)" tal que x; > 7, e y; > 7; para todo i = 1,2 y
P = P(y,t/z,s) es la funcién de densidad de transicién.

La soluciéon comin de estas ecuaciones, bajo la condicién inicial

P(y,t/z,s) =d(y — x)

tiene la siguiente expresion

2

Pt/ = (T -0 )ene -] xeo{ - 3451 63

i=1
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donde @) es la forma cuadratica:
Q=C0A4A""'C
siendo C' = (In(y — ) — In(x — ) — B(t —s) — 'G(¢; s)), con
» §= (0 — 3a11,00 — 3a2) = a — idiag(A)

w a = (ag,ay)

G(t;s) = <fst g1(T)dr; fst g2<7'>d7')

(o O
F‘(O @)

o= (11322) ey = (Yy1;92)

Notamos:

e - - ()

= (o)

En términos de B y 5 la densidad de transicién tiene la siguiente expresion:

1 0)
0 ¢

2

Pt/ = [ (T —0) e -9 xeo{ - 291 6

pale 2(t — s)

donde @) es la forma cuadratica:

Q= (In(y — ) — In(x — ) — Boy,) A (In(y — ) — In(x — ) — Bys)

3.2. Momentos del proceso

Los momentos del proceso de difusiéon lognormal con tres parametros son dados

a partir de los momentos del proceso de difusién lognormal con dos parametros
Z(t)=X(t) — .
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Por lo tanto, dado X (s) = x5 = (215, Ta2s)’,

E[e” @D = exp {0'(1n(x5 — )+ B(t —s)+T'G(t; s)> + %(t - s)a’Aa} (3.5)

con o’ = (ry, ), ya que

donde:

X(t)/X(s) = x5 ~ Ag (ln(acs — )+ B(t —s) + 'G(t; 5)) ;(t— S)A)

Tg = (xsl’ st)/

1

B = (a1 — %GM,OQ - 26122),
¢1 0
=
(%2
A= a11p Qaig
a21 Qa22

(t;8) = <f8t g1(7)dr; fst g2<7')d7'>.

Por lo tanto, tenemos:

E[(X(t) =7)"/X(s) = 2] =

t
exp {r1<1n($15 —m)+ (g — %an)(t —5)+ ¢1/ g1(7)dr+

+r2<ln(x25 —Y2) + (a2 — %Chz)(t —5)+ ¢ /: 92(7')d7'> +

+ %(t —s) (T%an + roags + 27“17”2(112>} =
(fls - 71)”(3525 - 72)7’2 €xp {7’1 ((041 - %Gn)(t - 3) + ¢ / 91(7')d7'>+
+r2<(a2 - %agg)(t —s)+ ¢2/ gg(T)dT> +

1
+ §<t — S) <T%(Z11 + TgaQQ + 27’17”2@12) } . (36)
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Y de aqui obtenemos la siguiente expresion:

BIX"(1)/X () ZZ() e =207 (1) o = )

X exp {p<(041 - %an)(t — )+ ¢ /St gl<T)dT>+
+m<(0‘2 N %“22)(’5 —8)+ ¢ /St gz(T)dT) +

+ (t — S) (p2(111 + m2a22 + 2pma12> } . (37)

N | —

3.2.1. Funcion media

Para calcular la funcién media de la primera variable, se considera el caso particular
en el que o' = (1,0), y lo aplicamos en (3.7) obteniendo la siguiente expresion:

E[Xi(t)/X(s) =xs] = ~(x1s —71)exp {al(t —3)+ ¢ /: gl(T)d7'> } .(3.8)

Razonando de la misma forma pero en este caso considerando o’ = (0, 1), se obtiene
la media de la segunda variable:

E[X5(t)/X(s) = xs] = (x5 — 72)€xp {a2(t —5) + o /: QQ(T)dT> } .(3.9)

3.2.2. Funcidén varianza

Para el calculo de la varianza del proceso, necesitamos calcular previamente el mo-
mento de segundo orden. Se calcula en primer lugar para la primera variable, por
ello consideramos ¢’ = (2,0) en (3.7):

E[Xi{#)/X(s) =2, = 7+ 2m(z15 —71)exp {%(t 9+ /st 91(7)d7>} .
+ (215 — 1) exp {(2041 +an)(t —s) +2¢, /St gl(T)d7'> }
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Entonces:
Var[X,1(t)/X(s) = zs] = ~} +2y1(x1s — 71)exp {al(t —s)+ qbl/ (T )dT)} +

}-

+(x1s — 71) % exp {(2&1 +ai1)(t — s) + 2¢1 / g (7T dT)
—(x15 — 71)%exp {(2&1 +ai1)(t — s) + 2¢1 / g (7T dT)}

—; — 2vi(z1s — 1) exp {041(75 —5)+ ¢y /: gl(T)dT> }

Luego la funcion varianza de la primera variable del proceso sera:

Var[X:(t)/ X (s) = 2] = (15 —m)? exp {2a1(t —5)+ 26, / t gl(T)dT)} X
X [exp {an(t—s)} — 1} : (3.10)

Y analogamente se obtiene la funcion varianza de la segunda variable del proceso,

Var[Xa(t)/ X (s) = 2] = (25 — )% exp {2a2(t — ) + 269 / t 92(7)d7>} X
X [exp {agn(t—s)} — 1} (3.11)

3.2.3. Funcidén covarianza

La funcién covarianza viene dada por:
Cov[X: () Xa(t)/ X (s) = x4] =
E[X1 () X2(t)/ X (s) = x5] — E[X1(t)/ X (s) = zs] E[Xa(t)/ X (s) = 4]
por lo tanto, consideramos o’ = (1,1) en (3.7) para calcular
E[X1(t)Xa(t)/ X (s) = z],

obteniendo:
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BIXi(0)Xo(t)/ X (s) = ] = my2 + (215 — 1) (25 — 72) ¥
X exp { (oq + g + CL12) (t—s)+

+¢1 /St g1(7)dT + ¢ /: gg(T)dT} +
+71(T2s — Y2) €xp {042(15 —5)+ ¢ /: gz(T)dT} +

+92(21s — 71) €xp {Oél(t —5)+ ¢y /: gl(T)dT} :
Como
E[X1(t)/X(s) = 2] E[X5(t)/ X (s) = 2] =
= MY+ (15 — 1) (25 — 72) ¥
X exp { (al + a2> (t—$)+ ¢ /St g1(7)dT + ¢ /St gz(T)dT} +
+71 (@25 — 72) exp {az(t — )+ P2 /: 92(T)dT> } +

+72(21s — 1) exp {al(t —5)+ ¢ /: 91(T)d7> } ,

entonces:

Cov[ X1 (t)X2(t)/ X (s) = xs] =
= (215 — 71) (@25 — 72) exp { (061 +a)(t—s)+ ¢ /St g1(7)dT + ¢ /: gz(T)dT} X

X [exp {a12(t —s)} - 1} (3.12)

3.2.4. Estimacion maximo-verosimil de los parametros del
proceso

En términos matriciales, los parametros a estimar son A, B y 7. Se presenta un
problema en la matriz B, ya que contiene ceros estructurales. Para eliminar esa difi-
cultad en el calculo de los estimadores es preciso introducir una matriz paramétrica
que no contenga ceros.
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(I) _ ¢1
P2

a=eo= (0

de tal manera que A contiene todos los parametros no nulos de la matriz B y no
contiene ceros estructurales.

Consideremos:

Es interesante obtener una relacién entre las matrices B y A que serd utilizada
en el calculo de los estimadores. Puede probarse que:

2
B =) Ej;AH], (3.13)
j=1

Partimos de

oo ()= (3h) ()= (248 s

donde )
Dip =) u; @ Ej;
j=1

Il o 2
() ~Srmors
7 =1

llamando H; a (eq;e;41) nos queda:

2 2 2
Vec(B) =Y (H; ® Ejj)Vec(A) =Y Vec(E;AH]) = Vec (Z EjjAHJ’) :
j=1 j=1

j=1
Lo que prueba la relacion antes dada.

{0
0] Dj2
(2 x 2) para las dos de la primera filas y (22 x 2) para las de la segunda fila, y tiene
rango completo por columnas, por lo que:

Por otra parte, sea L = ( ) Esta matriz por cajas es de dimensiones

L,=(L'L)y'L'=1L
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y L se puede expresar como:

Z Ej; 0

2
i—1 110
L= J :(T‘Tj)@)Ejj: E Hj@Ejj.
j=1

2
O ZU]' & Ejj
7j=1

Pasamos a estimar por maxima verosimilitud los parametros del proceso de di-
fusion, lo cual se hace en procesos markovianos a través de las densidades de transi-
cion. En primer lugar se observa el proceso por un muestreo discreto en los tiempos
t1,ta,...,t, obteniendo una muestra X (t1), X (t2), ..., X (t,) de valores del proceso
en dichos tiempos. El proceso es bidimensional, por lo tanto, X (¢1), X (t2), ..., X (t,)
son vectores bidimensionales:

X(t1>1 X(tn)l
X(t) = s, X(ty) =
w={ ¥, )= e
notandolos por x1,z9,...,x, y en general x, para « = 1,...,n, con x, el vector

bidimensional de valores observados.
Se consideran los valores de la densidad de transicién del proceso entre cada dos

tiempos consecutivos, suponiendo P[X(t;) = x1] = 1, la funcién de verosimilitud
condicionada toma la forma:

L(zy,...,2n;B,A,y) = P[X(t1) = 1] X (3.14)
XP[X(tQ) = JIQ/X(?fl) = 1'1] X ... X (315)

xP[X(tn) = xn/X(tn-1) = Tn1] =

n 2 —1
- 1l [(mxm —7:)(2m)(ta — ta—1)|A|1/2>] ’
a=1

=1

1 _
- [In(xa — ) — In(za_1 —7) — B0,
XeXp{ STy [In(ze —7) —In(za-—1 —7) Ta] X

x A7 In(zy — ) — In(zq_1 — 7) — BTG, } (3.16)

TESIS DOCTORAL. EVA M* RAMOS ABALOS. 59



CAPITULO 3. PROCESO DE DIFUSION LOGNORMAL BIDIMENSIONAL CON TRES PARAMETRQS CON VECTOR DE
FACTORES EXOGENOS DISTINTOS

Teniendo en cuenta que

PlX(ta) = 2a/X (ta1) = Ta1

se obtiene de
PIX(t) = y/X(s) = z],

cont —ty, $ = ta1, Y = Ta, T — ta—1, y ademas Uy = Uq -1 siendo 4, la i-ésima

componente de
T = Tal
«= :
Ta2

La expresion (3.16) puede a su vez escribirse asf:

X

n 2
—(n—1)
L(z1,..., 20 B, Ay) = (2m)~ DA H[(H(xai—%)l(ta_ta—l)1>

i=1

a=2

X exp { — %(ta —tac1) Y2 In(zq — ) — In(za1 — ) — BT x
x A7 In(zy — ) — In(zq_1 — 7) — BT'G,] }, (3.17)

siendo vy = (tq — ta—1)"?0, para a = 2,... 1.
Realizamos el siguiente cambio de variable:

21 = I
2 = (ta — ta_1)Y?(In(z9 — v2) — In(z1 — 1))

Zn = (tn - tn—1)1/2(1n(xn - 771) - ln('rn—l - /Vn—l))‘

Aplicando el teorema del cambio de variable:

L(zy,...,xp; B, A y) = L(z1,...,20; B, A 7y).
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Por lo tanto,

1 n
L(z1,. 2 B, A7) = (2m) VAT exp [—QDza—Bva)’A‘l(za—Bva)

(3.
Tenemos que
Z(za — Buy)(2q — Bv,) = (Z — Bv)(Z — Bv)'
a=2
con Z = (z2,...,2,) de dimensiéon 2 x (n — 1) y v = (vg,...,v,) de dimensién
3 x (n—1), por lo tanto,
—(n—1 1
Lz, .. 205 By Ay) = (2m) V1A 75 exp {_5”’ [A74(Z — Bv)(Z - Bv)] } '
(3.19)
La funcién de log-verosimilitud tendra la siguiente expresion:
(n — 1) 1 -1 /
InL(z2,...,2n; B, A,y) = —(n—1)In(27) — T In(|A|) — §tr[A (Z — Bv)(Z — Bv)'].
(3.20)
El siguiente paso sera diferenciar (3.20) respecto a B, Ay .
dinL(za,...,2n; B, A,y) = — (n ; 1)tr[A_1(dA)] —

5 [FATH(dA)ATH(Z — Bo)(Z ~ Bv)') -

——tr[-A"Y(dB)v(Z — Bv) — A™Y(Z — Bv)v'(dB)] —

——tr [Z —2(2a — Bua) AT W (dv) | , (3.21)

a=2
donde
Wa _ _ra (ta - ta—l)_l/Z To,1—71 To—1,1—71 . . '
d’}/ O Ta,2—72 B Ta—1,2—72
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Estas expresiones se han obtenido teniendo en cuenta las siguientes reglas de derivacion:
1. daln|A| = tr[A71(dA)]
2. dutr[A~Y(Z — Bv)(Z — Bv)'| = tr[-A"Y(dA)A~(Z — Bv)(Z — Bv)']
3. dptr[A~Y(Z — Bv)(Z — Bv)'| =

= tr[—A"YdB)v(Z — Bv)'] + tr[-A~Y(Z — Bv)v'(dB)’
4. dytr[AY(Z — Bv)(Z — Bv)'| =

= d7t7“ A Z — B’Ua Za B’Ua)/ =

=d,tr Z A N2y — Buy) (2o — Buy)' | =

n

=d,tr Z(Za — Bug)' A7 (24 — Buy)

La=2

=tr|—2 Z — Buv,)'A 1Wa(d’y)] .

Tendremos entonces:

dInL(zy, ..., z0; B, A, y) =

:%tr[A‘l(dA)A_l(Z ~ Bu)(Z — Bv) — (n— 1) A~ (dA)]+

1 1
—|—§tr[2v(Z — Bv)'A™Y(dB)] + itr

2 zn:(za - Bva)’A_lwa(dfy)] =

a=2

:%tr[Afl(dA)Afl[(Z — Bv)(Z — Bv) — (n — 1)A]]+

+tr[v(Z — Bv) A7 (dB)] + tr

D (20— Bva)’A_lwa(dv)] .

a=2
(3.22)

Utilizando la propiedad tr(C'D) = tr(DC') en la expresion (3.22), obtenemos:

dlnL(za,...,2n; B, A,y) = %tr[A_l[(Z — Bv)(Z — Bv) — (n— 1)AJA7Y(dA)] +

+tr[v(Z — Bv) A" (dB)] + tr
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Teniendo en cuenta que tr(CD) = Ved (C")Vec(D), la expresion (3.22) nos que-
da de la siguiente forma:

dInL(2, ..., 20 B, A, 7y) =

_ %Vec’[(Al[(Z — Buo)(Z = BY — (n — 1)AJA" (dA)))dVec(A)+

n

+Ved[A™HZ — Bu)'|dVec(B) + Y WA (24 — Bvy)(dy).

(3.23)
Como Vec(B) = LVec(I') con L = ( L]0 ):

dInL(z, ..., 2:; B, A, 7y) =

_ %Vec’[(Al[(Z — Bo)(Z — Bv) — (n — ) AJA" (dA))]dVec(A)+
+Ved[A"N(Z — Bu)|LdVec(A) + Z Wo A" (2o — Bug)(dv)
(3.24)

Igualando a 0 la diferencial (3.24):
(1) Ved[(A™(Z — Bv)(Z — Bv) — (n — 1)AJA"Y(dA))']dVec(A) = 0
(2) Ved[A™H(Z — Bu)v'|LdVec(A) =0

3) Y WaA (20 — Bua)(dy) =0

Analizamos en primer lugar la expresién (1):

AYN(Z — Bv)(Z —
AY(Z - Bv)(Z —

Bv) — (n—1)AJA™ =0
Bo)Y A~ — (n— 1)1 = 0

(
(Z — Bv)(Z — Bv) =(n—1)A

A 1
= A=

. (Z — Bv)(Z — Bov)’

n —
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Analizamos a continuacion la expresion (2):

Ved[A™YZ — BuW'|L =0= L'Vec[A™(Z — Bv)v] =0

Sustituyendo L’ por su expresion obtenemos:

Y (H;® Ej;)Vec(A™(Z = Bo)o') =0 =Y Vec|Ej;(A™(Z — Bo)v)H,] =0

Lo que implica:

Por lo tanto,

2 2
Y EjAT'ZuH; =) E;A”'Buv'H;
j=1

J=1

2 2
EyY E;A7'ZVH; = Ey Y E; A7 Bov'H,
j=1 j=1

y s6lo queda el sumando de j=I, por las propiedades de £y F;;. Por tanto,

E”A_IZU/HZ = E”A_lBUU/Hl; = 1, 2

Teniendo en cuenta la relaciéon dada antes entre B y A

2
B =) E..AH,

n=1

se tiene:

2 2
EpA~! (Z Em> ZvH, = ByA~! (Z EmAH,g> w'Hy 1=1,2.

n=1 n=1

lo que implica

2 2
E ulugA_lunu;LZv/Hl: E ulugA_lunu;LAH;va/Hl; [=1,2,

n=1 n=1
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de donde
2 2
> a,EnZvH = aj, E,AH 0 H,

n=1 n=1

es decir
a;lE”ZU'Hl = CLEZE”AHZI"UUIHl

con Hjvv'H; es 2 x 2y de rango completo.

Por tanto, se verifica:

EllZU/Hl(Hl/UU,Hl>_1 = E“A = UEE”ZU,Hl(Hl/’U’U,HZ)_l = UEEHA.

Considerando todos los [ =1, ..., 2 obtenemos:

2
A=>"EyZv H(Hw' H)™
=1
N 2
N = (Hvo'H) 'HvZ'Ey
=1
R 2
Vec(A) = Z[Ell ® (Hjvo'Hy) " H/v]Vec(Z")

=1

En definitiva los estimadores de maxima-verosimilitud calculados son:

. 1
A=

(Z — Bv)(Z — Bv)'

n—1

2
Vec(A Z [Ey @ (Hjvo'Hy) ' Hjv]Vec(Z")

W,A (2, — Bug) =0

donde
2o = (ta - tcx—l)_l/Q(ln(xa - 'AV) - ln(xa—l - ’AY))

Ta,2—72 Ta—1,2—2

- 1 _ 1 _ O
W, = (ta o ta—l)_1/2 Ta,1—H1 Ol'a—l,l_'yl . . )

(3.25)

(3.26)

(3.27)
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Capitulo 4

Proceso de difusiéon lognormal
multidimensional con tres
parametros y q factores exogenos

4.1. Definicion del modelo

Se introduce el proceso de difusiéon lognormal con tres parametros, y ¢ factores
exdgenos, usando la ecuacion adelantada y atrasada de Kolmogorov.

Sea vy = (71,...,7) un vector k-dimensional y consideramos {X (t),t, <t < T}
k

un proceso de Markov con valores en H]%, +o0o[, con trayectorias continuas casi

=1
seguramente y con probabilidad de transicion dada por

P(y,t/z,s) = PIX(t) = y/X(s) = 2]

con X(t) = (Xi(t),..., Xk(t)) v X(s) = (Xi(s),..., Xk(s)); vy x e y son vectores
k-dimensionales.

Supongamos las siguientes condiciones:

1
» lim — P(dy,t + h/z,t) =0

h—0 ly—x|>e
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(flo + ]zq; flij(t)> (1 =)

e lime [ () Pyt o) = o t) = .

h=0 h Jjy—a|<e ¢

<fk0 + fkij(t)> (TK — )
=1
donde Fj, j =1,...,q, son funciones continuas sobre [to, 7.
1

el [ (o) 2 Pyt /o) = (y - 2)Bly - af

h=0 h ly—z|<e

con B una matriz simétrica definida no negativa con elementos b; > 0.
= Los momentos infinitesimales de orden superior son nulos.

Utilizando el hecho de que la transformada Z(t) = X (t) — es un proceso de di-
fusion lognormal con dos pardmetros y ¢ factores exégenos, obtenemos las ecuaciéon
adelantada y atrasada de Kolmogorov correspondiente a la difusién caracterizada
por las condiciones expuestas anteriormente.

5 ts ;::1 bij (i — i) (2 — w)m + ; <fz’0 + ; filFl(t)> (wi =), =0 (41)

OP 1§~ Pli= 90 = WPl S~ (0 Ol —w)P] _
ot by, (fio+l2; filﬂ(ﬂ)aw ~0 (42)

donde = = (z1,...,2x) ey = (y1,...,yx) tal que x; > v; e y; > 7; para todo
i=1,---ky P=P(y,t/x,s) es la funcién de densidad de transicion.

La soluciéon comin de estas ecuaciones, bajo la condicién inicial

Py, t/x,s) =0y —x)
tiene la siguiente expresion

k

Plot/a,s) = | (TIn=0 ) n) e - 52451 e {5} @

i=1
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donde () es la forma cuadratica:

k

Q= (=)~ e =) = i — )= > [ Fryar)

i=1

con

| L 1
Bo = (fi0 — 55117 ooy Jro — §bkk) = fo— édzag(B) y
ﬁi:(fliw"vfki),) Z:]-)aq

4.2. Momentos del proceso
Los momentos del proceso de difusion lognormal con tres parametros y ¢ factores
exdgenos son dados a partir de los momentos del proceso de difusion lognormal con

dos pardmetros con ¢ factores exégenos Z(t) = X (t) — .
Por lo tanto, dado X (s) = x5 = (15, ..., Tgs)’,
q t 1
Ele ln(Z(t))] = exp {a’<1n(xs =)+ Bo(t—s) +Z ﬂi/ Fi<T>dT> +§<t_8)0'/BO'}
i=1 Vs
(4.4)

!/ .
con o' = (01,09,...,0%), ya que:

X()/X(s5) = 2 = Ay <1n<xs )4l — )+ [ Firar - s>B> .

A partir de aqui serd facil el calculo de la media y las varianzas-covarianzas de las
variables endogenas, lo cual serda de gran utilidad a la hora de estimar la tendencia
del proceso y la dispersion de tal estimacion.

Parai=1,... k,

E[X;(t)] =7 + (zis — ) exp {fio(t —s)+ ZBZJ / Fj(T)dT}. (4.5)
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Var[Xi(t)] = (zis — 7i)? exp {sz‘o(t —5)+2 iﬁil /St Fl(T)dT} [GXP {bii(t —s)} — 1]-

i=1
(4.6)

4q t
Cov [Xi(t),Xj(t)] = (acl-s — 'Yz')(sz — ’yj) exXp {fio(t - 8) -+ Zﬁzl/ F[(T)d’r} =

i=1

= exp {fjo(t —5)+ iﬁﬂ /:Fl(T)dT} [exp {bij(t—s)} — 1] . (4.7)

=1

4.3. Estimacién de los parametros

Se considera un muestreo discreto del proceso
{X(t1) =x1,..., X (tn) = zp}

en los instantes {t,...,t,}, con

Bajo la condicién P[X(t;) = x1] = 1, la funcién de verosimilitud asociada al
proceso sera:

n k
_ (n—1k _ (n—1) _
L@y a0 B, B, ) =(2m)~ 5% | B~ 25 H(Hw—%) )

a=2 Ni=1
X (to — ta_l)*% exp{ — %(Ua — Bua)' B vy — ﬁua)}

donde

N|=

Uq = (toz - toc—1>_

ta ta !
<ta - ta_l,/ Fi(r)dr,... ,/ Fq(T)dT> :
ta—1 to—1
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y
= (ta — ta—l)_l/Q(ln(fa =) —In(za1 — 7))
Teniendo en cuenta que cuando v tiende a zM) = (:1:51), e ,a:,(:))’ , donde
wn _ ,
v = It ()
para i = 1,...,k, la funciéon de verosimilitud tiende a infinito. Vamos a intentar

obtener los estimadores de maxima verosimilitud local, L.M.L.E.
Sustituyendo x, por v, obtenemos:
_(nfl)k ('n 1)
L(U2>"-7vn;ﬁaB7’7) = (27T) 2 Hexp{—— ﬁua) ( a_ﬂua)}-
(4.9)

Calculando el logaritmo de (4.9) se obtiene:

(n n—1)

In L(vg,...,vn; 8, B,7y) = — ;Dk:ln(%r) _ |

o %t’/’{ Z(Ua - ﬁua)llBrl(Ua - ﬁua)} (4'10)

a=2

In(|B[)—

A continuacién se calcula la diferencial de (4.10) y obtenemos:

-1
dln L(vy, ..., v,; 8,B,y) = —%tr[B_l(dB)] —
1 n
— §tr — Buy)'B (dB) ( — Bugy) —
- ( Vo _5u04) (dﬁ) Uq ( ﬁua) 1W (dfy)]
(4.11)
donde
L _ 1 o 0
dv ZTa,1—71 Ta—1,1—71
Wa = —— = (ta - ta71)71/2 . :
dry 0 1 1
Y Tak—Vk Ta—1,k—Vk
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Por lo tanto,

n

a=2

1
dln L(vy, ..., v, 8, B,vy) = —§t7‘{

(B_l(va — Bug)(vq — Bug) — Ik)] X

x BN dB) +2) (dB)ua(va — Bua) B }+Z — Bug) B™'W,(dv),

entonces

n /
dinL(vy,...,vn; 03, B,7) :%Vec B! Z ((va — Bua) (va — Bue)' B~ — Ii)| dVec(B)+
a=2
n /
+Vec |B™! Z(va — Bug)ul, | dVec(B)+
a=2
+ D WaB (va — 5%)] dy.
a=2
Igualando a cero la diferencial obtenemos:
B! ( Bua) =
a=2
B3 { |0 = Bua) (0o = Bua) B~ | = I} =0
a=2
WaB ™! (00 — Bua) =0
a=2
resultando finalmente:
n n —1
g = Z T { uau’a}
a=2 a=2
R 1 . . . .
B = . (0a — BUg) (Ve — Puq) (4.12)
n p—
a=2

donde

[N

ta ta /
= (to —ta_1)"2 (ta — ta_l,/ Fi(r)dr,... ,/ Fq(T)d7'>
ta—1 ta—1
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b = (ta — tat) (00 — ) ~ (s — 3)
IS 1 . 0

Tal—H1 Ta—1,1—91

A

Woz - (ta - ta—l)_l/Q : . .
0 L _ 1

Tk =Yk Ta—1,k—Yk

(1)

i

= inf (z4), i=1,..., k.

1<a<n

Vi < @

La resolucién de esta ecuacion no puede hacerse mediante un método directo, por
lo tanto, consideramos:

B =D vaul, [ Z uau’a] B (4.13)

B() = = 3 (0a— Bua)ve — Al (414)
ABO), BO).7) = D0 WaB™ ()00 — Bk (4.15)

con

Finalmente obtenemos una aproximacion de los estimadores B . B y 4y resolvien-
do el sistema de ecuaciones no lineales con algin método de aproximacion no lineal
como el método de Newton-Raphson, el método de la aproximacion a Newton con
derivadas fijas, 6 el método Scoring de Fisher.

4.4. Calculo de la matriz de informacion de Fisher

Partimos de la primera derivada de la funciéon de verosimilitud:

(n—1)

dln L(vy, ... ,vn; 8, B,y) = —Ttr[B_l(dB)]
- %t'r [ (0 — Bua) B (AB)B (s — fus)
a=2
— 2(va — Bua)' B HdB)ua — 2(va — Buys) B~ W (dv))].

(4.16)

TESIS DOCTORAL. EVA M* RAMOS ABALOS. 73



CAPITULO 4. PROCESO DE DIFUSION LOGNORMAL MULTIDIMENSIONAL CON TRES PARAMETROS Y Q FACTORES
EXOGENOS

A partir de aqui, podemos calcular la segunda diferencial del logaritmo de la
funcién de verosimilitud. Para ello se calculan las derivadas para cada uno de los
sumandos de la primera derivada respecto a los tres parametros, resultandonos las
expresiones que a continuacién se muestran.

d?In L(vy, ..., v,; 3, B,7) = %tr{(n —1)B~(dB)B'(dB)—
—2 Z — Bua)(va — Bug) B~ (dB)B~Y(dB)B™' —
—2 Z(d,@)ua(va — Bun)'B"Y(dB)B~'—
—2 Z dBu,)'B —2 Z — Bun)'B~YdB)B(dB)ua
—9 Z(dﬁua)’ B W, (dy) — 2 Z — Buy)' B~ (dB)B™'W,(dv)—

—2 Z — Buy) B~ (dB)B™'W,(dv) — 2 Z(Wadv)’B‘l(d/B)ua—

-2 Z(Wadv)’B‘IWa(dv) +2) (0o — Pua) B ® (dv)')Wa(dv)} :

Entonces:

1
d?In L(vy, ..., vn; 3, B,7) = 5 tr{B‘l(dB)B‘l(dB)B‘l

><<n—1 —22 — Bug) (v —ﬁua)')—

n

—4B7Y(dB)BN(dB) > ua(va — Bua) — 2B~ (dp) zn: uqul, (dB) —

a=2

—4iu’a(dﬁ)’ W, (dy) — Z — Bua)' B~H(dB) B~ W(dy)—
a=2

—2(dy)' Y WaB ' Wa(dy) +2 Z(va — ) BT, ® (dv)’)Wa(dv)}

a=2 a=2

(4.17)
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~ oW,
donde W, = 5 = Wa ® Ij1 tal que:
Y

L - L 0

(za,1—71)2 (za—1,1—71)2

Woc,Q = (toz - ta—l)_1/2 : . :
0 o 1 — L

(T, k—k)? (Ta—1,k—7k)?

con

I1=(1,0,...,0) € R

ademds, utilizando los resultados de Magnus y Neudecker [41] tendremos

(It @ dy)B (va — Bua) = (Iy @ dy)Vec (B (va — Bua)) =
= (Iy®dy)Vec((va — Bua)B™") =

= Vec[dy(va — Bus)B7']. (4.18)

Teniendo en cuenta (4.18), podemos escribir (4.17) como:

1
d®>In L(vs, . ..,vn; 3, B,7) = 5Vec(B—l(dB)B—l)’x

D (v = Bua) (v~ 6%)/] }> .

—2Vee (B4 (dB)B™Y) Vec ((dﬂ) > o (va — 5%)’) -

a=2

xVec ((dB)B_1 {(n —1)B—-2

—Vec ((dﬂ)’B_l)/ Vec (Z uau;(dﬁ)'> -2 Z ul, (dB)' B~ "Wy (dvy)—
a=2

a=2

—2Vec (B~Y(dB)B™Y) Vec (i Wa(dy)(va — ﬁua)’> -

a=2

—(dy)’ (Z Wa31Wa> (dy)+ Y Vee (dy(va — Bua) BY) Wal(dy)
a=2 a=2

(4.19)
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CcOo1mo

Vec(B™'(dB)B™") = dv(B)'D;(B® B)™!
entonces la expresién (4.19) se transformaria en

1
d*In L(vy,...,vn; 8,B,7) = §dv(B)'D,'€(B ® B)™!

X H(n ~1)B -2 f;(va — Bug) (va — ﬁua)’} B '@, Dkdv(3)> -
—2dv(B)'D},(B® B)™! (Zn:(va — Bua)ug ® Ik> dVec(3)—
~dVec(B) I, g1y (B~ ®Zj1)(1k ® A) (11,5 dVec(B)—
—2Vec(f) zn;(ua ® 1) B~ Wa(dy)—
~2dv(B)' Dj(B @ B)™! Zn: = Bua) @ Ix] Wa(dy) -
a2
_ (Z W,B~W, ) [(va — Bua) B~ @ It] Wa(d)
a=?

Considerando ademés que
[('Ua - ﬁuoa)/B_l ® Ik:| Wa == [(Uoc - ﬁua),B_l X [k] (Wa,Z & [k,l) =
= [(Ua — ﬁua)’BAWa,g} & [k,l =

- [k,l( ﬁucx) 1Wa2

Se calculan a continuacién las parciales segundas respecto a los parametros.

» Parcial respecto a Vec(3) dos veces:

9?InL

fi= =—1 Bl'® A ,
! Vec(B)OVec(B) (k7q+1)( ® A) (g+1,k)
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Utilizando las propiedades de las matrices de permutaciéon obtenemos:

Fi=—(A® B™). (4.20)

» Parcial respecto a v(B) y Vec(B)":

0?InL , L /
» Parcial respecto a v(B) dos veces:
2
Py — 0°InL E(S—l—S’)

ov(B)ov(B)' T2
donde

1
§= Di(B®B)" Dy,

{’I’L—l _22 ﬁua a_ﬂua),}B_l(gIk

Por lo tanto,

1
Fy = ZD; {(B ®B)!

{ (n—1)B —22 — Bug) (v —ﬁua)’}B_l(@Ik +

_|_

B! (n—l —22 — Pug) (v —ﬁua)/> ® I,

(B® B)—l} Dy. (4.22)

» Parcial respecto a Vec(f5) y +":

92InL -
= = o @ I,)B~'W,,. 4.2
17 OVec(B)oy a§2:(u ® Ir) (4.23)

» Parcial respecto a v(B) y 7

2 n
Fy = Fy= af(;;, = DB B | (e — Bua) @ Ik>Wa]
a=2
= —Dy(B®B)" | (va — Bua) @ Wa| . (4.24)
a=2
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EXOGENOS
= Parcial respecto a v dos veces:
0? lnL -
(WoB~'W,) I o) B W,.0. 4.25
5= oy 0422 Z k1 (Va — BUa) 2 (4.25)

Por lo tanto, la matriz hessiana sera:

F, F, F,
H=|F F F
F| F| F

Calculamos ahora los valores esperados de las submatrices anteriores:
B[R] = —(A® BY)

E[Fy) = -Di(B®B)'E |> (va — fua)tly, ® I| =0

B[Ry = }lD; [(B®B) ((n—1)B)+ B '(n—1)B(B® B)} Dy =

n—1
= — 5 D;c(B@B)’le

E[Fy| = -FE zn:(ua ® Ik)B_IWa] =— zn:(ua ® I,)B~'E[W,]

L =2

E[Fs]= —E |Dy(B®B)™'S (va — Bua) ® W,

a=2

=0

n

E[Fs] = —FE Z(WaBlwa)JriIM( — Bu,)'B 1Wa2] —

La=2 a=2

=—>Y E[W,B™'W,].

a=2
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4.5. Contrastes de hipodtesis

Nos planteamos algunos posibles contrastes que intervienen en el proceso estocéstico
lognormal con tres pardametros y ¢ factores exdgenos:

1. Contrastar que algin pardametro 3;, ¢ = 0,...,q sea igual a un vector deter-
minado, en particular al vector cero, lo cual significaria que el vector exdégeno
asociado al parametro (;, no influye, de forma individual en el proceso.

2. Contrastar si algin subconjunto de pardmetros es cero, con lo cual determi-
nariamos si los factores exdgenos asociados a esos parametros no influyen de
forma conjunta en el proceso.

3. Contrastar si algunas componentes determinadas de los vectores son nulas,
en cuyo caso se veria cuales de las componentes del proceso se ven realmente
alteradas por la aparicién de factores exdgenos en él.

4. Contrastar la posible independencia entre algunas de las componentes del vec-
tor para comprobar las interrelaciones entre las variables del proceso.

5. Contrastar si algunas componentes determinadas del pardmetro umbral es
igual a un vector determinado, en particular si el vector umbral es cero, lo
cual significa que se puede aproximar el proceso a un proceso estocastico log-
normal con dos parametros.

4.5.1. Contrastes sobre los parametros (3

Particionemos la matriz § como 5 = (B;|Bs), donde B; es de dimensién k x ¢, y Bs
es de dimensién k X gz, con ¢ +q =q+ 1 =¢.

Lo primero que haremos sera contrastar la hipotesis
H(] : Bl = BT
donde B} es una matriz fija de dimension k X q;.

Las regiones del espacio asociadas a la hipdtesis alternativa y nula seran:

Q = {(B,B,7)/B >0} C R

= {(B,B,7)/B =B, B >0} C ReF "G
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De una parte sabemos que, bajo la hipotesis alternativa:

n

~ 1 ~ ~
Bg = — — !
Q n—1 ;(UCM ﬁua)(va ﬁua>
fo=CA™
donde .
A= Z U,
a=2

y

n
C = Z Vo,
a=2
de donde se obtiene:

‘ _(=Dp A n-1 _(n—1)
mng(vg,...,vn,ﬁ,B,’y):(27r) = FBg| e 2 F

Vamos a obtener ahora los estimadores para la hipdtesis nula, es decir, B,,, Bo, v
Ao Se considera el siguiente cambio de variable:

- * 1
ya_U&_Blua

donde u/, = (ul,u?), tal que u} es un vector de dimensién ¢; y u2 es de dimensién go.

Notemos que y, ~ Ni(Byu?, B), con lo que es inmediato obtener los estimadores
maximo verosimiles bajo la hipdtesis nula:

n
5 2 : A9l 4
BZw = Yoy, A22
a=2
n

Bw = Z(Qa - BQwui)(ga - BZwui)/

W B (§a — Baoti2) =0
donde

con
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A Ag
A= .
(A21 A22)

Ahora bien, como

S vaul Ay =Y (va—Biulul Ay = > (vaul ~Bjulu) Az} = (Cr—BjAp) Az,
a=2 a=2 a=2
se tiene K
Ba, = (Co — Bj A1) Ay
y cOmo
n ~ ~ /
Z (ya - BZwui) (ya - B2wu§) =
a=2

n n n
= Yot + BowAnaBs, — > ya(Bawud) = Bouulyl, =
a=2

a=2 a=2
n
= Z yayg + BQwA22Béw - B2wA228/2w — BQWAQQBIQW =
a=2

= Z (Ua — Bfu(lx) (Ua — BIU}Y), — BQWAQQBIQW
a=2

por lo tanto,

n

(n— 1)§w = Z (ya — l’;’%ui> (ya — Z;’Qwui>/ —

a=2
n

= Z (Ua — BTU},‘) (Ua - Bi‘ui)/ - BAQWAQQBA;U_” (426)

a=2
de donde

n—1) (n—1)

mgx L(vs, ..., v, B, B,y) = (2m) 2 F| By~ e R

Por lo tanto, el criterio de razéon de verosimilitudes para contrastar la hipdtesis

HO:BlZBT

S}
A ijL(UQ,-..,Un76,B,’Y) ’BQ|*TLT71

WA L(os, 00, 0, B.7) (B T
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Invarianza del criterio

El criterio anterior posee una importante propiedad de invarianza frente a transfor-
maciones del tipo v}, = Dv,, donde D es una matriz cuadrada no singular.

Esta propiedad se deduce facilmente de las siguientes relaciones:

B* = DCA™ =Dp
By = DBuD'
@Fw - DﬁQw

BY = DB,D

justificando esto el hecho de haber trabajado con v, en vez de con z,.

Distribucion del criterio

Para hallar la distribucion del criterio anterior hemos de dar previamente una serie
de pasos:

a) Tenemos:

. L N
Bo=CA' & oA =C o (Bmwm) (A; A;z) — (C1]C) .

De donde se deduce:

C, = BlQA11+BZQA21
Cy = BigAis + BaAs

y en particular R X
BQQ - CQA2_21 - BlgAleg_Ql.
By, — Bog = (Cy — BiA2) Ay — (Cs — BlQAlz)A521 = (Bm — B}) A2 Ay,
¢) Llamando
1 1 2 2 Uy
V= (va,...,0p), Uy = (uy,...,u,), Uy = (u3,...,u;), U—( )

se tiene A = UU".
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d)
V- U] = :v - BQU:
— :V - BQU:
- :v - BQU:
— :v - BQU:
— :V - [S‘QU:
— :v - BQU:
- :v - BQU:

e) Por otro lado tenemos:

[V — BU] = By — B]Uy

+ [BQU . BU} -

. . (U
+ (Bia, Baq) (U;) -

BlgUl ‘|— BQQUQ] - [BTUl + BQUQ] -

+

+

B — B:
By — B:
B — Bt

~

B2w - BZ

U +

Ui +

U, —

:Bm - 52} Uy =

Bog — Bo + Bog — 5’29} Uy =

:BZW _ Bm} Uy + [ng . 132} Uy =

] Uy — [[S’m - B;] [U) — ApAZT,)

= [V = BiU, — ByUs] — [Boy — Bo]Us =

- [V — BTUl - BQUJUQ].

Ademas restando [lg’zw — Bs)Us a ambos miembros de la expresion obtenida en

d), se tiene:

[V — BTUl - BszQ] - [V - BQU] - [Blg - BI][Ul - A12A521U2].

f) Por tltimo se tiene:

[Uy — Ap At Us][Uy — A Asy Us) =

= Ay — ApAyy Aoy — A1pAsy) Aoy + A1a Ay Agp Agy Agy = A

[V — BoU][U; — A1 A5 Us) = 0, puesto que [V — BoU]U' = 0.
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Tras estos calculos se tiene:
(= 1)B. = [V = BiU — Boulb] [V = Bty — Bl =
= ({V - B’QU} - [Bm - Bf] (U7 — A Ay UQD X
(0] B~ ] [ ) -
= (n —1)Bg + [Bio — B{]A12[Big — B;]'.

Con ello el criterio queda en la forma siguiente:

|(n — 1)Ba|*5

A= = - = P
|(n —1)Bq + [Big — Bi|An2[Bia — Bi|'| =

Por lo tanto, queda conocer la distribucion de la matriz

[Big — B A112[Bio — B

Se puede demostrar que dicha matriz se distribuye segin una Wishart W lq1; B,
siendo ademas su distribucion independiente de la de B,,.

Asi se tiene que la distribucién del criterio

[(n — 1) Ba

ArsT — _ A _
[(n — 1)Bq + [Big — Bj|A112[Bia — Bi/'|

(4.27)

es la misma que la de
G|
Uegin-1-7 = G+ H|

donde Gy H son dos matrices independientes y distribuidas, respectivamente, segiin
distribuciones de Wishart Wy(n — 1 — g, B) y Wi(q, B).

Tenemos una situacion parecida en el contraste:
. _ *

donde B; es una matriz fija de dimensiones k X g,. El caso en el que estaremos
interesados es aquel en que la matriz B} es la idénticamente nula.
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Las regiones del espacio asociadas a la hipdtesis alternativa y nula son, respecti-
vamente:

k(k2+1)+k

Q = {(B,B,7)/B >0} CR™
— {(B,B,y)/B =By, B> 0} CRUk "5tk
Repitiendo el proceso anterior, tomando:
Yo = Vo — Biud

tendremos

Bi, = (C1 — Bi Ay) Ay

(n—1) B, = z”: <ya — l”;’lwucly> (ya — Ble}l)I -

a=2
= Z — Byul) (va — Byu?)' — B, An B,

Por lo que el criterio de razon de verosimilitudes para este caso vendria dado
por:
|(n — 1) Bq
|(n — 1)Bq + [Baq — B3] Azz1[Baa — B3|

2
An—l =

que posee la misma distribucion que:
|G|
|G + H|

donde G'y H son dos matrices independientes y distribuidas, respectivamente, segiin
distribuciones de Wishart Wy(n — 1 — g, B) y Wi(qe, B).

Ungon1-4 = (4.28)

Momentos del criterio

En el apéndice A de [55] puede observarse que los momentos de orden h del
estadistico U, ,,,,, vienen dados por:

k F [n—l—m—i—i—l} F [n—i+1 + h}
E U n] = 2 2
[ k,m,n} H r [n—;—l—l] I [n+m2—z+1 + h}

por lo tanto, tomando m = ¢; y n =n — ¢ — 1, tendremos:

BT [2=2= T [(n—l)(1+h)—<7—i+1}

BN =Bl =] — :

S1r [nfgfi} r [(nfl)(1+g)*Q27i+1}
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Algunos contrastes de interés

Contraste Hy: 3, =0

Este contraste es un caso particular del estudiado en el apartado anterior con
B =0y q =1.

Por lo tanto el criterio de razon de verosimilitudes adopta la forma:

2 —1)B
AT = (n=1Bal (4.29)
|(n —1)Ba + BoaAi1,20)q)]
donde
. 1 n R . /
s Bo = (va — ﬂ.ua) <va — ﬂua> .
(n—1) &=
= (oq es la primera columna de la matriz 3 = CA~L.
w A=Ay — Ay Ay
La distribucién de (4.29) se obtiene de la anterior (4.27)
G|
U oy = 4.30
k,ln—qg—1 |G+H| ( )

donde Gy H son dos matrices independientes y distribuidas, respectivamente, segiin
sendas distribuciones de Wishart, Wi(n —q— 1, B) y Wi(1, B).

Contraste Hy: 5, =0 (i=0,...,q)
Este contraste puede ser expresado también en la forma
Hy: B, =B8]
Para ello hemos de reordenar la matriz de los parametros, teniendo ahora

/6 - (/Bi)ﬁlv e 75i—175076i+17 s 7511)

surgiendo el vector u, como:

'aoz = (Eaa Flom ceey E—lom (ta—l - ta)a -Fi+10m s ’an)/
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vector que puede expresarse como U, = Tiu,, donde la matriz T es la matriz de
permutacion siguiente:

El criterio de razén de verosimilitudes adopta la siguiente forma:

i 2 (n — 1)Bo|
ulg,i,n—(j—l =N = = = (4.31)
|(n — 1)Bq + BioA112080]
donde:
. 1 n R ) /
* Bo= oy (ua — ﬁ.ua) (va - 5%)

= Big es la (i+1)-ésima columna de la matriz § = CA~1.
] 12111,2 se obtiene de la matriz T; AT,
siendo la distribucién de (4.31) la misma que la de (4.30).
Contraste Hy: 0;1 = 0o =...= 0B =0
En este caso deseamos contrastar si una parte de la matriz paramétrica 3 es

igual a cero. Concretamente, sea {i1,...,i,} € {0,...,q}.
En primer lugar, se reorganiza la matriz de parametros:

B = (ﬁiuﬁiza"'vﬁim |ﬁih+1""’5zﬁ)

donde {ipy1,...,%,} =1{0,...,q} —{i1,...,in}, surgiendo el vector T = Tiy iy Ua,
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donde la matriz T;, ;. es la siguiente matriz de permutacion:
e,
/
€,
T{i1,~~~7ih} = egh
/
eih+1
¢
1q
Obtenemos entonces el siguiente cociente de la razén de verosimilitudes:
O e |(n — 1)Bg| |Gl
uk‘,é,n—(;—l _ A{Zl,l,zh} - A ~ = A, - |G + H| (432)
[(n —1)Ba + Bir,..inpe 2By, il
donde
. 1 i . NN
o 3 (o0 ) (v ).
n—1)
a=2
n B{ilmih}g son las columnas {41, ..., i, }de la matriz B =CA

. flng se obtiene de la matriz T{ih_”,ih}AT{'

i17-"7ih}7

v G y H son dos matrices aleatorias independientes distribuidas, respectivamente,
segin sendas distribuciones de Wishart Wy(n — ¢ — 1, B) y Wx(h, B).

Distribuciones exactas

Como en el caso del proceso estocastico lognormal con dos parametros y ¢ fac-
tores exdgenos, se pueden obtener algunas distribuciones exactas para el anterior
criterio. Se pueden considerar algunos casos particulares:

Caso ¢ =1

En este caso se tiene:
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de donde se deduce la siguiente region critica:
AT _ AT (i) (i)
A <Ni(e) & AT < AT E) U g <Upipga(€) &

o 1-— ulgg,nfq’fl n—q-— k > 1- u]&i,n*(jfl(g) n—q-— k
k,1n—q—1 k,1n—q—1

& Fin-gk > Frnqi(e).

=

Caso ¢; =2
Este caso procede del contraste
Hy:Bi, =i, =...=06;, =0
con h =2y (i,iz) € (0,...,q).

Es conocido (ver apéndice A de [55]) que:

1—/Uionn—k+1
~ F2k,2(nfk+1)
\V4 uk,Q,n k

por lo que se tiene en este caso:

1 - U;ilef_}q_l n—k—q
— ’ ~ Fora(n—k—q)-
i1,i2
uk,2,n—zj—1

Con ello:

Afiviay < Mivi(6) & AL <AL () S UL <UlS (e) &

{i1,i2

L= n—q—k _1=US () n—qg—k
< {i1,i2} k > {i1i2} k <
uk,Q,n—q—l uk,?,n—q—l (e)

& Forom—g—k) > For2(m—q-k) (e).
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Distribucion asintdtica

En el apartado de momentos del criterio se han obtenido las siguientes expre-
siones:

[ [r=e=i| T [(n—1>(1+h>—q—i+1}

k
h . n lh - 2 2 B
E [A ] - |:uk:,fh,n q— 1} - ]i[ T [n_q—z‘] T |:(n71)(1+h)*q27i+1i| o
= 2 2

k _ .
m—1)(1+h)—qg—i+1
k F[n—q2—ij| HF|: 2 :|

S == _
U S (= 1DA+h) —gp—it1
[[r [P

i=1

2

ﬁr{n—l +h)—q2—y+1}
2

7j=1

ﬁr{nl) 1+h)—(j—i+1}

Con estos criterios se puede aplicar el desarrollo asintético de la distribucion del
criterio de la razén de verosimilitudes para hipdtesis lineales (ver apéndice B de [55]).

En dicho desarrollo tenemos:

T

[a=k b=k [n=p =5 a=6=-0-p7
[ &=-T1 = (1,...,k)\nj:—% i=(j,...,k)

Por una parte, los grados de libertad vienen dados por:

=2 [Z@—Zw—ém—b)]

y en nuestro caso tenemos:

k _ . k .
R |

=1

Calculamos ahora w; y we, que vienen dados por:

a

Z Bl +&) zb: Bri1(0; + 15)

(pxw)" (py;)"

B (_1)7"—1—1
Cor(r+1)

=1
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Por lo tanto se tiene:

iy%(u—mm—mrwm+@+i—n>_

con

Haciendo operaciones se tiene que:

B2((1—p)(n—1)_(QI+QQ+i—1)> _B2<(1—p)(n—1)_(q2+j_1)>

2 2

_ %[ql +2i+2g2 — 2(1 — p)(n — 1)]

y asi:
- I=pn—1)—(@+@+i-1)) < 1—p)n—1)—(p+j-1\
> ; )3 ; )-
= BBy o 20— p)(n 1)+ k4 1]
Con ello: L
q1
w1:m[QHFQ%—Q(l—P)(n_1)+k+1]-

Tomando w; = 0 con el objetivo de acortar el desarrollo asintético, nos queda
entonces:

1
p= n donde vy =n — ¢ — =[q + k + 3]
n—1 2
y
k k
1 Bs(e; + &) Bs(d; +ny)
W= Ty Z (pz:)2 Z (0y;)?
= ¢ j=1 J
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que en este caso queda como:

E:&( n—m2@+@+m4v_
E:B ( n—1)2@r+%+¢—n)

con

Bs(h) = h® — ;hQ + %h.
Quedandonos:
-
M
donde

ka[k* + ¢ — 5]
48 '

Yo =

27 .
Por lo tanto, como Uy, 4, n—g—1 = A1 se tiene:

P[-2plogA <z =P {—2 n
n_

1logA§z =

=P [_71 log A% < Z} =Pl-mlogUpgyng-1 < 2| =

=P [Xi!h < Z] + ,Z_? [P [Xiq1+4 < Z] - P [XZ(Il < Z” + Q(n_4).

4.5.2. Contrastes sobre subvectores

Se considera ahora el hecho de si algin subvector de los vectores paramétricos es
nulo. Para ello se toma una matriz D; de dimensiones | x k con rg(D,;) =1 < k, tal
que Z; = D,V;, verificandose que:

Zt ~ Nl(AUt, @)
donde A =D,y & = DZBDE, entonces:

A=Djy®=DBD.

Estaremos interesados en matrices D; que estén compuestas por unos y ceros de tal
forma que Z; no sea més que el vector U; reducido en su dimensionalidad. Tendremos
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entonces:

e/
a(l)
donde o es una permutacién sobre {1,...,k}, (0 € Sg), tal que o(i) < o(i+ 1)y

(i)
0,...,1,...,0),i=1,...,1

e .
o(7)
Entonces si 8 = (8;;) y B = (b;;), tenemos que
A= (Bo);) ¥ & = (boa);)-
Sea A = (A1|Ay) = (B)|61] ... |BL), donde B = Dyf3;.

Por ejemplo, si A; = 3!, entonces, contrastar A; = 0 es equivalente a contrastar
que un cierto subvector de [3; es nulo.

Para contrastar que una parte de los vectores paramétricos (5 es nulo, tenemos
_ (A ! _
que tomar Ay = (5] ... |5, ), y contrastar A, = 0.

Notaremos que este tipo de estudio sobre subvectores de los vectores paramétricos
se transforma en un caso particular del visto con anterioridad, donde se reduce

solamente la dimensionalidad del espacio paramétrico considerado. Ademads, una

vez conocidos los parametros § y B se puede determinar el tercer pardametro .

4.5.3. Contrastes sobre independencia por bloques
Partimos del vector k-dimensional:

Vi ~ Ni[Bug, B]
y consideramos en él la siguiente particion:

Vo= (VL V2 ... vm),

67

m
donde los subvectores V. son de dimensiones p;, i = 1,...,m con Z pi =k, lo que
i=1
lleva a las siguientes particiones en los parametros 3, B y 7:
ﬂl
ﬁZ
s=1" 1.
gm

TESIS DOCTORAL. EVA M* RAMOS ABALOS. 93



CAPITULO 4. PROCESO DE DIFUSION LOGNORMAL MULTIDIMENSIONAL CON TRES PARAMETROS Y Q FACTORES
EXOGENOS

con 3" de dimensién p; X g, i =1,...,m.
By By Bim
B Bo ?22 Baom |
Bui Bus - Bum
con B;; de dimension p; X p;, 4,7 =1,...,mYy,
1
=7
ym

con v* € RPi para todo 4,5 =1,...,m.
Con todo ello se tiene:

VlWNk[ﬁzua,B“], izl,...,m

«

En este caso estamos interesados en contrastar la independencia de los m bloques
en los que se ha descompuesto el vector V,, lo cual lleva a la hipdtesis nula:

Sabemos que bajo la hipdtesis alternativa la funcién de verosimilitud conjunta es:

_(n—1) (-1 1 < _
L(vy, ..., 00 8,B,7) = (2m)” 2 *|B|” 2 exp {—5 Z(va — Buy) B v, — ﬁua)}

a=2

mientras que bajo la hipotesis nula es:

n

L(U27 Tt ’v”;57 B’V) = HL(U§7 o 7U:‘L;ﬁi7 Bl’ufyl) =
=1

n—1 n—1 1 n . . .
= TIem 7B~ exp {—5 D (vh, = Flua) B (0, - m} .

=1

a=2

Las regiones del espacio asociadas a la hipodtesis alternativa y nula son:

Q = {(8.B,7): B> 0} C R

X 2 2
k+(p1+2m+pm)+k

w = {(ﬁ;Bllw--aBmm)’Y):Bii > 0,1 = 1,...,m} Cqu+
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Bajo la hipotesis alternativa los estimadores asociados maximo verosimiles son:

Bo=CA™!
1 n

Bo =
@ n—1

ZWQB;(UQ — Bua) =0
a=2

con
Va = (ta — ta—l)_l/Q(ln(xa —9) — In(za—1 — 9))
y
1 _ 1 0
ZTa,1—Y10Q Ta—1,1—Y1Q e
-1/2 0
Wa - (tcx - ta—l) .
: .o 0
0 .. 0 L L
Lo,k —VkQ To—1,k—VkQ
de donde se obtiene
, _ (n—1) IS - (n—1) _ (n—1) k
mng(vg, ce Uy By Byy) = (2m)7 2 BT 2 ez N

Bajo la hipdtesis nula, si descomponemos también la matriz C' en la forma:

Cl
C2
C = ,
Cm
con C* de dimensién p; X @, i = 1,...,m, y la matriz W, en la forma:
Wall WalQ s Walm
Waar Waze .. Waam
Wa = . . . . s
Waml Wam2 s Wamm

con W,;; de dimensioén p; X p; donde W,; = 0 si i # j.
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Pueden obtenerse los siguientes estimadores maximo verosimiles, que son:
Bi _ CiAfl
! —
1 n
5 Z i A - B
Bwii = (Ua - 6wua>(voz - ﬁwua)
a=2

n—1
> WaisBi(vh, — Bue) =0
a=2

para i =1,...,m, de donde se obtiene:

(n=1)} ML (n—-1) —("51) )
muz}ixL(vg,...,vn;ﬁ, B,v)=(2n)" = H|Bwii|_ T e :
i=1

y el criterio de la razon de verosimilitudes para este contraste es:

(n=1)
2

donde (n — 1)39 ~sWi(n—g—1;B)y (n— 1)Bm ~s Wy (n— @ — 1; By).

Distribucion y momentos del criterio

Utilizando los resultados obtenidos anteriormente, la distribucién del criterio
para contrastar la hipotesis nula

Hy:Byy=0 (i#ji,j=1...,m)

es
m m  Pi
11t sem-a-51 = TTTT X
=2 i=2 j=1
donde

n—q—pi—Jj b
Xz‘j“’*ﬁ(fa?)

tal que ]52 = P1 + ... +p7j—1-
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Asi los momentos de orden A del criterio son:

[T [So -5 0] T [0 -9
BN = HF[ n—z—q—l}ﬂﬁr[ - 1+h>_q_j>r
I [3n 1+h>—q—@'>}
ifr -2
tal que p; = 0. N

4.5.4. Contrastes sobre los subvectores del parametro ~

= ()

donde 7; es un vector de dimension k; y v es de dimension ko, con ky + ko = k.

Particionemos el vector v como

Comencemos con un caso genérico, contrastando la siguiente hipotesis:

Hoi’h:%k

donde 7 es un vector fijo de dimension kq, siendo el caso en el que 77 sea el vector
idénticamente nulo aquel en el cual estaremos mas interesados.

Las regiones del espacio asociadas a la hipdtesis alternativa y nula seran:

= {(8,B,7): B> 0} C Rik+k" 524k
* i (k1)
= {(67377):71:71,B>0}Cqu+k 5 thk2

Bajo la hipétesis alternativa los estimadores maximo verosimiles son determina-
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dos a partir de:

de donde tendremos

1) (n 1) (nfl)
5k

mg,JXL(U?w"?Un;ﬂ?B?PY):(27‘-) k|BQ|

Bajo la hipétesis nula tendremos

n

B_l Z ((an - ﬁua)(vaw - ﬁua),B_l - Ik)] X

a=2
-1
E Vaw — ﬁua
n

Z (OkQXkl Wg) B~ (Uow.) 6”04)] d’}/g.

a=2

1
dIn[L(ve,...,vn; 8, B,y2)] = §Vec

!/

xdVec(B)+ Vec dVec(B) +

_l’_

Por lo tanto,
n
= E Dol A
a=2

R 1 ~ ~
Bw = n—1 ;(ﬁaw - ﬁwua)OA)aw - ﬁwua)l

n

A

(Ok2><k1 Wc%) B (Uocw ﬁwua) - (433)

a=2

donde . o
W, k1 xk
Wa — [e% 1 2

(Ok‘z ></<:1 Wo% )

siendo W! una matriz de dimensién k; x k; parai= 1,2y

R B In(zl —~7) —In(zl | — )
_ _ 1/2 a 1 a—1 1
Vaw (ta to‘_l) (11’1(1% - &w?) — ln(xi 1~ _’%ﬂ)
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siendo la ecuacién (4.6) equivalente a:
- Okl X ko 0 S—1/~ A
B, (Vaw — Butta) =0
2 (757 Ou ) 50 =)

de donde se obtiene

(n—=1)

BB, e T

max L(vg, ..., v, 3, B,y) = (2m)~ e

con ello el criterio queda de la siguiente forma:

B
A=
B,

Caso general

Ho : i = %1, - Yih = Yin

En este caso deseamos contrastar una parte del vector paramétrico .

Primero se reordena el vector +:

/70 - (/70'(1)770(2)7 <oy Ya(h)y Yo(h+1)s - -+ 7/70(16))/

g

Y :T07

donde T, es la matriz de permutacion

(o(2))
con e, = (0,...,0,1,0,...,0) € RF,

Sea v7 = T,v,, por lo tanto

02~ Ni(T,Pug, T,BT,)

con ello se obtiene:

ngz = TO’BQ
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EXOGENOS
y A A
B =T,BqT.
entonces
n n -1
B‘Z - ZTGUQW(TOUO‘)/ ZTOUQ(TﬂuQ)/ = Uﬁng17
a=2 a=2
1 n
BZ - —1 (Tavaw N TUB“JUO‘)(TUUO‘W - Tcrﬁwua)/ = TonT(;
n a=2
Por lo tanto, el criterio de razon de verosimilitudes para contrastar la hipotesis
Ho i vin =15+ %ih = Yin
es

A~ |Bq|*7 _ T, BaT. | _ IB’&%I”T_I_
B,|"T  |T,B,TY"T  |Bg|'T
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Capitulo 5

Aplicacién a datos reales

5.1. Introduccion

Se utiliza la metodologia del proceso de difusién lognormal unidimensional tri-
paramétrico expuesto en el capitulo 1 de esta tesis, para el estudio de la evolucion
de un indicador demografico basico como es la nupcialidad, concretamente la va-
riable “Edad media al primer matrimonio”, en Espana y Comunidad Auténoma de
Andalucia. Las respectivas variables estocésticas dependientes del tiempo son:

» X (t), edad media al primer matrimonio en varones en Espafia.
» Yi(¢), edad media al primer matrimonio en mujeres en Espaila.
= X5(t), edad media al primer matrimonio en varones en Andalucia.

Y5(t), edad media al primer matrimonio en varones en Andalucia.

Para X;(t) e Yi(t) se toman los datos correspondientes al periodo de tiempo
1982-2002 para ajustar el correspondiente modelo, y para las variables X5 (¢) e Ya(t)
se toman los datos correspondientes al periodo de tiempo 1980-2002. Los valores
observados corresponden a observaciones en intervalos de tiempo iguales a un afo.
La fuente de datos para todas las variables ha sido el I.N.E. (Instituto Nacional de
Estadistica de Espana).

Se siguen los siguientes pasos en la metodologia estadistica:

1. Se toman los valores observados para los periodos 1982-2001 para X;(t) e Y7 (t)
y 1980-2001 para X5(t) e Ya(t) para la estimacién de los pardmetros, reservando
los valores observados en el ano 2002 para compararlos con la correspondiente
prediccién por el ajuste del modelo.
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2. Se calculan las estimaciones de los parametros utilizado las expresiones obtenidas
en (1.10), (1.11), (1.12). La expresién (1.12) se aproxima numéricamente us-
ando el programa Mathematica 5.0.

3. Una vez que se han estimado los parametros, se obtienen las funciones ten-
dencia estimada y tendencia condicionada estimada para cada variable, rep-
resentando cada una de estas funciones. Ademas se simulan 10 trayectorias
usando los dos algoritmos descritos en el capitulo 1, representandose junto con
la media de estas trayectorias y con la tendencia estimada.

5.2. Aplicacion

5.2.1. Edad media al primer matrimonio en varones en Es-
pana

En la Tabla 5.1 se muestran los valores observados de Xi(t) y los valores de las
funciones tendencia estimada y tendencia condicionada estimada.

La estimacion maximo verosimil de los parametros se muestra en la Tabla 5.2.

La Figura 5.1 muestra el ajuste y la prediccién para X;(t) usando la funcién
tendencia estimada.

XLt

= Tendencia

*++ Palores obrervadors

. Tiempo
1335

Figura 5.1: Ajuste y prediccién para X;(t) usando la funcién tendencia estimada.
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Anos Xi(t) Tendencia Tendencia Condicionada
1982 26.7 26.7000 26.7000
1983 26.76  26.8303 26.8303
1984 26.9 26.9662 26.8929
1985 27.03  27.1079 27.0389
1986 2715  27.2559 27.1745
1987 27.23  27.4102 27.2997
1988 2739  27.5712 27.3832
1989 2756  27.7392 27.5501
1990 2781 279144 27.7275
1991 28.09  28.0972 27.9883
1992 28.35  28.2880 28.2804
1993 28.66  28.4870 28.5517
1994 28.92  28.6946 28.8751
1995 29.16  28.9112 29.1464
1996 2946  29.1372 29.3968
1997 29.69  29.3730 29.7097
1998 29.85  29.6190 29.9497
1999 30.01  29.8756 30.1166
2000 30.16  30.1433 30.2836
2001 30.41  30.4227 30.4400
Prediccion
2002 30.63  30.7141 30.7009

Cuadro 5.1: Valores observados, tendencias estimadas y valor predicho para X (t).

~

r-)/

~

a

~

fi

~

g

23.6911

0.042282

0.042381

0.0140717

Cuadro 5.2: Estimacién méximo verosimil de los pardmetros del proceso X (t).

La Figura 5.2 muestra el ajuste y la prediccién para Xi(¢) usando la funcién
tendencia condicionada estimada.
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X1itd
.-'-...
- .:;'
20 o
- i
F
_.-":.- Terndencia
3 . comdiciomada
B

.?“-'-"" *++ Palores obrervadors

& 3
e
i~ o
e
.
—r - 1 1 1 Tiempo
o |: 1330 1335 000

Figura 5.2: Ajuste y prediccién para X (t) usando la funcién tendencia condicionada
estimada.

A continuacién se simulan 10 trayectorias (n) tomando como valores para 7, u
y o los obtenidos mediante la estimacion maximo-verosimil usando los datos reales
correspondientes a la “Edad media al primer matrimonio en varones en Espana”.
Para cada trayectoria se generan 202 datos (ny), considerando los instantes de tiempo

ti=(i—1h,  i=0,..,201

Como valor inicial se toma el primer valor observado que en este caso:

xo = 26,70

Simulacién
ni| n | h Xo vy L o
10 1 202 | 0.1 | 26.70 | 23.6911 | 0.042381 | 0.0140717

Cuadro 5.3: Valores utilizados en la simulacion.

La simulacion se realiza por los dos métodos expuestos en el capitulo 1, en primer
lugar a partir del algoritmo propuesto por Rao (ver (1.26)) como se muestra en la
Figura 5.3 y en segundo lugar utilizando el método de simulaciéon a partir de la
ecuacién integral de Itd (ver (1.19)), mostrandose los resultados en la Figura 5.4.
En ambas figuras se representan dichas trayectorias junto con la media de estas y
la funcién tendencia estimada considerando los parametros expuestos anteriormente.
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X1lie)
EL
21F
anf == Tendencia
mw Media trayectoriar
2q —— Trayectorias
Tiempo

1335

Figura 5.3: Varias trayectorias X (¢) usando algoritmo de Rao, media de las trayec-
torias y funcion tendencia estimada.

XLt

== Tendencia
mw Media trayectoriar
—— Trayectorias

Tiempo

1330 1335 000

Figura 5.4: Varias trayectorias X;(t) usando ecuacién integral de 1t6, media de las
trayectorias y funcion tendencia estimada.
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5.2.2. Edad media al primer matrimonio en mujeres en Es-
pana
En la Tabla 5.4 se muestran los valores observados de Yi(t) y los valores de las

funciones tendencia y tendencia condicionada estimadas. La estimacién maximo
verosimil de los pardmetros se muestra en la Tabla 5.5.

Anos Yi(t) Tendencia Tendencia Condicionada
1982 24.48  24.4800 24.4800
1983 24.62  24.6151 24.6151
1984 2471 24.7563 24.7614
1985 24.79  24.9038 24.8554
1986 24.88  25.0580 24.9391
1987 2497 252191 25.0331
1988 25.13  25.3875 25.1272
1989 25.34  25.5635 25.2944
1990 25.60  25.7473 25.5138
1991 25.94  25.9395 25.7855
1992 26.22  26.1404 26.1409
1993 26.54  26.3503 26.4335
1994 26.86  26.5696 26.7679
1995 27.10  26.7988 27.1023
1996 27.40  27.0384 27.3531
1997 27.62  27.2887 27.6666
1998 27.79  27.5504 27.8965
1999 27.95  27.8238 28.0742
2000 28.12  28.1095 28.2414
2001 28.39  28.4081 28.4191
Prediccion
2002 28.59  28.7201 28.7012

Cuadro 5.4: Valores observados, tendencias estimadas y valor predicho para Y7 (t).

0 a i o
21.4815 | 0.0439282 | 0.0440658 | 0.0165907

Cuadro 5.5: Estimacién méximo verosimil de los pardmetros del proceso Y (?).
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La Figura 5.5 muestra el ajuste y la prediccién para Yi(t) usando la funcién
tendencia estimada.

F1it)
£5
7 = Tendencia
*++ Palores obrervadors
ZE
e . L L Tiempo
ﬂ 1990 1995 2000

Figura 5.5: Ajuste y prediccién para Y7(t) usando la funcién tendencia estimada.

La Figura 5.6 muestra el ajuste y la prediccién para Yi(t) usando la funcién
tendencia condicionada estimada.

F1it)
7+
o
"_.I"
& -
P
_.""'
&
77 r. Tendencia |
+ condicionada
“___.--t'. +++  Yalore: chrerwvados
EE A
__t."'-.
.
—— 1 L 1 Tiempa
_i__..-:-""‘[y 1330 1335 Z00n

Figura 5.6: Ajuste y prediccién para Y7(t) usando la funcién tendencia condicionada
estimada.

A continuacién se simulan 10 trayectorias (n) tomando como valores para 7, u
y o los obtenidos mediante la estimacién maximo-verosimil usando los datos reales
correspondientes a la “Edad media al primer matrimonio en mujeres en Espana”.
Para cada trayectoria se generan 202 datos (nq), considerando los instantes de tiempo

ti=(i—1h, i=0,..,201.
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Como valor inicial se toma el primer valor observado que en este caso es:

To = 24,48

Simulacién
n | n h o y 1 o
10 | 202 | 0.1 | 24.48 | 21.4815 | 0.0440658 | 0.0165907

Cuadro 5.6: Valores utilizados en la simulacion.

La simulacion se realiza por los dos métodos expuestos en el capitulo 1, en
primer lugar a partir del algoritmo propuesto por Rao (ver 1.26) como se muestra
en la Figura 5.7 y en segundo lugar utilizando el método de simulacién a partir de
la ecuacion integral de It (ver 1.19), mostrandose los resultados en la Figura 5.8.
En ambas figuras se representan dichas trayectorias junto con la media de estas y la
funcién tendencia estimada considerando los parametros expuestos anteriormente.

TLit)
21}

20F

Z9F

= Tendencia
mw Media trayectoriar
—— Trayectorias

G F

Tiempo

Figura 5.7: Varias trayectorias Y;(t) usando algoritmo de Rao, media de las trayec-
torias y funcién tendencia estimada.
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F1le)
29t
25|
= Tendencia
mw Media trayectoriar
—— Trayectorias
Tiempo

1335

Figura 5.8: Varias trayectorias Y7(t) usando ecuacién integral de It6, media de las
trayectorias y funcion tendencia estimada.

5.2.3. Edad media al primer matrimonio en varones en An-
dalucia
En la Tabla 5.7 se muestran los valores observados de Xs(t) y los valores de las

funciones tendencia y tendencia condicionada estimadas. La estimacién maximo
verosimil de los pardmetros se muestra en la Tabla 5.8.

La Figura 5.9 muestra el ajuste y la prediccién para X,(t) usando la funcién
tendencia estimada.

XE(E)
20
49
= Tendencia
£&
*++ Palores obrervadors
7
5 Tiemnpo

1355 1330 1335 Z00a

Figura 5.9: Ajuste y prediccién para Xo(t) usando la funcién tendencia estimada.

TESIS DOCTORAL. EVA M* RAMOS ABALOS. 109



CAPITULO 5. APLICACION A DATOS REALES

Anos Xs(t) Tendencia Tendencia Condicionada
1980 26.08  26.0800 26.0800
1981 26.22  26.1838 26.1825
1982 26.33  26.2926 26.3299
1983 26.41  26.4066 26.4458
1984 26.45  26.5259 26.5300
1985 26.61  26.6509 26.5721
1986 26.72  26.7818 26.7406
1987 26.80  26.9190 26.8565
1988 26.93  27.0627 26.9407
1989 2713 27.2131 27.0776
1990 27.32 273707 27.2882
1991 2751  27.5358 27.4883
1992 27.69  27.7088 27.6884
1993 2797 27.8899 27.8779
1994 28.24  28.0796 28.1728
1995 28.50  28.2784 28.4571
1996 28.87  28.4865 28.7309
1997 29.09  28.7045 29.1205
1998 29.24  28.9329 29.3522
1999 2942 29.1721 29.5101
2000 29.54  29.4227 29.6997
2001 29.85  29.6852 29.8260
Prediccion
2002 2994 29.9601 30.1525

~

3

~

a

A~

i

A

g

24.1474

0.051526

0.0516807

0.0175877

Cuadro 5.7: Valores observados, tendencias estimadas y valor predicho para Xs(t).

Cuadro 5.8: Estimacién méximo verosimil de los parametros del proceso Xs(t).

La Figura 5.10 muestra el ajuste y la prediccién para X,(t) usando la funcién
tendencia condicionada estimada.
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X2 0s)
20 o
e
o r
29 3
--I..
F Terndencia
¥ condicionada
o] 3.'
o *++  Palores cbhrervador
g
zn
J-I-...-...¢
="
" i ) ) , Tiampo
1355 13230 1335 zoan

Figura 5.10: Ajuste y prediccién para Xo(t) usando la funcién tendencia condiciona-
da estimada.

A continuacién se simulan 10 trayectorias (n), tomando como valores para -, u
y o los obtenidos mediante la estimacion maximo-verosimil usando los datos reales
correspondientes a la “Edad media al primer matrimonio en varones en Andalucia”.
Para cada trayectoria se generan 222 datos (ny), considerando los instantes de tiempo

ti=(i—1)h, i=0,..,22L.

Como valor inicial se toma el primer valor observado que en este caso es:

To = 26,08

Simulacién
n| n | h X y [ o
10 | 222 | 0.1 | 26.08 | 24.1474 | 0.0516807 | 0.0175877

Cuadro 5.9: Valores utilizados en la simulacion.

La simulacién se realiza por los dos métodos expuestos en el capitulo 1, en primer
lugar a partir del algoritmo propuesto por Rao (ver 1.26) como se muestra en la
Figura 5.11 y en segundo lugar utilizando el método de simulacién a partir de la
ecuacion integral de Ito (ver 1.19), mostrandose los resultados en la Figura 5.12. En
ambas figuras se representan dichas trayectorias junto con la media de estas y la
funcién tendencia estimada considerando los parametros expuestos anteriormente.
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XE(ED

= Tendencia
mw Media trayectoriar
—— Trayectorias

Tiempo
13&5 1330 1335 Z00n

Figura 5.11: Varias trayectorias X,(t) usando algoritmo de Rao, media de las trayec-
torias y funcion tendencia estimada.

XE(ED

== Tendencia
mw Media trayectoriar
—— Trayectorias

Tiempo

1355 1330 1335 000

Figura 5.12: Varias trayectorias X,(t) usando ecuacién integral de It6, media de las
trayectorias y funcion tendencia estimada.
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5.2.4. Edad media al primer matrimonio en mujeres en An-

dalucia

En la Tabla 5.10 se muestran los valores observados de Ya(t) y los valores de las
funciones tendencia y tendencia condicionada estimadas. La estimacién maximo
verosimil de los pardmetros se muestra en la Tabla 5.11.

Anos Y5(t) Tendencia Tendencia Condicionada
1980 23.69  23.6900 23.6900
1981 23.76  23.8587 23.8587
1982 24.05  24.0303 23.9299
1983 24.26  24.2047 24.2247
1984 24.24  24.3820 24.4382
1985 24.37  24.5622 24.4179
1986 24.43  24.7454 24.5500
1987 24.52 249317 24.6110
1988 24.62  25.1211 24.7025
1989 24.9 25.3137 24.8042
1990 25.1  25.5095 25.0889
1991 25.36  25.7085 25.2922
1992 25.61  25.9108 25.5565
1993 25.89  26.1165 25.8107
1994 26.3 26.3256 26.0954
1995 26.49  26.5382 26.5122
1996 26.84  26.7544 26.7053
1997 27.06  26.9741 27.0612
1998 27.28  27.1975 27.2848
1999 2749  27.4246 27.5085
2000 27.62  27.6555 27.7220
2001 27.88  27.8903 27.8541
Prediccion
2002 28.05  28.1289 28.1185

Cuadro 5.10: Valores observados, tendencias estimadas y valor predicho para Ys(t).
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~ ~ ~ ~

o a il o
13.5541 | 0.0164755 | 0.0165096 | 0.00825442

Cuadro 5.11: Estimacién méximo verosimil de los pardmetros del proceso Ya(t).

La Figura 5.13 muestra el ajuste y la prediccién para Y3(t) usando la funcién
tendencia estimada.

TE(E)
£
7
= Tendencia
ZE
*++ Palores obrervadors
5
Tiempo
1; 1355 1330 1335 000

Figura 5.13: Ajuste y prediccién para Y3(t) usando la funcién tendencia estimada.

La Figura 5.14 muestra el ajuste y la prediccién para Y3(t) usando la funcién
tendencia condicionada estimada.

TEtE)
i
Pt L
=3
z7 A
e .
il Tendencia |

26 ' condiciomada

‘___-""r +++  Yalore: chrerwvados
Z5 o

R e
F ol
— Tiempo
ind 1955 19490 19495 Z00a

Figura 5.14: Ajuste y prediccion para Y(t) usando la funcién tendencia condicionada
estimada.

TESIS DOCTORAL. EVA M* RAMOS ABALOS. 114



5.2. APLICACION

A continuacién se simulan 10 trayectorias (n), tomando como valores para 7, p
y o los obtenidos mediante la estimacion maximo-verosimil usando los datos reales
correspondientes a la “Edad media al primer matrimonio en mugjeres en Andalucia”.
Para cada trayectoria se generan 222 datos (ny), considerando los instantes de tiempo

ti=(i—1)h, i=0,..221.

Como valor inicial se toma el primer valor observado que en este caso es:

o = 23,69

Simulacién
n | n | h o vy 1 o
10 | 222 | 0.1 | 23.69 | 13.5541 | 0.0165096 | 0.00825442

Cuadro 5.12: Valores utilizados en la simulacién.

La simulacién se realiza por los dos métodos expuestos en el capitulo 1, en
primer lugar a partir del algoritmo propuesto por Rao (ver 1.26) como se muestra
en la Figura 5.15 y en segundo lugar utilizando el método de simulacién a partir de
la ecuacion integral de Ito (ver 1.19), mostrandose los resultados en la Figura 5.16.
En ambas figuras se representan dichas trayectorias junto con la media de estas y la
funcién tendencia estimada considerando los parametros expuestos anteriormente.
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TECE]

z9

Z5

27 = Tendencia
mw Media trayectoriar
—— Trayectorias

Z6

Z5
Tiempo

1330 1335 Z0oa

Figura 5.15: Varias trayectorias Y5(t) usando algoritmo de Rao, media de las trayec-
torias y funcion tendencia estimada.

TECE]
25
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- e Tiempo
1355 1330 1335 Z00n

Figura 5.16: Varias trayectorias Ya(t) usando ecuacién integral de 1t6, media de las
trayectorias y funcion tendencia estimada.

5.3. Método de optimizacion Simulated Anneal-
ing

5.3.1. Introduccion

En capitulos anteriores se ha planteado la problematica existente en la estimacion
de los parametros del proceso de difusién lognormal triparamétrico. La resolucion
de las ecuaciones de verosimilitud se lleva a cabo mediante la utilizacién de algin
método de aproximacién numérica, por ejemplo Newton-Raphson que es el utiliza-
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do en nuestro caso, lo cual genera bastantes problemas, como el hecho de que se
requiere un valor inicial cercano a la solucién para que se de su convergencia. Se
plantea a continuacion el método de optimizacién Simulated Annealing, con el que
se intentard solventar algunos de los problemas planteados anteriormente. El obje-
tivo de este método es minimizar una funciéon objetivo. En nuestro caso, la funcion
que se minimizara sera:

—IDL(ZL’l, . ’{L‘n;a70'2,’7)

2
o . ., e .
con a =y — —, siendo L(xy,...,2,;a,0% ) la funcién de verosimilitud obtenida

en el capitulo 1 (seccién 1.3).

Se utilizara la reparametrizacién del proceso planteada en la seccién 1.5, con el
objeto de realizar una compresion del rango de valores sobre el cual, la funcién de
log-verosimilitud condicionada debe ser maximizada para encontrar 4.

En primer lugar se describe el método y se aplicara a la estimacion del proceso
de difusién lognormal unidimensional triparamétrico expuesto en el capitulo 1 de

esta tesis.

Se estiman los parametros del proceso utilizando este método para los siguientes
conjuntos de datos:

= Datos generados mediante el método de simulacién a partir de la solucion
exacta de la ecuacién integral de It6 (subseccion 1.4.1).

= Datos generados mediante el método de simulacion a partir del algoritmo pro-
puesto por Rao (subseccion 1.4.2).

» X(t), edad media al primer matrimonio en varones en Espana.
» Yi(t), edad media al primer matrimonio en mujeres en Espana.
» X5(t), edad media al primer matrimonio en varones en Andalucia.

» Y5(t), edad media al primer matrimonio en varones en Andalucia.

Para comprobar la efectividad de los resultados obtenidos con este método, se
compararan estos con los estimadores maximo verosimiles que se han calculado para
cada uno de los conjuntos de datos que se van a considerar.
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5.3.2. Descripcion del método

El método Simulated Annealing (SA) o Sobrecalentamiento Simulado es una técnica
que ha llamado significativamente la atencién en los problemas de optimizacion a
gran escala. Tiene sus origenes en el trabajo de Metropolis, Rosenbluth, Rosenbluth,
Teller y Teller [42] para la minimizacién de una funcién sobre un conjunto finito de
tamano muy grande, aunque también puede ser aplicado a la optimizacion sobre un
conjunto continuo (Duflo [16]). Varios autores como Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi
[38] mostraron su utilidad para encontrar los 6ptimos globales en problemas de op-
timizacion combinatoria.

El método estd basado en la analogia del principio termodindmico de la cristal-
izacién, donde primero se calienta el material al estado liquido y posteriormente se
reduce la temperatura lentamente hasta que se enfria de forma que el cristal resul-
tante sea perfecto. Un aspecto fundamental es la velocidad de decrecimiento de la
temperatura ya que un enfriamiento demasiado rapido implicaria impurezas por lo
que no se alcanzaria el éptimo.

El problema que nos planteamos es

max h(0) (5.1)
o lo que es lo mismo

min —h(6) (5.2)

€O

La utilizacion de métodos numéricos deterministicos implicarian el tener en cuenta
las propiedades analiticas de la funcién principal. La utilizaciéon de una aproximacion
mediante Simulated Annealing se centra mas en h desde un punto de vista mas prob-
abilistico que analitico.

Los métodos numéricos han sido los mas utilizados, aunque los métodos de simu-
laciéon han ganado en atractivo debido a la relaciéon de contraccién en la regularidad
del dominio © y en la funcién h. Por supuesto, puede existir una aproximacion
numérica alternativa que proporcione una solucién exacta de (5.2), algo que rara-
mente se obtiene mediante un algoritmo estocastico, pero la simulacion tiene la
ventaja de saltarse los primeros pasos del mecanismo de un algoritmo y de estudi-
ar si h verifica algunas condiciones de regularidad. Esto es particularmente cierto
cuando el calculo de h es muy complicado.

La idea fundamental del método es que un cambio de escala, llamado temperatu-
ra, permite movimientos mas rapidos en la superficie de la funciéon h a maximizar,
cuyo negativo es denominado energia. El estado 6ptimo sera por tanto alcanzado si
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T disminuye de manera lenta y bien controlada. El cambio en la escala parcial evita
la atraccion de maximos locales. Dado el pardmetro temperatura, 7' > 0, se genera
una muestra 67, 0% ... de una distribucién

m(0) o< exp(h(0)/T)

que puede ser usada para llegar a una aproximacién del maximo de h. Como T
decrece hacia 0, los valores simulados para esta distribucion llegan a estar concen-
trados en un entorno cada vez mas pequeno del maximo local de h.

Para simular la evolucion de un sistema fisico, Metropolis, Rosembluth, Rosem-
bluth, Teller y Teller [42] introdujeron un método iterativo conocido como regla de
aceptacion de Metropolis, que provoca un cambio del estado actual del sistema en
los siguientes términos:

= Si la energia del sistema S disminuye, se acepta la modificacién.

s Si la energia aumenta en AS, la modificacién puede ser aceptada con proba-
bilidad exp{— A S/T'}, donde T es la temperatura.

Es decir, comenzando en 6, se genera ( de una distribucién uniforme en el en-
torno v(6y) de Oy (que llamaremos vecindario), o de forma méas general, a partir de
una distribucién con densidad ¢g(|¢—6y]), generandose el nuevo valor € de la siguiente
forma:

0, — ¢ con probabilidad p = exp(Ah/T) A 1
'™ 1 6y con probabilidad 1 — p,

donde Ah = h({) — h(6y).

Por tanto, si A(() > h(6y), ¢ es aceptado con probabilidad 1 (es decir, 6 se susti-
tuye por ¢ en todos los casos). Por otro lado, si h(¢) < h(6y), ¢ podria ser aceptado
con probabilidad p # 0, en este caso 6y se sustituye por (. Esta propiedad permite
al algoritmo escapar de la atraccién de 6y, si 6y es un méaximo local de h, con una
probabilidad que depende de la eleccion de la escala de T, comparada con el rango
de la densidad g. Este método es de hecho el algoritmo Metropolis, el cual simula

la densidad proporcional a exp {h(0)/T}, como la distribucién limite de la cadena
B0, 0. ...

La determinacion del parametro temperatura ha sido estudiado desde el punto
de vista practico por diversos autores como Geman y Geman [18], Mitra, Romeo
y Sangiovani-Vicentelli [43], Van Laarhoven y Aarts [56] y Aarts y Korst [1] entre
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otros. Aarts y Korst [1] ofrecen una demostracién en el contexto de las cadenas
de Markov, donde el método SA encuentra asintéticamente un éptimo global. La
demostracion de la existencia de una distribucion estacionaria asociada a la cadena
de Markov se establece modelizando una cadena de Markov ergédica y aperiddica,
mediante un recorrido aleatorio. Hajek [33] muestra las condiciones sobre T' para la
convergencia a un éptimo global del algoritmo SA sobre espacios finitos, Winkler
[59] extiende la demostracién de Hajek [33] y Andrieu y Doucet [3] ofrecen una de-
mostracién de la convergencia del algoritmo SA en el contexto de los modelos de
Markov.

En la practica, el parametro de control se disminuye por niveles, generando una
sucesion de estados, permitiendo al sistema aproximar el equilibrio para cada nivel.
El algoritmo se detiene para un valor pequeno de 7', de manera que practicamente
ninguna nueva generacion es aceptada. Por lo tanto, se elige como solucién del prob-
lema el estado que optimiza la funcién objetivo entre los estados de la sucesion
generada.

En varios estudios realizados, se garantiza la convergencia asintotica de SA, pero
en la practica se debe implementar el algoritmo en tiempo finito. Para ello se define
una sucesion finita de cadenas de Markov truncadas, asociadas a los valores de de-
crecientes de la temperatura.

Es necesario fijar unos determinados valores iniciales para la generacion de las
cadenas de Markov y para obtener valores satisfactorios:

1. Valor inicial de parametro Temperatura: Ty.

2. Valor final del pardmetro Temperatura: T}.

3. Ley de decrecimiento del parametro Temperatura.

4. Longitud de truncamiento de las cadenas de Markov: L.

La ley de decrecimiento de la Temperatura T}, donde k es el nimero de la it-
eracién, esta relacionado a la longitud de la cadena de Markov de los niveles asociados
a Ty, v es necesario encontrar un equilibrio entre ambas. Este equilibrio se alcanza
cuando la distribucion de probabilidad asociada a la k-ésima cadena de Markov,
después de L, transiciones, esta cerca de la distribucion estacionaria asociada a esta
cadena. En la practica se hacen pequenas disminuciones de T} con el fin de evitar
cadenas demasiado largas.
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Las condiciones que garantizan la convergencia del método, tal y como se pre-
senta en Aarts y Korst [1], cuando la regla de aceptaciéon de Metropolis se utiliza son:

s La conexidad entre estados.

= Todos los vecindarios tienen el mismo cardinal y en un vecindario todos los
estados tienen la misma probabilidad de ser generados.

s Reversibilidad entre los estados.

Teniendo en cuenta todo lo expuesto anteriormente, el algoritmo SA quedaria de
la siguiente forma:

1. Simular ¢ de una distribucién instrumental con densidad g(|¢ — 6;]).

2. Aceptar ;.1 = ( con probabilidad p; = exp{Ah;/T;} A 1.
En otro caso tomar 6,1 = 6;.

3. Actualizar T; con T; + 1.

La Figura 5.17 muestra esqueméaticamente la dinamica del método.
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ALGORITMO SA

( Inicializar : i, T, L, j.i,, K:=0 )

Generar je ¥ (i)
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Metropolis 7 (j,1,T)

!

NO

Terminar L

L

Calcular T,; K=K+l

L

Convergencia : K

N maximo de iteracciones
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i

Figura 5.17: Algoritmo SA.
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5.3.3. Aplicacion del método de optimizaciéon Simulated An-
nealing

Como se ha indicado anteriormente, se aplica a continuaciéon el método descrito a
distintos conjuntos de datos. En primer lugar a los conjuntos de datos simulados,
para comprobar que el método es efectivo, y a continuacién a los cuatro grupos de
datos reales que se han utilizado en este mismo capitulo. Se muestran los resultados
obtenidos utilizando Simulated Annealing (S.A.), junto con los obtenidos por el
método de maxima verosimilitud (E.M.V.).

La funcién a minimizar en el caso que nos ocupa sera:

I _on-1 N 1o
—In[L(z1,...,zn;a,0%7)] = 5 In(27o )—l—Z;ln(xi—'y)—l—22;1n(ti—ti_1)+

1 n
Rt

X [ln(xi — ’y) — ln(:ri_l — "}/) — a(ti — tz’—l)]2

z z 1

(5.3)

Aplicando la reparametrizacién propuesta por Wingo [58] en la funcién anterior
obtendriamos:

-1 n
—In[L(z1,...,20;0,0%,0)] = & 5 In(27o?) + Zln(wi — [x1 —exp (—0)]) +
=2
+lzn:ln(t~—t‘ )+Zn:;x
2 i—o ! 1 i—o 20’2(t7; — ti—l)

X [ln (zi — [r1 — exp (=0)]) —In (i1 — [#1 — exp (—0)]) —

—a@i—tFJHQ

con x7 el minimo de los valores de la muestra.

A continuacién se determinaran todos los valores iniciales que requiere el algo-
ritmo y la ley de decrecimiento de la temperatura. En el caso que nos ocupa, se
determina siguiendo la siguiente expresion:

1o
1+ 1

T, =

TESIS DOCTORAL. EVA M* RAMOS ABALOS. 123



CAPITULO 5. APLICACION A DATOS REALES

siendo Ty la temperatura inicial fijada. Esta ley nos asegura que el enfriamiento es
lo suficientemente lento como para alcanzar el éptimo.

Se plantea el problema de elegir el nuevo vecino, es decir, de que forma elegimos
un nuevo valor de los pardmetros. Para ello se genera un valor de una uniforme, que
se suma al antiguo valor del parametro siempre que el nuevo valor se encuentre en un
entorno adecuado de posibles valores de los parametros. Para ello, hay que decidir
que entorno es admisible para cada parametro. En este caso, se utilizan diversos
procedimientos graficos a partir de las ecuaciones de verosimilitud, de manera que
nos permite acotar los posibles valores éptimos de los parametros.

A continuacién se muestran, como ya se ha comentado anteriormente, los resul-
tados obtenidos utilizando dicho método. Recordamos que se realizaba la simulacién
de 25 datos considerando los parametros que se muestran en la Tabla 5.13.

Simulacién
v m 4
110.210.0001

Cuadro 5.13: Valores utilizados en la simulacion.

Datos generados mediante el método de simulacién a partir de la solucién
exacta de la ecuacién integral de Ito

La Tabla 5.14 muestra los valores obtenidos para los pardametros del proceso uti-
lizando Estimaciéon Méximo Verosimil (E.M.V.) y optimizaciéon mediante Simulat-
ed Annealing (S.A.)

Método | 4 i &
E.M.V. | 1.00006 | 0.200005838 | 0.000080467
S.A. | 1.00483 | 0.214715294 | 0.000908268

Cuadro 5.14: Estimaciéon de los parametros datos simulados a partir de la solucion
exacta de Ito.

Como puede observarse, la estimacién maximo verosimil ofrece unos resultados
algo mejores que el método propuesto, aunque esta diferencia es minima.
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Datos generados mediante el método de simulacion a partir del algoritmo
propuesto por Rao

La Tabla 5.15 muestra los resultados obtenidos estimando los parametros del
proceso utilizando los dos métodos mencionados anteriormente.

Método A ft o
E.M.V. | 0.99987 | 0.198815563 | 0.0000895
S.A. 1.01499 | 0.205681243 | 0.0009925

Cuadro 5.15: Estimacion de los parametros datos simulados a partir del algoritmo
propuesto por Rao.

Para este conjunto de datos, puede observarse que ambos métodos presentan
unos resultados semejantes, aunque en el caso del valor de &, el método S.A. nos
ofrece una mejor estimacion.

Podemos anadir, que estas diferencias en los estimadores podrian reducirse posi-
blemente tras ajustar la precision y el niimero de iteraciones en el algoritmo S.A.

Es evidente, tras estos resultados, que el algoritmo S.A. es un buen método de
estimacion que puede eliminar muchas de las dificultades que se encuentran en la
estimacion maximo verosimil. Es por ello, por lo que pasamos a estimar los paramet-
ros para las cuatro variables consideradas anteriormente, mostrandose los resultados
en las siguientes tablas.

Edad media al primer al matrimonio de varones en Espana.

Método A il o
E.M.V. | 23.6911 | 0.042381 | 0.0140717
S.A. 23.3911 | 0.027979 | 0.0007018

Cuadro 5.16: Estimacion de los pardmetros del proceso X (t).
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Edad media al primer matrimonio en mujeres en Espana.

Método o il o
E.M.V. | 21.4815 | 0.0440658 | 0.0165907
S.A. 21.4809 | 0.0157678 | 0.0007178

Cuadro 5.17: Estimacién de los pardmetros del proceso Y;(t).

Edad media al primer matrimonio en varones en Andalucia.

Método o il o
E.M.V. | 24.1474 | 0.0516807 | 0.0175877
S.A. 24.0744 | 0.0027218 | 0.0008643

Cuadro 5.18: Estimacién de los pardmetros del proceso Xs(t).

Edad media al primer matrimonio en mujeres en Andalucia.

Método 4 il o
E.M.V. | 13.5541 | 0.0165096 | 0.00825442
S.A. 13.2081 | 0.0105934 | 0.00034225

Cuadro 5.19: Estimacién de los pardmetros del proceso Ya(t).

5.3.4. Conclusiones

Aunque el método que se propone se encuentra aun en fase de depuracién, los resul-
tados obtenidos hacen pensar que es una buena alternativa a los métodos existentes,
ya que tanto su base tedrica como su implementacion o adaptacién a cualquier tipo
de problema resulta mucho mas sencilla.

Se puede anadir también, que la mayoria de los métodos existentes dependen
en gran medida de la solucién de partida. En este caso, si los largos de la cadena
de Markov generadas son lo suficientemente largos, este método no depende de la

TESIS DOCTORAL. EVA M* RAMOS ABALOS. 126



5.3. METODO DE OPTIMIZACION SIMULATED ANNEALING

solucién inicial, aunque eso implicaria el empleo de mas tiempo de bisqueda de la
solucion.
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