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la cabeza humana 139
6.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

6.1.1. Enfoques del problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
6.1.2. Normativas y métodos de estimación del SAR . . . . . 141

6.2. Modelado computacional de la cabeza
humana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

6.3. Efecto de la presencia de la cabeza sobre el comportamiento
de las antenas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

6.4. Cálculo del SAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
6.4.1. Cálculo del SAR de antenas pequeñas optimadas me-
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iv Índice

B.3.1. Cálculo del campo eléctrico cercano . . . . . . . . . . . 170
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CAPÍTULO 1

Justificación y precedentes

1.1. Introducción

El desarrollo de esta Tesis es paralelo al del proyecto europeo de inves-
tigación titulado ’Exploring the limits of Fractals Electrodynamics for the
future telecommunication technologies ’, Fractalcoms [1], cuyo principal obje-
tivo ha sido la exploración de los ĺımites fundamentales y tecnológicos de las
antenas pequeñas basadas en la geometŕıa fractal, introducida por Mandel-
brot en su libro ’The fractal geometry of nature’ en 1984 [2].

La relación entre el tamaño de una antena y sus prestaciones es una limi-
tación fundamental teórica que ya fue establecida en 1947 por Wheeler [3],
quien usando un modelo circuital de la antena demostró que el producto de
su ancho de banda por su eficiencia está directamente relacionado con el volu-
men ocupado por la misma. Posteriormente, Chu [4] generalizó el trabajo de
Wheeler, estudiando la relación de dicho volumen con el factor de calidad Q,
definido como el cociente entre la enerǵıa almacenada en los campos electro-
magnéticos cercanos y la enerǵıa radiada por la antena. Chu demostró que
el mı́nimo valor de Q alcanzable por una antena vaŕıa aproximadamente de
forma inversa con el cubo de su tamaño eléctrico (definido como kh, siendo
k el número de ondas de la antena en su resonancia y h el radio de la menor
esfera que circunscribe a la antena y su imagen). Otros autores [5–7] han
alcanzado expresiones más precisas que la de Chu, si bien sus resultados son
idénticos para tamaños eléctricos muy pequeños (kh � 1). Harrington [8],
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2 Caṕıtulo 1. Justificación y precedentes

en 1960, extendió el trabajo de Wheeler y Chu para incluir el efecto de las
pérdidas, demostrando que la miniaturización de antenas conlleva también
una reducción en la eficiencia y la ganancia de las mismas. Por otra parte, y
como apunta Hansen [9], se puede conseguir disminuir el factor Q para an-
tenas pequeñas a costa de disminuir también su eficiencia. Aśı, por ejemplo,
Wolf et al. [10] presentaron sensores electromagnéticos de muy baja frecuen-
cia y pequeño tamaño para comunicaciones submarinas.

De entre las posibles aplicaciones de las antenas pequeñas, definidas de
acuerdo a Wheeler [11] como aquellas que cumplen la relación kh < 1, se
pueden destacar el diseño de antenas a muy baja frecuencia (VLF) [11, 12],
donde la elevada longitud de onda (de orden kilométrico) exige el uso de
antenas de tamaño mucho menor a la misma por motivos tanto tecnológicos
como económicos, y el uso de antenas para dispositivos móviles [13], donde el
tamaño y el peso de los terminales dependen en parte de los de sus antenas,
lo que ha aumentado en los últimos años el interés en encontrar mejores
antenas pequeñas.

Muchos investigadores han tratado de encontrar dispositivos que consi-
gan la máxima aproximación posible al ĺımite teórico de antena pequeña.
Por ejemplo, Fenwick [14] propuso doblar los hilos para disminuir el tamaño
de la estructura, demostrando que la orientación de las corrientes en hi-
los próximos afectaba al grado de miniaturización alcanzado. Goubau [15]
presentó un diseño bastante eficiente, tridimensional, basado en el uso de
estructuras con lazos cerrados y carga capacitiva. Actualmente, grupos de
trabajo de todo el mundo siguen buscando soluciones a problemas concretos
de miniaturización, usando para ello diversas técnicas: cargando las antenas
con elementos concentrados pasivos [16], usando materiales de alta constante
dieléctrica o conductores [13], planos de tierra y cortocircuitos [13], lazos con
múltiples vueltas [17], optimizando la geometŕıa [18–20], etc. Técnicas de
optimación mediante algoritmos genéticos [21–23] también han sido usadas
con éxito para el diseño de antenas pequeñas.

A mediados de la década de los noventa, grupos de investigación de la
Universidad Politécnica de Cataluña (UPC) [24] y de la Universidad de
Boston [25] presentaron de forma casi simultánea la potencialidad de las
antenas basadas en geometŕıa fractal para su uso como antenas pequeñas,
basándose en la propiedad de los fractales conocida como ’rellenado del espa-
cio’. Estas antenas, que se denominarán en adelante prefractales, son el resul-
tado de truncar el proceso de formación de un fractal tras un cierto número
de iteraciones de su función generadora (IFS - Iterated function system). Da-
do que la longitud total de algunas curvas fractales aumenta conforme lo hace



1.1. Introducción 3

el número de iteraciones, a priori se pueden conseguir antenas de longitud
arbitrariamente elevada, lo que de acuerdo con Hansen [9] puede acarrear una
mejora en las caracteŕısticas del radiador y por tanto una aproximación a los
ĺımites teóricos de antena pequeña. Basándose en esta idea, varios grupos de
investigación han trabajado durante los últimos años en el diseño de antenas
pequeñas usando geometŕıa prefractal [26–28].

Sin embargo, ya desde los primeros pasos del desarrollo de las antenas
pequeñas prefractales, se comprobó que aunque al aumentar el número de
iteraciones el factor de calidad Q disminuye, lo hace cada vez en una pro-
porción menor hasta que se estanca y no se aproxima más al ĺımite teórico
de Chu [26]. Por otra parte, debido a la acumulación de campo eléctrico en
pequeñas regiones que se produce en las antenas prefractales, y al aumento
de las pérdidas por efecto Joule, su eficiencia disminuye [1]. Trabajos más re-
cientes [29–34] han demostrado la existencia de antenas de geometŕıa eucĺıdea
que consiguen mejores caracteŕısticas que ciertas estructuras prefractales.

Parte del objetivo del proyecto Fractalcoms ha consistido en el estudio de
los ĺımites en las prestaciones de las antenas prefractales. Dentro de este con-
texto, la labor del Grupo de Electromagnetismo de Granada, y en concreto de
esta Tesis, ha estado enfocada al análisis en el dominio del tiempo de antenas
pequeñas de hilo con geometŕıa prefractal, aśı como otras de geometŕıas más
convencionales (tipo zigzag, meander, etc.), u optimizadas mediante algorit-
mos genéticos, que han sido usadas para la comparación con aquéllas. Se ha
optado por antenas de hilo porque son fácilmente implementables, tanto con
hilos como con tiras metálicas (strips) sobre sustratos dieléctricos, y porque
las conclusiones alcanzadas son extensibles a otros tipos de antenas.

La simulación numérica es fundamental para la comprobación del com-
portamiento de distintas estructuras prefractales de interés potencial, dado
que permite su estudio más allá de los ĺımites tecnológicos. El análisis de las
antenas se ha realizado en esta Tesis mediante simulaciones en el dominio
del tiempo, que tienen la ventaja de facilitar la visualización de la evolu-
ción temporal de las magnitudes electromagnéticas implicadas en el proceso
de radiación [35]. Además, el uso de técnicas en el dominio del tiempo per-
mite el uso de ventanas temporales, pudiéndose estudiar por separado las
contribuciones de los distintos centros de radiación de una antena [36].



4 Caṕıtulo 1. Justificación y precedentes

1.2. Objetivos

Como se ha comentado el objetivo de la Tesis es el desarrollo de méto-
dos numéricos en el dominio del tiempo y su aplicación al estudio de an-
tenas pequeñas de hilo basadas en geometŕıa prefractal y en otros tipos
de geometŕıas convencionales y optimizadas mediante algoritmos genéticos.
Aśı pues, los objetivos concretos de esta Tesis se pueden dividir en dos grupos:

1. El primer bloque de objetivos consiste en la extensión de los métodos
numéricos necesarios para el análisis de las estructuras de hilo radi-
antes, tanto en vaćıo, utilizando el Método de los Momentos en el Do-
minio del Tiempo (MoMTD) [36,37] y más concretamente el programa
DOTIG5 [38], como en presencia de cuerpos inhomogéneos, usando un
método h́ıbrido [39, 40] que combina el método de Diferencias Finitas
en el Dominio del Tiempo Impĺıcito de Direcciones Alternantes (ADI-
FDTD) [41, 42] con MoMTD. Algunas de las extensiones a realizar
sobre el programa DOTIG5 consisten en [43]:

a) Permitir el uso de segmentación no uniforme en el modelado de
los hilos.

b) Aprovechar la simetŕıa de los problemas permitiendo la intro-
ducción de planos de tierra.

c) Posibilitar la simulación de estructuras con uniones entre hilos
con segmentación no uniforme en cada uno de ellos mediante el
método de los segmentos solapados [44].

d) Programar algoritmos de postproceso adecuados que permitan la
visualización de corrientes y campos electromagnéticos en las pro-
ximidades de la antena.

Al método h́ıbrido ADI-FDTD-MoMTD se le añadirán todas estas ex-
tensiones del código DOTIG5 (excepto el plano de tierra).

2. El segundo bloque trata del análisis y diseño de antenas pequeñas
basadas en geometŕıa prefractal, aśı como otras basadas en geometŕıas
eucĺıdeas y optimizadas con algoritmos genéticos, tanto en vaćıo como
en presencia de cuerpos inhomogéneos. Los objetivos concretos dentro
de este bloque son los siguientes:
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a) Análisis de antenas prefractales en el dominio del tiempo y visua-
lización de posibles efectos que limiten el comportamiento de las
estructuras [43,45,46].

b) Comparación de estructuras prefractales con otras de geometŕıa
convencional no optimizadas y análisis de los resultados obtenidos
[47,48].

c) Comparación entre distintas antenas prefractales [43].

d) Optimización de estructuras prefractales y no prefractales median-
te algoritmos genéticos. [49–52].

e) Estudio del comportamiento de antenas pequeñas prefractales y
no prefractales en presencia de cuerpos inhomogéneos. Concreta-
mente en presencia de la cabeza humana [53–57].

f ) Desarrollo de un algoritmo para el cálculo de la tasa de absorción
espećıfica (SAR) en el cuerpo humano compatible con las últi-
mas normativas de IEEE [57,58], y aplicación al estudio del SAR
originado por antenas pequeñas de hilo [59].

1.3. Contenido y organización de la memoria

De acuerdo con los objetivos de la Tesis, la memoria ha sido dividida
en dos bloques claramente diferenciados. En el primero de ellos, se presentan
los métodos numéricos de simulación electromagnética y las extensiones reali-
zadas a lo largo de la elaboración de la Tesis. En el segundo, dichos métodos
se aplican al análisis de antenas pequeñas basadas en geometŕıa prefractal y
optimizadas con algoritmos genéticos.

La memoria consta de seis caṕıtulos, incluyendo el presente de intro-
ducción donde se han presentado los objetivos y el marco bibliográfico de
esta investigación. En cuanto a los restantes:

En el segundo caṕıtulo se presenta el programa DOTIG5, basado en
la aplicación del método de los momentos en el dominio del tiempo
(MoMTD) para el análisis de estructuras de hilo. Se describen los fun-
damentos de MoMTD, partiendo de la ecuación integral del campo
eléctrico (EFIE), desarrollando la corriente en funciones base bidimen-
sionales (espaciales y temporales) lagrangianas de tercer orden, y obte-
niendo el sistema de ecuaciones cuya solución es la corriente en los
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hilos que componen la antena. Se ha extendido el código para permi-
tir la simulación de estructuras con tierra y con un número arbitrario
de uniones, aśı como la existencia de segmentación no uniforme. Los
desarrollos numéricos han sido incluidos en apéndices para permitir
una lectura más cómoda del caṕıtulo. También ha sido incluido en un
apéndice un estudio acerca de la elección de los puntos campo en el
método.

En el tercer caṕıtulo se hace una descripción de las herramientas h́ıbri-
das FDTD-MoMTD y ADI-FDTD-MoMTD. Dado que las aplicaciones
de esta memoria involucran problemas en los que la antena no radia
en vaćıo, sino en presencia de cuerpos inhomogéneos, se describe la hi-
bridación de los métodos FDTD y ADI-FDTD con MoMTD a fin de
tratar con precisión tanto el problema inhomogéneo como las antenas.

En el cuarto caṕıtulo se analizan algunas antenas prefractales usan-
do MoMTD. Se realiza el estudio sobre las antenas tipo Koch, árbol
y Hilbert, observándose dos fenómenos que pueden afectar a su carac-
teŕısticas como antenas pequeñas: por una parte, la enerǵıa radiada por
el segmento de alimentación se acopla a otras partes de la estructura,
en el fenómeno que se ha denominado ’shortcut ’; por otra, la variación
existente en la frecuencia de resonancia dependiendo de si la geometŕıa
de la antena presenta tramos con corrientes en el mismo sentido o en
sentidos opuestos. Se comprueba que, en general, se debe alcanzar un
compromiso entre las distintas caracteŕısticas que definen el compor-
tamiento de una antena.

En el quinto caṕıtulo se presentan nuevos diseños de antenas pequeñas
optimizadas mediante algoritmos genéticos multiobjetivo (MGA). En
la primera parte del caṕıtulo se presenta el concepto de algoritmo
genético multiobjetivo. Posteriormente, se emplea un método MGA
para el diseño de antenas optimizadas de geometŕıa prefractal y eu-
cĺıdea, comprobando cómo las últimas tienen en general mejor com-
portamiento.

En el sexto y último caṕıtulo se estudia el comportamiento frente a
un modelo de cabeza humana de algunas de las antenas previamente
optimizadas. Se usa para ello la técnica h́ıbrida ADI-FDTD-MoMTD
presentada en el tercer caṕıtulo, estudiándose tanto el efecto que la
presencia del cuerpo inhomogéneo tiene sobre el comportamiento de la
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antena, como la absorción de potencia producida en dicho cuerpo de-
bida a la radiación electromagnética. Para esto último, se ha calculado
la tasa de absorción espećıfica (SAR) en la cabeza, desarrollando un
algoritmo que cumple las últimas recomendaciones de IEEE, y que se
presenta en el apéndice D.
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CAPÍTULO 2

MoMTD para el análisis en el
dominio del tiempo de antenas
formadas por hilos delgados
conductores

2.1. Introducción

En este caṕıtulo se presenta el método de los momentos (MoM - Method
of Moments) [60, 61] y su aplicación a la solución de la ecuación integral
del campo eléctrico en el dominio del tiempo (EFIE-TD - Electric Field
Integral Equation - Time Domain) para el caso de antenas formadas por
hilos delgados conductores. En primer lugar, el apartado 2.2 se dedica a la
descripción del método de los momentos o de los residuos pesados para la
resolución en general de ecuaciones funcionales mediante la proyección de sus
soluciones en un subespacio funcional dado. En el apartado 2.3 se formula
la ecuación EFIE-TD a partir de la aplicación del principio de equivalencia
f́ısico. Por último, en el apartado 2.4, se presentan los algoritmos utilizados
para su solución mediante el programa de ordenador DOTIG5 [38, 62, 63],
aśı como las modificaciones espećıficas que en esta Tesis se han llevado a
cabo, para aprovechar la simetŕıa generada por un plano de tierra y permitir
la simulación de estructuras de hilos de geometŕıa arbitraria con uniones.

9
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2.2. El método de los momentos.

El método de los momentos, también llamado método de los residuos
pesados, de las proyecciones o de Petrov-Galerkin, es un método general
de solución de ecuaciones funcionales mediante su reducción a ecuaciones
matriciales que pueden ser tratadas utilizando el álgebra lineal. Este tipo de
procedimientos fue descrito por primera vez por Galerkin, en 1915 [64]. Sin
embargo, no se hicieron populares hasta la aparición de los computadores
de alta velocidad, debido a la gran cantidad de cálculo necesario para su
ejecución [61]. A partir de 1960, muchos investigadores comenzaron a resolver
ecuaciones propias del Electromagnetismo mediante métodos numéricos [65–
68], entre los que se encontraba el método de los momentos [60,61].

La mayoŕıa de las soluciones de ecuaciones funcionales pueden interpre-
tarse en términos de proyecciones sobre algún subespacio de un espacio fun-
cional. Evidentemente, en cálculos numéricos, dicho subespacio debe ser de
dimensión finita. Al concepto general de la solución de las ecuaciones usando
dicha proyección sobre un subespacio funcional es a lo que se le conoce como
método de los momentos, de las proyecciones o de los residuos pesados.

El punto de partida del método de los momentos es la ecuación funcional

Lf = g (2.1)

donde L es un operador lineal, g una función conocida, y f una función
incógnita a determinar. La función f se puede representar como combinación
lineal de un conjunto de funciones {f1, f2, f3, · · · } en el dominio de L:

f =
∑

j

αjfj (2.2)

Los coeficientes αj son escalares a determinar y a las funciones fj se las
denomina funciones base. Sustituyendo (2.2) en (2.1), y haciendo uso de la
linealidad de L, se obtiene la expresión

∑
j

αjLfj � g (2.3)

donde la aproximación en la igualdad viene dada por el número finito de
funciones base usado en la práctica para la descomposición de f .

Por otro lado, se definen las funciones peso, {w1, w2, w3, · · · }, en el do-
minio de L. Dichas funciones tienen como objeto la minimización del error
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cometido en la expresión (2.3), mediante la aplicación de un producto interno
con cada uno de sus términos:∑

j

αj〈wi, Lfj〉 = 〈wi, g〉, i = 1, 2, 3, · · · (2.4)

En el caso particular de que las funciones base y peso sean idénticas, al
método de los momentos se le suele denominar método de Galerkin.

El conjunto de ecuaciones dado por (2.4) se puede escribir de forma ma-
tricial, como:

Ã�α = �g (2.5)

siendo:

�α = [αj], Ã = [ai,j], �g = [gj]

ai,j = 〈wi, Lfj〉 (2.6)

gi = 〈wi, g〉
Si la matriz Ã es no singular, se pueden calcular los coeficientes αj de la

solución algebraica de (2.5) y por tanto, posteriormente, la función incógnita
mediante la expresión (2.2). Esta solución puede ser aproximada o exacta
dependiendo de la elección de las funciones base y peso, aunque en general
no suele existir un conjunto finito de funciones base que garanticen la exac-
titud de la solución, por lo que en esta Tesis se considerará la elección de
funciones base y peso encaminada a la minimización del error dado al utilizar
la ecuación (2.3).

2.3. Ecuación EFIE en el dominio del tiempo

para hilos delgados.

2.3.1. El principio de equivalencia f́ısico

Consideremos el caso de un conjunto de fuentes externas radiando en
presencia de un cuerpo conductor eléctrico perfecto (PEC - Perfect Electric
Conductor) de superficie S como el que se muestra en la figura 2.1. El campo

incidente ( �Ei, �H i) se define como aquél que generaŕıan las fuentes externas

en ausencia del objeto conductor, y el campo dispersado ( �Es, �Hs) por dicho
objeto como:
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n̂
S

i

i

s

s

H=

E= E +E

H + H
PEC

( )0, 0

sJ

���

E= H=

Figura 2.1: Problema general de dispersión.

�Es = �E − �Ei

�Hs = �H − �H i (2.7)

donde ( �E, �H) es el campo electromagnético total en la región externa a S y
las fuentes del campo dispersado vienen dadas por la densidad de corriente
�Js inducida en la superficie del conductor eléctrico perfecto, que cumple

�Js = n̂ × �H (2.8)

siendo n̂ el vector normal a la superficie del conductor.
El principio de equivalencia f́ısico [69] reemplaza el problema original de

la figura 2.1 por el problema equivalente de la figura 2.2 para el cálculo de
los campos dispersados en la región exterior a S, donde las densidades de
corriente eléctrica y magnética equivalentes �Je

s y �M e
s vienen dadas por:

�M e
s = −n̂ × �E = −n̂ ×

(
�Ei + �Es

)
= 0

�Je
s = n̂ × �H = n̂ ×

(
�H i + �Hs

)
= �Js (2.9)

Aśı pues, el objeto conductor de la figura 2.1 ha sido sustituido por las
corrientes equivalentes dadas en (2.9), que radian en un medio homogéneo
de caracteŕısticas electromagnéticas (ε, µ) iguales a las del medio exterior a
S. La solución del problema equivalente de la figura 2.2 proporcionará los
valores de los campos dispersados, y el campo total se calculará a partir de
(2.7) suponiendo conocido el campo incidente.



2.3. Ecuación EFIE en el dominio del tiempo para hilos delgados 13

n̂
E , H

s

s

-E , -H
i i

M = - n E + Ex ( )=0s

e

J =n H +Hx ( )=s

e

���

���

s

s i

i

sJ

ˆ

ˆ

Figura 2.2: Problema general de dispersión.

La principal utilidad de este teorema de equivalencia f́ısico radica en que,
una vez conocida la corriente eléctrica a lo largo de la superficie del cuerpo
dispersor, se pueden utilizar, para el cálculo de los campos, las ecuaciones
de radiación en medios homogéneos e isótropos, puesto que en el problema
equivalente de la figura 2.2 las fuentes equivalentes radian en un espacio
homogéneo.

Ahora bien, la densidad de corriente eléctrica superficial �Je
s , que coincide

con la inducida en la superficie S por los campos incidentes, es a priori tan
desconocida como los propios campos dispersados que se pretenden calcu-
lar, puesto que para obtenerla es necesario conocer el campo total. De todas
formas, el principio es útil para el cálculo de los campos cuando sea posible
realizar aproximaciones adecuadas de la densidad de corriente �Js. Por ejem-
plo, esto ocurre con la aplicación del método de los momentos, que realiza la
expansión de �Js en términos de funciones base conocidas de acuerdo a (2.2)
y que se aplica para la resolución de la ecuación integral del campo eléctrico
(EFIE) como se describe en el próximo apartado.

2.3.2. La ecuación EFIE-DT

Considerando el problema equivalente de la figura 2.2, el campo eléctrico
dispersado se puede expresar en función de los potenciales como:

�Es(�r, t) = − ∂

∂t
�A(�r, t) −∇φ(�r, t) (2.10)

donde tanto el potencial vector �A como el potencial escalar φ se pueden
escribir en función de la densidad de corriente �Je

s . Para simplificar la notación,
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dado que la corriente equivalente en la superficie del conductor coincide con la
corriente superficial real, se denominará simplemente �Js. Aśı, los potenciales
vector y escalar se expresan como:

�A (�r, t) =
µ

4π

∫
S′

�Js (�r ′, t′)
R

dS ′

(2.11)

φ (�r, t) =
1

4πε

∫
S′

ρ (�r ′, t′)
R

dS ′

siendo �r ′ el vector de posición del punto fuente1, situado en la superficie
S ; �r el vector de posición del punto en el que se está calculando el campo,
y que en consecuencia se denominará punto campo; R el módulo del vector
distancia �R = �r−�r ′ ; t′ = t− R

c
el tiempo retardado, para tener en cuenta la

causalidad del sistema; y por último µ y ε la permeabilidad y permitividad
del medio donde está inmerso el conductor. Se puede ver en la figura 2.3 el
sistema de coordenadas utilizado.

O

S

R

r

r

Figura 2.3: Sistema de coordenadas utilizado para la obtención de la ecuación
EFIE.

La sustitución de las ecuaciones (2.11) en (2.10) da lugar a

�Es(�r, t) = − ∂

∂t

(
µ

4π

∫
S′

�Js (�r ′, t′)
R

dS ′
)

−∇
(

1

4πε

∫
S′

ρ (�r ′, t′)
R

dS ′
)

(2.12)

1A lo largo de esta memoria se reservará siempre la notación prima (′) a las variables
espacio-temporales correspondientes a las fuentes.
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Utilizando la ecuación (2.12) e imponiendo al campo eléctrico total �E la
condición de contorno de que su componente tangencial sea cero en cualquier
posición �r sobre la superficie se obtiene:

(
�Ei(�r, t)

)
tang

=

(
µ

4π

∫
S′

∂

∂t

�Js (�r ′, t′)
R

dS ′
)

tang

+

(
1

4πε

∫
S′
∇ρ (�r ′, t′)

R
dS ′
)

tang

(2.13)

donde la notación ( )tang indica la componente tangencial a la superficie S.
La ecuación (2.13) es la denominada EFIE-TD, de cuya solución se pueden

obtener las corrientes inducidas en el conductor por el campo electromagné-
tico incidente.

Una expresión alternativa a (2.13) se obtiene usando la versión integral de
la ecuación de continuidad, considerando la nulidad de las distintas variables
para t ≤ 0 , junto con la expresión

∇
(

ρ (�r ′, t′)
R

)
= −ρ (�r ′, t′)

�R

R3
−

�R

R2c
· ∂ρ (�r ′, t′)

∂t′
(2.14)

con lo que resulta

(
�Ei(�r, t)

)
tang

=

(
1

4πε

∫
S′

1

c2R

∂

∂t
�Js (�r ′, t′) dS ′

)
tang

+

(
1

4πε

∫
S′

�R

R3

(∫ t′

0

[
∇′ · �Js (�r ′, τ)

]
dτ

)
dS ′
)

tang

+

(
1

4πε

∫
S′

�R

cR2

[
∇′ · �Js (�r ′, t′)

]
t′

dS ′
)

tang

(2.15)

La ecuación anterior es una ecuación funcional similar a la de la expresión
(2.1), siendo la única incógnita a determinar el vector �J , por lo que su solución
se puede obtener siguiendo los pasos descritos en dicho apartado.

2.3.3. Particularización de la EFIE para estructuras de
hilo delgado

Se define un hilo delgado como aquél cuyo radio es mucho menor que
su longitud [70] y que la longitud de onda mı́nima contenida en la señal
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de excitación [71]. En este apartado se describirá la aproximación de hilo
delgado, que tiene como objetivo evitar los siguientes inconvenientes que
surgiŕıan si se aplicara directamente la ecuación integral (2.15) a geometŕıas
de hilo [62]:

1. Las incógnitas �Js(�r
′, t ′) estaŕıan distribuidas a lo largo de toda la

superficie del hilo conductor, lo que conllevaŕıa un alto coste computa-
cional para evaluar las integrales de superficie.

2. Dichas incógnitas seŕıan vectores orientados de forma arbitraria en
cualquier dirección.

3. La aplicación de la condición de contorno sobre puntos situados en la
superficie del conductor originaŕıa la aparición de singularidades en el
núcleo de la ecuación integral.

Realmente por aproximación de hilo delgado se entienden un conjunto de
aproximaciones que dan lugar a una expresión de la solución más sencilla [72].
Un estudio acerca de la validez de la aproximación de hilo delgado se puede
encontrar en [73,74]. Concretamente, dichas aproximaciones son:

1. Aproximaciones en la densidad de corriente superficial �Js(�r
′, t ′) que

tienen como resultado una reducción en la complejidad de las incógni-
tas. Se puede considerar que la corriente en la superficie del hilo, S ′,
no presenta dependencia azimutal, de forma que cualquier integral a lo
largo de la superficie se puede aproximar a una integral de ĺınea a lo
largo del eje del hilo, C ′:

∫
S′

�fds′ ∼= 2πa

∫
C′

�fds′ (2.16)

siendo a el radio del hilo. Además se supone que las incógnitas no son
vectores de dirección arbitraria sino que tienen la dirección del hilo,
lo cual simplifica la resolución de las integrales asociadas al método
numérico.

2. La intensidad de corriente se supone localizada en el eje del hilo, pero
la condición de contorno (2.15) se sigue aplicando sobre la superficie
del conductor, por lo que se elimina la singularidad asociada al núcleo
de la ecuación integral.
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3. Por último, se fuerza a cero la corriente en los puntos situados en el
extremo del conductor.

Teniendo en cuenta las aproximaciones anteriores, para el caso de una
geometŕıa de hilo delgado como la que se muestra en la figura 2.4, la ecuación
(2.15) se modifica, tomando la forma

O

ŝ

ŝ

2a

R

r

r

Figura 2.4: Geometŕıa del hilo delgado.

(
�Ei(�r, t)

)
tang

=

(
1

4πε

∫
C′

1

c2R

∂

∂t
�I (�r ′, t′) ds′

)
tang

+

(
1

4πε

∫
C′

�R

R3

(∫ t′

0

∂

∂r′
�I (�r ′, τ) dτ

)
ds′
)

tang

+

(
1

4πε

∫
C′

�R

cR2

∂

∂r′
�I (�r ′, t′) ds′

)
tang

(2.17)

donde la incógnita a calcular es ahora la intensidad de corriente, definida
como:

�I(�r ′, t′) = 2πa �Js(�r
′, t′) (2.18)

La ecuación (2.17) es la ecuación EFIE-TD para hilos delgados que se
resolverá en apartados sucesivos usando el método de los momentos en el
dominio del tiempo [36].
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2.4. Solución de la EFIE-TD para hilos del-

gados: programa DOTIG5.

La expresión (2.17) es formalmente idéntica a (2.1), siendo f la intensidad
�I(�r ′, t′)2, L el operador integro diferencial definido a la derecha de la igual-
dad de (2.17), y g la componente tangencial del campo eléctrico incidente.
Por tanto, se puede resolver mediante el método de los momentos, como se
explicó en el primer apartado de este caṕıtulo, transformando la ecuación
integral en un sistema de ecuaciones cuya solución es la corriente eléctrica
en el eje del hilo delgado.

En este apartado se presentan brevemente los fundamentos del progra-
ma DOTIG5, desarrollado en el Grupo de Electromagnetismo de Grana-
da [38,62], y se detallan las extensiones concretas realizadas en esta memoria.
DOTIG5 está basado en la solución de la ecuación EFIE-TD para hilos delga-
dos mediante el método de los momentos en el dominio del tiempo. Partiendo
de (2.17), se definen las funciones base y peso utilizadas y se desarrolla la
ecuación EFIE hasta obtener, en cada instante temporal, una ecuación ma-
tricial, cuya solución proporciona el valor de la intensidad de corriente en el
hilo en ese instante en función de su valor en instantes anteriores.

2.4.1. Aproximación poligonal del hilo delgado

El primer paso a seguir para la aplicación del MoM a estructuras de hilo
delgado es el modelado de su contorno. Habitualmente, este modelado se rea-
liza en la bibliograf́ıa con segmentos rectiĺıneos [60], si bien algunos autores
han presentado modelos alternativos que tienen en cuenta, para el caso de
hilos curvos, la posibilidad de introducir segmentos curviĺıneos [75]. Aunque
esta última solución da lugar a un modelado más preciso de las geometŕıas
curvas, reduciendo el número de segmentos necesarios para aproximarlas,
conlleva una complejidad mucho mayor en los desarrollos matemáticos aso-
ciados al proceso de solución, particularmente en el desarrollo de las integrales
de ĺınea. Por ello, en esta memoria se ha optado por aproximar el conductor
mediante una poligonal formada por NS segmentos rectos de longitud ∆i,
como se puede ver en la figura 2.5.

Con esta aproximación, las integrales de ĺınea de la expresión (2.17) se

2Notar que ahora la función incógnita depende de dos variables que además están
relacionadas, lo que aumenta la complejidad de las ecuaciones y de los algoritmos para
resolverlas.
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i-1

i

i+1

Figura 2.5: Aproximación del contorno del hilo por segmentos rectiĺıneos.

pueden dividir en NS integrales rectiĺıneas, cuyo dominio de aplicación coin-
cide con cada uno de los segmentos en los que se ha dividido el hilo, y por
tanto se puede escribir como:

ŝ · �Ei(�r, t) =
ŝ

4πε
·

NS∑
i=1

∫
∆i

ŝ ′

c2R

∂I (s′, t′)
∂t′

ds′

+
ŝ

4πε
·

NS∑
i=1

∫
∆i

�R

R3

(∫ t′

0

∂I (s′, τ)

∂s′
dτ

)
ds′

+
ŝ

4πε
·

NS∑
i=1

∫
∆i

�R

cR2

∂I (s′, t′)
∂s′

ds′

(2.19)

siendo s′ y s las distancias espaciales medidas sobre el eje del hilo, con res-
pecto a uno de sus extremos, de los puntos fuente y campo, respectivamente,
y ŝ ′ y ŝ los correspondientes vectores unitarios tangentes al hilo en dichos
puntos fuente y campo.

2.4.2. Elección de las funciones base y peso

Como ya se comentó en el primer apartado de este caṕıtulo, el método de
los momentos requiere la aproximación de la función incógnita, en este caso
I(s′, t′), mediante una serie de funciones matemáticas conocidas, sobre las
que realizar las operaciones dadas por el operador integro-diferencial L. En
el caso de la estructura de hilo delgado, y teniendo en cuenta la arbitrariedad
de su geometŕıa, resulta más apropiado [76] el uso de bases subseccionales,
definidas en parte de la estructura [62,77], que el de funciones base definidas
en todo el dominio [78,79].
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En concreto en esta memoria se han elegido funciones base tipo subsec-
cionales de interpolación lagrangiana definidas en cada uno de los segmentos
en que se divide la estructura con ayuda de funciones pulso. Aśı, la corriente
I(s′, t′) se expresa utilizando las funciones pulso como:

I(s′, t′) =

NS∑
i=1

NT∑
j=1

Iij(s
′ − si, t

′ − tj)U(s′ − si)V (t′ − tj) (2.20)

donde si es la distancia medida sobre el eje del hilo desde un origen del mismo
hasta el centro del segmento espacial fuente i, y tj es el valor temporal co-
rrespondiente al centro del intervalo temporal j. Las funciones pulso definen
los intervalos espacio-temporales y se expresan como:

U(s′ − si) = U(s′′i ) =

{
1 |s′′i | ≤ ∆i/2
0 resto

(2.21)

V (t′ − tj) = V (t′′j ) =

{
1 |t′′j | ≤ ∆t/2
0 resto

La dependencia elegida de I(s′′i , t
′′
j ) con las variables espacial y temporal

ha sido una función interpolación lagrangiana bidimensional y de orden tres
en cada dimensión, que toma la forma:

Iij(s
′′
i , t

′′
j ) =

+1∑
l=−1

n+2∑
m=n

Bl,m
i Ii+l,j+m (2.22)

donde Ii,j = Iij(s
′′
i = 0, t′′j = 0) es la corriente en el centro del intervalo

espacio-temporal, y el polinomio de interpolación es

Bl,m
i =

1∏
p=−1

p�=l

n+2∏
q=n

q �=m

s′′i + si − si+p

si+l − si+p

t′′j − q∆t

(m − q)∆t
(2.23)

Para evitar interpolaciones con instantes futuros, el valor de n puede ser
−1 o −2, de forma que como se verá posteriormente al calcular el efecto de
un determinado punto fuente sobre un cierto punto campo, en un intervalo
temporal dado, los valores Ii,j utilizados son siempre conocidos.

En cuanto a las funciones peso, se ha optado por el método de adaptación
por puntos o point-matching, en el cual las funciones peso elegidas son deltas
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de Dirac en los dominios espacial (δ(s − su), con u = 1 . . . NS) y temporal
(δ(t− tv), con v = 1 . . . NT )lo que supone forzar a que se cumpla la ecuación
EFIE en un número discreto de puntos (s = su) que se denominan puntos
campo, e intervalos temporales (t = tv). Además, para evitar singularidades
los puntos su se eligen sobre la superficie del hilo en lugar de sobre el eje.

La elección de estas funciones peso proporciona un compromiso entre la
sencillez de los desarrollos y la precisión de los resultados obtenidos [77].
Su principal inconveniente, como se muestra en [80], es que en los puntos
espaciales situados en la superficie y más alejados del centro del intervalo se
puede llegar a cometer un error notable en el cumplimiento de la ecuación
(2.19) y por tanto de la condición de contorno. Por otra parte, el uso de
métodos que conducen a un promedio en el cumplimiento de la condición
de contorno, como el de Galerkin, resultan en una formulación matemática
mucho más compleja y un incremento en el tiempo de computación que, en
el caso de estructuras de hilo delgado, no aporta una mejora substancial en
la exactitud de las soluciones.

2.4.3. Expresión discretizada de la EFIE para hilos del-
gados

Si se introduce el desarrollo de la corriente en sumatorias de las funciones
base espacio-temporales, definidas en (2.20) y (2.22), en la ecuación EFIE
(2.19), se puede escribir ésta como:

ŝu · �Ei(�ru, tv) =
ŝu

4πε
·

NS∑
i=1

∫
∆i

ŝi

c2Riu

∂Iij

(
s′′i , t

′′
j

)
∂t′′j

ds′′i

+
ŝu

4πε
·

NS∑
i=1

∫
∆i

�Riu

R3
iu

(∫ t′′j

0

[
∂Iij (s′′i , τ)

∂s′′i

]
dτ

)
ds′′i

+
ŝu

4πε
·

NS∑
i=1

∫
∆i

�Riu

cR2
iu

[
∂Iij

(
s′′i , t

′′
j

)
∂s′′i

]
t′′j

ds′′i

(2.24)

donde el vector �Riu une el punto fuente y el punto campo, y se define como
�Riu = �ru −�ri − s′′i ŝi, como se aprecia en la representación de las coordenadas
locales utilizadas en la figura 2.6, y ŝi y ŝu son los vectores unitarios tangentes
al hilo en los segmentos fuente y campo, respectivamente. El cumplimiento
de dicha ecuación se fuerza en un conjunto discreto de puntos campo �ru,
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con u = 1 . . . NS, y en un conjunto de instantes temporales tv = v · ∆t, con
v = 1 . . . NT . Más detalles sobre la elección de los puntos campo se encuentran
en el apéndice A.

Riu

r

ru

O

ri

si
s

i

Figura 2.6: Coordenadas locales.

El valor del tiempo retardado t′′j es también función de la coordenada
posición del punto fuente s′′i y viene determinado a partir del principio de
causalidad por:

t′′j = tv − tj − Riu(s
′′
i )

c
(2.25)

En el caso de que se use segmentación no uniforme para modelar el hilo,
la interacción entre un segmento fuente y un punto campo puede tener lugar
en distintos intervalos temporales tj, lo que de no tenerse en cuenta puede
provocar errores en la solución. Para evitarlos se ha considerado en el desa-
rrollo del algoritmo una subdivisión de los segmentos fuente de forma que a
todos los puntos de cada subintervalo les correspondan tiempos de retardo
localizados dentro del mismo intervalo temporal [38].

En la figura 2.7 se puede ver como ejemplo la subdivisión del segmento
fuente i cuando se trata de calcular su efecto sobre un cierto punto campo
�ru. Consideremos una serie de esferas concéntricas centradas en el punto �ru y
con radio c(2n+1)∆t

2
, n = 0, 1, . . . Se consideran todos los valores de n tales

que el segmento i queda en parte contenido en la corona esférica definida
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entre las esferas n − 1 y n. Para dichos valores de n se marcan los cortes de
las distintas esferas con el segmento i y se divide el mismo en sub-segmentos
que unen dichas marcas. Se denominará Nh(i) al número de divisiones que,
para un punto campo, se hacen del segmento fuente i, que en el ejemplo de
la figura es igual a cuatro.

u
r

h=1

h=2

h=3

h=4

s
i

Figura 2.7: Subdivisión de los segmentos.

Teniendo en cuenta la subdivisión de los segmentos fuente, la ecuación
(2.24) queda:

ŝu · �Ei(�ru, tv) =
ŝu

4πε
·

NS∑
i=1

Nh(i)∑
h=1

∫
∆h(i)

ŝi
′

c2Riu

∂Iij

(
s′′i , t

′′
j(h)

)
∂t′′j(h)

ds′′i

+
ŝu

4πε
·

NS∑
i=1

Nh(i)∑
h=1

∫
∆h(i)

�Riu

R3
iu

(∫ t′′
j(h)

0

[
∂Iij (s′′i , τ)

∂s′′i

]
dτ

)
ds′′i

+
ŝu

4πε
·

NS∑
i=1

Nh(i)∑
h=1

∫
∆h(i)

�Riu

cR2
iu


∂Iij

(
s′′i , t

′′
j(h)

)
∂s′′i




t′′
j(h)

ds′′i

(2.26)

donde se ha denominado t′′j(h) al tiempo retardado respecto al intervalo tem-
poral del subsegmento h.

Aplicando los esquemas de subdivisión sobre el segundo término de la
derecha en (2.26), se puede escribir éste como:
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qi,j(h) = −
∫ t′′

j(h)

0

∂I(s′′i , τ)

∂s′′i
dτ =

= −
j(h)−1∑

s=1

∫ ∆t/2

−∆t/2

∂I(s′′i , τ)

∂s′′i
dτ −

∫ t′′
j(h)

−∆t/2

∂I(s′′i , τ)

∂s′′i
dτ (2.27)

Sustituyendo (2.27) en (2.26), y haciendo uso de la expresión (2.22), se
puede reescribir la ecuación EFIE discretizada:

ŝu · �Ei(�ru, tv) =

1

4πεc2

NS∑
i=1

Nh(i)∑
h=1

∫
∆h(i)

�su · �Riu

R3
iu

v−ri(h)u−1∑
s=1

1∑
l=−1

n+2∑
m=n

�

s Bl,m
i

∣∣∣∆t/2

−∆t/2
Ii+l,s+mds′′i +

1

4πεc2

NS∑
i=1

Nh(i)∑
h=1

∫
∆h(i)

1∑
l=−1

n+2∑
m=n




ŝi·ŝu

Riu
tB

l,m
i +

c
�Riu·ŝu

R2
iu

sB
l,m
i +

c2 �Riu·ŝu

R3
iu

�

s Bl,m
i

∣∣∣t′′j(h)

−∆t/2


 Ii+l,j(h)+mds′′i (2.28)

donde se ha usado la notación:

tB
l,m
i =

∂

∂t′′j(h)

Bl,m
i

sB
l,m
i =

∂

∂s′′i
Bl,m

i (2.29)

�

s Bl,m
i

∣∣∣b
a

=
∂

∂s′′i

∫ b

a

Bl,m
i dt′′

y se ha definido el valor ri(h)u como el entero más cercano al cociente
Riu(s

′′
i )/(c∆t). Se puede reescribir por tanto (2.25) como:

ri(h)u = v − j =
t′′j(h)

∆t
+

Ri(h)u(s
′′
i )

c∆t
(2.30)

Si se definen las variables auxiliares
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Fi,h,u,l,m =
1

4πεc2

∫
∆h(i)


 ŝi·ŝu

Riu
tB

l,m
i + c

�Riu·ŝu

R2
iu

sB
l,m
i

+c2 �Riu·ŝu

R3
iu

�

s Bl,m
i

∣∣∣t′′j(h)

∆t/2


 ds′′i

(2.31)

Gi,h,u,l,m =
1

4πεc2

∫
∆h(i)

(
c2

�Riu · ŝu

R3
iu

�

s Bl,m
i

∣∣∣∆t/2

∆t/2

)
ds′′i

que se denominan matrices de estructura, cuyo desarrollo se detalla en el
Apéndice B, la ecuación (2.28) se convierte en:

ŝu · �Ei(su, tv) =

Ns∑
i=1

Nh(i)∑
h=1

1∑
l−1

n+2∑
m=n


Fi,h,u,l,mIi+l,v−ri(h)u+m + Gi,h,u,l,m

v−ri(h)u−1∑
s=1

Ii+l,s+m




(2.32)

o alternativamente, reorganizando la sumatoria en s de los valores de la
corriente en instantes anteriores:

ŝu · �Ei(su, tv) =

Ns∑
i=1

Nh(i)∑
h=1

1∑
l−1

n+2∑
m=n

{
Fi,h,u,l,mIi+l,v−ri(h)u+m + Gi,h,u,l,mYi+l,v−ri(h)u−1+m

}
(2.33)

2.4.4. Ecuación matricial resultante

A partir de la ecuación (2.33) se despejan los términos en los que aparecen
valores actuales (t = tv) de las corrientes, resultando:

Ns∑
i=1

Nh(i)∑
h=1

1∑
l−1

1∑
p=0

δ
(
r(i−l)(h)u − p

)
Fi,h,u,l,mIi,v = ŝu · �Ei(su, tv)−

Ns∑
i=1

Nh(i)∑
h=1

1∑
l−1

( ∑n+2
m=n

m�=ri(h)u

Fi,h,u,l,mIi+l,v−ri(h)u+m

+
∑n+2

m=n Gi,h,u,l,mYi+l,v−ri(h)u−1+m

)
(2.34)



26 Caṕıtulo 2. MoMTD para el análisis de antenas de hilo delgado

que se puede expresar en la forma:

NS∑
i=1

Zu,iIi,v = EI
u,v + ES

u,v, u ∈ {1 . . . NS} (2.35)

donde Zu,i es el término (u, i) de la matriz de impedancias del método de los
momentos, EI

u,v es el campo incidente en la antena, y ES
u,v es la componente

debida al campo dispersado (scattered) por la estructura que incide sobre
cada segmento campo u; sin más que comparar las ecuaciones (2.34) con
(2.35) se pueden expresar dichos términos como:

EI
u,v = ŝu · �Ei(su, tv)

Zu,i =
Ns∑
i=1

Nh(i)∑
h=1

1∑
l−1

1∑
p=0

δ
(
r(i−l)(h)u − p

)
Fi,h,u,l,mIi,v (2.36)

ES
u,v =

Ns∑
i=1

Nh(i)∑
h=1

1∑
l−1

n+2∑
m=n

m�=ri(h)u

Fi,h,u,l,mIi+l,v−ri(h)u+m (2.37)

+
Ns∑
i=1

Nh(i)∑
h=1

1∑
l−1

n+2∑
m=n

Gi,h,u,l,mYi+l,v−ri(h)u−1+m

La ecuación (2.35) es la ecuación matricial que resulta de la aplicación del
método propuesto y a partir de la cual se puede obtener, en cada intervalo
temporal, la corriente Ii,v, mediante un proceso escalonado en el tiempo en el
cual el valor de la corriente en cada instante temporal se obtiene en función
de los valores en instantes anteriores.

El método presentado supone conocido el campo eléctrico incidente en la
estructura, EI

u,v. Dicho campo eléctrico puede ser debido a fuentes externas
al objeto conductor, con lo cual se trataŕıa de un problema de dispersión
electromagnética, o contenidas en su estructura, con lo que seŕıa un problema
de radiación. Es este último un caso particular del de dispersión, en el que
se debe aplicar un modelo al campo eléctrico de excitación de la antena.
Concretamente, en esta Tesis se ha usado para la excitación de las antenas
el modelo ideal de fuente tipo delta-gap [80, 81].
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2.4.5. Introducción de un plano de tierra

El efecto de un plano de tierra formado por un conductor perfecto es
importante en el caso práctico de las antenas monopolo que se analizarán en
caṕıtulos posteriores de la Tesis. Dicho plano aisla el equipo y cableado de
la antena, de forma que ésta no se vea afectada.

En general, la tierra es un medio con pérdidas (σ 	= 0) cuya conductividad
aumenta con la frecuencia. Por tanto, se puede decir que actúa como un muy
buen conductor a partir de cierta frecuencia, dependiendo principalmente
de su contenido en humedad. Una aproximación habitual es suponer que la
tierra es un conductor eléctrico perfecto (PEC), y de extensión infinita.

Para analizar el comportamiento de un elemento radiante cerca de un
plano conductor eléctico perfecto e infinito, se hace uso del método de las
imágenes [69], en el que se sustituye el plano de tierra por un conjunto de
fuentes virtuales (imágenes) que, junto con las fuentes originales, forman
un sistema equivalente al sistema real en el semiespacio que contiene dichas
fuentes.

Si la estructura original de hilo que se muestra en la figura 2.8a se divide
en NS segmentos espaciales, el número total de segmentos de la estructura
y su imagen (ver figura 2.8b) será 2NS, que será el número de incógnitas a
resolver en el sistema de ecuaciones (2.35), que se reescribiŕıa como:

2NS∑
i=1

Zu,iIi,v = EI
u,v + ES

u,v, u ∈ {1 . . . 2NS} (2.38)

Pero, utilizando la teoŕıa de imágenes, se sabe que las corrientes imagen
(INS+1, . . . , I2NS

) son iguales en módulo a las originales (I1, . . . , INS
), por lo

que sólo es necesario el cálculo de la mitad de las ecuaciones del sistema
anterior, que por tanto puede escribirse como:

NS∑
i=1

Z
′

u,iIi,v = EI
u,v + E

′ S
u,v , u ∈ {1 . . . NS} (2.39)

donde Z
′

u,i = Zu,i +Zu,imagen(i), y de la misma forma E
′ S
u,v es suma del campo

dispersado por los segmentos fuente originales y sus imágenes, lo que conlleva
que las matrices de estructura, definidas en (2.31), deban estar definidas para
segmentos fuente i = 1, . . . , 2NS, con el consiguiente coste de memoria. Aun
aśı, el uso de la teoŕıa de imágenes mediante la implementación computa-
cional de (2.39) en lugar de (2.38) da lugar a una reducción de la memoria
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( )a ( )b

Figura 2.8: Estructuras con tierra. (a): Antena en configuración de monopolo
con plano de tierra. (b): Antena y su imagen.

usada a aproximadamente la mitad, mientras que el tiempo computacional
se reduce aproximadamente a la cuarta parte.

2.4.6. Simulación de estructuras con uniones

En los apartados anteriores se han considerado estructuras formadas por
un único hilo y se ha forzado en el extremo de dicho hilo la condición de
contorno de intensidad cero, tal y como exige la aproximación de hilo delgado
para hilos aislados; esta condición se ha impuesto modificando la función base
de interpolación en los segmentos extremo del hilo, tal y como se describe
en [62]. Sin embargo, en el caso de que en las estructuras existan uniones de
varios hilos3 esta condición deja de ser válida, por lo que deben ser tratadas de
forma diferente. En [44,62] se abordó su análisis trasladando a DT un método
empleado con éxito por algunos autores en DF [37, 82], y que consiste en la
sustitución de la configuración original dada por la figura 2.9a por la de la
figura 2.9b, en la que cada hilo se solapa en un segmento con el adyacente.
De esta forma, los hilos no terminan en una unión sino en un solapamiento,
y su extremo se puede tratar como una unión hilo-espacio libre idéntica a la
de los hilos sin uniones. En esta memoria se extiende el método presentado
en [44] para incluir el caso de segmentación no uniforme, donde el segmento

3En esta Tesis se entenderá por unión aquélla que se produzca entre al menos tres hilos.
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solapado deberá ser de igual longitud al segmento sobre el que se solapa,
independientemente del tamaño del segmento más próximo de su propio hilo.

a b

1 2

3

1 2

3

I
2,1

I
1,1

I
2,2

I
1,2

I
3,2

I
4,2

I
3,1

I
1,3

I
2,3

Figura 2.9: Modelado de la union. a: Estructura original. b: Tratamiento me-
diante segmentos solapados. En punteado se representa el sentido considerado
positivo para las corrientes en cada hilo de la unión.

La intensidad de corriente en cada zona de solapamiento será, de acuerdo
con el convenio de signos mostrado en la figura 2.9b, la diferencia entre la de
los dos segmentos que se solapan.

Para la correcta simulación de las uniones, se deben cumplir las siguientes
condiciones [62,82,83]:

1. La ley de Kirchoff4, que establece que la suma de las corrientes que
entran a la unión es igual a la suma de las que salen. Es fácil comprobar
que tal y como se han elegido los solapamientos la ley de Kirchoff se
cumple de forma inherente.

2. La conservación de la componente tangencial del campo eléctrico en la
unión, que se puede demostrar [62,83] que es equivalente, en el caso de
hilos delgados, a

4Si las dimensiones de la unión son pequeñas comparadas con la longitud de onda los
campos cercanos a la unión serán cuasiestáticos y puede aplicarse la ley de Kirchoff.
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∂I1(s)

∂s′1
=

∂I2(s)

∂s′2
= · · · =

∂INH(s)

∂s′NH

(2.40)

que establece la continuidad de la derivada espacial de la intensidad de
corriente en la unión.

Para incluir el efecto de las uniones en el método numérico, se han seguido
los mismos pasos que en [62]. En primer lugar, la función base lagrangiana
debe modificarse para puntos cercanos a la unión, como sigue:

kIi,j(s
′′
i , t

′′
j ) =

+1∑
l=−1

n+2∑
m=n

kB
l,m
i,j (kIi+l,j+m − gi,k,l k−1I1,j+m) (2.41)

donde se ha usado la notación kIi,j para designar a la corriente en el i-ésimo
segmento del hilo k. La numeración del hilo hace referencia a su orden en la
unión, de forma que el hilo k es el hilo k-ésimo de la misma. La función de
interpolación se define ahora como:

kB
l,m
i,j =

1∏
p=−1

p�=l

n+2∏
q=n

q �=m

s′′i,k + si,k − si+p,k

si+l,k − si+p,k

t′′j − q∆t

(m − q)∆t
(2.42)

donde si,k es la distancia del centro del i-ésimo segmento al extremo del hilo
k, y s′′i,k es la distancia de un determinado punto del hilo k al centro del
segmento al que pertenece. Por su parte, la variable auxiliar gi,k,l se definen
como:

gi,k,l =




1 si




k 	= 1, k 	= NH, i = 3 y l = −1
o

k = NH, i = 2, l = −1

0 en el resto de los casos

(2.43)

Se ha considerado que kI0,j = 0,∀k y j.
La nueva interpolación definida en (2.41) se representa en la figura 2.10.

Se puede comprobar cómo la corriente en todos los segmentos se calcula
mediante interpolación con sus dos inmediatos vecinos, excepto en el caso
de aquéllos pintados en negrita en la figura 2.10, en los que cuando l = −1
se interpola con la intensidad de corriente diferencia de los dos intervalos
solapados que indica la flecha.
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Figura 2.10: Modificación de las funciones base en segmentos próximos a la
unión.

Al igual que se hizo en el caso de estructuras sin uniones, se sustituye
(2.41) en (2.28), utilizando las mismas definiciones usadas previamente para
las matrices de estructura (ver apéndice B), y notación similar a la empleada
en la corriente para distinguir el número de segmentos de los diferentes hilos,
con lo que se obtiene

NH∑
k=1

Ns(k)∑
i=1

Nh(i)∑
h=1

1∑
l−1

1∑
p=0

δ
(
r(i−l)(h),k,u − p

)
kFi,h,u,l,m (kIi,v − gi,k,l k−1I1,v) =

ŝu · �Ei(su, tv)

−
NH∑
k=1

Ns(k)∑
i=1

Nh(i)∑
h=1

1∑
l−1

n+2∑
m=n

m�=ri(h),k,u

kFi,h,u,l,m

(
kIi+l,v−ri(h),k,u+m−

gi,k,l k−1I1,v−ri(h),k,u+m

)

+
NH∑
k=1

Ns(k)∑
i=1

Nh(i)∑
h=1

1∑
l−1

n+2∑
m=n

kGi,h,u,l,m

(
kYi+l,v−ri(h),k,u−1+m−

gi,k,l k−1Y1,v−ri(h),k,u−1+m

)
(2.44)

O bien expresado en forma matricial como:
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NS∑
i=1

Zu,iIi,v = EI
u,v + ES

u,v, u ∈ {1 . . . NS} (2.45)

siendo en este caso

EI
u,v = ŝu · �Ei(su, tv)

Zu,i =
NH∑
k=1

Ns(k)∑
i=1

Nh(i)∑
h=1

1∑
l−1

1∑
p=0

δ
(
r(i−l)(h),k,u − p

)
kFi,h,u,l,m

(
kIi,v−

gi,k,l k−1I1,v

)

ES
u,v =

NH∑
k=1

Ns(k)∑
i=1

Nh(i)∑
h=1

1∑
l−1

n+2∑
m=n

m�=ri(h),k,u

kFi,h,u,l,m

(
kIi+l,v−ri(h),k,u+m−

gi,k,l k−1I1,v−ri(h),k,u+m

)

+
NH∑
k=1

Ns(k)∑
i=1

Nh(i)∑
h=1

1∑
l−1

n+2∑
m=n

kGi,h,u,l,m

(
kYi+l,v−ri(h),k,u−1+m−

gi,k,l k−1Y1,v−ri(h),k,u−1+m

)
(2.46)

Dado que la matriz Z sólo depende de las caracteŕısticas geométricas de la
estructura, y que son iguales campo incidente y dispersado en dos segmentos
solapados, las ecuaciones (2.44) en ambos serán iguales. Por tanto existen
NH−1 incógnitas más que ecuaciones, por lo que se deben encontrar NH−1
nuevas condiciones a aplicar. Este problema se ha resuelto, al igual que en
[62], mediante la imposición de la condición (2.40), siendo Ii la intensidad
de corriente del hilo i próxima a la unión y s′i la variable longitud corres-
pondiente a dicho hilo.

Para una unión de NH hilos, si se numera cada hilo comenzando por los
segmentos solapados5, la ecuación (2.40) se puede expresar como:

∂I2,k

∂s′′2

∣∣∣∣
s′′2=−∆k/2

− ∂I1,k−1

∂s′′1

∣∣∣∣
s′′1=−∆k−1/2

=
∂IA,k+1

∂s′′A

∣∣∣∣
s′′A=−∆k+1/2

− ∂I1,k

∂s′′1

∣∣∣∣
s′′1=−∆k/2

(2.47)
donde se ha obviado la dependencia temporal de la corriente (siendo Ii,k =

kIi,j), I1,0 = 0 y A se define de acuerdo a la figura 2.9 como:

A =

{
2 si k 	= NH − 1
1 si k = NH − 1

(2.48)

5Se ha utilizado este convenio por simplicidad en la notación.
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Se ha considerado en (2.47) la posibilidad de que existan distintos tamaños
de segmentos en cada uno de los hilos, definiendo ∆k como el tamaño de seg-
mento del hilo k en la unión, lo que constituye la principal diferencia del
método programado respecto al presentado en [62]. En el apéndice B se de-
sarrolla (2.47) hasta alcanzar la expresión cerrada que ha sido programada
en el código DOTIG5.

Para comprobar la validez del estudio realizado, se han comparado los
resultados obtenidos utilizando DOTIG5 con los de una versión anterior del
código (DOTIG1) [62] que sólo admit́ıa segmentación uniforme. La antena
simulada es una antena en T, cuya geometŕıa se puede ver en la figura 2.11.
Se ha simulado la antena con ambos programas excitando con un pulso gaus-
siano cuya componente máxima en frecuencia es de 750 MHz, comprobando
su idéntico comportamiento cuando los segmentos tienen igual longitud. Al
variar en un 15 % el tamaño de los segmentos en uno de los hilos de la antena
(marcado en la figura 2.11 en negrita), el código DOTIG5, que admite seg-
mentación no uniforme en las uniones, da lugar a resultados similares a los
obtenidos con segmentación uniforme, como se puede comprobar en la figura
2.12.

1m

2m

1m 1m

+

V
-

Figura 2.11: Geometŕıa de la antena en T.
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CAPÍTULO 3

Método h́ıbrido
ADI-FDTD-MoMTD para el
análisis de estructuras de hilo
frente a cuerpos inhomogéneos

3.1. Introducción.

Uno de los objetivos de esta Tesis es la simulación y comparación del
comportamiento de distintas antenas pequeñas no sólo en vaćıo, sino también
en presencia de algunos de los objetos con los que van a interaccionar en
su uso práctico. Por ejemplo, dado que uno de los principales usos de las
antenas pequeñas en la actualidad es el de antenas de terminales móviles,
es interesante estudiar los efectos de su interacción con la cabeza humana.
En este caṕıtulo se describen los métodos h́ıbridos FDTD-MoMTD [39] y
ADI-FDTD-MoMTD [40, 84], que serán utilizados en el caṕıtulo 6 para el
análisis de dicha interacción antena-cabeza, comentando las extensiones a
los métodos que han sido fruto de la realización de esta Tesis.

El análisis de la interacción de ondas electromagnéticas transitorias con
estructuras inhomogéneas es un problema complejo para el que no siempre
existe un método numérico óptimo, capaz de simularlo de forma eficiente y
precisa. Un ejemplo de este tipo de problemas es la radiación de antenas de

35



36 Caṕıtulo 3. Método h́ıbrido ADI-FDTD-MoMTD

hilo arbitrariamente orientadas en presencia de cuerpos inhomogéneos. Una
posible alternativa es utilizar técnicas denominadas h́ıbridas que consisten en
dividir el problema en varios subdominios cada uno de los cuales se simula
con el método que mejor se adapta a sus caracteŕısticas [39, 85–88]. Para
considerar la interacción entre diferentes subdominios, se aplican algoritmos
espećıficos basados generalmente en el principio de equivalencia [69] o en
técnicas de interpolación.

Aunque las ecuaciones de Maxwell son la base para el estudio de todos los
problemas electromagnéticos, dependiendo de cómo se manejan dichas ecua-
ciones se puede distinguir entre una formulación integral o diferencial del
problema. La principal diferencia es el carácter local del operador diferencial
en contraste con el carácter global de la función de Green del operador inte-
gral. De entre las técnicas basadas en la forma diferencial de las ecuaciones
de Maxwell, la de las Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo (FDTD)
es una de las más usadas, debido a su simplicidad, robustez y capacidad
para analizar cuerpos inhomogéneos de propiedades electromagnéticas arbi-
trarias con alta precisión. Sin embargo, el método FDTD presenta problemas
cuando se trata de simular antenas de hilo cuya orientación no sea paralela
a la malla de simulación, es decir hilos de orientación arbitraria [87]. Por
otro lado, las técnicas formuladas a partir de las ecuaciones integrales, como
MoMTD [35, 36, 38], son la mejor opción en general para la simulación de
estructuras de PEC, dado que el espacio computacional queda limitado a la
superficie del objeto, y en particular para el análisis de geometŕıas de hilo
delgado conductor. Por tanto, una posibilidad para estudiar la interacción
de objetos inhomogéneos con estructuras de hilo formadas por PEC es el uso
de un método h́ıbrido en el dominio del tiempo que combine las virtudes de
FDTD y de MoMTD [39, 89]. En concreto esa ha sido la técnica elegida en
esta Tesis donde la versión del método MoMTD que se utilizará será la ya
descrita en el caṕıtulo 2, y la versión de FDTD se describe brevemente en
este caṕıtulo.

Otra limitación inherente al método FDTD convencional, que se denomi-
nará en esta Tesis FDTD expĺıcito o simplemente FDTD, es que el incremento
temporal utilizado no puede ser mayor al dado por el ĺımite de estabilidad
de Courant, y por tanto queda ligado al incremento espacial mı́nimo en que
se haya dividido el dominio computacional. Esto significa que, cuando parte
de una estructura necesita un mallado muy fino en su modelado pero las
variaciones temporales son suaves, el criterio de Courant da lugar a un so-
bremuestreo en el tiempo que conlleva tiempos de computación que pueden
ser innecesariamente altos. El método ADI-FDTD (Alternating Direction Im-
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plicit Finite Difference Time Domain) [40–42], es una técnica impĺıcita ade-
cuada para la solución de este problema, puesto que elimina la restricción
impuesta sobre el intervalo temporal por el criterio de Courant, lo que hace
que se pueda realizar el modelado espacial independientemente del temporal,
que se elije exclusivamente en función de la resolución temporal adecuada.

En los siguientes apartados se describirán brevemente las técnicas FDTD
y ADI-FDTD, aunque sin entrar en demasiado detalle, pues existe una amplia
bibliograf́ıa sobre ellas a la que se remite al lector [40,90]. Se hará hincapié en
la formulación espećıfica de dichos métodos cuando existen fuentes de corrien-
te en el dominio del problema (que como se verá posteriormente son un ele-
mento clave en la implementación de las técnicas h́ıbridas). Posteriormente,
se presentarán los fundamentos de las técnicas h́ıbridas FDTD-MoMTD y
ADI-FDTD-MoMTD.

3.2. El método FDTD

3.2.1. Introducción a FDTD

La aplicación de técnicas en diferencias finitas a la resolución de ecua-
ciones en derivadas parciales data de hace casi un siglo [91], y fue Yee [92]
quien las aplicó a las ecuaciones de Maxwell en 1966. El método FDTD se
basa en la solución de las ecuaciones rotacionales de Maxwell en el dominio
del tiempo mediante la aproximación de las derivadas por diferencias finitas.
Dichas ecuaciones predicen la existencia de ondas electromagnéticas, origi-
nadas por un movimiento de cargas, y que se mantienen independientemente
de la persistencia de éstas.

∇ · �D = ρ, ∇ · �B = 0 (3.1)

∇× �E = ∂t
�B, ∇× �H = �J + ∂t

�D (3.2)

Estas ecuaciones relacionan las densidades volúmicas de carga ρ y de
corriente �J con cuatro vectores campo 1: el vector desplazamiento eléctrico
�D, el vector de campo eléctrico �E , la densidad de flujo magnético �B y el vector

1Se ha introducido la notación caligráfica en lugar de la usada en el caṕıtulo anterior
para poder distinguir en éste entre campos numéricos y campos anaĺıticos. Aśı, se usarán
letras cursivas ( �E, �H) para los campos numéricos, y letras caligráficas (�E , �H) para los
anaĺıticos. Además, se ha introducido para las derivadas la notación ∂t = ∂

∂t , que se
usará en adelante para la derivada respecto a cualquier variable.
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de campo magnético �H; vectores que están relacionados entre śı a través de
las relaciones constitutivas dependientes de las caracteŕısticas del material.

Las ecuaciones (3.2), junto con las relaciones constitutivas, y el conoci-
miento de los campos en un instante inicial (problema de valor inicial), com-
ponen un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de tipo hiperbólico,
que tiene solución única.

El método clásico FDTD emplea una aproximación centrada de segun-
do orden en las derivadas espaciales y temporales de las ecuaciones rota-
cionales de Maxwell, dando lugar a un nuevo problema electromagnético
discreto [93,94]. Se define una malla espacial cúbica cuya celda unidad es la
mostrada en la figura 3.1; cada componente del campo se muestrea y evalúa
en una posición espacial determinada. Los campos eléctrico y magnético se
calculan con un retardo de medio intervalo de muestreo temporal. En cada
celda, el material se modela por sus caracteŕısticas electromagnéticas (permi-
tividad y permeabilidad), definiéndose en las discontinuidades las condiciones
de frontera necesarias. Como se verá posteriormente, los campos en cada ins-
tante temporal se obtienen de forma expĺıcita, en función de los campos en
instantes temporales anteriores.
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Figura 3.1: Celda de Yee.
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El método FDTD, con sus múltiples variantes, es uno de los métodos de
simulación electromagnética más utilizados, y ha encontrado aplicación en
temas tan diversos como los de bioelectromagnetismo (detección de tumores
[53], efectos biológicos de las ondas electromagnéticas [95,96] y cálculo de la
tasa de absorción espećıfica [96,97]), cálculo de sección recta radar (RCS) [98],
análisis de circuitos de microondas [99], simulación de antenas y agrupaciones
de antenas [100,101], etc.

En las siguientes secciones se describe brevemente la formulación del
método FDTD, incluyendo la implementación de fuentes de corriente, que
como se verá es necesaria para la implementación del método h́ıbrido que
combina FDTD con MoMTD.

3.2.2. Fundamentos de FDTD

Si se considera que las corrientes libres son óhmicas, siendo las corrientes
eléctricas �J = σ�E y las magnéticas �J ∗ = σ∗ �H, con σ y σ∗ las conductividades
eléctrica y magnética, respectivamente, y que el medio es lineal, isótropo y
no dispersivo ( �D = ε�E , �B = µ �H, con ε y µ la permitividad y permeabilidad
del medio), las ecuaciones rotacionales de Maxwell se pueden escribir como

∂̃r
�H = σ�E + ε∂t

�E
−∂̃r

�E = σ∗ �H + µ∂t
�H (3.3)

con

∂̃r =


 0 −∂z ∂y

∂z 0 −∂x

−∂y ∂x 0


 (3.4)

La ecuación (3.3) se puede reescribir de forma compacta como:

M̃
(
∂t

�ψ
)

+ S̃ �ψ = R̃�ψ (3.5)

siendo

�ψ = (�E , �H)T , R̃ =

(
0̃3 ∂̃r

−∂̃r 0̃3

)

S̃ =

(
σĨ3 0̃3

0̃3 σ∗Ĩ3

)
, M̃ =

(
εĨ3 0̃3

0̃3 µĨ3

)
(3.6)
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donde Ĩn y 0̃n son las matrices identidad y nula de orden n, respectivamente.
Para escribir las ecuaciones correspondientes al algoritmo FDTD, se co-

mienza definiendo los operadores de diferencia centrada y media como

δvf(v) =
f(v + ∆v

2
) − f(v − ∆v

2
)

∆v
, avf(v) =

f(v + ∆v
2

) + f(v − ∆v
2

)

2
(3.7)

Se puede demostrar mediante el uso de series de Taylor que δvf(v) es una
aproximación de segundo orden a ∂vf(v), y que avf(v) es una aproximación
de segundo orden al operador identidad If(v) = f(v).

A continuación se divide el espacio en un conjunto de puntos equiespacia-
dos en cada dirección, múltiplos y semimúltiplos de ∆x, ∆y y ∆z, y de forma
similar se discretiza el tiempo en instantes múltiplos enteros y semienteros
de un intervalo temporal ∆t, con lo que se puede escribir el campo en cada
posición espacio-temporal del mallado con la siguiente notación:

ψn
i,j,k ≡ ψ(x = i∆x, y = j∆y, z = k∆z, t = n∆t) (3.8)

Si se sustituyen en (3.3) las derivadas por el operador de diferencias cen-
tradas y se promedian en el tiempo los términos afectados por la conductivi-
dad se obtiene

δ̃r
�Hn

i,j,k = σi,j,kat
�En

i,j,k + εi,j,kδt
�En

i,j,k

−δ̃r
�En

i,j,k = σ∗
i,j,kat

�Hn
i,j,k + µi,j,kδt

�Hn
i,j,k (3.9)

donde el operador rotacional que aproxima a (3.4) viene dado por

δ̃r =


 0 −δz δy

δz 0 −δx

−δy δx 0


 (3.10)

con δ definido en (3.7).Los parámetros constitutivos ε, µ, σ, σ∗ se consideran
en cada punto del mallado espacial

εi,j,k ≡ ε(x = i∆x, y = j∆y, z = k∆z) (3.11)

En la práctica, para la resolución de las ecuaciones (3.9) no es necesario
conocer las seis componentes del campo electromagnético en cada una de las
posiciones del mallado espacial muestreado con ∆x/2, ∆y/2, ∆z/2, sino que
como ya se comentó basta con conocer cada componente en la posición de
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la celda de Yee que le corresponda (ver figura 3.1). De la misma forma, bas-
ta con definir los campos eléctricos en múltiplos semienteros del incremento
temporal ∆t, y los campos magnéticos en múltiplos enteros, para obtener
siguiendo un esquema de tipo ’salto de la rana’ el algoritmo FDTD de solu-
ción escalonada en el tiempo (’marching on in time’):

�E
n+1/2
i,j,k =

εi,j,k − σi,j,k∆t/2

εi,j,k + σi,j,k∆t/2
�E

n−1/2
i,j,k +

∆t

εi,j,k + σi,j,k∆t/2
δ̃r

�Hn
i,j,k

�Hn+1
i,j,k =

µi,j,k − σ∗
i,j,k∆t/2

µi,j,k + σ∗
i,j,k∆t/2

�Hn
i,j,k −

∆t

µi,j,k + σ∗
i,j,k∆t/2

δ̃r
�E

n+1/2
i,j,k

(3.12)

con n entero, e i, j, k entero o semi-entero de acuerdo a la posición asociada
a cada componente del campo en la celda de Yee.

Las ecuaciones (3.12) se pueden escribir de forma compacta como

M̃i,j,k(δt
�Ψ

n+1/2
i,j,k ) + S̃i,j,k(at

�Ψ
n+1/2
i,j,k ) = R̃�Ψ

n+1/2
i,j,k (3.13)

con

�Ψn
i,j,k = ( �E

n−1/2
i,j,k , �Hn

i,j,k)
T , R̃ =

(
0̃3 δ̃r

−δ̃r 0̃3

)

S̃i,j,k =

(
σi,j,kĨ3 0̃3

0̃3 σ∗
i,j,kĨ3

)
, M̃i,j,k =

(
εi,j,kĨ3 0̃3

0̃3 µi,j,kĨ3

)
(3.14)

siendo (3.14) la versión discretizada de (3.6) con las variables muestreadas
en las posiciones dadas por el modelado espacio-temporal del problema.

Este algoritmo, una vez conocidas las condiciones iniciales muestreadas a
partir de las anaĺıticas, permite obtener los campos eléctrico y magnético en
un instante temporal en función de valores previamente calculados.

En la bibliograf́ıa [102] se estudia la estabilidad del método FDTD, com-
probándose que la condición necesaria para su estabilidad es el criterio de
Courant

c∆t

√
1

∆x2
+

1

∆y2
+

1

∆z2
≤ 1 (3.15)
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que relaciona el tamaño de la celda espacial de Yee con el intervalo temporal,
lo que implica que tamaños de celda pequeños lleven asociados también bajos
incrementos temporales, que en ciertos casos son innecesarios para conseguir
una resolución temporal adecuada. Un ejemplo de este problema es la simu-
lación a muy baja frecuencia de estructuras complejas con discretización
milimétrica. El método ADI-FDTD, que se estudiará en apartados posterio-
res, solventa esta dificultad, al ser un método incondicionalmente estable y
no estar sujeto al criterio de Courant.

3.2.3. Implementación de fuentes de corriente en
FDTD

Dado que la técnica h́ıbrida FDTD-MoMTD descrita en este caṕıtulo
está basada en el principio de equivalencia, que considera fuentes de corrien-
te eléctrica y magnética equivalentes a una cierta estructura radiante, esta
sección explica la forma de implementar fuentes en el esquema FDTD.

Las corrientes existentes en el espacio computacional pueden ser eléctri-
cas, �J , o magnéticas, �J ∗. Las ecuaciones rotacionales de Maxwell se escriben
de forma compacta, incluyendo los términos de corriente, como:

M̃
(
∂t

�ψ
)

+ S̃ �ψ + �K = R̃�ψ (3.16)

donde las matrices M̃, S̃, y R̃ son las definidas en (3.6), y el vector �K es el
vector de corrientes

�K = (Jx,Jy,Jz,J ∗
x ,J ∗

y ,J ∗
z ) (3.17)

La aproximación mediante diferencias centradas de las derivadas tempo-
rales y espaciales en la ecuación (3.16), según el algoritmo de Yee [92], da
lugar a

M̃i,j,k(δt
�Ψ

n+1/2
i,j,k ) + S̃i,j,k(at

�Ψ
n+1/2
i,j,k ) + �K

n+1/2
i,j,k = R̃�Ψ

n+1/2
i,j,k (3.18)

donde las matrices M̃i,j,k, S̃i,j,k, R̃, y el vector de campos �Ψn
i,j,k se definen

como en (3.14), mientras que el vector �Kn
i,j,k viene dado por:

�Kn
i,j,k = (Jn

x i,j,k, J
n
y i,j,k, J

n
z i,j,k, J

∗ n−1/2
x i,j,k , J

∗ n−1/2
y i,j,k , J

∗ n−1/2
z i,j,k ) (3.19)
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Al igual que en el caso sin fuentes, el algoritmo descrito en la ecuación
(3.18) calcula los campos en un instante a partir de los calculados en instantes
anteriores y de las corrientes eléctricas y magnéticas de excitación del pro-
blema.

3.3. El método ADI-FDTD

3.3.1. Fundamentos de ADI-FDTD

El método ADI-FDTD se basa en una formulación impĺıcita en el espacio
del método FDTD, logrando estabilidad incondicional con un esfuerzo com-
putacional añadido mı́nimo. Dado que conserva la distribución espacial de
los campos de Yee, se puede aplicar a todos los problemas cuya resolución
sea posible mediante FDTD.

Para la formulación del método ADI-FDTD, se comienza con la cons-
trucción de un esquema de Crank-Nicolson FDTD (CN-FDTD) mediante el
promediado en el tiempo del término a la derecha de (3.13), dando lugar a

M̃i,j,k(δt
�Ψ

n+1/2
i,j,k ) + S̃i,j,k(at

�Ψ
n+1/2
i,j,k ) = R̃(at

�Ψ
n+1/2
i,j,k ) (3.20)

siendo ahora �Ψn
i,j,k = ( �En

i,j,k,
�Hn

i,j,k), lo que tras definir

R̃T = (M̃i,j,k)
−1(R̃ − S̃i,j,k) =

( −σi,j,k

εi,j,k
Ĩ3

1
εi,j,k

δ̃r

− 1
µi,j,k

δ̃r −σ∗
i,j,k

µi,j,k
Ĩ3

)
(3.21)

da lugar a

�Ψn+1
i,j,k − �Ψn

i,j,k =
∆t

2
R̃T (�Ψn+1

i,j,k − �Ψn
i,j,k) (3.22)

La aplicación del esquema CN-FDTD (3.22) a problemas prácticos da
lugar a requerimientos computacionales prohibitivos [103], puesto que supone
la resolución de un sistema lineal de ecuaciones poco denso en cada intervalo
temporal. Sin embargo, se puede factorizar el esquema anterior en un proceso
de dos pasos [104], cada uno de los cuales sólo necesita la resolución de un
sistema tridiagonal de ecuaciones, añadiendo un término de perturbación de
segundo orden como sigue:

�Ψn+1
i,j,k − �Ψn

i,j,k +

(
∆t

2

)2

ÃB̃(�Ψn+1
i,j,k − �Ψn

i,j,k)︸ ︷︷ ︸
Perturbacion

=
∆t

2
R̃T (�Ψn+1

i,j,k − �Ψn
i,j,k) (3.23)
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Si los operadores Ã y B̃ se eligen de forma que

Ã + B̃ = R̃T (3.24)

la ecuación 3.23 se puede reescribir como

(
Ĩ6 − ∆t

2
Ã

)(
Ĩ6 − ∆t

2
B̃

)
�Ψn+1

i,j,k =

(
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2
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)(
Ĩ6 +
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2
B̃

)
�Ψn

i,j,k (3.25)

y se puede factorizar en un proceso de dos pasos:

(
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2
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)
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(
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2
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(
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2
Ã

)
�Ψn∗

i,j,k (3.27)

siendo �Ψn∗
i,j,k un vector auxiliar intermedio definido en el instante temporal n∗

entre n y n + 1. En este caṕıtulo no se entrará en los detalles de la determi-
nación de las matrices Ã y B̃ tales que cumplan la ecuación (3.24). Se puede
encontrar más información en [105]. Una vez deteminadas dichas matrices
se pueden obtener los sistemas de ecuaciones tridiagonales que permiten el
cálculo de �Ψn+1

i,j,k a partir de �Ψn
i,j,k, necesitando para ello la realización de un

paso intermedio para obtener �Ψn∗
i,j,k. Realmente, únicamente es necesario re-

solver el sistema tridiagonal para el cálculo de los campos eléctricos �En∗
i,j,k

y �En+1
i,j,k , pues los campos magnéticos se obtienen a partir de éstos de forma

expĺıcita.

3.3.2. Implementación de fuentes de corriente en
ADI-FDTD

La introducción de las fuentes de corriente en las ecuaciones rotacionales
de Maxwell [84, 106] da lugar, al realizar la formulación del método ADI-
FDTD, a la aparición de un término adicional en la ecuación (3.22)

�Ψn+1
i,j,k − �Ψn

i,j,k =
∆t

2
R̃T (�Ψn+1

i,j,k − �Ψn
i,j,k) − ∆t �K

n+1/2
T i,j,k (3.28)

siendo
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�Kn
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(3.29)

y R̃T el definido en la ecuación (3.21). Si al igual que se hizo en ausencia de
corrientes se introduce el término de perturbación de segundo orden, eligiendo
Ã y B̃ de forma que cumplan la ecuación (3.24), (3.28) puede ser factorizada
en dos subpasos como sigue:
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En la ecuación anterior nuevamente �Ψn∗
i,j,k es un vector intermedio auxiliar.

Estas ecuaciones pueden igualmente simplificarse en un esquema tridiagonal
impĺıcito en el espacio que actualice el campo eléctrico en cada intervalo tem-
poral, para posteriormente calcular el campo magnético de forma expĺıcita.

3.4. Los métodos h́ıbridos FDTD-MoMTD y

ADI-FDTD-MoMTD

En esta sección se explica el algoritmo utilizado para la hibridación de los
métodos basados en diferencias finitas, FDTD y ADI-FDTD, con el método
MoMTD basado en la resolución de la ecuación integral del campo eléctrico
presentado en el caṕıtulo 2.

En concreto, la aportación de esta Tesis ha consistido en incluir en los
programas basados en técnicas h́ıbridas las extensiones llevadas a cabo en el
método DOTIG5 descritas en el caṕıtulo 2.

La hibridación se basa en el uso del principio de equivalencia [69]. Se
considera una antena de hilo delgado de forma y orientación arbitrarias si-
tuada en la cercańıa de un dispersor inhomogéneo (ver figura 3.2). La antena
está rodeada de un medio dieléctrico lineal, homogéneo e isótropo y no dis-
persivo. El dominio computacional D (el área dentro de la superficie S1) se
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subdivide en dos problemas diferentes, como se puede ver en las figuras 3.3 y
3.4. El primer subproblema, que se resolverá mediante MoMTD, está forma-
do por la antena de hilo del problema anterior situada en un medio infinito
y homogéneo. El otro subproblema, en el que se aplicará el método de dife-
rencias finitas FDTD o ADI-FDTD, corresponde al espacio computacional
D una vez extráıda la antena. La superficie S es la superficie ficticia en la
que se implementa el teorema de equivalencia o superficie de Huygens y sirve
para conectar las soluciones de los dos subdominios.

Para programar la interfaz entre los dos subproblemas se emplea un al-
goritmo de avance temporal que calcula la respuesta deseada teniendo en
cuenta el principio de causalidad, tal y como se describe a continuación.

1. En primer lugar, se calculan las corrientes en la antena en un inter-
valo temporal tn utilizando la implementación de MoMTD descrita en
caṕıtulos anteriores (programa DOTIG5). El campo incidente utilizado
en la ecuación (2.33) es:

ŝu · �Ei (su, tn) = −V (su, tn) δ (su − sf ) + ŝu · �EF (su, tn) (3.32)

donde se considera un modelo de fuente de voltaje tipo delta-gap, en
la que V (su, tn) δ (su − sf ) es la tensión aplicada en la posición sf del
hilo, correspondiente a cada uno de los centros de los segmentos en
los que éste queda dividido de acuerdo a lo estudiado en el caṕıtulo
2. �EF (su, tn) es cualquier otro campo incidente extra sobre el hilo de-
bido a fuentes externas y que ha sido calculado previamente como se
comentará en el punto 4.

2. Posteriormente, aplicando el principio de equivalencia, se sustituye la
antena por corrientes ficticias equivalentes situadas en la superficie de
Huygens, S. Los valores de dichas corrientes equivalentes se obtienen
a partir de los campos eléctrico y magnético, �EM (�r, t) y �HM (�r, t),
creados por la antena en la superficie S, mediante las expresiones:

�Jn (�rs) =
n̂ × �Hn

M (�rs)

∆(�rs)

(3.33)

�J∗ n+1/2 (�rs) = − n̂ × �E
n+1/2
M (�rs)

∆(�rs)
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Figura 3.2: Problema original.
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Figura 3.4: Subproblema a resolver con FDTD o ADI-FDTD.
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donde ∆(�rs) es el tamaño de la celda espacial en la dirección perpendi-
cular a la superficie de Huygens en el punto �rs. En cuanto a los campos
�EM (�r, t) y �HM (�r, t), se obtienen a partir de las corrientes en la antena
en instantes temporales anteriores, usando para ello las expresiones
descritas en el apéndice B.

De acuerdo con el principio de equivalencia, las corrientes �J y �J∗

aśı generadas, suponiendo la ausencia de objetos dispersores en el espa-
cio computacional, producen idénticos campos a los debidos a la antena
fuera de la caja de la superficie de Huygens, mientras que en el interior
de la misma dan lugar a un campo nulo.

Las componentes de �J y �J∗ se calculan en las posiciones de la celda
de Yee de forma similar a como se hace con los campos �E y �H, lo que
da lugar a ’dos’ superficies de Huygens separadas por una distancia
de media celda, como se puede ver en la figura 3.5, en la que se ha
representado la parte de la superficie S paralela al plano XY. Esta forma
de implementar el principio de equivalencia en FDTD fue introducido
en [107] y no requiere el promediado de las magnitudes consideradas.

3. A continuación, se ejecuta el algoritmo FDTD o el ADI-FDTD, pre-
sentados respectivamente en las secciones 3.2 y 3.3, en todo el dominio
computacional, con la antena aún eliminada, actualizando aśı los cam-
pos de n a n + 1.
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ANTENA

Figura 3.5: Superficie de Huygens. Plano XY

4. La aplicación del método de diferencias finitas en todo el espacio com-
putacional da lugar a la aparición dentro de la superficie de Huygens de
un campo no nulo, debido al objeto dispersor presente en el problema,
que es el campo extra incidente �EF (ŝi, tn) a considerar en la ecuación
3.32 como excitación del método de los momentos.

Como en general las posiciones del mallado espacial de FDTD no coin-
ciden con los puntos campo del método de los momentos en los que
se necesita el campo eléctrico extra incidente, ni tampoco coincide la
discretización temporal, se procede a una interpolación espacial y tem-
poral de los campos. Sin embargo, en caso de usar ADI-FDTD se puede
aumentar el incremento temporal sin provocar inestabilidades, por lo
que en la mayoŕıa de los casos se puede usar idéntico intervalo tempo-
ral al necesitado en DOTIG5, evitando la interpolación temporal y por
tanto acelerando el proceso.
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5. El campo �EF (su, tn) es considerado en el punto 1 para la solución de
la ecuación integral, cerrando aśı el ciclo temporal.

Varios parámetros, como el tamaño de la superficie de Huygens situada
alrededor de la antena, las dimensiones de la celda FDTD empleada para
modelar el problema o la distancia de la caja de Huygens al dispersor inho-
mogéneo, influyen en la precisión de los resultados obtenidos mediante el
método h́ıbrido. Estos efectos están descritos en [89] para el método h́ıbrido
FDTD-MoMTD, demostrándose que el método da muy buenos resultados
incluso cuando la superficie de Huygens está bastante cerca de la fuente de
radiación. En el caso del método h́ıbrido ADI-FDTD-MoMTD se ha observa-
do una mayor limitación en la distancia mı́nima que debe separar la antena de
la caja de Huygens, debiendo aumentarse para conseguir resultados correctos
hasta el orden de 0,06λmin, donde λmin es la longitud de onda correspondiente
a la frecuencia máxima de excitación.

La aportación concreta de esta Tesis al desarrollo de los métodos h́ıbridos
ADI-FDTD-MoMTD y FDTD-MoMTD se encuentra en la implementación
de las extensiones realizadas al código DOTIG5 previamente descritas en el
caṕıtulo 2 y su adaptación para la combinación con los algoritmos h́ıbridos
descritos en este caṕıtulo. Estas modificaciones han sido esenciales para per-
mitir el análisis de geometŕıas de hilo complejas (con uniones, segmentación
no uniforme, cargas pasivas, etc.) frente a cuerpos inhomogéneos. En concreto
ha posibilitado el análisis de las antenas de hilo con geometŕıas complicadas
frente a un modelo de cabeza humana que se describirá en el caṕıtulo 6, y
la simulación de antenas de banda ultra-ancha para su aplicación en radares
de penetración en tierra [108,109] ( GPR - Ground Penetrating Radar ).



CAPÍTULO 4

Análisis de antenas prefractales
en el dominio del tiempo

4.1. Introducción

Como ya se ha comentado en el caṕıtulo de introducción, la miniaturi-
zación de antenas implica pérdidas de eficiencia, disminuciones de la resisten-
cia de radiación y aumento del factor de calidad Q. Hansen [9] estableció que,
para obtener resultados más cercanos a los valores mı́nimos alcanzables de
Q predichos por el ĺımite fundamental [3,4], el volumen esférico que engloba
a la antena debe ser usado de forma más efectiva. Basándose en esta idea, se
han presentado en la bibliograf́ıa algunas antenas prefractales como antenas
pequeñas [24,26–28], tratando de hacer un mejor uso de la esfera que engloba
a la antena mediante la introducción en ella de una mayor longitud de hilo.

Se denomina antena prefractal aquella cuya geometŕıa resulta del trun-
camiento de la formación mediante funciones iterativas (IFS) de una geome-
tŕıa fractal determinada. Dado que el prefractal puede formarse mediante un
número indefinido de iteraciones de su función generadora IFS, se pueden
conseguir estructuras arbitrariamente complejas que, por tanto, podŕıan re-
sultar en un buen aprovechamiento del espacio.

Algunos estudios preliminares realizados sobre la antena prefractal de
Koch [24] han demostrado cómo el aumento del número de iteraciones de
la función IFS para la formación de antenas prefractales da lugar a an-

51
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tenas eléctricamente más pequeñas, tal y como cab́ıa esperar de acuerdo
con Hansen [9]. Sin embargo, se ha demostrado posteriormente [26] un es-
tancamiento en dicha tendencia cuando la complejidad de la antena se hace
mayor: conforme aumenta el número de iteraciones la reducción del tamaño
eléctrico se estanca, acercándose a un valor ĺımite a determinar en cada caso.

Uno de los objetivos de esta Tesis ha sido el estudio en el dominio del
tiempo de algunas de las antenas prefractales presentadas en la bibliograf́ıa
para su uso como antenas pequeñas, tratando de comprender los distintos
fenómenos involucrados en su comportamiento aśı como el motivo por el que
se produce el estancamiento comentado. Además se han estudiado de forma
paralela otras estructuras de similares caracteŕısticas y geometŕıa eucĺıdea,
para tratar de corroborar o desmentir la optimalidad de las antenas prefrac-
tales sugerida en varios trabajos [24, 28].

Se ha hecho especial hincapié en el estudio de estructuras bidimensionales
de hilo debido a que son de sencilla fabricación mediante el uso de técnicas
estándar para el desarrollo de circuitos impresos, permiten una mayor sim-
plicidad a la hora de comprender los fenómenos electromagnéticos existentes
y, además, las conclusiones obtenidas son generalizables a estructuras tridi-
mensionales.

En el apartado 4.2 se introducirá la teoŕıa básica de la geometŕıa fractal,
aśı como el concepto de dimensión fractal, D. Dicho valor es uno de los
parámetros más importantes para caracterizar cualquier geometŕıa fractal, y
ha sido usado por algunos autores para justificar distintos comportamientos
de antenas prefractales [26, 110]. En los siguientes apartados se presentarán
varias antenas prefractales en orden creciente de dimensión fractal, por lo
que la primera antena estudiada será la basada en el fractal de Koch, cuya
dimensión es D = 1,26; a continuación se presentará la antena tipo árbol
fractal, cuya dimensión fractal vaŕıa en función del ángulo θ entre ramas;
el último prefractal contenido en un plano estudiado será el de Hilbert, de
dimensión fractal D = 2. Por último se presentarán algunos diseños basados
en geometŕıas fractales que no están contenidos en el plano, y que por lo
tanto se suelen denominar tridimensionales, si bien su dimensión fractal no
tiene forzosamente que ser igual a 3. Concretamente se estudiarán las antenas
prefractales tipo árbol 3D y Hilbert 3D.



4.2. Teoŕıa de fractales 53

4.2. Geometŕıa fractal.

4.2.1. Definición de fractal

La teoŕıa fractal fue desarrollada por Mandelbrot [2] a partir de los
trabajos de varios matemáticos realizados a finales del siglo XIX y prin-
cipios del XX [111–113], que descubrieron curvas, superficies o conjuntos
de puntos cuya geometŕıa no puede ser definida de forma adecuada medi-
ante las herramientas proporcionadas por la geometŕıa eucĺıdea. Mandelbrot
demostró que todos estos conjuntos tienen en común ciertas caracteŕısticas, y
que buena parte de los fenómenos f́ısicos de la naturaleza pueden ser correc-
tamente modelados mediante el uso de la que denominó teoŕıa fractal, siendo
’fractal ’ un acrónimo de ’fractional dimension’.

No existe una definición cerrada de fractal, si bien se han realizado varios
intentos a lo largo del desarrollo de la teoŕıa fractal. Aśı, en su libro The
Fractal Geometry of Nature [2] Mandelbrot ofreció inicialmente la siguiente
definición:

Definición 1 Un fractal es un conjunto cuya dimensión de Hausdorff-Besi-
covitch1 estrictamente excede a su dimensión topológica.

El propio Mandelbrot, posteriormente, modificó esta definición y propuso
en su lugar la siguiente:

Definición 2 Un fractal es una forma hecha de partes similares de alguna
forma al total.

Aún no se ha encontrado una caracterización definitiva de los fractales.
El motivo es que la primera definición, aun siendo correcta y precisa, es de-
masiado restrictiva, al excluir ciertas estructuras fractales cuya dimensión
de Hausdorff-Besicovitch coincide con su dimensión topológica, y que son
de aplicación práctica en la f́ısica. La segunda definición contiene la carac-
teŕıstica esencial del fractal: un fractal parece igual a cualquier escala. En la
figura 4.1 se pueden ver algunos ejemplos de fractales, en los que se puede
comprobar esta propiedad de autosimilitud.

1La definición de dimensión de Hausdorff-Besicovitch se introduce en la siguiente se-
cción.
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Figura 4.1: Geometŕıa de algunos fractales.

4.2.2. Estudio de la dimensión de Hausdorff-Besico-
vitch

La dimensión de Hausdorff-Besicovitch [114] es la principal caracteŕıstica
de cualquier fractal, y por tanto se suele conocer también como dimensión
fractal. Un fractal se puede considerar como un conjunto de puntos contenidos
en el espacio. Consideremos en primer lugar, para la mejor comprensión del
concepto de dimensión fractal, un conjunto de puntos que no forman una
geometŕıa fractal. Por ejemplo, el conjunto de puntos que forma una ĺınea en
el espacio ordinario eucĺıdeo tiene una dimensión topológica DT = 1, y como
se verá más adelante una dimensión de Hausdorff-Besicovitch D también
igual a la unidad. Puesto que D = DT , la ĺınea no es un fractal según la
primera definición de Mandelbrot. De forma similar, el conjunto de puntos
que forman una superficie en el espacio tridimensional tiene una dimensión
topológica DT = 2, y D = 2, con lo que una superficie ordinaria no es un
fractal por complicada que sea. Por último, una esfera tampoco seŕıa un
fractal al tener dimensiones DT = 3 y D = 3.

Por otro lado, la medida de la distancia entre puntos del espacio es un
concepto clave para la definición de la dimensión de Hausdorff-Besicovitch y
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Figura 4.2: Medida del tamaño de un objeto mediante suma de cubos.

por tanto de la dimensión fractal D. Una forma simple de medir el tamaño
de un conjunto de puntos S es dividir el espacio en pequeños cubos de lado
δ, como se muestra en la figura 4.2, o usando pequeñas esferas de diámetro
δ. Si se centra una pequeña esfera en un punto del conjunto, todos los puntos
que están a una distancia r < 1

2
δ del punto central quedan cubiertos por la

esfera. Contando el número de esferas necesarios para cubrir todo el conjunto
se puede hacer una estimación de su tamaño.

Se puede medir una curva contando el número de segmentos de longitud δ
necesarios para cubrirla. Para una curva ordinaria de longitud L0 el número
de segmentos necesarios es N(δ) = L0/δ, y su medida, L, se define como:

L = ĺım
δ−→0

N(δ)δ = L0δ
0 (4.1)

En el ĺımite, dicha medida se aproxima de forma asintótica a la longitud
de la curva y es independiente de δ.

De forma análoga, se puede asociar un área al conjunto de puntos que
definen una curva contando el número de cuadrados necesarios para cubrirla.
Este número es nuevamente N(δ), y cada cuadrado tiene un área de δ2.
Aśı pues, el área asociada viene dada por

A = ĺım
δ−→0

N(δ)δ2 = L0δ
1 (4.2)

O se puede asociar un volumen, V , a una ĺınea como sigue:

V = ĺım
δ−→0

N(δ)δ3 = L0δ
2 (4.3)

donde N(δ) es el número de cubos necesarios para cubrir dicha ĺınea.
Sin embargo, para curvas ordinarias tanto A como V se hacen nulas en

el ĺımite, y la única medida significativa es la longitud L de la curva.
Si se considera un conjunto de puntos que forman una superficie, la me-

dida habitual es el área A, que vendŕıa dada por:
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A = ĺım
δ−→0

N(δ)δ2 = A0δ
0 (4.4)

siendo N(δ) el número de cuadrados necesarios para cubrir la superficie.
Aśı se encuentra que para una superficie ordinaria dicho número de cuadrados
es, para valores ĺımites de δ, A0/δ

2, siendo A0 el área de la superficie. Si se
asocia un volumen a la superficie formada por la suma de los volúmenes de
cada uno de los cubos necesarios para cubrir la superficie se obtiene:

V = ĺım
δ−→0

N(δ)δ3 = A0δ
1 (4.5)

Como se esperaba, dicho volumen se aproxima a cero conforme lo hace
δ. Por otra parte, también se puede intentar asociar una longitud a una
superficie. Formalmente se puede hacer realizando la medida siguiente:

L = ĺım
δ−→0

N(δ)δ = A0δ
−1 (4.6)

que se corresponde con la suma de la longitud de todos los segmentos de
tamaño δ necesarios para cubrirla, y que diverge cuando δ tiende a cero.
Aśı pues, la única medida lógica para una superficie es su área, pues tiene
un valor real distinto de cero y de infinito.

Hasta ahora, para dar una medida del tamaño de un conjunto de puntos
S, se ha elegido una función test h(δ) = δd y se ha cubierto el conjunto para
formar la medida Md =

∑
h(δ). En general se tiene que, conforme δ tiende

a cero, la medida Md es nula o infinita dependiendo de la elección de d, la
dimensión de la medida (d = 1 para una longitud, d = 2 para una superficie,
d = 3 para un volumen). La dimensión Hausdorff-Besicovitch D del conjunto
S es la dimensión cŕıtica para la cual la medida Md cambia de cero a infinito:

Md =
∑

δd = N(δ)δd−→
{

0, d > D
∞, d < D

(4.7)

Se denomina Md a la medida de dimensión d del conjunto. El valor de
Md para d = D suele ser finito aunque también podŕıa ser cero o infinito; es
la posición del salto en Md en función de d lo realmente importante.

Existen multitud de conjuntos cuya dimensión Hausdorff-Besicovitch no
es entera, o no se corresponde con su dimensión topológica DT , entendida ésta
como la dimensión de la estructura básica que forma el conjunto (DT = 1
para ĺıneas, DT = 2 para superficies, DT = 3 para volúmenes). A estos
conjuntos se les llama fractales.
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4.3. La antena prefractal de Koch: el efecto

shortcut

De entre las antenas prefractales presentadas en la bibliograf́ıa como an-
tenas pequeñas, probablemente la más estudiada es la antena de Koch [24,
26,29,33], que ha sido también propuesta como antena multibanda [110,115].
Dicha antena está basada en el fractal homónimo, cuya geometŕıa se presen-
tará a continuación.

En este apartado se estudia el comportamiento electromagnético de la
antena de Koch a baja y alta frecuencia 2, evidenciando tanto sus cualidades
como sus limitaciones.

4.3.1. Geometŕıa de la antena prefractal de Koch

El fractal de Koch, como otros muchos fractales, se puede generar me-
diante el uso de una función iterativa o IFS [116–118]. Un ejemplo de IFS
consiste en un conjunto de transformaciones afines en un plano bidimensio-
nal, que en la iteración n vienen dadas por:

w

(
x1

x2

)
=

(
a b
c d

)(
xn−1

1

xn+1
2

)
+

(
e
f

)
= Axn−1 + B (4.8)

donde xn−1 =
(
xn−1

1 , xn−1
2

)
son las coordenadas en un plano de un punto

en la iteración n − 1, y a, b, c, d, e y f son las constantes que definen la
transformación.

La matriz A de una transformación af́ın, al aplicarla sobre todos los pun-
tos de un segmento recto, se puede escribir como:

A =

(
r1cos(θ1) −r2cos(θ2)
r1cos(θ1) r2cos(θ2)

)
(4.9)

En el caso de que r1 = r2 = r, 0 < r < 1 y θ1 = θ2, la operación se
convierte en un giro de θ1 radianes sobre la dirección del segmento, junto con
una reducción en la escala de r. En cuanto al vector B de la expresión (4.8),

2Se entenderá como baja frecuencia cuando la excitación de la antena sea tal que sus
máximas componentes frecuenciales sean del orden de kh = 1 (siendo k el número de
ondas y h la dimensión máxima de la antena), y como alta frecuencia cuando la excitación
sea tal que la anchura de los pulsos empleados en la alimentación sea del orden de las
dimensiones de cada tramo de la antena simulada.
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representa un desplazamiento respecto al origen, que sitúa en su posición
adecuada al segmento obtenido.

Si se usa para la transformación af́ın la nomenclatura w = [a, b, c, d, e, f ],
siendo estos valores los definidos en (4.8), se puede escribir de forma compacta
la función iterativa de generación del fractal de Koch como un conjunto de
cuatro transformaciones afines. Para cada uno de los segmentos, en cada
iteración, basta generar cuatro nuevos segmentos dados por cada una de las
transformaciones afines [26]:

w1 = [1/3, 0, 0, 1/3, 0, 0]

w2 = [1/3cos(π/3),−1/3sin(π/3), 1/3sin(π/3), 1/3sin(π/3), 1/3, 0]

w3 = [1/3cos(π/3), 1/3sin(π/3),−1/3sin(π/3), 1/3sin(π/3), 1/2, 1/2
√

3]

w4 = [1/3, 0, 0, 1/3, 2/3, 0] (4.10)

Figura 4.3: Generación del fractal de Koch.

En la figura 4.3 se pueden ver las primeras iteraciones del prefractal de
Koch obtenido mediante la IFS anterior. A cada una de las iteraciones de la
función generadora se la denominará prefractal de Koch de orden n (Kn),
siendo n el número de iteraciones de la IFS aplicadas para su obtención. En
consecuencia, se denomina antena prefractal de Koch de orden n a aquélla
cuya geometŕıa corresponda a dicho prefractal. La configuración habitual
para la antena prefractal de Koch es la de monopolo, tal y como se puede
ver en la figura 4.4. La alimentación se realizaŕıa en el punto que une el hilo
y el plano de tierra, como es habitual. Se puede ver en dicha figura cómo
conforme aumenta el número de iteraciones, Nit, lo hace también la longitud
total de hilo de la antena, de acuerdo a la expresión:

Lh = h

(
4

3

)Nit

(4.11)
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donde h es la longitud del monopolo de orden 0, correspondiente a un mono-
polo lineal.

Esta propiedad del fractal de Koch es una de las principales cualidades
que presentan los fractales de cara al diseño de antenas pequeñas, al rellenar
el espacio permitiendo una gran concentración de hilo en un espacio dado.

Figura 4.4: Geometŕıa de la antena monopolo de Koch.

Otra propiedad interesante de los fractales para los diseñadores de antenas
es la autosimilitud: determinadas partes de la estructura son extremadamente
parecidas al total de la misma, especialmente cuando aumenta el número de
iteraciones, lo que puede ser de utilidad en el diseño de antenas multibanda
[110,119,120]. En la figura 4.5 se remarca, para el caso de la antena de Koch,
la similitud existente entre distintas partes del fractal, lo que conlleva un
parecido comportamiento en distintas bandas frecuenciales [110].

En esta Tesis se analiza el comportamiento de la antena prefractal de Koch
como antena pequeña, si bien se han realizado también algunos estudios de su
comportamiento a alta frecuencia, analizándose en concreto la variación de
las componentes espectrales de la corriente a lo largo del hilo y extrayéndose
conclusiones que podŕıan ser la base de futuros trabajos.
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Figura 4.5: Autosimilitud en el fractal de Koch: la antena prefractal de Koch
como antena multibanda.

4.3.2. Comportamiento en frecuencia

En principio, cualquier antena se puede usar como antena pequeña sin
más que alimentarla a frecuencias que cumplan la condición kh < 1. Sin em-
bargo, si la antena no es resonante a dicha frecuencia, se debe introducir un
elemento reactivo que compense al de la antena para conseguir una impedan-
cia de entrada real, aumentando la cantidad de enerǵıa almacenada por el
dispositivo, lo que origina un deterioro de sus caracteŕısticas radiantes. Por
tanto es interesante obtener antenas que sean resonantes dentro del rango de
antena pequeña, denominadas autorresonantes.

El estudio de la antena prefractal de Koch por parte de investigadores
de la Universidad Politécnica de Cataluña (UPC) dio lugar a una serie de
trabajos en los que se demuestra que, conforme aumenta el orden de la antena
prefractal, se reduce su frecuencia de resonancia, lo que da lugar a una antena
autorresonante dentro del rango de antena pequeña [26]. Además, se consigue
acercar la curva del factor de calidad al ĺımite teórico conforme se aumenta
el orden del prefractal.

En este apartado se presentan los resultados de la simulación de la antena
prefractal de Koch en sus primeras iteraciones usando el código DOTIG5
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basado en MoMTD presentado en el caṕıtulo 2, comparados v́ıa transformada
de Fourier (FFT) con los obtenidos mediante el programa comercial NEC
(Numerical Electromagnetic Code) [71], basado también en el MoM, en este
caso en el dominio de la frecuencia.

Se ha elegido para el estudio un modelo de antena de hilo delgado,
discretizada mediante una segmentación uniforme de forma que cumpla la
aproximación de hilo delgado presentada en el caṕıtulo 2. La altura de las
antenas simuladas es h = 6,22 cm, siendo el tamaño del prefractal de 6 cm,
y alimentándose mediante un segmento de altura 2,2 mm, correspondiente a
la longitud del pin central del conector SMA con el que fueron alimentados
los modelos fabricados por investigadores de la UPC [26]. El radio de las
antenas modeladas es de 0,12 mm, coincidiendo con los datos utilizados en
la referencia anterior. En la figura 4.6 se puede ver la comparación entre las
impedancias de entrada y coeficientes de reflexión obtenidos mediante ambos
métodos de simulación para las cuatro primeras iteraciones del prefractal.

Los resultados obtenidos son casi coincidentes para un número pequeño
de iteraciones, si bien las diferencias aumentan conforme lo hace el orden
del prefractal y con ello la complejidad de la estructura. Las causas podŕıan
ser el distinto tratamiento de las uniones entre hilos, la elección del punto
campo, o incluso la aproximación de hilo delgado, que va perdiendo validez
a medida que aumenta el número de iteraciones. De todas formas, y para
confirmar que la diferencia existente entre los dos métodos de simulación
no es preocupante en cuanto a la fiabilidad de los resultados, se han com-
parado los datos anteriores con los obtenidos con otro método de simulación
comercial, WIPL (Electromagnetic Modeling of Composite Wire and Plate
Structures) [121]. En la figura 4.7 se pueden ver las impedancias de entrada
obtenidas con los tres métodos de simulación para la antena K3, compro-
bando cómo la variación entre ellos es aproximadamente del mismo orden,
lo que confirma la suposición de que son caracteŕısticas inherentes al propio
método de simulación las que dan lugar a dichas variaciones.

En la figura 4.6 se observa la disminución de la frecuencia de resonancia
de la antena conforme aumenta el orden del prefractal, debida a la variación
en la longitud de hilo dada por (4.11). Dado que la frecuencia de resonancia
de una antena depende del tiempo que tarda la corriente de excitación en
alcanzar el extremo del hilo y volver a su origen, conforme mayor sea la
longitud del hilo, mayor será también este tiempo y por tanto menor su
frecuencia de resonancia.

Por otra parte, y como ya se comentó en la introducción, la disminución de
la frecuencia de resonancia acarrea un empeoramiento de las caracteŕısticas



62 Caṕıtulo 4. Análisis de antenas prefractales en el dominio del tiempo

Figura 4.6: Impedancia de entrada y coeficiente de reflexión para las tres
primeras iteraciones de la antena prefractal de Koch. Comparación de los
resultados obtenidos con NEC y DOTIG5 (v́ıa FFT).

Figura 4.7: Comparación de la resistencia de entrada obtenida con DOTIG5,
NEC y WIPL para la antena prefractal K3.
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de radiación de las antenas, concretamente de su eficiencia y ancho de banda,
por lo que no basta con reducir la frecuencia de resonancia de una antena
para conseguir buenas antenas pequeñas. Una medida habitual para clasificar
las antenas pequeñas es su factor de calidad Q, relacionado con el ancho de
banda de uso de la antena, y que se estudia en el apéndice C. Una expresión
extendida para su cálculo [26,27], cuya validez se comenta en dicho apéndice,
es la siguiente:

Q(ω) � ω

2Rin

(
∂Xin

ω
+

∣∣∣∣Xin

ω

∣∣∣∣
)

(4.12)

donde Zin = Rin + jXin es la impedancia de entrada a la frecuencia de uso
de la antena.

Utilizando la expresión (4.12) se han comparado, a partir de los resultados
obtenidos mediante las simulaciones, los factores de calidad de las antenas
prefractales de Koch de distinto orden. Los resultados se muestran en la figura
4.8. Se puede observar cómo a medida que aumenta el número de iteraciones
la curva del parámetro Q se aproxima al ĺımite teórico Qmin, aunque dicha
aproximación parece estancarse conforme aumenta el orden del prefractal.

Figura 4.8: Parámetro de calidad Q de las tres primeras iteraciones del pre-
fractal de Koch.

En la tabla 4.1 se presenta una recopilación de los parámetros más impor-
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tantes de la antena de Koch simulada mediante el programa DOTIG5. En esta
tabla se ha incluido el parámetro de la longitud efectiva (Le) de cada antena,
que corresponde a la longitud de una antena lineal con su misma frecuencia
de resonancia. Este parámetro es útil para determinar la efectividad de una
antena para aprovechar su longitud de hilo, Lh. Se puede comprobar cómo la
relación entre ambas disminuye conforme aumenta el número de iteraciones,
siguiendo una ley aproximadamente cuadrática ((Le/Lh)n ≈ (Le/Lh)

2
n−1).

También es interesante notar cómo aunque las curvas del factor de calidad
mostradas en la figura 4.8 se acercan al ĺımite de antena pequeña a medi-
da que aumenta el número de iteraciones, el valor de Q a la frecuencia de
resonancia es mayor con dicho número de iteraciones.

Antena f0 (MHz) Rin (Ω) Q(f0) Lh (cm) Le (cm) Le/Lh

K0 1154.5 35.82 7.28 6.22 6.22 1
K1 964.5 25.03 10.82 8.22 7.45 0.91
K2 853.3 20.62 13.30 10.88 8.42 0.77
K3 809.4 21.25 16.24 14.44 8.87 0.61

Tabla 4.1: Parámetros de la antena prefractal K0-K3.

4.3.3. Análisis en el dominio del tiempo del prefractal
de Koch

La principal ventaja del análisis en el dominio del tiempo frente al dominio
de la frecuencia es que proporciona una mayor comprensión de los fenómenos
f́ısicos existentes. Aśı, si por ejemplo se representa la corriente en el segmento
de alimentación a lo largo del tiempo, se pueden visualizar las múltiples
reflexiones de la señal de alimentación que se producen en distintos puntos
de la geometŕıa de una antena de hilo. Se puede ver un ejemplo en la figura
4.9, en la que se representa, frente al tiempo, la corriente en el segmento de
alimentación de la antena K1 y de una antena lineal de igual longitud de
hilo (8 cm). Ambas antenas han sido excitadas con un pulso gaussiano de
frecuencia máxima 45 GHz3. Se puede comprobar cómo las esquinas en las

3La frecuencia máxima ha sido elegida de forma que la anchura espacial del pulso
gaussiano (anchura temporal multiplicada por c) se corresponda con la mitad de la longitud
de cada tramo rectiĺıneo de la antena K1, de forma que se puedan distinguir con nitidez
pulsos transmitidos y reflejados. La frecuencia máxima, fmax, de una excitación gaussiana
es aquella cuya amplitud es una décima parte de la amplitud a frecuencia cero.
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que el hilo de la antena prefractal forma un ángulo más agudo dan lugar a una
mayor reflexión de corriente; también se comprueba cómo el pulso reflejado
en su extremo alcanza antes el segmento de alimentación que en el caso de
la antena lineal, o lo que es lo mismo, su longitud efectiva es menor que su
longitud de hilo, como ya se expuso en la tabla 4.1.
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Figura 4.9: Corriente en el segmento de alimentación frente al tiempo en las
antenas lineal y K1.

En la figura 4.10 se muestra el denominado diagrama espacio-temporal
para la antena K1, excitada por un pulso gaussiano de las mismas carac-
teŕısticas que en el ejemplo de la figura 4.9. En este tipo de diagramas se
representa no sólo la corriente en el segmento de alimentación frente al tiem-
po, sino también en el resto de los segmentos de la antena. Se observan varios
efectos que se enumeran a continuación:

1. En primer lugar, además de las reflexiones en el extremo del hilo, y como
ya se hizo notar previamente, se producen reflexiones importantes justo
en el centro del prefractal, donde el ángulo formado entre los hilos es
mı́nimo. Este efecto se ha señalado con una flecha de color verde.

2. También se puede comprobar cómo el pulso que se mantiene en el hilo
tras las múltiples reflexiones es cada vez más ancho, lo que confirma
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Figura 4.10: Diagrama espacio-temporal de la corriente en la antena K1.

que las bajas frecuencias sufren una menor radiación a lo largo de
la estructura. Es decir, que las altas frecuencias son las primeras en
ser radiadas. Este fenómeno será constatado posteriormente mediante
estudios espectrales.

3. Por último, aparece un efecto, marcado con una flecha de color rojo,
denominado shortcut [43,45]. Se puede ver un detalle en la figura 4.11,
donde se representa la corriente en escala logaŕıtmica para visualizar
mejor dicho efecto. Se observa cómo en la zona señalada en rojo en la an-
tena K1 se produce una reabsorción de la enerǵıa radiada previamente
por la estructura en su segmento de alimentación y otras esquinas de
la estructura. Esta enerǵıa da lugar a una corriente que aparece antes
de que este tramo de la antena sea alcanzado por el pulso de corriente
que viaja a lo largo del hilo, cuya trayectoria se marca con una ĺınea
discontinua en la figura. Este adelanto de la corriente en el prefractal
respecto al camino seguido a lo largo del hilo, o efecto shortcut, con-
tribuye a que la corriente reflejada en el extremo del hilo llegue antes
al segmento de alimentación en el caso de la antena K1 que en una
antena de hilo recto de igual longitud, como se comprobó en la figura
4.9. Un fenómeno similar fue ya descrito por Burrell [122] al estudiar
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Figura 4.11: Detalle del diagrama espacio-temporal de la corriente en la an-
tena K1 (dB).

la corriente en el extremo de hilos doblados.

La figura 4.12 representa el campo cercano creado por la antena K1 en
distintos intervalos temporales. Se observa cómo tanto el segmento de ali-
mentación como las esquinas de la estructura son centros de radiación, que
efectivamente producen el acoplamiento entre las distintas partes de la mis-
ma. Esta interacción entre los centros de radiación de la estructura y otros
tramos de la misma puede ser por tanto el origen de la diminución de longitud
efectiva observada en la tabla 4.1.

La figura 4.13 muestra el diagrama espacio-temporal de la corriente a lo
largo del hilo para la antena K2, donde también pueden verse los tramos de
la antena en los que se producen los shortcut. Todos estos tramos (2-3, 5-6,
8-9, 11-12 y 14-15) tienen en común su orientación, que es aproximadamente
paralela al campo radiado por el segmento de alimentación.

Asimismo, si se analizan los tiempos en los que se produce la aparición de
las corrientes inducidas, se puede comprobar cómo en todos los casos coin-
ciden con los tiempos de propagación del campo eléctrico desde el punto de
alimentación hasta el segmento donde se produce el shortcut. En la tabla
4.2 se presentan los tiempos en los que aparecen los shortcuts en las distin-
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Figura 4.12: Mapas espaciales del campo eléctrico cercano en la antena K1
en distintos instantes temporales. La antena fue excitada con una tensión
gaussiana de frecuencia máxima 45 GHz.
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Figura 4.13: Diagrama espacio-temporal de la corriente en la antena K2 (dB).
Localización de los distintos shortcut.

tas secciones de la estructura. Los denominados teóricos son los obtenidos
suponiendo que es en el segmento de alimentación donde se produce la ra-
diación que se acopla en los distintos tramos, y los medidos son los obtenidos
en la simulación. Se comprueba que los tiempos teóricos y medidos son apro-
ximadamente iguales.

Con objeto de estudiar si los shortcuts pueden ser la causa de la dis-
minución de la relación entre longitud efectiva y longitud de hilo observada
cuando se aumenta el número de iteraciones (ver la tabla 4.1), se ha realizado
un nuevo experimento numérico consistente en la variación del radio de los
hilos que forman la antena. Es bien sabido que el aumento del radio de una
antena lineal conlleva una disminución de su frecuencia de resonancia [69];
sin embargo, se ha comprobado que el aumento del radio en la antena pre-
fractal de Koch tiene como efecto exactamente lo contrario, es decir, produce
un aumento en la frecuencia de resonancia.

El aumento del radio de una estructura de hilo complicada, como la
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Número de Tiempo llegada Tiempo llegada
esquina teórico (∆t) medido (∆t)

3 2 2
6 3.46 3.5
9 5.29 5.3
12 6 6
15 8 8

Tabla 4.2: Tiempos de aparición de los shortcut en la antena K2 suponiéndo-
los debidos a la radiación producida en el segmento de alimentación (teóricos)
y medidos a partir de las simulaciones.

antena prefractal de Koch, tiene como principal inconveniente que pueden
perderse detalles en sus esquinas. De hecho, se ha demostrado que la antena
prefractal de Koch no puede resolverse geométricamente si no se cumple la
condición

d ≤
√

3l (4.13)

siendo d el diámetro de la estructura y l la longitud de cada tramo rectiĺıneo
de la antena. Dado que el incremento en el orden del prefractal da lugar a una
disminución de la longitud de cada tramo, no se pueden fabricar estructuras
de radio arbitrariamente grande para estudiar su comportamiento.

Además, desde el punto de vista numérico, al disminuir la longitud de
cada sección del hilo, la razón entre la longitud de cada segmento ∆s y el
radio de la antena puede alcanzar valores tales que la aproximación de hilo
delgado (estudiada en el caṕıtulo 2) no sea válida [73]. Por otra parte, una
disminución excesiva del radio puede dar lugar a inestabilidades en el núcleo
de la ecuación integral EFIE a resolver mediante el método de los momentos4.

Una posible solución, tanto tecnológica como de simulación, para poder
aumentar la anchura de los hilos, es el uso de una estructura de tipo strip-
wire como la mostrada en la figura 4.14. Esta estructura, intermedia entre
la versión impresa tipo strip y la versión de hilo, tiene la ventaja respecto
a ambas de poder aumentar de forma indefinida su anchura sin modificar
la forma del prefractal. De esta forma se ha podido estudiar el efecto de

4Es importante recordar que una de las principales aportaciones de la aproximación
de hilo delgado es la eliminación de singularidades en el núcleo de la ecuación integral
EFIE [123]. Un radio muy pequeño puede generar inestabilidades en el cálculo numérico
de la ecuación integral al aproximar a la ecuación EFIE a dicha singularidad.
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la variación del radio en la antena prefractal, usando para ello el método
MoMTD para estructuras conductoras perfectas superficiales presentado en
[38], que en esta Tesis ha sido modificado para aprovechar la simetŕıa en
las estructuras con tierra, al igual que se hizo en el caso de MoMTD para
estructuras conductoras de hilo delgado.

K1 K2K1 K2

Figura 4.14: Geometŕıa de las antenas K1 y K2 modeladas con strip-wire.

En primer lugar, y para validar las simulaciones mediante estructuras
de tipo strip-wire, se ha comparado la corriente obtenida en el segmento
de alimentación de la antena K1 modelada de esta forma, con la corriente
obtenida en el caso de modelar la antena con un hilo delgado. Se ha supuesto
una relación entre la anchura w de la tira del strip-wire y el diámetro d
del hilo de w = 2d, de forma que la densidad de corriente que fluye por el
hilo sea la misma en ambos casos [69]. En la figura 4.15 se puede ver dicha
comparación, comprobando cómo los resultados son muy similares.

El principal inconveniente de la simulación de estructuras radiantes su-
perficiales es el alto coste en tiempo de simulación en relación con el necesario
para simular estructuras de hilo delgado. Para acelerar la obtención de resul-
tados, se ha hecho uso de las técnicas de extrapolación de la señal mediante
las herramientas de localización de polos Prony y Pencil [124]. Aśı, en la
figura 4.16 se muestra la señal original obtenida de la simulación en el do-
minio del tiempo (a), la elección de los polos de la respuesta (b), y la señal
continuada (c) para las antenas K1 y K2.

En la tabla 4.3 se comparan las frecuencias de resonancia obtenidas en
ambas antenas para dos anchuras distintas del strip-wire, comprobándose
cómo al doblar el radio aumenta la frecuencia de resonancia de las ante-
nas. Este resultado parece confirmar las conclusiones obtenidas previamente,
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Figura 4.15: Comparación entre la corriente en el segmento de alimentación
de la antena K1 modelada con hilos delgados y strip-wire.

puesto que el incremento en la anchura de las tiras da lugar a una mayor
interacción con el campo radiado por el segmento de alimentación, lo que
conlleva un aumento en la frecuencia de resonancia, o una disminución de la
longitud efectiva de la estructura.

Anchura (mm) f0 K1 (MHz) f0 K2 (MHz)
1 992 849
2 997 897

Tabla 4.3: Frecuencia de resonancia para antenas K1 y K2 modeladas con
strip-wire con distintas anchuras.

A la vista de los resultados presentados en esta sección, se concluye que a
la hora de diseñar antenas pequeñas, y para evitar este tipo de acoplamientos,
se debe minimizar la longitud de hilo paralela al campo eléctrico radiado por
el segmento de alimentación.
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Figura 4.16: Aplicación de herramientas de localización de polos al cálculo de
la respuesta de las antenas modeladas con strip-wire. (a): Señal original;(b):
elección de polos de la respuesta; (c): Señal continuada.

4.3.4. Estudio espectral de la corriente en la antena
prefractal de Koch

En esta sección se hará uso de una de las propiedades de la simulación
en el dominio del tiempo, que es la posibilidad de separar efectos utilizando
ventanas temporales o ’time gating ’.

Para determinar el efecto de las esquinas de una estructura tipo Koch,
se ha realizado un experimento sencillo, que consiste en el análisis de la in-
tensidad de corriente en las dos estructuras modificadas cuya configuración
se puede ver en la figura 4.17b, cuando son alimentadas con un pulso gaus-
siano de alta frecuencia. Como se puede observar, se trata de simplificar
la geometŕıa de las antenas K1 y K2, para evitar las reflexiones debidas
a los detalles geométricos que quedan a la derecha de los puntos P1 y P2.
Además, haciendo uso de ventanas temporales se pueden eliminar también
las reflexiones del final del hilo, con lo que de la diferencia entre las corrien-
tes calculadas en los puntos P1 y P2 de las dos antenas modificadas pueden
obtenerse conclusiones sobre el efecto de la primera esquina de la estructura
en la antena K2. Dichas corrientes, una vez eliminadas las reflexiones de los
extremos, se pueden ver en la figura 4.18. Asimismo se puede ver una com-
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paración entre sus correspondientes espectros en la figura 4.19, obtenidos v́ıa
transformada de Fourier. Es interesante notar cómo en la antena K2 modi-
ficada se observa el efecto del shortcut en el dominio del tiempo, señalado
mediante una flecha en la figura 4.18b, aśı como las múltiples reflexiones que
se producen en las distintas esquinas de la estructura. Por otro lado, de la
figura en el dominio de la frecuencia (fig. 4.19) se obtiene una conclusión
también importante: la radiación producida por la forma básica no elimi-
nada de la antena prefractal K2 no es relevante a baja frecuencia, pues se
observa que las señales correspondinetes al punto P1 en K1 y al punto P2 en
K2 son casi idénticas, sino que su efecto es notable principalmente a altas
frecuencias. Los picos existentes en el espectro de la antena K2 modificada
son debidos a las múltiples reflexiones, aśı como al shortcut que, de acuerdo
a lo estudiado hasta el momento, parece ser generado principalmente en el
segmento de alimentación.

P1

P2

P1

P2

K1: Modificación para
evitar reflexiones

K2: Modificación para
evitar reflexiones

Monopolo de Koch
de orden 1

Monopolo de Koch
de orden 2

( )a ( )b

Figura 4.17: Geometŕıa de las antenas K1 y K2 (a) y de las antenas modi-
ficadas para evitar reflexiones (b).

El análisis espectral anterior concuerda con la observación realizada en
secciones anteriores acerca del ensanchamiento producido en los pulsos a lo
largo del hilo, que se relacionó ya entonces con una rápida radiación de las
altas frecuencias (ver figura 4.10). Aunque no es objetivo de esta Tesis el
estudio a alta frecuencia de las antenas prefractales, esta temprana radiación
de las altas frecuencias en la antena prefractal de Koch es una conclusión
que cabe ser remarcada y podŕıa ser utilizada en trabajos futuros.

En nuestro caso, y siguiendo la ĺınea de otros autores que han señalado la
antena prefractal de Koch como antena multibanda [110], se ha realizado un
estudio preliminar de dicho comportamiento. Esto obliga a la simulación de



4.3. La antena prefractal de Koch: el efecto shortcut 75

C
o
rr

ie
n
te

en
p
u
n
to

P
C

o
rr

ie
n
te

en
p
u
n
to

P

( )a

( )b

1
2

P1

2P

Figura 4.18: Corriente en función del tiempo en el punto P1 de la antena K1
(a) y en el punto P2 de la antena K2 (b), modificadas ambas antenas para
evitar reflexiones.

2P
1P

Figura 4.19: Comparación del espectro de la corriente en los puntos P1 y P2

de las antenas K1 y K2 modificadas para evitar reflexiones.
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antenas de geometŕıa complicada, como las antenas K4 o K5, a alta frecuen-
cia, lo que supone un incremento del número de segmentos necesarios para
modelar la antena debido al criterio de Nyquist, lo que conlleva un alto coste
computacional, a veces inabordable. Sin embargo, dado que las componentes
de alta frecuencia son radiadas en la parte más cercana a la alimentación de
la estructura, y suponiendo un bajo nivel de reabsorción de enerǵıa (short-
cut) en comparación con las componentes de señal transmitidas a lo largo
del hilo, se han realizado dos modelos más burdos de la estructura prefractal,
que se pueden ver en la figura 4.20. En la primera modificación simplemente
se ha relajado la condición de Nyquist en la segunda mitad de la estructura,
permitiendo el empleo de un número menor de segmentos, tal y como indi-
ca la figura 4.20a; concretamente se han considerado segmentos de longitud
doble a la mı́nima necesaria para un buen modelado de acuerdo con las con-
sideraciones numéricas del método utilizado para el cálculo (se indica con
NS=1, mientras que NS=2 indica la segmentación correcta). En el segundo
caso (figura 4.20b) se ha modificado de forma más drástica la geometŕıa de la
misma parte de la estructura, haciéndola similar a la del prefractal de orden
inmediatamente menor.

NS=2 NS=1

Modificación 1: variación en

el número de segmentos

Modificación 2: variación en

la geometría de la antena

( )a

( )b

Figura 4.20: Modificaciones de la antena K3 para el análisis a alta frecuencia.

En la figura 4.21 se pueden ver los resultados obtenidos para la estructura
original, modelada con un número de segmentos adecuado de acuerdo a la
frecuencia máxima de simulación [38]5, las dos estructuras modificadas de la

5En este caso el número de segmentos por tramo es ’NS = 2’ en toda la estructura.
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figura 4.20, y una última no modificada pero modelada con segmentación uni-
forme a lo largo de toda la estructura considerando una frecuencia máxima
igual a la mitad de la de excitación6. Se puede comprobar cómo a frecuencias
relativamente bajas (hasta 6GHz), los tres modelos que sólo difieren en su
segmentación dan lugar a resultados casi idénticos. A partir de estas frecuen-
cias, usando la estructura con ’NS = 1’ se obtienen resultados incorrectos,
mientras que la primera modificación sigue comportándose de forma idéntica
a la estructura original bien modelada. En cuanto a la segunda modificación,
se observa cómo mientras en las primeras resonancias da lugar a resultados
incorrectos (la corriente que se propaga a lo largo del hilo se refleja antes con
lo que las frecuencias de resonancia aumentan), a partir de un cierto valor
de alta frecuencia coincide exactamente con el modelo original y la primera
modificación.
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Figura 4.21: Comparación de la impedancia de entrada de la antena K3
y sus modificaciones para aprovechar la radiación de las componentes de
alta frecuencia. (a): Intervalo de frecuencias [1,10] GHz. (b): Intervalo de
frecuencias [10,50] GHz

Es lógico pensar que, dado que el aumento del número de iteraciones de
la antena conlleva un estancamiento en su comportamiento a baja frecuen-
cia, es posible encontrar estructuras alternativas a antenas prefractales muy
complicadas, como K6 o K7, basadas en las de la figura 4.20, que den lugar
a resultados muy similares a los de dichas antenas tanto a bajas frecuencias

6Por lo que el número de segmentos por tramo es ’NS = 1’ en toda la estructura.
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(debido a que vaŕıan poco) como a altas (porque se radian en segmentos cer-
canos al de alimentación). Esto podŕıa simplificar el estudio de las posibles
caracteŕısticas multibanda de dichas antenas.

4.3.5. Shortcuts en estructuras no prefractales

A lo largo de la sección anterior se ha presentado la antena prefractal
de Koch y se ha comprobado cómo la interacción mutua entre los distintos
segmentos de la estructura (que se ha denominado shortcut) puede ser una de
las causas de la disminución de la relación entre longitud efectiva y longitud
de hilo de la antena conforme aumenta el número de iteraciones. A conti-
nuación se estudian algunas estructuras basadas en la geometŕıa eucĺıdea
cuyo comportamiento también parece ser afectado por dichos shortcuts.

En la figura 4.22 se representan cuatro antenas que se han elegido para
comparar su comportamiento con el de la antena K2. La longitud total de
hilo de todas ellas es idéntica a la de la antena prefractal K2 estudiada en
la sección anterior, es decir 10.88 cm. La altura de las antenas es también
de 6.22 cm, siendo 0.22 mm la longitud de su segmento de alimentación y
0.12 mm el radio de los hilos. En la tabla 4.4 se presentan las frecuencias
de resonancia de las cuatro antenas, junto a la de la antena prefractal K2 ;
las simulaciones han sido realizadas con el método DOTIG5, excitando las
antenas en su base con pulsos gaussianos de baja frecuencia, concretamente
en este caso con frecuencia máxima de 1 GHz.

Antena f0 (MHz)
Meander ancha 770.3
Zigzag ancha 845.6

Meander estrecha 837.8
Zigzag estrecha 995.0

K2 853.3

Tabla 4.4: Frecuencia de resonancia de antenas meander y zigzag con simi-
lares caracteŕısticas a la antena prefractal K2.

En las figuras 4.23, 4.24, 4.25 y 4.26 se presentan los diagramas espacio-
temporales correspondientes a la corriente inducida en cada uno de los mono-
polos de la figura 4.22. Se pueden observar los shortcuts que se producen en
cada una de las cuatro antenas. Se ha marcado en cada gráfica, en verde,
el camino que debeŕıa seguir la corriente en una antena lineal de la misma
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1.5533 cm 0.5825 cm 1.4685 cm 0.5507 cm

6.22 cm

( )a ( )b ( )c ( )d

Figura 4.22: Antenas utilizadas para la comparación de caracteŕısticas con
la antena prefractal de Koch de orden dos. (a) Meander ancha; (b) Meander
estrecha; (c) Zigzag ancha; (d) Zigzag estrecha.

longitud efectiva. En rojo, el camino que debeŕıa seguir la corriente conducida
por el hilo en un hilo recto de igual longitud.

Observando y comparando las cuatro gráficas se puede comprobar cómo el
instante en que aparecen los shortcuts en el extremo del hilo, marcado en las
gráficas como t1, no coincide con el instante en el que alcanzaŕıa el extremo del
hilo la corriente en una antena lineal de longitud igual a su longitud efectiva
(ĺınea verde). De hecho, t1 es casi idéntico en las cuatro antenas, siendo algo
mayor en la antena meander ancha, aunque esto también se puede justificar
al estar su extremo más lejos de la alimentación que en las demás antenas.

Se puede concluir que aunque la aparición de shortcuts en la estructura
puede ser un factor limitante en su comportamiento como antena pequeña,
no es el único a tener en cuenta, y probablemente tampoco el que más influye,
como se comprobará posteriormente.
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Figura 4.23: Diagrama espacio-temporal de la corriente en la antena tipo
meander ancha (dB).
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Figura 4.24: Diagrama espacio-temporal de la corriente en la antena tipo
zigzag ancha (dB).
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Figura 4.25: Diagrama espacio-temporal de la corriente en la antena tipo
meander estrecha (dB).
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Figura 4.26: Diagrama espacio-temporal de la corriente en la antena tipo
zigzag estrecha (dB).
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4.4. Antena tipo árbol quasi-fractal : efecto

de las uniones

Las antenas con geometŕıa tipo árbol fractal han sido presentadas en
la bibliograf́ıa tanto para aplicaciones multibanda [119, 120] como para el
diseño de antenas en miniatura [27,125–127]. En realidad se trata de un caso
particular de antenas con carga capacitiva en su extremo que, como se puede
estudiar en la bibliograf́ıa [128], consiguen reducir la frecuencia de resonancia
al no forzar un cero de corriente en un extremo final de hilo. Un ejemplo t́ıpico
de antena con carga capactiva es la antena de Goubau [15], si bien en este
caso la carga capacitiva se consigue con una placa metálica.

En este apartado se estudiará un ejemplo sencillo, bidimensional, denomi-
nado árbol quasi-fractal, cuyo proceso de formación se puede ver en la figura
4.27.

Iteración 0

Iteración 1

Iteración 2
Iteración 3

Iteración 4

Figura 4.27: Generación del árbol quasi-fractal.

Existen dos parámetros fundamentales en la generación del prefractal
tipo árbol, que se pueden ver en la figura 4.28: el parámetro de escala s, que
relaciona el tamaño de los segmentos en cada nivel del árbol, y el ángulo
de formación θ, que determina el ángulo formado entre las dos ramas de un
mismo nivel. Si se denomina ln,k a la longitud del segmento de nivel k de la
iteración n, se puede escribir:

ln,k =
ln,k−1

s
(4.14)
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Figura 4.28: Definición de ángulo de formación θ y factor de escala s de la
antena árbol quasi-fractal.

Asimismo, la distancia total desde el centro del prefractal hasta cada uno
de lo extremos es idéntica para todas las iteraciones, o lo que es lo mismo:

n+1∑
k=1

ln,k = l0,1 (4.15)

En la bibiliograf́ıa se presentan algunos de los efectos que resultan de
modificar el ángulo y escala de la estructura [127]. Dado que el objetivo
de esta Tesis no es la caracterización del árbol en todas sus posibles con-
figuraciones, se ha optado por emplear un valor fijo de ambos parámetros.
Concretamente se ha usado un valor de escala s = 2, y un ángulo θ = π/3.

En la figura 4.29 se puede ver la resistencia de entrada de la antena
prefractal tipo árbol de orden 4, calculada con DOTIG5 y con NEC. Se
puede comprobar cómo los resultados son casi idénticos para ambos métodos
de simulación, resultado que sirve para validar el método utilizado para la
simulación de uniones, presentado en el caṕıtulo 2.

Se ha simulado la antena prefractal de distintos órdenes, comprobándose
cómo a medida que aumenta el número de iteraciones en su formación dis-
minuye la frecuencia de resonancia obtenida, tal y como se puede ver en la
figura 4.30. Al igual que se hizo en el caso de la antena prefractal de Koch,
se ha calculado mediante la expresión (4.12) el parámetro de calidad Q de
las distintas antenas. En la figura 4.31 se puede ver el resultado obtenido. Es
interesante notar cómo nuevamente el aumento del orden del prefractal da
lugar a una disminución de la curva del parámetro Q, que parece estancarse
conforme aumenta el número de iteraciones. Esto puede ser debido al au-
mento de las interacciones mutuas entre los distintos hilos en cada unión.
También es posible que el aumento de los shortcuts debidos a la radiación
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Figura 4.29: Resistencia de entrada de antena prefractal tipo árbol de orden
4 usando los métodos DOTIG5 y NEC.

del segmento de alimentación influya en el comportamiento del prefractal,
si bien en este caso el estudio mediante diagramas espacio-temporales no
resulta concluyente por la propia configuración de la estructura.
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Figura 4.30: Reactancia de entrada de las antenas prefractales tipo árbol de
órdenes 1-5.

Figura 4.31: Factor de calidad de las antenas prefractales tipo árbol de
órdenes 1-5.
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4.5. Antena prefractal de Hilbert: orientación

de las corrientes en segmentos paralelos

La antena prefractal de Hilbert, basada en el fractal del mismo nombre,
ha sido propuesta en la bibliograf́ıa [28, 127], de forma reciente, como una
antena pequeña que consigue altos niveles de miniaturización. Su principal
caracteŕıstica es que rellena el espacio de forma muy densa, tanto más cuanto
mayor sea el número de iteraciones realizadas para su formación. Esto es
debido a que la dimensión de Hausdorff-Besicovitch del fractal de Hilbert es
dos, el máximo valor alcanzable por un fractal contenido en un plano.

En la figura 4.32 se puede ver el proceso de formación del fractal de
Hilbert. Se puede comprobar que se parte de una estructura básica que,
una vez escalada a la mitad, se cuadruplica y reorienta en cada iteración,
utilizando segmentos extra para unir las distintas partes obtenidas.

Iteración 1 Iteración 2 Iteración 3

Figura 4.32: Generación mediante función iterativa del fractal de Hilbert.

La función iterativa IFS de generación del fractal de Hilbert se puede
escribir de forma matemática, siguiendo la nomenclatura introducida en el
apartado 4.3 para las transformaciones afines, como:
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,
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,
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,
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]

w4 = [−1

2
, 0, 0,−1

2
, 1,

1

2
] (4.16)

Al igual que se hizo en las antenas prefractales estudiadas previamente,
la antena de Hilbert se crea a partir de la estructura resultante de truncar el
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proceso de formación del fractal homónimo en un número dado de iteraciones,
al que se llama orden de la antena. Para un cierto orden n de la antena, su
longitud total de hilo viene dada por:

Ln =
4n+1 − 1

2n+1 − 1
l (4.17)

siendo l el lado del cuadrado en el que se inscribe el prefractal. Es fácil
comprobar que la longitud de hilo aproximadamente se duplica cuando se
incrementa el orden del prefractal.

Cabe destacar que aunque en [28] se demostró que la antena prefractal
de Hilbert consigue un alto nivel de miniaturización, posteriormente se ha
constatado [31, 32] que su eficiencia disminuye de forma considerable con
el aumento del orden del prefractal, principalmente debido a que lo hace
su resistencia de radiación, a la vez que aumenta su resistencia de pérdidas
óhmicas. También se ha demostrado [31] que ciertas antenas con forma es-
piral consiguen mejorar tanto la eficiencia como el nivel de miniaturización
de la antena prefractal de Hilbert. En este apartado se presentarán las ca-
racteŕısticas fundamentales de la antena prefractal de Hilbert, y se tratará de
relacionar su forma geométrica con sus parámetros de radiación.

4.5.1. Caracteŕısticas de la antena prefractal de Hilbert

En trabajos previos sobre la antena prefractal de Hilbert se han usado dis-
tintas orientaciones para una misma estructura básica, algunas de las cuales
se pueden ver en la figura 4.33 para la segunda iteración del prefractal. Tres
de ellas (horizontal, vertical y rotada) son bastante parecidas entre śı, pues
duplican la estructura del prefractal al hacer la imagen especular respecto
al plano de tierra, y su única diferencia estriba en su orientación respecto
al mismo. En cuanto a la otra disposición geométrica, denominada configu-
ración original, es la que hace un mayor aprovechamiento del espacio, puesto
que respeta la estructura original del prefractal.

De cualquier forma, la mayor parte de los fenómenos limitantes de la
estructura no dependen tanto de la orientación de la estructura prefractal
respecto al plano de tierra como de la orientación relativa de sus segmentos
entre śı, por lo que las variaciones en la geometŕıa no suponen sino un mayor
o menor tamaño eléctrico de la antena en su resonancia al que no se le
prestará demasiada atención en este estudio. Se refiere al lector al trabajo
[129], en el que se encuentran detalles sobre el uso práctico de la antena
prefractal de Hilbert.
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- +
V

Horizontal Vertical

Configuración

original Rotado

Figura 4.33: Distintas configuraciones de la antena basada en el prefractal de
Hilbert.

Por tanto, en esta Tesis se ha elegido de forma arbitraria cualquiera de
las geometŕıas de la figura 4.33, que será en cada caso mencionada.

Para el primer estudio efectuado sobre la antena prefractal de Hilbert
se ha elegido la estructura denominada ’antena de Hilbert original’. Para
acelerar el proceso computacional se ha hecho uso de la simetŕıa existente
en el fractal convirtiendo el plano de simetŕıa de la estructura en un plano
de tierra conductora efectiva perfecta, tal y como se puede ver en la figura
4.34. En la figura 4.35 se puede ver una comparación entre la impedancia de
entrada de las antenas H1 y H2 7, utilizando para ello los métodos numéricos
DOTIG5 y NEC. Se ha supuesto un radio de los hilos r = 0,1 mm y una
anchura del prefractal l = 7 cm, y en el caso de DOTIG5 se han excitado con
un pulso gaussiano de frecuencia máxima adecuada para permitir la obten-
ción de las primeras resonancias. Se puede comprobar que se trata, ya para
la segunda iteración, de una estructura altamente resonante, lo que dificulta
la localización de su frecuencia de resonancia en el dominio de la frecuencia.

7En adelante se denominará, por simplicidad, Hn al prefractal de Hilbert de orden n.
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De hecho, al simular la antena H3 se observa cómo a la frecuencia de reso-
nancia (calculada a partir de los datos en el dominio del tiempo extendidos
mediante las herramientas de localización de polos Prony y Pencil [124] como
211.7 MHz) la resistencia de entrada es casi nula, haciéndose la estructura
demasiado resonante para su uso práctico (ver figura 4.36). En concreto se ha
obtenido usando el código NEC un valor de resistencia de entrada de 0,495 Ω,
a una frecuencia de resonancia de 211.63 MHz. En la tabla 4.5 se pueden ver
algunos de los parámetros correspondientes a las tres primeras iteraciones
del prefractal de Hilbert original. Es importante notar cómo la reducción de
la frecuencia de resonancia obtenida con cada iteración, aun siendo grande,
dista mucho de la que se conseguiŕıa con un hilo recto de igual longitud, al
igual que suced́ıa en el prefractal de Koch.

l

Figura 4.34: Aprovechamiento de la simetŕıa del prefractal de Hilbert para
su simulación computacional.

Antena f0 (MHz) η ( %) Lh (cm) Le (cm) Le/Lh

H1 476 73.9 37.33 15.13 0.41
H2 313 33.3 64.0 23.02 0.36
H3 212 25.8 119.46 33.98 0.28

Tabla 4.5: Parámetros de las antenas H1, H2 y H3.

Es evidente que los valores de resistencia de entrada y eficiencia obtenidos
para altos órdenes del prefractal hacen a la estructura inapropiada como ele-
mento radiante, si bien śı podŕıa ser interesante como resonador [1]. Además,
aunque consigue una importante reducción en su frecuencia de resonancia res-
pecto a la que tendŕıa un hilo recto de igual dimensión, se demostrará en la
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Figura 4.35: Comparación de la impedancia de entrada en las antenas H1 y
H2, obtenidos con NEC y DOTIG5.

Figura 4.36: Corriente en el segmento de alimentación en la antena H3.
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siguiente sección cómo otras estructuras más sencillas, basadas en geometŕıas
de tipo eucĺıdeo, consiguen mejorar también su capacidad de miniaturización.

4.5.2. Efecto de la orientación de las corrientes en seg-
mentos paralelos

Como se ha comprobado en la sección anterior, y al igual que suced́ıa en
los prefractales estudiados en apartados previos, al aumentar el número de
iteraciones de la antena prefractal de Hilbert la relación entre sus longitudes
efectiva y de hilo disminuye, dando lugar a una saturación en la reducción
de frecuencia de resonancia alcanzable mediante un aumento del número de
iteraciones.

En este apartado se han realizado algunos experimentos que demuestran
que no sólo los shortcuts estudiados en el apartado 4.3 afectan a la frecuencia
de resonancia de una determinada antena, sino también la orientación relativa
de las corrientes en segmentos paralelos cercanos entre śı.

Fue Fenwick [14] quien, en 1965, observó que una forma de conseguir
disminución significativa de la frecuencia de resonancia es orientar los hilos
de forma que el sentido de la corriente en segmentos paralelos cercanos sea
el mismo, de forma que se produzca una inductancia mutua positiva entre
los hilos adyacentes. Si se estudia la orientación de los hilos en la antena
prefractal de Hilbert (ver figura 4.37), se comprueba cómo las corrientes en
segmentos paralelos cercanos tienen sentido inverso. Se denominará en ade-
lante a estos segmentos antiparalelos, mientras que a aquellos cuyas corrientes
tengan el mismo sentido se les denominará paralelos.

Figura 4.37: Orientación de la corriente en la antena prefractal de Hilbert.

En consecuencia, se puede pensar que una geometŕıa tal que la orientación
de sus hilos sea adecuada puede conseguir una mejor miniaturización que la
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antena de Hilbert. Para corroborarlo, se han seleccionado las tres antenas de
igual tamaño, longitud de hilo y similares caracteŕısticas geométricas, que se
muestran en la figura 4.38. Una de ellas es la antena prefractal de Hilbert
de orden dos, en su configuración rotada. En cuanto a las otras dos, se trata
de dos variantes de antena espiral, diseñadas de forma que las corrientes en
sus ramas cercanas sean paralelas en la antena espiral y antiparalelas en la
espiral-meander. Además, ambas estructuras tienen caracteŕısticas geométri-
cas muy similares que hacen suponer que no existirá mucha variación en los
shortcuts producidos en ambas. La anchura entre ĺıneas paralelas es de 0.5
cm, y el lado del cuadrado en el que están inscritas las estructuras es de 15.7
cm, elegido para validar los resultados obtenidos con los de [28]; se ha añadi-
do un segmento de 0.5 cm de alimentación, lo que determina una altura de
las antenas h=22.7 cm. El radio de los hilos utilizados fue 0.5 mm.

Hilbert Espiral Espiral meander

h=22.7cm

l=15.7cm a=0.5 cm
l

l

a

Figura 4.38: Antenas tipo espiral y espiral-meander para el estudio del efecto
de las corrientes paralelas y antiparalelas.

En la tabla 4.6 se muestran los resultados obtenidos para las tres antenas
de la figura 4.38. Se puede comprobar cómo la antena que tiene un mayor
número de segmentos con orientación paralela es la que consigue una mayor
miniaturización, es decir, una longitud efectiva mayor, de hecho casi igual
a su longitud f́ısica. Sin embargo, esta reducción en la frecuencia de reso-
nancia lleva acarreada una disminución en la resistencia de radiación que,
inevitablemente, da lugar a una disminución de la eficiencia de radiación.

Es dif́ıcil juzgar el papel que los shortcuts pueden tener en esta diferencia
existente entre las tres antenas. Como se puede comprobar en las figuras
4.39 y 4.40, en las que se representa el diagrama espacio-temporal de las
corrientes en las dos antenas de tipo espiral excitadas con un pulso gaussiano
de baja frecuencia, el tiempo de llegada de la corriente al extremo del hilo
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Antena f0 (MHz) Rin (Ω) η ( %) Lh (cm) Le (cm) Le/Lh

Hilbert 89.54 3.57 79.31 141.80 80.45 0.567
Espiral 50.97 2.22 35.24 141.80 141.33 0.997
Esp. meander 96.22 3.84 72.16 141.80 74.86 0.528

Tabla 4.6: Parámetros de las antenas tipo de Hilbert, espiral y espiral-
meander.

en las antenas espiral y espiral meander es muy similar, al igual que suced́ıa
en la comparación entre las figuras 4.23, 4.24, 4.25 y 4.26. También es muy
parecida la amplitud de los shortcuts producidos, si bien se ha comprobado
que el sentido de la corriente acoplada vaŕıa dependiendo de la orientación
del hilo, lo que śı podŕıa ser una causa de la diferencia de comportamiento
existente entre ambas antenas.

En vista de los datos presentados en la tabla 4.6 se puede decir que,
para conseguir una buena miniaturización de las antenas, no es necesario
únicamente reducir en lo posible el efecto de los shortcuts, sino también
evitar la interacción de tramos con corrientes antiparalelas.

Este fenómeno se puede explicar mediante el uso de la teoŕıa de ĺıneas
de transmisión: dos ĺıneas paralelas cercanas con corrientes en sentido con-
trario forman una ĺınea de transmisión, que no radia enerǵıa. De este modo,
una estructura que tiene una gran cantidad de hilos orientados de forma an-
tiparalela dará lugar a una escasa miniaturización, dado que dichos tramos de
la antena se comportarán en la práctica como ĺıneas de transmisión y no co-
laborarán en la longitud efectiva de radiación de la antena. Este fenómeno es
tanto más notable cuanto más cercanos estén entre śı los hilos con corrientes
antiparalelas.

Es interesante notar cómo, incluso en estructuras en las que se ha de-
terminado el efecto limitante de los shortcuts, como por ejemplo las antenas
presentadas en la figura 4.22, la frecuencia de resonancia obtenida también
está relacionada con la distancia existente entre tramos con corrientes an-
tiparalelas. De hecho, las antenas meander estrecha y zigzag ancha (ver figu-
ra 4.22), que tienen una frecuencia de resonancia casi idéntica y similares
caracteŕısticas de radiación, tienen la misma distancia media entre corrientes
antiparalelas, una vez descompuesta la corriente en la antena tipo zigzag
como la suma de dos componentes, una paralela al plano de masa y otra
perpendicular al mismo, tal y como se muestra en la figura 4.41.

Una vez conocido el efecto que tienen las corrientes paralelas y antiparale-
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Figura 4.39: Diagrama espacio-temporal de la corriente en la antena espiral
en escala logaŕıtmica.
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Figura 4.40: Diagrama espacio-temporal de la corriente en la antena espiral-
meander en escala logaŕıtmica.
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Figura 4.41: Descomposición de las corrientes en las antenas zigzag y mean-
der.

las, éste puede ser usado para optimizar el diseño de antenas con alto grado de
miniaturización. Como ejemplo, supóngase la estructura prefractal de Hilbert
de la figura 4.42a, con una anchura del prefractal de l = 7 cm, y un radio
r = 0,1 mm. En la figura 4.42by c se muestran dos antenas de similares
caracteŕısticas, 4.42b la espiral y 4.42b la espiral b́ıfida. En todas ellas se
ha mantenido la distancia entre tramos paralelos o antiparalelos, el radio, el
tamaño de la antena y la longitud total de hilo.

En la tabla 4.7 se muestra la frecuencia de resonancia, resistencia de en-
trada y eficiencia de cada una de las antenas, calculadas mediante el código
NEC, comprobando cómo nuevamente es la antena tipo espiral la que con-
sigue una mayor miniaturización de la antena, a costa de una reducción en
la resistencia de entrada aśı como la eficiencia. Se han incluido en la tabla
4.7 los parámetros de la antena mostrada en la figura 4.43, resultante de eli-
minar tramos de la antena espiral hasta hacerla resonar a aproximadamente
la misma frecuencia que la antena prefractal de Hilbert, tal y como se pro-
pone en [30], con lo que este nuevo modelo mejora la eficiencia de la antena
prefractal al disminuir la resistencia de pérdidas.

Antena f0 (MHz) Rrad (Ω) Rin (Ω) η ( %)
Hilbert 351.12 0.87 1.14 75.11
Espiral 266.5 0.538 0.77 67.56
Espiral reducida 348.78 0.88 1.07 82.45
Espiral b́ıfida 366.05 1.15 1.375 83.75

Tabla 4.7: Parámetros de las antenas tipo de Hilbert, espiral, espiral reducida
y espiral b́ıfida.



96 Caṕıtulo 4. Análisis de antenas prefractales en el dominio del tiempo
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Figura 4.42: Geometŕıa de las antenas a: H2, b: espiral y c: espiral b́ıfida.

Espiral reducida

Figura 4.43: Geometŕıa de antena espiral y antena espiral b́ıfida.

Es interesante observar cómo la antena ’b́ıfida’ no consigue una reducción
tan importante de la frecuencia de resonancia pese a que su geometŕıa es
paralela casi en su totalidad, lo que se puede achacar al hecho de que en la
unión la corriente en el hilo se divide entre las dos ramas, lo que provoca que
la interacción entre segmentos paralelos sea menor que en el caso de la antena
espiral. A cambio, consigue una mayor resistencia de entrada, aśı como una
mejora en la eficiencia respecto a las otras dos antenas.

En la figura 4.44 se muestra una comparación entre los diagramas espacio-
temporales de las antenas de Hilbert y espiral reducida, ambas con idéntica
frecuencia de resonancia. Se observa que, en el extremo del hilo, la corriente
inducida en la antena de Hilbert es en todo momento positiva (ver figura
4.44c), mientras que en la antena espiral es negativa en los primeros instantes
(ver figura 4.44d), lo que puede motivar un retardo en el tiempo de llegada
de los pulsos al extremo del hilo, reduciendo aśı la frecuencia de resonancia.
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Figura 4.44: Comparación entre los diagramas espacio-temporales de la an-
tena prefractal de Hilbert (a y c) y la antena espiral reducida (b y d). Las
figuras c y d son una ampliación de las a y b, respectivamente.
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4.6. Comparación entre las antenas prefrac-

tales contenidas en un plano

Para concluir el estudio de las antenas prefractales contenidas en un plano,
t́ıpicamente conocidas como bidimensionales8, se han comparado los tres
tipos de antenas estudiados en los apartados anteriores. Para ello se han
escalado todas las antenas de forma que el radio de la esfera más pequeña
que las encierra sea en todos los casos igual a 1 metro.

En la figura 4.45 se presenta la frecuencia de resonancia correspondiente a
las primeras iteraciones de las antenas prefractales en función de su longitud
de hilo, donde se ha considerado la suma de las longitudes de la estructura
original y su imagen. Se observa que la tendencia en todos los casos es similar:
el aumento de longitud de hilo da lugar a una reducción de la frecuencia
de resonancia, si bien la curva parece tender a un valor asintótico. Además,
conforme mayor es la dimensión fractal de las antenas, menor es la frecuencia
de resonancia obtenida para una misma longitud de hilo. Esta conclusión,
ya presentada en [26], no puede generalizarse a cualquier tipo de estructura
prefractal. En los informes del proyecto europeo Fractalcoms [1] se demuestra
que la dimensión fractal no es un factor determinante en la capacidad de
miniaturización de las antenas prefractales.

De todas formas, śı es interesante notar que en las antenas comparadas
existe una relación entre longitud de hilo y frecuencia de resonancia, lo que
conlleva un compromiso entre frecuencia de resonancia y eficiencia de las
antenas, dado que la resistencia de pérdidas óhmicas en la antena está direc-
tamente relacionada con su longitud.

En la figura 4.46 se puede ver la resistencia de radiación de las mismas
antenas en función también de su longitud de hilo. Nuevamente existe una
tendencia común, que determina una reducción de la resistencia de radiación
conforme aumenta el número de iteraciones de cada uno de los prefractales,
y con él la longitud de hilo. Este fenómeno implica también una reducción
en la eficiencia de radiación de las antenas.

Comparando las figuras 4.45 y 4.46 se puede observar que la reducción
de la frecuencia de resonancia lleva acarreada de forma impĺıcita una reduc-
ción en la resistencia de radiación de las antenas. Por tanto, el diseño de
antenas pequeñas, tal y como indican los ĺımites teóricos [3, 4], requiere del
compromiso entre todos los factores implicados.

8Notar que la bidimensionalidad tiene aqúı un sentido eucĺıdeo, puesto que los fractales
tienen en general dimensión no entera, como se ha estudiado en el apartado 4.2.
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Figura 4.45: Frecuencia de resonancia en función de la longitud de hilo en
antenas prefractales de Koch, Árbol y Hilbert.

Figura 4.46: Resistencia de entrada en función de la longitud de hilo en
antenas prefractales de Koch, árbol y Hilbert.
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4.7. Antenas prefractales no contenidas en un

plano

De acuerdo con la sugerencia de Hansen [9] de hacer un mejor aprovecha-
miento del espacio, se podŕıa pensar que el uso de geometŕıas fractales de
dimensión mayor que dos, o lo que es lo mismo, no contenidas en un plano,
puede dar lugar a antenas que se aproximen más a los ĺımites de antena
pequeña, al ser capaces de aprovechar una mayor parte del volumen esférico
de radio h.

En este apartado se estudian dos antenas que han sido ya estudiadas en
la bibliograf́ıa: la antena tipo árbol fractal tridimensional9 y la antena de
Hilbert tridimensional.

Como se comprobará, mientras que la antena tipo árbol śı consigue una
cierta mejora respecto a los resultados obtenidos por las antenas prefractales
contenidas en un plano, la antena prefractal de Hilbert 3D es una estructura
altamente resonante de poca o nula utilidad como elemento radiante. Se
concluye que es principalmente la topoloǵıa de la antena la que juega un papel
primordial en su comportamiento como antena pequeña, y no la capacidad
de la antena de rellenar el espacio de forma muy densa, al igual que suced́ıa
en el caso de las antenas contenidas en un plano. Esto evidencia que la
introduccción de una mayor longitud de hilo en la esfera que circunscribe a
la antena no es la mejor solución para conseguir mejores antenas pequeñas.

4.7.1. Antena tipo árbol fractal tridimensional

El proceso de formación del árbol fractal tridimensional es muy similar
al presentado para el caso del árbol bidimensional, aunque en este caso cada
rama de nivel n, o rama madre, da lugar a m nuevas ramas de nivel n-1,
o hijas, en cada iteración, cuya dirección depende de la de la rama madre.
Para ello, se genera un sistema de coordenadas cuyo eje z′ tiene la dirección y
sentido de la rama madre, a partir del cual las ramas hijas se distribuyen con
ángulos ϕ′ = 2π

m
y θ′ = θ0, siendo θ0, m y el factor de escala s los parámetros

que definen el fractal. Se ha forzado a que una de las ramas hijas tenga igual
ángulo ϕ que la rama madre, con lo cual la estructura queda determinada de
forma uńıvoca.

9Denominada aśı en la bibliograf́ıa, si bien su dimensión de Hausdorff-Besicovitch no
es tres de acuerdo a la definición de dimensión fractal presentada en la sección 4.2.
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En este trabajo se ha utilizado un ejemplo de estructura tipo árbol pre-
fractal tridimensional, con θ0 = 60, m = 4 y s = 1/2. El radio de la esfera
que circunscribe la antena monopolo y su imagen es h = 10 cm. En la figura
4.47 se pueden ver las primeras iteraciones en la formación del fractal.
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Figura 4.47: Geometŕıa de la antena tipo árbol ’tridimensional’.

Se han simulado en el dominio del tiempo las primeras iteraciones de
la antena monopolo prefractal basada en este árbol prefractal. Sin más que
observar las tres figuras mostradas en 4.48, correspondientes a las corrientes
en el segmento de alimentación de las tres primeras iteraciones de la antena
tipo árbol cuando se alimenta con un pulso gaussiano de frecuencia máxima
3 GHz, se comprueba que su comportamiento es muy similar al obtenido
para el caso bidimensional, esto es, frecuencia de resonancia y resistencia de
entrada disminuyen simultáneamente en cada iteración.

Para poder comparar los resultados obtenidos con los mostrados en las
figuras 4.45 y 4.46 para antenas contenidas en un plano, se ha escalado la
antena tipo árbol tridimensional de forma que el radio de la esfera que la
circunscribe sea también de h = 1 m. Los valores obtenidos, que se pueden
ver en la tabla 4.8, demuestran que la resistencia de entrada, en todo caso,
es mayor a las obtenidas en el resto de las antenas prefractales representadas
en la figura 4.46, si bien el nivel de miniaturización no parece ser tan alto
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como en ellas. Al igual que en las figuras 4.45 y 4.46, la longitud total de hilo
Lh considera también la imagen debida al plano de tierra.
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Figura 4.48: Corriente en los segmentos de alimentación de las tres prime-
ras iteraciones de la antena monopolo tipo árbol ’tridimensional’ de altura
h = 10 cm y excitada con un pulso gaussiano de fmax = 3 GHz.

Antena f0 (MHz) Rrad (Ω) Lh (cm)
3D-Tree 1 49.9 25.13 4.1
3D-Tree 2 40.3 18.35 8.2
3D-Tree 3 34.6 14.74 16.3

Tabla 4.8: Frecuencia de resonancia y resistencia de entrada de las primeras
iteraciones de la antena prefractal tipo árbol tridimensional con h = 1 m.

4.7.2. Antena de Hilbert tridimensional

Al igual que para el árbol tridimensional, se han simulado las primeras
iteraciones de la antena prefractal de Hilbert-3D en el dominio del tiempo,
comprobando cómo se trata de una antena aún más ineficiente que su con-
traparte bidimensional. En la figura 4.49 se puede ver la definición de la
geometŕıa, en sus dos primeras iteraciones, en la que se comprueba nueva-
mente cómo la orientación de las corrientes en segmentos paralelos cercanos
es en su mayor parte antiparalela, lo que hace esperar que, al igual que suced́ıa
en la antena bidimensional, no sea una estructura que consiga un buen nivel
de miniaturización.

Se ha estudiado el comportamiento de dichas antenas en el dominio del
tiempo cuando se excitan con un pulso gaussiano de frecuencia máxima 300
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Figura 4.49: Geometŕıa de la antena prefractal de Hilbert 3D en sus dos
primeras iteraciones.

MHz, observándose cómo ya para el segundo orden del prefractal la estruc-
tura resulta ser demasiado resonante para su uso en la práctica como antena
(ver figura 4.50). Aunque se han usado métodos de extracción de polos para
calcular su frecuencia de resonancia, el cálculo de su resistencia de entrada en
el dominio del tiempo v́ıa FFT da lugar a un coste computacional demasia-
do elevado debido a la gran cantidad de muestras necesarias para su cálculo
preciso. Por ello se ha usado el código comercial NEC, obteniéndose un valor
de la resistencia de radiación de 0,14 Ω, lo que hace que su uso como antena
no sea recomendable.
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Figura 4.50: Dos intervalos temporales correspondientes a la corriente en el
segmento de alimentación de la antena prefractal de Hilbert 3D de orden 2,
con h = 1 m.
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CAPÍTULO 5

Diseño de antenas pequeñas
con algoritmos genéticos

5.1. Introducción.

Una de las cuestiones planteadas durante el desarrollo de esta Tesis es si
las antenas pequeñas basadas en la geometŕıa fractal mejoran las caracteŕısti-
cas de otras antenas pequeñas de geometŕıa eucĺıdea. En el caṕıtulo anterior
se han analizado varias antenas prefractales, observándose distintos efectos
que pueden influir en su comportamiento como antenas pequeñas y compro-
bando que, en general, la complejidad de las geometŕıas y de los fenómenos
f́ısicos involucrados no permite una determinación totalmente precisa de re-
glas de diseño.

En concreto, se ha comprobado que la frecuencia de resonancia de las
antenas prefractales de hilo disminuye conforme aumenta el número de itera-
ciones (supuesta una misma altura h de la antena), pero también que esta
disminución en la frecuencia de resonancia lleva aparejado un empeoramiento
de sus caracteŕısticas radiantes, concretamente del factor de calidad Q y la
eficiencia de radiación η. Además, la frecuencia de resonancia no disminuye
al mismo ritmo que aumenta la longitud de hilo, o lo que es lo mismo, la
longitud efectiva de la antena no crece al mismo ritmo que su longitud f́ısica
con cada iteración (ver tabla 4.1).

Se han estudiado también dos de los efectos que parecen limitar el com-
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portamiento de las antenas prefractales como antenas pequeñas, y que son
los shortcuts y el efecto que se ha denominado de corrientes paralelas y an-
tiparalelas. Se ha comprobado que una elección adecuada de la orientación
de los hilos en las estructuras puede dar lugar a la máxima reducción de
frecuencia de resonancia con un tamaño mı́nimo del hilo, pero acarreando
una reducción de la eficiencia y el parámetro de calidad Q. Este resultado
concuerda con los ĺımites de antenas pequeñas presentados en el caṕıtulo de
introducción.

En consecuencia, la miniaturización de antenas requiere un compromiso
entre todos los parámetros implicados que presentan efectos incluso con-
trapuestos, por lo que las técnicas de optimación pueden ser herramientas
adecuadas para el diseño de dichas antenas. Entre estas técnicas, la de al-
goritmos genéticos (GA - Genetic Algorithms) [130] ha sido ya utilizada por
varios autores con este propósito; por ejemplo Altshuler presenta en [22] una
antena de hilo resonante con un ancho de banda máximo para un cierto
tamaño de antena, y Choo et al. aplican en [23] una técnica GA multiobjeti-
vo para diseñar antenas pequeñas de hilo teniendo en cuenta ancho de banda
y eficiencia.

Las técnicas GA también han sido aplicadas al diseño de antenas pre-
fractales. Por ejemplo en [131, 132] se presenta una antena K2 generalizada
y optimizada mediante algoritmos genéticos, con tamaño compacto y bajo
coeficiente de onda estacionaria (VSWR).

En esta Tesis se ha generalizado el trabajo de [131] para diseñar, usan-
do GA multiobjetivo, tanto antenas prefractales optimizadas, como antenas
no prefractales (de tipo zigzag, meander, etc.), buscando un conjunto de
soluciones óptimas en términos de frecuencia de resonancia, ancho de banda
y eficiencia. Como se verá a continuación, se ha demostrado que en gene-
ral las antenas eucĺıdeas optimizadas presentan un mejor comportamiento
que las antenas prefractales. Estos resultados concuerdan con los obtenidos
en [29, 30, 132], si bien en nuestro caso no solamente se tiene en cuenta la
frecuencia de resonancia, sino también otros parámetros caracteŕısticos de
las antenas, al poder usar para la optimación un método multiobjetivo.

La primera parte del caṕıtulo está dedicada a proporcionar la termi-
noloǵıa y conceptos necesarios para entender la resolución de problemas
prácticos de optimación mediante herramientas de computación evolutiva.
Concretamente, el apartado siguiente describe de forma breve la aplicación
de las técnicas de GA para la resolución de problemas de optimación. En
apartados posteriores se realizan distintos diseños de antenas orientados a la
comparación entre estructuras prefractales y otras de geometŕıa eucĺıdea.
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5.2. Resolución de problemas de optimación

mediante algoritmos genéticos.

5.2.1. Introducción

Las técnicas de computación evolutiva proporcionan una optimación basa-
da en algoritmos de aprendizaje automatizado. Su funcionamiento se basa
en un conjunto de reglas inspiradas en los mecanismos de evolución de la
naturaleza, tales como la transmisión genética y la adaptación a diferentes
entornos de los sistemas biológicos.

Las principales diferencias de este tipo de algoritmos frente a los tradi-
cionales de búsqueda de extremos son: el uso simultáneo de un conjunto de
posibles soluciones del problema (denominado población); la utilización de
unas funciones de adaptación que no requieren de condiciones matemáticas
adicionales (por ejemplo, derivabilidad); el empleo de unas reglas de transi-
ción probabiĺıstica entre las diferentes poblaciones y, por último, la posible
codificación de los parámetros a optimar en representaciones numéricas dis-
tintas de las originales (binaria, real, de punto fijo, etc.).

La existencia de estas distinciones no supone, sin embargo, que pueda
afirmarse con rotundidad que la computación evolutiva supera en todos los
casos a las técnicas clásicas de optimación. Aśı, el teorema NFL [133] afirma
que no puede existir ninguna técnica de optimación que sea, en promedio,
mejor que otra.

En la actualidad, la computación evolutiva es objeto de una intensa ac-
tividad investigadora. Es por ello que resulta dif́ıcil establecer una clasifi-
cación de los diferentes algoritmos que pueden encontrarse en la literatura.
Tomando como referencia a [134, 135], se pueden clasificar las técnicas de
computación evolutiva en cuatro grandes grupos: los algoritmos genéticos, la
programación evolutiva [136], las estrategias de evolución [137] y la progra-
mación genética [138].

Si bien a priori cualquiera de ellas puede emplearse para el diseño de
antenas prefractales optimizadas, se ha optado en esta Tesis por los algo-
ritmos genéticos, puesto que se trata de una técnica cuya utilidad para re-
solver problemas electromagnéticos ha sido demostrada en diferentes traba-
jos [22,23,131,139–141].

Los algoritmos genéticos se remontan a comienzos de la década de 1970,
en los trabajos pioneros de Holland [142,143]. En ellos, se establecen las bases
de la metáfora de GA, considerando cada posible solución de un problema
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como un individuo, y cada valor de dicha solución como un cromosoma. De
esta forma, propuso que el proceso de optimación se realizase mediante una
comparativa del grado de bondad entre una población de individuos, en lugar
de optimar el comportamiento de un único individuo. Dicho grado de bondad
se mide en función del valor de una cierta función de adaptación, que con-
sidere la aproximación de la respuesta del individuo a los objetivos deseados.
Finalmente, y en un grado proporcional al valor de la función de adaptación,
se van generando progresivamente, mediante el uso de operadores estocásti-
cos, distintas poblaciones a partir de los cromosomas de los individuos de las
generaciones anteriores.

De entre las numerosas aportaciones para la mejora del proceso de opti-
mación, se destacan en esta introducción las realizadas por De Jong [144],
quien propuso el establecimiento de unas funciones matemáticas denomi-
nadas funciones test, para comparar el comportamiento de los diferentes
algoritmos que, bajo el patrón común de la metáfora de Holland, iban apare-
ciendo en las distintas publicaciones. También resultan notables los trabajos
de Goldberg [145,146], pues fueron los primeros que aplicaron los algoritmos
genéticos a problemas de ingenieŕıa. Por último, se debe mencionar en este
breve resumen el trabajo de Schaffer [147], quien propuso el primer algoritmo
genético de optimación multiobjetivo (llamado VEGA, de Vector Evaluated
Genetic Algorithm), esto es, de optimación simultánea de varias funciones de
adaptación.

5.2.2. Resolución de problemas de optimación monoob-
jetivo mediante GA

En este apartado se presentará el algoritmo genético para problemas
monoobjetivo (GA). Se trata de un caso particular de algoritmos genéticos
en el cual existe únicamente una función de adaptación (también llamada
función fitness).

El proceso de optimación mediante algoritmos genéticos es de tipo ite-
rativo. Como ya se ha comentado, un conjunto de soluciones prueba va evolu-
cionando, mediante la aplicación de una serie de operadores genéticos, hacia
una solución óptima. A continuación se describe el proceso evolutivo, del que
se puede ver un diagrama de flujo en la figura 5.1.

1. En primer lugar, el bloque denominado ’Creación de una población ini-
cial ’ tiene una doble funcionalidad. Por un lado, escoge de forma im-
pĺıcita la representación numérica en la que se van a codificar cada una
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Figura 5.1: Diagrama de flujo del Algoritmo Genético Simple.

de las soluciones del problema o individuos. Las opciones más comunes
en este caso son codificación real, codificación binaria y codificación
entera de punto fijo [130]. Por otro lado, este bloque también rellena
el conjunto de individuos de la población inicial. Dicho conjunto de
individuos puede ser generado bien de forma aleatoria o bien mediante
la introducción de individuos cuya solución se conozca a priori [130].

Para iniciar el bucle iterativo, se evalúa el grado de adaptación de dichos
individuos según una función de adaptación establecida previamente
(generalmente acotada entre 0 y 1).

2. A continuación se aplican un conjunto de operadores estocásticos para
la generación de una nueva población de soluciones. En primer lugar se
hace uso de un operador de selección, que asigna la probabilidad de que
un individuo se escoga para el proceso de cruce. Dicha probabilidad es
proporcional al valor de la función de adaptación para dicho individuo.
Posteriormente, se aplica el operador de cruce, que genera un nuevo
individuo a través del intercambio de los cromosomas de otros dos in-
dividuos que hayan superado el proceso de selección. Por último, y como
parámetro de búsqueda aleatoria, se perturban ligeramente algunos de
los cromosomas de algunos de los nuevos individuos generados.
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3. En el siguiente paso, se evalúa la nueva población generada, y se de-
cide si interrumpir el proceso de optimación. Dicha interrupción puede
darse por varios motivos: por haber encontrado un valor de la función
de adaptación previamente establecido como bueno; por haber alcan-
zado un número de iteraciones prefijado; por obtener poblaciones cuya
diversidad genética sea escasa o, por último, por una petición de fina-
lización externa.

Existen numerosas alteraciones posibles sobre esta estructura básica. Una
de las más frecuentemente usadas es la introducción de un operador elitista,
con objeto de acelerar la convergencia en la obtención de soluciones. Su
función es la sustitución del peor individuo de la presente generación por
el mejor de la pasada. De esta forma se consigue que la fitness del mejor
individuo de la población sea una función no decreciente con el número de
iteraciones, ya que es posible que debido a los operadores genéticos individuos
óptimos desaparezcan de la población. En este sentido, cabe destacar que
aunque no se utilize el operador elitista, el proceso de optimación sigue siendo
válido, pues aún desapareciendo el mejor individuo de la población en una
iteración, el promedio de la función de adaptación de los individuos de la
siguiente generación śı aumenta, tal y como afirma el ’teorema de esquemas ’
[139]. Existen numerosas opciones en los operadores estocásticos que pueden
usarse en la práctica y que se describen a continuación1:

Operador de selección: Roulette wheel. Se trata de un método de sele-
cción de individuos de una generación para su reproducción. Se otorga
un peso a cada individuo de forma proporcional a su fitness, de for-
ma que cada individuo se considera un número de veces proporcional
a dicho peso. A continuación se seleccionan los Pn individuos a repro-
ducir de forma aleatoria, por lo que un individuo con alto fitness tiene
más probabilidad de tener varias copias de śı mismo en la siguiente
generación que uno con fitness bajo. Esto da lugar a un problema en
el caso de que exista un elemento con una fitness excepcionalmente
superior a los demás. En este caso, esta solución hace casi imposible
que en el proceso de selección se elija cualquier otro elemento, con la
consecuente pérdida de diversidad genética, y el algoritmo convergeŕıa
hacia soluciones subóptimas.

Para evitarlo, se usa el método de selección tipo roulette wheel modi-
ficado: el algoritmo anterior se modifica dando inicialmente a todos

1Estos operadores permanecen invariables para problemas de optimación multiobjetivo,
que son los que se plantean en esta Tesis y que se verán en el apartado siguiente.
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los individuos una oportunidad para reproducirse, de forma aleatoria,
calculando de esta forma un número de individuos Qn ≤ Pn, por lo
que posteriormente habrá que seleccionar Pn − Qn nuevos individuos
mediante el método roulette wheel.

Operador de cruce: single point crossover. El operador de cruce es un
operador estocástico, cuyo funcionamiento es bastante sencillo. Se eli-
gen aleatoriamente dos individuos que hayan sido escogidos en la etapa
de selección, y se calcula un número aleatorio x. Si se cumple x ≤ pc,
siendo pc la probabilidad de cruce, estos individuos tendrán descendien-
tes y serán sustituidos por estos; en caso contrario permanecerán en la
población. Los nuevos individuos se crean intercambiando las cadenas
de bits de los progenitores en un punto elegido de forma aleatoria (ver
fig. 5.2).

Progenitor 1 1 4 6 2 8 5 6 2 3 0

Progenitor 2 3 4 7 4 6 2 0 4 2 8

Descendiente 1 1 4 6 2 8 5 0 4 2 8

Descendiente 2 3 4 7 4 6 2 6 2 3 0

Figura 5.2: Cruce de un punto.

De esta forma se pueden conseguir individuos que combinen las mejores
caracteŕısticas de sus progenitores. En ciertas ocasiones el cruce dará lu-
gar a individuos peores que sus ascendientes, en cuyo caso la descen-
dencia no sobrevivirá muchas iteraciones.

Operador mutación. El funcionamiento del operador mutación es muy
similar a la mutación biológica. El efecto de la mutación es un pequeño
cambio aleatorio en la carga cromosómica de un individuo. Dicha per-
turbación se realiza conforme a una probabilidad de mutación pm, y su
implementación numérica depende del tipo de codificación usado.

La mutación da lugar a la generación de diversidad en el espacio de
soluciones prueba.

5.2.3. Algoritmo genético multiobjetivo

En los problemas de optimación multiobjetivo, se tienen que optimizar
simultáneamente dos o más funciones matemáticas. En general, no existe
una única solución a este tipo de problemas, sino que lo que se obtiene es un
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conjunto de soluciones (el llamado conjunto óptimo de Pareto) que establecen
un compromiso adecuado entre los valores de las funciones a optimizar. En
la figura 5.3 se muestra un frente de Pareto t́ıpico, señalado con la ĺınea
discontinua, para el caso de dos funciones de optimación. Cada punto del
frente representa el mejor valor la función f2 que puede ser alcanzado para
un valor dado de f1.

Frente de Pareto

f
2

f
1

Figura 5.3: Frente de Pareto t́ıpico.

Los primeros intentos de resolver este tipo de problemas mediante GA se
basaron en el promediado de las funciones de adaptación. Aśı, a partir de un
conjunto de N funciones de adaptación fi, i = (1 . . . N), y estableciendo un
conjunto de valores reales peso wi, i = (1 . . . N), se define una nueva función
denominada coste mediante la ecuación:

coste =
N∑

i=1

wifi (5.1)

cuya optimación monoobjetivo ofrece una solución al problema.
El método anterior, que en algunas ocasiones puede considerarse sufi-

ciente, posee un serio inconveniente en la práctica. Al existir una única solu-
ción del problema lo que se obtiene como resultado es un único punto del
conjunto óptimo de Pareto, siendo obviadas el resto de soluciones óptimas en
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el momento que se establecen el conjunto de valores peso. Es más, los diferen-
tes rangos de valores que pueden adquirir las funciones de adaptación (que,
aunque estén definidas entre 0 y 1, no presentan una distribución uniforme
de las soluciones en su intervalo de definición), hace que resulte en la práctica
imposible el establecimiento a priori de la zona del frente de Pareto donde se
obtendrá la solución del problema, por lo que puede que la solución final no
resulte, en alguna de las funciones objetivo, suficientemente satisfactoria.

La alternativa al método anterior la constituye el denominado método de
optimación de Pareto mediante algoritmos genéticos (Pareto-GA). Un algo-
ritmo Pareto-GA obtiene como solución final una población con individuos
pertenecientes al conjunto óptimo de Pareto. Existen diversos algoritmos de
implementación del método de Pareto, entre los que se pueden destacar,
por ser los más utilizados, el Nondominated Sorting Genetic Algorithm (NS-
GA) [148], el Niched-Pareto Genetic Algorithm (NPGA) [149], el MultiOb-
jective Genetic Algorithm (MOGA) [150] y el Strength Pareto Evolutionary
Algorithm (SPEA) [151]. El punto de partida común a todos ellos lo consti-
tuye la relación de dominancia entre dos soluciones. Según ella, un individuo
A domina a un individuo B si A iguala o mejora los valores de B de las distin-
tas funciones de adaptación (se exige, además, que A mejore estrictamente a
B en al menos una de las funciones de adaptación). Teniendo en cuenta esto,
se puede definir formalmente un conjunto óptimo de Pareto como aquellas
soluciones que no están dominadas por ninguna otra solución. Una definición
matemática formal de los conceptos anteriores puede encontrarse en [152].

Una vez encontrado el frente óptimo de Pareto, es posible seleccionar una
solución basada en la observación de la forma de dicho frente, estableciendo
un compromiso entre los valores de las diferentes funciones de adaptación. Es
de destacar que dicho compromiso, al ser realizado a posteriori, resuelve el
inconveniente anteriormente descrito del método de la función coste prome-
dio. Por otro lado, también resulta necesario resaltar el hecho de que los
métodos de optimación de Pareto son más costosos computacionalmente que
los métodos de funciones coste promedio.

En esta Tesis se ha utilizado el NSGA, cuyo diagrama de flujo se puede
ver en la figura 5.4. Se puede comprobar que las principales diferencias res-
pecto al GA se encuentra en la aparición de unos operadores intermedios que
establecen comparativas entre los diferentes individuos de la población.

El primero de los operadores es un operador clasificador de individuos. En
él se establece una división clasista de los mismos. Los individuos de Clase
1 son aquellos que forman el frente de pareto de la población de la iteración
actual, es decir, aquellos que no son dominados por ningún otro individuo de
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Establecimiento de nichos

Figura 5.4: Diagrama de flujo del NSGA.

dicha población. Sobre los individuos restantes se vuelven a calcular aque-
llos que no son dominados por ningún otro de dicho subconjunto, a los que
se denomina individuos de Clase 2, y aśı sucesivamente se va repitiendo el
proceso hasta que todos los individuos de la población estén asignados a una
clase n-ésima.

El segundo de los operadores que se aplica es un operador de asignación
de nichos, que establece una medida cuantitativa de la diversidad en los
individuos de la población, mediante la definición de una función matemática
de proximidad o función sharing [49].

Con respecto a los operadores estocásticos, señalar que el operador sele-
cción usado es el método de selección por torneo. Consiste en que, de forma
aleatoria, se eligen dos de los individuos; el que pertenezca a una clase menor
es seleccionado para su reproducción. En caso de igualdad, se aplica la función
sharing cuyo objetivo es aumentar la diversidad, de modo que se penaliza a
aquel individuo tal que existan en la población más individuos con funciones
fitness similares. Concretamente se ha utilizado en esta Tesis una función
sharing triangular, en la que la penalización máxima se produce para el
valor de fitness del propio individuo, disminuyendo de forma lineal hasta
hacerse nula a una cierta distancia del mismo. La selección mediante torneo
aplica la elección anterior tantas veces como individuos deba haber en la



5.3. Antenas tipo Koch y eucĺıdeas diseñadas con GA 115

siguiente generación, que posteriormente pasarán a mutar y cruzarse como
ya se explicó en el caso de la técnica monoobjetivo. El hecho de haber cam-
biado el operador selección respecto de la optimación monoobjetivo se debe
a que el operador de selección roulette wheel modificado combinado con los
esquemas de clasificación por dominación conduce, para algunos problemas,
a procedimientos no convergentes [139].

5.3. Comparación de las antenas prefractales

tipo Koch con otras antenas pequeñas de

geometŕıa eucĺıdea diseñadas con GA

Un ejemplo t́ıpico de antena prefractal bastante documentado en la bi-
bliograf́ıa y cuyas caracteŕısticas han sido estudiadas en profundidad en el
dominio del tiempo en el caṕıtulo 4 es la antena prefractal de Koch [26]. En
este apartado se presenta el diseño, mediante el uso de la técnica GA multiob-
jetivo descrita en el apartado anterior, tanto de antenas prefractales tipo
Koch generalizadas, como de otras de tipo zigzag y meander, comparándose
las caracteŕısticas de ambos tipos de diseño. La optimación se ha llevado a
cabo en términos de frecuencia de resonancia, ancho de banda y eficiencia.
Los resultados presentados en este apartado han sido publicados en [49].

5.3.1. Diseño mediante algoritmos genéticos

Para diseñar las antenas prefractales, se usa una función iterativa IFS a
partir de la cual se generan los individuos de la población inicial del algoritmo
genético. La figura 5.5 muestra un ejemplo del tipo de antenas que se pueden
generar con la IFS usada en este trabajo, que da lugar a un prefractal de
Koch generalizado [131]. En dicha figura se muestran los parámetros s1, s2,
s4, s5, θ2 y θ4, cuya combinación junto con el número de iteraciones define
totalmente al prefractal, (figura 5.5a) aśı como el resultado tras la tercera
iteración de la IFS (5.5b).

Los parámetros s1, s2, s4, s5, θ2 y θ4, junto con el número de iteraciones, se
han codificado como un cromosoma. En lugar de codificación binaria, la más
usual en esta técnica, se ha elegido codificación decimal de punto fijo [130]
para conseguir una mejor definición del espacio de búsqueda con un coste
computacional mı́nimo.

Todas las antenas deben encajar en un rectángulo dado de dimensiones
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Figura 5.5: Generación mediante GA de una antena prefractal.

hxw, siendo w la anchura de una curva de Koch de altura h, y se debe evitar la
existencia de cruces entre hilos. En concreto, se ha de tener especial cuidado
con individuos con ángulos mayores que 90o, en los cuales la primera iteración
puede ser válida, pero en las sucesivas se pueden producir cruces entre hilos.
Por otra parte, es también necesario el cumplimiento de la condición

1

s1

+
1

s5

+
1

s2

cos(θ2) +
1

s4

cos(θ4) ≤ h (5.2)

para evitar los cruces. Por último, por la misma razón, se debe añadir una
última condición de contorno, consistente en evitar que la máxima anchura
w de la primera iteración del prefractal no sobrepase el tamaño mı́nimo de
los hilos situados en su extremo (w <min( 1

s1
, 1

s5
)).

De acuerdo con el proceso presentado en el apartado 5.2, se elige de
forma aleatoria un conjunto de antenas monopolo, alimentadas en su base,
y cuya impedancia de entrada y frecuencia de resonancia son calculadas con
el código NEC [71]. Para medir la calidad de un determinado individuo y
permitir al algoritmo evolucionar a la mejor solución, se han definido tres
funciones fitness :

F 1
i = 1 − Li

F 2
i =

BWi

∆f
(5.3)

F 3
i = 1 − f0,i

f s
0

donde Li es la longitud de hilo correspondiente a la antena i, BWi es el ancho
de banda 2:1 del coeficiente de reflexión de la antena SWR, ∆f es el rango
de frecuencias de interés, f0,i es la frecuencia de resonancia de la antena i, y
f s

0 la frecuencia de resonancia de un monopolo recto de longitud h.
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El objetivo del algoritmo es maximizar F 1 y por tanto minimizar las
pérdidas óhmicas relacionadas con la longitud; F 2 y en consecuencia con-
seguir un ancho de banda máximo (mı́nimo Q); y F 3 para conseguir que
para un tamaño dado de la antena su frecuencia de resonancia sea lo menor
posible. Aśı, la maximización simultánea de los tres parámetros de (5.3) con-
tribuye a obtener individuos con un factor Q mı́nimo junto a una eficiencia
máxima, a la menor frecuencia de resonancia posible.

Para evitar la convergencia a individuos irrealizables, se deben introducir
ĺımites en la función fitness y una penalización [153] a aquellos individuos
que, aunque se puedan construir, daŕıan lugar a estructuras de orden superior
no permitidas por presentar cruces entre hilos.

Tras aplicar los operadores del algoritmo genético de selección por tor-
neo (tournament selection) y mutación con una distribución de probabili-
dad gaussiana, el algoritmo genético multiobjetivo origina una superficie de
soluciones óptimas (frente de Pareto) de la que el diseñador debe elegir el
individuo que mejor se adapta a sus requisitos.

En cuanto a las estructuras de geometŕıa eucĺıdea consideradas, en la
figura 5.6 se puede ver cómo se han codificado para los algoritmos genéticos
los distintos cromosomas que definen las estructuras tipo zigzag y meander.
Cada una de las antenas está codificada usando codificación decimal de 14
genes. Al igual que en el caso de las antenas prefractales, se restringirán a
ocupar un espacio de hxw.

Feeding segment

h

ww

8

6

0

8

8

3

9

4

9

4

0

5

8

6

Feeding segment

6

0

2

9

9

4

9

2

2

7

1

6

9

2

Feeding segment

h

ww

8

6

88

66

0

8

00

88

88

33

9

4

99

44

9

4

99

44

0

5

00

55

88

66

Feeding segment

6

0

2

9

9

4

9

2

2

7

1

6

9

2

6

0

66

00

2

9

22

99

99

44

9

2

99

22

2

7

22

77

1

6

11

66

99

22

Figura 5.6: Generación mediante GA de antenas zigzag y meander.
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5.3.2. Resultados

En primer lugar, se han diseñado varias antenas mediante algoritmos
genéticos usando únicamente una de las funciones fitness de la ecuación (5.3)
cada vez. En todos los casos, y para hacer posible la comparación con los re-
sultados que se obtuvieron en el caṕıtulo anterior, se permite a las antenas
tener una altura h = 6,22 cm, y anchura w = 1,73 cm. Las antenas prefrac-
tales pueden ser hasta de segundo orden, y las eucĺıdeas tienen 12 segmentos
en el caso de la antena zigzag, y 24 en el caso de la meander.

La mejor solución en términos de la mı́nima longitud ha sido, como cab́ıa
esperar, el monopolo recto de longitud 6.22 cm. El mismo monopolo se ob-
tiene como resultado al requerirle al algoritmo GA la obtención de antenas
con el máximo ancho de banda. Ambos resultados son lógicos, y suponen un
test para validar el código, comprobando cómo se encuentra la misma solu-
ción para las tres optimizaciones propuestas, es decir, considerando antenas
tipo zigzag, meander o prefractales tipo Koch.

Cuando la optimación se realiza en términos de la función fitness F 3, bus-
cando conseguir una frecuencia de resonancia mı́nima, se obtienen las antenas
óptimas que se muestran en la figura 5.7, cuyos parámetros caracteŕısticos
se presentan en la tabla 5.1. Nuevamente el resultado es el esperado, pues en
los tres casos se trata de las antenas permitidas con mayor longitud de hilo.
Sin embargo, en este caso se puede observar uno de los compromisos que hay
que alcanzar al diseñar antenas pequeñas, y que ya se comentó en el caṕıtulo
previo: la antena con menor frecuencia de resonancia (meander) es la que
tiene ancho de banda más estrecho y más pérdidas, mientras que la antena
con mayor frecuencia de resonancia (prefractal) es la que tiene mayor ancho
de banda y menor longitud total de hilo.

Antena f0 (MHz) BW (MHz) Lh (cm)
Meander 449.8 164.0 26.97
Zigzag 559.0 222.0 22.01

Tipo Koch 665.5 276.3 15.52

Tabla 5.1: Parámetros de las antenas meander, zigzag y tipo Koch opti-
mizadas con función fitness F 3.

Aśı pues, se trata claramente de un problema que necesita la optimación
mediante algoritmos multiobjetivo, para buscar antenas que consigan un
compromiso entre los distintos parámetros, y comparar diferentes diseños
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Figura 5.7: Antenas optimizadas GA con fitness F 3.

bajo las mismas condiciones.

La figura 5.8 muestra la frecuencia de resonancia y longitud de las antenas
tipo Koch obtenidas al aplicar la técnica multiobjetivo GA, considerando en
la optimación las funciones fitness F 1 y F 3. Conforme aumenta el número de
iteraciones del algoritmo genético, la envolvente de las distintas soluciones
evoluciona hacia un conjunto óptimo, el frente de Pareto, mostrado en la
figura con una ĺınea punteada. En la figura 5.9 se puede ver el frente de
Pareto de las soluciones obtenidas tanto para las antenas tipo Koch como
para las eucĺıdeas. Se dibujan también los parámetros de la primera y se-
gunda iteración del monopolo de Koch como referencia. Se puede ver que las
geometŕıas eucĺıdeas parecen comportarse mejor que los diseños prefractales
al conseguir una frecuencia de resonancia menor en casi todas las longitudes
de hilo simuladas. Únicamente para valores muy bajos de longitud, en las que
no existen suficientes elementos para la comparación, todas las antenas pre-
sentan un comportamiento similar. Para longitudes mayores que 10,5 cm, las
antenas tipo meander parecen ser las antenas eléctricamente más pequeñas,
y por tanto la mejor solución. Además, se puede ver en la gráfica que las
curvas correspondientes a las antenas tipo prefractal son cada vez peores en
comparación con las antenas tipo meander, por lo que cabe esperar que este
comportamiento se mantenga.

Para comparar el comportamiento de diferentes geometŕıas que presentan
aproximadamente la misma frecuencia de resonancia f0, se han seleccionado
varios individuos de la figura 5.9 (ver las ĺıneas horizontales que marcan los
individuos A-I ), cuya geometŕıa puede verse en la figura 5.10. Sus parámetros
caracteŕısticos correspondientes se pueden ver en la tabla 5.2, confirmando
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Figura 5.8: Formación del frente de Pareto de las antenas tipo Koch opti-
mizadas mediante GA con funciones fitness F 1 y F 3.

el mejor comportamiento de las antenas eucĺıdeas.

A continuación, se considera la optimación simultánea del ancho de ban-
da y la longitud de las antenas. La figura 5.11 muestra los frentes de Pareto
correspondientes a las antenas prefractales de Koch, tipo zigzag y tipo mean-
der al optimar los parámetros F 1 y F 2. Se muestran también para comparar
los resultados de las antenas prefractales K1 y K2. Nuevamente las ante-
nas eucĺıdeas muestran unos resultados mejores que las antenas prefractales
pues, para una misma longitud, presentan un mayor ancho de banda. En
este caso las antenas tipo zigzag son siempre las que presentan un mejor
comportamiento.

Por último, las tres funciones fitness definidas en 5.3 son optimizadas
al mismo tiempo, dando lugar a frentes de Pareto superficiales, como se
muestran en la figura 5.12. Los cuadrados y cruces representan las antenas
tipo zigzag y meander, respectivamente, mientras que las soluciones de las
antenas prefractales se muestran como una superficie continua. De la figura, el
diseñador puede elegir las antenas que más se adapten a sus necesidades. En
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Figura 5.9: Frentes de Pareto de antenas tipo Koch, meander y zigzag opti-
mizadas mediante GA términos de las funciones fitness F 1 y F 3.

el caso de este estudio, se han elegido las tres antenas mostradas en la figura
5.13. Todas ellas tienen aproximadamente la misma longitud (L ≈ 10,22 cm),
y un radio de 0.1 mm. Sus frecuencias de resonancia f0, factor de calidad Q,
ancho de banda BW y eficiencia η, calculados con NEC, se pueden ver en la
tabla 5.3.

Para el caso de las antenas mostradas en la figura 5.13 se han obtenido
resultados experimentales modelando las geometŕıas con tiras de cobre de
0.29 mm de anchura y 25 µm de anchura, impresas sobre un sustrato de
fibra FR4 de 0.25 mm de grosor. Los modelos manufacturados se pueden
ver en la figura 5.14. Los datos han sido medidos con las técnicas descritas
en [154], basadas en el método de Wheeler Cap: una tapadera casi ciĺındrica
de metal se usa para cubrir las antenas, siendo su tamaño lo suficientemente
grande como para satisfacer el criterio de la radioesfera [155], o distancia
mı́nima entre las antenas y las paredes de la cubierta metálica. También se
ha comprobado que las frecuencias de resonancia de la cubierta estén fuera
del rango de frecuencias de estudio de las antenas [156]. El método de Wheeler
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Figura 5.10: Geometŕıa de las antenas A-I seleccionadas en la figura 5.9.

para la determinación de la eficiencia de radiación se basa en la medida de
la resistencia de entrada de la antena cuando radia en su entorno habitual y
cuando lo hace rodeada de una lámina metálica. La impedancia de entrada
medida en su entorno habitual corresponde a la suma de la resistencia de
radiación y la resistencia óhmica de la antena. Cuando se mide la resistencia
de entrada de la antena con una cubierta adecuada que evite la radiación,
la impedancia de entrada tiene en cuenta únicamente la resistencia debida
a las pérdidas óhmicas de la antena. De estas dos medidas, y a partir de
la propia definición de la eficiencia η, se obtienen de forma inmediata tanto
dicha eficiencia como la resistencia de radiación.

Una vez que se conocen la resistencia y la reactancia de entrada de una an-
tena en un determinado rango de frecuencias, se puede calcular el parámetro
de calidad Q, usando para ello por ejemplo la expresión (C.18), cuya validez
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Antena f0 (MHz) BW (MHz) Lh (cm) Rin (Ω)
A 852.81 360.87 9.47 23.44
B 854.89 367.11 9.64 23.23
C 865.49 360.53 10.22 20.11
D 900.21 382.38 8.74 28.44
E 900.07 385.45 8.98 25.79
F 904.95 379.86 9.33 22.63
G 953.98 407.63 7.92 30.60
H 960.75 410.14 7.95 26.36
I 957.30 405.36 8.25 26.10

Tabla 5.2: Parámetros de las antenas A-I mostradas en la figura 5.10.

se estudia en el apéndice C . Para medir la impedancia de entrada de las
antenas, con y sin la cubierta, se ha usado un analizador de redes vectorial
calibrado dentro de una cámara anecoica. El desplazamiento entre el plano
de referencia (calibrado) y el plano de tierra ha sido compensado usando el
retardo eléctrico del analizador.

Los resultados obtenidos se pueden ver en la tabla 5.4, mostrando un
acuerdo razonable con los resultados de las simulaciones, y confirmando el
mejor comportamiento de las antenas eucĺıdeas frente a la prefractal.

Antena f0 (MHz) Q η (%) BW (MHz)
Tipo Koch 864.5 13.57 96.8 365.4
Meander 826.5 12.67 97.19 346.3
Zigzag 824 13.99 96.79 330.6

Tabla 5.3: Parámetros simulados de las antenas elegidas meander, zigzag y
tipo Koch optimizadas con las tres funciones fitness definidas en la ecuación
(5.3).

En consecuencia, se puede concluir que la antena prefractal de Koch no
tiene una geometŕıa óptima en ningún sentido al ser claramente superada
por otras antenas en igualdad de condiciones. No se puede decir a partir
de este resultado que exista siempre una antena eucĺıdea mejor que cada
antena prefractal, puesto que esta generalización careceŕıa de fundamento,
aunque en los siguientes apartados se comprobará cómo para otras antenas
prefractales distintas al prefractal de Koch esta conclusión se repite.
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Figura 5.11: Frentes de Pareto de antenas tipo Koch, meander y zigzag op-
timizadas GA con funciones fitness F 1 y F 2.

Antena f0 (MHz) Q η ( %)
Tipo Koch 905 12.67 87.64
Meander 850 12.60 88.78
Zigzag 870 13.89 87.34

Tabla 5.4: Parámetros medidos de las antenas elegidas meander, zigzag y
tipo Koch optimizadas con las tres funciones fitness definidas en la ecuación
(5.3).
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Figura 5.12: Frentes de Pareto tridimensionales de antenas tipo Koch, me-
ander y zigzag optimizadas GA con funciones fitness F 1, F 2 y F 3.

Figura 5.13: Antenas seleccionadas como ejemplo de los frentes de Pareto de
la figura 5.12.
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Figura 5.14: Modelos strip de las antenas optimizadas mostradas en la figura
5.13.
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5.4. Diseño de antenas inscritas en un semi-

ćırculo

En el apartado anterior se han optimizado mediante GA antenas de tipo
prefractal, aśı como otras antenas convencionales con geometŕıa de tipo eu-
cĺıdeo (meander y zigzag). Dado que el objetivo ha sido la comparación entre
antenas de tipo Koch y antenas no prefractales, el espacio de búsqueda ha
sido restringido al rectángulo de dimensiones hxw ocupado por la antena
prefractal de Koch de altura h, tal y como se definió en el caṕıtulo 4. Sin
embargo, y como se ha visto en dicho caṕıtulo, otras estructuras prefractales
más complicadas, por ejemplo la de Hilbert, hacen uso de una ocupación
del espacio diferente para conseguir una menor frecuencia de resonancia. La
figura 5.15 muestra algunas de las antenas prefractales con estas caracteŕısti-
cas, concretamente la antena de Hilbert en sus cuatro primeras iteraciones,
aśı como dos distintas versiones de la antena de Peano [45].

Figura 5.15: Modelos strip de antenas prefractales de dimensión 2 tipo Hilbert
y Peano.
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En este apartado se generaliza el resultado del anterior permitiendo a los
algoritmos genéticos encontrar soluciones dentro de la circunferencia de radio
h, tal y como se muestra en la figura 5.16, con idea de permitir la comparación
de nuevos diseños tipo zigzag y meander con las antenas prefractales de
la figura 5.15. La codificación de los individuos tipo zigzag y meander es
similar a la utilizada en el apartado anterior, dividiendo la anchura total de
cada meandro, definida por la circunferencia de radio h, en N partes, cuya
anchura por tanto se reduce cuanto más alejado esté el meandro del segmento
de alimentación. Se permite a la antena realizar un total de 12 meandros, lo
que supone que la antena zigzag tendrá 12 segmentos de hilo, y la antena
tipo meander 25. Se puede ver en la figura 5.17 un ejemplo de antena tipo
zigzag y su codificación correspondiente.

h

h=6.22 cm

Figura 5.16: Generación mediante GA de antenas tipo meander y zigzag que
ocupan la esfera de radio h.
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Figura 5.17: Ejemplo de antena optimizada mediante GA.

Para la obtención de los parámetros de cada individuo se ha empleado
nuevamente el código numérico NEC, usando para el modelado hilos de con-
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ductor no perfecto, concretamente de cobre. Las funciones fitness utilizadas
han sido:

F 1
i = 1 − f0,i

f s
0

F 2
i = ηi (5.4)

F 3
i =

1

Qi

La primera de ellas, donde f0,i y f s
0 son la frecuencia de resonancia del

elemento i y de un monopolo recto de longitud 1 cm, respectivamente, tiene
como objetivo la maximización de la frecuencia de resonancia f0,i de la antena
i. La función F 2

i trata de maximizar su eficiencia. Por último la maximización
de F 3

i equivale a conseguir una antena cuyo parámetro de calidad Q sea
mı́nimo, o lo que es lo mismo su ancho de banda máximo. El parámetro de
calidad ha sido calculado utilizando la expresión (C.18).

Nuevamente, tras aplicar los operadores genéticos del método de torneo,
cruce y mutación con distribución de probabilidad gaussiana, el algoritmo
genético multiobjetivo proporciona una gráfica tridimensional con valores
k0h, η y Q correspondientes a cada individuo tras cada generación, siendo k0

el número de ondas correspondiente a fr. El proceso emplea probabilidades
de un 80 % en el operador de cruce y de un 5 % en el operador de mutación.

Para comparar las caracteŕısticas del mismo conjunto de individuos, dicho
conjunto se elige proyectando en primer lugar la superficie de Pareto sobre el
plano η-Q, para a continuación seleccionar los individuos con menor Q. La
figura 5.18 presenta tanto la eficiencia como el factor Q de dicho conjunto
en función de su tamaño eléctrico. Se puede comprobar cómo los diseños
optimizados con GA son mejores tanto en su eficiencia como en su parámetro
de calidad a las antenas prefractales de Hilbert y Peano.
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Figura 5.18: Eficiencia y factor Q para los individuos seleccionados del frente
de Pareto y comparación con antenas prefractales de dimensión D = 2.
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5.5. Antenas optimizadas genéticamente in-

cluyendo lazos.

Todas las antenas estudiadas en los apartados anteriores tienen una ca-
racteŕıstica común: la ausencia de bucles cerrados y uniones en su geometŕıa.
Por otro lado, en el proyecto europeo Fractalcoms [1] se han analizado ante-
nas prefractales de hilo basadas en el fractal de Sierpinski (ver figura 5.19),
denominadas antenas Delta Wired Sierpinski , Y-Wired Sierpinski, Koch 1
Sierpinski y Sierpinski Arrowhead, que contienen uniones y lazos cerrados.
Dichas antenas tienen un tamaño tal que pueden inscribirse en el semićırculo
de radio h considerado en los diseños de antenas en el apartado anterior y,
por tanto, su comportamiento puede ser comparado en igualdad de condi-
ciones con las geometŕıas obtenidas con GA. En la figura 5.20 se puede ver la
comparación entre las antenas optimizadas con GA y las antenas de tipo Sier-
pinski de la figura 5.19. Se puede comprobar cómo en este caso las antenas
prefractales que contienen lazos cerrados consiguen mejorar los resultados
obtenidos por GA.

Figura 5.19: Modelos strip de antenas prefractales de hilo basadas en la
geometŕıa de Sierpinski.
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Figura 5.20: Comparación de antenas tipo meander y zigzag con antenas
prefractales de tipo Sierpinski.

Con objeto de comprobar si es posible encontrar diseños con geometŕıa
eucĺıdea que mejoren los resultados de las antenas prefractales tipo Sierpin-
ski, se han considerado diseños eucĺıdeos realizados con GA que śı pueden
presentar en su geometŕıa uniones y lazos cerrados [51,52], y que se presentan
a continuación.

5.5.1. Diseño de las antenas

Con un proceso similar al descrito en apartados previos, el GA multiob-
jetivo ha sido usado para diseñar monopolos pequeños optimizados genética-
mente buscando un mejor comportamiento que las antenas prefractales mos-
tradas en la figura 5.19. Para ello, en vez de limitar la búsqueda a antenas
con geometŕıa tipo zigzag o meander, se ha permitido al algoritmo genético la
posibilidad de generar estructuras incluyendo bucles cerrados. Dado que en
este caso se pretende la comparación con las antenas tipo Sierpinski, la nueva
familia de soluciones GA se ha formado a partir de un triángulo equilátero
de altura h = 6,22 cm, usando las formas básicas mostradas a la derecha de
la figura 5.21. El triángulo se divide en 16 subtriángulos equiláteros, cada
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uno de los cuales es reemplazado de forma aleatoria por una de las formas
básicas que aparecen a la derecha de la figura. En la figura 5.22 se puede
ver un ejemplo de estructura formada aleatoriamente mediante el proceso
anterior.

Figura 5.21: Generación de antenas optimizadas genéticamente que incluyen
bucles.

Para generar las antenas optimizadas genéticamente, se elige un conjunto
de antenas de forma aleatoria, constituyendo éste la población inicial del
algoritmo, y se codifican en cromosomas utilizando codificación decimal de
punto fijo. La población se compone de 20 individuos, cada uno de los cuales
está formado por un conjunto de N = 16 genes. La figura 5.21 indica los
genes asociados a cada una de las formas básicas utilizadas. Las antenas se
forman con hilos de cobre de 0.1 mm de radio, y son alimentadas en su base.
Su eficiencia, impedancia de entrada y frecuencia de resonancia se calculan
utilizando nuevamente el código NEC. Como el objetivo es evolucionar hacia
individuos eléctricamente pequeños con el factor Q más pequeño posible y la
máxima eficiencia alcanzable η, se usan las mismas funciones fitness que en
el apartado anterior, definidas en la ecuación (5.4).
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Figura 5.22: Ejemplo de geometŕıa optimizada GA con bucles.

5.5.2. Resultados

Si se emplea el mismo tipo de representación de las figuras 5.18 y 5.20,
seleccionando un conjunto de individuos a partir de una proyección del frente
de Pareto en el plano η-Q, tras 7000 generaciones se obtiene la gráfica de la
figura 5.23. Se observa que en este caso śı existen diseños con geometŕıas
eucĺıdeas que tienen un mejor comportamiento, tanto en su factor Q como
en su eficiencia η, que las antenas de Sierpinski de igual tamaño eléctrico en
su resonancia.

De entre las antenas diseñadas con GA, las cuatro mostradas en la figu-
ra 5.24 han sido seleccionadas para su construcción y comparación con las
antenas de tipo Sierpinski de la figura 5.19. Es importante tener en cuen-
ta que para las antenas prefractales sólo se ha considerado hasta la tercera
iteración, de forma que la máxima longitud de hilo de los individuos GA
coincida con la de los monopolos prefractales, y la comparación sea hecha
bajo las mismas condiciones. Para facilitar las medidas, todas las antenas se
han escalado a una misma altura, concretamente 56.9 mm de altura, y han
sido impresas sobre un sustrato de fibra de vidrio de 0.25 mm de anchura
usando técnicas estándar para la fabricación de placas de circuito impreso.
La anchura de las tiras metálicas es de 0.3 mm, con un grosor de 35 µm. Las
dimensiones del strip han sido elegidas de forma que la sección por la que
la corriente fluye tenga la misma superficie que en el hilo original [157]. Una
vez construidas, las antenas se montan sobre un plano conductor de 3 mm
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Figura 5.23: Eficiencia y factor Q para los individuos seleccionados del frente
de Pareto y comparación con antenas de tipo Sierpinski.

de grosor de tamaño 80 cm × 80 cm, y son alimentadas en su base con un
conector SMA. Las antenas se elevan 2.2 mm (la longitud del pin central del
conector) del plano de tierra.

Se ha medido la eficiencia de radiación de las antenas mediante el método
Wheeler Cap descrito en apartados anteriores. Las figuras 5.25 y 5.26 mues-
tran, respectivamente, los valores de eficiencia y Q para las antenas diseñadas
mediante GA que han sido elegidas, aśı como para las tipo Sierpinski de la
figura 5.19, confirmando que las antenas no fractales se comportan mejor que
los diseños prefractales. En la figura 5.26 se incluye como referencia el ĺımite
fundamental para el factor Q [4]. En ambas figuras se han incluido también
los parámetros medidos de un monopolo, denominado PM5, construido me-
diante la eliminación en la antena PM4 del triángulo desconectado en su
esquina superior derecha. Se puede ver que los elementos PM4 y PM5 se
comportan de forma idéntica.

Las medidas de eficiencia, factor de calidad y tamaño eléctrico en la reso-
nancia concuerdan de forma razonable con los valores esperados de las simula-
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Figura 5.24: Modelos strip de las cuatro antenas optimizadas genéticamente
con lazos.

ciones representadas en la figura 5.23, revelando, tanto las simulaciones como
las medidas, la capacidad de los algoritmos genéticos para diseñar monopolos
con mejor comportamiento que las antenas prefractales para tamaños eléctri-
cos casi idénticos. Las pequeñas diferencias entre medidas y simulaciones se
deben al factor de escala usado, aśı como a la presencia de un substrato que
soporte las tiras [158]. Ambos efectos reducen las frecuencias de resonancia
medidas respecto a los valores simulados, a la vez que añaden pérdidas a las
antenas.
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h

Figura 5.25: Eficiencia frente a tamaño eléctrico de los modelos construidos,
mostrados en las figuras 5.19 y 5.24.

h

Figura 5.26: Parámetro de calidad Q frente a tamaño eléctrico de los modelos
construidos, mostrados en las figuras 5.19 y 5.24.
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CAPÍTULO 6

Interacción entre antenas
pequeñas de terminales móviles
y la cabeza humana

6.1. Introducción

En este caṕıtulo se consideran algunas de las antenas diseñadas y opti-
madas en caṕıtulos anteriores en una de sus posibles aplicaciones: como an-
tenas de terminales móviles. En esta aplicación es frecuente que las antenas
trabajen en posiciones cercanas a los tejidos biológicos de la cabeza. Como
consecuencia, se produce una interacción electromagnética con los mismos
que no es despreciable, y que es de interés estudiar con más detalle.

El método FDTD es el más usado en la bibliograf́ıa para el estudio numéri-
co de la interacción entre las antenas y la cabeza, si bien este método no
permite la simulación de una forma precisa de antenas de hilo delgado de
orientación arbitraria [87]. Varios autores [159,160] han solventado este pro-
blema empleando para el cálculo códigos h́ıbridos MoMFD-FDTD [39, 84].
La ventaja de estos últimos es que combinan la potencia de FDTD para
la simulación de cuerpos inhomogéneos con la del método de los momentos
para la computación del comportamiento electromagnético de estructuras
complejas de hilo conductor, por lo que se perfilan como la mejor alternativa
al FDTD clásico para este tipo de estudios [39]. Dentro de este contexto, en

139
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esta Tesis se ha hecho uso del programa h́ıbrido ADI-FDTD-MoMTD presen-
tado en el caṕıtulo 3, utilizando MoMTD para modelar las antenas pequeñas
optimizadas mediante algoritmos genéticos, cuya simulación en FDTD daŕıa
lugar a un coste computacional inabordable, y el método de diferencias finitas
ADI-FDTD para el modelado de la cabeza humana. Se ha usado ADI-FDTD
debido a la aparición en ocasiones de inestabilidades tard́ıas que se produćıa
en el método h́ıbrido FDTD-MoMTD, y que se ha comprobado que se elim-
inan al usar el método h́ıbrido ADI-FDTD-MoMTD.

En este caṕıtulo, tras una breve introducción, en la que se comenta la
forma de enfocar el problema y cómo han llevado a cabo estudios similares
otros autores, se mostrarán los modelos de cabeza humana empleados, y
posteriormente los distintos resultados obtenidos.

6.1.1. Enfoques del problema

Con la aparición de las comunicaciones móviles, ha surgido un notable
interés en el estudio de la interacción entre las antenas de los terminales y el
cuerpo humano. Dicho interés se divide en dos vertientes de origen claramente
diferente:

En primer lugar, en el diseño de antenas para transceptores móviles
se debe tener en cuenta la interacción entre la antena y el tejido bio-
lógico que la rodea, dado que dicha interacción puede suponer una
desadaptación de la antena a la frecuencia de uso, aśı como una impor-
tante pérdida de enerǵıa por disipación en el tejido.

Por otra parte, la enerǵıa absorbida por el cuerpo humano es en poten-
cia un factor de riesgo para la salud, tal y como se recoge en distintas
normativas que se introducirán posteriormente, por lo que se hace nece-
sario su estudio y control.

A pesar de que la motivación de ambas vertientes es bien distinta, su
estudio tiene tantos puntos en común que en la mayoŕıa de las ocasiones
se puede realizar de forma simultánea. Esto es debido a que, en general,
diseñar antenas cuyas caracteŕısticas no se vean afectadas por la presencia
de la cabeza humana es un problema casi equivalente a diseñar antenas que
minimicen la absorción de enerǵıa en la misma.

De entre los efectos que tiene la presencia de la cabeza humana en las
caracteŕısticas de la antena, en la bibliograf́ıa se han documentado variaciones
en la frecuencia de resonancia [161,162], aumento o reducción de la resistencia
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de entrada a la frecuencia de resonancia, dependiendo del tipo de antena
[161,163], modificaciones del diagrama de radiación [95,160,164–166], o una
importante reducción (de hasta el 50 %) de la eficiencia de la antena [164,166].
Es evidente que el efecto de la cabeza sobre la antena no es despreciable, por
lo que debe ser considerado desde las primeras etapas de diseño de cualquier
antena que vaya a ser usada para esta aplicación.

Por otra parte, la aparición de numerosas normativas y recomendaciones
[167,168] para el control de la radiación absorbida por los usuarios de termi-
nales móviles hace necesario un mayor control por parte del diseñador. En
dichas normativas se define la Tasa de Absorción Espećıfica (SAR - Specif-
ic Absorption Rate) como la potencia media absorbida en cada tejido por
unidad de masa. Existen abundantes trabajos centrados en el cálculo del
SAR: se ha estudiado el efecto del modelo de cabeza empleado sobre el valor
de SAR obtenido [169,170], la variación de la radiación absorbida por niños
y adultos [96, 171, 172], o el uso de distintos tipos de antenas para la redu-
cción del SAR [159,165]. En la siguiente sección se describirán algunos de los
métodos de estimación del SAR empleados en dichos trabajos, aśı como el
elegido en esta Tesis.

6.1.2. Normativas y métodos de estimación del SAR

De cara a la cuantificación de la interacción entre los tejidos y la radiación
electromagnética, se define el SAR como la potencia media absorbida en cada
punto del tejido por unidad de masa. Se mide por tanto en W/Kg, y se suele
calcular utilizando la expresión:

SAR =
σE2

i

2ρ
(6.1)

siendo Ei la amplitud del campo eléctrico en V/m, σ la conductividad del
tejido en S/m, ρ su densidad en Kg/m3. Si toda la absorción de los tejidos
se transforma en calor, (6.1) es equivalente a

SAR = ci
dT

dt
(6.2)

donde ci es la capacidad caloŕıfica del tejido en J/(Kg K) y
dT

dt
es la derivada

temporal de la temperatura en el tejido, en K/s.
Aunque el objetivo final del cálculo del SAR es conocer el incremento

de temperatura en los distintos tejidos de la cabeza humana, mediante la
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expresión (6.2), para ello es necesario tener un modelo termodinámico muy
complejo que considere no sólo el incremento de temperatura debido a la
presencia de la radiación electromagnética, sino también la difusión del calor
a lo largo de la cabeza, el efecto refrigerante del flujo sangúıneo, etc. [97]. Por
tanto en esta Tesis se ha limitado el trabajo al cálculo del SAR y a la com-
paración de los valores obtenidos con los recomendados por los organismos
de estandarización.

Como ya se ha comentado, existen distintas normativas que regulan los
valores de SAR permitidos. En la tabla 6.1 se presenta un escueto resumen
de las dos normativas más referenciadas en la bibliograf́ıa, en la que se obser-
va que existen dos limitaciones fundamentales para el SAR: por una parte,
el SAR promediado en todo el cuerpo (SARWB - whole body) no debe so-
brepasar un cierto valor, t́ıpicamente 0.08 W/Kg, lo que supone 1/50 veces
el valor t́ıpicamente considerado como peligroso para la salud (6 W/Kg);
por otra parte, el máximo SAR, promediado en un volumen cúbico de masa
mp determinada por cada normativa, que denominaremos SAR localizado
(SARL), no debe superar un determinado valor, que se indica en la tabla 6.1
junto con el valor de mp en el cual se promedia.

Organización SARL (W/Kg) Masa mp (g) SARWB (W/Kg)
ICNIRP 2 10 0.08
IEEE 1.6 1 0.08

Tabla 6.1: Comparación de los estándares de IEEE (Institute of Electrical
and Electronics Engineers) [167] y de ICNIRP (International Commission
on Non-Ionizing Radiation Protection) [168].

Si bien las caracteŕısticas de radiación de la antena pueden ser medidas en
circunstancias reales de uso, el cálculo del SAR, tal y como se ha definido en
la expresión (6.1), exige el conocimiento del campo eléctrico en el interior de
los tejidos, lo que evidentemente limita el uso práctico de este parámetro. Por
tanto, una de las técnicas más habituales para estudiar el SAR de la cabeza
humana debido a la radiación de terminales móviles es el uso de modelos.
Dichos modelos pueden ser de dos tipos:

1. Modelos f́ısicos (denominados phantoms). En ellos se pueden medir
directamente los valores de campo eléctrico o temperatura, permitien-
do además el empleo de terminales reales. Sin embargo, el modelo de
cabeza humana suele ser bastante simple, por lo que la precisión de la
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medida del SAR es pequeña. No obstante, son adecuados para conocer
el efecto de la cabeza sobre las caracteŕısticas del terminal.

2. Modelos numéricos. En este caso el modelo de cabeza humana puede
ser tan complicado como lo permita el simulador o el computador sobre
el que funcione. Su principal inconveniente, aparte de la dificultad de
modelar tanto el terminal móvil como el cuerpo humano, es el alto coste
computacional requerido por las simulaciones.

En el caso de simulación computacional, determinados métodos como
FDTD y ADI-FDTD calculan de forma inherente los campos eléctricos en
el interior del tejido, por lo que no supone apenas esfuerzo computacional
adicional el cálculo del SAR en el tejido.

6.2. Modelado computacional de la cabeza

humana

En la bibliograf́ıa se pueden encontrar básicamente dos tipos de mode-
los computacionales de cabeza: por una parte, están los modelos sencillos
de cabeza esférica, normalmente formada por varias capas concéntricas que
simulan las caracteŕısticas de cerebro, hueso y piel [162,166]; por otra, mode-
los mucho más complicados basados en imágenes de resonancia magnética
(MRI - Magnetic Resonating Image) [97,169].

Existe una cierta controversia respecto a la necesidad de un modelo de
cabeza humana complejo [170]. Por una parte, el uso de modelos de cabeza
sencillos (esférico, por ejemplo, o con pocos tipos de tejido) es más barato,
al no exigir al investigador la medida u obtención de modelos complejos. Sin
embargo, el coste computacional necesario para la resolución de un problema
en FDTD depende únicamente de su tamaño, por lo que la simulación de
un modelo más realista de cabeza humana no tiene por qué suponer un
aumento de dicho coste. Por tanto, una vez que se tiene un modelo complejo
de la cabeza, es lógico pensar que los resultados obtenidos van a ser más
exactos que con el modelo sencillo, y en consecuencia conviene utilizarlo. De
hecho, como se comprobará posteriormente en esta Tesis, dependiendo del
modelo utilizado la distribución del SAR se modifica considerablemente. Aśı,
en modelos muy sencillos es dif́ıcil extraer conclusiones de qué zonas son las
más afectadas por la radiación.

En esta Tesis se han usado dos modelos de cabeza muy distintos entre
śı, tratando aśı de comparar el comportamiento de las antenas pequeñas
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en presencia de ambos modelos. Como se comprobará, la variación de las
caracteŕısticas de radiación de las antenas con el modelo de cabeza empleado
no es del todo despreciable, lo que sugiere el uso del modelo disponible más
parecido a una cabeza real.

El primero de estos modelos está formado por tres capas concéntricas
(ver figura 6.1), que representan la piel, el hueso y el cerebro humano, cuyas
caracteŕısticas se pueden ver en la tabla 6.2. Tanto en este modelo como en
el más complejo que se verá a continuación, dado que los medios que forman
los tejidos humanos son no magnéticos, se ha fijado µ = µ0. Los valores
presentados en dicha tabla son muy similares a los utilizados por Wiart y
Mittra [173], aunque difieren de los utilizados por otros autores [165]. El
grosor de las capas de piel y hueso es de 1 cm cada una, y el diámetro
total de la cabeza es de 20 cm. La resolución del modelo es de 2.5 × 2.5
× 2.5 mm3, lo que permite la simulación computacional hasta frecuencias
t́ıpicas de la tecnoloǵıa móvil GSM (concretamente 900 MHz) al tener una
resolución espacial de aproximadamente λ/18 en el medio de menor longitud
de onda [174].

Hueso

Piel

Cerebro

Figura 6.1: Modelo de cabeza esférica.

El segundo modelo empleado, que en adelante se denominará modelo de
cabeza realista, está basado en una imagen MRI comercial, con una resolución
de 2 × 2 × 2 mm3. Las propiedades electromagnéticas de los tejidos han
sido extráıdas a partir de un modelo de Cole-Cole basado en los trabajos de
Gabriel [175–177]. Concretamente, en la tabla 6.3 se detallan las propiedades
f́ısicas y eléctricas de dichos materiales a la frecuencia de 900 MHz, que
será la utilizada en las simulaciones. Se muestran también algunas vistas
tridimensionales del modelo en las figuras 6.2 y 6.3.

Es interesante notar que en el rango de resolución espacial usado, si se
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desea obtener un error de dispersión del orden del 1 %, apenas existe ganancia
en el coste computacional mediante el uso de ADI-FDTD respecto al de
FDTD [105]. Sin embargo, en caso de permitir errores de dispersión mayo-
res, se podŕıan obtener importantes ventajas computacionales mediante la
simulación con ADI-FDTD.

Figura 6.2: Vista posterior-lateral del modelo MRI.

Figura 6.3: Vista frontal-lateral del modelo MRI.
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Tejido σ (S/m) εr ρ (Kg/m3)
Piel 0.6 34.5 1100
Hueso 0.11 8 1850
Cerebro 1.23 55 1030

Tabla 6.2: Caracteŕısticas f́ısicas y eléctricas de los materiales del modelo de
cabeza esférica.

Tejido εr σ (S/m) ρ (Kg/m3)
Aire interno 1 0 1.3
Cart́ılago 42.653 0.782 1097
Cerebelo 49.443 1.263 1038
Córnea 55.234 1.394 1076
Cristalino 46.573 0.793 1053
Dermis 41.405 0.866 1125
Dientes 12.454 0.143 2160
Fluido cerebroespinal 68.638 2.413 1007
Fluido corporal 68.902 1.636 1010
Glándulas 59.683 1.038 1050
Grasa 5.462 0.051 916
Hueso cortical 12.454 0.143 1990
Hueso esponjoso 20.789 0.340 1920
Humor acuoso 68.902 1.636 1009
Ligamentos 45.826 0.718 1220
Linfa 59.683 1.038 1040
Materia blanca 38.886 0.591 1038
Materia gris 52.725 0.942 1038
Médula ósea 5.504 0.040 1040
Membrana mucosa 46.040 0.845 1040
Músculo 55.032 0.943 1047
Nervio 32.530 0.574 1038
Retina 55.270 1.167 1026
Sangre 61.361 1.538 1058
Vaso sangúıneo 44.775 0.696 1040

Tabla 6.3: Caracteŕısticas f́ısicas y eléctricas de los materiales del modelo de
cabeza realista.
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6.3. Efecto de la presencia de la cabeza sobre

el comportamiento de las antenas

Para estudiar el efecto que tiene la cabeza en las caracteŕısticas de ra-
diación de las antenas pequeñas, se han simulado las optimizadas mediante
algoritmos genéticos en el apartado 5.3, cuya geometŕıa se puede ver en la
figura 5.14. Se han modificado sus tamaños para hacerlas resonar a aproxi-
madamente 900 MHz, lo que conlleva un tamaño máximo h = 6,22 cm para la
antena tipo Koch optimizada, y h = 5,81 cm para las tipo zigzag y meander.

El método FDTD-MoMTD exige una distancia mı́nima a la que se puede
situar la antena de la cabeza [89]. Dado que no existe un estudio similar al
referido para el caso del h́ıbrido ADI-FDTD-MoMTD, se han situado las an-
tenas a una distancia de 2 cm de la cabeza, superior al necesario en el método
h́ıbrido FDTD-MoMTD. Las antenas han sido alimentadas con una fuente
de tensión tipo delta-gap que proporciona una excitación con dependencia
temporal gaussiana, de frecuencia máxima 1 GHz.

Los resultados en frecuencia (resistencia de entrada, ancho de banda, etc.)
se pueden obtener v́ıa FFT a partir de las señales de tensión y de corriente
en el segmento de alimentación de la antena.

En las tablas 6.4 y 6.5 se pueden ver las frecuencias de resonancia e
impedancias de entrada a la frecuencia de resonancia de las tres antenas en
presencia de los modelos de cabeza esférico y real, respectivamente. Como se
puede comprobar en ambas tablas la antena tipo Koch es la más afectada
de las tres en sus caracteŕısticas de radiación debido a la presencia de la
cabeza. La figura 6.4 muestra de forma gráfica el efecto de la cabeza realista
sobre la impedancia de entrada de la antena tipo Koch. También se muestra
en la figura 6.5 el efecto del modelo de cabeza realista sobre la antena tipo
meander, observándose cómo la variación es mucho menor en este caso.

Without Head With Spherical Head
fo (MHz) Zin (Ω) fo (MHz) Zin (Ω) fo var (%)

Koch 880.7 46.08 868.08 31.15 1.43
Meander 890.7 45.58 888.1 32.6 0.29
Zigzag 890.8 39.26 885.3 34.5 0.62

Tabla 6.4: Variación de la frecuencia de resonancia y la impedancia de ra-
diación debido a la presencia del modelo de cabeza esférica.
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Without Head With Real Head
fo (MHz) Zin (Ω) fo (MHz) Zin (Ω) fo var ( %)

Koch 880.7 46.08 852.8 28.57 3.17
Meander 890.7 45.58 879.5 26.70 1.25
Zigzag 890.8 39.26 876.9 30.77 1.56

Tabla 6.5: Variación de la frecuencia de resonancia y la impedancia de ra-
diación debido a la presencia del modelo realista de cabeza.
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cabeza.



6.4. Cálculo del SAR 149

8.5 8.55 8.6 8.65 8.7 8.75 8.8 8.85 8.9 8.95 9

x 10
8

−10

0

10

20

30

40

50

60

70

Frequency (Hz)

Im
pe

da
nc

e 
(Ω

)

Re[Z] without head
Im[Z] without head
Re[Z] with real head
Im[Z] with real head

Figura 6.5: Comparación de la impedancia de entrada de la antena mean-
der en función de la frecuencia debido a la presencia del modelo realista de
cabeza.

Es interesante notar cómo la presencia de cualquiera de los dos modelos
de cabeza tiene un efecto similar sobre las antenas a la de un recubrimiento
dieléctrico de los hilos que las forman [158], efecto que también se observó en
el caṕıtulo anterior al medir las antenas sobre el sustrato FR4. La disminución
de la resistencia de entrada, que al tratarse de hilos sin pérdidas corresponde
únicamente a la resistencia de radiación, da lugar también a una disminu-
ción de la eficiencia de las antenas, concordando aśı este resultado con los
obtenidos por [164,166].

6.4. Cálculo del SAR

La figura 6.6 muestra la distribución espacial de los campos en la celda
de Yee (i, j, k). Para calcular el campo eléctrico en el centro Ci,j,k de la celda,

que se denominará campo eléctrico centrado, �EC
i,j,k = x̂EC

X,(i,j,k) + ŷEC
Y,(i,j,k) +

ẑEC
Z,(i,j,k)

1, y cuya posición está marcada en la figura con un punto, se ha

realizado una interpolación espacial usando doce componentes [178].
Las antenas se excitan con un señal sinusoidal a la frecuencia fo deseada,

suavizada mediante una curva gaussiana para evitar la aparición de com-

1Por simplicidad en la notación, los sub́ındices (i, j, k) son los ı́ndices computacionales
de la celda (i, j, k), por lo que se corresponden con valores enteros o semi-enteros de acuerdo
a la posición asociada a cada componente del campo en la celda de Yee (Ver figura 6.6).
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Figura 6.6: Cálculo del campo eléctrico centrado �Ei,j,k
C .

ponentes de alta frecuencia. El tiempo en el que se alcanza el estacionario
se estima de forma automática, deteniendo el algoritmo cuando la variación
relativa entre tres máximos consecutivos de la corriente en el segmento de
excitación sea menor a 1/1000. En la figura 6.7 se puede ver dicha corriente
y el alcance del estacionario en la antena tipo Koch, donde ∆I1 y ∆I2 son las
variaciones de corriente sufridas entre los últimos tres máximos, parándose la
ejecución del algoritmo cuando |∆I1|+|∆I2|

I2
< 1

1000
, siendo I2 el valor alcanzado

por el máximo de corriente usado para el cálculo de ∆I1 y de ∆I2.

De acuerdo a la expresión (6.1), para calcular el SAR es necesario conocer
los valores de la amplitud del campo eléctrico en cada celda del modelo de
cabeza. Para ello se ha calculado en cada una de dichas celdas los sucesivos
máximos y mı́nimos locales de las tres componentes del campo eléctrico. Para
evitar errores de discretización, se realiza una interpolación de tercer orden
entre muestras temporales sucesivas para determinar dichos valores. Aśı, los
últimos valores máximo y mı́nimo de cada componente de campo eléctrico
son almacenados en memoria, de forma que cuando se alcanza el estacionario
se pueda determinar la amplitud del campo eléctrico en cada celda mediante
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Figura 6.7: Corriente en el segmento de alimentación de la antena tipo Koch
en presencia de la cabeza y alcance del estacionario.

la semisuma del máximo y el valor absoluto del mı́nimo. A partir del campo
eléctrico se puede obtener la densidad de potencia media disipada en cada
celda como: [

dP

dV

]
i,j,k

=
[σ
2

(|EX |2 + |EY |2 + |EZ |2
)]

i,j,k
(6.3)

con lo que integrando se alcanza la expresión:

[P ]i,j,k =

∫
Vi,j,k

σ

2

(|Ex|2 + |Ey|2 + |Ez|2
)
dv �

Vi,j,k
σi,j,k

2

(|EC
X,(i,j,k)|2 + |EC

Y,(i,j,k)|2 + |EC
Z,(i,j,k)|2

)
(6.4)

En este trabajo, dado que no se ha podido realizar un cálculo del SARHB

al no poderse simular (debido a los recursos computacionales necesarios) un
modelo de cuerpo completo, se ha optado por estudiar el cumplimiento del
máximo SARL en la zona más cercana a la posición de la antena, que se
corresponde con la cabeza humana.

El cálculo del SARL correspondiente a la celda (i,j,k) exige la determi-
nación de la región cúbica alrededor de dicha celda cuya masa sea igual
a la masa de promediado deseada (1g. o 10g., según las recomendaciones
IEEE y ICNIRP, respectivamente). En esta Tesis se hace uso del algorit-
mo de crecimiento de regiones presentado en [178], que se ha modificado de
forma conveniente para el cumplimiento de las últimas recomendaciones de
IEEE [179], que permite el cálculo del SAR en todas las celdas del modelado
usado.
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Aunque otros autores [180] han presentado algoritmos que contemplan
algunas de las recomendaciones de [179], el algoritmo presentado en esta Tesis
es el primero, hasta nuestro conocimiento, que cumple la recomendación [179]
para el cálculo del SAR. Por su complejidad, y para facilitar la lectura del
resto del caṕıtulo, el algoritmo se describe en el apéndice D.

6.4.1. Cálculo del SAR de antenas pequeñas optimadas
mediante GA

El algoritmo descrito en el apéndice D ha sido usado para calcular el
SAR en el modelo de cabeza realista debido a las tres antenas estudiadas
en el apartado 6.3. Se ha optado por usar una masa de promediado de un
gramo, de acuerdo a la normativa de IEEE [167].

Los resultados obtenidos usando el modelo de cabeza realista se pueden
ver en la tabla 6.6, en la que se muestra también el SARL cuando la antena
transmisora es un dipolo λ/2 resonante a 900 MHz. La potencia de entrada
de la antena a su frecuencia de resonancia es en todos los casos igual a 250
mW. Es interesante notar que para todas las antenas se obtienen valores de
SARL por encima del ĺımite establecido por el IEEE (ver tabla 6.1). Una
de las posibles causas podŕıa ser la acumulación de campo cercano existente
en las antenas pequeñas, que da lugar a una mayor absorción de enerǵıa
electromagnética por parte de la cabeza que en otros tipos de antenas.

Lineal Tipo Koch Meander Zigzag
1.79 1.81 2.05 1.98

Tabla 6.6: Máximo SARL (W/Kg) para cada una de las cuatro antenas uti-
lizadas.

Existen en la bibliograf́ıa trabajos de varios autores [160, 163] que han
analizado problemas similares cuando la antena radiante es un dipolo λ/2.
Los resultados difieren ligeramente porque, al haberse realizado este trabajo
con la nueva recomendación del IEEE [179], se puede calcular el SAR en la
parte más externa del cuerpo humano, dando lugar a valores de pico más
elevados.

En las figuras 6.9, 6.10 y 6.11 se puede ver para cada una de las tres an-
tenas estudiadas la distribución espacial del SARL en el corte horizontal de
la cabeza más próximo a la alimentación de la antena, mostrado en la figura
6.8. Es muy interesante notar que apenas existen diferencias entre los tres
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mapas de SARL obtenidos con las distintas antenas, a pesar de sus distintas
geometŕıas, lo que podŕıa indicar una mayor contribución a la radiación elec-
tromagnética por parte del segmento de alimentación que en el resto de la
antena. Esto concuerda con las conclusiones alcanzadas previamente en esta
Tesis [48, 57].

Se puede ver en la figura 6.12 otra vista en la que se puede apreciar mejor
la distribución del SARL en la cabeza. La vista se ha elegido similar a la de
la figura 6.2 para facilitar la identificación de los distintos tejidos en los que
se producen variaciones del SARL debido a las distintas caracteŕısticas del
medio.

De dichas figuras se puede extraer información acerca de los tejidos que
sufren una mayor absorción de enerǵıa electromagnética. Se puede comprobar
que, en general, cuanto más lejos de la superficie se encuentra un tejido menor
es su absorción, debido al decaimiento sufrido por los campos debido tanto
al aumento de la distancia con la antena como a la absorción de los medios
más próximos a la misma. Sin embargo, el SARL sufre de variaciones bruscas
debidas a los distintos tipos de tejidos, siendo la más notable la sufrida al
atravesar el hueso, que al ser un material de muy baja conductividad apenas
produce absorción de enerǵıa (SAR muy pequeño). Como consecuencia, en
las capas exteriores del cerebro se alcanzan valores no despreciables de SAR.
En la figura 6.13 se puede ver como ejemplo el SAR en un corte próximo a
la posición de la antena meander, en la que se puede ver el SAR obtenido en
los distintos tejidos. Este efecto también se puede ver en el modelo de cabeza
esférica, cuyo resultado se muestra en la figura 6.14.

Figura 6.8: Corte horizontal de la cabeza.
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Figura 6.9: SAR obtenido en un plano próximo con antena tipo Koch en el
corte horizontal de la cabeza más próximo a la alimentación de la antena.

Figura 6.10: SAR obtenido en un plano próximo con antena meander en el
corte horizontal de la cabeza más próximo a la alimentación de la antena.



6.4. Cálculo del SAR 155

Figura 6.11: SAR obtenido en un plano próximo con antena zigzag en el corte
horizontal de la cabeza más próximo a la alimentación de la antena.

Figura 6.12: Vista tridimensional del SAR obtenido al usar la antena tipo
meander.
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Figura 6.13: SAR en función de la profundidad en el modelo de cabeza rea-
lista, obtenido a partir de la figura 6.10 en un corte próximo a la posición de
la antena.

Figura 6.14: SAR obtenido en el modelo de cabeza esférico al usar la antena
meander.



Conclusiones

Uno de los principales objetivos de esta Tesis ha sido la ampliación del
conocimiento acerca del comportamiento de las antenas de hilo prefractales
como antenas pequeñas, aśı como la determinación de algunas de sus lim-
itaciones. Se ha enfocado la Tesis desde dos puntos de vista: la extensión
de algoritmos para el análisis de dicha antenas y su posterior aplicación al
estudio de sus caracteŕısticas y al diseño de nuevas geometŕıas. En concreto,
a lo largo de esta Memoria se han realizado las siguientes aportaciones:

El código DOTIG5 para el análisis en el dominio del tiempo de es-
tructuras de hilo delgado mediante el método de los momentos en el
dominio del tiempo se ha extendido permitiendo la simulación de es-
tructuras con segmentación no uniforme, aun en el caso de la existencia
de uniones entre hilos. También se ha llevado a cabo el aprovechamiento
de la simetŕıa en problemas con plano de tierra.

Los códigos h́ıbridos FDTD-MoMTD y ADI-FDTD-MoMTD para el
estudio de la interacción de estructuras de hilo delgado con cuerpos
inhomogéneos han sido también extendidos para la simulación de es-
tructuras de hilo con uniones, impedancias de carga y modelado con
segmentación no uniforme.

Se han determinado dos posibles efectos limitantes que pueden afectar
a las caracteŕısticas radiantes de las antenas pequeñas prefractales: los
shortcuts, o interacciones entre segmentos alejados de la estructura, y
el efecto de la orientación de las corrientes (paralelas y antiparalelas)
en segmentos paralelos cercanos. No obstante, se ha comprobado cómo
el efecto de los shortcuts no parece ser demasiado importante a bajas
frecuencias, y en ese caso es debido principalmente a la enerǵıa radiada
por el segmento de alimentación.

157



158 Conclusiones

Se ha demostrado también que, en general, estos efectos limitantes
afectan a todo tipo de estructuras de hilo, y no únicamente a estruc-
turas prefractales. Además, se ha comprobado cómo ciertas antenas
de geometŕıa eucĺıdea mejoran el comportamiento de las antenas pre-
fractales analizadas, lo que induce a pensar que es la topoloǵıa de las
antenas el principal factor a tener en cuenta en su diseño, y que la forma
fractal no garantiza optimalidad. Por ejemplo, curvas como la de Koch
o la de Hilbert han sido mejoradas en cuanto a grado de miniaturización
por antenas de tipo meander o espiral.

Se ha comprobado que existe un compromiso entre los distintos pará-
metros involucrados en la miniaturización de antenas, tal y como se
desprende de los ĺımites teóricos. Con objeto de alcanzar un compro-
miso adecuado entre dichos parámetros, se ha utilizado como técnica de
diseño la optimación mediante algoritmos genéticos (GA), obteniéndose
nuevos diseños tanto con geometŕıas prefractales como eucĺıdeas. Asi-
mismo, se ha determinado que, para todas las antenas prefractales
estudiadas, se pueden encontrar antenas con geometŕıa eucĺıdea que
mejoran sus caracteŕısticas.

Se ha estudiado la interacción entre algunas de las antenas pequeñas
diseñadas mediante GA y la cabeza humana, comprobando cómo afecta
ésta última a sus parámetros de radiación. Se ha verificado también
que los resultados obtenidos dependen del modelo de cabeza humana
empleado en las simulaciones.

Por último, se ha desarrollado un nuevo algoritmo para el cálculo de la
Tasa de Absorción Espećıfica (SAR) en los tejidos que forman la cabeza
humana, de acuerdo a las últimas normativas de IEEE. Dicho algoritmo
se ha usado para estudiar el SAR debido a algunas de las antenas
optimadas mediante GA, comprobando cómo si bien su valor máximo
vaŕıa para cada antena, el mapa de SAR es muy similar para todas
ellas, lo cual induce a pensar que es en el segmento de alimentación
principalmente donde se produce la radiación de las bajas frecuencias.



APÉNDICE A

Elección de los puntos campo

A.1. Introducción

En el caṕıtulo 2 se ha presentado el método de los momentos en el dominio
del tiempo. En la expresión (2.28) se ha particularizado la EFIE para el caso
de usar funciones base lagrangianas y funciones peso tipo delta de Dirac, es
decir, se ha forzado el cumplimiento de la ecuación justo en el centro de los
segmentos. Al punto en el que se fuerza la condición, que está situado en la
superficie del hilo, se le ha denominado punto campo �ru, y en el desarrollo
anterior se ha supuesto único.

Sin embargo, la geometŕıa de hilo delgado mostrada en la figura A.1
presenta infinitos puntos campo a elegir en el centro del segmento, sin más
que variar el ángulo ϕ que los define. En el caso de que se esté simulando una
antena recta, la elección de cada punto campo es indistinta, pues todos son
equivalentes. Sin embargo, este no es el caso en estructuras con uniones o hilos
doblados. En la figura A.2 se muestra el vector �Riu para dos posibles puntos
campo �ru1 y �ru2 en la cercańıa de una curvatura del hilo, comprobandose
cómo en este caso ambos vectores son distintos, tanto en módulo como en
dirección. En este apéndice se comprobará cómo la elección del punto campo
no siempre es un asunto trivial y da lugar a importantes diferencias entre
distintos códigos numéricos.
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Figura A.2: Variación del vector �Riu al elegir distintos puntos campo.

A.2. Estudio del efecto de la variación del

punto campo

Para comprobar cuál es el efecto que puede tener la elección de distin-
tos puntos campo sobre la simulación de una determinada estructura, se ha
considerado la geometŕıa en forma de L presentada en la figura A.3a y se ha
simulado considerando distintas elecciones del punto campo en el segmen-
to más próximo al codo de la antena (mostrado con una flecha en la figura
A.3a). En concreto se han tomado las posiciones marcadas con A, B, C y D
en la figura A.3b.
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Figura A.3: a: Antena tipo L en la que se modifican los puntos campo. b:
Puntos campo sobre los que se ha hecho el estudio; los marcados como A, B,
C y D han sido elegidos para su representación.

En la figura A.4 se puede ver la comparación de la impedancia de entrada
(resistencia y reactancia) obtenida con DOTIG5 al usar cada uno de los
cuatro puntos marcados en la figura A.3b, junto a los resultados obtenidos al
simular la misma estructura con los códigos comerciales NEC [71] y WIPL
[121]. Es interesante apuntar que en NEC, para evitar este problema, no se
determina el punto campo sino que se supone:

∣∣∣�Riu

∣∣∣ =√(xu − xi)
2 + (yu − yi)

2 + (zu − zi)
2 + a2 (A.1)

o lo que es lo mismo:

1. Que la estructura está contenida en uno de los planos XY, YZ o XZ.

2. Que el punto campo está situado en la dirección perpendicular al plano
en el que está contenida la antena.

Como se puede ver en la figura A.4 la elección de distintos puntos campo,
aun siendo realizada sobre un único segmento, modifica el resultado de forma
considerable, haciendo que en unos casos se aproxime más al obtenido con
NEC y en otros casos al obtenido con WIPL.
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A.3. Modificación de las funciones peso

Una técnica sencilla que permite obtener resultados más precisos es la
modificación de la función peso. En realidad, se mantiene la función peso
delta de Dirac, si bien se fuerza el point-matching no sólo sobre un punto
campo sino sobre una circunferencia de radio a, orientada perpendicular-
mente al segmento (ver circunferencia punteada en la figura A.2). Dado que
la realización del producto funcional definido en (2.4) supone una integración
a lo largo de la circunferencia, que complicaŕıa en exceso el desarrollo teórico
y limitaŕıa la velocidad de proceso del código, en esta Tesis se ha aproximado
la integral realizando un promediado entre los distintos puntos campo. Aśı, se
eligen una serie de puntos campo �r

(k)
u , variando de forma uniforme el ángu-

lo ϕ a lo largo de la circunferencia. En cada uno de estos puntos campo se
calculan las interacciones con los segmentos fuente, que serán posteriormente
promediadas. Dado que las interacciones entre puntos fuente y puntos campo
se calculan de forma previa al inicio del proceso escalonado en el tiempo, no
existe un coste computacional añadido notable.

Se ha elegido para el análisis del método la estructura prefractal de Hilbert
3D de orden 1, con h = 1m, cuya forma se puede ver en la figura 4.49.
Esta antena es muy interesante para este estudio puesto que, al tratarse de
una estructura tridimensional, la elección de los puntos campo es cŕıtica.
En la figura A.5 se representa la admitancia de entrada de dicha estructura
obtenida mediante los códigos DOTIG5 sin promediado de puntos campo, y
DOTIG5 con promediado de puntos campo, aśı como los códigos comerciales
NEC y WIPL. Se comprueba cómo el resultado vaŕıa de forma considerable
al introducir el promediado de los puntos campo, aproximándose al obtenido
por WIPL.



A.3. Modificación de las funciones peso 163

2 3 4 5 6 7 8 9 10

x 10
8

0

200

400

600

800

1000

Frequency (Hz)

R
es

is
ta

nc
e 

(Ω
)

2 3 4 5 6 7 8 9 10

x 10
8

−400

−200

0

200

400

Frequency (Hz)

R
ea

ct
an

ce
 (
Ω

)

POINT A
POINT B
POINT C
POINT D
NEC
WIPL

Figura A.4: Impedancia de entrada de la antena en L obtenida con DOTIG5
al elegir como punto campo del segmento más cercano a la unión el punto
A, B, C o D. Se muestran también los resultados obtenidos con los códigos
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164 Apéndice A. Elección de los puntos campo



APÉNDICE B

Desarrollos numéricos
asociados al análisis de
estructuras de hilo delgado

B.1. Introducción

En este apéndice se han incluido los detalles de la formulación de MoMTD
para el análisis de estructuras con forma de hilo delgado, con objeto de
facilitar la lectura del caṕıtulo 2.

B.2. Cálculo de las matrices de estructura

Las matrices de estructura, que aparecen en el proceso de discretización
de la ecuación EFIE para hilos delgados (ver expresión (2.31)), se calculan en
esta Tesis usando un proceso similar al expuesto en [38, 62, 77], que permite
su obtención anaĺıtica.

B.2.1. Cálculo de la función auxiliar F

La expresión de F , para el caso de segmentación desigual, es:

165
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Fi,h,u,l,m =
1

4πεc2

∫
∆h(i)


 ŝi·ŝu

Riu
tB

l,m
i + c

�Riu·ŝu

R2
iu

sB
l,m
i

+c2 �Riu·ŝu

R3
iu

�

s Bl,m
i

∣∣∣t′′j(h)

∆t/2


 ds′′i (B.1)

Siguiendo un razonamiento idéntico al empleado en [38], se puede escribir:

Fi,h,u,l,m =
2∑

a=0

3∑
b=0

Ψ
(a,b)
i,h,u,l,mI

(a,b)
i,h,u (B.2)

donde el cálculo de las integrales de ĺınea I
(a,b)
i,h,u se detalla en el apartado B.2.3.

Los coeficientes auxiliares Ψ corresponden a las siguientes expresiones:

Ψ
(0,0)
i,h,u,l,m =

1

4πεc3D
(l,m)
i

(
2

3
ŝu · �Riu SP l

i − 2PP l
i ŝi · ŝu

)

Ψ
(0,1)
i,h,u,l,m =

1

4πεc2D
(l,m)
i

(
Bm

iu

2
ŝu · �Riu SP l

i − Bm
iu PP l

i ŝi · ŝu

)
Ψ

(0,2)
i,h,u,l,m = 0

Ψ
(0,3)
i,h,u,l,m =

ŝu · �Riu

4πεD
(l,m)
i

(
SP l

i Em
iu

)
Ψ

(1,0)
i,h,u,l,m =

1

4πεc3D
(l,m)
i

(
4

3
ŝu · �Riu − 8

3
SP l

i ŝi · ŝu

)

Ψ
(1,1)
i,h,u,l,m =

1

4πεc2D
(l,m)
i

(
Bm

iuŝu · �Riu − 3

2
Bm

iu PP l
i ŝi · ŝu

)
Ψ

(1,2)
i,h,u,l,m = 0

Ψ
(1,3)
i,h,u,l,m =

Em
iu

4πεD
(l,m)
i

(
2 ŝu · �Riu − SP l

i ŝi · ŝu

)
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Ψ
(2,0)
i,h,u,l,m = −10

3

ŝi · ŝu

4πεc3D
(l,m)
i

Ψ
(2,1)
i,h,u,l,m = − Bm

iu ŝi · ŝu

4πεc2D
(l,m)
i

Ψ
(2,2)
i,h,u,l,m = 0

Ψ
(2,3)
i,h,u,l,m = −2Em

iu ŝi · ŝu

4πεD
(l,m)
i

(B.3)

donde ŝi, ŝu y �Riu son los definidos en el caṕıtulo 2, y se usan las variables
auxiliares:

D
(l,m)
i =

1∏
p=−1

p�=l

(si+l − si+p)
n∏

q=n

q �=m

(m − q) ∆t

SP l
i =

1∑
p=−1

p�=l

(si − si+p)

PP l
i =

1∏
p=−1

p�=l

(si − si+p)

SQm =
n+2∑
q=n

q �=m

q∆t

PQm =
n+2∏
q=n

q �=m

q∆t

Bm
iu =

(
SQm − 2∆t ri(h)u

)
TNm =

∆t3

24
+

∆t2

8
SQm +

∆t

2
PQm

Em
iu =

∆t3

3
r3
i(h)u −

∆t2

2
r2
i(h)uSQm + ∆t ri(h)uPQm + TNm

(B.4)
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B.2.2. Cálculo de la función auxiliar G

La expresión de F , para el caso de segmentación desigual, es:

Gi,h,u,l,m =
1

4πεc2

∫
∆h(i)

(
c2

�Riu · ŝu

R3
iu

�

s Bl,m
i

∣∣∣∆t/2

∆t/2

)
ds′′i (B.5)

que, de forma similar a lo expuesto en el apartado anterior, puede ser escrita
como:

Gi,h,u,l,m =
2∑

a=0

Γ
(a,3)
i,h,u,l,mI

(a,3)
i,h,u (B.6)

El cálculo de las integrales de ĺınea I
(a,3)
i,h,u se aborda anaĺıticamente y se

presenta en el apartado B.2.3, siendo el valor de las funciones Γa,3
i,h,u,l,m el

siguiente:

Γ
(0,3)
i,h,u,l,m =

Km

4πεD
(l,m)
i

SP l
i ŝu · �Riu

Γ
(1,3)
i,h,u,l,m =

Km

4πεD
(l,m)
i

(
2 ŝu · �Riu − SP l

i ŝu · ŝi

)
Γ

(2,3)
i,h,u,l,m =

Km

4πεD
(l,m)
i

(2 ŝu · ŝi)

(B.7)

donde se han usado las mismas variables auxiliares presentadas en (B.4) junto
a una constante Km que se define como:

Km =
∆t3

12
+ ∆t PQm (B.8)

B.2.3. Cálculo anaĺıtico de las integrales en cada sub-
segmento

El cálculo de las matrices de estructura F y G presentado en las dos
secciones anteriores requiere el conocimiento de las integrales de ĺınea I

(a,b)
i,h,u

definidas como:
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I
(a,b)
i,h,u =

∫ ∆Fihu

∆Iihu

s
′′a
i(

R2
iu − 2s′′i ŝi · �Riu + s

′′2
i

)b/2
ds′′i (B.9)

siendo ∆Iihu y ∆Fihu los ĺımites de la integral de ĺınea del subsegmento
h, definidos respecto del punto central del segmento. Haciendo uso de las
constantes

g = −2ŝi · �Riu

e = R2
iu (B.10)

y basándose en la referencia [77], se obtiene:

I
(0,0)
i,h,u = ∆Fihu − ∆Iihu

I
(0,1)
i,h,u = ln (2 Riu(s

′′
i ) + |2s′′i + g|)|∆Fihu

∆Iihu

I
(0,2)
i,h,u =




2

(4e−g2)1/2 arctan
(

2s′′i +g

(4e−g2)1/2

)∣∣∣∆Fihu

∆Iihu

si g2 	= 4e

− 2
2s′′i +g

∣∣∣∆Fihu

∆Iihu

si g2 = 4e

I
(0,3)
i,h,u =




4s′′i +2g

(4e−g2)Riu(s′′i )

∣∣∣∆Fihu

∆Iihu

si g2 	= 4e

1
2
signo(g)

(
− 1

(s′′i +g/2)2

)∣∣∣∆Fihu

∆Iihu

si g2 = 4e

I
(1,0)
i,h,u =

∆F 2
ihu

2
− ∆I2

ihu

2

I
(1,1)
i,h,u = Riu(s

′′
i )|∆Fihu

∆Iihu
− 1

2
gI

(0,1)
i,h,u

I
(1,2)
i,h,u = ln (Riu(s

′′
i ))|∆Fihu

∆Iihu
− 1

2
gI

(0,2)
i,h,u

I
(1,3)
i,h,u =




− 4e+2gs′′i
(4e−g2)Riu(s′′i )

∣∣∣∆Fihu

∆Iihu

si g2 	= 4e

signo(g)

(
− 1

s′′i +g/2
+ g

4(s′′i +g/2)
2

)∣∣∣∣∆Fihu

∆Iihu

si g2 = 4e

I
(2,0)
i,h,u =

∆F 3
ihu

3
− ∆I3

ihu

3
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I
(2,1)
i,h,u =

(
Riu(s′′i )

(
1

2
s′′i −

3

4
g

))∣∣∣∣∆Fihu

∆Iihu

− 1

8
(3g2 − 4e)I

(0,1)
i,h,u

I
(2,2)
i,h,u = (s′′i − g ln (Riu(s

′′
i )))|∆Fihu

∆Iihu
− 1

2
(g2 − 2e)I

(0,2)
i,h,u

I
(2,3)
i,h,u = I

(0,1)
i,h,u − g I

(1,3)
i,h,u − e I

(0,3)
i,h,u (B.11)

B.3. Cálculo de los campos cercanos

Tanto en la presentación de los resultados del caṕıtulo 4 como en el méto-
do h́ıbrido se ha hecho uso del cálculo del campo creado por la estructura
de hilo delgado sobre un punto cualquiera del espacio. En este apartado se
presentarán las expresiones empleadas para su cálculo.

B.3.1. Cálculo del campo eléctrico cercano

La expresión del campo eléctrico dispersado por un hilo delgado es:

�ES(�r, t) = − 1

4πε

∫
C(s′)

(
�Ri

cR2
i

[
∂I(s′,t′)

∂s′

]
t′
− q(s′, t′)

�Ri

R3
i

+ ŝ′
c2Ri

∂I(s′,t′)
∂t′

)
ds′ (B.12)

cuyo rango de validez se extiende a cualquier punto del espacio que cumpla∣∣∣�Ri

∣∣∣ ≥ a, siendo �Ri el vector distancia entre los puntos campo y fuente, y el

resto de los parámetros los introducidos en el caṕıtulo 2.

La discretización de la expresión anterior mediante el método de los mo-
mentos se realiza de forma idéntica a la de la ecuación EFIE, lo que lleva a
la siguiente expresión para el campo dispersado:

�Es(�r, tv) = −
NS∑
i=1

Nh(i)∑
h=1

1∑
i=−1

n+2∑
m=n

{
�Fi,h,l,mIi+l,v−ri(h)+m

+�Gi,h,l,mYi+l,v−ri(h)−1+m

}
(B.13)

donde ri(h) se define como el entero más cercano al cociente
Ri(s

′′
i )

c∆t
. Es intere-

sante notar que en este caso las funciones auxiliares de estructura poseen una
forma vectorial. Sus expresiones vienen dadas por:



B.3. Cálculo de los campos cercanos 171

�Fi,h,l,m =
1

4πεc2

∫
∆h(i)
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�
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∆t/2

)

�Gi,h,l,m =
1

4πεc2

∫
∆h(i)
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∆t/2

)
(B.14)

que se pueden escribir de forma simplificada como:

�Fi,h,u,l,m =
2∑

a=0

3∑
b=0

S�Ψ
(a,b)
i,h,l,mI

(a,b)
i,h
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S�Γ
(a,3)
i,h,l,mI

(a,3)
i,h (B.15)

Nuevamente las integrales se calculan de forma anaĺıtica mediante las
expresiones (B.11), mientras que las funciones auxiliares, en este caso vecto-
riales, se calculan mediante las expresiones:

S�Ψ
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S�Ψ
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i,h,l,m =

Em
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4πεD
(l,m)
i

(
2 �Ri − SP l

i ŝi

)
S�Ψ
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i,h,l,m = −10
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4πεc3D
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S�Ψ
(2,1)
i,h,l,m = − Bm

iu ŝi

4πεc2D
(l,m)
i

S�Ψ
(2,2)
i,h,l,m = 0

S�Ψ
(2,3)
i,h,l,m = − 2Em

iu ŝi

4πεD
(l,m)
i

(B.16)

S�Γ
(0,3)
i,h,l,m =

Km

4πεD
(l,m)
i

SP l
i

�Riu

S�Γ
(1,3)
i,h,l,m =

Km

4πεD
(l,m)
i

(
2 �Riu − SP l

i ŝi

)
S�Γ

(2,3)
i,h,l,m =

Km

4πεD
(l,m)
i

(2 ŝi) (B.17)

Las constantes auxiliares se definen de forma idéntica a como se hizo en
el apartado anterior para el cálculo de las matrices de estructura, sin más
que sustituir ri(h)u por ri(h).

B.3.2. Cálculo del campo magnético cercano

El campo magnético creado por un hilo delgado se determina mediante
la ecuación:

�H(�r, t) =
1

4π

∫
C(s′)

(
ŝ′

R2
i

I(s′, t′) +
ŝ′

cR
· ∂

∂t′
I(s′, t′)

)
×

�R

R
ds′ (B.18)

cuyo rango de validez comprende a todos aquellos puntos situados en la zona

exterior al hilo (
∣∣∣�Ri

∣∣∣ ≥ a). De forma similar a como se hizo en los casos

anteriores, la discretización del cómputo lleva a la expresión:

�H(�r, tv) =

NS∑
i=1

Nh(i)∑
h=1

1∑
i=−1

n+2∑
m=n

{
�Mi,h,l,mIi+l,v−ri(h)+m

}
(B.19)

donde la función auxiliar de la estructura se define como

�Mi,h,l,m =

∫
∆h(i)

(
ŝ′i
R2

i

B
(l,m)
i × �Ri +

ŝ′i
cRi

tB
(l,m)
i × �Ri

)
ds′′i (B.20)
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y se calcula usando la expresión

�Mi,h,l,m =
3∑

a=0

3∑
b=1

S�Υ
(a,b)
i,h,l,m I

(a,b)
i,h (B.21)

donde las integrales vienen dadas nuevamente por las expresiones (B.11), y

los términos auxiliares S�Υ
(a,b)
i,h,l,m son los siguientes:
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i SP l

i

S�Υ
(2,1)
i,h,l,m = − ŝi × �Ri
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S�Υ
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S�Υ
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4πD
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i (B.22)

donde todas las constantes han sido ya definidas excepto

Am
i = PQm − SQm · ∆t · ri(h) + ∆t2 · r2

i(h) (B.23)

B.4. Cálculo de las ecuaciones adicionales en

uniones con segmentación no uniforme

Como se ha visto en el caṕıtulo 2, se deben añadir NH−1 ecuaciones adi-
cionales en cada unión, resultantes de desarrollar en función de las variables
computacionales la expresión
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∂I2,k

∂s′′2

∣∣∣∣
s′′2=−∆k/2

− ∂I1,k−1

∂s′′1

∣∣∣∣
s′′1=∆k/2

=
∂IA,k+1

∂s′′A

∣∣∣∣
s′′A=−∆k+1/2

− ∂I1,k

∂s′′1

∣∣∣∣
s′′1=∆k+1/2

(B.24)
Se ha sustituido en la expresión anterior la corriente por su desarrollo

mediante la interpolación lagrangiana definida en (2.41). Tras derivar y re-
organizar los términos, se han obtenido las siguientes NH − 1 ecuaciones
adicionales:

k = 1 −→
A1 · I1,k + A2 · I2,k + A3 · I3,k

−B1 · I1,NH

−C1 · I1,k+1 − C2 · I2,k+1 − C3 · I3,k+1 = 0

k = 2 : NH − 2 −→
A1 · I1,k + A2 · I2,k + A3 · I3,k

−B1 · I1,k−1 − B2 · I2,k−1

−C1 · I1,k+1 − C2 · I2,k+1 − C3 · I3,k+1 = 0

k = NH − 1 −→
A1 · I1,k + A2 · I2,k + A3 · I3,k

−B1 · I1,k−1 − B2 · I2,k−1

−C1 · I1,NH = 0

(B.25)

donde se ha obviado la dependencia temporal de los términos de corriente
por simplicidad de la notación. Las variables auxiliares A, B y C se definen
a continuación:

A1 =
−8∆k

(∆k + ∆k+1)(3∆k + ∆k+1)
− 3∆k+1 − ∆k

∆k+1(∆k + ∆k+1)

A2 =
8∆k+1

(∆k + ∆k+1)(∆k + 3∆k+1)
− ∆k+1 − 3∆k

∆k(∆k + ∆k+1)
(B.26)

A3 =
∆k+1 − ∆k

∆k(3∆k + ∆k+1)

B1 =



− 3∆k−∆k−1

∆k(∆k−1+∆k)
si k 	= 1

1
NH

si k = 1

(B.27)

B2 =
8∆k

(∆k−1 + 3∆k)(∆k−1 + ∆k)
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C1 =




−8∆k+1

(∆k+1+∆k+2)(3∆k+1+∆k+2)
si k 	= NH − 1

1
NH

si k = NH − 1

C2 = − ∆k+2 − 3∆k+1

∆k+1(∆k+1 + ∆k+2)
(B.28)

C3 =
∆k+2 − ∆k+1

∆k+1(3∆k+1 + ∆k+2)
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APÉNDICE C

El factor de calidad Q

C.1. Definición

El factor de calidad Q de una red eléctrica se define como [5,7]:

Q =
ωW

Pd

(C.1)

donde ω es la frecuencia angular de resonancia, W es la enerǵıa media alma-
cenada en la red, y Pd es la potencia disipada. En caso de trabajar con redes
no resonantes, la potencia de entrada al sistema se define, en el dominio de
la frecuencia, como:

Pin = Pd + 2jω(Wm − We) (C.2)

siendo Wm y We las enerǵıas almacenadas medias en los campos magnético
y eléctrico, respectivamente. Para hacer la red resonante y por tanto la im-
pedancia de entrada resistiva, se debe añadir algún elemento que almacene
enerǵıa, de forma que se anule la enerǵıa reactiva neta. En este caso, el factor
de calidad de la red resultante viene dada por:

Q =
2ωW

Pd

(C.3)

donde W es en este caso la mayor de las enerǵıas Wm y We de la red original,
en módulo, y Pd la potencia disipada en la red original. Suponiendo que el
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elemento reactivo introducido no tiene pérdidas, dicha Pd coincide con la
potencia disipada en la nueva red.

Aśı pues, en el caso de una antena, se puede considerar que el parámetro
definido por (C.3) es el factor de calidad Q de la antena a la frecuencia ω, sea
ésta o no su frecuencia de resonancia, siempre que dicha antena se sintonice
para ser resonante mediante elementos externos ideales.

C.2. Expresión anaĺıtica para el cálculo del

factor de calidad Q

Durante los últimos años se ha dedicado un importante esfuerzo enfocado
a la obtención de una expresión anaĺıtica para el cálculo del factor de cali-
dad Q. En este apartado se presenta una de las expresiones habitualmente
empleadas para tal fin [26, 27], apuntando las aproximaciones realizadas y
mostrando cómo su rango de validez impide el estudio de ciertas antenas
pequeñas, como por ejemplo los lazos de Koch.

Para obtener el parámetro Q, es necesario en primer lugar conocer una
expresión que relacione la enerǵıa almacenada con la impedancia de entrada
de la antena. Para ello, se seguirá el desarrollo teórico presentado por Har-
rington [67]. Supóngase en primer lugar que se tiene un sistema como el de
la figura C.1, en el que se puede encontrar una superficie S tal que el campo
sea nulo en toda ella excepto en su alimentación. En dicha alimentación se
puede considerar que los campos eléctrico y magnético vienen dados por la
expresión:

S

Figura C.1: Monopuerto y superficie S con campo nulo excepto en su ali-
mentación (en gris).
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�E = �e · V (C.4)

�H = �h · I

donde V e I son la tensión y corriente modal en el plano de referencia, es
decir en el plano donde la superficie S corta a la gúıa de entrada. Entonces
se puede calcular la potencia de entrada Pin como:

Pin = −
∮

S

( �E × �H∗)ds = −V I∗
∮

S

(�e × �h)ds = V I∗ (C.5)

Aśı pues se tiene la potencia de entrada relacionada con la tensión y la
corriente a la entrada del monopuerto, al igual que se teńıa relacionada con
la potencia disipada y las enerǵıas almacenadas eléctrica y magnética en la
expresión (C.2). Se puede definir por tanto la impedancia de entrada Z como:

Z =
V

I
= Rin + jXin =

Pin

|I|2 =
1

|I2| [Pd + 2jω (Wm − We)] (C.6)

Suponiendo un monopuerto sin pérdidas, la potencia disipada es nula, por
lo que la impedancia de entrada es imaginaria. Es importante tener en cuenta
que esta suposición no contempla la posibilidad de que existan pérdidas de
radiación de la antena, con su consiguiente resistencia de radiación.

Se supone un medio lineal, homogéneo e isótropo sin pérdidas, con lo que
las ecuaciones de Maxwell se definen como:

∇× �E = −jωµ �H (C.7)

∇× �H = jωε �E (C.8)

Derivando las ecuaciones anteriores y multiplicándolas por los campos
magnético y eléctrico, respectivamente, para posteriormente restarlas, se ob-
tiene la siguiente epxresión:

∇ ·
(

∂ �H

∂ω
× �E∗ − ∂ �E

∂ω
× �H∗

)
= jε| �E|2 + jµ| �H|2 (C.9)

La ecuación anterior es el punto de partida para la obtención de la enerǵıa
almacenada por la antena. Si se integra dicha expresión en toda la región del



180 Apéndice C. El factor de calidad Q

espacio contenida por la superficie S, el segundo término, teniendo en cuenta
que se trata de valores eficaces de campo, se corresponde con:∫

V

(
jε| �E|2 + jµ| �H|2

)
dv = 2j (We + Wm) (C.10)

con lo que, aplicándole el teorema de la divergencia al primer término de
(C.9) se obtiene:

∫
S

(
∂ �H

∂ω
× �E∗ − ∂ �E

∂ω
× �H∗

)
= 2j (We + Wm) (C.11)

Sustituyendo la expresión (C.4) en (C.11), se puede escribir la integral
de superficie en función de la tensión y la corriente en el plano de referencia,
con lo que queda:

I∗∂V

∂ω
+ V ∗ ∂I

∂ω
= 2j (We + Wm) (C.12)

Al no existir pérdidas, la impedancia de entrada se puede escribir como
Z = jXin o también la admitancia de entrada como Y = jBin, con lo que:

∂Xin

∂ω
= − j

I

∂V

∂ω

∣∣∣∣
I constante

(C.13)

∂Bin

∂ω
= − j

V

∂I

∂ω

∣∣∣∣
V constante

Aśı pues, suponiendo una alimentación constante en frecuencia bien en
tensión, bien en corriente, se puede sustituir la expresión anterior en (C.12),
haciendo uso también de (C.6) supuesta nula la potencia disipada, para
obtener el sistema de ecuaciones con el que se calculan We y Wm como:

Wm =
|V |2
4

(
∂Bin

∂ω
− Bin

ω

)
(C.14)

We =
|V |2
4

(
∂Bin

∂ω
+

Bin

ω

)
(C.15)

Por tanto, se ha obtenido una expresión cerrada para el cálculo de las ener-
ǵıas eléctrica y magnética almacenadas por los campos cercanos, suponiendo
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un monopuerto sin pérdidas de ningún tipo, a partir de sus impedancias de
entrada.

El desarrollo de la expresión del parámetro Q a partir de la expresión
anterior se basa en la suposición de que ésta es válida aun en el caso de
que exista una resistencia de radiación. En este caso, la potencia disipada se
puede escribir como:

Pd = |I|2Rin = |V |2Gin (C.16)

siendo Gin la conductancia de entrada. Sustituyendo (C.14) y (C.16) en (C.3)
se obtiene la siguiente expresión:

Q(ω) =
ω

2Gin

(
∂Bin

∂ω
+

∣∣∣∣Bin

ω

∣∣∣∣
)

(C.17)

o su equivalente con impedancias, más usado en bibliograf́ıa:

Q(ω) =
ω

2Rin

(
∂Xin

∂ω
+

∣∣∣∣Xin

ω

∣∣∣∣
)

(C.18)

Un estudio detallado del proceso que se ha seguido para el cálculo de la
anterior expresión lleva a la conclusión de que se ha cometido una incongruen-
cia, dado que el cálculo de la enerǵıa almacenada por los campos eléctrico y
magnético se ha realizado suponiendo la ausencia de pérdidas por radiación,
mientras que el cálculo de la potencia disipada se ha realizado suponiendo su
existencia [181]. Esta dificultad la han tratado de solventar algunos autores
[182] mediante el uso de modelos circuitales bastante imprecisos de la antena,
llegando a resultados incorrectos tales como que la pendiente de la reactancia
de una antena debe ser siempre positiva. Otros estudios llevados a cabo más
recientemente [181] usan un modelo de red de microondas que parece más
adecuado para el cálculo de Q, si bien sus resultados son aún preliminares.

Durante el desarrollo de esta Tesis, y debido a la ausencia de mejores
aproximaciones teóricas a la expresión del factor de calidad, se ha usado
(C.18) en aquellos casos en que las pérdidas por radiación de la antena son
pequeñas, puesto que en ese caso la expresión de la enerǵıa almacenada puede
ser una buena aproximación [67]. Es importante notar que en el caso de
antenas pequeñas, en general malos radiadores, dicha expresión suele ser
una buena aproximación. Sin embargo, existen estructuras en las cuales el
cálculo del factor de calidad ha supuesto un serio problema y ha tenido que
ser descartado, como por ejemplo el caso del bucle fractal de Koch, que se
muestra en la figura C.2. En la figura C.3 se puede ver el factor de calidad
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obtenido mediante (C.18) para la antena prefractal de Koch tipo lazo de
segundo orden en función de la frecuencia, comprobándose cómo el cálculo
se deforma en las proximidades de las resonancias, dando lugar a valores de
Q menores a la unidad.

Figura C.2: Geometŕıa de la antena tipo lazo fractal de Koch de tercer orden.
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Figura C.3: factor de calidad Q de la antena tipo lazo fractal de Koch de
segundo orden, obtenido con la aproximación (C.18).

Muy recientemente se ha presentado una nueva expresión para el factor
de calidad Q [183,184]. Su principal ventaja con respecto a la anterior es que
en su desarrollo se tiene en cuenta tanto la radiación de la antena como sus
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pérdidas a la hora de estudiar la enerǵıa almacenada. La expresión presentada
es la siguiente:

Q(ω) =
ω

2Rin

∂Xin

∂ω
− 2ω

|I0|2Rin

|WL(ω) + WR(ω)| (C.19)

donde el factor de calidad depende no sólo de la derivada frecuencial de la
reactancia de entrada, sino también de los términos WL(ω) y WR(ω), que se
definen a continuación. El primero de ellos tiene en cuenta la dispersión de
enerǵıa en el hilo, y se puede calcular como [184]:

WL(ω) = Im

∫
wire length

R(l)
∂I(l)

∂ω
I∗(l)dl (C.20)

siendo R(l) la resistencia por unidad de longitud del hilo. En cuanto al otro,
WR(ω), se trata de un término de dispersión de campo lejano dado por

WR(ω) =
1

2Zf

∫
4π

Im(
∂ �F

∂ω
· �F ∗)dΩ (C.21)

donde Zf es la impedancia del espacio libre y �F el diagrama de radiación
complejo de la antena.

En [183] se demuestra también que la expresión (C.19) se puede aproximar
por:

Q(ω) =
ω

2Rin

∣∣∣∣∂Zin

∂ω

∣∣∣∣ (C.22)

siendo

∣∣∣∣∂Zin

∂ω

∣∣∣∣ =
√(

∂Rin

∂ω

)2

+

(
∂Xin

∂ω
+

|Xin|
ω

)2

(C.23)

La expresión (C.22) se ha usado para calcular el factor de calidad Q de la
misma antena presentada en la figura C.2. El resultado obtenido se puede ver
en la figura C.4 comparado con el obtenido mediante el uso de la expresión
(C.18). Se puede comprobar que para frecuencias lejanas a las resonancias
ambas expresiones dan lugar a resultados muy similares, mientras que para
frecuencias próximas a ellas la expresión (C.18) da lugar a valores incorrectos
del factor de calidad (Q < 0). Aunque el factor de calidad calculado con
(C.22) sigue siendo inexacto en la primera resonancia de la antena (máximo
de la admitancia), no es aśı en la segunda (máximo de la impedancia).
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Figura C.4: Comparación entre el factor de calidad Q de la antena tipo lazo
fractal de Koch obtenido con la aproximación (C.22) y el obtenido con la
expresión (C.18).



APÉNDICE D

Algoritmo para el cálculo de la
Tasa de Absorción Espećıfica
(SAR)

En el caṕıtulo 6 se ha definido la Tasa de Absorción Espećıfica (SAR)
y se han descrito algunas de las normativas existentes que limitan su valor
máximo permitido en el cuerpo humano. Para calcularlo, de acuerdo con
dichas normativas, se hace necesaria la obtención de regiones cúbicas de una
cierta masa de promediado mp. En esta Tesis se hace uso del algoritmo de
crecimiento de regiones presentado en [178] para el cálculo del SAR mediante
FDTD, modificado de forma conveniente para el cumplimiento de las últimas
recomendaciones de IEEE [179] y para permitir, al contrario que en [178], el
cálculo del SAR en todas las celdas del modelado usado. A continuación se
describe dicho algoritmo 1:

1. Se elige un cubo teniendo como centro el mismo que el de la celda a
la que se desea calcular el SAR, con un número de celdas tal que la
masa del cubo sea mayor que la masa de promediado. La última capa
del cubo se denomina cubierta del cubo, y al resto núcleo.

2. Dado que la masa del volumen obtenido tras el paso anterior es mayor

1Aunque el algoritmo es generalizable a zonas discretizadas no uniformemente y con
celdas no cúbicas, por simplicidad se describe para el caso de celdas cúbicas y uniformes.

185
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a la masa de promediado, se debe determinar la fracción f = δx
∆x

de las
celdas de la cubierta que deben formar parte del volumen de prome-
diado, donde δx es el tamaño de la parte de celda que corresponde a
dicho volumen, y ∆x el tamaño de la celda FDTD.

Para ilustrar el cálculo de dicha fracción, se considera el ejemplo que se
muestra en la figura D.1, donde se quiere calcular el valor de SAR en
el centro de la celda de volumen ∆x3 dibujada en color rojo. Se supone
que la región de promediado requerida debe tener mp = 1 gramo y que
la masa de la celda problema es m1 < 1 gramo, por lo que se construye
un volumen cúbico de 3 × 3 × 3 celdas centrado en la posición de
cálculo de SAR, y cuya masa es mayor que 1.05 gramos (ĺımite superior
recomendado por el IEEE para realizar el promediado). Esto conlleva
la imposibilidad de cumplir la normativa de IEEE sin usar un modelo
más fino de la cabeza, con la consiguiente pérdida de tiempo y quizás
la imposibilidad de llevar a cabo la simulación computacional. Para
evitarlo, se puede determinar la fracción f del volumen de la cubierta
a añadir al núcleo para conseguir exactamente la masa mp = 1 gramo.
Aśı, el SAR se promedia en el volumen del núcleo más dicha fracción
de corteza.

Para ello se incrementa en cada dimensión el tamaño del cubo inicial
o núcleo, en rojo en la figura, en una longitud δx (ver flechas azules).
Se obtiene como resultado un nuevo cubo formado por el núcleo unido
a una serie de paraleleṕıpedos correspondientes a los pedazos de cada
una de las celdas de la cubierta. Dichos pedazos tienen distintas di-
mensiones según sea el tipo de celda que los incluye (celdas tipo ’cara’,
’arista’ o ’vértice’). En la figura se han representado en amarillo los
paraleleṕıpedos correspondientes a las celdas ’vértice’ de la cubierta,
en gris a las celdas ’cara’ y en morado a las tipo ’arista’. Los trozos
de celdas ’vértice’ tienen una dimensión δx × δx × δx, por lo que su
masa y volumen serán los correspondientes a la celda de la que forman
parte multiplicados por el factor f3. El paraleleṕıpedo correspondiente
a una celda tipo arista tiene dimensiones ∆x × δx × δx, por lo que su
masa y volumen se relacionan con los de su celda original por el factor
f 2. Por último, el paraleleṕıpedo resultante del crecimiento anterior en
una celda lateral tiene dimensión ∆x×∆x× δx, y su masa y volumen
quedan relacionados con los de su celda por el factor f .

En consecuencia, la masa de la fracción f del volumen de cubierta a
considerar viene dada por:
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mf = vf 3 + af 2 + cf (D.1)

siendo v la suma de las masas de las doce celdas que forman los vértices
de la cubierta, a la de las ocho celdas de tipo arista, y c la de las seis
celdas tipo ’cara’, o en general la suma de todas las celdas en cada cara.
Para determinar el valor de f se debe igualar mf a la masa requerida
para la capa externa (es decir, la masa de promediado menos la del
núcleo).

3. A continuación se suman las potencias de las celdas que forman la re-
gión (núcleo más fracción f de corteza), usando para ello en cada celda
la expresión (6.4). Al sumar las potencias disipadas en las celdas que
forman parte de la cobertura de la región se debe tener en cuenta que el
volumen de dichas celdas a usar en dicha expresión es el correspondiente
a la fracción f de la celda, lo que supone un volumen Vv = f3Vi,j,k para
las celdas vértice, Va = f 2Vi,j,k para las celdas arista, y Vc = fVi,j,k.

4. El cálculo del SAR se completa dividiendo la potencia obtenida en el
paso anterior entre la masa de promediado mp.

En el algoritmo anterior se ha considerado que todas las celdas implicadas
en el cálculo son celdas constituyentes del modelo de cuerpo humano. Sin
embargo, en zonas externas de dicho modelo, la región obtenida a partir de
este algoritmo puede tener un alto número de celdas de aire. Dichas celdas
no contribuyen al SAR obtenido de forma directa, al ser su conductividad
nula. Sin embargo, en la práctica obligan al promediado sobre regiones de
tejido no cúbicas. En las primeras versiones de la normativa [167] no estaba
considerada la existencia en el cubo de promediado de un elevado número
de celdas de aire. Algunos autores [178] han optado por limitar el número
de celdas de aire admisibles dentro del volumen. En otros trabajos [96], se
ha evitado que el cubo de promediado se extienda más allá del volumen
ocupado por el tejido, es decir, que al menos una celda de cada cara de dicho
cubo no sea de aire, a la vez que se impide la existencia de un porcentaje
elevado de celdas de aire. Evidentemente, el valor de SAR obtenido depende
del tratamiento particular que se elija para los volúmenes que incluyan celdas
de aire.

El IEEE, en su última recomendación [179], propone el uso de un número
indefinido de celdas de aire en el cálculo, siempre que se evite la existencia
de caras en el cubo de promediado formadas únicamente por aire. Ésta ha
sido la opción utilizada en esta Tesis. En la figura D.2 se pueden ver, en un
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Figura D.1: Volumen tridimensional para el cálculo del SAR en la celda
(i,j,k).

problema bidimensional, dos posibles cubos de masa mayor a la de prome-
diado resultantes para dos celdas C1 y C2. En la celda C1 se puede calcular
el SAR, según la recomendación IEEE, puesto que todas las caras del cubo
de promediado tienen al menos una celda con tejido. Sin embargo, la celda
C2 tiene un SAR indeterminado al no poder construirse un cubo centrado
en ella que tenga en todas sus caras al menos una celda de tejido.

Al finalizar el proceso de cálculo del SAR, existe un cierto número de
celdas cuyo SAR queda indefinido. Para otorgarles un valor, es necesario que
durante todo el proceso se habilite un marcado de todas las celdas que han
sido usadas para el promediado del SAR en alguna otra celda (ver figura
D.2). A todas las celdas marcadas como ’usadas ’ y con SAR indefinido, se
les otorgará el valor máximo de SAR de entre todas las celdas que las hayan
utilizado al promediar.

Únicamente aquellas posiciones que no hayan sido parte de ningún volu-
men de promediado quedan marcadas tras el algoritmo como ’no usadas ’.
Para estas celdas, y de acuerdo a la normativa de IEEE [179], se elige un
nuevo volumen de promediado, alineando una de las caras del volumen de
promediado en la celda en la que se pretende calcular el SAR (ver figura D.3).
Evidentemente, dado que se puede comenzar fijando cualquiera de las seis
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Cara sin

tejido

Cubo de promediado

Figura D.2: Celdas en las que se puede calcular el SAR de forma directa (C1 )
y celdas (C2 ) en las que no es posible por tener el cubo de promediado una
cara con todas sus celdas de aire.

caras del cubo, existen seis posibles cubos que se pueden obtener de dicho
algoritmo, de los cuales se elige el que ocupe un menor volumen.

Celda conSARcalculado

Celdas marcadas

como “usadas”

Celda no “usada”

enla que se calcula el SAR

Nuevo cubo

de promediado

Figura D.3: Elección del cubo de promediado en celdas marcadas como ’no
usadas ’.

Al igual que en el caso del cálculo del SAR centrado en la celda (i,j,k),
es posible que la masa del volumen cúbico obtenido formado por un número
entero de celdas sea mayor del marcado por la normativa. Para superar este
problema, se ha desarrollado un algoritmo similar al presentado en [178],
que consigue un volumen cúbico de masa exactamente igual a la masa de
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promediado mp, si bien en este caso teniendo en cuenta que la celda en la
que se calcula el SAR no está centrada en el cubo sino en una de sus caras.
En la figura D.4 se puede ver un ejemplo de región obtenida mediante la
aplicación de este nuevo algoritmo. Se dibuja en rojo la celda en cuyo centro
se está calculando el SAR, y se supone que su masa es menor que la masa de
promediado. Si el volumen cúbico se extiende en una determinada dirección
(llamémosla n̂), se obtiene, para este ejemplo, un volumen de 3 × 3 × 3
celdas cuya masa se supone que es nuevamente mayor que la marcada en
las normativas, concretamente 1,05 gramos en caso de usar la recomendación
de IEEE. Por tanto se debe calcular la fracción f = δx

∆x
de las celdas de la

cubierta que forman el volumen de masa mf = mp −mn, siendo mn la masa
del núcleo, dibujado en rojo en la figura D.4. Es interesante notar que en
la dirección n̂ existen dos capas de celdas que, dependiendo del valor de f ,
darán lugar a volúmenes distintos a considerar en el promediado, ya que el
vector que determina el crecimiento en esa dirección es de longitud 2δx. Aśı,
en el caso de que f < 1/2, únicamente se usan en el volumen celdas de la
’Capa 1’, mientras que si f > 1/2 se usan también las celdas de la ’Capa 2’.
En el caso presentado en la figura, por ejemplo, las celdas de la ’Capa 2’ no
han llegado a ser utilizadas en la región cúbica, puesto que el valor de f es
menor a 1/2.

En la figura D.4 se han dibujado en gris y violeta las celdas de la cubierta
tipo cara y arista, respectivamente, surgidas al expandir el volumen inicial (en
rojo) en direcciones perpendiculares a n̂. El volumen de estos paraleleṕıpedos
se calcula de forma similar al ejemplo mostrado en la figura D.1. Sin embargo,
en la dirección n̂, los paraleleṕıpedos correspondientes a cada celda de la
cubierta tienen tamaños dependientes tanto de su posición en el cubo (cara,
arista o vértice) como del valor de f . Se puede comprobar que la masa, mf ,
del volumen cúbico correspondiente a un cierto factor f es:

mf =




fmc,1 + f2ma,1

+2fmcn,1 + 2f2man,1 + 2f3mvn,1
si f ≤ 1

2

mn,2 + fmc,2 + f2ma,2

+(2f − 1)mcn,2 + (2f − 1)fman,2 + (2f − 1)f2mvn,2
si f > 1

2

(D.2)
siendo los valores de las constantes en la ecuación (D.2) los descritos a con-
tinuación. En primer lugar para el caso f < 1/2:
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�x

x�

2dx

Capa 1 Capa 2

n

Figura D.4: Volumen tridimensional para el cálculo del SAR en la celda (i,j,k)
en celdas marcadas como ’no usadas ’.

mc,1 es la masa de las celdas laterales colindantes con el núcleo en cada
una de las cuatro direcciones sobre la red FDTD perpendiculares a n̂.
Un ejemplo se puede ver en gris en la figura anterior.

ma,1 es la masa a considerar debida a las celdas de tipo arista no
pertenecientes a la ’Capa 1’, como por ejemplo la pintada en color
violeta.

mcn,1 se corresponde con la suma de las masas de las celdas laterales
pertenecientes a la ’Capa 1’, que crecen en dirección n̂ a partir del
núcleo, como la dibujada en rosa en la figura anterior.

man,1 es la masa de las celdas de tipo arista pertenecientes a la ’Capa
1’. En la figura D.4 se ha pintado como ejemplo una de ellas en color
verde.

mvn,1 es la masa de las celdas que forman vértice pertenecientes a la
’Capa 1’, y se ha dibujado en la figura con color amarillo una de ellas
como ejemplo.
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En el caso de que f > 1/2, hay que tener en cuenta que las celdas de
la ’Capa 1’ tipo ’vértice’, ’arista’ y ’cara’ se convierten, respectivamente, en
celdas tipo ’arista’, ’cara’ y ’núcleo’, por lo que los paraleleṕıpedos corre-
spondientes a dichas celdas de la ’Capa 1’ modifican su volumen y por tanto
su masa. Aśı, se definen los siguientes términos de la expresión (D.2):

mn,2 = mcn,1

mc,2 = mc,1 + man,1

ma,2 = ma,1 + mvn,1

mcn,2 es la suma de las masas correspondientes a todas las celdas late-
rales en la dirección n̂ de la ’Capa 2’.

man,2 se corresponde con la masa de las aristas pertenecientes a la ’Capa
2’.

mvn,2 es, por último, la masa de las celdas tipo arista pertenecientes a
la ’Capa 2’.

El algoritmo desarrollado en esta Tesis parte del cálculo del valor de mf

cuando f = 1/2 usando para ello la expresión (D.2). En caso de que la masa
aśı obtenida sea mayor que la masa de promediado mp, se determina que
f < 1/2, por lo que se resuelve la ecuación polinómica:

mn + fmc,1 + f 2ma,1 + 2fmcn,1 + 2f2man,1 + 2f 3mvn,1 = mp (D.3)

En caso contrario, se calcula el valor de promediado f resolviendo la
siguiente ecuación:

mn + mn,2 + fmc,2 + f2ma,2 + (2f − 1)mcn,2+

(2f − 1)fman,2 + (2f − 1)f2mvn,2 = mp (D.4)

Por último, y al igual que se hizo para el caso general (celdas cuyos
volúmenes de promediado no tienen caras con todas sus celdas de aire),
se utiliza el factor f calculado para obtener en cada celda el volumen a
considerar en la ecuación (6.4), teniendo en cuenta el tipo de celda de que se
trata y el valor de f (mayor o menor que 1/2), para posteriormente, sumando
las potencias y dividiendo entre la masa de promediado, obtener el SAR en
la celda.
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[13] A. K. Skrivervik, J. F. Zürcher, O. Staub, and J. R. Mosig, “PCS
antenna design: the challenge of miniaturization,” IEEE Antennas and
Propagation Magazine, vol. 43, no. 4, pp. 12–26, 2001.

[14] R. C. Fenwick, “A new class of electrically small antennas,” IEEE
Transactions on Antennas and Propagation, vol. AP-13, pp. 379–383,
1965.

[15] G. Goubau, N. Puri, and F. Schwering, “Diakoptic theory for multi-
element antennas,” IEEE Transactions on Antennas and Propagation,
vol. 30, pp. 15–26, 1982.

[16] C. W. Harrison, “Monopole with inductive loading,” IEEE Transac-
tions on Antennas and Propagation, vol. AP-10, pp. 394–400, 1963.

[17] G. S. Smith, “Radiation efficiency of electrically small multiturn loop
antennas,” IEEE Antennas and Propagation Magazine, vol. AP-20,
pp. 656–657, 1972.

[18] H. Nakano, H. Tagami, A. Yoshizawa, and J. Yamauchi, “Shortening
ratios of modified dipole antennas,” IEEE Transactions on Antennas
and Propagation, vol. AP-32, no. 4, pp. 385–386, 1984.

[19] J. Rashed and C. T. Tai, “A new class of wire antennas,” in IEEE
Antennas and Propagation Society International Symposium, vol. 2,
pp. 564–567, 1982.

[20] J. Rashed and C. T. Tai, “A new class of resonant antennas,” IEEE
Transactions on Antennas and Propagation, vol. 39, no. 9, pp. 1428–
1430, 1991.



Bibliograf́ıa 195

[21] E. E. Altshuler and D. S. Linden, “Wire-antenna designs using genetic
algorithms,” IEEE Antennas and Propagation Magazine, vol. 39, no. 2,
pp. 33–43, 1997.

[22] E. E. Altshuler, “Electrically small self-resonant wire antennas opti-
mized using a genetic algorithm,” IEEE Transactions on Antennas and
Propagation, vol. 50, no. 3, pp. 297–300, 2002.

[23] H. Choo, R. Rogers, and H. Ling, “Design of electrically small wire
antennas using genetic algorithm taking into consideration bandwidth
and efficiency,” in Proceedings IEEE AP-URSI Symp., (San Antonio,
TX), 2002.

[24] C. Puente Baliarda, J. Romeu, and A. Cardama, “Small but long Koch
fractal monopole,” IEE Electronics Letters, vol. 34, no. 1, pp. 9–10,
1998.

[25] N. Cohen, “Fractal antennas: Part 1,” Communications Quarterly,
pp. 7–22, 1995.

[26] C. Puente Baliarda, J. Romeu, and A. Cardama, “The Koch mono-
pole: A small fractal antenna,” IEEE Transactions on Antennas and
Propagation, vol. 48, no. 11, pp. 1773–1781, 2000.

[27] J. P. Gianvittorio and Y. Rahmat-Samii, “Fractal antennas: a nov-
el miniaturization technique, and applications,” IEEE Antennas and
Propagation Magazine, vol. 44, no. 1, pp. 20–35, 2002.

[28] K. Vinoy, K. Jose, V. Varadan, and V. V. Varadan, “Hilbert curve
fractal antenna: a small resonant antenna for VHF/UHF applications,”
Microwave and Optical Technology Letters, vol. 29, no. 4, pp. 215–219,
2001.

[29] S. R. Best, “On the resonant properties of the Koch fractal and other
wire monopole antennas,” IEEE Antennas and Wireless Propagation
Letters, vol. 1, pp. 74–76, 2002.

[30] S. R. Best and J. D. Morrow, “The effectiveness of space-filling fractal
geometry in lowering resonant frequency,” IEEE Antennas and Wire-
less Propagation Letters, vol. 1, pp. 112–115, 2002.



196 Bibliograf́ıa

[31] S. R. Best, “Comments on Hilbert curve fractal antenna: a small res-
onant antenna for VHF/UHF applications,” Microwave and Optical
Technology Letters, vol. 35, no. 5, pp. 420–421, 2002.

[32] S. R. Best, “A comparison of the performance properties of the Hilbert
curve fractal and meander line monopole antennas,” Microwave and
Optical Technology Letters, vol. 35, no. 4, pp. 258–262, 2002.

[33] S. R. Best, “On the resonant behavior of the small Koch fractal mono-
pole antenna,” Microwave and Optical Technology Letters, vol. 35,
no. 4, pp. 311–315, 2002.

[34] J. Gonzalez Arbesu, J. Romeu, J. Rius, M. Fernandez Pantoja, A. Ru-
bio Bretones, and R. Gomez Martin, “Are prefractal monopoles opti-
mum miniature antennas?,” in IEEE-APS, vol. Paper 17.8, (Columbus,
Ohio), 2003.

[35] R. Gomez Martin, A. Salinas, and A. Rubio Bretones, “Time-domain
integral equations methods for transient analysis,” IEEE Antennas and
Propagation Magazine, vol. 34, pp. 15–23, 1992.

[36] E. K. Miller, “An overview of time-domain integral-equation models
in electromagnetics,” Journal of Electromagnetic Waves and Applica-
tions, vol. 1, no. 3, pp. 269–293, 1987.

[37] E. K. Miller, R. M. Bevensee, A. J. Poggio, R. Adams, and F. J. Dead-
rick, “An evaluation of computer programs using intergral equations
for the electromagnetic analysis of thin wire structures,” tech. rep.,
Interaction Notes, Note March, 1974.

[38] M. Fernandez Pantoja, Programa DOTIG5 para el análisis, en el do-
minio del tiempo, de estructuras conductoras formadas por superficies
continuas e hilos. PhD thesis, University of Granada (Spain), Dpto. de
Electromagnetismo y f́ısica de la materia., 2000.

[39] A. Rubio Bretones, R. Mittra, and R. Gomez Martin, “A new hybrid
method combining the method of moments in the time domain and
FDTD,” IEEE Microwave Guided Wave Letters, vol. 8, pp. 281–283,
1998.

[40] Salvador G. Garcia, A. Rubio Bretones, R. Gomez Martin, and M. Her-
nandez Lopez, “A new hybrid method combining the ADI-FDTD and



Bibliograf́ıa 197

the MoMTD techniques,” Electromagnetics, vol. 23, pp. 103–118, Feb.
2003.

[41] T. Namiki, “A new FDTD algorithm based on alternating-direction
implicit method,” IEEE Transactions on Microwave Theory and Tech-
niques, vol. 47, pp. 2003–2007, Oct. 1999.

[42] F. Zheng, Z. Chen, and J. Zhang, “A finite-difference time-domain
method without the Courant stability conditions,” IEEE Microwave
Guided Wave Letters, vol. 9, pp. 441–443, Nov. 1999.

[43] R. Gomez Martin, A. Rubio Bretones, M. Fernandez Pantoja, F. J.
Garcia Ruiz, R. Godoy Rubio, and Salvador G. Garcia, “Simulation of
pre-fractal structures in the time domain,” Tech. Rep. D8, FractalComs
(IST-2001-33055), 2003.

[44] A. Rubio Bretones, A. S. Extremera, R. Gomez Martin, and J. F.
Callejon, “About the study in the time domain of junctions between
thin wires,” Applied Computational Electromagnetics Society Journal,
vol. 6, no. 2, pp. 2–20, 1991.

[45] J. Rius, J. M. Gonzalez-Arbesu, J. Romeu, E. Cabot, M. Mattes,
J. R. Mosig, R. Gomez Martin, A. Rubio Bretones, and M. Fernandez
Pantoja, “Understanding fractal electrodynamics phenomena,” Tech.
Rep. D1, FractalComs (IST-2001-33055), 2003.

[46] F. J. Garcia Ruiz, M. Fernandez Pantoja, A. Rubio Bretones, and
R. Gomez Martin, “Estudio en el dominio del tiempo de la antena tipo
fractal monopolo de Koch,” in URSI España, 2002, vol. 1, (Alcalá de
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