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Resumen

La presente Tesis Doctoral propone nuevos modelos estad́ısticos para la
detección de patrones de hipo/perfusión-metabolismo en imágenes de to-
mograf́ıa funcional cerebral de tipo SPECT (Single Photon Emission Com-
puted Tomography) y PET (Positron Emission Tomography), para la ayu-
da al diagnóstico precoz de enfermedades neurológicas como la enfermedad
de Alzheimer. Tras la descripción de los procesos de normalización de las
imágenes espacialmente y en intensidad, se presentan tres técnicas diferen-
tes de extracción de caracteŕısticas. En primer lugar se describe un método
de exploración de imágenes que permite la localización automática de las
regiones de interés para la clasificación. En segundo lugar se aplican técni-
cas de análisis de componentes principales y análisis discriminante lineal en
combinación con el FDR (Fisher Discrimiant Ratio) como métodos de com-
presión de imagen y extracción de caracteŕısticas, resolviendo el problema
del pequeño tamaño muestral. Por último se llevan a cabo transformaciones
basadas en la aplicación de kernels que permiten la extracción de dependen-
cias no lineales presentes en las imágenes. Estas técnicas se combinan con
métodos de clasificación supervisada basados en reglas bayesianas, máquinas
de vectores de soporte y redes neuronales, alcanzando valores de precisión de
hasta 95.6 % y 100 % para imágenes SPECT y PET y de 91.43 % para la re-
conocida base de datos ADNI, respectivamente. Estos resultados mejoran las
tasas de acierto obtenidas mediante los métodos existentes hasta el momento
para la detección precoz de la enfermedad de Alzheimer.
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Introducción

En 1906, Alzheimer describió el caso, considerado único, de una mujer
de 51 años en la cual se desarrolló un proceso demencial progresivo, iniciado
por una actitud delirante de celos y alteración mnémica grav́ısima (olvidaba
el camino de regreso a su domicilio, cambiaba sin cesar los objetos de su
sitio habitual pensando después que se los hab́ıan robado, etc.) alcanzando
pronto un estado de perplejidad y desorientación temporo-espacial comple-
ta [Alzheimer, 1907]. Desde esta fecha hasta nuestros d́ıas, la enfermedad
de Alzheimer ha adquirido un especial protagonismo a causa de la creciente
frecuencia con que se presenta, especialmente en los páıses desarrollados con
altos ı́ndices de longevidad, llegando a constituir en cierta forma una ver-
dadera endemia demencial. Según la Fundación Alzheimer España, 8 millones
de europeos están afectados por la enfermedad de Alzheimer, alcanzándose la
cifra de 30 millones en todo el mundo. Teniendo en cuenta el envejecimiento
de la población y el futuro incremento de personas mayores de 80 años, se
prevé que el número de enfermos se duplique en 2020 y triplique en 2050. Es
uno de los retos más importantes a los que deberá enfrentarse la sociedad en
el transcurso del siglo XXI.



2 Introducción

0.1. La enfermedad de Alzheimer

La Organización Mundial de la Salud (OMS) define la enfermedad de
Alzheimer (EA) como una enfermedad degenerativa cerebral primaria, de
etioloǵıa desconocida que presenta rasgos neuropatológicos y neuroqúımicos
caracteŕısticos. El trastorno se inicia por lo general de manera insidiosa y
lenta y evoluciona progresivamente durante un peŕıodo de años. Considera-
da durante muchos años como una enfermedad rara, afecta al 5-7 % de las
personas de más de sesenta y cinco años y al 80 % de los mayores de 85
años. Es la causa de invalidez, dependencia y mortalidad más frecuente en
los mayores. Sus caracteŕısticas cĺınicas y evolución están siendo cada d́ıa más
conocidas, y los estudios histológicos han aclarado cuáles son las peculiari-
dades anatomopatológicas de este proceso. Diversos caminos de investigación
están abriendo, igualmente, nuevas fronteras para su conocimiento genético,
bioqúımico y neuropatológico.

Sin embargo, a pesar de que la EA constituye una de las causas más fre-
cuentes y graves de la demencia humana, existen todav́ıa pocas posibilidades
de utilizar una terapia eficaz, real, que detenga o ralentice este proceso pa-
tológico. La terapia basada en fármacos en muchas ocasiones y a muy diver-
sos niveles, ayuda o atempera las situaciones de gravedad, agitación, depre-
sión, ansiedad, insomnio, delirio, etc., facilitando un mejor comportamiento
y adaptación del paciente.

Desde el punto de vista del diagnóstico, los esfuerzos llevados a cabo en
investigación se centran en la detección precoz de la enfermedad, puesto que
en esta fase la aplicación del tratamiento resulta más efectiva. Ante todo
se requiere un diagnóstico cĺınico de probable EA utilizando criterios es-
tablecidos aśı como el NINCDS-ADRDA (de las siglas en inglés National
Institute of Neurological and Communicative Disorders and Stroke and the
Alzheimer’s Disease and Related Disorders Association) [McKhann et al.,
1984] o el DSM-IV (cuarta edición de Manual diagnóstico y estad́ıstico de
los trastornos mentales) de la Asociación Psiquiátrica de los Estados Unidos
[Americana de Psiquiatŕıa, 1994] y subsiguiente confirmación mediante exa-
men histológico del cerebro. Este último requerimiento supone que en la vida
de los pacientes puede darse tan sólo un diagnóstico de EA probable. Además,
dado que, por definición, la demencia supone “un deterioro global de la in-
teligencia y de las capacidades emocionales y conativas del individuo en un
estado de conciencia inalterada” [Roth, 1981], es clara la dificultad para inves-
tigar la habilidad cognitiva de pacientes con un diagnóstico de probable EA.
A pesar de las dificultades para explorar la capacidad cognitiva de pacientes
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Figura 1: Arriba: Diferencias estructurales entre un cerebro afectado por la
EA (izquierda) y uno sano (derecha). Abajo: cuatro imágenes por resonancia
magnética que muestran, de izquierda a derecha, el aumento de la atrofia del
cerebro (́ındice de pérdida de células) a medida que evoluciona la enfermedad.
Las zonas oscuras corresponden al ĺıquido cefalorraqúıdeo que ocupa el lugar
de las neuronas muertas y, por tanto, es cada vez más voluminoso.

que sufren demencia con presumible EA, y los requisitos para un examen
histopatológico del cerebro, ha sido posible caracterizar tres estadios en la
progresión cĺınica de la enfermedad. En el primer estadio, la degeneración de
la memoria para sucesos recientes y la afectación para nuevos aprendizajes
constituyen normalmente las caracteŕısticas más destacadas [McKhann et al.,
1984; Morris and Kopelman, 1986]. En el segundo estadio, todas las moda-
lidades de la memoria se deterioran progresivamente, hasta que, en el tercer
estadio, todas las funciones intelectuales se hallan gravemente afectadas y los
pacientes se mantienen en un estado casi vegetativo. Muchos de los déficits
de memoria presentes en los casos iniciales de EA semejan a los existentes en
los casos de amnesia del lóbulo temporal. En los estadios subsiguientes de la
enfermedad, otras facetas del déficit intelectual se superponen a estos déficit
de la memoria oscureciéndolos.
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Figura 2: Las lesiones espećıficas de la enfermedad de Alzheimer sólo pueden
observarse con microscopio. Izquierda: degeneración neurofibrilar que se ca-
racteriza por la agregación anormal de protéınas muy espećıficas (protéınas
Tau) en las neuronas. Derecha: placa amiloide en el centro. Está constituida
por un depósito de péptido beta-amiloide, del que hasta la fecha no se conoce
la función exacta.

0.1.1. Anatomı́a patológica

El análisis post mortem es el único elemento que permite efectuar un diag-
nóstico retrospectivo exacto de la enfermedad. Las principales alteraciones
histológicas de las demencias de tipo Alzheimer son:

Degeneración Neurofibrilar (DNF): Las lesiones de degeneración neu-
rofibrilar son intraneurales. Se comprueba mediante microscopia fotónica,
tras impregnación argéntica de los citoplasmas de las neuronas, bajo
la forma de un haz de fibrillas anómalas que pueden tomar el aspecto
de llamas o de bolas que deforman, a menudo, la neurona y vuelven el
núcleo excéntrico. En microscopia electrónica, esta lesión corresponde
a un enmarañamiento de filamentos de 10 nm de espesor, organizados
por pares, según una configuración helicoidal con un paso de 80 nm.

Degeneración Granulovacuolar (DGV). Se trata de vacuolas intracito-
plasmáticas de 4-5 µm de diámetro, que contienen un gránulo central
eosinófilo, observadas casi exclusivamente en las neuronas piramidales
del hipocampo, donde se asocian en abundancia a las DNF.

Placas seniles (PS). Estas estructuras redondeadas situadas exclusi-
vamente en las zonas corticales y con predominio en la segunda y la
tercera capas se componen de un centro amiloide, que se pone perfec-
tamente de manifiesto mediante el rojo congo, rodeado de una corona
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de prolongaciones nerviosas en degeneración. Con el microscopio elec-
trónico se puede observar que el centro amiloide está constituido por un
enmarañamiento de filamentos rectiĺıneos con una configuración beta
plegada de 7 a 10 nm de diámetro, que forman la sustancia amiloide
(sustancia proteica). Por regla general se asocian a una importante den-
sidad de DNF. Los estudios demuestran que la PS no está constituida
por materia inerte sino que presenta actividades metabólicas múltiples
para diversos sistemas de neuromediadores.

En la Figura 2 se muestra el aspecto de las PS y del DNF. Estas lesiones
elementales predominan en las zonas corticales y en las áreas asociativas del
cerebro, en particular las regiones posteriores (encrucijada parietotemporooc-
cipital y la parte interior y externa de los lóbulos temporales). Se acompañan
de una despoblación neuronal con atrofia cortical. La alteración de ciertos
núcleos grises centrales, como el núcleo basal de Meynert, indica, sin embar-
go, una participación subcortical abiotrófica del proceso, cuya importancia
sigue en la actualidad en discusión. En definitiva, las caracteŕısticas anatómi-
cas de la enfermedad no se basan tanto en la naturaleza misma de las lesiones,
cuya especificidad es insignificante (la DNF y la PS se encuentran, asimis-
mo, en la trisomı́a 21, en el Parkison postencefaĺıtico, en la demencia de los
boxeadores y, sobre todo, en individuos de edad avanzada sin demencia),
sino especialmente en el número y en la difusión a todas la capas corticales
de estas alteraciones elementales. Además, aunque las anomaĺıas histológicas
son cualitativamente idénticas en las formas preseniles y seniles de la enfer-
medad, la topograf́ıa de la atrofia y la intensidad de las alteraciones diferiŕıan
notablemente en estas dos formas.

0.2. Diagnóstico de la EA: Estado del arte

En la actualidad el diagnóstico de la EA representa todav́ıa un reto, es-
pecialmente en su etapa temprana que es cuando hay más oportunidades de
tratar sus śıntomas, aśı como de probar y desarrollar nuevos tratamientos. En
la práctica cĺınica, el diagnóstico se basa en cuidadosos análisis cĺınicos, en-
trevistas con el paciente y sus familiares, y tests neuropsicológicos. A menudo
la medicina nuclear se utiliza como apoyo al diagnóstico mediante imágenes
funcionales del cerebro, aunque la enfermedad, tal y como fue apuntado en
la sección anterior, solo podrá ser confirmada tras la autopsia.

El descubrimiento de nuevos fármacos efectivos para el tratamiento de los



6 Introducción

śıntomas de la enfermedad junto con otros agentes que están siendo cĺınica-
mente evaluados, abriŕıa una nueva esperanza en el tratamiento de la EA.
Existe un claro consenso en la necesidad de desarrollar técnicas de diagnósti-
co precoz más efectivas para una rápida intervención, para prevenir o dis-
minuir la progresión de la enfermedad y para que se pueda hacer el máximo
aprovechamiento de los servicios y tratamientos disponibles para los pacientes
que la sufren.

Varias ĺıneas convergentes de investigación sugieren que el proceso neu-
rodegenerativo asociado con la demencia comienza varios años antes de que
las caracteŕısticas cĺınicas puedan ser detectadas con los instrumentos ac-
tuales. La duración precisa de este periodo pre-cĺınico y los detalles de los
procesos moleculares que se generan son todav́ıa desconocidos. Esta incer-
tidumbre sobre las fases tempranas sin śıntomas de la enfermedad reside en
la ausencia de técnicas validadas y precisas para el diagnóstico.

El uso de imágenes médicas como herramienta de ayuda al diagnóstico
de enfermedades neurológicas como la EA ha sido extensamente discutida.
Históricamente, el patrón que se ha asociado a la EA se ha definido mediante
la inspección de las áreas corticales, que son más fácilmente identificables en
las imágenes funcionales. Basándose en la inspección visual de anormalidades
en estas áreas, las imágenes son clasificadas como indicativas de EA cuando
se encuentra: i) Bajos niveles de captación en regiones locales del córtex,
en los lóbulos parietal, temporal y/o frontal, o ii) Un nivel global reducido
de captación, relativo al córtex sensorimotor y visual, tálamo, el ganglio
basal y el cerebelo [Hoffman and Phelps, 1986]. Usando estos criterios, el
diagnóstico visual tiene un alto poder predictivo para detectar la presencia de
enfermedades neurodegenerativas, y produce una precisión en el diagnóstico
mayor que los criterios cĺınicos (77 %) [Silverman et al., 2003, 2001]. Sin
embargo, la precisión con que actualmente se realiza el diagnóstico precoz de
este tipo de enfermedades neurodegenerativas no supera el 80 % [Cummings
et al., 1998; Carr et al., 1997].

Las imágenes SPECT muestran las alteraciones en el flujo sangúıneo
mientras que las imágenes PET muestran los niveles de consumo de glucosa
de las diferentes regiones cerebrales. Los patrones de anormalidad son simi-
lares para ambas técnicas, aunque PET tiene la ventaja de que los escáneres
tridimensionales de esta modalidad tienen más sensibilidad que los escáneres
SPECT de alta resolución (la resolución disponible en la actualidad está aho-
ra en el rango 3-5 mm para PET y 7-8 mm para SPECT). Una alta resolución
es deseable para estudios de imágenes cerebrales dedicados a pequeñas es-
tructuras como el hipocampo, que es considerado como una región afectada
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por la EA, y por lo tanto existe una cierta ventaja de las técnicas PET sobre
las SPECT [Messa et al., 1994; Herholz et al., 2002; Silverman, 2004].

Nuevas técnicas basadas en análisis de regiones de interés o ROIs (del
inglés, “Regions of Interest”) diferentes al neocortex, han detectado patrones
caracteŕısticos de baja captación en regiones como el lóbulo temporo-parietal
y ćıngulo posterior o el lóbulo temporal medio [Santi et al., 2001; Leon et al.,
2001; Nestor et al., 2003]. A menudo estos estudios dependen de un co-
registro intra-sujeto de imágenes MRI/PET, dando lugar a una especificidad
anatómica mayor que otras técnicas, pero requiere, por lo general, el alineado
manual de áreas espećıficas y la consiguiente dependencia en el operador y en
largos tiempos de manejo. El análisis de ROIs está supeditado a la necesidad
de asumir a priori las regiones que podŕıan mostrar un efecto particular de
interés.

Una metodoloǵıa diferente de análisis de imágenes consiste en el uso del
ordenador para manejar la información a nivel de voxel, conocidos como sis-
temas CAD (del inglés Computer Aided Diagnosis). Ejemplos comúnmente
utilizados son SPM [Friston et al., 2007] o NEUROSTAT & 3D-SSP [Minoshi-
ma et al., 1995], programas que permiten hacer comparaciones estad́ısticas
voxel a voxel, creando mapas paramétricos de efectos significativos. Estas
técnicas univariadas permiten el examen global del cerebro a nivel de vóxel,
y como consecuencia no están sujetas a ninguna hipótesis regional previa.

Sin embargo, la información importante para el diagnóstico tiene un
carácter regional, por lo que varias técnicas multivariadas han sido desarrolla-
das para obtener datos a analizar con otras herramientas estad́ısticas, como
SPM, NEUROSTAT & 3D-SSP, ANOVA o MANCOVA [Drzezga et al., 2003;
Ishii et al., 2006; Scarmeas et al., 2004; Teipel et al., 2007; Salmon et al., 2009;
Markiewicz et al., 2009; Nobili et al., 2008; Chen et al., 2009]. El análisis de
componentes principales (PCA de sus siglas en inglés Principal Component
Analysis) o el análisis de componentes independientes (Independent Compo-
nent Analysis o ICA) son ejemplos de análisis multivariados que han sido
usados para identificar patrones prominentes de correlación o conectividad
funcional de regiones cerebrales [Friston et al., 2007; López et al., 2009c;
Álvarez et al., 2009a]. Se ha argumentado que estas técnicas tienen la lim-
itación de imponer ligaduras biológicamente inverośımiles, a la vez que su
carácter lineal es limitado para una descomposición en conjuntos de medidas
neuropsicológicas.

En la actualidad es necesario introducir nuevas técnicas más eficientes
de procesado, modelado y clasificación de imágenes, aśı como mejorar el
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rendimiento de las técnicas existentes. Este trabajo propone alternativas para
conseguirlo basándose en la teoŕıa del aprendizaje estad́ıstico por computador.
Los métodos de clasificación estad́ıstica, a pesar de haber producido notables
resultados para el reconocimiento de patrones, no se han popularizado aún
en este área. Esto puede deberse al hecho de que las imágenes representan
grandes cantidades de datos, y la mayoŕıa de los estudios cuentan con un
número reducido de imágenes (generalmente <100) [Ishii et al., 2006; Stoeckel
et al., 2001, 2004].

0.3. Objetivos

Los objetivos de este trabajo se dirigen al desarrollo de un sistema de
ayuda al diagnóstico computarizado para la detección automática de la EA
en su fase temprana. Para ello, es necesario implementar algoritmos en dife-
rentes fases, que comprenden desde la normalización y preprocesado de las
imágenes, hasta la decisión final del sistema que emite un voto sobre el estado
particular de un paciente. Con este sistema se pretende:

Anticipar la detección de enfermedades neurológicas como la EA en
su etapa temprana. Con este fin se desarrollan algoritmos que mane-
jen de forma eficiente imágenes neurológicas funcionales, ya que en
éstas se aprecian los primeros śıntomas de la EA frente a las imágenes
estructurales que presentan cambios en etapas más avanzadas de la
enfermedad.

Emitir un voto objetivo sobre el diagnóstico particular de un paciente
reduciendo la variabilidad o diferencia de criterio entre diferentes obser-
vadores. El aprendizaje del sistema está basado en el etiquetado previo
de un conjunto de imágenes llevado a cabo por expertos cĺınicos. El
fin del sistema por tanto es reproducir con la máxima precisión posible
este etiquetado mediante técnicas de aprendizaje supervisado.

Disminuir el tiempo de diagnóstico mediante la implementación de algo-
ritmos eficientes que superen las limitaciones de la alta dimensionalidad
de las imágenes neurológicas, y aumentar la precisión de los procesos
que actualmente se llevan a cabo manualmente, como la reorientación
y normalización de las imágenes.
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0.4. Resumen de caṕıtulos

El contenido de este trabajo se ha organizado en tres partes del siguiente
modo:

En la primera parte se describe el tipo de imagen empleada actualmente
en el diagnóstico de enfermedades neurológicas como la EA, desde el
proceso de obtención de dichas imágenes hasta el preprocesado, y se
describen las bases de datos empleadas en este trabajo (Caṕıtulo 1).
Posteriormente, los criterios de diagnóstico de la EA y las técnicas com-
putarizadas desarrolladas hasta el momento con el fin de obtener un
diagnóstico asistido por computador se revisan en el Caṕıtulo 2. En
el Caṕıtulo 3 se resumen las bases del aprendizaje estad́ıstico super-
visado, y una descripción más detallada de los métodos de clasificación
empleados en este trabajo se presenta en el Caṕıtulo 4.

En la segunda parte del trabajo se exponen las técnicas empleadas en
este trabajo para la detección automática de patrones de hipoperfusión
e hipometabolismo. En el Caṕıtulo 5 se presenta una técnica de clasifi-
cación basada en búsqueda de regiones de interés y agregado de votos
como versión mejorada de la técnica VAF tomada como referencia. En
los Caṕıtulos 6 y 7 se proponen transformaciones lineales como métodos
de compresión y extracción de caracteŕısticas para la clasificación de
las imágenes, y en el Caṕıtulo 8 se generalizan estas transformaciones
lineales mediante la aplicación de transformaciones basadas en kernels.
Finalmente, en el Caṕıtulo 9 se discuten las conclusiones extráıdas del
trabajo desarrollado.

La tercera y última parte consiste en un resumen en inglés del trabajo
presentado.

0.5. Publicaciones

Parte del trabajo realizado en esta tesis ha derivado en las siguientes
publicaciones en revistas indexadas por el ISI:
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F. Segovia and C. G. Puntonet. Automatic System for Alzheimer’s Dis-
ease Diagnosis Using Eigenbrains and Bayesian Classification Rules.
Proceedings of the 10th International Work-conference on Artificial
Neural Networks (IWANN 2009), Lecture Notes in Computer Science,
vol 5517, pp. 949-956. Salamanca, Spain. June 2009.

7. J. Ramı́rez, R. Chaves, J. M. Górriz, M. López, D. Salas-Gonzalez,
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el siguiente caṕıtulo de libro:
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Parte I

Fundamentos Teóricos





CAṔITULO 1

Tomograf́ıa Computarizada

La capacidad de predicción de la medicina nuclear con respecto a la EA
y otras demencias ha quedado patente en un un número elevado de estudios
[Hoffman et al., 2000; Silverman et al., 2001; Higdon et al., 2004]. Las tomo-
graf́ıas de emisión computarizadas o ECT (de sus siglas en inglés Emission-
computed tomography) se han empleado en la investigación biomédica y en
la práctica cĺınica durante las últimas tres décadas. Dos ejemplos de ello son
las técnicas SPECT y PET, que difieren de otras técnicas de imagen médicas
como las resonancias magnéticas en que producen mapas de las funciones
fisiológicas, en lugar de formar imágenes de estructuras anatómicas. Estas
imágenes tomográficas radiofarmacéuticas proporcionan mapas 3D in vivo
de fármacos etiquetados mediante isotopos radioactivos, que son inyectados
al paciente normalmente por v́ıa intravenosa. Habitualmente, estas imágenes
son valoradas por expertos, quienes evalúan visualmente la presencia de pa-
trones cerebrales caracteŕısticos compatibles con esta enfermedad. En este
caṕıtulo se proponen métodos de reconstrucción, procesado automáticos para
la normalización de las imágenes que permita un tratamiento automático de
las mismas.
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1.1. Imágenes funcionales

1.1.1. SPECT

La tomograf́ıa por emisión de fotón único (SPECT) es una técnica de
imagen ECT que fue inicialmente desarrollada en la década de 1960, pero su
uso no se extendió a la práctica cĺınica hasta los 80. Se usa principalmente
cuando la información estructural no es suficiente para detectar o monitori-
zar un problema funcional. Por tanto, SPECT es una modalidad no invasiva
tridimensional que proporciona información cĺınica relacionada con los pro-
cesos psicológicos y bioqúımicos que se producen en los pacientes. Cuando el
núcleo de un radioisótopo se desintegra, se emite un fotón gamma en una di-
rección aleatoria y uniformemente distribuida en la esfera que rodea al núcleo.
Si el fotón no sufre colisiones con electrones u otras part́ıculas en el interior
del cuerpo, su trayectoria será una ĺınea recta o rayo. Para discriminar la
dirección de incidencia usando un detector de fotones externo al paciente,
se requiere una colisión f́ısica. T́ıpicamente se coloca un colisionador antes
del detector de tal modo que los fotones procedentes de todas las direcciones
excepto de una quedan bloqueados por las placas. Esto garantiza que sólo los
fotones procedentes de la dirección deseada golpearán el detector de fotones.
SPECT es esencial para visualizar tanto agentes de flujo de sangre en re-
giones cerebrales (rCBF) como receptores del cerebro, aśı como para obtener
información de la perfusión del miocardio. El SPECT cerebral se ha conver-
tido en una herramienta de investigación y diagnóstico muy importante en
la medicina nuclear.

En el proceso de adquisición de imágenes SPECT el paciente se posiciona
cómodamente en una camilla con la cabeza “inmovilizada”(Figura 1.1). El
detector debe posicionarse tan próximo al cerebro del paciente como sea
posible, preferiblemente con un radio de rotación de 14 cm o menos desde
la superficie del detector de colisiones al centro del cerebro del paciente. Al
paciente se le inyecta un fármaco emisor de rayos gamma y el scan SPECT se
adquiere gracias a una cámara de tres cabezales Picker Prism 3000. Se toman
un total de 180 proyecciones por cada paciente con una resolución angular
de 2 grados. Los trazadores 99mTc-ECD y 99mTc-HMPAO se emplean con
frecuencia para estudiar la perfusión cerebral mediante SPECT.

Tras la adquisición de las imágenes, es necesario el filtrado y reconstruc-
ción de las mismas (ver sección 1.2). Los métodos de reconstrucción necesitan
la adquisición de distintas proyecciones tomadas desde diferentes vistas del
paciente. Estos datos permiten generar imágenes que muestran la distribu-
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Figura 1.1: Gamma Cámara Picker Prism 3000.

ción en tres dimensiones del radiofármaco, obteniéndose un mapa de acti-
vación que representa el rCBF. Esto hace que esta técnica sea aplicable al
diagnóstico de enfermedades neurológicas como por ejemplo la enfermedad
de Alzheimer, donde regiones espećıficas del cerebro sufren una disminu-
ción en el rCBF que puede ser efectivamente medida a través de técnicas
de imágenes cerebrales SPECT. [Hellman et al., 1989; Holman et al., 1992;
Johnson et al., 1993; Stoeckel et al., 2001, 2004; Fung and Stoeckel, 2007]. La
figura 1.2 muestra cortes transversales de un SPECT con 99mTc-HMPAO
en el que se observa claramente disminución en la perfusión cerebral.

1.1.2. PET

La tomograf́ıa por emisión de positrones (PET) es, al igual que SPECT,
una técnica de imagen médica funcional ya que proporciona información so-
bre el funcionamiento o metabolismo de diferentes sistemas biológicos, siendo
complementaria a las técnicas morfológicas. En la actualidad es una técnica
de gran interés en el estudio del metabolismo cerebral en diversas patoloǵıas,
como tumores cerebrales, epilepsias y en las demencias como la EA. El funda-
mento de la PET consiste en marcar con un átomo radiactivo (radioisótopo)
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Figura 1.2: Patrones de perfusión cerebral regional con SPECT en sujetos
sanos y pacientes con demencia de tipo Alzheimer.

una molécula biológica (trazador), cuyo comportamiento deseamos seguir o
“trazar”. De este modo, en función del trazador utilizado, es posible estudiar
distintos procesos biológicos. Por ejemplo el isótopo 15O se emplea en combi-
nación con H2O como trazador para estudiar la perfusión cerebral, o el 11C
con flumazenil para examinar los receptores cerebrales. Sin embargo, la PET
tiene su aplicación cĺınica más importante en el estudio del metabolismo, en
cuyo caso el radioisótopo más utilizado es el Flúor 18 (18F) y el trazador,
un análogo de la glucosa llamado flúor-desoxi-glucosa (FDG). Una vez in-
troducida en el flujo sangúıneo, la FDG es almacenada por la célula, pero
a diferencia de la glucosa normal, no puede ser utilizada para la producción
de enerǵıa y queda atrapada dentro de ella. De este modo, la captación de
FDG en las células es proporcional a su nivel metabólico. En la EA, regiones
caracteŕısticas muestran un decrecimiento en el metabolismo de glucosa.

Al tiempo que la FDG es atrapada en la célula, el radioisótopo de 18F,
como es inestable, sufre una desintegración nuclear que da lugar a la libe-
ración de un positrón que se aniquila rápidamente al recombinarse con un
electrón cercano, emitiendo dos fotones de 512 KeV que viajan en sentidos
opuestos. Para detectar la emisión de estos fotones, se utilizan las denomi-
nadas cámaras PET, que consisten en una serie de anillos de fotodetectores
de centelleo que rodean la cabeza del paciente. Éstos convierten los fotones
emitidos en luz visible y están, a su vez, rodeados de una serie de tubos
fotomultiplicadores, los cuales, cuando dos fotones son detectados al mis-
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Figura 1.3: Imágenes PET (18F -FDG), de resonancia magnética y PET (11C-
PIB) para un mismo paciente afectado por la enfermedad de Alzheimer.

mo tiempo a 180◦ en el anillo, son capaces de determinar la posición de
aniquilación del positrón. A partir de estas coincidencias en el anillo, se es
capaz de reconstruir un volumen de imágenes formadas por vóxels (volume
elements) que muestran el metabolismo de la zona bajo estudio. Las dosis de
radioisótopos utilizadas en este tipo de estudios son extremadamente bajas
y no provocan efectos nocivos para el paciente, hecho que ha sido verificado
mediante el seguimiento de cientos de miles de pacientes durante los últimos
veinte años. Sin embargo, el coste de las cámaras PET es considerablemente
elevado, lo que redunda en el precio de las exploraciones. Aún aśı, lo que más
encarece a éstas es la necesidad de disponer de un ciclotrón cercano para la
śıntesis de los radioisótopos, ya que éstos se desintegran rápidamente dada
su corta vida media.

1.1.3. Patrón de perfusión de la EA

Existe un gran número de estudios relacionados con los patrones t́ıpicos
de perfusión para detectar la EA, y para distinguir entre pacientes con la EA
y pacientes normales o entre pacientes con la EA y pacientes que sufren otro
tipo de demencia. A pesar de la cantidad de estudios realizados, no existe
una respuesta final a cuáles son las mejores regiones para diagnosticar la
EA. Otro problema presente es que para la mayoŕıa de las regiones, se ha
demostrado que aún teniendo un valor alto de predicción positiva, existe un
número significativo de pacientes que no muestran estos signos [Nitrini et al.,
2000]. En la literatura encontramos que las regiones comúnmente afectadas
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por la EA son:

1. Región temporo-parietal: Muchos estudios han mostrado que esta re-
gión es t́ıpica de la EA. Sin embargo, la mayoŕıa de los estudios fueron
llevados a cabo incluyendo pacientes en una etapa avanzada de la EA.
Por tanto, esta región no aparece afectada en una fase temprana de la
enfermedad. Aunque las anomaĺıas bilaterales temporo-parietales, con
o sin defectos regionales, se conocen como los patrones predominantes
de la EA [Claus et al., 1994; Messa et al., 1994; Jobst et al., 1992; Tal-
bot et al., 1998] no parecen ser ni sensibles ni espećıficos de la EA en
una fase temprana [Gool et al., 1995; McMurdo et al., 1994].

2. Ćıngulo posterior y precunei: [Kogure et al., 2000] mostraron que estas
regiones están afectadas en un estudio de sujetos con afección cognitiva
leve (MCI) que evolucionaron a la EA tras dos años de seguimiento.
Otros estudios confirman estos descubrimientos sobre la fase temprana
de la EA [Minoshima et al., 1997; Ishii et al., 1997; Ibañez et al., 1998].
Estos déficits de perfusión son probablemente más espećıficos y fre-
cuentes en la fase temprana de la EA que los déficits temporo-parietales.

3. Lóbulo temporal medio: La hipo-perfusión en estas regiones fue adver-
tida mediante un seguimiento de pacientes realizado por Kogure et al.
[2000]. Estos resultados fueron sorprendentes puesto que previos estu-
dios anatómicos y patológicos hab́ıan sugeridos que estas regiones eran
las primeras en verse afectadas por la EA [Braak and Braak, 1997;
Bobinski et al., 1999]. Otros estudios sugieren que estas regiones, al
igual que el hipocampo, no se hab́ıan encontrado en la fase MCI de-
bido a las dificultades para visualizar estas estructuras profundas del
cerebro [Rodŕıguez et al., 2000].

La Figura 1.3 muestra imágenes obtenidas mediante PET 18F -FDG, MRI
y PET (11C-PIB) para un paciente afectado por la EA. La discusión sobre las
regiones de hipo-perfusión y las diferencias que existen incluso entre pacientes
sanos muestra las dificultades que existen para los expertos cĺınicos cuando
analizan imágenes de perfusión para la EA. Por tanto seŕıa útil contar con
herramientas que puedan ayudar a los expertos en esta dif́ıcil tarea. Para
un estudio más detallado de las regiones t́ıpicas de afección de la EA véase
Leon et al. [1983]; Foster et al. [1983, 1984]; Chase et al. [1984]; Duara et al.
[1986]; McGeer et al. [1990]; Minoshima et al. [1994, 1995]; Ibañez et al.
[1998]; Hoffman et al. [2000]; Kogure et al. [2000]; Alexander et al. [2002];
Mosconi et al. [2008]; Langbaum et al. [2009].
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1.2. Reconstrucción de imágenes

Las imágenes de sección cruzada del cerebro pueden reconstruirse a partir
de los datos de proyección [Lange and Carson, 1984; Vardi et al., 1985; Hud-
son and Larkin, 1994; Bruyant, 2002; Chornoboy et al., 1990]. En condiciones
ideales, las proyecciones son conjuntos de medidas de los valores integrados
de algunos parámetros del objeto. Si el objeto se representa por una función
bidimensional f(x, y) y cada integral de ĺınea por los parámetros (θ, t), la
integral de ĺınea se define como:

Pθ(t) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

f(x, y)δ(x cos θ + y sin θ − t)dxdy, (1.1)

donde Pθ(t) se conoce como la transformada Radon de la función f(x, y).

La clave en imagen tomográfica es el Teorema de Fourier de Cortes el
cual relaciona las medidas de los datos de proyección con la transformada de
Fourier de la sección cruzada del objeto. El teorema establece lo siguiente:

Teorema . Teorema de Fourier de Cortes. La transformada de Fourier
Sθ(w) de una proyección paralela Pθ(t) de una imagen f(x, y) tomada con
un ángulo θ y definida del siguiente modo:

Sθ(w) =

∫ +∞

−∞

Pθ(t) exp(−j2πwt)dt, (1.2)

proporciona una rebanada de la transformada de Fourier bidimensional:

F (u, v) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

f(x, y) exp(−j2π(ux + vy))dxdy, (1.3)

que se encuentra a un ángulo θ del eje u, es decir,

Sθ(w) = F (u = w cos θ, v = w sin θ). (1.4)

El resultado de arriba es la esencia de la tomograf́ıa de rayo directo e indica
que teniendo proyecciones de un objeto con ángulos θ1, θ2, ..., θk y tomando
su transformada de Fourier, los valores de F (u, v) pueden determinarse en
ĺıneas radiales. En ese caso, está claro que la función F (u, v) se conoce sólo
a lo largo de un número finito de ĺıneas radiales de modo que uno debe
interpolar dichos puntos radiales a los puntos de la rejilla cuadrada.
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Los datos de proyección usados en este estudio se reconstruyen usando
el algoritmo de retroproyección filtrada (FBP) que se deriva fácilmente del
teorema de Fourier de Cortes. Una imagen de la sección cruzada f(x, y) de
un objeto se puede recuperar por:

f(x, y) =

∫ π

0

Qθ(x cos θ + y sin θ)dθ, (1.5)

donde

Qθ(t) =

∫ +∞

−∞

Sθ(w)|w| exp(j2πwt)dw. (1.6)

El algoritmo FBP consiste entonces en dos pasos: la parte de filtrado,
la cual puede verse como una simple ponderación de cada proyección en el
dominio frecuencial, y la parte de proyección hacia atrás.

Un gran inconveniente de FBP es que se amplifica de forma indeseada el
ruido de altas frecuencias impactando sobre la calidad de la imagen. Estos
efectos se producen por la de multiplicación de Sθ(w) por |w| en la ecuación
10.6. Para atenuar el ruido de altas frecuencias amplificado durante la re-
construcción FBP se han propuesto diversas funciones tipo ventana. De este
modo, el método de reconstrucción descrito por las ecuaciones 10.5 y 10.6 se
redefine normalmente aplicando una ventana en frecuencia con valores cer-
canos a cero cuando la frecuencia tiende a π. Entre las ventanas más comunes
para la reconstrucción FBP se encuentran i) sinc (filtro de Shepp-Logan), ii)
coseno, iii) Hamming y, iv) Hanning. Sin embargo, incluso cuando el ruido de
reconstrucción se mantiene bajo usando la aproximación de FBP con control
de ruido, se necesita filtrar el ruido capturado por el sistema de adquisi-
ción para mejorar la calidad de las imágenes reconstruidas. Además, la etapa
de preprocesado de la mayoŕıa de sistemas de preprocesado de imágenes a
menudo incorpora prefiltrado, reconstrucción y postfiltrado para minimizar
el ruido captado por la cámara gamma aśı como el ruido amplificado por la
reconstrucción FBP.

1.3. Registro de imágenes

El preprocesado empleado en el paradigma basado en SPM (Statistical
Parametric Mapping) [Friston et al., 2007] es el utilizado en todos los méto-
dos de diagnóstico basados en imagen. Por ejemplo, éstos requieren que las
imágenes usadas en el procedimiento sean comparables vóxel a vóxel estable-
ciendo una correspondencia exacta entre posición anatómica y posición del
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Original
Plantilla Registrada

Figura 1.4: Tres imágenes SPECT. Columna izquierda: Imagen original.
Columna central: Plantilla. Columna derecha: Imagen transformada tras el
proceso de registro.

vóxel en la imagen. Este preprocesado consta de tres etapas: realineado, nor-
malización espacial y filtrado espacial.

En la etapa de realineado se consigue corregir la diferente colocación de
la cabeza en distintas imágenes de un mismo sujeto dentro del dispositi-
vo de imagen (PET, SPECT, fMRI). Para corregirla, se aplican las trasla-
ciones y rotaciones adecuadas que compensen esta diferencia, de modo que las
imágenes coincidan en el mismo espacio común. En el caso de diagnóstico que
nos concierne no se aplica tal transformación dado que solo se dispone de una
imagen de cada paciente. Estas transformaciones sencillas parten del hecho
de que el cerebro a realinear tiene la misma morfoloǵıa en cada adquisición.
Sin embargo cuando disponemos de distintos pacientes no se cumple esta
condición y para solucionar este problema aplicamos la etapa de normali-
zación espacial. En efecto, para realizar un análisis vóxel a vóxel, los datos
de distintos sujetos deben corresponderse con un espacio anatómico estándar
que permite la comparación entre sujetos y la presentación de los resultados
de un modo convencional.
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En esta etapa se realiza una deformación elástica [Friston et al., 2007] de
las imágenes de modo que concuerden con una plantilla que sirve de patrón
anatómico estandarizado. Para que la transformación espacial sea correcta,
las imágenes deben ser razonablemente similares al patrón utilizado, tanto
morfológicamente como en contraste. Este patrón se obtiene promediando
un conjunto de controles normales de manera que se obtiene una imagen
plantilla suavizada que sirve como referencia. De este modo, se ponen en
correspondencia cada una de las regiones cerebrales de cada sujeto con una
localización homóloga en el espacio estándar. Esta normalización, además de
permitir la comparación vóxel a vóxel de las imágenes, también facilita la
localización de las áreas funcionales. El concepto de sistematizar la localiza-
ción cerebral de las regiones funcionales se debe originalmente a Talairach
[Talairach and Tournoux, 1988], y si bien SPM presenta los resultados finales
mediante este método, el sistema de coordenadas empleado para informar
acerca de las localizaciones no es el mismo que el que aparece en el atlas de
Talairach, lo que puede inducir a error.

El método de normalización espacial asume un modelo genérico af́ın con
12 parámetros [Woods, 2000] y una función de coste la cual presenta un valor
extremo cuando la plantilla y la imagen se corresponden una con la otra. La
función objetivo que se ha de optimizar es la diferencia cuadrática media
entre ambas imágenes, la fuente y la plantilla.

cf =
∑

i

(f(Mxi) − g(xi))
2, (1.7)

donde f denota la imagen original y g la plantilla. Para cada voxel x =
(x1, x2, x3) de una imagen, la transformación af́ın a las coordenadas y =
(y1, y2, y3) se expresa mediante la multiplicación matricial y = Mx
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(1.8)

Tras la normalización af́ın, la imagen resultante se registra usando un
modelo de transformación no ŕıgido más complejo. Las deformaciones se
parametrizan por una combinación lineal de componentes de las más bajas
frecuencias de las bases de la transformada coseno tridimensional [Ashburner
and Friston, 1999].

La Figura 1.4 muestra un ejemplo de la operación del proceso de nor-
malización en imágenes SPECT. La columna izquierda muestra una imagen
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fuente arbitraria de la base de datos, la columna central muestra la plantilla
usada en el registro de la imagen, y finalmente la imagen normalizada cor-
respondiente en la columna derecha. En dicha figura, en la obtención de la
imagen transformada se ha aplicado un modelo de deformación pequeña, y
una regularización de la enerǵıa de curvatura del campo de desplazamiento.
Se observa claramente cómo la imagen transformada se ajusta a la forma de
la plantilla.

Tras la normalización espacial, una vez garantizada la correspondencia
espacial de los voxels entre distintas imágenes, se obtiene una representación
de cada individuo de 95×69×79 voxels tanto para imágenes SPECT como
para PET. Este paso es esencial a la hora de hacer posible comparaciones
entre imágenes, y nuestros resultados dependerán en gran medida de un
correcto registro de las imágenes. El reto de la normalización espacial supone
conseguir minimizar los efectos que producen las diferencias en la imagen
debidas a caracteŕısticas individuales de cada sujeto sin alterar las diferencias
debidas a efectos de la enfermedad.

1.4. Descripción de las bases de datos

El conjunto de imágenes sobre el cual se realiza nuestro estudio pertenece
a dos bases de datos diferentes: un conjunto de 91 imágenes SPECT obtenidas
en el Hospital Virgen de las Nieves, (Granada) y dos conjuntos de imágenes
PET: uno de ellos consiste en 219 imágenes PET obtenidas de la base de datos
ADNI (Alzheimer’s Disease Neuroimaging Initiative) de la Universidad de
California, y el segundo se trata de una pequeña base de datos de 60 pacientes
procedentes de la cĺınica privada “PET Cartuja” (Sevilla). A continuación se
describen con más detalle las caracteŕısticas espećıficas de cada una de ellas.

1.4.1. Base de datos ADNI

El proyecto ADNI fue iniciado en 2003 por el NIA (National Institute
on Aging), NIBIB (National Institute of Biomedical Imaging and Bioengi-
neering), el FDA (Food and Drug Administration), compañ́ıas farmacéuticas
privadas y organizaciones sin ánimo de lucro, como un proyecto conjunto con
financiación publico-privada que asciende a 60 millones de dolares. El primer
objetivo de ADNI es probar si se pueden combinar las técnicas de MRI, PET
y otros marcadores biológicos y evaluaciones neuropsicológicas y cĺınicas,
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para medir la progresión de la enfermedad de Alzheimer en sus primeras
etapas (MCI). El descubrimiento de marcadores sensibles y espećıficos de
las etapas mas tempranas de la enfermedad se espera que sirva de ayuda a
los investigadores y médicos para desarrollar nuevos tratamientos y probar
su efectividad, aśı como para disminuir el tiempo y el coste de las pruebas
cĺınicas.

El investigador principal de la iniciativa ADNI es Michael W. Weiner (VA
Medical Center and University of California, San Francisco). Los pacientes
de ADNI fueron seleccionados de mas de 50 lugares entre E.E.U.U y Canadá.
El objetivo inicial de ADNI era conseguir que 800 adultos participaran en el
proyecto con edades entre 55 y 90 años, resultando aproximadamente unos
200 sujetos normales de edad avanzada con un seguimiento previsto de 3 años,
400 personas con MCI para un seguimiento de 3 años, y 200 personas con los
primeros śıntomas de la enfermedad de Alzheimer para un seguimiento de 2
años (véase www.adni-info.org para obtener más detalles sobre los objetivos
de este proyecto).

Protocolo de adquisición

Las exploraciones FDG PET se tomaron todas siguiendo un protocolo
estandarizado. Puesto que un gran número de centros participaron en el
estudio, no todos los centros dispońıan de los mismos recursos materiales
para efectuar las exploraciones. Por ello, las exploraciones fueron adquiridas
según uno de los tres protocolos siguientes:

Dinámicas: las exploraciones de emisión dinámica consisten en 6 tomas
de 5 minutos, adquiridas de 30 a 60 minutos después de la inyección
intravenosa de 5.0 ±0.5 mCi de 18F-FDG.

Estáticas: las estáticas consisten en una única toma de 30 minutos
comenzando de 30 a 60 minutos después de la inyección. Los escáneres
Siemens PET/CT no tienen la posibilidad de tomar exploraciones diná-
micas.

Cuantitativas: las cuantitativas consist́ıan en una exploración dinámi-
ca del doble de duración que la anterior, con 33 tomas, comenzando
en el momento de la inyección y continuando 60 minutos. Esta puede
ser usado para calcular la tasa absoluta de metabolismo de glucosa,
obtenida de la función de entrada del radioisótopo medida en las arte-
rias carótidas.
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La mayoŕıa de las exploraciones de ADNI fueron tomados siguiendo el primer
protocolo. Los pacientes permanecieron tumbados relajadamente, con sus
ojos abiertos y la estimulación sensorial mı́nima.

Una vez adquiridas las imágenes, la iniciativa ADNI pretende también
minimizar en lo posible las diferencias en los tipos de imágenes debido a
la diferencia entre los escáneres usados para obtenerlas. De esta manera, el
proyecto proporciona diferentes conjuntos de datos que se pueden descargar
de sus archivos ordenados según el tratamiento recibido. El pre-procesamiento
de las imágenes ADNI esta detallado a continuación:

1. Co-registro dinámico: las imágenes PET originales de todos los
sitios se descargan para el control de calidad en la Universidad de Michigan.
Estas imágenes se convierten a un formato de archivo estándar. Si la imagen
contiene diferentes secuencias separadas, éstas son extráıdas de los archivos
de imagen a efectos de registro. En la mayoŕıa de los casos, seis secuencias
de cinco minutos se adquieren entre 30 y 60 minutos después de la inyección.
Cada secuencia extráıda es co-registrada hasta la primera secuencia extráıda
del archivo de imagen original (la secuencia adquirida en los 30-35 primeros
minutos después de la inyección). Las diferentes secuencias se vuelven a cor-
registrar a una imagen conjunto. Estas series de imágenes tienen el mismo
tamaño de la imagen (por ejemplo, 128 × 128 × 63 voxels) y dimensiones
(por ejemplo, 2,0× 2,0× 2,0mm) y mantienen la misma orientación espacial
que la imagen original PET. A esto se les denomina ’nativos’. Estos archivos
se cargan en formato DICOM. Sólo los adquiridos siguiendo el protocolo 1
ó 3 tendrán una imagen procesada de este tipo. En resumen, el ’co-registro
dinámico’ tiene dos principales diferencias principales con la imagen ’original’
PET:

Las secuencias separadas han sido co-registradas entre śı para reducir
los efectos de movimiento del paciente y

Los archivos de la imagen están en formato DICOM.

2. Imagen co-registrada promediada: Este tipo de imagen procesada
conjunto se genera como un promedio de sólo 6 secuencias de cinco minutos
(o las últimas 6 secuencias de los estudios cuantitativos) de la imagen de
conjunto co-registrada que se ha descrito anteriormente. Esto crea una única
imagen PET de 30 minutos, todav́ıa en el espacio ’nativo’. Como en el caso
anterior, sólo las exploraciones de PET adquiridas en virtud del protocolo de
1 ó 3, tendrá una entrada de este tipo.
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3. Imagen de tamaño de voxel estandarizado: Cada imagen a la
que se le hab́ıan aplicado los anteriores pasos se reorientó a un estándar
de 160 × 160 × 96 voxels, teniendo cada voxel un tamaño cúbico de la-
do 1,5mm. Esta imagen de la red está orientada de tal manera que el eje
anterior-posterior del sujeto es paralela a la ĺınea de las comisuras anterior
y posterior (AC-PC). Esto se conoce como el espacio ’AC-PC’ en el progra-
ma de búsqueda Loni. Este primer realineado de la imagen sirve como una
imagen de referencia para todas las exploraciones de PET sobre el mismo
paciente. Las secuencias individuales de cada exploración PET (el estudio de
referencia, aśı como todos los estudios posteriores (6 meses de exploración,
de 12 meses de exploración, etc) son co-registrados sobre esta ĺınea de base
de referencia. Al hacer el co-registro de la imagen original en un solo paso,
sólo una interpolación de los datos de la imagen es necesaria, y, por tanto, la
degradación de la resolución por interpolación se mantiene al mı́nimo, y es
el mismo para todas las exploraciones. Un promedio de la imagen se genera
a partir de las secuencias corregistradas ’AC-PC’ de intensidad normalizada
y, a continuación se utiliza una máscara espećıfica para cada sujeto a fin de
que la media de los voxels en la máscara sea exactamente uno. Tanto la ori-
entación espacial (AC-PC) como la normalización de intensidad de la imagen
se toman como un punto de partida para posteriores análisis. Con una ima-
gen de normalización de la matriz, el PET de datos de diferentes modelos de
escáner se pueden comparar más fácilmente.

4. Imagen de resolución uniforme: Estas imágenes son el resultado
de suavizado de las mencionadas imágenes. Cada imagen se filtra conjunto
con un escáner espećıfico de función de filtro (puede ser un filtro no isotrópi-
co) para producir imágenes de una resolución isotrópica uniforme de 8mm
FWHM, la resolución aproximada de la resolución más baja de los escáneres
utilizados en ADNI. Los conjuntos de imágenes de mayor resolución de los
escáneres, obviamente, se suavizan más que las imágenes de escáneres de
baja resolución. Las funciones del filtro se determinan a partir de las explo-
raciones de PET Hoffman fantasma que fueron adquiridos durante el proceso
de certificación.

En nuestro trabajo seleccionamos un conjunto de datos FDG PET de 219
participantes de ADNI, adquiridos con escáneres Siemens, General Electric
(GE) y Philips PET, del conjunto ofrecido por el Laboratorio de Neuroimagen
ADNI LONI (Laboratory of NeuroImage, University of California, Los An-
geles, http://www.loni.ucla.edu/ADNI/). En este primer estudio, los datos
adquiridos con escáneres Siemens HRRT y BioGraph HiRez fueron excluidos
debidos a las diferencias en el patrón de toma de imágenes.
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Criterios de Etiquetado

Los criterios de elección que se siguieron para aceptar a participantes
en el proyecto ADNI se basaron en una serie de entrevistas y test realiza-
dos individualmente. Los resultados de los candidatos deb́ıan cumplir ciertas
condiciones para ser admitidos en el proyecto. A continuación se detallan los
criterios de selección de pacientes para cada una de las clases de interés para
el estudio:

Pacientes normales o NC (Normal Control): La puntuación obtenida
en el test MMSE deb́ıa estar entre 24-30 (ambos inclusive), un CDR
de 0, no deprimido, no MCI, y sin demencia. El rango de edad de los
pacientes normales debe coincidir con la de los sujetos AD y MCI.

Pacientes MCIs: La puntuación obtenida en el test MMSE deb́ıa estar
entre 24-30 (ambos inclusive), deb́ıa presentar quejas por pérdida de
memoria, tener una pérdida objetiva de memoria medida en términos
de su puntuación en el test de Wechsler Memory Scale Logical Memory
II, un CDR de 0.5, ausencia de discapacidades, conducta normal en las
actividades de la vida cotidiana y ausencia de demencia.

Pacientes AD (Alzheimer’s Disease): La puntuación obtenida en el test
MMSE deb́ıa estar entre 24-30 (ambos inclusive), deb́ıa presentar un
CDR de 0.5 ó 1.0 y satisfacer los criterios de NINCDS/ADRDA que
definen un AD probable.

Consecuentemente, los datos FDG PET se separaron en 3 clases dife-
rentes: sujetos de control NC, sujetos con afección cognitiva leve MCI y
enfermos de Alzheimer AD. En nuestro estudio contamos con imágenes de
219 sujetos diferentes, divididos en 53 AD (rango de edad: 77.2 ± 7.2 (media
± desviación estándar) ), 114 MCI (rango de edad: 75.1 ± 7.4), y 52 NC
(rango de edad: 76.5 ± 4.8 ). De los 114 MCI, y tras un seguimiento de 2 años,
se concluyó que 4 de ellos se hab́ıan convertido al grupo AD (denominados
MCI converters) mientras 110 se mantuvieron estables durante ese tiempo
(MCI no converters).

1.4.2. Base de datos SPECT

El rendimiento de algoritmos que se presentan en este trabajo se evalúa
también sobre una base de datos que contiene 91 imágenes reales SPECT



32 1. Tomograf́ıa Computarizada

proporcionadas por el Servicio de Medicina Nuclear del Hospital “Virgen de
las Nieves” de Granada (España).

A los pacientes se les inyectó un radiofármaco emisor de rayos gamma
99mTc-ECD, adquiriendo la imagen original mediante una gamma cámara
de tres cabezales Picker Prism 3000. Se tomaron 180 proyecciones con reso-
lución angular de 2 grados. Estas imágenes de secciones del cerebro fueron
reconstruidas de los datos de proyección usando el algoritmo de filtrado me-
diante proyección hacia atrás (FBP) en combinación con un filtro de But-
terworth para eliminar ruido de alta frecuencia. Las imágenes SPECT son
primeramente normalizadas usando SPM [Friston et al., 2007], de manera
que podamos aseverar que los voxels de diferentes imágenes representan la
misma posición anatómica subyacente en el cerebro. Este paso nos permite
comparar las intensidades de los voxels de distintos sujetos [Salas-Gonzalez
et al., 2008a].

Las imágenes SPECT fueron, a su vez, etiquetadas por los expertos del
“Virgen de las Nieves” mediante 4 categoŕıas: controles normales (NOR), AD
posible (AD1), AD probable (AD2) y AD cierto (AD3) para distinguir entre
distintos niveles de la presencia del patrón de AD.

1.4.3. PET Cartuja

Por último, algunos algoritmos desarrollados en este trabajo se evalúan
sobre una base de datos PET de 60 muestras proporcionada por la cĺınica pri-
vada “PET Cartuja” en Sevilla. El protocolo de adquisición de estas imágenes
comenzó a partir de 30 minutos desde la administración de la 18FDG al pa-
ciente. En este tiempo el paciente permanece en reposo en una habitación
en silencio y con iluminación tenue para que el contraste se distribuya ade-
cuadamente por todo el organismo. Se recomienda fijar un tiempo estándar,
por ejemplo, 30 minutos, para que los estudios de distintos pacientes a los
de distintos controles sean comparables. El paciente se posiciona en decúbito
supino. Debe dedicarse un sistema dedicado para apoyar confortablemente
la cabeza, fijándola mediante cintas para evitar movimientos involuntarios.
El paciente se sitúa acostado en la camilla de la cámara y se desplazará pro-
gresivamente por el centro del anillo de la Cámara PET durante un tiempo
aproximado de 30 minutos en un estudio de PET cerebral.

Durante este tiempo la cámara PET recoge las señales emitidas por el con-
traste en todo el cuerpo. Después, un ordenador recoge las señales emitidas y
las convierte en imágenes funcionales tridimensionales en los tres planos del
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espacio (axial, coronal y sagital) y una imagen volumétrica del organismo en
tres dimensiones. Los positrones emitidos por el radiofármaco colisionan con
los electrones (con carga negativa) de los átomos que componen las molécu-
las tisulares. La interacción positrón-electrón origina la aparición de un par
de fotones con el aniquilamiento de las masas del positrón y electrón. Estos
dos fotones presentan una enerǵıa de 512KeV cada uno, y se desplazan en
la misma dirección y en sentidos opuestos, excitando de forma simultánea 2
detectores de la cámara PET que se encuentran en coincidencia en un ángulo
de 180◦. Esta detección permite “por coincidencia” la reconstrucción tomo-
gráfica tridimensional del organismo que representa la distribución tisular del
radiofármaco.

Los 60 pacientes PET se dividen según el etiquetado en 42 AD y 18
normal, lo que supone una prevalencia de la clase AD que ha de tenerse en
cuenta en análisis posteriores.





CAṔITULO 2

Técnicas de Diagnóstico de la

Enfermedad de Alzheimer

Un diagnóstico precoz y exacto de la enfermedad de Alzheimer ayuda a
los pacientes y a sus familias a planear el futuro. El diagnóstico precoz tam-
bién ofrece la mejor oportunidad para tratar los śıntomas de la enfermedad.
Actualmente la única manera definitiva para diagnosticar la enfermedad de
Alzheimer es investigar sobre la existencia de placas y enredos en el tejido
cerebral. Para observar el tejido cerebral los médicos deben esperar hasta el
examen patológico postmortem, tras practicar la autopsia. Por consiguiente,
los médicos deben hacer un diagnóstico de ’posible’ o ’probable’ enfermedad
de Alzheimer basada en la experiencia. Los exámenes del cerebro mediante
escáneres pueden permitir al médico observar indirectamente el cerebro para
detectar la presencia de anormalidades en él. Hasta ahora es todo el partido
que se está sacando a las nuevas técnicas de imágenes cerebrales a nivel médi-
co en los servicios de medicina nuclear, quedando abierta la posible automa-
tización del proceso, aśı como la clasificación-detección de estas alteraciones
desde un punto de vista matemático.
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2.1. Criterios de diagnóstico

El diagnóstico de la demencia se basa fundamentalmente en la evaluación
cĺınica y ésta requiere una exhaustiva evaluación de la función cognitiva, en
concreto de la memoria, atención, percepción, lenguaje, praxias y gnosias. La
evaluación neuropsicológica puede subdividirse en dos niveles de complejidad:

Un primer nivel que consiste en el uso de test breves, estandarizados y
sencillos como el Mini-Mental State Examination (MMSE), que posi-
bilita el diagnóstico de la demencia, y

Un segundo nivel de mayor complejidad en el que se refina la eval-
uación de la severidad del deterioro, al tiempo que se establecen los
dominios de la función cognitiva que se hallan afectados. Existen dife-
rentes escalas que otorgan un valor estandarizado en función del grado
de deterioro funcional, como CDR (Clinical Dementia Rating) o GDS
(Global Deterioration Scale). En general, estas escalas permiten clasi-
ficar la demencia según los criterios cĺınicos clásicos: demencia leve,
moderada o severa.

Los cuestionarios o escalas han sido diseñados para cuantificar determi-
nadas funciones cognitivas, es decir, no establecen un diagnóstico sino que
cuantifican la severidad de la alteración de determinadas áreas intelectuales,
siendo particularmente valiosos para discriminar entre envejecimiento normal
y demencias leves. El diagnóstico siempre ha de realizarse basado en la histo-
ria cĺınica del paciente y de acuerdo con los criterios establecidos al respecto.
En este sentido, los cuestionarios representan sólo una ayuda en el proceso
de valoración de la enfermedad.

2.1.1. Examen del Estado Mental Mı́nimo (MMSE)

El MMSE es uno de los test de valoración de la demencia más utilizados.
Es un test que tiene alta dependencia del lenguaje y consta de varios ı́tems
relacionados con la atención. Cada ı́tem tiene una puntuación, llegando a
un total de 30 puntos. En la práctica diaria una puntuación menor de 24
sugiere demencia, entre 23-21 una demencia leve, entre 20-11 una demencia
moderada y menor de 10 de una demencia severa. Para poder efectuar el
MMSE es necesario que el paciente se encuentre despierto y lúcido. En la
demencia por enfermedad de Alzheimer la tasa promedio anual de cambio en
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la puntuación del MMSE es de 2-5 puntos por año, por lo que el test muestra
su utilidad para el seguimiento de los pacientes afectados. El MMSE tiene
baja sensibilidad para el diagnóstico de deterioro cognitivo leve, la demencia
frontal-subcortical y el déficit focal cognitivo. Las caracteŕısticas esenciales
que se evalúan son las siguientes:

Capacidad de atención, concentración y memoria.

Capacidad de abstracción (cálculo).

Capacidad de lenguaje y percepción visoespacial.

Orientación espacio-tiempo.

Capacidad para seguir instrucciones básicas.

Esta prueba proporciona un instrumento para la detección de deterioro
cognitivo que se puede realizar en poco tiempo. Ésta es una cualidad espe-
cialmente importante en la evaluación de la demencia, ya que el paciente en
ocasiones es propenso a perder la atención con facilidad y por tanto dejar de
colaborar en la elaboración del test.

2.1.2. Escala de Deterioro Global (GDS)

La GDS [Sheikh and Yesavage, 1986] establece siete estadios posibles:

1 = normal

2 = deterioro muy leve

3 = deterioro leve

4 = deterioro moderado

5 = deterioro moderadamente severo

6 = deterioro severo

7 = deterioro muy severo
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La escala define cada clase en términos operacionales y asume que el
deterioro es homogéneo. Sin embargo, dado que la secuencia de aparición de
los śıntomas es a menudo variable, se ha argumentado que la inclusión de
un paciente en un estadio de acuerdo a un criterio ŕıgido podŕıa conducir a
error; a pesar de ello se trata de una de las escalas más completas, simples y
útiles para la estimación de la severidad de la demencia.

2.1.3. Clasificación Cĺınica de la Demencia (CDR)

La evaluación de otros tipos de demencia aparte del Alzheimer se realiza
normalmente a través de la CDR [Morris, 1993] que es más general. Su escala
establece cinco estadios posibles:

0 = normal

0,5 = cuestionable

1 = demencia leve

2 = demencia moderada

3 = demencia severa

La estimación se basa en el rendimiento del sujeto en seis modalidades de tipo
cognitivo y funcional. Estas modalidades son: memoria, orientación, razona-
miento, actividades sociolaborales, actividades recreativas y cuidado perso-
nal.

2.1.4. Escala de Evaluación para la Enfermedad de
Alzheimer (ADAS)

En 1984 con la aparición del ADAS (Alzheimer’s Disease Assessment
Scale) o Escala de Evaluación para la Enfermedad de Alzheimer (EEEA)
fue posible contar con un instrumento fiable y breve diseñado especialmente
para la enfermedad de Alzheimer y capaz de medir puntualmente los śıntomas
caracteŕısticos de la misma aśı como su progresión a estadios más avanzados.

El ADAS es un test que consta de 21 ı́tems organizados a su vez en dos
subescalas: cognitiva (ADAS-Cog) y conductual (ADAS-Noncog), de 11 y
10 ı́tems respectivamente. En la práctica se ha hecho muy popular el uso
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del ADAS-Cog, mientras que el ADAS-Noncog ha sido reemplazado por es-
calas conductuales más generales como el Cuestionario de Inventario Neurop-
siquiátrico o NPI-Q (NeuroPsychiatric Inventory Questionnaire). Éste es un
instrumento de aplicación relativamente breve que mide una serie de śıntomas
habituales en función de la frecuencia de aparición y la intensidad con que
aparecen.

2.2. Diagnóstico asistido por computador

Hasta la fecha se han propuesto numerosos sistemas de ayuda al diagnósti-
co de enfermedades neurológicas, con el objetivo de analizar imágenes de tipo
SPECT u otros tipos de imágenes funcionales de forma automática [Ramı́rez
et al., 2009; Ramı́rez et al., 2009; Górriz et al., 2009; López et al., 2009b;
Segovia et al., 2009b]. Las técnicas existentes en la literatura pueden di-
vidirse entre aquellas que hacen uso de métodos estad́ısticos univariados o
multivariados. Otra posible clasificación distingue aquellas que obtienen re-
sultados de manera no supervisada, frente a aquellas que hacen uso de algún
tipo de aprendizaje estad́ıstico supervisado, aplicando cierto entrenamiento
previo. Estudiaremos los casos más relevantes de estas técnicas.

La aproximación univariada más relevante está basada en SPM (del inglés
Statistical Parametric Mapping) y sus numerosas variantes [Friston et al.,
2007]. SPM consiste en hacer un test estad́ıstico univariado a nivel de voxel
(unidad de volumen mı́nimo de la imagen), por ejemplo un test t-student de
dos muestras, que compara los valores del vóxel de la imagen bajo estudio
con un grupo de pacientes normales que representan la muestra ’control’.
A continuación, los voxels relevantes de este test son inferidos usando la
teoŕıa de campos aleatorios [Adler, 1981]. Su marco de actuación fue pensado
para el análisis de estudios de imágenes SPECT y PET, pero actualmente se
aplica principalmente para el análisis de la imagen de resonancia magnética
funcional o fMRI (functional Magnetic Resonance Imaging).

Sin embargo, SPM no está estrictamente diseñada para resolver el prob-
lema del diagnóstico automático usando exclusivamente un paciente de es-
tudio sino para la comparación de conjuntos de imágenes a las cuales se les
asigna una etiqueta impĺıcitamente (como es el caso del diagnóstico que nos
ocupa). De hecho, su aplicación en este contexto proporciona resultados de
clasificación pobres (semejantes a nuestra metodoloǵıa de referencia [Stoeckel
et al., 2001]) dado que una de las poblaciones consiste en un único individuo
(estimación sesgada de la media de la población), y la otra consiste en un
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conjunto de individuos normales (el test t no incluye ninguna información so-
bre el patrón de imagen t́ıpico de la enfermedad bajo estudio) [Stoeckel et al.,
2001]. Más aún, este método sufre los inconvenientes de las aproximaciones
locales y univariadas.

Por otro lado, se han propuesto otras aproximaciones multivariadas como
ManCova, que consideran como una observación todos los voxels de un solo
“scan” con el objetivo de hacer inferencias sobre los efectos de activación
distribuidos. La importancia de ellas radica en que los efectos debidos a acti-
vaciones, los efectos indefinibles (“confounding effects”) y los efectos de error
son evaluados estad́ısticamente en términos de efectos a nivel de vóxel y
también a nivel de las interacciones entre voxels [Frackowiak et al., 2003]. No
obstante, con estas técnicas uno no puede hacer inferencias estad́ısticas sobre
cambios espećıficos regionales, y, aun más importante, requieren un número
de observaciones (scans) que sea mayor que el número de componentes de
la observación multivariada (voxels). Obviamente esta no es la situación en
la que nos encontramos cuando trabajamos con estudios de imágenes fun-
cionales (SPECT, PET, fMRI).

El trabajo de esta investigación se centra en el contexto de las aproxi-
maciones supervisadas y multivariadas donde se plantea un nuevo método
cuantitativo para evaluación de imágenes funcionales. En este campo, la
clasificación se realiza habitualmente mediante la definición de vectores de
caracteŕısticas que representan los rasgos más relevantes de las diferentes
imágenes (por ejemplo las de SPECT) y mediante el entrenamiento de un
clasificador dado un conjunto de muestras con etiquetas conocidas [Álvarez
et al., 2009a; Górriz et al., 2008; Segovia et al., 2010; López et al., 2009a], etc.
Tras el proceso de entrenamiento, el clasificador (que incluye la capacidad de
generalización del sistema) se aplica a nuevos casos de test para distinguir
entre controles sanos y enfermos. En este régimen de entrenamiento y test se
asume como hipótesis de partida que las etiquetas de entrenamiento y test
son válidas por lo que una precisión elevada en la clasificación es equivalente
a un diagnóstico efectivo del paciente bajo estudio.

El conjunto de clasificadores usados por los sistemas CAD están basados
en distintas funciones anaĺıticas (por ejemplo en su complejidad) que se ajus-
tan mediante datos de entrenamiento en base a distintos procedimientos. De
entre esos procedimientos destacamos, por su robustez, el uso de máquinas
de vectores soporte (SVMs) [Vapnik, 1998]. Las SVMs han atráıdo reciente-
mente la atención de la comunidad cient́ıfica en el campo de reconocimiento
de patrones dado el alto número de avances a nivel teórico y computacional
derivados de la Teoŕıa del Aprendizaje Estad́ıstico (TAE) [Vapnik, 1998] de-
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sarrollada por Vladimir Vapnik en los laboratorios de AT&T. Estas técnicas
han sido usadas de manera satisfactoria en un gran número de aplicaciones
entre las que destacamos la detección de actividad de voz (VAD) [Ramı́rez
et al., 2006b], recuperación de imágenes basadas en contenido [Tao et al.,
2006], clasificación de texturas [Kim et al., 2002] o el diagnóstico basado en
imagen [Fung and Stoeckel, 2007; Álvarez et al., 2009a; Salas-Gonzalez et al.,
2008b, 2009d].

Los sistemas CAD desarrollados hasta el momento con el fin de detec-
tar patrones de hipoperfusión e hipometabolismo combinan la extracción de
información a partir de las imágenes con diversos métodos de clasificación
[Salas-Gonzalez et al., 2010; Ramı́rez et al., 2009, 2010]. Las caracteŕısticas
extráıdas pueden estar directamente relacionadas con el nivel de intensidad
que presenta cada vóxel, obteniendolas por ejemplo mediante el cálculo de
estad́ısticos [Ramı́rez et al., 2008; Chaves et al., 2009] o la agrupación de vox-
els con caracteŕısticas similares [Segovia et al., 2010]. Además, las imágenes
pueden ser analizadas en otros espacios transformados que presentan ven-
tajas para la clasificación con respecto al espacio imagen original [Álvarez
et al., 2010; Ramı́rez et al., 2010]. En este trabajo se profundiza en la ex-
tracción de caracteŕısticas en espacios de proyección tanto lineales como no
lineales, obtenidos estos últimos mediante la aplicación de técnicas kernel
[López et al., 2009c,d], con las que se evalúa no sólo uno, sino tres métodos
de clasificación diferentes con el fin de determinar la mejor combinación de
técnicas de extracción y clasificación para el problema que nos ocupa. La
ventaja de todas estas aproximaciones para el diagnóstico cĺınico basada en
la TAE es que no es necesario ningún tipo de conocimiento a priori acerca de
la enfermedad bajo estudio y que el método que es automático, es aplicable
a cualquier otro tipo de patoloǵıa neurológica o técnica de imagen cerebral.

2.2.1. Statistical Parametric Mapping (SPM)

En el ámbito de la investigación médica, el análisis de neuroimágenes
funcionales (PET, SPECT y fMRI) mediante técnicas de cuantificación es-
tad́ıstica permite el estudio de diversos procesos cerebrales, patológicos o
cognitivos. Una herramienta de creciente uso para este fin es el conocido
programa SPM, gracias a su amplia disponibilidad y el gran abanico de es-
tudios estad́ısticos que permite realizar. Sin embargo, el desconocimiento de
los fundamentos teóricos en los que se basa puede conducir fácilmente a re-
sultados imprecisos e incluso a conclusiones erróneas. Esta sección presenta
brevemente dichos principios teóricos y discute los principales puntos cŕıticos
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en la utilización del método sin detallar los fundamentos matemáticos en los
que está basada la citada herramienta.

La finalidad de SPM es la realización de mapas de estad́ısticos paramétri-
cos para la búsqueda de efectos de interés presentes en imágenes funcionales
PET, SPECT o fMRI. Desde su primera aparición en 1991, la comunidad
de investigadores de neuroimagen funcional ha aceptado y utilizado amplia-
mente las actualizaciones de 1996 y 1999, gracias a que proporcionan una gran
flexibilidad en el diseño de los experimentos que pueden analizarse [Friston
et al., 2007]. SPM se utiliza actualmente en departamentos de psiquiatŕıa,
psicoloǵıa, neuroloǵıa, radioloǵıa, medicina nuclear, farmacoloǵıa, ciencias
cognitivas y del comportamiento, bioestad́ıstica y f́ısica biomédica de todo
el mundo para la investigación de enfermedades mentales, cuantificación de
efectos farmacológicos, estudios cognitivos, realización de análisis longitudi-
nales, estudios intersujeto, e incluso morfométricos. En un estudio estad́ıstico
mediante SPM, los puntos clave son la elección del método de normalización
en intensidad, la normalización espacial, el sistema de coordenadas empleado
y la interpretación de la significación estad́ıstica de los resultados.

Mediante SPM es posible realizar numerosos tests estad́ısticos, como re-
gresiones, tests t de Student, tests F y análisis de varianza (Anova) incluyendo
covariables y permitiendo el modelado de interacciones entre ellas [Friston
et al., 2007]. Todos estos tipos de análisis pueden ser englobados en un mo-
delo general (el modelo lineal general o GLM), que es el utilizado por SPM
para efectuar los cálculos matemáticos. La formulación del GLM se basa en
dos conceptos: la matriz de diseño y los contrastes.

Los estudios estad́ısticos que pueden efectuarse mediante SPM pueden
ser divididos fundamentalmente en dos tipos: estudios paramétricos o facto-
riales y estudios categóricos o sustractivos. Los primeros estudian la relación
entre las imágenes y un parámetro, como puede ser la edad, una escala de
śıntomas o el resultado de un test cognitivo. Los estudios categóricos se uti-
lizan para poner de manifiesto diferencias entre grupos, definidas por varia-
bles categóricas. Mediante el uso del GLM somos capaces de introducir de
manera matemática el estudio estad́ıstico en cuestión, que en el caso del diag-
nóstico de un paciente a partir de una sola imagen de test, es la definición
de la matriz de diseño. Dentro de los estudios categóricos es necesaria una
columna para determinar la pertenencia a cada uno de los grupos (categoŕıa
normal frente a Alzheimer). Por ejemplo, si se desea comparar un grupo de
pacientes con otro de control, las filas correspondientes a los pacientes en la
matriz de diseño, tendrán un uno en la columna de pacientes y un cero en la
de controles, y viceversa.
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Test t

El estad́ıstico básico que se usa para comparar las diferencias entre imágenes
es el estad́ıstico t. En esta sección se considera el estudio de una única locali-
zación de voxel en diferentes imágenes. El estad́ıstico se usa para comprobar
si dos muestras independientes representan dos poblaciones normales con di-
ferentes valores medios. Éste es exactamente el problema cuando se compara
si el valor del voxel de la imagen bajo estudio es significantemente menor
que los valores de los voxels de las imágenes normales, es decir, si existe
hipo-perfusión significante. Aqúı, una población se representa por una sola
muestra, el valor del voxel de la imagen bajo estudio, y la segunda población
se representa por los valores de los voxels de todas las imágenes normales.
Puesto que sólo se tiene una muestra en la primera población, se asumirá que
la varianza de ambas poblaciones es la misma y ésta se estimará sobre la se-
gunda población.

El estad́ıstico t se calcula del siguiente modo:

t =
x̄1 − x̄2

√

(

(n1−1)s̄2

1
+(n2−1)s̄2

2

n1+n2−2

)(

1
n1

+ 1
n2

)

(2.1)

donde x̄1 y x̄2 son las medias muestrales estimadas, s̄2
1 y s̄2

2 las varianzas
estimadas y n1 y n2 son los tamaños muestrales de la primera y segunda
población respectivamente. Se puede ver que si n1 es 1 sólo se usa la esti-
mación de la varianza de la segunda población.

Se puede calcular el estad́ıstico t para todos los voxels de la imagen. Esta
nueva imagen, que contiene un valor de t para cada voxel se denomina imagen
t o mapa t. Un nombre general para mapas que contienen un estad́ıstico en
cada posición es un SPM. No se puede realizar inferencia sobre estos mapas,
pero pueden ser usados para derivar otros estad́ısticos útiles.

El modelo general lineal

Sea Y una matriz de dimensión N×n, donde N es el número de imágenes
y n el número de voxels en cada imagen. Por tanto, cada fila de Y representa
una única imagen. Todos los valores de los voxels de la imagen tridimensional
se colocan uno tras otro para formar una fila de Y. Sea X una matriz de
dimensiones n × p, denominada la matriz de diseño. Ésta contiene una fila
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por cada imagen y una columna p por cada variable explicativa (factor o
efecto) del modelo. El GLM explica la variación en Y en términos de una
combinación lineal de las variables explicativas, más un término de error:

Y = Xβ + ǫ

donde la matriz β de dimensión p × n contiene los parámetros desconocidos
correspondientes a cada variable explanatoria p. ǫ es la matriz de términos
de error de N × n. El número de grados de libertad de este modelo es γ =
N − rank(X). Si XTX es invertible, entonces β se puede estimar como:

β̂ = (XTX)−1XTY (2.2)

Los residuos se definen como R = Y − Xβ̂ = MY donde M = I −
(X(XTX)−1XT ).

Para continuar se asume que cada elemento de las filas de ǫ son indepen-
dientes e idénticamente distribuidos. Aśı, ǫ se distribuye como una normal
N(0, IN ⊗ Σ) donde IN es la matriz identidad de N × N . El test t puede
implementarse como una combinación lineal de los parámetros estimados. El
vector que define la combinación se denomina vector contraste c (de dimen-
sión 1 × p), dando lugar al contraste cβ̂. La varianza de este contraste se
estima como:

σ̂2 = diag
(

RTR(c(XTX)−1cT )
)

/γ (2.3)

Una imagen t donde cada voxel contiene la distribución t con γ grados de
libertad puede definirse dividiendo el contraste por la varianza estimada del
contraste

t = cβ̂/σ̂ (2.4)

Una vez establecido el modelo (véase la Figura 2.1), SPM ya puede esti-
mar de forma automática la contribución de cada efecto de forma separada.
Esto permite diferenciar entre efectos de “interés” (como el efecto de grupo)
y efectos “correctores” (por ejemplo, efecto de la edad en estudios paramétri-
cos), aśı como diferencias entre las medias de dos factores. Mediante el GLM,
esto se realiza mediante la definición de un “contraste” que se define como
un vector. La longitud de este vector es igual al número de efectos incluidos
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Statistical analysis: Design
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Figura 2.1: Resultados de SPM para clasificación con el modelo descrito en
el texto.

en la matriz de diseño, de modo que cada efecto se pondera por su elemento
correspondiente. Si el efecto es corrector, entonces se pondera con un cero
en el vector contraste. En caso de que el efecto sea paramétrico, el con-
traste determina si la correlación buscada es positiva, mediante un “1”, o
bien negativa mediante un “-1”, en la posición correspondiente a ese efecto
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en el vector contraste. En caso de efectos categóricos los contrastes deben
cumplir una condición importante: la suma de todos los pesos en el con-
traste en las columnas de efectos categóricos debe ser igual a cero. En el
ejemplo, la pertenencia al grupo de pacientes contribuye con peso negativo
(menor metabolismo que controles) y el grupo de controles contribuye con
peso positivo (mayor metabolismo que pacientes). De este modo, el vector
de contraste seŕıa [1 -1], ya que la suma de los efectos 1 y 2 debe ser cero.
En el caso contrario, para comprobar qué regiones presentan un metabolismo
mayor en pacientes, el contraste seŕıa [-1 1].

Finalmente, SPM realiza el test estad́ıstico (un test t o un test F ), descrito
mediante la matriz de diseño y el contraste en todos los voxels de la imagen
de forma independiente. El resultado es una imagen cuyo valor en cada vóxel
es el resultado del test estad́ıstico.

2.2.2. Voxels-As-Features (VAF)

Esta es la aproximación básica que a lo largo de este trabajo se usa como
referencia. En ella, las intensidades de los voxels In de la imagen funcional,
por ejemplo SPECT, son directamente usados para construir los vectores
de caracteŕısticas v = (I1, . . . , IN), véase por ejemplo Stoeckel et al. [2001,
2004]. Esta aproximación ha demostrado en las anteriores referencias ser igual
de exacta que el diagnóstico visual usando como apoyo SPM, sin embargo
presenta los mismos problemas que las aproximaciones multivariadas como
Mancova: incluso después de bajar la resolución de la imagen submuestrean-
do, y tras aplicar una máscara cerebral seguimos teniendo un problema en la
clasificación de dimensión N ∼ 10000 en los vectores de caracteŕısticas. Por
lo tanto, el tamaño de estos vectores es muy superior al número de mues-
tras (50-100 es un número realista), lo cual conduce al llamado problema de
tamaño muestral pequeño (en inglés small sample size problem) [Duin, 2000],
que explicaremos en detalle en la sección 3.3.



CAṔITULO 3

Aprendizaje Estad́ıstico Supervisado en

Neurociencias

El uso de algoritmos de aprendizaje estad́ıstico en el entrenamiento de
clasificadores para la decodificación de est́ımulos, estados mentales, compor-
tamientos y otras variables de interés a partir de imágenes neurológicas ha
tenido un interés creciente en los últimos años. Cada vez existen más es-
tudios que muestran que el aprendizaje estad́ıstico de clasificadores puede
usarse para extraer información nueva de datos de neuroimagen [Norman
et al., 2006; Haynes and Rees, 2006]. Las aplicaciones en las cuales el conjun-
to de entrenamiento comprende vectores de entrada con su correspondiente
vector objetivo (o etiqueta) se conocen como problemas de aprendizaje super-
visado. Una vez entrenados, los clasificadores pueden usarse para determinar
si las caracteŕısticas usadas contienen información de clase. Si el clasificador
captura la relación existente entre las caracteŕısticas de las clases, entonces
será capaz de predecir la clase a la que pertenecen muestras nunca vistas
anteriormente.
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3.1. Aprendizaje supervisado

Una rama importante de los métodos de ayuda al diagnóstico médico por
ordenador se basa en las técnicas conocidas como métodos de clasificación,
en el contexto de la Teoŕıa de Aprendizaje Estad́ıstico. Estas técnicas consis-
ten en la extracción de cierta información a partir de un conjunto de datos
(aprendizaje automático), que es empleada posteriormente para determinar
diagnósticos de nuevos pacientes. En el sentido más amplio, cualquier méto-
do que incorpora información de un conjunto de muestras para el diseño de
una función clasificadora emplea aprendizaje. Con aprendizaje nos referimos,
en este contexto, a un procedimiento algoŕıtmico para reducir el error de la
clasificación en el conjunto de entrenamiento. Dado que casi todos los prob-
lemas de reconocimiento de patrones son bastante complejos se suele invertir
la mayor parte del tiempo en la fase de aprendizaje.

Una de las formas más populares de aprendizaje automático se denomina
con el sufijo de supervisado. El aprendizaje supervisado implica el uso de
datos de entrenamiento sobre los que se conoce la clase a la que pertenecen.
En el caso de diagnóstico, las clases vendrán determinadas mediante una
etiqueta binaria (±1), que determinará si el paciente padece o no la enfer-
medad. El proceso de etiquetado dependerá de la base de datos en concreto,
aunque en general se asumirá que el error en el etiquetado es despreciable.
Aśı, las imágenes cerebrales contendrán la información de diferentes procesos
que tienen lugar en el cerebro en forma de distribuciones de intensidad en 3
dimensiones y sus etiquetas correspondientes. La distribución de intensidad
I corresponderá a diferentes aspectos de la actividad funcional del cerebro,
ya sea una imagen SPECT o PET (como por ejemplo la tasa de consumo de
glucosa), y estará discretizada a un número n finito de elementos de volumen
llamados voxels. Podremos agrupar el conjunto de datos originales a partir
de los valores que toma la intensidad en los diferentes puntos del cerebro,
para formar vectores:

x = (I1, I2, ..., IN ) (3.1)

que nos permitirán construir los objetos del aprendizaje supervisado: los
vectores de caracteŕısticas.

Definición 1: El conjunto de datos experimentales o muestras
en el proceso de clasificación estará formado por un conjunto
de vectores de caracteŕısticas xi ∈ �n, i = 1, ..., N , siendo n
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la dimensión del espacio de caracteŕısticas H. Este conjunto de
vectores de caracteŕısticas se dividirá en 2 subconjuntos: datos de
entrenamiento y datos de test:

Diremos que un vector de caracteŕısticas xi es un vector de
entrenamiento si pertenece al subconjunto de entrenamiento
X ⊂ �n. Expresado matemáticamente, xi ∈ X .

Diremos que un vector de caracteŕısticas x̄j es un vector de
test si pertenece al subconjunto de test Y ⊂ �n. Expresado
matemáticamente, x̄j ∈ Y .

La unión de estos dos subconjuntos formará el espacio de
caracteŕısticas H, es decir, H = X ∪ Y . En nuestro caso
concreto, asumiremos que H es sencillamente �n.

Los vectores de caracteŕısticas se obtendrán del conjunto de datos ori-
ginales (3.1), tomándose toda o parte de la información contenida en ellos.
A menudo se obtendrán de ellos aquellas caracteŕısticas más representativas
para efectuar la clasificación, lo que supondrá una disminución del tamaño de
los datos originales, cuestión que abordaremos en profundidad en la sección
3.3. Una vez obtenidos los vectores de caracteŕısticas, será posible definir el
clasificador:

Definición 2: Se define un clasificador como una función f =
f(xi, ω), dependiente de unos parámetros ω y construida a partir
de los datos de entrenamiento n-dimensionales xi ∈ X y sus co-
rrespondientes etiquetas yi, tal que clasifica un nuevo vector de
test x̄j ∈ Y , asignándole un valor zj ∈ {±1} correspondiente a
cada clase:

f : �n −→ {±1}
x̄j ∈ Y 7−→ f(x̄j, ω) = zj

(3.2)

El objetivo del proceso de aprendizaje supervisado es construir una fun-
ción o clasificador de manera que f categorice correctamente nuevos patrones
xj. Aśı, el proceso de clasificación se puede dividir en dos etapas: el entre-
namiento y el test. En la etapa de entrenamiento se define el clasificador
de acuerdo con un conjunto de vectores de caracteŕısticas de entrenamiento
xi ∈ X , cuyas etiquetas son conocidas. La forma exacta del clasificador de-
penderá del modelo propuesto para la tarea de clasificación, y los parámetros
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desconocidos del modelo serán estimados empleando los patrones de entre-
namiento xi ∈ X , i = 1, ..., l. El algoritmo de aprendizaje automático consis-
tirá en estimar los parámetros ω, de manera que el error de clasificación sobre
el conjunto de entrenamiento sea mı́nimo. Una vez definido, el clasificador se
emplea para establecer categoŕıas sobre muestras desconocidas pertenecientes
al conjunto de test.

La elección de los conjuntos de entrenamiento y test es un problema
ampliamente estudiado en la literatura. Una condición necesaria es que los
conjuntos sean independientes, es decir, que no existan elementos del con-
junto de test que hayan sido utilizados en el entrenamiento del clasificador.
Expresado matemáticamente requiere que:

X
⋂

Y = {x1,x2, ...,xl}
⋂

{x̄1, x̄2, ..., x̄m} = ⊘ (3.3)

Además, es importante que estos conjuntos sean muestras representativas
de la población que se quiere estudiar y clasificar, ya que esto permitiŕıa
construir el clasificador adecuadamente y dar una buena representación de
su comportamiento.

El método que permite evaluar los resultados de cualquier análisis es-
tad́ıstico se conoce como validación, y se estudiará en la sección 3.6. Uno de
los aspectos interesantes a evaluar de un clasificador es cómo los resultados
pueden ser generalizados a un conjunto de datos independientes. La generali-
zación es un concepto central en el diseño de clasificadores y hace referencia
a la capacidad de un clasificador construido a partir de un conjunto muestral
de entrenamiento determinado, para describir la estructura subyacente de la
población total, y no de la muestra concreta. Aśı, un clasificador con buena
capacidad de generalización será capaz de operar correctamente con nuevos
datos independientes. Otros aspectos a valorar sobre el rendimiento de un
clasificador se estudiarán en la sección 3.5.

Es posible que el conjunto de vectores de caracteŕısticas quede represen-
tado de una manera más simple en un espacio diferente al original. En estos
casos, la eficiencia del clasificador mejorará cuando se realice la transforma-
ción oportuna, a través de las funciones conocidas como kernels. El criterio
a seguir lo marcará el Teorema de Mercer, estudiado en la sección 8.1, im-
poniendo las condiciones necesarias para que esta transformación pueda tener
lugar.

Los métodos de clasificación, por tanto, son técnicas complejas en las
que intervienen varios factores: definición del clasificador, extracción de ca-
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racteŕısticas, aprendizaje o entrenamiento, y test. Uno de los problemas que
será necesario a la hora de construir un clasificador eficaz de imágenes médi-
cas para la ayuda al diagnóstico, es el problema del pequeño tamaño muestral,
que se produce cuando el número de pacientes que intervienen en los estu-
dios es muy pequeño en comparación con la gran cantidad de información
contenida en las imágenes cerebrales. En la sección 3.3 estudiaremos cómo
abordar este problema.

3.2. Procesado

3.2.1. Eliminación de outliers

Un outlier se define como un punto que se sitúa lejos de la media de
la variable aleatoria correspondiente. Esta distancia se mide con respecto a
un umbral determinado, habitualmente un número de veces las desviación
t́ıpica. Para una variable aleatoria distribuida normalmente una distancia de
dos veces la desviación t́ıpica cubre un 95 % de los puntos, y una distancia de
tres veces la desviación t́ıpica cubre un 99 % de los puntos. Puntos con valores
muy diferentes del valor medio producen grandes errores durante la fase
de entrenamiento y pueden tener efectos desastrosos. Estos efectos pueden
ser incluso peores que cuando los outliers proceden de medidas ruidosas.
Si el número de outliers es muy pequeño normalmente se descartan. Sin
embargo, si ese no es el caso y son resultados de una distribución con largas
colas, entonces el diseñador debe adoptar funciones de coste que no sean
muy sensibles a la presencia de outliers ya que los errores grandes dominan
la función de coste debido a los términos cuadráticos [Huber, 1981].

3.2.2. Normalización de los datos

En muchas situaciones prácticas el diseñador de un clasificador debe en-
frentarse a caracteŕısticas cuyos valores se encuentran en rangos dinámicos
diferentes. Aśı, caracteŕısticas con valores altos pueden tener más influencia
en la función de coste que caracteŕısticas con valores pequeños, aunque esto
no refleja necesariamente su significancia respectiva en el diseño del clasifi-
cador. El problema se soluciona normalizando las caracteŕısticas de modo que
se encuentren en rangos de valores similares. Una técnica sencilla es la nor-
malización mediante las estimaciones de la media y la varianza. Para N datos
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disponibles del k-ésimo vector n-dimensional de caracteŕısticas, se tiene:

x̄k =
1

N

N
∑

i=1

xik k = 1, 2, ..., n

σ2 =
1

N − 1

N
∑

i=1

(xik − x̄2
k) (3.4)

x̂ik =
xik − x̄k

σk

Las caracteŕısticas normalizadas tendrán entonces media cero y varianza
unidad. Esto es obviamente un método lineal. Otras técnicas lineales limitan
los valores de las caracteŕısticas a rangos entre [0, 1] o [−1, 1] mediante un
escalado apropiado. Además de las técnicas lineales, existen métodos no li-
neales que se pueden emplear en casos en los que ni siquiera están distribuidos
en torno a una media. En tales casos, transformaciones basadas en funciones
no lineales (ver sección 8.1) pueden usarse para mapear los datos a intervalos
espećıficos. Un candidato popular es el siguiente escalado:

y =
xik − x̄k

rσk

, x̂ik =
1

1 + exp(−y)
, (3.5)

Se trata de una función de escalado que limita los datos al rango [0, 1]. Usando
una aproximación de series de expansión, es fácil ver que para pequeños
valores de y se trata de una función aproximadamente lineal para xik. El
rango de valores de xik que corresponde a la sección lineal depende de la
desviación t́ıpica y del factor r, definido por el usuario. Valores lejanos de la
media se escalan exponencialmente.

3.3. Extracción de caracteŕısticas

Desde un punto de vista cuantitativo, se pretende seleccionar las carac-
teŕısticas que conduzcan a una distancia entre clases grande y a una pequeña
varianza intra-clase en el espacio del vector de caracteŕısticas. Esto significa
que las caracteŕısticas deben estar distantes para clases diferentes y tomar
valores cercanos para la misma clase. Para lograr este fin existen varios esce-
narios. Uno de ellos es evaluar las caracteŕısticas individualmente y descartar
aquéllas con pequeña capacidad discriminatoria [Chaves et al., 2009; Ramı́rez
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et al., 2010; Salas-Gonzalez et al., 2009a,b]. Otra alternativa mejor es exami-
narlas en combinaciones [Ramı́rez et al., 2008]. A veces, la aplicación de una
transformación lineal o no lineal al vector de caracteŕısticas puede conducir
a un nuevo vector con mejores propiedades discriminatorias [Álvarez et al.,
2009b,a, 2010; López et al., 2009c,d].

La teoŕıa de aprendizaje estad́ıstico establece la habilidad de un clasifi-
cador para agrupar de manera efectiva N puntos de un espacio de alta dimen-
sionalidad en dos clases diferentes [Cover, 1965]. Consideremos N puntos en
un espacio de caracteŕısticas n-dimensional. Se asume que los puntos están
bien distribuidos, de manera que no existe ningún subconjunto de N − 1
puntos que se sitúen en un hiperplano de dimensión menor que n − 1. El
número O(l, N) de agrupaciones que pueden ser formadas por hiperplanos
(n−1)-dimensionales para separar los N puntos en dos clases viene dado por
[Cover, 1965]:

O(N,n) = 2
n
∑

i=0

(

N − 1

i

)

(3.6)

donde

(

N − 1

i

)

=
(N − 1)!

(N − 1 − i)!i!
(3.7)

Por lo tanto, la probabilidad de agrupar N puntos en un espacio de ca-
racteŕısticas n-dimensional en 2 clases linealmente separables será:

P n
N =

O(N,n)

2N
=

{

1
2N−1

∑n
i=0

(

N−1
i

)

N > n + 1
1 N ≤ n + 1

(3.8)

La Figura 3.1 muestra la probabilidad P n
N como una función de n/N . Para

espacios de caracteŕısticas de baja dimensión (n/N < 0,3), la probabilidad
de separación de clases P n

N es prácticamente cero, esto es, los clasificadores
lineales tienen un bajo rendimiento para discernir entre dos clases. Sin em-
bargo, cuando se aumenta la dimensión del espacio de caracteŕısticas, la
probabilidad de que el conjunto de N puntos sea separable se aproxima a la
unidad. Aśı, como intuitivamente parece claro, añadir información al vector
de caracteŕısticas mejora la separabilidad de clases para el caso de clasificador
lineal.
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Figura 3.1: Probabilidad de agrupar N puntos en un espacio de caracteŕısticas
n-dimensional en 2 clases linealmente separables.

Por otro lado, el hecho de que un cociente n/N pequeño produce bajos
valores para probabilidad de separabilidad puede resolverse para un número
fijo N de puntos a clasificar mediante un mapeo a un espacio de dimensión
mayor. Esto puede conseguirse a través del uso de kernels, que involucran
el uso de un producto interno no lineal (ver sección 8.1), convirtiendo el
espacio de caracteŕısticas en otro de dimensión mayor donde P n

N aumente, y
un clasificador lineal pueda operar satisfactoriamente.

A la vista de la Figura 3.1 y de la ecuación 3.8 es natural pensar que un
aumento de la dimensión del espacio de caracteŕısticas será siempre benefi-
cioso para discriminar entre dos clases. Paradójicamente, ocurre exactamente
lo contrario, dando lugar al problema conocido como la maldición de la di-
mensionalidad (en inglés, curse of dimensionality) o el fenómeno del máxi-
mo (en inglés, peaking phenomenon). Este problema se describe como una
reducción de la eficacia de un clasificador al añadir nuevas caracteŕısticas a
los vectores de entrenamiento cuando el número de éstos es relativamente
pequeño en comparación con número de caracteŕısticas. El problema radi-
ca en que para definir un clasificador en un espacio de caracteŕısticas de
alta dimensionalidad es necesario estimar un numero de parámetros compa-
rable a la dimensión del espacio. Por ejemplo, en el caso de un clasificador
lineal, será necesario estimar n + 1 parámetros en un espacio de caracteŕısti-
cas n-dimensional. Por lo tanto, aunque el clasificador separe los datos de
entrenamiento satisfactoriamente, la fiabilidad en la estimación de los pará-
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metros del clasificador será baja, ya que se estimarán muchos parámetros
con un número muy reducido de vectores de entrenamiento. El clasificador
construido con esta limitación tendrá, por consiguiente, una baja capacidad
de generalización.

El problema de la maldición de la dimensionalidad justifica el uso de técni-
cas de reducción de la dimensionalidad del espacio de caracteŕısticas, cuando
el numero de caracteŕısticas usadas para diseñar el clasificador es mucho
mayor que el número de vectores de entrenamiento disponibles. Aunque éste
es el principal motivo para hacerlo, existen otras motivaciones adicionales
para reducir la dimensión del espacio de caracteŕısticas hasta un mı́nimo
razonable:

La reducción del coste computacional de los algoritmos de entrenamien-
to y test.

Eliminación de la correlación entre caracteŕısticas.

Selección de las caracteŕısticas mas relevantes para la clasificación.

Aśı, aunque el problema de la maldición no exista, es natural suponer que
el uso de un subconjunto de caracteŕısticas con mejor capacidad de discrimi-
nación entre clases optimizará tanto el coste computacional del algoritmo de
clasificación como el rendimiento del mismo.

El primer enfoque que examinaremos para la obtención del subconjunto de
caracteŕısticas para construir los vectores de entrenamiento y test introduce
un proceso independiente con este fin, que ocurre antes de la categorización
del vector de caracteŕısticas. Por esta razón los podŕıamos denominar méto-
dos de prefiltrado [John et al., 1994], ya que mediante ellos se descartan los
atributos irrelevantes para la clasificación antes de que ésta tenga lugar. Este
paso de preprocesamiento de los datos usa aspectos generales del conjunto de
entrenamiento para seleccionar o extraer unas caracteŕısticas y excluir otras.
De esta manera, los métodos de prefiltrado no dependen del algoritmo de
clasificación y podrán ser combinados con cualquiera de estos algoritmos, sin
más que usar el subconjunto de caracteŕısticas obtenido mediante filtrado
para clasificación.

Remuestreo de la imagen

El método de filtro más sencillo que usaremos para reducir la dimensión
del espacio de caracteŕısticas en el caso de imágenes médicas será el de reducir
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el tamaño de las imágenes mediante subsampling o remuestreo. Si la compre-
sión de las imágenes no es elevada, éste es un método eficaz para disminuir
la dimensión del espacio de caracteŕısticas, obteniéndose un subconjunto de
caracteŕısticas que recoge prácticamente la misma información que los datos
originales.

Descarte de voxels con baja intensidad

Es posible seleccionar un subconjunto de datos para clasificación mediante
la construcción de una máscara binaria que extraiga de las imágenes aque-
llos voxels cuya intensidad sobrepase un ĺımite prefijado. Una razón evidente
para usar este método es que, fijando el umbral de selección adecuadamente,
permitirá seleccionar aquellos voxels de la imagen tomográfica que repre-
senten regiones del cerebro, descartando todas aquellas regiones que quedan
fuera del cerebro o cuya intensidad es muy baja y no contiene información
útil para la clasificación. La definición exacta parte del cálculo de la ima-
gen media del conjunto de datos. Considerando que tenemos un conjunto de
imágenes cerebrales Γ1,Γ2, ...,ΓN , se define la imagen media como:

µ =
1

N

N
∑

i=1

Γi (3.9)

donde {Γi ∈ �
n} es la imagen i muestral. Se define la máscara E binaria a

partir de los valores ǫj:

ǫj =

{

1 si (µj > t)
0 si (µj ≤ t)

j = 1, ..., n (3.10)

donde t es un umbral de intensidad fijado a priori. Con estos valores se puede
construir la matriz de máscara E como:

E = diag (ǫ1, ǫ2, ..., ǫn) (3.11)

De esta manera, la aplicación de la máscara E sobre un vector imagen Γi:

Γ̂T
i = ΓT

i E (3.12)
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Figura 3.2: Secciones transversales de: Columna izquierda: Un paciente nor-
mal. Columna central: Un paciente con EA. Columna derecha: Máscara.

producirá un nuevo vector columna Γ̂i. Este nuevo vector contendrá única-
mente la información de aquellos voxels cuya intensidad promedio en el con-
junto de muestras supere un valor fijado por t. Si t es pequeño se obtendrá una
máscara que seleccione el interior del cerebro, y aumentando paulatinamente
el valor de t, se irán descartando aquellas regiones en las que la intensidad
promedio no sea muy alta. Este segundo caso queda reflejado en la Figura 3.2,
y puede introducir mejoras para nuestros intereses, ya que las regiones cuya
intensidad promedio sea baja, tanto en las imágenes de pacientes afectados
por el Alzheimer como para los pacientes control, son regiones con menor
capacidad de discriminación de la enfermedad de Alzheimer.

3.4. Medidas de separabilidad de clases

Entre los elementos de los vectores de caracteŕısticas existe una inevitable
correlación que influye en la capacidad de clasificación. En esta sección se
proponen métodos para medir la efectividad discriminatoria de los vectores
de caracteŕısticas. Esta información se puede usar de dos modos. Por un
lado, nos permite combinar caracteŕısticas apropiadamente y terminar con “el
mejor” vector para una dimensión dada n. Por otro lado, los datos se pueden
transformar desde la base de un criterio óptimo que dé lugar a caracteŕısticas
de alto poder de clasificación [Theodoridis and Koutroumbas, 2003]. Algunas
de estas medidas de separabilidad se presentan a continuación.
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3.4.1. Divergencia

Dadas dos clases ω1 y ω2 y un vector de caracteŕısticas x, la regla de
Bayes (ver Sección 4.2) selecciona ω1 si:

P (ω1|x) > P (ω2|x) (3.13)

El factor P (ω1|x)
P (ω2|x)

puede llevar información útil acerca de la capacidad dis-
criminatoria asociada con un cierto vector de caracteŕısticas x, con respecto
a las dos clases ω1 y ω2. Alternativamente, dados los valores P (ω1), P (ω2),

la misma información reside en la razón p(x|ω1)
p(x|ω2)

≡ D12(x) y puede usarse
como medida de la información discriminante existente de la clase ω1 con
respecto a ω2. Claramente, para clases completamente superpuestas se ob-
tiene D12(x) = 0. Puesto que x toma diferentes valores, es lógico considerar
el valor medio sobre la clase ω1

D12 =

∫ +∞

−∞

p(x|ω1) ln
p(x|ω1)

p(x|ω2)
dx (3.14)

Del mismo modo, se define para la clase ω2

D21 =

∫ +∞

−∞

p(x|ω2) ln
p(x|ω2)

p(x|ω1)
dx (3.15)

La suma

d12 = D12 + D21 (3.16)

se conoce como divergencia y puede usarse como medida de separabilidad
para las clases ω1 y ω2, con respecto al vector dado x. La divergencia tiene
las siguientes sencillas propiedades:

dij ≥ 0
dij = 0 si i = j
dij = dji

(3.17)

Si las componentes del vector de caracteŕısticas son estad́ısticamente inde-
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pendientes, entonces se puede demostrar que:

dij(x1, x2, ..., xn) =
n
∑

r=1

dij(xr) (3.18)

Asumiendo ahora que las funciones de densidad de probabilidad son Gaus-
sianas N (µi, Σi) y N (µj, Σj) respectivamente, el cálculo de la divergencia se
simplifica y no es dif́ıcil demostrar que

dij =
1

2
traza{Σ−1

i Σj+Σ−1
j Σi−2l}+

1

2
(µi−µj)

T (Σ−1
i +Σ−1

j )(µi−µj) (3.19)

Para el caso unidimensional, se convierte en

dij =
1

2

(

σ2
j

σ2
i

+
σ2

i

σ2
j

− 2

)

+
1

2
(µi − µj)

2

(

1

σ2
i

+
1

σ2
j

)

(3.20)

Como ya se ha señalado, esta medida de separabilidad no depende única-
mente de la diferencias entre los valores medios, sino que también es depen-
diente de las varianzas. Además, dij puede ser alto incluso con valores medios
iguales, siempre y cuando las varianzas difieran de forma significante. Aśı, la
separación de clases es posible incluso cuando las medias son iguales.

Indagando un poco más en la ecuación 3.19, si las matrices de covarianza
de las dos distribuciones Gaussianas son iguales, Σi = Σj = Σ, entonces la
divergencia se simplifica aún más:

dij = (µi − µj)
TΣ−1(µi − µj) (3.21)

que no es más que la distancia de Mahalanobis entre los correspondientes
vectores medios. Además esto tiene otra implicación interesante: en este ca-
so se tiene una relación directa entre la divergencia dij y el error de Bayes,
es decir, el mı́nimo error que se puede alcanzar cuando se adopta un es-
pećıfico vector de caracteŕısticas. Ésta es la propiedad más deseable para
cualquier medida de separabilidad. Desafortunadamente, dicha relación de la
divergencia con el error de Bayes no es posible para otras distribuciones más
generales. Además, en Swain and King [1973]; Richards [1995] se señala que
la dependencia espećıfica de la divergencia de los vectores medios puede lle-
var a confusión, en el sentido de que pequeñas variaciones en dicha diferencia
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pueden dar lugar a cambios grandes en la divergencia, los cuales sin embargo
no se vean reflejados en el error de clasificación.

3.4.2. Matrices de dispersión

Una desventaja de la medida de separabilidad propuesta en la sección
anterior es que no es fácilmente computable a menos que se asuman distribu-
ciones Gaussianas. Aqúı se propone un criterio más sencillo formado a partir
de la información relacionada con el modo en el que las muestras de los vec-
tores de caracteŕısticas están dispersas en el espacio n-dimensional. Con ese
fin se definen las siguientes matrices:

Matriz de dispersión intra-clase

Sw =
c
∑

i=1

PiSi (3.22)

donde c es el número de clases y Si es la matriz de covarianza para la clase i

Si = E[(x − µi)(x − µi)
T ] (3.23)

y Pi es la probabilidad a priori de la clase i. Es decir, Pi ≈ Ni/N , donde Ni

es el número de muestras de la clase ωi del total de muestras, N . Obviamente,
la traza de Sw es una medida de la media de la varianza de las caracteŕısticas
sobre todas las clases.

Matriz de dispersión inter-clase

Sb =
c
∑

i=1

Pi(µi − µ0)(µi − µ0)
T (3.24)

donde µ0 es el vector media global

µ0 =
c
∑

i

Piµi (3.25)
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La traza de Sb es una medida de la distancia promediada sobre todas las
clases entre la media de cada clase individual y el respectivo valor medio
global.

Matriz de dispersión mixta

Sm = E[(x − µ0)(x − µ0)
T ] (3.26)

es decir, Sm es la matriz de covarianza del vector de caracteŕısticas con re-
specto a la media global. No es dif́ıcil demostrar que

Sm = Sw + Sb (3.27)

Su traza es la suma de las varianzas de las caracteŕısticas en torno a la
respectiva media global. De estas definiciones es fácil ver que el criterio

J1 =
traza{Sm}

traza{Sw}
(3.28)

toma valores mayores cuando las muestras en el espacio n-dimensional están
agrupadas en torno a sus medias, dentro de cada clase, y las agrupaciones de
diferentes clases están bien separadas. A veces Sb se usa en lugar de Sm. Otro
criterio alternativo surge si se usan los determinantes en lugar de las trazas.
Esto se justifica para matrices de dispersión simétricas y definidas positivas
de modo que sus autovalores sean positivos. La traza es igual a la suma de los
autovalores, mientras que el determinante es el producto de los autovalores.
Por tanto, valores altos de J1 también se corresponde con valores altos de

J2 =
|Sm|

|Sw|
= |S−1

w Sm| (3.29)

Una variante de J2 comúnmente usada es

J3 = traza{S−1
w Sm} (3.30)

Los criterios J2 y J3 tienen la ventaja de ser invariantes bajo transformaciones
lineales. En Fukunaga [1990] se definen otros criterios mediante varias com-
binaciones de Sw, Sb y Sm con formulaciones de “traza” o “determinante”.
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Sin embargo, si se usa el determinante, hay que tener especial cuidado con
Sb, puesto que |Sb| = 0 para c < n. Esto es debido a que Sb es la suma de c
matrices de dimensión n × n de rango 1 cada una.

Estos criterios toman una forma especial en el caso unidimensional de
dos clases. En este caso, es fácil ver que para clases equiprobables |Sw| es
proporcional a σ2

1 +σ2
2 y |Sb| proporcional a (µ1 −µ2)

2. Combinando Sb y Sw

resulta el aśı llamado criterio discriminante de Fisher (FDR de sus siglas en
inglés Fisher Discriminant Ratio):

FDR =
(µ1 − µ2)

2

σ2
1 + σ2

2

(3.31)

FDR a veces se usa para cuantificar las capacidades de separabilidad de
caracteŕısticas individuales.

3.5. Parámetros de valoración del rendimien-

to de un clasificador

El objetivo último de un clasificador consiste en asignar correctamente
una etiqueta a un patrón de test. En el caso de clasificación binaria, en la que
los datos están divididos entre etiquetas positivas o negativas, existirán dos
posibles errores que el clasificador puede cometer: clasificar como positivo un
patrón que en realidad era negativo o viceversa. Estas posibilidades vienen
reflejadas en la Tabla 3.1, donde se compara el resultado del test con la
etiqueta original, dando lugar a positivo verdadero o TP (True Positive)
cuando los dos coinciden en valor positivo, falso positivo o FP (False Positive)
cuando el test da positivo siendo la etiqueta original negativa, falso negativo
o FN (False Negative) cuando el test da negativo siendo la etiqueta original
positiva y negativo verdadero o TN (True Negative) cuando los dos coinciden
en valor negativo.

La capacidad de un clasificador para detectar los positivos verdaderos se
mide a través de la sensibilidad, que se define como:

Sensibilidad =
TP

TP + FN
(3.32)

de manera que una sensibilidad del 100 % corresponderá a un clasificador
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Etiqueta

Positiva Negativa

Test
Positivo TP FP → Valor predictivo positivo

Negativo FN TN → Valor predictivo negativo

↓

Sensibilidad

↓

Especificidad

Tabla 3.1: Posibles resultados del test en función de la etiqueta.

que es capaz de detectar todos los pacientes etiquetados como positivos co-
mo tales. Por lo tanto, si un clasificador con alta sensibilidad da un resultado
negativo, éste será muy fiable, lo que puede ser usado para descartar la en-
fermedad. La sensibilidad esta relacionada con el error de tipo I en inferencia
estad́ıstica, que consiste en rechazar la hipótesis nula cuando en realidad es
cierta.

Por otro lado, la capacidad para detectar negativos verdaderos vendrá da-
da por la especificidad, definida como:

Especificidad =
TN

TN + FP
(3.33)

permitiendo que un clasificador con alta especificidad sea muy fiable a la
hora de confirmar la enfermedad, ya que raramente producirá un resultado
positivo que en realidad sea falso. La especificidad esta relacionada con el
error de tipo II donde se acepta la hipótesis nula cuando en realidad es falsa.

Sin embargo, valores altos tanto de la sensibilidad como de la especificidad
no tienen porque corresponder a un clasificador preciso. Se define la precisión
como:

Precisión =
TP + TN

TP + FP + FN + TN
(3.34)

Puede ocurrir que un clasificador tenga valores cercanos al 100 % de sen-
sibilidad y cercanos al 0 % de especificidad. Este clasificador no tendrá ca-
pacidad de discernir entre las clases, ya que será un clasificador que tome
cualquier patrón como positivo. Esto es equivalente a una clasificación al
azar, ya que su precisión rondará el 50 % para una muestra sin preponderan-
cia de ninguna de las dos clases. El clasificador deseable será aquel que tenga



64 3. Aprendizaje Estad́ıstico Supervisado

valores altos de sensibilidad, especificidad y precisión simultáneamente, y no
solo de alguno de ellos por separado.

Otros parámetros que pueden resultar interesantes son los valores pre-
dictivos. Éstos hacen referencia a la validez de un resultado de clasificación
positivo/negativo (valor predictivo positivo/negativo). Se podrá confiar más
en un resultado positivo de un clasificador con un vpp alto que uno con un vpp
menor. Sin embargo, los valores predictivos dependen de la preponderancia
de las clases, denominada prevalencia. Éste es un término de epidemioloǵıa
que determina la proporción de individuos de una población que, en este
caso, padece la enfermedad. Si el conjunto de test no tiene igual número de
positivos que de negativos, habrán de usarse las fracciones de probabilidad
positiva o negativa (fpp/fpn):

fpp =
sensibilidad

1 − especificidad
(3.35)

y

fpn =
1 − sensibilidad

especificidad
(3.36)

que no dependen de la prevalencia.

3.5.1. Curva ROC

A menudo será interesante valorar cómo se modifica el rendimiento de
un clasificador al modificar algún parámetro, ya sea del clasificador o en la
definición de algún paso anterior. Para este análisis será útil la representación
en el espacio ROC (receiver operating characteristic (ROC) [Fawcett, 2006]),
que no es más que una representación bidimensional de la tasa de positivos
verdaderos (sensibilidad) frente a la tasa de falsos positivos (1-especificidad).

En este espacio (véase la Figura 3.3), la mejor predicción correspon-
derá con un punto cercano a la esquina superior izquierda (D), represen-
tando sensibilidad del 100 % (ningún negativo falso) y especificidad 100 %
(ningún positivo falso), que producirá tambien una precisión del 100 %. El
punto D se llama tambien clasificación perfecta. Una clasificación completa-
mente aleatoria daŕıa un punto C en la ĺınea diagonal (llamada la ĺınea de
no-discriminación) de la parte inferior izquierda a la parte superior derecha.
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Figura 3.3: Representación en el espacio ROC

Por debajo de esta ĺınea estaŕıan resultados peores que la estimación al azar
E. Los puntos A y B representan clasificaciones adecuadas, la primera con
mayor sensibilidad que espeficicidad y la segunda con una especificidad mayor
que la sensibilidad.

3.6. Métodos de validación cruzada

La Validación cruzada, a veces denominada estimación por rotación [Ko-
havi and John, 1995; Devijver and Kittler, 1982], es una técnica muy popular
para evaluar cómo el resultado de un análisis estad́ıstico tiene mayor o menor
capacidad de generalización sobre un conjunto independiente de datos. Se
usa preferentemente en aplicaciones donde el objetivo último es la predic-
ción, y se emplea para estimar cómo de preciso es un modelo predictivo en
la práctica. Una ronda de validación cruzada consiste en dividir el conjunto
muestral en subconjuntos complementarios, y realizar el análisis en un sub-
conjunto (llamado el conjunto de entrenamiento), y validar este análisis en
otro subconjunto (llamado subconjunto de validación o de test). Para reducir
la variabilidad en la evaluación global de la generalización, se llevan a cabo
múltiples rondas de validación cruzada usando distintas particiones, y los re-
sultados de la validación son promediados sobre todas las rondas realizadas.

En los métodos de validación cruzada, el conjunto de test no supone
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un test ‘real’, ya que la etiqueta de los elementos del conjunto de test es
conocida. De esta manera, se puede comparar el resultado del test con la
etiqueta original, y determinar si se trata de un TP, FP, TN, o FN. Una vez
el proceso de itera sobre cada partición, se puede calcular cualquiera de las
cantidades definidas en la sección anterior.

La teoŕıa de la Validación Cruzada fue originalmente desarrollada por
Seymour Geisser y es de radical importancia para vigilar la posible presencia
del error estad́ıstico de tipo III en cualquier proceso de decisión. Este tipo de
error consiste en rechazar la hipótesis nula de manera correcta por razones
erróneas, que ocurre por ejemplo cuando el tamaño muestral es limitado. En
las siguientes secciones se detallan algunos de estos métodos de validación.

3.6.1. Validación por sub-muestreo aleatorio repetido

Este método divide aleatoriamente el conjunto de datos en dos conjuntos
de entrenamiento y validación. Para cada división, el clasificador es entre-
nado con el conjunto de entrenamiento y validado sobre los datos restantes.
Los resultados de cada división son promediados. La ventaja de este método
es que la proporción de la división entrenamiento/validación no depende del
número de iteraciones. Sin embargo, presenta una desventaja y es que algu-
nas muestras puede nunca ser seleccionadas en el subconjunto de validación,
mientras que otras pueden ser seleccionadas más de una vez. Es decir, los
conjuntos de validación pueden solaparse. Este método también exhibe la
variación Monte Carlo, esto es, los resultados variarán si el análisis se repite
con diferentes conjuntos aleatorios. Una variante de esta aproximación gene-
ra muestras aleatorias de tal forma que el valor de respuesta medio es igual
en los subconjuntos de entrenamiento y test. Esto es particularmente útil
cuando el conjunto muestral contiene una representación no balanceada en
las respuestas de las muestras.

3.6.2. Validación cruzada K -pliegues

En la validación K-pliegues, el conjunto muestral original se divide en K
subconjuntos [Breiman et al., 1984]. De los K subconjuntos, uno de ellos se
destina a validación para testar el modelo y los K−1 restantes se usan como
conjunto de entrenamiento. Después la validación cruzada se repite K veces
(los pliegues), con cada uno de los K subconjuntos usados una vez como
datos de validación. Los K resultados de cada pliegue son promediados (o
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combinados) para producir una única estimación.

La ventaja de este método sobre el anterior es que todas las observaciones
se usan tanto para entrenamiento como para test y cada observación se usa
para validación sólo una vez. Este método se suele usar cuando el número
de elementos de la muestra es muy grande, o cuando los algoritmos de clasi-
ficación son computacionalmente costosos, de manera que se tiene control
sobre el número de veces que se itera la validación a través del número K.
En este caso también puede considerarse que en cada pliegue se contenga la
misma proporción de etiquetas o respuestas.

3.6.3. Validación Leave-One-Out

La validación Leave-One-Out consiste en utilizar una sola muestra co-
mo observación de test y las restantes observaciones como entrenamiento
[Raudys and Jain, 1991]. Este proceso se repite N veces, siendo N el número
de muestras disponibles, de manera que todas las muestras son usadas una
vez como observaciones para la validación, por lo que se considera un caso
particular del anterior método de validación. La ventaja del método de dejar
uno fuera es que el conjunto de entrenamiento es lo más grande que la mues-
tra permite, aumentando la estad́ıstica en la estimación de los parámetros del
clasificador. Por contra, este método puede ser computacionalmente costoso
dado el gran número de veces que se repite el proceso de validación, si el
número de elementos de la muestra es grande.

En el caso de diagnóstico médico, éste será a menudo el método de vali-
dación elegido, ya que el número de pacientes de una base de datos habitual
es suficientemente reducido para que el uso de la validación dejar uno fuera
no suponga un gran coste computacional.





CAṔITULO 4

Métodos de Clasificación

Uno de los problemas más habituales en ciencias y matemáticas es el
problema de clasificación de objetos en un dominio particular, es decir, se-
parar dichos objetos en clases más pequeñas y proporcionar los criterios para
determinar si un objeto de dicho dominio pertenece a una de esas clases o
no. Dependiendo de la aplicación, estos objetos pueden ser imágenes, for-
mas de onda o cualquier otro tipo de medida que requiera ser clasificada.
En muchos casos estos objetos se denominan patrones, refiriéndose entonces
como reconocimiento de patrones a la tarea de clasificarlos. El campo de re-
conocimiento de patrones se ocupa por tanto del descubrimiento automático
de regularidades en los datos a través del uso de algoritmos computarizados
y hace uso de esas regularidades para clasificar los datos en categoŕıas. En
este caṕıtulo se presentan las bases teóricas de los métodos de clasificación
empleados en la tarea de categorización de imágenes neurológicas.
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4.1. Linealidad de un clasificador

El objetivo de la clasificación es tomar un vector de entrada x y asignarle
una de las c clases discretas ωk donde k = 1, ..., c. El escenario de clasificación
más común considera que las clases son disjuntas, es decir, a cada entrada
se le asigna una única clase. El espacio de entrada por tanto se divide en
regiones de decisión cuyas fronteras se denominan fronteras de decisión o
superficies de decisión. Los modelos lineales de decisión para un vector de
entrada x están definidos por hiperplanos de dimensión (n − 1), siendo n la
dimensión del espacio de entrada. Cuando los conjuntos de datos pueden ser
separados exactamente por superficies lineales se dicen que son linealmente
separables.

La principal diferencia entre clasificadores lineales y no lineales es que
para los clasificadores lineales, su función de decisión g(x) se basa en una
combinación lineal de los vectores de entrada

g(x) = wTx + w0 (4.1)

donde w = [w1w2...wn] se conoce como el vector pesos constante, y w0 como el
umbral. Para clasificadores no lineales, las funciones de decisión no dependen
únicamente de combinaciones lineales de los vectores de caracteŕısticas, y
normalmente estas funciones son más dif́ıciles de optimizar aunque también
más precisas en la clasificación.

4.2. Criterio de Bayes

En un test de dos hipótesis, la regla de decisión óptima que minimiza la
probabilidad de error es el conocido clasificador de Bayes. Los clasificadores
basados en las reglas bayesianas se han usado en diferentes problemas de
reconocimiento de caras [Shakhnarovich and Moghaddam, 2004; Wang and
Tang, 2003] y clasificación de imagen neurológica [López et al., 2009b]. El
clasificador de Bayes evalúa la función de probabilidad a posteriori [Fuku-
naga, 1990]. Sea {ω1, ω2, ..., ωc} las clases y x el vector de caracteŕısticas de
entrada. La función de probabilidad a posteriori de ωi dada x se define como

P (ωi|x) =
p(x|ωi)P (ωi)

P (x)
, i = 1, 2, ..., c. (4.2)
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donde p(x|ωi) es la función de densidad de probabilidad condicional de x
dada ωi, P (ωi) es la probabilidad a priori y P (x) la densidad conjunta. La
regla de decisión maximum a posteriori (MAP) para el clasificador Bayesiano
se define como

p(x|ωi)P (ωi) = máx
j

{p(x|ωj)P (ωj)}, x ∈ ωi (4.3)

es decir, al vector de test x se le asigna la clase ωi cuya probabilidad a
posterior dado x sea la mayor de entre todas las clases. Para el problema
de clasificación de imágenes neurológicas que nos concierne, la probabilidad
a priori P (ωi) se establece inicialmente al valor 0,5, es decir, la probabili-
dad inicial del test de pertenecer a una de las dos clases AD (Alzheimer)
y NORMAL es igualmente probable. En cuanto a la función de densidad
de probabilidad condicional, habitualmente no existen muestras suficientes
para estimarla para cada clase (densidad intra-clase). Se suele optar por el
compromiso de asumir una forma de densidad particular y convertir por tan-
to la estimación general de la densidad en un problema paramétrico. Las
densidades intra-clase suelen ser modeladas como distribuciones normales:

p(x|ωi) =
1

(2π)n/2|Σi|1/2
× exp

{

−
1

2
(x − µi)

TΣ−1
i (x − µi)

}

(4.4)

donde µi y Σi son la media y la matriz de covarianza de las muestras de la
clase ωi, respectivamente.

La Figura 4.1 muestra datos pertenecientes a dos clases y la frontera
de decisión definida por la regla de Bayes. Las distribuciones de densidad
de las muestras se asumen como Gaussianas. Las elipses alrededor de las
agrupaciones muestran las ĺıneas de igual densidad de probabilidad de la
Gaussiana. Considerando las probabilidades a priori iguales para los datos
de la clase ω1 (representados en la figura con puntos azules) y la clase ω2

(representados por cruces rojas), la ĺınea verde divide el plano 2D en dos
regiones, de modo que una muestra situada encima o debajo de dicha ĺınea
es más probable que pertenezca a la clase ω1 o a la clase ω2, respectivamente.

En el caso de dos clases, supongamos que las covarianzas de las clases son
idénticas. Entonces reescribiendo la ecuación 4.2 se obtiene que

P (ω|x) = σ(wTx + ω0) (4.5)
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Figura 4.1: Ĺınea de decisión diseñada por un clasificador bayesiano para dos
clases cuyas funciones de distribución de densidad se asumen como Gaus-
sianas.

siendo

w = Σ−1(µ1 − µ2) (4.6)

w0 = −
1

2
µT

1 Σ−1µ1 +
1

2
µT

2 Σ−1µ2 + ln
P (ω1)

P (ω2)
(4.7)

y σ(a) es la función sigmoide loǵıstica y se define como sigue

σ(a) =
1

1 + exp(−a)
(4.8)

con

a = ln
p(x|ω1)P (ω1)

p(x|ω2)P (ω2)
(4.9)

Se puede ver que los términos cuadráticos en x de los exponentes de las
densidades Gaussianas se han cancelado (debido a la asunción de matrices de
covarianza comunes) dando lugar a una función lineal de x en el argumento
de la sigmoide loǵıstica. Las probabilidades a priori P (ωi) afectan sólo al
parámetro ω0 de modo que cambios en estas probabilidades a priori tienen
el efecto de desplazar paralelamente la frontera de decisión.
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Si no se asume una matriz de covarianza compartida, y se permite a cada
densidad condicional de clase p(x|ωi) que tenga su propia matriz Σi, entonces
las cancelaciones de antes ya no se dan y se obtienen funciones cuadráticas
de x, dando lugar al discriminante cuadrático.

4.3. Máquinas de Vectores de Soporte (SVM)

Desde su introducción a finales de los años 70 [Vapnik, 1982], las máquinas
de vectores de soporte (SVMs) marcaron el comienzo de una nueva era en
el paradigma del aprendizaje a partir de ejemplos [Burges, 1998; Joachims,
1998]. SVM ha atráıdo recientemente la atención de la comunidad dedicada
al reconocimiento de patrones debido a la cantidad de méritos derivados de
la Teoŕıa del Aprendizaje Estad́ıstico [Vapnik, 1995, 1998] desarrollada por
Vladimir Vapnik en AT&T. Estas técnicas se han usado en una gran cantidad
de aplicaciones incluyendo la detección de actividad de voz (VAD) [Enqing
et al., 2002a,b; Qi et al., 2004; Ramı́rez et al., 2006b,a; Yélamos et al., 2006],
recuperación de imágenes basadas en contenido [Tao et al., 2006], clasificación
de texturas [Kim et al., 2002], predicción de series temporales [Górriz et al.,
2004] y diagnosis de imágenes médicas [Fung and Stoeckel, 2007; Kalatzis
et al., 2003; Salas-Gonzalez et al., 2009d, 2010; López et al., 2009b].

4.3.1. SVM lineal

Una de las mayores ventajas de los clasificadores lineales es su simpli-
cidad y atractivo computacional. En este apartado supondremos que todos
los vectores de caracteŕısticas de las clases disponibles pueden clasificarse co-
rrectamente usando un clasificador lineal. Más adelante nos centraremos en
problemas más genéricos donde los clasificadores lineales no pueden clasificar
correctamente todos los vectores, y trataremos de buscar modos de diseñar un
clasificador óptimo lineal adoptando un criterio de optimización apropiado.

Clases linealmente separables

Sean xi, i=1,2,...,N , los vectores de caracteŕısticas del conjunto de entre-
namiento, X. Estos pertenecen a una de las dos clases ω1 o ω2 , las cuales
se asumen linealmente separables. El objetivo, una vez más, es diseñar el
hiperplano de la ecuación 4.1, g(x) = 0, que clasifica correctamente todos
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los vectores de entrenamiento. Dicho hiperplano no es único y el proceso de
selección se centra en maximizar la generalización del clasificador. De en-
tre los posibles criterios, se selecciona el de la búsqueda del hiperplano que
maximiza el margen entre clases, conocido como el hiperplano de margen
máximo.

Todo hiperplano está caracterizado por su dirección (determinada por w)
y su posición exacta en el espacio (determinada por w0). Puesto que no se
pretende dar preferencia a ninguna de las dos clases, es razonable elegir para
todas las direcciones el hiperplano que dista lo mismo respectivamente de los
puntos más cercanos en ω1 y ω2. La distancia desde un punto x al hiperplano
viene dada por:

z =
|g(x)|

√

w2
1 + w2

2

(4.10)

escalamos w y w0 de modo que el valor de g(x) en los puntos más cercanos
sea +1 para el punto más cercano en ω1 y −1 para el punto más cercano en
ω2. Esto es equivalente a

Tener un margen de 1
‖w‖

+ 1
‖w‖

= 2
‖w‖

Con las condiciones

wTx + w0 ≥ 1, ∀x ∈ ω1,
wTx + w0 ≤ 1, ∀x ∈ ω2,

(4.11)

Para cada xi denotamos el correspondiente indicador de clase yi (+1 para ω1

y −1 para ω2). El objetivo por tanto es calcular los parámetros wi y w0 del
hiperplano de manera que se minimice la siguiente expresión

J(w) ≡
1

2
‖w‖2 (4.12)

sujeto a

yi(w
Txi + w0) ≥ 1 para i = 1, 2, ...,N (4.13)

Obviamente, minimizando la norma el margen se hace mı́nimo. Esto es una
tarea de optimización (cuadrática) no lineal sujeto a un conjunto de res-
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tricciones de inecuaciones lineales. Las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker
(KKT) establecen que ha de cumplirse lo siguiente:

∂

∂w
L(w,w0,λ) = 0 (4.14)

∂

∂w0

L(w,w0,λ) = 0 (4.15)

λi ≥ 0 para i = 1, 2, ...,N (4.16)

λi

[

yi(w
Txi + w0) − 1

]

= 0 para i = 1, 2, ...,N (4.17)

donde λ es el vector de multiplicadores de Lagrange, λi, y L(w,w0,λ) es la
función Lagrangiana definida como

L(w,w0,λ) =
1

2
wTw −

N
∑

i=1

λi

[

yi(w
Txi + w0) − 1

]

(4.18)

Combinando 4.18 con 4.14 y 4.15 resulta

w =
N
∑

i=1

λiyixi (4.19)

N
∑

i=1

λiyi = 0 (4.20)

Los multiplicadores de Lagrange pueden ser cero o positivos. Por tanto,
el vector de parámetros w de la solución óptima es una combinación lineal
de Ns ≤ N vectores caracteŕısticas asociados a λi 6= 0 , es decir,

w =
Ns
∑

i=1

λiyixi (4.21)

Éstos se conocen como los vectores de soporte y el hiperplano clasificador
óptimo máquina de vectores de soporte (SVM). Al igual que para el conjunto
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de restricciones en 4.17 para λi 6= 0, los vectores de soporte caen en uno de
los dos hiperplanos

wTx + w0 = ±1 (4.22)

es decir, son los vectores de entrenamiento que están más cerca del clasificador
lineal, y constituyen los elementos cŕıticos del conjunto de entrenamiento.

Aunque w se da expĺıcitamente, w0 se puede obtener impĺıcitamente por
una de las condiciones 4.17. En la práctica, w0 se calcula como un valor
medio obtenido usando todas las condiciones de este tipo. Por otro lado, las
propiedades de la función de coste 4.12 garantizan que la matriz Hessiana
correspondiente es definida positiva. Además, las restricciones consisten en
funciones lineales. Estas dos condiciones garantizan que cualquier mı́nimo
local es también global y único. El hiperplano clasificador de una máquina
de vectores de soporte es único.

Habiendo establecido todas estas propiedades interesantes del hiperplano
óptimo de una máquina de vectores de soporte, el siguiente paso es el cálculo
de los parámetros involucrados. Desde un punto de vista computacional esto
no siempre es una tarea fácil, y existen numerosos algoritmos para ello. Se
trata de un problema de la familia de programación convexa. Estos problemas
se resuelven considerando la denominada dualidad Lagrangiana, y el problema
puede formularse equivalentemente como sigue

Maximizar

L(w,w0,λ) (4.23)

sujeto a

w =
N
∑

i=1

λiyixi (4.24)

N
∑

i=1

λiyi = 0 (4.25)

λ ≥ 0 (4.26)



4.3. Máquinas de Vectores de Soporte (SVM) 77

Las dos restricciones de igualdad son el resultado de igualar a cero el gra-
diente de la Lagrangiana, con respecto a w y w0. Los vectores de caracteŕısti-
cas de entrenamiento aparecen en el problema mediante las restricciones de
igualdad y no mediante las inecuaciones, lo cual hace más fácil de manejar.
Sustituyendo 4.24 y 4.25 en 4.23 y haciendo algunas operaciones se llega a la
tarea de optimización equivalente

máx
λ

(

N
∑

i=1

λi −
1

2

∑

i,j

λiλjyiyjx
T
i xj

)

(4.27)

sujeto a

N
∑

i=1

λiyi = 0 (4.28)

λ ≥ 0 (4.29)

Una vez que los multiplicadores de Lagrange han sido calculados, maxi-
mizando 4.46, el hiperplano óptimo se calcula v́ıa 4.24 y w0 como antes.

Además de ser una manera más cómoda, existe otra razón por la cual
se opta por la formulación de 4.28. Los vectores de entrenamiento aparecen
en parejas, en la forma de productos escalares. Esto es lo más interesante,
porque la función coste no depende expĺıcitamente de la dimensionalidad del
espacio de entrada. Esta propiedad permite generalizaciones eficientes para
el caso de clases linealmente no separables.

Clases linealmente no separables

En el caso de que las clases no sean linealmente separables, lo dicho
anteriormente deja de ser válido. Recordando que el margen se define como
la distancia entre el par de hiperplanos paralelo descritos por

wTx + w0 = ±1 (4.30)

Los vectores de caracteŕısticas de entrenamiento ahora pertenecen a una
de las siguientes tres categoŕıas:
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Vectores que caen fuera de la banda y que son correctamente clasifica-
dos. Estos vectores cumplen con las restricciones en 4.12.

Vectores que caen dentro de la banda y que son correctamente clasifi-
cados. Estos satisfacen la inecuación

0 ≤ yi(w
Tx + w0) < 1 (4.31)

Vectores que son clasificados erróneamente. Éstos cumplen la inecuación

yi(w
Tx + w0) < 0 (4.32)

Estos tres casos se pueden tratar como un solo tipo de restricciones intro-
duciendo un nuevo conjunto de variables

yi(w
Tx + w0) ≥ 1 − ξi (4.33)

La primera categoŕıa de datos corresponde con ξi = 0, la segunda con 0 <
ξi ≤ 1 y la tercera con ξi > 1. Las variables ξi se conocen como variables
débiles. La tarea de optimización se vuelve más complicada aunque se basa
en los mismos principios que antes. El objetivo ahora es hacer el margen
tan grande como sea posible pero al mismo tiempo mantener la cantidad de
puntos con ξi ≥ 0 tan pequeña como sea posible. En términos matemáticos,
esto es equivalente a minimizar la función de coste

J(w, w0, ξ) =
1

2
||w||2 + C

N
∑

i=1

I(ξi), (4.34)

donde ξ es el vector de parámetros ξi y

I(ξi) =

{

1, ξi > 0
0, ξi = 0

(4.35)

El parámetro C es una constante positiva que controla la influencia relativa
de los dos términos competitivos. Sin embargo, la optimización de arriba es
dif́ıcil puesto que incluye una función discontinua I(·). Como es común en
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casos aśı, se elige optimizar una función de coste estrechamente relacionada,
y el objetivo se convierte en minimizar

J(w, w0, ξ) =
1

2
||w||2 + C

N
∑

i=1

ξi, (4.36)

sujeto a

yi(w
Txi + w0) ≥ 1 − ξi, i = 1, 2, ..., N

ξi > 0, i = 1, 2, ..., N
(4.37)

El problema es de nuevo un problema de programación convexa, y la La-
grangiana correspondiente viene dada por

L(w, w0, ξ,λ,µ) =
1

2
||w||2+C

N
∑

i=1

ξi−
N
∑

i=1

µiξi−
N
∑

i=1

λi[yi(w
Txi+w0)−1+ξi]

(4.38)

Realizando pasos similares a los del caso de clases separables, llegamos al
siguiente problema de optimización equivalente

máx
λ

(
N
∑

i=1

λi −
1

2

∑

i,j

λiλjyiyjx
T
i xj) (4.39)

sujeto a

0 ≤ λi ≤ C para i = 1, 2, ..., N (4.40)

N
∑

i=1

λiyi = 0 (4.41)

La única diferencia con el caso previamente considerado de clases lineal-
mente separables está en la primera de las dos restricciones, donde es nece-
sario establecer limitar superiormente a los multiplicadores de Lagrange por
C. El caso linealmente separable corresponde con C → ∞. Las variables
débiles ξi, y sus multiplicadores de Lagrange asociados, µi, no intervienen
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en el problema expĺıcitamente. Su presencia está reflejada indirectamente
mediante C.

En todo este estudio se ha considerado sólo el caso de clasificación con
dos clases. En el caso de M -clases, se puede extender fácilmente mirando
el problema como M problemas de dos clases. Para cada una de las clases,
tratamos de diseñar una función discriminante óptima, gi(x), i=1,2,...,M, de
modo que gi(x) > gj(x),∀j 6= i si x ∈ ωi. Adoptando la metodoloǵıa de SVM
podemos diseñar las funciones discriminantes de modo que gi(x) = 0 sea el
hiperplano óptimo para separar la clase ωi de todas las demás, dado por
supuesto que esto es posible. Aśı, la función lineal resultante dará gi(x) > 0
para x ∈ ωi y gi(x) < 0 en caso contrario. La clasificación se consigue de
acuerdo a la siguiente regla

Asignar x a ωi si i = argk máx {gk(x)}

Esta técnica, sin embargo, puede conducir a regiones indeterminadas, donde
más de un gi(x) es positivo. Otra aproximación es extender la formulación
matemática de SVM de dos clases al problema de M clases.

4.3.2. SVM no lineal

En el apartado anterior se discutieron las máquinas de vectores de so-
porte (SVM) como una metodoloǵıa óptima de diseño de un clasificador
lineal. Asumimos ahora que existe un mapeo

x ∈ �n → y ∈ �k

desde el espacio de entrada a un espacio k-dimensional, donde las clases se
pueden separar satisfactoriamente por un hiperplano lineal. Recordamos que
los vectores de caracteŕısticas participan por pares mediante la operación del
producto interno. Una vez que se calcula el hiperplano óptimo (w,w0), la
clasificación se realiza según si el signo de

g(x) = wTx + w0 =
Ns
∑

i=0

λiyix
Tx + w0 (4.42)
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es positivo o negativo, donde Ns es el número de vectores de soporte. Aśı,
una vez más, sólo el producto interno entra en escena. Si el diseño se va
a llevar a cabo en el espacio k-dimensional, la única diferencia es que los
vectores involucrados estarán en los mapeos k-dimensionales del vector de
caracteŕısticas original. Una simple ojeada a esto nos llevaŕıa a la conclusión
de que ahora la complejidad es mucho mayor, puesto que habitualmente k es
mucho más alto que la dimensión n del espacio de entrada, para poder hacer
las clases linealmente separables.

El producto interno de los vectores en el nuevo espacio dimensional se
puede expresar como función del producto interno de los correspondientes
vectores en el espacio de caracteŕısticas original.

Ejemplos t́ıpicos de kernels usados en aplicaciones de reconocimiento de
patrones son

Polinómicos:

K(x,y) = [γ(x · y) + c]d. (4.43)

Funciones de base radial (RBF):

K(x,y) = exp(−γ||x − y||2). (4.44)

Tangente hiperbólica:

K(x,y) = tanh(γ(x · y) + c). (4.45)

Para valores apropiados de γ y c de modo que las condiciones de Mercer
se cumplan (ver Caṕıtulo 8).

Una vez que el kernel adecuado se adopta, que impĺıcitamente define un
mapeo a un espacio de dimensión mayor, la tarea de clasificación se convierte
en

máx
λ

(

N
∑

i=1

λi −
1

2

∑

i,j

λiλjyiyjK(xi,xj)

)

(4.46)

sujeto a

0 ≤ λi ≤ C, i = 1, 2, ..., N (4.47)
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∑

i

λiyi = 0 (4.48)

y el clasificador lineal resultante es

Asignar x a ω1(ω2) si g(x) =
∑Ns

i=1 λiyiK(xi,xj) + w0 > (<)0

Una caracteŕıstica notable de las máquinas de vectores de soporte es que
la complejidad computacional es independiente de la dimensionalidad del es-
pacio kernel, donde las caracteŕısticas de entrada son mapeadas. Aśı, uno
diseña en un espacio de dimensión alta sin tener que adoptar modelos ex-
pĺıcitos usando una gran cantidad de parámetros. A su vez, una limitación
importante de las máquinas de vectores de soporte es la alta carga computa-
cional que se requiere, tanto durante el entrenamiento como durante el test.
Para problemas con una cantidad relativamente pequeña de datos de entre-
namiento se puede usar cualquier algoritmo de optimización de propósito
general. Sin embargo, para una gran cantidad de puntos de entrenamien-
to (del orden de unos miles), se requiere un tratamiento especial. Entrenar
con SVM normalmente se realiza por tandas. Para grandes problemas es-
to significa una demanda de necesidades de memoria del ordenador. Para
solventar este problema se han ideado ciertos procedimientos. Su filosof́ıa
se basa en la descomposición, de una manera o de otra, del problema de
optimización en una secuencia de otros más pequeños. Otra limitación im-
portante de las máquinas de vectores de soporte es que, hasta ahora, no
hay un método práctico para seleccionar la mejor función de kernel. Esto es
todav́ıa un problema sin solución.

4.4. Redes neuronales

El término de red neuronal (NN de sus siglas en inglés Neural Network)
[McCulloch and Pitts, 1943] tiene su origen en los intentos por encontrar una
representación matemática del procesamiento de información en sistemas bio-
lógicos, como el cerebro [McCulloch and Pitts, 1943]. Las NNs pueden agru-
parse en dos categoŕıas en función de la arquitectura o patrón de conexión.

Redes neuronales feed-forward, en las cuales no existen bucles, y
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Redes recurrentes (o retroalimentadas), en las cuales existen bucles
debido a conexiones hacia atrás.

Diferentes conectividades dan lugar a diferentes comportamientos de red.
En términos generales, las redes feed-forward son estáticas, es decir, pro-
ducen sólo un conjunto de salidas en lugar de una secuencia de valores para
una entrada dada. Las redes feed-forward son sin memoria en el sentido de
que su respuesta a una entrada es independiente del estado anterior de la
red. Las redes recurrentes, por otro lado, son sistemas dinámicos. Cuando se
presenta un patrón de entrada nuevo, se calculan las salida de las neuronas.
Debido a las conexiones de retroalimentación, las entradas de las neuronas
se modifican, lo cual conduce a un nuevo estado de la red.

Las redes feed-forward a menudo tienen una o más capas ocultas de neu-
ronas sigmoides seguidas por una capa de salida de neuronas lineales. Múlti-
ples capas de neuronas con funciones de transferencia no lineales permiten
a la red aprender relaciones lineales y no lineales entre vectores de entrada
y salida. El proceso de aprendizaje en el contexto de NNs puede entender-
se como el problema de actualizar la arquitectura de la red y los pesos de
modo que la red pueda realizar de forma eficiente una tarea espećıfica. La
habilidad de las NNs para aprender automáticamente a partir de ejemplos
las hace un clasificador atractivo para este tipo de aplicaciones. El desarrollo
de algoritmos de aprendizaje de retro-propagación para determinar los pesos
de un perceptrón multicapa ha hecho que estas redes sean las más populares
entre investigadores de NNs.

Los modelos lineales de clasificación se basan en combinaciones lineales
de las bases fijas y no lineales φj(x) y toman la forma

y(x,w) = f

(

M
∑

j=1

wjφj(x)

)

(4.49)

donde f(·) es una función de activación no lineal. El objetivo es extender
este modelo haciendo que las funciones base φ(x) dependan de parámetros y
permitir entonces que esos parámetros se ajusten, junto con los coeficientes
wj durante el entrenamiento. Existen muchas posibilidades para construir
funciones base paramétricas no lineales. Las NNs usan funciones base que
siguen la misma forma que la ecuación 4.49, de modo que cada función base
es en śı una función no lineal de una combinación lineal de las entradas,
donde los coeficientes de la combinación lineal son parámetros adaptativos.
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Esto conduce a un modelo básico de NN, que puede describirse como una
serie de transformaciones funcionales. Primero se construyen M combina-
ciones lineales de las variables de entrada x1,x2, ...,xN de la forma

aj =
N
∑

i=1

w
(1)
ji xi + w

(1)
j0 (4.50)

donde j = 1, ...,M y el supeŕındice (1) indica que los parámetros corres-
pondientes se encuentran en la primera capa de la red. Nos referimos a los
parámetros w

(1)
ij como los pesos y a los parámetros w

(1)
i0 como los sesgos. Las

cantidades aj se conocen como activaciones. Cada una de ellas se transforma
usando una función de activación h(·) diferenciable y no lineal que lleva a

zj = h(aj) (4.51)

Estas cantidades corresponden con las salidas de las funciones base de la
ecuación 4.49, que en el contexto de NN se denominan unidades ocultas. Las
funciones no lineales h(·) se eligen generalmente como funciones sigmoidales
como la sigmoide loǵıstica o la función ‘tanh’. Siguiendo 4.49, estos valores
se combinan de nuevo de forma lineal para dar las unidades de activación de
salida

ak =
M
∑

j=1

w
(2)
kj zj + w

(2)
k0 (4.52)

donde k = 1, ..., K y siendo K el número de salidas. Esta transformación
corresponde con la segunda capa de la red y de nuevo los coeficientes w

(2)
k0

son los parámetros sesgo. Finalmente, las unidades de activación de salida
se transforman usando una función de activación apropiada para dar el con-
junto de salidas de la red yk. La elección de la función de activación viene
determinada por la naturaleza de los datos.

Combinando estas diferentes etapas se llega a función de la NN que, para
una función de salida sigmoidal toma la forma

yk(x,w) = σ

(

M
∑

j=1

w
(2)
kj

(

N
∑

i=1

w
(1)
ji xi + w

(1)
j0

)

+ w
(2)
k0

)

(4.53)
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Figura 4.2: Red neuronal correspondiente a la ecuación 4.53. Las variables de
entrada, las ocultas y las de salida se representan por nodos, y los parámetros
de los pesos se representan mediante enlaces entre nodos. Los parámetros ses-
go se representan por enlaces procedentes de entradas adicionales y variables
ocultas x0 y z0. Las flechas indican la dirección del flujo de información a
través de la red durante la propagación hacia adelante.

donde la función σ se definió en la ecuación 4.8. El conjunto de todos los
pesos y sesgos se agrupan en un vector w. Aśı, el modelo de red neuronal es
simplemente una función no lineal que trasnforma un conjunto de variables
de entrada {xi} a un conjunto de variables de salida {yi} controlado por un
vector w de parámetros ajustables. Esta función se representa en el diagrama
de red de la Figura 4.2. El proceso de evaluación 4.53 puede interpretarse
como una propagación hacia adelante de la información a través de la red.

Para los experimentos presentados en este trabajo, se usa una red neu-
ronal feed-forward con la siguiente configuración:

Una capa oculta con un número creciente de neuronas y una capa de
salida lineal.

Función de transferencia sigmoide hiperbólica: f(n) = 2/(1 + exp(−2 ∗
n)) − 1, para las capas de entrada.

Función lineal de transferencia: f(n) = n, para la capa de salida.
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Peso y sesgo actualizados de acuerdo al algoritmo de optimización
Levenberg-Marquardt.

Función de aprendizaje que usa gradiente descendiente con peso y sesgo.
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Desarrollos Experimentales





CAṔITULO 5

Regiones de Interés

En el proceso de detección de la EA a través de la exploración visual de las
imágenes, los expertos focalizan la atención en las regiones cerebrales donde la
enfermedad produce un decremento de la actividad funcional. Dicho de otra
manera, no todo el volumen cerebral es relevante a la hora de diagnosticar
la EA, y por tanto aquellas regiones que no aportan información para el
diagnóstico pueden descartarse del estudio. En este caṕıtulo se persigue la
localización automática de las regiones de interés o ROIs (del inglés, Regions
of Interest) mediante una exploración exhaustiva del volumen completo, que
proporciona conjuntos de voxels agrupados que forman las ROIs. De esta
manera quedan localizados los voxels de interés que serán empleados en la
tarea de clasificación, pudiéndose descartar el resto. La relevancia de cada
región viene determinada por la precisión que alcanza dicha región en la
clasificación de pacientes normales y AD mediante el entrenamiento y test
de clasificadores SVM empleando como caracteŕısticas los niveles de gris de
los voxels que la contienen.
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5.1. Técnicas basadas en ROIs

Las técnicas basadas en regiones de interés (ROIs), también conocidas
como técnicas basadas en componentes, han sido muy utilizadas en los últi-
mos años en varias tareas de reconocimiento y detección de patrones, y en
concreto en detección y reconocimiento de caras [Heisele et al., 2001b; Schnei-
derman and Kanade, 2000; Heisele et al., 2001a; Brunelli and Poggio, 1993;
Nefian and Hayes, 1999; Wiskott, 1995]. En las aproximaciones globales, se
emplea un único vector de caracteŕısticas representando la imagen comple-
ta (resultante tras los pasos previos de preprocesado) como entrada para el
clasificador. Para aplicaciones en detección de patrones de hipoperfusión, la
primera técnica desarrollada fue Voxels-As-Features (VAF) [Stoeckel et al.,
2001], que será tomada como referencia a lo largo de este trabajo. Las técnicas
globales funcionan bien para detectar planos frontales, pero no son robustas
ante traslaciones y rotaciones. Para evitar este problema se puede añadir una
etapa de alineado o registro espacial (ver Sección 1.3) antes de la etapa de
clasificación. Sin embargo las aproximaciones globales presentan dos incon-
venientes. Por un lado sufren el denominado problema del pequeño tamaño
muestral (en inglés small sample size), es decir, el número de caracteŕısti-
cas empleadas en la fase de entrenamiento del clasificador es mucho menor
que el número de ejemplos para el aprendizaje, por lo que el aprendizaje no
se efectúa de manera óptima. Por otro lado, las aproximaciones globales no
explotan la propiedad de vecindad de lo voxels que componen las ROIs al
considerar el volumen completo como un vector único de caracteŕısticas.

Las aproximaciones basadas en búsqueda de ROIs surgen intuitivamente
en las aplicaciones de detección de caras concluyendo que tiene sentido uti-
lizar sólo algunas partes de la imagen donde se pueda focalizar la información
de interés, en lugar de emplear la imagen completa que es más sensible a cam-
bios de iluminación o pose, al mismo tiempo que reducen la dimensión del
espacio de entrada, resolviendo aśı el problema del pequeño tamaño muestral
[Segovia et al., 2009a; Salas-Gonzalez et al., 2009c].

Los sistemas basados en componentes deben seleccionar qué componentes
o regiones de la imagen se van a usar. Algunos sistemas como los descritos en
Heisele et al. [2000]; Leung et al. [1995] emplean aquellas componentes pre-
dominantes de forma natural en las imágenes faciales, tales como ojos, nariz
y boca. Otros sistemas se diseñan para aprender estas regiones de manera
automática a partir de las imágenes de entrenamiento [Heisele et al., 2001b;
Viola, 1996]. Una vez que las componentes son detectadas en las imágenes de
entrada, y posiblemente etiquetadas con un nivel de confianza, el sistema de
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detección de objetos basado en componentes empleará otro clasificador para
determinar si efectivamente se trata de componentes útiles en la detección
del patrón o no. Éste último método será el empleado en este trabajo: la
búsqueda de ROIs se realiza de manera automática generalizando el algorit-
mo y adecuándolo por tanto para cualquier problema de clasificación binaria
de patrones cerebrales.

Un modo de convertir un clasificador en detector de ROIs es mediante
enventanado, donde componente de la imagen se trata independientemente
para entrenar a un clasificador [Vaillant et al., 1993]. Cuando la salida del
clasificador supera cierto umbral, entonces la componente correspondiente se
etiqueta como ROI.

5.1.1. Subdivisión de una imagen en componentes

Cada imagen cerebral está representada por un conjunto de valores de
niveles de gris. Espacialmente este conjunto de valores tiene una estructura
cúbica que denominaremos V , por lo que de modo genérico diremos que
una imagen queda representada por la función tridimensional I(x, y, z), que
indica la intensidad registrada en cada vóxel con coordenadas (x, y, z) ∈ V .
La subdivisión del volumen V en componentes consiste en la extracción de
subgrupos de voxels o componentes Ci ∈ V , i = 1, ..., s de modo que cada
vóxel pertenezca al menos a una componente Ci. Todos los voxels de una
componente cumplen la propiedad de vecindad con al menos otro voxel de
la misma componente, es decir, para cada voxel (x, y, z) ∈ Ci, al menos
uno de sus 8 vecinos (x′, y′, z′) también se encuentra contenido en Ci. Puede
considerarse la posibilidad de solapamiento entre dos o más componentes
contiguas en el espacio, de manera que un voxel pertenezca a más de una
componente. Las componentes son de tamaño fijo F y no hacen referencia a
priori a la forma de las mismas.

Por tanto, la imagen cerebral completa I(V ) queda subdividida en el
mismo número de subconjuntos ó componentes I(C1), I(C2), ..., I(Cs), donde
una componente estará constituida por un conjunto de valores de intensidad
de manera que:

I(V ) =
s
⋃

m=1

I(Cm) −
s
⋂

m=1

I(Cm) (5.1)

donde el segundo término de la parte derecha de la igualdad elimina la redun-
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dancia del solapamiento de las componentes, por ejemplo, las componentes
que se solapan y cubren parcialmente la misma región cerebral. El motivo de
considerar este caso es el considerar la búsqueda “fina” de localizaciones de
componentes para poder adaptarlas la las regiones cerebrales más relevantes
para la clasificación, discutido en la siguiente sección. Cada vector x ∈ �F

constará de una etiqueta con y ∈ ±1. Estos vectores etiquetados se usan co-
mo vectores de caracteŕısticas para la construcción de un clasificador SVM.
Existirán tantos vectores por cada imagen cerebral como subdivisiones en
componentes, todos ellos compartiendo la misma etiqueta. Sin embargo, la
tarea de clasificación se llevará a cabo considerando cada componente indi-
vidualmente, obteniéndose un numero s de categorizaciones alternativas de
una misma imagen. El último paso supondrá el agregado del conjunto de de-
cisiones SVM para obtener una decisión final colectiva [Álvarez et al., 2008;
Górriz et al., 2008].

5.2. Conjunto de SVMs

El agregado o conjunto de SVMs, como orientación alternativo al estudio
de SVM, está especializado en combinar una familia de SVMs actuales para
inteligencia artificial avanzada. Los ya bien conocidos métodos de agregación
de SVMs son el Uno-contra-Todos y el Uno-Contra-Uno. El propósito de
dichos conjuntos es extender el SVM binario a una clasificación multiclase.
Un proceso t́ıpico de agregado puede resumirse en tres pasos: selección del
modelo SVM, agregado convexo, y entrenamiento agregado.

5.2.1. Métodos para construir conjuntos de SVM

En SVM agrupados, SVMs individuales se agregan para realizar una de-
cisión colectiva de varios modos posibles como el voto por mayoŕıa, o la
ponderación de mı́nimos cuadrados basada en estimación. El entrenamien-
to del grupo de SVM puede llevarse a cabo mediante los llamados métodos
“bagging” o “boosting”. En bagging, cada SVM individual se entrena in-
dependientemente usando un conjunto de entrenamiento elegido de forma
aleatoria mediante la técnica de bootstrap. En boosting, cada SVM indivi-
dual se entrena usando el conjunto de entrenamiento elegido de acuerdo con la
distribución de probabilidad de las muestras, la cual se actualiza en relación
al error de la muestra. SVM agrupado es en esencia un tipo optimización de
validación cruzada de un único SVM, llevando a cabo una clasificación con
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mejores resultados que los otros modelos. Los detalles de la construcción y
aplicaciones de SVM agrupado se describen en Hyun-Chul et al. [2003].

5.2.2. Métodos para agregado de SVM

Tras haber entrenado el sistema, es necesario agregar varios SVMs entre-
nados independientemente con un método de combinación adecuado. Existen
dos tipos de técnicas de combinación que son los métodos lineales y los no
lineales. Entre los métodos lineales, esto es, combinaciones lineales de varios
SVMs, se encuentran el “Voto por mayoŕıa”, la “Ponderación basada en LSE
(Least Squares Estimation)” y el “Pegado de votos”, descritos abajo. El vo-
to por mayoŕıa y la ponderación basada en LSE se usan habitualmente con
bagging y boosting respectivamente. La idea del pegado de votos pretende
aliviar problemas de requisitos de memoria para almacenar la base de datos.
Por otro lado un método no lineal, es decir, combinaciones lineales de varios
SVMs, incluye la combinación jerárquica de doble capa que usa otro SVM
de capa superior para combinar varios SVMs de capas más bajas.

Voto por Mayoŕıa

El voto por mayoŕıa es el método más simple para combinar varios clasi-
ficadores SVM [Breiman, 1999]. Sea fk, (k = 1, 2, ..., s) la función de decisión
del k -ésimo SVM en el conjunto de SVMs y yj, (j = 1, 2, ..., c) la etiqueta
para la j -ésima clase. Sea Nj = #{k|fk(x) = yj}, es decir, el número de
SVMs cuyas decisiones son sobre la j -ésima clase. Entonces, la decisión final
del conjunto SVM fvm(x) para un vector de prueba x debida al voto por
mayoŕıa viene determinada por

fvm(x) = arg máx
j

Nj (5.2)

En el caso de clasificación binaria, consideremos las etiquetas y = 1 e y =
−1 correspondientes a las clases AD y NORMAL respectivamente. Entonces
la suma no pesada de los s votos que proyecta cada componente sobre un
paciente concreto. Expĺıcitamente, esta función F de decisión colectiva se
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define como

F(x) =
1

s

s
∑

k=1

fk (5.3)

clasificando el paciente como AD si F(x) > 0, y como NORMAL si F(x) < 0.
Este proceso se itera N veces, siendo N el número de pacientes en la base de
datos, hasta que cada paciente de la base de datos es usado una vez como
test (técnica de validación dejar uno fuera).

El carácter democrático de este método de agregación se plasma en el
hecho de que el paciente será clasificado como perteneciente a una clase
si la mayoŕıa de las componentes de ese paciente son clasificadas como
pertenecientes a esa clase, a pesar de que una cantidad destacable de compo-
nentes se clasifiquen erróneamente. Las regiones del cerebro irrelevantes para
la detección de la enfermedad serán clasificadas de manera aleatoria en una u
otra clase, mientras que las relevantes categorizarán el paciente de la misma
manera. Si el número de componentes es suficientemente grande, los votos
emitidos aleatoriamente tenderán a compensarse, haciendo que la suma total
de los votos de regiones irrelevantes sea nula. De esta manera, unos pocos
votos emitidos de manera no aleatoria harán inclinar la decisión final hacia
una clase concreta, haciendo que se seleccionen de forma indirecta los votos
de las regiones de interés.

El método de voto por mayoŕıa destaca por su sencillez y efectividad,
con la interesante propiedad añadida de ser muy robusto, ya que debido a lo
anteriormente expuesto, los errores tienden a compensarse y es débilmente
afectado por la modificación en cualquiera de los parámetros.

Voto por Relevancia

En este esquema permitimos que solo las componentes más relevantes
proporcionen su voto. La relevancia se define en cada componente en función
del rendimiento que proporciona el clasificador sobre esa componente, siendo
las más relevantes aquellas en las que el proceso de clasificación sea más
eficaz.

Para ordenar las componentes de una imagen según un criterio de rele-
vancia, será necesario tener una estimación del rendimiento del clasificador
sobre ellas. Puesto que se dispone de una base de datos etiquetada, la pre-
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Figura 5.1: Mapa de precisión de componentes cúbicas para imágenes
SPECT.

cisión de cada componente puede computarse mediante un proceso previo
de clasificación interna, evaluado mediante la técnica Leave-N-Out. Una vez
asignado un valor de precisión a cada componente, se descartan aquellas que
empobrecen las tasas de clasificación. Este proceso sólo es necesario realizar-
lo una vez antes de iniciar la evaluación del sistema. La Figura 5.1 muestra
el mapa de precisión obtenido sobre las imágenes SPECT mediante la sub-
división de las imágenes en componentes cúbicas de tamaño 4 × 4 × 4. Las
componentes con mayor tasa de precisión determinan las ROIs. En particular,
existen tres zonas claras mencionadas en la literatura para el diagnóstico de
la EA [Goethals et al., 2002] como son la región temporo-parietal, el cingula-
do posterior y el lóbulo temporal. Estas regiones coinciden con las destacadas
mediante la técnica de componentes.

Una vez determinado el mapa de precisión que proporciona cada compo-
nente, se seleccionan aquellas cuyo valor de precisión A(i) sea suficientemente
alto. El criterio para determinar si A es o no alto será compararlo con un
valor estándar T considerado como alto. Aśı, todas las componentes cuyo
valor de A sea superior a T serán consideradas relevantes, y pertenecerán al
conjunto de componentes relevantes.

CT = {Ci \ A(i) > T} (5.4)

Establecido un criterio de relevancia, se define la función de clasificación
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R (que denominaremos voto por relevancia) sobre un paciente, como la suma
ponderada de las componentes relevantes, donde el peso que pondera cada
componente es precisamente la precisión individual A(i) de dicha componente
y donde el criterio de relevancia viene determinado por 5.2.2.

Matemáticamente, la función que evalúa el voto por relevancia para un
paciente de test x viene determinada por:

R(x) =
∑

k∈CT

fkA
(k) (5.5)

Aśı, sólo un subconjunto de componentes CT con valores A(i) mayores de
T se tienen en cuenta para la votación, ponderando además el voto por la
fiabilidad que representa cada componente A(i). Como para el caso de la
función de decisión F de voto por mayoŕıa, el valor del signo de la salida en
R definirá la pertenencia de clases y dependerá del valor de T elegido.

La selección de caracteŕısticas generalmente conduce a la obtención de
clasificadores con un alto poder de generalización, y mediante la extracción
de estas caracteŕısticas relevantes podemos localizar los atributos que son
responsables de las diferencias entre las clases bajo estudio. Por lo tanto, el
voto por relevancia puede proporcionar una solución más precisa [Kohavi and
John, 1995] que otros métodos, pero en general la complejidad computacional
aumenta de manera sensible. Este aumento sugiere el uso del método de K-
pliegues como validación, testando el rendimiento de la función de decisión
(5.5) sobre el conjunto de los restantes N − l sujetos, e iterando K veces el
proceso.

Es interesante destacar que el subconjunto CT dado por la ecuación define
una máscara que selecciona las regiones de mejor rendimiento en la clasifi-
cación, que corresponderán con las regiones relevantes para el diagnóstico de
la enfermedad de Alzheimer. Esta máscara se puede asumir independiente
del conjunto muestral, a pesar de que el patrón de Alzheimer es variable, y
que caracteriza a la propia enfermedad. Debido a la independencia de esta
máscara con la base de datos, esta puede ser computada “off-line”, reducien-
do el coste computacional de la aproximación.
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5.3. Experimentos

Para las imágenes SPECT y PET Cartuja, la descomposición de las
imágenes en componentes alargadas se lleva a cabo mediante la subdivisión
del volumen completo en 15, 20 ó 25 componentes tomando voxels consecuti-
vos a lo largo de los tres ejes de exploración (axial, coronal y sagital) indepen-
dientemente. Cada componente es desplazada una posición eje de exploración
dando lugar a otra componente tratada de manera independiente de la an-
terior, a pesar de existir un solapamiento entre ellas. Este desplazamiento se
realiza 30 veces, es decir, cada componente da lugar a otras 30 más donde
cada una de ellas solapa con la anterior en todos los voxels menos en uno.
Aśı, si el volumen se divide en 15, 20 ó 25 componentes iniciales, el número
final de votos emitidos al desplazarlas por cada eje será 15 × 3 × 30 = 1350,
20 × 3 × 30 = 1800 y 25 × 3 × 30 = 2250 respectivamente. Las componentes
cúbicas por su parte están compuestas por grupos de tamaño 4×4×4 que se
desplazan igualmente a lo largo del todo el volumen. El número de compo-
nentes cúbicas resultante depende del factor de submuestreo v×v×v aplicado
al volumen antes de iniciar la exploración, donde v ha sido variado desde 4
hasta 7. De esta forma se pretende localizar subgrupos de voxels con formas
diversas que permitan adaptar las componentes a la forma de las ROIs.

Una vez emitidos todos los votos, el decisión final se lleva a cabo mediante
las dos técnicas de recuento correspondientes a las ecuaciones 5.3 de voto
por mayoŕıa, y 5.5 donde el valor A(i) proporcionado por cada componente
se emplea como criterio de selección a la vez que como pesos para ponderar
la suma y darle por tanto mayor importancia a los votos emitidos por las
componentes de mayor precisión.

Las bases de datos sobre las que se ha aplicado el método por componentes
son:

Imágenes SPECT: 79 pacientes: 41 etiquetados como NORMAL y 38
etiquetados como AD.

Imágenes PET Cartuja: 60 pacientes: 18 etiquetados como NORMAL
y 42 etiquetados como AD.

Para la validación de este método de componentes sobre una base de
datos con mayor reconocimiento se han llevado a cabo algunos experimentos
sobre la base de datos ADNI. Debido al coste computacional que supone
este método, las imágenes se exploraron mediante componentes cúbicas de
tamaño 5 × 5 × 5. Las imágenes que componen este grupo son
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Imágenes ADNI: 192 pacientes: 97 etiquetados como NORMAL y 95
etiquetados como AD.

5.4. Resultados

5.4.1. Bases de datos SPECT y PET Cartuja

Voto por mayoŕıa

Tras la división de los volúmenes cerebrales en 10, 15 y 20 componentes
alargadas y en componentes cúbicas de tamaño 4 × 4 × 4, y mediante una
decisión final evaluada por la función F de voto por mayoŕıa se obtienen
las gráficas de la Figura 5.2. Los pacientes etiquetados como AD se sitúan
en las primera posiciones del eje horizontal seguidos de los controles. Una
unanimidad de todas las componentes en el diagnóstico correcto del paciente
produciŕıa un 1 para pacientes AD y un 0 para pacientes normales. Si el
número de errores aumenta, el recuento total se alejará del valor correcto.
El umbral se sitúa justo en el valor medio, 0,5, de manera que si existen
más componentes con voto erróneo que correcto, entonces el cómputo final
sobrepasará este umbral clasificando el paciente con la etiqueta equivocada.
Estos pacientes se marcan en las gráficas con un punto rojo, y verde en caso
de ser clasificados correctamente. En estas gráficas se observa cómo para la
base de datos PET el método de voto por mayoŕıa consigue un alto porcentaje
de precisión con alta fiabilidad de los votos emitidos, siendo el voto erróneo
para dos pacientes en caso de emplear componentes alargadas y de uno sólo
cuando se emplean componentes cúbicas. El etiquetado de este paciente en
concreto fue revisado por los expertos cĺınicos y se confirmó que este paciente
no estaba afectado por la EA, sin embargo se detectaron anomaĺıas en el
funcionamiento del hipocampo. Para la base de datos SPECT la fiabilidad
de las componentes es menor aśı como la tasa de precisión total alcanzada
al evaluar el método para esta base de datos, consiguiendo un máximo de
88,6 %, aun aśı superando el máximo de 78,4 % alcanzado por la técnica VAF
consiederada como referencia.

La Figura 5.3 refleja cómo afecta el tamaño del factor de submuestreo v
a la aplicación del método de componentes. Para la base de datos SPECT,
el factor 7 × 7 × 7 consigue los mejores resultados mientras que para PET
este parámetro afecta mayormente a las componentes cúbicas, alcanzándose
el mejor comportamiento para el factor 4× 4× 4. Un conjunto de resultados
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Figura 5.2: Recuento de votos emitidos por las componentes alargadas (arri-
ba) y cúbicas (abajo) para las imágenes SPECT (izquierda) y PET (derecha)
para cada uno de los pacientes. Los pacientes clasificados correctamente se
marcan con un punto rojo y verde en caso contrario.
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Figura 5.3: Precisión alcanzada por las componentes alargadas en cada uno
de los ejes del volumen y las componentes cúbicas en función del factor de
submuestreo v para las imágenes (a) SPECT y (b) PET.
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v 15 Alargadas 20 Alargadas 25 Alargadas Cúbicas

SPECT

4 79.75% 82.28% 81.01% 75.95%
5 79.75% 78.48% 83.54% 83.54%
6 83.54% 82.28% 84.81% 84.81%
7 83.54% 86.08% 87.34% 82.28%

PET

4 96.67% 96.67% 96.67% 98.33%
5 96.67% 96.67% 96.67% 96.67%
6 96.67% 96.67% 96.67% 95%
7 96.67% 96.67% 96.67% 88.33%

Tabla 5.1: Resultados obtenidos por el método de componentes con recuento
de votos por mayoŕıa.

completo obtenido para cada tipo de componente cuando el parámetro v
vaŕıa se presenta en la Tabla 5.1.

Voto por relevancia

Las gráficas de la Figura 5.4 muestran los resultados obtenidos con el vo-
to por relevancia en función del umbral establecido T y para la combinación
de diferentes tipos de componentes y diferentes factores v de submuestreo.
Como era de esperar, a medida que el umbral aumenta el número de com-
ponentes consideradas en el recuento disminuye según la curva verde repre-
sentada en cada gráfica a la vez que la precisión total obtenida sobre cada
base de datos aumenta. Existe por tanto la necesidad de llegar a un com-
promiso entre estas dos variables y establecer aśı un umbral de selección con
un nivel de restricción adecuado para las imágenes que se están tratando. A
partir de las gráficas se puede establecer emṕıricamente un valor del umbral
adecuado para cada base de datos. Para la base de datos SPECT (gráficas
de la columna izquierda) se produce una mejora considerable a partir de un
umbral T = 84 %, alcanzándose una precisión sobre esta base de datos de
97,47 %. Para este valor umbral el número de componentes consideradas es
aproximadamente 200. Para la base de datos PET (gráficas de la columna
derecha) sólo se producen mejoras con respecto a la votación por mayoŕıa
cuando se establece un valor del umbral a partir de T = 92 %. A pesar de
suponer un valor muy alto en comparación con la base de datos SPECT,
este umbral supone una restricción similar para la base de datos PET pues el
número de componentes seleccionado mediante este valor de umbral es aprox-
imadamente de 220. Nótese además que estos resultados se obtienen también
con factores de submuestreo altos (por ejemplo v = 6), lo que permite au-
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Figura 5.4: Resultados obtenidos mediante la evaluación de la función de
voto por relevancia en función del umbral T para la base de datos SPECT
(izquierda) y PET (derecha). El aumento del umbral supone una disminución
del número de componentes que se consideran en el recuento.
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mentar la efieciencia computacional del método y realizar la exploración por
componentes a los volúmenes reducidos.

5.4.2. Base de datos ADNI

En una primera exploración, el conjunto de pacientes del grupo ADNI se
divide aleatoriamente en 2 subgrupos, uno de ellos será empleado para la ob-
tención del mapa de precisión y el otro compondrá el conjunto de test. Para
la estimación de la precisión de cada componente se emplea la estrategia de
validación cruzada k-pliegues con k = 25, obteniéndose aśı el mapa de pre-
cisión de componentes. En el proceso de test, las componentes seleccionadas
(todas en el caso de voto por mayoŕıa y sólo aquellas que superen el um-
bral T para voto por relevancia) se emplean para clasificación, obteniéndose
los resultados de la Figura 5.5. La precisión de las componentes relevantes
supera en todo caso al voto por mayoŕıa alcanzando hasta un 89,53 % de
precisión cuando se establece el umbral en T = 78 y T = 79. Para un valor
de T superior a 80 el número de componentes que aportan su voto decrece y
la variabilidad de los resultados aumenta debido a la fuerte criba que ejerce
el umbral.
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Voto por mayoría

Figura 5.5: ADNI: Precisión, sensibilidad y especificidad a medida que el
umbral de selección de componentes aumenta. Comparación con el método
de voto por mayoŕıa.

La Figura 5.6 muestra la relevancia de las componentes en términos de
sensibilidad y especificidad, dando una noción espacial de la relevancia de las
mismas. Los valores de sensibilidad son en regla general mayores que los de
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especificidad. Esto tiene sentido si se consideran los criterios de etiquetado
de la base de datos ADNI en los que prevalece la identificación de pacientes
AD sobre la de los pacientes normales. El etiquetado se basa únicamente en
los tests cĺınicos y no en la información contenida en las propias imágenes,
proporcionando una alta sensibilidad en detrimento de la especificidad [Jobst
et al., 1998]. Los voxels situados en el precunei proporcionan altos valores
tanto de sensibilidad como de especificidad, y darán por tanto como resultado
altas tasas de precisión.
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Figura 5.6: ADNI: Mapas de (a) sensibilidad y (b) especificidad.



CAṔITULO 6

Análisis de Componentes Principales

El análisis de Componentes Principales (PCA, de las siglas en inglés Prin-
cipal Component Analysis) [Jolliffe, 1986], también conocido como la trans-
formación de Karhunen-Loeve (KL), es uno de los resultados más valiosos
del álgebra lineal aplicada. PCA se usa comúnmente en todas las formas
de análisis porque es un método simple y no paramétrico para extraer in-
formación relevante de grupos de datos confusos. Con un mı́nimo esfuerzo
adicional, PCA proporciona una v́ıa para reducir un conjunto de datos com-
plejo a una dimensión menor que revela la dinámica simplificada, y a veces
oculta, que a menudo subyace bajo éste. La idea clave es proyectar los datos
en un subespacio ortogonal que proporcione una representación compacta de
los mismos, transformando las variables iniciales correladas en un pequeño
número de variables no correladas, llamadas componentes principales (CPs).
Esta técnica y otros métodos basados en PCA se han aplicado con éxito en
diferentes problemas de clasificación de imagen [Kirby and Sirovich, 1990;
Spetsieris et al., 2009; Turk and Pentland, 1991], y en concreto en clasifi-
cación de imágenes neurológicas [López et al., 2009c,a].
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6.1. Análisis de Componentes Principales

Una aproximación simple para extraer la información contenida en una
imagen es capturar de algún modo la variación en una colección de imágenes y
usar esa información para codificar y comparar imágenes individuales. Desde
el punto de vista de la teoŕıa de la información, PCA pretende extraer la
información relevante contenida en una imagen, codificarla tan eficientemente
como sea posible y comparar la codificación de la imagen con una base de
datos de modelos codificados de modo similar.

Aplicado al análisis de imágenes neurológicas, con PCA se desea encontrar
las componentes principales (CPs) de la distribución de las imágenes, o lo que
es lo mismo, los autovectores de la matriz de covarianza de un conjunto de
imágenes tratando cada imagen como un punto (o vector) en un espacio de
alta dimensión. Los autovectores quedan ordenados en función de la cantidad
de variación entre las imágenes que representan.

6.1.1. Aspectos matemáticos: La transformación de
Karhunen-Loéve

Cualquier vector n-dimensional x se puede representar de manera exacta
a través de un conjunto de n vectores linealmente independientes uk ∈ �n

como:

x =
n
∑

i=1

ωiui (6.1)

donde se cumple que

uT
l uk = δlk =

{

1, si l = k
0, en caso contrario

(6.2)

Supongamos que, en lugar de una representación fiel de x como en la ecuación
6.1, estamos interesados en aproximar x usando un número reducido (m < n)
de vectores de la base {ui}. Una forma de hacerlo seŕıa sustituir algunas
componentes ωi, cuyos valores no calculamos, por constantes arbitrarias bi,
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de manera que se construye la siguiente aproximación de x:

x̂ =
m
∑

i=1

ωiui +
n
∑

i=m+1

biui (6.3)

El error que se comente al aproximar x por x̂ vendrá dado por:

∆x =x − x̂

=
n
∑

i=1

ωiui −
m
∑

i=1

ωiui −
n
∑

i=m+1

biui =

=
n
∑

i=m+1

(ωi − bi)ui

(6.4)

Seguiremos un criterio de mı́nimos cuadrados para obtener una solución óp-
tima al problema de la aproximación, buscado aquel valor de las constantes
bi que minimice el error cuadrático medio (o mse de sus siglas en inglés mean
squared error):

mse = E
{

∆x2
}

=
n
∑

i=m+1

E
{

(ωi − bi)
2
}

(6.5)

Por lo tanto minimizar el error cuadrático medio equivale a buscar una solu-
ción a:

∂

∂bi

E
{

(ωi − bi)
2
}

= −2(E{ωi} − bi) = 0 (6.6)

que sencillamente conduce a:

bi = E{ωi} = uT
i E{x} (6.7)

quedando determinadas las constantes bi al valor esperado de las compo-
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nentes ωi. Ahora, se puede reescribir el error cuadrático medio como:

mse =
n
∑

i=m+1

E
{

(ωi − E{ωi})
2
}

=

=
n
∑

i=m+1

uT
i E {(x − E{x})}E {(x − E{x})}T ui =

=
n
∑

i=m+1

uT
i ΣXui

(6.8)

donde ΣX es, por definición, la matriz de covarianza de x. Se puede demostrar
[Fukunaga, 1990; Miranda et al., 2008] que la elección optima para ui es
aquella que satisface:

ΣXui = λiui (6.9)

o dicho de otro modo, aquella en la que ui y λi son los autovectores y auto-
valores de la matriz de covarianza. La expansión de un vector en términos de
autovectores de la matriz de covarianza se denomina expansión de Karhunen-
Loéve.

6.2. Eigenbrains

Los autovectores de la matriz de covarianza de un conjunto de imágenes
puede entenderse como un conjunto de vectores que caracterizan la variación
entre las imágenes. La localización de cada imagen contribuye más o menos a
cada autovector, de modo que se puede representar cada autovector como una
imagen propia. En el problema concreto de reconocimiento de caras, la repre-
sentación de dichas imágenes fue denominada eigenface [Turk and Pentland,
1991]. Derivado de dicho término y debido a su apariencia de cerebro, los
autovectores o CPs ui, i = 1, ..., N de la matriz de covarianza se denominan
eigenbrains [Álvarez et al., 2009a].

Cada imagen cerebral se puede representar exactamente en términos de
una combinación lineal de eigenbrains, pero también puede aproximarse usan-
do solo los “mejores” eigenbrains, considerados en una primera aproximación
como aquéllos con mayor autovalor asociado y que por tanto cuentan con
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la mayor parte de la varianza dentro del grupo de imágenes. Los mejores
m eigenbrains extienden un subespacio m-dimensional de todas las posibles
imágenes. Cada individuo por tanto se podŕıa caracterizar por el pequeño
conjunto de pesos asociados a las imágenes propias necesario para describir-
lo y reconstruirlo. Ésta es una representación extremadamente compacta en
comparación con las imágenes en śı mismas.

6.2.1. Cálculo efectivo de los eigenbrains

Tras los pasos de preprocesado se obtiene una representación 3D de cada
sujeto de tamaño n = 79 × 95 × 69 ∼ 5 · 105 voxels. Sea I = [I1, I2, ..., IN ]
el conjunto de estas representaciones recolocadas en forma de vectores n-
dimensionales, donde N es el número de muestras o pacientes. La media de
estos vectores se define como IM = 1

N

∑N
i=1 Ii. Tras normalizar los vectores

a norma unidad y restarles la media, se obtiene un nuevo conjunto de vec-
tores X = [x1,x2, ...,xN ], donde cada xi representa un vector normalizado
n−dimensional, xi = (xi1, xi2, ..., xin)T , i = 1, 2, ..., N . La matriz de covarian-
za se define como

ΣX =
1

N

N
∑

i=1

xix
T
i =

1

N
XXT (6.10)

La matriz ΣX es una matriz de n× n, y determinar los n autovectores y au-
tovalores puede llegar a ser una tarea intratable debido a los t́ıpicos tamaños
n. Sin embargo existe un método viable para encontrar estos autovectores.

Nótese que si el tamaño de la muestra N es más pequeño que la dimensión
del espacio de entrada n, existirán solo N − 1 (en lugar de n) autovectores
significativos. Los restantes autovectores estarán asociados a autovalores de
valor cero. Afortunadamente se puede resolver el problema de autovectores
n-dimensionales mediante primero la resolución de los autovectores de una
matriz N × N y después tomando las combinaciones lineales apropiadas de
las imágenes xi. Consideremos que vi son los autovectores de la matriz XTX,
es decir

XTXvi = µivi (6.11)

Multiplicando ambos lados de la ecuación por la izquierda por la matriz X
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se obtiene

XXTXvi = µiXvi (6.12)

de lo que se deduce que Xvi son los autovectores de ΣX = XXT .

Continuando con el análisis, se construye la matriz L = XTX de dimen-
sión N ×N , donde Lij = xT

i xj, y se calculan los autovectores, vl, de L. Estos
vectores determinan combinaciones lineales del conjunto de N imágenes de
entrenamiento para formar los eigenbrains ul

ul =
N
∑

k=1

vlkxk, l = 1, ..., N (6.13)

Con este análisis, los cálculos se reducen enormemente del orden del
número de voxels n al orden del número de imágenes del conjunto de en-
trenamiento N . En la práctica, el tamaño del conjunto de entrenamiento
será relativamente pequeño (N ≪ n) haciendo los cálculos más manejables.

Los autovalores nos permiten ordenar sus autovectores asociados de acuer-
do a la utilidad de los mismos a la hora de caracterizar la variación entre
imágenes. Por ejemplo, en la Figura 6.1 se muestra la contribución de los
primeros 30 eigenbrains obtenidos de la base de datos SPECT. Estos primeros
30 eigenbrains explican más del 90 % de la variación total contenida en la base
de datos completa.

6.2.2. Uso de los eigenbrains para clasificación

En la práctica, sólo un número m < N de eigenbrains es suficiente para la
clasificación de imágenes, ya que no se requiere una reconstrucción precisa.
En este contexto, la clasificación se convierte en una tarea de reconocimiento
de patrones. Los m eigenbrains componen un subespacio m-dimensional del
espacio original de entrada de dimensión n. Los m autovectores más signi-
ficativos de la matriz L se eligen en principio como aquéllos con mayores
autovalores asociados (ver Sección 6.2.3).

Una nueva imagen I se transforma en componentes eigenbrains o coe-
ficientes PCA al proyectarla en el espacio “cerebro” mediante una simple
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Figura 6.1: Porcentaje de la varianza total contenida en los primeros 30
eigenbrains obtenidos a partir de una base de datos real SPECT.

operación

ωk = uT
k (I − IM) (6.14)

para k = 1, ...,m. Esto describe un conjunto de multiplicaciones y sumas
de imágenes punto a punto. Los pesos o coeficientes ωi forman un vector
ΩT = [ω1, ω2, ..., ωm] que describe la contribución de cada eigenbrain en la
representación de la imagen de entrada, tratando los eigenbrains como el
conjunto de vectores base para las imágenes. El vector de pesos por tanto
puede ser utilizado en un algoritmo estándar de reconocimiento de patrones
para encontrar, dentro de un conjunto de clases predefinidas, aquélla que
mejor describe la imagen. La Figura 6.2(a) muestra un esquema gráfico del
proceso de extracción de los coeficientes ωi, i = 1, 2. La imagen de entrada con
la media substráıda se proyecta en el espacio eigenbrain expandido por los dos
primeros autovectores u1 y u2. En caso de ser necesaria una recuperación de la
imagen de entrada, ésta podŕıa ser reconstruida a partir de dichos coeficientes
y los eigenbrains empleados en la proyección. Aśı, la aproximación de la
ecuación 6.3 vendrá dada por la combinación lineal de los m autovectores
ui cuyas componentes principales tengan mayor varianza, recogiéndose las
caracteŕısticas de mayor variabilidad de los datos en un número m < N de
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Figura 6.2: (a) Esquema de la extracción de los dos coeficientes principales.
La imagen de entrada normalizada se proyecta sobre los dos primeros eigen-
brains, u1,u2 obteniéndose un coeficiente ω para cada proyección. La ima-
gen de entrada se puede recuperar parcialmente mediante la suma de dichos
eigenbrains ponderados por su correspondientes coeficientes. (b) Imagen re-
cuperada a partir de los dos primeros eigenbrains. (c) Imagen diferencia entre
la imagen original de entrada y la imagen (b) recuperada.
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variables:

x̂ =
m
∑

i=1

uiωi (6.15)

La imagen recuperada x̂ con media cero se muestra en la Figura 6.2(b), y
la imagen diferencia de la ecuación 6.4 obtenida al aproximar x̂ por x se
representa en la Figura 6.2(c).

6.2.3. Selección de eigenbrains mediante el criterio de
Fisher

La descripción de la base de datos en términos de variabilidad puede
entenderse calculando la importancia de cada vector de proyección o CP
mediante la ecuación 6.13, como muestra la Figura 6.1. Habitualmente, la
importancia de las CPs viene determinada por sus autovalores asociados,
proporcionando mayor aportación aquellos autovectores con autovalores may-
ores. Como método de aprendizaje no supervisado (es decir, el etiquetado de
las imágenes no se requiere ni se usa), PCA es puramente descriptivo o repre-
sentativo de los datos originales mediante un número sustancialmente menor
de variables. Por tanto, el criterio de variabilidad no nos garantiza la máxima
eficiencia de dichas variables en un marco de clasificación o discriminación en-
tre clases, puesto que las variabilidades contenidas en ellas podŕıan responder
a caracteŕısticas comunes presentes en ambas clases.

La Figura 6.3(a) muestra gráficamente los coeficientes ω1 y ω2 extráıdos
mediante la proyección de las imágenes sobre el primer y segundo eigenbrains
distinguidos por clases. Aproximadamente, se puede determinar de manera
visual que valores de ω1 mayores que cero corresponden a pacientes normales
mientras que los valores negativos de ω1 se pueden asociar a pacientes eti-
quetados como AD. Este hecho revela que la información contenida en este
coeficiente es útil a la hora de distinguir sujetos AD de aquéllos normales.
Sin embargo, esto no ocurre para el segundo coeficiente ω2, cuya variabili-
dad contenida no parece estar relacionada con el AD, ya que toma valores
en el mismo rango para pacientes de ambas clases. Este hecho motiva la
reordenación de los coeficientes PCA ωi mediante un criterio más útil para
propósitos de clasificación, como el Factor Discriminante de Fisher (Fisher
Discriminant Ratio FDR, [Fisher, 1936]). El uso de este criterio para tareas
de clasificación tiene sentido puesto que se calcula considerando las etiquetas



114 6. Análisis de Componentes Principales

−1000 −800 −600 −400 −200 0 200 400 600 800
−400

−300

−200

−100

0

100

200

300

400

ω
1

ω
2

Coeficientes PCA para SPECT

 

 

NORMAL
AD

(a)

−1000 −800 −600 −400 −200 0 200 400 600 800
−200

−150

−100

−50

0

50

100

150

200

250

ω
1

ω
2

Coeficientes SPECT ordenados por valor FDR

 

 

NORMAL
AD

(b)

Figura 6.3: Coeficientes tras la proyección de la base de datos en los dos
primeros eigenbrains ordenados por el criterio de (a) varianza y (b) FDR.

previamente asignadas a las muestras. Su expresión es:

FDR =
(µ1 − µ2)

2

σ2
1 + σ2

2

(6.16)

donde µi and σ2
i denotan la media y varianza muestral de la clase i respecti-

vamente. Aśı, en la fase de clasificación, el conjunto de entrenamiento se usa
para el cómputo de las CPs y de los valores FDR asociados a los coeficien-
tes resultantes de la proyección PCA. La imagen de test se proyecta sobre
dichos CPs, y el conjunto de coeficientes Ωtest que se obtienen se reordenan
en orden decreciente de acuerdo a los valores FDR calculados anteriormente
a partir del conjunto de entrenamiento. En algunos casos, esta reordenación
mejorará los resultados de clasificación, como se muestra en la Sección 6.5.
Otras métricas para determinar la robustez de las CPs para propósitos de
clasificación se proponen en Markiewicz et al. [2009]. La Figura 6.3(b) mues-
tra los dos primeros coeficientes cuando se emplea el criterio de reordenación
FDR. En este caso, el segundo coeficiente aporta más información de clase en
comparación con el criterio de variabilidad, tomando valores menores de 50
aproximadamente para los controles y ampliándose el rango hasta 200 para
los pacientes con AD.
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6.3. PCA localizado

PCA puede aplicarse al volumen entero formado por los n = 79×95×69 ∼
5 · 105 voxels consiguiendo una notable reducción de la dimensión. Teórica-
mente, las CPs obtenidas a partir de este proceso contienen las principales
diferencias entre los sujetos que componen la base de datos, entre las cuales
se espera encontrar también aquellas que distinguen sujetos normales frente
a sujetos AD. Sin embargo, cuando se tratan datos de dimensión tan elevada,
PCA es sensible a cualesquiera otras diferencias estad́ısticas, quizás derivadas
del proceso de normalización o ruido y que no son útiles para clasificación.

Como método descriptivo de una base de datos, PCA puede proporcionar
información sobre las caracteŕısticas más relevantes en el espacio de carac-
teŕısticas n-dimensional. En la secciones anteriores se proponen métodos para
seleccionar aquéllas CPs de interés en el problema de clasificación que nos
concierne. Estas selección de caracteŕısticas en el espacio transformado PCA
puede ser complementado mediante una previa selección de caracteŕısticas
en el espacio original de caracteŕısticas.

Un método de exploración de las imágenes es las descomposición de las
mismas en cortes 2D a lo largo de las tres dimensiones axial, sagital y coronal.
Cada imagen se puede descomponer en:

x = S1 ∪ S2 ∪ ... ∪ Ss (6.17)

donde s = 69, 79 ó 95 en función del eje de exploración axial, sagital y
coronal respectivamente. Mediante la pre-selección de los voxels contenidos en
el corte Si el espacio de caracteŕısticas se reduce en dos órdenes de magnitud
con respecto al volumen completo. En este caso cada imagen la componen
el conjunto de vectores sobre el que actuará la transformada PCA es S =
[s1, s2, ..., ss], donde si es el vector columna que contiene los voxels del i-ésimo
corte. Por tanto la transformación queda:

Ωj = UT
j sj = [u1j,u2j, ...,umj]

T sj j = 1, ..., s. (6.18)

donde uij es el i-ésimo autovector extráıdo de la matriz de covarianza cons-
trúıda con el j-ésimo corte de cada una de las muestras disponibles, m es el
número de autovectores representativos elegido y s es el número de cortes.
Los vectores uij son r-dimensionales, donde r = 69 × 79, 69 × 95 ó 95 × 79
en función del eje de exploración. Por tanto, en este tratamiento por cortes,
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de cada sujeto se extraen tres conjuntos de vectores de pesos o coeficientes
m-dimensionales Ω = {Ωaxial,Ωcoronal,Ωsagital}, uno por cada eje de estudio,
donde m puede variar de un conjunto a otro y entre los vectores que componen
un mismo conjunto.

Haciendo uso de estos vectores de pesos y mediante un aprendizaje su-
pervisado llevado a cabo con clasificadores SVM se puede obtener una repre-
sentación de las bases de datos que revela la importancia de los cortes que
componen las imágenes. Se trata de un método de búsqueda de cortes de
interés (CDIs) que puede ser utilizada en posteriores tareas de clasificación
como método de selección previa de voxels en el espacio de caracteŕısticas.
Éste método agiliza el proceso de obtención de componentes principales de los
datos, siendo a su vez dichas componentes más significativas para propósitos
de clasificación.

6.4. Experimentos

La técnica de extracción de caracteŕısticas basada en PCA en combinación
con diferentes métodos de clasificación ha sido probada sobre las bases de
datos tanto ADNI y PET Cartuja de imágenes PET como la base de datos
SPECT. En todos los experimentos las imágenes fueron submuestreadas por
un factor de 2×2×2. Por tanto, la aplicación de los algoritmos de extracción
de caracteŕısticas se llevan a cabo en volúmenes de voxels de tamaño 34 ×
47×39 ∼ 6 ·104. Éste es por tanto el tamaño del espacio de entrada en todos
los experimentos donde PCA se aplica al volumen completo. Para la base de
datos SPECT se realiza además un estudio de los volúmenes por cortes para
localizar aquéllos con poder discriminante mayor. Por tanto en este estudio
por cortes la dimensión del espacio de entrada se reduce a 34× 39, 34× 47 o
47× 39 ó , dependiendo de si el eje bajo estudio es el axial, coronal o sagital
respectivamente.

El objetivo principal de estos experimentos es determinar en un primer
estudio preliminar la capacidad del análisis PCA como técnica de reducción
de la dimensión del espacio de caracteŕısticas y de discriminación de dichas
caracteŕısticas para distinguir entre pacientes etiquetados como NORMAL y
pacientes etiquetados como AD. Asimismo, se pretende determinar la conve-
niencia del criterio Fisher como criterio de reordenación y selección de CPs.
Una vez extráıdas las caracteŕısticas y reordenadas según el criterio más con-
veniente (varianza o Fisher), se pretende comprobar cómo se ajustan a ellas
distintos clasificadores, evaluando su rendimiento mediante la variación de
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parámetros inherentes a ellos. El número máximo de coeficientes PCA que
se pueden extraer de una base de datos de N muestras es N − 1. Los expe-
rimentos se llevan a cabo variando el número de coeficientes m empleados
en las tareas de entrenamiento y test desde m = 1 hasta m = N − 1, para
determinar en cada caso el número adecuado de coeficientes que es necesario
para una exitosa separación de clases. Por otro lado, se evalúan clasificadores
SVM con kernel lineal, cuadrático, polinómico y de tipo RBF (σ = 1 cuando
no se especifica su valor), clasificadores NN variando el número de neuronas
de la capa oculta, y finalmente el clasificador bayesiano lineal y cuadrático
según el modelo adoptado para el cálculo de las matrices de covarianza.

La descripción de los grupos sobre los que se aplica el proceso completo
son:

SPECT: 91 pacientes, de los cuales 50 están etiquetados como NOR-
MAL y 41 como AD.

PET Cartuja: 60 pacientes, de los cuales 18 están etiquetados como
NORMAL y 42 están etiquetados como AD.

ADNI (Grupo 1): 105 pacientes, de los cuales 52 están etiquetados como
NORMAL y 53 como AD.

6.5. Resultados

6.5.1. Base de datos SPECT

Exploración por cortes

En primer lugar se muestra la capacidad descriptiva y a la vez discri-
minante de los coeficientes PCA cuando se aplica la transformada a los
volúmenes divididos por cortes. La Figura 6.4 muestra la precisión obtenida
cuando se usan los coeficientes PCA extráıdos de cada corte, tomándose éstos
en las tres direcciones (axial, sagital y coronal) de forma independiente. Co-
mo era de esperar, los CDIs corresponden con las regiones del cerebro donde
principalmente se manifiesta la EA, es decir, el ćıngulo posterior y el pre-
cunei, aśı como la región temporo-parietal. Además de la capacidad descrip-
tiva de los coeficientes extráıdos, éstos pueden ser usados posteriormente en
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Figura 6.4: Cortes de interés (CDIs) localizados por medio de la transforma-
ción PCA y clasificadores SVM para cada eje del volumen.

clasificación para distinguir entre controles normales y sujetos AD en com-
binación con un clasificador, en este caso, basado en SVM con kernel lineal.
Un conjunto completo de resultados de precisión obtenidos con este esquema
de clasificación se muestra en la Tabla 13.1, donde m indica el número de
coeficientes utilizados en la tarea de clasificación. El corte más discriminante
resultó ser el décimo corte en la dirección axial, que haciendo uso de tan sólo
3 coeficientes extráıdos de los voxels que lo componen dio lugar a un pico de
precisión de 96,7 %.

SPECT

Eje m/ CDI
SVM SVM SVM SVM
Lineal Cuadrático Polinómico RBF

Axial

3/10 87.91% 96.7% 90.11% 93.41%
3/11 87.91% 92.31% 90.11% 93.41%
4/10 86.81% 90.11% 85.71% 92.31%
4/11 87.91% 90.11% 89.01% 89.01%

Coronal

3/11 89.01% 91.21% 84.62% 86.81%
3/12 91.21% 89.01% 85.71% 84.62%
4/11 89.01% 87.91% 81.32% 85.71%
4/12 91.21% 89.01% 78.08% 85.71%

Sagital
1/35 89.01% 86.81% 86.81% 87.91%
1/36 87.91% 89.01% 90.11% 90.11%

Tabla 6.1: Resultados obtenidos de la evaluación de SVM y coeficientes PCA
extráıdos por cortes.
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Figura 6.5: SPECT: Resultados de precisión frente al número de coeficientes
PCA empleados en la clasificación cuando éstos se reordenan mediante los
criterios de varianza y FDR, para un clasificador bayesiano (a) lineal y (b)
cuadrático.

Volumen completo

Tras el estudio de los volúmenes divididos en cortes, se realiza la evalua-
ción de los coeficientes PCA como caracteŕısticas para clasificación cuando
dichos coeficientes se extraen del volumen completo. Estas caracteŕısticas se
combinan con diferentes clasificadores obteniéndose los resultados de la Tabla
6.2. Para todos los datos de precisión de los clasificadores se presentan los
correspondientes valores de sensibilidad y especificidad.

En el caso del clasificador Bayesiano, la reordenación de los coeficientes
PCA según el criterio de Fisher (FDR) produce notables mejoras en los
resultados de clasificación con respecto al clásico criterio de varianza, y en
particular para el modelo cuadrático, como se muestra en la Figura 6.5. En
esta figura los resultados de precisión se representan en función del número de
coeficientes PCA empleado en la fase de entrenamiento y test. Para ambos
modelos, existe un máximo en la precisión obtenida cuando se entrena el
sistema con m = 5 coeficientes, alcanzando tasas de precisión de 89,01 % y
93,41 % para los modelos lineal y cuadrático respectivamente.

La reordenación de los coeficientes por criterio de Fisher no mejora cuan-
titativamente los resultados de precisión obtenidos con respecto al criterio de
la varianza cuando se emplean clasificadores SVM. Sin embargo, las curvas
de precisión obtenidas presentan menos variabilidades presentando formas
muy similares cuando se vaŕıan los parámetros del clasificador. Esto implica
mayor robustez de los coeficientes PCA empleados en la clasificación al ser
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Figura 6.6: SPECT: Resultados de precisión frente al número de coeficientes
PCA empleados en la clasificación para SVM y NN cuando los coeficientes
se reordenan mediante los criterios de varianza y FDR.

los resultados menos dependientes del clasificador empleado.

Para el caso de clasificadores NN, de nuevo la aplicación del criterio de
selección FDR mejora los resultados en este caso tanto cuantitativamente co-
mo cualitativamente, al presentar curvas menos variables y picos más claros.
Al igual que con clasificadores bayesianos y SVM, para NN queda más clara-
mente determinado el número óptimo de coeficientes PCA necesario para
llevar a cabo la clasificación, como se muestra en la Figura 6.6. Estos picos se
producen cuando el número de coeficientes seleccionado es m = 5 y m = 6.

6.5.2. Base de datos PET Cartuja

Las curvas de precisión obtenidas mediante la técnica PCA y los distintos
clasificadores aplicada a las imágenes PET Cartuja se muestran en la Figura
6.7. Para esta base de datos, la extracción de caracteŕısticas basada en la
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Figura 6.7: PET Cartuja: Resultados de precisión frente a número de coe-
ficientes obtenidos mediante la evaluación de clasificadores basados en (a)
Regla de Bayes, (b) SVM y (c) NN.

transformada PCA demuestra ser adecuada para lograr una separación de
clases, y más concretamente cuando estas caracteŕısticas se combinan con
métodos lineales de separación, como son el clasificador bayesiano lineal y
SVM con kernel lineal. En concreto el clasificador bayesiano lineal alcanza
una precisión de 98,33 % a partir de 14 coeficientes ordenados por varianza
y empleados para el entrenamiento y test, y mantiene estos resultados de
forma estable hasta 21 coeficientes. SVM y NN alcanzan una precisión de
96,67 %, sin embargo esta tasa aparece más como un pico de precisión a lo
largo de la evaluación de los clasificadores. De estas gráficas se puede extraer
la conclusión de la idoneidad de usar Bayes lineal para la separación de las
clases NORMAL y AD de esta base de datos.

Para la base de datos PET también se produce una mejora al reordenar
las caracteŕısticas mediante el criterio FDR, aunque menos significativa que
para la base de datos SPECT. Aún aśı, SVM con kernel lineal alcanza un pico
de precisión de hasta 100 % para cuando se seleccionan m = 7 coeficientes.
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Éstos y otros resultados se recogen en la Tabla 6.2.

6.5.3. Base de datos ADNI

Los resultados de clasificación haciendo uso del grupo 1 (NORMAL frente
a AD) de la base de datos ADNI se muestran en la Figura 6.8. De nuevo las
técnicas lineales de separación muestran un comportamiento más estable a
la vez que producen las tasas de precisión mayores. Cuando el criterio de
varianza es el empleado en el orden de selección de los coeficientes, las tasas
máximas de precisión alcanzadas son 86,67 %, 85,71 % y 86,67 % para los
clasificadores SVM con kernel lineal, NN con 1 neurona en la capa oculta y
Bayes lineal (Figuras 6.8(a), 6.8(c) y 6.8(e) respectivamente). Estos resulta-
dos se mejoran cuando se seleccionan los coeficientes de acuerdo al criterio
de Fisher, obteniendose entonces 91,43 %, 87,62 % y 88,57 % para los mismos
clasificadores. El empleo de FDR además aporta la ventaja de alcanzar estos
picos de precisión con un número menor de coeficientes. Además, el compor-
tamiento de los clasificadores se uniformiza encontrando los picos para una
cantidad similar de coeficientes PCA. Aśı, observando las curvas de precisión
de las gráficas 6.8(b), 6.8(d) y 6.8(f) se observa que los picos de precisión
se encuentran en torno a 3, 8 y 15 coeficientes para todos los clasificadores.
Las superficies de decisión diseñadas por varios clasificadores se muestran
en el conjunto de gráficas de la Figura 6.9, donde se representan los tres
primeros coeficientes PCA como puntos tridimensionales. En todas ellas los
pacientes normales se vienen indicados con cruces azules, los pacientes AD
con asteriscos rojos, y en verde las fronteras de separación que cada regla de
clasificación proporciona. Las reglas más sencillas vienen determinadas por
los clasificadores lineales mientras que otros como SVM RBF o NN con k = 3
determinan reglas complejas de separación, en muchos casos más adecuadas
que una simple separación lineal.

6.5.4. Resumen y comparación con VAF

En la Tabla 6.2 se muestra una recopilación de los mejores resultados
obtenidos mediante la técnica PCA empleada en este caṕıtulo con la finali-
dad de compararlos con el método VAF tomado como referencia. Todos los
resultados de precisión se complementan con los respectivos valores de sen-
sibilidad y especificidad. Independientemente de la base de datos probada y
del clasificador empleado, el uso de los coeficientes PCA como caracteŕısticas
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Figura 6.8: Grupo 1 de ADNI: Resultados de la clasificación para distintos
clasificadores y criterios de selección de coeficientes por varianza y FDR.
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supone una mejora en la mayoŕıa de los casos con respecto a la técnica VAF.
Además, la reordenación de dichos coeficientes mediante el criterio de Fisher
proporciona mejoras en el rendimiento de los sistemas dando consistencia a
las caracteŕısticas para todas las bases de datos y aumentando por tanto los
valores de precisión alcanzados.
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SPECT PET Cartuja ADNI (Grupo 1)

Varianza FDR Varianza FDR Varianza FDR

VAF
85.71%

-
96.67%

-
83.81%

-
(88/82.93)% (97.62/94.44)% (84.91/82.69)%

SVM Lineal
91.21% 90.11% 96.67% 100% 86.67% 91.43%

(90/92.68)% (92/87.80)% (97.62/94.44)% (100/100)% (86.79/86.54)% (94.34/88.46)%

SVM Cuad.
85.71% 89.01% 96.67% 96.67% 79.05% 83.81%

(84/87.80)% (88/90.24)% (97.62/94.44)% (100/88.89)% (79.24/78.85)% (83.02/84.61)%

SVM Polin.
83.52% 89.01% 95% 98.33% 78.1% 80.95%

(78/90.24)% (94/82.93)% (95.24/94.44)% (97.62/100)% (77.36/78.85)% (83.02/87.85)%

SVM RBF
90.11% 89.01% 95% 95% 76.19% 82.86%

(92/85.37)% (90/87.81)% (97.62/88.89)% (97.62/88.89)% (90/90.24)% (84.91/80.77)%

Bayes Lineal
86.81% 89.01% 98.33% 98.33% 86.67% 88.57%

(82/92.68)% (86/92.68)% (97.62/100)% (97.62/100)% (88.68/84.61)% (86.79/90.38)%

Bayes Cuad.
86.81 93.41% 96.67% 95% 80% 87.62%

(88/85.36)% (94/92.68)% (97.62/94.44)% (95.24/94.44)% (81.13/78.85)% (90.57/84.61)%

NN 1 Neur.
86.81% 89.01% 95% 96.67% 85.71% 84.76%

(82/92.68)% (92/85.36)% (95.24/94.44)% (97.62/94.44)% (86.79/84.61)% (80.79/82.69)%

NN 3 Neurs.
84.62% 82.42% 95% 95% 80% 87.62%

(82/87.80)% (84/80.49)% (92.86/100)% (95.24/94.44)% (71.7/88.46)% (86.79/88.46)%

NN 5 Neurs.
84.62% 89.01% 96.67% 96.67% 83.81% 86.67%

(86/80.49)% (92/85.36)% (97.62/94.44)% (97.62/94.44)% (84.91/82.69)% (88.67/88.61)%

NN 7 Neurs.
84.61% 89.01% 96.67% 96.67% 78.1% 86.67%

(84/85.36)% (90/87.80)% (95.24/100)% (97.62/94.44)% (79.24/79.92)% (88.67/88.61)%

Tabla 6.2: Resumen de los mejores resultados obtenidos y comparación con el método VAF tomado como referencia.
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Figura 6.9: Superficies de separación definidas por diferentes clasificadores.
Cada paciente viene representado por sus tres coeficientes principales PCA
como puntos tridimensionales.



CAṔITULO 7

Análisis Discriminante Lineal

El análisis discriminante lineal (Linear Discriminant Analysis o LDA)
[Fisher, 1936] es una de las técnicas de proyección lineales más populares
usada como técnica de extracción de caracteŕısticas. El objetivo del análisis
discriminante puede resumirse como encontrar una función que devuelva va-
lores escalares que permitan una buena discriminación entre diferentes clases
de los datos de entrada. Estos discriminantes se usan posteriormente para
entrenar por ejemplo un clasificador o para visualizar ciertos aspectos de
los datos. En este sentido, el análisis discriminante puede entenderse como
un método de procesado o de extracción de caracteŕısticas supervisado, ya
que se le proporciona al algoritmo de aprendizaje información acerca de la
conexión que existe entre las caracteŕısticas y los ejemplos de entrenamiento.
En este caṕıtulo se muestra la eficiencia de esta técnica al aplicarla sobre
imágenes neurológicas para la extracción de información aśı como su poder
de discriminante en la tarea de detección de la EA.
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7.1. Análisis Discriminante Lineal

Un modo de ver un modelo de clasificación lineal es en términos de reduc-
ción de la dimensión. Consideramos el caso de dos clases, y supongamos que
se toma el vector de entrada x n-dimensional y se proyecta en una dimensión
usando

y = wTx (7.1)

Si se establece un umbral sobre y y se clasifica y ≥ −w0 como clase ω1 y
como clase ω2 en caso contrario, entonces se obtiene un clasificador lineal
estándar como el de la ecuación 4.1. En general, la proyección en una sola
dimensión conduce a una considerable pérdida de información, y las clases que
se pueden separar correctamente en el espacio n-dimensional pueden llegar
a estar fuertemente solapadas en una dimensión. Sin embargo, mediante el
ajuste de las componentes del vector w se puede seleccionar una proyección
que maximice la separación de clases. Consideramos el caso de dos clases en
las que existen N1 elementos en la clase ω1 y N2 elementos en la clase ω2, de
modo que los vectores media de ambas clases vienen dados por:

µ1 =
1

N1

∑

n∈ω1

xn, µ2 =
1

N2

∑

n∈ω2

xn (7.2)

La medida más simple de separación de clases cuando se proyecta sobre w
es la separación entre las proyecciones de las medias. Esto sugiere elegir w
de modo que maximice

µ1 − µ2 = wT (µ1 − µ2) (7.3)

donde

µk = wT µk (7.4)

es la media de los datos proyectados de la clase ωk. Sin embargo, ésta puede
hacerse arbitrariamente grande simplemente incrementando la magnitud de
w. Para resolver este problema se puede imponer la condición de que w ten-
ga norma unidad, de modo que

∑

i wi
2 = 1. Usando un multiplicador de

Lagrange para llevar a cabo la maximización con restricciones se llega a que
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Figura 7.1: Gráficos ilustrativos de la proyección LDA. En el gráfico de la
izquierda se representan muestras de dos clases (pintadas en rojo y azul)
junto con sus histogramas resultantes de la proyección en la ĺınea que une
las medias. Nótese que existe un solapamiento considerable en el espacio
proyectado. El gráfico de la derecha muestra la proyección correspondiente
basada en el discriminante lineal de Fisher, mostrando que se mejora en gran
medida la separación de clases.

w ∝ (µ1 − µ2). Existe todav́ıa un problema con esta aproximación, como se
muestra en la Figura 7.1. Esta figura muestra dos clases que se pueden sepa-
rar correctamente en el espacio original bidimensional (x1, x2) pero existe un
solapamiento considerable cuando se proyectan en la ĺınea que une sus me-
dias. Esta dificultad surge debido a las covarianzas fuertemente no diagonales
de las distribuciones de las clases. La idea propuesta por Fisher es maximizar
una función que dé una separación alta entre las medias de las clases proyec-
tadas a la vez que una pequeña varianza intra-clase, minimizando por tanto
el solapamiento entre clases [Bishop, 2006].

La fórmula de proyección 7.1 transforma el conjunto de datos etiquetados
X en un espacio unidimensional etiquetado Y .

La varianza intra-clase de los datos transformados pertenecientes a la
clase ωk definida en la ecuación 14.11, viene dada con esta nueva notación
por

s2
k =

∑

n∈ωk

(yn − µk)
2 (7.5)

donde yn = wT xn. Para dos clases se puede definir la varianza total intra-
clase para el conjunto completo de datos como s2

1 + s2
2. El criterio de Fisher

se define como la razón entre la varianza inter-clase y la varianza intra-clase
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y viene dado por:

J(w) =
(µ2 − µ1)

2

s2
1 + s2

2

(7.6)

Se puede hacer expĺıcita la dependencia con respecto a w usando las ecua-
ciones 7.1, 7.4 y 7.5 para reescribir el criterio de Fisher de la forma

J(w) =
wTSbw

wTSww
(7.7)

donde Sb y Sw son las matrices de covarianza inter-clase e intra-clase respec-
tivamente, y se definen como

Sb = (µ2 − µ1)(µ2 − µ1)
T (7.8)

Sw =
∑

n∈ω1

(xn − µ1)(xn − µ1)
T +

∑

n∈ω2

(xn − µ2)(xn − µ2)
T (7.9)

Derivando la ecuación 7.7 con respecto a w se llega a que J(w) se maximiza
cuando

(wTSbw)Sww = (wTSww)Sbw (7.10)

De la ecuación 14.11 se puede ver que Sbw siempre está en la dirección de
(µ2−µ1). Además, no afecta la magnitud de w, sino su dirección, y por tanto
se pueden eliminar los factores escalares (wTSbw) y (wTSww). Multiplicando
ambos lados de la ecuación 7.10 por S−1

w se obtiene

w ∝ S−1
w (µ2 − µ1) (7.11)

Nótese que si la matriz de covarianza inter-clase es isotrópica, de modo que Sw

es proporcional a la matriz unidad, entonces w es proporcional a la diferencia
entre las medias de las clases, como se discutió anteriormente.

El resultado 7.11 se conoce como el discriminante lineal de Fisher, aunque
estrictamente no es un discriminante sino más bien la elección de una direc-
ción de proyección espećıfica de los datos en una dimensión. Sin embargo,
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los datos proyectados pueden usarse posteriormente para construir un dis-
criminante, mediante la elección de un umbral y0 de modo que un nuevo
punto se clasifica como perteneciente a la clase ω1 si y(x) ≥ y0 y se clasifica
como perteneciente a la clase ω2 en caso contrario. Para la regla de Bayes
por ejemplo, se pueden modelar las densidades de clase condicionales p(y|ωk)
usando distribuciones Gaussianas mediante máxima verosimilitud (la asun-
ción de distribuciones Gaussianas se justifica con el teorema central del ĺımite
observando que y = wTx es la suma de un conjunto de variables aleatorias)
y fijar este umbral y0 como aquel que minimiza la probabilidad del error.

7.2. LDA para múltiples clases

Consideremos ahora la generalización del discriminante de Fisher para
un número de clases c > 2 asumiendo que la dimensión n del espacio de
entrada es mayor que el número de clases c. A continuación, se introducen
l > 1 caracteŕısticas lineales yk = wT

k x, donde k = 1, ..., l. Estos valores de
las caracteŕısticas se pueden agrupar para formar el vector y. De igual modo,
los vectores de pesos {wk} se pueden considerar columnas de la matriz W
de modo que

y = WTx (7.12)

La generalización de la matriz de covarianza intra-clase para el caso de c
clases lleva la ecuación 14.12 a

Sw =
c
∑

k=1

Sk (7.13)

donde

Sk =
∑

n∈ωk

(xn − µk)(xn − µk)
T (7.14)

µk =
1

Nk

∑

n∈ωk

xn (7.15)
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y Nk es el número de patrones en la clase ωk. Con el fin de generalizar la ma-
triz de covarianza inter-clase y siguiendo Duda and Hart [1973], consideremos
primero la matriz de covarianza total

ST =
N
∑

n=1

(xn − µ)(xn − µ)T (7.16)

donde µ es la media del conjunto total de datos

µ =
1

N

N
∑

n=1

xn (7.17)

La matriz de covarianza total puede descomponerse en la suma de la matriz
de covarianza intra-clase e inter-clase dadas por las ecuaciones 7.13 y 7.19
respectivamente,

ST = Sw + Sb (7.18)

donde

Sb =
c
∑

k=1

Nk(µk − µ)(µk − µ)T (7.19)

Estas matrices se pueden definir igualmente en el espacio proyectado. De
nuevo, la idea es construir un escalar que sea grande cuando la covarianza
inter-clase sea grande y cuando la covarianza inter-clase sea pequeña en el
espacio proyectado. Existen varias posibilidades [Fukunaga, 1990]. Un criterio
posible, reescrito de forma expĺıcita en función de la matriz de proyección W
es

Wlda = arg máx
W

∣

∣WTSbW
∣

∣

|WTSwW|
= [w1w2...wl] (7.20)

La maximización de este criterio es bastante directo, aunque a veces compli-
cado como se discute en Fukunaga [1990]. Los vectores {wk} quedan determi-
nados por los autovectores de S−1

w Sb que correspondientes a los l autovalores
mayores asociados.
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7.3. Limitaciones de LDA

En problemas de reconocimiento de patrones y clasificación de imágenes
uno debe hacer frente a la dificultad que presenta la matriz de dispersión
intra-clase Sw ya que suele ser una matriz singular. Esto surge del hecho
de que el rango de Sw es como mucho N − c, y en general, el número N
de imágenes del conjunto de entrenamiento es mucho más pequeño que el
número de voxels n que representa a cada sujeto. Esto implica que es posible
elegir una matriz W tal que la matriz de dispersión intra-clase de las imágenes
proyectadas sea exactamente cero. Para solventar este problema, Belhumeour
et al. [1997] propone el uso de un espacio intermedio. El espacio propuesto
es justamente el espacio PCA [Yang and Yang, 2003]. Este método evita el
problema mediante la proyección del conjunto de imágenes en un espacio de
dimensión menor de modo que la matriz de dispersión intra-clase Sw sea no
singular. Esto se consigue usando PCA para reducir la dimensión del espacio
de caracteŕısticas hasta N − c y después aplicando la transformada LDA
definida en la ecuación 13.8 para reducir la dimensión a c − 1 [Duda and
Hart, 1973]. Más formalmente, Wopt seŕıa

WT
opt = WT

ldaW
T
pca (7.21)

donde Wpca es la matriz de proyección definida por la transformada PCA,
es decir, Wpca = [u1u2...um], donde los vectores uk, k = 1, ...,m son los
autovectores de la matriz de covarianza de los vectores del espacio original,
como se definió en la ecuación 6.13, o expresado de otro modo como

Wpca = arg máx
W

∣

∣WTSTW
∣

∣ (7.22)

Por tanto, la matriz de proyección LDA queda finalmente

Wlda = arg máx
W

∣

∣WTWT
pcaSbWpcaW

∣

∣

∣

∣WTWT
pcaSwWpcaW

∣

∣

(7.23)

Nótese que la optimización para Wpca se realiza sobre matrices de dimensión
n × (N − c) con columnas ortonormales mientras que la optimización para
Wlda se lleva a cabo sobre matrices de tamaño (N − c) × m con columnas
ortonormales. En el cálculo de Wpca se descartan sólo las c− 1 componentes
principales más pequeñas. Otra alternativa al problema de la no singularidad
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Figura 7.2: Distribución de los dos primeros coeficientes (a) PCA y (b), (c) y
(d) LDA para las imágenes PET Cartuja y fronteras de decisión establecidas
por un clasificador SVM (a) y (b) lineal, (c) cuadrático y (d) polinómico. El
gráfico (b) muestra cómo el primer coeficiente extráıdo mediante la proyec-
ción sobre un eje LDA conserva toda la información de clase.

de Sb se propone en Yu and Yang [2000], que resuelve el problema mediante
la aplicación directa de LDA a datos de alta dimensión sin la necesidad de
aplicar pasos de reducción de la dimensión.

La Figura 7.2 muestra cómo se transforman las dos primeras caracteŕısti-
cas extráıdas de las imágenes PET Cartuja mediante la aplicación de la
transformadas Wpca (Figura 7.2(a)) y Wlda. Una vez aplicada la proyec-
ción sobre el eje LDA, el primer coeficiente se convierte en la caracteŕıstica
más relevante para la clasificación, como muestra la Figura 7.2(b), donde
un clasificador SVM con kernel lineal establece la frontera de decisión como
un umbral únicamente dependiente de este primer coeficiente. La variedad
de clasificadores no obliga a emplear una regla de decisión lineal, sino que
estas caracteŕısticas pueden combinarse con otros kernels como muestran las
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Figuras 7.2(c) y 7.2(d), pudiendo resultar una frontera de separación más
adecuada.

7.4. Experimentos

La aplicación de la transformada LDA se lleva a cabo sobre los coeficientes
PCA obtenidos según se explica en el Caṕıtulo 6. Sobre las imágenes se
realizan los mismos pasos de muestreo descritos en la sección 6.4. En este caso
se pretende analizar la posible mejora introducida mediante la transformación
LDA sobre los coeficientes PCA ya extráıdos en el caṕıtulo anterior. Los
grupos sobre los que se experimenta esta transformada son:

SPECT: 91 pacientes, de los cuales 50 están etiquetados como NOR-
MAL y 41 como AD.

PET Cartuja: 60 pacientes, de los cuales 18 están etiquetados como
NORMAL y 42 están etiquetados como AD.

Grupo 1 de ADNI: 105 pacientes, de los cuales 52 están etiquetados
como NORMAL y 53 como AD.

Grupo 2 de ADNI: 166 pacientes, de los cuales 52 están etiquetados
como NORMAL y 114 como MCI.

7.5. Resultados

7.5.1. Base de datos SPECT

Para la clasificación llevada a cabo sobre las imágenes SPECT mediante
clasificadores SVM y NN, la Figura 7.3 muestra los resultados de precisión
obtenidos mediante LDA en función del número de coeficientes PCA sobre los
cuales se aplica la transformada. En todos los experimentos estos coeficientes
se seleccionan mediante el criterio FDR y se proyectan mediante LDA en
una única dimensión dando lugar a una sola caracteŕıstica empleada para el
entrenamiento y test, es decir, el espacio final de caracteŕısticas es en todos
los casos unidimensional.
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Figura 7.3: SPECT: Resultados de precisión frente a número de coeficientes
FDR-PCA sobre los que se aplica LDA obtenidos mediante la evaluación de
clasificadores basados en (a) SVM y (b) NN.

Para clasificadores SVM existe un pico de precisión de 90,11 % igualando
la precisión alcanzada sin aplicar LDA. Sin embargo, cabe destacar que este
máximo se mantiene para todos los kernels cuando se proyectan m = 6
coeficientes PCA reordenados mediante el criterio FDR. Esta uniformidad
en los resultados implica mayor consistencia de las caracteŕısticas extráıdas
y empleadas en el entrenamiento y test de los clasificadores. Los valores de
sensibilidad y especificidad alcanzados para las cuatro modalidades de kernel
son 92 y 87,81 % respectivamente, por lo que cualquiera de ellos se puede
considerar adecuado.

Para clasificadores NN, el máximo de precisión obtenida es de 91,21 %
para k = 3, k = 5 y m = 3,m = 4 neuronas en la capa oculta y coeficien-
tes FDR-PCA respectivamente, mejorando levemente la precisión de 90,11 %
obtenida cuando no se aplica LDA. En este caso los valores de sensibilidad
y especificidad correspondientes a estos picos de precisión son 94 y 87.81 %
respectivamente.

Para el clasificador basado en la regla de Bayes los resultados empeoran
levemente cuando LDA se aplica a los coeficientes PCA, por lo que no se
muestran los resultados.

7.5.2. Base de datos PET Cartuja

En la sección 6.5.2 se demostró la capacidad de los coeficientes PCA
para discriminar entre las muestras de las dos clases contenidas en esta base



7.5. Resultados 137

de datos, alcanzando en todos los casos más de un 95 % de precisión. La
aplicación de LDA todav́ıa implica una mejora cuantitativa pues conduce a
resultados de 100 % de precisión usando una única caracteŕıstica descriptora
de cada muestra. Esto supone un éxito tanto en la tarea de clasificación como
en la resolución del problema del pequeño tamaño muestral, alcanzando el
máximo de precisión posible haciendo uso del mı́nimo número de caracteŕısti-
cas. En la Figura 7.4 se muestran las mejores curvas de precisión obtenidas
para algunos clasificadores.
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Figura 7.4: PET Cartuja: Curvas de precisión obtenidas mediante la proyec-
ción LDA cuando el número de coeficientes FDR-PCA aumenta.

En la base de datos PET encontramos dos sujetos cuya clasificación es
en la mayor parte de los casos errónea. En el proceso de clasificación de una
muestra de test mediante PCA y LDA, dicha muestra sufre dos proyecciones
lineales que dan lugar a una caracteŕıstica final, donde los dos conjuntos de
vectores base sobre los que se proyecta se han obtenido sin incluir la muestra
de test en el cálculo. Por tanto, en ocasiones la proyección final queda ale-
jada del rango expandido por las muestras de su clase. En la Figura 7.5 se
representan las caracteŕısticas obtenidas para cada paciente y la distancia a
la posición media de las caracteŕısticas de su clase para diferentes valores de
m coeficientes PCA seleccionados. Los pacientes situados en las posiciones 10
y 21 y etiquetados como NORMAL y AD respectivamente tienden a alejarse
de la posición media de su clase, y sólo se clasifican correctamente cuando se
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Figura 7.5: PET Cartuja: Posición de la caracteŕıstica final LDA que repre-
senta a cada paciente y posición media de las caracteŕısticas de su clase para
diferentes valores de m. En verde se marcan los pacientes mal clasificados.

ajusta de forma precisa el número de coeficientes PCA empleados en la clasifi-
cación. En verde se señalan los casos en los que son clasificados erróneamente
por un clasificador SVM cuadrático.

7.5.3. Base de datos ADNI

Grupo 1

De nuevo la aplicación del criterio FDR de selección de coeficientes PCA
seguido de una transformación LDA mejora los resultados cuando se consi-
dera el grupo 1 de la base de datos ADNI para clasificación. Los resultados
se muestran en el conjunto de gráficas de la Figura 7.6. Como se puede ob-
servar en las gráficas 7.6(a), 7.6(b) y 7.6(c), todos los clasificadores alcanzan
el mismo máximo de 89,52 % de precisión cuando m = 8. Las curvas ROC
representadas en la Figura 7.6(d) que revelan que SVM y Bayes cuadrático
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Figura 7.6: Grupo 1 de ADNI: Resultados de precisión alcanzada por clasifi-
cadores (a) SVM, (b) NN y (c) Bayesianos. Las curvas ROC correspondientes
se representan en (d).

son las mejores opciones como clasificadores para este grupo.

Obsérvese que la forma de las curvas de precisión de la Figura 7.6 (a)-
(c) es muy similar para los diferentes clasificadores. Esto es debido al hecho
de usar una única caracteŕıstica final para la clasificación, lo que obliga a
los clasificadores a determinar el umbral de separación de forma similar a
pesar de los diferentes criterios que cada uno impone en el diseño de su
regla de clasificación. En todos los casos sin embargo se considera m = 8
el número óptimo de coeficientes PCA para llevar a cabo la transformación
LDA y la posterior clasificación. Esta unanimidad implica robustez de las
caracteŕısticas extráıdas y empleadas en el entrenamiento para la separación
de las clases contenidas en este grupo.
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Figura 7.7: Descripción de las clases de la base de datos ADNI en términos
de coeficientes PCA+LDA. Las imágenes originales fueron proyectadas en
m = 30 componentes principales y seguidamente en l = 2 ejes de proyección
LDA.

Grupo 2

La tarea de clasificación más complicada llevada a cabo sobre la base de
datos ADNI es aquella que pretende diferenciar los pacientes etiquetados co-
mo NORMAL y los MCI. Lograr una tasa de acierto alta en la clasificación
de este grupo significaŕıa la alta precisión a la hora de detectar una anomaĺıa
de tipo funcional en el paciente que podŕıa evolucionar hacia el estado AD.
Los patrones cerebrales etiquetados como MCI son complejos y con una va-
riabilidad muy alta, que evolucionan en tiempo cuando la enfermedad avanza
[Minoshima et al., 1997; Drzezga et al., 2003]. En la Figura 7.7 queda refle-
jado el amplio rango en el que se expanden las caracteŕısticas extráıdas de
pacientes MCI, quedando solapadas con aquellas extráıdas tanto de controles
como de pacientes AD, y por tanto dificultando la tarea de clasificación.

En el caso de este grupo y debido a la dispersión de las muestras de la
clase MCI, el uso del criterio FDR para la selección de coeficientes PCA no
es apropiado. El criterio FDR define un orden de selección muy diferente del
criterio de varianza para este grupo, siendo a su vez pequeñas las diferen-
cias entre los coeficientes FDR calculados. La reordenación mediante FDR
asigna prioridad a componentes principales de bajo contenido en varianza.
Por ejemplo, el criterio FDR sitúa a la primera componente principal según
el criterio de varianza en el puesto 100. Según el criterio FDR por tanto es-
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Figura 7.8: Grupo 2 de ADNI: Ĺınea de clasificación definida por un clasi-
ficador SVM con kernel polinómico. En (a) se emplean las caracteŕısticas
extráıdas de pacientes NORMAL y MCI y en (b) se incluyen los pacientes
AD en la etapa de entrenamiento como muestras adosadas a la clase MCI.

ta componente queda fuera de la clasificación a pesar de ser la que mayor
información de variabilidad de clases contiene.

Cuando se llevan a cabo las tareas de clasificación binaria sobre este
grupo, la tasa máxima de precisión alcanzada no supera el 74,1 % mediante
PCA y LDA como técnicas de extracción de caracteŕısticas (es decir, una sóla
caracteŕıstica final). A pesar de la imprecisión que caracteriza a la clase MCI,
ésta puede considerarse una etapa anterior a la EA [Minoshima et al., 1997;
Silverman et al., 2001] aunque no existe certeza de que las anomaĺıas de-
tectadas evolucionen hacia la EA, sino que podŕıan evolucionar hacia otras
demencias o incluso tras un seguimiento, ser finalmente etiquetados como
pacientes normales. Con el fin de desarrollar un sistema CAD capaz de difer-
enciar este tipo de patrones anormales o MIC de aquellos normales, se puede
tomar ventaja del hecho de contar con un conjunto de imágenes en la mis-
ma base de datos etiquetada como AD. Como se justificó en la sección 7.3,
LDA puede encontrar un máximo de l = c − 1 dicriminantes, donde c es el
número de clases, de modo que si se consideran los pacientes AD como una
clase diferente se podŕıan obtener hasta l = 2 caracteŕısticas finales para el
entrenamiento y test, como si se tratase de un problema multiclase con c = 3
clases. Este “truco” permitiŕıa el empleo de dos caracteŕısticas en lugar de
una, obteniendo aśı más información de clase. Una vez que las l = 2 carac-
teŕısticas son extráıdas, a los pacientes AD y MCI se les asigna la misma
etiqueta como si se tratase de una sola clase. El conjunto AD + MCI se trata
por tanto como una única clase durante el entrenamiento del clasificador. De
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este modo, el clasificador diseñará un hiperplano de decisión que refuerza la
idea de la clase MCI como patrón anormal al equipararlo con la clase AD,
desplazando el hiperplano hacia el lado AD y alejándolo por tanto de la clase
NORMAL. Sin embargo no estamos interesados en clasificar los pacientes
AD, por lo que en la fase de test sólo se clasifican los pacientes de las clases
NORMAL y MCI. La Figura 7.8 muestra las ĺıneas de decisión definidas por
un clasificador SVM con kernel polinómico cuando se considera el caso binario
convencional de separación de clases y cuando se emplea el truco multiclase
recién expuesto. El uso de esta técnica mejora notablemente los resultados de
clasificación mediante un incremento de los valores de sensibilidad. Los valo-
res de especificidad sin embargo demuestran un comportamiento pobre por
parte de los clasificadores a la hora de distinguir los controles. Sin embargo,
los valores de sensibilidad y especificidad son dependientes de la prevalencia,
que en el caso del grupo 2 no es balanceada puesto que el número de pacientes
de la clase MCI duplica al número de controles disponibles. Para evitar una
interpretación errónea de los resultados, se calculan también los valores de
PL y NL. La Tabla 13.2 muestra todos los resultados obtenidos en los expe-
rimentos y compara los resultados de una clasificación binaria convencional
y la clasificación basada en la multiclase propuesta para el grupo 2.

La interpretación de los datos de precisión alcanzados para la base de
datos ADNI debe tomarse con cautela. No es posible una comparación cuan-
titativa directa con los resultados obtenidos para las distintas bases de datos
debido a las diferencias en el método de etiquetado. Las etiquetas de la base
de datos ADNI son asignadas en función de los resultados que cada paciente
proporciona en los tests previos sin incluir en ellas la valiosa información con-
tenida en las imágenes. Las imágenes PET Cartuja por ejemplo se etiquetan
tras la exploración de las imágenes, dándole mayor fiabilidad al etiquetado.
Por tanto la reproducción exacta al 100 % de las etiquetas en ADNI podŕıa
no ser adecuado llevando al sistema CAD a un aprendizaje incorrecto de los
estados de los pacientes. Una tasa de acierto baja sobre el etiquetado total
de la base de datos podŕıa malinterpretarse si realmente el sistema acierta
sobre las etiquetas verdaderas.
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Grupo 2

m Bayes Lineal Bayes Cuadrático

l = 1 24
68.07% 66.27%

(68.42/67.31)% (64.91/69.23)%
2.093/0.469 2.109/0.507

l = 2 35
80.11% 78.31%

(85.08/69.23)% (83.33/63.46)%
2.765/0.215 2.280/0.263

m SVM Lineal SVM Cuadrático SVM Polinómico SVM RBF

l = 1 18
74.1% 74.1% 73.49% 73.49%

(86.84/46.15)% (86.84/46.15)% (85.96/46.15)% (85.96/46.15)%
1.613/0.285 1.613/0.285 1.596/0.304 1.596/0.304

l = 2 30
81.33% 77.71% 77.71% 77.71%

(97.37/46.15)% (91.23/46.15)% (91.23/46.15)% (91.22/48.08)%
1.808/0.057 1.694/0.190 1.694/0.190 1.757/0.183

m NN k = 1 NN k = 3 NN k = 5 NN k = 7

l = 1 33
71.08% 72.29% 71.08% 70.48%

(82.46/46.15)% (83.33/48.08)% (82.46/46.15)% (81.58/46.15)%
1.531/0.380 1.605/0.347 1.531/0.380 1.515/0.399

l = 2 40
79.52% 78.31% 79.52% 79.52%

(94.74/46.15)% (93.86/44.23)% (93.86/48.08)% (92.10/46.15)%
1.759/0.114 1.683/0.139 1.801/0.128 1.710/0.171

Tabla 7.1: Grupo 2 de ADNI: Datos de precisión, (sensibilidad/especificidad)
y PL/NL obtenidos en los experimentos de clasificación. Comparativa de los
métodos aplicados con l = 1 y l = 2 caracteŕısticas empleadas.





CAṔITULO 8

Métodos Kernel

En los caṕıtulos anteriores, las caracteŕısticas PCA y LDA han demostra-
do contener una gran capacidad discriminativa a la hora de clasificar imágenes
neurológicas. La representación de las imágenes en estos subespacios se basa
en estad́ısticos de segundo orden del conjunto de imágenes, pero no tratan
otras dependencias estad́ısticas de orden superior como las relaciones entre
tres o más voxels. Mientras que con los eigenbrains se pretende encontrar
las direcciones de proyección basadas en la correlación de segundo orden de
las muestras, Kernel PCA y Kernel LDA proporcionan una generalización
que tiene en cuenta correlaciones de orden mayor. El uso del “truco” kernel
proporciona un modo eficiente para extraer de las muestras caracteŕısticas
no lineales, dando lugar por tanto una representación más rica de las mis-
mas, o visto de otro modo, se trata de una proyección de las muestras desde
el espacio de entrada a un espacio de dimensión mayor. En este caṕıtulo se
investiga la eficacia de las métodos Kernel PCA y Kernel LDA como técnicas
de extracción de caracteŕısticas para una posterior clasificación.
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8.1. Funciones kernels

En los últimos años, los métodos de aprendizaje basados en kernel co-
mo por ejemplo son los SVM [Vapnik, 1995], Kernel PCA (KPCA) y Ker-
nel Discriminant Analysis (KDA) han suscitado un interés considerable en
el campo de reconocimiento de patrones y máquinas de aprendizaje [Müller
et al., 2001]. KPCA fue desarrollado originalmente por Schölkopf et al. [1998],
mientras que KDA fue propuesto inicialmente por Mika et al. [1999b,a], for-
mulado para dos clases. Debido a su habilidad para extraer las caracteŕısticas
no lineales más discriminantes [Mika et al., 1999b,a; Yang, 2002; Cawley and
Talbot, 2003; Lawrence and Schölkopf, 2001], KDA ha demostrado ser una
técnica muy efectiva en muchas aplicaciones del mundo real [Yang, 2002;
López et al., 2009c,b].

La idea básica de los métodos kernel es preprocesar los datos mediante
algún mapeo no lineal Φ y después aplicar los mismos algoritmos lineales
descritos por ejemplo, en los Caṕıtulos 6 y 7, pero en el espacio de carac-
teŕısticas Φ. La idea es encontrar un Φ apropiado para el cual una decisión
lineal en el espacio de Φ sea suficiente para la separación de las clases. (Ver
la Figura 8.1).

En cuanto a la clasificación basada en kernels, matemáticamente se puede
considerar que una medida de similitud entre un dato x con etiqueta conocida
y un nuevo patrón x′ viene dada por la función:

k : H×H −→ �

(x,x′) 7−→ k(x,x′)
(8.1)

es decir, una función que, dadas dos muestras del espacio de caracteŕısticas
x y x′, devuelve un número real que caracteriza su similitud. Es natural
asumir que no existe diferencia al comparar la similitud entre x y x′ que
entre x′ y x, por lo que asumiremos que esta función es simétrica, es decir,
k(x,x′) = k(x′,x), para todo x,x′ ∈ H.

Un ejemplo sencillo de una función de este tipo es el producto escalar en
un espacio vectorial, que lleva asociado una noción de distancia. La medida
de la similitud en un espacio con un producto interno definido se traduce a
una medida de distancia, haciendo que se pueda establecer si dos objetos son
similares a través de su cercańıa.

Estas ideas se pueden extrapolar a espacios más generales que �m, en los
que también es posible definir un producto interno. Estos espacios, denom-
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Figura 8.1: Ejemplo de clasificación basada en kernel. Tres vistas diferentes
del mismo problema de separación. En (a) no es posible una separación lineal
de los puntos en el espacio de entrada sin errores. En (b) la separación es
posible mediante superficies no lineales en el espacio de entrada. (c) Estas
superficies no lineales corresponden con superficies lineales en el espacio de
caracteŕısticas. Los puntos se mapean del espacio de entrada al espacio de
caracteŕısticas por medio de la función Φ.

inados espacios de Hilbert, son análogos al espacio Eucĺıdeo en tanto que
se puede definir en ellos los conceptos de longitud, distancia y ángulo, pero
poseen caracteŕısticas más generales. Son la generalización del espacio Eu-
cĺıdeo, reproduciendo el álgebra vectorial de manera abstracta e incluyendo
una noción de completitud.

Es posible que la noción de similitud se defina más apropiadamente en
otro espacio V diferente al espacio de caracteŕısticas original H. Supondremos
que este espacio V es un espacio de Hilbert, con su correspondiente producto
interno. Primero, necesitaremos una representación vectorial de los vectores
de caracteŕısticas en este espacio, que se construirá a través del mapeo:

Φ : H −→ V
x 7−→ v = Φ(x)

(8.2)

Este mapeo definirá un nuevo espacio de caracteŕısticas V y sus correspon-
dientes vectores de caracteŕısticas v ∈ V , de manera que el producto escalar
quedará mapeado a:

k(v,v′) = v · v′ = Φ(x) · Φ(x) = k(Φ(x),Φ(x)) (8.3)

de modo que un kernel es sencillamente una función que puede ser represen-
tada como un producto interno en algún espacio de Hilbert.

Esta transformación permitirá seguir trabajando con las nociones habi-
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tuales de distancia, longitud y ángulo, y las herramientas sencillas empleadas
para trabajar con ellas (álgebra lineal, geometŕıa anaĺıtica,...) pero abriendo
la posibilidad de utilizar un amplio rango de diferentes medidas de similitud,
gracias a la libertad a la hora de elegir el mapeo Φ. Uno puede preguntarse
sobre las condiciones generales para la existencia de tal mapeo, cuya respuesta
viene dado por el Teorema de Mercer:

Teorema . Teorema de Mercer. Sea x ∈ �l y Φ una función de mapeo

x → Φ(x) ∈ H

donde H es un espacio Eucĺıdeo. Entonces, la operación del producto interno
tiene una representación equivalente

∑

r φr(x)φr(z) = K(x,z)

donde φr(x) es la r-ésima componente del mapeo Φ(x) de x, y K(x,z) es
una función simétrica que satisface la siguiente condición

∫

K(x,z)g(x)g(z)dxdz ≥ 0 (8.4)

para cualquier g(x), x ∈ �l tal que

∫

g(x)2dx < +∞ (8.5)

El contrario también es cierto, es decir, para cualquier K(x,z) que satisfaga
8.4 y 8.5 existe un espacio en el cual se define un producto interno. Tales
funciones se conocen como Kernels. Gracias al teorema de Mercer podemos
estar seguros de se puede establecer un mapeo a un nuevo espacio que permita
definir una noción de similitud. Normalmente este nuevo espacio implicará un
aumento de la dimensión del espacio de caracteŕısticas, para proporcionar un
marco en el que las clases se separen más fácilmente. Lo que el teorema de
Mercer no revela sin embargo es cómo encontrar este espacio. Es decir, no
tenemos una herramienta general para construir el mapeo Φ(· ) una vez que
conocemos el producto interno del correspondiente espacio. Además, tampoco
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podemos saber la dimensionalidad del espacio, la cual podŕıa ser incluso
infinita.

En la práctica, ha resultado que los mapeos no lineales producen estruc-
turas suficientemente interesantes para resolver problemas complejos, siendo
algunos ejemplos t́ıpicos de kernels usados en aplicaciones de reconocimiento
de patrones:

Polinómicos:

K(x,x′) = [γ(x · x′) + c]d. (8.6)

Funciones de base radial (RBF):

K(x,x′) = exp(−γ||x − x′||2). (8.7)

Tangente hiperbólica:

K(x,x′) = tanh(γ(x · x′) + c). (8.8)

Para valores apropiados de γ y c de modo que las condiciones de Mercer
se cumplan.

8.2. Kernel PCA

PCA se diseñó para modelar variabilidades lineales existentes en datos de
alta dimensión. Sin embargo, en muchas ocasiones estos datos tienen natu-
raleza no lineal. En estos casos de datos de alta dimensión pertenecientes a
un subespacio no lineal PCA no puede modelar las variabilidades de los datos
de forma correcta. En KPCA, mediante el uso de kernels las componentes
principales se pueden calcular de forma eficiente en espacios de caracteŕısti-
cas de alta dimensión, que se relacionan con el espacio de entrada mediante
algún tipo de mapeo no lineal. Por tanto, KPCA encuentra las componentes
principales que están relacionadas de forma no lineal con el espacio de en-
trada llevando a cabo PCA en el espacio producido por el mapeo no lineal,
donde se espera que la estructura latente de baja dimensión sea más fácil de
descubrir (ver Figura 8.2)
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Figura 8.2: Idea básica de kernel PCA. En algún espacio de caracteŕısticas
de alta dimensión F (derecha) se aplica PCA lineal de igual modo que en
el espacio de entrada (izquierda). Puesto que F se relaciona con el espa-
cio de entrada de forma no lineal, (por medio de Φ) las ĺıneas de contorno
constantes de las proyecciones sobre los autovectores principales (dibujadas
como flechas) se convierten en no lineales en el espacio de entrada.

Consideremos el mapeo Φ del espacio original � a un nuevo espacio F :

Φ : � −→ F
x 7−→ y = Φ(x)

(8.9)

Nótese que F podŕıa tener una dimensión f arbitrariamente grande, incluso
infinita. Se asume que se trata con datos centrados (ver Schölkopf et al.
[1996]), es decir

N
∑

n=1

Φ(xn) = 0 (8.10)

Usando la matriz de covarianza en F

ΣΦ =
1

N

N
∑

i=1

Φ(xi) · Φ(xi)
T (8.11)

el problema de autovalores correspondiente es

ΣΦuΦ = λvΦ (8.12)



8.2. Kernel PCA 151

Todas las soluciones uΦ con λ 6= 0 se encuentran en el espacio expandido por
Φ(x1),Φ(x2), ...,Φ(xN), y por tanto existen coeficientes αi tales que

uΦ =
N
∑

i=1

αiΦ(xi) (8.13)

Nótese que si Φ(x) es f -dimensional y la dimensión del espacio de caracteŕıs-
ticas f es grande, entonces resolver el problema de autovalores se hace poco
práctico. Para reducir la dependencia sobre f , primero se asume que se tiene
una matriz kernel K(·, ·) que permite calcular K(xi,xj) = Φ(xi)

T · Φ(xj).
Dada tal función, se puede calcular la matriz K = Φ(x)T ·Φ(x) eficientemente
sin calcular expĺıcitamente Φ(x). De forma crucial, K tiene dimensión N×N
y no depende de f . Por tanto se puede calcular en un tiempo de ejecución
que depende sólo de N .

Para el propósito de extracción de componentes principales necesitamos
calcular las proyecciones sobre los autovectores uΦ en F . Sea x un punto
de test con la imagen Φ(x) en F . Entonces, la proyección de Φ(x) sobre los
autovectores uΦ son las componentes principales no lineales correspondientes
a F :

uΦ · Φ(x) =
N
∑

i=1

αi(Φ(xi) · Φ(x)) =
N
∑

i=1

K(xi,x) (8.14)

De nuevo se extraen las m, (1 ≤ m ≤ N) componentes principales no lineales
(es decir, autovectores uΦ

i , i = 1, ...,m) usando la función kernel sin necesi-
dad de realizar la operación que expĺıcitamente proyecta las muestras en un
espacio de alta dimensión.

Para obtener formas no lineales de PCA simplemente se elige un kernel
no lineal (ver ecuaciones 8.6,8.7,8.8). Nótese que la técnica clásica de PCA
es un caso especial de KPCA con orden uno (d = 1) para el kernel polinómi-
co (8.6). Dicho de otro modo, KPCA es una generalización de la clásica
transformación PCA puesto que los diferentes kernels pueden utilizarse para
diferentes proyecciones no lineales dando lugar a espacios de caracteŕısticas
de dimensión arbitrariamente alta, incluso infinita.
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8.3. Kernel LDA

Para la mayoŕıa de los casos de aplicaciones reales, un discriminante li-
neal no es suficientemente complejo para separar los datos. Para aumentar
la eficiencia del discriminante se podŕıa o bien hacer uso de modelos de dis-
tribuciones más sofisticadas que las bayesianas o bien buscar direcciones no
lineales (o ambas soluciones). Sin embargo, la asunción de distribuciones ge-
nerales podŕıa causar problemas a la hora de la estimación de los parámetros.
Por tanto la solución se restringe a la búsqueda de direcciones no lineales me-
diante el mapeo no lineal de los datos a un espacio de caracteŕısticas F y
el subsiguiente cálculo de los discriminantes de Fisher en este espacio, que
darán lugar a discriminantes no lineales en el espacio de entrada.

A continuación se desarrolla la formulación de la transformada LDA (ex-
puesta en el Caṕıtulo 7) en este caso basada en kernels. Sea Φ una función
de mapeo no lineal a un espacio F . Para encontrar los discriminantes lineales
en F se necesita optimizar

J(w) =
wTSΦ

b w

wTSΦ
ww

(8.15)

donde ahora w ∈ F y SΦ
b y SΦ

w son las correspondientes matrices de dispersión
inter-clase e intra-clase en F , es decir

SΦ
b = (µΦ

1 − µΦ
2 )(µΦ

1 − µΦ
2 )T (8.16)

SΦ
w =

∑

i=1,2

∑

x∈ωi

(Φ(x) − µΦ
i )(Φ(x) − µΦ

i )T (8.17)

con µΦ
i = 1

Ni

∑Ni

j=1 Φ(xi
j), siendo Ni el número de muestras en la clase ωi,

i = 1, 2. Si F es un espacio de muy alta dimensión, claramente seŕıa imposible
resolver este problema directamente. Para superar esta limitación, se usa el
mismo truco que en KPCA [Schölkopf et al., 1998]. En lugar de mapear los
datos expĺıcitamente, se busca una formulación del algoritmo que use sólo
productos internos (Φ(xi) · Φ(xj)) de los patrones de entrenamiento. Puesto
que se puede calcular dichos productos internos de manera eficiente podemos
resolver el problema original sin la necesidad de mapear expĺıcitamente los
datos a F . Esto se consigue usando los kernels de Mercer (ver Sección 8.1).
Para encontrar los discriminantes de Fisher en el espacio de caracteŕısticas
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F , primero se necesita una formulación de la ecuación 14.10 en términos
únicamente de productos internos de los patrones de entrada que después se
sustituirán por alguna función kernel. De la teoŕıa de kernels sabemos que
cualquier solución w ∈ F debe pertenecer al espacio que expanden todas
las muestras de F . Por tanto, se puede encontrar una expansión de w de la
forma

w =
N
∑

i=1

αiΦ(xi) (8.18)

Haciendo uso de 14.13 y de la definición de µΦ
i se puede escribir

wT µΦ
i =

1

Ni

c
∑

j=1

Ni
∑

k=1

αjk(xj,xi) = αTMi (8.19)

donde se ha definido Mi = 1
Ni

∑Ni

k=1 k(x,xi
k) y se han sustituido los produc-

tos internos por funciones kernel. Consideremos ahora el numerador de la
ecuación 14.10. Usando la definición de SΦ

b y 14.18 puede reescribirse

wTSΦ
b w = αT Mα (8.20)

donde M := (M1 − M2)(M1 − M2)
T . Considerando ahora el denominador,

haciendo uso de 14.13 y de la definción de SΦ
w, y de forma análoga que en

14.15 se tiene

wTSΦ
ww = αT Nα (8.21)

donde se define N :=
∑

i=1,2 Kj(I − 1lj)K
T
j , Kj es una matriz de l × lj con

(Kj)nm := k(xn,x
j
n) (es decir, la matriz kernel para la clase j), I es la matriz

identidad y 1lj una matriz con todos sus elementos 1/lj.

Combinando 14.15 y 14.16 podemos encontrar los discriminantes de Fish-
er lineales en F maximizando

J(α) =
αT Mα

αT Nα
(8.22)
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Este problema se puede resolver (de forma análoga que en el espacio de
entrada) encontrando los autovectores de N−1M . Esta es la aproximación
KDA. La proyección de una nueva muestra x en w viene dada por

w · Φ(x) =
N
∑

i=1

αik(xi,x) (8.23)

KDA resulta ser más efectivo que LDA en muchas aplicaciones. Sin embargo,
KDA es menos transparente que LDA debido a la complejidad de su formu-
lación que de algún modo cubre las caracteŕısticas intuitivas de LDA. En
Yang et al. [2004] se analiza en profundidad el algoritmo KDA, revelando
que esta transformada es equivalente a KPCA + LDA.

8.4. Experimentos

La búsqueda de las componentes principales en un espacio de caracteŕısti-
cas transformado mediante funciones kernel es un proceso computacional-
mente más complicado y menos eficiente que la técnica clásica PCA. Esto
motiva la reducción del espacio de entrada mediante las técnicas de sub-
muestreo aśı como el previo descarte de voxels no considerados como voxels
de interés mediante la aplicación de una máscara, como se explica en la Sec-
ción 3.3 y 3.3 respectivamente. Aśı, todas las imágenes utilizadas para la
extracción de componentes KDA han sido previamente reducidas y filtradas
por la máscara utilizando un factor de submuestreo de 2× 2× 2 y umbral de
selección de la máscara de t = 0,5.

KDA fue evaluado sobre las bases de datos SPECT y PET Cartuja obte-
niendo en algunos casos mejoras sobre la base de datos SPECT e igualando
el 100 % de precisión obtenido para PET. Los kernels aplicados para la ex-
tracción de los coeficientes KDA que mejor resultados proporcionaron son el
kernel cuadrático y polinómico (d = 2 y d = 3 en la ecuación 8.6 respectiva-
mente). La extracción de las componentes principales mediante kernel RBF
produjo bajas tasas de precisión, por lo que no se muestran los resultados.

En la fase de clasificación, Bayes y SVM fueron los clasificadores más
eficientes, superando a NN. Sin embargo sólo SVM consiguió mejoras sobre
la técnica clásica PCA+LDA (con reordenación mediante FDR), por lo que
en la próxima sección sólo se muestran los resultados obtenidos con SVM.
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8.5. Resultados

La combinación de KDA empleando una única caracteŕıstica final (l = 1)
con clasificadores SVM produjo resultados de precisión mostrados en la Tabla
8.1.

Proyección PCA m
SVM SVM SVM SVM
Lineal Cuadrático Polinómico RBF

SPECT
Polin. d = 2 3 87.91% 89.01% 87.91% 89.01%
Polin. d = 3 3 90.11% 89.01% 86.81% 89.01%

PET
Polin. d = 2 34 98.33% 98.33% 100% 98.33%
Polin. d = 3 34 98.33% 98.33% 100% 98.33%

Tabla 8.1: Precisión obtenida mediante KDA (l = 1) y SVM para SPECT y
PET.

A priori KDA funciona correctamente para las imágenes PET, repro-
duciendo los mejores resultados obtenidos con las técnicas previas, mientras
que para las SPECT no se produce un mejora con respecto a PCA+LDA
lineal.

Llegados a este punto, se propone una discusión sobre el número final
de caracteŕısticas l empleadas en la tarea de clasificación. Según la teoŕıa de
LDA explicada en el Caṕıtulo 7, para un problema de clasificación binaria
esta transformación encuentra el eje de proyección de máxima separación
entre ambas clases. Para un problema multiclase con c clases, LDA encuentra
l = c−1 ejes de proyección [Fukunaga, 1990]. Sin embargo cabe cuestionarse si
este número de caracteŕısticas óptimo es dependiente únicamente del número
de clases e independiente de la distribución de las mismas. La calidad de
las caracteŕısticas seleccionadas depende sólo de la precisión con la que el
criterio, |S−1

w Sb|, mide la separabilidad de las clases. Sin embargo, para clases
con distribuciones multimodales con medias comunes por ejemplo, l = c − 1
podŕıa no ser el número óptimos de caracteŕısticas necesario para conseguir
la mejor separación [Fukunaga, 1990].

En nuestro caso el criterio de separación viene determinado por la regla
que establecen los distintos clasificadores empleados, y en concreto los clasifi-
cadores SVM para las caracteŕısticas extráıdas con KDA. Debido a diferentes
posibilidades de definir superficies de decisión gracias al uso de SVM con ker-
nels, encontramos que para nuestros datos y para superficies de separación
no lineales, en algunas ocasiones la proyección de las caracteŕısticas KPCA
sobre un número de ejes l > 1 produce ciertas mejoras en los resultados de
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Figura 8.3: Ĺıneas y superficies de decisión diseñadas por clasificadores SVM
lineal (arriba) y SVM con kernel RBF (abajo) cuando se emplean l = 2
(izquierda) y l = 3 (derecha) caracteŕısticas KDA. La primera caracteŕıstica
es la más discriminante en todos los casos, sin embargo para clasificadores
no lineales la segunda y tercera componentes KDA pueden contribuir a una
mejora del ajuste del hiperplano de decisión.

clasificación, en concreto cuando los datos presentan dificultades para ser li-
nealmente separados. Esto ocurre en nuestro caso para las imágenes SPECT.
La proyección de las caracteŕısticas KDA para esta base de datos sobre los
l = 2, l = 3, etc, ejes de proyección no aporta mayor información para un
clasificador lineal, pues dichos ejes son autovectores (ecuación 14.10) corres-
pondientes a autovalores prácticamente nulos. Sin embargo, para superficies
no lineales, y en especial para el kernel RBF, encontramos que la proyección
sobre l = 3 ejes de proyección encontrados mediante la técnica KDA mejora
los resultados.

La Figura 8.5 ilustra las superficies de decisión diseñadas por el clasifi-
cador SVM con kernel RBF para las caracteŕısticas KDA extráıdas a partir
de las imágenes SPECT, usando l = 2 (Figuras 8.3(a) y 8.3(c)) y l = 3 (Fig-
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Figura 8.4: Las curvas de precisión muestran una ligera mejora cuando se
emplean l = 2 y l = 3 caracteŕısticas KDA en combinación con un clasificador
SVM con kernel RBF. Los resultados se muestran en función del número de
coeficientes KPCA proyectados sobre los ejes LDA.

uras 8.3(b) y 8.3(d)). En todos los casos, la primera caracteŕıstica KDA es sin
duda la más determinante agrupando las clases en dos grupos diferenciados
mayormente por el valor de esta coordenada. En el caso de un clasificador li-
neal, el umbral estará situado en este valor. Sin embargo, para el clasificador
BRF, debido a la forma no lineal de la superficie de decisión la segunda
y tercera coordenadas no son totalmente despreciables, aportando en algún
sentido información de clase para el clasificador. Para SVM con kernel RBF
se obtiene una mejora cuando se emplea más de una dimensión de proyección
LDA. La gráfica de la Figura 8.5 muestra las curvas de precisión para los di-
ferentes kernels cuando se emplean l = 2 y l = 3. La mejora más significante
se produce para el caso de SVM con kernel RBF, aumentando la precisión de
89,01 % a 93,41 % y de 92,31 % a 95,6 % cuando se emplean las caracteŕısti-
cas extráıdas mediante PCA-cuadrático + LDA y PCA-polinómico + LDA
respectivamente. Este valor de precisión de 95,6 % representa el valor más
alto obtenido para la base de datos SPECT presentado en este trabajo. En
la Tabla 14.1 se recogen los valores obtenidos por la técnica KDA, incluyendo
kernel lineal (técnica clásica de PCA) a modo de comparativa.
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Proyección PCA
SVM SVM SVM SVM
Lineal Cuadrático Polinómico RBF

SPECT
Lineal 91.21% 89.01% 90.11% 89.01%

Polin. d = 2 87.91% 90.11% 90.11% 93.41%
Polin. d = 3 92.31% 92.31% 93.41% 95.60%

PET
Lineal 100% 96.67% 98.33% 95%

Polin. d = 2 98.33% 98.33% 100% 98.33%
Polin. d = 3 98.33% 98.33% 100% 98.33%

Tabla 8.2: Mejores resultados de precisión obtenidos empleando más de una
caracteŕıstica en la proyección KDA y SVM para SPECT y PET.



CAṔITULO 9

Discusión y Conclusiones

En este caṕıtulo se recogen las conclusiones que se extraen de este trabajo
presentando una discusión y comparativa sobre los diversos métodos propues-
tos. Para ello se resumen las ventajas e inconvenientes de cada esquema de
clasificación aśı como la eficacia en términos de precisión que cada uno de
ellos alcanza. Finalmente, tras la evaluación cualitativa de los métodos desa-
rrollados se sugieren una serie de propuestas y nuevas ĺıneas de investigación
para la continuación y mejora de este trabajo.
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9.1. Discusión y conclusiones

La principal aportación de este trabajo radica en la presentación de sis-
temas CAD completos e independientes que han demostrado cumplir satisfac-
toriamente los objetivos propuestos de detección y clasificación de imágenes.
Todos los esquemas presentados consiguen una discriminación con éxito entre
patrones normales y patrones de hipoperfusión e hipometabolismo aportando
una valiosa herramienta de ayuda al diagnóstico. Los algoritmos desarrollados
en esta Tesis han sido evaluados mediante una base de datos de 91 imágenes
SPECT suministrada por el “Hospital Virgen de las Nieves”, (Granada) y
dos conjuntos de imágenes PET: uno de ellos consiste en 219 imágenes PET
obtenidas de la base de datos ADNI y el segundo se trata de una pequeña base
de datos de 60 pacientes procedentes de la cĺınica privada “PET Cartuja”
(Sevilla).

En el campo de reconocimiento de patrones, los esquemas propuestos
de extracción de caracteŕısticas y clasificación aplicados a las imágenes fun-
cionales resuelven con alto grado de satisfacción la categorización binaria de
las mismas en las clases definidas como NORMAL y AD. A modo de re-
sumen y comparativa, a continuación se exponen las ventajas y desventajas
que presenta cada sistema CAD desarrollado.

La extracción de caracteŕısticas basada en componentes presentada en
el Caṕıtulo 5 es un método directo que no requiere transformaciones del
espacio de entrada a otros subespacios. Se trata de una versión mejorada
del método VAF tomado como referencia que considera todos los voxels del
volumen cerebral para entrenar un clasificador SVM. Este proceso de explo-
ración del volumen cerebral es el que más se aproxima al proceso real en el
cual un experto cĺınico examina las imágenes visualmente, siendo además el
único método de los presentados que explota la propiedad de vecindad en-
tre los voxels de regiones afectadas por la EA. La desventaja con respecto
a VAF que presenta el método de componentes es la necesidad de realizar
un barrido sobre el volumen cerebral para la localización de las ROIs que
seleccionarán los voxels más discriminantes. Este proceso es computacional-
mente costoso, pero sólo es necesario llevarlo a cabo una vez para producir el
mapa de precisión. Una vez obtenido este mapa, para un nuevo paciente de
test se accede directamente a los voxels que componen las ROIs sin necesi-
dad de realizar el barrido completo. El mapa de precisión puede además ser
actualizado “off-line” cuando nuevas muestras compongan la base de datos.
El entrenamiento directo con subgrupos de voxels hace que este método sea
sensible al posible ruido presente en las imágenes. Sin embargo este incon-
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veniente se suaviza mediante el submuestreo inicial llevado a cabo sobre los
volúmenes, que además supone una reducción del coste computacional. El en-
trenamiento de un conjunto de clasificadores presenta ventajas con respecto a
una sola evaluación del cerebro. El agregado de clasificadores añade robustez
al método VAF siendo el diagnóstico final del paciente el resultado de un
estudio minucioso del volumen cerebral. Los resultados obtenidos mediante
esta técnica de extracción de caracteŕısticas son satisfactorios y aumentan en
gran medida, en particular para las imágenes SPECT, la precisión obtenida
(97,47 % para T = 84 %) con respecto a VAF (78,5 %). El umbral de pre-
cisión T que determina las componentes seleccionadas es un parámetro libre
del sistema que puede ser variado por el usuario. Un umbral menor supone
una mayor cantidad de votos recuperados siendo una opción más adecuada
para imágenes con posible presencia de Alzheimer, mientras que un umbral
alto puede confirmar la presencia de la EA en la imagen para pacientes más
avanzados en la enfermedad.

En contraposición a los métodos de aplicación directa, los métodos basa-
dos en la transformación de los datos (PCA, LDA y kernel PCA) proyectan
los datos iniciales sobre subespacios donde es posible determinar otras rela-
ciones existentes entre las muestras de la base de datos. La información re-
levante correspondiente a las ROIs queda recogida en las componentes prin-
cipales lineales extráıdas de las bases de datos mediante PCA. Un estudio
en profundidad de las componentes permite seleccionar mediante el criterio
FDR aquellas que optimizan la clasificación binaria de los pacientes, aportan-
do este criterio mejoras con respecto al criterio de mayor varianza. El número
de componentes óptimo se determina a posteriori, una vez evaluado el sistema
sobre la base de datos, y es dependiente de la misma. Esto obliga por tanto
a realizar una previa descripción de la base de datos por medio de compo-
nentes principales al igual que para el método de componentes. Sin embargo,
la extracción de componentes principales es computacionalmente más efecti-
va que el barrido por componentes y alcanza precisiones de 91,21 % y 100 %
para SPECT y PET respectivamente. Las caracteŕısticas proporcionadas por
las transformaciones PCA y LDA demuestran ser robustas produciendo un
comportamiento muy similar para todos los clasificadores evaluados.

En un punto intermedio entre el método ROIs y las transformaciones
PCA+LDA en cuanto al coste computacional se refiere se encuentran las
técnicas kernel para la extracción de caracteŕısticas. La descripción de las
bases de datos en términos de componentes principales no lineales resuelve de
manera satisfactoria el problema de clasificación que nos ocupa, alcanzando
precisiones de 95,60 % y 100 % para las bases de datos SPECT y PET Cartuja
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respectivamente, y haciendo uso de tan sólo tres caracteŕısticas finales que
dan como resultado un aprendizaje rápido y robusto. Las técnicas basadas en
transformaciones a subespacios son además menos sensibles al ruido existente
en una imagen individual al no considerar directamente el valor de los voxels
sino otras relaciones subyacentes de orden mayor entre ellos.

En lo que refiere a los métodos de clasificación evaluados, en general SVM
y el clasificador de Bayes muestran un mejor rendimiento frente a NN para la
separación de las caracteŕısticas seleccionadas, tanto en tiempo de ejecución
como en precisión alcanzada. La regla de Bayes resulta ser la más rápida
en clasificación mientras que SVM alcanza las tasas de precisión más altas.
La ventaja de SVM sobre el clasificador de Bayes radica en la capacidad de
establecer hiperplanos de decisión no lineales mediante la combinación con
kernels. Esto permite exprimir al máximo la información contenida en las
caracteŕısticas empleadas en clasificación, incluso cuando éstas no contienen
información de clase, como se discute en la Sección 8.5.

La evaluación de los métodos toma especial interés cuando éstos son tes-
tados sobre la base de datos ADNI debido a la envergadura del proyecto que
recolecta estas imágenes. Sin embargo, los niveles de precisión alcanzados no
deben compararse cuantitativamente con aquellos que se obtienen al aplicar
los métodos a los datos PET Cartuja por ejemplo. La razón principal es el
modo en que los pacientes han sido etiquetados. En la base de datos ADNI,
el etiquetado de la imagen se basa en los tests realizados al paciente, pero
no en las imágenes en śı. La información que contienen las etiquetas ADNI
son por tanto menos fiables que para PET Cartuja, donde la etiqueta incluye
información de la imagen, la cual es muy valiosa no sólo para detectar la
posible presencia de una enfermedad neurológica sino también para discernir
entre diferentes causas de demencia.

9.2. Trabajo futuro

A continuación se proponen nuevas ĺıneas de investigación que se derivan
del trabajo aqúı presentado y que podŕıan contribuir a un refinamiento de
las técnicas presentadas aśı como al desarrollo de nuevos sistemas CAD. Las
propuestas son las siguientes:

Haciendo uso de técnicas desarrolladas de procesamiento de imagen,
la búsqueda de ROIs podŕıa llevarse a cabo mediante otros métodos
directos que aplican segmentación de imagen como son el crecimiento
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de regiones o clustering. Una vez que los voxels quedan agrupados en
regiones, se llevaŕıa a cabo un estudio de los subconjuntos para de-
terminar las ROIs evitando aśı procesar aquellos voxels con bajo nivel
discriminante.

Estudio de las imágenes en otros dominios transformados como el do-
minio de la frecuencia o el dominio wavelet. Es posible extraer otro
tipo de información relacionada con las frecuencias que componen una
imagen mediante otras transformadas como la transformada discreta
de Fourier (DFT) o la transformada discreta del coseno (DCT). Estas
transformadas permiten realizar un estudio de los modos que la compo-
nen aśı como compresión de las mismas en los coeficientes resultantes.
Estos coeficientes podŕıan contener información de clase relevante y por
tanto ser útiles para clasificación.

Clasificación multiclase. La naturaleza progresiva de una enfermedad
neurológica como la EA da lugar a un amplio rango de patrones que
se extienden desde la etapa temprana de la enfermedad cuando se pro-
ducen las primeras anomaĺıas hasta el estado avanzado. A menudo los
pacientes afectados por la enfermedad son etiquetados como AD-1, AD-
2 y AD-3 en función del avance de la enfermedad. En la base de datos
ADNI por ejemplo se consideran los pacientes MCI como una clase
“intermedia” entre patrones normales y AD. Esto sugiere la posibili-
dad de aplicar estas técnicas de diagnóstico a un problema multiclase
que sea capaz de etiquetar con mayor precisión el estado del paciente.
Para resolver problemas de aprendizaje multiclase, en Bennett [1999] se
proponen las SVMs en combinación con los Métodos de Programación
Matemática (MPM) que dan lugar a árboles de decisión donde cada de-
cisión es una SVM. Una clasificación multiclase también seŕıa de gran
utilidad para fines no sólo de diagnóstico de una enfermedad neurológi-
ca en concreto sino también para la diferenciación entre dos o varias
anomaĺıas, como Parkinson, la demencia frontotemporal, etc.





Part III

Summary in English





Abstract

In this Thesis new statistical models for the detection of hipoperfusion
and hipometabolism patterns in SPECT (Single Photon Emission Comput-
ed Tomography) and PET (Positron Emission Tomography) images are pro-
posed for the aided diagnosis of neurological diseases, such as the Alzheimer’s
disease. After the description of the spatial registration and the intensity nor-
malization of the images, three different schemes for feature extraction are
presented. First, a component-based method is described, in which an ex-
haustive exploration of the images is performed in order to determine the
regions of interest for classification. Secondly, the Fisher Discriminant Ratio
is combined with linear transformations such as PCA (Principal Component
Analysis) and LDA (Linear Discriminant Analysis) as image reduction and
feature extraction techniques, solving the well known small sample size prob-
lem successfully. Finally, transformations based on kernel functions are eval-
uated as a generalization of the previous linear methods, making possible the
extraction of non-linear dependencies from the images. These features extrac-
tion techniques are combined with supervised classification methods based
on Bayesian rules, Support Vector Machine and Neural Networks, yielding
up to 95.6 % and 100 % accuracy values for SPECT and PET databases
and 91.43 % for the recognized ADNI database, respectively. The proposed
schemes outperfom the current existing methods for the early detection of
the Alzheimer’s disease.





CHAPTER 10

Neurological Image for Diagnosis

Emission-computed tomography (ECT) has been widely used in biomed-
ical research and clinical practice during the last three decades. ECT differs
from many other medical imaging modalities such as magnetic resonance
imaging (MRI) in producing a mapping of physiological functions instead of
imaging anatomical structures. Tomographic radiopharmaceutical imaging
provides in vivo three-dimensional maps of a pharmaceutical labeled with a
gamma ray emitting radionuclide. The distribution of radionuclide concen-
trations are estimated from a set of projectional images acquired at many
different angles around the patient. Brain imaging has become an important
diagnostic and research tool in nuclear medicine. The ultimate value of this
procedure depends on good technique in acquisition setup and proper data
reconstruction [Bruyant, 2002; Ramı́rez et al., 2008; Vandenberghea et al.,
2001].
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10.1. Diagnosis of Alzheimer’s Disease by

means of ECT

Alzheimer’s disease (AD) diagnosis is usually based on the information
provided by a careful clinical examination, a thorough interview of the pa-
tient and relatives, and a neuropsychological assessment [Braak and Braak,
1997; Cummings et al., 1998; Hoffman et al., 2000]. An ECT study is fre-
quently used as a complimentary diagnostic tool in addition to the clinical
findings [Higdon et al., 2004; Alexander et al., 2002]. However, in late-onset
AD there are minimal perfusion in the mild stages of the disease, and age-
related changes, which are frequently seen in healthy aged people, have to
be discriminated from the minimal disease-specific changes. These minimal
changes in the images make visual diagnosis a difficult task that requires
experienced experts.

Positron emission tomography (PET) is non-invasive, nuclear medicine
imaging technique which produces a three-dimensional image of functional
processes in the body. The system detects pairs of gamma rays emitted in-
directly by a positron-emitting radionuclide (tracer), which is introduced
into the body on a biologically active molecule.When the tracer is 18F-
Fluorodeoxyglucose (F-FDG), its concentration give us information about
tissue metabolic activity, measuring the brain’s rate of glucose metabolism.
Images of tracer concentration in 3-dimensional space within the brain are
then reconstructed by computer analysis.

Single Photon Emission Computed Tomography (SPECT) is an ECT
imaging technique that was initially developed in the 1960s, but was not
widely used in clinical practice until the 1980s. It is mainly used when struc-
tural information is not enough to detect or monitor a functional disorder.
Thus, SPECT is a noninvasive, three-dimensional functional imaging modal-
ity that provides clinical information regarding biochemical and physiologic
processes in patients. Functional SPECT imaging has been found to be a
valuable aid for the early diagnosis of the AD [Goethals et al., 2002]. Per-
fusion images are images that show the regional cerebral blood flow (rCBF)
in the brain. Figure 10.1 shows typical brain perfusion patterns of a normal
subject and a patient affected by Alzheimer’s disease. Although many studies
exist no final agreement has been achieved for the best regions of the brain
to use when diagnosing Alzheimer’s disease:

Many studies have shown the temporo-parietal region to be practical
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(a) (b)

Figure 10.1: Typical perfusion patterns of: a) a normal subject, and b) a
patient affected by Alzheimer type dementia.

for the early detection of the disease in patients that are no longer
characterized by specific cognitive impairment but by general cogni-
tive decline [Claus et al., 1994]. Although bilateral temporo-parietal
abnormalities, with or without other regional defects, are known as the
predominant pattern for Alzheimer’s disease, they appear to be neither
sensitive nor specific for early Alzheimer’s disease.

Perfusion deficits in posterior cingulate gyri and precunei perfusion re-
gions are probably more specific and more frequent in early Alzheimer’s
disease than temporo-parietal deficits [Kogure et al., 2000].

Hypo-perfusion in the medial temporal lobe and hippocampus is not
found in mild Alzheimer’s disease due to the difficulties of imaging these
deep brain structures [Braak and Braak, 1991].

10.2. Databases description and preprocess-

ing

The ultimate value of the CAD system strongly depends on effective tech-
niques in acquisition, proper data reconstruction and image registration. Af-
ter introducing all the necessary knowledge and tools for building the diagno-
sis system, this section shows the image acquisition setup and preprocessing
steps of the scans prior to defining the classifier.



172 10. Neurological Image for Diagnosis

10.2.1. Image acquisition

For the SPECT image acquisition, the patients are injected with a gamma
emitting 99mTc-ECD radiopharmeceutical and the SPECT scan is acquired
by a three-head gamma camera Picker Prism 3000. A total of 180 projections
are taken for each patient with a 2-degree angular resolution. Finally, images
of the brain cross sections are reconstructed from the projection data using
the filtered backprojection (FBP) algorithm described below in combination
with a Butterworth noise removal filter (see Section 10.2.2). The SPECT
images used in this work were initially labeled by experienced clinicians of
the “Virgen de las Nieves” Hospital (Granada, Spain). The database consists
of 91 patients: 41 labeled as NORMAL and 50 as AD.

FDG PET scans were acquired according to a standardized protocol. A
30-min dynamic emission scan, consisting of 6 5-minutes frames, was ac-
quired starting 30 minutes after the intravenous injection of 5.0-0.5 mCi of
18F-FDG, as the subjects, who were instructed to fast for at least 4 hours
prior to the scan, lay quietly in a dimly lit room with their eyes open and
minimal sensory stimulation. Data were corrected for radiationattenuation
and scatter using transmission scans from Ge−68 rotating rod sources and
reconstructed using measured attenuation correction and image reconstruc-
tion algorithms specified for each scanner. In this work, two PET databases
are used. On the one hand, a 60 PET images database provided by the private
clinic “PET Cartuja” (Seville, Spain) consisting of 18 controls and 42 AD
patients. On the other hand, PET images used in the preparation of this work
were obtained from the Alzheimer’s Disease Neuroimaging Initiative (ADNI)
database (www.loni.ucla.edu/ADNI). The ADNI was launched in 2003 by
the National Institute on Aging (NIA), the National Institute of Biomedical
Imaging and Bioengineering (NIBIB), the Food and Drug Administration
(FDA), private pharmaceutical companies and non-profit organizations, as a
60 million, 5-year public-private partnership. Following the scan, each image
was reviewed for possible artifacts at the University of Michigan and all raw
and processed study data was archived.

10.2.2. Image reconstruction

An image of the cross section of the brain can be reconstructed from pro-
jection data [Lange and Carson, 1984; Vardi et al., 1985; Hudson and Larkin,
1994; Bruyant, 2002; Chornoboy et al., 1990]. In ideal conditions, projections
are a set of measurements of the integrated values of some parameter of the
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object. If the object is represented by a two dimensional function f(x, y) and
each line integral by the (θ, t) parameters, the line integral is defined as:

Pθ(t) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

f(x, y)δ(x cos θ + y sin θ − t)dxdy, (10.1)

where Pθ(t) is known as the Radon transform of the function f(x, y).

The key to tomographic imaging is the Fourier Slice Theorem which re-
lates the measured projection data to the two-dimensional Fourier trans-
form of the object cross section. The Fourier Slice Theorem is stated as
follows: “The Fourier transform Sθ(w) of a parallel projection Pθ(t) of an
image f(x, y) taken at angle θ and defined to be:

Sθ(w) =

∫ +∞

−∞

Pθ(t) exp(−j2πwt)dt, (10.2)

gives a slice of the two-dimensional Fourier transform:

F (u, v) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

f(x, y) exp(−j2π(ux + vy))dxdy, (10.3)

subtending an angle θ with the u-axis”, that is,

Sθ(w) = F (u = w cos θ, v = w sin θ). (10.4)

The above result is the essence of straight ray tomography and indicates that
by having projections of an object function at angles θ1, θ2, ..., θk and taking
the Fourier transform of them, the values of F (u, u) can be determined on
radial lines. In practice only a finite number of projections of an object can
be taken. In that case it is clear that the function F (u, v) is only known along
a finite number of radial lines so that one must then interpolate from these
radial points to the points on a square grid.

Projection data used in this study are reconstructed using the filtered
backprojection (FBP) algorithm that is easily derived from the Fourier Slice
Theorem. An image of the cross section f(x, y) of an object can be recovered
by:

f(x, y) =

∫ π

0

Qθ(x cos θ + y sin θ)dθ, (10.5)

where

Qθ(t) =

∫ +∞

−∞

Sθ(w)|w| exp(j2πwt)dw. (10.6)
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The FBP algorithm then consists of two steps: the filtering part, which
can be visualized as a simple weighting of each projection in the frequency
domain, and the backprojection part.

A major drawback of FBP is the undesired amplification of the high fre-
quency noise and its impact on image quality. These effects are caused by the
filtering operation or multiplication of Sθ(w) by |w| in equation 10.6. In order
to attenuate the high frequency noise amplified during FBP reconstruction, a
number of window functions has been proposed. In this way, the reconstruc-
tion method described by equations 10.5 and 10.6 is normally redefined by
applying a frequency window which returns to zero as the frequency tends to
π. Among the most common window functions used for FBP reconstruction
are: i) sinc (Shepp-Logan filter), ii) cosine, iii) Hamming and, iv) Hanning
window functions. However, even when the reconstruction noise is kept low
using a noise controlled FBP approach, the noise captured by the acquisi-
tion system needs to be filtered out to improve the quality of reconstructed
images. Moreover, the preprocessing stage of most automatic SPECT image
processing systems often incorporates prefiltering, reconstruction and post-
filtering to minimize the noise acquired by the gammacamera as well as the
noise amplified during FBP reconstruction.

10.2.3. Image registration

The complexity of brain structures and the differences between brains
of different subjects make necessary the normalization of the images with
respect to a common template. This step allows us to compare the voxel
intensities of the brain images of different subjects. The images are first
spatially normalized using the SPM software [Friston et al., 2007] in order
to ensure that the voxels in different images refer to the same anatomical
positions in the brain. The normalized method assumes a general affine model
with 12 parameters [Woods, 2000] and a cost function which presents an
extreme value when the template and the image are matched together. The
objective function to be optimized is the mean squared difference between
both images, the source and the template:

cf =
∑

i

(f(Mxi) − g(xi))
2, (10.7)

where f denotes the source image and g the template. For each voxel x =
(x1, x2, x3) in an image, the affine transformation into the coordinates y =
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(y1, y2, y3) is expressed by a matrix multiplication y = Mx.
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After the affine normalization, the resulting image is registered using a
more complex non-rigid spatial transformation model. The deformations are
parameterized by a linear combination of the lowest-frequency components of
the three-dimensional cosine transform bases [Ashburner and Friston, 1999].
A small-deformation approach is used and regularization is achieved by the
bending energy of the displacement field.

Figure 10.2 shows an example of the operation of the normalization pro-
cess on SPECT images. Left column shows arbitrary source images in the
dataset, central column shows the template used for image registration, and
finally the corresponding normalized images are shown in the right column.
It is clearly shown that the transformed image matches the shape of the
template.

After the spatial normalization, a 95×69×79 voxel representation of each
subject is obtained. Each voxel represents a brain volume of 2.18×2.18×3.56
mm3. Finally, intensity level of the images is normalized to the maximum
intensity, which is computed for each volume individually by averaging over
the 3 % of the highest voxel intensities following a procedure similar to Saxena
et al. [1998].
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Source
Template Registered

Figure 10.2: Three SPECT images. Left column: Source image. Central col-
umn: Template. Right column: Transformed image



CHAPTER 11

Classification Methods

The field of pattern recognition is concerned with the automatic discov-
ery of regularities in data through the use of computer algorithms and with
the use of these regularities to take actions such as classifying the data into
different categories. Applications in which the training data comprises exam-
ples of the input vectors along with their corresponding target vectors are
known as supervised learning problems. Cases such as the digit recognition
example, in which the aim is to assign each input vector to one of a finite
number of discrete categories, are called classification problems. In this chap-
ter a theoretical background of the classification methods used in this work
to determine the class pattern of an individual brain image is presented.
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11.1. Support Vector Machines

Support vector machines [Burges, 1998; Vapnik, 1995, 1998] are widely
used for pattern recognition in a number of applications due to its ability
to learn from experimental data. The reason is that SVM are much more
effective than other conventional parametric classifiers. SVM separate a giv-
en set of binary labeled training data with a hyperplane that is maximally
distant from the two classes (known as the maximal margin hyper-plane).
The objective is to build a function f : �n −→ {±1} using training data
that is, N -dimensional patterns xi and class labels yi:

(x1, y1), (x2, y2), ..., (xl, yl) ∈ �
n × {±1}, (11.1)

so that f will correctly classify new examples (x, y).

Linear discriminant functions define decision hypersurfaces or hyperplanes
in a multidimensional feature space, that is:

g(x) = wTx + w0 = 0, (11.2)

where w is known as the weight vector and w0 as the threshold. The weight
vector w is orthogonal to the decision hyperplane and the optimization task
consists of finding the unknown parameters wi, i= 1,...,n, defining the deci-
sion hyperplane.

Let xi, i=1,2,...,N , be the feature vectors of the training set, X. These
belong to either of the two classes, ω1 or ω2. If the classes were linearly sep-
arable the objective would be to design a hyperplane that classifies correctly
all the training vectors. The hyperplane is not unique and the selection pro-
cess focuses on maximizing the generalization performance of the classifier,
that is, the ability of the classifier, designed using the training set, to op-
erate satisfactorily with new data. Among the different design criteria, the
maximal margin hyperplane is usually selected since it leaves the maximum
margin of separation between the two classes. Since the distance from a point
x to the hyperplane is given by z = |g(x)|/||w||, scaling w and w0 so that the
value of g(x) is +1 for the nearest point in ω1 and -1 for the nearest points
in ω2, reduces the optimization problem to maximizing the margin: 2/||w||
with the constraints:

wTx + w0 ≥ 1, ∀x ∈ ω1,
wTx + w0 ≤ 1, ∀x ∈ ω2,

(11.3)
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or equivalently, minimizing the cost function J(w) = 1/2||w||2 subject to:

yi(w
Txi + w0) ≥ 1, i = 1, 2, ..., N. (11.4)

Thus, designing the classifier leads to a nonlinear (quadratic) optimiza-
tion task subject to a set of linear inequality constraints. By using the opti-
mization methodology adopted by Karush-Kuhn-Tucker [Burges, 1998], the
solution w is found to be a linear combination of Ns ≤ N feature vectors
named support vectors and the optimum hyperplane is called the support
vector machine. The support vectors are the training vectors that are clos-
est to the linear classifier since lie on either of the two hyperplanes, i.e.:
wTx + w0 = ±1. On the other hand, the optimization process with inequali-
ty constraints guarantee any local minimum is also global and unique so that
the optimal maximal margin hyperplane defining the support vector machine
is unique.

For non-separable classes, the optimization process needs to be modified
in an efficient and elegant manner. In mathematical terms, the maximal
margin hyperplane for non-separable data is selected by minimizing the cost
function:

J(w, w0, ξ) =
1

2
||w||2 + C

N
∑

i=1

ξi, (11.5)

subject to the constraints:

yi[w
T xi + w0] ≥ 1 − ξi, ξi ≥ 0 i = 1, 2, ..., N. (11.6)

When no linear separation of the training data is possible, SVM can work
in combination with techniques of kernels so that the hyperplane defining the
SVM corresponds to a non-linear decision boundary in the input space. If the
data is mapped to some other (possibly infinite dimensional) Euclidean space
using a mapping Φ(x), the training algorithm only depends on the data
through dot products in such an Euclidean space, i.e. on functions of the
form Φ(xi) ·Φ(xj). If a “kernel function” K is defined such that K(xi,xj) =
Φ(xi) · Φ(xj), it is not necessary to know the Φ function during the training
process. In the test phase, an SVM is used by computing dot products of a
given test point x with w, or more specifically by computing the sign of

f(x) =

NS
∑

i=1

αiyiΦ(si) · Φ(x) + w0 =

NS
∑

i=1

αiyiK(si,x) + w0, (11.7)

where si are the support vectors.
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Figure 11.1: Effect of mapping the input space to the feature space where
the separation boundary becomes linear

Thus, the use of kernels in SVM enables to map the data into some other
dot product space (called feature space) F via a nonlinear transformation
Φ : �n −→ F and perform the above linear algorithm in F . Figure 11.1
illustrates this process where the 2D input space is mapped to a 3D feature
space where the data is linearly separable. In the input space, the hyperplane
corresponds to a nonlinear decision function whose form is determined by the
kernel. There are three common kernels that are used by SVM practitioners
for the nonlinear feature mapping:

Polynomial
K(x,y) = [γ(x · y) + c]d. (11.8)

Radial basis function (RBF)

K(x,y) = exp(−γ||x − y||2). (11.9)

Sigmoid
K(x,y) = tanh(γ(x · y) + c). (11.10)

Thus, the decision function is nonlinear in the input space

f(x) = sign{
Ns
∑

i=1

αiyiK(si,x) + w0}, (11.11)

and the parameters αi are the solution of a quadratic optimization prob-
lem that are usually determined by Quadratic Programming (QP) or the
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well known Sequential Minimal Optimization (SMO) algorithm [Platt, 1999].
Many classification problems are separable in the feature space and are able
to obtain better results by using RBF kernels instead of linear and poly-
nomial kernel functions [Clarkson and Moreno, 1999; Ganapathiraju et al.,
2004].

11.2. Bayesian classifier

In a two-hypothesis test, the optimal decision rule that minimizes the
error probability is the Bayes classifier. Bayesian-based classifiers have been
successfully used in face recognition problems [Shakhnarovich and Moghad-
dam, 2004; Wang and Tang, 2003]. The Bayes classifier evaluates the a pos-
teriori probability function [Fukunaga, 1990]. Let {ω1, ω2, ..., ωc} denote the
object classes and x a feature vector obtained by some feature extraction
technique. The a posteriori probability function of x given ωi is defined as

P (ωi|x) =
P (x|ωi)P (ωi)

P (x)
, i = 1, 2, ..., c. (11.12)

where P (ωi) is a priori probability, P (ωi|x) the conditional probability den-
sity function of x given ωi and P (x) is the mixture density. The maximum a
posteriori (MAP) decision rule for the Bayes classifier is defined as

P (x|ωi)P (ωi) = máx
j

{P (x|ωj)P (ωj)}, x ∈ ωi (11.13)

The test vector data x is classified to ωi of which the a posteriori probability
given x is the largest between the classes. For the classification problem we
are dealing with, the a priori probability P (ωi) is initially set to 0.5, that is,
AD and NORMAL classes are equally probable. Regarding the conditional
probability density function, usually there are not enough samples to estimate
it for each class (within-class density). A compromise, therefore, is to make
an assumption of a particular density form and convert the general density
estimation problem into a parametric one. The within class densities are
usually modeled as normal distributions

P (x|ωi) =
1

(2π)n/2|Σi|1/2
× exp

{

−
1

2
(x − Mi)

tΣ−1
i (x − Mi)

}

(11.14)

where Mi and Σi are the mean and covariance matrix of class ωi, respectively.
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Figure 11.2: Decision boundary designed by a Bayesian classifier consider-
ing Gaussian density distributions and equal a priori probabilities for both
classes.

Figure 11.2 shows samples of two classes and the decision boundary de-
fined by the Bayes’ rule. Samples density distributions are assumed to be
Gaussians. Ellipses around the clusters show lines of equal probability den-
sity of the Gaussian. Considering the a priori probabilities equal for both
class 1 (represented by blue points) and class 2 (red crosses), the green line
divides up the 2D plane in two regions: a sample placed above or below this
line is more likely to belong to class 1 or class 2, respectively.

11.3. Neural Networks

An Artificial Neural Network (ANN) [McCulloch and Pitts, 1943] is an
information processing paradigm that is inspired by the way biological ner-
vous systems, such as the brain, processes information. ANNs can be viewed
as weighted directed graphs in which artificial neurons are nodes and di-
rected edges (with weights) are connections between neuron outputs and
neuron inputs. Based on the connection pattern (architecture), ANNs can be
grouped into two categories: i) feed-forward networks, in which graphs have
no loops, and ii) recurrent (or feedback) networks, in which loops occur be-
cause of feedback connections. Different connectivities yield different network
behaviors. Generally speaking, feed-forward networks are static, that is, they
produce only one set of output values rather than a sequence of values from
a given input. Feed-forward networks are memory-less in the sense that their
response to an input is independent of the previous network state. Recurrent
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Figure 11.3: Feed-forward neural network architecture with hidden layer of
neurons plus linear output layer.

or feedback networks, on the other hand, are dynamic systems. When a new
input pattern is presented the neuron outputs are computed. Because of the
feedback paths, the inputs to each neuron are then modified, which leads the
network to enter a new state.

Feed-forward networks often have one or more hidden layers of sigmoid
neurons followed by an output layer of linear neurons as shown in Figure
11.3. Multiple layers of neurons with nonlinear transfer functions allow the
network to learn nonlinear and linear relationships between input and output
vectors.

Learning process in the ANN context can be viewed as the problem of
updating network architecture and connection weights so that a network
can efficiently perform a specific task. The ability of ANNs to automatically
learn from examples makes them attractive and exciting. The development
of the back-propagation learning algorithm for determining weights in a mul-
tilayer perceptron has made these networks the most popular among ANN
researchers.

For the experiments presented in this work a feed-forward neural network
with the following configuration was used:
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One hidden layer and increasing number of neurons and a linear output
layer.

Hyperbolic tangent sigmoid transfer function: f(n) = 2/(1 + exp(−2 ∗
n)) − 1, for input layers.

Linear transfer function: f(n) = n, for output layer.

Weight and bias values are updated according to Levenberg-Marquardt
optimization.

Gradient descent with momentum weight and bias is used as learning
function.



CHAPTER 12

Regions of Interest

In the AD diagnosis process by means of visual exploration of the images,
clinicians focus on those brain regions where the AD produces a decrease of
the brain activity. That means that those regions that are not affected by the
AD do not provide any useful information for the AD diagnosis and therefore,
they can be discarded. In this chapter, the automatic detection of the regions
of interest (ROIs) is sought by means of an exhaustive exploration carried
out throughout the whole brain volume. This exploration is performed by
extracting smaller subsets of voxels called components, which are used to train
a unique SVM classifier and by some pasting-vote method a final diagnostic
on the patient will be given. An accuracy map can be made up in order to
define a criterion to select only the most discriminant components and locate
the ROIs for the AD detection.
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12.1. Component-based feature extraction

Component-based feature extraction process has actually been applied to
the face detection problem [Heisele et al., 2001b; Schneiderman and Kanade,
2000; Heisele et al., 2001a; Brunelli and Poggio, 1993; Nefian and Hayes, 1999;
Wiskott, 1995], centering the components on the eyes, nose and mouth. Our
approach does not search for any particular zone, but computes a systematic
scan of the whole brain image. For the analysis, let N be the number of
patients, s the number of components the brain is divided into, and Ci i =
1, 2, ..., s denote subset of voxels that make up the i-th component. The whole
brain volume I(V ) of a given patient can be expressed as:

I(V ) =
s
⋃

m=1

I(Cm) −
s
⋂

m=1

I(Cm) (12.1)

where the second part of the right term eliminates the redundance due to
the possible overlapping of the components. The j-th volume Ij will have
an associated label yj, which will be +1 in case the patient is AD, and −1
in case the patient is NORMAL. Thus, this label yj is shared with all the
components of the image Ij (C1j, C2j, ..., Csj). Each component Cij is used as
the feature vector input to train and test a single SVM classifier by means
of a Leave-One-Out cross-validation strategy, that is, the classifier is trained
on all but one component {Ci1, Ci2, ..., Cis−1}, categorizing the remaining
component Cis by a label ℓij ∈ {±1}. This process will provide as many SVM
classifiers as components the brain is broken down into, being each classifier
trained only on its associated region of the brain volume. If the information
of a particular region is important with regard to the AD diagnosis, the
associated SVM classifier will have a good performance in the classification
task. In other words, after the training and testing steps, it is possible to
assign an accuracy value A(i), i = 1, 2, ..., s to each component according to
the number of correctly classified patients it provided. The accuracy map for
SPECT images are represented in Figure 12.1. The ROIs correspond to the
most discriminant components, near red colors, meaning dark red a 100 %
accuracy in classification.
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Figure 12.1: Map of the ROIs for SPECT images determined by the values
A(i).

12.2. SVM ensemble

The brain image of each patient is divided into components with several
shapes and sizes. These components are obtained after a feature extraction
process and then, an individual SVM is applied on each component. This
yields to an SVM ensemble for each brain image that can be used to grow a
global diagnostic of the patient.

In SVM ensemble, individual SVMs are aggregated to make a collective
decision in several ways such as the majority voting, least-squares estimation-
based weighting, and the double layer hierarchical combing [Hyun-Chul et al.,
2003]. The training SVM ensemble can be conducted in the way of bagging
or boosting. In bagging, each individual SVM is trained independently using
the randomly chosen training samples via a bootstrap technique. In boosting,
each individual SVM is trained using the training samples chosen according
to the samples probability distribution that is updated in proportion to the
error in the sample. When memory limitations exist, voting many classifiers
built on small subsets of data (“pasting small votes”) is an approach for
learning from massive datasets [Breiman, 1999]. SVM ensemble is essentially
a type of cross-validation optimization of single SVM, having a more stable
classification performance than other models.
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12.2.1. Pasting-votes methods

The SVM ensemble will serve us to define a new decision function based
on the pasting-votes technique Breiman [1999]. The function defined as

F(Ij) =
s
∑

i=1

ℓij (12.2)

is an non-weighted sum of votes that each component casts and will classify
the patient j as NORMAL if F(Ij) < 0, and as AD if F(Ij) > 0. This method
is therefore called majority voting. An improvement is easily introduced by
assigning a relevance weight to each vote based on the individual accuracy
A(i), which defines a new function:

R(Ij) =
s
∑

i=1

ℓijA
(i) (12.3)

Furthermore, the considered components can be limited to only those that
provide higher accuracy rates. The definition of a criterion function T based
on the weights will pick only the s′ most discriminant components, where s′ is
chosen by setting a threshold T in the accuracy values: only those components
C ′ ⊂ I whose values A(i) are higher than T are allowed to vote:

T (Ij) =
∑

i⊂S

ℓij, S = {i \ A(i) > T} (12.4)

12.3. Results

The component-based approach for the detection of the AD was evaluated
on three different datasets:

79 SPECT images: 41 labeled as NORMAL and 38 labeled as AD.

60 PET images (PET Cartuja): 18 labeled as NORMAL and 42 labeled
as AD.

192 ADNI images: 97 labeled as NORMAL and 95 as AD.
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v 15 Elongated 20 Elongated 25 Elongated Cubic

SPECT

4 79.75% 82.28% 81.01% 75.95%
5 79.75% 78.48% 83.54% 83.54%
6 83.54% 82.28% 84.81% 84.81%
7 83.54% 86.08% 87.34% 82.28%

PET Cartuja

4 96.67% 96.67% 96.67% 98.33%
5 96.67% 96.67% 96.67% 96.67%
6 96.67% 96.67% 96.67% 95%
7 96.67% 96.67% 96.67% 88.33%

Table 12.1: Results obtained by the majority voting recount for different
types of components and subsampling factors v

The dimensionality reduction of the original 79×95×69 voxel sized brain
volume was performed by subsampling the volumes by a factor v × v × v
where v ranges from 4 to 7. After that, the brain volumes were divided
into 15, 20 or 25 elongated as well as cubic components of size 4 × 4 × 4.
Elongated components are independently studied along each axis direction,
and each one is shifted 30 times in such a way the shifted component overlaps.
Therefore, the total number of elongated components is 15× 3× 30 = 1350,
25× 3× 30 = 2250 or 25× 3× 30 = 2250. Regarding cubic components, they
are made up of 4× 4× 4 voxel-sized subsets, and the number of components
depends on the reduction factor v.

When evaluating the majority voting F function (see Table 12.1), best ac-
curacy values for SPECT images were found when a 7×7×7 initial averaging
was performed for 25 elongated components. For PET Cartuja images, best
results were achieved when a 4× 4× 4 initial dimension reduction is applied
for cubic components. For these images and making use of the F function,
only one patient, which was initially labeled as NORMAL, is misclassified
by the classifier. This misclassification is corrected by using the R function
instead. Clinicians have detected that, although it is a normal patient in the
sense that he does not present any sign of AD, there is a peculiarity in his
thalamus metabolism.

Figure 12.2 shows the accuracy results obtained when the function R is
evaluated for different values of the threshold T . The number of components
considered when the threshold is applied is also plotted and as expected,
it decreased when the T increases, making more restrictive the components
selection criterion. Setting T = 84 % and T = 92 % yields to 97,47 % and
98,33 % accuracy rates for SPECT and PET Cartuja images respectively.
This can be considered a fair trade-off between the strength of the threshold
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and the number of considered components, since for these T values more
than 200 votes are considered. Component-based technique outperforms the
baseline VAF approach, which reaches 78.5 % and 96.6 % accuracy values for
SPECT and PET Cartuja images respectively.
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Figure 12.2: Results obtained by evaluating the relevance voting function R
for different values of the threshold T for SPECT (left) and PET Cartuja
(right). The higher the threshold is, the lower the number of components are
considered.
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Figure 12.3: ADNI: Accuracy, sensibility and specificity values obtained by
means of the component-based technique when the relevance voting function
R for different values of the threshold T is evaluated. Comparison to majority
voting.

Regarding the ADNI database, results of accuracy, sensitivity and speci-
ficity are shown in Figure 12.3. Due to the high computational cost required,
the validation of the ROIs technique on the ADNI database was performed
by the k-fold strategy instead of Leave-One-Out. The samples are initially di-
vided into 2 random subgroups containing the same number of samples. The
first group is used to compose the precision map of the components and the
second group is used to validate the system. It can be seen from the curves
that sensibility is in most cases higher than specificity. This is due to the
labeling criteria used for the categorization of the ADNI images, for which
only clinical tests are used without including the information contained in
the images. Clinical tests have shown to provide high specificity and low sen-
sibility values [Jobst et al., 1998], and this is therefore matched by the CAD
system.





CHAPTER 13

Principal Component and Linear

Discriminant Analyses

Principal component analysis (PCA) [Jolliffe, 1986], also known as Karhunen-
Loeve (KL) transform, has been called one of the most valuable results from
applied linear algebra. PCA is used abundantly in all forms of analysis - from
neuroscience to computer graphics - because it is a simple, non-parametric
method of extracting relevant information from confusing data sets. With
minimal additional effort PCA provides a roadmap for how to reduce a com-
plex data set to a lower dimension to reveal the sometimes hidden, simplified
dynamics that often underlie it. Linear Discriminant Analysis (LDA) usually
provides better features for classification since it is a class specific projec-
tion. This technique and other PCA-based methods have been successfully
applied for different image classification purposes [Kirby and Sirovich, 1990;
Spetsieris et al., 2009; Turk and Pentland, 1991], and specifically for neu-
roimage classification problems [López et al., 2009c,b]. In this chapter, we
present several classification schemes based on these linear projections.



194 13. Principal Component and Linear Discriminant Analyses

13.1. Principal Component Analysis

Principal Component Analysis (PCA) corresponds to multivariate ap-
proaches and has been already applied to functional brain images in a de-
scriptive fashion, where there exists the impossibility of using this transfor-
mation to make any statistical inference [Friston et al., 2007]. However, in
this work, a new PCA-based approach is used in combination with supervised
learning methods, which in turn solves the small sample size problem since
the dimension of the feature space undergoes a significant reduction.

PCA generates an orthonormal basis vector that maximizes the scatter of
all the projected samples. After the preprocessing steps, the n remaining vox-
els for each subject are rearranged into a vector form. Let X = [x1,x2, ...,xN ]
be the sample set of these vectors, where N is the number of patients. After
normalizing the vectors to unity norm and subtracting the grand mean, a
new vector set Y = [y1,y2, ...,yN ] is obtained, where each yi represents an
n−dimensional normalized vector, yi = (yi1, yi2, ..., yin)T , i = 1, 2, ..., N . The
covariance matrix of the normalized vectors set is defined as

ΣY =
1

N

N
∑

i=1

yiy
T
i =

1

N
YYT (13.1)

and the eigenvector and eigenvalue matrices Φ, Λ are computed as

ΣY Φ = ΦΛ (13.2)

Note that YYT is an n × n matrix while YTY is an N × N matrix. If the
sample size N is much smaller than the dimensionality n, then diagonaliz-
ing YTY instead of YYT reduces the computational complexity [Turk and
Pentland, 1991]

(YTY)Ψ = ΨΛ1 (13.3)

T = YΨ (13.4)

where Λ1 = diag{λ1, λ2, ..., λN} and T = [Φ1,Φ2, ...,ΦN ]. Derived from the
eigenface concept [Turk and Pentland, 1991], and due to its still brain-like
appearance, the eigenvectors or principal components (PCs) Φi, i = 1, ..., N
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Figure 13.1: First (left) and second (right) eigenbrains extracted from the
ADNI database. They represent the principal components where original
images will be projected onto to obtain a dimension reduction.

of the covariance matrix are called eigenbrains [Álvarez et al., 2009a]. Fig-
ure 13.1 shows the first and second eigenbrains obtained from the ADNI
database when AD and NORMAL subjects are considered in the solution of
the eigenvalue problem.

13.1.1. Criterion for selecting the eigenbrains

PCA provides the best description of a complete dataset in terms of
variability. However, in the PCs extraction process class labels are not taken
into account. This fact motivates us to sort out the obtained PCA coefficients
by using a more useful measure for classification purposes instead of their
associated eigenvalues. We propose the Fisher Discriminant Ratio (FDR) as
criteria for rearranging the obtained coefficients. This makes sense since the
FDR takes into account the information of the labels preassigned to the data.
It is defined as follows:

FDR =
(µ1 − µ2)

2

σ2
1 + σ2

2

(13.5)

where µi and σ2
i denote the i -th class within class mean value and variance,

respectively. Thus, in the classification stage the training set is used to com-
pute the PCs and the FDR values of the resulting PCA projection coefficients
are computed. The test sample is projected onto the computed PCs, and the
obtained test coefficients are rearranged in decreasing order according to the
previous FDR values obtained from the train set. In some cases, this rear-
rangement will improve the classification results as shown in Section 13.4.
Other metrics to determine the robustness of the PCs used for classification
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purposes are proposed in Markiewicz et al. [2009].

13.1.2. Slices of Interest (SOIs)

PCA can be applied to the entire brain volumes in order to obtain a
better description of the whole database. Theoretically the obtained PCs
will hold the main differences among the subjects that make the database
up, among which hopefully the differences between the two classes samples
can be found. However, when dealing with such high dimensional data, PCA
is sensitive to any other differences, maybe derived from the normalization
process or due to the different origins of the images, in such a way that using
the main eigenbrains as projection axes might contain “noisy” differences –
that is, not useful information for distinguishing the AD.

This fact motivates us to apply PCA to the brain volume areas of interest.
We can then search for the slices of interest (SOI) and discard the rest for
the classification task. We explore the slices along the three directions and
apply PCA to determine each one’s discriminatory capacity. This allows us
to pre-locate the most useful voxels for the classification task we are dealing
with.

13.2. Linear Discriminant Analysis

Since the learning set is labeled, it makes sense to use this information to
build a more reliable method for reducing the dimensionality of the feature
space. Here we argue that using class specific linear methods for dimension-
ality reduction and simple classifiers in the reduced feature space, one may
get better recognition rates than with other multivariate approaches. LDA
[Fisher, 1936] is an example of a class specific method, in the sense that it
tries to ‘shape’ the scatter in order to make it more reliable for classification.
Let the between-class scatter matrix be defined as

Sb =
c
∑

i=1

Ni(µi − µ)(µi − µ)T (13.6)
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and the within-class scatter matrix be defined as

Sw =
c
∑

i=1

∑

xk∈Xi

(xk − µi)(xk − µi)
T (13.7)

where µi is the mean image of class ωi, Ni is the number of samples in
class ωi and c is the number of classes. If SW is nonsingular, LDA chooses
the optimal projection Wopt as the matrix with orthonormal columns which
maximizes the ratio of the determinant of the between-class scatter matrix of
the projected samples to the determinant of the within-class scatter matrix
of the projected samples, i.e.,

Wopt = arg máx
W

∣

∣WTSbW
∣

∣

|WTSwW|
= [w1w2...wl] (13.8)

where {wi|i = 1, 2, ..., l} is the set of generalized eigenvectors of |S−1
w Sb| and

corresponding to the l largest generalized eigenvalues {λi|i = 1, 2, ..., l}, i.e.,

Sbwi = λiSwwi (13.9)

Note that there are at most c− 1 nonzero generalized eigenvalues, and so an
upper bound on l is c− 1, where c is the number of classes [Duda and Hart,
1973].

In the image classification problem, one is confronted with the difficulty
that the within-class scatter matrix Sw ∈ R

n×n is always singular. This is a
consequence of the fact that the rank of Sw is at most N − c, and, in general,
the number of images in the learning set N is much smaller than the number
of selected features in each image n. This means that it is possible to choose
the matrix Wopt such that the within-class scatter of the projected samples
can be made exactly zero. In order to overcome the drawback of a singular
Sw, LDA is usually applied after the PCA transform. Thus, PCA reduces the
dimension of the feature space to m ≤ N − c, and then, the standard LDA
transform is applied to reduce the dimension to l = c− 1 [Belhumeour et al.,
1997].
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13.3. Experiments

In this section, different combinations of the proposed feature extraction
and classification schemes are evaluated on SPECT and PET databases. The
obtained results are compared with the reference VAF method, which uses
all the voxels in the brain images directly as features to train and test a
linear SVM [Stoeckel et al., 2001]. All the experiments are carried out by the
Leave-One-Out cross-validation strategy, that is, the complete classification
system is trained by taking into account all the samples but one, which is
used as test sample. This procedure is repeated as many times as samples
in the database, leaving each sample out in each iteration. Finally, an aver-
age accuracy rate is computed. Leave-One-Out has been used to assess the
discriminative accuracy of different multivariate analysis methods applied to
the discrimination of frontotemporal dementia from AD [Higdon et al., 2004]
and in classifying atrophy patterns based on magnetic resonance imaging
(MRI) images [Fan et al., 2008].

In all experiments, the images were subsampled by a 2× 2× 2 factor. For
the SPECT database, a study on the SOIs is performed in order to detect
the most discriminant slices.

The datasets on which the experiments were carried out consist of:

SPECT: 91 subjects; 41 labeled as NORMAL and 50 as AD.

PET Cartuja: 60 subjects; 18 labeled as NORMAL and 42 as AD.

ADNI:

• Group 1: 105 subject; 52 labeled as NORMAL and 53 as AD.

• Group 2: 166 subject; 52 labeled as NORMAL and 114 as MCI.

13.4. Results

13.4.1. Results on SPECT database

Classical PCA and LDA techniques have been evaluated on the SPECT
database as feature extraction techniques in combination with the supervised
classifiers SVM and NN. Results of evaluating the complete CAD system are
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Figure 13.2: SPECT: Accuracy results when the number of PCA coefficients
projected onto the LDA axis increases for (a) SVM and (b) NN classifiers.

shown in Figure 13.2. The number of PCA coefficients used in the classifi-
cation step has been varied from m = 1 to m = N − 1 being N = 91, the
number of samples in the database. However, as expected, the best results are
achieved when only a few of them are used. The application of LDA to these
coefficients improves the accuracy rates in all cases in spite of the reduction
of the feature space to l = 1. This final feature has shown to be more useful
for separating NORMAL and AD classes. The rearrangement of the PCs by
the FDR criterion improves the accuracy results with respect to the variance
criterion. Both SVM and NN reach a peak accuracy of 90,11 % when this final
feature is used to train them. In any case, all the experiments increased the
sensitivity – and therefore, the final accuracy rate obtained by the baseline
VAF approach, which was 85,71 % (83.67/87.8 sensitivity/specificity).

The search of SOIs in order to perform PCA only on the most interesting
brain regions was also carried out on the SPECT database. When applying
PCA slice by slice, we find that the classification results improve slightly
with respect to using the whole volume. Figure 13.3 shows the accuracy rates
obtained by using the PCA coefficients extracted from each slice as features in
combination with SVM classifiers. As expected, the SOIs correspond to those
regions of the brain mainly affected by the AD, i. e., the posterior cingulate
gyri and precunei, as well as the temporo-parietal region. A complete set of
results is shown in Table 13.1, where the number of PCs m used for the data
projection and the SOI are specified. Again we find that no more than m = 3
or m = 4 PCA coefficients are needed to classify satisfactorily the samples
when the SOI is found and selected for classification. SVM with quadratic
kernel reaches 96,7 % accuaracy when PCA is applied on the 10th slice along
the axial axis, which was the most discriminant one. The combination of
several PCA coefficients corresponding to SOIs along the three axes was
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Figure 13.3: Slices of interest (SOIs) found when exploring the brain volume
along the three directions and accuracy rates reached by each one by means
of PCA transformation and SVM classifiers.

evaluated as well. However, it did not provide significant improvements.

SPECT

Axis
m/ SOI

SVM SVM SVM SVM
Direction Linear Quadratic Polynomial RBF

Axial

3/10 87.91% 96.7% 90.11% 93.41%
3/11 87.91% 92.31% 90.11% 93.41%
4/10 86.81% 90.11% 85.71% 92.31%
4/11 87.91% 90.11% 89.01% 89.01%

Sagittal
1/35 89.01% 86.81% 86.81% 87.91%
1/36 87.91% 89.01% 90.11% 90.11%

Coronal

3/11 89.01% 91.21% 84.62% 86.81%
3/12 91.21% 89.01% 85.71% 84.62%
4/11 89.01% 87.91% 81.32% 85.71%
4/12 91.21% 89.01% 78.08% 85.71%

Table 13.1: Results obtained from the evaluation of SVM and slice-by-slice
PCA application.

13.4.2. Results on PET Cartuja database

When PCA+LDA is applied on the PET Cartuja database we find very
high accuracy results reaching for some particular number of PCs up to
100 % accuracy. This means that the small sample size problem is successfully
solved yielding the maximum accuracy rate by using the minimun number
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of features. Figure 13.4 shows the best accuracy curves obtained for some
classifiers.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
65

70

75

80

85

90

95

100

m

A
cc

ur
ac

y 
(%

)

Results LDA

 

 

Bayes Linear
Bayes Quadratic
SVM Quadratic
SVM Polynomial
NN k = 5
NN k = 7

Figure 13.4: PET Cartuja: Accuracy results obtained when the number of
PCA coefficients selected to be projected onto the LDA axis increases.

SVM and Bayes classifiers reach a peak accuracy of 100 % by selecting
the first m = 6, 7, 8 PCA coefficients rearraanged by the FDR criterion.
Note that for the other set of experiments, a significant number of times
occurs that two samples are misclassified. The process of classifying a test
sample using PCA+LDA involves two linear projections that yield to the
final feature, where the subsets of vectors onto which the test is projected are
computed without taking into account the test sample. Therefore, sometimes
the resulting feature lies out of the range of values spanned by the samples
of the same class.

13.4.3. Results on ADNI database

The variety of samples coming from different origins makes the ADNI
database appealing for testing algorithms aiming at detecting AD. A large
number of MCI patients are included in the database which entails having a
wide variety of perfusion patterns that range from NORMAL to AD patients.
Obviously, the classification task becomes more difficult since the transition
between NORMAL and AD patients is less abrupt. The 219 selected patients
are represented in terms of PCA plus LDA coefficients in Figure 13.6. The
best description of this database in terms of PCA coefficients is found when
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around m = 30 PCs are used to project the images, especially when MCI
subjects are included. When only AD and NORMAL patients are considered,
m = 8 coefficients is enough to describe the existing variabilities between
these two classes. Results obtained from this database are presented in the
next sections depending on which classes are desired to be separated.
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Figure 13.5: ADNI Group 1: Accuracy results obtained by evaluating the
FDR-PCA+LDA feature extraction technique in combination with (a) SVM,
(b) NN y (c) Bayesian classifiers. ROC curves for all the classifiers are rep-
resented in (d).

Group 1

Best results when classifying NORMAL controls versus AD patients are
found when no voxel selection is performed, that is, the whole volumes are
used to extract the PCA coefficients and the subsequent LDA features. An
accuracy peak value is reached by all the tested classifiers when m = 8 PCA
coefficients are used to project the images before applying LDA. The applica-
tion of the FDR criterion on these coefficients improved the results, as shown
in Figure 13.5 for all the classifiers, reaching an accuracy peak of 89,52 %.
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Figure 13.6: Descriptions of the ADNI database in terms of PCA+LDA coeffi-
cients. The original images were projected onto m = 30 PCs and subsequently
onto l = 2 LDA axes projection.

Note that the obtained curves have similar forms for all the classifiers, which
can be interpreted as a quality of robutness of the extracted feature. By
using this feeature, the dependence on the classifier behaviour is removed.
Best values of sensitivity and specificity obtained by SVM are represented as
ROCs in Figure 13.5(d).

Group 2

The most difficult classification task concerning ADNI database is to dis-
tinguish between NORMAL and MCI patients, due to the wide range spanned
by the features extracted from MCI patients (See Figure 13.6). When a con-
ventional binary classification process is performed on these two datasets,
accuracy rates do not exceed 74.1 % by using PCA+LDA features (i. e., one
final feature) combined with SVM with linear or quadratic kernel. Since MCI
can be considered a previous stage of AD [Minoshima et al., 1997; Silverman
et al., 2001], we make profit of counting with an AD set of images to improve
the classification results. Recall that LDA finds l = c − 1 axis projection,
where c is the number of classes, so if we consider AD patients as a third
different class, we obtain l = 2 features instead of one, as if we were deal-
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Figure 13.7: ADNI Group 2: decision line designed by an SVM classifier with
polynomial kernel when (a) only MCI and NORMAL subjects are used in
the training step and (b) when AD patients (depicted as red crosses) are
included to design the classification rule.

ing with a multiclass problem. Once the l = 2 features are extracted, MCI
and AD patients are labeled together as an unique class in the training step.
Thus, the classifier will design a classification rule that gives strength to MCI
patients, bringing them towards the AD vicinity. Once the classification rule
has been established, only NORMAL and MCI samples are used to test the
CAD system. Figure 13.7 shows the differences on the decision line designed
by a polynomial kernel SVM classifier when solving the conventional bina-
ry classification problem and when the multiclass trick is used. This method
improves classification results by increasing sensitivity values. Specificity val-
ues prove a poor performance of classifiers in recognizing NORMAL subjects,
but recall group 2 is an imbalanced dataset since the number of MCI samples
doubles the number of NORMAL subjects. To avoid a misinterpretation of
the results, positive likelihood (PL) and negative likelihood (NL) ratios are
computed as well. Table 13.2 shows the results obtained for all the experi-
ments by using Bayesian, SVM and NN classifiers and compares the results
of the conventional binary classification method with the multiclass proposal
for group 2.
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Group 2

m Bayes Linear Bayes Quadratic

l = 1 24
68.07% 66.27%

(68.42/67.31)% (64.91/69.23)%
2.093/0.469 2.109/0.507

l = 2 35
80.11% 78.31%

(85.08/69.23)% (83.33/63.46)%
2.765/0.215 2.280/0.263

m SVM Linear SVM Quadratic SVM Polynomial SVM RBF

l = 1 18
74.1% 74.1% 73.49% 73.49%

(86.84/46.15)% (86.84/46.15)% (85.96/46.15)% (85.96/46.15)%
1.613/0.285 1.613/0.285 1.596/0.304 1.596/0.304

l = 2 30
81.33% 77.71% 77.71% 77.71%

(97.37/46.15)% (91.23/46.15)% (91.23/46.15)% (91.22/48.08)%
1.808/0.057 1.694/0.190 1.694/0.190 1.757/0.183

m NN k = 1 NN k = 3 NN k = 5 NN k = 7

l = 1 33
71.08% 72.29% 71.08% 70.48%

(82.46/46.15)% (83.33/48.08)% (82.46/46.15)% (81.58/46.15)%
1.531/0.380 1.605/0.347 1.531/0.380 1.515/0.399

l = 2 40
79.52% 78.31% 79.52% 79.52%

(94.74/46.15)% (93.86/44.23)% (93.86/48.08)% (92.10/46.15)%
1.759/0.114 1.683/0.139 1.801/0.128 1.710/0.171

Table 13.2: Group 2: Accuracy, (sensitivity/specificity) and PL/NL values
obtained by evaluating Bayes, SVM and NN in the classification task.





CHAPTER 14

Kernel Methods

Principal Component Analysis and Linear Discriminant Analysis methods
have demonstrated their success in image classification and pattern recogni-
tion. The representations in these subspace methods are based on second
order statistics of the image set, and do not address higher order statisti-
cal dependencies such as the relationships among three or more pixels. In
this chapter, we investigate the use of Kernel Principal Component Anal-
ysis and Kernel Discriminant Analysis (KDA) for learning low dimensional
representations for neurological images classification. While PCA and LDA
methods aim to find projection directions based on second order correlation
of samples, Kernel PCA and KDA methods provide generalizations which
take higher order correlations into account. We compare the performance of
kernel methods with classical algorithms.
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14.1. Kernel PCA

The basic idea of the so called kernel-methods is to first preprocess the
data by some non-linear mapping Φ and then to apply the same linear algo-
rithm as before, but in the image space of Φ. The hope is that for a sufficiently
nonlinear and appropriate Φ a linear decision in the image space of Φ will
be enough (see Figure 2.8 for an illustration). More formally we apply the
mapping Φ,

Φ : R −→ F
x 7−→ y = Φ(x)

(14.1)

to the data x1,x2, ...,xN ∈ X and now we consider our algorithm in F instead
of X .

Let us consider a set of N sample images {x1,x2, ...,xN} taking values in
an n-dimensional image space, and assume that each image belongs to one
of c classes {ω1, ω2, ..., ωc}. In kernel PCA, each vector x is projected from
the input space R

n, to a high dimensional feature space, R
f , by a non-linear

mapping function: Φ : R
n → R

f . Note that the dimensionality of the feature
space can be arbitrarily large. In R

f , the eigenvalue problem is

CΦwΦ = λwΦ (14.2)

where CΦ is a covariance matrix. All solutions wΦ with λ 6= 0 lie in the space
spanned by Φ(x1),Φ(x2), ...,Φ(xN), and there exist coefficients αi such that

wΦ =
N
∑

i=1

λiΦ(xi) (14.3)

Denoting an N × N matrix K by

Kij = K(xi,xj) = Φ(xi)Φ(xj) (14.4)

the kernel PCA problem becomes [Schölkopf et al., 1998]

NλKα = K2α ≡ Nλα = Kα (14.5)
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where α denotes a column vector with entries α1, ..., αN . The above derivation
assumes that all the projected samples Φ(x) are centered in R

f . See Schölkopf
et al. [1998] for a method to center the vectors Φ(x) in R

f .

To get non-linear forms of PCA we simply choose a non-linear kernel.
The two commonly used families of kernels are polynomial kernels and radial
basis functions (RBF), defined as follows:

Polynomial:

K(xi,xj) = [γ(xi · xj) + c]d (14.6)

Radial Basis Functions:

K(xi,xj) = exp(−γ||xi − xj||
2) (14.7)

Note that classical PCA is a special case of kernel PCA with first order
polynomial kernel. The case of d = 2 gives a quadratic kernel. Moreover
kernel PCA is a generalization of PCA in the respect that it is performing
PCA in feature spaces of arbitrarily large (possibly infinite) dimension.

We can now project the vectors in R
f to a lower dimensional space

spanned by the eigenvectors wΦ. Let x be a test sample whose projection
is Φ(x) in R

f , then the projection of Φ(x) onto the eigenvectors wΦ is the
non-linear principal components corresponding to Φ

wΦ · Φ(x) =
N
∑

i=1

αi(Φ(xi)Φ(x)) =
N
∑

i=1

K(xi,x) (14.8)

In other words, we can extract the first m, (1 ≤ m ≤ N) non-linear princi-
pal components (i.e., eigenvectors wΦ

i , i = 1, ...,m) using the kernel function
without the expensive operation that explicitly projects samples to a high di-
mensional space R

f . Therefore, the initial image vectors X = {x1,x2, ...,xN}
become reduced to m-dimensional kernel PCA coefficients vectors Y = {y1,y2, ...,yN}
by means of the projection

Y = WT
kPCAX (14.9)

where WkPCA = [wΦ
1 wΦ

2 ...wΦ
m]. The first m kernel components correspond to

the first m non-increasing eigenvalues of equation 14.5.
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14.2. Kernel Discriminant Analysis

Let Φ be a non-linear mapping to some feature space F . To find the linear
discriminant in F we need to maximize

J(w) =
wTSΦ

b w

wTSΦ
ww

(14.10)

where now w ∈ F and SΦ
b y SΦ

w are the corresponding within-class and
between-class scatter matrices in F , i. e.

SΦ
b = (µΦ

1 − µΦ
2 )(µΦ

1 − µΦ
2 )T (14.11)

SΦ
w =

∑

i=1,2

∑

x∈ωi

(Φ(x) − µΦ
i )(Φ(x) − µΦ

i )T (14.12)

with µΦ
i = 1

Ni

∑Ni

j=1 Φ(xi
j), being Ni the number of samples in class ωi, i =

1, 2. If F is very high – or even infinitely dimensional this will be impossible to
solve directly. To overcome this limitation we use the same trick as in Kernel
PCA [Schölkopf et al., 1998] or Support Vector Machines. Instead of mapping
the data explicitly we seek a formulation of the algorithm which uses only
dot-products (Φ(xi) · Φ(xj)) of the training patterns. This can be achieved
using Mercer kernels (e.g. [Saitoh, 1988]). To find Fisher’s discriminant in
the feature space F , we first need a formulation of 14.10 in terms of only dot
products of input patterns which we then replace by some kernel function.
From the theory of reproducing kernels we know that any solution w ∈ F
must lie in the span of all training samples in F . Therefore we can find an
expansion for w of the form

w =
N
∑

i=1

αiΦ(xi) (14.13)

Using the expansion 14.13 and the definition of µΦ
i we write

wT µΦ
i =

1

Ni

c
∑

j=1

Ni
∑

k=1

αjk(xj,xi) = αTMi (14.14)
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where we defined (Mi)j = 1
Ni

∑Ni

k=1 k(xj,x
i
k) and replaced the dot products

by the kernel function. Now consider the numerator of 14.10. By using the
definition of SΦ

b and 14.18 it can be rewritten as

wTSΦ
b w = αT Mα (14.15)

where M := (M1 − M2)(M1 − M2)
T . Considering the denominator, using

14.13, the definition of SΦ
w and a similar transformation as in 14.15 we find:

wTSΦ
ww = αT Nα (14.16)

where we set N :=
∑

i=1,2 Kj(I − 1lj)K
T
j , Kj is a l×lj matrix with (Kj)nm :=

k(xn,x
j
n) (this is the kernel matrix for class j), I is the identity and 1lj the

matrix with all entries 1/lj.

Combining 14.15 and 14.16 we can find Fisher’s linear discriminant in F
by maximizing

J(α) =
αT Mα

αT Nα
(14.17)

This problem can be solved (analogously to the algorithm in the input space)
by finding the leading eigenvector of N−1M . We will call this approach (non-
linear) Kernel Discriminant Analysis (KDA). The projection of a new pattern
x onto w is given by

w · Φ(x) =
N
∑

i=1

αik(xi,x) (14.18)

14.3. Experiments

One disadvantage of kernel methods is that they are computationally
more costly than linear techniques. This motivate us to reduce the input
space by simple techniques. The dimension of the volume representing each
subject brain was reduced to 34 × 47 × 39 by decimating the original 3D
volume by a 2× 2× 2 factor. After that, as proposed in Górriz et al. [2008],
a mask is applied so that voxels whose mean intensity value averaged over
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all images is lower than the half of the maximum mean intensity value are
rejected. This will make kernel algorithms to be significantly more efficient
since the preprocessing steps retain the main amount of useful information
in the images.

KDA feature extraction technique was evaluated on the SPECT and PET
Cartuja images. The resulting features yielded improvements in the final
results with respect to linear projections for the SPECT images and matched
the 100 % accuracy peak for PET Cartuja images. Best performances were
found when polynomial kernels were applied to map the data (d = 2 and
d = 3 in equation 8.6, whereas RBF kernel did not provide a good description
of the data, and therefore results obtained with this kernel trasnformation
are not shown. Regarding the classifiers, Bayes and SVM outperformed NN
but only SVM yielded an improvement over the classical linear techniques
PCA+LDA. In order to make easier a comparative with linear techniques,
only the results obtained by means of SVM classifiers are presented.

14.4. Results

The number of kernel PCA coefficients selected to be projected onto the
LDA axes has been evaluated from m = 1 to m = N−1, being N the number
of samples in the database. These coefficients undergo the LDA transforma-
tion onto the first l projecting axis obtained by solving the maximization
of Eq. . Regarding the values of l, recall from equation 13.8 that S−1

w Sb has
c − 1 non generalized autovectors, being c the number of classes. Under a
bayesian framework, the use of the corresponding l = c− 1 LDA coefficients
is enough to classify a test sample in one of c classes, since the Bayes error
in the (c− 1)-dimensional feature space is identical to the Bayes error in the
original n-dimensional space [Fukunaga, 1990]. In our binary classification
problem, the first KDA coefficient is clearly the most discriminant one. How-
ever, when the second, third and fourth KDA coefficients are added to the
feature vector used to train an SVM classifier, the accuracy rates improve
slightly [Huang et al., 2002]. This fact proves that SVM is able to exploit the
class information contained in these coefficients and makes use of it to design
the separation hyperplane. This fact can be observed in Figure 14.1. The
designed hyperplanes are predominantly vertical, i.e., there exists a strong
influence of the first KDA coefficient. However, second and third components
also contribute giving different shapes to the separation hyperplanes.

Table 14.1 shows the results obtained by KDA and compares them with
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Figure 14.1: Decision lines and surfaces designed by a linear SVM (up) and
REB (down) when l = 2 (left) and l = 3 (right) LDA features are used. The
first LDA features is the most discriminant one for all cases. However, for
non-linear classifiers, the second and third features are not totally useless,
and they can contribute to the surface to fit the decision surfaces better to
the class distributions.

classical (lineal) PCA+LDA. Moreover, it can be seen that using l = 3 coef-
ficients improves the accuracy result with respect to l = 1. Particularly, for
SPECT images, the use of RBF SVM increases the accuracy from 89,01 %
to 93,41 % and from 92,31 % to 95,6 % for quadratic and polynomial (d = 3)
kernels used in the feature extraction step, respectively. These are the highest
results for the SPECT database obtained throughout all this work.



214 14. Kernel Methods

Projection
l

SVM SVM SVM SVM
PCA Linear Quadratic Polynomial RBF

SPECT

Linear
1

91.21% 89.01% 90.11% 89.01%
Polyn. d = 2 87.91% 89.01% 87.91% 89.01%
Polyn. d = 3 90.11% 89.01% 86.81% 89.01%
Polyn. d = 2

3
87.91% 90.11% 90.11% 93.41%

Polyn. d = 3 92.31% 92.31% 93.41% 95.60%

PET

Linear
1

100% 96.67% 98.33% 95%
Polyn. d = 2 98.33% 98.33% 100% 98.33%
Polyn. d = 3 98.33% 98.33% 100% 98.33%
Polyn. d = 2

3
98.33% 98.33% 100% 98.33%

Polyn. d = 3 98.33% 98.33% 100% 98.33%

Table 14.1: Acuracy results obtained by means of kernel methods for SPECT
and PET. Comparative with classical techniques.



CHAPTER 15

Discussion and Conclusions

This chapter first gathers the conclusions of the presented work and a
discussion on the different methods, and summarizes briefly the main advan-
tages and disadvantages of each proposed CAD system. Secondly, some ideas
for the continuation of this work are proposed as future research lines.
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15.1. Discussion and conclusions

In this work, a set of complete and independent CAD systems has been
developed and implemented. They all achieve a satisfactory classification per-
formance, being capable of distinguishing between normal and AD patients
successfully.

Feature extraction technique based on ROIs extraction is presented as an
improvement of the baseline VAF approach. A selection of the most interest-
ing voxels is performed by means of an exhaustive exploration of the brain
and learning machine based techniques. This method is the only one of the
presented methods that considers the spatial proximity property of the vox-
els affected by a disease, which is the natural way of image exploration when
this is performed by clinicians. On the other hand, the classifiers aggregation
provides high robustness to the final decision process. The main drawback of
this approach lies in the high computational cost and memory requirements.

In comparison to the direct application methods, data transformation-
based techniques search for discriminant information underlying in other
subspaces. PCA+LDA in combination with the FDR selection criterion has
proved to be a suitable feature extraction technique for neurological image
classification reaching up to 100 % and 91,21 % accuracy rates for PET and
SPECT data respectively, by using only one final feature, which solves the
small sample size problem in the best possible way. Non-linear feature ex-
traction techniques like kernel PCA and kernel LDA improve these results
yielding up to 95,6 % for SPECT and matching the 100 % for PET, showing
to be robust features for classification.

Regarding the classification methods, SVM and Bayes’ classifier show in
most cases better performance than NN for the same evaluated features. SVM
requires higher computational resources but in contrast is able to design non-
linear decision surfaces that have proved to be more suitable in some cases
for detecting AD patterns. In all cases,

15.2. Future work

As future lines of the research developed throughout this work, we present
the following proposals:

The use of image segmentation or clustering methods to find the ROIs.
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Once the voxels are put into groups that share some common properties
of gray levels and proximity, the discriminant power of each group may
be analyzed in order to hold only the most discriminant voxels.

Analysis of the images in other transformed spaces like frequency do-
main, where other relationships between AD and normal patients might
be found out by exploring the modes that compose the images.

Multiclass classification that allows to categorize the images in more
than two classes and therefore to distinguish different stages of the
progressive diseases.
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Abreviaturas

AD: Alzheimer’s Disease
ADNI: Alzheimer Disease Neuroimaging Initiative
CAD: Computer Aided Diagnosis
CDR: Clinical Dementia Rating
DGV: Degeneración Granulovacuolar
DNF: Degeneración Neurofribilar
EA: Enfermedad de Alzheimer
ECT: Emission Computed Tomography
FDR: Fisher Discriminant Ratio
fMRI: functional Magnetic Resonance Imaging
FWHM: Full Width at Half Maximum
GDS: Global Deterioration Scale
ICA: Independent Component Analysis
KDA: Kernel Discriminant Analysis
KPCA: Kernel Principal Component Analysis
LDA: Linear Discriminant Analysis
MCI: Mild Cognitive Impairment
MMSE: Mini-mental State Exam
MRI: Magnetic Resonance Imaging
PCA: Principal Component Analysis
PET: Positron Emission Tomography
PS: Placas Seniles
rCBF: regional Cerebral Blood Flow
ROI: Region of Interest
SPECT: Single Photon Emission Computed Tomography
SPM: Statistical Parametric Mapping
SVM: Support Vector Machine
VAF: Voxels-as-Features
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