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INTRODUCCION GENERAL

Planteamiento del problema

La Republica Democratica del Congo (antiguo Zaire) tiene una superficie total de
2.345.000 km®, mas de 60 millones de habitantes y se situa en el centro de Africa. Esta
rodeada por Angola al Suroeste, por Cabinda y la Republica Popular del Congo al Oeste,
por la Republica Centro Africana y el Sudan al Norte, por Uganda, Rwanda, Burundi, y

Tanzania al Este, y por Zambia al Sureste.

AFRICA
-

El pais esta dividido en diez provincias (Bandundu, Bas-Congo, Equateur, Kasai-Occidental,
Kasai-Oriental, Katanga, Maniema, Nord-Kivu, Orientale, y Sud-Kivu) y un distrito federal
(que incluye Kinshasa). Ademés de Kinshasa, otras areas urbanas importantes son Boma,

Bukavu, Kalemie, Kamina, Kananga, Kisangani, Kolwezi,




Likasi, Lubumbashi, Matadi, Mbandaka, y Mbuji-Mayi. Kinshasa es su capital y la ciudad

mas grande.

La ciudad de Kinshasa, capital politica de la Republica Democratica del Congo, pasa por una
crisis multiforme. Ningln sector es ajeno, aun los que sirven para el desarrollo de los otros,
particularmente el transporte publico. Nos interesa el sector del transporte publico,
especialmente el problema de la red de transporte publico en Kinshasa, puesto que no se
puede hablar de ningin desarrollo excluyendo el del transporte publico, por ser este el

acompanamiento irremplazable del desarrollo econdmico.

La vida de una gran aglomeracion como Kinshasa requiere todo un conjunto de
equipamientos de infraestructura o de servicio y se imagina mal una gran ciudad sin
carreteras. Es el caso en la mayor parte de Kinshasa donde la vida diaria no es mas facil que

en un pueblo del bosque.

En efecto, bien equipada para hacer vivir a 400.000 habitantes en 1960, Kinshasa, 15 afios
mas tarde, triplicd a su poblacién y construyd nada practicamente para hacer frente a esta
multitud. Ademas, el mantenimiento de los equipamientos existentes estaba mal garantizado,
por lo que su degradacion ya no permite el servicio de las zonas que equipan. Por ello, el
estudio de la ciudad descubre la yuxtaposicion de una ciudad antigua, comoda y razonada, y
nuevas construcciones donde la iniciativa personal no pudo solucionar sino parcialmente los

problemas que plantea la vida comunitaria de varios centenares de millares de personas.

No obstante, la red de transporte existente tiene que ser mantenida y optimizada. Esta
optimizacion consiste en establecer en Kinshasa una serie de puntos donde se abriran algunas
facilidades precisamente las estaciones o terminales de autobuses rodeadas por los centros

comerciales.

Situacion actual

En la actualidad s6lo existen centros comerciales y actividades utiles en la zona norte de la
ciudad. Dada la gran extension de Kinshasa esto obliga a millones de personas a efectuar
largos y frecuentes desplazamientos desde toda la ciudad hacia la zona norte. Estos

desplazamientos no son sencillos de realizar porque:



1) La red de transporte es deficitaria: Sobre los 5.109 Km. de rutas, solo 548 Km. son
asfaltados. Asi, 4561 Km. de rutas son en tierra, lo que justifica la congestion del

trafico.

2) La red de autobuses esta en manos privadas, de modo que cada autobus tiene un
propietario diferente. Ademas, la intervencion del gobierno es practicamente nula, y en
consecuencia, no existen horarios fijos ni rutas fijas. De hecho, cada conductor decide

en cada trayecto hasta donde llega.

3) Una oferta del transporte mas baja que su demanda: Los estudios muestran que hay
3.600.000 desplazamientos por dia en la ciudad de Kinshasa, pero solamente 196.100
son hechos por los medios de transporte. Asi 5,44% de demanda satisfecha y 94,55%
de demanda no satisfecha. Los 5,44% de desplazamientos son transportados por 1.142
vehiculos. Las investigaciones muestran que en los 196.100 desplazamientos, 3% usan

el coche privado, 40% usan el bus o el tren, 20% usan el taxi y 36 % van a pié.

4) El crecimiento demografico: en 1960, Kinshasa contaba 400.000 habitantes, pero en
2001, la poblacion de la ciudad alcanzo mas de 4.000.000 de habitantes. Kinshasa sera
contada como una de las més grandes ciudades del mundo a causa de su poblacion.
Segun las proyecciones cientificas, en 2015 Lagos alcanzard mas de 24 millones de
habitantes [86], Cairo mas de 16,5 millones de habitantes [87] y Kinshasa méas de 10
millones de habitantes. Entre las 15 ciudades mas grandes que contard el mundo en
2015, en Africa es necesario contar Cairo, Lagos y Kinshasa. Las otras ciudades seran

asiaticas.

5) La extension de la ciudad: el crecimiento demografico conduce a la extension de la

ciudad (aproximadamente 10.000 km?) vy asi las distancias se largan.

Por consiguiente, a partir de todo esto, se propone como objetivo global de esta memoria, a
partir de las metodologias conocidas para el tratamiento de datos imprecisos (basicamente

Soft Computing, y por tanto, logica borrosa)

& Disefiar el establecimiento de una serie de centros comerciales repartidos por toda
la ciudad de Kinshasa, que cubran completamente su area metropolitana, y
agregar en cada uno de ellos una estacion de autobus, de forma que se facilite el

transporte urbano a los habitantes de aquella ciudad.



Metodologia propuesta

Deseamos disenar una nueva red de transporte basada en la solucidon de los problemas de
localizacion adaptados que nos digan, por ejemplo donde localizar centros comerciales,
estaciones de autobus etc. Pero la nocidon de la red de transporte es en si mismo un concepto
que puede variar dependiendo de la manera en que se considera el transporte [16, 22, 23] . Por
lo tanto, los conceptos de nodo de la poblacion, calle/avenida, puntos de travesia relevantes,
etc. necesitan ser revisados. Una metodologia extremadamente 1util para solucionar una
variedad de problemas en este contexto es la proporcionada por los conjuntos y sistemas
borrosos [51] que nos conducen a tratar problemas borrosos de localizacion vy,

correspondientemente, a la definicion de red borrosa [70].

Asi se propone resolver el problema a partir de lo siguiente:

1. Calcular la mejor localizacion para los centros comerciales, entendiendo por mejor
aquella ubicacién que minimice la distancia total que han de recorrer los clientes. Se
propone modelizar el problema como una p-mediana. Para ello, primero hay que
diseniar la red. Se ha considerado conveniente repartir la ciudad segin las zonas
administrativas ya existentes y en cada una de ellas colocar uno o mas nodos
dependiendo de la poblacion. Estos nodos estan situados en aquellas zonas en las que
la gente ya acostumbra a coger los autobuses a pesar de que no existe ninguna
estacion. Las aristas son las calles existentes, y la demanda se ha calculado utilizando
el censo del Ministerio de Interior correspondiente al afio 1999. Luego fuzzificamos la
red sobre el que calculamos la mejor localizacion borrosa con el nuevo modelo de la
p-mediana borrosa que presentamos en este trabajo.

2. Establecer rutas fijas para los autobuses. Una vez localizados los centros comerciales,
se propone agregar en cada uno de ellos una estacion de autobuses y establecer rutas
fijas.

Por eso en el primer capitulo se describe el contexto socio-econdmico en el que se va a
desarrollar el trabajo. A continuacion, en el capitulo segundo, se analizan los modelos de
problemas de p-mediana convencionales (datos perfectamente conocidos) y borrosos (datos
conocidos con vaguedad, como sera aqui el caso). El tercer capitulo se de dedica a la
descripcion y analisis de los problemas convencionales y borrosos de localizacion de centro y

“routing”, ofreciendo vias operativas de solucion. Finalmente, en el ultimo capitulo, los



modelos estudiados se aplican para lograr el objetivo propuesto de disefio de una red de
centros y rutas de transporte.

Debido al caracter basico de los conceptos de conjuntos borrosos y grafos, borrosos y no
borrosos, que se utilizan a lo largo de toda la memoria, las definiciones y resultados mas
importantes sobre los mismos se presentan en forma de anexos al final. Asi mismo se recoge
un anexo descriptivo del software utilizado para la resolucion de algunos de los modelos
estudiados en la tesis.

La memoria concluye con la exposicion del trabajo pendiente para el futuro, y con un

apéndice bibliografico que recopila las referencias utilizadas en este estudio.



CAPITULO 1. DESCRIPCION DEL CONTEXTO SOCIO-ECONOMICO

La informacion presentada bajo este titulo se extrae del Atlas de Kinshasa [1] y se refiere al
periodo de 1959-1972. Estos datos siguen siendo validos hasta la fecha dado que no se
aumentd nunca la red de transporte, que hoy esta caduca y deteriorada. La poblacion que era

de 400.000 habitantes hoy ha alcanzado alrededor de 6 millones de habitantes

I.1. La red de transporte (Las vias)

El plano de la ciudad es una extensa red. Una jerarquia de las vias y barrios aparece
inmediatamente: ejes asfaltados cruzan y encuadran la aglomeracion donde solo algunos

barrios disponen de cierto nimero de calles asfaltadas.

1. Las vias primarias

Se accede la ciudad por dos accesos principales:

o Al Oeste, la carretera de Matadi, enteramente asfaltada, uno de los elementos del
"cordon umbilical" que conecta Kinshasa al estuario del Congo. Después de haberse
dividido en dos ramas, por una y otra parte del Mampeza, esta carretera se incorpora al
borde del rio en el fondo de la bahia de Ngaliema, luego se dirige hacia el Este de
manera casi rectilinea hasta el Centro Comercial. Este acceso se termina por un
bulevar a doble calzada "el bulevar del 30 de junio", a partir del paso del rio Gombe
hasta la Estacion Central.

e Se accede a la ciudad por el Este viniendo del interior del pais. La carretera en curso
de construccién, deberia alcanzar las provincias mineras del Este. Por el momento sélo
sirve al aeropuerto, la zona industrial de Maluku y una parte de la provincia de
Bandundu. La carretera es de doble-calzada. Cruza las extensiones Este de la ciudad
luego gira hacia el Noroeste al Intercambiador de Limete y viene finalmente a
tropezar con el aerodromo de Ndolo, separado del Centro Comercial por éste y el
municipio de Barumbu. A lo largo de su curso, desde el Aeropuerto de N’djili, esta via

lleva el nombre de "bulevar Lumumba".



Estos dos accesos se conectan entre Badiadingi y el Intercambiador de Limete por la carretera

de "By-Pass" que confina el Sur de la aglomeracion situada al Oeste del rio Ndjili.

Dentro de la aglomeracion, "la avenida 24-Noviembre" de direccion Norte-sur, pista desde
Djelo-Binza hasta el barrio administrativo de Gombe. En su parte Meridional, es amenazada
por las erosiones procedente de Lubudi. El "bulevar Kasa-Vubu" de direccion Oeste-Este,
luego Norte-sur, empieza a Kintambo hasta incorporarse al Centro Comercial. Por tltimo, "la
Avenida de la Universidad", de direccion Norte-sur, se alarga del Campus Universitario

hasta a la extremidad Septentrional del Bulevar Lumumba.

Estas vias son de calzada simple, de anchura variable, bastante bien establecidas en el Oeste
de la ciudad donde encuadran las zonas de extension. Las vias primarias son insuficientes al
Este donde el bulevar Lumumba ni siquiera alcanza directamente el Centro Comercial. De
direccion general Norte-sur, estas vias carecen de transversales Oeste-Este, el bulevar Kasa-

Vubu sélo desempefiando este papel sobre la parte Occidental de su curso.

2. Las vias secundarias

La red de las vias secundarias asfaltadas se desarrolla bien sobre la parte Septentrional y
occidental de la ciudad. El Centro Comercial, el barrio administrativo de Gombe, los antiguos
barrios (Barumbu, Kinshasa, Lingwala, Kintambo), los nuevos barrios (Kasa-Vubu, Ngiri-
Ngiri), los barrios planeados (Bandalungwa, Kalamu, Lemba, Matete), los barrios
residenciales de las colinas (Binza, Djelo Binza, Joli-Parc), estan divididos por vias asfaltadas
de buena calidad que reanudan las orientaciones de las vias primarias y cuyas dimensiones se
adaptan al trafico de los afios 60. Se debe tener en cuenta la insuficiencia de los lugares de
estacionamiento en el Centro Comercial.

El Sur y el Este de la Ciudad estan, por el contrario, casi completamente desprovistos de vias
secundarias. Son inexistentes en la parte del municipio de Ngaliema, en los municipios de
Selembao, Bumbu, Makala, Ngaba, Kisenso, Masina y muy embrionarias en N’djili y

Kimbanseke. Practicamenete, las vias secundarias son las que habian en la ciudad en 1960.



3. Las vias terciarias

Es la red de las calles que conducen a las casas. Solo se ha establecido sobre una pequeiia
parte de la ciudad: El Centro Comercial, los barrios de construccion europea, los barrios
planeados (Bandalungwa, Kalamu, Lemba, Matete). En general, se trata de caminos de tierra
en muy mal estado, cenagales en la temporada de lluvia, arenas movedizas en temporada seca.
Cuando es posible circular en las zonas planas, se vuelve impracticable para a un vehiculo
normal en las colinas del Sur o en la valle de Kimanseke y Masina. Ademas, los rios, cuyos
cursos Sur-Norte trocean la ciudad, se oponen a la circulacion transversal, especialmente al
Este donde se encuentran los valles. Se aislan asi completamente algunos barrios: el campo
Luka (municipio de Ngaliema), y el municipio de Makala, una parte de Kingasani en el

municipio de Kimbanseke.

El acceso con automdvil no puede hacerse sino dificilmente a lo largo de itinerarios mas o

menos fijos, a veces totalmente impracticables al final de la temporada de las lluvias.

Kinshasa dispone pues de las carreteras primarias casi completas y adaptadas al trafico de los
afios 60. Las carreteras secundarias son suficientes al Norte y al Oeste de la ciudad, pero son
de 1960. Son inexistentes o embrionarias al Sur y al Este de la ciudad, en las zonas de

extension ocupadas desde 1960.

Las carreteras terciarias se han desarrollado bien en el Centro Comercial, los barrios de
construccion europea y los barrios planeados construidos entre 1955 y 1960. Es de muy mala

calidad en el resto de la Ciudad.
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I.2. Circulacion

1.2.1. El parque automovilistico

En 1972, el parque automovilistico de Kinshasa se presentaba de la siguiente forma:

P MOLOCICIELAS. ... ettt e e e 4.008
P COCRES TIZRTOS. . vttt e 44.260
D L= 1.418
» Vehiculos de servicio (Camionetas, combis, €1C.).......ocovveeriiriirieienrannannnn. 12.066
D 51110 4 U 11.885
P AULEODUSES -ttt e 1.111
D T ) (<P 520
P REMOIQUES. ...t 687
D 1 1 529
76.484

Este parque representa alrededor de la mitad de los vehiculos en circulacion en el conjunto
de la Republica. Esta proporcion era solamente de 20% en 1959. Desde entonces, no dejo
de crecer en funcion de la posicidon cada vez mas preponderante de la ciudad en la vida
politica y econdémica del pais hasta 1972.

La progresion del namero de vehiculos en circulacion es muy rapida de 1970 a 1972, el
aumento total del nimero de vehiculos fue de 17% con relacion al afo anterior, el aumento
de los coches siguiendo el mismo ritmo que el de los camiones. Este aumento es incesante
por lo que la circulacidn, hasta entonces bastante fluida, conoce actualmente dificultades

en la medida en que la adaptacion de carreteras no sigue el mismo ritmo.

La composiciéon del parque evoluciond6 poco durante los ultimos afios. Permanece
esencialmente compuesto de los coches ligeros. La renovacion de este parque se hace al

afio al ritmo de 8,3% para los coches y al de 20% al afio para los camiones.

El ritmo de renovacion de los coches ligeros es aun lento y deberia acelerarse en los
proximos anos, lo que implica que numerosos vehiculos en circulacién que son viejos y

que requieren un mantenimiento cuidadoso se renueven.
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1.2.2. Los recuentos de carreteras.

El estudio de la circulacion se basa en recuentos de carreteras efectuados de diciembre de
1971 a marzo de 1972 por la Mision Francesa de Urbanismo. Se establecieron 34 puntos de

recuento sobre los principales ejes de circulacion.

La representacion cartografica se hizo segun los distintos periodos del dia, definidos a

partir de las curvas de recuento. Esta tiene tres picos:

Wl El primero se sitia entre las 7 y las 8 y corresponde a los trayectos de ida hacia el
trabajo.

% El segundo tiene lugar entre las 11:30 y las 12:30 y corresponde a la vuelta hacia el
domicilio en final de mafiana. Se sefiala menos que la anterior ya que no se refiere a
los empleados de los servicios publicos que practican el dia continuo desde las 7 de
la mafiana a las 3 de la tarde.

%l El trafico de la tarde culmina entre las 4 y las 6 de la tarde y corresponde al final

de las actividades del dia.

El trafico nocturno se reduce sobre la mayoria de los ejes de circulacion. Entre estas horas
punta, el trafico es mas reducido. Esta distribucion muestra bien que el grueso de los
desplazamientos en la ciudad se destina a los trayectos de ida y vuelta del domicilio al

lugar de trabajo. Los desplazamientos fuera del marco del trabajo son mucho mas raros.

1.2.3 La reparticion del trafico

Cualquiera que sea la hora del dia, el principal eje de circulacion es, al Este de la ciudad, el
bulevar Lumumba. Es por esta via que los habitantes de N’djili, Lemba y Matete tienen
acceso al Centro Comercial. En la 16" calle que cruza al Bulevar Lumumba, cuando se
retinen todos los vehiculos que van o que vienen de estas direcciones, pasan cerca de
35.000 vehiculos al dia. Dos puntas horarias son notables: la mafiana desde las 7 a las 8, el
trafico alcanza mas de 2.700 vehiculos y la tarde desde las 3 a las 4, es de 2.500 vehiculos.
La Avenida de la Universidad se incorpora al bulevar Lumumba al contacto del centro de
la ciudad. Hace transitar mas de 20.000 vehiculos al dia, pero presenta un trafico muy

desequilibrado: 75% de los vehiculos contabilizados entran en el centro pero 25%
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solamente van hacia la periferia. Eso supone vueltas por otras avenidas y especialmente

por el bulevar Kasa-Vubu.

La avenida del 24 de Noviembre es una segunda gran via de circulacion Norte sur. Aqui, el
trafico diario alcanza 23.500 vehiculos con dos puntas también de las 7 a las 8 de la
mafiana y de las 4 a las 5 de la tarde. La primera punta es de 2.300 vehiculos, la segunda
de 1700 vehiculos. Aqui, la punta de la mafiana se sefiala claramente mejor que la de la
tarde y en los dos casos, es el trafico hacia el centro de la ciudad el que es preponderante.

La circulacion pues se caracteriza menos por las necesidades del trabajo.

La avenida Assossa constituye un eje longitudinal secundario que transita alrededor de
15.000 vehiculos al dia. Su utilizacion es diferente de los otros ejes. La punta por hora se
situa entre las 11 y las 12 con 1.600 vehiculos. Conectando Ngiri-Ngiri al centro, a través
de los municipios de Kasa-Vubu y Lingwala, la avenida Assossa cruza sectores de

actividades artesanales y comerciales y soporta un trafico en relacion con estas actividades.

El trafico Norte-sur de entrada y salida del Centro Comercial se hace, a la ida por la

avenida Bokasa y, a la vuelta, por la avenida Kasa-Vubu hasta el Puente Kasa-Vubu.

El conjunto de estos traficos representa 40.000 vehiculos al dia. Se tienen en cuenta dos
puntas horarios notables que corresponden al principio y al final del dia de trabajo pero las
puntas secundarias importantes aparecen en medio de la manana y en la tarde, mostrando

un trafico a las motivaciones bastante diversificadas.

La circulacion transversal se hace, al Norte, por el Bulevar del 30 de Junio y su

prolongacion la avenida Mundjiba y, al Sur, por el Bulevar Kasa-Vubu.

El bulevar del 30 de Junio ve pasar 28.000 vehiculos al dia. La punta por hora se sitia
entre las 11 y las 12 y alcanza 30.000 vehiculos. Nos encontramos pues aqui también con

un complicado problema de trafico.

El Bulevar Kasa-Vubu hace transitar mas de 28.000 vehiculos al dia; se utiliza

intensamente todo el dia desde Kintambo hasta Kalamu. En este sector, el trafico se divide
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entre las avenidas Bongolo, Victoire y Sendwe, en direccion del Este de la ciudad o hacia

el Centro Comercial.

Concentrando y distribuyendo circulaciones procedentes de toda la ciudad, este barrio que
se extiende desde el Puente Kasa-Vubu hasta el cruce de la avenida Bongolo es
especialmente activo y animado. El desarrollo de los comercios, la presencia proxima a
uno de los mas Unicos mercados de la ciudad, la concentracion de las actividades nocturnas
alrededor de Matonge, todo eso refuerza el cardcter de este barrio que aparece realmente

como el centro de la ciudad.

1.3. Transportes colectivos

I.3.1. La infraestructura

Los transportes publicos estaban garantizados por dos sociedades principales, la Oficina de
Transporte en Comun del Zaire (O.T.C.Z) y la Sociedad de Transporte de Kinshasa
(S.T.K.). Junto a estas dos sociedades que disponian de un parque de autobuses modernos e
instalaciones importantes, siempre han existido pequefias sociedades o particulares que
explotan camiones carrozados especialmente para el transporte de las personas, los "fula-
fula". Por fin, muchas empresas de la ciudad garantizan la recogida y el transporte de su

personal por sus propios vehiculos. Ademas existia un parque de cerca de 6000 taxis.

El mas importante transportador, la O.T.C.Z., fue una oficina nacional sucesora de las
compaiiias concesionarias de transportes urbanos de la colonia y de los primeros afios de la
independencia. La oficina no tenia el monopolio de los transportes urbanos sino que se
beneficiaba de una ayuda importante del Estado. La O.T.C.Z. disponia alrededor de 500
vehiculos 40%, de los cuales eran autobuses modernos de gran capacidad (Leyland
PSU/5). El resto del material era ya antiguo y de mantenimiento dificil. La falta de
recambios se hacia sentir cruelmente, y se inmovilizaba alrededor del 50% del parque
continuamente por razones técnicas. La O.T.C.Z. poseia dos depositos, uno al cruce de las
avenidas Kabinda y Assossa, donde se encontraban también los servicios administrativos,
otro en Limete cerca del Intercambiador. La O.T.C.Z. empleaba a mas de 29.000

asalariados.
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La S.T.K. fue una sociedad privada que recibia un apoyo técnico de un grupo aleman.
Disponia de un centenar de autobuses modernos (Mercedes 0302). Ademas, la Sociedad

explotaba una flota de taxis. Los garajes se estaban ubicados en Limete sobre la 13% calle.

Estos dos grupos practicaban métodos de gestion moderna y transportaban alrededor de la

mitad de los pasajeros de Kinshasa.

Los fula-fula y los taxi-buses pertenecian a sociedades, o generalmente a particulares. Los
propietarios raramente se encargaban de su explotacion. Generalmente, éstos alquilaban el
vehiculo a un conductor por un precio diario (alrededor 45 o 50 Z'). La gasolina era a

cargo del conductor y el mantenimiento al del propietario.

Tal sistema perjudica mucho a los vehiculos ya que el conductor pretende siempre hacer el

maximo de los viajes en su dia. Se cuenta alrededor de 500 fula-fula en la ciudad.

El sistema de explotacion de los coches (taxis) era el mismo que el de los fula-fula con el

precio diario pedido por los propietarios, que es de cerca de 10 Z.

En la actualidad, las sociedades de transporte publico bien organizadas ya no existen. S6lo
los “fula-fula” y los taxis garantizan el transporte de la poblacion. Algunas empresas
también garantizan el transporte de ida y vuelta de su personal. Como en los afios 59-72,
los propietarios de los “fula-fula” o taxis los alquilan a los conductores por un precio
diario. Pero, dadas las varias devaluaciones que ha conocido la Republica Democratica del
Congo, dada su economia cada dia decreciente que devaliia su moneda, los propietarios de
"fula-fula" y taxis tomaron la préactica de fijar el precio diario en moneda fuerte,

precisamente el dolar.

1.3.2. La red de transporte colectivo

La red de transporte en comun es la establecida por la OTCZ y la STK y los fula-fula

siguen las mismas lineas con algunas alternativas.

'Z (Leer “zaire”) era la moneda nacional cuando el pais se denominaba Zaire. Los céntimos de la moneda
zaire se denominaban Makuta y se escribian “K”. Un zaire equivalia 100 makuta (1 Z =100 K).
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Esta red es tributaria de las vias asfaltadas y so6lo sirve una parte de la ciudad. La mayoria
de las lineas se orienta hacia el Centro Comercial: Mercado y Estacion Central. Las lineas
transversales son raras. Conectan los municipios del Este (Matete, Lemba, Ndjili) al barrio

administrativo del Gombe.

La red estd constituida esencialmente por tres direcciones yendo hacia el Centro
Comercial:
% Al Este, viniendo de Lemba, Matete y los municipios de la orilla derecha de Ndjili
y Ngiri-Ngiri.
%l En el centro, de Bandalungwa a través de Kasa-Vubu y los antiguos municipios.

Wl Al Oeste, de Djelo-Binza y Kintambo.

Las lineas del Este y el del Centro se juntan al Puente Kasa-Vubu y transitan a través del
municipio de Kinshasa, utilizando la avenida Bokassa a la ida y la avenida Kasa-Vubu a la

vuelta. Las lineas del Oeste recorren el Bulevar del 30 de Junio.

Esta red deja de lado los municipios de Bumbu, Makala, Kisenso y la gran parte del de
Ngaliema. No se cruzan sino solamente se bordean otros municipios sobre un lado: Ngaba
y Masina. Este dispositivo "que bordea" obliga a los viajeros a itinerarios de enfoque a las

cuales vienen a anadirse largas esperas a las paradas.

La red distribuye ramificaciones a lo largo de las carreteras asfaltadas fuera de la ciudad,
hacia las aglomeraciones periféricas de Kinkole, Nsele, Maluku hacia el Este, Mont-

Ngafula hacia el Oeste.

El municipio de Kisenso, situado sobre una colina arenosa, sin carretera construida, posee
un sistema particular de transporte utilizando dos pistas a partir de Matete: una sube hasta
la cumbre de la colina a la mision catdlica, otro sigue el valle del Ndjili hasta la estacion de
tren de Lemba. Estas dos pistas son recorridas por taxis y taxi-buses hasta Matete, de ahi

los viajeros pueden embarcarse sobre los autobuses y los fula-fula que sirven el conjunto
de la ciudad.

Esta red, tributaria del desarrollo de las vias asfaltadas, es muy insuficiente. Las nuevas

lineas permanecen sobre la periferia de la ciudad. La penetracion al interior de los
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municipios del Sur y del Este de la ciudad no podra hacerse salvo que se abran algunas

vias asfaltadas.

1.3.3. El trafico

En 1972, las dos sociedades principales OTCZ y STK transportaron respectivamente 126
millones y 29 millones de pasajeros, lo que representa en total 155 millones de pasajeros.
Si se cuenta 300 dias de trafico anual, eso representa alrededor de 500.000 pasajeros al dia
0, si se considera que cada pasajero hace una ida y una vuelta y que la mayoria de los
viajes se hacen desde el origen al final de linea, 250.000 personas transportadas cada dia.
En esta cifra se incluyen los pasajeros de tren transportados por la OTCZ, tres veces al dia
sobre el trayecto Estacion de Lemba, Estacion de Central (alrededor de 1600 personas al

dia).

Queda por considerar el trafico de los fula-fula. Se puede obtener una cifra minima
basandose en el precio de alquiler. Sabiendo que el precio del billete es 3 K, es necesario
pues al menos 1500 pasajeros al dia para pagar el importe. Dadas las ganancias realizadas
por los conductores, deben transportar alrededor de 2000 pasajeros al dia, o sea, si se
considera que los viajeros hacen una ida y vuelta al dia, 1000 personas al dia. Al tomar un
porcentaje de inmovilizacion del 50%, se tiene pues 250 fula-fula en circulacion cada dia,

transportando al menos a 250.000 personas al dia.

Segun estos calculos, medio millon de la poblacion de Kinshasa utiliza pues cada dia el

transporte publico y al menos la mitad de ella viaja en los fula-fula.

El parque disponible es muy insuficiente para garantizar este transporte en buenas
condiciones. Los vehiculos se sobrecargan en las horas de punta y su mantenimiento
defectuoso hace que el viaje sea arriesgado.

Una mejora de la situacion parece dificil dada la muy fuerte progresion de la demanda si el
ritmo de aumento de los vehiculos (150 al afio) no cambia. Para responder correctamente a
la demanda, seria necesario sin duda duplicar muy rapidamente el nimero de los vehiculos

en circulacion. ;Pero las carreteras lo soportarian?
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La distribucion espacial del trafico se cartografid a partir de los recuentos efectuados en los
autobuses de la O.T.C.Z. durante los meses de noviembre de 1972. Las cifras asi obtenidas
se refieren a los nimeros de personas que suben y descienden del autobts a cada parada.

Por diferencia se obtiene el nimero de personas transportadas entre dos paradas.

Estos recuentos no pudieron realizarse sino sobre una parte de la red. Se refieren al 55%

del numero de viajeros transportados por la O.T.C.Z.

El plano de flujo que se elabord a partir de esta informacién muestra bien el predominio de
las lineas del Este de la ciudad. El nimero de los viajeros transportados entre Ndjili,
Masina, Kimbanseke, Lemba, Matete y el Centro Comercial representa un 36% del total de
las personas transportadas. Es hacia el Este que se situa el centro de gravedad de la
poblacion mientras que la principal zona de empleos y comercio permanece cerca del
puerto: de donde este trafico importante que toma el bulevar Lumumba que aparece bien

como la principal via de circulacion de la ciudad.

Se tiene en cuenta, sobre el plano, una diferencia importante entre los movimientos de ida
y vuelta, la vuelta siendo méas dominante que la ida. Es necesario acordarse que el plano
solo muestra el trafico de los autobuses. El trafico de ida tiene lugar sobre todo por la
manana, entre las 6 y las 8. Los autobuses son entonces muy insuficientes y muchos
viajeros utilizan los fula-fula. Las vueltas, por el contrario, se extienden sobre la tarde a
partir de las 3. Los viajeros prefieren en ese momento utilizar los autobuses, relativamente

poco entorpecidos.

Las lineas del centro se refieren a los municipios que tienen las densidades de poblacion
mas fuertes. Transportan 27% de los viajeros. La convergencia de estas lineas hacia el
centro explica la importancia de los flujos registrados sobre el bulevar Kasa-Vubu. Punto
de contacto entre las lineas del Centro y del Este, el puente Kasa-Vubu es por otra parte la
parada principal de la red después de la del mercado central.

Las lineas del Oeste llegan al Centro Comercial por dos itinerarios: al Norte el bulevar del
30 de junio y sus prolongaciones, al Sur, el bulevar Kasa-Vubu a partir de Kintambo. Estas
lineas transportan 21% de los viajeros. Sirven los barrios menos poblados, cuya parte de
los habitantes se emplea in situ (municipio industrial de Ngaliema) y dénde reside una

poblacion de alto nivel de vida, utilizando para su desplazamiento vehiculos personales.
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Las principales lineas transversales unen Lemba y Matete al barrio administrativo de la
Gombe y Ndjili a la Universidad. Transportan un 16% de los viajeros. Los trayectos
transversales se dificultan por falta de carreteras al Sur del bulevar Kasa-Vubu. Por el
contrario, sobre el borde de la aglomeracion, las lineas utilizando By-Pass poco se

frecuentan, sirviendo s6lo a una escasa poblacion.

I.3.4 Los Taxis

Es dificil avanzar las cifras relativas al nimero de personas transportadas por los taxis. Se
intentd una estimacion a partir de los ingresos de los conductores de taxi. Se vio mas arriba
que el precio pagado al propietario del vehiculo es de 10Z/dia sabiendo que el precio
medio de la carrera es de 70K, son necesarios pues 15 carreras para alcanzar esta suma. El
beneficio diario de un conductor siendo alrededor de 5Z, seran necesarios 7 a 8 carreras
suplementarias para alcanzarlo; lo que hace pues 20 a 25 carreras al dia. Sobre los 6000
taxis de la ciudad, se inmovilizan al menos 50% cada dia. Sobre la base de 20 carreras al

dia, se puede considerar que 60.000 a 80.000 viajeros se transportan cada dia.

Los taxis se utilizan poco para los transportes relativos al trabajo. Los alquilan sobre todo
para transportar enfermos, para ir a los hospitales, para ir en visita a un barrio distante.
Segun la informacion proporcionada por los taxistas S.T.K. (los tnicos con taximetros), la
longitud media de la carrera seria de 3.200 metros. Esto es una cifra orientativa, la clientela

del taxi S.T.K. siendo en gran parte constituida de los extranjeros.
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Zona administ. Nacionales Extranjeros Total Proporcion

Bandalungwa 131.527 1.247 132.774 3.06
Barumbu 79.347 9.677 89.024 2.05
Bumbu 222.031 13.313 235.344 5.42
Gombe 17.251 2.425 19.676 0.45
Kalamu 157.166 4.973 162.139 3.73
Kasavubu 75.853 4.417 80.270 1.85
Kinmbanseke 541.214 28.887 570.101 13.13
Kinshasa 81.005 10.602 91.607 2.11
Kintambo 60.963 3.306 64.269 1.48
Kisenso 217.163 12.104 229.267 5.28
Lemba 199.270 1.018 200.288 4.61
Limete 221.830 1.610 223.440 5.15
Lingwala 50.601 3.948 54.549 1.26
Makala 133.186 17.561 150.747 3.47
Maluku 158.976 153 159.129 3.67
Masina 293.451 1.097 294.548 6.78
Matete 168.828 1.218 170.046 3.92
Mont Ngafula 172.308 2.922 175.230 4.04
N'Djili 260.994 23.236 284.230 6.55
Ngaba 104.269 180 104.449 2.41
Ngaliema 443.555 10.148 453.703 10.45
Ngiringiri 90.471 7.627 98.098 2.26
N'Sele 101.284 1.930 103.214 2.38
Selembao 185.657 9.555 195.212 4.5
Total 4.168.200 173.154 4.341.354 100
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I.5. Tarifas para el transporte colectivo en toda la ciudad de Kinshasa en 1999

(Anexo al Decreto n° 069 de 12 de abril de 1999 del Gobernador de la Ciudad de Kinshasa,
Prof. Théophile Mbemba Fundu)

0. Precio del billete para el taxi, taxi-bis y Kimalu-Malu desde los puntos siguientes:
Masina, Kimbanseke, N'djili, Matete, Kisenso, Lemba, Ngaba, Mont-Ngafula,
Selembao, Kintambo, Ngaliema, Bandalungwa, Bumbu, Ngiri-Ngiri, Yolo-Ezo hasta
Marché Matete, Marché Gambela, Marché Central, Ports Privés, Gombe
Royal/Cliniques, Gare Centrale y Centre Ville: 1 Fc (Un Franco congolefio).

1. Precio del billete para el taxi, taxi-bus y Kimalu-Malu circulando entre dos zonas
administrativas vecinas: 50 ¢ (Cincuenta céntimos).

2. Precio del billete para el Fula-Fula en toda la ciudad de Kinshasa: 80 ¢ (Ochenta
céntimos).

3. Precio del billete para el taxi-bus y bus desde Kingasani/Pascal hasta:

» Kinkole : 1,20 Fc (1 Franco 20 Céntimos)

N'sele :2,40 Fc

Maluku : 3 Fc

Menkao : 3 Fc

Bita : 4Fc

Dumi :5Fc

» Mbakana: 7 Fc

V V V VYV VY

4. Precio del billete para el bus y taxi-bus Express : 2 Fc

5. Precio de recorrida en coche desde una zona administrativa a otra:
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TRAYECTO TARIFA
1. Desde Centre Ville hasta:

v" Victoire 1,20 Fc
v" Kintambo 1,40 Fc
v" Bon Marché 1,20 Fc
v" Kingabwa UCAM 1,20 Fc
v' Limete 1,60 Fc
v" Lemba 2,40 Fc
v' Matete 2,40 Fc
v' N'djili Sainte Thérése 2,40 Fc
v" Kingasani II 2,40 Fc¢
v" Masina Pascal 2,40 Fc
v' Aéroport de N'djili 3,40 Fc¢
v" Kimbanseke / Cimétiére 3,40 Fc
v" Masina Petro-Congo 2,00 Fc
v Yolo-Ezo 1,80 Fc
v" Ngiri-Ngiri 1,80 Fc
v' Bandalungwa 1,80 Fc
v" Rond-Point Ngaba 2,40 Fc
2. Desde IPN hasta:

v" Kinzonzi 1,20 Fc
v" Cité Verte 1,20 Fc
v" Rond-Point Ngaba 1,40 Fc
v" Delvaux 1,20 Fc
3. Desde Delvaux hasta:

v’ Barré 1,20 Fc
v" Kintambo 1,20 Fc
4. Desde Rond-Point Ngaba hasta:

v" Lemba Terminus 1,20 Fc
v' Mont-Ngafula Commune 1,20 Fc
v' Matete 1,20 Fc
v' Cité Verte 1,20 Fc
v" Cliniques Universitaires 1,20 Fc
v Intendance/Campus 1,20 Fc
v Kimwenza Mision 1,40 Fc
5. Desde Lemba hasta:

v Matete 1,20 Fc

v' N'djili Ste Thérese 1,40 Fc

v" Limete 1,20 Fc

v Kingasani II/Terminus 1,40 Fc
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V' Aéroport 2,40 Fc
v Cité Salongo 1,20 Fc
v Yolo-Ezo 1,20 Fc
6. Desde N'djili Quartier 1 hasta:

v" Kimbanseke 1,20 Fc
v Kingasani 1,20 Fc
v' Aéroport 1,40 Fc
v" Matete Marché 1,20 Fc
v" Cecomaf 1,20 Fc
7. Desde Kingasani Pascal hasta:

v' Aéroport de N'djili 1,20 Fc
v" Mikonga 1,20 Fc
v" Kinkole 1,60 Fc
v N'sele 2,40 Fc
v Maluku 3,40 Fc
v" Route Mokali 1,20 Fc
8. Desde Victoire hasta:

v" Rond-Point Ngaba 1,60 Fc
v Yolo-Ezo 1,20 Fc
v" Limete 1,20 Fc
v' Matete 1,40 Fc
v Lemba 1,40 Fc
v' N'djili Sainte-Thérése 2,40 Fc
v' Kingasani I 2,40 Fc
v" Kintambo 1,40 Fc
v' Aéroport 3,40 Fc
v' Ngiri-Ngiri 1,20 Fc
v" Bandalungwa 1,20 Fc
v" Bon Marché 1,20 Fc
v Gombe 1,20 Fc
v' Lingwala 1,20 Fc
v Huileries/Regideso 1,20 Fc
9. Desde Kintambo vers:

v" Sola 1,20 Fc
v PN 1,40 Fc
v Kinsuka Pompage 1,40 Fc
v" Cimétiére 1,20 Fc
v" Bandalungwa 1,20 Fc
v" Huileries 1,20 Fc
v’ Barré 1,20 Fc
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v" Gombe Cliniques 1,20 Fc
v" Rond-Point Mandela 1,20 Fc
10. Desde Pont Matete hasta:

v" Grande Poste/Ville 1,80 Fc
v UCAM 1,20 Fc
v' AMICO 1,20 Fc
11. Desde Marché Selembao hasta:

v" Bandal Moulaert 1,20 Fc
v' IPN 1,20 Fc
12. Desde Matete hasta:

v" Salongo Sud 1,20 Fc
v" Limete 1,20 Fc
v' N'djili Ste-Thérése 1,40 Fc
v" Masina/Pascal 1,40 Fc
v Kingasani II/Terminus 1,40 Fc
13. Desde Bon Marché hasta:

v" Limete 1,20 Fc
v UCAM 1,20 Fe
v" Pont-Matete 1,20 Fc
14. Desde Boulevard Lumumba hasta:

v Petro-Congo

1,20 Fc
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CAPITULO 1II. EL PROBLEMA DE LA P-MEDIANA. MODELOS EXACTOS
Y BORROSOS

II.1. Introduccion

La pertinencia del estudio del problema de la p-mediana se debe al objetivo que nos
fijamos en el presente trabajo, el de localizar de manera 6ptima los centros comerciales y
asignar en cada uno de ellos una estacion de autobus, sobre la red de transporte de
Kinshasa. Asi se realizara la distribucion equitativa de los centros comerciales a través de

la ciudad y la optimizacion de la red transporte.

En un problema de localizacion, en general, se pretende encontrar el emplazamiento (y, tal
vez, la asignacion) de nuevos centros de servicio mediante técnicas de optimizacion. Se
trabaja en un entorno geografico (estructura topologica subyacente) donde, si es el caso, se
conoce el emplazamiento y caracteristicas de:

%l Los clientes (demanda),

® Los proveedores (oferta),

& Centros de servicio existentes, y

®l Otros elementos
Se necesita al menos una funcion de distancia, un objetivo (o varios) que defina el

significado de “atender optimamente la demanda”.

Uno de los problemas de localizacion es el de la p-mediana que utilizaremos en nuestro
trabajo. Pero antes de entrar en ¢l, describimos los problemas de localizaciéon desde una

perspectiva general.

I1.2. Una descripcion general de los problemas de localizacion

En [85] se presenta una descripcion de general de los problemas de localizacion. La
mayoria de gente acredita a los griegos Euclides y Pitagoras como los primeros quienes
construyeron los modelos geométricos de la distancia. Pero la primera persona quien
planteé formalmente un problema de localizacion y sugirié una solucion fue el Emperador
Constantino. El solucionaba un problema de localizacion en una red con solamente las
posiciones discretas disponibles para la localizacion de las legiones romanas. Fermat y

Torricelli (ambos matematicos del siglo décimo sexto) plantearon el problema (con tres
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nodos) que llamamos hoy el problema de Weber (the infinite solution space Euclidian
distance minisum single site location problem). Este problema también a menudo se llama
el problema de Steiner-Weber porque el problema de un sitio Unico sobre tres nodos
coincide con un problema del disefio de red planteado por Steiner. Después Sylvester,
matematico del siglo décimo noveno, estudid el problema de la minimizacion de la
maxima distancia euclidiana en el espacio infinito de soluciéon (infinite solution space

minimax Euclidian distance problem).

El acontecimiento siguiente en la localizacion ocurrié en el siglo 20. En el problema
original planteado por Steiner, habia apenas tres nodos, pero en el problema general de
Steiner, los nodos multiples son conectados en una red de arbol por la arista de menor
longitud. La arista de la red no necesita solamente ir de nodo a nodo sino que puede tener
junturas intermedias entre los nodos. Estos conectadores intermedios se refieren como
puntos de Steiner. Weber [103], economista, estudiaba la localizacién de la industria, y su
preocupacion ha continuado hasta el presente, estimulada por gente como Hotelling y
Hoover. Hotelling cre6 el famoso "vendedor de helados en una playa", en el cual un nuevo
vendedor procura capturar la cuota de mercado méaxima del primer vendedor que esta
situado en el centro de la playa. Este problema se considera como el precursor de la

"localizacion competitiva".

Mas adelante Hoover y Pallander [54] plantearon el problema de Weber de la sola-fabrica
con demandas y fuentes de facilidad multiples, contrariamente al problema original
planteado por Weber con tres nodos. Describieron independientemente la creacion de
lineas con coste de transporte igual para proveer cada punto de la demanda alrededor de
cada fuente facilidad. Perseguian asi el problema de la multi-fuente, de la multi-demanda
de Weber. Pero no fue hasta 1958, con la revolucion de la computadora en curso, que
Baumol y Wolfe [9] ofrecieron una formulaciéon y un acercamiento de programacion
matematicos para el problema de localizacion de almacenes en una red.

Versan Quon y Charnes [102] ofrecieron una formulacion del primer problema de
localizacion rectilinea, un minisum, problema de localizacién de un unico sitio. Estos
articulosfueron los primeros que abordaron el problema de localizacién en el marco de la

programacion y optimizacion matematica.
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Las demostraciones clasicas de Hakimi sobre la suficiencia nodal para la localizacion
optima en problemas de minisum en una red siguid rapidamente (problema de la p-
mediana), y con ello lleg6 el establecimiento y reconocimiento en todo el mundo de las

investigaciones en problemas de localizacion.

Numerosas disciplinas intervienen sobre los problemas de localizacion: ingenieros
eléctricos, cientificos regionales, ingenieros mecanicos e industriales, geograficos,
ingenieros civiles y ambientales, economistas, informaticos, investigadores operativos,
ingenieros quimicos, analistas de la politica sanitaria, decisores regionales, cientificos e

ingenieros del transporte, cientificos matematicos, etc.

Aunque el primer problema de localizacion fue el problema de minisum Euclidiano, los
investigadores del campo discreto intentan solucionar problemas de localizacion en una red
donde solamente estdn elegibles certos sitios pre-especificados para tener facilidades.
Segun ReVelle, estos problemas eran problemas practicos interesantes y constatd que estos
programas de cero-uno eran enormemente dificiles de solucionar exactamente en cada

caso. Pero, las herramientas para solucionar un problema ayudan a solucionar el siguiente.

La programacion entera es la condicion indispensable para la solucion de los problemas de
localizacion discreta en un espacio de solucion. El ultimo paso importante de la
programacion entera era la invencion de branch and bound por Land y Doig (1960). Atacar
estos problemas de localizacion discreta requiere sea una formulaciéon denominada “integer
friendly formulation” a la cual aplicar la programacion lineal y el branch and bound. Una
tal formulacion es una formulacion para la cual branch and bound no es necesario o en que
solamente una cantidad limitada de branch and bound se requiere cuando el procedimiento
de suma es necesario.

El progreso en la programacion entera es lento y ha habido grandes avances. Las
formulaciones “friendly-integer” para el problema de localizacion de planta, el problema
de la p-mediana, el problema del recubrimiento del conjunto de localizacion, el problema
del recubrimiento méximo y sus variantes, todos han sido creados. Y la relajacion
Lagrangiana se ha aplicado para solucionar con eficacia muchos de estos problemas

también.
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El problema de la carga fija, del cual el problema de localizaciéon no capacitada de planta
es el ejemplo tipico, sigue siendo un problema no resuelto en el caso general. No obstante,
puede ser considerado solucionado en el caso especifico de localizacion de planta debido a

la formulacion “integer-friendly” de Balinski y Morris [8][77].

Daskin [27] introdujo una secuencia para contar las variables que eran individualmente
iguales a una hasta la suma que contaron. Su modelo maximizé la cobertura prevista de
demandas. Hogan y ReVelle [53] también utilizaron la cuenta de variables en el contexto
del calculo de la cobertura de reserva de demandas. Emplearon posteriormente la cuenta
de variables estructurando el problema de localizacion de la disponibilidad maxima y en
modelos de la disponibilidad en la proteccion contra los incendios y el servicio de la
ambulancia [86].

Otra idea “integer friendly” es la adaptacion o la aplicacion de la formulacion de la
trayectoria mas corta a los problemas que ocurren en tiempo. ReVelle y Synder [87]
aplicaron esta idea a la cosecha del bosque con tiempo, donde la meta es maximizar el
valor de la corriente del tiempo de cosechas. Porque el problema es virtualmente igual que
la formulacion de la trayectoria mas corta, las soluciones enteras (integer solutions) casi se
aseguran. Hasta ahora, desde que esta formulacién fue creada, ReVelle ha encontrado
cuatro ajustes industriales, ambientales y geograficos adicionales que pueden aplicarse,
cada uno necesitando un modelo integer-friendly para su declaracion / solucion. Ninguno

de éstos se ha implementado todavia.

Lo que parece indudable es que la heuristica y la metaheuristica son los medios mas
avanzados para atacar los problemas que no pueden (todavia) incluso ser formulados como
programas matematicos lineales o no lineales. Un ejemplo de tal problema que fue
solucionado heuristicamente antes de que un programa lineal entero habia sido escrito es el
problema de la p-mediana. Dos heuristicas para la p-mediana habian sido creadas (por
Teitz y Bart [99] y Maranzana [71]) siempre antes de que una formulacién de
programacioén matematica hubiera sido ofrecida. Teitz y Bart crearon un procedimiento de
la substitucion del vértice; Maranzana desarrolld un procedimiento de la mejora de cluster

(cluster-improvement), de la modificacion de cluster (cluster modification).

Un nuevo desarrollo que proporciona grandes oportunidades a los cientificos de

localizacion es los sistemas de informacion geograficos, o los GIS, que se han desarrollado
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a través de los afios 90. Los sistemas de informacion geograficos utilizan la informatica
actualizada para crear exhibiciones cautivantes de las soluciones que son resultados de los

algoritmos heuristicos y/o exactos desarrollados por los cientificos de localizacion.

I1.3.  El concepto de la p-mediana

Las decisiones de localizacion de la facilidad son inherentemente estratégicas en la
naturaleza. Se relacionan con la localizacion a largo plazo de almacenes, de plantas de
produccion, de bases del servicio de emergencia, de escuelas, de hospitales etc. y la
busqueda de los vértices de p-mediana en una red (o grafo) es un problema clasico de
localizacion. Varios autores definieron el problema de la p-mediana de las siguientes

maneras:

%l Segun Rosing [90], el problema de la p-mediana consiste en seleccionar p sitios de
facilidades en una red entre los n vértices o nodos de la demanda de esa red. Escoge
esos sitios que reducen la suma ponderada de las distancias de cada nodo de
demanda a su sitio de facilidad mas cercano a su valor mas bajo posible.
Argumentan que Hakimi [47][48] demostré que basta con s6lo mirar en los nodos
de demanda para la seleccion, mostrando que una solucidon optima se contendra

dentro de ese conjunto.

%l En [37], Erkut y Bozkaya dice que el modelo de p-mediana es discutiblemente el
modelo mas popular en la literatura de localizacion de la facilidad que trata
multiples facilidades. Dado n puntos de demanda en algin espacio tal como el
plano euclidiano o la red de camino, la meta del modelo es localizar p facilidades
de servicio y asignar los n puntos de demanda a las facilidades de servicio de
manera que se minimice la distancia total de viaje para el servicio.

% Segun Bowerman [11], el objetivo del problema de la p-mediana es escoger p sitios
de un conjunto de sitios candidatos de facilidad de manera que se minimice el
coste de atender a un conjunto de localizaciones existentes de demanda de los

usuarios.

% Segun Hribar [55], el problema de la p-mediana originalmente propuesto por

Hakimi [47][48] es el de localizar p facilidades para minimizar la suma ponderada
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de la distancia de la demanda entre cada nodo de demanda y la més cercana de las
facilidades. Hakimi mostré6 que por lo menos una solucion Optima al problema

consiste en localizar p facilidades en los nodos de la red.

Segun [18][19][21][22] el problema de la p-mediana consiste en localizar p
facilidades para cubrir las demandas dadas de modo que los costes totales de
transporte se minimicen. Asumen que estos costes son directamente proporcionales
a las distancias que se deben cubrir y a las cantidades de productos que se deben
transportar. Se muestra que en una solucion Optima, todas las facilidades se
localizan en los p vértices de la red y que la demanda sera totalmente cubierta por

la facilidad mas cercana.

En [88] Roland presenta el concepto de la p-mediana de la siguiente manera: dado
un conjunto de localizaciones de demanda y los sitios potenciales de facilidad, el
objeto del problema de la p-mediana es identificar las localizaciones de un nimero
predeterminado de las facilidades, p, de manera que se minimice la distancia total
que la demanda debe atravesar para alcanzar la facilidad més cercana. En la
practica, el problema de la p-mediana ocurre normalmente en una red tal como la
red del camino o de la telecomunicacion. Hakimi [47][48] demostré que para los
casos del problema de la red, una soluciéon Optima existe para la cual las

localizaciones de facilidad son nodos de la red.

En [47] se dice que el problema de la p-mediana consiste en localizar p facilidades
para minimizar la suma de las distancias de cada usuario a su facilidad mas

cercana.

En [70], se presenta el objetivo de la p-mediana que es el de localizar p facilidades
(o medianas) para minimizar la suma de las distancias de cada vértice de la

demanda a su facilidad mas cercana.

En [92], se presenta el problema basico del modelo de la p-mediana que es el de
encontrar p localizaciones que minimizan la distancia media (o tiempo de viaje) en

una red. S6lo los nodos de la red necesitan ser considerados como candidatos de
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localizacidon, puesto que hay siempre por lo menos una solucién Optima que
consiste en localizar las facilidades en los nodos de la red.

En [50] se presenta el problema de la p-mediana de la siguiente manera: considere
un conjunto L de m facilidades potenciales y un conjunto U de las localizaciones de
n usuarios dados. El problema de la p-mediana es localizar simultaneamente las p
facilidades a las localizaciones de L para minimizar el coste total de transporte
satisfaciendo las demandas de los usuarios, cada uno suministrado desde su

facilidad mas cercana.

P. Zhao [106] se presenta el problema de la p-mediana de la siguiente manera:

Considere un problema de la p-mediana en el plano con la distancia euclidiana. Sea
P= { DisDaseees pn} , un conjunto de n (n puede ser mas grande) puntos de demanda
o localizaciones existentes de facilidad en un area saltada 4 con pesas

positivas{w;, w,,...,w, ] . Suponen que p nuevas facilidades con localizaciones en el

conjunto X ={x,,...,x,} deberan ser localizadas en P. Denotan como f(X) el

viaje total de cada punto de demanda a su facilidad mas cercana, eso es
f(X)=2 wD(p,,X),
i=l

donde D(p,,X)=min_,d(p,,x) y d(.)es la funcion de la distancia euclidiana.
El problema de la p-mediana, entonces, es escoger sitios de facilidad
X :{xl,...,xp} de tal manera que f(X) se minimice.

En [65], se presenta el concepto de la p-mediana en dos sub problemas de la
mediana y del centro de la siguiente manera: Sea G = (¥, E), un grafo no dirigido,
sencillo y conectado con un conjunto de vértices ¥ y un conjunto de aristas E.
Asociado a cada arista e en E, hay un namero positivo /(e) que puede representar la
longitud de la arista, la calidad de la calle, el tiempo necesario para cubrirla, etc.
Ademas, asociado a cada vértice v en V, hay un peso positivo w(v) que se interpreta
como la importancia de ese vértice. Los dos problemas mas representativos en la
teoria de localizacion en redes son los de la mediana y del centro. En ambos, uno
debe encontrar el punto de la red N que minimiza una funcién de la distancia

cargada a los vértices de N. En el problema de la mediana, la funcidon para ser
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minimizada es la suma de las distancias; en el problema del centro, queremos

minimizar la distancia méxima.
Concluimos resumiendo todas esas definiciones por la siguiente:

Originalmente propuesto por Hakimi [47][48] quién demostrd la posibilidad de localizar
optimamente por lo menos p facilidades en los nodos de una red, el problema de la p-
mediana consiste en escoger p nodos de facilidad o localizar p facilidades en una red
finita, conexa, simple, no dirigida, determinista y estatica de manera que se minimice, entre
cada nodo de la demanda de los usuarios y las p facilidades més cercanas, la suma
ponderada de las distancias, o el coste total de transporte, o el tiempo total de viaje (de

recorrido).
I1.4. Formulacion matematica del problema de la p-mediana

Matematicamente, el problema de la p-mediana puede formularse de varias maneras. En

esta seccion, presentamos las formulaciones de algunos autores.

En [50] se consideran un conjunto L de m facilidades (o puntos de localizacion), un
conjunto U de n usuarios (clientes o puntos de demanda) y una matriz nXm D con las
distancias (o costes) de viaje para satisfacer la demanda del usuario localizado al punto i

desde la facilidad localizada al punto j, paratodo je L y ie U. El objetivo es minimizar

la suma de las distancias (o costes de transporte), es decir

minz = Z min dl.j
ieU jeJ

donde JC Ly |J|:p.

Al lado de la formulacion combinatoria, se presenta una en forma de problema de

programacion entera:
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p-mediana — P.Hansen y N. Mladenovic

min z = ZZdl.jxij (1)
i

s.a. in/ =1 Vj, (2)
J
x{/ S yj VZ’ j’ (3)
Yy =p 4)
j
x;,v,€1{0,1} Vi, j. (5)
donde

y, toma el valor 1 si se localiza una facilidad en j y 0 si no.

x; toma el valor I si el nodo i se asigna a la facilidad j y 0 si no.

La restriccion (2) expresa que se debe encontrar (cubrir) la demanda de cada usuario. La
restriccion (3) impide a cada usuario suministrarse desde un sitio que no tenga facilidad. El

numero total de facilidades abiertas se fija a p por la restriccion (4).

En [19] se presenta una formulacion parecida a la presentada en [50]: Sea U = {1,...,m} el

indice para el conjunto de m usuarios u u,,...,u,. Ademds, sean w,,w,,...,w, , las

demandas correspondientes de usuario. Sea S, el conjunto de # sitios de facilidad. d (x, y)

se define como la distancia entre el sitio de facilidad x y el usuario y y X(y) como el

elemento del conjunto X S que es el méas cercano de y de modo que

X (y)=argmind (x,y). También D(X,y)= d(X(y),y) se define como la distancia de
xeX

v al elemento mas cercano de X. El conjunto de las soluciones factibles para el problema de

la p-mediana es cualquier subconjunto de S que tiene exactamente p elementos. Utilizando

estas definiciones, el coste de una solucion particular X = {xl,..., xp} c § al problema de la

p-mediana se da por

f,(X) =2 wD(X,u,) (1

ieU

El problema de la p-mediana consiste en encontrar X < S,|X | = p para minimizar (1).
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En [44] se presenta la formulacién siguiente: Dado el conjunto Lz{vl,vz,...,vm}de
localizaciones potenciales para las facilidades (o puntos de localizacién), y el conjunto

U ={u,,u,,...,u,} de los usuarios (o clientes, 0 puntos de demanda), las entradas de una

matriz  nXm D=(d..)nXm=(Dist(ul.,vj)) dan las distancias de viaje (o costes

)
v nxm

encogidos) para satisfacer la demanda del usuario localizado al punto u; desde la facilidad

localizada a v;, para todo v,e L y u,€ U. El objetivo del problema de la p-mediana es
minimizar la suma de estas distancias (o costes de transporte), es decir:

min Z min Dist(u,,v,),

u, el v,eX

donde
XclLy|X|=p.

En [91] se presenta la formulacion siguiente:

p-mediana — D.A. Schilling et al.

minz=Y Y ad,x, 1)

iel jeJ

s.a. inj =1 Viel, 2
jeJ
X; <Y, Viel,je J, (3)
2V =P (4)
jeJ
x;,y;€{0,1} Viel,je J. (5)

donde

i€ I = indice y conjunto de los nodos de demanda,

j€ J = indice y conjunto de los nodos potenciales de facilidad,
a, = demanda al nodo 7,

d, = distancia del nodo 7 al nodo j,

p =numero de facilidades a localizar

x; =1 sielnodo i se asigna a la facilidad j y 0 si no.



34

y, toma el valor 1 si una facilidad esta abierta en j y 0 si no.

La funciéon objetivo (1) minimiza la suma ponderada de las distancias asociadas a los
nodos de la demanda que se asignan a los sitios de facilidad. El conjunto de restricciones
(2) asegura que todos los nodos de demanda se asignan exactamente a una facilidad. El
conjunto de restricciones (3) prohibe asignacion a un sitio que no tenga facilidad. El
numero total de sitios de facilidad abiertos se fija en p en la restriccion (4) y la naturaleza
binaria de las decisiones de localizacion de una facilidad o de asignacion a una facilidad se

refuerza por el conjunto de restricciones (5).

En [88] se presenta la formulacion siguiente: Dado un grafo G=(V,E) y se desea

encontrar un conjunto de nodos, S, de tamafno p donde SV de modo que la suma

ponderada de las distancias de los nodos restantes {V—S} al conjunto S se minimice.

Siendo un programa entero binario, el problema de la p-mediana se puede escribir como:

p-mediana — E. Rolland et al.

min Z Z ad;x; (1)
i

s.a. inj =1 Vi, (2)
j
X; Sy, Vi, j, 3)
dy,=p @)
j
x;,y,€{0,1} Vi, j. (5)
donde

i€ I = indice y conjunto de los nodos de demanda,

j€ J = indice y conjunto de los nodos potenciales de facilidad,
a, = demanda al nodo 7,

d;‘/ = distancia del nodo i al nodo j,

p = numero de facilidades a localizar

y, toma el valor 1 si se localiza una facilidad en j y 0 si no.

x; toma el valor 1 si el nodo i se asigna a la facilidad j y 0 si no.
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Explican los conjuntos de restricciones exactamente como D.A. Schilling, K.E. Rosing y

C.S. ReVelle [91]

En [37] se presenta la formulacion siguiente:

p-mediana — E. Erkut et al.

minz=22widl.inj (1)
s.a. ZX@./. =1 Vi, 2
j
X, <X, vi, J, (3)
2 X;=p (@)
J
X, €{0,1} Vi, j. (5)
donde:

w; = demanda del nodo i
d; = distancia del i nodo al nodo j
p = numero de facilidades a localizar
X;; toma el valor 1 si el punto i se asigna a la facilidad en j y 0 si no.

Xj; toma el valor 1 si una facilidad esté abierta en j y 0 si no.

En [18] se presenta otra formulacion diferente de las vistas anteriormente:

p-mediana — M.J. Canos et al

sa. ) x,=w, 1<j<n, (1)
i=l1

X, Sy Swy, 1<i,j<n, ()

Yi=p 3)
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donde x; es la demanda del vértice v, cubierta por la facilidad al vértice v, (si hay una),
¥, es 1 si hay una facilidad al vértice v, y 0 si no hay, w; es la demanda al vértice v,, d

i

es la distanciade v, a v, .

Las restricciones (1) aseguran que toda la demanda se cubre en cada nodo v;, las

restricciones (2) garantizan que solo los vértices con una facilidad suministraran el

producto, y la restriccion (3) establece que exactamente p facilidades se localizaran.

Resumiendo todas las formulaciones presentadas en esta seccion, podemos decir en un

sentido general que el problema de la p-mediana se formula de la siguiente manera:

p-mediana
minz = ZZCidﬁxg
iel jeJ . (1)
s.a. le.j =1 Viel, 2)
jeJ
ch.xl.j =w, Viel, (3)
jeJ
x; £y, Viel, Vje J, (4)
dy,=p (5)
J
x;v,€{0,1} Viel, Vje J. (6)
donde:

i€ I = indice y conjunto de los nodos de demanda

j€ J = indice y conjunto de los nodos potenciales de facilidad
¢; = demanda realmente cubierta al nodo i

w; = total de la demanda a cubrir al nodo i

d;; = distancia del nodo i al nodo j

p = numero de facilidades a localizar

x; toma el valor 1 si el nodo i se asigna a la facilidad j y 0 si no.

y, toma el valor 1 si se abre una facilidad en j y 0 si no.



37

La funcién objetivo (1) minimiza la suma ponderada de las distancias (o coste de
transporte) asociadas a los nodos de la demanda que se asignan a los sitios de facilidad. El
conjunto de restricciones (2) asegura que todos los nodos de demanda se asignan
exactamente a una facilidad. El conjunto de restricciones (3) asegura que toda la demanda
se cubre a cada nodo de facilidad. El conjunto de restricciones (4) prohibe toda asignacion
a un sitio que no tenga facilidad, es decir, solo los nodos con facilidad suministraran el
producto. La restriccion (5) fija el nimero de las facilidades a p. El conjunto de
restricciones (6) refuerza la naturaleza binaria de las decisiones de localizacion de una
facilidad a un nodo y de asignacion de un nodo demanda a una facilidad.

Esta formulacion tiene las ventajas de todas las formulaciones precedentes sin tener sus

desventajas y nos sera util para el estudio de la p-mediana borrosa que veremos mas abajo.
II.S. Técnicas de Resolucion

En esta seccion, resumimos los principales métodos para resolver el problema de la p-
mediana siguiendo la clasificacion presentada en [16]: algoritmos de enumeracion
explicita, métodos heuristicos, técnicas de programacion matematica, técnica de teoria de

grafos y herramientas visuales:
I1.5.1. Algoritmos de enumeracion explicita

El método de enumeracion explicita ya fue propuesto por Hakimi en su articulo de 1964
para la I-mediana [47] y generalizado en 1965 para p > [ [48]. Hakimi calcula la matriz
de distancias mas cortas entre todos los pares de vértices y multiplica cada fila por el peso
del vértice asociado. A continuacion, calcula todos los posibles conjuntos de p-elementos
de V, siendo V el conjunto de todos los vértices de la red, y el coste asociado con cada uno
de estos subconjuntos. Obviamente, la p-mediana serd aquel subconjunto que tenga el

menor coste.

Este algoritmo siempre llega hasta el 6ptimo, pero para ello debe calcular explicitamente el
coste de todas las soluciones posibles. Se hace observar que cuando p no ha sido fijado de
antemano, el numero de posibles soluciones es

8o

J=1\J
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es decir, el niimero de soluciones que el algoritmo debe evaluar crece de forma

exponencial con el nimero de vértices.

Sin embargo, si p es un valor fijo, el nimero de posibles soluciones es del orden de n”,
esto es, es de orden polinomial. Es un buen algoritmo para problemas de tamafio pequefio.
Cual es el significado de “pequefio” debe ser decidido para cada problema en concreto. Los
algoritmos de enumeracion, ademas de resolver algunas instancias del problema, aportan
algunas ideas ttiles a la hora de desarrollar otras técnicas eficientes para problemas mas

grandes o mas complicados.

11.5.2. Métodos heuristicos

El algoritmo de enumeracion explicita siempre encuentra el éptimo, pero es a cambio de
un alto coste computacional. Por el contrario, un heuristico “es una técnica que busca
buenas soluciones (es decir, cercanas al 6ptimo) a un coste computacional razonable sin ser
capaz de garantizar la factibilidad o la optimalidad, o incluso en muchos casos establecer

lo cerca que esta de la optimalidad una solucién factible particular”.

Los heuristicos resultan atractivos debido principalmente a su menor coste computacional,
a lo intuitivas que suelen ser sus reglas y a su capacidad de combinacién de unos con otros
algoritmos exactos o aproximados. Pese a ello, hasta hace tres décadas la mayoria de
investigadores todavia eran reacios a utilizarlos para resolver un problema dado a causa de
la incertidumbre sobre la optimalidad y la factibilidad de la solucion obtenida. Este no fue,
sin embargo, el caso del problema de la p-mediana. Sus caracteristicas especificas aseguran
la factibilidad y los experimentos computacionales demuestran que las soluciones

obtenidas son dptimas.

Por ello, a finales de los 60 ya se habian propuesto los cuatro heuristicos clasicos en los

que se han basado los demas:

Wl Heuristico de construccion [64]: El heuristico de Kuehn y Hamburger empieza
suponiendo que ningln centro de servicio estd ubicado. Selecciona como primera
localizacion aquel vértice para el cual la funcién objetivo toma el menor valor.

Entonces, entre los n—1 restantes el que hace que la funcidon objetivo disminuya
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mads, teniendo en cuenta la existencia del primer centro de servicio. Repite el
mismo procedimiento hasta que p vértices han sido elegidos.

Wl Heuristico de eliminacion [41]: Inicialmente todos los vértices tienen un centro de
servicio asignado. Elimina aquel que menos aumente la funcidén objetivo y procede

del mismo modo hasta que n— p vértices han sido descartados.

%8 Heuristico de particion [71]: El heuristico de Maranzana comienza eligiendo p
vértices. Cada punto de demanda es asignado a su centro de servicio mas cercano
de forma que genera una particion del conjunto de vértices en p subconjuntos
distintos. Para cada uno de ellos calcula la 1-mediana, con lo que obtiene p nuevas
localizaciones. Reasigna de nuevo los puntos de demanda y el proceso se repite
hasta que ningiin cambio puede hacerse.

Wl Heuristico de intercambio 1-6ptimo [99]: El método de Teitz y Bart empieza

dividiendo el conjunto de n vértices en dos subconjuntos distintos de p y n—p

elementos respectivamente y asigna un centro de servicio a cada vértice del primer
subconjunto. Busca un vértice en cada uno de los subconjuntos de modo que el
intercambio de los dos es el que mas disminuye la funcion objetivo. El
procedimiento se repite hasta que ningun intercambio mejora la solucion que se
tiene en ese momento. Un estudio posterior llega a la conclusion de que el aumento
de esfuerzo computacional que requiere transformar el heuristico en un método -

optimo, con k >n, no mejora en la misma medida la solucion obtenida [33].

Muchos trabajos posteriores estan basados en una de estas cuatro técnicas, especialmente
en el método de intercambio de Teitz y Bart [99] que, a la vista de los experimentos

computacionales [89][99], parece ser el mejor.

Su buen comportamiento se explica porque las soluciones del problema de la p-mediana
han de cumplir tres propiedades que son necesarias, aunque no suficientes, para ser Optimo
global: Todos los centros de servicio son medianas locales para los puntos asignados a
ellos, todos los puntos demanda se asignan a su centro de servicio mas cercano y
reemplazarlo por un candidato que no esté en la solucion siempre se incurre en un

incremento neto del valor de la funcidn objetivo.



40

Los cuatro heuristicos anteriores tienen en cuenta las dos primeras propiedades pero sélo el

de Teitz y Bart tiene en cuenta la tercera.
I1.5.3. Técnicas de programacion matematica

El problema de la p-mediana puede plantearse como el siguiente problema de

programacion lineal binaria [16]:

p-mediana (P1) — M.J. Canos

n n
min Z Z d;x;

i=l j=1

sa. ) x, = 1<j<n (1.1)
i=1
x; X, 1<i,j<n, i#], (1.2)
y X, =p (1.3)
i=l
xue{O,l} 1<i,j<n

donde d; es la distancia desde v, hasta v; y x; es 1 si un centro de servicio en v, atiende
la demanda en v, y 0 en caso contrario. Obviamente, x, valdra 1 cuando un centro de

servicio se localice en v, y 0 en caso contrario.

Las restricciones (1.1) aseguran que se atiende toda la demanda de cada vérticev,, las

restricciones (1.2) garantizan que s6lo los vértices con un centro de servicio serviran el
producto y la restriccion (1.3) establece que se localizardn exactamente p centros de

servicio.

Las condiciones de integridad de x; con i# j pueden relajarse sin que el valor de la

funcién objetivo del problema quede afectado. La propia estructura del problema obliga a

asignar cada punto de demanda a su centro de servicio mas cercano. Luego x; con i# j

solo podria ser no entera si el vértice v, tuviese al menos otro centro de servicio, digamos
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v, , tan cercano como el situado en v,. En tal caso, la demanda de v; podria ser atendida

por v,, por v, o por ambos, en diferentes proporciones. Esto nos daria soluciones

alternativas pero no afectaria al valor 6ptimo de la funcion objetivo. Basta con reinterpretar

x; como el tanto por uno de la demanda del vertice v, atendida por el centro de servicio

del vértice v, para que la solucion siga siendo valida. En tal caso, quedaria:

p-mediana (P2) — M.J. Canos

n n
min Z Z d;x;

i=1 j=1

n

sa. Y x, =1 1<j<n, (2.1)
P
0<x; <y, 1<i,j<n, (2.2)
Z:yi =p (2.3)
¥,€10,1} 1<i<n.

Notese que en esta formulacion se separan las variables de decision y,, que valen 1 si se

localiza un centro de servicio en v, y 0 en otro caso, de las variables de asignacion x; que

es el tanto por uno de la demanda del vértice v, atendida por v,.

Ademas el problema puede formularse, considerando la demanda total, del siguiente modo:

p-mediana (P3) — M.J. Canos

n n

min Z z d,.jxl.j

i=l j=1

sa. Y x;=w, 1<j<n, (3.1)
i=1
0<x,<wy, 1<i,j<n, (3.2)
dV=p (3.3)
i=1

y,€{0,1} 1<i<n.
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donde x; es la demanda del vertice v, cubierta por el centro de servicio del vertice v; (si
es el caso), y, es 1 si hay un centro de servicio en el vértice v, y 0 en otro caso, w;, es la

demanda del del vértice v;, d;; es la distancia desde v, hasta v,

Los modelos (P2) y (P3) son equivalentes, en el sentido de que un 6ptimo de (P2) puede
transformarse facilmente en un optimo de (P3) y viceversa, pero ninguno de ellos ofrece

ninguna ventaja computacional respeto al otro.

I1.5.4. Técnicas de teoria de grafos

Los algoritmos basados en la teoria de grafos intentan aprovechar el hecho de que la
estructura topologica subyacente del problema es una red. Las dos caracteristicas del
problema mas influyentes cuando se disefia un algoritmo son el niimero de centros de
servicio y el tipo de red sobre la que trabajamos, la primera obviamente porque aumentara
la complejidad computacional y la segunda debido a la estrecha relacion entre las

propiedades de la convexidad del problema y los arboles.

Dearing, Francis y Lowe [28], en su trabajo sobre resultados de convexidad en redes
aplicados a problemas de localizacion, aportan varios motivos para que los algoritmos sean
mucho maés eficientes cuando la red es un arbol, entre ellos destacan: Es posible adoptar y
utilizar muchos resultados estandares de la teoria de convexidad para estudiar problemas
de localizacion sobre arboles; la convexidad también sugiere una estructura unificada para
estos problemas. Ademas para cada problema convexo de localizacion en el plano, hay un
problema de localizacion sobre redes analogo, a menudo no estudiado, que es convexo si 'y
solo si la red es un arbol y, para algunos problemas de localizacion sobre redes con un
unico centro de servicio donde la red no es un arbol, existen problemas equivalentes con un
arbol generador. Desafortunadamente, sin embargo, es facil construir ejemplos de
problemas sobre redes con varios centros de servicio para los cuales no hay un problema

con un arbol generador.

En 1970, Goldman y Witzgall [46] demostraron el siguiente resultado: Una subred S

contiene al menos una mediana si satisface las siguientes condiciones:
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(1) la suma de los pesos correspondientes a los vértices de S debe ser al menos
tan grande como la mitad de la suma de todos los pesos y
(ii) S debe tener puertas, esto es, para cada t de N —S debe existir un inico ' de

S (la puerta) de forma que para cada s de S se cumple

d(t,s)=d(t,t')+d(t,s)

Una consecuencia inmediata de este teorema de localizacion es la propiedad de semisuma,
que afirma que, dado un arbol, si el peso total de cada subarbol obtenido al eliminar un

vértice no es mayor que la mitad del peso total del arbol, dicho vértice es una mediana.

Basandose en estos resultados, Goldman [45] plantea un algoritmo que encuentra una
mediana cuando la red es un arbol utilizando les relaciones de incidencia y los pesos de
vértices, sin tener que calcular la matriz de distancias. En cada iteracion elige un vértice de
grado uno del arbol con el que esta trabajando en ese momento. Si el peso del vértice
seleccionado es al menos tan grande como la mitad de la suma de todos los pesos, este
vértice es una mediana. En otro caso, el vértice de grado uno se elimina junto con su arista

incidente y su peso se afiade al peso del vértice adyacente. El procedimiento se repite con

el nuevo arbol. La complejidad del algoritmo es de O(n) porque, en el peor de los casos,

se necesita examinar cada vértice una vez.

Goldman también sugiere como extender su algoritmo a otra clase de redes, aunque sin
aportar ninguna evidencia computacional. En el caso de una red ciclica, la generalizacion
es evidente. Otra de sus extensiones ha sido retomada por algunos autores. Goldman
utiliza el concepto de puente, es decir, una arista que, al eliminarla, aumenta el nimero de
componentes conexas de la red. Su algoritmo modificado terminaria, o bien en una
mediana, o bien cuando ya no existen puentes, con la conclusion de que la mediana esta en
una de las componentes ciclicas que no se han podido eliminar. En este ultimo caso, y
aunque no se puede llegar al 6ptimo, la red queda reducida de tamafio. Evidentemente, si la
red original no contiene ningin puente el tamafo de la red no se puede reducir. El

concepto de puente se puede generalizar al concepto de bloque.

Chen y otros [26] consideran una red con ciclos y quienes explican como reducirla al

grafo asociado por bloques, que siempre es un arbol utilizando una version modificada del
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teorema y del algoritmo de Goldman, construyen un algoritmo de orden lineal para el
grafo. Asociado por bloques y encuentran, en la red original, o bien una mediana, o bien un

unico bloque que contiene todas las medianas.

Lan y Wang [69] abordan un algoritmo de O(n) para grafos ponderados en los que no se

consideran pesos en los vértices o, equivalentemente, todos los vértices son
equiponderados. Los autores explican como construir un arbol de busqueda para el grafo
original y que contiene los mismos vértices que éste. El algoritmo recorre todos los
vértices del arbol mediante un procedimiento de biisqueda en anchura y siempre encuentra

la mediana.

Para el caso de multiples centros de servicio, Matula y Kolde [72] sugieren un algoritmo

dindmico de orden de O(n3 pz) para encontrar la p-mediana sobre un arbol. Desde

entonces, el objetivo ha sido depurar la cota de la complejidad algoritmica. Kariv y Hakimi

[58] usan las ideas del algoritmo de Goldman para disefar un algoritmo de O(n2 P’ ) Hsu
[56] propone un algoritmo O( pn3) en caso de que todos los pesos de los vértices valgan
uno. Hassin y Tamir [51] alcanzan la cota de complejidad O(pn) para el caso particular

en que el arbol sea un camino. La mejor cota obtenida hasta el momento es de 0( pnz) por

Tamir [98]. El propone un algoritmo dinamico que, tras una transformacion previa del
arbol original en un arbol binario con raiz, recorre este ultimo desde las hojas hasta la raiz,
calculando recursivamente dos funciones previamente definidas cuyo valor en la raiz le
dard la p-mediana que busca.

Para el caso de multiples centros de servicio, sélo se han desarrollado algoritmos, ademas

de en los arboles, en redes ciclicas. En particular Labb¢, Peeters y Thisse [67] calculan la

p-mediana sobre una red ciclica en un tiempo O( pnz) . Para ello descartan una arista cada

vez, utilizan el algoritmo de Hassin y Tamir [51] para redes caminos en el camino

resultante y seleccionan la mejor de las soluciones asi obtenidas.
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I1.5.5. Herramientas visuales interactivas

Los sistemas de ayuda para la toma de decisiones, o SAD, surgidos a principios de los 70,
intentan aprovechar las prestaciones de ambos haciendo que las ventajas de uno suplan las
carencias del otro y viceversa utilizando tanto modelos de investigacion operativa como

graficos, inteligencia artificial y modelizacion interactiva visual.

En [35] un SAD se define como un sistema interactivo maquina-hombre que ayuda a los
decisores, sin reemplazarlos, utiliza datos y modelos, resuelve problemas con diferentes
grados de estructuracion y se preocupa de facilitar el proceso de toma de decision antes
que de su eficiencia. Aunque los problemas de teoria de grafos se adaptan
extraordinariamente bien a las representaciones visuales, existen escasos trabajos en el

campo de localizacion.

Directamente relacionado con la p-mediana, podemos encontrar en el trabajo de Pirkul,
Gupta y Rolland [84] en el que disefian y proponen el uso del VisOpt, una herramienta de
optimizacion interactiva visual disefiada originalmente para la p-mediana con restricciones
de capacidad pero que se puede adaptar ficilmente para una p-mediana simple. La
interface del programa reduce al minimo el uso de numeros y texto, representando las
diferentes demandas por puntos de tamafio proporcional a las unidades demandadas y se
utilizan colores para saber que puntos estan asignados a cada centro de servicio. Cada vez
que el usuario, al que se le permite representar soluciones infactibles que violan las
restricciones de capacidad, abre o cierra un centro de servicio, un rapido y sencillo
heuristico realiza la asignacion de puntos demanda a centros de servicio abiertos. El
procedimiento termina cuando el usuario considera que la solucion obtenida es
satisfactoria. El célculo también presenta un experimento hecho con estudiantes
universitarios familiarizados con técnicas de programacion lineal y cuyos resultados se

compraran con los resultados obtenidos por un heuristico al uso.
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I1.6. La p-mediana en incertidumbre

I1.6.1. Analisis de sensibilidad y analisis paramétrico

El andlisis de sensibilidad estudia la curva de intercambio entre las perturbaciones de los
datos y el grado de optimalidad de la solucion, mientras que el andlisis paramétrico
caracteriza el camino que seguiran los 6ptimos cuando los datos del problema varian segin
un parametro determinado [16]. Para el problema de la p-mediana, los estudios de analisis
de sensibilidad y paramétricos son escasos y siempre referidos a un unico centro de
servicio. Esto puede ser debido a que ambos casos no responde a lo que el decisor desea,
esto es, a la cuestion de donde situar un centro de servicio cuando los altos costes de

relocalizacion hagan que la decision sea irreversible en el horizonte de planificacion.

Labbé, Thisse y Wendell [68] estudian la curva de intercambio entre las perturbaciones de
los pesos de los vértices y el coste para el caso de la 1-mediana sobre un arbol. Aunque su
analisis se puede aplicar a cualquier tipo de perturbacion, se enfoca principalmente a
perturbaciones multiplicativas donde el factor que multiplica puede interpretarse como un

porcentaje de la desviacion del valor estimado del peso real del vértice.

Por su parte, Erkut y Tansel [36] presentan un algoritmo en tiempo lineal para determinar
la secuencia de medianas sobre un arbol donde las demandas de los vértices son funciones

de un parametro que puede identificarse con el tiempo.

I1.6.2. La p-mediana estocastica

En el problema de la p-mediana estocastica, los pesos de los vértices, o las longitudes de
las aristas, o ambos, son variables aleatorias que siguen una distribucion de probabilidad
conocida. El objetivo es encontrar p puntos de la red que minimicen el coste esperado, es
decir, encontrar una p-mediana estocastica [16]. Si s6lo la demanda es aleatoria, el
problema se reduce a su version determinista donde los pesos utilizados son media de las
variables aleatorias y, en consecuencia, se cumple la propiedad de optimalidad en los

veértices.
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Frank [42] considera el problema de la mediana cuando los pesos de los vértices son
variables aleatorias no negativas independientes y la longitud de las aristas es determinista.
En su trabajo posterior [43], Frank plantea la hipotesis de que los pesos de los vértices
siguen una distribucion normal multivariante. Ademés ofrece criterios alternativos de
optimalidad definiendo la mediana absoluta de probabilidad maxima como un punto en la
red donde, dado un numero real R, la probabilidad de que la suma de las distancias
ponderadas exceda R es minima y la mediana absoluta de varianza minima como un punto
de la red para el cual la variable aleatoria definida como la suma ponderada de las

distancias tiene minima variable.

Wesolowsky [105] supone que los pesos de los puntos demanda, situados en una linea
recta, siguen una distribucion normal multivariante. Calcula la probabilidad de que el
centro de servicio esté dptimamente ubicado en cualquier punto de la ruta y demuestra que

solo los puntos demanda tienen probabilidad distinta de cero.

Cuando la longitud de las aristas es aleatoria, la p-mediana obtenida sustituyendo las
longitudes de las aristas por sus medias no minimiza en general la distancia total esperada,
puesto que la métrica viene inducida por el camino mas corto y el operador minimo no es
lineal. Solo el problema de la mediana estocastica sobre un arbol es equivalente al
problema determinista cuyos pesos son las medias. En cuanto a la propiedad de
optimalidad de los vértices no siempre es precisa aunque si lo es cuando la distribucion de
probabilidad se supone discreta, el estado de la red es conocido en cualquier instante y los
intervalos de tiempo entre cambios en el estado de la red son mayores que los tiempos de

desplazamiento.

Mirchandani [73] plantea un modelo de programacion lineal binaria para el problema de la
p-mediana estocdastica cuando las distancias son variables aleatorias discretas, afiadiendo
que si se consideran los pesos de los vértices como variables aleatorias discretas con el
mismo numero de estados y la misma probabilidad para cada estado que las distancias, la

generalizacion es inmediata.

Mirchandani y Oudjit [74] estudian el problema de la 2-mediana sobre un arbol con

demandas conocidas y longitudes de aristas aleatorias con un niimero finito de estados.
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Para este problema proponen un método de enumeracion no exhaustivo donde muchas de

las combinaciones de dos vértices son rechazadas a priori.

Por su parte, Weaver y Church [104] y estudian computacionalmente los resultados de dos
métodos de resolucion, el primero basado en el heuristico de Teitz y Bart [99] y el segundo

basado en el método del subgradiente para optimizar el dual langrangiano.

Por ultimo, Mirchandini, Oudjit y Wong [75] formulan el problema de la p-mediana
estocastica con pesos y longitudes dadas por variables aleatorias discretas. Para este
problema, plantean una aproximacioén a través de duales, definidos secuencialmente,

utilizando como subrutina el algoritmo de Erlenkotter [37].

I1.6.3. La p-mediana robusta

Los modelos de la p-mediana robusta se han planteado desde dos puntos de vista diferentes
[16]: permitiendo desviaciones respeto a la factibilidad y la optimalidad o so6lo respeto a la
optimalidad. Asumir las hip6tesis implicitas en el segundo caso significa, entre otras cosas,
que toda la demanda debe ser atendida. Sin embargo, a veces podria interesar dejar una
pequeia parte de la demanda insatisfecha a cambio de otras compensaciones como, por
ejemplo, una considerable reduccion de los costes. Esta idea ha sido considera en [17], y
en [20]. En ambos la incertidumbre de los datos queda reflejada mediante intervalos. Pero,
mientras que [17] se realiza la discretizacion de los escenarios subjetivamente y se plantea
un modelo coordinado de programacién mixta binaria para una red general que puede
resolverse con técnicas estandar, en [20] se aprovecha la estructura de arbol para proponer
dos algoritmos que permitan obtener la descripcion completa de los escenarios en el caso
de la 1-mediana. ), Kouvelis y Yu [63] son los primeros en plantear el problema de la 1-
mediana robusta sobre un arbol sin admitir desviaciones respeto a la factibilidad. Estudian
diferentes formas de reflejar la incertidumbre de los datos y utilizan como criterio de
optimizacion minimizar la maxima desviacion respeto a la optimalidad o minimax regret.
Cuando los pardmetros del problema vienen dados por intervalos, la propiedad de
optimalidad en los vértices deja de cumplirse, con lo que hay que distinguir entre el
problema restringido a los vértices y el no restringido. Obtienen algoritmos polinomiales
para todos sus modelos. Chen y Lin [25], con el mismo criterio de optimizacion, plantean

el problema de la 1-mediana sobre un arbol donde la incertidumbre esta especificada por
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intervalos. Mejoran el método exhaustivo de Kouvelis y Yu [63] mediante un método de
busqueda descendente restringido a un subconjunto de vértices o una unica arista.

Averbakh y Berman [2] desarrollan un algoritmo para el mismo problema, pero sobre una

red general, con un orden de complejidad O(mn2 logn) donde 7 es el numero de vértices

de la red y m el nimero de aristas.

Por ultimo, Serra y Marianov [92] consideran un numero discreto de escenarios y plantean
un modelo de programacién matematica binaria mixta que resuelven por técnicas estandar.

Aplican este modelo a la localizacion de parques de bomberos en Barcelona.
I1.6.4. La p-mediana borrosa
11.6.4.1. Concepto y formulacion matematica del problema borroso de la p-mediana

En [65] y [66], dijimos que para la formulacion de los problemas de localizacion borrosos
sobre un grafo o una red, podemos considerar las cuatro alternativas siguientes para la
“fuzzificacion” del modelo donde solamente uno de los elementos en el modelo (vértices

V, aristas E, pesos W o la longitud / )es dado usando técnicas borrosas:

% Problemas de localizacion con vértices borrosos. Modelan apropiadamente las
situaciones donde los vértices de la demanda verifican una cierta condicion (por
ejemplo, ser un barrio importante) en un grafo dado. Esos problemas sobre un grafo
para el cual un conjunto de los vértices de demanda J es borroso, pertenecen a ese

tipo de modelo.

%l Problemas de localizacién con aristas borrosas. Esto es una version paralela al
modelo precedente, cuando las aristas £ estan presentes en los modelos con un

grado dado y estdn modeladas por un conjunto borroso de pares de vértices.

%l Problemas de localizaciéon con pesos borrosos. En muchas situaciones, la
informacion disponible no nos permite asignar valores deterministas a los pesos

que representan la importancia de los vértices. En esos casos, en los cuales, por
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ejemplo sentencias aparecen como:’el peso del vértice v es de alrededor w”, es

necesario considerar que los pesos en w(v) son nimeros borrosos.

% Problemas de localizacion con longitudes borrosas. Ahora nos referimos al
problema de localizacion sobre un grafo G=(V,E) donde las longitudes de las

aristas no son muy bien conocidas, y estdn dadas por una funcién / de valores

borrosos, /(e).

Cada uno de estos problemas puede conducirnos a los modelos alternativos que
suministraran nuevas soluciones para los problemas de transporte que querremos

considerar.

Asi, en las lineas siguientes, fijamos nuestra atencion al problema de p-mediana con pesos
borrosos, que es un caso muy importante desde el punto de vista econdémico, como lo

vEeremos.

Aunque Daniel Serra y Vladimir Marianov [92] presentan un problema de la p-mediana en
una situacion de incertidumbre, M.J. Cands, C. Ivorra y Vicente Liern [18][19][22]
abordan de manera precisa y profunda el problema borroso de la p-mediana especialmente

en [18]. Parten de su formulacion del problema tradicional de la p-mediana:

p-mediana (P3) — M.J. Canos

n n
min Z Z d;x;

i=1 j=1

s.a. inj =W, 1< j<n, (3.1)
i=1
0<x;, <wy, 1<i,j<n, (3.2)
2 V=p (3.3)
i=1

y,€{0,1} 1<i<n.
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donde x; es la demanda del vertice v, cubierta por el centro de servicio del vertice v; (si
es el caso), y, es 1 si hay un centro de servicio en el vértice v, y 0 en otro caso, w;, es la

demanda del del vértice v;, d;; es la distancia desde v, hasta v,

Las restricciones (1) aseguran que toda la demanda se cubre a cada nodo v,, las

restricciones (2) garantizan que solo los vértices con una facilidad suministraran el
producto, y la restriccion (3) establece que exactamente p facilidades se localizaran.

Este problema tradicional de la p-mediana, muestra que toda la demanda de cada vértice
serd totalmente cubierta por la facilidad mas cercana, pero no da la libertad al decisor para
reducir la demanda que se debe cubrir. La libertad del decisor es fundamental desde el
punto de vista econdmico. M.J. Canés, C.Ivorra y V. Liern [18], proponen una version
borrosa del problema clasico de la p-mediana. Consideran un conjunto borroso de
restricciones para que el decisor sea capaz de tomar en cuenta soluciones que permiten
obtener costes significativamente bajos dejando una parte de la demanda sin cubrir. Parten

de la definicion siguiente:

Sea un objetivo borroso et y una restriccion borrosa en el espacio de alternativas X.
Entonces (X y ¢ se combinan para formar una decision >, que es un conjunto borroso

que resulta de la interseccion de et y, es decir D= ¢ y correspondientemente

= min{gig. fi }.

%
Quieren que el grado de pertenencia al conjunto borroso de restricciones Y dependa de la

demanda actualmente cubierta que cada solucion suministra, es decir el grado de

factibilidad de cada solucion (xij, yl.) dependera de la diferencia entre el total de la

demanda que seria cubierta y la realmente cubierta. El grado de factibilidad de cada

solucion sera expresado por la funcidén

y se calcula por la formula siguiente:

ﬂf(xij’yi):hf(_ Wi~ 2is xl.j],

donde /4y es una funcion auxiliar dada por
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1 six <0,
h(x)=41-x/p, si0<x<p,
0 six>p,

p, representa el nivel de tolerancia maxima para que la solucion sea considerada factible.

El objetivo borroso ¢ es reducir el coste. En una situacion tradicional, con un coste

optimo z , el grado de mejora del objetivo, para cada solucién (xi/., Yy, ) , es decir el grado

de pertenencia a ( se define por

'ug(xij’yi):hg(Z* _ZZdljxij)

i=l j=1

donde /4 es otra funcion auxiliar dada por

1 six <0,
h,(x)=1x/p, si0<x<p,
0 six>p,

y pg indica hasta cuanto el coste seria reducido para que la mejora sea considerada como

completamente satisfactoria.

Las previas consideraciones conducen a este problema borroso de la p-mediana:

Encontrar (x;,y,)

s.a. ZZde § z" “4)

i=l j=1

dx,<w, 1< j<n, (5)

ZZ%%ln (6)

i=l j=1

0<x,<wy, 1<i,j<n, (7)

i Yi=Ps (8)

v, €{0,1}, 1<i<n, 9)
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La restriccion (4) refleja que aunque deseamos minimizar el coste, por debajo de cierta
meta z , si la superamos en cierta medida, estamos satisfechos en cierto grado (de
cumplimiento de nuestro deseo de optimizacion). La restriccion (5) relaja la restriccion (1)
del problema tradicional, para permitir soluciones factibles, pero afiade la restriccion (6)
que formaliza la nocién de la factibilidad borrosa.

Las restricciones (7) y (8) se interpretan como en el problema tradicional.

Asi, pues, el objetivo es encontrar soluciones (x,,y,) que satisfacen todas esas

restricciones.
11.6.4.2. El grado global de satisfaccion de una solucion dada.

En [18], los autores denotan por Ael grado de pertenencia al conjunto de decision D. Lo
denominan “grado global de satisfaccion” de una solucion dada. Se busca encontrar
soluciones con el mayor valor de A. Se pueden encontrar con el problema auxiliario

tradicional siguiente:

max A

sa. A< (x;,,), 1<j<n, 1<i<n, (1)
A<, (x;, ), 1<j<n, 1<i<n, (2)
0<x,<wy, 1<j<n, 1<i<n, (3)
dx,<w, 1< j<n, (4)
i=1
zyi =D (%)
iel
0< A<, (6)

y,€{0,1}, 1<i<n. (7)
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11.6.4.3. El algoritmo de enumeracion para solucionar problemas borrosos de la p-

mediana cuando el nimero de nodos es pequeiio

El algoritmo de enumeracion se utiliza cuando el nimero de los vértices no es muy grande.
M.J. Canos, C.Ivorra y V. Liern [18], lo presentan detalladamente. Resumimos aqui sus

explicaciones:

Se empieza por enumerar los conjuntos posibles 4, ..., 4, , es decir todos los subconjuntos
de p elementos cada uno que cubrirdn las demandas de los nodos i. Los conjuntos 4, de p

elementos son pues las alternativas posibles de solucion. La demanda de cada vértice sera

completamente cubierta por la facilidad mas cercana del conjunto 4. Asi, para una
solucion 4, dada, la distancia que sera recorrida para atender al vértice v, es dada por
D, = I}elbn d,

Asi, el coste total de la cubierta por 4, serd dado por

n
2D
J=1
Segun Hakimi, el punto mediano se puede calcularse por
1<i<k

n

* .

Z =min E w.D,.
J=1

Ahora fijamos un punto A4, y estudiamos la reduccion del coste que se puede obtener
reduciendo la demanda, en cada vértice v, de la cantidad estipulada w . @ una nueva

cantidad x ;-

Para cada solucion factible determinada por x;, podemos calcular su grado de factibilidad,

su grado de mejora del objetivo, y su grado global de satisfaccion de la siguiente manera:

)= [ S )|

J=1

H (x].) =h, (Z* _Z;x./Di/j’
=

A(x,)= min{ﬂf (), (=, )}
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Sea /li*, el grado optimo de satisfaccion que se puede alcanzar con 4;. Se obtiene

solucionando el problema lineal siguiente ( P,):

(P)
max 4,

s.a.:
A<u(x;).
4 S,uf(xj),
0<A <1

El mejor grado posible de satisfaccion es

A =max 4.

1<i<k

Se obtiene en un punto Optimo A: con las demandas actualmente cubiertas x,, que

constituye la solucion borrosa 6ptima.

Los problemas P se pueden solucionar por métodos usuales, pero M.J. Canos et al

proponen el siguiente algoritmo con varias etapas:

(1

2

Ordenar todos los vértices V) eV, SEGUN los valores decrecientes de D, .
Observe que si n"=n—p entonces D, =0 para k>n" (los ultimos vértices

son los en que se han localizado las facilidades).

n n
Llamar x = Z w; —Zx ; la reduccion total de la demanda cubierta asociada a
j:l j:l

la solucion parcialmente factible x;. Ahora observamos que para cada unidad
reducimos la demanda en cada vértice v, . El coste esta reducido en unidades
de D, . Asi, entre todas las soluciones x ;> conun x<w, dado, la reduccién
mas grande del coste se obtiene fijando x;, =w, —x y dejando x;, =w, para
k>1(es igual a D;x). Si w, <x<w, +w, , entonces reducimos la demanda

enelnodo v, a0 ylademandaen v, a w, — (x -w, ) , y asi la mejor reduccion

del coste vuelve a ser D, w; +D, (x—wjl ), asi sucesivamente. En general la
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mejor reduccion del coste entre todas las soluciones con un valor dado x, es

dada por

Dl.,].]x s1x < w;

D,,w;, +D, (x —W; ) Stw; <xsw; +w,
R(x)=1M M

n-1

n—1 n—1
ZDy‘k"’Dﬁn(x_szkj Slzwﬁx
k=1 k=1 k=1

S
La funcién R es lineal por trozos, con nodos en los puntos a, = Zij para
k=1

s=1,...,n. Llamar a, =0. Entonces la pendiente de R en el intervalo [a, ,a, |

es D, . También R(a,)= ZS:DU.A w, .
k=1

Considerar la mejor solucidn parcialmente factible (¢;) para un valor dado de r.

Su grado de factibilidad y su grado de mejora del objetivo se pueden calcular

como 4, (x)=h,(x)y

4 (x)=h, [Z* -3'p, +R(x)j.

j=1

La funcion 4, (x) es lineal en el intervalo [O, pf], y estrictamente decreciente
de 1 a 0. En el otro lado, ,u; (x) es lineal por trozos, y es estrictamente
creciente desde el punto en que deja el valor 0. Si este punto es menor que p,,
los dos graficos tienen un punto tnico de interseccion x, cuya imagen es A,
el mejor grado de satisfaccion asociado al punto A4,. Pero, debemos saber que
el problema P puede tener ninguna solucion para algunos valores de i. Este
puede ocurrir cuando el coste para 4, es muy lejos de z*, de tal manera que z°

no se puede mejorar desde 4, reduciendo la demanda en p, unidades.

A partir de x podemos reconstruir toda la solucién del problema P. Sea r el

indice de tal manera que a, , <x <a,, entonces
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0 paras<r,
*
X, =AW, =X +a, paras=r,
<
w, parar <s<n.

El algoritmo de enumeracion que se presenta mas arriba se basa en las siguientes

observaciones:
1 r es definido como el primer indice de modo que #,(a,)<u;(a,). Si

existe un valor comin para 4,y ,u;, serd estrictamente entre 0 y 1 y asi no

necesitamos truncar los dos grados. S6lo examinaremos

z—ZDw +R(a,)

- <
P f P g
o0 equivalentemente
a z -
1_ s <L /'ls ,
p S p g
donde
'LlS = z Dl/A W/A
k=s+1
2 Para encontrar », podemos sélo ver los valores de s desde 1 hasta

n"=n-p, puesto que, obviamente, se echard una solucion que reduce las

demandas de los vértices de facilidades.

3 Una vez que se encuentra r, el punto (r*,/ii*) se puede obtener como la

interseccion de dos lineas rectas. Una de ellas es simplemente

r
y=l-—.
Py
La otra contiene el punto
X —u,
(o)
Py
y su cota es
Pg

La geometria elemental nos conduce a la formula:
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A
p,+p,Dy

1

que es facilmente manejable.
11.6.4.4. Nuestro modelo del problema borroso de la p-mediana

11.6.4.4.1. Nuestros conceptos del grafo borroso y de la p-mediana borrosa

Tenemos una red o grafo G = (N,A), donde N ={1,...,n} es el conjunto de nodos y A4 es
un conjunto de aristas existentes entre cada par de nodos (i, /) en el grafo. Cada nodo
ie N tiene un peso positivo w, que representa la poblacion (demanda) en el nodo. Cada
arista (i, ) tiene un peso l; que representa la longitud de la arista. A partir de los pesos de

aristas existentes, se calcula una matriz D de distancias d; de los caminos mas cortos

entre los pares de nodos (i, /), Vi,je N, i#j.

En una situacion de incertidumbre, los valores w; y /; son aproximativos € imprecisos.

Con tales datos es evidente que localizaciones Optimas obtenidas mediante la p-mediana
crisp no serdn precisas. El coste optimo obtenido con la p-mediana crisp tampoco sera
preciso. Asi, el problema basico es determinar el grado de cumplimiento de las

localizaciones y coste optimo cuando los valores w;, y /; son aproximativos e imprecisos.

Asi, definimos los subconjuntos borrosos siguientes, para una p-mediana borrosa:

o Wocw :{(wi ‘,UWU (wi))}, Vie N es el subconjunto borroso de los pesos w, mas

precisos del conjunto referencial W. ﬂM(wi) es el grado de pertenencia del nodo i
al subconjunto borroso W en otros términos My, (w,) es el grado de cumplimiento

del peso w, .

. oL :{(l._

y

,uj%(li/.))}, Vi,je N es el subconjunto borroso de las longitudes /;

mas precisas de las aristas entre los nodos i y j. ,u%(l ) es el grado de pertenencia

i
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de la longitud /; al subconjunto borroso I/, en otros términos u M(Zi«) es el grado

de cumplimiento de la longitud /.

A partir del subconjunto £ L, construimos una matriz borrosa [} de las

distancias mas precisas d;; de los caminos mas cortos entre los pares de nodos

(i, ) . Definimos la matriz borrosa por 1= {(d

,u%(dl.j))},Vi,je N, donde d;; es

ij
la distancia del camino mas corto entre los nodos i y j calculada usando el

algoritmo de Floyd-Warshall [26] y (d,,) es el grado de cumplimiento de d;.

El objetivo tanto de la p-mediana borrosa como de la p-mediana crisp queda siempre el de

hallar localizaciones 6ptimas de p facilidades de modo que se minimice la distancia total

ponderada o el coste total de recorrida desde cada nodo de demanda al nodo de facilidad

mas cercano. El aspecto particular de la p-mediana borrosa serd de determinar hasta qué

punto las localizaciones y el coste Optimos son precisos, es decir el grado de cumplimiento

de las localizaciones y coste Optimos.

Entonces la diferencia entre la p-mediana borrosa y la p-mediana crisp es:

La p-mediana crisp maneja datos precisos (deterministas) con grados de
pertenencia 1 y permite hallar localizaciones Optimas precisas para p facilidades
con un coste Optimo preciso con grado de cumplimiento 1. No hay solucion
imprecisa con el grado de cumplimiento entre 0 y 1.

La p-mediana borrosa maneja datos aproximativos e imprecisos (borrosos) con
grados de pertenencia entre 0 y 1 y permite hallar localizaciones Optimas
aproximativas o imprecisas (borrosas) para p facilidades con un coste Optimo

aproximativo, impreciso con grado de cumplimiento incluido en el intervalo [0,1].

La p-mediana borrosa tal como acabamos de presentarla es una generalizacion de la p-

mediana crisp y es mas aplicable a la realidad que le p-mediana crisp, puesto que la

realidad es siempre hecha de incertidumbre.



60

11.6.4.4.2. Nuestra formulacion del problema borroso de la p-mediana

Con los datos imprecisos definidos aqui arriba, formularemos el problema de la p-mediana

de la manera siguiente:

p-mediana difusa

(2717) = min 33 (0 00 s, )) 5, 1)
s.a. le.j.:l, Vie N, (2)
J
xjijj5 ViajeNa (3)
>y, =np (4)
j
xij,yje{O,l} Vi,je N, (5)
donde
Zz = coste total 6ptimo de transporte,
A = grado de cumplimiento del coste éptimo (de la solucion optima)

Wo= subconjunto borroso de los pesos w, mas precisos de los nodos 1.

D= matriz borrosa de distancias d,; mas precisas de los caminos mas cortos entre los

pares de nodos (i,f).
i€ N = nodo de demanda,

j€ N = nodo de facilidad,
w, = poblacion aproximativo o demanda aproximativa del nodo i,
ty,(w,) = grado de cumplimiento de w, .
d, = distancia aproximativa del camino mas corto entre el nodo i y el nodo j,
,u[%(dlj) = grado de cumplimiento de d,.
x; = 1 sielnodo 1 se asigna al nodo j y 0 si no,
= 1 si hay una facilidad en j y 0 si no,

p = numero de facilidades a localizar.
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11.6.4.4.3. Operacion sobre los grados de pertenencia

El modelo de la p-mediana borroso que acabamos formular tiene que aplicarse sobre los
grafos borrosos. En estos grafos, no disponiendo de las demandas exactas en cada nodo ni
de las distancias exactas de las aristas, expresamos estas cantidades o valores acompafiados
de sus grados de pertenencia. Consecuentemente, la funcion objetivo del modelo de la p-
mediana borrosa que se aplique a un tal grafo no calcula solamente el coste éptimo sino
también el grado de cumplimiento de dicho coste.

En la funcién objetivo del modelo se utiliza el operador de agregacion )’ para la suma. Este
operador se usara para calcular el coste Optimo. ;Cuales operaciones debemos efectuar
sobre los grados de pertenencia para obtener el grado de cumplimiento de la solucion final?
Se sabe bien que los elementos de una coleccion de conjuntos borrosos pueden combinarse
para producir un conjunto borroso unico mediante operaciones de agregacion [83]. Es el
caso, por ejemplo, en la interseccion e union de cualquier nimero de conjuntos borrosos.
En general, muchas otras clases de agregacion pueden efectuarse sobre los conjuntos

borrosos, las operaciones siendo caracterizadas como sigue.

Una agregacion es una operacion n-aria A4:[0,1]" —=[0,1] que cumple los siguientes
requerimientos [83]:

e Condiciones del limite: 4(0,..,0)=0y A(L,...,1)=1

e Monotonia:  A(x,,....x,) 2 A(y,,....,»,) si x, 2y, i=L..,n

Las operaciones de agregacion discutidas en [83] son los operadores compensatorias
definidas por Zimmermann y Zysno (1980), las sumas simétricas de Dubois y Prade
(1980), las operadores de la media discutidos por Dyckhoff y Pedrycz (1984) y el
operador de media ponderada ordenada (OWA") propuesto por Yager (1988).

Zimmermann y Zysno propusieron una familia de operadores compensatorios en la cual
una operacion de agregacion se presenta como una combinacion de puras conexiones
logicas AND y OR facilitando el mecanismo requerido de compensacion. La operacion

definida en Zimmermann y Zysno (1980) se expresa como

“ OWA: Ordered Weighted Averaging operator
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(40B)(x)=[(4nB)(x)] " [(4uB)(x)] ,
donde N y U son operadores de interseccion y union, mientras que ¥ es un factor de
compensacion y ye [0,1] indica donde el operador actual se localiza entre AND y OR.
Hay también otras maneras de resolver un efecto similar de compensacion, como
(4®B)(x)=(1-7)[ (4" B)(x)]+ 7[ (AU B)(x)]

Las operacions de interseccion y unién pueden modelarse usando los operadores

estandares max y min o, en general, las normas triangulares.

Las sumas simétricas facilitan otra opcion para agregar los grados de pertenencia. Mas
formalmente, son funciones de n-argumentos, denotadas por S sum, tal como ademas de
cumplir las condiciones del limite y la monotonia, son continuos, comutativas y auto-

duales:
S_sum(x,...,x,)=1-8 sum(l-x,,...,1-x,).
Dubois y Prade (1980) demostraron que cualquier suma simétrica puede representarse en la

forma

-1
l1-x,..,1-
S_Sum(xlj___’xn):|:l+p( x]v ) xn):| :
p(x,..,x,)

donde p es cualquier funcion continua creciente con p(0,...,0)=0.

Un operador de la media (media generalizada) para n argumentos es idempotente y
comutativa, ademas de cumplir la monotonia y las condiciones del limite. Como discutido

en Dyckhoff y Pedrycz (1984), la media generalizada toma la forma

l n
A(Xyeyx, ) =7 —Z(xi)p, peR,p#0.
n o
Es importante notar que la familia de la media generalizada supone algunos casos bien
conocidos de operadores de conjuntos borrosos. En particular, tenemos

1. Media Aritmética (p =0) A(x,esx,) :li(xi)

1
2. Media Geométrica (p —0)  A(xp,.,x, )= (X000 X, )1

3. Media Harménica (p=-1)  A(x,...,x,)=
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4. Minimum (p — —e) A(x,,...,x,)=min(x,,...,x,)
5. Maximum (p —> eo) A(x,,...,x,) =max (x,...,x,)

El pardmetro p puede referirse como un factor de compensacion.

En nuestro modelo del problema de la p-mediana borrosa, los grados de pertenencia se
manipulardn usando la operacion de media aritmética en vez de la suma y la operacion
minimo en vez de la multiplicacion. Por eso modelamos el operador de agregacidéon para

la media aritmética que utilizaremos en todo el resto de este trabajo como sigue
n 1 n
M X =— Z X
= n -

Utilizaremos la forma lle- para calcular los grados de pertenencia en los problemas de
n o

la p-mediana y la forma Mxl. en los problemas de centro.

11.6.4.4.4. Solucion del modelo

El modelo de la p-mediana borrosa que acabamos de presentar se resuelve en 2 pasos:
primero se calcula normalmente la p-mediana crisp con los datos aproximativos para hallar
las localizaciones y coste Optimos crisp, es decir se utiliza el modelo de arriba sin los

grados de pertenencia:

p-mediana borrosa: localizaciones y coste optimos

z = minZZwidy.xl.j (1)
i
s.a. in/. =1, Vie N, (2)
j
xgjgyj’ Vi:jEN, (3)
>y, =p, (3)
j
x;,,;€1{0,1} Vi,je N, (4)

Al cabo del paso 1, estaremos en presencia de un grafo en que se conoce el conjunto de p

nodos de facilidad, las asignaciones de los demas n-p nodos de demanda a los p nodos de
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facilidad. Conociendo que la solucidon obtenida se basa sobre datos aproximativos de cuyos

grados de pertenencia ,up%(wi) y U L%(d l.j) disponemos, los vamos a utilizar para calcular el

grado de cumplimiento de la solucidon obtenida en el paso 1 usando la férmula siguiente :

p-mediana borrosa: calculo del grado de cumplimiento

PR 1 f(%imin(ﬂ%(m),ﬂm(dy))xyj (1)

n—=p iz
)4
s.a. inj =1 Vi=1,...,n—p (2)
Jj=1
(W) () € [0,1] Vi=1,..,n—p Vi=lL..,p (@3)

La sentencia (1) calcula el grado de cumplimientok* de la solucion optima Z" obtenida en
el paso 1 siempre que cada nodo de demanda se asigne a un solo nodo de facilidad (2) y

que los pesos de los nodos y de las aristas sean grados de pertenencia (3). Si w, y d;; se

conocen con certeza absoluta, es decir si f,(w,)=1, Vie N y ,ul%(di/.)=1, Vd,e D,

entonces A =1, no hace falta ir al paso 2, pues se trata de una p-mediana crisp. Pero si w,
y d, no se conocen con certeza absoluta, es decir si g, (w)e [0,1], VieN y
,ul%(dl.j)e [0,1], Vd,; € D, entonces, por los pasos 2 y 3, tenemos Ae [0,1]; se trata de

una p-mediana borrosa. Asi pues, la p-mediana borrosa es una generalizacion de la p-

mediana crisp.

11.6.4.4.5. Algoritmo y programa de resolucion

Intentar ahora escribir un algoritmo para el problema de la p-mediana es querer reinventar
la rueda porque varios algoritmos proliferan en la literatura tanto para el problema de la p-
mediana como para los de centro y routing. El aspecto particular del problema de la p-
mediana borrosa como de los de centro y routing que examinamos a continuacion es el
calculo del grado de cumplimiento. Asi, proponemos ahora el algoritmo del calculo del

grado de cumplimiento de una solucion Optima de la p-mediana.
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v Algoritmo : Grado de cumplimiento p-Mediana

Datos de entrada:

e Elvector /¥, , delos grados de pertenencia (W)

e [amatriz D(nf,,) , delos grados de pertenencia ,ul%(dl.j)

X

e La matriz de las asignaciones X, :[xl./.ln_p " Esta matriz debe construirse

tomando en cuenta la restriccion in/. =LVi.
J
Variables utilizadas en el algoritmo:

e L1 y L almacenan el resultado calculado del bucle mas interior al bucle mas
exterior, respectivamente

e Cl1 y C son contadores que sirven como denominadores en los calculos del bucle
mas interior al bucle mas exterior respectivamente.

e iyjson indices de acceso a los datos de entrada.

e nalmacena el nimero de nodos de la red (grafo).

e palmacena el nimero de nodos con facilidad.

A lo largo de este trabajo construiremos algoritmos usando los arboles programaticos
seguidos de los pseudocodigos correspondientes. Los arboles programaticos son una
herramienta eficaz de construccion de algoritmos estructurados permitiéndonos analizar un
problema segun la metodologia denominada "Top-Down Programming". El problema se
analiza desde arriba es decir desde su estructura general bajando hasta hallar sus
estructuras particulares o elementales.

Un arbol programatico se construye mediante dos estructuras basicas: La repetitiva

(iteracidn) y la alternativa.
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C
Entrada Iteracion Punto de
antes de mientras Salida
la que la después
iteracion condition de la
o bucle C esta iteracion

alid
Estructura de la Repetitiva

C
ARORORE
Punto de Alternativa Alternativa Punto de
Entrada Isila 2sila Salida
antes de condicion condicion  después de
escogeruna  Cse Cno se escoger una
alternativa cumple cumple alternativa

Estructura de la Alternativa

El arbol programatico del calculo del grado de cumplimiento para la p-mediana

presentara como sigue:

S€
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i<=n-p-1

output L/C

L0
C0 Wiel0
j<=n-p-1
C=C+1 [=L+L1/Cl1
chi Xij:a 1 d
Dije ) y 1 ]
=t
Wi<Dy

CI=Cl+l1
LI=L1+ Wi L1=L1+ Dij

=i+l
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v Pseudocédigo: Grado de cumplimiento p-Mediana

L«0
C«0
for i=0 to n-p-1
if Wie [0, 1]
Cl<0

L1<-0
C=C+1
for j=0 to p-1

if Xij=l and DijE [O,l]

if W;i<Dsj
L1=L1+W;

else
L1=L1+D;;

Cl=Cl+1

j=j+1
IL=L+L1/C1l
i=i+1
output L/C

Tiempo computacional: O (nz)

11.6.4.4.6. Implementacion del algoritmo en C++

//Fuzzy p-Median: Degree of certainty

//Author: David Kutangila Mayoya

//Date: Wednesday, November 24, 2004
//Department of Computer Sciences and Artificial
//Intelligence

//University of Granada (Spain)
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#include <iostream.h>
#include <stdlib.h>
main () {
double L=0,L1;
int C=0,C1;
cout << "Fuzzy P-Median\n";
cout << "\nNumber of nodes: ";
cin >> n;
cout << "\nNumber of facility nodes: ";

cin >> p;

//Declaring input data
double W[n-pl, DIn-pl [pl;
bool XI[n-p] [p]l;

//Entering input data
// Will be written later
//Processing data
for (int i=0; i<=n-p-1;){
if (W[i]l>=0 && W[i]<=1) {
Cl=0;
L1=0;
++C;
for (int j=0; j<=p-1;){
if ((X[111[3])&&
D[i] [§]1>=0 && D[i] [§1<=1) {
if (W[11<DI[1][31){
L1+=WI[i];
else

L1+=DI[1] []]1;

++C1;

++7;
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}

L += L1/C1;
++1;
L /= C;
Cout << "\nThe degree of certainty is " << L;
return 0O;

I1.7. Nocion sobre p-mediana capacitada y p-mediana no capacitada

I1.7.1. Concepto y formulacion matematica del problema de la p-mediana

capacitada

El problema de la p-mediana capacitada (CPMP) busca solucionar la localizacién 6ptima
de las p facilidades, considerando las distancias y capacidades para el servicio que cada
facilidad ofrecerd. El servicio total pedido por los vértices identificados por los clusters de
la p-mediana no puede exceder la capacidad de su facilidad (véanse Luiz A.N. Lorena et al

[70]). Su formulacion matematica se presenta de la siguiente manera:

p-mediana capacitada

min Z Z dijxij , (1)

ieN jeN
s.a. le.j =1, ie N, 2
JjeN
ijj =P 3)
jeN
D q.x; <Ox,, JEN, 4)
ieN
x, €{0,1}, ie N, jeN, (5)
donde

N ={L,...,n} es el conjunto de indices de entidades a asignar y también de las facilidades

posibles, donde p facilidades estaran localizadas; ¢; es la demanda de cada entidad y Q la
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capacidad de cada facilidad posible; [a’y] es una distancia de la matriz; [xy] es la

nxXm nxm

asignacion de la matriz, con x; = 1 si la entidad i se asigna a la facilidad j, y x;; = 0 sen el
caso contrario; x; = 1 si la facilidad j estd seleccionada (abierta) y x; = 0, en el caso

contrario.

Las restricciones (2) y (3) imponen que cada entidad se asigna a una sola facilidad y que el
numero de facilidades a localizar es p. La restriccion (4) impone que una capacidad total de
la facilidad debe ser respetada, y la restriccion (5) resfuerza el caracter binario de las

decisiones de asignacion y de localizacién a un nodo.

Observamos que esta formulacion de Luiz A.N. Lorena et al [70] presenta la dificultad
para calcular el coste de transporte, puesto que la primera sentencia de su formulacion no
incluye la variable ¢;, o la demanda del usuario. En efecto, el coste de transporte es
proporcional no solo a la distancia de recorrido sino también a la cantidad del producto
transportada (cantidad de demanda cubierta). Ademas la capacidad Q debe tener un indice

que indica a qué facilidad se refiere. En efecto hay p facilidades con capacidades

Q/., j=lL.,p.
Asi, presentamos la formulacion siguiente para el problema de la p-mediana capacitada:

p-mediana capacitada

min z Z W,-d,-jx,j , (1)

ieN jeN
s.a. le.j =1, ie N, 2
JjeN
>y, =p, (3)
JjeN
D WX, <4, JEN, (@)
ieN
x;,¥,€1{0,1}, i,je N, 5)

Se puede notar que la diferencia entre el problema de la p-mediana clasico tal como lo
presentamos en las secciones precedentes y el problema de la p-mediana capacitada reside

solamente en que el problema de la p-mediana capacitada fija la cantidad del servicio o de
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producto que la facilidad j suministra. Lo que es muy importante desde el punto de vista
economico. El problema de la p-mediana capacitada permite al decisor localizar sus
facilidades cualquiera sea la capacidad de estas facilidades. Cubrira sélo, toda o parte de la
demanda que corresponda a la capacidad de sus facilidades. Mientras que en el problema
de la p-mediana clésico el decisor tendrd que cubrir toda la demanda de los usuarios. Se
nota también que en el problema de la p-mediana capacitado existe un conjunto de p

capacidades de las p facilidades.

Formularemos el problema de la p-mediana capacitada borrosa como sigue:

p-mediana capacitada borrosa

(=714 = min 33 (o 00 s, )) 5, (1)
s.a. inj =1, Vie N (2)
j
R Vi,je N, 3)
2.V =ps 4)
j
x;.y;€1{0,1} Vi,je N, (3)
Zwl.xi/. <q,y; Vje N (6)

ieN
donde

q; = capacidad de la facilidad en el nodo ;.

Nuestro modelo de la p-mediana capacitada borrosa nos permite también afirmar que la p-

mediana capacitada borrosa es una generalizacion de la p-mediana capacitada crisp.

En efecto, el modelo se resuelve en dos tiempos: primero se calcula normalmente la p-
mediana capacitada crisp con los datos aproximativos para hallar las localizaciones y el
coste Optimos imprecisos, es decir se utiliza el modelo de arriba sin los grados de

pertenencia:
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p-mediana capacitada borrosa: localizaciones y coste optimos

z = minZZwidU.xl.j (1)
i

s.a. in/. =1, Vie N, (2)
j
x; SV, Vi,je N, 3)
>y, =p 4)
j
x;,;€1{0,1} Vi,je N, (5)
PINEE JEN, (6)
ieN

Al cabo del paso 1, estaremos en presencia de un grafo en que se conoce el conjunto de p
nodos de facilidad, las asignaciones de los demas n-p nodos de demanda a los p nodos de

facilidad. Conociendo que la solucion obtenida se basa sobre datos aproximativos cuyos

grados de pertenencia ,up%(wi ) y ,ul%(a’ i ) disponemos, los vamos a utilizar para calcular el

grado de cumplimiento de la solucidon obtenida en el paso 1 usando el modelo siguiente:

p-mediana capacitada borrosa: calculo del grado de cumplimiento

o [1 mm(ﬂv%(m),ﬂl%(dﬁ))xﬁ] "

n=pi=\ P j= '
P
s.a. in/. =1 Vi=1,...n—p (2)
j=1
,upfﬁ,(wl.),,ul%(dy.)e[o,l] Vi=1,.,n—p Vi=l,...,p ()

La funcién objetivo (1) de este submodelo calcula el grado de cumplimiento A de la

solucion 6ptima Z " obtenida en el paso 1 siempre que cada nodo de demanda se asigne a
un solo nodo de facilidad (2) y que los pesos de los nodos y de las aristas sean grados de

pertenencia (3).

Si w, y d; se conocen con certeza absoluta, es decir si ,uv%(wi):l, Vie N y

,ul%(dl.j) =1, Vd; e D, entonces A =1 y no hace falta ir al paso 2, pues se trata de la p-
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mediana capacitada crisp. Pero si w; y d;, no se conocen con certeza absoluta, es decir si
Uy (w)e0,1], VieN y ,ul%(di/.)e [0,1], Vd, € D, entonces, por el paso 2, tenemos

Ae [0,1] ; se trata de la p-mediana capacitada borrosa. Asi pues, la p-mediana capacitada

borrosa generaliza la p-mediana capacitada crisp.

Se utiliza el mismo algoritmo y el mismo programa presentados mas arriba para

solucionar este modelo.

I1.7.2. Concepto y formulacion matematica del problema de la p-mediana no

capacitada

L.R. de Farias Jr [40], explica el problema de la p-mediana no capacitada de la siguiente

manera:

Sea M ={l,...,m} un conjunto de almacenes, y N ={l,...,n} un conjunto de los clientes. El
problema de la p-mediana no capacitada es escoger no mas de p almacenes para atender a
los clientes a un coste minimo, donde la capacidad de cada almacén individual es por lo
menos grande como la suma de las demandas de todos los clientes.

Sea x; la fraccion de la demanda del cliente j cubierta desde el almacén i, y; =10 0
dependiendo de si el almacén i esta abierto o no, respectivamente, ¢, >0 es el coste para

enviar una unidad del producto desde el almacén i hasta el cliente j, y d; > 0 la demanda del

cliente j, ie M, je N, el problema de la p-mediana no capacitada puede formularse de la

siguiente manera:
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p-mediana no capacitada — I.R. de Farias Jr

min Z Z ¢;d X

ieM jeN
s.a. le.j =1, JE N, (1)
ieM
X; S Vi ieM, je N, 2
D V<ps 3)
ieM
x,; 20, ieM, JEN, 4)
y,€{0,1}, ieM. (5)

La variable c; que representa el coste de transporte de una unidad del producto desde el
nodo i (sitio de facilidad) al nodo j (nodo demanda), es el equivalente de la variable d;; que
representa la distancia de recorrido en el problema de la p-mediana capacitada y en el
problema clasico de p-mediana. Pues el coste de transporte y la distancia de recorrido entre
dos puntos son conceptos equivalentes. La variable d; es el equivalente de la variable c;,
representando la demanda al nodo del usuario. La variable x; juega el mismo papel como

en los otros problemas de la p-mediana.

Ahora intentemos escribir de nuevo esta misma formulacién pero utilizando las mismas
variables como en los otros problemas de la p-mediana y considerando que el indice ie /

representa el conjunto de los nodos de demanda (usuarios) y el indice je I los nodos de

facilidad. La misma formulacion puede escribirse de la siguiente manera:

p-mediana no capacitada

min ), > wd,x;,

ieN jeN
s.a. le.j =1, ie N, (1)
JjeN
xiigyj, ie N, JEN, ()
2 V<P 3)
JjeN
x. =0, ie N, jEN, (4)

x;,y;€{0,1}, ie N, jeN, (5)
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Ahora, se nota que la diferencia entre el problema clasico de la p-medina y el problema de
la p-mediana no capacitada reside en la restriccion que fija el nimero de facilidades a
localizar. En el problema clasico de la p-mediana, ese numero tiene que ser p mientras que
el problema de la p-mediana no capacitada admite que ese numero sea inferior a p en la
unica condicién que toda la demanda de los usuarios se cubra en un coste minimo de
transporte. Segun la formulacion del modelo borroso de la p-mediana que hemos
presentado mads arriba, el de la p-mediana no capacitada borrosa se presentara de la manera

siguiente:

p-mediana no capacitada borrosa

(717) = min 3 (o)), ), (1)
s.a. Zx,.j =1, Vie N, )
x; <y, Vi,je N, 3)
;yj < p, (4)
x;,y,€{0,1} Vi,je N, (5)

Aqui también afirmamos que la p-mediana borrosa no capacitada es una generalizacion de

la p-mediana crisp no capacitada.

El modelo se resuelve en dos tiempos. Primero se calcula la p-mediana no capacitada crisp,

es decir se utiliza el modelo de arriba sin los grados de pertenencia:

p-mediana no capacitada borrosa: localizaciones y coste optimos

z = minZZwidijxy. (1)
i
s.a. in/. =1, Vie N, (2)
X <Y Vi,je N, (3)
2.V <p, (@)
j

x;,y;€{0,1} Vi,je N, (5)



77

Al cabo del paso 1, estaremos en presencia de un grafo en que se conoce el conjunto de p
nodos de facilidad, las asignaciones de los demas n-p nodos de demanda a los p nodos de

facilidad. Conociendo que la solucion obtenida se basa sobre datos aproximativos cuyos

grados de pertenencia ,up%(wi) Y Uy, (dij ) disponemos, los vamos a utilizar para calcular el

grado de cumplimiento de la solucion obtenida en el paso 1 usando el modelo siguiente :

p-mediana no capacitada borrosa: cdlculo del grado de cumplimiento

. Il &1 S .
i = _1{;Zmln(ﬂ%(m)aﬂm(dy))xv} @

n—m:; j=1

s.a. x, =1 Vi=1l,...n—m m<p (2)

ﬂp%(wi),,ul%(dy.)e[O,l] Vi=l,..,n—-m\Nj=1,..m m<p (3)

La funcion objetivo (1) de este submodelo calcula el grado de cumplimiento A de la

solucion optima Z " obtenida en el paso 1 siempre que cada nodo de demanda se asigne a
un solo nodo de facilidad (2) y que los pesos de los nodos y de las aristas sean grados de

pertenencia incluidos en el intervalo [0,1] (3).

Si w, y d; se conocen con certeza absoluta, es decir si ﬂM(m) =1, VieN y
My, (d[j ) =1, Vd, € D, entonces A" =1 yno hace falta ir al paso 2, pues se trata de una p-
mediana no capacitada crisp. Pero si w, y d;, no se conocen con certeza absoluta, es decir
si ,uWo(w,.)e [0,1], Vie N y ﬂm(dij)e [0,1], le.j e D, entonces, por el paso 2, tenemos

Ae [0,1]; se trata de una p-mediana no capacitada borrosa.Asi pues, la p-mediana no

capacida borrosa generaliza la p-mediana no capacitada crisp.

Utilizamos el mismo algoritmo y el mismo programa presentados mdés arriba para

solucionar este modelo
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I1.8. Conclusion

En esta parte hemos visto detalladamente el problema de la p-mediana de que nos
serviremos para optimizar la red de transporte de la ciudad de Kinshasa. Hemos visto que
el modelo de la p-mediana tradicional se utiliza sobre un grafo determinista para localizar p
centros de facilidad de manera que se minimice la suma ponderada de las distancias de
recorrida entre los nodos de demanda y los centros de facilidad mas cercanos. El modelo
de la p-mediana tradicional se formula de muchas maneras, pero se interpretan siempre de

la misma manera puesto que se trata de minimizar el coste de transporte.

A partir de la tesis doctoral de M.J. Cands [16], hemos descubierto las técnicas de
resolucion de un problema de la p-mediana clasico o tradicional y el problema de la p-
mediana en incertidumbre pero su formulacién de la p-mediana borrosa en [18] y [19] se

aplica a los grafos deterministas aunque econdmicamente interesante.

Hemos formulado un modelo del problema borroso de la p-mediana para los grafos
borrosos y hemos que hemos extendido a los problemas de la p-mediana capacitada y no
capacitada. El aspecto particular que diferencia la p-mediana borrosa de la crisp es que la
primera calcula el grado de cumplimiento de la solucidén obtenida por la segunda. Asi para
calcular el grado ese grado de cumplimiento, hemos presentado un modelo correspondiente
seguido de algoritmo de solucion que hemos implementado en el lenguaje de programacion

C++.

Después de localizar p facilidades, el trabajo siguiente consiste en determinar un o dos
centros de transporte y rutas fijos para los autobuses. Una de las alternativas para
establecer esas rutas es que entre todos los p centros de facilidad, uno de ellos sera
considerado como central de modo que todos los autobuses tendran como destino este
nodo. Esto implica que una persona debera hacer como méaximo un trasbordo, sea cual sea
el destino elegido. Asi, en la forma secuencial se trataria de elegir el punto de la p-mediana
que sea el mejor en algliin sentido, por ejemplo, el que esté¢ a menor distancia de todos los
demas. O bien se trataria de un problema de localizaciéon como el de la p-mediana central

alguno similar. Lo que nos permite abordar los problemas de centros.
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CAPITULO IIL POBLEMAS DE LOCALIZACION DE CENTRO Y “ROUTING”

III.1. Introduccion

El problema basico del disefio del sistema radial de centros (SRC) se describe como sigue:
dada una red de nodos donde cada par de nodos tiene un flujo dado, determinar cuales nodos
establecer como centros de modo que cada flujo pase primero a través de uno o dos centros
antes de que alcance su destino [34]. Los problemas de disefio de un sistema radial de centros
(SRC) se refieren también como problemas de localizacion de centro, y son problemas crisp.
Después de haber recorrido toda la literatura sobre los problemas de localizacion de centros,
nos hemos dado cuenta de que hasta la fecha, no existen modelos borrosos de localizacion de

centros sobre una red borrosa. Supongamos que tenemos una red de nodos

_ 1 C N . . )
N = {I,L ,ny donde cada par de nodos (i,/) tiene un flujo aproximativo dado por W, y un coste
aproximativo por unidad de flujo dado por C; . Estos dos datos siendo imprecisos, se desea

determinar cuales nodos establecer como centros de modo que cada flujo pase primero a
través de uno o dos centros antes de que alcance su destino. Asi, en este trabajo estaremos
simulaneamente estudiando los modelos crisp existentes y desarrollando modelos borrosos
equivalentes. Los problemas de localizacion de centro tienen muchas aplicaciones. Ocurren
generalmente en casos dondel trafico (como correos, paquetes de telecomunicacion, o
pasajeros aéreos) se debe transportar de su punto de origen a su destino, pero donde es
indeseable, impracticable o extremadamente costoso dedicar conexiones de transporte

exclusivas entre cada par origen-destino (O-D) [31][32].

Para ilustrar la situacion [32], considérese un servicio de correo en el que se tiene un conjunto
de distritos postales que intercambian correos (es decir, el trafico). Cada distrito postal puede
representarse por un nodo. Dos distritos postales pueden conectarse por una conexion de
transporte, representada como una arista dirigida. Si hay una arista conectando los distritos i y
J, entonces esta puede llevar correos directamente desde i hasta j. El conjunto entero de nodos
y aristas se conoce como una red. A menudo, en los problemas de localizacion de centro hay
una corriente de trafico entre cada par ordenado de nodos. En otras palabras, existe una
corriente de trafico que debe fluir de cada nodo a cada otro nodo. Tipicamente es muy costoso

dedicar un medio de transporte a cada corriente de trafico. Por eso se utilizan los sistemas de
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centro. Los centros que se escogen entre los nodos (distritos postales) de la red obran como
centros de consolidacion o centros de clasificacion para el trafico (correos) y se asume
generalmente que estan completamente interconectados. Facilitan el flujo de trafico e
incorporan un descuento del volumen en el flujo inter-centro. El flujo directo entre nodos no
centros no estad permitido. Por el contrario, el flujo originando en (o destinado a) un nodo no
centro debe coleccionarse en (o distribuirse por) un nodo centro. Se estipula que cada envio

de trafico se debe mandar por uno o (por lo mucho) dos centros.

Hay un coste asociado para enviar el flujo entre dos nodos cualesquiera, que se basa en los
factores tales como el tiempo o la distancia. En algunos casos hay también un coste fijo para

establecer un centro [32].

Hay muchas variantes de los problemas de localizacién de centro. Por ejemplo, se puede
especificar que p de los nodos son centros. Estos se refieren como problemas de localizacion
de p-centro. Los problemas de localizacion de centro pueden incluir una sola o asignacion
multiple de los nodos no centros a los centros. Si un nodo estd solamente asignado, entonces
todo trafico desde ese nodo viaja directamente hasta o desde solamente un centro; si estd
multiplemente asignado, entonces su trafico puede dividirse y puede viajar directamente hasta
0 desde mas de un centro. Ademas, los problemas de localizacién de centro pueden ser
capacitados o libres de cualquier capacidad. Esto significa que la cantidad del flujo que puede
estar redirigida o clasificada por un centro estara restringida a algun volumen maximo,
conocido como su capacidad y denotado por I', para un centro k [32] y puede haber un coste
fijo asociado al establecimiento de un nodo dado como centro [31].En la tabla siguiente

resumimos las variantes de los problemas de localizacion de centro y routing que vamos a

analizar en este capitulo:
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Variantes de los problemas de centro

Problemas con asignacion uinica Problemas con asignacion miuiltiple
USApHMP' UMApHMP?
Problema de p-mediana central no capacitada con Problema de p-mediana central no capacitada con asignacion

asignacion Unica multiple

USApHLP® UMApHLP*
Problema de localizacion de p-centro no capacitado con Problema de localizacion de p-centro no capacitado con
asignacion Unica asignacion multiple
Phap’

Problema de asignacion de p-centro

UMAHLP®
Problema de localizacion de centro no capacitado con
asignacion multiple

CMAHLP’
Problema de localizacion de centro capacitado con asignacion
multiple

II1.2. Problemas de localizacion con asignacion unica

Los problemas de localizacion de centro con asignacion Unica se describen como sigue [31]:

Tenemos la localizacion de un conjunto de nodos N = {l,L ,n} , el volumen del flujo
(W;) que se debe transportar entre cada par de nodos O-D (i, j ) y el coste por unidad del flujo

(C;) entre cada par O-D de (i, /). Se asume que C, =C,. En el conjunto N de nodos, se

seleccionan p nodos como centros (especialmente p = 2 o 3). Los centros son los puntos de
consolidacion y redireccion para el flujo y estan completamente interconectados. Todo flujo
transcurre via los nodos centros y cada nodo no centro debe asignarse a un tinico nodo centro.
La localizacion de los centros y la asignacion de los nodos a los centros se escogen de modo
que se minimice el coste total del sistema. Muchas veces, este problema se refiere como el
problema de p-mediana centro no capacitada con asignacion Unica. Aqui p representa el
numero de centros en el problema. También se considera el caso donde los nodos centros se
conocen a priori; se refiere a este problema como el problema de asignacion de p-centro. Para
ambos problemas, tales redes tienen generalmente la ventaja de pocas conexiones de

transporte y a menudo atraen un descuento sobre el flujo inter-centro. Se debe notar que todo

" USApHMP: Uncapacitated Single Allocation p-Hub Median Problem

2 UMApHMP: Uncapacitated Multiple Allocation p-Hub Median Problem
3 USApHLP: Uncapacitated Single Allocation p-Hub Location Problem
*UMApHLP: Uncapacitated Multiple Allocation p-Hub Location Problem
> pHAP: p-Hub Allocation Problem

8 UMAHLP: Uncapacitated Multiple Allocation Hub Location Problem

7 CMAHLP: Capacitated Multiple Allocation Hub Location Problem
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flujo que debe transportarse entre nodos tiene tres componentes separados: la coleccion (nodo
origen — centro), la transferencia (inter-centro) y la distribucion (centro — nodo destino). Cada

componente tiene un coeficiente del coste por unidad de y,o y J respectivamente. Por eso, el

coste de enviar ¥, unidades de flujo de i aj via los centros k y / seria la suma de yW,C, (el

coste de coleccion de ¥, unidades de flujo por el centro k), de oW,C,, (el coste de transferir
W, unidades de flujo del centro k al centro /) y 6W;C, (el coste de distribuir #;unidades del

flujo del centro / a j). A menudo, debido a las eficiencias de transferencia inter-centro, o <1

es el factor de descuento, mientras que y,d=1.

I11.2.1. Problemas USApHMP y pHAP

I11.2.1.1. Aspecto crisp de los problemas USApHMP y pHAP

El USApHMP fue estudiado por Aykin[3][4][5][6][7], Campbell [13][14][15], Ernst y
Krishnamoorthy [38], Helm y Venkataramanan [52], Klincewicz [61][62], O’Kelly
[78][79][80][81][82], D.Skorin-Kapov y J.Skorin-Kapov [93], D.Skorin-Kapov et al. [94]
Smith et al [95] y Sohn y Park [96]. El USApHMP fue formuldo por la primera vez por
O’Kelly (1987) como un problema entero cuadratico, la funcion objetivo para esta

formulacion era no convexa. Campbell [14] reformul6 el problema como un programa mixto

lineal entero con O(n')variables. Ernst y Krishnamoorthy [38] presentaron un programa

mixto lineal entero utilizando O(n’) variables para resolver el USApHMP.

La gran parte del trabajo reciente en la localizacion se ha centrado en la solucion de los
problemas mas grandes. Utilizando técnicas y formulaciones desarrolladas en [31], se puede
ahora empezar a solucionar problemas de tamafio practico para el USApHMP y el pHAP. Se

presenta una formulacion que resuelva el USA2HMP y USA2HMP utilizando
O(n’) variables. Se presenta también una segunda formulacién que soluciona el 2HAP vy
3HAP usando O(n) variables. Finalmente se presenta una formulacion para el USApHMP que
es valida para p centros, que utiliza solamente O(n*) variables y restricciones. Se revisa las

formulaciones matematicas existentes para el USApHMP y pHAP.
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Para el USApHMP, se define los pardmetros de las formulaciones consideradas como sigue
[31]:
C; el coste por unidad del flujo de i a,

/8 el montante del flujode i aj,

W,+W, Vi>j
o en el caso diferente
0 = zjeN W, el flujo total originando enl nodo i,

D, = ZjeNWﬂ el flujo total destinado para el nodo 7,

7, oy d coeficientes respectivos de la coleccion, transferencia y distribucion,

n el nimero de nodos,
p el nimero de nodos que se deben escoger como centros,
h el conjunto de nodos centros conocidos.

Las variables utilizadas en las formulaciones siguientes son:

X,  lafraccion del flujo total del nodo i aj rutada via los centros k' y /,

Y, el flujo del nodo i via los centros k y /

E, +E, elflujo entre centros ky I. E,, se define siempre a cero,

0O,  elcoste de transferir entre centros el flujo originando en 7, si i se asigna a £,

ty el flujo del nodo i que se transfiere entre centros si el nodo i se asigna al centro £,

B {1 si el nodo 1 se asigna al centro k&
ik —

0 si no

i

1 silos nodos i yj se asignan al mismo centro
0 sino

La primera formulacion de USApHMP fue presentada por O’Kelly [80] como un programa
entero cuadratico. La funcidn objetivo de su formulacion era no-convexa y consecuentemente
dificil para resolver. Con pocos cambios de notacion, la formulacién de O’Kelly se expresa

como sigue [31]:
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Formulacion USApHMP —Q

min Y " > >W,(¥C,H, +aCyH,H, +5C,H ) (1)
ieN keN leN jeN

sujeto a ZH = D> 2)
keN
> H, =1 Vie N, 3)
ke N
H,<H, Vike N, (4)
H, e{0,1} Vi,ke N. (5)

La ecuacion (2) especifica el nimero de centros y (3) es la restriccion de asignacion unica. La

ecuacion (4) asegura que un nodo puede asignarse solamente a un centro. Esta formulacion
tiene O(nz) variables, a pesar de que este problema es dificil resolverse debido a la no-
convexidad de su funcion objetivo. Después Campbell [14] desarrolld6 en 1994 una
formulacion MILP (Programa Mixto Lineal Entero) con 0(n4) para evitar la no-convexidad

de la funcion objetivo. Pero Skorin-Kapov y sus compaiieros [94] modificaron la formulacion

MILP de Campbell. La formulacion modificada se expresa como sigue [31]:

Formulacion USApHMP — N*

min Z Z Z Z W Cia X (6)

i€N keN leN jeN

sa. > H, =p, (7)
ke N
> H, =1 Vie N, (8)
ke N
H,<H, Vi,ke N, )
D Xu=H, Vi, j,ke N, (10)
leN
> X, =H, Vi, j,le N, (11)
ke N
H,e{0,1} X, 20 Vi, j,k,le N (12)

Las ecuaciones (10) y (11) aseguran que el volumen correcto del flujo se mueve entre nodos y

que el flujo se consolida en los centros.
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La Formulacion USApHMP — N* tiene (n4 +n2) variables de las cuales n” son

binarias y (2113 +n*+n +1) son restricciones lineales. Esta formulacion es significativamente

mas facil resolverse que su equivalente USApHMP-Q. La limitacion es que ain para n
relativamente pequefio, el problema vuelve a ser intratable debido al gran nimero de variables
y restricciones. Por eso, Ernst y Krishnamoorthy [38] desarrollaron una formulaciéon con muy
pocas variables y restricciones en el esfuerzo de solucionar los problemas de tamafio practico.

Con pocos cambios de notacion, asi se presenta dicha formulacion [31]:

Formulacion USApHMP — N
minzzcikHik (ZOI+5DI)+ZZZaCkIYI:l (13)

ieN keN ieN keN leN

sa. Y. H,=p, (14)
ke N
> H, =1 Vie N, (15)
ke N
H, <H, Vike N, (16)
S Y- Yi=0H,~YW,H, VikeN, (17)
leN JjeN
H,e{01}  Y,20 Vik,le N (18)

La ecuaciéon (17) describe un problema de flujo multiproducto, donde cada producto

representa el flujo de trafico originando en un nodo particular.

La Formulacién USApHMP— N* tiene (n3 +n2)variables de las cuales n®> son binarias y

(2n2 +n+1) son restricciones lineales. Asi el USApHMP - N’ es O(n) mas pequefio que el

USApHMP — N* en ambos nimeros de variables y de restricciones. Alin asi, problemas mas

grandes de alrededor n=50 vuelven a ser también dificiles resolverse debido a las
limitaciones de la memoria. Los problemas mdas grandes con asignacion Unica se habian
solucionado con el enfoque basado en el camino mas corto (Shortest Path Based Approach —

SPBA) descrito por Ernst y Krishnamoorthy [39].
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En cuanto al problema de asignacion de p-centro (p-Hub Allocation Problem — pHAP), Sohn
y Park [97] formularon el 2HAP como [31]:

Formulacion 2HAP — N*

n_ 2 n
min » » C,H, (¥0,+6D,)+C,>. > V,B, (19)
i=3 k=l i=2 jeN,j<i
2
sa. Y H, =1 Vie N, (20)
k=1
H, =1 H,, =1 21)
H,—H,-B <0 Vi=2L ,n, Vi>j, (22)
-H,+H,-B,<0 Vi=2,.,n, Vi>j, (23)
B, >0 Vje N, Vi> j, (24)
0<H,<I i€ N, ke{l,2}. (25)

La ecuacion (20) es la restriccion de asignacion unica, (21) define los nodos centros (estan
definidos a 1 o 2 sin pérdida de la generalidad) y (22) y (23) definen un politopo con puntos

enteros extremos. Esta formulacion necesita solamente H, Vi>2, puesto que
H,=1-H, Vi>2. Esta formulacion tiene O(nz/Z)Variables y O(n*) restricciones. Una

formulacion similar para el 3HAP se puede encontrar en Sohn y Park [97]. Se refiere a esta

formulacién encontrada en Sohn y Park [97] como 3HAP—N”.

Con el proposito de solucionar problemas aun mas grandes, se formula el USA2HMP y

USA3HMP utilizando solamente O (n2 ) variables. Es la primera formulacion lineal que utiliza

o (n2 )para resolver un USApHMP [31]:

Formulacion USA2,3HMP — N*

min Y > C,H, (x0,+5D,)+Y. > aC,E, (26)
ieN keN keN leN
sa. Y H,=p p=203 (27)

ke N

> H, =1 Vie N, (28)

keN
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H,<H, Vi,ke{N:i#k}, (29)

2 Y V,H,- Y (VH,) Vie{N:i#k}, Vke N, (30)
je{N:j<i} Jje{N:j<i}

DE, = >t Vke N, (31)

leN ie{N:i> j}

D E, < ZH > VUJHﬂ} Vie N, (32)

keN JjeN| \ ie{N:i>}

ZEkl_zElkZZ[ Z Vi— Z Vji:|Hik Vke N, (33)

leN leN ieN | je{N:j<i} je{N:j<i}

H,e{0,1}, E,.t,>0 Vi,k,le N. (34)

Las tres primeras restricciones (27)-(29) describen la estructura de la red en el problema. Mas
especificamente, la ecuacion (27) especifica que para esta formulacion debe haber dos o tres
centros, (28) es la restriccion de asignacion unica y (29) asegura que los nodos estan
solamente asignados a los centros. Estas restricciones, juntas con el primer término de la
funcion objetivo producen el coste correcto asociado a la coleccion y distribucion del flujo en
la red. La restriccion siguiente (30) describe el volumen minimo del flujo que un nodo dado
debe transferir entre centros. Por eso (31) determina el volumen del flujo que esta transferido
del centro k a otros centros, puesto que (32) y (33) ambos restringen al flujo transitar entre

nodos centros. Las restricciones (31) y (33) determinan también el volumen total del flujo

destinado a cualquier centro via una transferencia (zlElk). El volumen total del flujo

destinado a cualquier centro via una transferencia, junto con el volumen del flujo transferido
desde cualquier centro, lleva un coste Unico asociado a la transferencia del flujo en un sistema
de dos o tres centros (en un espacio euclidio).Esto ya no es verdad en una red de cuatro o mas

centros, asi este modelo estd valido solamente para una red de dos o tres centros. La
Formulacién USA2,3HMP — N’ tiene (3n° —2n) variables y (2n” +2n+1) restricciones. Asi
USA2,3HMP— N’ es O(n) més pequefio que USApHMP — N*en el nimero de variables y
tiene aproximadamente el mismo nimero de restricciones. Hay que notar que se pudiera
formular USA2HMP en (3n2+n)/2—1 variables, no obstante en la practica una tal
formulacion exige mas tiempo computacional para resolver un problema que la formulacién

que se acaba de presentar. La formulacién USA2,3HMP — N’ desarrollada en [31] es mas

efectiva que USApHMP — N* cuando se resuelvan problemas utilizando un codigo comercial
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MILP. Ademas, para los problemas mds grandes, resolver el programa mixto lineal entero de
[31] con un cédigo comercial es mas efectivo que el acercamiento basado en el camino mas

corto (SPBA) desarrollado por Ernst y Krishnamoorthy [39]. Luego, se presenta el primer
programa mixto lineal entero para el USApHMP que requiere solamente O(n”) variables y

restricciones pero valido para todo p. Esta formulacion incorpora las ideas desarrolladas por

Kaufman y Broeckx [60] para el problema de asignacion cuadratica:

Formulacién USApHMP — N*

minz Z C,H, (x0,+6D,) +Z Z 0, (35)
ieN ke N ieN ke N

sa. Y Hy,=p, (36)
ke N
> H, =1 Vie N, (37)
ke N
H, <H, Vi,ke N, (38)
O, +a) D V,C,(1-H ) 2a) > V,.C,H, Vi,ke N, (39)

JeN leN JEN jeN

H,e{0,1}, 0,20, Vi,ke N. (40)

La ecuacion (36) especifica el nimero de los centros mientras que (37) es la restriccion de
asignacion unica. La ecuacion (38) asegura que un nodo puede asignarse a un centro.
Finalmente (39) afirma que Q, debe ser al menos el coste de transferir el flujo de un nodo i
via el centro k& (a todos los otros centros), si y solo si el nodo i se asigna al centro k (y cero si

no, puesto que si / no se asigna a k entonces O, +M 20y > V,C,H, y M es grande,

leN
0, =0). No obstante puesto que esto es una minimizacion del problema, Q, es simplemente
el coste de transferir el flujo del nodo i via el centro k. Una pequeia variacion de la
formulacién USApHMP— N’ produce una formulacién valida para cualquiera de los

problemas siguientes:

e Problema de localizacion de centro capacitado con asignacion unica,

e Problema de p-mediana centro capacitada o no capacitada con asignacion unica.

La formulacion USApHMP—N* tiene 2n°variables de las cuales »’ son binarias y

(2n2 —n+1) restricciones lineales. Se hubiera podido desarrollar algunas variantes de esta
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formulacion. En la practica se notd que en ain el mejor de los casos el tiempo computacional

requerido para resolver cualquier variante del USApHMP— N’ era mas grande que el
requerido para resolver la de USApHMP — N> o de USA2,3HMP— N*. La razon principal es
que USApHMP— N’ tiene O(n“) elementos no-cero mientras que las otras formulaciones
mencionadas requieren solamente O(n3 ) elementos no-cero. Transformando la formulacion

USA2,3HMP — N’ en un programa mixto lineal entero para resolver el 2HAP y el 3HAP, se

llega a una formulacién siguiente [31]:

Formulacion pHAP — N

min » Y C,H, (¥0,+6D,)+>.> aC,E, (41)
ieN keh keh leh
sa.  H, =103 Vke h, |7 =2, (42)
> H, =l Vie N, (43)
keh
H,<H, Vie {N:i#k}, ke h, (44)
2 Y V,H,— > (VH,) Vie{N:i#l}, Vke h, (45)
je{N:j<i} je{Nj<iy
YE,= Dt Vke h, (46)
leh ie{N:i=l}
D E, < ZH > Vl./.]Hj,:I Vie h, (47)
keh JjeN| \ ie{N:i>} .
ZEkz - zElk = Z{ Z Vij - Z Vji :|Hik Vke h, (48)
keh leh ieN | je{N:j<i} je{N:j<i}
H,e{0,1}, E,t, 20, Vie N, Vk,l€ h. (49)

Esta formulacion tiene (2 pn+p* =2 p) variables donde p es el nimero de localizaciones

forzadas de centros. Para el 2HAP y 3HAP el nimero de localizaciones es 2 y 3,

respectivamente. La formulacion pHAP-N es mas efectiva que las formulaciones de Sohn y

Park para solucionar el 2HAP y el 3HAP.
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I11.2.1.2. Aspecto borroso de los problemas USApHMP y pHAP

I11.2.1.2.1. Problema USApHMP borroso
v" Formulacion del modelo

Para formular el USApHMP borroso, partiremos de la formulacion crisp con muy pocas
variables y restricciones desarrollada por Ernst y Krishnamoorthy [38] en el esfuerzo de

solucionar los problemas de tamafio practico:

Formulacion USApHMP — N’

min Y > C,H, (¥0,+6D,)+>.> > aC,Y, (1)

ieN ke N ieN keN leN

sa. Y H,=p, )
ke N
> H, =1 Vie N, 3)
keN
HikSHkk Vi,ke N, (4)
Zijl_Z},l/i:OiHik_szinjk Vi,keN, (5)
leN JjeN
H,e{0,1}] Y,20 Vik,le N (6)

En la incertidumbre se supone que los datos siguientes son aproximativos, vagos o
imprecisos:

e (, el coste por unidad para coleccionar el flujo del nodo i al centro k, el mismo

variable se utiliza para el coste de la disribucion.
e (,, elcosteporunidad para transferir el flujo del centro ka /,

o W, el montante del flujo de i a,

e O = zjeN W, el flujo total originando enl nodo i,
e D= ZjeNWﬂ el flujo total destinado para el nodo 7,

e Y, elflujodel nodo i via los centros k y /

Estos datos seran elementos de los subconjuntos borrosos siguientes:

. C/fa{(cl..

,u%(Cij))},‘v’i, JEN, subconjunto borroso de costes unitarios C; mas

ciertos del flujo entre los nodos i y nodo j, donde u (%(Ci/.) es el grado de pertenencia

del coste C; al subconjunto borroso C%, o mejor dicho, su grado de cumplimiento.
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i

entre los nodos iy j, donde s, (WU) es el grado de pertenencia del flujo W, al

,up%(Wij))},Vi, JjE N, subconjunto borroso de flujos W, mas ciertos

subconjunto borroso W o mejor dicho, su grado de cumplimiento.
5":{(Ol. ‘,u(%(OI.))} ,Vie N, subconjunto borroso de flujos O, = ZJEN W. mas ciertos

g

para todo 7, donde ,U(%(OI.) = 1\/][V ,UV%<VVU) es el grado de pertenencia del flujo O, al
Jje

subconjunto borroso Jd, o mejor dicho, su grado de cumplimiento. Recordamos que
utilizamos M como operador de agregacion para la media aritmética.

1%:{(Di ‘ﬂ%(Di))} ,Vie N, subconjunto borroso de flujos D, = z_/eNVVﬁ mas ciertos
para todo i, donde s, (D,)= Mv Hy, (Wﬂ) es el grado de pertenencia del flujo D, al

subconjunto borroso o mejor dicho, su grado de cumplimiento.

)?/o_—{(yzl ‘ﬂﬂ,()@))},‘v’i,k,le N, subconjunto borroso de flujos Y, mas ciertos

para todo ik y [, donde ‘U%(Yé) es el grado de pertenencia del flujo Y, al

subconjunto borroso ¥, 0 mejor dicho, su grado de cumplimiento.

Dados los subconjuntos borrosos definidos aqui arriba, desarrollamos el modelo USApHMP

Borroso siguiente:

Formulacion USApHMP Borroso

2)zminY Y (Cylual Co)) Hi | 2(0)|160,))+ 8 (D, (D)) |+

(

S.a.

ieN ke N

ZZZ“(% ‘zuéﬂn(ckl))(yk[l ‘ﬂ)%(Ykl})) (1)
ieN keN leN

Y Hu=p, )
keN

> H, =1 Vie N, (3)
ke N

H,<H, Vi,ke N, (4)

PACATECAIEIATAIE

leN

(Oz' ‘,u(%(Ol.))Hl.k _Z(Wu ﬂv%(Wii))ij Vi,ke N, )

jeN

H,e{0,1} Y:>0 Vi,k,le N (6)
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El modelo se resuelve en dos pasos. En el primer paso, se calcula el USApHMP crisp

utilizando el modelo de arriba sin los grados de certeza:

Z*=minzchkH,-k (ZO,-+5D,-)+ZZZ“CHZ§ ()

ieN ke N ieN keN leN

s.a. ZHkk =p, 2)
keN
> H, =1 Vie N, (3)
keN
H, <H, Vi,ke N, 4)
Y ->. Y, =0H,->W,H, VikeN, (5)
leN JeEN
H,e{01}  Y:>0 Vi,k,le N (6)

Al final del primer paso, nos encontraremos con un grafo en que se conoce el conjunto de p
centros, las asignaciones de los demas n-p nodos no centros a los p nodos centros. Sabiendo

que la solucion del paso 1 se basa sobre datos aproximativos cuyos grados de certeza
U Co ) ttoo Co ) s O,), 14(D;) Y ﬂ%(l’,f,) disponemos, los utilizaremos para calcular el

grado de cumplimiento de dicha solucioén usando la férmula y restricciones siguientes:

Grado de cumplimiento USApHMP

n=p p 1 n=p p ;
i M(ﬂ@ﬂn(cik)Hik /\2<lu(%(0i)+:u[yo(Di))j+ M MM(#(’:‘/D(CIJ)A#?/D(K{[))
A= (D)
2
p
sa. Y H, =1 Vie N (2)
k=1
‘u(’j/o(cik)’ﬂ(%(Oi)’ﬂﬁo(Di)’ﬂ(%(Ckl)H%%(YZ)E [0’1] Vi’k’le N (3)

Obviamente, este modelo del USApHMP borroso generaliza el USApHMP crisp. En efecto si
los grados de certeza lué/o(Cl.k),,u(%(Ck,),,u(%(Ol.),,uL%(Di),,u)%(YZ)e {0,1} VikileN,

entonces A =1, asi pues, se trata de un USApHMP crisp. Pero si los grados de certeza
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1ol Co) s g C ) o 115 0,) 114 D, ) 1Y )€ [0,1], Vi k,l€ N, entonces A" €[0,1]. En este

caso se trata de un USApHMP disufo.

v Algoritmo de calculo del grado de cumplimiento USApHMP

En la entrada, tenemos los datos siguientes:

El vector D, :[:‘%(Di):l

(n-p)

El vector O, :[,u%(()i)](

n—p)

La matriz de las asignaciones H,,_,  =[H, ](’Fp)xp

La matriz Copper = [ﬂ@/( C )](,,,,,)X,,

La matriz K xp = [ﬂ@/( Cy )]

pxp

La matriz Y(n_p)xmu = [ﬂ)%(yzjz )J(

n=pXpxp

Ademas de los datos de entrada, utilizamos las variables siguientes:

L Grado de cumplimiento de la solucién

L2, L1 yLO resultados intermedios calculados en los diferentes bucles del
algoritmo, de los bucles mas interiores a los bucle mas exteriores, respectivamente
C2,C1yCO contadores que sirven como denominadores en los calculos en los
diferentes bucles del algoritmo, desde los bucles mas interiores a los bucles mas

exteriores, respectivamente

L,j,kyl indices que permiten el acceso a los datos de entrada
n numero total los nodos de la red
p numero de nodos centros

Presentamos graficamente la estructura de las operaciones para calcular el grado de

cumplimiento de la solucién obtenida usando el USApHMP:
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L=(L+L0/C0) /2
output C

110 LO=L0+L1/C1
C1¢-0 i=i+1
C0=C0+1

L1<0 L2¢0 L1=L1+L2/C2
Cle0 €260 =k+1

C0=CO0+1 Cl=C1l+1

1=1+1

Cl=Cl+1 L1=L1+ L1=L1+ C2=C2+1 L2=L2+ L2=L2+
Cik (0;+D;) /2 Kia Yix

Arbol programdtico de cdlculo
del Grado de certeza USApHMP
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v Pseudocédigo : Grado de cumplimiento USApHMP

LO«0
CO«0
fori=0ton—p-1

if 0, [0,1] and D, €[0,1]

Cl«0
L1<0
C0=C0+1
fork=0top—1
if H, =1and C, €[0,1]
Cl=Cl+1
if C, <%(Oi +D,)
L1=L1+C,
else
L1:Ll+%(0l.+Dl.)
k=k+1
LO:LO+L—1
Cl
i=i+l
L=
Co
LO«0
CO«0
fori=0ton—p-1
Cl«0
LO«O0
CO=C0+1
fork=0top—1
C2«0
[2<0
Cl=Cl1+1
for/=0top—1
if K, €[0,1] and Y,, € [0,1]
C2=C2+1
if Ky, <Yy
L2=12+C,
else
L2=12+Y,

ikl

I=1+1
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L1:L1+££
C2
k=k+1
L0=LO+Li
Cl

i=i+1

L:l(uﬁj
2 Co

output 4

Tiempo computacional = np(p+1)

v Implementacion del algoritmo en C++

//******************************************************//

//Fuzzy USApHMP Degree of certainty

//Author: David Kutangila Mayoya

//Date: Sunday, November 21°%, 2004

//Department of Computer Sciences and

//Artificial Intelligence

//University of Granada (Spain)
//******************************************************//
#include <iostream.hs>

main ()

{
int n,p,C0=0,C1,C2;

double L0=0,L1,L2;

cout << “Number of nodes: ”;
cin >> n;

cout << “\nNumber of Hubs: ”;

cin >> p;
//Declaring input data

bool H[n-p] [p];
double D[n-pl,0[n-pl,Cln-p] [p],YIn-pl [p] [p];
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//Entering input data

//will be written later
//Processing input data

for (int i=0; i<=n-p-1;){
if (O[i]>=0&&0([i]<=1&&D[i]>=0&&D[1]<=1) {
Cl=0;
L1=0;
++CO;
for (int k=0; k<=p-1;){
if (H[i] [k]&&C[1] [k]>=0&&C[1] [k]<=1) {
++C1;
if (C[i] [k1<(O[i1+DI[i]1)/2)
L1 += C[i] [k];
else

Ll += (O[1i1+DI[il)/2;

}

++k;

}

LO += L1/C1;

++1;
}
double L. = L0/CO;
LO0=0;
C0=0;
for (int i=0; i<=n-p-1;){
Cl=0;
L1=0;
++CO0;
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for (int k=0; k<=p-1;){
C2=0;
L2=0;
++C1;
for (int 1=0; 1l<=p-1;){
if (K[k] [1]>=0 && K[k] [1]<=1 &&
Y[i] [k] [1]1>=0 && Y[i] [k] [1]1<=1){
++C2;
if (K[k][1]l< Y[i] [k][11)
L2 += KI[k]I[1l];
else
L2 += Y[i] [k] [1];

}

++1;

}
L1 += L2/C2;

++k;

LO += L1/C1;
++1;
L = (L + L0/CO)/2;
cout << “\nDegree of certainty USApHMP: ” << L;

return O0O;
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I11.2.1.2.2. Problema pHAP borroso

v" Formulacion del modelo

Para el pHAP borroso, partiremos de la formulacion crisp siguiente desarrollada en [31]:

Formulacion pHAP — N

miHZZC’ikHik (ZQ+5DI~)+ZZU‘CHEH (1)
ieN keh keh leh

sa. H, =103 Vke h, |h|=2, )
> H, =l Vie N, 3)
keh
H,<H, Vie{N:i#k}, ke h, 4)
2 Y VH,- > (VH,) Vie{N:i#l}, Vke h, (5)

Jje{N:j<i} Je{N:j<i}

Y E,= >t Vke h, (6)
leh ie{N:i#l}
ZEMSZH > I@)Hﬂ} Vie h, (7)
keh jeN | \ ie{N:i>j}
ZEkl_zElk=Z|: Z Vi— Z Vji:IHik Vke h, (8)
keh leh ieN | je{N:j<i} Je{N:j<i}
H,e{0,1}, E,z,>0, Vie N, Vk,le h. 9)

Suponemos la incertidumbre en los mismos datos que en el USApHMP borroso, salvo que en

vez de la variable Y, utilizamos E, que es el flujo del nodo entre los centros k y /. Siendo
impreciso E,, pertenecera el subconjunto borroso E/O:{(Ek, ‘,ugo(Ekl))} ,Vk,le N,de los flujos

E,, mis ciertos entre los centros k y /, donde u,(E, ) es el grado de pertenencia del flujo E,,

al subconjunto borroso Eo mejor dicho, su grado de cumplimiento.

Asi, desarrollamos el modelo pHAP Borroso siguiente:
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pHAP Borroso
(z ,1*)Eminzg(qk 6 C)) H | 2(0 |6 0))+ 8 (D, (D)) |+
ieN ke

ZZ“(CH ‘,U(%(Ckl))(Ekl ‘IUE/O(EH)) (1)
keh leh

sa.  H, =1 Vke h, h=203 (2
> H, =l Vie N, 3)
keh
H,<H, Vie{N:i#k}, ke h, 4)
t, %Y VH, - > (V,H,) Vie{N:i#l}, Vke h, (5)

Jje{N:j<i} Je{N:j<i}

Y E,= >t Vke h, (6)
leh ie{ N:i#l}
D E, %y ( > VyJHﬂ} Vieh, (7)
keh JjeN | \ ie{N:i>}
zEkl_zElkEZ[ z ij_ Z VjijIHz‘k Vke h, 3
keh leh ieN | je{N:j<i} je{N:j<i}
H,e{0,1}, E,z1,>0, Vie N, Vk,l€ h. 9)

El modelo se resuelve en dos pasos. En el primer paso, se calcula Z usando el modelo de

arriba sin los grados de certeza:

Z =min) > C,H, (x0,+6D,)+>.> aC,E, (1)
ieN keh keh leh

sa.  H, =1 Vke h, H=203 (2
> H, = Vie N, 3)
keh
Hy<H, Vie{N:i#k}, ke h, 4)
2 Y VH,— > (VH,) Vie{N:i#l}, Vke h, (5)

je{N:j<i} je{Nj<iy

Y E.= >t Vke h, (6)

leh ie{N:i#l}
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ZEHSZH > VUJHJ.,} Vie h, (7)

keh JjeN | \ ie{N:i>}
ZEkl _ZEM ZZ[ Z Vi— Z Vji:IHik Vke h, (8)
keh leh ieN | je{N:j<i} je{N:j<i}

H,e{0,1}, E,.t, 20, Vie N, Vkieh (9

Al cabo del primer paso, nos encontraremos con un grafo en que se conoce el conjunto de p
centros, las asignaciones de los demas n-p nodos no centros a los p nodos centros. Sabiendo

que la solucion del paso 1 se basa sobre datos aproximativos cuyos grados de certeza
o Co ) s too Cu ) g O,), 11 (D;) y # (E,) disponemos, los utilizaremos para calcular el

grado de cumplimiento de dicha solucioén usando la férmula y restricciones siguientes:

Grado de cumplimiento pHAP

n—p p 1 p
i M(ﬂ(%(cik )JH o A E(/’l(%(Oi )+ (D, ))j + MM (lué/o(ckl )~ Lp(Ey ))
A= (1)
2
P
sa. Y H, =1 Vie N (2)
k=1
el Cii ) 15 O,) s 1 D;) s o Cua ) 1 Ery ) € [0,1],
Vie N, Vk,le h. 3)

Obviamente, este modelo del pHAP borroso generaliza el pHAP crisp. En efecto si los grados
de certeza £1,(Cy ) tp(Cyy ) s O,), (D), 1p E, ) €{0,1} Vi k,le N, entonces A" =1,
asi pues, se trata de wun pHAP crisp. Pero si los grados de certeza
Ul C )t Coy ) s 15O, ) s (D, ), i Ey ) € [0,1], Visk,l€ N, entonces A" €[0,1]. En este

caso se trata de un pHAP borroso.
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v' Algoritmo de calculo del grado de cumplimiento pHAP

En la entrada, tenemos los datos siguientes:

e El vector D(,,,,,) =[ﬂz%(Di)](

n—p)

e Elvector O(n,p)=[ﬂ@)(0i)](

n-p)

e Lamatriz de las asignaciones H,,_,  =[H, ](nfp)xp

e Lamatriz C, . = [ﬂ(%( Cy )](

n=p)xp

e Lamatriz K, = [,U@/O(Ckz)]

pxp

e Lamatriz £ xp = I:IUL%(EH )]

1294
Ademas de los datos de entrada, utilizamos las variables siguientes:

e L Grado de cumplimiento de la solucién

L1yLO resultados intermedios calculados en los diferentes bucles del
algoritmo, de los bucles mas interiores a los bucle mas exteriores, respectivamente

e ClyCoO contadores que sirven como denominadores en los célculos en los
diferentes bucles del algoritmo, desde los bucles mas interiores a los bucles mas

exteriores, respectivamente

e i,j,kyl indices que permiten el acceso a los datos de entrada
* n nimero total los nodos de la red
e p numero de nodos centros

Construimos el algoritmo mediante el arbol programatico siguiente:



1<=1nNz#~
LO«0
CO0«-0
;e [0, 1]
ana
D;g[0,1]
kq=p-1

103

L=L0/CO
L0«0
C0<«0

L=(L+L0/CO0) /2

output C

kq=p-1

i=i+l  L1¢0
C1¢0
CO=COoA1

Cl=Cl+1 L1=L1+ L1=L1+
Cix (0;+D;) /2

LO=L0+L1/C1l

X=k+1

Ki1€f[0, 11
ang

Ex

Ky <]

OO

k=k+1 C1=Cl+1 L1=L1+ L1=L1+

Ky

[0, 1]

1=1+1

Ex1

Arbol programatico de calculo
del Grado de certeza pHAP
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v" Pseudocédigo: grado de cumplimiento pHAP

LO«0
CO«0
fori=0ton—p-—1
if 0, [0,1] and D, € [0,1]

Cl«0
L1«<0
C0=C0+1

fork=0top—1
ifH, =1and C, €[0,1]
Cl=Cl+1

ifC, <>(0,+D)

L1=L1+C,
else

L1=L1+%(Oi+Di)
k=k+1
LO:L0+L—1
C1
i=i+l1
Lo

Co
LO«0

CO«0
fork=0top-1

L«

Cl«0
L1<0
C0=CO0+1
for/=0top—1

ifK,, €[0,1] and E, €[0,1]
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Cl1=Cl1+1
ifK,, <E,
L1=L1+K,,
else
L1=L1+E,
[=1+1
LO:LO+£i
Cl
k=k+1
2 Co
output A°

Tiempo Computacional: 2np

v Implementacion del algoritmo en C++

//******************************************************//

//Fuzzy pHAP: Degree of certainty
//Author: David Kutangila Mayoya
//Date: Sunday, November 21°%, 2004
//Department of Computer Science and
//Artificial Intelligence
//University of Granada (Spain)
//******************************************************//
#include <iostream.h>
main ()
{
int n,p,C0=0,C1;
double L0=0,L1
cout << "p-Hub Allocation: Degree of certainty\n";

cout << “\nNumber of nodes: ;

cin >> n;
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cout << “\nNumber of Hubs: ”;

cin >> p;

//Declaring input data
int H[n-p] [p];
double D[n-pl, O[n-pl, Cln-pl [pl,Klpl [p],Elp] [p];
//Entering input data
// Will be written later
//Processing input data
for (int i=0; i <= n-p-1;){
if (O[i]>=0 && O[il<=1 && D[i]>=0 && D[il<=1){
Cl=0;
L1=0;
++CO0;
for (int k=0; k<=p-1;){
if (H[i] [k]&&C[i] [k]>=0&&C[1i] [k]<=1) {
++C1;
if (C[i][k]l<(O[i1+DI[i])/2)
L1 += C[i] [k];
else
Ll += (O[1i]+DI[1i])/2;

}

++k;

}

LO += L1/C1;

++1;

}

double L. = L0O/CO;

L0=0;

C0=0;

for (int k=0; k<=p-1;){
Cl=0;
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L1=0;
++CO;
for (int 1=0; l<=p-1;){
if (K[k] [1]>=0 && K[k] [1l]l<=1 &&
E[k] [1]1>=0 && E[k] [11<=1){
++C1;
if (K[k] [1]1<E[k] [1])
Ll += K[k][1];
else

Ll += E[k] [1];

}

++1;
}
LO += L1/C1;
++k;
}
L = (L + L0o/CO)/2;

"

cout << “\nDegree of certainty pHAP: << L;

return O;
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I11.2.2. Problema USApHLP

I11.2.2.1. Aspecto crisp del problema USApHLP

En el problema de localizacion de p-centro con asignacidn unica, se revisa la formulacion de
Skorin-Kapov [94]. Cada nodo no centro tiene que conectarse a exactamente uno de los p
centros. Usando la simetria del coste de flujo por unidad (el coste del flujo del nodo i al nodo j
es el mismo que el coste del flujo del nodo j al nodo i), se puede reducir el numero de
variables y restricciones de la formulacion por mas de la mitad. [96] proporciona una
formulacion mezclada entera para el modelo con localizaciones fijas de centros, donde se
consideran los costes fijos para abrir los enlaces. En los datos de Skorin-Kapov [94], el coste

del flujo por unidad es simétrico, es decir, ¢; =c;. Cuando el coste del flujo por unidad se

proporciona a la distancia, entonces C,, =C,,

y se puede reducir el numero de variables y
restricciones en la formulacion de Skorin-Kapov [94] por més de la mitad de la manera

siguiente. Sea v, (para i<j) el flujo total bi-direccional entre los nodos iy j, asi

v =W, +W,

i s1 i< j.Entonces, la formulacion puede reducirse a la siguiente [96]:

(p-SA)
n-1 n n n
min Y, > > D V,ChunXiin
i=l j=i+l k=1 m=1
s.a. szk =p, (1)
k=1
>z, =1, i=1,..,n, (2)
k=1
Z, SZy, iLk=1,..,n, i#k, 3)
injkm =z,, i=L..,n-1, j=1+L..,n, k=1,...n 4)
m=l1
injkm =Zs i=L.,n—-1, j=i+l,..n, m=1,.,n, (5)
k=1
Zike{O,l}, iLk=1..,n,

X 2 0, i=L..n—-1, j=i+l,.,n, km=1,.,n
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donde la variable z, =1si el nodo i se asigna al centro k, y 0 en el caso contrario. Si un nodo
k se escoge como centro, se denota por z, =1. Las restricciones (4) y (5) refuerzan el
requerimiento de una asignacién Unica. Esta formulacién (p-SA) tiene n°0/1 variables,

n’ (n—1)/2 variables continuas, y 1+n’ restricciones.

A pesar de que se ha reducido el nimero de variables y restricciones, el tamafio de la
formulacion es todavia muy largo para resolver grandes problemas atn si el valor de p es

pequeiio. Para una formulacién de este problema, se considera una modificacion del modelo
(p-SA) como sigue [96]. Sea H el conjunto de centros fijos con |H | =p vy f, el coste fijo

para abrir una conexion entre el nodo i y el centro £.

(p-FH)
n-1 n n
min > >, > 2 Vi + 20 D S
i=l j=i+l ke H meH i=ligH ke H
sa. z, =1 ke H, (1)
Dz =1, i=1,..,n, 2)
keH
in/.m:zik, i=1,.,n-1, j=i+l,..,n, ke H, 3)
me H
Zx[ikmzzjm, i=L..,n-1, j=i+l,..n, me H, 4)
keH .
zike{O,l}, i=1,...,n, ke H
xl.jkWZO, i=L..,n-1, j=i+l,.,n, k,meH.

La formulacion (p-FH) tiene pn0/1 variables, pzn(n—l)/2 variables continuas, y

p+(1—p)n+ pn’ restricciones.

Con el propdsito de tomar en cuenta los efectos de la congestion, en [34] los autores
consideran el problema de localizacion de p-centro no capacitado con asignacion Unica, en el

que se refieren como USApHLP, que se formula de la siguiente manera:
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[USApHLP]:

minzg;zk:;@kmxm (1)
sa. > Z, =1 Vi, 2)

P
Z,<Z, Vi,k, (3)
> Zy=p, “4)

P
Xy =2, Vk,i, j>i, (5)
Y Xiw=Z,, Ym,i, j>1i, (6)

P
X,nZy €101 Vi, j>i,k,m, (7)

donde k£ y m son indices para las localizaciones de los centros potenciales, i y j son indices

para los nodos de origen y destino, p es el nimero de los centros a localizar, y F, es el coste

ijkm

total de enviar el flujo (i,j)a través del camino (i,k,m,j). Este coste se da por

w,(C, +aC,,+C

mj

) donde C; es el coste unitario de viaje del nodo i al nodo j, W, es el

flujo de i aj y « es el descuento por unidad entre los centros. Las variables de decision

ZisZu vy X,

sim SON variables de decision binarias que toman el valor 1 si el nodo i se asigna

al centro £, el nodo £ esté seleccionado como un centro, y el flujo (7, j) estd enviadodeiak a

m a j, respectivamente.

Las restricciones (2) aseguran que cada nodo esta asignado a exactamente un centro. Las
restricciones (3) garantizan que un nodo no se asignara a un nodo en que no se ha abierto un
centro. La restriccion (4) requiere que se abran p centros. Las restricciones (5) y (6) aseguran

que para cualquier flujo (7, j) que utiliza la conexién intercentro (k,m), los nodos i y j tienen

que estar asignados a los centros k y m, respectivamente. La funcidon objetivo (1) minimiza el
coste total de enviar flujos a través de uno o dos centros. Esta funcidén de coste no explica una
congestion posible que resulta de la consolidacion de largos montantes de flujo en los centros

seleccionados. Este ocurrird tipicamente cuando los costes intercentros reducidos induciran al
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modelo concentrar largos montantes de flujo en ciertos centros, causando que estos estén

sobre-utilizados.

Segun [34], la congestion ocurre en la mayoria de los aeropuertos (centros), donde numerosos
vuelos convergen a las horas de punta. Cuando muchos flujos se dirigen a un centro, la
congestion aumenta y causa un aumento dramatico en los costes. Esta relacion puede

explicarse por una funcion de coste de la forma:
f(u)= au”,
donde u es el flujo en un centro, a y b son constantes positivas con b >1.
Sirviéndose de la notacion en USApHLP, el flujo a través del centro £ es

Z szz Xjm - Por eso, el coste de la congestion en el centro & es

(TEEmx j -{z3m ]

i j> m i j>i

donde la tltima igualdad se obtiene usando la restriccion (5)

222Xy =22 W 2 X =22 W2 k.

i j> m i j>i i j>i

Incorporando la funcion de coste de la congestion en la funcion objetivo de USApHLP, [34]
obtiene el problema de localizacion de centro no capacitado con asignacion Unica con

congestion cuya formulacion sigue:

[USApHLPC]:
b
i LEEE Fut Lo EETN 5
s.a. Z, =1 Vi, )
:
Z,<Z, Vi, k, 3)
Su=p @)
Xy =2y ki, j>i, (5)

m
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2 X =2, Vim,i, j >, ©)

k

X, Z,€{0,1} Vi, j>i,k,m, (7)

ijkm, i

En [57] B.Y. Kara y B.C. Tansel examinan los aspectos computacionales del problema de p-
centro con asignacion Unica sobre los bases de un modelo basico y un nuevo modelo.
Presentan una formulacion combinatoria del problema de p-centro para el caso de asignacion
unica y demuestran su aspecto "NP-Hard". A pesar de que los problemas de localizacion de
centro se definen de costumbre basdndose sobre un grafo completo cuyos costes de aristas
satisfacen la desigualdad triangular, se apartan de esta tradicién y definen el problema sobre

una red de transporte fisica que se supone conectada pero no necesariamente completa.
I11.2.2.2. Aspecto borroso del problema USApHLP

Desarrollaremos dos modelos para el problema de localizacion de p-centro no capacitado con
asignacion unica difuso a los que nos referiremos como USApHLP borroso y USApHLPC
borroso, partiendo de las formulaciones crisp desarrolladas en [96] y [34].

111.2.2.2.1. El USApHLP Borroso

v Formulacién del modelo

Para el USApHLP borroso, partimos de la siguiente formulacion [96]:

(p-FH)
n-1 n n
LEDIDIDIPINH M I NP I N
i=l j=i+l ke H meH i=l,igH ke H
sa. z, =1 ke H, (1)
>z, =1, i=1,..,n, 2)
keH
D Xy = Zi» i=l..,n=1, j=i+l,..,n, keH, 3)

meH
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D X = Zjs i=l.,n=1, j=i+l..,n, meH, (4)
keH

z, €{0,1}, i=1,...,n, keH (5)
xy.kWZO, i=L.,n-1, j=i+l,.,n, k,meH. (6)

En esta formulacion, suponemos el incertudumbre sobre los siguientes datos:

o v, =W,+W, (para i< j), el flujo total bi-direccional entre los nodos i y j,

e C,, » ¢l coste del flujo por unidad del nodo i a j via los centros k y m. Cuando el

1

coste del flujo por unidad se proporciona a la distancia, entonces C,, =C,, ;.

e 1. el coste fijo para abrir una conexion entre el nodo i y el centro £.

Asumamos que estos datos pertenecen a los subconjuntos borrosos siguientes:

° I%:{(Vi/

,ul%(vl.j))},‘v’i, Jj€ N, subconjunto borroso de los flujos v, ciertos, donde

ﬂ,%("g) = ﬂ%(Wij ) +ﬂV%(Wﬁ ) ,Vi, je N, es el grado de cumplimiento de V-

2

,u(%(Cl./.km))} ,Vi, je N,Yk,me H, subconjunto borroso de los costes Cy,,

* &/0: {(Ci/'km
donde u @/o(Cijkm ) es el grado de cumplimiento del coste C;, ,
. ]%:{(fik ‘,uﬂ,u(fik ))} ,Vie N,Vke H, subconjunto borroso de los costes fijos f,

ciertos, donde ,,( f; ) es el grado de cumplimiento del coste fijo f; .

Estos subconjuntos borrosos nos permiten formular el problema borroso de localizacion de p-

centro no capacitado con asignacion Gnica como sigue:
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USApHLP borroso:

(Z* ﬂ*)zminnz_l: Zn: > Z(vy

i=l j=i+l ke H me H

(v
DN ATEA) 1)

”))((%Mm‘!é%((%ﬁm))XWW1+

i=l,ig H ke H

sa.  z, =1 ke H, )
Dz =1, i=1,..,m, (3)
keH
D Xy = Za i=l.,n-1, j=i+l,..,n, keH, 4)
me H
le.jkmzzjm, i=L..,n-1, j=i+l,..,n, me H, (5)
keH
z, €{0,1}, i=1,..,n, ke H (6)
xl.jkWZO, i=L..,n-1, j=i+l,.,n, k,meH. (7)

. * . .
El modelo se resuelve en dos pasos. Primero se calcula Z usando el modelo de arriba sin

los grados de certeza, es decir el modelo USApHLP crisp:

USApHLP crisp:
n-1 n n
Z=min > Y Y v Coimt DY Sz ey
i=l j=i+l ke H meH i=l,igH ke H
sa.  z, =1 ke H, 2)
>z, =1, i=1,..,n, 3)
ke H
D Xy = Za i=l.,n—1, j=i+l,..,n, keH, (4)
meH
D Xy = Z i=l.,n—=1, j=i+l,..,n, meH, (5)
keH .
z, €10,1}, i=l,...n, keH (6)

Xijm 2 0, i=L.,n-1, j=i+l,.,n, k,meH. (7)
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Segundo se calcula el grado de cumplimiento A~ de la solucién crisp obtenida en el paso 1

usando la féormula y restricciones siguientes:

Grado de cumplimiento USApHLP:

n—-pn=p p p n-p p
I MM MM[(#,%(VH»)A#%(CW)))CW}+ MM (1, 1)) 2 M
2
s.a. z, =1, i=1..,n, 2)
keH
D Xy = Zi» i=l.,n—1, j=i+l..,n, keH, 3)
meH
;{xy.km =z,, i=l..,n—1, j=i+l,..,n, meH, 4)

,U;%(V,-j ) ’lu(%(cijkm ) aﬂﬁo(fik ) € [0’ 1] )

i=lL..n—p, j=1,...n—p k,me H. (5)

Obviamente, este modelo USApHLP borroso generaliza el USApHLP crisp. En efecto si los
grados de certeza ﬂ@/o(ci,-km)aﬂ%(Vg;)aﬂ,%(ﬁk)G{0:1} Vi,je N, y Vk,me H, entonces
A =1, asi pues, se trata de un USApHLP crisp. Pero si los grados de certeza
,ué/o(Ci/.km),ﬂ%(VU),ﬂ[%(ﬁk)e [0,1], Vi, je N, y Vk,me H, entonces A €[0,1]. En este caso

se trata de un USApHLP borroso.
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v’ Algoritmo de calculo del grado de cumplimiento USApHLP

En la entrada, tenemos los datos siguientes:

[ ] i =
La matriz X (= py(n-p)xpp [Xijkm:l(n—p)x(n—p)xpxp

La matriz Z

(n—p)xp = [Zik ](n—p)xp

La matrlz C(nfp)x(nfp)prp - ':Cljkm i|(n—p)><(n—p)><p><p

La matriz V(n_ v [ﬂ;%( V; )}(

n—p)x(n—p)

La matriz F[, , = [%%( S )] (

n—p)xp

Ademas de los datos de entrada, utilizamos las siguientes variables:

e L Grado de cumplimiento de la solucion

e [3,L2,L1yLO resultados intermediarios calculados en los diferentes bucles del
algoritmo, de los bucles mas interiores a los mas exteriores, respectivamente.

e (3,C2,ClycCoO contadores que sirven como denominadores en los calculos en
los diferentes bucles del algoritmo, de los bucles mds interiores a los bucles mas

exteriores, respectivamente

* i jk,m, indices que permiten el acceso a las diferentes matrices en la memoria
e n numero total de los nodos de la red
e p numero de nodos centros

Construimos el algoritmo a partir del arbol siguiente:
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i<=n-p- .

LO«—0 L<L0/CO L=(L+L0/C0)/2
C0«0 L0«0 Otput L
C0«0
J<=n-p- k<=p-1
C0=C0+1 LO=L0+L1/C1 C0=C0+1 LO=L0+L1/C1
L1<0 i=i+1 L1<0 Nit+1
Cl«0 Cly” 7.F1 and
V;#[0.1] 7 [0,1]
i=i+1 L1=L1+F; k=k+1
C1=Cl1+1
k<=p-1
Cl1=C1+1 L1=L1+L2/C2
L2«0
C2+0
m{=p-1
C2=C2+1 L2=L2+L3/C3
L3«0 and k=k-+1
C3¢0 i
< CingfE [0,1]
m=m+1
Vi Cijkm

C3=C3+1 L3=L3+Vy L3=L3+Cjjm

Arbol programatico del
calculo del grado de certeza
USApHLP

Tiempo computacional: np(np+1) o O(n2 pz)
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v' Peudocédigo: Grado de cumplimiento USApHLP

LO«0
CO«0
fori=0ton—p-—1
CO=CO0+1
L1<0
Cl«<0
forj=0ton—p-1
ifVl.je[O,l]
Cl=Cl1+1
L2«0
C2«0
fork=0top-1
C2=C2+1
L3«0
C3«0
form=0top—1
ifX,,=land C, € [0,1]
C3=C3+1
if vV, <Cy,
L3=L3+V;
else
L3=1L3+C,
m=m+]1
L2:L2+L—3
C3
k=k+1
L1:L1+L—2
C2
j=j+1
LO:L0+L—1
C1

i=i+1
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LO
Co
LO«0
CO«0
fori=0ton—p-—1
CO=CO0+1
L1«0
Cl«0
fork=0top—1
if Z, =1and F, €[0,1]
LI=L1+F,

Cl=C1+1
k=k+1

LO:LO+£i
Cl

L«

i=i+l

=1+ 2
2 Co

output L
v' Implementacién del algoritmo en C++

//******************************************************//

//Fuzzy USApHLP: Degree of certainty
//Author: David Kutangila Mayoya
//Date: Sunday, November 21°%, 2004
//Department of Computer Science and
//Artificial Intelligence
//University of Granada (Spain)
//******************************************************//
#include <iostream.hs>
main ()
{

int n,p,C0=0,C1,C2,C3;

double L0=0,L1,L2,L3;

cout << “Number of nodes: ”;
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cin >> n;
cout << “\nNumber of Hubs: ”;
cin >> p;
//Declaring input data
bool X[n-pl [n-pl [p]l [p], ZIn-p] [p];
double CIln-p] [n-p] [pl [p], VIn-pl [n-p], FIn-pl(pl;
//Entering input data
// will be written later
//Processing input data
for (int i=0; i<=n-p-1;){
++CO0;
L1=0;
Cl=0;
for (int j=0; j<=n-p-1;){
if (V[i1[§]1>=0 && VI[i]l [§1<=1){
++C1;
L2=0;
C2=0;
for (int k=0; k<=p-1;){
++C2;
L3=0;
C3=0;
for (int m=0; m<=p-1;) {
if (X[i] [3] [k] [m] &&
C[i]l [J] [k] [m] >=0 &&
Cl1i]1 [3] [k] [m] <=1) {
++C3;
if (V[1i][j1<C[1][3] [k] [m])
L3+=V[1i] []];
else

L3+=C[1i] [3] [k] [m];



121

+4m;

}

L2 += L3/C3;

++k;

}

L1l += L2/C2;

}

++3;
}
LO += L1/C1;
++1;
}
double L. = L0O/CO;
L0=0;
C0=0;

for (int i=0; i<=n-p-1;){
++CO;
L1=0;
Cl=0;
for (int k=0; k<=p-1;){
if (Z[i] [k] && F[i] [k]>=0 && F[i] [k]<=1){
L1 += F[i] [k];
++C1;

}

++k;

}

L0 += L1/C1;

++1;
L = (L + L0/CO)/2;
cout << "\nDegree of certainty (USApHLP): " << L;

return O0;
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111.2.2.2.2. El USApHLPC Borroso

v Formulacion del modelo

Para el USApHLPC borroso, partiremos de la siguiente formulacion [34]:

[USApHLPC]:

minY Y'Y E,kmxg,{m@a(ZZZW@/Xwa

S.a.

i j> k m i j> om

>z, =1 Vi, (2)
k

Z,<Z, Vi, k, 3)

szk =D, 4)
k

> Xyw =2y Vk,i,j>i, (5)
> Xyw=Z,, Ym,i, j>i, (6)
k

X, Zy €40,13 Vi, j>i,k,m, (7)

En la funcion objetivo de esta formulacion, supondremos la incertidumbre en los siguientes

datos:

C

;» ¢l coste unitario de viaje del nodo i al nodo j. Asi suponemos que

dC o 8/0:{(@/. ‘,ué%(q./.))} ,Vi,j, el subconjunto borroso de los costes C; ciertos,
donde ,ué%,( Cij) es el grado de cumplimiento del coste C;, o su grado de pertenencia

al subconjunto borroso . Este coste no aparece en la formulacion del modelo pero

permite la construccion del coste F,, .

W,, el flyjo del mnodo i al mnodo . Asi suponemos que
EIW:)V%:{(WIJ yV%(WU.))},Vi, J» ¢l subconjunto borroso de los flujos W, ciertos,

donde ,u%(Wi/.) es el grado de cumplimiento del flujo ¥, o su grado de pertenencia

al subconjunto borroso W



123

F

Lon» €l coste total de enviar el flujo (7, /) a través del camino (i,k,m, j). Este coste

se define por F =Wl.j(Cl,k+aCkm+ij). Asi  podemos suponer que

ijkm

IF > P {(Fl.jkm

ﬂ%(}ﬂjkm))},‘v’i, J,k,m, el subconjunto borroso de los costes F,

ijkm

3

es el

mas ciertos, donde ﬂm(ngm): ﬂV%(Wy)/\

grado de cumplimiento del coste F, , o su grado de pertenencia al subconjunto

ijkm >

borroso ¢,

Pues, con estos datos vagos, presentamos el modelo USApHLPC siguiente:

[z

S.a.

b
ﬂ);mmz/zzk: > (Ejkm ﬂM(F;jkm))kam+;a[Z;;(VVy uV%(Wy.))XW]
;Zﬂ( =1 Vi, 2)
Z,<7Z, Vi k, 3)
Zklek =P, (4)
> Xy =2y Vk,i, j>1, (5)
Zk:X‘”‘”’ =Z, Vm,i, j > i, (6)
X, Zy €40,13 Vi, j>ik,m, (7)

El modelo se resuelve en 2 pasos. Al paso 1 se calcula el coste dptimo crisp Z~ usando el

modelo sin tomar en cuenta los grados de certeza de la funcidn objetivo, es decir simplemente

el USApHLP crisp. Luego, al paso 2 se calcula el grado de cumplimiento A° de la solucién

crisp obtenida en el paso 1, usando los grados de certeza de la funcion objetivo de la manera

siguiente:
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Grado de cumplimiento USApHLPC:

; MMMM g Fy, ). X, +M(MMM 1,,(1,).X,,,
- 1
5 (D
s.a. Xijm =1 Vk,i, j>i, (2)
D Xy =1 Ym,i, j >, (3)
k
o Fyon )» (7, ) € [0,1] Vi, j>ik,m, (4)

Puesto que A e [0,1], podemos afirmar que el USApHLPC borroso generaliza el crisp.

v Algoritmo de calculo del grado de cumplimiento USApHLPC

En la entrada, tenemos los datos siguientes:

e Lamatriz X (= pIX(r-pxoxp = [X m ](n—p)x(n-p)prP

Lamatriz F,_ . ppmp = [ﬂm(@m )]

(n=p)x(n—p)xpxp

La matriz W, ., = [ﬂV%(VVU )}(

n=p)x(n-p)

En el algoritmo, utilizamos las variables siguientes:

e L Grado de cumplimiento de la solucién

e [3,L2,L1yLO resultados intermediarios calculados en los diferentes bucles del
algoritmo, de los bucles mas interiores a los bucles mas exteriores, respectivamente.

e (C3,C2,ClyCoO contadores que sirven como denominadores en los calculos en
los diferentes bucles del algoritmo, de los bucles mas interiores a los bucles mas

exteriores, respectivamente.

° i jk,m, indices que permiten el acceso a las diferentes matrices en la memoria
e n numero total los nodos de la red
e p numero de nodos centros

Contruiremos nuestro algoritmo a partir del arbol programatico siguiente:
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i<=n-p-1 k<=p-1 .

L0<0 L<«L0/CO L=(L+L0/C0)/2
C0<0 L0«0 output L
C0«0
j<=n-p- i<fn-p-1
L1<0 LO=L0+L1/C1 L1<0 L0=L0+L1/C1
Cl<0 i=itl Cl<0 k=k+1
C0=C0+1 CO=C0+
k<=g}-1 <fn-p-1
L2¢0 LI=L1+L2/C2 12«0 L1=L1+L2/C2
C2¢0 J=itl C2<0 i=i+1
Cl1=C1+1 C1=Cl1+4 Wij 0,1]
L3<-0 L2=L2+L3/C3 =it
C3<0 k=k+1
C2=C2+1 . m=p-1
L3=L3+ Fijm m=m+1 L3<0 L2=L2+L3/C3
C3=C3+1 C3¢0
C2=C*1 x, =1
L3=L3+ Wij m=m+1
C3=C3+1

Arbol programatico del
calculo del grado de certeza
USApHLPC
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v Pseudocédigo: Grado de cumplimiento USApHLPC

LO«0
CO«0
fori=0ton—p-1
L1<0
Cl«0
Co=CO0+1
forj=0ton—p-1
[2«0
C2«0
Cl=Cl+1
fork=0top—1
L3«0
C3«0
C2=C2+1
form=0top—1
if X, =land F,, [0,1]
L3=13+F,,
C3=C3+1
m=m+l1
L2:L2+E
C3
k=k+1
L1:L1+E
C2
j=i+l
LO:LO+E
Cl
i=i+l
L<—E
Co
LO«0
CO«0

fork=0top-1
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L1<0
Cle0
C0=C0+1
fori=0ton—p-1
L2« 0
C2«0
Cl=C1+1
forj=0ton—p-1
if W, [0,1]
L3« 0
C3«0
C2=C2+1
form=0top-1
ifX[/km=1
L3=L3+Wij
C3=C3+1
m=m+1
L2=L2+L—3
C3
j=j+1
L1:L1+LE
C2
i=i+1
LO:LO+I—Jl
C1
k=k+1
L:l(L.}.L_O)
2 Co
output L

Tiempo computacional: 2n°p® o O(n2 pz)
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v' Implementacién en C++ : Grado de cumplimiento USApHLPC

//******************************************************//

//Fuzzy USApHLPC: Degree of certainty
//Author: David Kutangila Mayoya
//Date: Sunday, November 21°%, 2004
//Department of Computer Science and
//Artificial Intelligence
//University of Granada (Spain)
//******************************************************//
#include <iostream.h>
main ()
{
int n,p,C0=0,C1,C2,C3;
double L0=0,L1,L2,L3;
cout << “Number of nodes: ”;
cin >> n;
cout << “\nNumber of Hubs: ”;
cin >> p;
//Declaring input data
int X[n-pl [n-p] [p] [p];
double W[n-p] [n-p], FIn-p] [n-p] [p] [p];
//Entering input data
//will be written later
//Processing input data
for (int i=0;i<=n-p-1;){
L1=0;
Cl=0;
++CO;
for (int j=0; j<=n-p-1;){
L2=0;
C2=0;
++C1;
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for (int k=0; k<=p-1;){

L3=0;

C3=0;

++C2;

for (int m=0; m<=p-1){

if (X[i]1[3] [k] [m] &&

F[1i] [§] [k] [m] >=0 &&
F[1] [3] (k] [m]<=1) {
L3 += F[i] [§] [K] [m];

++C3;
++4m;
L2 += L3/C3;
++k;
L1 += L2/C2;
++7;
L0 += L1/C1;
++1;
double L. = L0O/CO;
LO0=0;
C0=0;

for (k=0; k<=p-1;){

L1=0;

Cl=0;

++CO0;

for (i=0; i<=n-p-1;){
L2=0;
C2=0;
++C1;
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for (j=0; j<=n-p-1;){
if (W[il[§1>=0 and W[i]l [§1<=1 ){
L3=0;
C3=0;
++C2;
for (m=0; m<=p-1;){
if (X[1] [3] [k] [m]) {
L3 += W[il [§1;
++C3;

+4m;

L2 += L3/C3;
++3;
Ll += L2/C2;
++1;
LO += L1/C1;
++k;
L=(L + L0/CO)/2;
cout << “\nDegree of certainty = ” << L << endl;

return O;



131

II1.3. Problemas de localizacion con asignacion multiple

Los problemas de localizacion de centro con asignacién multiple se describen de la manera
siguiente: tenemos una red de nodos y aristas dirigidas en la cual los nodos comunican entre
ellos. Hay un coste por unidad de flujo sobre cada una de las aristas de la red. Todos los flujos
deben consolidarse en los centros y cada nodo se asigna a uno o muchos centros. El flujo
entre cualquier par de nodos necesita ser enviado via uno o dos nodos centros. Por ejemplo, el
flujo entre dos nodos no centros debe seguir un camino nodo — centro — nodo o nodo — centro
— centro — nodo. La localizacion de los centros se escoge de tal forma que se minimice el
coste total del sistema. Para algunas variantes se consideran también los costes fijos para
establecer los centros y las capacidades sobre el montante del flujo que puede coleccionar un
centro.
Se presentan tres variantes de los problemas de localizaciéon de centro con asignacion
multiple:
e El problema de p-mediana central no capacitada con asignacion multiple
(UMApHMP: Uncapacitated Multiple Allocation p-Hub Median Problem);
e El problema de localizaciéon de centro capacitado con asignacion multiple (CMAHLP:
Capacitated Multiple Allocation Hub Location Problem);
e El problema de localizacion de centro no capacitado con asignaciéon multiple

(UMAHLP: Uncapacitated Multiple Allocation Hub Location Problem).

Los problemas CMAHLP, UMAHLP, UMApHMP se definen mas precisamente de la manera

siguiente: tenemos un grafo completamente dirigido G =(N,4) donde N ={l,..,n}es el

conjunto de nodos y A=NXN es el conjunto de aristas dirigidas. Una solucion factible a
estos problemas es un conjunto de centros H < N y una asignacion de nodos no centros a los
centros. Todos los pares de nodos comunican entre ellos via los centros. El flujo del nodo
fuente (nodo origen) i€ N al nodo destino je N se refiere como flujo (i,/). En estos
problemas, ningun flujo directo estd permitido entre dos nodos no centros. x,,, es el volumen
del flujo (7, j) enviado via los centros k y /. Existe la desigualdad triangular entre los nodos,

asi el flujo viaja a través de dos centros como maximo. x,,, denota el caso donde se emplea
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exactamente un Unico centro intermedio. Se exige que x>0 y ZkeHZleHx"kl =W, , donde
u k

W, es el volumen dado del flujo que se debe enviar de i a j para cada i, je N . Se refiere a x
como un “routing” factible compatible con H'y una solucion al problema es (H,x). C; esel
coste de envio de una unidad del flujo directamente de i aj paracada i, je N. C; =C,.

Cada flujo tiene tres componentes separados: Coleccion (del nodo origen i al centro k),
transferencia (centro k al centro /) y distribucion (del centro / al nodo ;). Cada uno de estos

componentes tiene un coeficiente del coste que es ¥, « y o respectivamente. Por ejemplo, el
coste asociado a una unidad de flujo que se colecciona desdel nodo 7 por el centro k es yC,
para cada i,ke N. Debido a las eficiencias de transferencia inter-centro, se asume que

7,0>0.

C(H,x)=F (H)+C,(x) denota el coste de una solucién (H,x), donde F (H)= ZkeH F.y
F, denota el coste fijo de establecer un centro al nodo k, C, (x) = z(i j)eAzkeH ZleH CopXgu Y

Cu = XCy +aC, +5C1j Vi, j,k,le N.Enel UMApHMP F (H)es siempre cero puesto que

no hay normalmente ningin coste fijo para localizar un centro.

La diferencia entre CMAHLP y UMAHLP es que CMAHLP tiene una restriccion de

capacidad de I', sobre el montante del flujo que debe entrar (y/o salir) en un centro £ dado. Si

Campbell [14] considera las restricciones de capacidad a un centro sobre ambas la coleccion y
la transferencia, N. Boland et al.[10] consideran las restricciones de capacidad solamente
sobre la coleccidon porque su trabajo estd motivado por una aplicacion postal.

La diferencia entre UMApHMP y UMAHLP es que en UMApHMP el nimero de centros esta

especificado (|H |= p), mientras que UMAHLP determina implicitamente el nimero de

centros que se exigen via el modelo de decision.
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I11.3.1. Formulaciones de los problemas CMAHLP, UMAHLP y UMApHMP

I11.3.1.1. Modelos CMAHLP, UMAHLP y UMApHMP crisp

Se presenta formulaciones MILP para cada uno de los problemas UMApHMP, UMAHLP y
CMAHLP [10]. Todas las formulaciones utilizan O(#’) variables y restricciones y se basan

sobre la primera formulacion de UMApHMP dada por [38]. La formulacion UMApHMP de

[38] utiliza las variables:

Z, =el montante del flujo originando enl nodo i y coleccionado por el centro £.

Y;, =el montante del flujo originando enl nodo i, coleccionado por el centro k y distribuido

por el centro /.

X ,; =el montante del flujo originando enl nodo i destinado para el nodo j y distribuido por el

centro /.

{1 si el nodo k es un centro

0 si no.

La formulaciéon de UMApHMP de [38], con cambios de notacién menores se da por [10]:

UMApHMP
minZ{ ;{Zk: CuZy, +aZk:Z[:Ck,ij + 521“2
8.4. | Y H =p j
2%, =W,
DY, +ZX,; > Y —-Z,=0
Zlik < ZIJ/Kij |
Z@;Z%m

X0 Y5,Z, 20 H, €{0,1}

)X}

Vi,

Vi, j,
Vi, k,
Vi, k,
Vi, j,

Vi, j kL.

(8)

(1)
2)
&)
(4)
()
(6)
(7)



134

La restriccion (2) especifica el nimero de centros mientras que las restricciones (3) - (5)
representan las ecuaciones de divergencia para el problema de flujo sobre una red para cada
producto o articulo i. La restriccion (6) asegura que ningun flujo se colecciona por un nodo no

centro y la restriccion (7) asegura que ningun flujo se distribuye por un nodo no centro.

La formulacion UMApHMP tiene (2n°+n”+n)variables de las cuales n son binarias y

(4n” +n+1) son restricciones lineales.

El CMAHLP fue formulado por primera vez por J.F. Campbell (1994), utilizando O(n*)

variables. Después, en [32] presenté una formulacién que utiliza solamente O(x’) variables,

parecida a la de UMApHMP:
CMAHLP
minZ{ 2. CZ+a). > CYy+8>.> C X, |+D FH, 9)
i k ko1 I k
sa. . Z,=>W, Vi, (3)
k J
2 X =W, Vi, j, (O]
!
DY+ X -D Y, ~Z, =0 Vi, k, (5)
] j i
Z, <> W,H, Vi k, (6)
J
Z%sz%m Vi, j, (7)
X, Y},Z, 20 H,e{0,1} Vi, j.k,1, (8)

> Z,<T,H, Vk. (10)
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El UMAHLP se formula como sigue [10]:

UMAHLP
min )| { 2. CZ+a) > CYi+6>. > CX) [+ FH, 9)
i k ko1 I k
sa. . Z,=>W, Vi, 3)
k J
2 X, =W, Vi, J, )
i
DY+ X =D Y -Z, =0 Vi, k, (5)
/ j i
Z, <Y W,H, Vi, k, (6)
J
2 X, S WH, Vi, j, (7)
X,.Y,,Z, 20 H,€{0,1} Vi, j,k,l. (8)

Esta formulacion tiene (27’ +n° +n)variables de las cuales 7 son binarias y (4n°+n) son

restricciones lineales.

En [10] se presentan algunas caracteristicas de la soluciéon Optima en los problemas

CMAHLP, UMAHLP y UMApHMP que son:

Propiedad 1: En cualquier solucion (H,x) a un UMAHLP o UMApHMP, para cada centro

he H, x,,, =0 paracadak,/e H con k#h ytodoje N.

Eso quiere decir que en los problemas de localizacién de centro en los cuales no hay
restricciones de capacidad sobre la coleccion, cada centro colecciona su propio flujo que estd
fuera de su limite, en cada solucién optima. Como consecuencia, el montante del flujo
originando enl centro 4 coleccionado por otro centro &, k # &, debe ser cero en cada solucion

optima.

En efecto, el coste de enviar un flujo via el camino 7 —k —1— j (coeficientex,,, ) es

XCy +aC, +6C, . Por tanto el coste de enviar un flujo via el camino 2 —/— j, con h
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como el centro de coleccion (coeficiente x,;, ), es &C,, +0C;; por la desigualdad triangular

(C, <C, +C,) ypuesto que <y, esto es el camino méas econdmico para el flujo (7, j)

Propiedad 2: En cualquier solucién (H,x) a un UMAHLP, UMApHMP o CMAHLP, para

cada centro he H, x,, =0 paracadal,ke H con k#h ytodoje N.

Eso quiere decir que en los problemas de localizaciéon de centros en los cuales no hay
restricciones de capacidad sobre la distribucion, cada centro distribuird su propio flujo que
esta en su limite en cada solucion 6ptima. Como consecuencia, el montante del flujo
destinado para un centro 4 distribuido por otro centro k, k #h, debe ser cero en cualquier
solucion optima. Puesto que CMAHLP no tiene restriccion de capacidad sobre la distribucion,

esta propiedad se aplica tan a él como a UMApHMP y UMAHLP.

No obstante, en los problemas con coleccion capacitada no podemos asumir que los centros

con capacidad suficiente coleccionaran sus propios flujos. Consideremos un CMAHLP con

N={1,2,3), F=(100,0,00 , T=(10,1,1), W,=1, W,=1 y W,=0 para todo

ij
(i, ))e ANM(1,2),(2,3)}, C,=C,,=C,;,=C,, =1, C;=C,, =2, §=y=2,y a=1. El nodo

1 no es obviamente un centro en la solucién 6ptima debido a su alto coste fijo, con tal que
una cierta solucion factible exista sin el centro 1. Puesto que los nodos 1 y 3 no tienen ningin
coste fijo y una capacidad combinada de 2, deben ambos ser elegidos como centros si el nodo
1 no es un centro. Ahora el flujo a partir de 2 puede coleccionarse por el nodo 2 o el nodo 3.
El flujo desde 1 a 2 también tiene dos opciones: 1—-2 o 1—-3—2. Esto conduce a dos
soluciones posibles:
1. El flujo a partir del nodo 1 se colecciona en 2 y el flujo a partir del nodo 2 se
colecciona en 3. Esto conduce a un coste de y(C,, +C,;) =4.
2. El flujo a partir del 1 se colecciona en 3 y se transfiere a 2, mientras que el flujo a
partir del 2 se colecciona en 2 y se transfiere a 3. Este da un coste de

xC,+aC,+yC,, +aC,, =6.
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Por lo tanto la primera solucion, dondel flujo del centro 2 es coleccionado por el centro 3, es
optima y el nodo 1 no es un nodo centro posible. No es necesariamente el caso que un centro
coleccionaré su propio flujo de salida si la coleccion esté capacitada.

Por tanto, si se consideran problemas con coleccion capacitada, no se puede necesariamente

asumir que los centros con suficiente capacidad de coleccion coleccionaran su propio flujo.

Propiedad 3: En cualquier solucion 6ptima (H,x)a un UMAHLP o UMApHMP, para todo

i,k,le N,con yC, +aC, > yC,, x,,, =0 paracada je N.

Eso quiere decir que para los problemas de localizacion de centro con coleccion no
capacitada, en cada solucion dptima, ningtn flujo se enviard desde un nodo 7 a un centro / via
un centro £ si es mas econdémico enviar un flujo directamente a /.

En efecto, sea (H,x)una solucion optima a un UMAHLP o UMApHMP, y sea i,k,/e N tal
que yC, +aC, > yC,. Supongamos que para cada je N tenemos x,, =®@>0. (En este

caso, k,/e H.) Podemos construir una solucién factible (H,y)que tenga un coste
estrictamente menor que el de (/H,x) y asi llegar a una contradiccion. Nuestro “routing”
factible y se obtiene re-enviando @ unidades del flujo (i, j) coleccionado por k y distribuido

por [ en el flujo x, de forma que estén coleccionadas y distribuidas por /. Precisamente se

define

X+ @, si(f,g,h,m)=(,j,1L10),
Y g = Xt — @ si (f,g,h,m)z(i,j,k,l),

X gim»>  POr 1o demas,
para todo f,g,h,me N. Claramente y es un “routing” factible compatible con H :y >0, los
cambios relacionados al “routing” x implican solamente el flujo (i,j) y la coleccion
aumentada al centro /, el montante neto del flujo (ij) enviado no cambia, y no hay

capacidades sobre la coleccion. Ahora el coste de (H,y) se da por

C(H,y)

=F (H)+ 2 2D Vi

(f.g)eAhcH meH

=F (H)+ D, DD Xy 60— Cp@

(f.g)eAhcH meH
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=C(H,x)+w(yC, + 5Clj -C, —aC, —é'C,j)
=C(H,x)+w(yC,—xC, —aC, )< C(H,x)

puesto que >0y yC, +aC,, > yC,. Esto contradice la optimalidad de (H,x).

Propiedad 4: En cualquier solucion oOptima (H,x) a un UMAHLP, UMApHMP o
CMAHLP, para todo j,k,le Ncon aC,+6C,>06C,;, x;, =0 paratodo ie N.

Eso quiere decir que para los problemas de localizaciéon de centro con distribucién no
capacitada, se observa que en cada solucion Optima, ningun flujo estard enviado de un centro

k aun nodo j via un centro / si es mas econdmico enviar el flujo directamente desde £.

Propiedad 5: En cualquier solucion optima (H,x) a un UMAHLP o UMApHMP, para todo

i,le Ny ke Hcon yC, +aC, < xC,, x,, =0 paratodo j,he N.

Es decir, en toda solucion optima a un problema de localizacion de centro con coleccion no
capacitada, ningun flujo estara coleccionado por un centro / si es mas econdmico
coleccionarlo al centro £ luego transferirlo a /.

En efecto, sea (H,x) una soluciéon 6ptima a un UMAHLP o UMApHMP, y sea i,/le Ny
ke H sea tal que yC,+aC, < yC,. Supongamos que para algunos j,he N tenemos

Xz, =@>0.(En este caso, /,he H ). Podemos construir una solucion factible (H,y) que

tenga un coste estrictamente menor que el de ( H,x) y asi llegar a una contradiccién. Nuestro
“routing” factible y se obtiene re-enviando @ unidades del flujo (i,j) coleccionado por / y
distribuido por /4 en el flujo x, de forma que esté coleccionado por k. Precisamente,

X T, s1(e, f,g,m)=(i, ], k,h)
Vegem = Xyn — @5 si(e, f,g,m)=(i,J],l,h)

X,m» DO lo demas
para todo e, f,g,me N . Claramente y es un “routing” factible compatible con H :y >0, los

cambios relacionados al “routing” x implican solamente el flujo (7,j) y la coleccion aumentada

al k, que es un centro por las condiciones de la propiedad, el montante neto del flujo (i,/)
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enviado no ha cambiado, y no hay capacidades sobre la coleccion. Asi, esta claro que (H,y)
es una solucion factible. Ahora, el coste de (H, y ) es:
C(H, y)

=F (H)+ 2, 2,2 Vo

(e.f)eA geH meH

D DD K HCu @ =€y @

(e j EA geH meH

= C(H,x)+a)(,1'Cik +aC, - yC,—aC, —Jchj)s C(H,x)+o(xC,+a(C,+C,)-xC,—aC,)

por la V-desigualdad < C(H,x)

puesto que @>0y yC, +aC, < yC,. Esto contradice la optimalidad de C(H,x).

Propiedad 6: En cualquier solucion oOptima (H,x) a un UMAHLP, UMApHMP o

CMAHLP, para todo j,ke Ny le H con aC,+6C, <6C,;, x,,, =0 paratodo i,he N .

ijhk

Aunque las propiedades 3 y 5 son simétricas, hay una sutil diferencia entre ellas; en la
propiedad 3, la condicion del coste puede aplicarse a tres nodos cualesquiera y el resultado
serd valido, pero en la propiedad 5 uno de los nodos tiene que ser un centro. Es la misma

diferencia también entre las propiedades 4 y 6.

También en [10] se considera el flujo (7,i), y se deduce algunas propiedades que los
“routings” Optimos deben satisfacer con respeto a este tipo de flujo. En primer lugar, se

observa que si C, <C, para algunos i,k,he N, h#k, entonces como corolario a la
propiedad 3, (siempre que no haya capacidades en coleccion), x,,, =0, y como corolario al
propiedad 4 (siempre que no haya capacidades en distribucion), x,,, =0, para cualquier

routing Optimo x. Asi, en efecto, en las soluciones Optimas para los problemas no capacitados,

el flujo (i,i) nunca se transfiere entre centros, y un centro colecciona el flujo (i,i) si y

solamente si el mismo centro lo distribuye también.

Propiedad 7: En cualquier solucion 6ptima (H ,x) a un UMApHMP o un UMAHLP, para

todo i,k,he N, x,, =0 si k#h osi k¢ argmin,_, C

il *
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Es decir, en una soluciéon 6ptima a un problema no capacitado, todo flujo (7,7 ) se coleccionara
y se distribuird por un centro que es el mas cercano a ¢él. En efecto, sea (/,x)una solucion
optima a un UMApHMP o un UMAHLP y sea ie N. Consideremos k,he N con k#h.
Ahora, sea C, <C, o C, <C, . En primer caso, tenemos por la propiedad 4, y puesto que
C,>0, que x,, =0. En el segundo, obtenemos el mismo resultado por la propiedad 3 y
también puesto que C,, >0. Ahora, consideremos k¢ argmin, ,C, y supongamos
x,, =®>0. En este caso k tiene que ser un centro, es decir k€ H . Podemos construir una
solucion factible (H,y)que tenga un coste estrictamente menor que el de (H,x) y asi llegar

a una contradiccion. Nuestro routing factible y se obtiene re-rutando las @ unidades del flujo

(i,i) coleccionadas y distribuidas por k en el flujo x, de tal forma que estén coleccionadas y

distribuidas por j€ argmin,_, C, . Por las definiciones de j y k, C;; <C, . Se define

x”jj+a) Si (e’f’gﬁm):(ioiojaj)
y@fgm = Xk — > si (e,f,g,m):(i,i,k,k)
X efom » para los demas

para todo e, f,g,me N. y es un routing factible compatible con H :y >0, los cambios

relacionados al routing x implican solamente el flujo (i,i) y la coleccion y distribucion

aumentadas a j, que es un centro por definicion, el montante neto del flujo (i,i) enviado no ha

cambiado, y no hay capacidades sobre la coleccion o la distribucion. Asi, esta claro que

(H,y) esuna solucion factible. Ahora, el coste de (H,y) se da por

C(H.y)=F (H)+ > 2,2 Vg

(e.f)eA geH meH

Z 2, 2 T €y Oy

(ef Jed getl mett
= C(H,x)+a)(;5c,.j +6C, - xC, —6C,)
:C(H,x)+a)(;(+5)(Cy. _Cik)

por la simetria de C < C(H,x)

puesto que @ >0, y+J >0y C, <C, . Esto contradice la optimalidad de (H,x).
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Para los problemas de p-centro, [10] deduce implicitamente alguna informacién util sobre

argmin,_,, C, para cada i€ N. Sea 7 una permutacién de los nodos de modo que
C_2C_ 2K 2C . En cualquier conjunto de centros, para un problema de p-centro, habra
1 2 n

un centro mas cerca a i que los p—1 nodos mas lejos de i. Precisamente, debe existir je€ H

con C;<C,_, . Asi, min,, C, Scm;’ y se deduce que para todo ke N con C, >Cm2,

P

k¢ argmin,_, C

il 2

X, =0 para cada x, un routing Optimo para un problema de p-centro no

capacitado, por la propiedad 7. Asi se ha demostrado la propiedad 8, donde A, =C,_, para

cada ie N.

Propiedad 8: En cada solucién optima (H ,x) a un UMApHMP, x,,, =0 para todo ie N y

todo ke N con C, >A,.

Este resultado no es tan fuerte como deberia ser en caso de que haya varios nodos lejos de i de

distancia exactamente A, para algun ie N con W, >0. Claro que pudiéramos tener x,, >0

para cualquier ke argmin,, C,

il»

y cualquier x un routing Optimo, pero debe existir un
routing X que tenga un coste idéntico al de x, y por eso dptimo, con x,,, =0 para todo k £k
para un Unico ke argmin,_,, C,. En efecto, si el conjunto 6ptimo de centro H fuera conocido,
se pudiera escoger un k'€ argmin,_, C, para cada i€ N y requerir que todo flujo (i,i)esté

coleccionado y distribuido por k' para todo i€ N sin eliminar todos los routings optimos, es
decir, debe existir al menos un routing dptimo satisfaciendo este requisito. [10] utiliza estas
ideas para formular una propiedad que es ligeramente mas fuerte que la propiedad 8, pero que

debe eliminar algunos routings Optimos.

Propiedad 9: Dado un UMApHMP, para cada ie N escoger un conjunto F; c N con
|E| =p-1y C ,2C, paratodo ke F, ytodo /e N\F,. Entonces existe una solucion 6ptima

(H,x) al UMApHMP con x,, =0 paratodo i€ N ytodo ke F,.
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Combinando esta propiedad con la propiedad 7, vemos que para todo ie N y todo ke F,,
donde los conjuntos F, son tal como definidos en la propiedad 9, x,, =0 yx,, =0 para todo

he N en algin routing 6ptimo x para UMApHMP.

N.Boland et al. [10] utilizan algunas de las propiedades de las caracteristicas de las soluciones
optimas en CMAHLP, UMAHLP y UMApHMP para desarrollar técnicas de
preprocesamiento y apretamiento de las restricciones para las formulaciones presentadas. Las
propiedades presentadas en las caracteristicas de las soluciones Optimas en CMAHLP,
UMAHLP y UMApHMP caracterizan las soluciones optimas en vez de las soluciones
factibles, y asi las restricciones que se desarrollan no seran necesariamente validas, pero se
satisfaran por todas, o al menos algunas soluciones Optimas. Las propiedades todas requieren
sea una coleccion no capacitada, una distribucion no capacitada, o ambas, asi solamente pocas
propiedades pueden aplicarse al CMAHLP. No obstante, si se considera agregar algunas
variables en la formulacion de CMAHLP, vemos aparecer una estructura variable del flujo
del limite superior, y por lo tanto podemos determinar restricciones del recubrimiento del
flujo que son las restricciones validas que se pueden utilizar para apretar la formulacion.
También observamos que las variables (complementadas) de la localizacion del centro deben
satisfacer una restriccion de la mochila, y por lo tanto las desigualdades del recubrimiento de
la mochila pueden ser aplicadas; En hecho, ambas observaciones son consecuencia de la sola
observacion que las variables (Z, H) satisfacen las restricciones de la localizacion de la
capacidad, y asi que el trabajo de K.Aadral (1998) sobre las desigualdades validas para CFL

puede ser aplicado.

Primero, con el propdsito de consolidar las restricciones, considerando la propiedad 1, que

estipula que para los problemas con coleccion no capacitada, el centro k€ H no

coleccionard un flujo originando en cualquier otro centro #e H , tenemos para todo he N :

Zzhk SO/I(I_Hh) (11)

k#h

Aqui O, = Z,-Wij es el montante total del flujo originando enl nodo i. Esta restriccion puede

escribirse usando ecuaciones (3) y (6) como

Zy,=0,H, (12)
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para todo e N . Se observa que afiadir (12) en la formulacion introduce pocos elementos no

cero que afiadir (11). En la practica, anadir (12) es computacionalmente mas efectiva que

(11).

Considerando la propiedad 2 que estipula que para todos los problemas con distribucién no
capacitada, el flujo destinado al centro he H no se distribuird por cualquier otro centro
ke H . Asi, la ecuacion siguiente esta valida para todo i,k,he N con k #h:

Xi, <W,(1-H,) (13)

La restriccion (13) puede escribirse usando ecuaciones (4) y (7):

X, =W,H, (14)

para todo i,she N.Se observa que (14) es mas computacionalmente efectiva que (13).

En [10] se utiliza las propiedades 3, 5 y 8 para desarrollar técnicas de preprocesamiento para

eliminar algunas de las variables de las formulaciones.
Cuando xC, +aC, > yC, para todo i,k,/e N y que la coleccidbn no estd capacitada,
entonces por la propiedad 3, ningin flujo originando en i estara coleccionado por k y

distribuido por /, asi se puede poner ¥;, =0.

Desafortunadamente la propiedad 4 no se puede utilizar en la misma manera: estipula que si
la distribucion no esta capacitada y que «C,, +JC, > 6C,; para algunos j,k,/€ N, entonces
ningin flujo destinado para j estard coleccionado por k y distribuido por I Puesto las

formulaciones no estan simétricas, no hay una variable analoga a la variable y que se aplique

al flujo de destino en el lugar del flujo de origen.

La propiedad 5 estipula que para los problemas con coleccion no capacitada, si
xC, +aC, < yC, para algunos i,/e N y algin ke H , entonces ningun flujo originando en
i estara coleccionado por /. Esto se puede utilizar para generar la restriccion:

Z,<0,(1-H,) (15)

para todo i,k,/e N. Esto es justamente una amplia clase de restricciones, asi no se puede

intentar afadirlas en la formulacion. No obstante es posible utilizar estas restricciones para
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fijar las variables Z, en el arbol de Branch and Bound. Desafortunadamente, en este caso, no

hay ningun analoga para las variables Y.

La propiedad 6 estipula que para los problemas con distribucion no capacitada, si

aC, +06C, <6C,; paraalgunos j,ke N yalgin /€ N, entonces ningun flujo destinado para

j se distribuira por el centro k. Esto se puede utilizar para generar la restriccion:

ZX,; <D(-H,) Vj,k,le N (16)

Puesto que no se sabe H a priori, no hay manera directa de tener una ventaja de la propiedad
7. No obstante, si se mezcla con la propiedad 9, se observa que preprocesando una

UMApHMP se puede escoger los conjuntos F, para cada ie N segun la propiedad 9, y se
puede asegurar que ningun flujo (7,7) estard distribuido o coleccionado por nodos en F;. No
obstante, tenemos solamente variables que anotan la distribucion de flujo (i,i): las
variables X}, . Asi se fija X, =0 para todo ke F, paratodo i€ N, es decir, se elimina en el
preprocesamiento todas las variables X, con k€ F,. Ademas, una vez que se fija un centro /

por el proceso de Branching, es posible fijar X;, para todo k mas lejos de i que /.

Las variables (complementarias) de localizacion de centro deben satisfacer una restriccion de
la mochila, y asi las desigualdades de la recubrimiento de la mochila se pueden aplicar.
Ademas emerge una estructura del flujo superior de una variable, y asi se puede aplicar las

desigualdades del recubrimiento del flujo. Claramente, tiene que cumplirse:

D TH, 2Q (17)

ke N

para que H induzca un conjunto de centros factibles, donde Q = ZieNZjeN W, es el flujo

total. A partir de esta restriccion, las restricciones del recubrimiento de la mochila se pueden

deducir. Cualquier conjunto J c N con Z I', <Q se denomina un recubrimiento, y

ke N\j

para cualquier recubrimiento J, la restriccion del recubrimiento de la mochila

> H, 21

keJ

es valida.
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Ahora, para todo k€ N, considerando las variables agregadas ZieNZik juntas con las

variables binaras de localizacion de centro H, de la formulacion de CMAHLP en [10], se

observa que la estructura del flujo superior aparece. Tenemos

> Z,<T,H,

ieN

paratodo ke N (esto es precisamente (10)) y por (3)

2z )2z
-3(zm)-

ieN\_jeN
D c N se denomina un recubrimiento si ZkeDFk >, y recubrimiento minimo si D\{k} no
es un recubrimiento para todo ke D. Se utiliza A, para denotar el exceso de capacidad de

un recubrimiento D, es decir 4, = ZkeD I', —€Q . Ahora por resultados estandares, tenemos

Zzzik +Z(Fk_/11))(1_Hk)SQ

keD ieN keD

que es valido para cualquier recubrimiento minima D. Esto es equivalente a

S5 2, =3 (2o, <(1D1) Ay 8)

keD ieN keD

El proposito de estas restricciones es cortar los puntos fraccionarios de la forma H, =1 para
cada ke D\{I}, H,=(T,-A,)/T,, para algin /e D. Se observa que para D un

recubrimiento minima es 0</H, <1. Se observa también que la capacidad total de esta

solucion fraccionaria es

> T\H,+TH = > T, +(T-4,)=Q,

ke D\{I} ke D\{/}

mientras que el coste fijo es

> Fk+F( ] ;F

keD\{1}
Asi [10] agrega n nuevas variables, {Z, :ke€ N} y 2n nuevas restricciones:

Z,=>7Z,, Yke N (19)

ieN

y
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Z <T''H,, Vke N. (20)
Claramente no se necesita la restriccion (10) en la formulacion, puesto que en efecto se han

agregado solamente n nuevas restricciones. Se podria también afadir

> 7,=Q (21)

keN

Se reformula las tres variantes de los problemas de localizaciéon de centro: UMApHLP,
UMAHLP, CMAHLP. Se da una indicacién del tamaiio del problema proporcionando el
numero de variables y restricciones en cada nueva formulacion antes del preprocesamiento.
Cuando en la reformulacion de cualquier problema se ponen nimeros en el final del nombre

del problema es para indicar cual de las cinco propiedades se han aplicado al problema.

Problema UMApHMP-1,2,3,5

min Y | x> C,Z, +a) > CYi+6Y.> C, X, (1)
i k ko1 I

s.a. ZHk =p 2)

k

DZ, =D W, Vi, 3)
k J

2 X =W, Vi, j, )
/

DY+ XD Y, ~Z, =0 Vi, k, (5)
1 j i

X,.Y,,Z, 20 H, €{0,1} Vi, j,k,l. (8)

Z,=0,H, (12)

X, =W,H, (14)

Z, <> W,H, Vik,i#k (22)

J
ZX,; < ZWUH, Vj,l# . (23)

La ecuacion (12) y la desigualdad (22) ambas proporcionan una restriccion mas fuerte que la

desigualdad original (6). De la misma manera (14) y (23) son mejores que (7). Esta

formulacion tiene (2n3 +n’ +n) variables de las cuales n son binarias y (5#n>+2n+1) son

restricciones.
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Problema UMAHLP-1,2,3

minZ{;(ZCikZik+aZZCk,Yk",+JZZCUX; +> F.H, 9)
i k ko1 [ k

sa. . Z,=>W, Vi, 3)

k J

ZXI;:WJ VZa.]a (4)
i

DY A X =D Y -7, =0 Vi, k, (5)
/ j 1

X,.Y5.Z, 20 H €{0,1} Vi, j, k1, (8)

Z,=0,H, (12)

X, =W,H, (14)

Z, <Y W.H, Vi k,i#k, (22)

J
ZX,;‘. < ZWUHI Vj, 1 # j (23)

Esta formulacion tiene el mismo numero de variables como el UMAHLP-N y (Sn2 +2n)

restricciones.

Problema CMAHLP-2

minZ{;(ZCikZik+0(ZZC,{[Y,{",+5ZZCUX2 +> F.H, 9)
i k ko1 [ k

s.a. ZZik ZZVVI‘/‘ Vi, 3)
k j
2 Xy =W, Vi, . @)
!
DAY Xy =D ¥ —=Z, =0 Vi, k, 5)
/ J 1
Zik SZVVUHI( Viaka (6)
7
X;}’Yki/’zik ZOH/CE{O’I} Viajak,la (8)
X, =W,H, (14)
Z,=>7, Vke N, (19)
ieN
Z <T,H, Vke N, (20)
2.2, =0 @1
ke N

ZX,;’. < ZWUH, Vj,l# . (23)
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Esta formulacion tiene (2n3 +n’ +2n) variables de las cuales n son binarias. Tiene también

(5n° +2n+1) restricciones.

I11.3.1.2. Modelos CMAHLP, UMAHLP y UMApHMP borrosos
I11.3.1.2.1. El problema CMAHLP borroso

v Formulaciéon del modelo

El modelo crip desarrollado en [10] se presenta de la siguiente:

Problema CMAHLP-2 crisp

mmZPquﬁuzz%mﬂﬁjxpg+Z@m (1)
i |k ko1 [ k

sa. . Z,=>W, Vi, )
k J
ZXI}ZWJ VZ,_], (3)
]
DY+ Xy =D Y, -7, =0 Vi, k, (4)
/ j i
Z, <> W,H, Vi, k, (5)
J
X,j.,)’,fl,Zik >0 H, €{0,1} Vi, j.k,l, (6)
Xll;h =W,H, (7)
Z,=>7, Vke N, (8)
ieN
Z <T,H, Vke N, 9)
Z@:Q (10)
ke N
ZQSZ%m Vil # . (11)

En la funcidon objetivo de esta formulaciéon suponemos la incertidumbre en los datos

siguientes:
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e C; el coste por unidad del flujo de i a j por todo i, j€ N. Asi suponemos que

3038/%{(0,7

,uéﬁ(Cij))},Vi,jeN, donde ,uéﬁ(Cy.)e[O,l] es el grado de

pertenencia del coste C; al subconjunto borroso C”, o el grado de cumplimiento de
C,;

y

e 7 el flyjo del nodo i al centro k por todo i,ke N. Asi suponemos que

ik
3z > 2/0:{(Zik ‘ﬂé%(Zik))},‘v’i,ke N, donde ,(Z,)e[0,1] es el grado de
pertenencia del flujo Z, al subconjunto borroso 2,0 el grado de cumplimiento de
Zys

e Y. el flujo del nodo i via los centros k y I por todo i,k,/e N. Asi suponemos que
E) ) 1%:{(1’,(’} ‘,uf/o(Yk"l))},Vi,k,le N, donde ,ul%(Yk’})e [0,1] es el grado de
pertenencia del flujo Y al subconjunto borroso ¥, 0l grado de cumplimiento de
Yy

e X ,; el flujo del nodo i distribuido por el centro / al nodo j por todo i,/, j€ N . Asi
suponemos que 31X o /%:{(X;/ ‘,u%(X,j.))},Vi,l,je N, donde ,u%(X;)e [0,1] es el
grado de pertenencia del flujo X ,; al subconjunto borroso X o el grado de
cumplimiento de X ;

e [, el coste fijo de establecer un centro al centro k por todo ke N . Asi suponemos
que 3F 31%:{(Fk ‘,ttl%(Fk))},‘v’ke N, donde u,(F,)e[0,1] es el grado de

pertenencia del coste F al subconjunto borroso Fioel grado de cumplimiento de

F,.

Con estos datos imprecisos, presentamos el modelo del problema borroso de localizacion de

centro capacitado con asignacion multiple que denominamos CMAHLP-2 borroso:
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Problema CMAHLP-2 borroso

(z']4)= minzi:{lzk:((:’ik o CONZa |3 Z,) )+

Q;Z(CM ‘:u(%(ckl ))(Ykll ‘ﬂ;%(jfkiz))"' 5;;(01]'
;(Ec ‘/'lz%(F;c ))Hk

@) xibuelxi)) [+ o

s.a. ZZl.k = Z W, Vi, (2)

k J

DX, =W, Vi, J, 3)
!

DY+ X, =Y, -Z, =0 Vi, k, 4)
/ j i

Z, ¥ W H, Vi k, (5)

J

X,.Y,,Z, 20 H,€{0,1} Vi, j. k.1, (6)

X =W, H, (7)

Z, =Y 7, Vke N, (8)

Z 4 H, Vke N, 9)

>7,=0Q (10)

ke N

DX, XN W.H, Vil # j. (11)

El modelo se resuelve en dos etapas. Primero se calcula Z° usando la version crisp del
problema, es decir el modelo CMAHLP-2 crisp, luego se usa el modelo siguiente para

calcular el grado de cumplimiento de la solucion crisp:

Grado de cumplimiento CMAHLP-2

({21

* p
/1 - E(ME(M<'LL€/"(CM ) A’uf/"(zik )) +

k=1 I=1

NSt ) 7))+ B8 o (35) 0

N (F ), |

sa. M Cy)s iyl Zy ) Mol C )::u)%(Ykil)uuéﬁ(Clj ),ﬂ/%(ij)aﬂ,%(Ef )e[0.1],
Vi7j7k’l7 (2)
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Puesto que A" €[0,1], afirmamos que el CMAHLP borroso generaliza el CMAHLP crisp.

v' Algoritmo de cilculo del grado de cumplimiento CMAHLP-2

Datos de entrada:

» Lamatriz Corppp = [,U(%(Cl.k )]

(n=p)xp

= Lamatriz K xp = [,u(%(Ck,)}

pxp

" LamatizQ,, , = [,u(%(C,j )]

px(n=p)

* Lamatriz X(,I,,,)pr(n,,,) - [,u%(X,j» )}(

n—p)pr(n—p)

* Lamatriz Z, :[,u%(Zl.k)}

(n=p)xp

* Elvector F, =[,U1%(Fk)],,

Variables utilizadas:

e L[, LO, L1 y L2 almacenan los resultados intermedios calculados en los diferentes
bucles del algoritmo, desde los bucles mas exteriores a los bucles mas interiores
respectivamente. El resultado final se almacena en la variable L.

e (C, Cl y C2 son contadores que sirven como denominadores en los célculos del

resultado, desde los bucles mas exteriores a los bucles mas interiores.

1, ], k y I son los indices de acceso a los datos de entrada.
e n almacena el nimero de los nodos de la red.

e p almacena el nimero de nodos centros.

El arbol programatico del célculo del grado de cumplimiento de la solucién del problema

CMAHLP-2 se presenta como sigue
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v Pseudocédigo: Grado de cumplimiento CMAHLP-2

L«0
C«0
for i=0 to n-p-1
L0«0
L1<0
Cleo0
C=C+1
for k=0 to p-1
if Cik, Zix€ [O,l]
Cl=Cl+1
if Cik<Zik
L1=L1+C;x
else
L1=L1+Z;ix
k=k+1
LO=L1/C1
L1«<0
Cle0
for k=0 to p-1
L2<0
C2¢-0
Cl=Cl+1
for 1=0 to p-1
if Kyi,Yix1€ [0,1]

C2=C2+1
if Kri<Yix1
L2=L2 +Kj1
else
L2=L2 +Yix1
1=1+1
L1=L1+L2/C2
k=k+1
LO=L0+L1/C1
L1<-0
Cl¢<-0
for 1=0 to p-1
L2<-0
C2¢-0
Cl=C1l+1

for j=0 to n-p-1
if Qlj,Xile [O,l]
C2=C2+1
lf Q1j<Xi1j
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L2=L2+Q15
else
L2=L2 +Xilj
j=j+1
L1=L1+L2/C2
1=1+1
LO=L0+L1/C1
L=L+L0/3
i=i+1
L* = L/C
L«0
C«0

for k=0 to p-1
if Fre [O, 1]

L=L+Fy
C=C+1
k=k+1
L* = (L* + L/C)/2
output L*

Tmnmoconmumcmnd:n2+np+n+lseacwnﬂ

v' Implementacion del algoritmo en C++

//Fuzzy CMAHLP-2: Degree of certainty
//Author: David Kutangila Mayoya
//Date: Monday,November 22nd, 2004
//Department of Computer Science and
//Artificial Intelligence
//University of Granada

//=====================================================
#include <iostream.h>
main () {

int n,p,C=0,C1,C2;

double L=0,L0,L1,L2;

cout << “Degree of Certainty (CMAHLP-2)\n\n”;
cout << “Number of nodes: ”;

cin >> n;

cout << “\nNumber of hubs: ”;

cin >> p;

//Declaring input data
double C[n-pl [pl,Z[n-p] [p]l,Klpl] [p],Y[n-p] [p] [p];
double Q[pl] [n-pl, XI[n-pl[pl [n-pl,Flpl;
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//Entering input data
//Will be written later
//Processing data
for (int i=0; i<=n-p-1;){
L0=0;
L1=0;
Cl=0;
++C;
for (int k=0; k<=p-1;){
if (C[i] [k]>=0 && CI[i] [k]l<=1 &&
Z[1]1 [k]>=0 && Z[i] [k]l<=1) {
++C1;
if (C[i] [kl< Z[i] [k])
L1 += C[i] [Kk];

else
L1 += z[i] [k];
}
++k;
}
L0 = L1/C1;
L1=0;
Cl=0;
for (int k=0; k<=p-1;){
L2=0;
C2=0;
++C1;
for (int 1=0; 1l<=p-1;){
if (K[k] [1]>=0 && K[k] [1l]l<=1 &&
Y[i] [k] [1]1>=0 && Y[i] [k] [1]<=0){
++C2;
if (K[k] [11<Y[1i] [k][1])
L2 += KI[k] [1];
else
L2 += Y[i] [k] [1];
}
++1;
}
L1 += L2/C2;
++k;
}
L0 += L1/C1;
L1=0;
Cl=0;
for (int 1=0; 1l<=p-1;){
L2=0;
C2=0;
++C1;

for (int j=0; j<=n-p-1;){
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if (Q[1]1[3]>=0 && Q[1] [§]1<=1 &&
X[1] [11 []1>=0 && X[i] [1] [§1<=0){

++C2;
if (QI1] [J1<X[i][11[31)
L2 += Q[1][];
else
L2 += X[i] [1]1[3];

++3;
Ll += L2/C2;
++1;
LO += L1/C1;
L += L0/3;
++1;

}
double Lambda = L/C;
L=0;
C=0;
for (int k=0; k<=p-1;){
if (F[k]>=0 && F[k]l<=1){

L += F[k];
++C;
}
++k;
}
Lambda = (Lambda + L/C)/2;

cout << “\nThe degree of certainty is ” << Lambda;

return O0O;
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I11..3.1.2.2. Problema UMAHLP borroso

Desarrollamos el modelo  UMAHLP borroso a partir del modelo UMHLP crisp siguiente

desarrollado en [10]:

Problema UMAHLP-1,2,3

minZ{;{ZCﬂ(Zik+0:ZZC,{[Y,{",+§ZZCUX; +> F.H, (1)
i k ko1 [ k

s.a. ZZik = ZW; Vi, (2)

k J

DX, =W, Vi, j, (3)
/

DY+D X -D Y, -Z, =0 Vi, k, (4)
i J i

X, Y%0.Z, 20 H e{0,1} Vi, j.k 1, )

Z,=0H, (6)

Xy, =W,H, )

Z, <Y W,H, Vik,i#k, (8)

J
DXy <2 WH, V)l # j ©)

La funcidén objetivo de este modelo siendo igual a la del CMAHLP-2, suponemos la
imprecision en los mismos datos como en este ultimo modelo. Consecuentemente, asi
formulamos el modelo UMAHLP borroso:

UMAHLP borroso:

(Z* ‘/1*) = minZ{Z;(Cl‘k ‘:u(%(cfk ))(Zik ‘ﬂ%(zik ))+

aE T, el )1 10)) ST T
;(F}c ‘ﬂz%(]:}c ))Hk

ﬂe/o(clf))(le} ﬂ)%(le}))}r (1)
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sa. > Z, =)W, Vi, ()
k J
Z/:X,j. =W, Vi, j, (3)
Z[:Y;+ZX,;—Z]:Y,;—Z%; Vi, k, 4)
7
X, Y,,Z, 20 H,e{0,1} Vi, j. k.1, (5)
Z,,=0,H, ©6)
X}izh = VVihHh (7)
Z, 2" W.H, Vi k, i#k, (8)
J
ZX,;‘. é/oz w,H, Vil # j 9)

. , . . *
El modelo se resuelve en dos pasos. Primero se calcula el coste dptimo crisp Z wusando el

modelo sin tomar en cuenta los grados de pertenencia, es decir el UMAHLP crisp. Luego se

calcula el grado de cumplimiento A° de la solucion crisp obtenida en el paso 1 usando los

grados de pertenencia de la funcion objetivo de la siguiente manera:

Grado de cumplimiento de la solucion UMAHLP:

« 1|mP1(.P
’ =5{ME(M(ﬂe/o(%)w(zik))+
}c\zg(”@”’(cﬂ)w%(”é»*Qn}‘-—f(ﬂeﬁ(%)wﬁ()@)U* 1)

Z~

(wp ()1

sa. M Cy )yl Zy ) ol C ),ﬂ%(Y;!}),ﬂgﬁ(Cg )aﬂ%(X;})a/";%(Fk ) [0.1]
Vi,j,k’l, (2)

-~
i

Puesto que A € [O, 1] , afirmamos que el UMAHLP borroso generaliza el crisp.

Este modelo siendo igual al del CMAHLP-2 para el célculo del grado de cumplimiento, se

resuelva con el mismo algoritmo presentado para el CMAHLP-2.
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I11..3.1.2.3. El problema UMApHMP borroso
v" Formulaciéon delo modelo

Desarrollamos el modelo UMApHMP borroso partiendo del siguiente modelo crisp
desarrollado en [10]:

Problema UMApHMP-1,2,3,5

min Y | x> C,Z,+a). > CYi+6>.> C,X, (1)
i k ko1 I

sa. Y H =p 2)

k

2. Zu=2.W, Vi, 3)
k J

2 X, =W, Vi, j, “)
l

DY+ X -, -Z, =0 Vi, k, (5)
/ j i

X,.Y,,Z, 20 H, €{0,1} Vi, j, k1. (8)

Z,,=0,H, 9)

X =W,H, (10)

Z, <> W,H, Vik,i#k (11)

J
ZX,;‘. SZWUH, Vj,l# . (12)

En la funcion objetivo de esta formulacion supongamos la incertidumbre en los mismos datos
como en el problema CMAHLP-2 borroso con la diferencia que aqui no utilizaremos la

variable F,, el coste fijo de establecer un centro al nodo & por todo ke N .

El modelo del problema borroso de localizacion de p-mediana central no capacitado con

asignacion multiple:
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UMApHMP borroso:
(Z* X ) = min Z{ZZ(C% ‘ﬂc/o(cik )) (ka ‘/‘QA(Z;/C )) +QZZ(C/¢1 ‘ﬂc/o(ckz )) (Ykll ‘ﬂ)%(ykl} )) +
i k ko1
ORCYAEYCIER]
J
s.a. ZHk =p 2)
k
YZ,=>W, Vi, 3)
k J
> X, =w, Vi, j, (4)
l
DY+ X =Y, -Z, =0 Vi, k, (5)
/ j i
X, Y5, Z, 20 H, €{0,1} Vi, j,k,L. (6)
Zhh = OhHh (7)
X}ih =W, H, (8)
Z, 2 W.H, Vi k,i#k 9)
J
D X, XN W.H, Vil # j. (10)

El modelo se utiliza en dos pasos. Primero se calcula Z~ crisp es decir el modelo que
acabamos de presentar sin tomar en cuenta los grados de pertenencia. Luego se calcula el
grado de cumplimiento A" de la solucion crisp obtenida en el primer paso usando la funciéon
objetivo del modelo que acabamos de presentar tomando en cuenta solamente los grados de

pertenencia de la siguiente manera:

Grado de cumplimiento de la solucion UMApHMP:

1

+e Mg(l\"d(ﬂ‘%(c"" ) byl Zy ))Jrl\k/ﬂ\z/[(ﬂ&(ckz)/\ﬂf/o(m ))+

(1)
MM(#&A(CU)Aﬂ)%(X’; )))

sa. ol Co)s 1yl Z ) el Co) ’lu)%(Ykil ) aﬂ(,%(cg,- ) aﬂ%(ij- ) e[0.1]
Vi, j,k,lL. (2)
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Puesto que A e [0,1], afirmamos que el UMApHMP borroso generaliza el UMApHMP crisp.

v Algoritmo de calculo del grado de cumplimiento UMApHMP

Datos de entrada:

Lamatriz C,, ., = [,u&(Cik )]

(n=p)xp

La matriz K, = [,u&,(Ck, )]

pxp

La matriz pr(n_p) = [,u&,(Clj )}

pX(n-p)

La matriz X o ppprinp) = [,u)%(le. )J

(n—p)xpx(n-p)

El vector Z(,H)Xp = [ﬂ%(zik )](

n—-p)xp

Variables utilizadas:

L, LO, L1 y L2 almacenan los resultados intermedios calculados en los diferentes
bucles del algoritmo, desde los bucles mas exteriores a los bucles més interiores
respectivamente. El resultado final se almacena en la variable L.

C, Cl1 y C2 son contadores que sirven como denominadores en los calculos del
resultado, desde los bucles mas exteriores a los bucles mas interiores.

1, j, k y I son los indices de acceso a los datos de entrada.

n almacena el numero de los nodos de la red.

p almacena el numero de nodos centros.

El algoritmo se presenta como sigue:
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i<=n-p4l

Output L/C
<=p= k<=p-f1 1<=pc1
LO«0 LOo=L1/C1 LO=L0+L1/C1 L0=L0+L1/C1
1L1¢0 ik L1¢0 L1¢0 L=10/3
C1e0 Z; €10 l<=p-1 C1¢0 J<=m-p-IN\ A7

C=C+1 S

L

k=k+1 C=C+1 L1=L1+L2/C2  C=C+l 1=L1+L2/C2
L2¢0 k=k+l  12¢0 k=k+1

C2¢0 K C2¢0 015 F

Cix Y Xi15

e[Q
Cl= Ll= Ll= 1=1+1 j=j+1

c1+1 Ll+Cik L1+ Zik
K1 ¢ O15 ¢
c2= L2= L2= 2= L2= L2=

c2+1 L2+Ka  L2+4Yiq c2+1 L2+015  L2+Xi1j
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v" Pseudocédigo: Grado de cumplimiento UMApHMP

L0

C«0
for i=0 to n-p-1
C=C+1
L0=0
L1=0
Cl=0
for k=0 to p-1

if Cix,Zixe [0, 1]

Cl=Cl+1
if Cix<Zix
L1=L1+Cix
else
Ll= L1+Zix
k=k+1
L0=L1/C1
L1=0
C1l=0

for k=0 to p-1
Cl=Cl+1
L2=0
C2=0
for 1=0 to p-1
if Kxi,Yixi€ [0, 1]
C2=C2+1
if Kri<Yin1
L2=L2+ Kx1
else
L2=L2+ Yix1
1=1+1
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L1=L1+L2/C2
k=k+1
LO=L0+L1/C1
L1=0
Cl=0
for 1=0 to p-1
Cl=Cl+1
L2=0
C2=0
for j=0 to n-p-1
if Qi5,Xj15€ [0,1]
C2=C2+1
if Q15<Xi1;y
L2=L2+Q15
else
L2=L2+Xi1;
j=3+1
L1=L1+L2/C2
1=1+1
LO = LO+L1/C1
L = L+L0/3
i=i+1

output L/C

Tiempo computacional : np (n +p+ 1)
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v Implementacion del algoritmo en C++

//Fuzzy UMApHMP: Degree of certainty
//Author: David Kutangila Mayoya
//Date: Monday,November 22nd, 2004
//Department of Computer Science and
//Artificial Intelligence

//University of Granada

#include <iostream.h>
main () {
int n,p,C=0,C1,C2;
double L=0,L0,L1,L2;
cout << “Degree of Certainty (UMApHMP) \n\n”;
cout << “Number of nodes: ”;
cin >> n;
cout << “\nNumber of hubs: ”;

cin >> p;

//Declaring input data
double C[n-p] [p],Z[n-p] [p],Klp] [p],Y[n-p] [p] [p];
double Qlpl [n-pl, XI[n-pl[p] [n-pl;

//Entering input data
//will be written later
//Processing input data
for (int i=0; i<=n-p-1;){
++C;
L0=0;
L1=0;
Cl=0;
for (int k=0; k<=p-1;){
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if (C[i] [k]1>=0 && CI[i] [k]l<=1 &&
z[i] [k] >=0 && Z[i] [k]<=1){
++C1;
if (Cl[il [k]1<Z[4i] [k])
L1l += CI[i] [k];
else
L1 += Z[i] [k];

}

++k;
}
L0=L1/C1;
L1=0;
Cl=0;
for (int k=0; k<=p-1;){
++C1;
L2=0;
C2=0;
for (int 1=0; l<=n-p;){
if (K[k][1]1>=0 && K[k][1l]l<=1 &&
Y[i] [k] [11>=0 && YI[i] [k] [1]1<=1) {
++C2;
if (K[k] [1]1<Y[4i] [k] [1])
L2 += K[k][1];
else
L2 += Y[i] [k] [1];

}

++1;

}

Ll += L2/C2;
++k;

}

L0 += L1/C1;
L1=0;
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Cl=0;
for (int 1=0; l<=p-1;){
++C1;
L2=0;
C2=0;
for (int j=0; j<=n-p-1;){
if (Q[1] [3]1>=0 && Q[1] [jl<=1 &&

X[i1[1]1[§1>=0 && X[i][1][j1<=1){

++C2;
if (QI[1]1[j1<XT[i][1]1I[3J1)
L2 += Q[11[31;
Else
L2 += X[i][11[31;

++7;
L1 += L2/C2;
++1;
L0 += L1/C1;
L += L0/3;
++1;

}

cout << “\nThe degree of certainty is ” << L/C;

return O0O;
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I11.3.2. Problema CMAHLP

I11.3.2.1. Problema CMAHLP crisp

Ademas de las definiciones y formulaciones presentadas en [10], se define el CMAHLP mas

precisamente de la manera siguiente [32]: Dado un grafo completo G =(N,A) donde

N ={LL ,n} es el conjunto de nodos y 4=NxN , un conjunto de aristas dirigidas. Hay un

requisito del envio de trafico de W, asociado a cada par ordenado de nodos (1', i )e A; W, es

el volumen del envio de trafico asociado. No se asume que W, =W ni que W, =0. También

dado C;, el coste de enviar una unidad de trafico directamente de i a j. C; es siempre

proporcional a la distancia entre iy j y es generalmente euclideo. Cada flujo tiene tres
componentes separados: la coleccion (nodo origen — centro), transferencia (inter — centro) y
distribucién (centro — nodo destino). Cada componente tiene el coeficiente de coste por

unidad, respectivamente y, o, d. Asi, el coste del flujo por unidad para la coleccion es
xC,. ,donde i es un nodo no centro y k es un centro.

Similarmente, la transferencia inter—centro tiene el coste aC,, donde £, / son ambos centros y
la distribucion tiene el coste C,; donde / es un centro y j es un nodo no centro. A menudo,

debido a las eficiencias de transferencia inter-centro, v <1 es un factor de descuento de la

transferencia, mientras que y,0 =1. En cualquier caso, se asume que y,0 >« .

No hay un algoritmo de solucion o estudio computacional del CMAHLP en la literatura. El
problema de p-mediana centro no capacitada con asignacion multiple (UMApHMP), que es
quizas el problema mas relacionado, se ha investigado profundamente. E1 UMApHMP fue
estudiado por Aykin (1993) que examindé un modelo con capacidades sobre las aristas
utilizando un enfoque exacto y heuristico. Campbell [14] desarroll6 las formulaciones para
varias variantes de UMApHMP. En [15], Campbell define dos heuristicas (ALLFLO vy
MAXFLO) para solucionar este problema. En [94], Skorin-Kapov et al. facilitan un programa
lineal entero mixto que ajustan las formulaciones dadas por Campbell y utiliza pocas
variables. Ernst y Krishnamoorthy [38] dan una idea de una heuristica utilizando caminos mas

cortos y obtienen soluciones exactas utilizando dos métodos, la enumeracion explicita y el
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"Branch and Bound". Ademads, Ernst y Krishnamoorthy [38] desarrollan un programa lineal

entero mixto con O(n’) variables.

Ademés de las formulaciones presentadas en [10], en [32] se estudia el Problema de
Localizacion de Centro Capacitado con Asignacion multiple (que se refiere como CMAHLP).
La eleccion del problema se motiva por una aplicacion de reparto postal. En el reparto postal,
el volumen del correo que los centros pueden clasificar se limita por una restriccion del
tiempo, que limita el volumen del correo que se puede clasificar en los centros de
clasificacion de correos. Por eso, se introduce las restricciones de capacidad en los nodos
centros. Estas restricciones se aplican solamente sobre el trafico que llega al centro

directamente desde los nodos no centros, como es donde la clasificacion tiene lugar.

Una variante de este problema se presenta cuando existen las capacidades sobre ambas, la
coleccion y la distribucion. En el CMAHLP hay también un coste asociado al establecimiento
de un nodo como centro. Consecuentemente, el numero de los centros para cualquier

problema dado necesita derivarse por un modelo matematico de decision.

Un programa lineal entero mixto para el CMAHLP fue dado por campbell [14], que incluia

restricciones como X, <Y, y X, <Y Vi, j k,m.Estas restricciones pueden remplazarse

il
por sus agregaciones, tal como presentadas en las formulaciones de UMApHMP de Skorin-
kapov et al. [94]. El MILP para el CMAHLP dado por Campbell restringe que la suma del
trafico que entra en cualquier centro via la coleccion y la transferencia sea menos que la
capacidad de ese centro. En la version de [32] se aplica una restriccion sobre el volumen de
trafico que entra en un centro via la coleccion. Para el modelo considerado en [32], se
remplaza simplemente

ZWU {Z(Xﬁkm +Xy.mk)—X,.jkk} <T.Y, Vken (1)

i m

por la restriccion siguiente

DIWD X STLY, Vke N )
i J m

En [32] la formulacion de Campbell se denota como CMAHLP-C'y se presenta como sigue:



170

Formulacion CMAHLP-C

min > > > > W, Coun Xy + D FY, 3)
i j ok m k

sa. D > X, =1 Vi, je N, (4)
A
Xy SV, Vi, j,ke N, (5)
> X <Y, Vi, j,me N, (6)
p
DIWD X, STLY, Vke N, (7)
TS
Y, {0,1} Vke N, (8)
0< X, <1 Vi, j,k,me N 9)

donde la variable X, ~denota la fraccion del flujo que viaja del nodo i al nodo j via los
centros localizados en k' y m, la variable Y, Vke N se define por

3 {1 si el nodo k es un centro

0 sino
El coste por unidad del flujo X, se define por
Cion =XCy +aC,, +6C,. Vi, jk,me N

F, es el coste fijo asociado al establecimiento de un centro en el nodo ky I', es su capacidad.

La ecuacion (4) asegura que el flujo total (W) de i a j esta transferido, mientras que las

ecuaciones (4) y (6) garantizan que las transferencias ocurren solamente via los centros. Las

ecuacion (7) asegura que las capacidades se estan tomando en cuenta.

Con el CMAHLP los centros estan capacitados y hay un coste fijo asociado al establecimiento
de un nodo dado como centro. Asi, el modelo no solo decide sobre la localizacidén optima de
los centros sino también sobre el niimero de centros requeridos. Se nota también que si la
localizacién de los centros se conoce a priori, entonces el CMAHLP se reduce a un problema

de flujo multiproducto.
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En [32] se presenta una nueva formulacion MILP para el CMAHLP. Esta formulacion utiliza
mas pocas variables y restricciones que la de Campbell presentada arriba o el UMApHMP
muy relacionado presentado por Ernst y Krishnamoorthy [38]. Como punto de partida, se
refiere a la formulacion UMApHMP publicada por Ernst y Krishnamoorthy [38]. Se definen

los parametros del problema como sigue:

G, coste por unidad de flujode i aj;

/8 flujodeiaj,;

F, coste de establecimiento de un centro en el nodo £;

¥, o, 0 coeficientes respectivamente de la coleccion, transferencia y distribucion;
N numero de nodos;

I, capacidad del centro £;
p nimero de nodos que se deben escoger como centros;

Las variables de la formulacion son:

Z, flujo del nodo i al centro £;
Y, flujo del nodo i via los centros ky /;
X 1; flujo del nodo i via el centro /;

3 {1 si el nodo k£ es un centro
=

0 si no

Con cambios de notacién menores y las definiciones de arriba, Ernst y Krishnamoorthy [38]

formularon el UMApHMP como sigue:

Formulacion UMApHMP-N
minZ|:ZZCikZik +0{ZZCHY;] +§ZZCIJX;] (10)
Lok kol T
s.a. ZHk =p a1
k

Yz, =>W, Vi, (12)
k J
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2. X =W, Vi, /., (13)
/
ZY,{’#ZX,; —ZYI;L -Z,=0 Vi, k, (14)
]
Z,<Y W,H, Vi, k, (15)
J
X, <W,H, Vi, 1k, (16)
X,.Y,Z, 20 H, e{0,1} Vi, jk,L (17)

La ecuacion (11) especifica el naumero de centros mientras que las ecuaciones (129 y (14)
representan las ecuaciones de divergencia para un problema de flujo en la red. Las ecuaciones

(15) y (16) aseguran que ningln flujo viaja directamente entre nodos no centros.

La formulacion UMApMHP-N tiene (2113 +n’ +n) variables de las cuales n son binarias y

(n3 +3n° +n+ l) son restricciones lineales.

La formulacion CMAHLP que se desarrolla en [32] determina implicitamente el nimero de
centros requeridos para la solucion Optima. Este se realiza afiadiendo un coste fijo para

establecer un centro en el nodo £. Asi, la funcion objetivo vuelve a ser

minZ{;(ZCikZik+aZZCk,ij+5ZZCUX; +> F.H, (18)
i k ko1 I k

También la ecuacion (11) ya no es necesaria y se puede borrar. Para tomar en cuenta las

capacidades de los centros, se afiade el siguiente conjunto de restricciones:

> 7,<T.H, Vk (19)

Este basta para especificar completamente el CMAHLP. No obstante, en la practica,

agregando la ecuacion (16) de la siguiente manera

> X, <Y W.H, Vi, j (20)

hace que la solucidon 6ptima se encuentre mas eficientemente. Esta nueva formulacion tiene
(4n2 + 2n) restricciones y (2n3 +n’+ n) variables. Asi, una formulaciéon MILP del CMAHLP

€S
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Formulacion CMAHLP-N

minz{;(quzﬂaZZCk,Y,; +6) Y C, X, |+ FH, (21)
i k kol I k

sa. . Z,=>W, Vi, (22)
k J
Z[:X,j. =W, Vi, j, (23)
Z Z, <T.H, Vk, (24)
DY+ X =Y, -Z, =0 Vi, k, (25)
, 7 ,
Z,<Y W.H, Vi, k, (26)
J
ZX;Z < ZVK,H, Y1, j, (27)
X, Y0, Z, 20 H,e{0,1} Vi, jk,l (28)

Esta formulacion tiene substancialmente mas pocas variables que una formulacion del
CMAHLP que se basa en [14]. Campbell muestra el uso de O(n*) variables mientras que el

CMAHLP-N utiliza O(n’) variables. Pero deseando resolver problemas mas grandes, se
explora una segunda formulacion en la cual se reduce el nimero de variables haciendo la

substitucion de la forma

Z, =Y Vi, k (29)
!

Se reduce también el nimero de restricciones borrando las ecuaciones (22) y (26) y

substituyendo la ecuacion (27) por

DY WH, Vi (30)
ik i

Entonces, la nueva formulacion de [32] se presenta como sigue:
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Formulacion CMAHLP-F

min Y > > (yC,+aC, )Yy +>.>.> 6C, X, +> FH, (31)
i k1 i o1 k

sa. Y X, =W, Vi, j (32)

!

> > Y <TH, Vk, (33)
i !

Z ;YH < ZZ w,H, Vi, (34)
i i

Zk: Y, = ZX,;’. Vi,l, (35)

j
X, 7,20  H.e{01} Vi jkl (36)

Esta formulacion tiene (2113 + n) variables y (2n2 + n) restricciones, que es aproximadamente
la mitad del nimero de restricciones del CMAHLP-N.

I11.3.2.2. Problema CMAHLP borroso

v Formulacién del modelo

Ademas del CMAHLP-2 borroso que hemos desarrollado mas arriba, presentamos otro que

desarrollamos a partir de la siguiente formulacion crisp desarrollada en [32]:

Formulacion CMAHLP-F

min Y >3 (¥C, +aC,) Y, +>. > > 6C, X, +> F.H, (1)
i k1 i1 k

sa. D X, =W, Vi, j )
Z[:ZI:YH <T . H, Vk, 3)
DN DU @
Zk: Y, = ZX,;’. j Vi,l, (5)
XY, 26 H {01} Vi, jk,L (6)

En la funcién objetivo de esta formulacion, suponemos la incertidumbre en los mismos datos

como en el modelo precedente con la excepcion que Y, siendo el flujo del nodo i via los
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centros k y / por todo i,k,/e N y que en esta formulacion ZY,{’I Z,,Vi,k, se utilzara

i
ZYH envezde Z, .
i

Con esta precision, presentamos el segundo modelo del problema borroso de localizacion de

centro capacitado con asignacion multiple que denominamos CMAHLP-F borroso:

CMAHLP-F borroso

(27]3°) = min 23 (Culpted Co)) +er( Cultaed €))) i+

2225( ) e zj))le+Z( ‘ﬂﬁ/ ) .

s.a. ZI:X; =W, Vi, )
ZZIZYH 4 H, Vk, 3)
2% %Z;W,-,H, v, )
; Y, = ;X,j. Vi,l, (5)
X, v 20  He{0l} Vijkl (6)

Primero calculamos el coste optimo Z* utilizando el modelo sin los grados de

pertenencia, es decir el modelo CMAHLP-F crisp, luego utilizamos los grados de

pertenencia en la formula siguiente para calcular el grado de cumplimiento A~ de la
solucion crisp obtenida en el paso 1:
Grado de cumplimiento CMAHLP-F

1 .
¢ =2 ) aeC) a1
(1)
MMM (120(C,) 13 (X))} + Mt F) 1, |

S.a. He Ci ) e Cur) »ﬂ?/o(y;fil ) ’luc%(clf ) ,,u/%(X,j. ) Mp(F)€[0.1]

Vi, jk, o (2)
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Si A" =1, entonces se habra tratado de un CMAHLP-F crisp; si, por el contrario 0< A" <1,
entonces se habra tratado de un CMAHLP-F borroso. Asi pues, afirmamos que el CMAHLP

borroso es una generalizacion del CMAHLP-F crisp.
v" Algoritmo de calculo del grado de cumplimiento CMAHLP-F

Datos de entrada:

» Lamatriz C(,,_p)xp = [ﬂ&o(cik )]

(n=p)xp

= Lamatriz K, , = [ﬂ@n)(ckl )]

pxp

s [.a matriz pr(n_p) = [luéﬁ(clf )j|

pX(n-p)

= [amatriz X(n_p)pr(H—P) - ['u/%(Xg ):|(

n—p)xpx(n—p)
= Elvector F, =[,U,%(Fk)]p

Variables utilizadas:

e L[, LO, L1 y L2 almacenan los resultados intermedios calculados en los diferentes
bucles del algoritmo, desde los bucles mas exteriores a los bucles més interiores
respectivamente. El resultado final se almacena en la variable L.

e (C, Cl y C2 son contadores que sirven como denominadores en los calculos del
resultado, desde los bucles mas exteriores a los bucles mas interiores.

e 1, j,kylson losindices de acceso a los datos de entrada.

e n almacena el nimero de los nodos de la red.

e p almacena el nimero de nodos centros.

El arbol programatico del calculo del grado de cumplimiento de una solucion CAMHLP-F se

Presenta como sigue:
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<1p i<ip-1 hp-1
L0 Lanbde=/C Lanbda=] anbdat /(2 anbda~(Lanbda+/C
G0 0 1«0 output Lanbda
G0 G0 Ey
kFp1 J<grpl and
LI<0 [AALI/CL L1« I[AALI/CL IAA+F Ikt
Cl<0 =+l Cle0 =i+l CCH

CGCH

[2¢0 LIELIH2/2

Q-2+ [2H2+Q, 1242+

Q-+ H2HCHW2 122+,
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v Pseudocédigo: Grado de camplimiento CMAHLP-F

L«0
C«0
for i=0 to n-p-1
L1<0
Cl<-0
C=C+1
for k=0 to p-1
if Cik,Kx1€[0,1]
L2«0

C2«-0
Cl=Cl+1
for 1=0 to p-1
if Yix€ [0,1]
C2=C2+1
if (Cix+Ki1) /2 < Yina
L2=L2+ (Cix+Ki1) /2
Else
L2=L2+Yix1
1=1+1
L1=L1+L2/C2
k=k+1
L=L+L1/C1
i=i+1
Lambda=L/C

L0
C«0

for i=0 to n-p-1
L1<-0
Cl<-0
C=C+1
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for j=0 to n-p-1
L2«-0
C2¢-0
Cl=Cl+1
for 1=0 to p-1
if Qi4,Xi15€ [0,1]
C2=C2+1
If Qi5<Xin;
L2=L12+Q;
else
L2=L2+X;1;
1=1+1
L1=L1+L2/C2
j=j+1
L=L+L1/C1l
i=i+1
Lambda=Lambda+L/C

L«0
C«0

for k=0 to p-1
if Fre [0, 1]
L=L+Fy
C=C+1
k=k+1

Lambda= (Lambda+L/C) /3
output Lambda

Tiempo computacional del algoritmo: p (2(11)2 + 1)
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v Implementacion en C++

//Fuzzy CMAHLP-F: Degree of certainty
//Author: David Kutangila Mayoya
//Date: Tuesday,November 23rd, 2004
//Department of Computer Science and
//Artificial Intelligence

//University of Granada

#include <iostream.h>
main () {
int n,p,C=0,C1,C2;
double L=0,L1,L2;
cout << “Degree of Certainty (CMAHLP-F)\n\n”;
cout << “Number of nodes: ”;
cin >> n;
cout << “\nNumber of hubs: ”;

cin >> p;

//Declaring input data
double C[n-p] [p]l,Klp] [p],Qlp] [n-pl;
double X[n-p] [p] [n-pl,Flpl;

//Entering input data

// will be written later
//Processing data
for (int i=0; i<=n-p-1;){

L1=0;

Cl=0;

++C;

for (int k=0; k<=p-1;){

if (C[i] [k]1>=0 && CI[i] [k]l<=1 &&
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K[k] [1]1>=0 && K[k] [1]<=1) {
L2=0;
C2=0;
++C1;
for (int 1=0; 1l<=p-1;){
if (Y[i] [k] [1]>=0&&Y[i] [k] [1]<=1) {

++C2;
if ((C[i] [k]I+KI[k][1])/2 <
Y[i] [k] [1])
L2+=(C[1i] [k]+K[k] [1])/2;
else

L2+=Y[i] [k] [1];

)

++1;

}

L1 += L2/C2;

}

++k;
L += L1/C1;
++1;
Lambda = L/C;
L=0;
C=0;

for (int i=0; i<=n-p-1){

L1=0;

C1=0;

++C;

for (int j=0; j<=n-p-1;){
L2=0;
C2=0;
++C1;
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for (int 1=0; 1l<=p-1;){
if (Q[1]1[j]1>=0&&QI[1] [j]<=0&&

X[11 [1] [§]>=0&& X[1] [1] [j1<=0){

++C2;

if (Q[1] [J)<XT[i][1]([3])
L2+=Q[1] [j];

else
L2+=X[1] [1]1 [3];

}

++1;
}
L1 += L2/C2;
++7;
}
L += L1/C1;
++1;
}
Lambda += L/C;
L=0;
C=0;
for (int k=0; k<=p-1;){
if (F[k]>=0 && F[k]l<=1){

L += F[k];
++C;
}
++k;
}
Lambda = (Lambda+L/C)/3;
cout << “\nThe degree of certainty is ” << Lambda;

return 0;
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I11.3.3. Problema UMApHMP
I11.3.3.1. UMApHMP crisp

Ademas de lo visto en [10] sobre UMApHMP, en [38] se considera una red en la cual algin
producto se intercambia entre nodos, posiblemente via otros nodos que facilitan este flujo. En
las situaciones donde se puede ganar un descuento del volumen combinando flujos de
numerosas fuentes, se debe organizar la red para que incluya un conjunto de centros, que
actlian como centros de consolidacion para numerosos nodos. Estos centros estan
completamente interconectados mientras que los nodos no centros deben enviar todo su
trafico indirectamente via uno o muchos centros. Tales redes de transporte se presentan en la
industria de linea aérea, los sistemas de reparto postal y de telecomunicacion. Cuando se
disefia una tal red, se debe escoger un numero fijo p de los nodos como centros y asignar (o
conectar) los nodos restantes a uno o muchos de los centros escogidos de modo que se
minimicen los costes de funcionamiento de la red resultante. Este tipo de problema de disefio

se refiere como un problema de p-mediana centro.

Se asume que se conocen los flujos no negativos asociados a cada par de nodos origen —
destino (O — D). El coste de funcionamiento de cualquier red depende de la distancia entre
nodos en la red, el montante del flujo que debe desplazarse a través de estas distancias y el
tipo de conexion entre los nodos (si el flujo se transfiere entre los centros, se colecciona desde

o se distribuye a un nodo no centro).

En este problema de p-Mediana Centro no Capacitado con Asignacion Multiple no hay
restricciones de capacidad en los centros o sobre los flujos en las aristas. También cada nodo
no centro puede asignarse a multiples centros en vez de enviar y recibir todo su flujo a o de un
unico centro. Mientras que en el caso de asignacion unica, cada nodo no centro se asigna
exactamente a un centro, el caso de asignacion multiple permite que cada nodo no centro se
asigne a muchos o a todos los centros de modo que se minimice todo el coste para satisfacer
la demanda del flujo. Por ejemplo, en la aplicacion de linea aérea, los pasajeros de un nodo no
centro pueden elegir volar via diferentes nodos centros dependiendo de su destino final. En el
ejemplo de reparto postal, el correo de un nodo no centro puede rutarse via diferentes nodos

centros dependiendo de su Ultimo destino. Puesto que las restricciones de asignacion unica se
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relajan en el caso de asignacion multiple, la solucion resultante serd menor que en el caso de
unica asignacion.
El Problema de p-Mediana Centro no Capacitado con Asignacion Multiple es un problema de

decision de localizacion—asignacion. Dado un grafo completo G = (N ,A) , donde
N ={l,...,n} es el conjunto de nodos y 4= NXN es el conjunto de aristas. Para cada par de
nodos (i, /), se tiene una demanda no negativa W, del flujo. En la literatura se asume

generalmente que los volumenes del flujo son simétricos, es decir W, =W, . Mientras que este

no es una restriccion en [38], se muestra como esta propiedad se puede explotar si existe. Hay

también distancias d; entre los pares de nodos (i, j) . Dado p, el namero de centros a localizar

en una red, el Problema de p-Mediana Centro no Capacitado con Asignaciéon Multiple es un
problema de encontrar las localizaciones O6ptimas de centros (un subconjuntos de nodos), asi

como la asignacion de todos los nodos no centros restantes a los centros.

En el ejemplo de reparto postal, cada flujo W, de i a j tiene tres componentes separados

asociados a el, denominados coleccion, transferencia, y distribucion. La coleccion representa
el movimiento del correo desde los distritos postales a su centro de clasificacion de correo al
que se asignan (centro). Los centros en esta aplicacion actiian como centros de consolidacion
y de clasificacion para el flujo de correo. La transferencia es el movimiento de correo entre
los centros. La distribucidon ocurre desde el centro terminal al distrito postal de destino. Cada
una des estas actividades tiene un coste por unidad de flujo que es proporcional a la distancia.

Los coeficientes de coste se denotan respectivamente como y,& y J. En la literatura, y y

O son generalmente iguales (normalizados a uno) mientras que o es un factor de descuento

de volumen que es menos que uno.

El Problema de p-Mediana Centro no Capacitado con Asignacion Multiple puede formularse
como un Programa Mezclado Lineal Entero. Se utiliza, como punto de partida, la formulacion

publicada por Campbell en [14]: Sea el conjunto de » nodos de los cuales p se deben escoger

como centros. Sea /1, una variable binaria para cada ke N que tiene un valor de uno si k es
un centro. Para cada i, j,k,/e N, sea X}, una variable que es la fraccion del flujo total w,

desde el nodo i al nodo j, rutado via k y /. El coste del flujo por unidad junto con esta ruta se
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da por C, . Definiendo d;;como la distancia entre los nodos i y j, €l coste se puede escribir
como

Cyu = xdy +od, +dd,

donde y,or y & son costes respectivos de coleccion, transferencia y distribucion. En la
literatura <1 es el factor de descuento y y =0 =1. No obstante, para las aplicaciones de

reparto postal, se puede tener tres constantes distintas. Con estas definiciones, el problema

UMApHMP se puede estatuar como sigue:

(Problema UMApHMP-LP)

min >, >, > > 7, Ciu Xy

ieN keN leN jeN

sujetoa: Y H,=p (1)

ke N

> X, =1 Vi,je N, ()
keN leN

> X, <H, Vi, j,ke N, 3)
leN

> X, <H, Vi, j,le N, (4)
ke N

H,e{0,1} Vke N, (5)
X, 20 Vi, j,k,le N. (6)

Esta formulacion fue utilizada por Skorin-Kapov et al. [93] para resolver el problema de p-
mediana centro no capacitado con asignacion multiple exactamente incorporando la relajacion
de la programacion lineal de esta formulacion en una busqueda sobre un arbol.

Se debe observar que las tnicas variables enteras en el Problema de p-Mediana Centro no

Capacitado con Asignacion Multiple son las /4, . Para los problemas de asignacion multiple,
Los X pueden ser fraccional. Dado que X, no tiene por que ser entera, el lema siguiente es
facil comprobarse.

Lema 1: L formulacion UMApHMP-LP tiene una solucion 6ptima en la cual todos los flujos
X, son sea cero sea uno. (En otras palabras, existe una solucion en la cual todo flujo entre

cualquier par de nodos se transfiere por un solo camino). Ademads, dado un conjunto 6ptimo
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de centros, esta solucion debe encontrarse solucionando el problema de camino més corto

entre cada par de nodos.

Prueba: Puesto que W, 20, G es un grafo completo y p =1, siempre existird una solucion
factible al UMApHMP-LP. Si X, es fraccional para algin 4, j, k y /, entonces existe al menos

un otro X, -~ fraccional para algin m,qe€ N , puesto que la ecuacion (2) esta valida. Ahora si

C

ijimq

<C,y > entonces la solucidon no es Optima puesto que una solucién mas barata pudiera

encontrarse poniendo

X. «X. +X.

ijmg ijmgq ijkl

y Xl.jk, 0.

Un argumento similar es valido si C,

img > Cyy - Finalmente si C;, =C,,, el flujo podria

iimg — “ij
enviarse via uno de los conjuntos de centros m,q o k,l. Este muestra que para un conjunto

de centros H dado, la solucidon optima puede obtenerse escogiendo algin k,/e H de modo

que C;, =min C,n, Y poniendo X, auno.

m,qe H
Tales k y [ se pueden encontrar solucionando el problema del camino mas corto en un grafo
dirigido G’, que se construye de manera siguiente: De cada ie N\ H a cada k€ H , hay una

arista de longitud yd, . Entre cualesquiera dos nodos k,/e€ H existen aristas de longitud
od,, en ambas direcciones. De cualquier centro /€ H a cualquier otro nodo je N\ H existe

una arista de longitud 84, .

Ernst y Krishnamoorthy [38] utilizan el Lema 1 para desarrollar una heuristica para el
UMApHMP. Dado H, un conjunto de p localizaciones de centros, se puede solucionar la parte
asignacion del problema UMApHMP muy eficientemente solucionando un problema de
camino mas corto de todos los pares. Esto se puede hacer utilizando la version ligeramente
modificada del algoritmo de Floyd-Warshall [27]. Para un conjunto de centros H dado, el

algoritmo de camino mads corto (SPA), calcula para cada i, je N :

i, j1= Z ch'leijkl'

keN leN
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SPA tiene una complejidad polinomial de O(pn®) y en la practica, se puede ejecutar muy

eficientemente. El coste 6ptimo para el conjunto de centros dado puede evaluarse trivialmente
como Zi,_;eNszc[i’ jl.

Asi, dado H generado de alguna manera, se puede dptimamente solucionar la parte asignacion
del problema usando SPA. Se puede utilizar SPA de dos maneras diferentes para generar

soluciones factibles al UMApHMP, como se ha descrito arriba.

Dado un conjunto H de centros, una solucion factible al UMApHMP puede ser obtenida
usando SPA. Ernst y Krishnamoorthy [38] utilizan esta idea para desarrollar un algoritmo
heuristico para el problema. Se refieren a esta heuristica como SPBH (Shortest Path Based
Heuristic). Se empiezan con una configuracion inicial aleatoria H. Se exploran todas las
maneras posibles de cambiar H remplazando uno de sus miembros por un nodo en N\ H ,
hasta que se obtenga una solucion mejor. Esta nueva solucion se usa como punto de partida de
la iteracion siguiente. Si no es posible obtener mejor solucion de esta manera, se empieza con

una configuracion aleatoria inicial diferente. Se repite este proceso para ¥ iteraciones, donde
y depende del tamafio del problema, y se retiene la mejor solucion. En general aumentar el
valor de y aumenta la probabilidad de encontrar el 6ptimo global. Por otra parte si se elige un
valor grande de y para problemas grandes, el tiempo computacional puede ser excesivo. No

obstante se debe notar que el algoritmo es todavia polinomial.

Ernst y Krishnamoorthy [38] utilizan en el lema 1 el hecho de que generalmente p = n, para
desarrollar un algoritmo combinatorio de enumeracion explicita de para el UMApHMP.
Emplean el SPA sobre cada combinacion posible de centros H < N y la solucién optima es
la de coste minimo. Denotan este algoritmo por EE. Claro, con un tal enfoque estd

garantizado encontrar la solucion 6ptima. No obstante tiene una complejidad combinatoria

o(C; pn®). El algoritmo EE es todavia razonable para pequefios problemas, particularmente

si p es muy pequefio. Por ejemplo, si se deben localizar exactamente dos centros, la

complejidad en términos de los nodos es O(n*). Para grandes problemas, obviamente, este

enfoque no es apropiado puesto que hay C; maneras posibles de localizar los centros.
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Para solucionar grandes problemas, particularmente para p muy grande, se necesita otros

enfoques en vez de solamente la enumeracion. El problema UMApHLP-LP supone (n* +n)

variables de las cuales n son binarias. Requiere (1+n°+2n’) restricciones lineales. No

obstante, como n aumenta, esta formulacion vuelve a ser intratable debido al crecimiento
explosivo en el nimero de variables y restricciones. Ademas solucionar la relajacion de LP
toma montantes excesivos de tiempo computacional (tiempos CPU de mas 3 — 4 horas para

problemas con n =25).

Asi se propone una nueva formulacion del problema cuya motivacion es el deseo de
solucionar grandes problemas. La idea basica escondida detras de esta formulacion denotada

por UMApHMP-N, es eliminar las variables X, tratando las transferencias intercentros

como un problema de flujo multiproducto. Cada producto representa el flujo de trafico

originando desde un nodo particular.

Y,, se define como el montante total del flujo del producto i, (es decir, el trafico emanando del

nodo i) que transita entre los centros k y /. También Z, se define como el flujo del nodo i al
centroky X l’/ como el flujo del producto i fluyendo del centro / al nodo j. Para simplificar la
notacion, se define
O =2W; y D=2 W,

jeN jeN

La nueva formulacion es, entonces:

(Problema UMApHMP-N)

minz z,’t’dikz,-k + z zadszkl} +z Z 5dlelj}

ieN | keN keN leN leN jeN
sujetoa: Y H, =p, (7)
ke N
> z,=0, Vie N, (8)

ke N

> X, =W, Vi,jeN, 9)

leN



189

DY+ X, ->Y, -Z, =0 VikeN, (10)
N jew en

Z,<OH, Vi,ke N, (11)
X, <W.H, Vi, j,le N, (12)
XY, Z, 20 Vi, j,k,le N, (13)
H, e{0,1} Vke N. (14)

Las ecuaciones (8) — (10) representan ecuaciones de divergencia para un problema de flujo de
la red para cada producto i. Hay n redes (una para cada producto) con 1+n+n nodos. El

primer nodo es siempre el nodo fuente. Corresponde al nodo i y tiene un suministro de O,. La
demanda en cada nodo de destino se ha dado como W, en las n ecuaciones siguientes.

Finalmente hay n nodos de transporte, uno correspondiendo a cada nodo centro posible.

En comparaciéon con la formulacion UMApHMP-LP, esta formulacion disminuye el tamaiio
del problema. La formulacién UMApHMP-N implica 2n’ +n”> +n variables de las cuales n
son binarias. Requiere 1+n+3n”>+n’ restricciones lineales. En otras palabras el tamafio del

problema se reduce por un factor de n en el nimero de variables y por casi un factor de 2 en el

namero de restricciones.

Obviamente el numero de restricciones es todavia bastante grande. Asi, seria preferible
reducirlo todavia. Una manera de hacerlo es agregar algunas restricciones de la forma (12).

Una formulacion alternativa se obtiene remplazando estas restricciones por

> X, <DH, Vi,je N (15)

ieN
Se refiere a esta formulacion como UMApHMP-R. Usando (15) en vez de (12) el numero de
restricciones se reduce por un factor de n. Desafortunadamente tiene también el efecto de
hacer que la relajacion del programa lineal UMApHMP-R sea mds débil que la de
UMApHMP-N.

Segin [38], el problema UMApHMP es simétrico si W, =W, Vi,je N (y por eso

O,=D,, Yie N ) y si los costes de coleccion y distribucion son idénticos (y=9). Si el
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problema es simétrico, se puede simplificar todavia notando que la ecuacion siguiente es

valida:
Z,=> X VikeN. (16)
JjeN

Ernst y Krisnamoorthy [38] utilizan la ecuacion (16) para eliminar las variables Z

completamente. Utilizando la desigualdad (15), obtienen la formulacion reducida siguiente:

(problema UMApHMP-S)

min Y | > ad, Y, +>.Y (5+;()dﬁxlj}

ieN | keN leN leN jeN

sujeto a: ZHk =p, (17)
ke N
DX, =W, Vi,je N, (18)
leN )
DY A X =D Y =D X[ =0 Vi,ke N, (19)
leN JjeN leN JjeN
> X, <DH, Vj,le N, (20)
ieN
XY, 20 Vi, j,k,le N, (21)
er{O,l} Vke N. (22)

El problema UMApHMP-S tiene 2n’ +n variables y 3n” +1 restricciones.
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111.3.3.2. UMApHMP borroso

v" Formulacién del modelo

A partir de este ultimo modelo UMApHMP-S desarrollamos otro modelo UMApHMP

borroso, ademas del desarrollado mas arriba a partir del UMApHMP 1,2,3,5 desarrollado en

[10]. En la funcion objetivo del UMApHMP-S suponemos la imprecision en los datos

siguientes:

d;, la longitud del camino mas corto entre los nodos i y j, para todo i, je N .
Asi suponemos que 1D O o= {(dij ‘ ,ul%(di/. ))} ,Vi, je N , el subconjunto difuso

de longitudes d;; precisas de caminos mas cortos, donde ,ul%(dii) es el grado

de cumplimiento de d; o su grado de pertenencia al subconjunto borroso 23

Y., , el flujo del nodo i transferido del centro k al centro /, para todo i,k,/e N .
Asi suponemos que dY D 1%:{(1/,; ‘,Ll)%(YkZ ))} ,Vi,k,le N, el subconjunto

borroso des flujos Y,, precisos, donde ﬂ%(Yk’}) es el grado de cumplimiento de

Y,, o su grado de pertenencia al subconjunto difuso V.

X[

;» €l flujo del nodo i distribuido por el centro / al nodo j, para todo

i,l[,je N. En esta formulacionZ, = ZX,:;., Vi,ke N. Como para los datos

JjeN

precedentes, se supone que HXD)%:{(X ,;

y)%(X];))},Vi,l,je N, el
subconjunto difuso de los flujos X ,; precisos, donde i, (X ,;) es el grado de

cumplimiento del flujo X ,; o su grado de pertenencia al subconjunto difuso

X

La definicion de estos datos inprecisos nos permiten desarrollar el modelo UMApHMP

basado en el modelo UMApHMP-S, de la manera siguiente:
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UMApHMP borroso:
> |un ) (Vi g ¥ ))+
(Z* ﬂ,*), mlnz keN leN A A (1)
ieN ;V:ZI;(5+Z)(% ﬂ/%(dlj))(Xz} ﬂ)%(ij'))
eN je
sujeto a: ZHk =p, (2)
ke N
DX, =W, Vi,je N, 3)
leN
DYDY X =D Y =D X[ =0 Vike N, (4)
leN JjeN leN JEN
> X, <DH, Vj,le N, (5)
ieN
XY, 20 Vi, j,k,le N, (6)
H, e{0,1} Vke N. (7)

El modelo se resuelve en dos etapas. Primero se calcula el coste 6ptimo crisp Z~ usando el
modelo sin tomar en cuenta los grados de pertenencia presentes en la funcion objetivo. Luego
se calcula el grado de cumplimiento A" de la solucion crisp obtenida en el primer paso usando

los grados de pertenencia presentes en la funcion objetivo de la siguiente manera:

Grado de cumplimiento UMApHMP:

=M M M sty (dy) A (Y )+ MM g ()~ (X)) (1)
ie N 2

s.a. Ha(dy ) 15l Y5 ) 1 dy ). g X1 )€ [0,1], Vi, jikle N, (2)

Puesto que A" € [0,1], podemos afirmar que el UMApHMP borroso es una generalizacion del

UMApHMP crisp.
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v' Algoritmo de resolucion

Datos de entrada:

e Lamatriz D, =[,ul%(dl.j)}

pxp

e Lamatriz¥, , ., = [ﬂ%(ij )}

(n—p)xpxp

e [amatriz pr(n_p) = [,u(%(C,j)}

px(n-p)

e Lamatriz X(,,,,,)X,,X(mp) = [,u)%(le )}(

n—p)xpx(n—p)

Variables utilizadas:

e [, LO, L1 y L2 almacenan los resultados intermedios calculados en los diferentes
bucles del algoritmo, desde los bucles mas exteriores a los bucles mas interiores
respectivamente. El resultado final se almacena en la variable L.

e (C, Cl y C2 son contadores que sirven como denominadores en los célculos del
resultado, desde los bucles mas exteriores a los bucles mas interiores.

e 1,j,kylsonlosindices de acceso a los datos de entrada.

e n almacena el numero de los nodos de la red.

e p almacena el nimero de nodos centros.
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LI<0
Cl<0

k< 0

I<p-1

Q=2+ A2+ 1292+

Dy Y
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<}l

Lo/l
LI<0
Cl0

output L/C

<

LOHO0HI/CI
[HH02
=t

Jqpepl

LIEIH2/2

=

Tiempo computacional del algoritmo: np(n+p) o O(nz)
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v Pseudocédigo: Grado de cuamplimiento UMApHMP

L«0
C«0
for i=0 to n-p-1
C=C+1
L0O<«0
L1«-0
Cl«-0
for k=0 to p-1
Cl=C1l+1
L2¢-0
C2¢-0
for 1=0 to p-1
if Dx1,Yixie [0, 1]
C2=C2+1

if Dy1<¥ix1

L2=L2+Dy;
else
L2=L2+Yix1
1=1+1
L1=L1+L2/C2
k=k+1
LO=L1/C1
L1«<-0
Cl«-0

for 1=0 to p-1
Cl=Cl+1
L2«0
C2¢-0
for j=0 to n-p-1

if Q15,Xi15€ [0,1]
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C2=C2+1
if Qlj <Xi1j

L2=L2+Q15
else

L2=L2 +Xilj
j=j+1

L1=L1+L2/C2
1=1+1

L0=L0+L1/C1
L1=L1+L0/2
i=i+1

output L/C

v Implementacion en C++

//Fuzzy UMAHLP: Degree of certainty
//Author: David Kutangila Mayoya
//Date: Tuesday,November 23rd, 2004
//Department of Computer Science and
//Artificial Intelligence

//University of Granada

#include <iostream.h>
main () {
int n,p,C=0,C1,C2;
double L=0,L0,L1,L2;
cout << “Degree of Certainty (UMAHLP)\n\n”

~

cout << “Number of nodes: ”;
cin >> n;
cout << “\nNumber of hubs: ”;

cin >> p;
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//Declaring input data
double D[p] [pl,Y[n-pl [p] [p],Qlp] [n-pl;
double X[n-p] [p] [n-p];

//Entering input data
//will be written later

//Processing input data
for (int i=0; i<=n-p-1;){
++C;
L0=0;
L1=0;
Cl=0;
for (int k=0; k<=p-1;){
++C1;
L2=0;
C2=0;
for (int 1=0; 1l<=p-1;){
if (D[k][1l]1>=0 && DI[k] [1l]l<=1 &&
Y[i] [k] [11>=0 && YI[i] [k] [1]1<=1) {
++C2;
if (D[k] [11<Y[4i] [k] [1])
L2 += D[k][1];
else

L2 += Y[i] [k][1]1;

}

++1;

}

L1l += L2/C2;

++k;

}

L0=L1/C1;
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L1=0;
Cl=0;
for (int 1=0; l<=p-1;){
++C1;
L2=0;
C2=0;
for (int j=0; J<=n-p-1;){
if (Q[1] [J]1>=0 && Q[1] [jl<=1 &&

X[i1[1]1[§1>=0 && X[1i][1][j1<=1){

++C2;

if (QI[1]1[31<XT[i][1]1I[3J1)
L2 += Q[11[31;

else

L2 += X[i]l[1]1[3]1;

}
++7;
}
Ll += L2/C2;

++1;

}

LO += L1/C1;
L += L0/2;
++1;
cout << “\nThe degree of certainty is ” << L/C;

return O0O;
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I11.3.4. Problema UMApHLP

I11.3.4.1. UMApHLP crisp

En el problema de localizacion de p-centro con asignacion multiple, se considera un problema
menos restringido, en el cual no hay restriccion sobre el numero de centros a los cuales los

nodos no centros pueden asignarse. Se presenta la formulacion de Skorin-Kapov et al (1996)

con la variables siguientes [95]: x,,, = el flujo fraccional del nodo i al nodo j, enviado por los

centros k y m en este orden; y, =1 si el nodo k es un centro, y 0 en el caso contrario. Los
datos de entrada dados son los siguientes: n = el numero de nodos (localizaciones); p = el

nimero requerido de centro que deben abrirse; W, = el flujo del nodo i al nodo j; ¢, = el

coste del flujo por unidad del nodo i al nodo j; v <1 es el factor de descuento sobre el coste
por unidad del flujo entre los centros. Asi, el coste por unidad del flujo del nodo i al nodo j,

enviado por los centros k y m en este orden se da por: C,, =c, +oc,, +c, . Se asume que

¢, =0, i=1,...,n. Entonces, la formulacién de Skorin-Kapov et al. (1996) es la siguiente:

n

n n

P-MA) min > > > > W,Cp Xy

i=i j=1 k=1 m=1

s.a > y=p (1)
k=1

D X =1, i,j=1..n )

k=1 m=1

in/.km <» i,j,k=1,.,n (3)
m=l

zxijkm S.ym’ i’j’mzl""n (4)
k=1

v, €1{0,1}, k=1,...n

X 2 0, i,j,k,m=1,..,n.

la funcion objetivo debe minimizar el coste total de transporte sujeto a: tener exactamente p
centros (1); el flujo entre cada par (i, j) origen-destino (o-d) podria rutarse (2) y puede rutarse

solamente via los centros (3, 4).
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I11.3.4.2. UMApHLP difuso

v" Formulaciéon del modelo

Partiendo de la formulacion p-MA presentada en [95], formulamos el UMApHLP borroso

suponiendo la incertidumbre en los datos siguientes:

w.

;» €l flujo del nodo i al nodo j para todo i, j€ N. Por eso, suponemos que

aw o V%:{(WU ‘ﬂV%(VK/))} ,Vi, je N, el subconjunto difuso de los flujos W, precisos

para todo i, je N, donde (WU) es el grado de cumplimiento de W, o su grado de

)

pertenencia al conjunto borroso W<

Cijin» €l coste de enviar una unidad del flujo desde el nodo i hasta el nodo j via los

centroo k y m para todo i, j,k,me N. Por eso, suponemos que

HCDC/O:{(Cykm ﬂ%(Cykm))},Vi,j,k,me N, el subconjunto borroso de los costes

C

ijkm

de C

ijkm

precisos para todo i, j,k,me N, donde ,u%(Cijkm) es el grado de cumplimiento

o su grado de pertenencia al conjunto borroso (.

Asi, nuestro modelo UMApHLP borroso se presenta de la siguiente manera:

UMApHLP borroso:
(&)= min 353753 09, Co e ) i )
s.a kZ:yk =p, )
Z;xﬁm =1, i,j=1,..,n (3)
lem, <0, i, j,k=1,..n @)
ixi/.km <y, i,j,m=1,..n (5)
yeelo, k=1,..n 6)
X 20, i jk,m=1,..,n. %
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El modelo se resuelve en dos pasos. Al paso 1 se calcula el coste dptimo crisp Z~ usando el
UMADPpHLP crisp es decir el modelo presentado sin tomar en cuenta los grados de pertenencia
presentes en la funcidén objetivo. Luego, en el paso 2, se calcula el grado de cumplimiento de
la solucion crisp obtenida en el paso 1 usando los grados de pertenencia presentes en la
funcion objetivo de la siguiente manera:

Grado de cumplimiento UMApHLP:

n—pn-p p p

ﬂ*:MMMM(ﬂV%(%)Aﬂ%(Cg‘m» (1)
s.a. ﬂv%(%)’ﬂéﬁ(cukm)e [0»1] i,j,k,m=1,..,n )

Puesto que A" =[0,1], afirmamos que el UMApHLP borroso generaliza el UMApHLP crisp.

v Algoritmo de resolucion

Datos de entrada:

e [amatriz W(n_,,)x,, :[ﬂ%(Wy)l

n—p)xp

e Lamatriz C(n_p)x(n_ PIxoxp — [,U@/( Cn )]

(n—p)x(n—p)xpxp
Variables utilizadas:

e L, L1, L2 y L3 almacenan los resultados intermedios calculados en los diferentes
bucles del algoritmo, desde los bucles mas exteriores a los bucles més interiores
respectivamente. El resultado final se almacena en la variable L.

e C, Cl, C2 y C3 son contadores que sirven como denominadores en los célculos del
resultado, desde los bucles mas exteriores a los bucles mas interiores.

e 1, j,k ymson los indices de acceso a los datos de entrada.

e n almacena el nimero de los nodos de la red.

e p almacena el nimero de nodos centros.
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El arbol programatico del problema se presenta como sigue:

i<¥n-p-1

L0 -y
outpu
C0 i<dn-p-1

L1<0

C=C+ wijeyd1] =

@)

=it

-
A
7

—

L2<0 L1=L1+L2/C2
C2<0
Cl1=Cl+1

3
1:_)\

L3«0 L2=1.2+L3/C3
€30 k=k+1
C2=C2+1

Cijke[0,1]

Wij Cijkm

C3=C3+1 L3=L3+Wij L3=L3+ Cijkm

m=m+1




203

v Pseudocédigo: Grado de cumplimiento UMApHLP

L<«0
C«0
for i=0 to n-p-1
L1<-0
C1¢0
C=C+1
for j=0 to n-p-1
if wise [0, 1]
L2«0

C2«-0

Cl=Cl+1

for k=0 to p-1
L3«-0

C3«-0
C2=C2+1
for m=0 to p-1
if Cijkne [0,1]
C3=C3+1
if Wis<Cijxm
L3=L3+Wi;y
else
L3=L3+Cjijkm
m=m+1
L2=L2+L3/C3
k=k+1
L1=L1+L2/C2
j=3+1

L=L+L1/C1
i=i+1
output L
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v" Implementacion en C++

//Fuzzy UMApHLP: Degree of certainty
//Author: David Kutangila Mayoya
//Date: Tuesday,November 23rd, 2004
//Department of Computer Science and
//Artificial Intelligence

//University of Granada

#include <iostream.h>
main () {
int n,p,C=0,C1l,C2,C3;
double L=0,L1,L2,L3;
cout << “Degree of Certainty (UMApHLP)\n\n”;
cout << “Number of nodes: ”;
cin >> n;
cout << “\nNumber of hubs: ”;
cin >> p;
//Declaring input data
double W[n-p] [p],Cln-p] [n-p] [p] [p];
//Entering input data
//will be written later
//Processing input data
for (int i=0; i<=n-p-1;){
L1=0;
Cl=0;
++C;
for (int j=0; j<=n-p-1;){
if (Wil [§]1>=0 && W[i]l [§1<=1){
1L2=0;
C2=0;
++C1;



205

for (int k=0; k<=p-1;){

L3=0;

C3=0;

++C2;

for (int m=0; m<=p-1;) {

if (C[i] [J] [k] [m]>=0 &&
Cl[1i1 [3] [k] [m]<=1) {
++C3;
if
(Wli]l [J1<cCI[i] [3] [k] [m])
L3+=W[i] []];

else

L3+=C[1] []] [k] [m];

++m;
L2 += L3/C3;
++k;
Ll += L2/C2;
++7;
L += L1/C1
++1;
Cout << “\nThe degree of certainty is ” << L/C;

return O0O;

Tiempo computacional del algoritmo: O (n2 P’ )
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I11.3.5. Problema de localizacion de centro no capacitado con asignacion multiple
(UMAHLP)

I11.3.5.1. Aspecto crisp

Ademas de todo lo visto en [10] sobre UMAHLP, H.W. Hamacher et al.[49] examinan el
poliedro de la factibilidad del problema de la localizacion de centro no capacitado
(Uncapacitated Hub Location problem — UHL) con asignacién multiple. En particular,
determinan la dimension y derivan algunas clases de caras para este poliedro, obtiniendo una

nueva formulacion del UHL cuyas restricciones son todas definiciones de caras.

Sea K un conjunto de productos y H un conjunto de nodos centros potenciales. Para cada

producto k€ K 'y cada par ordenado de centros (i, j)e H xH , sean C,, los costes del

ijk
transporte para encaminar el producto & via los centros i y j (en esta direccion). Por otra parte,

F, representa los costes fijos de establecer el nodo j (j€ H ) como nodo centro. Sea Y,
(je H ) igual a 1, si el nodo j se establece como un nodo centro y 0 en el caso contrario; y
sea X,; 20 (i,je H ,ke K ) la fraccion del producto k que se encamina via el primer nodo

centro i y el segundo nodo centro j. Se desea determinar qué nodos centros deben abrirse y a
qué centros se debe asignar cada producto de modo que los costes totales se minimicen bajo la
restriccion de que todos los productos tienen que encaminarse via uno o dos centros. El
problema de UHL con la asignacion multiple se puede modelar como el programa mixto

lineal entero (MILP) siguiente de D. Skorin Kapov et al. [94]:

(UHL)
miny > > Cu X+ > FY,
ieH jeH keK jeH

sujeto a Z Z X =1 paratodo ke K (1)
ieH jeH
ZXiijYi paratodo ie H , ke K, (2)
JjeH
ZXz‘ijYj paratodo jeH , ke K, 3)
ieH
Xy 20 paratodo i, je H , ke K , 4)
0<7 <1 paratodo je H (5)

Y e¢ paratodo je H (6)
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En la funcion objetivo se reducen al minimo los costes totales (de transporte mas los costes
fijos). Cada producto k tiene que enviarse via uno o dos nodos centros i y j (1). Si el producto
k se transporta via el primer nodo #, y cualquier otro segundo nodo, entonces i debe abrirse
como nodo centro (2). Analogamente, si el producto & se envia a través del nodo j como
segundo nodo, entonces j debe ser un centro (3). Existe siempre una solucion 6ptima de UHL

en la cual se valoran como enteras todas las variables X,

;s porque no hay restricciones de

capacidad en los centros.

Sea q:=|K | y n:=|H | asumimos que ambos, ¢ y n, son mayores o iguales a 2. La

formulacion UHL implica n°q+n variables, n de ellas son binarias. Hay (2n+1)g

restricciones lineales que se satisfaran.

Por simplicidad, sea X :==(X ;) iy ek Y V=) jens -

Ademas sea X,,, el conjunto de soluciones factibles de UHL, es decir
Xy = 1(X,Y)e | "7 :(X,Y) satisface (1) — (6)},

sea X um el conjunto de soluciones a la relajacion de UHL, es decir

X o ={(X,Y)e | " :(X,Y) satisface (1) - (5)},

sea L,,, el conjunto de puntos enteros factibles de UHL, es decir

Lo ::{(X,Y)G Xom * X,

x€{0.1} Vi,jeH , keK }
y sea P, el poliedro obtenido como capsula convexa de L, , es decir
P =conv (L, ).

La localizacion de la facilidad no capacitada (Uncapacitated Facility Location — UFL) se

puede modelar como el siguiente programa mixto lineal entero:

(UFL)
min Z Z CaXp Z 1y,
jeH keK jeH
sujetoa Y x, =1 Vke K , (7)

jeH
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Xy SV, VieH, ke K , (8)
x; 20 VieH, ke K , 9)
0<y, <1l VieH , (10)
y,€¢ jeH , (11)

donde H es un conjunto de facilidades, K el conjunto de los clientes, Cir los costes de
transporte para que una facilidad j sirva al cliente &, f; los costes fijos de establecer una
facilidad en el nodo j, x, la fraccion de la demanda del cliente & servida por la facilidad

Jj€H ;ydonde y, =1 sila facilidad j esta abierta, y y;, =0 en el caso contrario.

Como mas arriba, se asume que n = |H | yq= |K | son ambos mayores o igual a 2.

Sea 1= (,) e gex + Y= (7)) en > X =L (6 0)€ 1 7 1 (x,y) satisface (7) — (1)},

Lym ={(x,5)€ Xy :x, €{0,1} VieH , ke K | y Py, =conv(L,, ).

La dimension de P, puede ser derivada directamente demostrando que las g restricciones de

la igualdad en (7) son linealmente independientes y que cada otra igualdad satisfecha por

todos los puntos en P, es una combinacion lineal de igualdades de (7)

Entonces el UHL puede formularse como el siguiente programa mixto lineal entero mas fuerte

(stronger MILP), denominado FACET-UHL.

(FACET-UHL)

min )} > G4 X, + 2 FY,

ecE keK jeH
sujeto a
ZXek =1 paratodo ke K (12)
ecE
Z X, <Y, paratodo je H , ke K (13)
ecEedj
X, =20 paratodo ec E, ke K (14)

Y, <1 paratodo je H , ke K (15)
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Y.e¢ paratodo je H

J

(16)

Otra ventaja de FACET-UHL es su numero mas pequeiio de variables X, , que resulta en una

dimension mas pequeio para el poliedro entero factible.

I11.3.5.2. Aspeto difuso

v" Formulacién del modelo

Ademés del UMAHLP borroso que hemos desarrollado antes a partir del UMAHLP crisp
desarrollado en [10], presentamos otro UMAHLP borroso a partir del FACET-UHL crisp

desarrollado en [49]. Pero, en vez de C’f}{ escribiremos C,, para que no se confunda con un

subconjunto borroso:

FACET-UHL crisp

minz Z C,X,+ Z FJY]

ecE keK JjeH
sujeto a
ZXek =1 para todo ke K
ecE
Z X, <Y, paratodo jeH , ke K
ecEerj
X, =20 paratodo ecE, ke K
Y. <1 paratodo je H , ke K
Y.eg¢ paratodo je H

(1)

2)

€)
(4)
()

En la funcién objetivo de este modelo suponemos la incertidumbre en los datos siguientes:

e C,, el coste de transporte del producto k definido como C, = min{C.. C.l,k} si

ijk >~ j

e={i,j}, y C,=C, si e={i}, para todo ecE y keK , sabiendo que

E :={S cH :IS|S |S2}. Asi podemos suponer que EIC:)(%:{(Cek

,U(S/u( Cy ))} >
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VeeE, Vke K , el subconjunto borroso de los costes C,, precisos, donde ,,(C,, )

es el grado de cumplimiento de C,, o su grado de pertenencia al subconjunto borroso
&

* F;,,VjeH, coste fijo para establecer el nodo j como centro. Suponemos pues que
dF o 1%:{(}?/. ‘,UI%(F/.))},V]'E H , el subconjunto borrosos de los costes F; precisos,

donde ,u}%(F /.)es el grado de cumplimiento de F; o su grado de pertenencia al

subconjunto difuso P
Asi, el FACET-UHL difuso (UMAHLP difuso) se presentara como sigue:

FACET-UHL borroso:

(27 |47) = min Y 3 (Cue e € )) X+ 2 F | F) )Y, (1)
ecE keK jeH

sujeto a
ZXek =1 para todo ke K (2)
ecE

Z X, <Y, paratodo jeH , ke K 3)

ecEerj
X, 20 paratodo ecE, ke K 4)
Y. <1 paratodo je H , ke K (5)
Y.eg¢ paratodo je H (6)

El modelo se resuelve en dos pasos.En ell paso 1 se calcula el coste 6ptimo crisp usando el
FACET-UHL crisp, es decir, el modelo que acabamos de presentar sin tomar en cuenta los
grados de pertenencia presentes en la funcion objetivo. En el paso 2, se calcula el grado de
cumplimiento de la solucion crisp obtenida en el paso 1, usando los grados de pertenencia

presentes en la funcion objetivo de la siguiente manera:
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Grado de cumplimiento FACET-UHL:
M M /léﬁ((j;k)"xlﬁ +_;Eg /lﬁ“(ju})'ia

ﬂ*:eeEkeK 1

> (1)

s.a. iXek =1 Vke K (2)
e=1

X,.Y, €{0,1] Vee E, Vje H ,Vke K (3)

1o Coi)s tp F, )€ [0,1] Vee E, Vje H Vke K (4)

Puesto que A" €[0,1], podemos afirmar que el FACET-UHL borroso generaliza el crisp.

v Algoritmo de calculo de grado de cumplimiento del FACET-UHL

Datos de entrada:

e Lamatriz C, =[,Uc (Cu )}

n*xq

e Lamatriz Xy = [X,]

n’xq

J

e Elvector F, =[ﬂ}%(F')],,

e Elvector ¥ = [Y.]n

J

Variables utilizadas:

e [, L0 yLI almacenan los resultados intermedios calculados en los diferentes bucles
del algoritmo, desde los bucles mdas exteriores a los bucles mds interiores
respectivamente. El resultado final se almacena en la variable L.

e (0 y C1 son contadores que sirven como denominadores en los célculos del resultado,
desde los bucles mas exteriores a los bucles mas interiores.

e ¢,jyk sonlosindices de acceso a los datos de entrada.

e n almacena el nimero de los nodos de la red (nodos centros potenciales) i, je H.

e q almacena el nimero de productos ke K.
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Arbol programatico:

e<=n’- j<=n
L0« 0 L« L0/CO Output (L+L0/C0)/2
C0«0 L0« 0
C0«0
Fie [0,1] and
k<=q
Y i
C0=C0+1 L0=LO0+L1/C1 LO=LO+F; j=j+1
Ll<0 e=e+1 CO0=Co0+1
Cle0

L1=L1+C k=k+1
Cl=Cl1+1
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v Pseudocédigo: Grado de cumplimiento FACET-UHL

L0«0
C0«-0
for e=0 to n®*-1
C0=C0+1
L1«-0
Cl<-0
for k=0 to g-1
1f Ceke [0,1]and Xg=1
L1=L1+Cex
Cl=Cl+1
k=k+1
L0=L0+L1/C1
e=e+l
L«L0/CO
L0«0
C0«-0
for j=0 to n-1
if Fse[0,1]and Y;=1
LO=L0+F;
C0=C0+1
j=j+1
output (L+L0/C0)/2

Tiempo computacional del algoritmo: n’g+n o O(nz)
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v Implementacion en C++

//Fuzzy FACET-UHL: Degree of certainty
//Author: David Kutangila Mayoya
//Date: Friday,November 27th, 2004
//Department of Computer Science and
//Artificial Intelligence

//University of Granada

//=====================================================
#include <iostream.hs>
main () {

int n,q,C0=0,C1l;

double L0=0,L1;

cout << “Degree of Certainty (FACET-UHL)\n\n”;

cout << “Number of potential hub nodes (i or j): ”;
cin >> n;

cout << “\nNumber products (k): ”;

cin >> qg;

//Declaring input data
double C[n*n] [g],FI[n];
bool X[n*n] [g]l,YI[n];

//Entering input data
//WILL BE WRITTEN LATER

//Processing input data
for (int e=0; e<=n*n-1;) {
++C;
L1=0;
Cl=0;
for (int k=0; k<=g-1;){
if (X[e]l [k] && Cle]l [k]>=0 && Cl[el] [k]l<=0) {
L1 += Cl[e] [k];
++C1;

}

++k;
}
LO += L1/C1;
++e;
}
double L=L0/CO;
for (int j=0; j<=n-1;){
if (Y[j] && F[j]1>=0 && F[jl<=1){
LO += FI[3];
++CO0;
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++7];
}

cout << "\nThe degree of certainty is ";
cout << (L+L0/CO0)/2;
return 0;

V.4. Conclusion

En este capitulo, hemos investigado los problemas de centro y routing cuyo objetivo es
localizar un nimero limitado de centros de modo que el flujo originado a cualquier nodo no
centro envie primero a un o dos nodos centros antes de que esté distribuido a su destino. Esto
se debe a la casi imposibilidad o al caracter costoso de dedicar conexiones exclusivas a cada
par de nodos en la red.

Hemos visto que los problemas de centro se subdividen en varios tipos. Primero, hemos visto
los problemas con asignacion Unica que son: el problema de p-mediana central no capacitada
con asignacion (USApHMP), el problema de asignacion de p-centro (pHAP), el problema de
localizacion de p-centro no capacitado con sola asignacion (USApHLP) con una variante en
que se toma en cuenta los efectos de la congestion (USApHLPC). Luego, hemos visto los
problemas con asignacion multiple que son: el problema de localizacion de centro capacitado
con asignacion multiple (CMAHLP), el problema de localizacion de centro no capacitado con
asignacion maultiple (UMAHLP), el problema de p-mediana central no capacitada con
asignacion multiple (UMApHMP) y el problema de localizacion de p-centro no capacitado

con asignacion multiple (UMApHLP).

Ademés de investigar sobre los problemas existentes, hemos planteado modelos para los

problemas siguientes:

1. Problema borroso de la p-mediana central no capacitada con asignacion Unica
(USApHMP borroso);

2. Problema borroso de localizacion de p-centro no capacitado con asignacion uUnica
(USApHLP borroso);

3. Problema borroso de localizacién de p-centro no capacitado con asignacion Unica con

congestion (USApHLPC borroso);
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4. Problema borroso de asignacion de p-centro (pHAP borroso);

5. Problema borroso de p-mediana central no capacitada con asignacion multiple
(UMApHMP borroso);

6. Problema borroso de localizacién de p-centro no capacitado con asignacion multiple
(UMApHLP borroso);

7. Problema borroso de localizacion de centro no capacitado con asignaciéon multiple
(UMAHLP borroso);

8. Problema borroso de localizacion de centro capacitado con asignacion multiple

(CMAHLP borroso).

La diferencia entre los modelos crisp y los borrosos ha consistido en que los modelos
borrosos toman en cuenta el caracter impreciso de los datos acompafidndolos de sus grados de
pertenencia en la funcién objetivo para permitir el calculo del grado de cumplimiento de la
solucion final mientras que en los modelos crisp, los grados de pertenencia se suponen que
son iguales a 1, no hay necesidad de figurarlos en la funcion objetivo del modelo, tampoco
hay necesidad de calcular el grado de cumplimiento de la solucion. Puesto que el grado de
cumplimiento se encuentra siempre en el intervalo [0,1], hemos afirmado a lo grande de este
capitulo que los problemas borrosos generalizan los crisp y hemos desarrollado algoritmos de

calculo del grado de cumplimiento en cada problema, cuyos tiempos computacionales son

generalmente de O (n2 ) :

Desde el punto de vista practico, todos los modelos son ttiles para la optimizacion de las

redes de transporte en general tanto en una situacion determinista como como en la borrosa.
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CAPITULO 1V. OPTIMIZACION DE LA RED DE TRANSPORTE DE LA CIUDAD
DE KINSHASA

IV.1. Introduccion

En esta parte, primero disefiaremos el grafo de la ciudad de Kinshasa a partir del plano
disponible. El disefio consistira en fijar los vértices o nodos en la red de transporte de Kinshasa,
luego atribuimos un peso a cada vértice, que representa la poblacion en el nodo. Las aristas son
las rutas asfaltadas existentes, puesto que nuestro estudio busca optimizar la red existente. A
cada arista asignaremos un peso que representa su longitud. Puesto que la distribucion de la
poblacion en los diferentes nodos que tendremos que fijar y las longitudes de las aristas son
aproximativas, es decir inciertas, tendremos que indicar el nivel de certeza de dichos pesos
acompafiando cada uno de ellos de su grado de pertenencia que fijamos a partir de la
observacion. Asi habremos obtenido un grafo difuso sobre el cual experimentamos algunos de

nuestros modelos.

Como dijimos en la introduccion general, en la actualidad la ciudad de Kinshasa dispone
solamente de un Mercado Central rodeado de centros comerciales en el norte de Kinshasa (zona
administrativa de Gombe). Existen algunos pequefios mercados como el Marché Gambela,
Marché Matete etc., pero no atienden a todas las necesidades de la poblacion que estd obligado a
suministrarse al Mercado Central (Marché Central de Kinshasa) cuando se trata de compras
importantes. Eso dificulta el transporte. Puesto que la solucion a esta dificultad es abrir centros
comerciales de la misma importancia como el del norte en toda la ciudad y agregar a cada uno de
ellos una estacion de autobus, nuestro objetivo en este capitulo consistira primero en determinar
donde localizar de manera 6ptima estas facilidades mediante el modelo de la p-mediana. Luego,
entre los nodos de facilidad que abremos obtenido, se tratard de escoger un o dos centros de
transporte. Como no disponemos de datos sobre los flujos entre cada par de nodos, localizaremos
los centros de transporte mediante el modelo de la p-mediana aplicado sobre los nodos de

facilidad obtenidos.
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IV.2. Diseiio del grafo de Kinshasa

IV.2.1. Los vértices

Para fijar los vértices, hemos considerado conveniente repartir la ciudad en las zonas
administrativas ya existentes y en cada una de ellas colocar uno o mas nodos dependiendo de la
poblacion. Estos nodos estan situados en aquellos sitios en los que la gente ya acostumbra a
coger los autobuses a pesar de que no existe ninguna estacion.

A un vértice se le asigna como peso, la poblacion de la zona administrativa en la que se
encuentra. Si se encuentra mas de un vértice en una zona administrativa, ésta les compartira
igualmente su poblacion. Si un vértice pertenece a muchas zonas administrativas, su peso valdra

la suma de las poblaciones de las zonas administrativas.

En la tabla que hemos presentado en el apartado I.5. sobre fijacion de la tarifa de transportes en
comun y de recorridos en coches en Kinshasa en 1999 hemos presentado 14 puntos de partida de
autobuses en negrita a pesar de que, salvo el Mercado Central, los demdas no son centros de
facilidad, solo que alli la gente se acostumbra a coger autobuses. Escogemos 13 de ellos mas 3

otros como nodos potenciales de facilidad:Marché Centale:

= Royal
= PN
= Delvaux

» Rond-Point Ngaba
* Lemba

= N'djili Ste-Thérese
» Kingasani Pascal

» Victoire

= Kintambo

= Pont-Matete

* Marché Selembao
* Marché Matete

* Bon Marché
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= FIKIN

= Kalembelembe

Para fijar los pesos a estos nodos, tenemos que saber qué zona administrativa se asigna a cada
uno de ellos segun su situacion geografica. Como dijimos mads arriba, a un nodo se puede asignar
mas una zona administrativa como mdas de un nodo pueden asignarse una misma zona
administrativa. La tabla siguiente presenta la asignacion de las 24 zonas administrativas a los

nodos que hemos escogido:

Asignacion zona administrativa — nodo de facilidad

Zona administrativa Nodos asignados

1. Bandalungwa Kintambo, Marché Selembao

2. Barumbu Bon Marché, Marché Central

3. Bumbu Marché Selembao, Victoire

4.  Gombe Marché Central, Kintambo, Royal

5. Kalamu Victoire

6. Kasavubu Victoire

7. Kimbanseke Kingasani Pascal, N'djili Ste-Thérése
8. Kinshasa Marché Central

9. Kintambo Kintambo

10. Kisenso Marché Matete

11. Lemba Lemba (Terminus), FIKIN, RP Ngaba
12. Limete Pont-Matete, FIKIN, Victoire

13. Lingwala Kalembelembe, Victoire, Royal

14. Makala Rond-Point Ngaba, Marché Selembao
15. Maluku Kingasani Pascal

16. Masina Kingasani Pascal

17. Matete Marché Matete, Pont Matete

18. Mont-Ngafula Rond-Point Ngaba, IPN

19. N'djili N'djili Ste-Thérese

20. Ngaba Rond-Point Ngaba, Lemba terminus
21. Ngaliema IPN, Delvaux, Kintambo

22. Ngiringiri Victoire

23. N'sele Kingasani Pascal, N'djili Ste-Thérése
24. Selembao Marché Selembao
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Reparticion de pesos de las zonas administrativas a los nodos

Zona admin.

Peso de la zona

Nodo(s) asignado(s)

Peso atribuido al nodo

Bandalungwa 132774 | 1. Kintambo 66387
2. Marché Selembao 66387
Barumbu 89024 | 1. Bon Marché 44512
2. Marché Central 44512
Bumbu 235344 | 1. Marché Selembao 117672
2. Victoire 117672
Gombe 19676 | 1. Marché Central 6559
2. Kintambo 6559
3. Royal 6558
Kalamu 162139 | 1. Victoire 162139
Kasavubu 80270 | 1. Victoire 80270
Kimbanseke 570101 | 1. Kingasani Pascal 285050
2. N'djili Ste-Thérése 285051
Kinshasa 91607 | 1. Marché Central 91607
Kintambo 64269 | 1. Kintambo 64269
Kisenso 229267 | 1. Marché Matete 229267
Lemba 200288 | 1. Lemba Terminus 66763
2. FIKIN 66763
3. Rond-Point Ngaba 66762
Limete 223440 | 1. Pont-Matete 74480
2. FIKIN 74480
3. Victoire 74480
Lingwala 54549 | 1. Kalembelembe 18183
2. Victoire 18183
3. Royal 18183
Makala 150747 | 1. Rond-Point Ngaba 75374
2. Marché Selembao 75373
Maluku 159129 | 1. Kingasani Pascal 159129
Masina 294548 | 1. Kingasani Pascal 294548
Matete 170046 | 1. Marché Matete 85023
2. Pont-Matete 85023
Mont Ngafula 175230 | 1. Rond-Point Ngaba 87615
2. IPN 87615
N'djili 284230 | 1. N'djili Ste-Théreése 284230
Ngaba 104449 | 1. Rond-Point Ngaba 52225
2. Lemba Terminus 52224
Ngaliema 453703 | 1. IPN 151235
2. Delvaux 151234
3. Kintambo 151234
Ngiringiri 98098 | 1. Victoire 98098
N'sele 103214 | 1. Kingasani Pascal 103214
Selembao 195212 | 1. Marché Selembao 195212
Total 4.341.354 4.341.354

Asi, el peso de un nodo sera la suma de los pesos de las zonas administrativas asignadas al nodo.

Esto aparece claramente en la tabla siguiente:




221

Pesos de nodos

Nodo Zona adm. asignada Peso atribuido al nodo | Peso total del nodo
Bon Marché Barumbu 44512 44512
Delvaux Ngaliema 151234 151234
FIKIN Lemba 66763 141243
Limete 74480
IPN Mont-Ngafula 87615 238850
Ngaliema 151235
Kalembelembe Lingwala 18183 18183
Kingasani Pascal Kimbanseke 285050 841941
Maluku 159129
Masina 294548
N'sele 103214
Kintambo Bandalungwa 66387 288449
Gombe 6559
Kintambo 64269
Ngaliema 151234
Lemba Terminus Lemba 66763 118987
Ngaba 52224
Marché Central Barumbu 44512 142678
Gombe 6559
Kinshasa 91607
Marché Matete Kisenso 229267 314290
Matete 85023
Marché Selembao Bandalungwa 66387 454644
Bumbu 117672
Makala 75373
Selembao 195212
N'djili Ste-Thérese Kimbanseke 285051 569281
N'djili 284230
Pont-Matete Limete 74480 159503
Matete 85023
Rond-Point Ngaba Lemba 66762 281976
Makala 75374
Mont-Ngafula 87615
Ngaba 52225
Royal Gombe 6558 24741
Lingwala 18183
Victoire Bumbu 117672 550842
Kalamu 162139
Kasavubu 80270
Limete 74480
Lingwala 18183
Ngiringiri 98098
Total 4.341.354 4.341.354

Los pesos de los nodos son imprecisos debido a la antiguedad de los datos. Estos provienen del
censo de 1999. Ademas la reparticion equitativa de la poblacion de una zona administrativa a los
nodos mas cercanos no siempre refleja la realidad. Expresaremos esta imprecision indicando al
lado de cada peso su grado de pertenencia estimado a partir de la observacion que hicimos sobre

el terreno durante nuestra investigacion en Kinshasa en verano 2003.
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Nodos, pesos y grados de pertenencia

Nodo Peso Grado de cumplimiento
Bon Marché 44512 0,7
Delvaux 151234 0,8
FIKIN 141243 0,8
IPN 238850 0,7
Kalembelembe 18183 0,8
Kingasani Pascal 841941 0,7
Kintambo 288449 0,7
Lemba 118987 0,6
Marché Centale (ZANDO) 142678 0,6
Marché Matete 314290 0,8
Marché Selembao 454644 0,8
N'djili Ste-Thérése 569281 0,8
Pont-Matete 159503 0,6
Rond-Point Ngaba 281976 0,7
Royal 24741 0,5
Victoire 550842 0,7

Ordenacion de los nodos

Los nodos retenidos se ordenan y se denominan definitivamente de la manera siguiente :PASCAL
1. N'DJILI
MATETE
FIKIN
LEMBA
RP NGABA
IPN
DELVAUX
KINTAMBO
ROYAL
. SELEMBAO
. VICTOIRE
. KALEMBELEMBE
. ZANDO
. BON MARCHE
. PONT-MATETE

e T A o

e e
b A W NN = O
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Presentamos las distancias entre los nodos adyacentes (longitudes des las aristas) en la tabla

siguiente:

IV.2.2. Las aristas

Vértice i Vértice j pesoen Km | Grado de cumplimiento
1. PASCAL 2. N'DJILI 6 0.7
1. PASCAL 3. MATETE 8 0.7
1. PASCAL 4. FIKIN 7.5 0.7
2. N'DJILI 3. MATETE 8 0.7
2. N'DJILI 4. FIKIN 7.5 0.7
3. MATETE 4. FIKIN 2.5 0.7
3. MATETE 5. LEMBA 3 0.7
3. MATETE 6. RP NGABA 5.5 0.7
4. FIKIN 5. LEMBA 1.5 0.7
4. FIKIN 12. VICTOIRE 6.5 0.7
4. FIKIN 14. ZANDO 10.5 0.7
5. LEMBA 6. RP NGABA 2.5 0.7
6. RP NGABA 7. IPN 15 0.7
6. RP NGABA 12. VICTOIRE 7.5 0.7
7. 1PN 8. DELVAUX 3 0.7
7. IPN 11. SELEMBAO 3.5 0.7
8. DELVAUX 9. KINTAMBO 5 0.7
9. KINTAMBO | 10. ROYAL 3.5 0.7
9. KINTAMBO | 12. VICTOIRE 7.5 0.7
9. KINTAMBO | 13. KALEMBELEMBE 5.5 0.7
10. ROYAL 11. SELEMBAO 9.5 0.7
10. ROYAL 13. KALEMBELEMBE 4 0.7
10. ROYAL 14. ZANDO 3.5 0.7
11. SELEMBAO | 12. VICTOIRE 7 0.7
11. SELEMBAO | 13 KALEMBELEMBE 8 0.7
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12. VICTOIRE 13. KALEMBELEMBE 3 0.7
12. VICTOIRE 14. ZANDO 5.5 0.7
12. VICTOIRE 15. BON MARCHE 5.5 0.7
12. VICTOIRE 16. PONT-MATETE 4 0.7
13. KALEMBELEMBE | 14. ZANDO 4 0.7
13. KALEMBELEMBE | 15. BON MARCHE 3.5 0.7
14. ZANDO 15. BON MARCHE 2 0.7
15. BON MARCHE 16. PONT-MATETE 8 0.7

El Grafo de Kinsasa se presenta como sigue:
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IV.3. Breve presentacion del software GAMS

Utilizaremos el software GAMS para resolver los modelos crisp de localizacion que

necesitamos para optimizar la red de transporte de la ciudad de Kinshasa. Luego calcularemos el

grado de cumplimiento de las soluciones obtenidas utilizando los programas en C++

desarrollados en este trabajo.

Sus inventadores, Brooke, Kendrick, Meeraus y Raman describen este software en un manual de

usuario [12] que se encuentra en el sitio web del Gams, www.gams.com. En el mismo sitio se

consigue también la version Demo del Gams. El GAMS (General Algebraic Modeling System)

es un software que

facilita un lenguaje de alto nivel para la representacion compacta de modelos
matematicos largos y complejos,

permite hacer cambios en las especificaciones del modelo de manera simple y segura,
permite sentencias inambiguas de relaciones algebraicas

permite descripciones del modelo independientes de los algoritmos de solucion

Algunas caracteristicas basicas del GAMS son:

a) Principios generales del GAMS

Todos los métodos algoritmicos podrian ser disponibles sin cambiar la representacion del
modelo del usuario. La introduccién de nuevos métodos, o nuevas implementaciones de
métodos existentes, podrian ser posiblessin requerir cambios en los modelos existentes.
Optimizaciones lineales, no lineales, enteras, mezcladas enteras no lineales (MILP) y
problemas complementarios mezclados pueden acomodarse.

El problema de optimizacion podria expresarse independientemente de los datos que
utiliza. Esta separacion de la logica y de los datos permite que un problema aumente en
tamafo sin causar un aumento en la complejidad de la representacion.

El uso del modelo de datos relacional requiere que la asignacion de recursos del

ordenador sea automatica. Esto significa que los modelos largos y complejos pueden
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construirse sin que el usuario se preocupe sobre los detalles el almacenamiento de las

matrices etc.

b) Documentacion

La representacion del modelo GAMS es en una forma que la gente y los ordenadores pueden leer
facilmente. Esto significa que el mismo programa GAMS es la documentacion del modelo. No
obstante, el disefio del GAMS incorpora las caracteristicas dirigidas especialmente a las

necesidades de documentacion del usuario:

= Una representacion del modelo GAMS es concisa, y hace plenamente uso de la elegancia
de la representacion matematica.

» Todas las transformaciones de los datos se especifican concisamente y algebraicamente.
Esto quiere decir que todos los datos pueden introducirse en su forma mas elemental y
que todas las transformaciones operadas en la construccion del modelo son disponibles
para la inspeccion.

» Texto explicatorio puede formar parte de la definicion de todos los simbolos y se
reproduce cada vez que los valores asociados salen en la pantalla.

* Toda informacion necesitada para comprender el kodelo se encuentra en un documento.

¢) Portabilidad

El sistema GAMS se ha disenado para que los modelos puedan resolverse en diferentes tipos de
ordenadores sin ningin cambio. Un modelo desarrollado en un pequefio ordenador personal
puede mas tarde resolverse en un superordenador. Uno puede escribir un modelo que utilizan
luego otras personas fisicamente lejos del escritor del modelo. En contraste a lo dicho
previamente, solo un documento necesita moverse — la instruccion GAMS del modelo. Este

contiene todas las especificaciones de datos y logica necesarias para resolver el modelo.



d) Interfaz usuario

La portabilidad tiene también implicaciones sobre la interfaz usuario. El sistema basica del
GAMS esté dirigido a fichero, y no existe un editor especial ni routinas graficas para la entrada y
salida de datos. En vez de aburrir el usuario con un conjunto de comandos, GAMS ofrece una
arquitectura abierta en que cada usuario puede utilizar un editor de su preferencia. La interfaz

usuario basica facilita la integracion del GAMS con una variedad de entornos usuarios de

desarrollo existentes y futuros.

e) Libreria del modelo

Los elementos disefio a partir de previos proyectos sirven como fuente de ideas para nuevos

desarrollos.
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IV.4. Resultado del Calculo de la p-mediana crisp

El resultado de la p-mediana crisp sobre el grafo de la ciudad de Kinshasa presentado més arriba

se presenta como sigue, con p =2 hastap =15

P mediana radio tiempo/seg tipo
2.00 2.14635E+7 12.50 4.00 OPTIMA
VERT-SOL 1 12
3.00 1.57017E+7 8.00 1.00 OPTIMA
VERT-SOL 1 11 12
4.00 1.10622E+7 7.50 1.00 OPTIMA
VERT-SOL 1 5 11 12
5.00 8215840.00 7.50 1.00 OPTIMA
VERT-SOL 1 2 5 11 12
6.00 5739028.00 7.00 1.00 OPTIMA
VERT-SOL 1 2 5 9 11 12
7.00 4529928.50 7.00 1.00 OPTIMA
VERT-SOL 1 2 3 6 9 11 12
8.00 3391485.50 7.00 1.00 OPTIMA
VERT-SOL 1 2 3 6 7 9 11 12
9.00 2274964 .50 5.50 1.00 OPTIMA
; VERT-SOL 1 2 3 6 7 9 11 12 16
10.00 1334443.50 3.50 2.00 OPTIMA
VERT-SOL 1 2 3 6 7 9 11 12 14 16
11.00 862349.00 3.50 1.00 OPTIMA
VERT-SOL 1 2 3 4 6 7 9 11 12 14
12.00 408647.00 3.50 1.00 OPTIMA
VERT-SOL 1 2 3 4 6 7 8 9 11 12
13.00 230166.50 3.50 2.00 OPTIMA

16

14

16
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VERT-SOL 1 2 3 4 5 6 7 8 9 11 12 14 16
14.00 141142.50 3.50 1.00 OPTIMA

VERT-SOL 1 2 3 4 5 6 7 8 9 11 12 14 15
16
15.00 54549.00 3.00 1.00 OPTIMA

VERT-SOL 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 14
15 16

En este conjunto de soluciones, es el Gobierno quien debe elegir segiin sus posibilidades
economicas. Pero hemos encuadrado la alternativa con 10 nodos para poder calcular el grado de
cumplimiento de esta soluciéon suponiendo que coincide con la opcion del gobierno. Esta
solucion crisp nos sugiere localizar las facilidades con un coste 6ptimo o distancia total de

recorrida de 1.334.443,5 km en los nodos siguientes:

1. PASCAL
2. N’DIJILI

3. MATETE

6. RP NGABA
7. IPN

9. KINTAMBO

11. SELEMBAO

12. VICTOIRE

14. ZANDO

16. PONT-MATETE

Estos son los nodos en que se se deben construir centros de comerciales de la misma importancia
como ZANDO al norte de Kinshasa para que toda la poblaciéon de Kinshasa no tenga que ir al
norte (ZANDQ) para aprovisionarse. En estos nodos igualmente se deben construir grandes
estaciones o "parkings" de autobus para conectar los centros de compra, Las grandes empresas
pueden también abrir sucursales o oficinas en estos puntos para que sus empleados lejanos del

norte no tengan problemas de transporte.
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IV.5. Calculo del grado de cumplimiento de la solucion crisp obtenida

La solucion crisp obtenida nos permite hacer una diferencia entre el conjunto de n-p nodos de
demanda y el de p nodos de facilidad. Como se trata de dos conjuntos diferentes, una nueva
numeracion de los nodos se impone dentro de cada conjunto. Las estructuras de datos requeridas
en los algoritmos presentados mas arriba siendo los vectores y matrices, la nueva numeracion ira
de 0 a n-p-1 para el conjunto de nodos de demanda y de 0 a p-1 para el conjunto de nodos de

facilidad.

Para calcular el grado de cumplimiento de la solucidon crisp obtenida con el programa
correspondiente presentado en el capitulo IV, necesitamos el vector W[n-p] para los grados de
pertenencia de los pesos de los n-p nodos, la matriz D[n-p][p] para los grados de pertenencia de
las distancias entre los n-p nodos de demanda y los p nodos de facilidad y la matriz booleana

X[n-p][p] de las asignaciones de los n-p nodos de demanda a los p nodos de facilidad.

Los n-p nodos de demanda y los grados de pertenencia de sus pesos se presentan como sigue,

después de haberlos numerado de nuevo:

Nodo de demanda Grado de cumplimiento del
peso
0. FIKIN 0,8
1. LEMBA 0,6
2. DELVAUX 0,8
3. ROYAL 0,5
4. KALEMBELEMBE 0,8
5. BON MARCHE 0,7

Asi la matriz W[6] ={0.8, 0.6, 0.8, 0.5, 0.8, 0.7}

Ordenaremos los p nodos de facilidad de la manera siguiente:
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—

PASCAL
N’DIJILI
MATETE

RP NGABA

IPN
KINTAMBO
SELEMBAO
VICTOIRE
ZANDO

10. PONT-MATETE

A

Sabiendo que cada uno de los n-p nodos de demanda se asigna a uno de los p nodos de facilidad
mas cercano, construiremos la matriz de las asignaciones a partir de la tabla siguiente donde las
filas representan los nodos de demanda, las columnas representan los nodos de facilidad y la
interseccion de la fila y la columna toma el valor 1 si el nodo correspondiente de la demanda se

asigna al nodo correspondiente de la facilidad.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
4 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
5 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

Esta matriz nos ensefa, por ejemplo, que el nodo de demanda (0) FIKIN se asigna al nodo de
facilidad (1) MATETE, el nodo de demanda (4) KALEMBELEMBE se asigna al nodo de
facilidad (7) VICTOIRE, etc.

Todas las distancias tienen el grado de cumplimiento 0,7. Asi, la matriz D[n-p][p] sera

obviamente:
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0 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7

1 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7

0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7

0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7

0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7

D B W N

0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7

A partir de la nueva situacién impuesta por la solucién 6ptima crisp, utilizaremos el programa
C++ presentado en el capitulo IV al que anadimos algunas sentecias para la entrada de datos y

que se presenta ahora como sigue:

//Fuzzy p-Median: Degree of certainty

//Author: David Kutangila Mayoya

//Date: Wednesday, November 24th, 2004
//Department of Computer Sciences and Artificial
//Intelligence

//University of Granada (Spain)

#include <iostream.h>

#include <stdlib.h>

main () {
double L=0,L1;
int C=0,C1l, n, p;
cout << "Fuzzy P-Median\n";
cout << "\nNumber of nodes: ";
cin >> n;
cout << "\nNumber of facility nodes: ";

cin >> p;
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//Declaring input data
double W([n-p];

double DI[n-p] [p];

bool XI[n-p] [p];

//Entering demnads degrees of certainty
cout << "\nEnter demands degrees of certainty,";
for (int i=0; i<=n-p-1; i++){
cout << "\nNode " << i1 << ": ";
cin >> WI[i];
}
//Entering distances degrees of certainty
cout << "\nEnter d[i] [j]'s degrees of certainty,";
for (int i=0; i<=n-p-1; i++){
for (int j=0; j<=p-1; j++){
cout << "\nd[" << i << "],[" << j <<"]: ;

cin >> DI[i] [j];

//Entering allocations values

cout << "\nEnter 1 if node I is allocated to j,";
cout <<"\nand 0 otherwise\n";
for (int i=0; i<= n-p-1; i++){
for (int j=0; j<=p-1; j++){
cout << "\nd[" << 1 << "],[" << J <<"]:

cin >> X[i1I[j];

//Processing data

for (int i=0; i<=n-p-1;){
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if (W[il>=0 && W[i]<=1) {
Cl=0;
L1=0;
++C;
for (int j=0; j<=p-1;){
if ((X[1] [J]) &&
D[i] [§1>=0 && DI[i] [§1<=1){
if (W[il<DI[1i][3])
L1+=WI[i];
else L1+=DI[i] [j];

++C1;
}
++3;
}
L += L1/C1;
}
++1;
}
L /= C;
cout << "\nThe degree of certainty is " << L << endl;

system ("PAUSE") ;

return 0;

La ejecucion de este programa nos da el resultado de 0.65 como grado de cumplimiento de la

solucién obtenida.

IV.6. Determinacion del intervalo de coste Optimo

El grado de cumplimiento 0,65 indica que el coste de 1.334.443,5 km no es preciso. Si

expresamos este grado en término de porcentaje, podemos decir que el coste se situa entre 0,35 X
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1.334.443,5 km mas bajo y 0,35x 1.334.443,5 km mas alto, es decir entre 867.388,28 km y
1.801.498,73 km.

Intervalo del coste optimo

1,2

0,8 -

0,4 -

867388,28 1334443,5 1801498,73

IV.7. Centros de transporte

Los 10 nodos de facilidad incorporaran los pesos de los nodos de demanda que se asignan a ellos

y se presentaran de la manera siguiente:

Nodos de facilidad y pesos

Nodos de facilidad Pesos | Grados de pertenencia
1. PASCAL 841941 0,70
2. N’DIJILI 569281 0,80
3. MATETE 455533 0,80
4. RPNGABA 400963 0,65
5. VICTOIRE 569025 0,75
6. PONT MATETE | 159503 0,60
7. ZANDO 211931 0,60
8. KINTAMBO 288449 0,70
9. IPN 390084 0,75
10. SELEMBAO 454644 0,8
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3. MATETE ha incorporado el peso de FIKIN, 4. RP NGABA el peso de LEMBA,
5. VICTOIRE el peso de KALEMBELEMBE, 7. ZANDO los pesos de ROYAL y BON
MARCHE, 9. IPN el peso de DELVAUX. Los grados de pertenencia se han calculado por la

media aritmética.

Aristas entre los nodos de facilidad

Arista | Longitud | Arista | Longitud | Arista | Longitud
1-2 6,003 -4 550(5-8 7,50
1-3 8,00(3-5 850(5-10 7,00
1-5 13,0013 -7 12,0016 -7 8,00
1-7 17,504 -5 7,50|7-8 7,00
2-3 8,00(4-9 15,00|7-10 12,00
2-5 13,00|5-6 4,00|18-9 8,00
2-7 17,50|5-7 5,00(9-10 3,50

Las aristas tienen todas el grado de pertenecia 0,7.

El grafo de los nodos de facilidad en el cual seleccionamos algunos centros de transporte se

presenta como sigue:
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Calculando la p-mediana sobre este nuevo grafo, con p = 2 hasta 9, tenemos los resultados

siguientes:

p mediana radio tiempo/seg tipo

2.00 2.12066E+7 10.50 4.00 OPTIMA
VERT-SOL 1 5

3.00 1.52935E+7 8.00 1.00 OPTIMA )
VERT-SOL 1 5 10 )

4.00 1.08473E+7 7.50 1.00 OPTIMA
VERT-SOL 1 3 5 10

5.00 7431625.00 7.50 1.00 OPTIMA
VERT-SOL 1 2 3 5 10

6.00 5226328.50 7.50 1.00 OPTIMA
VERT-SOL 1 2 3 4 5 10

7.00 3062961.00 5.00 2.00 OPTIMA
VERT-SOL 1 2 3 4 5 8 10

8.00 1697667.00 5.00 1.00 OPTIMA
VERT-SOL 1 2 3 4 5 8 9 10

9.00 638012.00 4.00 1.00 OPTIMA
VERT-SOL 1 2 3 4 5 7 8 9 10

En este conjunto de soluciones, la localizacion optima de 3 medianas centrales que serviran
como centros de transporte se efectuara en los nodos:

1. PASCAL 5. VICTOIRE y 10. SELEMBAO con un coste 6ptimo o distancia total de
recorrida de 15.295.700 km.

El grado de cumplimiento de esta solucion es 0,66, sabiendo que las asignaciones de los demas
nodos a los centros de transporte mas cercanos se han hecho de manera siguiente:
e Alcentro 1. PASCAL se han asignado los nodos 2. N’DJILI y 3. MATETE
e Al centro 5. VICTOIRE se han asignado los nodos 4. RP NGABA, 6. PONT METETE,
7. ZANDO y 8. KINTAMBO
e Alcentro 10. SELEMBAO se ha asignado el nodo 9. IPN.

Dado el plano de rutas y la configuracion geografica de la ciudad de Kinshasa, podemos forzar la

localizacion del tercer centro en el nodo 9. IPN en vez de 10. SELEMBAO.
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Pero, dado la configracion geografica y la red de transporte, podemos forzar la localizacion del

tercer centro en al nodo 9. IPN en vez de 10. SELEMBAO

IV.8. Determinacion de lineas de autobuses fijas

Gracias a las localizaciones de centros de transporte, podemos determinar rutas de modo que
haya por lo mucho un trasbordo en el dezplazamiento entre cualesquiera dos estaciones de

autobus o cualesquiera dos centros comerciales.

Determinamos las rutas de manera siguiente:

e Linea 1: desde Masina Pascal hasta Binza IPN, pasando por Marché Matete y Rond-
Point Ngaba;

e Linea 2: desde Masina Pascal hasta Victoire, pasando por Marché¢ Matete y luego
tomando el bulevar Lumumba.

e Linea 3: desde Victoire hasta IPN pasando por Marché Selembao, siempre que se
mantenga el trozo de camino entre Selembao y IPN.

e Linea 4: desde IPN hasta Royal pasando por Kintambo Magasin

e Linea 5: desde Masina Pascal hasta Kimbanseke pasando por N’Djili Sainte-Thérese;

e Linea 6: desde Victoire hasta Kimwenza pasando por Rond-Point Ngaba

e Linea 7: desde Victoire hasta Pont-Matete pasando por Kingabwa ICOM

e Linea 8: desde Victoire hasta Zando

e Linea 9: desde Victoire hasta 8. Kintambo;

e Linea 10: desde Victoire hasta Royal

e Linea 11: desde Masina Pascal hasta Maluku pasando por el aéropuerto Internacional

de Kinshasa.
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CONCLUSION GENERAL Y DESARROLLO DE LINEAS DE INVESTIGACION
FUTURAS

Una de las causas importantes de la drama del transporte publico en Kinshasa detallada en la
introduccion general de esta memoria es la mala configuracion de esta ciudad: concentracion de
actividades importantes como centros comerciales, empresas publicas y multinacionales etc. en
el norte de la ciudad que es la zona administrativa de Gombe. Esto justifica los traficos desde
toda la ciudad hacia el norte cada mafiana y desde el norte hacia toda la ciudad por la tarde, con

todas las consecuencias posibles como la congestion, viajes largos y costosos etc.

En este trabajo, hemos reflexionado sobre la mejor localizacion de los centros comerciales en
cada uno de los cuales se agrega una estaciona de autobus en toda la ciudad de modo que se
minimice la distancia total de viaje de todos los habitantes de Kinshasa desde sus casas a su
centro comercial o estacion de autobus mas cercano. Este problema se refiere como el problema
de la p-mediana. El caracter difuso de este problema se debe a dos hechos: primero la caducidad
de los datos sobre la poblacion y segundo la reparticion arbitraria de esta poblacion en los
diferentes nodos retenidos en el disefio del grafo de Kinshasa.

Suponiendo que en una ciudad como Kinshasa, las actividades como las que se encuentran en el
norte se pueden localizar en 10 otros puntos de la ciudad, tuvimos que escoger 3 de ellos como
centros de transporte o centros de consolidacion de traficos. Esto se hace mediante un problema
de centro sobre el que hemos reflexionado en el capitulo 3. Pero en el caso de que no se dispone
de los datos sobre los traficos entre cada par de nodos, este problema se resuelve calculando la p-

mediana central como lo hemos hecho.

Los resultados obtenidos nos conducen a hacer siguientes propuestas para resolver el problema
del transporte publico en Kinshasa
Q construir centros comeriales publicos del mismo tamafio que el mercado central Zando o
construir y arendar grandes edificios de venta, abrir oficinas o sucursales de empresas
publicas y estaciones o parkings de autobus en los puntos siguientes:
e Masina Pascal;
e N’Djili Sainte-Thérese;

e Marché Matete (agrandar el mercado existentes);
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Rond-Point Ngaba;

Victoire (agrandar el mercado Gambela existente);
Pont-Matete (Precisamente en Kingabwa ICOM);
Zando (mantener el mercado existente);

Kintambo Magasin;

Binza IPN;

Marché Selembao (agrandar el mercado existente);

Una gran ciudad como Kinshasa tiene solamente un centro de consolidacion de traficos,

el parking de Victoire. Asi sugerimos establecer como centros de transporte ademas del

Victoire los puntos siguientes:

e Masina Pascal;

e Binza IPN

Sugerimos las lineas principales siguientes para el transporte publico permitiendo el

desplazamiento entre dos puntos cualesquiera de Kinshasa con un trasbordo por lo

mucho:

Linea 1: desde Masina Pascal hasta Binza IPN, pasando por Marché Matete y Rond-
Point Ngaba;

Linea 2: desde Masina Pascal hasta Victoire, pasando por Marché Matete y luego
tomando el bulevar Lumumba.

Linea 3: desde Victoire hasta IPN pasando por Marché Selembao, siempre que se
mantenga el trozo de camino entre Selembao y IPN.

Linea 4: desde IPN hasta Royal pasando por Kintambo Magasin

Linea 5: desde Masina Pascal hasta Kimbanseke pasando por N’Djili Sainte-Thérése;
Linea 6: desde Victoire hasta Kimwenza pasando por Rond-Point Ngaba

Linea 7: desde Victoire hasta Pont-Matete pasando por Kingabwa I[COM

Linea 8: desde Victoire hasta Zando

Linea 9: desde Victoire hasta 8. Kintambo;

Linea 10: desde Victoire hasta Royal

Linea 11: desde Masina Pascal hasta Maluku pasando por el aéropuerto Internacional

de Kinshasa.
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Por el presente, dado que a nivel nacional no existen carreteras para conectar a todas las
provincias de la Republica Democratica del Congo, nuestra investigacion posterior concernird la

factibilidad de los modelos de centro y routing en la construccion de esas carreteras.
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ANEXOS

ANEXO I. ELEMENTOS DE CONJUNTOS BORROSOS [59]

I.1. Introduccion

En la introduccion general dijimos que la metodologia extremadamente util para solucionar
una variedad de problemas como el del transporte ptblico en Kinshasa es la proporcionada
por los conjuntos y sistemas borrosos. Después de la descripcion realizada sobre el ambito en
que hemos desarrollado el trabajo, debe haber quedado clara la utilidad de considerar las
metodologias borrosas. Asi, en este anexo presentamos los conceptos basicos sobre los
subconjuntos borrosos a saber: la nocion de pertenencia, el concepto de subconjunto borroso y
algunas operaciones sencillas sobre los subconjuntos borrosos que son necesarios puesto que
en lo largo de nuestro trabajo hemos hablado de los problemas borrosos de localizacion y de

los grafos borrosos.

I.2. La nocion de pertenencia

Sea E un conjunto y 4 un subconjunto de £: A C E.
Se suele indicar por el simbolo € que un elemento x de £ pertenece a A: xe 4.
Se puede también utilizar, para indicar esta pertenencia, otro concepto, el de “funcion de
pertenencia”  ,(x) cuyo valor indica si si 0 no, x pertenece a 4:
MU, (x)=1sixe 4
=0sixg 4
Sea este ejemplo de un conjunto finito de 5 elementos:

= 1
E={x,x,,x,,%,,%}

A ={x2,x3,x5}
Se escribira:
My (x)=0, g, (x)) =1, g, (x3) =1, 1, (x,) =0, g2, (x5)=1.
Este nos permitira presentar A acompanando los elementos de £ del valor de la funcion

caracteristica:

A={(x,,0),(x,,1),(x;,1),(x,,0), (x5, 1)}
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I.3. Concepto de subconjunto borroso

Consideremos el subconjunto 4 de E definido en la seccion precedente. Los cinco elementos
de E pertenecen o no pertenecen a 4, es el uno o el otro. La funcidon caracteristica toma

solamente el valor 0 o el valor 1.

Imaginemos ahora que esta funcion caracteristica pueda tomar un cualquier valor en el

intervalo [0,1]. Asi, un elemento x, de E podria no pertenecer a A (x,(x,)=0), pertenecer un
poco a A (,(x;) cerca de 0), pertenecer bastante a A (#,(x;) no muy cerca de 0 y no muy

cerca de 1), pertenecer fuertemente a A (4 ,(x,) cercade 1).

El concepto matematico definido por la expresion siguiente:

‘Sl/ﬂ:{(xl O,2),(x2|0),(x3 O,3),(x4 |1),(x5 0’8)}

donde x, es un elemento del referencial £ y donde el nimero puesto después de la barra es el

valor de la funcion caracteristica de este elemento, se denominard “subconjunto borroso” de £
y se denotara por

Ac E otambién AcC E.
0/ 0/

La pertenencia a un subconjunto borroso se podria denotar por:

El simbolo € pudiendo equivalerse a € para indicar la pertenenciay € a ¢ para indicar la no
1 0

pertenencia.

Asi, el subconjunto borroso definido mds arriba contiene un poco de x,, no contiene Xx,,
contiene un poquito més de x;, contiene todo el x,, y contiene una gran parte de x,. Este

permitird construir una estructura matematica con la cual se podrd manipular conceptos mal
definidos pero cuya pertenencia a subconjuntos ha podido ser jerarquizada. Asi, se puede
considerar, en el conjunto de los hombres, el subconjunto borroso de hombres mas altos; en el
conjunto de colores basicos, el subconjunto borroso de colores verde oscuro; un subconjunto

borroso de buenas decisiones en el conjunto de decisiones, etc. Se vera como manipular estos
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conceptos que parecen particularmente bien adaptados a la imprecision que reina en las

ciencias humanas.

Demos ahora una definicion rigurosa de este concepto. Sea £ un conjunto numerable o no y x

un elemento de E, entonces un “subconjunto borroso” 4 de E es un conjunto de parejas
{(x |,u€,/0(x))},Vx e E.
donde f,(x) es el “grado de pertenencia” de x en 4. Asi, si #,(x) toma sus valores en un

conjunto M denominado “conjunto de pertenencia”, se puede decir que x toma sus valores en

M por la funcion u,(x), sea:

xﬂ—)M
4

LA

Esta funcién sera también llamada “funcion de pertenencia”.

Para considerar las funciones binarias booleanas como casos particulares de estas funciones
de pertenencia, Kaufmann remplaza la definicion precedente por la siguiente:
Sea E un conjunto numerable o no y x un elemento de E, entonces un “subconjunto borroso”

4 de E es un conjunto de parejas
{(x,,ué/n(x))},Vxe E.

donde u é/(x) es una “funcidon caracteristica de pertenencia” que toma sus valores en un
conjunto totalmente ordenado M que indica el “grado” o “nivel” de pertenencia. Si
M ={0,1}, el conjunto borroso 4 vuelve a ser un “subconjunto no borroso” o “subconjunto
vulgar”. Las funciones #,(x) son entonces funciones binarias booleanas.

Asi, la nocién de subconjunto borroso esta vinculada a la nociéon de conjunto y permite

estudiar, mediante estructuras matematicas, conceptos imprecisos.

Un conjunto y un subconjunto se denotan con una letra y un subconjunto borroso se denota

con una letra con signo : debajo de dicha letra.
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Asi:
A, X, a
%% 04,
representaran unos conjuntos borrosos. Cuando tales subconjuntos vuelvan a ser vulgares,

desaparecera el signo : suplementario.

La pertenencia y la no pertenencia se indican por:
€ Y&,
La “pertenencia borrosa” y la “no pertenencia borrosa” se representaran por:
€ V&, si es necesario.
En algunos casos donde el conjunto M totalmente ordenado, en el cual u é/(x) toma sus
valores, es el intervalo cerrado [0,1], puede ser comodo acompafiar el simbolo € por un
numero de [0,1] puesto abajo. Asi:
xe 1(;% significa xe 4, es decir "x pertenece a A".

0 %o

xe A significax¢ A, es decir "x no pertenece a 4".
A % %

XE 13% significa que x pertenece a 13% con el grado 0,8.

Ejemplo: Sea un conjunto finito:
E={a,b,c,d,e, [
y el conjunto ordenado:
M ={0,1/2,1} .
Eso es un subconjunto borroso de E:
4={(al0).(61)(c]2).(a]0)(el2). (10}

Se escribira:

ac A, be 4, ce 4, de A etc.
005 105 1905 09

1.4. Algunas operaciones sencillas sobre los subconjuntos borrosos

1.4.1. Inclusion
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Sean E un conjunto y M su conjunto asociado de pertenencia, Ay Bdos subconjuntos
borrosos de £; Diremos que 4 esta incluido en B si:
Vxe E: ,ué/n(x) < ,ul&(x).

Se escribira entonces:

Y, si es necesario, para evitar una confusion:

AcC
0/ 0707

lo que precisara que se trata bien de una inclusién en el sentido de la teoria de los

subconjuntos borrosos.

La inclusion estricta, correspondiendo al caso donde al menos una relacion es estricta, se

denotara:

Ejemplo: Sean
,xz,x3,x4} M =[0,1].
12)5(3x:[0) (%, 1)}-
x2|0) (%10). (x, |0)}

E={x,
4={(x
lg{

Tenemos:

§/c1§1/porque 0,3<0,4, 0<0,2, 0=0, 0<1.

Asi, E estd incluido en ¢l mismo en el sentido de la teoria de los conjuntos borrosos:

EcCE.
0/

Esta propiedad queda verdad cualquier sea E.

1.4.2. Igualdad

Sean E un conjunto y M su conjunto asociado de pertenencia, Ay Bdos subconjuntos
borrosos de £; Diremos que Ay B son iguales si y solamente si:
Vxe E: ,ué/A(x) :,u,?/”(x).

Se escribira entonces:
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Si un x de E es tal como la igualdad u,(x)=u,(x) no estd satisfecha; diremos que

Ay Bson desiguales, y se denotara por:

1.4.3. Complementacion

Sean E un conjunto y M su conjunto asociado de pertenencia, Ay Bdos subconjuntos
borrosos de £; Diremos que 4y B son complementarios si:
Vxe E: ,u%(x) =1 —ﬂéA(x).

Se escribira entonces:

B=do4=%
Obviamente, tenemos siempre:
[4)=4;
Ejemplo:
Ez{xl,xz,x3,x4,x5,x6}, M =[0,1].

&:{(xl 0,13),(x,]0,61),(x;0).(x,]0), (x5]1). (x,[0,03)}.

zgf{(xl 0,87),(x,]0,39),(x; 1), (x, ]1).(x]0).(x,]0,97)}.
Tenemos:

1.4.4. Interseccion

Sean E un conjunto y M su conjunto asociado de pertenencia, Ay Bdos subconjuntos
borrosos de E; la interseccion se definira:

ANB

o/ 0o/

por el subconjunto borroso mas grande contenido, a la vez, en 4 yen B . Es decir:
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Vxe B py,(x) = min(u, (x), 4, (x)).

Ejemplo:
E={x,%,x,x,,%}, M=[0,1].
a={(x 1), (x,]0). (x,
B={(x 1).(x,
AnB={(x 1),(x,]0),(x,

% %

Esto se puede también escribir:

0,2),(x,

0,7),(x,

0.5)}.

0,5)}.

0,5)}.

0,3),(x, 0,1),(x

0,5),()c2

0,3),(x,

0,2),(x,

Vxe A: xe Ay xe B=>x € ANB,
% /‘;,4/"% /‘@% ﬂgng‘% %

Lo que permite introducir un “ y ” borroso, o simbdlicamente  y .
y” bortoso, 4

1.4.5. Union

Sean E un conjunto y M su conjunto asociado de pertenencia, Ay Bdos subconjuntos

borrosos de E; la unién se definira:

AUB

YA Y

por el subconjunto borroso mas pequefio que contenga, a lavez, 4y B.Es decir:

Vxe £: ity p(x) = max(i,(x), ty ().

Ejemplo:
E={x1,x2,x3,x4,x5}, M =[0,1].

‘3%:{(’“1 1),(x4|0),(x5
l&):{(xl 1).(x,

&U@]:{(xl 1).(x,

0,7),()63

0,2),(x,

0,5)}.

0,3),(x, 0,1),(x;

O,5),(x2

0,5)}.

0,5),(x,

0,7),(x,

0,1),(x;

0.5)].

Esto se puede también escribir:
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V)CGA} x€dylo xe B=>x € AUB,

0 ﬂA /o ﬂs A) :uAuB % %

Lo que permite introducir un *“ y /o ” borroso, o simbolicamente “ y /0.

1.4.6. Suma disyuntiva

La suma disyuntiva de dos subconjuntos borrosos se definira a partir de la unién y de la

interseccion de la siguiente manera:
{)1/® @/: (1(4)1/0 @) “ (1(‘)1/0 g) '

Esta operacion correspondera al “o disyuntivo borroso” o “o” y se leera “o”, y podra

escribirse “0” sin riesgo de equivocacion.

Ejemplo:

). (3

1) (%[0, (x,
1), (x[0.1), (x;
) (310). (x 1) (3
.7),(3,10).(x:10,9). (x,

5}
5}
5))
5}

xz

4=1(xlo.
( ,)(x2

5=

):(x

X

4210
B=ilx

0.5)(

Aﬁlog {(x1 x2 , ),(x3|0),(x4|0),(x5 0,5)}.
&ml&z{(xl 5).(%,10,3),(x,10). (x,]0.1). (x o, )}
405 ={(4/0.5).(5[0.7).(5 0] (3, 0.1). (. 0.5}

1.4.7. Diferencia

La diferencia se definira por la relacién:

A—B=ANB.

0/ 0/ 0/ 0

N

Ejemplo:
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éfK%QﬂK%QﬂX%UXMMK%Qﬂ}
@ﬁ@&jﬂg@%@ﬂ“@@%@ﬁj»
Z:KMQQA%QQJ%mthx@Qﬂ}
%ﬁﬁﬂﬁﬂﬁaﬂi%Mihaﬂi%QQ}

S a0E s

0,2),(x,

0,7),(x3 |0),(x4 |0),(x5

Excepto el caso particular:

I.5. Algunas operaciones de la logica borrosa

Sean a = u,(x), b= u,(x), dos variables booleanas.

0,5)}.

Se sabe que la correspondencia entre las operaciones de la teoria de los conjuntos y las del

algebra binaria de Boole se presenta de la manera siguiente:

Operaciones sobre subconjuntos vulgares

Operaciones correspondientes sobre

variables booleanas

ANB a-b
AV B a-l%b
A=C A a

A@B:(ZmB)u(AmE)

a®b=a-b+a-b

Estas principales correspondencias concernirdn también las variables borrosas definidas por la

funcién de pertenencia M =[0,1].

Sean 4=, (x), lg/: M, (x), dos variables borrosas. Definiremos las operaciones siguientes
'~ [UA /N 0/,

sobre a,b,...
0707
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anb=min(a,b

% % %%
avb=max(a,b

% % %%
a=1-a

% % _
a@bz(a/\b v(a/\b
% % ‘9, 04 % 94

sabiendo que:

anb=bnra .
% % % % comutativiad
0

(aAbACZGAwAg)
% % % % % % asociatividad
avb)ve=av(bvc
% % % % % %

ara=al . '
% % % idempotencia
ava=a

% % %

aA@vgrﬁaAb\daAQ
% % % % % % %distributividad
av@Agyﬁavb/%an
% % % "% % "% %
an0=0

%

av0=aq

% %

anl=a

% %

%vlz

anb=avb i
% % % % Teoremas de De Morgan generalizados en el caso donde M =[0,1]
0

avb=anb
o/ 0/ 0/ /

Todas estas propiedades son las del algebra binario de Boole, salvo las dos siguientes:

— g —
a-a=0y a+a=1
para las cuales las expresiones correspondientes siguientes no son satisfechas:
%Aaio,&mmpmag:Oo a=1

% % % %
ava#l, salvoparag=0 o a=1
0/ 0/ 0/ 0/

Las variables q,b,... pueden someterse a otras operaciones diferentes de (A),(Vv) y (_)

denominadas operaciones mixtas:
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e Multiplicacion de dos variables borrosas:

a-lg:

0/ 0/

X

/0y

°Q

Ejemplo: si a= 0,25 y lg/: 0,50, entonces a: lg/: 0,25%x0,50=0,125

e Suma de dos variables borrosas:

atb=a+b—a
0/ 0/ 0/ 0/ 0

‘b
/ 0y

Ejemplo: si ¢ =0,25 y b=0,50,
entonces %z/-T- b=0,25+0,50-0,25%0,50 =0,625

1.6. Subconjuntos borrosos de nivel @ (o cortes)

Sea o€ [0,1], el subconjunto vulgar A4, ={x‘ U, (x)= a} se denominard “subconjunto vulgar
%

de nivel .

Sea:

X, X, X, X, X X X,

A,=|1 0 1 1 1 0 1
X, X, X, X, X X X,

Ay = 1 0 1 0 1 0 0

Teorema de descomposicion: Todo subconjunto borroso 4 se puede descomponer de la

forma siguiente donde aparecen los productos de subconjuntos vulgares (sus funciones

caracteristicas) por los coeficientes ¢;:

A=max| o4, 0,4, K 0,4, | 0<a <l i=1,2K n
0 o 1 2 n

0

Este teorema se refiere también como teorema de representacion.
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La demostracion es inmediata:

a,@=1 s p@za

=0 si w4, (x)2¢

La funcién de pertenencia de 4 se puede escribir:

Q,

p(x) =max(a,.4, ]

max( . Ay, |

= max [a]
aiS/I,gA](x)

= ,ué/(x)
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ANEXOII. CONCEPTOS SOBRE GRAFOS [23]

II.1. Introduccion

En la introduccion general dijimos que los objetivos de nuestro estudio eran, ademas de
establecer una serie de centros comerciales repartidos por toda la ciudad, establecer una red de
autobuses, siendo la metodologia para alcanzar estos objetivos el problema de la p-mediana.
Hablar de la red significa hablar del grafo, y el problema de la p-mediana como lo hemos
visto se aplica sobre un grafo. Asi, en este anexo, abordamos algunos conceptos sobre grafos,
es decir, los conceptos basicos y algunas definiciones, las caracteristicas de los grafos no
dirigidos, las caracteristicas de los grafos dirigidos, los grafos triangulados, los grafos de
aglomerados, la representacion de grafos y algunos algoritmos para grafos y por fin la nocién

de grafo borroso.

I1.2. Conceptos basicos y definiciones

Un grafo es un par de conjuntos G =(X,L) donde X ={X,,X,,...,X,} es un conjunto finito

7i
de elementos (nodos), y L es un conjunto de aristas, es decir, un subconjunto de pares

ordenados de elementos distintos de X. Los términos grafo y red se emplean como sinonimos.

Dado un grafo G=(X,L), si [,eLyL,¢L, la arista L; entre los nodos X, yX,se

denomina dirigida y se denota mediante X, — X ;.

Dado un grafo G=(X,L), si L,e LyL,e L, la arista L, se denomina no dirigida y se

denota mediante X, - X, 0 X, - X,.

Un grafo en el cual todas las aristas son dirigidas se denomina grafo dirigido, y un grafo en el

que todas sus aristas son no dirigidas se denomina no dirigido.
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Dado un grafo G =(X,L) yunnodo X,, el conjunto adyacente del nodo X, es el conjunto de

nodos que son directamente alcanzables desde X, es decir

Ady(x)={x e x|, eL].
Un camino del nodo X; al nodo X, es una sucesion de nodos (X,,..., X, ), comenzando en
X, =X, y finalizando en X, =X, de forma que existe una arista del nodo X, al nodo
" k=1,...,r—1, es decir

Xik+] € AdY(Xlk )a k =1,...,I"—1_

Un camino (X joees X, . ) se dice que es cerrado si el nodo inicial coincide con el final, es decir,

X qT X i
I1.3. Caracteristicas de los grafos no dirigidos

Un grafo no dirigido se denomina completo si tiene una arista entre cada par de nodos. Un
subconjunto de nodos S de un grafo G se denomina completo si existe una arista en G para

cada par de nodos en S.

Un conjunto completo de nodos C se denomina un conglomerado si no es subconjunto propio

de otro conjunto completo, es decir, si es maximal.
Un bucle es un camino cerrado en un grafo no dirigido.

El conjunto de nodos adyacentes a un nodo X, en un grafo no dirigido se denomina conjunto
de vecinos de X,.
Vec(X,)={X,|X, e ddy(X)} .

La unién de los conjuntos de vecinos de los nodos de un conjunto dado, S, excluyendo los

nodos de §, se denomina la frontera de S'y se denota por Frn(S).

Fra(S) = [ U Vec(Xl.)j \S

XS
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donde X | S es el conjunto de nodos de X excluyendo los de S.
Un grafo no dirigido se denomina conexo si existe al menos un camino entre cada par de

nodos. En caso contrario, el grafo se denomina inconexo.

Un grafo conexo no dirigido se denomina un arbol si existe un Uinico camino entre cada par de

nodos.

Un grafo conexo se denomina multiplemente conexo si contiene al menos un par de nodos

que estén unidos por mas de un camino o, equivalentemente, si contiene al menos un bucle.

I1.4. Caracteristicas de los grafos dirigidos

Cuando existe una arista dirigida, X, —» X I8 del nodo X, al nodo X ;» entonces se dice que el

nodo X; es un padre del nodo X,y que el nodo X, es un hijode X .

El conjunto formado por un nodo y sus padres se denomina familia del nodo.

Un nodo X, se denomina ascendiente del nodo X; si existe un camino de X, a X.

Un conjunto de nodos S se denomina un conjunto ancestral si contiene los ascendientes de

todos sus nodos.

Unnodo X, se denomina descendiente del nodo X; si existe un caminode X, a X ;.

Dado un conjunto X ={X,...,X,} de nodos, una ordenaciéon , ¢, es una biseccion que
asigna un namero del conjunto {l,...,n} a cada nodo:

a{l..,n} =>{X,..,X,].
Por tanto, (i) denota el i-ésimo nodo de la numeracion. Una numeracion puede

representarse mediante la sucesion ordenada de nodos (x(1),...,a(n)).
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Una numeracion de los nodos de un grafo dirigido se denomina ancestral si el nimero
correspondiente a cada nodo es menor que los correspondientes a sus hijos.
Dado un grafo dirigido, el grafo no dirigido obtenido al reemplazar cada arista dirigida del

grafo por la correspondiente arista no dirigida se denomina el grafo no dirigido asociado.

El grafo no dirigido asociado al grafo dirigido que se obtiene al anadir una arista entre cada
par de nodos con algiin hijo comun en un grafo no dirigido, se denomina grafo moral asociado
a dicho grafo.

Un ciclo es un camino cerrado en un grafo dirigido.

Un grafo dirigido se denomina conexo si el grafo no dirigido asociado es conexo; en caso

contrario se denomina inconexo.

Un grafo dirigido conexo se denomina arbol si el grafo no dirigido asociado es un arbol: en

caso contrario se denomina multiplemente conexo.

Un grafo dirigido se denomina ciclico si contiene al menos un ciclo; en caso contrario se

denomina grafo dirigido aciclico.

Un éarbol dirigido se denomina un arbol simple si cada nodo tiene como méaximo un padre: en

caso contrario se denomina poliarbol.

IL.5. Grafos triangulados

Una cuerda es una arista que une dos nodos de un bucle y que no pertenece al bucle.

Un grafo se denomina triangulado, o cordal, si cada bucle de longitud mayor a igual que

cuatro contiene al menos una cuerda.

Una numeraciéon de nodos de un grafo, «, se denomina perfecta si el subconjunto de nodos

Fra(a(i)) n{e(1),...,a(i—1)} es completo para i =2,...,n.
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El teorema de triangulacion y numeracion perfecta se enuncia de la siguiente manera: Un

grafo no dirigido admite una numeracion perfecta si y solo si es triangulado.

El algoritmo de maxima cardinalidad siguiente genera una numeracion de los nodos del

grafo sdlo en caso de que el grafo esté triangulado:

e Datos: Un grafo no dirigido G =(X,L) y un nodo inicial X,.

e Resultados: Una numeracion & de los nodos de X.
1. Iniciacion: Asignar el primer nimero al nodo inicial, es decir, a(1)=X,.
2. Repetir la etapa siguiente con i =2,...,n.

3. [Iteracion i: En la i-ésima etapa de iteracion, se asigna el nimero i a cada nodo
que no haya sido numerado previamente y que tenga el maximo nimero de

vecinos numerados. Los empates se resuelven de forma arbitraria.

El pseudocodigo para el algoritmo de méaxima cardinalidad sigue:

Busqueda de Maxima Cardinalidad
Datos: Un grafo G = (X,L) y un nodo inicial X,

Resultado: Una numeracién « de los nodos en X.

Etapa Inicial:

oa(l) « X,

Numerados < {X,}

Etapa Iterativa:

fori=2ton
X, < elige un nodo X, en X \ Numerados

con maximo |Vec(Xk) N Numerados

a(i)«— X,

anade X, a Numerados

El teorema de numeracion de méxima cardinalidad se enuncia como sigue:
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Cualquier numeracién de los nodos de un grafo triangulado obtenida aplicando el algoritmo
de maxima cardinalidad es una numeracion perfecta.

Por tanto, cuando la numeracion generada por el algoritmo de maxima cardinalidad no sea
perfecta, significard que el grafo no serd triangulado. De esta forma, se puede modificar
facilmente el algoritmo de méxima cardinalidad para comprobar si un grafo es triangulado.
Cuando el grafo no sea triangulado, entonces el propio algoritmo afiade las aristas necesarias
para triangularlo. El algoritmo resultando de la modificacion del de la maxima cardinalidad se

denomina algoritmo de triangulacion de maxima cardinalidad:

e Datos: Un grafo no dirigido G =(X,L) y un nodo inicial X,
e Resultado: Un conjunto de nuevas aristas L’ tal que G =(X,L U L’) sea triangulado.
Etapa de Iniciacion:
1. Inicialmente la nueva lista de aristas es vacia, L' = .
2. Sea i=1 y asignese el primer nimero de la numeracion al nodo inicial X, es
decir, ()= X, .
3.
Etapa de iteracion:

4. Se asigna el numero i a un nodo X, no numerado con maximo numero de
vecinos numerados, a(i) =X,
5. Si Vec(X,)n{e(l),...,a(i—1)} no es un conjunto completo, afiadir a L’ las

aristas necesarias para completar el conjunto y volver a la etapa 2: en caso
contrario, ir a la etapa 5.
6. Sii=n, el algoritmo finaliza; en caso contrario, asignar i =i+1 e ir a la etapa

3.

Una numeracion de los conglomerados de un grafo no dirigido (C,,...,C,) se dice que
satisface la propiedad de interseccion dindmica, si el conjunto C, N (C,U..UC_,) estd

contenido en, al menos, uno de los conglomerados {Cl,...,CH} ,paratodo i=1,....m.
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El teorema de cadena de conglomerado dice que un grafo no dirigido tiene asociada una

cadena de conglomerados si y solo si es triangulado.

El algoritmo de generacion de una cadena de conglomerados sigue:

e Datos: Un grafo triangulado no dirigido G = (X, L).
e Resultado: Una cadena de conglomerados (C,,...,C, ) asociada a G.

2. [Iniciacion: Elegir cualquier nodo como nodo inicial y utilizar el algoritmo de
maxima cardinalidad para obtener una numeracién perfecta de los nodos,

Xn X,

3. Determinar los conglomerados del grafo, C.
4. Asignar a cada conglomerado el maximo de los nimeros (correspondientes a la

numeracion perfecta) de sus nodos.
5. Ordenar los conglomerados, (C,,...,C, ), en orden ascendente de acuerdo a los

numeros asignados (deshacer empates de forma arbitraria).
I1.6. Grafos de aglomerados

Un conjunto de nodos de un grafo se denomina un aglomerado.

Supongamos un grafo G =(X,L) y un conjunto de aglomerados de X, C ={C,,...,C,} tal que

X=Cu..uC,. El grafo G'=(C,L") se denomina un grafo de aglomerados de G si las

aristas contenidas en L’ s6lo unen aglomerados que contengan algun nodo comun, es decir,

(C.C)eLl'=C,NC, 2D.

Un grafo de aglomerados se denomina un grafo de conglomerados asociado a un grafo no

dirigido G si sus aglomerados son los conglomerados de G.

Un grafo de conglomerados asociado a un grafo no dirigido se denomina un grafo de union si

contiene todas las aristas posibles que unan conglomerados con algun nodo comun.
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Un grafo de conglomerados se denomina un arbol de union si es un arbol y todo nodo que
pertenezca a dos conglomerados también pertenezca a todos los conglomerados contenidos en

el camino que los une.

El teorema de arbol de unién estipula que un grafo no dirigido posee un arbol de union si y

solo si es triangulado.

El algoritmo siguiente permite construir un arbol de union asociado a un grafo triangulado:

e Datos: Un grafo triangulado no dirigido G = (X, L).
e Resultado: Un arbol de union G’ =(C, L") asociado a G.

1. Iniciacion: Utilizar el algoritmo de generacion de una cadena de
conglomerados para obtener una cadena de conglomerados del grafo G,

C,,....C).
2. Para cada conglomerado C,e C, escoger un conglomerado C, en
{C,,....,C.,}con el maximo numero de nodos comunes y afiadir la arista

C.—C, a L’ (inicialmente vacia). Los empates se deshacen de forma

arbitraria.

I1.7. Representacion de grafos

Las formas de representacién mas comunes son:

e Simbolicamente, como un par (X, L), donde X es un conjunto de variables y L es un
conjunto de aristas entre pares de variables.

e (Graficamente, por medio diagrama formado por un conjunto de nodos (uno para cada
variable) y un conjunto de lineas o flechas (una para cada arista del conjunto L).

e Numéricamente, utilizando ciertos tipos de matrices.

I1.7.1. Representacion grafica de un grafo
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Un grafo esta formado por un conjunto de nodos y un conjunto de aristas. Una representacion

grafica es buena si cumple los siguientes requisitos:

1. Puede ser construida de forma sencilla y rapida utilizando algtn algoritmo.
2. Las caracteristicas topoldgicas del grafo podran ser analizadas mediante la
representacion grafica.

3. Larepresentacion sera simple, teniendo un nimero minimo de cortes de aristas.

I1.7.2. La representacion circular de un grafo

Una de las formas mas sencillas de representar graficamente un grafo es dibujar los nodos
sobre una circunferencia a distancias iguales. Esta representacion tiene una propiedad
importante: garantiza que no puede haber mas de dos nodos alineados. Por tanto, si las aristas
del grafo se representan mediante lineas rectas, esta representacion garantiza que no habra
aristas ocultas entre los nodos. Asi la representacion circular es la representacion dptima para

grafos con un gran nimero de aristas.

La representacion circular presenta las siguientes ventajas:

e Es facil de construir.
e Todas las aristas son transparentes en el diagrama.

e Esla mas conveniente para grafos completos o casi completos.

La principal desventaja de esta representacion es que pueden existir numerosos cortes entre

las aristas, complicando el diagrama.
I1.7.2.1. La representacion multinivel de un grafo
La idea basica de la representacion multinivel es organizar los nodos en distintos niveles, o

capas, de tal forma que no existan aristas entre nodos del mismo nivel y que todo nodo en un

nivel esté conectado con algiin nodo del nivel previo. Asi se podra lograr una representacion
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clara del grafo situando los nodos en niveles horizontales. Para desarrollar esta idea en detalle,

son necesarias algunas definiciones previas:

Dado un grafo (X, L), un subconjunto de nodos S — X se denomina totalmente inconexo si
no existe ninguna arista entre los nodos de S, es decir, si (X,,X,)e L= X, ¢ So0X,¢S.

Una representacion multinivel de un grafo no dirigido (X, L) es una particion
X = USk
k=1
donde los niveles S, i=1,...,m, son subconjuntos disjuntos y totalmente inconexos de X tal

que

si X;e§, = 3X,;eS8,, conX, e Ady(X,).

Es decir, no existen aristas entre nodos del mismo nivel y los nodos de un nivel son
adyacentes a, al menos, un nodo del nivel anterior.

Algunas ventajas de la representacion multinivel son:

e Es muy conveniente para arboles, o grafos con pocas aristas.
e Muestra la estructura ancestral del grafo a través de los distintos niveles de la

representacion.
El algoritmo de representacion multinivel se presenta de la manera siguiente:

e Datos: Un grafo (X, Ady) de n nodos y un conjunto de nodos de raiz R.

e Resultado: Una representacion multinivel S del grafo.

1. Iniciacion: Asignados = R.Nivel(1) = R.Nivel(k)=O parak =2,...,n. Tomarj =1.

2. Si Nivel(j)=@, devolver S={Nivel(l),...,Nivel(j—1)}, que es una representacion
multinivel del grafo y terminar; en caso contrario, hacer NivelActual = Nivel(j) eira

la etapa 3.

3. Seleccionar X, € NivelActual

a. Afiadir los elementos de Ady(X,)\ Asignados a Nivel(j+1) y a Asignados
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b. Afiadir los elementos de Ady(X,) N Nivel(j+1) y eliminar estos elementos de
Nivel(j) y de NivelActual e ir ala etapa 4
4. Eliminar X, de NivelActual . Si NvelAcutal =, tomar j= j+1 eiralaetapa 2; en

caso contrario, ir a la etapa 3.
I1.7.2.2. La representacion numérica de grafos

Un grafo también puede ser representado numéricamente utilizando determinados tipos de
matrices.

Sea G =(X,L) un grafo de n nodos y sea 4= (a,) una matriz nxn, donde

a;

B 1, si L;elL,

B 0, en caso contrario.

La matriz 4 se denomina matriz de adyacencia del grafo G.

Mediante sencillas manipulaciones algebraicas de la matriz de adyacencia se pueden obtener
algunas caracteristicas del grafo como, por ejemplo, el nimero de caminos distintos que unen

dos nodos, comprobar si el grafo es conexo, etc.

Notar que:
e la matriz de adyacencia de un grafo no dirigido es simétrica.

e Dado que L, ¢ L para todos los valores de i, los elementos diagonales de 4 son

nulos.
e La matriz de adyacencia de un grafo no dirigido completo debe contener un uno en

todos los elementos no diagonales.

La matriz de adyacencia permite comprobar si existe algin camino entre cada par de nodos.
También puede calcularse la longitud de todos los caminos que unan cada par de nodos. El

teorema siguiente muestra como se puede utilizar la matriz de adyacencia para esta tarea.
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Teorema de potencias de la matriz de adyacencia: Sea 4" la r-ésima potencia de la matriz de
adyacencia asociada a un grafo G =(X,L). Entonces, el ij-ésimo elemento de A" da el

numero de caminos de longitud r del nodo X; alnodo X .

La matriz de alcanzabilidad, 7 =(z,), de un grafo dado se define como

{1, si existe algiin camino del nodo X; al nodo X,
i

0, en caso contrario

La matriz de alcanzabilidad esta claramente relacionada con las potencias de la matriz de

adyacencia

Teorema de acotacion a la longitud de un camino: Dado un grafo con n nodos, si existe un

camino del nodo X, al nodo X ,, entonces tambicn existe un camino de longitud menor que

nde X;alX;.

I1.8. Concepto de grafos borrosos [59]
III.1. Concepto.

Consideremos dos conjuntos E, y E,, designemos por x un elemento de E, y por y un

elemento de E,. El conjunto de parejas (x, y)define el conjunto-producto E, X E, .

El subconjunto borroso G tal que:
V(x,y)e E XE, 1u_, (x,y)e M,

donde M es el conjunto de pertenencia de E, X E, , se denomina un “grafo borroso”.

Sean E, ={x,x,,x,} vy E, ={», .}

E XE, :{(xl>yl)’(x1’y2)’(x2>yl)’(x2’y2)’(x3’yl)’(x3’y2)}'

Pongamos, para simplificar la escritura:



267

/,l(x,,y/) :ﬂgA(xl‘ayj)a l= 19 2939 J = 19 29

que se denominara “valor” de la pareja (x;, ;).

Sea, por ejemplo:

lu(xl’yl):()93 ,,u(xl,yz)=0,7 nu(xzayl): L,
U(xy,»,)=0 , u(x;,»)=0,5, u(x;,y,)= 0,2.

Esta funcién define el subconjunto borroso:

G ={((31:2)10:3)-( (5210 7). (31 ((5202)[0)-(53031)10:5). ((351.2)[0.2)}.

Este subconjunto borroso puede representarse mediante una matriz de la forma siguiente:

7 321 Y,
0,3 0,7
X
x| 1 [0
X105 10,2

Asi, el grafo G  E; X E, es un “grafo borroso”.

Lo que se acaba de presentar para un conjunto-producto E, X E, puede ser generalizado para

un conjunto-producto

E XE,X.XE, .

El subconjunto borroso tal que:

MNeE,i=12,..n,
‘v’(x(l),x(z),...,x("))e E XE,x..XE, : ,u(x(l),x(z),...,x("))e M,

donde M es el conjunto de pertenencia de E, X E, X...XE , se denomina un “grafo borroso”.



II1.2. Relacion borrosa

La nocidn de grafo borroso puede explicarse mediante la nocion de “relacion borrosa”. Sea P

un conjunto producto de n conjuntos y M su conjunto de pertenencia; Una relacion n-aria
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borrosa es un subconjunto borrosa de P tomando sus valores en M.

Sean:

E, :{x19x29x3}

E, :{yloyzoypywys}

y M =[0,1].

La tabla siguiente expresa una relacion 2-aria borrosa:

7 Vi Ya B Yy Vs

olo o o1 o3 |1

x, |0 0,8 |0 0 1

¥ 104 (04 |05 |0 0,2
Una relacion borrosa en E, X E, se denotara:

xeE,yeE, 1 xRy

Utilizaremos simbolos siguientes:
v para expresar el maximo en relacion con un elemento o variable x,

=

= >

Asi, escribir:

H(x)=v u(xy)

para expresar el minimo en relacién con un elemento o variable x,
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sera equivalente a:
w(x)= max 4 (x,»).
También, escribir:
H (x) = A (%)
sera equivalente a:

#s (x) = min (x, ).

I11.3. Composicion max-min de dos relaciones borrosas

Indiquemos primero que algunas veces utilizaremos la notacion:
R < XxY significando:
Gc XxY
0/

donde R es la relacion borrosa correspondiendo al grafo G .

Sean R/ cXxY y E?)i/z cYxZ, la composicion max-min de E?){/l a 90{/2, denotada por

90?/2 05)0?/»1 , se definira por la expresion:

i (5:2) = [y (50 Aty (352)]

= x| i s, (5).t, (:3))

Y

donde xe X,yeY,ze Z

La operacion max-min es asociativa; es decir:

(95/3 09(5/3)09(3/“ :9§/g 0(9(5/3 09&)'

Si R’/ es una relacion definida en ExE | sea R < EXE, se podra escribir:

RoR = R?
0/ 0/ 0/
de alli:
OR* =R oR=R’;
0/ 0/ 0/ 0/ 0/

y, generalmente:
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ek
T %,

k veces
III.4. Camino en un grafo borroso finito

Consideremos en el grafo finito ¢ ¢ EXE , una r-upla ordenada con o sin repeticion:
C= (xi] DXy ees X, ),

donde los X, € E k=12,..r,

con la condicion:

‘v’(x

I > ik

): ,lLJ;O(x,.A )X, ) >0 k=12,...r—1.
Una tal r-upla ordenada se denominara “camino de x, ax;, ” en el grafo G (diremos tambicn

en la relacion R )

A cada camino (xl. I R
1 7] t

”

) serd asociado un “valor” definido por:

l(xil 2 X 5eees X, ) = ,ugu}(xi1 )X, )/\,ug;(xl.2 2 X, ) /\.../\,ug;(xm » X, )
Ahora, consideremos todos los caminos posibles existentes de x; ax,, dos elementos

arbitrarios de £, sea C(x,,x ) el conjunto vulgar de todos los caminos

C(xl.,x].): (xl.l =

C(xl.,xj)={C(xl.,xj)
. , * .
Entonces, el “camino mas fuerte” C (x;,x;) de x, ax; se definira por:

I x.1,)=

yers X,

\ l(xi1 =X, X, P 0% =xj).
x ‘(') ¥ r

El niimero de elementos menos uno que constituyen un camino, se denominara “longitud del

camino”’.
Veamos algunos teoremas:

Teorema I: - sea E?){/c E X E , tenemos entonces:
V(x,y)€e EXE: ,u%i‘(x,y) =1 (x,»),

donde /; (x, y)es el camino mas fuerte que existe de x ay y de longitud £.
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Teorema II: - sea W< EXE y N la cierra transitiva de R, se tiene entonces:

V(x,y)e E><E:,u?3/(x,y)=l*(x,y).

Teorema III: - sea n=card E, si k es la longitud del camino de x, ax;, con k>n=card E,

entonces todos los elementos del camino no son Unicos, hay, al menos, lo que se denomina un
et . . . . . .
circuito” (camino cerrado) en el camino. Si se quita ese (esos) circuito, el camino se queda

con una longitud inferior o igual a n; se puede entonces enunciar:
lk (xoy) = lan (xoy)a

donde l_;n (x,y)es el valor del camino mas fuerte de longitud inferior o igual ande xay.

Teorema IV: - Si 9§/c EXE y n=card E, entonces:

?:K/:STUSTZ U...UR"

0/ 0/ 0/

Consideremos la relacion R representada en la matriz y el grafo siguientes:

A B C D

0 1 0 0,3

(No se han representado las parejas (x, ) tales que s (x, y)=0)

Se utilizaran los resultados siguientes para nuestras explicaciones:
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R
v oA B C D
0 1 0 0,3 0,3 0,2 1 0,4 0,3 1 1 0,4
A
B 0 0 1 0,4 0,7 0,2 0 0,4 0,7 0,2 1 0,4
C 0,7 0 0 0 0 0,7 0 0,3 0,7 0,7 0 0,3
1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1
D 0, 0 0, 0,
b) R* c) RUR?
(a) R (b) A (c) o "oy
0/,
0,7 0,3 0,2 0,4 0,7 1 1 0,4
0,4 0,7 0,2 0,4 0,7 0,7 1 0,4
0,3 0,2 0,7 0,4 0,7 0,7 0,7 0,4
1 1 1 1 1 1 1 1
(d) ®° (e) RUR*?UNR’
0/, 0/ O/ 0/,
0,7 0,7 0,3 0,4 0,7 1 1 0,4
0,4 0,4 0,7 0,4 0,7 0,7 1 0,4
0,7 0,3 0,2 0,4 0,7 0,7 0,7 0,4
1 1 1 1 1 1 1 1
, =
(f) R (g) RUR UR UR' =R
0/, 0/ 0/ 0/, 0/, 0/

Sean (B, C, A, D), un camino. Calculemos su valor:

[(B,C,D,A)= i (B,C) A it (C, A) A iy (4, D)
% %

%

=1A0,7A0,3=0,3

Examinemos todos los caminos que van desde B hasta D cuya longitud es inferior o igual a 3,
hay solamente: los caminos (B, D), (B, D, D), (B, D, D, D) para los cuales se tiene:
[(B,D)=usx(B,D)=0,4, I(B,D,D) = is;(B,D) A s (D, D) = 0,4 A1=0,4
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[(B,D,D,D) = ty;(B,D) A tt;(D,D) A t;(D,D) = 0,4 A1A1=0,4
Tenemos pues:

I'(B,D)=1(B,C,D,A)VvI(B,D)VvI(B,D,D)vI(B,D,D,D)=0,3v0,4v0,4v0,4=0,4
Si consultamos Sg:i/ en la tabla (g) precedente, hallamos:

U (B,D)=0,4 (Teorema II)

Hay dos caminos de longitud 3 entre B y D, que son (B, C, D, A) y (B, D, D, D). Se tiene
pues:

I;(B,D)=1(B,C,D,A)vI(B,D,D,D)=0,3v0,4=0,4
Comprobamos con:

Uy (B,D)=0,4 (Teorema )

Consideremos ahora el camino: (C, 4, B, D, A, D).Este camino posee un circuito que es (D, A4,
D), lo quitaremos, y tendremos:
(D)=, (C.D)

=1 (C,D)vL(C,D)vL(C,D)vI,(C,D)

:ﬂ%%(C,D)VﬂS;j (C,D)v,ugj/j (C,D)Vﬂ%z (C,D)

=0v0,3v0,4v0,4=0,4
Quizas, esperariamos hallar 0,3 pero el camino maés fuerte de longitud 5 entre C y D no es (C,
A, B, D, A, D) sino (C, A, B, D, D, D), los dos reduciéndose a (C, A, B, D) cuando se elimina

el circuito. Véanse la tablas precedentes en (b).
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ANEXO III. MODELOS GAMS UTILIZADOS"

II1.1. Implementacion en GAMS del algoritmo de Floyd-Warshal (Calculo de la matriz

de distancias de caminos mas cortos)

SONTEXT

FICHERO FLOYD.GMS

NECESITA EL FICHERO ARISTAS.TXT

CALCULA LA MATRIZ DE DISTANCIAS ENTRE VERTICES D(I,J) Y LA ESCRIBE
EN EL FICHERO FLOYD.TXT

SOFFTEXT

OPTION OPTCR

0.0001;
option optca = 0;

OPTION RESLIM = 10000000;
OPTION ITERLIM =16000000;
option mip=0sl2;

option solprint = off;
option limcol = 0;

option limrow = 0;

Sofflisting;
Soffsymlist;
Soffsymxref;
Soffinclude;

*para que no incluya el listado de los includes en el 1lst

*para controlar el tiempo
scalar

ini

fin

dur

hora

minu

Se€g;

ini=jnow;

* Modelos desarrollados por M.J. Canos Daroés, Vicente Liern, Carlos Ivorra y Manolo, Departamento de
Economia Matemaética, Universidad de Valencia.
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Sinclude "aristas.txt"

Parameter D(1i,7);

d(i,j)=c(i,j)sc(i,j)+c(j,1)8c(j,1)+bigs(c(i,j)+c(j,1) eq 0);

d(i,i)=0;
loop (k,
loop (i,
loop (73,
if (d(i,j)<(d(i,k)+d(k,])),
d(i,j)=d(i,]);
else
d(i,j)=d(i,k)+d(k,]);
)
)))
*d(j,1i)s$(ord(j) gt ord(i))=4d(i,]);
file dist /floyd.txt/;
put dist;
Put "table d(i,j)"/;
scalar r,s;
r=1;
s=10;
put":<7;
loop(j$(ord(j) ge 1),
loop (kS [(ord(k) ge r) and (ord(k) le s)], put k.tl:<7;
put /;
loop (i, put i.tl:<7;
loop (k$[(ord(k) ge r) and (ord(k) le s)],
put d(i,k):<7:2;);
put /);
if((s 1t card(i)), put / "+":<7;);
s=s+10;
r=r+10;
) ;

putclose dist;

fin=jnow;
hora=ghour (fin) -ghour (ini) ;

minu=gminute (fin) -gminute (ini) ;

) ;
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seg=gsecond (fin) -gsecond (ini) ;

dur=[ghour (fin) *3600+gminute (fin) *60+gsecond (fin)] -

[ghour (ini) *3600+gminute (ini) *60+gsecond (ini)];

file time /time-floyd.txt/;

put time;

put "fichero":<10 "duracion en segundos":<25 /;

put "floyd.gms":<10 dur:<>25:0 "segundos":<8 /;

putclose time;

I11.2. Modelo GAMS para el calculo de la p-mediana crisp

*fichero mediana

*calculo de la mediana

*egcribe fichero rmed.txt con los radios de la mediana

*egcribe el fichero solmediana.txt con las soluciones y tiempo de ejecucion

OPTION
option
OPTION
OPTION
option
option
option

option

OPTCR = 0.0001;

optca 0;

RESLIM = 10000000;
ITERLIM =16000000;
mip=0sl2;

solprint = off;
limcol = 0;

limrow = 0;

Sofflisting;

Soffsymlist;

Soffsymxref;
Soffinclude;

*para que no incluya el listado de los includes en el 1lst

Sinclude "aristas.txt"

Sinclude "pesos.txt"

Sinclude "floyd.txt";

ALIAS (J,JR) ;

SCALAR

P,ms, rmed ;
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*para controlar el tiempo
scalar

ini

fin

dur

hora

minu

seg;

PARAMETER RMEDIANA (JR)
VMEDIANA (JR) ;
PARAMETER RCMP (JR) RADIO DE LA MEDIANA PONDERADO POR EL CENTRO;
parameter dist(i,j);
SCALAR BIG;
* COTA valor de la mediana para el p anterior;
BIG=10000;
*COTA=BIG;

VARIABLES

Z;

POSITIVE VARIABLES

X(I,J) CANTIDAD SERVIDA DESDE EL CENTRO I AL DESTINO J;

BINARY VARIABLES
Y(I) INDICA SI HAY CENTRO DE SERVICIO EN I;

EQUATIONS
EQ1 (J)
EQ2(I,J)
EQ3

FUN;

EQ1(J).. SUM(I,X(I,J)) =E= 1;
EQ2(I,J).. X(I,J) =L= Y(I);
EQ3.. SUM(I,Y(I)) =E= P
FUN.. Z=E=SUM((I,J),WM(J)*D(I,J)*X(I,J));
MODEL mediana /ALL/;

FILE SOL /SOL-MED-POND.TXT/;
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PUT SOL;

*gsol.ap=1;

put "P":<10 "mediana":<>10 "radio":<>10 "tiempo/seg":<>10 "tipo":<>10 /;
*PUT "P=" P:<>5:0 /;

putclose sol;

for(p=2 to (card(j)-1) by 1,

*P=3;

ini=jnow;

*PARA QUE NO ARRASTRE VALORES DE LA SOLUCION ANTERIOR
*X.L(I,J)=0;

Y.L(I)=0;

*X.FX(I,J)$(D(I,J) GT COTA)=0;

* no es cierto que se puedan eliminar

SOLVE MEDIANA USING MIP MINIMIZING Z;
IF ( (mediana.modelstat eq 1) ,MS=1;);
IF ( (mediana.modelstat eq 8),MS=8;);
IF ([ (mediana.modelstat eq 4) OR (mediana.modelstat eqg 10)],MS=4;);
IF(((mediana.modelstat NE 1) AND (mediana.modelstat NE 8) AND
(mediana.modelstat NE 4) AND (mediana.modelstat NE 10)), MS=0;);

*para calcular el tiempo

fin=jnow;

hora=ghour (fin) -ghour (ini) ;
minu=gminute (fin) -gminute (ini) ;
seg=gsecond (fin) -gsecond (ini) ;

dur=[ghour (fin) *3600+gminute (fin) *60+gsecond (fin)] -

[ghour (ini) *3600+gminute (ini) *60+gsecond (ini)];

PUT SOL;

sol.ap=1;

put P:<10:2;
IF((MS=1 OR MS=8),
rmed=smax (j,smax(i,d(i,j)s(x.1(i,j) gt 0)));
dist(i,j)=d(i,j)s$(x.1(i,J) gt 0);
RMEDIANA (JR) $ (ORD (JR) EQ P)=RMED;
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VMEDIANA (JR) $ (ORD(JR)EQ P)=Z.L;
RCMP (JR) $ (ORD (JR)EQ P)=SMAX((I,J)s$(x.1(i,j) gt
0) ,WC(J)*D(I,J)*X.L(I,d));
)i
IF((MS=1),
* COTA=SMAX ((I,J),D(I,J)s$(X.L(I,d) GT 0));
PUT z.1:<>10:2 rmed:<>10:2 dur:<>10 "OPTIMA":<>10 /;
PUT "":<4 "VERT-SOL":<10;
LOOP(IS(Y.L(I) GT 0),
PUT I.TL:<5:0;
) ;
PUT /;
)i
IF((MS=8),
* COTA=SMAX ((I,J),D(I,J)S$(X.L(I,J) GT 0));
PUT z.1:<>10:3 rmed:<>10:3 dur:<>10 "INTEGER":<>10 /;
PUT "":<4 "VERT-SOL":<10;
LOOP(IS(Y.L(I) GT 0),
PUT I.TL:<5:0;
)i

PUT /;
)i
IF((MS=4),
PUT "":<>10 rmed:<>10:3 dur:<>10 "INFEASIBLE" :<>10 /;
) ;
IF((MS=0),
PUT "":<>10 rmed:<>10:3 dur:<>10 "NO SOLUTION":<>10 /;

)i

PUTCLOSE SOL;

*cierra for p
)
FILE RCM /RCMP.TXT/;
PUT RCM;
PUT "PARAMETER RCMP (JR)"/;
PUT "/" /;
LOOP (JR,
PUT JR.TL:<4:0 "":<5 RCMP(JR) :<10:3 /;
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) ;
PUT Il/’.ll
PUTCLOSE RCM;

FILE SOL1l /RMED.TXT/;
PUT SOL1;
PUT "PARAMETER RMEDIANA (JR)"/;

pPUT "/" /;

LOOP (JR,
PUT JR.TL:<4:0 "":<5 RMEDIANA (JR) :<10:3 /;
) ;

pUT "/;" ///;

PUT "PARAMETER VMEDIANA (JR)"/;

pUT "/" /;

LOOP (JR,
PUT JR.TL:<4:0 "":<5 VMEDIANA (JR) :<10:3 /;
)i

PUT "/;" /;

PUTCLOSE SOL1;

file time /time-mediana-pond.txt/;

put time;

put "fichero":<10 "duracion en segundos":<25 /;
put "pmediana":<10 dur:<>25:0 "segundos":<8 /;

putclose time;

II1.3. Ficheros txt de datos utilizados en el modelo (Caso de Kinshasa)

e aristas.txt

set 1 nodos /1*10/;
alias (i,3,k,1);
scalar big;
big=100;

parameter c(i,j)
/1.2 6

1.3 8

1.5 13
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1.7 17.5
2.3 8
2.5 13
2.7 17.5
3.4 5.5
3.5 8.5
3.7 12
4.5 7.5
4.9 15
5.6 4
5.7 5
5.8 7.5
5.10 7
6.7 8
7.8 7
7.10 12
8.9 8
9.10 3.5/;

® pesos.txt

parameter wm (i)

/1 841941

N

569281
455533
400963
569025
159503
211931
288449
390084

P O 0 J O U B W

0 454644/ ;
parameter wc (i) ;

wc(i)=1;
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