PROCESOS DE DIFUSION.CON
FUNCIONES TERAPEUTICAS

Elena Molina Portillo

Programa de Doctorado en Matematicas y Estadistica

Dirigida por Dr. Ramén Gutiérrez Sanchez




Editor: Universidad de Granada. Tesis Doctorales
Autora: Elena Molina Portillo

ISBN: 978-84-9163-435-5

URLI: http://hdl.handle.net/10481/48069


http://hdl.handle.net/10481/48069

NIVERSIDAD
E GRANADA

PROCESOS DE DIFUSION CON
FUNCIONES TERAPEUTICAS

Tesis doctoral presentada por Elena Molina Portillo,

dentro del Programa de Doctorado en Matematicas y Estadistica.

Dirigida por Dr. Ramén Gutiérrez Sdnchez






UNIVERSIDAD
DE GRANADA

PROCESOS DE DIFUSION CON
FUNCIONES TERAPEUTICAS

Tesis doctoral presentada por Elena Molina Portillo,

dentro del Programa de Doctorado en Matematicas y Estadistica.

Dirigida por Dr. Ramén Gutiérrez Sdnchez

El doctorando El director

Granada, 19 de junio 2017



PROCESOS DE DIFUSION CON FUNCIONES TERAPEUTICAS
Autora: Elena Molina Portillo

Director: Dr. Ramén Gutiérrez Sanchez

Impresa en Granada
Julio 2017




A José Miguel, mi inspiracion.






Resumen

En las ultimas décadas, la modelizacion matematica del crecimiento
poblacional y, en concreto, del crecimiento tumoral ha sido objeto de
considerable atencion. En la actualidad existe una amplia gama de mo-
delos que abordan esta cuestion, desde los modelos clasicos de cre-
cimiento deterministas, a los modelos estocésticos mas sofisticados y
realistas, que incluyen la posibilidad de estudiar el control del creci-
miento del tumor mediante la inclusion de los efectos de la terapia

recibida.

Los primeros estudios de modelizacion de crecimiento tumoral hacian
uso de las funciones cldsicas. Entre ellos destaca el modelo determinis-
ta exponencial (Stepanova, 1980) [49], el modelo determinista logisti-
co (Kuznetsov, 1994) [32] y el modelo determinista Gompertz (Parfitt
y Fyhrie, 1997) [41], entre otros. En dichos modelos deterministas no
se contemplan los posibles efectos de la terapia externa sino, exclusi-
vamente, el efecto de la respuesta inmunoldgica interna. A pesar de su
simplicidad, los modelos de crecimiento tumoral basados en ecuacio-
nes diferenciales ordinarias proporcionan una descripcion del tumor y
pautas a considerar en la terapia del cancer, el desarrollo de farmacos

y la toma de decisiones clinicas.

En afios posteriores, los citados modelos deterministas (exponencial,
logistico y Gompertz) fueron analizados en detalle, y se extendieron
de diversas formas en los intentos de mejorar la modelizacion del cre-
cimiento tumoral, considerandose las versiones estocasticas que consi-
deran el crecimiento, basicamente, como un fenémeno que tiene lugar

en un contexto aleatorio.



En la linea de investigacion del grupo FQM 147 “Analisis estadistico de
datos multivariantes y procesos estocdsticos”, el presente estudio des-
cribe como afectan las funciones terapia, en especial las funciones tera-
pias logaritmicas y exponenciales, a los modelos de crecimiento tumo-
ral definidos mediante modelos de crecimiento Gompertz estocésticos
invariantes no homogéneos. Para ello estudiaremos el comportamiento

del crecimiento celular con:

e una o varias funciones terapias exogenas logaritmicas.

e una funcioén terapia de tipo exponencial, producida por un efecto
inmunolégico interno (enddgena), y otra funcién terapia de tipo

logaritmica producida por un efecto externo (exégena).

El objetivo principal de este estudio serd desarrollar computacional-
mente el método de los modelos tedricos descritos por El-Kettani,
Gutiérrez y Gutiérrez-Sanchez (2012) [16l] y El-Kettani, Gutiérrez-
Sanchez, Melchor y Ramos-Abalos (2014) [1'7] para tratar el efecto de
este tipo de terapias en modelos de crecimiento de cidncer de pulmén

no microcitico (o cancer de pulmoén de células no pequeias).

En el capitulo 1 se realiza una presentacion de la teoria de ecuaciones
estocdsticas que va a ser usadas a lo largo de esta tesis doctoral. La
intencidn es proporcionar una base matematica para fundamentar esta

investigacion.

En el capitulo 2, se introduce el concepto de crecimiento celular. Se
presentan diversos modelos matematicos utilizados en la modelizacién
de dicho crecimiento, destacando los modelos mas relevantes basando-
nos en tres criterios: el tipo y naturaleza del modelo, la inclusion de

funciones terapias y la utilizacion de metodologias de ajustes.

En el capitulo 3, se estudia la estimacion de parametros de interés del
coeficiente drift (medida infinitesimal del proceso) de un modelo es-
tocdstico Gompertz no homogéneo con funciones terapias logaritmi-

cas. El método de maxima verosimilitud produce ecuaciones no linea-



les y la estimacion de estos parametros, entre ellos, el factor de decai-

miento del crecimiento del tumor.

En el capitulo 4, se expone el modelo basado en un modelo estocasti-
co Gompertz no homogéneo, cuyo coeficiente drift depende de dos
funciones temporales que influyen en el comportamiento dindmico del
modelo, y que puede ser interpretado en el contexto del tipo de creci-
miento celular. La primera de estas funciones temporales es un factor
de terapia inmunoldgica endégeno, y la segunda es un factor de terapia
exdgeno, que modela la dindmica de un tratamiento controlable exter-
namente sobre el crecimiento tumoral. Se presentan las caracteristicas
probabilisticas basicas del modelo de la ecuacién diferencial de It6 co-

rrespondiente y las expresiones de las funciones de tendencia.

Y por ultimo, en el capitulo 5, se propone un modelo de crecimien-
to tumoral basado en una difusion estocdstica Gompertz de tipo no
homogéneo, cuyo coeficiente drift depende de dos funciones de tiem-
po que influyen en el comportamiento dindmico del modelo, y que
puede ser interpretado en el contexto del tipo de crecimiento celular.
Ademads, se presenta una aplicacién del modelo descrito por El-Kettani
et al. (2012, 2014) [16], [17], con el objetivo mostrar la interrelacion
entre los parametros internos del proceso de difusion (coeficiente de
decaimiento del efecto terapéutico endégeno y los pardmetros de cada
terapia considerada) y el coeficiente de difusion global del modelo, a
partir de las caracteristicas del modelo de la ecuacion diferencial de Itd
correspondiente, obteniendo explicitamente la expresion de las funcio-

nes tendencias.

Los programas en lenguaje R se han afiadido en el apartado Anexo para

su consideracion.
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Introduccion

En este capitulo se realiza un prélogo de la teoria de ecuaciones estocasticas
utilizada en esta tesis doctoral. La intencion es proporcionar una base matematica
para fundamentar esta investigacion, por lo que la mayoria de los enunciados no se

presentan con detalle.



1. INTRODUCCION

1.1 Proceso estocastico

La teoria de procesos estocdsticos se centra en el estudio y modelizacién de siste-
mas que evolucionan en funcién de otra variable, generalmente el tiempo.

Un proceso estocastico { X, : ¢t € T} puede entenderse como una familia unipa-
ramétrica de variables aleatorias indexadas mediante el subindice ¢, generalmente
el tiempo. Se dice que el proceso es de tiempo discreto en caso de que el conjunto
de pardmetros sea un conjunto discreto, por ejemplo T = {0,1,2,...}. En cam-
bio se dice que el proceso es de tiempo continuo cuando el conjunto de pardmetros
consiste de un subintervalo de R. En lo sucesivo consideraremos procesos en donde
las variables aleatorias toman valores reales y el espacio parametral es el intervalo
0, 00).

Formalmente, dado el espacio de probabilidad (€2, A, P), se define el proceso

estocastico como la funcién

X (A, P)— (R, P)
w— Xi(w) €R

tal que para cada ¢t > 0, la funciéon w — X;(w) es una variable aleatoria,

mientras que para cadaw € €, la funcion ¢t — X;(w) es una trayectoria del proceso.

1.2 Proceso de Markov

Un proceso de Markov es un proceso estocdstico que cumple la propiedad de
Markov, es decir, que la distribucién de probabilidad de que ocurra un evento de-
pende unicamente del evento inmediatamente anterior. Es decir, la evolucion en el
futuro no depende del pasado, sino solo del estado presente.

Formalmente, sea t; < ... < t,,, la funcion de densidad

Prin—1(Yn, talyr, tis - 5 Yn—1,tn—1) = Pip(Un, tn|Yn—1,tn-1)

siendo Py, la llamada Probabilidad de Transicion.
Usualmente una cadena de Markov seria definida para un conjunto discreto
de tiempos (es decir, una cadena de Markov de tiempo discreto), aunque algunos

autores usan la misma terminologia donde tiempo puede tomar valores continuos.



1.3 Ecuacion cinética adelantada y atrasada para procesos markovianos

1.3 Ecuacion cinética adelantada y atrasada para pro-

cesos markovianos

Sea {X(t) :t € T'} un proceso de Markov en tiempo continuo con espacio de
estados continuo y, supuesto que existen las funciones de densidad de transicion

f(z,tly, s), éstas satisfacen la ecuacién de Chapman-Kolmogorov

f(xty, s) = / F( 2, 7) f (2, Iy, 5)d (L1)

donde s < 7 < t son instantes arbitrarios en los cuales se verifica X (¢) = «z,
X(1) = z y X(s) =y y donde la integral se extiende al espacio de estados
asociado al proceso.

Sean los instantes de tiempo s < t < t + At con X(s) =y, X(t) = z y
X(t+ At) = .

Sea R una funcién de tipo Schwartz, es decir, una funcién infinitamente deri-
vable tal que Vk,m € N verifica lim;| oo ||"A™ (2) = 0y cuyo espacio es denso
dentro del espacio de funciones continuas y acotadas ¢ tales que lim g(x) — 0.

Supuesto que:

e cxiste la derivada de f(x,t|y, s) respecto a ¢ y es continua;

e cxisten todos los momentos de los incrementos condicionados;

e cxisten los limites de dichos momentos, A,(z,t), cuando A, tienda a cero;

o A,(z,t)f(zt|y,s) es infinitamente derivable con derivadas continuas y aco-

tadas.

Bajo tales condiciones, se pueden obtener la ecuacion cinética adelantada

Of (z,tly,s) _ i (=1)" 0"[An(, t) [ (2, tly, 8)]

n! oz

(1.2)

Andlogamente y bajo tales supuestos, considerando los instantes de tiempo s —
As < s <ttalque X(s—As) =y, X(s) =z y X(t) = z, se obtiene la ecuacion

cinética atrasada
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8f<$,t‘y, S) _ = An<y7 S) 8”f(x,t|y, 8)
0s T Z n! oy (1.3)

n=1

1.3.1 Momentos infinitesimales del proceso

Las funciones A, (z,t) son conocidas como los momentos infinitesimales del pro-

ceso, siendo

.1 n _
Aol t) = Jim o [ (= )" (gt + Dl t)dy =

BI(X(+ 8~ XOPIXO =] _ | EAX@)IX() 4]
At—0 YAN At—0 At .

En particular, para un incremento /At se tiene:

EIAX(1)[X(t) = 7]

e Lamedia infinitesimal (o drift) del proceso A, (z,t) ~ s

Var[(AX ()| X () = z]
At

e La varianza infinitesimal Ay(x,t) = lima; 0

1.3.2 Ecuacion cinética adelantada y atrasada para procesos no

markovianos

Sea un proceso no markoviano con estados continuos y en tiempo continuo. Sea
una sucesion de instantes de tiempo t_, < ... < t_; < s < 7 < t tales
que X(t) = z, X(17) = 2, X(s) =y, X(t_x) = v_pconk = 1,...,p. Sea
Sy =[(x_1,t-1), (x_2,t_2),...,(x_p,t_,)]. Aplicando el teorema de la probabili-

dad total, obtenemos la ecuacidn cinética adelantada

af($at|yvs;sp) — Z (-1)” 0" An(l’;ﬂyuS;Sp)f<x7t|y’8;sp) (14)

n!l  Ozn

con

1
Aoty 5i8,) = Jim [ (2= 0" (et + At :5,)dz

At—0



1.4 Ecuaciones de Kolmogorov

Y la ecuacion cinética atrasada

Of(,tly,5) <= Anl(y, 5:9p) " f (2, t]y, 5, 5p)
Os B ; n! oy (1.5)

1.4 Ecuaciones de Kolmogorov

Las ecuaciones cinéticas, tanto para procesos markovianos como no markovia-
nos, son de dificil resolucion excepto si los momentos infinitesimales del proceso
A, (x,t) fueran cero de un n en adelante. Una condicion suficiente para que esto se
produzca es dada por Pawula (1967).

Teorema de Pawula. Si A, (z,t) < oo, Vn € N ysi A,(z,t) = 0 para algin
n par, entonces A, (z,t) =0, Vn > 3.

Bajo las hipétesis de este teorema tenemos las ecuaciones de Kolmogorov:

La ecuacion cinética adelantada:

f(z.1ly. 9 1 6
W = — g @ O f (@ tly, )] + 5 o5 A, ) f(, tly, s)] - (1.6)

y la ecuacidn cinética atrasada

of (x,tly, s)

iR Of @ty 5) | Aoly8) Of (@, ty.5) _ (g

dy 2 0y?

+ Al(y7 5)

1.5 Proceso de difusion

Un proceso de Markov { X () : to <t < T'} en tiempo continuo y con espacio de
estados continuo es un proceso de difusion si tiene trayectorias continuas casi segu-
ro y su funcién de distribucién de transicion, F(x, t|y, s), verifica las tres siguientes

condiciones Ve > 0y V.

1
1. lim — F(dy,t + hlz,t) =0
h—0 \y—x|>€
, 1
2. lim — (y — x)F(dy,t + hlz,t) = Ay (z,t)
h—0 h ly—z|<e
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1
3. lim — (y — 2)*F(dy,t + h|z,t) = As(z, )

h=0 h ly—z|<e

Siendo A;(z,t)y As(z,t) los momentos truncados de primer y segundo orden

de los incrementos condicionados.

1.6 Ecuaciones de Kolmogorov y de Fokker-Planck en

los procesos de difusion

Sea {X(t) : to <t < T} un proceso de difusion. Supongamos que existen las de-

fivadas 0@ t0:3) Ol DF (.t )] lAx(r. O @ ty. o)
T

dx
nuas. Entonces f(z, t|y, s) verifica la ecuacion adelantada de Kolmogorov o ecua-
cion de Fokker-Planck

y son conti-

Of (x,tly,s) _ OlAi(x,t)f(z,tly, s)] | 10°[As(z, 1) f(x,t]y, )]
5 = o +§ 97 st <s<t<T

con la condicién de que el lim,_, f(x,t|ly,s) = d(z — y).

Sea {X(t) : to <t < T} un proceso de difusién. Supongamos que para cada
(x,t), F(x,t|ly,s) es dos veces derivable respecto de y, siendo dichas derivadas
continuas y acotadas. Entonces F'(x,t|y, s) es derivable respecto a s y se verifica

la ecuacion atrasada de Kolmogorov.

3F(m,t|y, S) 8F(:C,t]y,s) A2<y7 8) aQF(‘ruﬂya S)
— =4 A =0,tg<s<t<T
(1.8)
con la condicién de que el
lim F(z, t|y, s) = lim PIX(£) < 2|X(s) =y = 4 + T=Y
s—t ’ ’ s—t - 0 z< Yy

1.7 Condiciones frontera en el caso homogéneo

Sea {X(t) : t € [to, T]} un proceso de difusiéon homogéneo que verifica las ecua-

ciones diferenciales adelantada y atrasada:



1.7 Condiciones frontera en el caso homogéneo

ot - ox 2 ox?

Of (x,tly,s) _ OlAu(, ) f(,t]y, s)] +}32[A2(937t)f(%t|y,8)]

8f(:c, t’yv S) + a[A1<y7 S)f(ﬂf, t|y7 S)] + 182[142(% 8)f($, t|y7 S)]

0s ox 2 Ox? =0

Sea I = (ry,r2) un intervalo de difusién con —oo < r; < ry < 0. Supon-
gamos que Ai(x,t), Ay(x,t) y AL(x,t) son continuas Vo € Iy que Ay(x,t) >
0, Vx € I. Por tanto, los posibles puntos singulares que pudieran existir serian los

extremos del intervalo de difusion. Entonces pueden ocurrir varias posibilidades:

1. El proceso nunca alcanza, para t finito, el valor ;, ¢ = 1,2. En tal caso se

dice que r; es una barrera inaccesible.

2. El proceso alcanza, para t finito, el valor r;, ¢ = 1, 2. En tal caso se dice que

r;, €S una barrera accesible.
Para cada una de estas situaciones tenemos dos tipos de barrera:

1. Barreras inaccesibles

e Barreras naturales. No existe flujo de probabilidad desde el interior
del intervalo de difusién a las barreras y si se asignara inicialmente
alguna masa de probabilidad en la barrera, permaneceria en la misma

sin propagarse por el intervalo de difusién.

e Barreras de entrada. No es alcanzable desde el interior del intervalo
de difusion pero, partiendo de ella, el proceso puede tomar valores en

el intervalo.

2. Barreras accesibles

e Barreras regulares. No ocurre nada en el proceso en las proximidades
de las barreras. Por tanto hay que imponer condiciones en cada una de

ellas.
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e Barreras de salida. Existe flujo de probabilidad desde el interior del in-
tervalo de difusién hacia las barreras pero no al revés. La barrera actda
de forma absorbente puesto que las trayectorias del proceso toman un
valor inicial zy, con 1, < g < 19, y concluyen tan pronto como alcan-

zan una barrera de este tipo.

La importancia de esta clasificacién radica en que si se conoce la naturaleza
de las barreras del intervalo de difusién, se puede decidir qué tipo de condiciones
deben asociarse con las ecuaciones de difusion para poder obtener las densidades
de transicion. En este sentido, Feller (1971)[19] demostré que la clasificacion dada
depende de ciertas propiedades de integrabilidad de los momentos infinitesimales.

Concretamente, sea x’ € [ y sea

f(x) = exp (— / 22‘11(%%)7 o) = oy M) = ) [ g,

k(z) = g(a) / " f)d

Sean [;, los intervalos de extremos ' y r;, i = 1,2y sea £(1;) el espacio de
funciones no negativas Lebesgue integrables en ;. Con ello el criterio de clasifica-

cioén de Feller queda en la forma:

1. r;esregularsi f € £(1;) y g € £(1;).
2. r;esdesalidasig ¢ £(1;) y h € £(I;).
3. r;esdeentradasi f ¢ £([;) y k € £(1;).

4. r; es natural en otro caso.

Feller (1971) [19], empleando la teoria de semigrupos, estudio el problema de
existencia y unicidad de solucién asociado a ambas ecuaciones diferenciales en
relacién con las condiciones frontera que habria que imponer para cada tipo de

barrera. Algunas de las posibles situaciones son las siguientes:



1.7 Condiciones frontera en el caso homogéneo

1. Ambas barreras son naturales. La condicién inicial del tipo delta de Dirac
determina de forma unica la densidad de transicion como solucién de las
ecuaciones de difusion. No hay que imponer condiciones frontera adicionales

salvo lim,_,,.. f(z,t|ly) =0, i =1,2.

2. Una barrera natural y otra de salida o ambas de salida. La condicién ini-
cial s6lo proporciona como solucion la densidad de transicion para la ecua-
cioén adelantada. La ecuacion atrasada tiene infinitas soluciones y todas veri-

fican la condicion inicial.

3. Una barrera es regular. Ninguna de las ecuaciones puede resolverse sélo
con la condicion inicial y hay que imponer condiciones frontera adiciona-
les. En este caso podemos diferenciar dos tipos de barreras especialmente

importantes:

e Barrera reflectante. Ocurre cuando al alcanzarse dicha barrera, la tra-
yectoria es reflejada hacia el intervalo de difusion o bien permanece un
instante y luego es devuelta al intervalo. En cualquier caso, no hay flujo
de probabilidad en dicha barrera por lo que la condicién que hay que

imponer es lim,_,,. f(z,tly) =0, i = 1,2.

e Barrera absorbente. En este caso la trayectoria finaliza en cuanto se

alcanza dicho valor. La condicién que hay que imponer es, parai = 1,2

limg— o, [As(z) f(2) f(z, tly)] = Ocon f(z) = exp (- /x 2A1(2)dz>

» As(2)

En el caso particular en el que A, sea positiva y tanto A; como Ay, sean
acotadas, entonces f estd acotada y con ello la condicién queda en la

forma lim, ,,, f(z,tly) =0, i =1,2.



1. INTRODUCCION

1.8 Procesos de difusion y ecuaciones diferenciales es-

tocasticas

1.8.1 Integral estocastica en el sentido de Ito

Sea X4 la funcion indicadora en el intervalo [a,b]. Para 0 < a < b < T se define

su integral estocastica en el sentido de [td como

/0 N (DAW (1) = W (b) — W (a),

mientras que si f es una funcién escalonada en [ty, T'], es decir,

,_n

m—

ftk X[tktk-i-l] ) 0:t0<t1<...<tm:b7
k=0

entonces 1
/ FOAW (1) = 3 Ft) W (1 + 1) — W (k)
k=0

Notemos que el valor de f se toma en el extremo inferior de cada particién del
intervalo, mientras que la funcion f podria ser aleatoria.

Una funcién f que sea independiente de los incrementos W (t+s)—W (t), Vs >
0, se llama una funcién no anticipativa y depende estocdsticamente de W (u) para
u < t, o sea, solo del pasado. Observemos, ademds, que para una funcidn escalo-
nada no anticipativa, la integral fo s)dW (s) es, a su vez, una funcién no antici-
pativa. Asimismo, asumiremos que los saltos de la funcién escalonada aleatoria f
ocurren en tiempos no aleatorios.

Algunas propiedades importantes de la integral estocéstica definida hasta ahora

son:

1 / (F() + g(t)) dW () = / FOaw (L) + / gV (1)

2. /0 OV (1) = ¢ /0 FOAV ()

T
3.Sifyg satisfacen/ (E[f*(s)] + E[g*(t)]) dt < oo, entonces
0
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1.8 Procesos de difusion y ecuaciones diferenciales estocasticas

o F aw =
[ o] o
v | [ swave [ aoave) = [ El@eo)a
Sea H,[0, T 1a clase de funciones no anticipativas f tales que verifica

/OT E[f*(t)]dt < oo.

Entonces para cada funcién f € H,[0, T existe una sucesién {g, } de funciones

escalonadas tales que

T
/0 |f(t) — g, (t)dt lim 0

n—-+00

L aws)

converge casi seguro, uniformemente en [0, 7], a una funcién, que llamaremos

o(b).

mientras que la sucesion

T
Puesto que gn(8)dW (s) es una funcién continua para cada n, y la conver-

gencia es uniforme, si definimos

/T gn(s)dW (s) = £(1), 0< t < T

T
entonces la integral gn(s)dW (s) es una funcion continua casi seguro en ¢ y es

0
independiente de la sucesién {g, }.

1.8.2 Diferenciales estocasticas y formula de It6

Sean a y b dos funciones pertenecientes a Ho[0, 7], y sea X () un proceso estocasti-
co que satisfaga la expresion

t2

X(ty) — X(1) :/tz a(t)dt—i—/ b(E)dIV (), Vv, b € [0, T].

t1 t1

En tal caso diremos que el proceso X (¢) tiene diferencial estocastica asociada

11



1. INTRODUCCION

dX (t) = a(t)dt + b(t)dW (¢) (1.9)

Sea f(x,t) una funcién continua con derivadas parciales continuas (férmula de

1t6). Entonces

(t),1) _
ox 2 ox D=5, W=

A1, POPIEODY gy 2
2 ox

NECCLI. 0 EAX() Y g+ SO0

1.9 Ecuaciones diferenciales estocasticas. El caso li-

neal

La ecuacidn diferencial estocastica

dX (t) = a(X (1), )dt + b(X (L), £)dW (1) (1.10)
X(O) =X

viene determinada a partir de la ecuacion integral de Itd

X(t) =z0+ /Ota(X(s), s)ds + /Ot b(X(s),s)dW(s) (1.11)

de tal forma que una solucién de es una funcién no anticipativa X (¢) tal que

|1/2

1.11|se verifica, siendo |a|'/* y b pertenecientes a H» [0, T'.

El ejemplo mas simple de ecuacion diferencial estocéstica es la ecuacion
dX(t) = a(t)dt + b(t)dW (t) (1.12)
X(O) =X

con ay b funciones deterministicas, y cuya solucion es

x(t) = xo + /Ota(s)ds + /Otb(s)dW(s). (1.13)
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1.10 Ecuaciones diferenciales estocasticas lineales

Una ecuacién diferencial estocastica d.X (t) = f(X(t),t)dt + G(X(t),t)dW (t) se
dice lineal si las funciones f y g son funciones lineales en X (¢); esto es, la ecuacion

es de la forma
dX(t) = (A(t) X (t) + a(t))dt + (B(t) X (t) + b(t))dW (t), X (tg) = xo. (1.14)

En el caso de que a = b = 0 se dice que la ecuacién es homogénea, y si B = 0

se denomina lineal en sentido restringido.
Bajo ciertas condiciones estas ecuaciones tienen solucidn tnica.
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Modelos de crecimiento
celular

En este capitulo se introduce el concepto de crecimiento celular. Se presentan
diversos modelos matematicos utilizados en la modelizacion de dicho crecimien-
to, destacando los modelos mds relevantes basandonos en tres criterios: el tipo y
naturaleza del modelo, la inclusion de funciones terapias y la utilizacién de meto-

dologias de ajustes.
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2. MODELOS DE CRECIMIENTO CELULAR

2.1 Introduccion

El crecimiento poblacional es el cambio en el nimero de individuos en una pobla-
cién en un determinado periodo de tiempo.

El estudio del crecimiento celular es una de las aplicaciones mas investigadas
en la linea de investigacion de crecimiento poblacional. Las células se desarrollan
segin el tejido al que pertenecen, por ejemplo en tejidos epiteliales y hepaticos
las células se encuentran en constante division, sin embargo, en tejidos musculares
y nerviosos la division de la célula termina poco después de su nacimiento. El
crecimiento de organismos microbianos en unicelulares consiste en el aumento de
tamafo, mientras que en pluricelulares se da el aumento del nimero de células y
consecuentemente el aumento de su tamafio. A partir de esto las células se dividen
en dos grandes grupos: eucariotas y procariotas (Sheeler, 1993)[47].

Segun Fogler (2001)[20], las etapas del crecimiento celular son las siguientes:

e Fase | o fase de latencia: En esta fase no se aumenta la concentracion de
células, debido a que se estdn ajustando a su nuevo entorno por lo que tendran

que reajustar una nueva forma metabdlica para poder consumir los nutrientes.

e Fase II o crecimiento exponencial: La velocidad de crecimiento de la célula
es proporcional a la concentracion de las células debido a que estas se dividen
con rapidez porque las rutas enzimaticas para metabolizar estin en ejecucion

gracias a todos los nutrientes que esta le brinda.

e Fase III o estacionaria: Las células logran ocupar un espacio biologico donde
la falta de nutrientes, acumulacion de 4dcidos orgdnicos, materiales toxicos y

metabolitos van a limitar su crecimiento hasta que lleguen a cero.

e Fase IV o fase de muerte celular: En esta fase ocurre una disminucién en
la concentracion de células vivas, esto es provocado por el agotamiento de

nutrientes y subproductos toxicos.

En tejidos normales, se mantiene un equilibrio entre el crecimiento de nuevas
células y la muerte de células viejas, debido a que cada dia mueren miles de células
y se generan células nuevas que toman el lugar de las que mueren. Para que éste
proceso se lleve a cabo, es necesario la ejecucion de dos pasos: la proliferacion y
la apoptosis (Peterson, 2015)[34].
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2.2 Modelizacion del crecimiento celular

e La proliferacion celular es el aumento del nimero de células como resultado
del crecimiento y la division celular. Es caracteristica de cada organismo

asi como del tipo celular, por lo que estd controlada de forma muy especifica.

e La apoptosis, o muerte celular programada, es el proceso ordenado donde las

células viejas o dafiadas se autodestruyen.

Si se rompe el equilibrio entre ambos procesos, ya sea porque las células pro-
liferen de forma incontrolada y/o no mueran en el momento apropiado, se produce

un crecimiento celular anormal o tumor, en algunos casos, de tipo maligno.

2.2 Modelizacion del crecimiento celular

Los modelos de crecimiento son métodos matemdticos generalmente empleados
para modelizar la evolucion de los fendmenos de crecimiento a lo largo el tiempo.
Algunos de estos modelos son utilizados para describir el crecimiento poblacional
en ambitos tales como el econdmico, bioldgico, ecoldgico o médico. Dicha mode-
lizacién matematica es apropiada para predecir el crecimiento celular integrando el
efecto de ciertas interacciones (Preziosi, 2003)[43]] que, de no considerarse, pueden
conducir a discrepancias entre los datos clinicos y las predicciones tedricas.

Una amplia gama de modelos estidn disponibles actualmente para abordar esta
cuestion, desde modelos clasicos de crecimiento deterministas a modelos estocasti-
cos sofisticados, y cada vez mas realistas, que incluyen la posibilidad de estudiar
el control del crecimiento del tumor mediante la inclusién de los efectos de la te-
rapia. Se describen a continuacion algunos puntos de referencia en la evolucion de
la modelizacion del crecimiento tumoral, destacando tres criterios en cada caso: el
tipo y la naturaleza del modelo (determinista, estocastica); la inclusion o no de las
funciones terapia en el modelo, y el uso de alguna metodologia para su ajuste a los
datos observados.

En las dltimas décadas, se han logrado avances importantes en la modeliza-
cién del crecimiento poblacional y, en particular, del crecimiento de las células
tumorales. Las funciones que describen el tamafio de la poblacién en un tiempo
t, X (t), tradicionalmente han sido obtenidas como solucién de un modelo de cre-
cimiento determinista formulado bajo unas hipétesis de crecimiento plasmadas en

una ecuacion de incrementos que, bajo un paso al limite (At — 0), genera una
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2. MODELOS DE CRECIMIENTO CELULAR

o varias ecuaciones diferenciales de cardcter determinista cuya solucion, sujeta a
ciertas condiciones iniciales y de limite (frontera), genera el correspondiente mo-
delo (o curva) X (), la cual proporciona, para cada t en [0, T'], el tamafio respectivo
de la poblacion. Estas curvas de crecimiento presentan un determinado nimero de
parametros que pueden tomar valores en determinados rangos o intervalos de R
(Kloeden, 1992 [31]]; Prakasa-Rao, 1999 [42]).

La obtencion de los valores adecuados de dichos parametros, para la modeliza-
cién de un fenémeno concreto, constituye el proceso de ajuste del modelo a dicho
fendmeno (es decir la solucidon de un modelo de curva de crecimiento concreto en
la familia paramétrica considerada). Este proceso de ajuste se basa en la observa-
cién del fendmeno considerado bien en un intervalo continuo del tiempo o bien en
instantes de tiempos discretos.

A continuacién, mostraremos algunos modelos de crecimiento poblacional y

modelos de crecimiento celular que serdn utilizados en capitulos posteriores.

2.2.1 Modelo exponencial

El modelo de crecimiento exponencial se aplica a una magnitud tal que su variacién
en el tiempo es proporcional al valor de la funcion en ese punto, lo que implica que

crece muy rdpidamente. La ecuacion que explica el modelo es la siguiente:

X(t) = X(to)e"; t > 0. (2.1)

Donde X () es el valor de la magnitud en el instante ¢ > 0, X (¢y) es el valor
inicial de la variable cuando se empieza la medicién y b es la tasa de crecimiento
instantanea, tasa media de crecimiento durante el intervalo transcurrido entre ¢ = 0
yt>0.

Otra forma de expresar el crecimiento es exponencial es mediante la ecuacion

diferencial de primer orden, que se define como
dX(t)
dt

con X (ty) = x el valor inicial de la variable.

=bX(t), (2.2)

Entre ellos destaca el modelo determinista exponencial de crecimiento del tu-

mor desarrollado por Stepanova (1980)[49] en el que no se tuvo en cuenta los
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2.2 Modelizacion del crecimiento celular

posibles efectos de la terapia externa, sino exclusivamente, el de la respuesta inmu-
noldgica interna.

En los estudios sobre el crecimiento de células tumorales, uno de los aspectos
mds importantes a tratar es el de la respuesta inmune.

Stepanova (1980)[49] propuso un modelo de crecimiento tumoral exponencial
que incluye la interaccion con esta respuesta inmune. Sobre esta base, propone un
modelo que incluye las caracteristicas mds importantes que median en la respuesta

inmune. Este modelo se compone de dos partes:

dXy = peXy — v XYy (2.3)

dY; = pr(X; — BX2)Y; = 7Y+ k; (2.4)

donde

X, representa el volumen de las células tumorales,

Y; la densidad de las células T “T-cell” responsables de la respuesta inmune, y

v la velocidad (tasa) de eliminacién de las células tumorales.

Diversos autores han reconocido la validez del modelo de Stepanova para la
respuesta inmunoldgica. En términos de componentes, este modelo proporciona
una descripcion completa de las caracteristicas relevantes del crecimiento del tu-
mor bajo actividad inmunolégica. Segin De Vladar y Gonzalez (2004)[114], el flujo
de células tumorales en un entorno de X = 0 no pueden ser suprimido por cual-
quier flujo de las células antitumorales (es decir, inmunocomponentes). Con solo
la accidn del sistema inmunoldgico no se puede lograr una regresion completa del

crecimiento del tumor, siendo necesario un mecanismo externo, es decir, una tera-

pia.

2.2.2 Modelo logistico

El modelo de crecimiento logistico es una variante del crecimiento exponencial.
No obstante el crecimiento exponencial no estd acotado mientras que el crecimien-
to logistico tiende a un valor de saturacion. Es decir, cuando una magnitud crece
en un sistema finito, a partir de cierto punto el tamafio finito del sistema limita el

crecimiento de la magnitud al no existir recursos abundantes suficientes para se-
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2. MODELOS DE CRECIMIENTO CELULAR

guir permitiendo el crecimiento exponencial. En esos casos el crecimiento de la

poblacion X en el tiempo ¢ responde a la siguiente ecuacion diferencial

dX (1)

dt k

=bX(t) (1—&) , t>0 (2.5)
donde b es la contante que define la tasa de crecimiento y £ es la capacidad,
constante asociada a la saturacion del sistema.
Cuando el valor ¢ es pequefio, esta ecuacion es similar al crecimiento exponen-
cial, pero para valores grandes el comportamiento cambia. La solucién general a la
ecuacion es la funcidn logistica, usualmente llamada curva logistica. La solucién

general de la ecuacion viene dada por
(t) . k‘X(tg)@bt .
k4 X(t)(ett — 1)’
donde th X(t) =k.
—00
Kuznetsov (1994)[32] examiné el crecimiento logistico de cardcter determinis-

t>0. (2.6)

ta, destacando sus ventajas sobre el modelo exponencial. Andlogamente al modelo
de Stepanova, tampoco se valoré los efectos de posibles funciones terapias exter-

nas, sino que se valord exclusivamente el efecto de la respuesta inmunoldgica.

2.2.3 Modelo logaritmico

El crecimiento logaritmico, inverso del crecimiento exponencial, describe un fenémeno

cuyo tamafio puede describirse como una funcién logaritmica del tipo

X(t) =a+blog(t); t>0, (2.7)

con a el valor de corte con el eje de abcisas y b la tasa de crecimiento ins-
tantanea.

El modelo logaritmico tiene un periodo de ripido aumento, seguido por un
periodo en el que el crecimiento se ralentiza, pero el crecimiento sigue aumentando
sin limite. Esta caracteristica hace al modelo inadecuado cuando lo que se pretende
modelizar tenga una cota superior. La principal diferencia entre este modelo y el
modelo de crecimiento exponencial es que el modelo de crecimiento exponencial

comienza lentamente y luego aumenta radpidamente con el tiempo.
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2.2 Modelizacion del crecimiento celular

En el disefio de algoritmos informéticos, el crecimiento logaritmico y las va-
riantes relacionadas, tales como el crecimiento log-lineal o log-normal, son indica-
ciones muy deseables de eficiencia.

La fase de crecimiento exponencial rdpidamente creciente de un cultivo celu-
lar se llama a veces crecimiento logaritmico. Durante esta fase de crecimiento, el
numero de nuevas células que aparecen es proporcional a la poblacion. Esta con-
fusion terminoldgica entre el crecimiento logaritmico y el crecimiento exponencial
puede explicarse por el hecho de que las curvas de crecimiento exponencial pueden
ser enderezadas mediante el trazado de ellas utilizando una escala logaritmica para

el eje de crecimiento (Barbeau,2013)[9].

2.2.4 Modelo Gompertz

El modelo determinista Gompertz viene determinado por una curva o funcién de ti-
po sigmoidal donde el crecimiento es méas lento al principio y al final de un periodo
de tiempo. La asintota derecha, o futura de la funcidn, es abordada mucho mas gra-
dualmente por la curva que la asintota de la izquierda, o inferior, en contraste con
la funcidn logistica simple en la que ambas asintotas son abordadas simétricamente
por la curva.

La curva viene definida mediante la siguiente ecuacion:

X(t)=ke ", teR" (2.8)

con A >0,b>0y X(t) <k, Vt € R*. Siendo k el valor del limite de la
curva cuando ¢ tiende a infinito, A es un nimero real positivo cualquiera y b la tasa
de crecimiento de x.

Otra forma de representar la funcién, restringida a ¢ > ¢, > 0 con zyp =

X (to) > 0 es mediante la ecuacion

X(t) = kexp{log (%) e M=t >0 (2.9)

conb>0yk >zy>0.
Si denotamos como X (t) al tamafio del tumor en un tiempo ¢ determinado y z
el tamafio del tumor en el momento de la observacion inicial, tenemos que la ecua-

cién2.9|representa el crecimiento celular del tumor, siendo k la capacidad de carga
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2. MODELOS DE CRECIMIENTO CELULAR

(el tamafio maximo que puede alcanzar el tumor con los nutrientes disponibles) y b
una constante relacionada con la capacidad de proliferacion celular.

Una particularidad de este modelo es que en ausencia de terapias X (t) <
k, Vt € R*, mientras que en presencia de terapias puede ser X (t) > k, Vt € R*.

La ecuacion diferencial Gompertz viene dada por la ecuacion

X'(t) = blog (%) X(t); t>0 (2.10)

Es decir, se puede considerar como

X'(t)=F(X@#)X(t); t>0

donde F'(X) es la tasa de proliferacion instantanea de la poblacion celular, cuya
naturaleza decreciente se debe a la competencia por los nutrientes debido al aumen-
to de la poblacion celular, similar a la tasa de crecimiento logistico. Sin embargo,
existe una diferencia fundamental: en el caso logistico, la tasa de proliferacion de
la poblacion celular es finita, mientras que en el caso de Gompertz la tasa de pro-
liferacion se aproxima asint6ticamente a un valor de saturacion cuando el tamafio
del tumor se incrementa.

El crecimiento Gompertz ha sido considerado como un medio de obtener mo-
delos mejor preparados para la realidad de ciertos tipos de tumores. Parfitt y Fyhrie
(1997) [41] utilizaron la funcién de crecimiento Gompertz determinista, sin fun-
ciones de terapia, proporcionando, ademas, una metodologia para la estimacion
estadistica de los parametros mediante métodos grificos. Estos tltimos se usan
cominmente en la teoria general de crecimiento de la poblacién para modelos
logisticos y Gompertz, entre otros (Romédn-Roman et al. 2012 [43]).

Posteriormente, los modelos deterministas se extendieron a su version estocasti-
ca en los intentos de mejorar la modelizacion del crecimiento tumoral. Gonzales et
al. (2003)[22] consideran un modelo determinista Gompertz en el que la dinamica
de crecimiento se ve influida por una funcién terapia logaritmica (accidn exterior),
y afirman que este modelo es optimo para su aplicacién conjuntamente con la tera-
pia correspondiente. Por primera vez en la literatura sobre este tema, se consideran
funciones terapia y se describen sus funciones especificas.

Posteriormente, De Vladar y Gonzalez (2004)[14] incluyeron el modelo de
Gompertz en el esquema de respuesta inmune del Stepanova para mejorar la des-
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2.2 Modelizacion del crecimiento celular

cripcion de la interaccion entre la respuesta inmune y el crecimiento del tumor.
Este trabajo destaca ciertas propiedades del modelo exponencial de Stepanova y
del modelo de Gompertz, incluyendo el caso en el que se aplica una terapia ex-
terna. Estos autores concluyeron que el modelo de Gompertz fue el mds ventajoso
de los dos y que la terapia afectara tanto al crecimiento del tumor como al sistema
inmunolégico. Explicitamente, las ecuaciones que describen dicho efecto vienen

dadas por:

dXy = peXilog Xoo — peXylog Xy — v XYy — KcXtC(t)Q (2.11)

dY, = py(Xy — BX])Y, — Y, + k = VK, C(t). (2.12)

Albano et al. (2007)[S]] basan su posterior propuesta en el modelo presentado
por De Vladar y Gonzélez (2004)[14], con una variacién para describir la interac-
cion entre el tumor y el sistema inmunoldgico. El aporte novedoso de este enfoque
fue la introduccion de la funcién de Richter, como se representa en la siguientes

dos ecuaciones:

dXt = O{Xt — éXt log Xt — VXt}/t; (213)

dY, = pXe MY, — Y, + k. (2.14)

El objetivo de esta modificacion es mejorar el enfoque descrito por De Vladar
y Gonzalez (2004)[14], basado en la observacion, que ignora una de las principales
causas del fracaso de la quimioterapia, la resistencia del tumor. El efecto de una
terapia externa retardada (por ejemplo, una terapia logaritmica) sobreinfluye mas
que cualquier actividad de las células inmunoldgicas en el proceso de regresion del
tumor, lo que produce una desconexion de las células antitumorales del sistema
inmunoldgico. Por tanto, el efecto fundamental de una terapia dirigida a prevenir el
crecimiento del tumor puede ser modelado y evaluado usando sélo la ecuacion de
Gompertz con terapia (como una funcién externa dependiente del tiempo requerida
para destruir las células tumorales).

En esta linea, Bergues Cabrales et al. (2008)[10] examinaron un modelo de

Gompertz modificado, que incluye una funcidn terapia logaritmica, y establecié un
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2. MODELOS DE CRECIMIENTO CELULAR

método apropiado para el modelo usando minimos cuadrados. En este caso, los
autores no consideran los efectos inmunolégicos.

Un modelo, bien conocido y ampliamente utilizado en muchos campos cientifi-
cos, es el modelo de crecimiento de Gompertz (Curva de Gompertz) que parte
de otros tipos de crecimientos, el logistico y el exponencial, constituyendo una
amplia y variada familia de modelos validos para la modelizacién de una variada
indole de fenémenos de campos cientificos: crecimiento econémico, crecimiento
bioldgico (animal, celular o de microorganismos), crecimiento energético, efecto
de los gases invernadero en el cambio climético, etc. Especificamente, un modelo
de Gompertz de crecimiento determinista se ha utilizado para investigar versiones
estocdsticas que dan origen al modelo de Gompertz estocdstico, que se obtiene de
manera andloga al modelo deterministico pero basado en la ecuacién diferencial
estocdstica tipo Itd (Itd EDE) generada bajo hipdtesis de crecimiento estocastico
conocidas (Gutiérrez et al., 2005[29]).

A continuacién, y considerando que el modelo Gompertz es el modelo que
mejor ajusta el crecimiento de determinados tipos de tumores, describimos algunos
trabajos evaluados recientemente en la linea de la modelizacion por Gompertz del
crecimiento tumoral, citando también algunos trabajos de interés en esta misma
linea. En esta revision, consideramos en particular ciertos criterios sobre el tipo y

la naturaleza del modelo (deterministas vs. estocasticos).

2.2.4.1 Trabajos basados en modelos deterministicos

En las dltimas décadas se han realizado una gran variedad de trabajos que tratan
la modelizacién del crecimiento tumoral por modelos Gompertz deterministicos,
entre ellos el de El-Kettani et al, (2012)[16]].

Investigaciones como la de Cacace et al. (2011)[[11] proponen un modelo Gom-
pertz determinista al que se aplica una funcion terapia dicotomica. En un estudio
inferencial, estos autores introducen técnicas matemadticas para discretizar el mo-
delo y describen algunos de los métodos basados en la observacion (técnicas bien
conocidas en la teoria de control) para estimar los pardmetros desconocidos del
modelo.

En este trabajo se llegé a la conclusion de que el método utilizado (aplicacion
de la teoria de la automatizacion) era una alternativa prometedora a los métodos

estadisticos tradicionales, como por ejemplo a los métodos basados en minimos
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2.2 Modelizacion del crecimiento celular

cuadrados. También presentaron una aplicaciéon del método para analizar el cre-
cimiento de un tumor solido y la estimaciéon de los pardmetros en presencia de
quimioterapia. Entre las conclusiones alcanzadas, propusieron extender el procedi-
miento en un trabajo futuro a un modelo estocéstico.

Otros autores, como D” Onofrio et al. (2011)[12]] presentaron una nueva ex-
tension del modelo Gompertz determinista, de tipo potencial, denominada “log-
power-Gompertz”; la cual considera una nueva generalizaciéon que complementa
los escenarios que aborda el modelo de Gompertz. Este estudio analizé las propie-
dades cualitativas y analiticas del modelo, destacando su capacidad de adaptacion
a la aplicacion de un tratamiento que es constante en el tiempo. Respecto al ajuste
de pardmetros, los autores utilizan el método MSE(log) sugerido por Marusic et
al.(1994)[39].

2.2.4.2 Trabajos basados en modelos estocasticos

Las versiones estocdsticas se ajustan a una metodologia general basada en proce-
sos de difusién. En comparaciéon con sus homoélogos deterministas, los modelos
estocdsticos son mads realistas y permiten proponer y resolver problemas de gran
interés practico. A este respecto, Sahoo et al. (2010)[48]] desarrollaron un modelo
estocdstico andlogo al modelo de Gompertz, incorporando las fluctuaciones aleato-
rias causadas por efectos ambientales externos. En este estudio, las fluctuaciones se
atribuyen a la aplicacidn de una terapia en el tratamiento antitumoral. Esta hip6te-
sis es compatible con la adopcion de un modelado estocdstico en lugar del enfoque
determinista, ya que la respuesta inmunoldgica es la expresion de la reaccién del
sistema afectado. El objetivo de este estudio fue el andlisis de la distribucion de
probabilidad de la dindmica del tumor.

Albano et al. (2012a)[4] examinaron el modelo de difusién Gompertz sugerido
por Gutiérrez et al. (2007)[27], e incluyeron una funcién terapia en el término drift.
Este trabajo evalu6 las propiedades estadisticas del modelo obtenido y estudié el
efecto de la terapia en el tiempo de primer paso. Para este propodsito, los autores
consideraron un caso en el que la terapia aplicada fue constante, y otro en el que se
desarrollaba de manera logaritmica.

En la misma linea, Albano et al. (2012b)[3] basaron su estudio sobre la amplia-
cion propuesta por D” Onofrio et al. (2011)[12], que es compatible con un modelo

de doble compartimiento. Los autores incorporaron varios elementos clave en la
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consideracion de la dindmica del tumor, dando lugar a un proceso de difusion bidi-
mensional, generalmente no homogéneo en el tiempo. Albano y col. se centraron
en el estudio del enfoque inferencial de los pardmetros, entre ellos la estimacion
de la funcidn de terapia considerada a priori en el drift del modelo, analizando las
caracteristicas del proceso de difusién que representa la poblaciéon tumoral. En un
estudio posterior, Albano et al. (2013)[/]] utilizaron un proceso de difusion Gom-
pertz con factores exdgenos en el drift. Dicho proceso describe la dindmica de las
poblaciones en las que las tasas intrinsecas (tasa de crecimiento del tumor, oy, y su
tasa de decaimiento, ) son funciones de tiempo. Para cuantificar el efecto de estas
funciones se llevo a cabo una evaluacion de la entropia relativa. En este documento
también se discutio el problema de determinar el tiempo de primer paso, usando los
limites adecuados. Los resultados simulados muestran la dependencia temporal de
los parametros o y (3. Finalmente, los autores presentan una aplicacion para el cre-
cimiento tumoral. En concreto, en este trabajo, Albano et al. generalizan el modelo
de Gompertz estocastico que habian empleado en un estudio anterior Albano et al.
(2006)[11]], asumiendo que el efecto del tratamiento también afectaria al pardmetro

de decaimiento, 3 y por tanto dard un 3(t) dependiente del tiempo.
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Modelo estocastico Gompertz
no homogéneo con funciones
terapias logaritmicas

Este capitulo se estudia la estimacién de parametros de interés del coeficiente
drift (medida infinitesimal del proceso) de un modelo estocastico Gompertz no ho-
mogéneo con funciones terdpias logaritmicas. El método de méxima verosimilitud
produce ecuaciones no lineales y la estimacion de estos pardmetros, en especial del
factor de decaimiento del crecimiento del tumor.

En esta seccion se presenta las expresiones explicitas de los estimadores de los

parametros y sus propiedades estadisticas.
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3. MODELO ESTOCASTICO GOMPERTZ NO HOMOGENEO CON
FUNCIONES TERAPIAS LOGARITMICAS

3.1 Introduccion

Los modelos de crecimiento deterministas se han extendido a versiones estocésti-
cas que consideran el crecimiento, basicamente, como un fendmeno que tiene lugar
en un contexto aleatorio (medio ambiente). La metodologia general es la siguiente:
se determinan las ecuaciones diferenciales estocasticas (EDE) del tipo Itd, para el
modelo de crecimiento en un entorno estocdstico, es decir, las hipdtesis técnicas
necesarias para garantizar que las soluciones respectivas, en sentido estricto, exis-
ten, son Unicas y constituyen un proceso estocdstico de tipo difusion (difusiones
estocdsticas). Posteriormente, se sigue la metodologia probabilistica y estocastica
asociadas con las difusiones correspondientes. Por ejemplo, bajo hipétesis cono-
cidas, la difusién deducida de las EDE de 1td verifican las ecuaciones de Kolmo-
gorov adelantadas y atrasadas. En general, las versiones estocdsticas obtenidas por
este método son tales que la funcién de tendencia de difusion estocéstica asociada
es del mismo tipo que la curva de crecimiento del modelo determinista corres-
pondiente. Algunas ventajas importantes de los modelos estocasticos basados en

difusiones, con respecto a los modelos deterministas descritos anteriormente son:

e Proporcionan modelos mas realistas que los que son meramente determinis-
tas, porque el crecimiento de la poblacion (y, en particular, el crecimiento de

las células tumorales) tiene lugar en un contexto aleatorio.

e La metodologia basada en modelos estocédsticos mediante procesos de difu-
sién estocdsticos (descrita anteriormente) permite proponer y resolver pro-
blemas de gran interés practico que no pueden ser abordados mediante una
modelizacion del crecimiento determinista. Los problemas pueden ser exa-
minados siguiendo una formulacion estocastica de Itd (por ejemplo, inferen-
cia estadistica sistemadtica utilizando méxima verosimilitud) y / o que sigan
ecuaciones diferenciales de Kolmogorov (por ejemplo, primeros tiempos de

paso del tumor a través de ciertos tipos de obstaculo).

e Los modelos estocdsticos hacen que sea posible incluir funciones terapia
(modeladas usando factores exdgenos funcionales). En general, se incluyen
en la difusion drift (medida infinitesimal del proceso) adoptada como base
para el modelo.
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Después de ser analizada en diversos campos de la ciencia, en el que los mo-
delos estocasticos de crecimiento basados en procesos de difusion estocdsticos son
relevantes (véase, por ejemplo, Gutiérrez et al (2005, 2006, 2008)[241,[25],[26]),
esta metodologia se ha aplicado, en particular, para la modelizacién del crecimien-
to tumoral. El tipo de crecimiento estocdstico, a menudo mas considerado a este
respecto, es el de crecimiento Gompertz que, como se ha observado anteriormente
para los modelos deterministas, es el que hasta la fecha ha proporcionado mejo-
res resultados, en general, para la modelizaciéon conjunta del crecimiento y de los

efectos de las funciones terapia consideradas.

Albano y Giorno (2006)[1]] realizan uno de los primeros estudios considerando
un modelo basado en una difusion estocastica con una funcion terapia logaritmica
o constante. Usando este modelo, se analizan los problemas desde una naturaleza
probabilistica, por ejemplo, el problema del primer tiempo de paso, aplicado a las
ecuaciones diferenciales de Kolmogorov. Los autores también utilizaron simula-
ciones para analizar el comportamiento del modelo propuesto, obteniendo algunos
resultados numéricos. Albano et al. (2012a)[2]] consideraron recientemente la tasa
de crecimiento de tumores tipo Gompertz. En esta misma linea, Lo (2007, 2009,
2010)[35], [36], [37] generaliz6 el modelo Giorno-Albano, teniendo en cuenta las
diversas situaciones mas realistas que se presentan en el crecimiento tumoral. Des-
de un punto de vista técnico, este enfoque se basa en las ecuaciones de Kolmogorov
establecidas para el modelo de Gompertz, siguiendo la formulacién de Basse et al.
(2004)[8]]. Por tanto, se continua el desarrollo de la linea de modelizacién estocasti-

ca Gompertz con una funcidn terapia de tipo logaritmico.

En este capitulo se presentan, en primer lugar, un modelo para representar el
crecimiento de una poblacién, sobre la base de un proceso de difusiéon no ho-
mogéneo Gompertz cuyo coeficiente drift depende de la variable tiempo, ¢. Esta
dependencia estd determinada por una funcién g(¢) que se define en términos de
varias funciones terapia logaritmicas. Se establecen las caracteristicas probabilisti-
cas del modelo, especialmente las funciones de tendencia, que estan descritas es-
tadisticamente en una fase posterior, obteniendo de este modo, en la prictica, las
funciones de tendencia estimadas. Se presentan los estimadores de maxima verosi-
militud de los parametros del proceso Gompertz basico y de los coeficientes de los
parametros de la funcién g(t), y por tanto los coeficientes de pesos que el grado de

influencia de cada funcion terapia logaritmica introduce en el modelo.
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3.2 Caracteristicas probabilisticas

Se considera un modelo Gompertz estocastico con dos funciones terapia logaritmi-
cas. Se muestra como estimar los pardmetros de interés: drift y coeficiente de difu-
sién del proceso.

Sea {X(t): t € [0,T]; T € R"} un proceso estocdstico Gompertz univariante

no homogéneo con ecuacion diferencial estocastica (EDE) del tipo 1to:

dX(t) = a(t, X(t))dt + \/b(t, X (t))dwy, t > 0,
con w; un proceso Wiener.
El drift a(t, X (t)) y el coeficiente de difusién b(¢, X (t)) tienen la siguiente
forma:
alt, X(t)) = g(t) X (t) — X (t) log X (t)

con

g(t) = aqlog(e + &1t) + ag log(e + &ot) + ag

b(t, X (1) = o* X2(1),

donde ; € Rconi =0,1,2, § >0coni=1,2, B3>0y o%>0.

Las soluciones, utilizando la férmula de Ito, vienen dadas por

t 2 t
X(t)/X(s) = exp {e‘ﬁ(t_s) log X (s) +/ (9(7') — %) e PN dr 4 a/ e_ﬁ(t_T)dWT}

La variable aleatoria

¢
/ e*ﬁ(tff)dWT

es conocida y se sabe que sigue una normal N (0, fst e~28t=7)dr) (Gardiner, 1990
[21]]) y su variable condicional X (¢)/ x (s)=., s unalognormal Ay (uu(s, ¢, ), 0% (s, t));
donde
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2

t
wis,t,xy) = e 2B(t=s) log x5 — ;_ﬁ(l _ 6—2/5‘(15—3)) +/ g(T)e—B(t—r)dT
2 1 ~28(t—s)

vi(s,t) = —(1—e )

26

Por tanto, la funcion de densidad de probabilidad de transicion viene dada por

(log Yy — #(57 l xs))Q }

_ 2.9 —— |
bl the,s) = (2o (s, 1)yt exp { - LBEL LR

Después de haber obtenido la funcion de densidad condicionada, los momentos
del proceso, y por lo tanto la funcién de variabilidad condicionada, que se obtienen

de forma directa, el momento condicional de orden “r=1" viene dado por

E[X(t)/x(s)=2.) = €xp {,u(s, t,xs) + %O’QV2<S, t)} =

102 t
= exp {e”“S) log z, — 5;_6 (1- 29 4 / g(T)emtT)dT}

Por tanto, teniendo en cuenta la condicion inicial

PIX(0) = 2] = 1,

se llega a la conclusion de que la tendencia no-condicionada se obtiene como:

2

lo t
E[X(t)/x(0)=z0) = €xp {62'& log zo — 223 (1 - eizﬁt) + / Q(T)eﬁ(té)dT}
0

En la siguiente seccion, nos centramos en la estimacion de los parametros de

interés, y en especial en 3.

3.3 Estimacion de parametros

En lo siguiente se consideran los pardmetros &; y & conocidos. Para estimar los

parametros «g, o, iz, 3, o del modelo, consideremos un muestreo discreto del
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proceso “zg, X1, T, ..., 2,  en los instantes “tg, t1,ts, ..., t,” dentro del intervalo

de tiempo [0, T']. Bajo la condicién inicial

la funcién de probabilidad asociada con la muestra “X (¢;) = z;, i = 0,1,...,n”

es:

n

L($071717 X2, ...,Tn;a, 57 U) = HP[X(E) = xi/X(ti71)=l‘z‘71]

Que se puede escribir como

_1 1
L(zo, 1,22, ..., Tn;a, 3,0) = [2m0°V?(s,t)] 2 exp {_ﬁ(vﬁ — Uga)' (Vs — U/'ga)}
o

donde
o? !
a = (07 57 a, g
3x1
Vs = (v1,v2, .y Un)nst
Uﬁ = (u1ﬂ7 U8, - - - 7un6)3><n
con

1 t; t; 4
Uip = — (75,/ log(e + flt)eﬂ(tit)dt,/ log(e + fgt)eﬁ(tit)dt>
t; t; 3x1

B i1 i—1
y
v = 1 [logz; — e Plog(x;1)], i=1,...,n
1 Vﬁ K3 11— ) 9 ?
donde
1—e 2
T
1—e ¥
")/ —=
T8
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Derivando L(vq,va, ..., 1y, a, B, 0) respecto a los tres parametros, se obtienen
las siguientes ecuaciones:

L 1 ,

OL N B ,0Up ,
%: <I/ﬁ11x€ ’B—Ga—ﬁ) (VIB_UB&)
OL n 1 ;o ,
% - —g + ;(Vg - UBCL) (Vﬂ — Uﬁa),

donde
1, = (log(x1),log(xs), ... ,log(xn))'

Por tanto, los estimadores de maxima verosimilitud se pueden encontrar igua-

lando a cero las derivadas mostradas, obteniendose los siguientes sistemas norma-
les:

Ung = UﬁUé(l (31)

L 5y /aUﬁ 1
(V_ﬁe 1 —a 8_5) (Vs —Usa) =0 (3.2)
no® = (Va — Uga)' (Vs — Upa) (3.3)

La ecuacién[3.2]se puede reescribir como

~ ovu, >
(e—% - VﬁUﬁ(UﬁUé)_la_;) HupVs =0 (3.4)
donde
‘75 = (log z—e log xi—l)i:l T
y

H,p =1, —Ui(UsUp) Uy

con la propiedad de idempotencia

Hg,ﬁ = Hu,B
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Como las ecuaciones anteriores contienen las funciones (g;(t) = log(e + &t));,
hasta la fecha so6lo se han hecho aproximaciones sobre la base de observaciones

discretas de las variables exdgenas, con el fin de estimar el pardmetro 3.

3.4 Metodologia computacional

A continuacién se desarrolla un enfoque computacional para el cdlculo de los esti-
madores del modelo propuesto. Esta metodologia no requiere la soluciéon numéri-
ca directa del sistema normal (las tres ecuaciones dadas en la Seccién que,
como se sefialé anteriormente, presenta dificultades considerables incluyendo las
derivadas para la dependencia implicita en las funciones terapia del modelo. La
metodologia de cdlculo adoptada contiene las siguientes etapas:

1. Comenzamos con la ecuacién 3.2 en el sistema de méxima verosimilitud
normal, y por medio de algin calculo adicional y de los resultados generales
de optimizacion funcional, se obtiene la estimacién del parametro [, 3, a
partir de una expresion explicita de la solucién en la que 3 es vélida para

todos los valores de a.

2. Conociendo la estimaciéon de [, B, consideramos la primera ecuacion del
sistema normal, obteniendo asi el estimador de maxima verosimilitud de a,
a.

3. Cuandoay E son conocidos, podemos obtener el estimador de 02, 52, usando
la tercera ecuacion en el sistema normal. Y a partir de la solucién para a y
02, podemos obtener los estimadores individualizados para los pardmetros

restantes.

Para una posible expresion explicita del estimador E , tomamos un enfoque di-
ferente, como solucion alternativa para la ecuacion Por tanto, considerando P,
como la proyeccion definida por la matriz 1, 3, y sus respectivos espacios como el
nicleo M (Us) de P, y la imagen I'm(FP,). Una de las propiedades vectoriales de
estos espacios es que M (Ug) es generado por las columnas de la matriz de Uz y
que el principal espacio (que en este caso es de R™) es la suma directa de los dos.

En otras palabras,

34



3.4 Metodologia computacional

R" = M(Us) P Im(P,)

Por tanto, escribimos V3 como

17521/1+l/2;conV2 € Im(P,)y Vi € M(Ug)

y se deduce que la ecuacion [3.4]es equivalente al siguiente sistema:

ou,
e 1V — N a_ﬁﬁ% =0
(3.5)

Vi = NUs; A € R?
En consecuencia, si V5 es una solucién de [3.3] entonces una solucién de [3.4]

sera

Vi =Vi+VyparaV; € M(Up),

Por otra parte, a partir de las caracteristicas de dichos espacios, tenemos

UsVy =0

y por lo tanto la ecuacién 3.5 se puede escribir como

oV;
UV = NUs =2 =0 3.6
€ x V2 B 8ﬁ (3.6)
Sustituyendo \'Uz por 175 —V, se obtiene una ecuacion diferencial del siguiente
tipo:
V(B)'dV(B) +d'(B)V(B) = b(B) 3.7
donde
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Aparentemente, la resolucion de la ecuacion principal [3.4] en el sistema nor-
mal, se reduce a una de las ecuaciones diferenciales Sin embargo, teniendo en
cuenta los pasos descritos anteriormente, que nos permiten pasar de la ecuacion 3.4
a la ecuacion [3.7, no es necesario hacer uso de métodos directos. Se puede obser-
var que el vector normal V' (/) es minimizado (teorema de proyeccién ortogonal),
y por tanto el término V'dV es nulo. En consecuencia, la ecuacion se reduce a

la siguiente ecuacién en 3

a(B)V(B) = b(B) (3.8)

Hay que tener en cuenta que la dependencia de 3 es a través de V, que es desco-
nocido. Para este tipo de problema, denominado el problema de punto fijo, tenemos
varios enfoques posibles, basados en la resolucion numérica (por ejemplo, el méto-
do de la secante, el método de Newton y el método de biseccion, ver Epperson
(2007)[[15]], pero el hecho de que V' ( .) en la ecuacion 3.8|es una funcién descono-
cida de $ complica la tarea. Una posible alternativa seria utilizar la propiedad de
proyeccion ortogonal antes mencionada, para buscar una solucion al minimizar la
norma del vector V (3).

3.4.1 Minimizacion de la norma del vector V3

Sea el conjunto

Fs={VeR"/d(B)V =0b(8)}
ordenado por la norma euclidea en R". Se procede de la siguiente manera
1. Buscamos el infimo del conjunto J normado para cualquier valor de 3, en

el siguiente sentido: Un elemento V* de F; se dice que es infimo si ||V*|| <
|V|| para cualquier V' en F.

2. A continuacion, se minimiza el infimo encontrado en relacion con el valor de

3.

Por tanto, de acuerdo con la condicidn necesaria de primer orden (Luenberger
(2005)[138]]) tenemos que, si V* es un infimo de §5 entonces existe un escalar A tal

que
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Vol VF| = Ad'(8)B = 0

donde V,||V*|| representa el gradiente, con respecto a V, de la norma en el vector

V*. Por tanto, tenemos

V*
L Ad(8) =0
V¥
de lo cual e
= A\d'(B)
V=l

Mediante la sustitucion de V* con Aa’(5)||V*|| en la ecuacion [3.8| obtenemos
la expresion del pardmetro A. De hecho, tenemos

N
la(B) [PV
y por tanto tenemos
la(B)]
Llegamos a la conclusién que el principal problema se reduce a minimizar el
. 16(B)| :
cociente B Pero primero vamos a demostrar que
a
16(37) I ,
o = V(8 = min [V(5)]
la(B*)]l 5

en la que 8* es el valor 6ptimo en el que este problema se resuelve. Para ello, en

primer lugar determinamos 5* y luego consideramos el problema de optimizacién

pr: min{Z'V(§)/ Z € M(Us), a(5)Z = b(5")}
A partir de las propiedades del proyector H, g, una solucion Optima serd Z* =
V(B*) lo que significa que Z*'V (5*) = ||V (5*)]%.
Si consideramos ahora el problema dual de P; definido por (Luenberger (2005)[38]])

Dy : mjx{yb(ﬁ*)/ y € R; a(B)y < V(6")}.

La solucién se consigue por medio de restricciones de igualdad, debido a que

el problema es convexo (Luenberger, 2005[38]). La interpretacion de “ < ” parte
OV

9B

de la desigualdad de los componentes, tomados uno a uno, mientras que se
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aV, . 0V . .,
refiere al valor de [ de 25 g decir, 8—§| p=pg+. Por tanto, si y* es una solucién

op

Optima a este problema dual, entonces:

V)l
v = ~
a(fB*)
lo que significa que
V(B
a /8* — :i:v ﬂ* )
) 55 (5)
y por tanto
[6(53")]
= VB
la (%)l
b *
Por tltimo, se deduce que el valor de 5 que minimiza el cociente HLE?*))‘H

también minimiza la norma ||V (5*)||, y esto, a su vez, es igual a

le="" 1;\75* B DI log?z; — e #" >or logx;log x|
Vas - n 1/2
(e 1+ 25 | (X7 (log z; + log z;_1)?)"

En consecuencia, tenemos

B* — log |:Z:l1 log Ty log xi—1:|

S log? z;

3.4.2 Estimacion de (ao — %2, o, 042)

Para ello, utilizamos las funciones poligonales:

g;i(t) = gi(ti—1) + (g5 (t:) — g;(ti-1)) (8 — tiz1)

como una aproximacion lineal de la funcién g;(¢) = log(e + &;t) en el intervalo
[ti_1,t;] con una amplitud de 1. Por tanto, podemos escribir

*_1 —B*
olte 49 i—1. . .m

Zii(B7) = gj(ti1) + (g;(t:) — gj(tz'ﬂ))m,
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obteniendo:

/ti 9;(€)e™?170de = vg. Z,5(87)

—1

De la ecuacién [3.1] del sistema normal principal, llegamos a la conclusién de

que
~ 52 -
ap— % Uygellipe  UjgelUops  Ujg.Usps ) g Ve
a = | uggetinge Upgelinge  Upg.Usge ug- V-
Qs Uggelige  Uzgelops  Uzg.Usps Uz g Ve
donde
/ / / -1
Uyp=Uips  UpgeUopx  Upg«Usp*
Upgelirge  Upgelgge  Upg.Usge =
Uggelinge  Usglage  Ujg.Usge
1 Cni Ca Oy
= Criz Cy Cs
u/w*uw*cu + U/,lﬁ*U/Qﬁ*012 + Ulw*u?,ﬁ*olg C C C
13 Caz O3
y donde

Cl1 = UhgUgprUsgeUzge — UsgeUnpsUpgeUspe,
Cia = —uéﬁ*ulﬂ*ugﬁ*uw* + ugﬁ*uw*uéﬁ*uw*,
Cl13 = Uhg. Ui g Uz g Unps — Uz ge Uy = UpgeUgg,
021 = _ull,B*uQ,@*uéB*u&B* + ugﬂ*ug,g*u'w*ug[g*,
Chg = U} - U1 - U3 Uzge — UgeUp=Uy geUspe,
Coz = —uiﬁ*ulg*ugﬁ*u%* + uéﬁ*uw*u’w*u%*,
C31 = U} g UnpeUyguUzge — UbzaUnpsU) 5o U3,
032 = —u’llg*ulg*uéﬂ*ug/fg* + Uéﬁ*ulg*ullﬁ*’lig/g*,

/ / / /
033 = uw*um*ugﬁ*u%* — ugﬁ*ulg*uw*uw*.

En consecuencia, los estimadores son dados por los siguientes indicadores:
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( ~ 3
~ 0 D -1 Cinuip- Vs
0 — — =
2 UgupCri + U getinpCra + Uy 5. uzp-Crs
3
5 > ;-1 Ciattjg- Ve
L=
u’w* U8+ C11 —+ ;ﬂw*um* CY12 + ulllg*u&b’* C’13
. Cgu *V*
Gy — Z]_l J3tyBrVp

. u/w*uw* Cll + u,l,B*u25*Cl2 + ullﬂ*u3ﬁ*013

En este caso, la funcion Z;; es

* —B*
Zz(ﬁ*) = 10g<€ + fjtifl) + <10g<€ + fjtl) — log(e + fjtll))ﬁﬁ*(ll_——;_e!g*)

3.5 Caso especial de una tinica funcion terapia

En esta seccion se considera el caso particular del modelo considerado anterior-
mente, en el que s6lo hay una funcién terapia logaritmica. Por tanto, la funcién
g(t) solo tiene los parametros ap y o y el drift general los parametros o, oy,
y &1. Consideramos este caso en particular por dos razones: a menudo se ha trata-
do en trabajos anteriores, lo que permite la comparabilidad, y existen programas
de cdlculo y estudios de simulacion para su andlisis y aplicacion. Aqui, ofrecemos
expresiones completas de los estimadores establecidos en la Seccién [3.4] en cuan-
to a la muestra de proceso xy, . .., T, en el momento ty,%q,...,t, (el esquema de
muestreo discreto considerado anteriormente). Por tanto, hemos preparado com-
pletamente las expresiones que se computaran en estudios posteriores, con el fin
de comparar las estimaciones obtenidas a partir del estudio computacional tedrico
(Seccion con los valores obtenidos para estos pardmetros mediante una re-
solucién numérica directa del sistema de ecuaciones normales compuesto por las
ecuaciones y[3-3]que figura en la Seccién

Consideremos el caso en el que el drift del proceso (o medida infinitesimal
del proceso) depende de s6lo una unica funcion terapia, tal como se describe a
continuacion:

a(t,xy) = (g + g log(e + &1t))zy — Py log

b(t, ;) = o’a?
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3.5 Caso especial de una unica funcion terapia

Entonces la funcién g(¢) en las soluciones condicionadas para el proceso X (¢)/ X (s)

sera:

g9(t) = arlog(e + &it) + ag

Por otra parte, el momento condicional de orden r» = 1 sera

11
E[X(1)/x(s)=z.) = exp{e 2= logx, — 5%0—2 (1— e 28-9)) 1

t
—i—/ (aylog(e + &1t) + ag)e P=)dr}

Por tanto, para un &; conocido, el problema se reduce a estimar los pardmetros

B, a1, ag y o. Para ello, las magnitudes necesarias seran

o? ' 1—e 2
Vﬁ:(yl,...,...,l/n); 15 @ (Ofo——70(1) ’]/5_
) 2 2x1 26
1—e P
Us = (w1, - - ung); Vg = 5

con

/

1 ti
Uig = 1/_5 (75,/t log(e + flt)e_ﬁ(ti_t)dt)
i—1

2x1

v, = _(log:vi _e P loga:i_l), 1=1,...,n
Vs

A partir de las igualdades del sistema normal principal, las soluciones vienen

dadas por

5 = log (ZL 17?g T lgg xil)
> log®z

~ 52 -1
ap— % _ u’w*um* Ullﬁ*lbgg* u’w* Vs
al UIQﬁ*u:[ﬁ* uglﬁ*u26*

donde tenemos
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-1
u’m*um* u’m* UgB* _
UngeUige  UhgsUnpe

/ / o ! ! !
Urg=thp=Uggs Uz = Uy g UoprlogeUp | —UpgaUspr  UjpsUsp

Voo — 2 [log(Y_i, log @i log ;1) — log (Y27, log? ;)] y
p* = n 2
- < S log? )
(>°r  logz;log i)

Dic1 10g2 Z;
X (log xj — = log z;
2. j

" log z; log x;
i=1 108 Li 108 Ti—1 i=1,..n

En consecuencia, los estimadores de «y, a; y 0 se obtienen por medio de las
siguientes igualdades:

(

2
~2 o
~ 0" > i1 Cinujae Ve
ao_g_u’ U+ Uh o Uogr — U ou UogeUh 2 U
18 W1p* Ugp+ U2p3* 18x 2p* Uopx 15+
S22 Coauip Vi
~ j=1—g2%p* V' p*
Oél_u’ U< U peUagr — U ou Un g Uh 20U
L 18+ W1p* tgpg« L23* 18* W2p* tgpg« 18+
donde
/ . _ /
CH = U2ﬂ*u25*, 012 = —Ulﬁ*Ugg*
/ . o
021 = —U25*U15*, 022 — Ulg*ulﬂ*
con

urgs = (Vg -+ 78" )1xn

!/

1 h . n .
uzge = — (/ log(e + &t)e P M=Yqr / log(e + &t)e™” (t"t)dt)
B* to tn—1
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3.5 Caso especial de una unica funcion terapia

n(l — e 7)?
Uygetiage = 02
5*

1 < .
ull,B*UZ,B* = E Z’Yﬂ* Zi(B")

=1

1 ¢ \
Upg-Ungr = Zzﬂ(ﬁ )
=1

I/lg* -

en el que

e 1 - o log x?
72 [IOg(Z?:1 log z;log x;—1) — 10g<2?:1 log xf)] Z?:l log z;log ;1

S logxloga; y — >0 log” z;
>orlogx;logx;_y (10g(2?:1 log z;log x;—1) —log(>_7, log? xz))

Vo =

Sy loga;log iy
Sorlogailogwiy — >0, log? z;

Zin(B7) = log(e+&1ti—1)+(log(e+&1t;) —log(e+&iti—1))
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Modelo estocastico Gompertz
no homogéneo con funcion
terapia endogena-exogena

En este capitulo se expone el modelo basado en un modelo estocdstico Gom-
pertz no homogéneo, cuyo coeficiente drift depende de dos funciones temporales
que influyen en el comportamiento dindmico del modelo, y que puede ser interpre-
tado en el contexto del tipo de crecimiento celular. La primera de estas funciones
temporales es un factor de terapia inmunoldgica enddgeno, y la segunda es un
factor de terapia exdgeno que modela la dindmica de un tratamiento controlable
externamente sobre el crecimiento tumoral. Se presentan las caracteristicas proba-
bilisticas basicas del modelo de la ecuacion diferencial de It correspondiente y las

expresiones de las funciones de tendencia.
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4. MODELO ESTOCASTICO GOMPERTZ NO HOMOGENEO CON
FUNCION TERAPIA ENDOGENA-EXOGENA

4.1 Introduccion

Se propone un modelo estocastico Gompertz no homogéneo de doble terapia, una
terapia interna que explica la reaccidn del sistema en si, y una externa aplicada des-
de fuera del sistema. Una reaccién interna de tipo exponencial, como una funcién
de tiempo decreciente es, por una parte, compatible en la proximidad del punto
X(t) = 0 (punto silla) respecto a las ecuaciones (2.4), y (2.14), de acuer-
do con Stepanova (1980)[49], De Vladar y Gonzélez (2004)[14] y Albano et al.
(2007)[3]], y por otra parte, verifica las proposiciones respecto a la disminucién de
la funcién inmunoldgica en el tiempo. El modelo estocastico resultante es un nue-
vo modelo de crecimiento del tumor, que combina las ventajas de Albano y los
modelos de De Vladar.

En este capitulo se presenta el modelo estocastico Gompertz no homogéneo con
funcidn terapia endogena - exdgena y sus caracteristicas probabilisticas, la funcién

de probabilidad de transicion y las funciones tendencias.

4.2 El modelo estocastico y sus caracteristicas

Consideramos un modelo estocastico Gompertz no homogéneo con funciones de
terapia mixtas, logaritmicas y exponenciales, con el objetivo de estimar los pardme-
tros de interés de los coeficientes drift y de difusion, respectivamente.

Sea{X(t): t €[0,T]; T € R"} unproceso estocdstico Gompertz no homogéneo

univariante con el siguiente modelo dindmico

dX (t) = a(t, X (t))dt + b(t, X (t))dwy, t > 0, (4.1)

con w; un proceso Wiener, y donde el drift a(t, X (t)) y el coeficiente de difu-

sion b(t, X (t)) tienen la forma:

a(t, X(t)) = g(1) X (t) — X (t)log X (1)

con

g(t) = aq log(e + &1t) + g exp[—0t] + ap;cona; € R;i=0,1,2,0 >0
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4.2 El modelo estocastico y sus caracteristicas

b(t, X (1)) = " X*(1),

cono > 0.

Las soluciones, utilizando la férmula de 1t6, vienen dadas por

t 2 t
X(t)/X(s) =exp {e‘ﬁ(t_s) log X (s) + / (g(T) — U—) e P dr 4 CT/ e_ﬁ(t_T)dWT} :

2

La variable aleatoria

t
/ e*ﬁ(t’f)dWT

se sabe que sigue una normal N (0, f: e~20t=7)dr) (Gardiner, 1990[21]]) y su
variable condicional X (t)/X (s) = x es una lognormal A, (u(s, t, z), 0?v%(s,1));
donde

CoB(ts o? oB(t— o) B
(s, t,x) = e 2B )logxs—ﬁ(l—e 20(=9)) —l—EO(l—e A=)y —

%)

0—p5

t
[e_(e_ﬂ)t — 6_(9—5)3] + oy / log(e + & 7)dr.

20 p) = L (] _ o—28(t-s)
1/(5,15)—25(1 e )

Por tanto, la funcién de densidad de probabilidad de transicién viene dada por

(lOgy — N(Sv t, xs))z } )

_ 2.2 -1 -1
p(y, tlz,s) = 2mo~v (s, 1)) "2y exp{— 20202 (s, 1)
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Después de haber obtenido la funcién de densidad condicionada, los momentos
del proceso, y por tanto la funcion de variabilidad condicionada, que se obtienen

de forma directa, el momento condicional de orden “r = 1” viene dado por
[
E[X(t)/x(s)=2.] = €xp | (s, t,25) + 30V (s,t)| =

2
_ —2B(t—s) | _ T (1 p2B=s)y L QO Blt-s)
eXp{e 0g T 45( e ) + 5( € )

t
X exp {_60125[6(95)t — e P9 1 / log(e + 517)d7} )

Por tanto, teniendo en cuenta la condicion inicial

PIX(0) = z] = 1,

se llega a la conclusion de que la tendencia se obtiene como:

2

t
E[X(t)/x(©0)=x] = exp {6_% log zo — Z_ﬁ(l —e )+ / Q(T)G_B(t_f)dT} =
0

2

_ ~26t a -26ty 4 20 Bt _ 92 —(6-p)

=expie Mlogrg— —=1—e)+ —(1—-e"" — e X
{ Ap B 0—p

exp {al / log(e + fﬂ')dr}
0

4.3 Estimacion de parametros

En lo siguiente se considera el pardmetro &; conocido. Para estimar los pardmetros
consideremos un muestreo discreto del proceso “zg, x1, T2, ..., x,;” enlos instantes

“to, t1,ta, ..., t,” dentro del intervalo de tiempo [0, T']. Bajo la condicién inicial
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4.3 Estimacion de parametros

la funcion de probabilidad asociada con la muestra “X (¢;) = x;, t = 0,1,2,...,n”
es:

n

L(ZE(), T1,T2,...,Tn,q, ﬁa U) = HP[X(tZ) - Ii/X(ti—l):J»‘i—1]

que se puede escribir como

1 1
L(w0, 1,32, ., wnia, B,0) = [270%2(s,1)] % exp {——2% — Uba) (Vs - Uéa)}

20

donde
(co G,
a = g — —, 01,02
2 3x1
V= (v1,V2, .y Un)isy
Us(0) = (u15(0), uzs(0), . .., uns(0))3xn
con

/

1 t; - t;
wip(0) = V_B <73,/ log(e + £1t)e’ﬁ(tl t)dt,/
t; ¢

i—1 1—1

e@teﬁ(tit)dt)

3x1
donde

t; —pBt;
/ e 0to=Bti—t) gy — € (e—ti(e—ﬁ) _ e—ti_1(9—ﬂ))
ti—1 /B —0

1
z:_l i _61 i— 7‘:17"'7 )
v Vﬁ[ogm e "log(x 1)} i n
donde

1—e 28
(T I
1—e#

Derivando L(vy, vs, ..., vy, a, 5,0) respecto a los tres parametros, se obtienen

las siguientes ecuaciones:
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oL 1
B0~ 20s0)(Vs — Us(0)a)
OL . oUg ,
5 <Vﬁ11m€ A G/W> (Vs — Us(0)a)
OL n 1 , , ,
95 = 5 T 53V~ Us0)a) (Vs — Us(9)a)
oL 1 , ,0U5(0)

donde

1, = (log(zy),log(xs), . .., log(x,))

Por tanto, los estimadores de maxima verosimilitud se pueden encontrar igua-
lando a cero las respectivas derivadas, obteniéndose los siguientes sistemas norma-
les:

Us(0)Vs = Us(0)Us(0)a, (4.2)
1 5, ,0Uz(0 )
(1/_56 Al —a %) (Vs — Us(@)a) =0, (4.3)
no® = (Vg — Uj(0)a) (Vs — Uj(0)a) (4.4)
oUL(0)

1
(Vs = Up(6)ay a=0 (4.5)

06

Para el cdlculo de los estimadores del modelo propuesto, se siguié la metodo-
logia de cdlculo desarrollada por El-Kettani et al. (2012)[[16]]. Este enfoque evita
la necesidad de la resolucion numérica directa del sistema normal, que presenta
importantes dificultades, incluyendo las asociadas con la dependencia implicita de

las funciones terapia del modelo. La metodologia tiene las siguientes etapas:
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1. Consideramos la ecuacién en el sistema normal de mdxima verosimili-

tud, y por medio de algun célculo adicional y de los resultados generales de

~

optimizacién funcional, se obtiene la estimacion del pardmetro 3, /3, a partir
de una expresion explicita de la solucién en la que (3 es valida para todos los

valores de a.

2. Conociendo la estimacién de 3, [, consideramos la primera ecuacién del
sistema normal, obteniendo asi el estimador de maxima verosimilitud de a,

a. El estimador de o2 se obtiene a partir de la tercera ecuacion.

3. Conociendo @y 2, se obtienen los estimadores individualizados de los pardme-

tros restantes.

4.4 Estimacion del parametros

4.4.1 Estimacion del parametro [

Para estimar el pardmetro 5 hay que tener en cuenta las siguientes herramientas
matematicas, necesarias para la solucion de la segunda ecuacién del sistema nor-
mal.

Denotamos como H,, g a la matriz:

H, = I, — Us(Us(0)U5(0)) " Us(0).

Por tanto, la ecuacién 4.3|se puede escribir de la siguiente manera:

(- BT

> H,;3V3 =0, (4.6)

donde

f/ﬂ = (logl’z‘ —ef 10g17i_1) ,cont=1,...,n.

Notese que la matriz H,, 3 es idempotente, por tanto:
Hyp=Hyp

y su norma (la norma Frobenius) es igual a
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u

Tr(H, 3H,z) =0

La expresion (Ug(0)U}(6)) " describe la inversa generalizada de la matriz entre
paréntesis. Por tanto, podemos definir la proyeccion ortogonal P, de la matriz de
la cual es H, g. Entonces, descomponiendo el conjunto R"™ ajustado segin la suma
directa

R" = M(Us) €D Im(Py,)

el vector V-, que representa la solucion de la ecuacion 4.6 se obtiene como

Vs = Va+ Vi; con Vs € Im(Py,) y Vi € M(Ug);

en la que M (Up) y Im(Py,) indican el niicleo y la imagen, respectivamente, de la
aplicacion Py, .

Teniendo en cuenta las propiedades vectoriales de los dos espacios, M (Us) y
Im(Py,), la ecuacién 4.6/ se reduce a la siguiente expresion (ver El-Kettani et al.
(2012)[116]):

a(B)V(B) = b(B), (4.7)

una ecuacion en  donde la funcion de vector de V'(3) es desconocida, y donde

V(B)=Vs—Va;nx1

a(f) =e "1, + aa—‘g?; nx1

b(B) = e P1 Vs 1x 1

La estimacion del pardmetro (3 se realiza mediante una técnica alternativa, con-
siste en minimizar la norma del vector V() = V3 — Va.

Segtn El-Kettani et al. (2012)[16]], 1a solucidn se alcanza en la siguiente punto:

Z?:l log z; log z;—;

*=lo
b & Yoy log? z;
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Debido a la importancia para este estudio, el desarrollo de los pasos anteriores,
con respecto a la estimacién de los pardmetros a = (ag — -, a, ) y del término

del proceso de difusion o, se trataréd en la seccion de dlscuswn.

4.4.2 Estimacion de 0

Habiendo resuelto la ecuacién (.3)), consideramos la ecuacién (#.3), vinculada al
parametro 6. Para ello, hay que tener en cuenta que

Vg - U[’g(é)a = Hu,ﬁ(e)‘/b.

Por tanto, la ecuacién en cuestion se puede escribir como sigue:

oU(0)
H 0= 4.
uﬁ(Q)V/g 80 a 0 ( 8)
. OUR(0) . .
La fraccion 20 indica la matriz de orden “3 x n”, que se define como
oUx(0) _ uis(0)
o0 00 i—1m
donde
8u’. (9) e_ﬁ
8 — ﬂ 9 1 _ ﬁ e)tz 1 — — .
20— (0.0, 5 {01 = (5= 0] — 01— (5 0}

En la que el punto “B = [3*” es la solucién Optima para el problema de optimi-
zacion planteado en la seccion anterior, con Vi« = V}*; donde V; es la proyeccion
de Vj en el espacio Im(Fy, ), la imagen de la aplicacion definida por la matriz de
H, 5 (para més detalles, véase El-Kettani et al (2012)[[16]). Esto es:

Hyp: Ve = V7.
Por tanto, la ecuacién (4.3) se reduce a

U (6)
a0

VB* a = 0 (4-9)

de la que obtenemos la ecuacién

53



4. MODELO ESTOCASTICO GOMPERTZ NO HOMOGENEO CON
FUNCION TERAPIA ENDOGENA-EXOGENA

ay (logw; — e P logwi),_, (%) =0 (4.10)
i=1,...,n

=1,...,

donde (U?g (6 )),:1 ,,,,,

Por ultimo, tenemos la ecuacion en funcién de 6:

, es la tercera columna de la matriz Upg- ().

t;

* * a
Z e P (log z;—e P log %;1) %e(ﬂfe)tdt = 0. “4.11)
7 tig

Mediante el desarrollo de la integral de la ecuacidn (4.11)) obtenemos:
e P g

con

fi(8) = {01 — (8" — O)t;] — O L — (8" — O)tia]}

Esta ecuacion en 6 es del tipo

donde F'(.) es una funcién continua y asintéticamente lineal en R*. Consideramos

las funciones definidas por las siguientes integrales:

t;
F;(0) = / teP=0t i =1,... n.
ti—1
Estas funciones son continuas en RT. Consideremos ahora la sucesién de fun-
ciones medibles (h,,), en L' (R) definidas por
ha(t) = te#= 0t

donde (6,,),, es una sucesion convergente a 3y L'(R™) representa el conjunto de
funciones que se pueden integrar en R*. De acuerdo con el teorema de convergen-

cia dominada de Lebesgue, tenemos

ti t;
lim / o (0)dt / lim by, (6)dt.
n S ; n

i—1
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Habiendo demostrado la continuidad en el punto # = 3, también hemos demos-
trado la continuidad de las funciones F;(.) en el conjunto R*. Por tanto, la funcién

F;(.), a su vez, es continua en RT. Ademads, tenemos

En consecuencia, la ecuacién (4.12)) es aplicable al resultado, en la versién ge-
neral, dado por el Teorema propuesto por Feckan (1996)[18], segtn el cual existe
una solucion. Habiendo demostrado la existencia de una solucidn, es decir, la exis-
tencia del estimador de 6, éste puede calcularse mediante la resolucién numérica
de la ecuacién

4.4.3 Estimacion de los parametros o y a: Efecto de la terapia

Como se ha sefialado anteriormente, el ultimo paso en la estimacion del pardmetro
£ nos lleva a la primera ecuacién en el sistema normal, que usaremos para la esti-
maci6n del pardmetro a, a. El hecho de que Vj pertenezca a I'm(Fy,) (ver Seccién
3.1), significa que

Us-(8) V- = 0.

Asf, en lugar de la ecuacién (4.2)), tenemos la siguiente ecuacion

Us-(0)Uf. (8)a = 0. 4.13)

(Y

Hay que tener en cuenta que la matriz U« (), de orden n x 3y que “a’,és un
vector 3 x 1. Por tanto, la estimacioén de los pardmetros g, a; y o depende del

rango, completo o incompleto, de la matriz del lado izquierdo de la ecuacion (@.13)).

4.4.3.1 La matriz Us- () tiene rango completo

En este caso, la matriz Ug-(0)Up.(0) es no singular, y por lo tanto la ecuacién
(4.13) tiene como tnica solucién a = 0. Por tanto:

2 2 D)
|
SRS

[\
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Para estimar la difusion, o, desarrollamos la ecuacién (4.4), en el sistema nor-
mal descrito anteriormente. Mediante célculo directo y teniendo en cuenta las pro-

piedades del vector V-, se obtiene la siguiente igualdad:

1

~2 /

0% = —V5 Vg
n prve

4.4.3.2 La matriz Us- () tiene rango incompleto

En este caso, la matriz Ug-(6)Uj. () es singular, lo que significa que las solucio-
nes de la ecuacidn en cuestion presentan colinealidad. Entonces, para resolver la
ecuacion (4.13) s6lo necesitamos resolver el siguiente sistema compatible indeter-

minado:

(

A

[\:>|q

U} g+ U1 - (@0 — ) + U geUage Gy + U getizge g = 0

o
/ A / A / A
UggsU18* (ao iy + UggeUgps Oy + UggeUzpsCia = 0
6.2

Uy g+ U1 - (@0 — 7) + UsgeUageCy + Uggetizge g = 0

\

Varios métodos, tanto directos como iterativos, se pueden aplicar para resolver
sistemas de ecuaciones simultdneas, pero todos ellos tienen como objetivo triangu-
lar y/o diagonalizar la matriz del sistema en cuestion; este es el caso de la matriz
Up-(0)Ug.(0). Una de las técnicas aplicadas a este contexto es el de factorizacién
QR, o triangulacién ortogonal simple. El sistema de ecuaciones en cuestion, es
decir, la ecuacion @), se puede escribir de la siguiente manera:

Us-(0)U%. (8)a = QRa = 0, (4.14)

donde () es una matriz ortogonal y R es una matriz triangular superior. Esta fac-
torizacion se puede lograr mediante la aplicacion del método de Gram-Smith, el
método de reflexiéon Householder o el método de rotacion de Givens. La ecuacion

(4.14) es entonces equivalente a

Ra = 0; (4.15)

y tenemos
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= [l QIR

donde ||.|| indica el determinante de la matriz. De lo que obtenemos que

|Us=(0)Up-

IRl =0
y por tanto el rango de I? es incompleto e igual al de Ug-(¢)Up.. Esto significa que
min |7”“| =0

en el que 7;;; cont = 1,2,3; 7 = 1,2,3 describe los elementos de la matriz R.

Consideremos ahora el siguiente sistema de ecuaciones:

( (3'2
11 (do — ?> + 7“12@1 + 7“13(342 =0

7’22@1 + T23d2 =0

330y = 0
\

Para resolver este sistema, de acuerdo con el rango de la matriz R, consideramos

el siguiente caso:

(a) Caso con Rango(R) = 2

Este caso presenta en las siguientes posibilidades:

r33 =0; 192 #0; 711 #0

r33 # 0; 192 =0; r11 #0

133 #0; rog #0; 111 =0

~2
o o A o
T11 (Oéo-;) + 12 + T30 =0
Si’f‘33:0—>

7’22@1 + 7"236(2 =0
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4 6_2
11 <@0—7) + 7r120q + 113000 = 0
Si7’337é0;7“227é0—>

ao =10
[ Q2

( 6_2
(olo — 7) no es estimable
Si’f’33 # 0;7’11 #0—>

\ a1 =09 =0

Hay que tener en cuenta que en el caso “r33 # 0;7r;; = 07, el pardmetro
& puede obtenerse a partir del modelo sin terapias, y sélo después de haber
estimado & se aplican las terapias. El caso r33 # 0; 199 = 0; 711 # 0

produce la siguiente ecuacion:

6.2
T11 (d() — 7) + 7'12(341 =0 (416)

donde s = 0. En el caso en el que 733 = 0 y 723 = 0 tenemos la ecuacion:

5’2
11 (CAY()— ?) +7’13d2 =0 (417)

donde &; = 0.

(b) Caso con Rango(R) =1

Este caso se produce cuando dos de los elementos r;;; ¢« = 1,2, 3 son nulos.
Cuando r33 = 0, r99 = 0y 17 # 0 tenemos:

A2
R g R ~
11 (Oéo D) ) + ri20q + rizag =0

7’23@2 =0

Si r93 # 0 volvemos al caso anterior de la ecuacién (4.16)) con &, = 0; de
lo contrario, los &;; ¢ = 1,2, 3 presentan colinealidad de acuerdo con esta
ecuacion:

&2

11 (G — ?) +r126n + 1133 =0 (4.18)
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y finalmente con r33 = 0, 795 # 0y r1; = 0 tenemos el siguiente sistema de
dos ecuaciones

7"126&1 + 7’13(3{2 =0
T920 + T30y = 0

de la que obtenemos
(3./1 = ——Q» (419)

2 712
Noétese que en este caso tenemos (— — r13) =0
722

Con 733 # 0, r99 = 0y ry; = 0 tenemos &, = 0y r1967 = 0. Es decir, si

ri12 # 0 entonces &; = 0, ya que de lo contrario &; no podria estimarse.

4.5 Estimacion de la funcion tendencia

La funcién tendencia no restringida del modelo comprende el instrumento bésico
del modelo utilizado para describir los fendmenos especificos de crecimiento de las
células afectadas por las dos terapias, que a su vez son modeladas por funciones te-
rapias, una interna (exponencial negativa) y una externa (logaritmica). Después de
haber obtenido los estimadores de maxima verosimilitud de los parametros sefiala-
dos por la metodologia de cédlculo descrita en las secciones 4.3y el altimo paso
necesario para la estimacion de la funcién tendencia, teniendo en cuenta el teorema
de invariancia propuesto por Zhena (1966)[51]], se puede expresar de la siguiente
manera:

~2

t
E[X()/ x(0)=z0) = exp {ﬁ logzo — 3z (1= ¢7) 4 / g<f>e6*<f€1>df} -
0
~9 A A ~
- - f?ﬁ*e—w—w} <

exp {641 /t log(e + flr)dr}
0

= exp {e_w*t log zy —
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4. MODELO ESTOCASTICO GOMPERTZ NO HOMOGENEO CON
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Sobre la base de esta funcion tendencia estimada, al ser una funcion dependien-
te del tiempo, podemos obtener predicciones de valores de tendencia futuras, y en
una posterior etapa, la construccion de una inferencia estadistica asintética (banda
de confianza) para los valores pronosticados, y hacerlo siguiendo una metodologia
similar a la desarrollada previamente por Gutiérrez et al. (2009)[28]].
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Aplicacion al crecimiento
celular del cancer de pulmon

CPCNP

En este capitulo se expone la aplicacién de un modelo de crecimiento tumoral
basado en una difusién estocastica Gompertz de tipo no homogéneo, cuyo coefi-
ciente drift depende de dos funciones de tiempo que influyen en el comportamiento
dindmico del modelo, y que puede ser interpretado en el contexto del tipo de creci-
miento celular.

Andlogamente, se presenta la aplicacion para el modelo descrito por El-Kettani
et al. (2012, 2014)[16][17], con el objetivo de mostrar la interrelacion entre los
parametros internos del proceso de difusion (coeficiente de decaimiento del efecto
terapéutico enddgeno y las ponderaciones ligadas a cada tipo de las terapias exter-
nas consideradas) y el coeficiente de difusion global del modelo. Todo ello, a partir
de las caracteristicas del modelo de la ecuacién diferencial de It6 correspondiente,

obteniendo explicitamente la expresion de las funciones tendencias.
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5. APLICACION AL CRECIMIENTO CELULAR DEL CANCER DE
PULMON CPCNP

5.1 Introduccion

El cancer de pulmoén es uno de los tipos de cidncer con mayor incidencia a ni-
vel mundial, responsable de los mayores indices de mortalidad oncoldgica, siendo
la primera causa de mortalidad por cancer en el varén y la segunda en la mujer,
causando mas de millén y medio de muertes cada afio en el mundo (Globocan,
2012)[30]. El cancer de pulmén como tal, es un conjunto de enfermedades resul-
tantes del crecimiento maligno de células del tracto respiratorio, en particular del
tejido pulmonar (C33-C34 segtin la CIE-10, OMS, 1989 [13]]). Este puede clasifi-
carse en funcién de su histologia en microcitico o no microcitico (también llama-
do de células no pequeiias, CPCNP), el cual es responsable aproximadamente el
80 % de los casos (WHO, 2004 [50]]; Gosney y Travis, 2004 [23])). El tratamiento y
pronostico dependen, en gran medida, de la etapa o estadio en que se encuentre el

cancer.

La inmunoterapia especifica activa o vacunacion terapéutica es un nuevo fren-
te de accion en el tratamiento del cdncer, cuyo objetivo es inducir una respuesta
inmunitaria especifica frente a las células cancerigenas, aumentando la capacidad
del sistema inmune de detectar, estimular y potenciar la destruccién de dichas célu-
las tumorales (Reck, Vansteenkiste y Brahmer, 2013)[44]]. En el caso concreto del
céncer de pulmén de células no pequefas, la inmunoterapia activa estd disefiada
para aplicarse en los casos de recurrencias o en los estadios avanzados de la enfer-
medad (Il y IV) (Moza-Moriiiigo y Llanos-Méndez, 2014)[40]].

Uno de los tipos de crecimiento estocastico que mejor modela de forma con-
junta el crecimiento tumoral y los efectos de las funciones terapia es el crecimien-
to Gompertz. Trabajos como los de Lo (2007, 2010)([35], [37]) o Albano et al.
(2011)[6] presentan un enfoque basado en las ecuaciones de Kolmogorov estable-
cidas para el modelo de Gompertz, siguiendo la formulacion de Basse et al. (2004)
[8l], desarrollando la linea de modelizacién estocdstica Gompertz con una funcién
terapia de tipo logaritmico.

En este capitulo se presenta un estudio computacional para los modelos des-
critos por El-Kettani, Gutiérrez y Gutiérrez-Sdnchez (2012) [16] y para El-Kettani
et al. (2014)[17] que representan el crecimiento tumoral, a partir de un proceso
de difusion no homogéneo Gompertz cuyo coeficiente drift depende de la varia-

ble tiempo, ¢, determinada por una funcién g(¢). Como se ha descrito previamente,
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5.2 Modelo para dos funciones terapias logaritmicas

la funcién g(t) puede venir definida por una o varias funciones terapias. Para esta
evaluacion, a partir de un modelo Gompertz que simula el crecimiento del cincer

de pulm6n no microcitico, tomamos las siguientes funciones terapias:

e Dos funciones de tipo logaritmico (funciones retardadas del tiempo) que re-
presentan factores terapéuticos exdgenos que modelan la dindmica de tra-
tamientos controlables externamente sobre el crecimiento tumoral. También
consideramos el caso particular del modelo en el que sélo hay una funcién

terapia logaritmica

e Una funcién terapia de tipo exponencial, producida por un efecto inmu-
noldgico interno (enddgena), y otra funcion terapia de tipo logaritmica pro-
ducida por un efecto externo (exdgena), que puede controlarse desde fuera

de la poblacion celular.

En las siguientes secciones se presentan y se describen, en base de un estudio
de simulacion aplicado , una discusion detallada en relacion de los pardmetros del

modelo considerado para cada tipo de funcién terapia.

5.2 Modelo para dos funciones terapias logaritmicas

Esta seccion tiene como objetivo estimar los parametros drift y coeficiente de di-
fusion del proceso de un modelo Gompertz estocéstico con dos funciones terapia
logaritmicas. Para ello, nos basaremos en la parte tedrica del modelo descrita en el
Capitulo 3.

Como se describe en las Secciones 3.2, 3.3 y 3.4 de este trabajo, partimos de un
proceso estocdstico Gompertz univariante no homogéneo { X (¢) : t € [0,T]; T € R}

con ecuacion diferencial estocéstica (EDE) del tipo It6:

dX(t) = a(t, X(t))dt + \/b(t, X (¢))dwy, t > 0,
siendo w; un proceso Wiener. El drift a(t, X (¢)) y el coeficiente de difusién

b(t, X (t)) tienen la siguiente forma:

a(t, X (1)) = g(t) X (t) — BX(t)log X (¢)
donde
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5. APLICACION AL CRECIMIENTO CELULAR DEL CANCER DE
PULMON CPCNP

g(t) = aqlog(e + &it) + anlog(e + &ot) + ag

b(t, X (1) = o® X2(t),

donde o; € Reconi=10,1,2,& >0coni=1,2, € R0y o > 0.

Cuyas soluciones vienen dadas por

t 2 t
X(t)/x(s) = exp {eﬁ(ts) log X (s) + / (g(1) — %)e’ﬁ(t’T)dT + a/ eﬂ(tT)dWT} :
Y cuyos momentos del proceso el momento condicional de orden “r=1"" vienen

dados por
L 5 9
E[X(t)/x(s)=2.] = exp ¢ p(s,t, ) + 30V (s,t) p =

1 2 t
= exp {e_Qﬁ(t_S) log zs — 53—5(1 — e72BU=s)y ¢ / g(T)€_ﬁ(t_T)dT} :

A partir de pardmetros &; y &, conocidos, estimamos los pardmetros 3, ay, o,
Q, [, o del modelo.

Esta metodologia contiene las siguientes etapas:

1. A partir de la ecuacion [3.2] mediante una optimizacién funcional, se obtiene
la estimacién del pardmetro 3, [, a partir de una expresioén explicita de la

solucion en la que 3 es valida para todos los valores de a.

2. Conociendo la estimacion de 3, (3, se considera la primera ecuacion del sis-

tema normal, obteniendo asi el estimador de maxima verosimilitud de a, @.

3. Cuando @ y 3 son conocidos, se obtiene el estimador de o2, 52, usando la
tercera ecuacion en el sistema normal. Y a partir de la solucién para a y
02, podemos obtener los estimadores individualizados para los pardmetros

restantes.

64



5.2 Modelo para dos funciones terapias logaritmicas

5.2.1 Simulacion, modelo Gompertz con dos funciones terapias

logaritmicas

Para el estudio de simulacién partimos de un modelo determinista Gompertz que
modeliza el crecimiento tumoral del CPCNP sin considerar la accidn de funciones
terapia. Para ello, nos basamos en los valores 6ptimos de los parametros definidos
por Sarapata y Pillis (2014) [46] que nos van a permitir modelizar el crecimiento
tumoral del CPCNP mediante dicho modelo Gompertz determinista. A partir de
este modelo, que no recibe la accidn de ninguna funcidn terapia, consideramos que
el crecimiento tiene lugar en ambiente aleatorio y la accion de dos funciones terapia
logaritmicas.
Modelizamos dicho crecimiento tumoral mediante un modelo determinista Gom-

pertz sin accion de funciones terapia y estimamos el valor de  6ptimo, como se

indica en la Seccién 3.4.1, a partir de los valores obtenidos.

B = log D i l:g ; I(Q)g Ti1
> log®

Consideramos el conjunto de pares de constantes & > 0, con i = 1,2 con
& # &, 1 # 7y tal que toman valores en el conjunto (0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5).
Para cada par de valores (¢;,&;), ¢ # j se calcula las constantes vz y 73 que nos
permitirdn calcular el vector v; y la matriz ;. Utilizando la metodologia descrita
en las Secciones 3.3 y 3.4, podemos estimar el valor de los pardmetros o, o, o
y 02. Los resultados de la estimacién de los pardmetros, para una simulacién en

funcion de los valores de (&;, &), @ # j, se muestran en la Tabla 5.1.
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&1 1 Qo &3] Qi o B

1 0.1 0.2 0.00776 -0.00522 0.00607 2.99721e-08 0.00085
2 0.1 03 0.00799 -0.00271 0.00366 3.42889¢-08 0.00085
3 0.1 04 0.00815 -0.00183 0.00285 3.71181e-08 0.00085
4 0.1 05 0.00828 -0.00138 0.00244 3.91508e-08 0.00085
5 02 03 0.00819 -0.00610 0.00720 3.94104e-08 0.00085
6 0.2 04 0.00829 -0.00295 0.00410 4.14166e-08 0.00085
7 0.2 0.5 0.00836 -0.00189 0.00306 4.28176e-08 0.00085
8 03 04 0.00835 -0.00649 0.00767 4.34200e-08 0.00085
9 03 0.5 0.00840 -0.00302 0.00423 4.44578e-08 0.00085
10 04 0.5 0.00841 -0.00646 0.00769 4.54041e-08 0.00085

Tabla 5.1: Estimacion de pardmetros en funcién de (&;, ;)

Como se observa en la Tabla 5.1 se produce un aumento en los pardmetro «,
tasa intrinseca de crecimiento del tumor, a medida que aumentamos el valor de las
constantes del par (;, ;). No ocurre lo mismo con los otros pardmetros, o dismi-
nuye a medida que aumenta el valor de &; y, para un &; fijo, a; aumenta a medida
que aumentamos el &. Al contrario ocurre con el pardmetro aw, es decir, crece
cuando aumentamos &7, y para un &; fijo, el valor de dicho pardmetro disminuye

a medida que aumenta el valor de &. Un aumento en el pardmetro o2

se produce
para cualquier aumento de &;,7 = 1,2 .

A partir de las estimaciones de los parametros «, o, s , calculamos el valor
de la funcion terapia logaritmica g(t) previa al calculo del drift a(¢, X (t)) y a partir
de la estimacién de o calculamos el coeficiente de difusion b(t, X (t)).

En la Figura 5.1 se muestra el comportamiento de las distintas simulaciones de
crecimiento de un cdncer de pulmén no microcitico en funcion de los pardmetros
estimados para cada par (&;, ;). Como se observa, se produce una reduccion en el
ritmo de crecimiento tumoral para cualquier par (£, &), empezando la tendencia
asintdtica a cero pasado el medio ano desde el comienzo de la aplicacion de las te-
rapias. Este hecho permitiria empezar ambas terapias con &; y &, bajos, aumentando

asi la tolerancia de los pacientes a dichos tratamientos.
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5.2 Modelo para dos funciones terapias logaritmicas

Crecimiento tumoral

Sinfuncion terapia
Con funciones terapias logarnitmicas

Numero de células x 10721

| | | |
0 100 200 300

Tiempo (Dias)

Figura 5.1: Simulacién de crecimiento tumoral con dos funciones terapias

En la Tabla 5.2, se muestra las diferencias relativas

Xy — E[X(t)/x (to)=co)

DR(t) = E[X4/ x(t9)=0)

para los 10 modelos simulados con dos funciones terapias logaritmicas respecto
al modelo determinista Gompertz, para tiempos t = {1,100, 200, 300, 365}. Al
aumentar las constantes &, & se va produciendo un aumento en las diferencias
relativas que se acentia para tiempos superiores a 200 dias. Para los modelos y
tiempos finales las diferencias relativas son muy significativas respecto al modelo
de crecimiento Gompertz determinista.
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& & DR(1) DR(100) DR(200) DR(300) DR(365)
0.1 02 0.00996 3.67876 17.78726 66.77748 147.92996
0.1 03 001033 3.89443 19.45019 75.63804 171.49151
0.1 04 0.01057 4.04767 20.67524 82.37783 189.76395
0.1 0.5 0.01076 4.16885 21.67003 87.97732 205.15487
02 03 0.01069 4.07995 20.91942 83.81453 193.89869
02 04 0.01085 4.17762 21.72100 88.36430 206.48802
02 05 001097 4.25477 2236562 92.07390 216.83493
03 04 001097 4.23598 22.19971 91.16077 214.39523
03 0.5 0.01105 4.28588 22.61906 93.60424 221.26955
04 0.5 001110 430414 22.76924 94.51795 223.92715

O 0 1 O i B~ W N =

p—
=]

Tabla 5.2: Diferencias relativas para cada par (§;, ;)

5.3 Modelo Gompertz estocastico con una terapia lo-

garitmica

En esta seccidn se considera el caso particular del modelo en el que s6lo hay una
funcién terapia logaritmica. Por tanto, la funcién g(t) sélo tiene los parametros oy
y oy y el drift general los pardmetros oy, o, 5y &. Como en el caso anterior, se
omite la formulacién del disefio ya que ha sido descrita anteriormente en la Seccién
3.5.

Consideremos, por tanto, el caso en el que el drift del proceso depende de sélo
una unica funcion terapia:

a(t, ) = (o + g log(e + &it))xy — By log ay;

b(t, z,) = o’a?.

Entonces la funcién g( ) en las soluciones condicionadas para el proceso X (t)/ X (s)
sera:

g(t) = a1log(e + &it) + ap.

Cuyo momento condicional de orden = 1 viene dado por
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5.3 Modelo Gompertz estocastico con una terapia logaritmica

11
E[X(t)/x(s)=,] = exp{e‘ﬂ(t_s) log z, — 5%02(1 — e_ﬁ(t_s))—k

t
+/ (arlog(e + &it) + ag)e P=*)dr}

Por tanto, para un &; conocido, el problema se reduce a estimar 3, ay, ag y o,

como se indica en la Seccidn 3.5.

5.3.1 Simulacion, modelo Gompertz con una funcion terapia lo-

garitmica

Igual que en el caso anterior, partimos de un modelo determinista Gompertz que
modeliza el crecimiento tumoral del CPCNP sin considerar funciones terapia. Basando-
nos en los valores optimos de los pardmetros definidos por Sarapata y Pillis (2014)
[46] para modelizar un cancer de pulmon. A partir de este modelo, que no recibe la
accion de ninguna funcidn terapia, consideramos que el crecimiento tiene lugar en
ambiente aleatorio y la accién de una funcion terapia logaritmica.

Partimos de un modelo determinista Gompertz sin funciones terapias y estima-
mos el balor de S 6ptimo, como se indica en la seccidén 3.5, a partir de los valores

obtenidos

b= log > i i)g i lgg Tio
> o log® z

Consideramos que el pardmetro {; > 0 toma valores en el conjunto (0.1, 0.2,
0.3, 0.4, 0.5). Para cada valor &, se calculan las constantes v3 y 73 que nos permi-
tirdn calcular el vector v; y la matriz u,. Utilizando la metodologia descrita en la
seccion 3.5, podemos estimar el valor de los parametros cv, «; y o2, Los resultados
de la estimacion de los parametros, para una simulacion en funcién de los valores

de &1, se muestran en la Tabla 5.3.
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&1 Qo €3] o? B
0.1 0.00300 0.00051 1.19656e-09 0.00085
0.2 0.00306 0.00044 2.84145e-09 0.00085
0.3 0.00311 0.00041 3.94651e-09 0.00085
0.4 0.00316 0.00039 4.73480e-09 0.00085
0.5 0.00319 0.00038 5.32977e-09 0.00085

N B~ W N =

Tabla 5.3: Estimacion de pardmetros en funcién de &;

Como se observa en la Tabla 5.3 se produce un aumento en el parimetro «,
tasa intrinseca del crecimiento del tumor, cuando aumentamos el valor de &;. Al
contrario, o, tiene una tendencia decreciente, mientras que o> aumenta a medida

que aumentamos el valor la constante &;.

El segundo paso es calcular el valor de la funcién terapia logaritmica g(¢) a
partir de los parametros estimados o y a1, previo al calculo del drift a(t, X (t)) y
calcular a partir de la estimacion de o el coeficiente de difusion b(¢, X (t)).

La Figura 5.2 muestra el comportamiento de las distintas modelizaciones del
crecimiento de un cincer de pulmén no microcitico en funcién de los pardmetros
estimados para cada &;. Como se observa, se produce una reduccién en el ritmo
de crecimiento tumoral para cualquier modelo dependiente de una funcion terapia
logaritmica, por lo que no se ve afectado por el valor de &, si bien la reduccion del
tumor se produce de una manera mas lenta que en el caso de dos funciones terapias
logaritmicas. Finalmente, el tamafio del tumor tenderd asint6ticamente a 0 pasado

un ano desde el comienzo de la terapia.

70



5.3 Modelo Gompertz estocastico con una terapia logaritmica

Crecimiento tumoral

w0 B = Sinfuncién terapia
B = Confuncionterapia logaritmica
—
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Figura 5.2: Simulacién de crecimiento tumoral con una funcién terapia logaritmica

En la Tabla 5.4, se muestran las diferencias relativas (DR), descritas en la
Seccion 5.2.1, para los 5 modelos simulados con una funcién terapia logaritmi-
ca respecto al modelo Gompertz que no considera funciones terapia, para tiempos
t = {1,100, 200, 300, 365}. Para todos los tiempos se observa un aumento de las
diferencias relativas respecto al modelo determinista Gompertz, a medida que au-
menta el pardmetro &;. Para un &; fijado, las DR tienen mayor magnitud a medida
que aumenta el tiempo de tratamiento.
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& DR(1) DR(100) DR(200) DR(300) DR(365)
0.1 0.00411 0.05816 0.12150 0.18818  0.25814
02 0.00411 0.05851 0.12283  0.19087  0.26246
0.3 0.00414 0.05920 0.12467 0.19410  0.26728
04 0.00418 0.05988 0.12637  0.19701  0.27156
0.5 0.00421 0.06050 0.12789  0.19959  0.27531

N W N =

Tabla 5.4: Diferencias relativas para cada &;

5.4 Modelo estocastico Gompertz con funciones tera-
pia end6gena-exégena

Esta seccidn tiene como objetivo estimar los parametros drift y coeficiente de di-
fusion del proceso de un modelo Gompertz estocdstico a partir de un modelo es-
tocastico Gompertz no homogéneo con funciones terapia mixtas, logaritmicas y
exponenciales. Para ello, nos basaremos en la parte tedrica del modelo descrito en
el Capitulo 4.

Como se describe en la Seccién 4.2, partimos de { X (¢) : t € [0,T]; T € R},
un proceso estocdstico Gompertz no homogéneo univariante con el siguiente mo-
delo dindmico

dX (t) = a(t, X (t))dt + b(t, X (t))?dw,, t > 0, (5.1)

con w; un proceso Wiener, y donde el drift a(t, X (t)) y el coeficiente de difu-
sién b(t, X (t)) tienen la forma:

alt, X(t)) = g(t) X (t) — X (t)log X (t)

con

g(t) = aylog(e + &1t) + ag exp[—0t] + ap;cona; € Ri=0,1,2,0 >0

b(t, X (1)) = o? X2(1),
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cono > 0.
Las soluciones, utilizando la férmula de 1t6, vienen dadas por

t 2 t
X(t)/x(s) = exp {B_ﬁ(t_s) log X (s) +/ (g(r) - %) e P dr 4+ a/ e‘ﬁ(t‘T)dWT}

Y el momento condicional de orden “r = 1” viene dado por

E[X(t)/x(s)=2.] = €xp {,u(s,t, Ts) + %O’QV2<S,t)} =

2
= exp {6_25@_5) log r, — Z_ﬁ(l — e 2Py 4 %(1 — e_ﬁ(t_s))} X

t
X exp {—606—26[6(95)"/ — e P9 4y / log(e + fﬁ)dr}

En la siguiente apartado, seguiremos la metodologia descrita en las Secciones
42,43y4.4.

5.4.1 Simulacién, modelo estocastico Gompertz no homogéneo
con funcion terapia endogena-exoégena

Partimos de un modelo determinista Gompertz que modeliza el crecimiento tumo-
ral del CPCNP, sin considerar funciones terapia, que simula el crecimiento tumoral
del céncer de pulmén basado en los valores 6ptimos de los pardmetros definidos por
Sarapata y Pillis (2014)[46]. A partir de este modelo, se considera el crecimiento
tumoral en un ambiente aleatorio y se modeliza mediante un modelo estocastico
Gompertz no homogéneo considerando la accion de dos funciones terapias, una
logaritmica (exdgena) y otra exponencial (endégena).

Consideramos el conjunto de pares ({;,6), con&;, 6 € (0,1,0,2,0,3,0,4,0,5).

Como se indica en la Seccién 4.4.1, el valor estimado de [ 6ptimo a partir de

los valores del modelo Gompertz tiene la forma

g — log D i1 lr?g Zi 1(2)g Ti—1
Zi:1 log” z;

A partir del célculo de las constantes g y 73, que nos permitirdn calcular el

vector v; y la matriz g, utilizando la metodologia descrita en el Capitulo 4 (Sec-

cién 4.2, 4.3, 4.4), podemos estimar el valor de los pardmetros oy, o1, i y 2. Los
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resultados de la estimacion de los pardmetros, para una simulacién en funcién de

los valores de (&1, 6), se muestran en las Tablas 5.5.

& 0 Qg aq Qs o? B
0.1 0.1 0.00311 0.00054 0.00036 2.70569¢-10 0.00085
0.1 0.2 0.00306 0.00052 0.00041 5.83669¢-10 0.00085
0.1 0.3 0.00304 0.00052 0.00046 7.41993e-10 0.00085
0.1 0.4 0.00303 0.00052 0.00052 8.34818e-10 0.00085
0.1 0.5 0.00303 0.00051 0.00058 8.95311e-10 0.00085
0.2 0.1 0.00325 0.00049 0.00059 5.64789¢-10 0.00085
0.2 0.2 0.00316 0.00046 0.00067 1.29970e-09 0.00085
0.2 0.3 0.00313 0.00046 0.00075 1.68290e-09 0.00085
0.2 04 0.00311 0.00045 0.00084 1.91176e-09 0.00085
0.2 0.5 0.00310 0.00045 0.00094 2.06276e-09 0.00085
0.3 0.1 0.00336 0.00047 0.00073 6.95229¢-10 0.00085
0.3 0.2 0.00325 0.00044 0.00082 1.69914e-09 0.00085
0.3 0.3 0.00321 0.00043 0.00092 2.23919¢-09 0.00085
0.3 04 0.00319 0.00043 0.00104 2.56695e-09 0.00085
0.3 0.5 0.00317 0.00042 0.00116 2.78548e-09 0.00085
0.4 0.1 0.00345 0.00046 0.00082 7.57167e-10 0.00085
0.4 0.2 0.00332 0.00043 0.00092 1.94146e-09 0.00085
0.4 0.3 0.00328 0.00042 0.00104 2.59472e-09 0.00085
04 04 0.00325 0.00041 0.00117 2.99616e-09 0.00085
0.4 0.5 0.00323 0.00041 0.00131 3.26600e-09 0.00085
0.5 0.1 0.00353 0.00046 0.00088 7.88496e-10 0.00085
0.5 0.2 0.00339 0.00043 0.00100 2.10033e-09 0.00085
0.5 0.3 0.00333 0.00041 0.00113 2.83888e-09 0.00085
0.5 04 0.00330 0.00041 0.00127 3.29728e-09 0.00085
0.5 0.5 0.00328 0.00040 0.00143 3.60741e-09 0.00085

O 00 9 N LD A W N~

[\ TN NG T NG T NG T N R N I e T = T e T e S = =
N A W N = © O 0 9 &N Lt A W NN —= O

Tabla 5.5: Estimacion de pardmetros en funcionde §; > 0y 6 > 0

Como se observa en la Tabla 5.5 se produce un aumento en la tasa intrinseca de
crecimiento del tumor, ay, si, fijado un #, aumentamos el valor de &; y se produce
un descenso en dicho parametro si, fijado un &;, aumentamos el valor de 6. Fijado
un & el valor de o disminuye a medida que aumenta el valor de # mientras que,

fijado un 6, el valor del pardmetro «; disminuye al aumentar el valor de &;. 02 y ap
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tienen igual comportamiento, es decir, fijado un &; aumenta el valor del parametro
a medida que aumentamos el valor la constante ¢ y, fijado un 6, se produce un

aumento en el valor del pardmetro a medida que aumenta &; .

Crecimiento tumoral

Sinfuncion terapia
Con funciones terapias loganimicas

Numero de células x 10021

0 100 200 300

Tiempo (Dias)

Figura 5.3: Simulaciéon de crecimiento tumoral con funciones terapia enddgena-
exdgena

En la Figura 5.3 se muestra el comportamiento de las modelizaciones de cre-
cimiento de un cdncer de pulmén no microcitico en funcién de los parametros
estimados para cada par (&1, 6). Como se observa en la gréfica, se producen ciertos
agrupamientos de los modelos, en bloques separados por pequefios intervalos de

tiempo, lo que indica que el valor exponencial de crecimiento, para valores de &; se
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ve afectado por el valor de # ya que los modelos son muy similares para el mismo
valor de € para cualquier &;.

Notese que el nimero de células tumorales tiende asintoticamente a 0 antes de
los tres meses del comienzo del tratamiento, por lo que en adelante no considerare-
mos tiempos de estudio mayores a 90 dias, a excepcién de la comprobacién en 120
dias.

En la Tabla 5.6 se muestran las diferencias relativas (DR) para los modelos
simulados con dos funciones terapia respecto al modelo Gompertz determinista,
para tiempos ¢ = {1, 30, 60, 90, 120}.

Los resultados de la Tabla 5.6, muestran unas diferencias relativas pequeias
para los primeros tiempos de paso. Los valores de DR mads bajos se dan para 6
muy bajos, produciéndose DR muy grandes para § > 0,3 a partir del mes del
comienzo del tratamiento. Destacan las diferencias relativas para valores altos de
. Los modelos se comportan de manera semejante, siendo el decrecimiento del

tumor mucho mds rdpido con el aumento de & y 6.
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& 0 DR(1) DR(30) DR(60) DR(90) DR(120)

1 0.1 0.1 0.00523 0.29890 4.87860 1.17el2 Inf
2 0.1 0.2 0.00525 1.71997 Inf Inf Inf
3 0.1 03 0.00531 2.40e5 Inf Inf Inf
4 0.1 04 0.00539 Inf Inf Inf Inf
5 0.1 0.5 0.00550 Inf Inf Inf Inf
6 0.2 0.1 0.00557 0.36361 13.33632 3.62el9 Inf
7 02 0.2 0.00558 3.52461 Inf Inf Inf
8 0.2 03 0.00568 4.84e8 Inf Inf Inf
9 02 04 0.00582 Inf Inf Inf Inf
10 0.2 0.5 0.00599 Inf Inf Inf Inf
11 03 0.1 0.00582 0.40513 23.08285 7.74e23 Inf
12 03 0.2 0.00583 5.10662 Inf Inf Inf
13 0.3 03 0.00594 4.35e10 Inf Inf Inf
14 03 04 0.00611 Inf Inf Inf Inf
15 03 0.5 0.00633 Inf Inf Inf Inf
16 04 0.1 0.00600 0.43531 33.31288 6.78¢26 Inf
17 04 02 0.00601 6.51134 Inf Inf Inf
18 04 03 0.00614 9.85¢el1 Inf Inf Inf
19 04 04 0.00633 Inf Inf Inf Inf
20 04 0.5 0.00658 Inf Inf Inf Inf
21 0.5 0.1 0.00615 0.45873 43.58627 1.00e29 Inf
22 05 02 0.00616 7.76840 Inf Inf Inf
23 0.5 03 0.00630 1.02¢13 Inf Inf Inf
24 0.5 04 0.00651 Inf Inf Inf Inf
25 0.5 0.5 0.00678 Inf Inf Inf Inf

Tabla 5.6: Diferencias relativas para cada par (§; > 0,60 > 0)
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6. CONCLUSIONES

Con las nuevas metodologias desarrolladas por El-Kettani et al. (2012, 2014)
[16] [17] para la obtencion de una expresion explicita para el estimador del factor
de decaimiento del crecimiento tumoral, B\, se ha podido estudiar como varia el
crecimiento tumoral dependiendo de los valores que tomen los pardmetros de los
que dependen las funciones terapia, es decir, &, £&; y 6.

Las diferencias relativas respecto a la modelizacion determinista Gompertz para
estudiar el crecimiento de un cancer de pulmén de células no pequefas, indican
una desaceleracion del crecimiento tumoral al introducir funciones terapias en la
modelizacion estocastica Gompertz para el mismo céncer estudiado. Esta tendencia
se observa en el modelo con dos funciones terapias exdgenas de tipo logaritmicas
asi como en el modelo con una sola funcidn terapia exégena asi como en el modelo

estocastico Gompertz con funcidn terapia endégena-exdgena.

Independientemente de los valores considerados para los parametros de los que
dependen las funciones terapia, la reduccion del crecimiento del tumor comienza
desde el primer dia de tratamiento en los tres modelos estudiados. Sin embargo, en
la modelizacion estocastica Gompertz con dos funciones terapia exdgenas de tipo
logaritmico para el cdncer de pulmén de células no pequeiias, el crecimiento tumo-
ral se aproxima asintéticamente a 0 a partir de 180 dias desde el inicio de ambos
tratamientos, mientras que, para el mismo tumor, la modelizacién estocdstica Gom-
pertz con una funcién terapia logaritmica alcanza dicha aproximacién asintética a
0 a partir del afio desde el inicio de dicho tratamiento. Una respuesta al tratamiento
mucho més inmediata que las dos anteriores se produce con la modelizacion es-
tocastica Gompertz con funcidén endégena-exdgena en la que se tiene en cuenta la
reaccion del sistema inmune. En dicha modelizacion el crecimiento tumoral tiende
a 0 practicamente a partir de 30 dias del inicio del tratamiento, para cualesquiera
de los valores considerados para los pardmetros de los que dependen las funciones
terapia.

Con los datos obtenidos en este trabajo se pone de manifiesto la buena respuesta
en la reduccion del crecimiento tumoral de las terapias de tardia intensificacion,
en consonancia con el estudio desarrollado por Gonzales, De Vladar y Rebolledo
(2003)[22] en el cual comparaban terapias constantes, con terapias de tipo lineal
y terapias de tipo logaritmico. Nuestros modelos estocasticos basados en procesos
de difusion no homogéneos no proporcionan repuntes del crecimiento tumoral en

el tiempo, lo cual podria indicar que con este tipo de aplicacion de tratamientos se
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reduce y/o anula la creacion de resistencias del tumor a los tratamientos, limitando
a su vez la toxicidad que producen en los pacientes dicho tratamiento.

Por otro lado, la rapidez con la que la modelizacidn estocastica Gompertz con
funcidn terapia endégena-exdgena alcanza asintéticamente el tamaio O podria indi-
car la idoneidad de las terapias inmunoldgicas emergentes que actualmente se estan
desarrollando s6lo para determinados tipos tumorales con mal prondstico (cancer
de pulmon con estadio II-IV, cancer de vejiga metastasico,...).

Los resultados obtenidos alientan a seguir desarrollando esta linea de investi-
gacion. En una primera fase seria deseable el estudio de la modelizacién con datos
reales de cancer de pulmoén a nivel epidemioldgico, es decir, validando nuestros re-
sultados con un nimero suficiente de tumores seleccionados de forma aleatoria para
poder hacer extensible los modelos descritos a toda la sociedad y, en una segunda
fase, validando la modelizacion mediante el seguimiento del crecimiento tumoral
mediante diversas medidas en distintos tiempos. Finalmente, una buena modeliza-
cion del crecimiento tumoral podria llevar a desarrollar incluso ensayos clinicos
en pacientes, al igual que se llevan a cabo con nuevas moléculas o tratamientos,
evaluando la ganancia en supervivencia y en calidad de vida de la aplicacién de
terapias mediante las férmulas descritas.

Una futura linea de investigacién seria asumir funciones ¢(t) que no sean sim-
plemente una combinacién lineal de funciones terapias, sino que también tengan
términos mixtos que dependan de mds de una funcién de terapia (el efecto de tera-
pia multiplicativa).

Otro estudio futuro, seria analizar la influencia conjunta de varias funciones
terapia aplicadas simultdneamente, incluidas en la funcién del modelo g(¢) presente

en la primera funcidn de densidad de tiempo de paso, para ciertos tipos de barrera.
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7. ANEXOS

7.1 Programas en R

Resumimos en la siguientes lineas los programas realizados en R.
Modelo de crecimiento celular para el cincer de pulmén no microcitico (CPCNP),

con dos funciones terdpias logaritmicas.

iddisasssdstsa s RdA AR AR AR AR AR A AL
#Creacidn modelo Gompertz que modeliza cancer pulmon #

FHEFH A A R R R R

rm(list=1s{())

setwd("C:/...")
file.remove ("resultadosLaTex.txt")
file.remove ("diferenciasLaTex.txt")

file.remove

(
(
file.remove ("tabla.txt")
("diferencias relativas.txt")
(

file.remove ("resultados.txt")

library (growthmodels)

asint<-2.84

ti<—- 1:365

x <- gompertz (ti, asint, 0.35, 0.015)

# data.frame("xi_1", "xi_2", "E_Xt_X_ 0f[1]", "E_Xt_X 0f[100]",
# "E_Xt_X 0[200]", "E_Xt_X 0[300]", "E_Xt_X_0[365]")->xx
c(0,0 , x[1], x[10], x[20], x[30], x[40])->gp; gp<-t(gp)
write.table(gp, "tabla.txt",append=T, row.names=F,

col.names=F, quote = F)
# ti<—C(O, 1121 3! 4/ 5/ 6I7r 8! 9)

matplot (ti,x , type="1", lty=1,1lwd=2,col=3,
ylab="Numero de células x 10721",xlab="Tiempo (Dias)",

main= "Crecimiento tumoral" , ylim=c(0,5))

# x incluye x0 por tanto empezamos en 2; creamos la tabla
data.frame("xi_1", "xi_2", "alphaO", "alphal", "alpha2",
"sigma2" , "beta")->PAR_O

write.table (PAR_0, "resultados.txt", append=T, row.names=F,

H= H H

col.names=F, quote = F)
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# xi_V <-c(0.1, 0.15, 0.2, 0.25, 0.3, 0.35, 0.4, 0.45, 0.5)
xi_V <-c(0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5)

valFor <- as.data.frame (t (combn(xi_V,2)))

for(m in l:nrow(valFor)) {
xi_1 <= wvalFor[m,1]
xi_2 <- wvalFor[m, 2]

# conocidos

1f(xi_ 1!'=x1i_2){

FH A R A AR 4
# Betax #
FHHAf AR F A AR H A A AR F AR AR A A F AR F AR HHH

n<-length (x)

# betax

num<-0; den<-0

for(i in 2:n){
num<-num+ (log (x[i])*log(x[i-1]))
den<-den+log(x[1i]) "2

}

beta<-log (den/num)

beta

FHH AR AR R4
# nu_beta #
FhH A A A A A A A A AR A AR A AR AR

nu_beta<-(l-exp(l) " (-2+beta))/ (2+«beta)
nu_beta

iFd s s s R
# gamma_beta #
FHedH A A A A AR A A A A A A A A A Ao

gamma_beta<- (l-exp (1) " (-beta)) / (beta)

gamma_beta
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iFas s as s E R SRR
# nu_1i #

FHAH A S 4
nu_i<-rep(0,n-1); nu_i<-as.matrix(nu_i) #inicializo

for(i in 2:n) {
nu_i[i-1]1<-(1/nu_beta)* (log(x[i])-exp (1)~ (-beta)x*log(x[i-11))
}

nu_i

V_beta<-nu_i
V_beta

s s st
# u_i_beta #
FH A S

u_1i_beta<-matrix(0,n-1,3) #inicializo

# Creo las funciones a integrar

integrall<- function(t) {log(exp(l)+xi_1x*t)+*exp(l)” (-betax(tif[i]l-t))}
integral2<- function(t) {log(exp(l)+xi_2xt)*exp(l)” (-betax (tif[i]-t))}

for(i in 2:n) {

# Integro dentro de los limites t_(i-1), t_i

int_xi_1<- integrate(integrall, lower = ti[i], upper = ti[i-1])S$value

int_xi_2<- integrate (integral2, lower = ti[i], upper = ti[i-1])S$Svalue

fcreo el vector
u_i_betal[i-1,]<-(1/nu_beta)*t (c(gamma_beta,int_xi_1,int_xi_2))

}

u_1i_beta

U_beta <- t(u_i_beta)
U_beta

FHAFFF A AR H AR AR A AR AR AR A A AR A

# C_ij #
igdssdsassd sttt it tadtsdi
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Cll<— t(u_i_betal,2])%*x%u_i_betal,2]%*%t (u_i_betal,3

, 2] ,31)%*%u_1i_betal, 3]
- t(u_i_betal,3])%*%u_1i_betal,2]%*%t (u_1i_betal,2]) %+

]
%u_i_betal,31;
Cll<—-as.numeric(Cl1l)

Cl2<- -t (u_i_betal[,2])%*%u_1i_betal[,1]1%*%t (u_i_betal
+ t(u_i_betal,3])%*%u_1i_betal[,1]%*%t (u_1i

Cl2<-as.numeric (Cl2)

Cl3<- t(u_i_betal,2])%*%u_1i_betal[,1]1%*%t (u_1i_betal,3])%*%u_1i_betal, 2]
- t(u_i_betal,3])%*%u_i_betal,1]%*%t (u_i_betal,2])%+%u_i_betal,2];

Cl3<—-as.numeric (C1l3)

C21<- -t (u_i_betal[,1])%*%u_1i_betal[,2]1%*x%t (u_1i_betal,3])%*%u_1i_betal, 3]
+ t(u_i_betal,3])%*%u_i_betal,2]%*%t (u_i_betal[,1])%+x%u_i_betal,3];

C21l<-as.numeric (C21)

C22<— t(u_i_betal[,1])%*x%u_1i_betal[,1]1%+x%t (u_1i_betal,3])%*%u_1i_betal, 3]
- t(u_i_betal,3])%*%u_i_betal,1]%*%t(u_i_betal[,1])%+x%u_i_betal,3];

C22<-as.numeric (C22)

C23<—- -t (u_i_betal[,1])%*x%u_i_betal[,1]1%x%t (u_i_betal[,3])%*%u_i_betal, 2]
+ t(u_i_betal,3])%*%u_i_betal,1]%*%t (u_i_betal[,1])%*%u_i_betal,2];

C23<—-as.numeric (C23)

C31<- t(u_i_betal, ) ,
— t(u_i_betal,2])%*%u_1i_betal,2]%*

C31l<-as.numeric (C31)

C32<—- -t (u_i_betal,1

, YS+x%u_i_betal,1]%*%t (u_i_betal,2])%*%u_1i_betal, 3]
+ t(u_i_betal,2])%*

] r 2]
Su_i_betal,1]%*%t (u_i_betal,1])%*x%u_1i_betal, 3];

C32<—-as.numeric (C32)
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C33<- t(u_i_betal,l1

, YS+x%u_1i_betal,1]%*%t (u_i_betal,2])%*%u_1i_betal, 2]
- t(u_i_betal,2])%*

] r 2]
Su_i_betal,1]%*%t (u_i_betal,1])%+x%u_1i_betal,2];
C33<—-as.numeric (C33)

C<- matrix(c(C1l1,C12,C13,C21,C22,C23,C31,C32,C33), 3,3); C

s ass s s s EA AR EAAEE RS ERREAEEEEREEEEEEEEEEEEEEE LR
# alphaO-sigma”2/2 #
FHAF A H A A A H AR A A A AH AR

num0<-Cll*u_i_betal[,1]1%*%V_beta + C21xu_i_betal,2]%*%V_beta +
C31l*u_i_betal[,3]1%*%V_Dbeta

denO<-t (u_i_betal[,1])%*%u_i_betal[,1]xCl1l +
t(u_i_betal,1])%*%u_i_betal,2]*Cl2 + t(u_i_betal,1])%*%u_i_betal[,3]*C1l3

alphaOsigma <- numO/den0O; alphalOsigma<-as.numeric (alphaOsigma)

alphaOsigma

FHEFHHF A F AR A
# alphal #
B AR AR AR AR AR A AR AR AR AR AR A F AR AR AR A4

numl<-Cl2*u_1i_betal[,1]1%*%V_beta + C22xu_i_betal,2]%*%V_beta +
C32*u_1i_betal[,3]1%*%V_beta
denl<-denO

alphal <- numl/denl; alphal<-as.numeric (alphal)
alphal

xS LSS LSS LSS L LR AR R L
# alpha2 #
SRR R R

num2<-Cl3*u_i_betal[,1]1%*%V_beta + C23xu_i_betal[,2]%*%V_beta +
C33%u_1i_betal[,3]1%*%V_beta

den2<-den0

alpha?2 <- num2/den2; alpha2<-as.numeric (alpha2)
alpha?2
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F S S R R S R 4
# a #
FH A R R R A

a <-c(alphaOsigma,alphal,alpha?2)
a

xS TS TS TS ESEIES LTSS SIS SESEIE S S EEEEEE LS
# sigma“2 #
izttt dsststsssdddstdiatad A ndddddidEnEEdidi

sigma2 <- t((V_beta - t(U_beta)%=*%a))%$+%(V_beta - t(U_beta)%*%a)/n

sigma?2

FHEFFRH A AR AR A AR AR AR A R
# alphaO #
s s s st s

alphal0 <- alphaOsigma + sigma2/2
alphaO

FHAF ARG A A A A A A ARG A A A AR
# g(t) #
FHeHH AR A A A A A A A A A A A A A H 4

gt<-rep(0,n); gt<-as.matrix(gt) #inicializo

for(i in 1:n) {

gt[i]<- alphal * log(exp(l)+ xi_1xti[i]) + alpha2 *x log(exp(l)+
xi_2xti[i1]) + alphaO

}

gt

idgaadsddsssaaadsddsasaaaasdddsssaadsddiassaadaddiassaaanRtsdi

# a(t, x(t)) #
fs ittt s s R

atx <- gt * x - beta *» x » log(x)

atx
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igdsadsasad sttt ittt ad i
# b(t, x(t)) #
FHAHFF AR H AR AR A A A R S R

btx <= sigma2 * x"2
btx

ix st s E s R
# Zij_Beta #
FHeHHAHH At H A A A A H A A A A A AR A A A TS H 4

Zij_Beta<-matrix(0,n-1,2) #inicializo

for(i in 2:n) {
Zij_Betali-1,1] <- log(exp(l)+ xi_l1*ti[i-1]) +
(log(exp(l)+ xi_1xtifi])-log(exp(l)+ xi_1xti[i-1]))x*
(beta-1+exp (1) " (-beta)) / (betax (1-exp (1)~ (-beta)))
Zij_Betal[i-1,2] <- log(exp(l)+ xi_2*tif[i-1]) +
(log(exp(1)+ xi_2*ti[i])-log(exp(l)+ xi_2*ti[i-1]))~*
(beta-1+exp (1) " (-beta) )/ (beta* (1-exp (1) " (-beta)))
}

Z1i7j_Beta
FHAHS AR A S A
# E_Xt_ X 0 #

B AR R A A A R R R R R

IntegE<-matrix(0,n,1l) #inicializo
E_Xt_ X 0<-matrix(0,n,1)

# Creo las funciones a integrar

# z es igual a tau

for(i in 1:n){

# Integro dentro de los limites t_(i-1), t_i

integralE<- function(z) {(alphal » log(exp(l)+ xi_1lxz) + alpha2 =*

log(exp(l)+ xi_2+%z) + alphalO) xexp(l)” (-betax(ti[i]))}

int_E<- integrate(integralE, lower = ti[i], upper = 0)S$value
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#creo el vector
IntegE[i]<-int_E

E_Xt_X_0[i] <- exp(exp(—2+betaxti[i])+*log(x[1])-sigma2/ (4xbeta)*
(l-exp (—=2xbetaxti[i]))+int_E)
}

IntegE
E_Xt_X 0

#Creo el fichero

c(xi_1, xi_2, E_Xt_X 0[1l], E_Xt_X 0[100], E_Xt_X 0[200], E_Xt_X_ 0[300],
E_Xt_X _0[365])—->tabla

tablal<-t (tabla)

write.table (tablal, "tabla.txt",append=T, row.names=F,

col.names=F, quote = F)

matplot (ti,E_Xt_X_0 , type="1", lty=1,lwd=2, col=2,
ylab="Numero de células x 10721",xlab="Tiempo (Dias)",

main= "Crecimiento tumoral" , ylim=c(0,5), add=TRUE)

t<—-c (n: u, nw_ n)
#kas<-c ("Without therapy function", "With functions logarithmic therapies")
kas<-c ("Sin funcidn terapia","Con funciones terapias logaritmicas")

fkas<—c ("X (t)","E[X(t)/X(0)=x0]1")

texto<- cbind(t, kas)

tk<-paste (texto[,1l] , textol[,2])
#legend ("bottomright", legend=tk,col=c(3,2),fill=c(3,2))
legend ("topright", legend=tk,col=c(3,2),fill=c(3,2))

ftexto<-paste ("mu_1=",xi_1, "mu_2=", xi_2 )
mw

texto<-paste("mod. = ",m)
text (39,E_Xt_X_0[40],texto, col="black")

data.frame(xi_1, xi_2, alphaO, alphal, alpha2, sigma2 ,beta)->PAR

write.table (PAR, "resultados.txt",append=T, row.names=F ,col.names=F,

quote = F)
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tabla2<-read.table ("resultados.txt")
library (xtable)
tabla.xtable <- xtable(tabla2, digits = 5)

print (tabla.xtable)->imprimir

write.table (imprimir, file = "resultadosLaTex.txt", sep ",
append =TRUE, row.names = FALSE, col.names = FALSE)

tabla3<-read.table ("tabla.txt")

zl<-nrow (tabla3) -1
ttl<-matrix (0, zl,ncol (tabla3)); ttl<-as.matrix(ttl)

for (j in 1:z1){
for (k in l:ncol (tabla3)) {
ttl[j,k] <= ((tabla3[1l,k]- tabla3[j+1,k])/tabla3[j+1,k])

write.table(ttl, "diferencias relativas.txt", append=T, row.names=F,

col.names=F, quote = F)

tablad<-read.table ("diferencias relativas.txt")

ttt<-data.frame (tabla3[2:11,1:2],tablad[,3:7])

tabla.xtablel <- xtable(ttt,digits = 5)

print (tabla.xtablel)->imprimirl

write.table (imprimirl, file = "diferenciasLaTex.txt", sep =" ",
append =TRUE, row.names = FALSE, col.names = FALSE)
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Modelo de crecimiento celular para el cancer de pulmén no microcitico (CPCNP)

con una funcidn terdpia logaritmica.

ifdssssstatasasssasatasasssasdsatasasasatata st ARddddiddi
#Creacidén modelo Gompertz que modeliza cancer pulmon #
ER i

rm(list=1s())
setwd ("C:...")
file.remove ("resultados.txt")

file.remove ("resultadosLaTex.txt")

asint<-2.84
ti<—- 1:365
x <- gompertz(ti, 2.84, 0.35, 0.0049)

matplot (ti,x , type="1", lty=1,1lwd=2,col=3,
ylab="Numero de células x 107°21",

xlab="Tiempo (Dias)", main= "Crecimiento tumoral" , ylim=c(0,5))

# x incluye x0 por tanto empezamos en 2; creamos la tabla
data.frame ("xi_1", "alphaO", "alphal", "sigma2" ,"beta")->PAR_O0
write.table (PAR_0, "resultados.txt", append=T, row.names=F,

col.names=F, quote = F)
valFor <- ¢ (0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5)

for(k in valFor) {
xi 1 <=k

izt
# Betax #
FH R

n<-length (x)

# betax

num<-0; den<-0

for(i in 2:n){
num<-num+ (log (x[i])~xlog(x[i-1]))
den<-den+log (x[i]) "2

}
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beta<-log(den/num)
beta

ittt R
# nu_beta #
FHeHHHHF A A A A A A H A AR A A4

nu_beta<-(l-exp(l) "~ (-2+beta) )/ (2«beta)

nu_beta

igdasasasassssasdsasasssssssssdsatsdssasa i tA AR EEEEEEE
# gamma_beta #
tEE s E S SESESESESESESESESESESESELEEEEEEE

gamma_beta<—-(l-exp (1) " (-beta)) / (beta)

gamma_beta
FHEHHHH AR H A AR A A AR A A AR
# nu_1i #

igssassdssssaaadsdddssaadsddssssaadsddiassaadsd i iastand

V_beta2<-rep(0,n-1); V_beta2<-as.matrix (V_beta?2)

#inicializo

nu2_i<-rep(0,n-1); nu2_i<-as.matrix(nu2_1i) #inicializo
for(i in 2:n) {

nu2_1i[i1i-1]<-(1/nu_beta) (log(x[1i])—-exp(l) " (-beta) *
log(x[i-11]))

}

nuz_1i

V_beta2<—nu2_1
V_beta?2

# nu2_beta

nu2_beta <- 1/(2%(log(num)-log(den))) * (1-(den/num)"2)

nu2_beta
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# gamma2_beta

gamma2_beta<- (num—-den) / (numx (log (num) —1log (den) ) )

gammaZ2_beta

# ul_beta (no la utilizo)

ul_beta <- rep(gamma2_beta, n-1)
ul_beta

# u2_beta

ui2_beta <- matrix(0,n-1,2)

#u2_beta<-rep(0,n-1) #inicializo

# Creo las funciones a integrar
integral2_1<- function(t) {log(exp(l)+xi_1x*t)
exp (1) " (-betax (ti[i]-t))}

for(i in 2:n){
# Integro dentro de los limites t_(i-1), t_1i
int2_xi_1<- integrate(integral2_1, lower = ti[i],

upper = ti[i-1])Svalue

#creo el vector
#u2_betal[i]<-(1l/nu2_beta)*t (int2_xi_1)

ui2_betal[i-1,]<-(1/nu2_beta) *t (c (gamma2_beta,int2_xi_1))

}

#u2_beta

ui2_ beta

Ubeta2<-t (ui2_beta)
Ubeta?2

# C2_ 14

C2_11 <= t(ui2_betal,2
C2_12 <- -t (ui2_betal,1
C2_21 <- -t (ui2_betal,2
C2_22 <- t(ui2_betal,1

4

14
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C2<-matrix(c(C2_11,C2_12,C2_21,C2_22), 2,2)
C2

# alphaO-sigma“2/2
a20<-C2_11+ui2_betal,1]1%*%V_beta2 + C2_21+ui2_betal $*x%V_beta2

s 1] ]
b20<-t (ui2_betal[,1])%*%ui2_betal[,1]%*%t (ui2_betal,2])%+*%ui2_betal, 2]

, 2
1)
- t(ui2_betal,1])%*%ui2_betal,2]%*%t (ui2_betal,2])%*%ui2_betal, 1]

alphaOsigma2 <- a20/b20; alphalOsigma2<-as.numeric (alphaOsigma?2)
alphaOsigmaZ2

# alphal

a2l1<-C2_12+ui2_betal[,1]%*%V_beta2 + C2_22*ui2_betal,2]%*%V_beta2
b21<-b20

alpha2_1 <- a21/b21; alpha2_l<-as.numeric (alpha2_1)
alpha2_1

a2 <-c(alphaOsigma2,alpha2_1)
a2

# sigma“2
(V_beta2 - t (Ubetal2)%$+%a2))%$+%(V_beta2 -

T (
t (Ubetal2)%$x%a2)/n

sigma2_2

sigma2_2 <-

# alphaO

alpha2_0 <- alphaOsigma2 + sigma2_2/2
alpha2_0

# g(t)

gt2<-rep(0,n); gt2<-as.matrix(gt2) #inicializo
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for(i in 1:n) {
gt2[i]<- alpha2_1 » log(exp(l)+ xi_1xti[i]) + alpha2_0

atx2 <- gt2 » x - beta *x x * log(x)
atx?2

btx2 <- sigma2_2 * x"2
btx2

# 7Zil_Beta

Z1i1l_Beta<-rep(0,n-1) #inicializo

for(i in 2:n){
Zil_Betali-1] <- log(exp(l)+ xi_1xti[i-1]) + (log(exp(l)+
xi_1+tif[i])-log(exp(l)+ xi_1+ti[i-1])) * (num/ (num-den))
}

Z2il_Beta

FHHF AR AR A
# E_Xt_ X 0 #
FhHfF A AR A H A AR AR A A A A AR AR A F RS

IntegE<-matrix (0,n, 1) #inicializo
E_Xt_ X 0<-matrix(0,n,1)

# Creo las funciones a integrar

# z es igual a tau

for(i in 1:n){

# Integro dentro de los limites t_(i-1), t_1i
integralE<- function(z) {(alpha2_1 x log(exp(l)+ xi_1xz)
+ alpha2_0) xexp(l)” (-betax(ti[i]))}
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int_E<- integrate(integralE, lower = ti[i], upper = 0)S$value

#creo el vector
IntegE[i]<-int_E

E_Xt_X_0[i] <- exp(exp(-betaxti[i])*log(x[1l])-sigma2_2/ (4xbeta)*
(l-exp (-betaxti[i]))+int_E)
}

IntegE
E_Xt_X 0

c(xi_1, E_Xt_X 0[1], E_Xt_X 0[10], E_Xt_X 0[20], E_Xt_X 0f[3017,
E_Xt_X 0[40])->tabla
tablal<-t (tabla)

write.table (tablal, "tabla.txt",append=T,row.names=F ,col.names=F,

quote = F)

matplot (ti,E_Xt_X_0 , type="1", lty=1,1lwd=2,col=2,

ylab="Numero de células x 10721",xlab="Tiempo (Dias)",

main= "Crecimiento tumoral" , ylim=c(min(c(min(E_Xt_X_0), xI[1]1)),
max (c (max (E_Xt_X_0), asint))), add=TRUE)

t<—c (n:n, ":")
kas<-c ("Sin funcidn terapia","Con funciones terapias logaritmicas")
fkas<-c ("X (t)","E[X(t)/X(0)=x0]1")

texto<- cbind(t, kas)

tk<-paste (textol[,1l] , textol[,2])
#legend ("bottomright", legend=tk,col=c(3,2),£fill=c(3,2))
legend ("topright", legend=tk,col=c(3,2),£fill=c(3,2))

#ftexto<-paste ("mu_1=",xi_1 )

texto<-paste("mod. = ", m)
text (35,E_Xt_X_0[40],texto, col="black")
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data.frame (xi_1, alpha2_0, alpha2_1, sigma2_2 ,beta)->PAR
write.table (PAR, "resultadoslt.txt", append=T, row.names=F ,col.names=F,

quote = F)

tabla<-read.table ("resultadoslt.txt")

library (xtable)

tabla.xtable <- xtable(tabla, digits = 5)

print (tabla.xtable)->imprimir

write.table (imprimir, file = "resultadoslterapialaTex.txt",
sep = " ", append =TRUE, row.names = FALSE, col.names = FALSE)

tabla3<-read.table("tabla.txt")

zl<-nrow (tabla3) -1
ttl<-matrix (0, zl,ncol (tabla3)); ttl<-as.matrix(ttl)

for (j in 1:z1){
for (k in l:ncol(tabla3)) {
ttl[j,k] <— ((tabla3[1l,k]- tabla3[j+1,k])/tabla3[j+1,k])
#ttl[j,k] <- ((-tabla3[1l,k]+ tabla3[j+1,k])/tabla3[1,k])
}
}
write.table(ttl, "diferencias relativas.txt", append=T, row.names=F,

col.names=F, quote = F)

tablad4<-read.table ("diferencias relativas.txt")
ttt<-data.frame (tabla3[2:6,1],tablad[,2:6])
tabla.xtablel <- xtable(ttt,digits = 5)
print (tabla.xtablel)->imprimirl
"o

write.table (imprimirl, file = "diferenciasLaTex.txt", sep = ,

append =TRUE, row.names = FALSE, col.names = FALSE)

Modelo de crecimiento celular para el cancer de pulmén no microcitico (CPCNP)

con una funcidn exdgena y otra endogena (logaritmica y exponencial).

FHEFAA AR R A R A R

#Creacidén modelo Gompertz que modeliza cancer pulmon #
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FHEF AR AR AR AR AR A R A

rm(list=1s{())
file.remove ("resultadosLaTex.txt")
file.remove ("diferenciasLaTex.txt")

"diferencias relativas.txt")

(
(

file.remove ("tabla.txt")
file.remove (
(

file.remove ("resultados.txt")

library (growthmodels)

asint<-2.84

ti<- 1:365

x <- gompertz(ti, 2.84, 0.35, 0.0049)

c(0,0 , x[1], x[10], x[20], x[30], x[40])->gp; gp<-t(gp)
write.table (gp, "tablaz.txt",append=T, row.names=F ,col.names=F,

quote = F)

matplot (ti,x , type="1", lty=1l,1lwd=2,col=3,
ylab="Numero de células x 10721",xlab="Tiempo (Dias)",

main= "Crecimiento tumoral" , xlim = c(0,365), ylim=c(0,5))

xi V <-c(0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5)

valFor <- as.data.frame (t (combn(xi_V,2)))

library (gtools)
valFor2<-permutations (n=5, r=2,v=xi_V, repeats.allowed=T)

for(m in 1l:nrow(valFor2)) {
xi_ 1 <= wvalFor2[m, 1]
theta <- valFor2[m, 2]

Tt st EE s R
# Betax #
FHeHHAH A A A A At H A A A A A AR HHHH

n<-length (x)

# betax
num<-0; den<-0
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for(i in 2:n){
num<-num+ (log (x[i])*log(x[i-1]))
den<-den+log(x[1i]) "2

}

beta<-log (den/num)

beta

ix st s st s s R R
# estimacidén de theta

iddssdsasadssdsad sttt sttt tadtadndi

#m<-length (x)

# betax
#F3.18<-function(z) {sum(exp(l)” (-beta*ti[i])/ (z-beta) 2%
(log(x[i])—exp(l) " (-beta)*log(x[i-1]))*(exp(l) " (ti[i]~*

(beta-z))*(1-ti[i] * (beta-2z)) -
exp(l) " (-ti[i-1]*(beta-z))x(1-ti[i-1]1* (beta-z))))}

#F<-function(z,1i) {

#exp (1) " (-betaxti[i])/ (z-beta) "2x (log(x[i]) -

exp(l) " (-beta) *log(x[i-1]))x(exp(1l) " (ti[i]~* (beta—-2z))*
(1-ti[i]* (beta-z))-exp(l) " (-ti[i-1]% (beta-z)) *
(1-ti[i-1]1* (beta-z)))

#1

#suma<-0

#for (i in 2:n) {
#sum<—-sum+F (2, 1)
#}

FHAHHH A HH A A A S
# nu_beta

FHE AR A AR A A R AR R R R

nu_beta<-(l-exp (1) " (-2xbeta)) / (2+«beta)

nu_beta

iddssdsasad sttt ittt tadtdi
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# gamma_beta

R A R R

gamma_pbeta<- (l-exp (1) " (-beta)) / (beta)

gamma_beta

FhHAd AR A F AR A AR A A A A A AR A TR A A AR AR AR F AR FHH
# nu_i

FHAH A A A AR 44
nu_i<-rep(0,n-1); nu_i<-as.matrix(nu_i) #inicializo

for(i in 2:n) {
nu_1i[i-1]<-(1/nu_beta) (log(x[i])-exp(l)  (-beta)*log(x[i-11))
}

nu_1i

V_beta<-nu_i
V_beta

T st st s E
# u_i_beta
FHEHHF A E A AR E A AR A A A A A A

u_i_beta<-matrix(0,n-1,3) #inicializo

#u_1i_betal2<-matrix(0,n-1,3) #inicializo

# Creo las funciones a integrar
integrall<- function (t
exp(l) " (-betax* (ti[i]-t
integral2<- function(t
exp(l) " (-betax* (ti[i]-t

) {log(exp (1l)+xi_1xt)*
))}
) {exp(l)” (-thetaxt) *
))}

for(i in 2:n) {

# Integro dentro de los 1?mites t_(i-1), t_i
int_xi_1<- integrate(integrall, lower = ti[i],
upper = ti[i-1])Svalue

int_xi_2<- integrate(integral2, lower = ti[i],

upper = ti[i-1])S$value
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#creo el vector
u_i_betal[i-1,]<-(1/nu_beta) *t (c (gamma_beta,

int_xi_1,int_xi_2))

u_1i_beta
#u_i_beta?2

U_beta <- t(u_i_beta)
U_beta

FHASHF AR R
# C_173
FHEHHF AR AR A A A R R R

Cll<- t(u_i_betal,2])%*%u_i_betal,2]1%*%t (u_i_betal,3])%*x%u_1i_betal, 3]

t(u_i_betal,3])%*%u_1i_betal,2]1%*x%t (u_i_betal[,2])%*%u_i_betal,3];
Cll<-as.numeric (Cl1l)

Cl2<—- -t (u_i_betal[,2])%*%u_1i_betal[,1]1%+x%t (u_1i_betal,3])%*%u_1i_betal, 3]

t(u_i_betal,3])%*x%u_1i_betal[,1]1%x%t (u_i_betal[,2])%*%u_i_betal,3];
Cl2<—-as.numeric (Cl2)

Cl3<- t(u_i_betal,2])%*%u_1i_betal[,1]1%*%t (u_1i_betal,3])%*%u_1i_betal, 2]

t(u_i_betal,3])%*%u_1i_betal,1]1%+x%t (u_i_betal,2])%*%u_i_betal,2];
Cl3<—-as.numeric (C1l3)

C21<- -t (u_i_betal,1])%*%u_1i_betal,2]1%*%t (u_i_betal,3])%*x%u_1i_betal, 3]

t(u_i_betal,3])%*%u_1i_betal,2]1%*x%t (u_i_betal[,1])%*%u_i_betal,3];
C21l<-as.numeric (C21)

C22<— t(u_i_betal[,1])%*x%u_1i_betal[,1]1%+x%t (u_1i_betal[,3])%*%u_1i_betal, 3]
t(u_i_betal,3])%*x%u_1i_betal,1]1%x%t (u_i_betal[,1])%*%u_i_betal,3];
C22<—-as.numeric (C22)

C23<- -t (u_i_betal[,1])%*%u_1i_betal[,1]1%*%t (u_1i_betal,3])%*%u_1i_betal[, 2]
t(u_i_betal,3])%*%u_1i_betal,1]1%+x%t (u_i_betal,1])%*%u_i_betal,2];
C23<—-as.numeric (C23)

C31<- t(u_i_betal,1])%*%u_1i_betal,2]1%*%t (u_i_betal,2])%*x%u_1i_betal, 3]
t(u_i_betal,2])%*%u_1i_betal,2]1%+x%t (u_i_betal,1])%*%u_i_betal,3];
C3l<-as.numeric (C31)

C32<—- -t (u_i_betal[,1])%*x%u_1i_betal[,1]1%+x%t (u_1i_betal,2])%*%u_1i_betal, 3]
t(u_i_betal,2])%*x%u_1i_betal,1]1%+x%t (u_i_betal[,1])%*%u_i_betal,3];
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C32<—as.numeric (C32)

C33<— t(u_i_betal,1])%*%u_i_betal,1]1%*%t (u_i_betal,2])%*%u_1i_betal, 2]

t(u_i_betal,2])%*%u_1i_betal,1]1%+x%t (u_i_betal[,1])%*%u_i_betal,2];

C33<—-as.numeric (C33)
C<- matrix(c(Cl1l1,C12,C13,C21,C22,C23,C31,C32,C33), 3,3); C

et s S ST LS LTSS ESESESESESESESESESESESETESELEEEEEEE
# alphaO-sigma“2/2
FHAH A A

num0<-Cll*u_i_betal[,1]1%*%V_beta + C21xu_i_betal,2]%*%V_beta +
C31l*u_i_betal[,3]1%*%V_beta

denO<-t (u_i_betal[,1])%*%u_i_betal[,1]xCl1l +
t(u_i_betal,1])%+%u_1i_betal[,2]*Cl2 +

%
%

t(u_i_betal,1])%+%u_1i_betal[,3]*Cl3

alphaOsigma <- numO/den0; alphalOsigma<-as.numeric (alphalOsigma)

alphaOsigma

FHEFAHH AR A R R R R
# alphal
S i i

numl<-Cl2*u_i_betal[,1]1%*%V_beta + C22xu_i_betal,2]%*%V_beta +
C32+u_1i_betal[,3]1%*%V_beta
denl<—-denO

alphal <- numl/denl; alphal<-as.numeric (alphal)
alphal

FHAHFFAA R F AR A A AR AR AR A R
# alpha2
E

num2<-Cl3*u_i_betal[,1]1%*%V_beta + C23xu_i_betal[,2]%*%V_beta +
C33*u_1i_betal[,3]1%*%V_beta

den2<-den0

alpha2 <- num2/den2; alpha2<-as.numeric (alpha2)
alpha2
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A R
# a
B 4

a <-c(alphaOsigma, alphal, alpha2)

a

FHAEHFHF A A A AR
# sigma”?2

R A A R R R R A

sigma2 <- t((V_beta — t(U_beta)%*%a))%+%(V_beta - t(U_beta)%*%a)/n

sigma?2

#HAH A
# alphal
FHAEHHHFH A AR

alphal0 <- alphaOsigma + sigma2/2
alphaO

FHttH A A A A A A A A A AR H A A AR H AR H A E 4 H
# g(t)
EE s s st E SR EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE

gt<-rep(0,n); gt<-as.matrix(gt) #inicializo

for(i in 1:n){

gt[1i]<- alphal * log(exp(l)+ xi_1xti[i]) + alpha2 * exp (- theta xtif[i])
+

alphaO
}

gt
FHAFHFH AR AR R R R R
# a(t, x(t))

FHEF AR AR A A R R R R R

atx <- gt * x - beta * x » log(x)
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atx

FHAHF A A R A R R R
# Db(t, x(t))

FHF A R R
btx <- sigma2 * x"2

btx

FHfd A A A AT A A At A AR A At A A A AR A A AR A A AT h 444
# Z1ij_Beta
FHEHHF A A A A A A

#Zij_Beta<-matrix(0,n-1,2) #inicializo

#for(i in 2:n){
# Zij_Betal[i-1,1] <- log(exp(l)+ xi_1*ti[i-1]) + (log(exp(l)+
xi_1xti[i])-log(exp(l)+ xi_1xti[i-1]1))* (beta-1+
exp (1) " (-beta) )/ (beta* (1-exp (1) "~ (-beta)))
# Zij_Beta[i-1,2] <- log(exp(l)+ xi_2*ti[i-1]) +
(log(exp(l)+ xi_2+tif[i])-log(exp(l)+
x1_2xti[i-1])) » (beta-1+exp (1)~ (-beta))/ (beta* (1-exp(1l) "~ (-beta)))
# 0}

#71j_Beta

FHEF AR A A R R R R R 4
# E_Xt_X 0
FHAFHFH AR R R

IntegE<-matrix (0,n,1l) #inicializo
E_Xt_X 0<-matrix(0,n,1)

# Creo las funciones a integrar

# z es igual a tau

for(i in 1:n) {
# Integro dentro de los 1?mites t_(i-1), t_i

integralE<- function(z) {(alphal * log(exp(l)+ xi_1%z) + alpha2 x
exp (thetaxz) + alphal) *exp(l)” (-betax (tifi]))}

int_E<- integrate(integralE, lower = ti[i], upper = 0)S$value
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#creo el vector
IntegE[i]<-int_E

E_Xt_X_0[1] <- exp(exp(—-2+beta*ti[i])+*log(x[1])-sigma2/ (4xbeta)*
(l-exp (-betaxti[i]))+int_E)
}

IntegE
E_Xt_X_ 0

c(xi_1, theta , E_Xt_X 0[1], E_Xt_X_ 0[10], E_Xt_X 0f[20],
E_Xt_X_0[30], E_Xt_X_ 0[40])->tabla

tablal<-t (tabla)

tablal<-data.frame (tablal)

write.table(tablal, "tabla.txt",append=T)

matplot (ti,E_Xt_X 0 , type="1", lty=1l,1lwd=2,col=2,
ylab="Numero de células x 10721",xlab="Tiempo (Dias)",

main= "Crecimiento tumoral" , xlim = c(0,365), ylim=c(0,5), add=TRUE)

t<—c (": ", w_ ")

#kas<-c ("Without therapy function", "With functions therapies")
kas<-c ("Sin funcidn terapia","Con funciones terapias logaritmicas")
fkas<-c("X(t)","E[X(t)/X(0)=x01")

texto<— cbind(t, kas)

tk<-paste(texto[,1l] , textol[,2])
#legend ("bottomright", legend=tk,col=c(3,2),fill=c(3,2))
legend ("topright", legend=tk,col=c(3,2),£fill=c(3,2))

#texto<-paste ("mu_1=",xi_1, "mu_2=", xi_2 )
texto<-paste("mod. = ",m)
text (39,E_Xt_X 0[40],texto, col="black")

data.frame(xi_1, theta , alphaO, alphal, alpha2, sigma2, beta)->PAR
write.table (PAR, "resultados.txt",append=T,row.names=F ,col.names=F,
quote = F)

}
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