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Resumen

En el presente trabajo se muestra el uso combinado de elementos de la Teoria de Registros
Semidticos y del Enfoque Ontosemiético del Conocimiento y la Instruccion Matematicos,
en el analisis de tareas de conversiones de representaciones semidticas de curvas y regiones
del plano complejo. El contexto institucional corresponde a una asignatura de algebra
inicial de carreras de ingenieria de la Universidad Nacional de Mar del Plata, Argentina. El
sentido de conversion analizado es el que inicia en el registro gréfico y culmina en el
registro algebraico. Se exhibe la configuracion de objetos matematicos intervinientes
detallando su participacion en las actividades necesarias para la tarea de conversion.
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Abstract

In this paper the combined use of elements from the Semiotic Registers Theory and of the
Onto-semiotic Approach to Mathematical Knowledge and Instruction is shown.
Conversions of semiotic representations of curves and regions of the complex plane are
analysed. The institutional context corresponds to an initial algebra course in engineering
careers at the Universidad Nacional de Mar del Plata, Argentina. The configuration of
mathematical objects is shown, in detailing their participation in the activities involved in
the conversion task.

Keywords: semiotic registers, conversions, primary objects, configurations, complex
numbers

1. Introduccién

Los numeros complejos se destacan por su riqueza semiética por cuanto graficamente
pueden representarse en forma de puntos o de vectores en el plano y, aritméticamente
pueden expresarse en forma de pares ordenados, en forma bindmica, polar,
trigonométrica y exponencial.

La unidad de Nameros Complejos forma parte de los contenidos de una asignatura de
algebra inicial de la Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional de Mar del Plata.
Dicha unidad tienen gran relevancia conceptual y multiplicidad de aplicaciones en
distintos quehaceres de la Fisica y la Ingenieria. En el desarrollo de dicha unidad se les
planteaban a los estudiantes actividades que requerian la representacion, en el plano
complejo, de subconjuntos de numeros complejos representados en el registro
algebraico mediante condiciones sobre alguno de sus elementos caracteristicos: parte
real, parte imaginaria, mdédulo y/o argumento. Este tipo de actividades, a la luz de la
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Teoria de Registros Semioticos (Duval, 1998, 2004, 2006), requiere conversiones en el
sentido que inicia en el registro algebraico y culmina en el registro gréfico. Sin
embargo, no se proponian tareas que demandaran las conversiones en el sentido inverso,
es decir, desde el registro grafico hacia el algebraico. Dado que la habilidad de
representar curvas o regiones del plano complejo mediante ecuaciones es relevante en
distintos asignaturas posteriores de la carrera, como, por ejemplo, para andlisis de
funciones de variable compleja, se decidid evaluar esta habilidad en los estudiantes sin
haber tenido una formacion especifica. A partir de un instrumento disefiado a tal fin, fue
comprobado que los estudiantes tenian dificultades para lograr este tipo de conversiones
(Aznar, Distéfano, Massa, Figueroa, y Moler, 2009; Aznar, Distéfano, Prieto y Moler,
2010), que fueron descritas en términos de la Teoria de Registros Semioticos (TRS).

El rol de las representaciones es abordado por el modelo del Enfoque Ontosemidtico del
Conocimiento y la Instruccion Matematicos (EOS) a través de herramientas teoricas
construidas para analizar, de manera integrada, el pensamiento matematico, los
ostensivos que le acompafian, las situaciones y los factores que condicionan su
desarrollo (Godino, Batanero y Font, 2009).

El uso combinado de los marcos tedricos proporcionados por la TRS y el EOS puede
observarse en trabajos tales como el de Gatica y Maz Machado (2012) y Rojas Garzén
(2015).

Gatica y Maz Machado (2012) estudiaron el proceso constructivo que desarrollan los
alumnos en torno al concepto de inecuaciones lineales con dos variables analizando los
cambios de registros que realizan los estudiantes.

Rojas Garzon (2015) realiza un estudio sobre la emergencia de objetos matematicos a
partir de sus representaciones y las dificultades que encuentran algunos estudiantes para
articular los sentidos asignados por ellos a las representaciones semidticas de un mismo
objeto matematico, obtenidas mediante transformaciones de tratamiento.

La complementariedad entre las herramientas tedrico-metodoldgicas proporcionadas por
EOS y TRS ha sido planteada y analizada por Pino-Fan, Guzméan, Duval, y Font,
(2015), quienes sostienen gque, mientras que desde la TRR la actividad cognitiva de los
sujetos se analiza sin realizar valoraciones desde un punto de vista matematico, con
herramientas del EOS se pueden analizar los objetos matematicos que intervienen en los
procesos de tratamiento y conversidn. Un objetivo similar es desarrollado por Godino,
Wihelmi, Blanco, Contreras, y Giacomone (2016).

Este trabajo se hace eco del planteo de combinacion de los marcos teoricos sefialados
realizando un andlisis ontosemioOtico de una tarea que requiere la conversién de
representaciones semioticas de curvas y regiones del plano complejo. Se exhibe la
configuracién de objetos primarios presentes en las tareas de conversién estudiadas. Se
espera que los analisis derivados en esta configuracion contribuyan en la explicacion de
la complejidad de significados puestos en juego en este tipo de conversiones y orienten
en los aspectos a tomar en cuenta al gestionar en clase estos objetos matematicos.

2. Marco Tedrico

A continuacion se describen algunos constructos de los dos lineamientos teoricos que se
combinan en este trabajo.
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2.1. La Teoria de Registros Semioticos

La Teoria de Registros Semidticos fue desarrollada por Duval (1998, 2004). La misma
parte del reconocimiento de que la naturaleza de los objetos matematicos hace que sélo
pueda accederse a ellos a través de sus representaciones semiéticas en sus distintos
registros (numerico, algebraico, grafico, simbdlico); en dicho reconocimiento descansa
la afirmacion de que tales representaciones juegan un rol fundamental en la
construccion del conocimiento matematico.

Esta teoria sostiene que las representaciones semiéticas no son solamente los medios de
exteriorizacion de representaciones mentales a los fines de la comunicacién, sino que
son esenciales para la actividad cognitiva del pensamiento. Si bien es cominmente
aceptado que al comprender o conocer un objeto, un sujeto es capaz de representarlo
con algun simbolo o grafismo, Duval (1998, 2004) afirma que no hay noesis
(aprehension conceptual de un objeto) sin semiosis (0 aprension o produccion de una
representacion semidtica) afirmando su inseparabilidad.

El acceso a los objetos matematicos a partir de representaciones semioticas esta
condicionado por la existencia de multiples representaciones semidticas para un mismo
objeto matematico. Respecto de esta pluralidad de formas de representacion Duval
(1998, 2004, 2006) subraya dos hechos fundamentales: por una parte, que toda
representacion semioética es parcialmente cognitiva respecto de lo que representa; por
otra parte, la necesidad de que un aprendiz distinga a un objeto matematico de su
representacion para su conceptualizacién. A partir de estos hechos afirma que la
comprension de un objeto matematico requiere que el estudiante sea capaz de coordinar
representaciones del mismo en, al menos, dos registros de representacion.

En esta teoria se distinguen tres tipos de actividades cognitivas ligadas a la semiosis: la
formacion de una representacion identificable como la representacion de alguna cosa en
un registro, el tratamiento como la transformacion de una representacion en otra en el
interior del registro donde fue creada, y la conversién, que implica la transformacién de
una representacion dada en un registro en otra representacion en un registro diferente.

Particularmente, la conversidn de las representaciones semidticas constituye la actividad
cognitiva menos espontanea y mas dificil de adquirir para la mayoria de los alumnos y,
con frecuencia, la ausencia de coordinacion entre los diferentes registros genera un
obstaculo para los aprendizajes conceptuales. Duval (1998) lo atribuye al fendbmeno de
no congruencia entre representaciones, que se produce cuando la conversion no resulta
transparente pues no pueden ponerse en correspondencia univoca los elementos que las
constituyen, a los que denomina unidades significantes. La conversion de
representaciones requiere de la identificacion de unidades significantes en el registro de
partida y en el de llegada, y es en esa identificacion donde reside la dificultad:

...la segmentacion de estas representaciones en unidades significantes es esencialmente
funcional y porque estas unidades pueden ser tanto palabras o simbolos como reagrupamientos
de palabras o simbolos. Ademas para los registros que tienen unidades no separables, como las
figuras o los gréaficos cartesianos, se hace totalmente inoperante y ambigua la identificacion
previa e individual de las unidades significantes. (Duval, 1998, p. 77)

La conversion entre dos representaciones semioticas planteadas en distintos registros,
no presenta el mismo nivel de dificultad al cambiar el sentido de la conversion. Asi, en
general, es mas utilizada y mas sencilla, la conversion de férmulas del registro
algebraico al registro grafico que la tarea de hallar, para una representacion grafica, la
férmula o ecuacion que la representa en el registro algebraico.
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En este trabajo los objetos matematicos estudiados son subconjuntos de numeros
complejos que definen curvas y regiones en el plano complejo. Se considerara registro
algebraico como aquél en el que se pueden formar las representaciones de las
caracteristicas de los conjuntos de niUmeros complejos con ecuaciones o inecuaciones en
términos de los elementos asociados a formas de par ordenado, forma binémica, forma
trigonomeétrica y forma polar. La forma exponencial no es utilizada en la asignatura del
area algebra en la que se administro el instrumento, por lo que no se la tomara en
cuenta. Ejemplos de representaciones de conjuntos de nimeros complejos en este
registro pueden observarse en la Figura 1.

A={ZeC/ Re(z):l} BZ{ZEC/ gsArg(z)sz}

Figura 1. Ejemplos de representaciones en el registro algebraico

Se considerara el registro grafico que proporciona el sistema cartesiano, en el cual los
nameros complejos son representados tanto como puntos del plano o como vectores. En
dicho registro, los ejes cartesianos son presentados con las unidades marcadas para
facilitar la lectura de las posiciones de las partes real e imaginaria de cada numero
complejo representado. Con idéntica consideracion didactica, se presentan lineas
orientativas para agilizar la lectura de modulos y argumentos. Ejemplos de tales
representaciones pueden observarse en la Figura 2.

2.2. El Enfoque Ontosemidtico del conocimiento y la Instruccion Matemética

El Enfoque Ontosemiotico de la Cognicion y la Instruccion Matematicos (EOS) es una
propuesta tedrico-metodoldgica de investigacion en Didactica de la Matematica que
busca aportar herramientas para analizar conjuntamente el pensamiento matematico, los
ostensivos que le acompanan, las situaciones y factores que condicionan su desarrollo
(Godino, Batanero y Font, 2009). A partir de una mirada de la matematica en tres
aspectos: como actividad de resolucion de problemas socialmente compartida, como
lenguaje simbolico y como sistema conceptual l6gicamente organizado, desarrolla una
ontologia de los objetos matematicos.

Los objetos matematicos no se reducen a entidades conceptuales. “[...] objeto
matematico” es cualquier entidad o cosa a la cual nos referimos, o de la cual hablamos,
sea real, imaginaria o de cualquier otro tipo, que interviene de algin modo en la
actividad matematica” (Font, Godino, D’ Amore, 2007, p.4).

En este marco teorico se define a una practica matemética como cualquier accion,
expresion o manifestacion (linglistica o de otro tipo) realizada por alguien para resolver
problemas matematicos, comunicar la solucion obtenida a otras personas, validar y
generalizar esa solucion a otros contextos. Una practica matematica puede ser de indole
personal o compartida en el seno de una institucion, concibiendo como tal al conjunto
de personas que comparten una misma clase de situaciones problematicas. A partir de
este constructo surge la nocién de significado, definido como el sistema de practicas
operativas y discursivas para resolver un cierto tipo de problemas (Godino et al., 2009).

De acuerdo con lo anterior, en el escenario de una clase, para un determinado objeto
matematico se considera el significado personal que cada alumno le asigna a dicho
objeto para diferenciarlo del significado fijado por el profesor, por el libro de texto o en
un curriculo, como expresiones del significado institucional del mencionado objeto. En
ese sentido, en un proceso de instruccion se produce un acoplamiento progresivo entre
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los significados personales e institucionales y el aprendizaje se traduce en la apropiacion
por parte del estudiante de los significados institucionales (Godino et al., 2009).

En los sistemas de practicas matematicas intervienen y aparecen conjuntos de objetos
conformando redes Ilamadas configuraciones. Los objetos que las componen,
clasificados como primarios (Godino et al., 2009, p.7) son:

e Elementos linglisticos (términos, expresiones, notaciones, gréficos, etc. en sus
diversos registros escrito, oral, gestual, etc.)

e Situaciones-problemas (aplicaciones extra-matematicas, ejercicios, etc.)

e Conceptos- definicion (introducidos mediante definiciones o descripciones) (recta,
punto, numero, media, funcion, etc.)

e Proposiciones (enunciados sobre conceptos, etc.)
¢ Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de célculo, etc.)

e Argumentos (enunciados usados para validar o explicar las proposiciones y
procedimientos, deductivos o de otro tipo, etc.).

Es necesario observar que, las representaciones semiéticas son consideradas, en si
mismas, como objetos matematicos de tipo linguistico.

De acuerdo a la condicion de personal o institucional de los objetos involucrados, las
configuraciones son catalogadas como cognitivas o epistémicas. (Godino et al., 2009).

Las practicas matematicas, que definen el significado de un objeto matematico
particular, son el escenario en el que intervienen mdltiples objetos matematicos. Puesto
que dicho objeto se puede relacionar con unos u otros objetos segln el contexto, el tipo
de notacion, etc., dando lugar a diferentes practicas, se puede entender el sentido como
un subconjunto del sistema de practicas; cada contexto ayuda a producir sentido pero no
todos los sentidos (Font y Ramos, 2005).

Expuestos los conceptos de las teorias que seran empleados en los puntos siguientes se
muestran algunos analisis combinados.

3. Metodologia

Para estudiar la habilidad de conversion se trabajé con un cuestionario constituido por
seis items (Aznar et al., 2009; Aznar, et al., 2010). En cada item se presentd a los
alumnos la representacion grafica de un conjunto de complejos con una caracteristica
comun sobre el modulo, la parte real o el argumento, tomando, en los tres casos, un
unico valor o un rango de valores. El rasgo visual correspondiente a esta caracteristica
comun es la unidad significante que los estudiantes debieron identificar en cada caso,
para luego expresarla en forma de una ecuacion o una inecuacion en el lenguaje
algebraico. Los gréaficos correspondientes a cada item fueron ubicados en el instrumento
de modo tal que no hubiera un orden que le sugiriera al alumno la unidad significante a
identificar. En la Figura 2 se expone el enunciado general y los items de la tarea
propuesta.
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Se representan conjuntos infinitos de nimeros z e C que poseen caracteristicas comunes (puede
ser sobre Re(z), Im(z2), | z | y/o Arg(z)). Escribir, en cada inciso, la expresion que los determina
de acuerdo con esa/s caracteristica/s.

] T

Observacién: 0+0i esta excluido

Figura 2. Enunciado de la tarea solicitada para evaluar la habilidad de conversion
4. Andlisis de la tarea de conversién desde la TRS y desde el EOS

En un analisis desde la TRS, puede observarse que, para llevar a cabo la conversion de
la representacion se requiere:
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e La identificacion de la unidad significante que caracteriza a la curva o region
representada en el registro grafico, y la determinacion del valor o rango de valores
correspondientes que toma esa unidad significante.

e La representacion de la relacion entre unidad significante y sus valores, de
acuerdo con las reglas de formacion de expresiones, en el registro algebraico.

En los distintos incisos planteados en el cuestionario varian la unidad significante que
puede tomar un Unico valor o un rango de infinitos valores en un intervalo real. Sin
embargo, al analizar en términos del EOS, las definiciones, propiedades, procedimientos
implicados en las conversiones de cada inciso pueden encontrarse elementos comunes.
Esto dio lugar a una configuracion epistémica, comun a todos los incisos, en la que
interviene una gran variedad de objetos primarios participantes en la actividad de
conversion. En la Tabla 1 se presentan dichos objetos en la configuracion epistémica de
este ejercicio.

Tabla 1. Configuracion epistémica comun a los items de la tarea propuesta

Objetos primarios Especificaciones
Situaciones- Enunciado del problema: Se representan conjuntos infinitos de nimeros
problema zeC que poseen caracteristicas comunes (puede ser sobre Re(z), Im(z), | z |

y/o Arg(z)). Escribir, en cada inciso, la expresion que los determina de
acuerdo con esa/s caracteristica/s.
Lenguaje ¢ Coloquial
e Simbdlico/algebraico: z, Im(z), Re(z), | z | y Arg(z)
e Gréfico: representaciones dadas en cada item
Definiciones e Numero complejo z, como su afijo o como el vector con origen en (0;0) y
extremo en su afijo
¢ Un namero complejo pertenece a al conjunto representado en una
curva/region graficada si su afijo esta ubicado sobre la misma
e Mddulo del nimero complejo z: la distancia del afijo de z al origen de
coordenadas; longitud del vector z
e Argumento de un nimero complejo z no nulo: angulo con lado inicial en
el semieje positivo del eje real y lado final en la semirrecta que contiene
al vector asociado al nimero complejo
o Parte real del namero complejo z: proyeccion sobre el eje real del afijo de
z
¢ Parte imaginaria del nimero complejo z: proyeccion sobre el eje
imaginario del afijo de z.
Proposiciones En un contexto geométrico:
e Si la proyeccion del afijo de un namero complejo z sobre el eje real
esta ubicada sobre un valor a del eje entonces la parte real de z es
igual a a; si dicha proyeccion esta a la derecha (izquierda) de un valor
dado a del eje real entonces la parte real de z es mayor (menor) que a
e Si la proyeccion del afijo de un nimero complejo z sobre el eje
imaginario esta ubicada sobre un valor a del eje entonces la parte
imaginaria de z es igual a a; si dicha proyeccion esta arriba (abajo) de
un valor dado a del eje imaginario entonces la parte imaginaria de z es
mayor (menor) que a
e Si la distancia del afijo de un nimero complejo z es mayor (menor)
que la longitud a entonces el mddulo de z es mayor (menor) que a; si
no es ninguno de los anteriores coincide con a
e Si comenzando a recorrer en sentido anti horario los cuadrantes del
plano complejo desde el semieje real positivo, la semirrecta que
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contiene al vector de un nimero complejo z coincide con el lado
terminal de un angulo de valor a entonces el argumento de z es
congruente con a ; si se encuentra antes (después) que dicho lado
terminal entonces el argumento principal de z es menor (mayor) que a

En un contexto algebraico:
¢ Un numero complejo pertenece a un conjunto si verifica la/s
ecuacidn/es o inecuacion/es que lo definen.

Procedimientos Asociados a identificar la unidad significante en el registro grafico:

¢ Individualizar varios puntos o vectores correspondientes a los
nameros complejos pertenecientes a la curva o region dada
o Hallar regularidades en las componentes de los complejos
particulares identificados.

Asociados a la formacion de la representacion en el registro algebraico

del conjunto dado:
¢ Identificar la representacion simbélica de la componente implicada
en la regularidad hallada (Re(z), Im(z), | z | , Arg(z)) y de la relacion
de valores a representar (=, <, >, 2, <)
¢ Representar semidticamente la regularidad que caracteriza al
conjunto mediante una ecuacién, inecuacién o un sistema de ellas en
el que figure la representacién simbolica identificada.

Argumentos Si bien en la actividad propuesta no se solicita al estudiante
argumentaciones explicitas, las validaciones estan determinadas por las
definiciones y proposiciones enunciadas.

Los requerimientos planteados desde la TRS para efectuar este tipo de conversiones
pueden vincularse a practicas matematicas ligadas a los objetos primarios descritos. En
relacién al primer requerimiento, para que un estudiante pueda identificar la unidad
significante que caracteriza al conjunto de nimeros complejos representado en el
registro grafico, es necesario, inicialmente que reconozca, dentro de la curva o region,
los infinitos numeros complejos representados como puntos. Esto esta vinculado a la
definicidn de pertenencia de un nimero complejo y a su procedimiento de identificacidn
asociado, planteados en un contexto geométrico.

Luego, el estudiante debe identificar la unidad significante que caracteriza al conjunto
en los rasgos visuales comunes a todos los nimeros complejos representados. Asi, por
ejemplo, en el inciso a) debe reconocer que “todos los afijos representados tienen la
misma proyeccion sobre el eje real”, por lo que la unidad significante que caracteriza al
conjunto es la parte real. En el inciso b) debe visualizar que “todos los afijos estan a la
misma distancia del origen”, por lo que la unidad significante es el modulo. La
determinacion de estos elementos caracteristicos implica el uso de las definiciones de
los mismos en la practica de los procedimientos de buasqueda de regularidades,
contextualizados geométricamente.

Una vez identificada la unidad significante, el estudiante debe “leer visualmente” la
propiedad que cumple en relacion a su valor, lo que esta determinado por las
proposiciones asociadas al contexto geométrico. Asi, por ejemplo, en el inciso f) debe
distinguir que la distancia de los afijos al origen es mayor o igual que 3 y menor o igual
que 4.

Puede considerarse que estas definiciones y propiedades conforman parte del sentido
geométrico del numero complejo que también ha sido contemplado en otros trabajos
(Distéfano, Aznar, Pochulu, 2012).
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Para concluir la conversién es necesario que el estudiante cumpla el segundo
requerimiento, representando esas relaciones en el registro algebraico. Esto implica la
construccién de una expresion bien formada en dicho registro. Tales expresiones deben
constituir ecuaciones o inecuaciones que representen la relacion o relaciones halladas en
el paso anterior. Esto implica el uso de elementos del lenguaje y de los procedimientos
asociados a la formacion de la representacion en el registro algebraico.

5. Reflexiones finales

En esta comunicacion se presentd la configuracion de objetos matematicos primarios
intervinientes en una tarea de conversion de representaciones semidticas de curvas y
regiones del plano complejo, desde el registro grafico hacia el algebraico. La
configuracién hace visible la multiplicidad de objetos matematicos requeridos para esa
tarea, revelando y explicando su complejidad. Por otra parte, la necesidad de distinguir
el contexto asociado al registro de representacion, en las definiciones, proposiciones y
procedimientos de la configuracion, muestra significados parciales asociados a cada
forma de representacion. Esto, por un lado, ejemplifica la nocion de sentido como
subconjunto del sistema de practicas en las que interviene un objeto matematico; por
otra parte, verifica lo enunciado por Duval (1998, 2004) en relacion a que cada
representacion es parcialmente cognitiva respecto del objeto que representa y, por ello,
es necesario que un estudiante pueda coordinar representaciones de dicho objeto, en al
menos dos registros distintos, para lograr su comprension.
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