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Resumen

En el documento se presentan los principales resultados del estudio sobre el Conocimiento
Didactico-Matematico de futuros profesores universitarios sobre la nocién algebraica de
Grupo. La investigacion se desarrollé en la corriente de investigacion didactica sobre
formacion de profesores y en el marco del Enfoque Ontosemiético del Conocimiento y la
Instruccion Matematicos, el cual permitid dar respuesta a la pregunta ;Como los estudiantes
de Licenciatura en Matematicas construyen los significados matematicos y los representan
para la ensefianza universitaria del objeto Grupo? En esta direccion, la investigacion se
centr6 en la caracterizacion de la faceta epistémica del Conocimiento Didactico-
Matematico de los estudiantes, para la docencia universitaria en relacién con el objeto
Grupo.

Palabras clave: Objeto Grupo, Conocimiento Didactico-Matematico del profesor
universitario, Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion Matematicos.

Abstract

We present the main results of studying the Didactic—-Mathematical Knowledge in a sample
of prospective university teachers. This research was developed in the didactic investigation
trend on teachers’ education and the Onto-semiotic Approach to Mathematical Knowledge
and Instruction framework, which allowed us to answer to the question: ;How Bachelor's
degree students in Mathematics construct the mathematical meanings of Group object and
represent it in university teaching? In this sense, this research focuses on characterizing the
epistemic facet of students’ Didactic-Mathematical Knowledge, for university teaching in
relation to the Group object.

Keywords: Object Group, Didactic—Mathematical Knowledge of the University teacher,
Onto-semiotic Approach to Mathematical Knowledge and Instruction.

1. Introduccién

En el documento se exponen los resultados del estudio sobre el Conocimiento
Didactico-Matematico del futuro profesor universitario para la ensefianza del objeto
Grupo (Sepulveda, 2016). En el estudio de los antecedentes de la investigacion,
surgieron preguntas como: ¢Qué es el objeto Grupo? ¢Cuales son los significados de
dicho objeto matematico? A partir de las preguntas, se direcciono la investigacion al
analisis de la relacién entre el objeto Grupo y el Conocimiento Didactico-Matematico
(CDM) de los estudiantes de Licenciatura en Matematica. Para dar respuesta a las
preguntas formuladas, fue necesario comprender lo que debian conocer los estudiantes
sobre el objeto matemaético, para llegar a explorar su Conocimiento Didactico-
Matematico para la ensefianza universitaria.

Sepulveda, O. y Suarez, Z. E. (2017). Conocimiento Didactico-Matematico de futuros profesores
universitarios para la ensefianza del objeto Grupo. En J. M. Contreras, P. Arteaga, G. R. Cafiadas, M.M.
Gea, B. Giacomone y M. M. Lopez-Martin (Eds.), Actas del Segundo Congreso International Virtual
sobre el Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion Matematicos. Disponible en,
enfogueontosemiotico.ugr.es/civeos.html
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En esta direccion, se realizd, como primera fase de investigacion, el estudio
epistemoldgico, histérico y fenomenoldgico del objeto, donde se identificaron los
significados parciales y algunos de los contextos de su uso, hasta llegar a la emergencia
del “significado holistico” (Pino-Fan, Godino y Font 2011). Como segunda fase de la
investigacion, se realizo el estudio de los significados pretendidos en el programa de
Teoria de Grupos para el objeto matematico y el significado pretendido por cuatro libros
de texto, y finalmente, en la tercera fase de la investigacion y haciendo uso de las fases
anteriores, se evalu6 el Conocimiento Didactico-Matematico de los estudiantes para la
ensefianza del objeto Grupo.

Los interrogantes planteados en los antecedentes se concretaron en la pregunta de
investigacion: ¢Qué conocimientos matematicos necesitan los estudiantes de
Licenciatura en Matematica, para una ensefianza idénea del objeto Grupo? La pregunta,
plantea la caracterizacion de la dimension epistémica del CDM (integrada por el
conocimiento comun, ampliado y especializado del contenido) (Pino-Fan y Godino,
2015).

2. Marco tedrico y problema de investigacion

En el Enfoque ontosemidtico del conocimiento y la instruccion matematicos (EOS)
(Godino, Batanero y Font, 2007; Font, Godino y Gallardo, 2013), se considera como
practica matematica a toda actuacion o expresion (verbal, grafica) realizada por alguien
para resolver problemas matematicos (situaciones-problemas) comunicar a otros la
solucion obtenida, validarla o generalizarla a otros contextos y problemas (Godino y
Batanero, 1994, p. 334). Las configuraciones epistémicas emergen de las relaciones
entre los objetos matematicos primarios (situaciones, lenguaje, definiciones,
proposiciones, procedimientos y argumentos).

La faceta epistémica del CDM, hace referencia al conocimiento sobre el contenido
matematico (Pino-Fan y Godino, 2015), es decir, entre otros aspectos, al conocimiento
de los diversos significados parciales del objeto matematico. Asi, un objeto, puede tener
varias configuraciones epistémicas asociadas, cada una de las cuales trae un significado
parcial (Font y Godino, 2006). Estos significados, permiten la emergencia del
significado global del objeto matematico en diferentes grados de generalidad. Entre los
problemas abordados en la investigacion se encuentran: el problema epistemologico:
¢Qué es el objeto Grupo? (significado global) o en forma equivalente, ¢Cuél es el
significado del objeto Grupo en el programa de Licenciatura en Matematicas?
(significado institucional del objeto matematico) y el problema cognitivo: ¢Qué
significa el objeto Grupo para los estudiantes? A la pregunta, ;Qué significa el objeto
Grupo? en el EOS se establece como: el sistema de practicas que realiza una persona
(significado personal), o compartidas en una institucion (significado institucional) para
resolver el tipo de situaciones-problemas en las cuales se requiere determinar si un
conjunto dado (G, ) con una operaciéon definida entre sus elementos, cumple las
propiedades o axiomas de asociatividad, existencia de un elemento identidad, existencia
de un elemento inverso para cada elemento del conjunto.

Finalmente, en el marco tedrico de la investigacion se analizé el modelo para el estudio
del conocimiento del profesor descrito como: Modelo del Conocimiento Didactico-
Matematico (CDM), el cual se entiende como la trama de relaciones que el futuro
profesor puede establecer entre los objetos matematicos que pone en juego en las
practicas matematicas, con el fin de resolver un determinado campo de situaciones-
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problemas, que le permitiran implementar procesos de instruccion eficaces para facilitar
el aprendizaje de sus estudiantes (Godino, 2009).

El estudio se desarroll6 con un enfoque mixto a nivel exploratorio y de caracter
descriptivo. En las tres etapas de la investigacion se analizd la variable cualitativa
(configuracion epistémica activada en las practicas matemaéticas); y la variable
cuantitativa (grado de correccion de los items). Esta Gltima variable se analiz6 en la
tercera fase de la investigacion donde, ademas, se utilizaron técnicas estadisticas para el
analisis de la variable cuantitativa y técnicas en investigacion cualitativa para
determinar el tipo de configuracidén epistémica activada en las diferentes practicas
realizadas por los estudiantes, cuando respondieron el cuestionario disefiado para
evaluar aspectos del conocimiento comun y conocimiento ampliado, como base para el
conocimiento especializado, necesario para el desempefio como futuro profesor
universitario.

3. Descripcidn de los resultados, analisis y discusion
3.1. Primera fase de la investigacion

En esta fase se realizaron las actividades conducentes al logro del objetivo especifico
(OE1) que daba respuesta a la pregunta ¢Cual es el significado global del objeto
matematico Grupo? y corresponde a la determinacién de los significados parciales del
objeto, los cuales emergen del estudio histérico, epistemoldgico y fenomenoldgico.
Entre los significados identificados en las etapas de evolucion del objeto Grupo se
encuentran: (1) nivel cero, que se caracterizo por dar solucion a ecuaciones algebraicas,
las cuales se relacionaban con problemas geométricos y practicos de las civilizaciones
antiguas: se establece un significado pre-algebraico del objeto Grupo (no hay una
notacion, las caracteristicas de las actividades no son consideradas como algebraicas).
(2) primer nivel en la evolucidn del significado del objeto Grupo, este nivel se relaciona
con el significado de Grupo como: conjunto de permutaciones de las raices de las
ecuaciones algebraicas; se da inicio al estudio de los conjuntos S, de permutaciones de
las raices de las ecuaciones y al conjunto de los enteros modulo n respectivamente (Zy).
(3) segundo nivel de evolucion del significado, donde se continta con la solucién de las
ecuaciones algebraicas, se inicia con la busqueda de métodos mas generales para la
solucidn de las ecuaciones; ya que se tenian métodos particulares de solucion para cada
una de las ecuaciones algebraicas (grado 1, 2, 3 y 4). Se tiene el significado del objeto
Grupo como conjunto de permutaciones y conjuntos en aritmética modular (S, Z,). (4)
tercer nivel de evolucion del objeto, se identifico la configuracién que se relaciona con
las ecuaciones de grado quinto que son solubles por radicales; de aqui emerge el
significado de Grupo como, Grupo del polinomio o Grupo de Galois asociado a la
ecuacion algebraica G(F,p), el cual se encuentra formado por los automorfismos
definidos entre las raices de las ecuaciones algebraicas y resulta ser isomorfo a un
subgrupo de un grupo de permutaciones, es decir, a un subgrupo del grupo S, a partir
del cual se puede identificar si la ecuacion algebraica asociada al polinomio es soluble
por el método de radicales o no, analizando precisamente si G(F,p) es soluble por
radicales. En este periodo se continda con el significado de Grupo relacionado con los
conjuntos S, Z, y G(F,p). (5) cuarto periodo de evolucién, donde se encuentran los
significados de Grupo como: Grupo de matrices GL(n, K) (lineal), SL(n, K) (lineal
especial), grupos de Lie y grupos de Transformaciones (Klein), y surgen, ademas, otros
significados de Grupo como aplicaciones concretas del significado abstracto del objeto
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Grupo; entre ellos los grupos puntuales, cristalograficos y algunos grupos utilizados en
la Fisica. La emergencia de significados se resume en la Figura 1, donde se presenta el
significado global del objeto Grupo.

DEFINICION ABSTRACTA DE GRUPO

Figura 1. Significado holistico de la estructura algebraica grupo

A partir del grupo de Galois, surge la primera definicion abstracta de Grupo (dada por
Cayley en 1854) que corresponde al significado de referencia del objeto matematico,
donde ademas se introducen los significados de grupo como: Grupo de cuaterniones,
Grupo de matrices invertibles y los Grupos de Permutaciones, pero ya como ejemplos
particulares del significado de Grupo como estructura algebraica abstracta. A partir de
este punto, se dio inicio al establecimiento de la Teoria de Grupos como una rama
independiente de la matemaética, donde se solucionaron problemas como la clasificacion
de grupos: finitos simples, cristalograficos, puntuales y el estudio de grupos aplicados a
la Fisica.

3.2. Segunda fase de la investigacion

En esta fase se realizaron las actividades conducentes al logro de los objetivos
especificos: OE2. Reconstruccion del significado global del objeto grupo (Figura 1);
OE3. Caracterizacion del significado del objeto grupo, pretendido por los libros de
texto, sugeridos para los programas de la asignatura: Teoria de grupos (4 libros) y OEA4.
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Caracterizacion del significado del objeto Grupo, pretendido por los programas de la
asignatura de Teoria de Grupos para los estudiantes (Sepulveda, 2016).

3.3. Tercera fase de la investigacion

En esta fase se realizaron las actividades orientadas al logro de los objetivos especificos:
OE5. Seleccion de las tareas para evaluar el conocimiento comdn, ampliado y
especializado del contenido de los estudiantes; OE6. Disefio e implementacion del
cuestionario piloto para explorar la faceta epistémica del Conocimiento Didactico-
Matemético; OE7. Aplicacion del cuestionario CDM-Grupo, para evaluar el
conocimiento comun y el conocimiento ampliado, como base del conocimiento
especializado y finalmente, el objetivo OE8. Analisis de las categorias de la dimension
epistémica del CDM: el disefio e implementacion del cuestionario piloto, correspondio a
un estudio empirico que, ademas de proporcionar la version final del instrumento y el
logro de los objetivos OE5 y OE6, aportd otros resultado importantes, como la
descripcion de las dificultades de los estudiantes con el objeto de investigacion y una
primera aproximacion al andlisis de los niveles de dominio en la dimension epistémica
del CDM, resultado del analisis cuantitativo-cualitativo a las practicas matemaéticas
realizadas por los estudiantes.

3.3.1. Seleccion de las tareas para evaluar el conocimiento comun, ampliado y
especializado del contenido

El disefio del instrumento para evaluar el CDM-Grupo de los estudiantes, se inicié con
la construccidn de la version piloto. Para esto, se seleccionaron 11 tareas de un banco de
preguntas (200 tareas), tomadas de las investigaciones que sirvieron como antecedentes
del estudio (Sepulveda, 2016). El cuestionario se disefié siguiendo el modelo para la
evaluacion del CDM propuesto en Godino (2009) y refinado en diversos trabajos (Pino-
Fan y Godino 2015; Pino-Fan, Assis y Castro, 2015), el cual propone tres dimensiones y
seis facetas que integran el conocimiento didactico-matematico del profesor (entre ellas
la epistémica, que es objeto de estudio en esta investigacion). Ademas, para cada
dimension y faceta se proponen pautas generales para categorizar y analizar el CDM de
los profesores.

Para la construccion del instrumento, se consideraron tres criterios: el primer criterio
establecia que las tareas proporcionaran informacién sobre el grado de ajuste respecto al
significado holistico de la estructura algebraica grupo, para compararlo con los
significados personales de los estudiantes. Para esto, se formularon items, segun los
diferentes contextos de uso del objeto matematico, que activaran los distintos
significados del objeto: Conjunto de raices de una ecuacion polinomial - Teoria de
ecuaciones algebraicas, Conjunto de permutaciones, Grupo de Galois de un polinomio,
Problemas en aritmética modular con los conjuntos Z,, Teoria de matrices, Conjuntos de
Permutaciones y Conjuntos especiales de matrices.

El segundo criterio, pretendia que los items del cuestionario se relacionaran con algunos
de los principales contenidos curriculares determinados para el objeto matematico. Para
esto, como resultado del estudio a los programas y textos de la asignatura de Teoria de
Grupos, se establecieron los contenidos: Operacion binaria, Estructuras algebraicas
(semigrupo, monoide y grupo), Grupo-ejemplos y contraejemplos, Subgrupo, Orden del
grupo y Propiedades de los grupos. Finalmente, se establecié el tercer criterio, con el
propdsito de categorizar las tareas en tres clases, segun los componentes de la
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dimensién epistémica del CDM: (1) Las que ponen en juego el conocimiento comun
(resolver una tarea sobre el objeto grupo); (2) Las que requirieren del conocimiento
ampliado (generalizar tareas sobre el conocimiento comun o especializado o realizar
conexiones con objetos matematicos mas avanzados en el curriculo) y (3) Tareas que
requieren del conocimiento especializado, necesario para la ensefianza (usar distintas
representaciones, diferentes significados parciales de un objeto matematico, resolver el
problema mediante diversos procedimientos, dar argumentaciones validas, e identificar
los conocimientos puestos en juego).

En esta direccion, se seleccionaron las tareas luego de un andlisis minucioso respecto a
los criterios propuestos. Asi, el instrumento se elabord con el objetivo de explorar
aspectos iniciales de las categorias que componen el modelo CDM, en su faceta
epistémica, por medio del planteamiento de situaciones que permitan el analisis de las
practicas matematicas operativas y discursivas de los estudiantes. De esta forma, para
evaluar el conocimiento comun del contenido y el desarrollo de procesos del
Pensamiento Matematico Avanzado, segun la metodologia propuesta en el EQS, se
disefiaron practicas en el cuestionario como: ¢Existe el elemento identidad en el
conjunto? ¢Cudl es el inverso de un elemento? ¢Se cumple la propiedad de clausura; la
asociativa? Para evaluar el conocimiento ampliado del contenido, se plantearon
preguntas como: ;A qué otro grupo conocido resulta isomorfo el subgrupo anterior? ¢En
qué grupo esta trabajando? Defina una operacién en un conjunto dado. Finalmente, para
evaluar el conocimiento especializado del contenido, se disefiaron preguntas como:
¢Qué conceptos o propiedades matematicas usa para dar solucién al problema? ;Qué
conceptos de Teoria de Grupos utiliza para solucionar el ejercicio? (cuestionario CDM-
Grupo).

De la prueba piloto para el cuestionario CDM-Grupo y segun el porcentaje de
respuestas incorrectas, se detectaron dificultades de los estudiantes tales como: en el
conjunto de los enteros, con la operacion, a = b = a+b-4, el 45% de los estudiantes no
determinaron cudl es el elemento identidad; el 64% no comprendieron como determinar
el inverso de un elemento, y el 10% no comprendio la operacion, ya que no elaboraron
parte de la tabla de operacion, para un subconjunto dado: en esta direccion, se
contrastaron los antecedentes con el presente estudio, en la identificacién de las
dificultades de los estudiantes (Sepulveda, 2016), lo cual sirve como diagnéstico para
establecer un plan de trabajo en la asignatura de Teoria de Grupos.

Otra actividad importante en la tercera fase de investigacion, correspondi6 al juicio de
los expertos y al analisis de los resultados de la prueba piloto, lo cual proporciond el
cuestionario final CDM-Grupo. Se concluye del disefio del instrumento de evaluacion,
que es un proceso complejo que implica factores como: la validacion de contenidos, la
determinacion del indice de confiabilidad y dificultad del instrumento, y pruebas para
determinar si el cuestionario es homogéneo, es decir si las preguntas se relacionan entre
si. Este proceso de disefio de instrumentos de evaluacion es un aporte valioso que se
aplica en muchas de las tareas que realiza el profesor universitario. Como resultado del
desarrollo de esta tercera fase de investigacion se obtuvo el cuestionario CDM-Grupo.

Cuestionario CDM-Grupo

TAREA 1. Sea D; el conjunto de simetrias del tridngulo equilatero.

a) Dé un ejemplo de un subgrupo del grupo Ds. Justifique.

b) ¢A qué grupo puede ser isomorfo, el subgrupo de la pregunta anterior? Justifique.
c) ¢Existe un subgrupo de Dz isomorfo al grupo (Zs,+4)? Justifique.
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d) ¢El grupo D; es ciclico? Justifique.

TAREA 2. Sea el grupo S, de permutaciones de los elementos {Xi, Xa, X3, Xa} Y sea (X1, X5, X3,
X4) una funcion tal que si para todo o en S, se cumple que a(f(x1, Xz, X3,X4)):=F(Xa1), Xo2)s Xa(3)s
Xq4)) e dice que f es un invariante del grupo S,.

a) ¢Es f(X1, X2, X3, X4)= X1Xo + X3 X4 UNa funcion invariante? Justifique.

b) ¢Qué elementos a en S, dejan a f invariante? Justifique.

¢) Un polinomio f se llama simétrico, si para toda permutacién se cumple que af =f. Dé un
polinomio simétrico. Justifique.

d) En la ecuacién x? + b x + ¢=0, determine b, ¢, en funcién de sus raices x;, X,. Justifique.

TAREA 3. Considere el grupo S, de permutaciones de cuatro elementos.

a) Determine el subconjunto de S, que deja invariante el namero 2. Justifique.

b) Determine el subconjunto que deja invariante al 2 y al 4. Justifique.

c) Determine el subconjunto de permutaciones del grupo S, que deja invariante a la funcion
f(X1, X2, X3, X4)= X1Xo + X3 X4. Justifique.

d) ¢Los subconjuntos obtenidos son subgrupos? Justifique.

TAREA 4. El subgrupo de permutaciones regular de n simbolos, mueve los n simbolos excepto
a la identidad.

a) Encuentre el subgrupo regular de cuatro simbolos. Justifique.

b) ¢Qué nombre recibe este subgrupo? Justifique.

¢) ¢El subgrupo es conmutativo? Justifique.

d) ¢A qué grupo puede ser isomorfo el subgrupo del enunciado en a)? Justifique.

TAREA 5. Divida el polinomio 3x°+4x*+2x3+x*+4x + 1 en el polinomio 2x3+ 3x?*+4x+1. Los
coeficientes de los polinomios pertenecen al grupo (Zs, +s).

a) ¢El cociente corresponde a? Justifique.

b) ¢El residuo corresponde a? Justifique.

¢) ¢En qué grupo se trabaja la division de los coeficientes? Justifique.

d) ¢Qué propiedades o conceptos de Teoria de grupos aplicd para dar respuesta a las preguntas
anteriores? Justifique.

TAREA 6. Dado el conjunto A,:= { 1,2,3,...,99} de los z-nimeros y la funcion r:N —A, que
reduce un ndmero natural a un nimero del conjunto A, tal que r(n)=n, para n<100 y para
n>100, se separan las cifras de a dos de derecha a izquierda: luego, se suman las cantidades y al
resultado se le aplica nuevamente r, por ejemplo: r(214)=r(2+14)=r(16)=16;
r(5298)=r(52+98)=r(150)=r(1+50)=r(51)=51. Se define ademas, en el conjunto A, la operacion
X*y=r(X+Yy).

a) Solucione x* 17=99 y diga qué propiedades utiliza para dar solucion a la ecuacion.

b) ¢Existe el elemento identidad en (A,,*)? Justifique.

c) (A qué grupo conocido, puede ser isomorfo (A,,*)? Justifique.

d) ¢Qué z-nimeros son divisibles por 3 en el conjunto (A,,*)? Justifique.

TAREA 7. Sea (G,*) un grupo con elemento identidad e. La funcién f: G— G tal que x — axa’
para cada x en G y para un elemento fijo a en G. Se tiene que f es un homomorfismo si cumple:
(responda verdadero o falso y justifique segln el caso).

a) El grupo es abeliano.

b) a=e

¢) a’=a y el grupo abeliano.

d) a’>=e y el grupo abeliano

TAREA 8. Sea G=<A, B> subgrupo del grupo lineal GL(2, C) con entradas en los nimeros
complejos, donde A, B corresponden a las matrices:
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a) Determine los elementos del grupo. Justifique.

b) G, es un grupo abeliano? Justifique.

c) ¢Determine el subgrupo de orden 2? Justifique.

d) ¢Cual es la operacién en el grupo GL(2, C) y cuél es la operacion en G. Justifique.

TAREA 9. Sea (R,*), el conjunto de los nimeros reales donde se define la operacién * tal que:
a* b =23at+4b.

a) ¢La operacion * cumple la propiedad de clausura? Justifique.

b) ¢La operacion * es asociativa? Justifique.

c) ¢Existe el inverso del nimero 2? Justifique.

d) En el conjunto R* defina una operacion en la cual no exista el elemento identidad. Justifique.

TAREA 10. Sea el grupo (Ze, +¢) de los enteros médulo 6.

a) Dé un subgrupo con 3 elementos. Justifique.

b) Escriba un subconjunto del grupo (Ze, +¢) que no sea subgrupo. Justifique.
C) ¢Es (Zs, +3) un subgrupo de (Zs, +¢)? Justifique.

d) Elabore la tabla de operacién del grupo (Zs, +s).

TAREA 11. Sea el grupo k-4 de Klein, dado por la relacién a’= b’= ¢*= e’=e.

a) Construya la tabla para la operacién multiplicativa del grupo.

b) Construya el grupo cociente con el subgrupo H=<a>. Justifique.

c) ¢Qué condicion cumple el subgrupo H, para obtener el grupo cociente? Justifique.
d) Liste los elementos de la clase bH. Justifique.

3.3.2. Primera aproximacion al estudio de la faceta epistémica del CDM de los
estudiantes de Licenciatura en Matematicas

Como uno de los objetivos de la investigacion, se plante6 la caracterizacion de las
categorias del conocimiento comun y conocimiento ampliado del contenido, como
conocimiento base para el desarrollo del conocimiento especializado, necesario para la
ensefianza del objeto matematico. Segun Pino-Fan y Godino (2015), el conocimiento
comudn del contenido se relaciona con los conocimientos matematicos que no son
propios de la ensefianza; que posee cualquier estudiante, para resolver situaciones-
problematicas propias del nivel educativo, en este caso del nivel universitario. Se
conjetura, en la investigacion, que el conocimiento comdn del contenido, se relaciona
con el desarrollo de procesos del Pensamiento Algebraico Avanzado de los estudiantes.
Este desarrollo del pensamiento matematico, es uno de los objetivos que se buscan en la
educacion desde los primeros grados hasta el nivel superior. En la educacién
universitaria, procesos como abstraer, generalizar, sintetizar, representar, definir,
refutar, demostrar; entre otros, adquieren gran relevancia.

Se redisefiaron tareas como: el subitem 1a) con el cual se buscaba evaluar el
conocimiento comun del contenido, en relacion con la comprension de los estudiantes
del grupo D3 de simetrias del triangulo equilatero, especificamente, sobre los subgrupos
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del grupo; para lo cual se solicito a los estudiantes dar un ejemplo de un subgrupo del
grupo y justificar (bajo algin criterio conocido) por qué el subconjunto dado era
subgrupo. De igual forma, en la categoria del conocimiento ampliado del contenido, se
formuld6 el subitem 2a) con el cual se buscaba evaluar este conocimiento en relacion con
la comprension de los estudiantes, al determinar si la funcion f(xi, Xz, X3, X4)= X1 X2 +
X3X4 €S un invariante del grupo de permutaciones de cuatro elementos S4. Finalmente,
para la categoria del conocimiento especializado del contenido, que segin Pino-Fan,
Godino y Font, (2013), se relaciona con el conocimiento que distingue al profesor de
otros profesionales que no son profesores pero que tienen una preparacion afin en
matematicas se formuld el subitem 4c) con el cual se buscaba evaluar el conocimiento
especializado del contenido en relacién con la comprension de los estudiantes de los
subgrupos regulares de cuatro simbolos del grupo S,y la propiedad del subgrupo de ser
conmutativo.

4. Conclusiones y comentarios finales

Luego del proceso complejo de disefio, implementacion y analisis de resultados de la
version piloto y en la busqueda del logro del objetivo especifico OE7, se aplico el
cuestionario CDM-Grupo a 32 estudiantes de Licenciatura en Matematicas (2 grupos),
buscando analizar el grado de conocimiento comin (CCC) y conocimiento ampliado
(CAC), como base para el desarrollo del conocimiento especializado (CEC), necesario
para la ensefianza del objeto matematico. Segun las préacticas matematicas realizadas por
los estudiantes y el indice de dificultad de las preguntas del cuestionario, se obtuvieron
los resultados que se muestran en la tabla 1.

Tabla 1. Niveles de dominio en la faceta epistémica del CDM

Porcentaje de respuestas correctas

Categoria Nivel bajo Nivel medio Nivel alto
(0-25] (25-75) [75-100]

CcCC 14

CAC 10

CEC 12

En la categoria del conocimiento comun del contenido, se considera, que en general, los
estudiantes presentan debilidades que se relacionan con un bajo nivel de dominio, segun
el indice de dificultad de las preguntas: en especial con los conocimientos relacionados
con los subitems 2d), 4a), 5b), 8b) y 9b) donde el porcentaje de respuestas correctas y
parcialmente correctas corresponde al 0%, identificandose como el indice de mayor
grado de dificultad. De igual forma, en la categoria del conocimiento ampliado del
contenido se considera, que los estudiantes presentan grandes debilidades, relacionadas
con un nivel de dominio muy bajo o deficiente respecto al indice de dificultad de los
subitems, segln la escala establecida. En especial en los subitems 2a), 2b), 2d), 3c), 4a),
4b), 4c), 4d), 5b), 8c), 9d) y 11c), los estudiantes evidenciaron grandes dificultades ya
que no desarrollaron ninguna practica matematica. En la misma direccion, del anélisis a
las practicas matematicas de los estudiantes, se considera que en general, presentan
grandes dificultades en relacion con el conocimiento especializado del contenido,
especialmente de los subitems 4a), 4b), 4c), 4d), 8c), 9d), 11c) y 11d), donde el
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porcentaje de respuestas correctas y parcialmente correctas correspondio al 0%, ya que
no desarrollaron ninguna préctica matematica.

Se establece como conclusion al analisis de la faceta epistémica del CDM, que los
estudiantes de Licenciatura, tienen dificultades en relacion con el conocimiento comun
del contenido y el conocimiento ampliado del contenido y por tanto del conocimiento
especializado, ya que presentaron un conocimiento bajo de la mayoria de los subitems
que permitieron evaluar las categorias del Conocimiento Didactico-Matematico.
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