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CAP{TULO 1

Introduccion

Todo el mundo tiene una idea intuitiva y natural sobre el significado de la
palabra “légica”. En el discurso cotidiano oimos expresiones tales como “ésto
es 16gico” y “tal cosa no tiene 16gica”. Segtn esta idea se designa como 16gico
al pensamiento correcto y coherente con determinados principios o valores.
Toda persona (y quiza algunos animales) tiene una légica natural y un sentido
comuin que le conduce en su pensamiento y le ayuda a tomar decisiones. Ya las
civilizaciones de la Antigiiedad y principalmente los griegos se preocuparon
por el estudio del razonamiento; estos tltimos designaron como “las cosas
l6gicas” a aquella ciencia o tratado que versaba sobre el pensamiento en si,
sobre sus formas y leyes. Asi la 16gica es la ciencia o disciplina que estudia de
manera formal y rigurosa los métodos y principios del razonamiento. Los seres
humanos nos expresamos y comunicamos mediante el uso de los denominados
lenguajes naturales. Estos son inapropiados para el estudio de la 16gica ya que
estdn llenos de redundancias, ambigiiedades y ademds contienen aspectos muy
dificiles de formalizar; ademds frases tales como preguntas y 6érdenes carecen
de un valor de verdad. Por ello se requiere la confeccion de un lenguaje formal
que contando con ciertas reglas explicitas permita formar enunciados. A pesar
de que la l6gica es una materia que no requiere una gran base o experiencia para
su estudio, es muy importante la representacién que se adopte en el proceso de
formalizacién y estudio de la misma. Desafortunadamente, una de las primeras
dificultades en el estudio de la 16gica es la existencia de diferentes simbologias.
La falta de uniformidad en la notacién empleada por parte de los distintos
autores complica a veces la comprensién de los textos existentes. Nosotros
hemos intentado seguir en estas notas aquellas notaciones y nomenclaturas
que a nuestro parecer se adaptan mejor a los alumnos a los que van dirigidas.

El objetivo del curso es el de presentar algoritmos y procedimientos para
la deduccién automética de un determinado hecho a partir de una base de co-
nocimientos prefijada. La consecucion de este propésito la vamos a secuenciar
de la siguiente forma.

El primer tema de este curso serd el estudio de la l6gica de proposiciones,
en la cual existen unos enunciados atémicos o indivisibles, los cuales pueden
tener un valor de verdad verdadero o falso, y que se combinardn mediante
ciertas reglas para producir nuevos enunciados. Dos cuestiones nos van a in-
teresar en este tema: el aspecto seméntico en el cual se relaciona el valor de
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verdad de los nuevos enunciados con los valores de verdad de aquellos de los
que procede, y el aspecto sintactico en el cual nos centramos principalmente
en las reglas que rigen la obtencién de nuevas verdades a partir de otras ya
conocidas o supuestas. En este primer tema se da la aproximacién més burda
a la resolucién del problema de obtener consecuencias a partir de una base de
hechos conocidos. Eso no impide que sirva de base a las herramientas que se
presentardn mds adelante en el curso. Precisamente por haber empezado con
una aproximacion tan simple, veremos que existen situaciones en las cuales
la 16gica de proposiciones no resulta adecuada, sobre todo cuando hemos de
tener en cuenta la estructura interna de las frases del lenguaje natural. Para
solventar estos problemas introduciremos la l6gica de predicados de primer
orden que amplia o extiende a la 16gica de proposiciones mediante el uso de
los cuantificadores, términos y predicados, asi como una visién mds completa
acerca de las interpretaciones de los enunciados. Pondremos especial énfasis en
la idea de consecuencia l6gica (que es el nticleo y motor del curso) y de incon-
sistencia de un conjunto de férmulas; y veremos cémo el hecho de estudiar que
una férmula (enunciado) es consecuencia légica de un conjunto de enunciados
dados es equivalente a probar que un determinado conjunto es inconsistente.

En el siguiente tema nos preocupamos de ver que la inconsistencia de un
conjunto de férmulas se preserva si hacemos una serie de transformaciones
en las férmulas que lo componen. Estas transformaciones tienen como obje-
tivo la simplificacién y normalizacién de los enunciados que intervienen en
el problema original. Una vez que reduzcamos al maximo (lo que se traduce
en la practica en desmenuzar al maximo los enunciados originales), presen-
taremos en el siguiente capitulo técnicas para probar la inconsistencia de un
determinado conjunto de férmulas ya normalizadas. Por tltimo, haremos una
pequeia introduccién del tipo de resolucién conocido como resolucién PRO-
LOG, centrandonos en la estrecha relacién que tiene con lo estudiado a lo largo
del curso.

Creemos que el profesional de la informédtica ha de tener un conocimiento
s6lido y claro de la l6gica como herramienta de ayuda en su toma de decisiones
y en la implementacién de aplicaciones diversas. Las conexiones de la misma
con temas tales como Teoria de Autématas, Circuitos Digitales, Bases de Datos,
Verificaciéon de Programas, Inteligencia Artificial, etc son patentes y por tanto
justifican mas que de sobra la inclusioén de la l6gica en el curriculum de los
estudios de informaética.



CAP{TULO 2
Légica proposicional

1. Enunciados y conectivas

El objetivo de la Logica es el estudio de las deducciones. Deducciones que
se hacen a partir de un conjunto de afirmaciones o enunciados dados. Por enun-
ciado vamos a entender una frase que sea susceptible de ser verdadera o falsa.
En una primera aproximacién sélo vamos a tener en cuenta que un enunciado
puede estar formado por otros enunciados que estdn conectados entre si, sien-
do el valor de verdad del enunciado en cuestién dependiente directamente de
los valores que tengan los enunciados que lo componen. Asi, por ejemplo, el
enunciado “este capitulo es interesantisimo y el dia estd nublado” sera cierto
si y solamente si los enunciados “este capitulo es interesantisimo” y “el dia
estd nublado” son ambos ciertos. Si alguna de las dos cosas falla entonces el
enunciado es falso. En este ejemplo, la particula y es la que conecta dos enun-
ciados para formar uno nuevo. A estas particulas las vamos a llamar conectivas
u operadores l6gicos. Las conectivas més importantes que vamos a usar aparecen
en los siguientes ejemplos.

Es tarde y viene lloviendo.

Comes o hablas.

Vas a la playa o a la montana.

Si viene tu hermano, (entonces) haremos una fiesta.

Pepe canta cuando viene Maria (si viene Marfa, entonces Pepe canta).
No vamos a la playa.

AR .

Como estos ejemplos ponen de manifiesto, estas conectivas pueden aparecer
escritas de forma distinta. Una implicacién no tiene por qué aparecer en la
forma “Si algo entonces otra cosa”, puede aparecer como “algo implica otra
cosa”. Lo mismo pasa con el resto de las conectivas.

Simbolizaremos los enunciados usando simplemente una letra. Aparte, va-
mos a escoger un simbolo para cada una de las conectivas: para el y usaremos
A; para el o, V; para la negacion —; y para la implicacién —. (Algunas veces
usaremos la conectiva que significa equivalencia y la denotaremos por «.)
De esta forma al enunciado “es tarde y viene lloviendo” lo podemos simboli-
zar por pAq, siendo p “es tarde” y q “viene lloviendo”. Un enunciado que no
esté compuesto de otros enunciados es un enunciado atémico.

3
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Tomamos un conjunto {py,p2,...pn, ...} a cuyos elementos vamos a llamar
proposiciones atémicas o variables proposicionales (las cuales se usan para
simbolizar enunciados atémicos).

Una proposicién la definimos recursivamente de la siguiente forma.

1. Toda proposicién atémica es una proposicion.

2. Siay pson dos proposiciones, entonces ~a, aAB, aVp,a = fya < f
también son proposiciones.

3. No hay més proposiciones que las generadas aplicando un ntmero
finito de veces las reglas anteriores.

Debemos matizar que las reglas anteriores para definir proposiciones han de
ir acompafiadas de unas reglas adicionales de precedencia entre conectivas,
asi como el uso de paréntesis para evitar ambigiiedades. Tomamos el convenio
de que la negacion tiene precedencia sobre el resto de las conectivas, que
la conjuncién y la disyuncién tienen igual precedencia y ambas tienen maés
precedencia que la implicacién. De esta manera, al escribir 2 — bAc estamos
refiriéndonos a la proposiciéna — (bAc) yno a (a — b)Ac. Convenimos ademads
que el si y sélo si («<>) es la conectiva con menos precedencia.

Se deben usar también paréntesis cuando nos encontramos con operadores
con la misma precedencia. Si aparece escritoa — b — c con 4, b y ¢ propo-
siciones, entonces tenemos que matizar si nos referimosaa — (b — ¢) o a
(@ = b) — ¢ (ya que ambas son proposiciones distintas; hay por tanto que
especificar claramente cudl es la premisa y cudl es la consecuencia en una im-
plicacion). Lo mismo ocurre si escribimos aAbVc, ya que al no haber paréntesis,
no sabemos si es una conjuncién (y) de dos proposiciones o una disyuncion
(0). Al igual que antes, las proposiciones aA(bVc) y (aAb)Vc son distintas, y la
expresion aAbVc no es una proposicion.

Hacemos constar que existen otras notaciones en las cuales se elimina la
ambigiiedad sin recurrir a los paréntesis. Por ejemplo esto ocurre con la no-
tacion polaca o prefija (en honor al filésofo y l6gico polaco J. Lukasiewicz,
1878-1956), en la cual las conectivas u operadores preceden a los argumentos a
los que se aplican. Si bien esta escritura resulta propicia para implementaciones
en un ordenador, da como resultado expresiones de dificil lectura para un ser
humano.

2. Interpretaciones

Dada una proposicion a, ésta simbolizard un determinado enunciado. En
principio su valor de verdad depende del valor de verdad de los enunciados
atémicos que la componen, y de las conectivas que en él aparecen. En lo que
sigue, y por razones de simplicidad, vamos a denotar verdadero por 1 y falso
por 0.

Hemos escogido como conectivas —, A, V, — y <. Precisemos un poco més
qué valor seméntico les vamos a proporcionar, a saber, vamos a interpretar el
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valor que para nosotros tienen dichas conectivas. Supongamos que 2 y b son
dos proposiciones.

1. —a es cierto si y sélo sia es falso.

2. aAbes cierto siy s6lo siay b son los dos ciertos.

3. aVbesciertosiysoélosialmenosa 6 bescierto. Notese que en el lenguaje
hablado el 0 que se utiliza en la mayor parte de las ocasiones es distinto
(ver los ejemplos de la seccién anterior). El 0 de dos enunciados es cierto
cuando alguno de ellos es cierto, pero no se contempla, en general,
como cierto cuando ambos son ciertos. De esta forma el o del lenguaje
hablado es un o exclusivo, en el sentido que excluye la posibilidad de
que las dos enunciados sean ciertos a la vez. El o que hemos adoptado
se conoce como o inclusivo.

4. a — besfalso sdlo cuando a es cierto y b es falso (verdadero en el resto
de los casos).

5. a & bes cierto si y s6lo si ambos son ciertos o ambos son falsos.

Podemos esquematizar lo dicho en las siguientes tablas:

-]  Al01 V|01l —[01 |01
0/1T 0/00 0/01 0[1T1 0]10
10 1/01 1/11 1]/01 1]01

La primera columna simboliza el valor de verdad de a y la primera fila (salvo
en el caso de la negacién) el de b.

Ejercicio 1. Comprueba que

1. aAb= —=(-aVv-b),

2. aVb = =(-an-b),

3. a—>b=-aVvb,

4. aeob=(@—- bADb—a),

donde = significa “tiene el mismo valor de verdad que”.

A la vista de este ejercicio, podriamos haber introducido nada més que las
conectivas =y V, definiendo después el resto en funcién de ellas. Lo mismo
ocurre con el — y el A, y con otros conjuntos de conectivas. Un conjunto de
conectivas verificando esta propiedad se conoce como conjunto de operadores
funcionalemente completo.

Existen ademads otras posibilidades a la hora de elegir las conectivas basicas,
como puede ser considerar el o exclusivo (V), la negacion del o (NOR) o la negacion
del y (NAND).

Ejercicio 2. ;Cuél es la expresion del o exclusivo en funcién de —y V?

Recordemos que Z,, es el cuerpo de los enteros modulo 2, a saber, el conjunto
de los restos posibles al hacer la division de un entero por 2. Asi, el 0 denota el
conjunto de todos los enteros pares y 1 el de los impares. Las dos operaciones
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que dan estructura de cuerpo a Z, son aquellas que hereda del anillo de los
enteros Z, y éstas son la suma y la multiplicacién. Sus tablas de operar son las
siguientes.

+]0 1 x|0 1

0/0 1 0/0 O

111 0 1101

Notese que la tabla de multiplicar es la misma que la “tabla” del conector
A. Sin embargo, la tabla de sumar no es la misma que la de Vv, pero sélo se
diferencia en que 1 + 1 = 0 mientras que el o de dos proposiciones ciertas lo
hemos interpretado como cierto. (De hecho, la tabla de sumar corresponde
con el o exclusivo.) Para conseguir la tabla del conector vV debemos “sumar” o
superponer las tablas de la suma y la multiplicacién, con lo que queda que el
valor de verdad de a Vv b es la suma de los valores de a y b mas el producto de
sus valores de verdad (donde las cuentas de suma y producto se hacen médulo
2).

Es fécil observar que el valor que tome —a es el resultado de sumarle al
valor de a el 1. El lector puede hacer uso de lo probado en el segundo apartado
del Ejercicio|l| para corroborar la férmula que hemos obtenido antes del valor
de verdad de aVvb. De forma analoga, pero ahora usando el tercer apartado de
dicho ejercicio, se puede deducir la expresion de — en funcién de la suma y el
producto usando quea — b = —a Vv b. Por lo que el valor de verdad dea — b se
calcula sumando 1 al valor de a y al producto de los valores de a y b. Por tltimo,
es facil deducir que el valor de verdad de a <> b es la suma de los valores de g,
by 1. Al realizar los cdlculos anteriores hay que tener en cuenta que para todo
x € Z, se verifica que x* = xy x + x = 2x = 0.

Queda patente que nuestra eleccion de denotar cierto o verdadero por 1y
falso por 0 no era arbitraria, ya que de esta forma podemos expresar los valores
que hemos dado a las conectivas en funcién de la suma y multiplicaciéon en Z.

Lo visto hasta ahora en esta secciéon motiva la siguiente definicién. Una
interpretacién es una aplicaciéon I que va del conjunto de las proposiciones en
Z, = {0,1} y que cumple las siguientes propiedades:

I(—a) =1+ 1(a),

I(aVvb) = I(a) + 1(b) + I(a)I(),
I(anb) = I(a)I(b),

I(a = b) =1+ 1(a) + I(a)I(D),
[(aeb) =1+ I(a) + I(D).

Dada una proposicién p, sil(p) = 1 (respectivamente I(a) = 0), diremos que p es
cierta (respectivamente falsa) bajo la interpretacion I, o bien que I interpreta a
p como cierta (respectivamente falsa). Si I(p) = 1 también se dice que I satisface
ap.

El lector puede observar que el valor que toma una interpretacioén I para
cualquier proposicién depende exclusivamente del valor que toma I en las

G LN
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proposiciones atémicas, o dicho de otra forma, si dos interpretaciones toman
el mismo valor para cualquier proposicién atémica, entonces son la misma
interpretacion. Asi pues, dar una interpretacién no es mds que asignar un
valor de verdad a cada proposicién, y como las conectivas tienen asignado
un determinado valor semdntico, dicho valor de verdad dependera de cémo
interpretemos las proposiciones atémicas.

Ejempro 1. Sea I una interpretacion tal que I(a) = I(b) = I(c) = 1. Bajo esta
interpretacion interpretamos (y valga la redundancia) la proposiciéna Vv (b Ac).
Tenemos

IaVv (bAc)=1a)+ 1 Ac)+ 1@l Ac)
=1(a) + I(O)I(c) + I@I(D)(c) =1+1x1+1x1x1=1,

o sea, bajo la interpretacion I, la proposicién a v (b A c) es cierta. m]

EjempLo 2. Sia — f es falsa bajo una determinada interpretaciéon I, ;qué po-
demos decir sobre el valor de verdad de

0 = (a—=(y = p)V-(lany) = (=pVvy))?

Observamos que I(a — B) = 0siy sélo siI(a) = 1y I(B) = 0. Desarrollando
I(0) y substituyendo I(«) e I(8) por su valor, obtenemos que I(6) = 1 + I(y).
Concluimos que bajo la interpretacion I el valor de verdad de 6 coincidira con
aquel que tenga —y. O

Dada una proposicién, el nimero de combinaciones distintas de los valores
de verdad de las proposiciones atémicas que la componen es finito, de hecho,
si en dicha proposicién intervienen n proposiciones atémicas, el nimero de
esas combinaciones es 2". Asi, el nimero de interpretaciones posibles de dicha
proposicion es a lo sumo 2", y si las ponemos todas juntas obtenemos lo que se
conoce como la tabla de verdad de la proposiciéon dada. Por ejemplo, la tabla
de verdad de (a vV b) Abes

a blavb|(@aVvb)Ab
0 0| O 0
0 1| 1 1
1 0] 1 0
1 1|1 1

(la segunda columna corresponde a un cédlculo intermedio, por lo que en esta
tabla esta también incluida la tabla de verdad de aVb).

Dos proposiciones a y b son 16gicamente equivalentes si tienen el mismo
valor de verdad bajo cualquier interpretacion (hecho que denotdbamos hasta
ahora por a = b).
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3. Tautologias y contradicciones

Existen proposiciones que son ciertas sea cual sea el valor de verdad de las
proposiciones atémicas que la conforman. Por otro lado también existen pro-
posiciones que son siempre falsas bajo cualquier interpretacién. Por ejemplo,
sil es una interpretacion arbitraria,

Ia—> (b—>a)=1+1)+ La)l(b — a)
=1+ 1(a) + I(@)(1 + I(b) + I(a)I(D))
=1+1(a) + I(a) + I(@)I(b) + I(@)I(b)* = 1,

lo que quiere decir que el valor de verdad de a — (b — a) es verdadero
independientemente de los valores de verdad de a y b. Por el contrario aA(—a)
es siempre falsa bajo cualquier interpretacion.

Una proposicion es una tautologia cuando es cierta bajo cualquier interpre-
tacion. Lo contrario de tautologia es que exista una interpretacién bajo la cual
la proposicion sea falsa. En este caso diremos que la proposicién es refutable.

Una proposicién p es una contradiccién cuando —p es una tautologia. Lo
contrario de ser una contradicciéon es ser satisfacible, a saber, si existe una
interpretacion bajo la cual es cierta.

Ejemrro 3. La proposicién a — (b — a) es una tautologia.

La proposiciéon a Vv b es satisfacible y refutable.

La proposicién a A —a es una contradiccion.

Siay b son légicamente equivalentes, entonces a<>b es una tautologia. O

En el siguiente ejercicio se muestran algunas tautologias con nombre propio.
No es nuestro prop6sito mencionarlas todas, sino hacer que el lector ejercite
un poco el cdlculo de interpretaciones.

Ejercicio 3. Demuestra que las siguientes proposiciones son tautologias.

Ley de doble negacién: ~—a — a.

Leyes de simplificacioén: (a Ab) — a,a — (a V b).

Ley de conmutatividad de la conjuncién: (a A b) — (b A a).
Ley de conmutatividad de la disyuncién: (a vV b) — (b V a).
Ley de Clavius: (—a — a) — a.

Ley de De Morgan: =(a A b) — (—a V —b).

Segunda ley de De Morgan: —(a V b) — (—a A —b).

Ley de inferencia alternativa: ((a vV b) A ~a) — b.

Segunda ley de inferencia alternativa:((a V b) A =b) — a.
Modus ponendo ponens:((a — b) Aa) — b.

Modus tollendo tollens:((@a — b) A =b) — —a.

POV RXNNTE LN
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4. Consecuencia légica

Supongamos que sabemos que son ciertas las siguientes afirmaciones:

1. Sillueve, Pepe se pone contento.
2. Esta lloviendo.

Esta claro que, a partir de estas afirmaciones, podemos deducir que Pepe se
va a poner contento. El hecho de poder afirmar que Pepe se ponga contento
es una “consecuencia légica” de los dos hechos que ya conociamos. Describa-
mos el ejemplo anterior de otra forma. Sean a y b dos proposiciones e I una
interpretacion tal que I(a) = I(a — b) = 1. Usando las propiedades que debe
cumplir I, tenemos que 1 = 1 + I(a) + I(a)I(b), y substituyendo el valor de I(a)
en esta igualdad, obtenemos que 1 =1+ 1+ 1 x I(b), de lo que concluimos que
I(b) = 1. Dicho de otra forma, si se interpretan a y 2 — b como ciertas, a la
fuerza b también es cierta.

Dado un conjunto de proposiciones I' U {a}, decimos que a es consecuencia
légica de I', o que I implica semanticamente a «, y lo denotaremos porI' [ «,
si para toda interpretacion bajo la cual todas las proposiciones de I' son ciertas,
se tiene que a también es cierta bajo esa interpretaciéon. Si I' = (), escribimos
E a enlugar de 0 = «a. El lector deberia comprobar que escribir = a equivale a
decir que a es una tautologia.

Segtin esta definicion, en el ejemplo anterior, b es consecuencia légica de
{a = b,a}, y lo denotamos

{a > b,a}l =D.
Abusando un poco de la notacién, a veces también escribiremos
a—bakEb.

El siguiente ejercicio nos permite decidir cuando una proposicién es conse-
cuencia légica de un conjunto dado.

Ejercicio 4. Dado un conjunto finito de proposiciones I' U {a}, son equiva-
lentes:

s [Ea,
= para toda interpretacion I,

([ Tusna +1@) =o.

per

SoLuciON. Si tomamos una interpretacion arbitraria I, entonces todas las
proposiciones de I' son ciertas bajo I 'si 'y solo si []4r I(8) = 1 (esto se debe a
que estamos haciendo las cuentas en Z,), y el que ésto fuerce que I(a) = 1, se
puede escribir como

([ Juna +1@) =o,

per
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ya que el producto es cero si y sélo si uno de los dos factores es cero, y en
caso de que sea el primero, entonces I no es una interpretacién bajo la cual
todas las proposiciones de I' son ciertas. Asi pues, si I hace ciertas todas las
proposiciones de I', el primer factor debe ser uno, y para que el producto sea
cero, tenemos que 1 + I(a) = 0, o equivalentemente, I(a) = 1. m]

Hacemos notar que la consecuencia l6gica también puede verse utilizando
tablas de verdad.

Ejercicio 5. Resolver {pvq — r,—r} E —q aplicando el criterio dado en el
ejercicio anterior y usando tablas de verdad.

Otro criterio que nos va a facilitar la tarea de comprobar la implicacién
semdntica es el siguiente.

Resurtapo 1 (Teorema de la deduccién). Dado un conjunto de proposiciones
I' U {a, B}, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) TUial F B,
@ TEa-g
DEemosTRACION. (1) implica (2). Sea I una interpretacion tal que I(y) = 1 para

todo y € I'. Tenemos que probar que I(« — ) = 1. Distinguimos dos casos,
dependiendo del valor de verdad de a bajo la interpretacién 1.
= S5il(a) =0, entonces [(a« - ) =1+0+0xI() =1.
= 5i I(a) = 1, entonces I(y) = 1 para todo y € T' U {a}, y por (1), esto
significa que I(f) = 1. De esta formal(a —» f) =1+1+1x1=1.

(2) implica (1). Supongamos que I es una interpretacion tal que I(y) = 1
para todo y € I' U {a}. Tenemos que demostrar que I(3) = 1. Por hipétesis,
tenemos que en particular I(y) = 1 para todo y € I'. Usando (2), esto lleva a que
I(@ — p) = 1. Ahora bien, también por hipétesis sabemos que I(a) = 1, por lo
quel =I(a —» p) =1+1+1XxI(B) y en consequencia I(8) = 1. O

Veamos con algunos ejemplos como se puede utilizar este resultado.

Ejemrro 4. Supongamos que nos piden probar que para cualesquiera dos
proposiciones 4, b y ¢, la proposicién (@ — (b — ¢)) = ((@a = b) = (a — b)) es
una tautologia, o lo que es lo mismo, demostrar que

F@—->®—-c)—((@a—Db—@—0).
Usando el Teorema de la deduccién ésto es equivalente a probar que
fa->0b-oolE@—>b)—@—o),
que a su vez equivale a
fa—-b—->c,a—-blEFa—c,
y ésto dltimo es lo mismo que

{a— (b—>c),a—>balEc
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Sea ahora I una interpretacién tal que

Ia— b—-0)=1,

Ia—b)=1,

I(a) = 1.
Entonces 1 =I(a — b) = 1+1+1Xx1(b), por lo que I(b) = 1. Substituyendo I(a) e
I(byenl =1(a = (b — c)), obtenemos que1 = 1+1+1XxI(b — ¢) = 1+1+1xI(c),
por lo que I(c) = 1.

Si hubiésemos usado directamente la definicién de tautologia, tendriamos

que haber demostrado que I{((a = (b — ¢)) = ((@ = b) — (@ — ¢))) = 1 para
cualquier interpretacion I, lo cual es bastante tedioso (inténtese). m]

Ejemrro 5. Probemos ahora que
E (-ma — =b) — ((-a — b) - a).

Segun el Teorema de la deduccién (usado dos veces), esto es equivalente a
probar que
{—~a — =b,—a — b} Ea.

Sea pues I una interpretacion tal que I(—a — —b) = I(-a — b) = 1. Entonces
[(ma — =b) =1+ I(—a) + [(-a)[(=b) = I(a) + (1 + I(a))(1 + (b))
=1I(a) + 1 + I(a) + I(b) + I(a)I(b) = 1 + 1(b) + 1(a)I(b)
I(—a — b) =1+ 1(—a) + [(-a)I(b) = 1(a) + (1 + 1(a))I(b) = I(a) + I(D) + I(a)I(b),

por lo que 1 + I(b) + I(a)I(b) = I(a) + I(b) + I(a)I(b). Cancelando en ambas partes
de la igualdad concluimos que I(a) = 1. O
EjempLo 6. Demostremos que ((a@ — ) — a) — a es una tautologia.

El problema se puede resolver facilmente comprobando que la tabla de
dicha proposicion estd formada integramente por unos:

alpla-Blla=p) —oal(l@a—=p)—a)—a

0/0] 1 0 1

o1 1 0 1

1{0 0 1 1

1|1 1 1 1
El lector deberia intentar resolver el problema usando el teorema de la deduc-
cién, comparando en este caso cudl de los métodos es mds rapido. m|

Ejemrro 7. Sobre cuatro cinéfilos A, B, C y D, habitantes de Rarilandia, pais
con un s6lo un cine de una sola sala, se sabe lo siguiente: Si A decide ir al cine,
B también ird. Sobre C y D se sabe que no les gusta ver una misma pelicula
juntos. By C, o van al cine juntos, o no va ninguno de los dos. Si A no va al
cine, entonces B y D si quieren ir. ;Quienes estardn en el cine esta noche?

Si X es un individuo, representaremos por x la proposiciéon “X va al cine”.
De esta forma la informacién dada en el enunciado se puede representar como:
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n “Si A decide ir al cine, B también ird”:a — b.
= “Sobre Cy D se sabe que no les gusta ver una misma pelicula juntos”: =(cAd).
Si en vez de esta formula, escribiéramos (—c)«>d, estarfamos represen-
tando la informacién dada en el enunciado, asi como el hecho de que
siempre uno de los dos (y s6lo uno) habria de estar presente.
= “By C, 0 van al cine juntos o no va ninguno de los dos”: b<>c.
= “Si A no va al cine, entonces B y D si quieren ir”: (—a) — (bAd).
Los datos que nos dan se esquematizan en las proposiciones que acabamos de
describir y ya que sabemos que al interpretarlas como los enunciados de los
que proceden éstos son verdaderos, obtenemos que (tomando como I(x) = 1 si
y s6lo si “X va al cine”)

I(a—>b) =1, I(=(cAd)) =1, I(be>c) =1, I(-~a — bAd) =1,
lo cual se reescribe como
1+1(a) +1(@)I(b) =1, 1+1(c)l(d) =1,
1+Ib)+1(c) =1, 1+ (1 +I(a)) + 1 + I(a))I(B)I(d) = 1,
o bien
I(a)(1 +1(b)) =0, I(c)I(d) = 0, I(b) = 1(c), I(a) + L(B)I(A)(1 + I(a)) = 1.

De esta forma I(a) = 0 6 (1 + I(b)) = 0. Si I(a) = 0, entonces de la ultima
ecuacién obtenemos I(b)I(d) = 1, con lo que I(b) = I(d) = 1, y por la segunda
obtendriamos I(c) = 0, lo que al usar la tercera ecuacién contradice que I(b) = 1.
AsiI(a) = 1y por tanto 1 +1(b) = 0, 0 lo que es lo mismo, I(b) = 1. Por la tercera
ecuacion, sabemos que entonces I(c) = 1, y por la segunda que I(d) = 0. Né6tese
que todo esto no entra en contradiccién con la dltima ecuacién. Por tanto, bajo
las hipétesis dadas, a4, b y ¢ son ciertos y d es falso. Tenemos asi que a, b, c y —~d
son consecuencia légica de las hipétesis {2 — b, =(cAd), be>c, ~a — bAd).

Es interesante observar que si la segunda sentencia la hubiésemos repre-
sentado como (—c)«d, la solucién del problema hubiera sido la misma. Esto es
consecuencia de que {(—c)<d} E —(cAd). O

Ejemrro 8. Sobre cinco enunciados A, B, C, D y E se sabe lo siguiente:

1. Si A, Cy D sonlos tres falsos, entonces B es falso.

2. Cesverdad, o bien, A es verdad si y sélo si B es verdad.

3. Si C es verdad o A es falso, entonces: D es verdad, B es falso y el
enunciado 2 es falso.

4. Si A esverdad entonces, cuando B es falso C es verdad.

5. Aesverdad y E es falso, o bien A es falso y E es verdad.

A partir de la informacién dada, ;qué podemos decir sobre el valor de verdad
de cada uno de los enunciados A, B, C, D y E?
La informacién del enunciado se puede representar de la siguiente forma:

1. B — (AVCVD),
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2. CV(AeB),

3. (Cv-A) = (DA-BA=(CV(A<B))),
4. A— (—|B - C),

5. (AA=E)V(-AAE).

Observamos que la variable E sélo aparece en la quinta afirmacién. Si
construimos la tabla de verdad para las cuatro primeras sentencias (una tabla
con 16 filas), observamos que el valor de verdad de las cuatro a la vez es 1
s6lo en dos casos: (A,B,C,D) =(1,1,0,0) y (A,B,C,D) = (1,1,0,1) (esto es, sélo
existen dos interpretaciones que hagan los cuatro primeros enunciados ciertos
a la vez). Concluimos que la respuesta final es: “A y B son verdad, C y E son
falsas, y sobre D no se puede afirmar nada”. m|

Ejercicio 6. El sefior Pérez, empadronador de la isla de Tururulandia, tiene
como objetivo el censar la poblacién de dicha isla. La tarea no es facil debido
al hecho de que la poblacién se divide en dos grupos bien distinguidos: los
honrados y los embusteros. Los honrados siempre dicen la verdad, mientras
que un embustero sélo es capaz de producir mentiras.

El gobierno de la isla encarga como trabajo al sefior Pérez la ardua tarea de
contar los honrados y embusteros de la isla.

He aqui cinco de los muchos problemas con los que se encontré nuestro
empadronador.

1. Llama a la puerta de una casa, en la que sabia a ciencia cierta que
vivia un matrimonio, y el marido abre la puerta para ver quien es. El
empadronador le dice: “necesito informacién sobre usted y su esposa.
¢Cudl de ustedes, si alguno lo es, es honrado y cudl un embustero?,”
a lo que el hombre de la casa respondié “ambos somos embusteros,”
cerrando la puerta de golpe. ; A qué grupo pertenece cada uno de ellos?

ResoruciOn. Usemos p para denotar “el marido es honrado” y g
para “la mujer es honrada” (esto tiene otra lectura: p se interpreta
como “el marido es honrado”, o bien, I(p) = 1 si y s6lo si “el marido es
honrado”). Una persona de la isla es honrada si y s6lo si lo que dice es
cierto. Asi, lo que sabemos que es cierto se simboliza por pe-pA—g.
De esta forma I(p>—-pA—q) = 1, por lo que 1 + I(p) + I(—=p)I(—q) = 1.
Simplificando, obtenemos (I(p) +1)I(g) = 1, conlo que I(g) = 1 (la mujer
es honrada) e I(p) = 0 (el hombre es un embustero). O

2. Lasegunda casa que visita también estd habitada por un matrimonio.
Alllamar ala puerta y formular la misma pregunta que antes, el marido
responde: “Por lo menos uno de nosotros es un embustero,” cerrando
a continuacion la puerta. ;Qué es el marido y qué es la mujer?

3. Visita una tercera casa, y en las mismas condiciones de antes, recibe
la respuesta: “Si yo soy honrado, entonces mi mujer también lo es.”
(Qué es el marido y qué es la mujer?
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4. Enlaudltima casa que visita, pues ya estaba cansado de partirse el coco,
la respuesta es “Yo soy lo mismo que mi mujer.” ;Qué es el marido y
qué es la mujer?

5. De vuelta a su casa se encuentra con tres individuos, A,By C, en la
calle, y pensando en que quizds podia tener mds suerte con ellos decide
preguntarles qué son cada uno de ellos. Le pregunta al primero, A, y
no entiende la respuesta, ya que en ese momento pasa una de esas
motos que hacen un ruido ensordecedor y no corren nada. El segundo,
B, le aclara que lo que ha dicho el primero es que es un embustero,
pero el tercero, C, le advierte que no haga caso del segundo, B, ya que
es un embustero. ;Puedes deducir algo de lo ocurrido?

Ejercicio 7. Un pais estd habitado por gente que se clasifica en dos tipos: los
veraces, que siempre dicen la verdad, y los mendaces, que siempre mienten;
ademds, a las preguntas que se les hace sélo responden con un monosilabo
(“si” 0 “no”). Un turista llega a una bifurcacién de una carretera en la que no
hay indicaciones, salvo un cartel que anuncia la proximidad de un hotel, y
un habitante parado en la misma bifurcacién. Si el turista quiere ir al hotel,
(qué pregunta debe hacer al indigena para que éste con su respuesta “si” o

“no”le indique el camino que debe seguir? Justificar la respuesta.

5. Demostracion

Dado un conjunto de hipétesis, nos podemos preguntar si una cierta propo-
sicién es o no consecuencia légica del conjunto dado. Esto podemos resolverlo
haciendo uso de lo expuesto en la seccién anterior. Supongamos ahora, que lo
que pretendemos es dar una consecucion “légica” de razonamientos que nos
lleven de nuestro conjunto de hipétesis hasta lo que queramos probar como
cierto a partir de éste. Dichos razonamientos deberdn ser validos en algtn
sentido que tendremos que matizar de antemano. También parece 16gico el
permitir el uso de una serie de verdades que se conozcan o fijen como ciertas, a
las que vamos a llamar axiomas. Esto que estamos exponiendo no es otra cosa
que el concepto de demostracidon: una consecuciéon de razonamientos que nos
llevan de un conjunto de hipétesis y axiomas prefijados a una nueva proposi-
cién que es consecuencia de dichas hipétesis. Como acabamos de indicar, antes
de introducir el concepto de demostracién, debemos introducir los axiomas del
célculo proposicional cldsico. El conjunto de axiomas que vamos a introducir
consta de tres patrones o esquemas de axioma; cada uno de ellos engloba a
infinitas proposiciones que son instancia de dichos patrones. La eleccién de
estos patrones no es tnica, e incluso el nimero de éstos puede variar (a veces
en la literatura el conjunto de axiomas se toma como el conjunto de todas las
tautologias). A continuacién definimos lo que vamos a entender por axioma.

Un axioma del calculo proposicional cldsico es un elemento del conjunto

A =J>, A;, donde
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1. A ={a— (B — a)la, p proposiciones} (leyes del afortiori),

2. Ar={a— (B —7)— (a—p) — (a@a—y)la,pproposiciones} (leyes
autodistributivas de la implicacién o leyes de Frege),

3. A;={(—a — —p) = ((ma = B) = a)la, p proposiciones} (leyes clasicas
de reduccién al absurdo).

Como hemos visto en los ejemplos de las secciones anteriores, todo axioma
es una tautologia. La tinica regla que en principio vamos a utilizar para realizar
deducciones a partir de proposiciones ya probadas es la siguiente. En la seccién
anterior probamos que {1,a — b} [ b, ésto es, si se suponen ciertosaya — b,
entonces b es cierto. Todo ésto se puede entender de la siguiente forma: si
tenemos a — b, entonces siempre que nos encontremos con 4, lo podemos
reescribir como b. Juntamos ahora todas estas ideas para dar el concepto de
demostracion.

Sea I' U {a} un conjunto de proposiciones. Una prueba, deduccién o demos-
traciéon (formal) de o a partir de I' (al cual llamaremos conjunto de hipétesis)
es una sucesién ay, . .., a,, tal que

1. a, = a (el tltimo paso de la demostracion es lo que queremos probar)

2. paratodo i < m se cumple alguna de las siguientes condiciones:
a a;€eTUHA,
b) existen j k <i tales que ax = a; — a; (en este caso decimos que «;
es el resultado de aplicar modus ponens a o y ;).

A las proposiciones ¢y, . .., a, las llamaremos pasos de la demostracién.

Diremos que la proposicién « es deducible de I', o a se puede demostrar a
partir de I', o I implica sintacticamente «, si existe una demostracién formal
de a a partir de las hipétesis I'. Escribimos I' + a para simbolizar este hecho.
En el caso en que I sea el conjunto vacio (no asumimos hipétesis alguna),
escribiremos simplemente + «a y diremos que a es un teorema del célculo
proposicional cldsico o una ley légica clésica.

Ejercicio 8. Sea I'U A U {a} un conjunto de proposiciones.

1. Sia eI, entoncesI + a.
2. Sil'tayI CA, entonces A+ a.

Como el lector posiblemente haya observado ya, tanto en la definicién de
axioma como en la de demostracién, todas las proposiciones implicadas con-
tienen sélo la conectiva — y la negacion. Esto es debido al hecho de que A, V'y
< se pueden poner en funcién de — y — ({-, —} es un conjunto funcionalmente
completo).

EjempLo 9. Sean «, 8, y 6 proposiciones.

1. {pira—p.
1 B, hipétesis.
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2> (a—p)eA.

3 a — f, modus ponens 1, 2.
En este caso, los pasos de la demostracién son tres: ay = 5, ar =  —
(=P yas=a—p.

2. {na—pB,-a— -p}ra.

1 —a — —p, hipotesis.

2 (~a = =) = (~a — P) = a) € T,

3 (—a — B) — a, modus ponens 2,3.

4 -a — B, hipétesis.

5 a, modus ponens 3 4.

3. la=Bp—=>yira—y.

1 a — B, hipétesis.

2 B — v, hipétesis.

3 a— (B — v), del paso 2, aplicando el ejemplo 1.

4(@a=B—7) - (@a—p) - (@) ey

5 (@ = B) — (o — y), modus ponens 3 4.

6 a — y, modus ponens 1,5.
Notese que en este tiltimo ejemplo, el paso 3 no es exactamente un paso
de una demostracién, pero sobreentenderemos que en realidad esta-
mos insertando los pasos correspondientes a los que se hace cita. De
esta forma, cada vez que demostremos un teorema, nos permitiremos
insertarlo en nuestras demostraciones como un paso maés, entendien-
do asi que estamos incluyendo en la demostracién todos los pasos
correspondientes a la demostracién del teorema insertado.

O

6. Algunas leyes y reglas 16gicas

Hacer demostraciones formales haciendo uso exclusivo de la definicién
puede resultar largo, tedioso y desmoralizador. Para facilitar la tarea damos
a continuacién un conjunto de reglas y leyes légicas clasicas que facilitan las
demostraciones, y constituyen de hecho un conjunto de técnicas de demos-
tracion formal. Vamos a demostrar las mds importantes y el resto (no menos
importante) las proponemos como ejercicio. La diferencia esencial entre una
ley y una regla légica estriba en que las leyes son sinénimo de teoremas, y las
reglas son herramientas de inferencia que nos sirven en las demostraciones
para construir nuevos pasos a partir de pasos anteriores, tal y como ocurre con
el modus ponens. Como veremos a continuacion, asociada a casi toda ley existe
una regla, la cual se puede entender como la aplicacién de la ley en cuestion
en un contexto préctico.

Resurtapo previo 1 (ley de identidad). Para cualquier proposicion a se tiene
que
Fa—a.
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DemosTrACION. Una posible demostracion es la siguiente:

lla=(a—=a)=a)—=(a—=(@—>a)—(@—a)eA,
2a—- ((a—a)—a)edA,

3 (@ = (@ = a)) = (o« = a), modus ponens 1,2,

4 a0— (0> a)eA,

5 a@ = a, modus ponens 3,4.

O

El teorema que exponemos a continuacion, el teorema de la deduccién,
es la formalizacién de un método de prueba bastante usual en Matematicas:
frecuentemente, cuando deseamos establecer una implicacién de la forma a —
B, adjuntamos la premisa « al conjunto de hipétesis iniciales y a partir de
ahi intentamos establecer la conclusion .

Resurtapo 2 (Teorema de la deduccion o de Herbrand, 1930). Dado un
conjunto de proposiciones I' U {a, B}. SiT U {a} + B, entoncesI' F a — B.

DEmosTRACION. Vamos a demostrar que para cualquier n natural, si existe
una demostracioén fy, ..., 5, con hip6tesis I' U {a}, entonces I' F a — B,,. Esto de-
mostraria el enunciado del teorema. La demostracién la hacemos por induccién
sobre n. Llamemos f§ a f,,.

1. Sin =1, pueden darse los siguientes casos:

a) B esunaxioma, en cuyo caso la demostracion de @ — p a partir de
I'es:

1 B, axioma.
2B—=(a—p)eA.
3 a — B, modus ponens 1,2.

b) p €T, en cuyo caso la demostracién es la misma que en el caso
anterior pero cambiando el primer paso, poniendo € I' en su
lugar.

c) P = a, en cuyo caso, por la ley de identidad F o — «, por lo que
trivialmenteI' F o — «a.

2. Asumamos como hipétesis de induccién que el resultado es cierto
para las demostraciones de longitud estrictamente menor que 7, y
probémoslo para las de longitud n. En esta situacion, aparte de los
casos anteriores, aparece un cuarto caso: § = f8, se obtiene aplicando
modus ponens a dos proposiciones anteriores en la secuencia. En este
caso deben aparecer proposiciones de la forma f; = y,; = ¥ — , con
i,j < n. Esto quiere decir que existen demostraciones de y y y — f
de longitudes estrictamente menores que 7, lo que nos coloca en la
hipétesis de induccién. Asi del hecho de que ' U {a} + y, y T' U {a} +
y = B, setienequel'ra - yyI'+ra — (y — p). Sea 61,0,,...,0k
una sucesion tal que 61,0,,...,0; sea una deduccién de « — 7y, y sea
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0141, - - ., 0 una deduccién de @ — (y — p) a partir de I'. Haciendo

o1 =(a@—>(y—p) = (@a—>y) - (@—p)eA,
Or+2 = (@ = y) = (a — B), modus ponens k, k + 1,
Ok+3 = a — B, modus ponens [, k + 2,

obtenemos que 01, . . ., Ox+3 €s una demostracién de @ — f con conjunto
de hipétesis I'.
O

La vuelta atrds del teorema de la deduccién se demuestra aplicando sim-
plemente modus ponens. Tenemos de esta forma el siguiente resultado.

Resurtapo 3. Dado el conjunto de formulas T' U {a, B}, son equivalentes:
1. TUula}rp,
2. Tra—p.

Con el teorema de la deduccién podemos demostrar la regla de reduccion
al absurdo, otra herramienta importante para simplificar las demostraciones.

Resurtapo 4 (regla de “reductio ad absurdum” clésica). Dado el conjunto de
proposiciones I' U {a, f}. SiT U {=a} + By T'U {=a} + =f, entonces I' + a.

DEMosTRACION. Por el teorema de la deducciéon, siI' U {—a} F fy U {-a} +
—-p, entonces I' - =a — By I + =ma — —f. Por un razonamiento andlogo al
hecho en el Ejemplo 9] (punto 2), tenemos que I +- a. m|

A continuacién enunciamos algunas reglas y leyes l6gicas cuya demostra-
cién damos para que el lector se acostumbre a la forma de demostracién en el
calculo proposicional clasico. El lector notard que aparecen reglas y leyes con
el mismo nombre. Las letras «, y y representan proposiciones como viene
siendo costumbre, y I' es un conjunto de proposiciones.

Resurrapo 5 (leyes de silogismo o transitividad de la flecha).

1. Fl@a=pB) = ((B—y) —(@—y),
2. F(Boy)=((a—>p)—(a—>y).

DeEMosTRACION. Demostremos la primera, ya que la segunda se demuestra
de forma analoga. Probar

FHa—=pB) = -y —(a—7)
es, por el teorema de la deduccién, lo mismo que probar que
la—=>BlFB—=y)—> (@—>y).

Usando una vez més el teorema de la deduccién tenemos que probar que eso
es equivalente a

la—=Bp-yvira—y,
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lo que equivale a

la=p,p—oyatry,
lo cual es facil de demostrar, ya que basta con usar un par de veces modus
ponens. O

Consecuencia 1 (regla del silogismo). SiT' v a — fy '+ f — vy, entonces
I'ra—y.

ResurtaDO 6 (ley de conmutacién de premisas).
Fla—=(@—=y) =@ -= @)

DeMosTRACION. Vamos a hacer de nuevo uso del teorema de la deduccion
para probar esta ley. Probar

o B ) o B @),
equivale a probar
fa=>B—=yrp—-(@—y),
que equivale a
la—=B—=y),pra—y,
y que por dltimo es lo mismo que probar que
la—=@B—-y).palry.
Apliquese modus ponens un par de veces y se obtiene una demostracién de
este hecho. O

ConsecuiNcia 2 (regla de conmutacion de premisas). SiT' Fa — (B — 7)),
entoncesI' - p — (a — ).

El lector observara que algunas leyes son dobles (como las del silogismo
vistas anteriormente). Esto se debe precisamente a la regla de conmutacién de
premisas. Las dos leyes de silogismo son equivalentes via esta regla.

Resurrapo 7 (ley de doble negacién). F =—a — a.

DeEMosTRACION. Por el teorema de la deduccién, probar + —=—a — a, es
equivalente a probar que {-—a} + a. Usemos ahora el teorema de reducciéon
al absurdo (regla de reductio ad absurdum clésica) para probar este hecho.
Tomemos como I' = {=—a} y como a el propio a. Tenemos pues que

Frv{-a}r -a
(lo cual es trivial, ya que una hipétesis siempre es una deduccién del conjunto
de hipétesis de partida) y que
Frv{-a}r-—a

por la misma razén. De I'U {—a}, se deduce una proposicion (en este caso ~a) y
su negacion, por lo que aplicando el teorema de reduccién al absurdo, se tiene
que I' + a, lo que concluye la demostracién. |



20 2. LOGICA PROPOSICIONAL

Consecuencia 3 (ley débil de doble negacién). + @ — ——a.

DeEmMosTRACION. Por el teorema de la deduccién, basta con probar que
{a} F =—a. Usemos el teorema de reduccién al absurdo para probar este he-
cho. Partimos por tanto de {a, =——a} y tenemos que llegar a demostrar una
proposicion y su negacion.

1. —=—=a — -a, ley de doble negacién.
2. ——-a, hipétesis.

3. —a, modus ponens 1,2.

4. a, hipétesis.

Asi pues hemos demostrado a y —a. Por el teorema de reduccién al absurdo,
{a} b =—a. O

Ejercicio 9 (regla de “reductio ad absurdum”minimal o intuicionista). Si
IF'u{alrpyTUf{a}r —p, entonces I' + —a.

Ejercicio 10 (leyes de Duns Scoto).

1. F=a—(a—Pp).
2. Fa—(ma—=p).

Ejercicro 11 (principio de inconsistencia). SiT'+ a y I' =, entonces I' + .

Ejercicro 12 (leyes débiles de Duns Scoto).
1. F=a— (a— -p).
2. Fa— (ﬂa - —lﬁ)

Ejercicro 13 (principio de inconsistencia débil). SiT + a y I' + —a, entonces
I'+—=p.

Ejercicio 14 (ley de contraposicion fuerte o “ponendo ponens”).
F(=p = —a) = (@ — p).

Ejercicro 15 (ley de contraposicién “ponendo tollens”).
F(f— —a) = (a— —p).

Ejercicio 16 (ley de contraposiciéon “tollendo ponens”).
F(ma = f) = (= — a).

Ejercicro 17 (ley de contraposicion débil o “tollendo tollens”).
F(a = p) = (= — —a).

Las leyes de contraposicién tienen una utilidad especial ala hora de eliminar
negaciones no deseadas de sitios clave. Supongamos que nos piden probar que
F —(@a = b) = a. Usando el teorema de la deduccién, equivale a probar que
{=(a = b)} F a. Si usamos ahora la regla de reduccién al absurdo, tendriamos
que ver que a partir de {—(a — b), ~a} podemos demostrar una proposicién
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y su negacién (inténtese). El problema de tener una negacién que afecta a
una implicacién, nos impide usar modus ponens con ésta. Veamos otra forma
mads sencilla de afrontar este problema. Noétese que al aplicar contraposiciéon a
—(a — b) — a, obtenemos —a — (a — b), que precisamente es una de las leyes
de Duns Scoto. Asi, una demostraciéon directa de —(b — a) — —a seria:

1 —a — (a — b), ley de Duns Scoto.

2 =(a — b) — a contraposicién (tollendo ponens) aplicada a 1 (con
esto entendemos que hemos escrito la ley tollendo tolens apropiada y
hemos hecho modus ponens con 1).

Ejercicio 18 (regla de prueba por casos). SiT'U{a}l F By T'U {-a} + B,
entonces I' + B.

Ejercicio 19 (ley débil de Clavius).

Fa — —a) — —a.
Ejercicro 20 (ley de Clavius).

F(ma —a)— a.

Ejercicio 21 (regla de retorsion, regla de Clavius). SiI' U {—a} + a, entonces
I'ta.

Como ya comentamos con anterioridad, en el conjunto de axiomas que
hemos dado no aparecen nila conectiva Anila V. Debido a que seménticamente
aVb tiene el mismo valor de verdad que —a — b y aAb tiene el mismo valor de
verdad que —(a — —b), entenderemos siempre que aVb y aAb son abreviaturas
de —a — by de —(a — —b), respectivamente.

Ejercicio 22 (leyes de adjuncioén).
1. ra—aVp.
2. Fp—>aVp.
Ejercicro 23 (reglas de adjuncién o de introduccién de la disyuncién).
1. SiI'+ a,entoncesT' +a Vv f.
2. SiI'+ B, entoncesI'+a Vv p.
Ejercicio 24 (ley conmutativa de la disyuncién).

FaVvVp—BVa.

EjErcicio 25.
1. raAnp—a.
2. FaAB—B.

EjErcicro 26 (reglas de simplificacién o de eliminacién de la conjuncién). Si
I'taApB,entoncesI'Fayl'+p.
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EjErcicio 27.
Fla—-y)=((B—-y)—(@Vp—-y).

Ejercicio 28 (otra regla de prueba por casos). SiT'U{a} F y yT'U (B} Fy,
entonces ' U {a V f} + .

Ejercicio 29 (ley de Peirce).
Fla—p)—a)—a.

Ejercicio 30.
Fa— (B— aAp).

Ejercicio 31 (regla del producto o de introduccién de la conjuncién). Si
I'tayI'+p,entoncesI' Fa Ap.

Ejempro 10. Supongamos que cambiamos nuestro conjunto de axiomas As

por
A, = {(ma = —p) = (B = a)la, p proposiciones }.

En esta situacién nos preguntamos si dada una proposicioén a, ésta es un teo-
rema en el sistema L formado por A; U A, U Aj siy sélo si lo es también en
el sistema L’ formado por A; U A, U A;. Observemos que en el sistema L’
también siguen siendo validos tanto el teorema de la deduccién como la ley
del silogismo, ya que en sus demostraciones no intervienen elementos de As.

Para probar lo anterior, basta ver que el conjunto de teoremas de L coincide
con el conjunto de teoremas de L’. Claramente por la contraposicion fuerte
(Ejercicio [14) se tiene que todo elemento de A, es también un teorema de L,
por lo que todo teorema de L” también lo es de L.

Veamos ahora que todo teorema de L lo es también en L’. Probemos que
b (ma — —b) — ((ma — b) — a) o equivalentemente que {—-a — -b,—a —
b} +1, a (el simbolo +;, tiene el mismo significado que + salvo que el conjunto de
axiomas considerados es ahora A; U A, U AY). En primer lugar demostremos
que {—a — a} +1; a (ley de Clavius para L’):
—a — a, hipétesis,
—a = (~=(-a —a) = —a) € Ay,
(==(-a - a) > —a) - (a > —(—a — a)) € A,
—a — (a — —(—a — a)), silogismo de 2 y 3,
(ma = (@ = ~(ma = a))) = (-2 — a) = (-a = =(-a — a))) € A,
(ma — a) = (—a = —(—a — a)), modus ponens 4,5,
—a — —(—a — a), modus ponens 1,6,
(<1 = (- — 1)) = ((-a — ) - a) € A,
(ma — a) = a, modus ponens 7,8,
a, modus ponens 1,9.

COXNNUTEWN =

—_

Para finalizar s6lo nos queda ver que {—a — =b, —~a — b} +1, a:
1. —a — =b, hipétesis,
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—a — b, hipétesis,

(ma — =b) = (b — a) € A,

b — a, modus ponens 1,3,

—a — a, silogismo 2,4,

(—a — a) — a,ley de Claviusen L’,
a, modus ponens 5,6.

NG 0N

7. Teoremas de coherencia y adecuacién de la 16gica proposicional

En este capitulo hemos introducido dos conceptos fundamentales: el de
tautologia y el de teorema, relacionado el primero con las interpretaciones y el
segundo con las demostraciones en la l6gica proposicional. Si a es un teorema
(- a), entonces por definicion existe una demostracién ay, ..., a, dea. Aa;nole
queda mas remedio que ser un axioma. Y como hemos probado ya, todo axioma
es una tautologia. El segundo paso a la fuerza debe ser también un axioma, y
por tanto una tautologia. El tercero es o bien un axioma o modus ponens de
los dos primeros, que ya sabemos que son tautologias. Hemos visto que sia y
a — b son tautologias, entonces también lo es b, por lo que el tercer paso de
la demostraciéon también es una tautologia. De la misma forma se prueba que
todos los pasos de una demostracién de un teorema son tautologias, por lo que
a en si es una tautologia. Lo que acabamos de demostrar es lo siguiente.

Resurtapo 8 (Teorema de coherencia). Sea o una proposicion. Si v a, entonces

Ea.

La otra implicacién también es cierta, aunque su demostracion se sale de
los objetivos de este curso. Asi pues, toda tautologia es un teorema de la
16gica proposicional. Aceptaremos sin demostracion el siguiente teorema, cuya
demostracion el lector puede seguir en (1).

Resurtapo 9 (Teorema de adecuacién). Sea a una proposicion. Si | a, entonces
Fa.

Ejercicio 32. Consideremos un conjunto finito I'. Usando los teoremas de
coherencia y adecuacién y los teoremas de la deduccién pruébese que I' + a si
ysolosil [ a.

8. Bibliografia especifica

(1) A. G. Hamilton, Logic for mathematicians, Cambridge University Press,
1978 (Capitulos 1y 2).

(2) E.Mendelson, Introduction to mathematical logic, Chapman and Hall, 1997
(Capitulo 1).






CAP{TULO 3

Légica de Primer Orden. Seméantica

1. Introduccion

En el capitulo anterior estudiamos las deducciones que se pueden hacer
a partir de un conjunto de enunciados dados. Estos enunciados los esquema-
tizdbamos con letras, en el caso de que fuesen atémicos, o bien con letras y
conectivas en el caso de que fuesen compuestos. Esta primera aproximacion es
bastante rudimentaria, y si queremos analizar otro tipo de deducciones vamos
a tener que enriquecer el lenguaje a utilizar para representar o simbolizar los
enunciados. A modo de ejemplo, supongamos que son ciertos los enunciados:
“Todo hombre es mortal” y “Sécrates es un hombre”. De estas dos suposicio-
nes, se deduce que “Sécrates es mortal”. Ahora bien, no podemos deducir la
mortalidad de Sécrates usando tan sélo los conocimientos adquiridos en el
capitulo anterior, ya que con ellos es como si llevdsemos unas gafas con una
graduacion que no nos permite desmembrar los enunciados (que también son
comunes en el discurso cotidiano) de forma que podamos aplicar otro tipo de
reglas de deduccion. Segtn lo estudiado hasta el momento, “Todo hombre es
mortal” es una proposicion atémica, que podemos denotar por p; “Sécrates es
un hombre” es otra proposicién atémica que podemos denotar por ¢q; y por
altimo “Sécrates es mortal” es otra proposicién atémica que vamos a denotar
por r. Esté claro que segtn lo visto hasta ahora, 7 no es consecuencia légica de
p,q- El enunciado “Todo hombre es mortal”, lo podemos reescribir de la forma
“Para toda cosa, si esa cosa es hombre entonces es mortal”. De este modo se
parece algo mds a los enunciados matematicos y deja entrever que necesita-
mos un lenguaje en el que deben de haber cuantificadores (el “para todo” del
ejemplo), variables (la “cosa” del ejemplo), constantes (“Socrates” en el ejem-
plo), predicados (como el de “ser hombre” en el ejemplo), y las conectivas de
la l6gica proposicional. Ademds, aunque en este ejemplo no aparezcan, tam-
bién necesitaremos simbolos de funcién, que nos permiten designar objetos
de forma indirecta en nuestros enunciados, por ejemplo “el padre de Manolo es
geblogo”.

2. Lenguajes de primer orden

Antes de presentar la forma en que vamos a recoger las ideas expuestas
en la introduccién, necesitamos describir el conjunto de simbolos que vamos a
utilizar en dicha representacion.

25



26 3. LOGICA DE PRIMER ORDEN. SEMANTICA

Un lenguaje de primer orden L tiene por alfabeto los siguientes elementos.

= Variables, que las denotamos por x;,x», ..., asi como x, y, z, .. .. El con-
junto de todas las variables lo llamamos Var(Z£).

= Constantes, que las denotamos por ¢y, ¢y, .... Usaremos también las
letrasa, b,c,.... Cons(L) denota el conjunto de las constates de L.

= Simbolos de funcién, que los denotamos por fll, .., fi", .... Elsuperindi-
ceindicalaariedad, esto es, elnimero de argumentos a los que se aplica
la funcién. Usaremos para simplificar a veces f, g, h, . ... El conjunto de
todas las funciones de £ lo simbolizaremos por Func(L).

= Simbolos de relacién, que los denotamos por Rl,...,Rf,.... El su-
perindice indica la ariedad. Usaremos siempre letras maytsculas. El
conjunto de relaciones lo denotamos por Rel(L).

= Operadores légicos: =, V, A, —, 3 (cuantificador existencial), ¥ (cuan-
tificador universal).

Aunque no se diga explicitamente, también vamos a hacer uso de parénte-
sis y comas para hacer mas legibles las palabras formadas con este alfabeto.
Normalmente obviaremos la ariedad de las funciones y de los simbolos de
relacién para no hacer pesada la notacién.

Una expresién dellenguaje de primer orden L es cualquier palabra formada
con los simbolos anteriormente expuestos. Entre las posibles expresiones que
se pueden formar, distinguiremos términos, &tomos y férmulas. Los términos
harén el papel de los objetos en el lenguaje hablado. Los férmulas vendran a
representar los enunciados y los 4tomos las férmulas que son més elementales
o indescomponibles.

Los términos del lenguaje L se definen recursivamente de la siguiente
forma.

1. Toda constante es un término.

2. Toda variable es un término.

3. Si f es un simbolo de funcién de ariedad n y ty,...,t, son términos,
entonces f(ti,...,t,) es un término.

4. Todos los términos se generan aplicando las reglas anteriores un nime-
ro finito de veces.

El conjunto de los términos de un lenguaje de primer orden .L se denota por
Term(L).

Ejemplos de términos: manzana, pera, padre(Juan), a, f(a, g(a)). Como ya se
ha dicho, sirven para designar objetos. Con los simbolos de funcién “construi-
mos” nuevos objetos a partir de otros objetos. La expresion f(a, f(b), c) no es un
término ya que el simbolo de funcién f no puede tener a la vez ariedad 1y 3.

Aunque hayamos hecho distincién entre las constantes y los simbolos de
funcién, éstas se pueden considerar como simbolos de funcién 0-arios, es decir,
como simbolos de funcién que no se aplican a ningtin argumento.
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Una férmula atémica o 4&tomo es una expresion de la forma R(t, ..., t,),
con R un simbolo de relacién de ariedad n y #,...,t, términos. Ejemplos
de férmulas atémicas: ESGRANDE(manzana), ESMAYOR(Pepe, Juan), TIE-
NEUNPARAGUAS(Pepito), ESLASUMA(5,3,2), LLUEVE.

Las férmulas de L se definen recursivamente como sigue.

1. Todo &tomo es una férmula.

2. Si@y Y sonférmulas, entonces ~¢, oV, p APy @ — 1P son férmulas.

3. Si ¢ es una férmula y x es una variable, entonces Yx¢ y Jdx¢ son
férmulas.

4. Las férmulas se generan aplicando las reglas anteriores un niimero
finito de veces.

Denotamos por Form(X£) al conjunto de todas las férmulas del lenguaje L.

Ejempro 11. Las siguientes expresiones son férmulas:

YxAy(R(x, f(y)) A P(a,z) = R(y, f(x)))
R(x,y) = VzQ(z,x, )

Las siguientes no lo son:

R(x, y) V R(x)

Q) A f(x,a)
La primera no es férmula debido a que R no puede tener ariedad 1y 2 ala vez.
La segunda no lo es porque f(x,a) no es férmula. |

Al igual que hemos hablado de funciones 0-arias, también podemos hablar
de relaciones 0-arias, y de esta forma la légica proposicional, por decirlo de
algtin modo, queda inmersa dentro de la 16gica de primer orden. Comentamos
ademds que existen otras légicas de orden superior en las que se permite
cuantificar no sélo variables, sino también predicados y simbolos de funcién.
Una frase como “para todo ntimero natural x, existe una funcién f : N — IN
tal que f(x) = 2x”, se escapa de nuestros lenguajes de primer orden.

Ejemrro 12. Veamos cémo podemos traducir a lenguajes de primer order
algunas frases cotidianas.

= “Es necesario tener valor y preparacion para escalar montafas”.
Usaremos los siguientes predicados con los siguientes significados:
V(x) : x tiene valor,
P(x) : x tiene preparacion,
E(x) : x escala montanas.
Una forma posible serfa: Yx(E(x) — (V(x)AP(x))).
= “No es oro todo lo que reluce”.
Usaremos
O(x) : x esta hecho de oro,
R(x) : x reluce.
Una posible solucién es: Ax(R(x) A—O(x)), o bien =(Yx(R(x) — O(x))).
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“S6lo rugen los leones”.
Definimos
R(x) : x ruge,
L(x) : x es leon.
Solucién posible: Vx(R(x) — L(x)).
“El gato del hermano de Pepe se llama Luld”.
Consideramos el predicado
LL(x,y) : x se llama y,
asi como las funciones
g(z) : gato de z,
h(z) : hermano de z,
y los simbolos de constante que aparecen en el enunciado: Pepe,
Lula.
Podemos escribir: LL(g(h(Pepe)), Lula).

3. Ocurrencias libres y ligadas. Variables libres y ligadas. Sentencias

Consideremos el enunciado: “para todo x existe y tal que x+y = 0”. Podemos
denotar por R la relacién binaria que simbolice que la suma de sus argumentos
es cero. Una posible férmula que recoge este enunciado seria Yx3yR(x, y).
Ahora bien, nétese que dyR(x, y) sigue siendo una férmula bien formada. La
diferencia con la anterior es que hemos dejado de cuantificar universalmente
la variable x. Se dice que x ha quedado libre en esta nueva férmula. Al traducir
un enunciado del lenguaje hablado en férmula, es dificil, y de hecho nada
comun, poder “dejarse” una variable libre. Pues bien, estas ideas son las que se
analizan a continuacién. Veremos mads adelante la importancia que tiene esta
diferenciacion entre variables que aparecen libres y aquellas que no lo estan.

El radio de accién de un cuantificador es la férmula a la que ese cuantifica-
dor afecta. Asi, el radio de acciéon de Vx en la férmula VYxi) es ¢, y el de dx en

dxip es .
Ejempro 13. En la siguiente férmula,
VX(R(x) A AyQ(x, y))
el radio de accién de Vx es R(x) A AyQ(x, y), y el de Ay es Q(x, y). O
Una ocurrencia de una variable x en una férmula ¢ es una aparicién de x en
la escritura de 1. Una ocurrencia de una variable x en una férmula 1) es ligada
si 0 bien aparece inmediatamente detras de un cuantificador, o bien aparece en

el radio de accién de un cuantificador (universal o existencial) cuya variable
acompafiante sea x. Una ocurrencia de una variable es libre si no es ligada.

Ejemprro 14. En la f6rmula
Vx(R(x, z) A AyVzQ(x, v, 2))
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todas las ocurrencias de x estan ligadas; la primera de z es libre y la segunda
ligada (no estamos contando la que va cuantificada); y la tinica ocurrencia de
y es ligada. O

Una férmula es una sentencia si todas las ocurrencias de todas sus variables
son ligadas.

Por lo comentado antes, todas las férmulas que proceden de traducir un
enunciado (sin truncar) del lenguaje hablado tienen todas sus variables ligadas,
y por tanto son sentencias.

4. Estructuras e interpretaciones

Supongamos que tenemos la férmula YxdyR(x, y,a). Esta férmula la po-
driamos “interpretar” como “para todo x existe un y tal que x * y = a”. Para
ello, lo que hemos hecho es darle un significado al predicado R. Ahora bien,
estd claro que este enunciado es cierto dependiendo de dénde se muevan las
variables x e y. Si tomamos como “dominio” un grupo del cual escogemos x e
Y, y a como el elemento neutro de dicho grupo, esta propiedad no es otra que
la existencia de elemento inverso para cada elemento del grupo, y por tanto es
verdadera. Sin embargo, si tomamos por dominio el conjunto de los ntiimeros
enteros y por elemento a el 1, tenemos que ese enunciado es falso. Asi pues, el
valor de verdad de una férmula depende del valor que demos a los simbolos
de relacién, funciones y constantes que aparecen en dicha férmula, asi como
del dominio en donde se tomen sus Variables

Una L-estructura & es una tupla (D, {c7}, {7}, {RY}), donde:

1. D es un conjunto no vacio llamado dominio o universo de la £-
estructura,

2. acada constante ¢; de £ le corresponde un elemento ¢© de D,

3. acada simbolo de funcién f}" de L le corresponde una aplicacion:

fP:D" > D,
4. acada simbolo de relacién R} de .L le corresponde una aplicacién

Rf D" > Z,.

Para que la notacion no sea tan engorrosa identificaremos c?

y Rf con R}".

Consideremos ahora la férmula R(x, y) y supongamos que interpretamos R
como “ser igual a”. Al dar una L-estructura no damos valores a las variables,
pero estd claro que R(x,y) serd cierto s6lo si x e y son iguales. Por tanto, si
asignamos a las variables x e y el mismo valor, tendremos que R(x, v) serd cierto
bajo la interpretacion dada. Para interpretar una férmula, no sélo hay que dar
valores a los predicados, simbolos de funcién y constantes en un dominio dado,

con ¢;, f& con f]ﬁ
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sino que también hay que asignar unos valores a las variables (como veremos
mads adelante s6lo importan las variables que aparecen libres).
Una asignacién en el lenguaje L en una determinada L-estructura & es una
aplicacién
v:Var(L) —» D,

donde Var(L) es el conjunto de variables de Ly D es el dominio de &.
Toda asignacion se extiende de forma tnica al conjunto de los términos del
lenguaje L de la siguiente manera:

v Term(L) — D
definida como

c sit =c € Cons(£),
v'(t) =4 v(x) sit=x € Var(L),
f@(t),...,0(ty) sit= f(t,..., t.),

(aqui ya hemos identificado ¢ con ¢y f© con f). De esta forma a cada término
del lenguaje £ le podemos asignar un valor en D. A partir de ahora, vamos a
identificar v con su extension v’, ya que v’ queda univocamente determinada
una vez se conoce 0.

Dada la asignacién v, definimos v(x|a) como la asignacién que acttia sobre
todas las variables como lo hace v, excepto posiblemente sobre x, a la cual
le asigna el valor a € D. De igual forma se define v(x1lay, ..., x,|a,), que seria
igual que v en las variables v ¢ {xi,...,x,} y v(xilay, ..., x,4la,)(x;) = a; para
ie{l,..., n}

Estamos ya en condiciones de definir formalmente lo que vamos a entender
por interpretacion de una férmula, que no es otra cosa que una extensién
“natural” de las interpretaciones que vimos en el capitulo anterior para la
l6gica proposicional.

Una L-interpretacién es un par (5,v), con & una L-estructura y v una
asignacion para &, junto con una aplicacién

I’ : Form(L) — Z,,

que verifica las siguientes propiedades.

1. I°(R(ty,...,t,) = R(v(tr),...,v(t,)), conty,...,t, términos, R un simbolo
de relacion n-ario de £ (la primera R que aparece es un simbolo de
relacién del lenguaje £, mientras que la segunda es la relacién n-aria
R®).

I°(~p) = 1 + I’(¢), para toda férmula ¢.

(e V1Y) =T(p) +I°(Y) + I(p)I°(¥), para cualesquiera férmulas ¢ y .
I’(p A Y) = I’(p)I°(¥), para cualesquiera férmulas ¢ y .

I(p = ) =1+ 1%(p) + I’(p)I°(¢), para cualesquiera férmulas ¢ y 9.

Gl N
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I'(Vxg) = 1, sipara todo a € D se verifica que 16 () = 1.
0, en caso contrario.

r 3 { 1, siexistea € D tal que '™ (p) = 1.
(Ixep) = 0 .
, en caso contrario.

Los apartados dos al quinto de la definicién recogen la idea de cémo se
deben interpretar las conectivas. Obsérvese que es exactamente igual a la de-
tinicién de interpretaciéon en légica proposicional. El caso base es el primer
apartado, al igual que lo eran las proposiciones atémicas en la légica proposi-
cional. Lo que viene a decir el caso base es que una férmula atémica es cierta si
y s6lo si los elementos que son asignados a los argumentos que acompafian al
simbolo de relacién estan relacionados mediante la relacién que se le asocia a
dicho simbolo de relaciéon. Por tltimo, los dos tltimos apartados de la defini-
cién corresponden a la interpretacién de los cuantificadores. El sexto apartado
dice que Yx@ es cierta en la L-estructura en la que nos encontramos y bajo una
determinada asignacion, si para cualquier valor que le asignemos a la variable
x (de ahi el cambio de asignacién de v por v(x|a)) la férmula ¢ es cierta en la
L-estructura dada con la nueva asignacién (nétese que esta nueva asignacion
es igual que la anterior salvo que a la x se le ha asignado el valor a). El séptimo
apartado es andlogo al anterior.

Ejempro 15. Considera el lenguaje £ definido por:

= Cons(L) ={a,b,c,d,e},
= Func(£) = {f, g} (f monario, g binario),
= Rel(£) = {P} (P binario),

y la L-estructura &, dada por:
D=27s
a=0, b=1 c=2, d=3 y e=4
g=+ (sumaenZs) y f(x)=2Xx
P =1(0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),
1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),
(2,3),(2,4),(3,3),(3,4), (4,4)}.
Responde a las siguientes cuestiones:
(a) Dada la asignacién
v:Var(L) — Zs
x 0
yr3
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interpreta la férmula:

A(P(x, y) A P(g(e, %), f()))
(b) Para cualquier asignacién v en &, calcula I°(¢) donde ¢ es:
(1) P(a, f(b)) V P(c, f(d))
(1) YaJy(PCx, y) — P((x, x), f(1))

SoLUCION.

(a) Observemos en primer lugar que la variable x aparece ligada mientras que
la variable y aparece libre. Por tanto la férmula dada vendria a decir algo
como:

“existe un elemento x en Zs tal que P(x,3) y P(4 + x,2 X 3)".

Puesto que a la hora de interpretar, la aritmética se esta realizando en
Zs5, podemos reemplazar 2 X 3 por su valor reducido que es 1, con lo que la
férmula nos dirfa que:

“existe un elemento x en Zs tal que P(x,3) y P(4 + x,1)”.

Si tenemos en cuenta la forma cémo se interpreta el simbolo de pre-
dicado P, observamos que ésta no es casual; de hecho corresponde a una
relacion de orden total < definida en Zs, de maneraque 0 <1 <2 <3 < 4.
Por tanto, la férmula inicial significa:

“existe un elemento x en Zs tal que x <3y 4 +x <17,

De todos los elementos de Zs menores o iguales que 3, observamos que
tanto x = 1 como x = 2 verifican ademads la segunda condicién (de hecho
son los tnicos).

Asi pues, la férmula se interpreta en la estructura dada como VERDA-
DERA.

(b) (1) La férmula se interpreta como

“a<2Xbb6c<2xd”,
es decir,
“0<2x162<2x3",
o bien
"0<262<1”,
lo cual es cierto, por lo que la interpretaciéon es VERDADERA.
(11) Ahora estamos diciendo que:
“Para todo x existe y tal que, si x < y entonces x + x < 2y”,
lo cual es VERDADERO, pues para cada valor que tome x basta tomar
el mismo valor para y.

O

Ejercicio 33. Sea la férmula

VYx3AyP(f(a, x), y)
y la L-estructura dada por
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= D=0Q
mg=23/2
= f =+ (suma)
= g(q) =i+5
m P =<
1. Para una asignacion arbitraria, interpreta la férmula dada.
2. Para la asignacion

v:Var(L) - Q
x> 1
y—2

calcula o(g(f(x, y)).
5. Validez y satisfacibilidad

Dada una férmula, ésta puede ser cierta bajo cualquier interpretacién, o
ser cierta bajo interpretaciones en determinadas .L-estructuras. Recuérdese del
tema anterior que entre las proposiciones distinguiamos tautologias, propo-
siciones satisfacibles, proposiciones refutables y contradicciones. El andlogo a
estos conceptos se recoge en las siguientes definiciones.

= Una férmula ¢ de £ es vdlida en una L-estructura & si para toda
asignacioén v en & se verifica que I(¢p) = 1.

= Una férmula de ¢ de £ es universalmente valida si es valida en toda
L-estructura.

» Una férmula ¢ de L es satisfacible si existe una interpretacién (&, v)
tal que I°(¢) = 1. En este caso se dice que ¢ es satisfacible en &.

= Una férmula ¢ de L es refutable si —¢ es satisfacible.

El que una férmula sea satisfacible en & no implica que sea vélida en &.
Claramente la otra implicacién si se da.

EjempLo 16. Sea ¢ la formula YxR(x) — R(a). Veamos que ¢ es una férmu-
la universalmente vélida. Para ello consideramos una L-interpretacion (&, v).
Tenemos que I°(¢) = 1 siy sélo si 1 +I°(VxR(x)) + I°(VxR(x))I°(R(a)) = 1. Distin-
guimos dos casos: I°(YxR(x)) = 0 e I°(VxR(x)) = 1. En el primero nos queda que
I°(VxR(x) = R(a)) =1+ 0+ 0x1 = 1. Supongamos ahora que [°(VxR(x)) = 1,
esto es equivalente a que I“®)(R(x)) = 1 para todo b € D (con D el domi-
nio de la L-estructura &). En particular tomando b igual a a2 nos queda que
[P@R(x) = 1 lo que hace que R(a) sea cierta, de ahi que I?(R(a)) = 1 y por tanto
I°(VxR(x) > R(a)) =1+1+1x1=1.

Consideremos ahora la férmula ¢ = R(a) — VxR(x) e interpretémosla en
cualquier L-estructura & que cumpla que su dominio tiene un solo elemento.
Si tomamos (&, v) una interpretacion en esa L-estructura, tenemos que I°(¢) =
1 + I?(R(a)) + I°(R(a))I°(VxR(x)). Al tener el dominio de & un sélo elemento,
es facil deducir que I°(VxR(x)) = I°(R(a)) y de ahi que I(¢) = 1 + I’(R(a)) +
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I°(R(a))I°(R(a)) = 1, por lo que la férmula ¢ es valida en todas las L-estructuras
cuyo dominio tenga un solo elemento.
Tomemos ahora la siguiente L-estructura & dada por:
s D=N,
(] = O,
= R = serigual a cero.
Sea v una asignacién cualquiera sobre & e interpretemos la férmula ¢:

I°($) = 1+ I’(R(a)) + I"(R(@))I°(YxR(x))
=1+ R(0) + RO(VxR(x)) = 1 + 1 + 1I°(VxR(x)).

Esto hace que I°(¢) dependa del valor de I°(VxR(x)). Sabemos que I°(VxR(x)) = 1
si y s6lo si "™")(R(x)) = R(b) = 1 para todo b € N, lo que seria cierto si todo
numero natural es igual a cero, pero ésto no ocurre. Por tanto, I(VxR(x)) =0y
de ahi I’(¢) = 0. O

EjERrcicio 34.

1. Prueba que Vx(P(x) — P(x)) es universalmente valida.

2. Prueba que R(x, y) es satisfacible y refutable.

3. Prueba que YxP(x) — dxP(x) es universalmente vélida.

4. Prueba que 1)A—1) es una contradiccién.

5. Prueba que ¢ — () — ¢) es universalmente valida (haz lo mismo con
los patrones de axioma del calculo proposicional A, y Ajz).

Ejercicio 35. Probar que la férmula
VxP(x, f(x)) AYy=P(y, y) AYudo¥w((P(u, 0) AP(0, w)) — P(u, w))

es satisfacible. Probar que solo puede ser satisfacible en estructuras con domi-
nios no finitos.

6. Consecuencia Légica

Aligual que hicimos en su momento con la l6gica proposicional, nos dispo-
nemos a introducir el concepto de consecuencia légica. La idea es basicamente
la misma, pero en el caso de lenguajes de primer orden es un poco mas compli-
cada. Decfamos que una proposicién era consecuencia légica de un conjunto de
proposiciones si el hecho de que todas esas proposiciones fuesen ciertas forzaba
que la proposicién dada fuese cierta. Por tanto, la traduccién directa del con-
cepto de consecuencia logica es que una determinada férmula es consecuencia
l6gica de un conjunto de férmulas si, siempre que bajo una interpretacion éstas
sean ciertas, la férmula dada también sea cierta bajo esa interpretacion.

Dado un conjunto de férmulas I' U {¢p}, decimos que ¢ es consecuencia
légica de I, o bien que I' implica semanticamente a ¢, y lo notaremos I' = ¢,
si'y s6lo si para toda L-interpretacion (&, v) verificando que I°(y) = 1 para todo
y €T, se tiene que I’(p) = 1.
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SiI' = 0 entonces escribiremos | ¢ en lugar de 0  ¢. El lector puede
comprobar que = ¢ equivale a que ¢ es universalmente vélida.

Ejemrro 17. Sean ¢ y i dos férmulas. Veamos que {¢, ¢ — ¢} E 1. Tome-
mos (&, v) una interpretacion de forma que I°(p) = 1 = I(p — ). Entonces
1=1+1+1I°4), por lo que I°(})) = 1. Esto es, siempre que ¢ y ¢ — 1 sean
ciertas bajo una determinada interpretacion, entonces también lo es . |

Ejercicio 36. Prueba que

{Yx(P(x) = Q(x)), ~Q(@)} F —P(a).

7. Teorema de la deducciéon. Lema de coincidencia

A continuacién enunciamos el teorema de la deduccién, cuya demostracion
dejamos al lector. Este teorema no necesita presentacion, ya que su utilidad
quedo patente en el capitulo dedicado a la 16gica proposicional.

Resurtapo 10 (Teorema de la deduccién.). Dado I' U {¢p, i} un conjunto de
formulas. Son equivalentes:

« TU{pl E Y,

Consideremos la férmula YxR(x, y). Si nos fijamos en la definiciéon de inter-
pretaciéon de una férmula cuantificada, nos damos cuenta de que, a la hora de
interpretar, el valor que se le asigna a la x poco importa, ya que es substituido
por todos los valores posibles del dominio o universo de la estructura en la que
estamos interpretando. Lo realmente importante, aparte del significado que le
asignemos a R, es el valor asignado a la variable libre y. Esta idea se recoge en
el siguiente teorema.

Resurrapo 11 (Lema de coincidencia.). Sea ¢ una formula tal que todas las
variables que aparecen libres en ella son x1,...,x,. Sea & una L-interpretacion. Son
equivalentes:

1. I’(p)=1,
2. paratodaasignacion w, siw’ = w(x;|o(xy), ..., x,|0(x,)), entonces IV (¢) = 1.

En una sentencia no hay variables libres, y por tanto si tenemos una in-
terpretacion y cambiamos los valores de las variables que queramos en la
asignacion asociada a la interpretacién, no vamos a alterar los valores de las
variables libres, ya que no las hay, y por tanto el valor de la interpretacion de
la sentencia dada no se altera. Este hecho se recoge en el siguiente corolario.

ConsecueNcia 4. Dada una sentencia ¢ y & una L-estructura, son equivalentes:

1. @esvilidaen&,
2. @ es satisfacible en &.
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Si tenemos una interpretaciéon, entonces una sentencia podré ser cierta o
no bajo esa interpretacién. Si es cierta, eso quiere decir que es satisfacible en
la L-estructura donde estamos interpretando, y por el corolario anterior, es
valida en esa estructura. Si por el contrario es falsa, entonces su negacioén es
cierta, con lo que aplicando el mismo razonamiento anterior tenemos que su
negacion es vdlida en la L-estructura.

ConsecueNcia 5. Dada una sentencia ¢ y & una L-estructura, entonces es cierta
una de las siguientes afirmaciones (y sélo una)

1. @esvilidaen&,
2. = eswvidlidaen &.

Lo interesante de estos resultados es que la interpretaciéon de una sentencia
no depende del valor que asignemos a las variables, sino de la L-estructura en
si.

Ejercicio 37. Sea & una L-estructura. Sea ¢ € Form([L). Si xy,...,x, son
todas las variables que aparecen libres en ¢, entonces equivalen:

1. @pesvélidaeng,
2. Vx;...VYx,p essatisfacible en &,
3. Vx;...¥x,pesvélidaen&.

Ejercicio 38. Sea & una L-estructura. Sea ¢ € Form(X[). Si x,...,x, son
todas las variables que aparecen libres en ¢, entonces equivalen:

1. @ es satisfacible en &,
2. dx;...dx,p es satisfacible en &,
3. dx;...3dx,p esvélidaen &.

Ejercicro 39. Demuestra que:

E -Vxy & dx—y),

F -dx) < Yx-i),

F dxy & ~Vx-1),

EVxy & —-Jx-y),

EVxy Ap o Vx(i A @), sixnoeslibreen ¢,

Edxy Ap & Ix(y A @), sixno es libre en ¢,

EVYxyp Ve o Vx(p V@), sixnoeslibre en ¢,

Fdxy Ve < dx(y V @), sixno es libre en ¢,

EVxy AVxp & Vx(i A @),

10. Edxy Vv Ixep & Ix(W V @),

11. E Vx@(x) < Yyp(y), y la variable y no aparece en ¢(x),
12, E dxp(x) < dye(y), y la variable y no aparece en ¢(x).

RN PN

Cuando escribimos = ¢ < ¢, lo que estamos diciendo es que ¢ y 1 tie-
nen el mismo valor de verdad bajo cualquier intrerpretacién. En el tema de
Légica Proposicional deciamos que cuando esto ocurria, entonces ¢ y 1) eran
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l6gicamente equivalentes (0 semédnticamente equivalentes). Por extension se-
guiremos usando la misma notacién.

8. Inconsistencia

En lo sucesivo, nos vamos a centrar en el problema de intentar resolver el
problema I'  ¢. Para ello vamos a transformarlo ligeramente introduciendo
el concepto de inconsistencia y viendo la relacién que tiene con consecuencia
logica.

Un conjunto de férmulas I' se dice inconsistente si no existe (&, v) de forma
que (I°).(I') € {1}, es decir para toda interpretacion I, existe ¢ € I tal que
I’(p) = 0.

La siguiente proposicién, cuya demostraciéon es bastante sencilla (y que
dejamos al lector), pone de manifiesto la relacién entre consecuencia légica e
inconsistencia.

Resurtapo 12. Sea I U {¢} un conjunto de formulas. Equivalen:

1. TEe,
2. T U {—@} es inconsistente.

En los préximos capitulos nos centraremos en transformar el conjunto de
férmulas en otros que conserven la inconsistencia y que sean mds sencillos de
estudiar. Daremos algoritmos para determinar, en algunos casos, la inconsis-
tencia de esos conjuntos de férmulas mads sencillos, resolviendo asi, de forma
parcial, el problema de determinar si algo es consecuencia légica o no de un
conjunto de férmulas dadas, a saber, si un determinado enunciado es una
deduccién l6gica de un conjunto de hipétesis dadas.

Hacemos notar que existe una correspondiente teoria axiomatica y sintdctica
para la légica de predicados de primer orden. El alumno interesado puede
consultar la bibliografia.

9. Bibliografia especifica
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CAP{TULO 4

Formas normales

1. Introduccion

En el capitulo anterior vimos como I' = ¢ es equivalente a que I' U {—¢} sea
inconsistente. En el presente capitulo nos proponemos hacer transformaciones
en un conjunto de férmulas, de manera que dichas transformaciones no alteren
el cardcter de inconsistencia del conjunto que estamos transformando, y con
la ventaja adicional de que las transformaciones dan lugar a férmulas mas
“simples” que las del conjunto de partida.

2. Forma normal prenexa

La primera de las mencionadas transformaciones va a consistir en “extraer”
los cuantificadores de forma que éstos queden al principio. Conseguiremos
asi un conjunto de férmulas que estén en forma prenexa.

Una férmula @ estd en forma normal prenexasiesdela forma Cix; ... Cpx,M,
donde C; = V 6 3y M es una férmula sin cuantificadores.

Vamos a ver que siempre es posible encontrar, para cualquier férmula dada,
una férmula que sea equivalente (en el sentido que a continuacién vamos a
precisar) y que esté en forma prenexa. De este modo podremos transformar
nuestro conjunto de partida en un conjunto de férmulas que estén en forma
prenexa.

Recuérdese que dos férmulas, ¢ y 1, son semédnticamente equivalentes si y
s6losi ¢ < 1, ylodenotabamos por ¢ = 1 (estoes, ¢ y Y son semanticamente
equivalentes si y sélo si I°(p) = I°(y) para cualquier interpretacién (&, v)).

El siguiente teorema nos asegura que la transformacién antes mencionada
se puede llevar a cabo.

Resurtapo 13. Para toda férmula ¢ existe otra formula ¢* en forma normal
prenexa semdnticamente equivalente a ¢.

La demostracion de este teorema se hace usando el Ejercicio [39] del tema
anterior. Ese ejercicio da un método para calcular la forma prenexa equivalente
a una férmula dada. Los cuatro primeros apartados de dicho ejercicio nos
permiten alternar los cuantificadores con las negaciones, extrayendo asi los
cuantificadores y dejando dentro a las negaciones. Los apartados quinto al
octavo nos permiten ir extrayendo cuantificadores. Nétese que si no se da que
x no sea libre en ¢, podemos usar los apartados undécimo y duodécimo para

39
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renombrar la variable x por otra que ni siquiera aparezca en ¢, con lo que
nos aseguramos que no sea libre en ¢. Los apartados noveno y décimo son
optimizaciones de los apartados quinto y octavo respectivamente.

El teorema anterior nos permite conservar el cardcter de inconsistencia de
nuestro conjunto de partida una vez que hayamos substituido las férmulas que
lo componen por férmulas equivalentes en forma prenexa.

ConsecueNciA 6. Dado un conjunto de formulas T', considérese el conjunto I™
formado al escoger una férmula en forma normal prenexa para cada férmula de T
Entonces T es inconsistente si y sélo si I'* es inconsistente.

Ejercicro 40. Sea ¢ una férmula y x una variable sin ocurrencias libres en
ella. Probar que E ¢ & Yxp y E ¢ < dxg.

El ejercicio anterior nos permite quitar cuantificadores innecesarios al calcu-
lar formas normales prenexas.

Ejemrro 18. Sea ¢ la féormula VxdydxR(x). Claramente ¢ ya estd en forma
normal prenexa pero usando el ejercicio anterior nos queda que ¢ es equiva-
lente a la férmula JxR(x) que es més sencilla que la anterior y que serd la forma
normal prenexa de ¢ que usaremos.

Ejercicio 41. Transforma las siguientes formulas en forma normal prenexa:
Yx(P(x) = JyQ(x, v)),

Bx(-FyP(x, y) — (32Q() A RW))),

(IxVyP(a, f(x,y)) = IxR(f(x,b))) A P(b,a)

VxVy(JzP(x, y,z) A (JuQ(x, u) — JvQ(y,v))),

—3dx(P(x) = YyQ(y)),

VxP(x) = =VyIz(VyQ(y, z) = YuVoVyR(u,v)),

R(x, y) A (FyP(y) = YxYwQ(y, x, w)),

Ax(VxP(x) = (R(x,a) vV YyP(y))) A VxIy(R(y, f(x)) = P(x)).

PN W=

3. Forma normal de Skolem

La segunda transformacién que vamos a hacer consiste en “eliminar” los
cuantificadores existenciales de manera adecuada para que el conjunto resul-
tante sea inconsistente si y s6lo silo es el de partida. Lo que vamos a introducir
no es otra cosa que una de las formas normales de Skolem, la que conserva la
inconsistencia. En principio no nos interesa mas que el estudio de esta forma
de Skolem, y para nosotros sera la tinica que vamos a considerar.

Dada ¢ € Form(L) en forma normal prenexa. Una forma normal de Skolem
de ¢ es una férmula obtenida al ir substituyendo cada variable x; cuantifica-
da existencialmente por f(x;,...,x;), donde f es un simbolo de funcién con
ariedad I que no aparece en ¢ ni ha sido usado hasta el momento para la
substituciéon de otra variable, y x;, ..., x; son las variables cuantificadas uni-
versalmente que preceden a dx; en la escritura de ¢ (de no haber ninguna, la
substitucién se hace por una constante a que no aparezca en ).
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Cuando vayamos a transformar férmulas que estén en un conjunto dado
en sus respectivas formas de Skolem, buscaremos los simbolos que aparecen
en la definicién de modo que no estén en ninguna de las otras férmulas que
aparecen en el conjunto. Este matiz viene justificado por el Ejercicio

Ejemrro 19. Una forma de Skolem de IxVy3z(R(x, y) A Q(z, y, x)), es
VYR, y) A Q(f(v), y,4)),

ya que a dx no le precede ninguna variable cuantificada y 2 es un simbolo de
constante que no aparece en ¢ y no ha sido usado hasta el momento; y porque a
3z le precede la variable cuantificada universalmente v, y el simbolo de funcién
f no aparece en ¢ y no ha sido usado hasta el momento. |

Al “skolemizar” de esta forma perdemos la equivalencia semantica, pero
la inconsistencia, que es lo que nos interesa ahora, se conserva.

Si tomamos una forma normal de Skolem de cada elemento de I'*, obtene-
mos el conjunto que vamos a denotar por I'"".

Resurtapo 14. Dado un conjunto de férmulas T', si construimos I como antes se
ha indicado, entonces I es inconsistente si y sélo si I'"* es inconsistente.

No vamos a dar la demostracién de este teorema, pero vamos a intentar
motivarla poniendo un ejemplo. Supongamos que queremos probar que el con-
junto {Yx3dyp(x, y)} es inconsistente (por ¢(x, y) vamos a entender una férmula
en la que las variables x e y aparecen libres). Si calculamos una forma de Skolem
de Yx3Jyp(x, y) tendremos Yxg(x, f(x)) (en ¢(x, y) hemos substituido todas las
ocurrencias libres de y por f(x)). Esta claro que sino hay ninguna interpretacion
para la que Yx3dyp(x, y) sea cierta, eso quiere decir que no hay ninguna para la
que Yx@(x, f(x)) sea cierta. Si por el contrario Yx3yp(x, y) fuese cierta bajo una
interpretacion dada I’ en una determinada estructura &, eso quiere decir que
para cada a en el dominio de la estructura existe un b, (de esta forma indicamos
la posible dependencia de 4) en ese dominio tal que I” (¢(x, y)) es cierta, con
v = v(xla, y|b,). Como el simbolo de funcién f no aparece en la férmula de
partida, podriamos transformar la estructura de forma que para cada 4, f&(a)
valga b,, y dejando el resto de la estructura igual. De esta forma, Yx¢(x, f(x))
es cierta en la nueva estructura bajo la misma interpretacion. Nétese que la
equivalencia semantica se pierde porque alteramos artificialmente la estructu-
ra para que la férmula se haga cierta. De hecho, es facil encontrar ejemplos de
estructuras e interpretaciones donde las dos férmulas tomen valores de verdad
distintos, pero lo que si aseguramos es que si la férmula de partida es cierta
en una determinada estructura bajo una determinada interpretaciéon, podemos
modificar la estructura haciendo que la forma de Skolem sea también cierta.

Ejercicio 42. Calcula las formas de Skolem de las soluciones del Ejercicio

41l
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4. Forma clausular

La dltima transformacién que vamos a hacer consiste en “partir” las férmu-
las que tenemos en otras mds simples. Para ello vamos a restringirnos a férmu-
las que sean sentencias (recuérdese que una férmula es sentencia si todas las
ocurrencias de sus variables son ligadas). Aunque esta restricciéon parezca des-
mesurada, como ya comentamos al hablar de ocurrencias libres y ligadas, en
el lenguaje hablado no se dan las variables libres, y por tanto normalmente
partimos de un conjunto de sentencias a la hora de estudiar su inconsistencia.
Los trozos en los que vamos a partir nuestras férmulas (ya en forma de Skolem)
van a ser cldusulas, concepto que definimos a continuacion.

1. Unliteral es una férmula atémica o la negacién de una férmula atémi-
ca.

2. El cierre universal de una férmula ¢ cuyas variables con ocurrencias
libres son xy, ..., x,, es Vxq - -- Vx,¢p.

3. Una cldusula es el cierre universal de una disyuncién de literales.

Asipues, si C es una cldusula, entonces C es de la forma Vx; - - - Vx, (L1 V...V
L,,), con L; literales. De ahora en adelante al escribir las cldusulas omitiremos
los cuantificadores universales que las preceden, escribiendo de esta forma
Ly V...V L, en vez de C, sin olvidarnos de que todas las variables estan
cuantificadas universalmente.

Dada una sentencia, podemos encontrar una férmula equivalente a ella
en forma normal prenexa. Claramente esta nueva férmula también es una
sentencia, y si calculamos una forma de Skolem asociada a ella, ésta sigue
siendo una sentencia. Obtenemos asi una férmula del tipo ¥x; - - - Vx,M, con M
una férmula libre de cuantificadores. Usando

= V(WP AYX)=(pVY)A(pV x) para cualesquiera @, 1, x férmulas;

= ¢ — ) = 2@ V Y, para cualesquiera ¢ y 1 férmulas;

= Leyes de De Morgan;
podemos transformar M en una férmula equivalente a ella, de manera que ésta
sea conjuncién de disyunciones de literales, a saber,

M= /\(\/ Li).
i

Si ademds tenemos en cuenta que
= Vx(p A1) = Vxp AVxy, para cualesquiera ¢ y ¢ férmulas, y x variable,

tenemos que Vx; ---Vx,M = C; A --- A Cy,, con C; clausulas.

Dada ¢ una sentencia, sea ¢* una férmula equivalente a ella en forma
prenexa. Sea ¢ una forma de Skolem asociada a ¢*. Podemos encontrar como
antes C4,...,C,, verificando

qox-x- Ci.

m
=1
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El conjunto {C;, ..., C,} es una forma clausular de ¢.

El motivo por el que tomamos el conjunto de las cldusulas en vez de la
conjuncion de ellas es porque, en realidad, a la hora de estudiar inconsistencia
podemos partir las férmulas que sean conjuncién de otras férmulas, tal como
prueba el siguiente ejercicio.

Ejercicio 43. Dado el confunto de férmulas {14, ..., 1,}, son equivalentes:

= {Y3,...,1,} es inconsistente.
= {¢y A--- Ay} es inconsistente.

Usando este resultado, es facil de demostrar el siguiente teorema.

Resurtapo 15. Dado un conjunto de sentencias I, si consideramos el conjunto
I resultante de considerar para cada formula de T, una forma clausular suya, y
luego tomar la unién de todas ellas, se tiene que I' es inconsistente si y sélo si I es
inconsistente.

Tenemos pues que si el conjunto de partida es un conjunto de sentencias,
probar su insconsistencia es equivalente a probar la inconsistencia de un con-
junto de cldusulas. La ventaja de este hecho es que las cldusulas son férmulas
de estructura sencilla.

Obsérvese también que en virtud del Ejercicio 43} cada vez que calculamos
la forma de Skolem de una férmula del conjunto de partida T, la eleccién de
los nuevos simbolos de constante y de funcién, por la que substituiremos las
variables que aparecen cuantificadas existencialmente, tiene que ser tal que
éstos no aparezcan en el resto de las férmulas de I'.

Ejemrro 20. Sea ¢ la formula 3z(Vx3AyR(x,a) vV -IxVy(P(f(y),z) V R(x, ¥))).
Los pasos que damos para calcular una de sus formas normales prenexas son
los siguientes:

L F2(YxIyR(x,a) v VxIy(=P(f(y),2) A ~R(x, 1)),
2. zVxAy(R(x,a) v VxAy(=P(f(y),z) A =R(x, y)),
3. zVxAy(R(x,a) vV Vx1y(=P(f(y),z) A =R(x1,y)),
4. AVxAyVxAy(R(x,a) V (=P(f(y),z) A =R(x1,y)),
Podriamos decir que con el dltimo paso ya hemos conseguido una forma

normal prenexa de ¢, pero el ejercicio 40| nos permite dar un paso més y
obtener la férmula

AzVxVx, Ay(R(x, a) V (=P(f(y), z) A =R(x1, )))

que es equivalente a ¢, es mds sencilla y sigue estando en forma normal prenexa.
En este caso para calcular la forma de Skolem de esta tltima férmula hemos
de usar una constante y una funcién que no aparezcan en nuestras férmulas.
Suponiendo que ni b ni ¢ han sido usadas, podemos decir que la férmula

Vv (R(x,a) V (<P(F(g(x,x1)),b) A =R(x1, g(x,x1))).
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es una forma de Skolem de ¢. Por dltimo, la férmula anterior es equivalente a
Vaxy (R(x, a)V=P(f(8(x, x1)), b)) AR(x, @) V=R (x1, §(x, X1)))),
de donde
(R(x, a)V—~P(f(g(x, 11)), b), R(x, a)V=R(x1, g(x, x1))}
es una forma clausular de ¢.

Ejercicio 44. Calcula la forma clausular de las soluciones del ejercicio



CAP{TULO 5
Unificacién y Resolucién

1. Introduccion

En temas anteriores abordamos el problema de encontrar un algoritmo
para demostrar I' = ¢@. Para ello trasladamos dicho problema a demostrar la
inconsistencia del conjunto de férmulas I'U {—¢}, el cual fuimos transformando
sucesivamente en conjuntos que conservaban la propiedad de inconsistencia,
llegando al final a un conjunto de cldusulas.

Nos proponemos en este tema dar algoritmos para determinar la inconsis-
tencia de un conjunto de clausulas. Estos se basan en intentar deducir la clausula
vacia a partir del conjunto original de cldusulas, haciendo uso del principio de
resolucién como tnica regla de inferencia en nuestras deducciones.

2. El principio de resolucién sin unificacién

En esta seccion introducimos el principio de resolucién para un conjunto de
cldusulas en su versién mas elemental, que no es otra cosa que una extensiéon
del modus ponens. Méas adelante veremos que esta version del principio de re-
solucién no es aplicable muchas veces, debido a que los literales de las cldusulas
se diferencian en algtin término. Trataremos pues de salvar este obstdculo mas
adelante, siempre que sea posible, y dar asi el principio de resolucién para la
l6gica de primer orden.

Considérense las siguientes cldusulas (donde L es el tnico literal tal que
_lLf = Ll)l

Ci=L
CZ = L1C \Y Lz
La cldusula C, se puede escribir como L; — L,. Por tanto, haciendo uso

de modus ponens, tenemos que {L;,L; — Ly} & L,. El siguiente resultado
generaliza este hecho.

Resurtapo PrevVIO 2. Dadas las cldusulas Ly V ---V L, Lf VL)V---VL; setiene
que
{LyV- VL, LSVL V- VL ELV---VL, VL, V- VL,
En lo sucesivo, si C es una cldusula y L es un literal que aparece en C,
notaremos C — L a la cldusula que tiene todos los literales de C excepto L. En el
45
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casoen que C = L, a C — L lo denotamos por 0O, y nos referimos a ella como la
cldusula vacia.

EjemrLo 21.
1. SeaC=R(x,y)V P(a, f(a,z),yseal = P(a, f(a,z)). La clausula C - L es
la clausula R(x, y).
2. Sitomamos C = Q(a) y L = Q(a), entonces C — L es la cldusula vacia.

O

Principio de resolucién sin unificacién. Dadas dos cldusulas C; y Cp, y
dos literales L; y L, de C; y C, respectivamente, de forma que LlC coincide con
L,. La clausula C; — L; V C, — L, es una resolvente de C; y Co.

Ejemrro 22. Sean las clausulas

C1 = PV Q VS
Cz = —lQ V R.
La tinica resolvente que existe de C; y C, es =PV SV R. O

Ejemrro 23. Sean las cldusulas C; y Cs:

C1 = Pv Q
C2 = PVR.
En este caso no existe resolvente de C; y Co. O

Por lo visto antes, se tiene el siguiente resultado.

ConsecueNciA 7. Dadas dos clausulas Cy y Cy, una resolvente C de ambas es una
consecuencia l6gica de C1 y Co,.

SiCi=LyG=L,= Lf, entonces C; — Ly V C, — L, es la clausula vacia.
Notese ademas que el conjunto {L;, Lf} es inconsistente.

Dado un conjunto de cldusulas I' U {C}, una deduccién de C a partir de I es
una sucesion finita de clausulas C, ..., C; tal que Cx = Cy C;(i < k) es, o bien
un elemento de I', o bien una resolvente de dos cldusulas que le precedan.

Una deduccién de O a partir de I' se llama refutacién, o prueba de T'.

De ahora en adelante diremos que C se deduce o deriva de I si existe una
deduccién de C a partir de I'. Por el corolario anterior se tiene que

Consecuencia 8. Sila cldusula C se deduce del conjunto de cldusulas I" entonces
recC

La demostracién de este hecho se hace teniendo en cuenta la definicién de
deduccién y aplicando induccién para usar el corolario anterior. Ademads hay
que tener presente el siguiente hecho: si O se deduce de I eso es porque existe
una sucesion de cldusulas Cy,...,Cy = O, y por tanto O es resolvente de dos
clausulas C; y C;. Por la definiciéon de resolvente se tiene a la fuerza que C; y
C; son literales y que uno es la negacién del otro. Sea L dicho literal, tenemos
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puesquel E Ly queT E LS, y por tanto T debe ser inconsistente. Se tiene asi el
siguiente resultado.

ConsecueNcia 9. Si O se deduce de T', entonces T es inconsistente.

Por ahora, con la definicién de resolvente que tenemos, el reciproco no es
cierto. Para eso debemos introducir unificacién.

Ejemrro 24. Considérese el conjunto

(1) PVQVR
2) -PVQVR r
(3) =QVR '
(4) -R
De (1) y (2), podemos obtener una resolvente
() QVR
De (5) y (3) obtenemos
(6) R
De (6) y (4) obtenemos
(7) O
Por tanto I es inconsistente. |

Ejemrro 25. Demostrar que {PVQ, PV—Q, =PV Q, =PV —Q} es inconsistente.

(1) PvQ  hip.
2) PV-Q hip.
3) P PR.(1),(2)
4 -PvQ hip.
(5) =PV -Q hip.
(6) —P P.R.(4), (5)
7) o P.R.(3), (6)

Donde hip. es abreviatura de por hipétesis y P.R.(n), (m) es abreviaciéon de resol-
vente de las férmulas (1) y (m). O

Ejercicio 45. Prueba que:

1. E(R->Q)—R)—>R,

2. ER—-(Q—-R),

3. EFR-Q—-P)->(R—-Q) = R—-D),
4. E (=R - -Q) - ((-R - Q) — R).
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3. Unificacién
Supongamos que tenemos las cldusulas

Cl P(x)/
C, = —P(@a).

En este caso no podemos aplicar el principio de resolucién que vimos en
la seccién anterior, ya que no hay dos literales L; y L, de C; y C; de forma
que L; = LS. Nétese ademds que si en C; substituyésemos la variable x por
el término a, entonces si que seria posible encontrar una resolvente de las
cldusulas resultantes.

Una substitucién es una aplicaciéon ¢ : Var(L) — Term(ZL) (al igual que
ocurria conlas asignaciones podemos ver a 0 como unaaplicacién o : Term(L) —
Term(L)). El objetivo en esta seccién es, para un conjunto de literales, ver si se
puede encontrar una substitucién que haga que todas las imédgenes de los lite-
rales de ese conjunto bajo la substitucién sean iguales. En el ejemplo anterior,
el conjunto de literales a unificar es {P(x), P(a)}, y si tomamos la substitucién,
o0, que aplica la variable x al término a y deja las demas variables inalteradas,
tendremos que o(P(x)) = o(P(a)) = P(a). En su momento convenimos no es-
cribir los cuantificadores delante de las cldusulas, por lo que C; es en verdad
VxP(x). Notese ademads que {YxP(x)} = P(a), y que en consecuencia se tiene que
{C1,Ca} E —P(a) y {Cq, Co} E P(a), y que por tanto {C;, C,} es inconsistente.

Por convenio denotaremos a la substitucién

X1 B 1y,

xn = tn/
Yy DY, Sty £ Xy, Xy,
(con x; variables del lenguaje L y t; términos del mismo lenguaje) como
guaje L yi; gudj

(xlltll o /xnltn)/
y a la substitucién identidad como ¢.

Seao = (xi1lt1, ..., x4lty) una substituciéon y C una cldusula. 0(C) es la cldusula
obtenida de substituir simultdineamente cada ocurrencia de la variable x;, i €
{1,...,n}, por el término t; en C.

Obsérvese que {C} = o(C).

EjemprLo 26. Sean o = (x|f(a, ), ylz) y C = P(x, g(b), y, g(z)), entonces ¢(C) =
P(f(a, ), g(b), z, §(2)). O

Ejemrro 27. Sean ¢ = (x|y,ylx) y C = P(x, g(b), y, g(z)), entonces o(C) =
P(y, (b), x,8(2)) y 0*(C) = C. O

Una substitucién o se dice que es un unificador para el conjunto de literales
I ={Ly,...,L,} si#0.(I') = 1, a saber, o(L,) = --- = d(L,). En tal caso diremos
que I es unificable.
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Una vez que tenemos un unificador para un conjunto de literales, en general,
podremos construir a partir de él infinitos unificadores para dicho conjunto de
literales. De entre todos los posibles unificadores habra algunos que son maés
simples que el resto.

Un unificador ¢ se dice unificador principal si para cualquier otro unifica-
dor O existe una substituciéon A de forma que 6 = Ao.

Ejemrro 28. El conjunto {P(a), P(x)} es unificable por el unificador (x|a), el
cual es el tnico unificador existente y por tanto principal. O

Ejercicio 46. ;Cuadles de los siguientes unificadores son principales para el
conjunto I' = {P(x), P(y)}?: 01 = (yIx), 02 = (xlz, ylz) y 03 = (xla, yla).

A continuacién exponemos dos métodos distintos para decidir si un con-
junto de literales es o no unificable.

3.1. Algoritmo de unificacién. El problema que nos planteamos en esta
seccion es el de dar respuesta a la pregunta de si un determinado conjunto
de literales es o no unificable. La utilidad de la resolucién de este problema
se dejo entrever al principio de la seccién anterior (de hecho, nos basta con
resolver el problema para dos literales).

Noétese que en el Ejemplo [28|el conjunto de términos que hace que los dos
literales sean distintos es {x,a}. La definicién que damos a continuacién recoge
esta idea.

El conjunto de discordancia D de un conjunto no vacio de literales W se
obtiene localizando el primer simbolo (contando de izquierda a derecha) en el
cual algunos de los literales de W deja de ser igual al resto, y luego extrayendo
las subexpresiones de cada uno de los literales de W que empiezan en dicho
simbolo.

Nos encontramos ya en condiciones de exponer el algoritmo de unificacién,
que es una herramienta para decidir si un conjunto de literales es o no unifi-
cable y, en caso de que lo sea, proporciona un unificador principal para dicho
conjunto.

Algoritmo de unificacién.

1. Haégase k = 0, Wi = W (el conjunto de literales dado) y ox = ¢.

2. Si #Wi =1 (Wi es un conjunto unitario), entonces oy es un unificador
principal para W, y por tanto finaliza el algoritmo. En caso contrario
calctlese el conjunto de discordancia, Dy, de W.

3. Sihay elementos vy y t en Dy tal que vx es una variable que no aparece

en el término #, ejecttese el paso 4. En otro caso, el conjunto W no es

unificable, y por tanto finaliza el algoritmo.

Hagase ox1 = (Uiltk)or y Wier = (0cltr).(Wh).

Increméntese k y ejectitese el paso 2.

1
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Ejemrro 29. Determinar si el conjunto

W = {P(x,y), P(f(2),x), P(u, f(x))}

es unificable, y en caso de serlo determinar un unificador mas general para
dicho conjunto.

1.

o

N

™

11.
12.

W():W,G():E.

2. #Wy # 1. Dy = {x, f(2), u}.
3.
4. o1 = (xf(2)),

X no aparece en f(z).

Wi ={P(f(2), y), P(f(2), f(2)), P(u, f(f(2)}.
#Wi # 1. D1 = {u, f(2)}.
u no aparece en f(z).
02 = (ulf(2))(x1f(2)) = (x| (2), ulf(2)),
W2 ={P(f(2), ), P(f(2), f(2)), P(f(2), f(f(2)))}-
#Wo # 1. D, = {y, f(2), f(f(2))}-

Y no aparece en f(z).
03 = (Ylf (2))o2 = (xIf(2), ul f(2), yIf(2)),
Wi = (P(f2), f(2), P(F(2), f(2)), P(F), f(F))).
#Ws # 1. D; = {z, f(2)}.
W no es unificable por aplicacién del paso 3 del algoritmo.
O

Ejemrro 30. Hacer lo mismo para para W = {P(a, x, f(g(y))), P(z, f(z), f(u)}.

1.

o o1

W():W,G():E.

2. #Wy #1.Dy = {a,z}.
3.
4. o1 =(zla),

Z no aparece en 4.

Wl = {P(a/ x/f(g(y)))/ P(a/ f(ll), f(u))}
#Wq # 1. Dy = {x, f(a)}.

. xno aparece en f(a).

02 = (x| f(a))(zla) = (x|f(a), zla),
W, = {P(a, f(a), f(&()), P(a, f(a), f(u))}.

#Wy # 1. Dy = {u, g(y)}-
1 no aparece en g(v).

o3 = (ulg(y))o2 = (xIf(a), zla, ulg(v)),
WS = {P(ﬂ/f(ﬂ)zf(g(]/)))}

. #W; =1, y por tanto W es unificable. o3 es el unificador més general.

O
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El siguiente teorema da sentido a lo que venimos haciendo en esta seccion.

Resurrapo 16 (Teorema de Unificacion). Si W es un conjunto finito de literales
no vacio y unificable entonces el algoritmo de unificacion se para en el segundo paso y
el uiltimo oy es un unificador mds general para W.

Ejercicio 47. Decidid si son unificables o no las siguientes parejas de lite-
rales y si lo son dar un unificador principal:
L Wi ={R(x, f(x)), R(f(v), v)}
2. WZ = {R(xlr ]/1, Zl)/ R(f(g(xl ]/))/ g(v/ w)/ ]/)}

3.2. Sistemas de ecuaciones en términos. Dados los literales L; y L,, para
que sean unificables es necesario que ambos vayan negados o bien ambos sin
negar, y que ademads empiecen por el mismo simbolo de relacién. Estoes, L; y
L, deben ser, o bien

L1 = R(t1, e ,tn),'Lz = R(ti, ey t;),
o bien
L1 = —|R(t1, e ,tn),'Lz = —|R(t1, e ,t;)

Queda claro pues que L; y L, son unificables si y sélo si existe o tal que
o(t;) = o(t})) paratodoi =1,...,n. Estaidea da lugar a la siguiente definicién y
forma de resolver el problema de la unificacion.

Una ecuacién e en un lenguaje L es una pareja de términos de L. Es decir,
(t1,t2) con ty, t, € Term(L). La ecuacion (t, t,) la escribiremos como t; = t,.

Ejemrro 31.

= La ecuacién (x, y) que la escribimos como x = y.
» La ecuacién (f(x), g(x, y)) que la escribimos como f(x) = g(x, y).

O

Una solucién de una ecuacion (t, ;) es una substituciéon ¢ que cumple
o(ty) = o(t2).

Ejemrro 32. Las substituciones (x|f(x), y|f(x)), (x|y) y (ylx) son soluciones de
la ecuacién x = y. Sin embargo, la ecuacién f(x) = g(x, y) no tiene solucién. O

Un sistema de ecuaciones E es un conjunto finito de ecuaciones. Es decir,
E ={ey, ey, ..., e}
Ejempro 33. {x =y, f(x) = g(x,y)} es un sistema de dos ecuaciones. |

Una solucién de un sistema de ecuaciones es una substitucién o que es
solucién de cada una de las ecuaciones del sistema. Dos sistemas de ecuaciones
son equivalentes si tienen las mismas soluciones.

Ejemrro 34. La substitucion (x|a, yla) es solucién del sistema {x = y, y = a}
(de hecho es la tnica). O
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Un sistema E = {ej,e,...,e,} estd en forma resuelta si cada ¢; es del tipo
x; =t;conx; # xj parai # j y ademas

{x1,%2,...,%,} N (U{var(tk) c1<k<n})=0.

Si E = {ey,ey,...,e,} esta en forma resuelta llamamos o¢ a la substitucion
(x1|t1/x2|t21 .o Ixnltn)‘

Resurrapo 17. Si E estd en forma resuelta, entonces og es un unificador principal.

En este caso diremos que o es una solucién principal, un unificador prin-
cipal o un unificador de méxima generalidad de E. A continuacién damos una
serie de teoremas que nos permiten transformar un sistema de ecuaciones en
otro equivalente a él, de forma que, tras un ntimero finito de transformaciones
lleguemos a un sistema en forma resuelta o a un sistema incompatible (sin
solucion).

Resurtapo 18. Los sistemas E U {t = t} y E son equivalentes.

La demostracion de este teorema es trivial. Con este resultado eliminamos
de un sistema las ecuaciones de la forma t = t, que son redundantes.

Resurtapo 19. Los sistemas E U {t; = t,} y E U {t, = t1} son equivalentes.

El uso de este teorema es ir colocando las variables en la parte izquierda
de las igualdades, ya que para que el sistema esté en forma resuelta, todas sus
ecuaciones deben verificar eso.

Resurtapo 20. Los sistemas E U {f(t1,...,t,) = f(ui,...,un)} y EU{HH =
ui, ..., t, = u,} son equivalentes.

La demostracion de este teorema es trivial. Esta claro que para resolver la
ecuacion f(ty,...,t,) = f(ui, ..., u,), hay que resolver el sistema de ecuaciones
{tl = ul/-”/tn = un}-

Resurtapo 21. Los sistemas E U {x = t}, con x ¢ Var(t) y t un término que no es
una variable, y o(E) U {x = t} con o = (x|t) son equivalentes.

Este teorema nos dice que cuando tenemos una ecuacién de la forma x = ¢
de forma que en t no aparece la variable x, podemos substituir en el resto de
ecuaciones del sistema la variable x por el término ¢.

Resurtapo 22. El sistema EU {f(t1,...,t,) = g(u1,..., uy)} con f # g no tiene
solucion (el sistema es incompatible).

Es imposible encontrar o tal que o(f(t1,...,t,)) = 0(g(us, ..., un)).

Resurrapo 23. El sistema E U {f(t1,...,t,) = a} con a un simbolo de constante
no tiene solucion (el sistema es incompatible).

Resurtapo 24. El sistema E U {x =t} con x € Var(t) y t # x no tiene solucion.
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Para cualquier substituciéon o, o(x) serd distinto a o(t), ya que o(t) es un
término que contiene a o(x) y que es “mds grande” que éste.

Resurtapo 25. Para todo sistema E' compatible (con solucién) existe un sistema
equivalente E que estd en forma resuelta.

Ejempro 35. Determinar si el conjunto W = {P(a, x, f(3(y))), P(z, f(2), f(u))}
es unificable o no lo es. Caso de serlo encontrar un unificador principal.
El sistema de ecuaciones asociado a este problema es

a=z
x = f(z)
fgW) = f(w)
que es equivalente a
z=a
x = f(z)
f(8W) = f(u)
el cual equivale a
z=a
x = f(a)
f(8W) = f(u)

equivalente a

z=a
x = f(a)
8(y)=u
y por dltimo equivalente a
z=a
x = f(a)
=gy

que estd en forma resuelta, y por tanto el unificador principal (y solucién del
sistema) es

(zla, x| f (a), ulg(y))-

Ejempro 36. Determinar si el conjunto

W = {P(x,y), P(f(2), x), P(u, f(x))}
es unificable o no, y en caso de serlo encontrar un unificador principal.
Un sistema de ecuaciones asociado a este problema es:

x = f(z)
y=x
X=1u

y = f(x)
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Este sistema es equivalente a

x=f(2)
y=f@
f@)=u
y=f(f@2)
que es equivalente a
x = f(2)
y=f@
u=f(z)
y=ff()
equivalente a
x = f(z)
y=f@
u = f(z)

f@) = f(f()

que por ultimo es equivalente a

x = f(z)

y=f@

u=f(z)

z=f2)
el cual al contener la ecuacién z = f(z), no tiene solucién. Por tanto el conjunto
W no es unificable. |

EjErcicio 48. Resolver el sistema:

x1 = f(g(x,y))
V1= g(U,”ZU)
21 :y

f(z) =x1
Yyi=x

f(x) =2z

Ejercicio 49. Calcular un unificador principal de los literales siguientes:

C = P(v, m(f(a, w)), h(y, f(x, u), u))

D = P(m(x), v, h(g(w), z, f(§(w), §(a))))
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4. El principio de resolucién

En esta seccién generalizaremos el principio de resolucién que se dio al
principio de este tema. Para ello es necesario que demos unas definiciones
previas.

Sean C; y C, dos clausulas sin variables comunes, Ly y L, dos literales de C; y
C, respectivamente. Si L y Lg tienen un unificador més general, o, entonces la
clausula

(0(C1) —o(L1)) V (0(C2) — o(L2))
es una resolvente binaria de C; y C,. En tal caso se dice que los literales L; y
L, son los literales sobre los que se resuelve.

Como C; y C; son sentencias, podemos renombrar las variables de forma
que C; y C; no tengan variables en comun.

Ejemrro 37.

Cy P(x,b) V Q(x,a)
C, =P(a, x) V R(x).

En C; y C; aparece x, y por tanto no podremos encontrar una resolvente binaria
para ambas, en tanto no eliminemos este problema. Podemos substituir en C,
x por z y la inconsistencia permanece inalterada. De esa forma obtendremos

Cy = P(x,b) Vv Q(x,a)
C, = —P(a,z) V R(2).

Tomando L; = P(x,b),L, = =P(a,z) y 0 = (x|a, z|b), obtenemos una resolvente
binaria Q(a,a) V R(b). O

Ejercicio 50. Comprobar que el conjunto de clausulas {P(x), =P(f(x))} es
inconsistente.

El conjunto de cldusulas I' = {P(x)VP(y), =P(z)V—P(u)} claramente es in-
consistente (I' = P(a) y I' E —P(a)). Sin embargo ninguna demostracién por
resolucién que elimine tinicamente un literal de cada cldusula puede producir
la cldusula vacia. Por ello necesitamos ampliar el concepto de resolucién. Si
dos o mas literales con el mismo signo de una cldusula C tienen un unificador
mads general, o, entonces se dice que 0(C) es un factor de C. También se suele
decir que o(C) se obtiene a partir de C aplicando la regla de disminucién. Si
0(C) tiene un soélo literal diremos que es un factor unitario de C.

Ejemprro 38. Sea C = P(x)VP(a)vVQ(b) y o = (x|a). Entonces o(C) = P(a) vV Q(b)
es un factor de C. O

Notese que si 0(C) es un factor de C, entonces {C} | o(C).
Una resolvente de dos cldusulas C; y C; es una de las siguientes resolventes
binarias:

1. Una resolvente binaria de C; y C,.
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2. Unaresolvente binaria de C; y un factor de C,.
3. Una resolvente binaria de C; y un factor de C;j.
4. Una resolvente binaria de un factor de C; y un factor de C,.

El principio de resolucién es una regla de inferencia que consiste en generar
resolventes a partir de un conjunto de cldusulas. La definicién de deduccién,
etc. queda como antes. Asi para demostrar la inconsistencia de un conjunto
de clausulas intentaremos encontrar una deduccién de O a partir del conjunto
dado. Téngase en cuenta que la definicién de deduccién podriamos haberla
hecho del siguiente modo:

Una deduccién de C a partir de I' es una sucesién finita de
cldusulas Cy, ..., Cx tal que Cy = Cy Ci(i < k) es un elemento
deT, un factor de una clatisula que la preceda o una resolvente
binaria de dos cldusulas que la precedan.

Al usar resolventes y no resolventes binarias, nos evitamos el que la palabra
factor intervenga en la definicién de deduccién.

EjemrLo 39.

Cr= —P(f(g(@)) v Qb)

Tomando o = {x|f(y)} para L; = P(x),L, = P(f(y)), se tiene que o(L;) = o(L,) =
L,. Por tanto o(Cy) = P(f(v)) V R(g(y)) = C; es un factor de C;.
Si consideramos la substitucién 0 = {y|g(a)}, tendremos que una resolvente

de C; y C; es R(g(g(a))) v Q(b).

Otra forma deresolver este ejercicio podria haber sido calcular un unificador

principal o para P(x), P(f(y)) y P(f(g(a))). m]

Ejercicio 51. Dadas las siguientes clatsulas:
C1 = QU)V-RM)VP(x, y)VP(f(2), f(2)),
C2 = =S@)V-R(w)V-P(f(a), f(@)V-P(f(w), f(@w)).

Obtener una resolvente lo mds reducida posible, es decir, con el menor ntiimero
de literales.

Ci= P()VP(f) vV R(EY) } .

Ejercicio 52. Encontrar resolventes para las siguientes parejas de cldusulas:

L. {=P(x) vV Q(x,b), P(a) vV Q(a, b)}
2. {=P(x,y,u)V =P(y,z,v) V =P(x,0,w) V P(u,z,w), P(g(x, v), x, y)}

Ejercicio 53. Si a partir de dos cldusulas C; y C; podemos calcular dos
resolventes distintas R; y R, bajo un mismo unificador o, ;qué podemos afirmar
sobre Ry y R,? ;Qué ocurre si el unificador empleado para obtener R; no es el
mismo que el empleado para obtener R,?
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5. Completitud del principio de resolucién

El principio de resolucién es completo, es decir, siempre se puede deducir
la cldusula vacia de un conjunto inconsistente de cldusulas. Este hecho queda
reflejado en el siguiente teorema.

Resurtapo 26 (Completitud del principio de resolucién). Un conjunto de
cldusulas I es inconsistente si y sélo si hay una deduccion de O a partir de I'.

Por tanto, una forma de determinar la inconsistencia de un conjunto de
clausulas es encontrar una deduccién de la cldusula vacia a partir del conjunto
inicial. En la siguiente seccién exponemos una serie de estrategias para abordar
este problema.

Ejercicio 54. Comprueba que {VxQ(x)vVIyP(y), ~VyQ(y)} E IxP(x).

Ejercicio 55. Comprueba que las siguientes férmulas son universalmente
validas aplicando refutacion por resolucion:

1. dxR(x) — R(a),
2. ~AxVy(S(y, y) © =5y, y)),
3. Vxdy(Qx, y)VVz=Q(x, z)).

Ejercicio 56. Demostrar mediante refutacion por resolucion las siguientes
férmulas de la 16gica proposicional:
1. (-P—>P)—->P,
2. (P>Q)—>P)—>P,
3. (P> Q)— (-Q— —=P),
4. (P - Q) — ((PVR) — (QVR)).

Ejercicio 57. Utilizar el teorema de completitud para demostrar que la
féormula VxR(x)VVxQ(x) — Vx(R(x)VQ(x)) es universalmente valida, mientras
que la férmula Yx(R(x)VQ(x)) — YxR(x)VVxQ(x) no es universalmente valida.

Ejercicio 58. Sea a = VxVyVz((R(x, y)AR(y, z)) = R(x,z)), sea p = VxR(x, x)
y sea ¥ = YxVy(R(x,y) — R(y,x)). ;Es el conjunto {a,p, =y} inconsistente?
(Observar que al obtener las formas clausulares correspondientes, el nimero
posible de resolventes, salvo renombramiento de variables, es finito).

Podriamos pensar que todo problema relacionado con la teoria que hemos
estudiado es solucionable mediante un método algoritmico, tal y como hemos
visto en el teorema de completitud para decidir la incosistencia de un conjunto
de cldusulas. Sin embargo ésto no es asi como comentamos brevemente a conti-
nuacioén. En teoria de computabilidad, se dice que un problema es computable
o decidible si existe un algoritmo (més tecnicamente llamado una méquina de
Turing), el cual al recibir una entrada referente a dicho problema sintactica-
mente correcta, termina sus calculos tras un ntimero finito de pasos y da una
respuesta correcta. Si no existe dicho método, decimos que el problema es no
computable o indecidible.



58 5. UNIFICACION Y RESOLUCION

Resurtapo 27. (de Church) El problema de decidir cuando una férmula es univer-
salmente vilida en la l6gica de predicados indecidible.

Por tal motivo se dice que la l6gica de predicados es indecidible.

6. Estrategias de resolucién

Estamos interesados en proponer métodos que decidan la posible incon-
sistencia de un conjunto de cldusulas. Diremos que un método de ese tipo es
coherente o completo si siempre que el conjunto de entrada sea inconsistente, el
método terminara detectdndolo tras un ntimero finito de pasos. Las estrategias
de resolucién que aqui se exponen se dividen en dos familias: las técnicas de
gestion de conjuntos de cldusulas y las técnicas de exploracién del arbol de
deducciones.

6.1. Técnicas de gestiéon de conjuntos de clausulas. El conjunto de es-
trategias que usan esta técnica parten de un conjunto inicial de clausulas Sy
(sobre el cual se pretende demostrar inconsistencia o no), que se va enrique-
ciendo sucesivamente creando asi una secuencia ascendente de conjuntos de
cldusulas

5025 C...C§5,C...CS§,...,

con la propiedad de que son inconsistentes si y s6lo si lo es S.

La condicion de parada en este tipo de estrategias vendrd impuesta, como
es légico, o bien por que S, contenga a la clausula vacia, o bien por que S; = Sj,1.
En el primero de los casos queda demostrada la inconsistencia de Sy, y en el
segundo (dependiendo de la estrategia) quedarad probada la consistencia. En
general la estacionalidad no queda asegurada y por tanto estos algoritmos no
tienen por qué acabar.

6.1.1. Estrategia de saturacién. Esta estrategia consiste en calcular S;;1 a
partir de S;, tomando todas sus cldusulas y todas las resolventes que se puedan
obtener de ellas.

EjemrrLo 40. Sg ={A,-AV B,-BV A, -B}.
S1={B,BV-B,—-AVA,-A}US,.
S, =1{A,0,...} US;. O

Esta estrategia es completa, a saber, si S) es inconsistente entonces acabamos
por encontrar la cldusula vacia

En el caso en el que S; = S;41, sin que O € S;, entonces sabemos que Sy es
consistente, ya que O no se puede deducir de 5.

Esta estrategia es terriblemente ineficiente debido a que el ntimero de
cldusulas aumenta de forma exponencial. Se puede obtener una misma clausula
varias veces ademds de muchas cldusulas inttiles de cara a obtener la cldusula
vacia.
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Otra posibilidad es que el conjunto de partida sea consistente, pero que a
partir de él se puedan obtener infinitas resolventes distintas. La cuestién ahora
es: jcudndo para el método? Lo razonable en este caso seria poner algun tipo
de cota o profundidad que limite el méximo ntiimero de resolventes a generar.
Es razonable pensar que cuanto mayor sea la profundidad que se alcanza sin
haber obtenido la cldusula vacia, tanto mayor serd la posibilidad de que el
conjunto de partida sea consistente. Un ejemplo tipico se puede ver con el
conjunto

(~P()VP(f(x)), P(a))
el cual es consistente (compruébese) y a partir del cual se pueden generar
infinitas resolventes.

6.1.2. Estrategias de saturacion con simplificacion. Diremos que D generaliza
a C si existe una substituciéon o tal que D = ¢(C) V E con E una cldusula.

Ejemrro 41. P(f(a)) Vv Q(a) generaliza a P(x), y P(a) v Q(a) V R(f(x)) generaliza
a P(x) v Q). O

EjErcicio 59. Sean las cldusulas

C = =P(x)VP(f(x)), D = ~Px)VP(f(f(x))).

Comprobar que C implica a D, pero D no generaliza a C.

Decimos que una cldusula es tautolégica si contiene a un literal y a su
complementario.

Ejemrro 42. La cldusula R(x)V-Q(a, x)V—R(x) es tautolégica, sin embargo
R(x)vV-Q(a, x)V=R(y) no lo es.

La relacién existente entre generalizacién e inconsistencia viene dada por
la siguiente:

Prorosicion 1. Un conjunto de cldusulas S es inconsistente si y sélo si el con-
junto S’ que se obtiene a partir de S quitando todas las cldusulas tautolégicas y las
generalizaciones es inconsistente.

Esta observacion nos permite simplificar los conjuntos para los que desea-
mos probar inconsistencia. Esta es la idea de la estrategia de saturacién con
simplificacién. De cada S; extraemos S’ antes de calcular S;;; y de esta forma
los conjuntos no crecen de forma tan desorbitada.

Eyemrro 43. Sy = {R(a) V P(a), P(x) V =R(b), R(b), =P(b), R(a) V R(c) V =R(a)}.
Sy = {R(a) V P(a), P(x) V =R(b), R(b), =P(D)}.

S1 = 5, U {P(x), =R(b)}.

51 = {R(b), ~P(b), P(x), =R(b)}.

S, ={0O,...}. O

Esta estrategia es también completa.
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6.1.3.  Estrategias de preferencia de clausulas simples. Esta estrategia con-
siste en construir S;;; a partir de S; adjuntando una sola cldusula, que es re-
solvente de dos cldusulas de S;. La forma de elegir dicha cldusula da lugar a
diferentes estrategias de preferencia de cldusulas simples. Entre las posibles
elecciones caben destacar:

1.

2.

Eleccién aleatoria. Consiste en elegir una resolvente aleatoria de entre
las posibles que se pueden obtener a partir de elementos de S;.
Eleccién de la cldusula mds corta. Se trata de elegir la resolvente con menor
numero de literales de entre todas las posibles. La cldusula vacia no
tiene ningun literal, la idea de ir eligiendo la resolvente con menor
numero de literales se basa en intentar llegar al menor ntiimero posible
de literales, a saber 0.

Ejemrro 44.
So = {R(x) V =P(x), =R(b), =R(c) V Q(x) V R(f(a)), P(b)}.

Sy = Sp U {=P(b)).
52 = Sl U {D} O

Como es de esperar esta estrategia no es completa:

Ejemrro 45.
So = {=P(x) V P(f(x)), P(a), =P(a) V =P(b) V =P(c), P(b), P(c)}

S1 = So U{P(f(a))}
S> = S1 U{P(f(f(a)))}

etc. O

Conjunto soporte. Un teorema consta de un conjunto de axiomas A;,
A, ..., A, y una conclusién B. Como ya sabemos, para probar el teo-
rema debemos de comprobar que el conjunto {A;, A,, ..., A,, 7B} esin-
consistente. Lo normal es que el conjunto {A;, ..., A,} sea consistente,
por lo que podemos ahorrarnos el calcular resolventes tomando ambas
cldusulas padre de dicho conjunto. Esta es la idea de la estrategia del
conjunto soporte.

Un subconjunto T de un conjunto S de cldusulas es un conjunto
soporte de S si S — T es consistente. Las resoluciones permitidas seran
aquellas en las cuales al menos una de las clausulasno estden S — T.

Se puede demostrar que esta estrategia es completa:

Resurrapo 28. Si S es un conjunto finito e inconsistente de clausulas, y
T es un subconjunto de S tal que S — T es consistente, entonces existe una
deduccion de O a partir de S, con T como conjunto soporte.

Ejercicio 60. Sea el conjunto de cldusulas
S = {P(a), ~D(y)VL(a, y), ~P(x)V-Q(y)V-L(x, v), D(b), Q(b)}.
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Probar que T = {D(b), Q(b)} es un conjunto soporte para S, y usar la
mencionada técnica para demostrar la inconsistencia de S.

4. Preferencia de cldusulas unidad. La resolvente elegida es cualquiera tal
que una de las cldusulas tomadas para resolver tiene un solo literal
(estas clausulas con un solo literal reciben el nombre de cldusulas unit).
Esta estrategia tampoco es completa. Basta ver el ejemplo

Todas las estrategias que hemos comentado pueden ser mezcladas dando
lugar a nuevas estrategias; en la mayor parte de los casos se pierde la comple-
titud, pero a veces se conserva, dando lugar, en general, a algoritmos bastante
complejos. A veces lo que se pretende es tener algoritmos que sean eficientes
aunque no sean completos.

6.2. Técnicas de exploracién del arbol de deducciones. Dichas técnicas
son principios generales de resolucién de problemas y de busqueda que se
aplican en campos muy diversos.

El 4rbol de deducciones asociado a un conjunto de clausulas C es un drbol
con raiz e , donde toda rama partiendo de e y pasando por fi,..., f, es una
deduccioén a partir de C (en el sentido de que, o bien f; € C, o bien es resolvente
de fj, fx con j, k <i).

Las estrategias basadas en la exploracién del arbol de deducciones buscan
encontrar la cldusula vacia en dicho arbol, y se diferencian entre ellas precisa-
mente en la forma de hacer esa blisqueda, y a veces en limitaciones impuestas a
las deducciones, de forma que no se trabaje con el d&rbol de deducciones entero
sino més bien con un subarbol conveniente. Asi pues, una estrategia basada en
la exploracién del drbol de deducciones estd fundada en dos elecciones:

= La elecciéon de un subdrbol del arbol de deducciones, definido por
alguna limitacién impuesta a las posibles resolventes.
» La eleccion de una técnica de exploracion de dicho subérbol. Entre las
técnicas a elegir, las principales son:
e Exploracién primero en profundidad con vuelta a atrds.
e Exploracién primero en anchura.

Existen ciertas ventajas de una técnica frente a otra. La ventaja de esco-
ger una estrategia de exploracién primero en anchura es que, siempre que el
conjunto de cldusulas de partida sea inconsistente, encontraremos la clausula
vacia, incluso si el 4rbol de deducciones es infinito. Por contra, la desventaja
principal es el gran gasto de memoria que necesita una implementacién de
un método basado en esta técnica. Por otro lado, la ventaja de elegir una es-
trategia de exploracién primero en profundidad con vuelta atrds es la de que
este método es facilmente programable y no gasta tanta memoria. Sin embargo
el problema principal con el que se encuentra esta segunda eleccién es el de
la posibilidad de “perderse” en una rama infinita cuando la cldusula vacia se
encuentra en alguna otra rama no explorada atin.
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6.2.1. Estrategias lineales. Cuando tratamos de demostrar una identidad,
solemos comenzar por la parte izquierda de la misma, aplicamos una regla de
inferencia para obtener una nueva expresion, a la cual le aplicamos sucesiva-
mente reglas de inferencia hasta obtener finalmente la parte derecha. La idea
de resolucion lineal es parecida a este tipo de razonamiento encadenado. Se
comienza por una cldusula Cy, se resuelve con otra clausula para obtener otra
resolvente Cy, la cual se resuelve con otra, ..., hasta obtener 0.

La caracteristica mds atractiva de la resolucién lineal es su simplicidad
estructural. Ademads es completa y compatible con la estrategia del conjunto
soporte.

Una deduccion fy, ..., f, es una deduccién lineal con raiz ¢ si:

= fo,..., fn es una deduccién con fy = ¢y.
= La cldusula f;,i > 0, es resolvente de fi_; y otra cldusula (que por
definicién de deduccién debe ser, o bien una hipétesis, o algtn f; con
j<i).
Las estrategias lineales se basan en tomar como subarbol del arbol de de-
ducciones el formado por todas las deducciones lineales de C con raiz prefijada.
Se puede demostrar que si O se deduce de C, entonces existe una deduc-
ciéon lineal de O a partir de C. Esto implica que si elegimos una busqueda
primero en anchura, la estrategia que obtenemos serd completa. Como es de
suponer, para la busqueda primero en profundidad, se pierde la completi-
tud. Véase como ejemplo el arbol de deducciones del conjunto de cldusulas
C = {=P(x) V P(f(x)), ~P(a), P(x)}, y con raiz ¢y = P(x).

Ejercicio 61. Para el conjunto
S ={PvQ,-PVvQ,PVv-0Q,-PV-Q}

demostrar que es inconsistente usando una estrategia de resolucién lineal y a
continuacion otra no lineal.

Ejercicio 62. Para el conjunto de férmulas
S ={M(a, f(c), f()), P(a), M(x, x, f(x)), ~M(x, y,z)VM(y, x,z), -M(x, y,z)VD(x, z),

~P(w)V=M(x, y, 2)V=D(w, 2)VD(w, )VD(w, y), ~D(a, b)}.
obtener una refutacion lineal, es decir una deduccién lineal de la cldusula vacia.

6.2.2. Estrategias input. Una deduccién decimos que es input cuando cada
resolvente se obtiene utilizando al menos una hipétesis.

En general estas estrategias no son completas, pero para el caso de un
tipo especial de clausulas que estudiaremos a continuacién, si hacemos uso de
busqueda primero en anchura, se tiene asegurada la completitud.

Sin pérdida de generalidad, por lo comentado en el apartado anterior, po-
demos ademads suponer que nos restringimos a deducciones lineales e input,
con lo que f;,i > 0, es resolvente de f;_; y de una hipétesis (una cldusula de C).
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Ejercicro 63. Estudiar si para el conjunto de cldusulas del ejercicio |61 existe
una refutacién input.

6.2.3. Cldausulas de Horn. Una cldusula es negativa si todos sus literales son
negativos (formulas atémicas negadas).

Una cldusula es de Horn si tiene exactamente un literal positivo (un literal
que es una férmula atémica). Por ejemplo R(x, v) y =P(x)VQ(a) son cldusulas
de Horn, pero ni S(f(x))vQ(b) ni =R(x, y) lo son.

Un conjunto de cldusulas C de la forma C = C" U {cp} con C’ un conjunto
de cldusulas de Horn y ¢y una cldusula negativa se dice que es un conjunto de
Horn.

Observar que la resolvente, caso de existir, para una cldusula negativa y
una cldusula de Horn es de nuevo una cldusula negativa. La importancia de
los conjuntos de Horn radica en el siguiente resultado.

ProprosiciON 2. Dado un conjuntode Horn C = C'U{co}, entonces es inconsistente
si y sblo si existe una deduccion (usando resolucion) de la cldusula vacia que ademds
es lineal e input y con raiz c.

R(E;EMPLO 46. SeaI” = {=P(x) V P(f(x)), =P(f(y)) V =P(y) V R(y), P(a)}, y Co =
—K(Z).
Se obtiene la deduccién lineal-input de raiz Cy:
= Cp = =R(2).
C1 = —P(f(y) vV ~P(y).
C, = =P(f(a)).
C3 = —|P(ll).
Cy,=0O

Ejemrro 47. Verificar que la implicaciéon semantica siguiente es correcta.

YaVy(=P(x)v-Q(x, y) VR(v)), V2Q(f(2), §(2)), P(f(a))} F R(g(a)).

Aplicando el método de refutacién por resoluciéon obtenemos el conjunto

YxVy(=Px)V-Q(x, y) VR(Y)), ¥2Q(f(2), §(2)), P(f(a)), ~R(g())}.

Las formas clausulares correspondientes son

{(=PO)V-Q(y, y)VR(Y), Qf(2), 8(2)), P(f(a)), ~R(g(a))}.

Observamos que dicho conjunto estd formado por una clausula negativa (la
negacién de la férmula a probar) asi como por cldusulas de Horn. Por tanto, el
conjunto serd inconsistente si y sélo si existe una deduccién lineal e input de
la cldusula vacia con raiz la cldusula negativa. La deduccién es la siguiente:

1. =R(g(a)) (hipotesis),

2. Q(f(2),8(2)) (hipotesis),

3. P(f(a)) (hipotesis),

4. —P(x)V-Q(x, y)VR(y) (clausula negativa),
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5. =P(x)V-Q(x, g(a)) (resolvente de la cuarta y la primera cldusula con
o = (vIg@)),

6. —P(f(a)) (resolvente de la anterior y la segunda cldusula con o =
(lf(2))),

7. O (resolvente de la anterior y tercera clausula con ¢ = €).
Con lo cual el proceso de refutacién por resoluciéon ha terminado.

Como consecuencia de este hecho, la resolucién lineal e input es completa
cuando la busqueda se hace primero en anchura, si partimos de un conjunto
de Horn.

Decir que la estrategia de resolucién unit es completa para un conjunto de
Horn, asi como la estrategia de resolucién input. Esto no es casual ya que para
un conjunto de cldusulas S, se tiene que S tiene una refutacién por resoluciéon
input si y s6lo si S tiene una refutacion por resolucién unit.

Este tipo de estrategia es la que da lugar a la resolucién utilizada en PRO-
LOG, que estudiaremos en el siguiente tema.

Ejercicio 64. Siun conjunto de clausulas de Horn es inconsistente, entonces
contiene una cldusula unitaria positiva.

6.2.4. Estrategias ordenadas. Existen diversas formas de tener en cuenta
el orden de los literales de las clausulas para usarlo a la hora de limitar las
resolventes dentro del 4rbol de deducciones.

En la definicién de resolvente binaria (y por tanto en la de resolvente) no se
tuvo en cuenta el orden de los literales dentro de las clausulas, de hecho da lo
mismo tomar una cldusula que cualquier otra que podamos formar alterando
el orden de sus literales. En el caso de que se imponga un orden en los literales,
podemos hablar de resolucién ordenada, que consiste en resolver siempre sobre
los literales que ocupan la primera posicion en las cldusulas. Por ello siempre
que hablemos de resolucién ordenada, deberemos imponer un orden en los
literales y por tanto tendremos asi un conjunto de cldusulas ordenadas. Diremos
que una deduccién es una deduccion ordenada si se ha hecho uso exclusivamente
de resolucién ordenada.

Ejercicio 65. Un estudiante de informatica es abordado por un aficionado
a los juegos de palabras y este le dice: “Si establezco que:

Para todo crimen, hay alguien que lo ha cometido.
S6lo los malvados cometen crimenes.

No son detenidos mas que los malvados.

Los malvados detenidos no cometen crimenes.

5. Hay crimenes.

LN

ta que me contestas”. El estudiante responde: “Hay malvados que atin no estan
detenidos”. ;Sabrias justificar la veracidad de la respuesta del sagaz estudiante
usando lo que hemos aprendido sobre resoluciéon?
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Ejercicio 66. Demuestra que las hip6tesis:
I'= {3x(P(x) A Vy(D(y) — L(x, y))), Yx(P(x) = Yy(Q(y) — —~L(x, y)))}

implican semanticamente a la férmula:
Yx(D(x) — ~Q(x))

Ejercicio 67. Dadas las siguientes afirmaciones:

El que no bebe cerveza bebe vino.

Miguel es primo hermano de José.

= Francisco no bebe vino.

José es un predicador.

Los primos hermanos de predicadores no beben vino.

Se pide responder a la pregunta: ;Bebe alguien cerveza?

Ejercicio 68. Demuestra que
{B,V,R — T(a), (V A B) = T(a), M(b), M(a), Vx(M(x) A T(x)) = G)} E G.

Ejercicio 69. Dadas las siguientes afirmaciones:

= Hace buen tiempo.

= Es viernes.

= Juan tiene suerte si es verano.

= Juan tiene suerte si es viernes y hace buen tiempo.

= Antonio es un malvado.

= Juan es un malvado.

» Toda persona malvada y con suerte gana a la ruleta.

(Ganara Juan a la ruleta?

Ejercicio 70. Demuestra que la sentencia Mis aves de corral no son oficiales es
consecuencia de los siguientes hechos:

= Ningiin dnade baila el vals.
= Ningtn oficial declina nunca una invitacién a bailar el vals.
= Todas mis aves de corral son dnades.

Ejercicio 71. Demuestra que si

m todos los colibries tinen vivos colores,
= ningln péjaro de gran tamafio se alimenta de miel,
= los pdjaros que no se alimentan de miel tienen colores apagados.

Entonces es cierto que todos los colibries son de tamarfio pequefio.

Ejercicio 72. Demuestra que el conjunto de hipétesis

ningln poema interesante es mal recibido entre gentes de buen gusto,
ningtn poema moderno esta libre de afectacion,

todos sus poemas (de usted) versan acerca de pompas de jabén,
ningiin poema afectado goza de aceptacion entre gentes de buen gusto,
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= ningln poema antiguo versa acerca de pompas de jabon,
implica semanticamente a la sentencia Todos sus poemas carecen de interés.

Ejercicro 73. Dadas las hip6tesis

todos los animales que no cocean son flemaéticos,

los asnos no tienen cuernos,

un bufalo puede siempre lanzarlo a uno contra la puerta,

= ningtin animal que cocea es facil de engullir,

= ningtn animal sin cuernos puede lanzarlo a uno contra una puerta,
= todos los animales son excitables, salvo los bufalos.

Demuestra que los asnos no son ficiles de engullir.

Ejercicio 74. Demuestra que si

los animales se irritan siempre mortalmente si no les presto atencién,

= ]Jos tinicos animales que me pertenecen estdn en ese prado,

= ningtin animal puede adivinar un acertijo a menos que haya sido ade-
cuadamente instruido en un colegio con internado,

= ningtin animal de los que estadn en este prado es un tejon,

» cuando un animal estd mortalmente irritado corre de un lado para otro
salvajemente y grufie,

= nunca presto atencién a un animal, a no ser que me pertenezca,

= ningtn animal que haya sido adecuadamente instruido en un colegio

con internado corre de un lado para otro salvajemente y grufie.

Entonces ningiin tejon puede adivinar un acertijo.



CAP{TULO 6

Principio de Resoluciéon y PROLOG

1. Introduccion

En este capitulo ponemos de manifiesto la relacién entre la resolucién lineal
input y la resolucioén llevada a cabo en el lenguaje PROLOG. No es nuestro
objetivo dar un manual de programaciéon para PROLOG; de hecho nos vamos
a limitar a estudiar la resolucién utilizada en PROLOG para ver su relacién con
lo visto en el capitulo anterior.

Enla siguiente seccién exponemos cémo se escriben en PROLOG las clausu-
las de Horn, a continuacién se expone la resolucién PROLOG, y por dltimo se
comentan algunos problemas elementales que pueden surgir a la hora de usar
la resolucién PROLOG.

2. Estrategia de resolucién lineal-input en PROLOG

Recordemos del capitulo anterior que dado un conjunto de cldusulas I, y
C €T, una deduccioén lineal-input a partir de I' con raiz C es una secuencia de
clausulas Cy, ..., C,, de forma que
L C() =C.
= C;, con i no nulo, se obtiene como resolvente de dos clausulas, de las
cuales una estd en I, y la otra es C;_;.

Como se puede observar, la definicién que acabamos de dar no se atiene
a aquella que dimos en su dia de deduccién en general; ésto se debe a que
podemos prescindir de escribir la lista de hipétesis al principio de nuestra
deduccién, salvo la negativa que serd por donde empezaremos, y usar las
cldusulas segtin vayan haciendo falta.

Ejemrro 48. Seal = {-A,AV -BVv-D,B,DV -B,AV —-E}yseaCy = -A.La
siguiente deduccién de O a partir de I' es una deduccién lineal-input con raiz
Co.

Co = —A, la raiz.

Ciy =BV —D, que es resolvente de Coy AV =C V —D.
C, = =D, que es resolvente de C; y B.

Cs; = =B, resolvente de C; y D v —C.

C4 = O, resolvente de C3 y B.

El conjunto de resoluciones lineales-input que se pueden realizar en este
ejemplo se puede esquematizar en el siguiente arbol:

67
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Como se puede observar en el ejemplo anterior, una de las ramas no con-
duce a la cldusula vacia. Por tanto si hiciésemos una btusqueda primero en
profundidad, tendriamos que permitir siempre vuelta atrds (backtracking), ya
que en caso contrario podriamos llegar a una rama que no condujese a la
solucion.

Puede darse el caso también en el que exista alguna rama infinita, por lo
que nuestra busqueda, primero en profundidad y con vuelta atrds, podria no
acabar nunca al dar con una de esas ramas, encontrandose la deduccion de la
cldusula vacia en otra rama.

Otro problema es que el conjunto de partida no sea un conjunto de Horn,
aunque éste sea inconsistente. Como ilustracion de este hecho considérese este
ejemplo.

Ejempro 49. SeaI' = {PV Q,P V =Q,—=P VvV Q,—-P VvV =Q}, y tébmese como
cldusula raiz P v Q.

Siuno dibuja el &rbol asociado a las resoluciones lineales-input, se dard cuen-
ta que en todos los niveles (que no sean el raiz) aparecen P, Q, =P, —=Q repetidos
varias veces, y que nunca se alcanza la cldusula vacia, ya que de P, Q, =P o0 =Q
y una cldusula de I' nunca se puede obtener O como resolvente.

Por otro lado es facil ver que la cldusula vacia se deduce de I'.

Lo que ocurre es que en las deducciones lineales-input el cdlculo de re-
solventes se ve restringido, y esta restriccion puede llevar a la pérdida de la
deduccién de la cldusula vacia.

El lenguaje de programacién PROLOG esté basado en cldusulas de Horn.
Existen varias razones en las que se basa esta restriccion:

Primero: para conjuntos que no sean de Horn no tenemos una estrategia general
que sea completa y correcta. Recordemos que las resoluciones lineales-
input son completas para conjuntos de Horn. Debido a la simplicidad
de este tipo de resoluciones, los algoritmos correspondientes son mas
eficientes.
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Segundo: muchos problemas resultan ser planteables en términos de férmulas
de Horn, por lo que dicha restriccién no lo es tal en la préctica.

Decir ademds que los métodos anteriores se pueden utilizar para llevar a
cabo la obtencién de respuestas a partir de una informacién dada.

Ejemrro 50. Consideremos los siguientes hechos:

= A Manolita le gustan los programas del corazon.
= A Antoiiito le caen bien todas aquellas personas a las que les gustan
los programas del corazén.

Esta informacién podemos transcribirla al lenguaje de la 16gica de predicados
del siguiente modo: usamos el predicado G(x, y) para indicar que a x le gusta
o le cae bien y. Necesitamos también tres constantes:

= Manolita serd representada por una g,
= Antofiito por una b,
= los programas del corazén por una c.

El conjunto de cldusulas correspondientes es:

= G(a,c),
» =G(x, c)VG(b, x).

A partir de esta informacién, una posible pregunta seria: ja Antofiito le gus-
ta alguien? Esta pregunta se puede escribir como JyG(b, y). Si aplicamos el
método de refutaciéon por resoluciéon, negamos la cldusula que representa la
pregunta y obtenemos Yy—G(b, y). Puede comprobarse facilmente que a partir
del conjunto ampliado de clausulas obtenemos la cldusula vacia. Para la ob-
tencion de la misma, resulta que la variable y ha tenido que tomar un valor a
la hora de unificar literales. ;Cémo podemos conocer dicho valor? Una forma
de averiguar un valor concreto de y es seguir el rastro de las sustituciones
que se han ido aplicando. El estado inicial serd la clausula raiz y la sustitucién
identidad. Si a partir de un estado intermedio, ésto es, una cldusula y una
sustituciéon g, obtenemos una nueva resolvente utilizando una sustitucion 7,
entonces el nuevo estado serd la nueva resolvente junto con 7 o 0. Procedemos
de este modo hasta que alcancemos el estado (O, 0). En tal caso una respuesta
a la pregunta inicial serd 6(y). En nuestro ejemplo es facil comprobar que el
tnico valor es y = Manolita.

3. La sintaxis en PROLOG

En seccién describimos brevemente como se representa la informacién en
PROLOG.

Toda cldusula de Horn viene caracterizada porque s6lo posee un literal
positivo. Asi, toda cldusula de Horn podria expresarse (salvo equivalencia) de
la siguiente forma

AV =By V:--VAaB,,n>0
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y usando las leyes de De Morgan obtenemos
AV =(ByA---ABy),

que es equivalente a
(BiA---AB,) — A.

La cual en PROLOG se representa del siguiente modo
A: _Blz---/Bn-

El punto que aparece al final de la expresién juega en este caso un papel
fundamental, similar al que tiene el “;” en PASCAL o en C. PROLOG no
aceptard otras férmulas que las que vengan dadas de esa forma. Una expresion
como la que acabamos de presentar se suele llamar regla o cldusula procedural.
Notese que el literal positivo aparece a la izquierda del simbolo “:-” (el cual
representa la implicacion de derecha a izquierda) y que los literales negativos
aparecen detrds de dicho simbolo. Cada literal B; se denomina una /lamada a
procedimiento. En el supuesto de que n = 0, se adopta una escritura especial, a
saber,

A.

y en este caso a esta expresion se le suele llamar hecho. Estas clausulas re-
presentan enunciados afirmativos simples. Un programa de cldusulas de Horn o
programa l6gico es un conjunto finito de hechos y cldusulas de procedimiento.
Se dice que un programa légico es invocado por una cldusula objetivo (o cldusula
de pregunta) la cual es una cldusula negativa. En notaciéon de PROLOG ésta se
escribe Q1,Q», ..., Ok.

Refiriéndonos de nuevo a la intepretacién intuitiva, esta notacién sugie-
re que una cldusula objetivo es una secuencia de llamadas procedurales las
cuales deben de ser completadas satisfactoriamente. En este mismo sentido la
clausula vacia se denomina cldusula de parada (“halting clause”). Esta puede
ser considerada como un caso especial de cldusula objetivo (con k = 0) donde
todas las llamadas a procedimiento han sido completadas satisfactoriamen-
te. Recordemos, como hicimos constar en su momento, que las clausulas que
intervienen al calcular una resolvente han de tener variables disjuntas.

Cada literal es, o bien una férmula atémica, o bien negacién de una férmula
atomica. Por tanto nos interesa conocer como se expresan las férmulas atémi-
cas en PROLOG. Para ello necesitamos saber como expresar las constantes,
variables, simbolos de funcién y simbolos de relacion.

= Constantes: las constantes en PROLOG se representan por medio de
una cadena de caracteres (con las mismas convenciones tipicas de
caracteres ASCII véalidos que aquellas seguidas en C) empezando por
una letra mintdscula. N6tese que PROLOG es un lenguaje que distingue
entre mintsculas y maytsculas (“case-sensitive”).



4. LA RESOLUCION PROLOG 71

= Variables: se expresan igual que las constantes, pero empezando por
mayuscula.

= Simbolos de funcién: igual que las constantes.

= Simbolos de relacion: igual que las constantes.

Asi pues las constantes propias del lenguaje (constantes, simbolos de re-
lacién y simbolos de funcién) empiezan con mintscula, y las variables con
maytscula.

Para construir términos disponemos de constantes, variables, simbolos de
funcién; ademdas PROLOG permite el uso de ntiimeros y listas.

Démonos cuenta de que las convenciones de escritura utilizadas en PRO-
LOG son en cierto modo contrarias a las que hemos venido utilizando a lo largo
de la asignatura para representar férmulas de un lenguaje de primer orden.
PROLOG distinguird entre constantes, funciones y relaciones segtn la forma
como aparezcan escritas.

Ejempro 51. Algunas expresiones validas en PROLOG son:

tiene (X, coche).

tiene(X, transporte) :- tiene(X,coche), tiene(X,suerte).
esparaguas(Zutano) :- seabre(Zutano), evitalluvia(Zutano).
aprobarFLP(X):-irAclase(X),estudiarApuntes(X).

4. Laresolucion PROLOG

Tal y como indicamos en las secciones anteriores, PROLOG trabaja con con-
juntos de Horn. El primer paso es crear un archivo de texto que contendra a
nuestro programa légico. Este fichero ha de tener extesién “.pl”. En cuanto eje-
cutamos nuestro intérprete de PROLOG, para cargar nuestro programa légico
hemos de escribir

| 7- [nombreDeNuestroFichero].

Una vez hecho esto, el usuario puede plantear preguntas u objetivos. Estas van
a representar a la cldusula negativa en cuestién, aunque la forma préactica de
hacerlo es la siguiente. Si por ejemplo la pregunta es

FAy(R(x, y)AP())

hemos de calcular la forma clausular de la negacién de dicha pregunta. Obte-
niendo en este caso la clausula

—R(x, y)V-P(x).
En notacién PROLOG la pregunta habria que escribirla

|7- r(X,Y),pX).

En general, si la forma clausular obtenida constase de méas de una cldusula,
tendriamos que plantear cada pregunta por separado y comprobar que al
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menos una de ellas tenga solucién. Por ejemplo, caso de que nuestra pregunta
sea

AxAy(R(x, y)VP(x)),

obtenemos las clausulas —R(x,y) asi como —P(x). Por tanto primero plan-
tearfamos la pregunta

|7- r(X,Y).
y a continuacion si ésta no tuviese solucién la pregunta
|7- p(X).

El algoritmo que usa PROLOG para la determinacién de la inconsistencia
de un conjunto de la forma I'U {—¢}, es el de buisqueda primero en profundidad
con vuelta atras en el arbol de las deducciones lineales-input (ordenadas E[) con
raiz —.

Supongamos que tenemos un conjunto de reglas I'. Cada nodo consta de
una lista de objetivos o preguntas By, ..., B, y una substitucién ¢. Al comienzo
By, ...,B, son las preguntas planteadas por el usuario y o es la substituciéon
identidad ¢. Supongamos que nos encontramos en el nodo By, B, ...,B,; 0, el
algoritmo consiste en:

= Sin =0 (lalista de preguntas es vacia), entonces
e escribase o.
e vayase al nodo precedente.
= En caso contrario
e tomese la primera pregunta B;.
e biisquese entre todas las reglas, en el orden en el que han sido
escritas y no exploradas atin en dicho nodo, la primera regla de la
forma

A:-Cyq,...,Ch

donde A se pueda unificar con B; (nétese que podemos renombrar
las variables en la cldusula A : —C;, ..., C; de forma que no sean
las mismas que las que aparecen en By, ..., B,).
e 5ino hay ninguna regla cumpliendo dicha premisa, entonces
o Sinos encontramos en la raiz del arbol, terminar.
o En caso contrario, vayase al nodo precedente.
e En caso contrario
o Sea 0 un unificador principal para B; y A.
o Desciéndase creando un nuevo nodo con etiqueta

0(Cy),...,0(Ck), 6(By),...,0(By); 0o

!La matizacién de ordenadas se debe a que el algoritmo usado tendr4 en cuenta el orden
en el que se introduzcan las reglas y hechos, asi como el orden de los literales en cada regla.
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El algoritmo que aqui se expone es una simplificacién del seguido por
PROLOG. No tenemos en cuenta elementos que pueden complicar este algo-
ritmo, tales como la alteracién de control provocada por el usuario (ver secciéon
siguiente).

Pongamos ahora un ejemplo para clarificar las ideas expuestas en esta
seccion.

EjempLo 52. Sea el programa (también denominado “script” o guién) en
PROLOG:

b.
V.
c(j):-e(a).
c(j):-b,v.

m(a).

m(j).
gX):-mX),cX).

Tenemos asi siete reglas(r, . .., 7). Si planteamos la pregunta

g(X).
la respuesta sera
X = j.
A continuacién mostramos el arbol de resolucién PROLOG:
comienzo/ fin
I
8(X); ¢
7} ]
m(X), c(X);
N
c(@); (Xla) c(); (X17)
B NG
e(a); (X)) b, v; (X1j)
an
v; (X))
| |
0; (X1)

Inténtese como ejercicio transcribir cada uno de los pasos dados en el 4rbol a
la notacion usual utilizada en l6gica de primer orden.
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“” 27

Ejercicio 75. Si en el ejemplo anterior la constante “;” que aparece en las
reglas tres y cuatro se cambia por “J”, cudl seria el resultado.

Estamos utilizado el programa gprolog. Podemos crear un fichero e jemplo.pl
con las siguientes clausulas:

r(¥):-pX),qX,Y).

q(£(2),9(2)).

p(£(a).
Si a continuacion ejecutamos el programa gprolog, para cargar el fichero ante-
rior hay que escribir

|?- [ejemplo].
Si recibimos un “yes”, como respuesta nuestro fichero habra sido cargado
correctamente. Nos podemos preguntar si existe algtin elemento que verifique
la propiedad r. Para ello basta con darle la siguiente linea:

|7- r(T).
La respuesta obtenida es T=g(a). Esto significa que g(a) cumple la propiedad
r.

Otro uso del PROLOG es el célculo de unificadores principales. Por ejemplo

si tras ejecutar gprolog, damos la orden

r(£f(X),g(Y,a))=r(Z,g(b,T))
obtenemos como resultado:

T =a
Y="5D
Z = £(X)

Esto quiere decir que (Tla, Y|b, Z|f(X)) es un unificador principal de los ante-
riores literales.

En la version disponible, cuando no existe un unificador puede ocurrir que
entremos en un ciclo infinito y los célculos no terminen, como ocurre con el
siguiente ejemplo:

|7- r(Y,£X))=r(£(£(X)),£(V)).

5. Algunos problemas de la resolucién PROLOG

Como vimos en la Seccién 2] el algoritmo usado por PROLOG no es com-
pleto. Entre los problemas que pueden surgir destacan:

= Que el algoritmo entre en una rama del 4rbol infinita.
= Que dependiendo del orden en que sean escritas las reglas y hechos el
programa pueda o no encontrar solucién a las preguntas planteadas.

Otra de las cuestiones que en principio pudiera parecer que influye en
la obtencién de un resultado, es el orden en el que aparecen los literales de la
pregunta (ya que esto determinaré el orden en el que calcularemos resolventes).
Sorprendentemente se puede demostrar que ésto no influye.
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Como se dijo en el tema anterior, si el problema planteado tiene solucién
siempre existird una resolucién lineal-input que dé con ella. El que se alcance
o no dependera muchas veces del orden en que vengan dadas las reglas.

Los ejemplos que vienen a continuaciéon pretenden mostrar algunas defi-
ciencias de PROLOG.

Ejempro 53. El programa
a:-a.
no encuentra la solucién a la pregunta.
a.
Ya que dicha dicha solucién no existe. El drbol que se origina es un arbol de
una sola rama con todos los nodos etiquetados con a; €.
Ejemrro 54. El programa

a:-a.
a.

no encuentra solucién a la pregunta
a.

y en este caso a resulta de las reglas dadas en el programa.
Si reescribimos el programa como sigue

d.
a:-a.

responderd a la pregunta anterior satisfactoriamente.

Ejemrro 55. El siguiente programa

t(£(g(3))).
tX):-t(£(X)).
t(X):-t(g(X)).

no encuentra solucién a la pregunta
t(3).
y se ve claramente que £(j) es consecuencia logica de las reglas del programa. En

este caso el algoritmo se pierde por una rama infinita. Dibtjese como ejercicio
el arbol que trazaria el algoritmo.

Muchas veces si se altera el orden en el que son introducidas las reglas, un
programa que no encontraba solucién puede encontrarla. Se aconseja pues evi-
tar casos como los que se exponen en los ejemplos anteriores e intentar escribir
de forma ordenada los programas. A veces es imposible evitar este problema
(véase el Ejemplo[55)), debido a que la buisqueda es primero en profundidad.

Ejercicio 76. Comprueba que para el siguiente programa
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aX,2):-q¥,2),r(X,Y).

aX,X).

r(b,0).
si preguntamos q(X, c) ., aunque en el &rbol de las deducciones hay dos célcu-
los con éxito (q(b,c) y q(c,c)), dicho programa entra en una rama infinita
debido al orden en el que hemos dado las reglas. De que forma podriamos
ordenar las reglas para obtener una repuesta satisfactoria.

Otro problema a tener en cuenta es que dado un conjunto de cldusulas,
éste no venga expresado como un conjunto de cldusulas de Horn. A veces,
este problema se puede evitar cambiando uno o varios simbolos de relacién
por simbolos nuevos que vengan a significar lo contrario, con lo que en to-
das las cldusulas cambiamos los literales en los que aparecen dichos simbolos
de relacién por sus complementados y substituimos los simbolos de relacién
antiguos por los nuevos. Por ejemplo, si tenemos {PVQ, ~PV-Q, P}, cambian-
do P por =P’ y complementando los literales que empiecen por P, tenemos
{=P'VQ, P'V-Q, —~P’}, que es un conjunto de Horn. Esté claro que el conjunto
de partida es inconsistente si y s6lo si el que acabamos de construir es inconsis-
tente. Por desgracia, no siempre se puede hacer un cambio asi. Témese como
ejemplo el conjunto {PVQ, -PV-Q, Pv-Q, =PVQ}.

Ejercicro 77. Dibuja el drbol de resoluciéon PROLOG asociado a los proble-
mas de resolucién del capitulo anterior que sean expresables en conjuntos de
Horn.

A veces podremos intuir que por determinados caminos no se encuentra
la clausula vacia. En estos casos podemos usar los llamados “cortes” que se
representan por el simbolo “!” y que tienen un comportamiento parecido al
comando “goto” de algunos lenguajes de programacién. A grandes rasgos la
primera vez que PROLOG se encuentra con un “!”, éste se evaltia de forma
normal, pero si tras el proceso de retroceso (al no haber encontrado ninguna so-
lucién) llegamos a la cldusula que contenia el simbolo de corte “!”, entonces se
fuerza un salto del flujo de control del programa a la tltima cldusula padre co-
rrespondiente a la pregunta en el &rbol de buisqueda que no contenia el simbolo
de corte. No todos los expertos aceptan el uso de este tipo de construcciones ya
que de una parte puede tratar de ayudar a superar las deficiencias planteadas
por la estrategia de biisqueda de PROLOG. Se pueden cortar caminos infinitos,
asi como cortar subdrboles en los que no hay solucién, pero también puede
ocurrir que se descarten subarboles donde si que hay solucién.
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