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DE LO VERBAL A LO SIMBOLICO:
UN PASO CLAVE EN EL USO DEL ALGEBRA
COMO HERRAMIENTA PARA LA RESOLUCION DE PROBLEMAS
Y LA MODELIZACION MATEMATICA

From verbal to symbolic:
A key step in the use of algebra as a tool for problem solving
and mathematical modelling

Susana Rodriguez-Domingo y Marta Molina
Universidad de Granada

RESUMEN

En este capitulo se analizan los resultados de investigaciones que informan sobre el proceso
de traduccion del sistema de representacion verbal al simbdlico. Recurrimos a la literatura para
conocer qué se sabe sobre como los estudiantes abordan este proceso, las dificultades y errores
que presentan, y sus posibles causas. De este modo contribuimos a las investigaciones intere-
sadas en esta temdtica particular, y avanzamos en la comprension de los complejos procesos de
aprendizaje del simbolismo algebraico. La informacién aqui recogida también resulta de utilidad
para informar la ensefanza del dlgebra escolar.

Palabras clave: Lenguaje algebraico; Lenguaje verbal; Resolucién de problemas; Simbo-
lismo algebraico; Sistemas de representacion.

ABSTRACT

In this chapter we analyze the results of previous studies about the process of translation
from the verbal to the symbolic representation system. By looking at the literature we identify
what is known about how students deal with this process, the difficulties and errors they present
and their possible causes. In this way we contribute to research on this topic and advance on
understanding the complex process of learning algebraic symbolism. The information here
presented is also of use to inform school algebra teaching.

Keywords: Algebraic language; Algebraic symbolism; Problem solving; Representation
systems; Verbal language.

RODRIGUEZ-DOMINGO, S. y MOLINA, M. (2013). De lo verbal a lo simbdlico: un paso clave en el uso
del dlgebra como herramienta para la resolucion de problemas y la modelizacién matemadtica. En L. Rico,
M. C. Canadas, J. Gutiérrez, M. Molina e I. Segovia (Eds.), Investigacion en Diddctica de la Matemditica.
Homenaje a Encarnacion Castro (pp. 111-118). Granada, Espaiia: Editorial Comares.
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INTRODUCCION

Hasta hace poco méas de dos décadas, en la investigacion relativa a la ensefianza y
aprendizaje del dlgebra habia una asuncién implicita de que el pensamiento algebraico
y, por tanto, el dlgebra, s6lo podia tener lugar ante la presencia del lenguaje simbdlico
(Sutherland, Rojano, Bell y Lins, 2001). Actualmente, se adopta una concepcién mas
amplia del dlgebra, incluyendo actividades que no necesariamente requieren del uso de
simbolismo algebraico tales como el estudio de relaciones funcionales, la generaliza-
cién y el estudio de patrones (Molina, 2009); no obstante esta componente del dlgebra
escolar sigue teniendo una presencia notoria en el curriculo. Se destaca la utilidad del
simbolismo algebraico para la comunicacion y representacién de conceptos mate-
maticos; siendo identificados ambos procesos como componentes de la competencia
matematica a alcanzar por los escolares en la educacién secundaria (NCTM, 2000).
En este sentido el NCTM y los documentos curriculares vigentes en Espafia (Boletin
Oficial del Estado, 2006) sefnalan el papel del simbolismo algebraico como parte del
lenguaje matemadtico que los estudiantes deben ser capaces de utilizar para expresar
ideas matematicas de forma precisa, comunicar su pensamiento matematico, analizar
y evaluar el pensamiento matematico y estrategias, resolver problemas, y modelizar e
interpretar fendmenos de las matemadticas y otras ciencias. Asi mismo, se destaca como
expectativa de aprendizaje de esta etapa, utilizar y moverse con fluidez entre diferentes
representaciones de conceptos matematicos.

Estas expectativas de aprendizaje relativas al dominio del simbolismo algebraico,
junto a las criticas que a nivel internacional sefialan la ausencia de significado en el
aprendizaje algebraico adquirido por los estudiantes en su formacién obligatoria (Kieran,
2007), entre otras razones, han motivado nuestro interés por el andlisis del proceso de
traduccidn entre los sistemas de representacion verbal y simbdlico. En este capitulo,
atendemos tinicamente a uno de los sentidos de dicho proceso de traduccién y recurri-
mos a la literatura para conocer qué se sabe sobre como los estudiantes abordan este
proceso, las dificultades y errores que presentan, y sus posibles causas. De este modo
se contribuye a las investigaciones interesadas en esta temdtica, en particular algunas
de las investigaciones que venimos realizando en la Universidad de Granada.

TRADUCCION ENTRE SISTEMAS DE REPRESENTACION

Un sistema de representacion es un conjunto estructurado de notaciones, simbolos
y graficos, con reglas y convenios, que nos permiten expresar aspectos y propiedades de
un concepto, teniendo presente que ningtin sistema de representacién agota por si solo
un concepto (Castro y Castro, 1997). La traduccién entre sistemas de representacion
consiste entonces en reproducir el mismo «contenido» en otro sistema (Freudenthal,
1983); en transformar los conceptos y atributos representados en un sistema a los
correspondientes conceptos y atributos en otro sistema, obteniendo una representacion
diferente a la de partida pero congruente en significado.
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En este trabajo nos centramos en los sistemas de representacién simbdlico y ver-
bal, los cuales se consideran frecuentemente para representar diferentes conceptos
matematicos. El primero de ellos se caracteriza por la expresion escrita de numerales,
letras y signos caracteristicos de la aritmética y el dlgebra, mientras que el sistema de
representacion verbal estd determinado por el uso del lenguaje cotidiano incluyendo,
en ocasiones, terminologia especifica del lenguaje matematico académico (Cafiadas,
2007). De este modo, un ejemplo de enunciado algebraico en representacion verbal es
«un nimero mas su consecutivo es igual a otro nimero menos dos», siendo x+(x+1)=y-2
su correspondiente representacion simbdlica.

Lo0OS PROCESOS DE TRADUCCION: UNA MIRADA DESDE LA INVESTIGACION EN DIDAC-
TICA DEL ALGEBRA

Los estudios que atienden a los procesos de traduccién en contextos algebraicos
consideran en su mayoria los sistemas de representacion tabular, gréifico y simbdlico
(Kieran, 2007). Dichos estudios evidencian que los estudiantes tienen dificultades para
mantener la congruencia semantica que caracteriza estos procesos, aunque muestren
comprension de las representaciones inicial y final. Son escasas las investigaciones
que centran su atencion en la traduccidn entre el sistema de representacion verbal y el
simbolismo algebraico. La mayoria de ellas se localizan en el contexto de la resolucién
de problemas dado que una de las acciones a realizar al abordar un problema algebraico
es pasar del enunciado verbal a su modelizacién con simbolos. En este contexto los
estudiantes muestran resistencia a hacer uso del simbolismo algebraico, prefiriendo
utilizar razonamientos de tipo aritmético (Kieran, 2007).

La traduccidn del sistema de representacion verbal al simbdlico es un proceso en el
que los estudiantes de educacion secundaria presentan numerosas dificultades (Cerdan,
2010; MacGregor y Stacey 1993; Rodriguez-Domingo, 2011; Wagner y Parker, 1993;
Weinberg, 2007). Esto ha motivado el interés de algunos investigadores interesados en
la didéctica del dlgebra. La mayoria de los estudios realizados atienden a los errores
mads habituales puestos de manifiesto por los estudiantes, por medio de los cuales se
intenta inferir el modo en que abordan esta tarea. En este apartado sintetizamos resulta-
dos de estas investigaciones, complementdndolos con otros més recientes que indagan
en factores que condicionan la dificultad de las traducciones entre representaciones.

Procesos de traduccion por estudiantes de secundaria

Para realizar de forma exitosa traducciones, los estudiantes requieren comprender
tanto las variables y las relaciones de dependencia mutua entre ellas descritas en el
enunciado verbal, como las caracteristicas sintdcticas de la representacién simbdlica
(Kaput, Sims-Knight y Clement, 1985), alternando entre formas sinticticas y semdanticas
de analizar las representaciones implicadas (Kaput, 1989). MacGregor y Stacey (1993)
llaman la atencién sobre la necesidad de que los estudiantes sean conscientes de que
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algunas relaciones féciles de expresar mediante una representacion verbal precisan de
cierta reorganizacion antes de ser traducidas al simbolismo algebraico. En esta misma
linea, Socas (1997) advierte de la mayor precision del simbolismo algebraico frente
al lenguaje verbal y de la posibilidad de lecturas secuenciales y no secuenciales de
expresiones simbdlicas.

A partir del analisis de resultados de estudios previos sobre procesos de traduccion
de enunciados algebraicos verbales a su expresion simbdlica, MacGregor y Stacey
(1993) identifican dos formas en que los estudiantes abordan esta tarea: (a) traduccion
sintdctica, es decir, procediendo de izquierda a derecha y traduciendo palabra por pala-
bra o buscando palabras clave, sin atender al significado del enunciado verbal, o (b)
traduccion semdntica, es decir, mediante una comparacion estética, tratando de expresar
el significado de la expresion a partir de la construccién de un modelo cognitivo de las
relaciones matemadticas descritas en el enunciado dado.

Estudios recientes de Cerdan (2008, 2010) aportan detalles sobre las caracteristicas
de las traducciones de enunciados verbales realizadas por estudiantes de bachillerato.
Se observa que (a) proponen diversidad de traducciones, (b) el niimero de cantidades
contenidas en el enunciado verbal no coincide con el nimero de simbolos diferentes
utilizados, (c) tienden a utilizar mas letras del minimo necesario, una de las cuales
corresponde a la incégnita del enunciado, y (d) muestran preferencias comunes en la
eleccidn de las cantidades a ser representadas con una letra.

Errores en los procesos de traduccién

Las investigaciones que han indagado en la traduccién del sistema de representa-
cion verbal al simbdlico por estudiantes de secundaria y bachillerato (Cerdan, 2008,
2010; MacGregor y Stacey, 1993; Rodriguez-Domingo, 2011; Weinberg, 2007), han
reportado un alto porcentaje de fracaso en el desarrollo de esta tarea (variable entre
30% y 60% segtin el estudio). Uno de los errores méas referidos es el denominado error
de inversion, que consiste en representar la relacién opuesta a la indicada. Dicho error
conduce, por ejemplo, a traducir como 6S=P el enunciado verbal «hay 6 veces tantos
estudiantes como profesores», utilizando la variable S para referir a los estudiantes y
P para los profesores. Este error presenta una gran persistencia, siendo mas frecuente
cuando las variables implicadas tienen coeficientes diferentes a uno y cuando las letras
utilizadas corresponden a las iniciales de las cantidades referidas en el enunciado ver-
bal (Weinberg, 2007). También se ha identificado en enunciados con estructura aditiva
(MacGregor y Stacey, 1993).

Cerdén (2008, 2010), Ruano, Socas y Palarea (2008) y Rodriguez-Domingo (2011)
identifican otros errores partiendo de enunciados algebraicos representados verbalmente
que en el caso de Cerddn y Ruano et al. estdn contextualizados y en el de Rodri-
guez-Domingo no. Los errores detectados por estos autores son similares, variando su
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frecuencia de presentacion segun el tipo de problema o la presencia o no de contexto.
Se identifican errores de caracter aritmético como la confusion de operaciones o el uso
inadecuado de paréntesis, errores en la completitud del enunciado construido (incom-
pletos vs desmedidos), y errores derivados de las caracteristicas propias del lenguaje
algebraico entre los que destacan errores en el uso de las letras (ej., utilizan un simbolo
para designar a mas de una cantidad, designan con mas de un simbolo a la misma
cantidad), errores de particularizacién o generalizacién de alguno de los términos, y
errores en la construccion de las expresiones debidos a la complejidad estructural de
las mismas. Entre los errores mas frecuentes destacan la confusién de las operaciones
potenciacién y producto, una interpretacion incorrecta de la estructura del enunciado y
la particularizacién de alguno de los términos del enunciado.

ORIGEN DE LOS ERRORES Y CONDICIONANTES DE LA DIFICULTAD DE LAS TRADUC-
CIONES

Los estudios referidos en los dos apartados anteriores permiten identificar posibles
causas de los errores sefialados: (a) se utiliza un procedimiento puramente sintictico
al abordar la traduccién; (b) el estudiante elabora un modelo cognitivo basado en rela-
ciones de comparacion entre las variables en vez de un modelo basado en relaciones
de igualdad; (c) el signo igual es considerado como indicador de una correspondencia
0 asociacion; (d) los numerales son interpretados como adjetivos; (e) el estudiante no
comprende el enunciado verbal debido a la compleja sintaxis del lenguaje verbal; y (f)
el estudiante posee una limitada comprensién del concepto de variable y de las carac-
teristicas sintacticas de los enunciados simbdlicos.

Ademads de estos factores, los trabajos de Bossé, Adu-Gyamfi y Cheetham (2011)
centrados en la identificacién de elementos que dificultan los procesos de traduccién
segin los tipos de sistemas de representacion implicados, destacan la influencia de dos
factores personales: la inclusién de traducciones intermedias y la experiencia previa
del alumno en el tipo de traducciones en cuestién. En este sentido, cabe sefialar que
seglin estos autores la traduccién del sistema de representacion verbal al simbdlico
recibe una atencion intermedia por los docentes, pues dedican la mayor atencién a las
traducciones de lo simbdlico a lo grifico y tabular, asi como entre los sistemas grafico
y tabular. La presencia de informacién no explicita y de informacién irrelevante o
confusa en los enunciados son otros condicionantes de la dificultad de las traducciones
(Bossé et al., 2011), siendo mayor cuando la presencia de estos condicionantes es alta
en la representacién origen de la traduccién y baja en la representacion destino. Por
tanto, las caracteristicas de los sistemas de representacién implicados en los procesos
de traduccién que estamos considerando (ver Tabla 1), justifican una dificultad alta.
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Tabla 1. Presencia de informacion en los sistemas de representacion verbal y simbolico

Sistema de representacién

Caracteristicas

Verbal (origen) Simbolico (destino)
Presencia de informacién no explicita u omitida Alta Alta
Presencia de informacion irrelevante o confusa Alta Baja

La dificultad de este tipo de traducciones también puede estar influenciada por
la presencia y tipo de contexto implicado en la representacion verbal dada. Hasta el
momento no existen evidencias claras sobre la naturaleza de esta influencia, pues si
bien algunos trabajos la descartan (Wollman, 1983), la familiaridad del contexto es un
factor reconocido en los procesos de resolucién de problemas (Ambrose y Molina, en
prensa) e incluso recomendado para dotar de significacién concreta al lenguaje mate-
maético (Gémez-Granell, 1989).

CONCLUSIONES E IMPLICACIONES PARA LA DOCENCIA

La traduccién del sistema de representacion verbal al simbdlico por estudiantes de
secundaria es una linea de investigacion en la que las autoras de este capitulo venimos
trabajando junto a las doctoras Encarnacidon Castro y Maria C. Cafiadas, buscando
comprender como los estudiantes abordan este proceso y desarrollan sus habilidades
en relacién al mismo. Los resultados de estudios previos sintetizados en este capitulo
nos permiten avanzar en esta linea de investigacion, y aportan implicaciones para la
docencia. Hemos identificado dos formas prioritarias en las que los estudiantes abordan
este proceso y limitaciones en las mismas que conducen potencialmente a errores. En
particular, destacamos la importancia de conjugar (y promover desde la ensefianza)
el desarrollo de un modelo cognitivo (matemético) con el andlisis sintctico de las
representaciones al ejecutar una traduccion. La existencia de contexto podra ayudar a
sustentar la construcciéon de dicho modelo cognitivo en un modelo previo de la situa-
cibén descrita, de forma andloga a cémo los buenos resolutores abordan la resolucién
de problemas aritméticos (Hegarty, Mayer y Monk, 1995). En el caso de enunciados
descontextualizados queda por indagar si la falta de contexto supone una limitacién,
induciendo con mayor frecuencia a traducciones sintacticas o condicionando la riqueza
del modelo cognitivo construible por el estudiante o, en cambio, el conocimiento previo
sobre relaciones cuantitativas del estudiante suple eficazmente el rol del contexto. En
ambos casos, con o sin contexto, las dificultades detectadas en el proceso de traduccién
son altas, estando motivadas no s6lo por el modo de abordar la traduccién sino también
por la comprension del significado de las operaciones, de las caracteristicas sintcticas
de las expresiones aritméticas y algebraicas, y la comprensién de las variables. Las
caracteristicas de los sistemas de representacion implicados justifican esta alta dificultad
y, junto con los errores identificados, informan el disefio de propuestas de ensefianza que
ayuden a incidir en dichas dificultades y contribuyan a que los errores mds frecuentes
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se produzcan en menor medida. El andlisis de los errores mas comunes podra también
servir para que el propio alumnado reflexione sobre sus ideas erréneas.
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