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I NTRODUCCTION

El objeto de la presente memoria es obtener una des
composicion en p-componentes de un monoide abeliano finito.

El interes primario del tema proviene de ser una ge
neralizacion del Teorema de descomposicion primaria para gru
pos abelianos. La cuestion seria si esta descomposicion es
generalizable a monoides abelianos.

Dickson, (7) ha generalizado la descomposicion pri-
maria de grupos abelianos a categorias abelianas que verifi-
can el axioma AB 5 de (11) y que cumplen ademas ciertas con-
diciones especiales. Desgraciadamente la categoria de monoi
des abelianos no es abeliana, aunque si es semiaditiva (17),
semiabéliana ¥ cosemiabeliana, (10), como se demuestra en el
Capitulo I de esta memoria. Por ello algunos de los resulta-
dos validos en categorias abelianas son aplicables a ella.
Por ejemplo, todo par de monoides abelianeos posee un bipro-
ducto. Pero en general no es posible descoﬁponer un monoide
abeliano en biproducto de submonoides suyos, aunque tal des-
composicion ha sido efectuada imponiendo condiciones adicio-
nales a los monoides sobre los que se trabaja, poe ejemplo

en (1) y (18).



Buscando otro enfoque, he rechazado el requeri-
miento de que la descomposicion sea en suma directa, para
prescindir de la imposicion de condiciones restrictivas so-
bre los monoides a tratar. En este sentido la eleccion de u
na descomposicion en suma amalgamada viene avalada por 1la
Proposicion 51 de la presente memoria: |

Sea M un monodide abelianc periodico, A su submonos
de singularn y B,C submonoides de M tates que
a) B+C=M b) La intenseccion de B y C es A.
Entonces existe un isomonfismo g: Bl], c—M
.y su generalizacion (Proposicion 60):
Sea M un monoide pendodico, A su submonoide singu-

Kan;yrB1, ... ,B submonoides de M verndfLcando:

m

a) M=B;+ ... +B b) La intersecelon de (Byt...+B

y de B, , es A para todo =0, ... ,m-1. ;

Entonces existe un Lsomongismo G: LLABL—+M.

Estos resultados nos llevan a considerar que el ins
trumento ideal para conseguir la descomposicion buscada no
es la suma directa, sino la suma amalgamada sobre el submo-
noide singular, generalizacion que en el caso particular de

los grupos abelianos se reduce a suma directa, ya que el u-

nico elemento singular es entonces el cero.



Es curioso que este ultimo hecho es una caracteri-
zacion de los grupos, es decir:

Todo monodide abelianc de torsion cuyo submonoide
singulan se neduzca al ceno es un grupo.

La demostracion es consecuencia de la Proposicion
37: Sea acM periodico y m=per(a). Entonces maeM es singular
luego ma=0 y a posee un opuesto b=(m-1)a.

Dualmente a la suma amalgamada, se ha tratado tam-
bien la descomposicion en producto fibfado. El resultado
principal de esta investigacion es el siguiente:

Sea M un monoide abelianv de exponente finito. ExLs
te entonces un monoMonﬁLAmo j: C—M donde C es una suma amal
gamada de Los p-componentes de ¥ con amafgama el submonoide
singulan, y todo elemento perndiodico de M pentenece a La Aima
gen de §. Dualmente existe un epimorfismo h: M—T donde T es
un producto fibrado de p-monoides, Lnyectivo sobre Los ele-
mentos periodicos de M.

En reéumen la situacion seria:

i h

C M T

donde el compuesto h+j induce un isomorfismo del submonoide
periodico de C sobre el submonoide periodico de T, es decir
que la restriccion de j y h a los submonoides periodicos co

rrespondientes son isomorfismos.



La descomposicion asi obtenida es bastante buena,
ya que solo deja de ser fiel sobre los elementos no periodi
cos o iniciales de M, algunos de los cuales pueden no perte
necer a la imagen de j, y sobre los que h no tiene por que
ser inyectiva. Este pequefio inconveniente se ve compensado
por la gran generalidad de los monoides a los que se aplica
esta descomposicion (la existencia de j esta garantizada pa
ra todo monoide de torsion, y la de h para todo monoide de
exponente finito.)

.El fesﬁltado principal nos permite descomponer el
monoide de morfismos Hom(A,B) donde A y B son monoides abe-
lianés:eh suma amalgamada y producto fibrado, segun el tipo
de déscomposicion utilizado para A y B.

Como se ve en el Capitulo V, existe una biyeccion
entre los morfismos ¢:LLA1AP—4LLB1B , v las matrices (¢ ),

q pa

donde ¢ _:A —B , con una cierta relacion de equivalencia
pq P q

entre estas matrices, lo cual nos permite estudiar ¢ a par-

tir de la matriz asociada. Por otra parte, cada morfismo

¢:A—B induce un morfismo entre las descomposiciones, de

forma que si dos morfismos ¢,¢' inducen el mismo morfismo

morfismo entre las descomposiciones, entonces ¢ vy ¢' solo

pueden diferir sobre los elementos iniciales de A.



En el transcurso de la investigacion que llegé'a
esta descomposicion se han obténido otros resultados menores
pero interesantes. Quiero citar aqui el siguiente:

Sea M un monoide ciclico de periodo t=mq. Si M tie
ne un elemento b#0 con peniodo q, entonces b=mb' para algun
b' de M.

Este enunciado es una generalizacion del resultado
sobre grupos ciclicos que nos dice: El generador b de un sub
grupo de orden q de un grupo ciclico de orden t=mq es un mul
tiplo ma de un generador a del grupo. Aunque en el caso del
monoide b’ novtiene que ser generador, podemos elegirlo de

forma que su periodo valga qm.

La descomposicion encontrada de un monoide abelia-
no de exponente finito plantea una serie de cuestiones abier
tas que actualmente se encuentran en periodo de investiga-
cion. Por un lado, éque condiciones minimas debe cumplir M
para que j o h sean isomorfismos? Es suficiente que M sea
periodico en ambos casos, pero no es necesario aparte de ser
una condicion demasiado restrictiva.

Por otra parte, la descomposicion en p-componentes
es solo un primer paso‘para obtener una descompésicion de un

monoide abeliano en suma amalgamada o producto fibrado de



monoides ciclicos. Limitandonos de momento a los monoides de
exponente finito los siguientes pasos que completarian tal
descomposicion serian:

I).- Estructura de los p-monoides. El objetivo en
este caso seria obtener una descomposicion de p-monoides
como suma directa o producto fibrado de monoides ciclicos,

o alternativamente describir la estructura de los p-monoides
de forma analoga a como se describiera la estructura de mo-
noides singulares.

IT1).- Estructura de monoides singulares, que son
la amalgama de las descomposiciones anteriores. Esta estruc
tura se puede estudiar siguiendo los metodos empleados en
el estudio de monoides en los que todo elemento es idempoten

te, de los que son una generalizacion.

Obtenidas estas estructuras, combinando la des-
composicion del primer paso citado con la obtenida en la pre

sente memoria, tendriamos el importante resultado:

Todo monodde abeliano de exponente finito se des-
compone como suma amalgamada (o producto gLibrado) de monod-
des ciclicos con amalgama singularn, sdendo esta rephesanta-

edon un Lsomornfismo sobre el submonodde perdioddico.



Otro camino para obtener una descomposicion de los
monoides abelianos de exponente finito seria "eliminar" el
submonoide singular. Es decir, obtener un epimorfismo

f:M—A, donde A sea tal que A,=0, y Ker(f)=M1. Entonces A es

1
un grupo, y podemos obtener una descomposicion con amalgama

singular de M a partir de una descomposicion en suma direc-

ta de A.

Quiero agradecer las valiosas indicaciones y el
animo prestados para la realizacion de esta tesis a Don
Pedro Abellanas Ceboliero. Fiznalmente deseo expresar mi
agradecimiento a mi director Don Luis Esteban Carrasco por
la paciencia, interes, comprension y ayudas Pecibidas du-

rante la realizacion de esta tesis.
Granada, Julio de 1.976
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CAPITUTLDO I

e v = e = v i = e M

La Categoria de Monoides Abelianos

DEFINICION 1.- Un Monoide es un par (¥,+) formado por
un conjunto M y una ley de composicion +:MxM — M que veri-
fica:

M1) a+(b+c)=(a+b)+c para todo a,b,c de M

M2) Existe 0 de M tal que para todo a de M, a+0=0+a=a
Si ademas verifica:

M3) a+b=b+a para todo a,b de M
se dice que el monoide es abeliano.

Normalmente designaremos al monoide (M,+) por la misma
letra M que al conjunto sobfe el que se define. Un monoide
se llama finito si el conjunto M es finito e infinito si el
conjunto M es infinito.

DEFINICION 2.- Dado un monoide M y un elemento a de M
definimos por recurrencia el producto por numeros naturales:

0a=0 3 (m+l1l)a=ma

PROPOSICION 1.~ Si M es abeliano,el producto de la De-
finicion 2 tiene las propiedades:

I.- (m+n)a=ma+na ITI.- (mn)a=m(na)

I1.- m(a+b)Y=ma+mb IV.- la=a



DEFINICION 3.- Dado un monoide M se llama submonoide a
todo subconjunto N de M que verifique:

SM1) Si a,beN entonces atbeN

SM2) E1 elemento 0 pertenece a N.

DEFINICION 4.- Dado un subconjunto S de M llamamos sﬁg
monoide engendrado por S a la interseccion de todos los sub
monoides que contienen a S. Es un submonoide por 1la Proposi
cion 8. Se demuestra que este submonoide que llamaremos <S>
esta formado por todos los elementos de M que pueden expre-
sarse como suma finita de elementos de S. Si M=<S> decimos
que M esta engendrado por S, y gque S es un conjunto de gene
radores de M. Si ademas S={a1 . an} es finito, diremos que
M es finitamente generado, y escribiremos M=<a1...an>. Si
M=<a> diremos que M es ciclico de generador a.

DEFINICION 5.- Dados dos monoides M y N y una aplicacion
£:M>N diremos que f es un homomorfismo de monoides si veri-
fica:

Hi) f(a+b)=f(a)+f(b) para todo a,b de M

H2) £(0)=0
A M le llamamos dominio de f y a N codominio de f.

PROPOSICION 2.- Para todo morfismo de monoides f:M>N y
todo a de M se verifica .f(ma)=mf(a) para todo natural m.

Se demuestra por induccion utilizando la Definicion 2.



DEFINICION 6.- Dado un homomorfismo de monoides f:M=>N
llamamos nucleo de f al conjunto Ker f={asM|f(a)=O}, e»ima—
gen de f al conjunto Im f={beN| £(a)=b con aeM}

DEFINICION 7.- E1 homomorfismo f:M»>N recibe, segun sea
la aplicacion f, los siguientes nombres:

Epimorfismo si f es suprayectiva

Monomorfismo si f es inyectiva

Isomorfismo si f es biyectiva

Endomorfismo si M=N

Automorfismo si M=N y f es biyectiva.

A partir de estas definiciones se demuestran diversas
propiedades elementales como las Proposiciones 1 y 2 ya enun
ciadas y las siguientes que enunciamos sin demostracion con
proposito de referencia:

PROPOSICION 3.- El elemento 0 de M2) es unico. Le lla-
mamos elemento neutro o cero.

PROPOSICION 4.- Si f es un epimorfismo la condicion H2)
de la definicion 5 es consecuencia de la H1).

PROPOSICION 5.-Ker f es un submonoide de M; Im f es un
submonoide de N.

Para a ...aneM definimos por recurrencia:

1

a1+...+an=(a1+...+an_1

PROPOSICION 6.-(Teorema general de asociatividad). Sea

+a
) n



al...an una sucesion finita de elementos de M. Sean k1...km

numeros naturales tales que 1=k1§...5k =n. Sean b1=a +...a

1 k,-1

m 2

b2=ak +...+ak IPE R bm=ak +...+ak . Entonces a1+...+an=
2 3 m-1 m

=b1+...+bm.
PROPOSICION 7.- (Teorema general de commutatividad).Sea

M un monoide abeliano y a --.a_ una sucesion finita de ele-

1
mentos de M. Sea o una permutacion del conjunto {i,...,n}.
Entonces\a1+...+an=ao(1)+...+ao(n).

PROPOSICION 8.- La interseccion de una familia cualquie
ra de submonoides de M es un submonoide de M.

PROPOSICIdN 9.- Cualquier homomorfismo de monoides f
puede representarse como un compuesto f=geh donde h es un e
pimorfismo y g un monomorfismo.

PROPOSICION 10.- El1 compuesto de dos homomorfismés de
monoides es un homomorfismo de monoides. La aplicacion iden
tidad 1M:M+M es un homomorfismo de monoides.

La anterior proposicion 10 permite definir la categoria
Monab cuyos objetos son todos los monoides abelianos y cuyos
morfismos son los homomorfismos de monoides.

DEFINICION 8.- Sean f,g:M—N dos homomorfismos. Defini
mos su suma como la aplicacion f+g:M—N dada por (f+gla=fatga

PROPOSICION 11.- a) Sean f,g:M—N dos homomorfismos de

monoides abelianos. Entonces f+g es un homomorfismo de mono



ides abelianos.

b) Sean M,N dos monoides abelianos cualesquiera. El con
junto hom(M;N) de todos los homomorfismos de momnoides de
dominio M y codominio N con la suma de la Definicion 8 es un
monoide abeliano que representamos por Hom(M,N).

DEFINICION 9.- Sea M un monoide abeliano. Llamamos con
gruencia sobre M a toda relacion de equivalencia = definida
sobre M compatible con la operacion binaria de M. Es decir
= verifica: a,=a y b1=b implican a1+b1za +b

1 72 2 72

Consideremos el conjunto cociente M/= y sea p:M—M/= la a-

2

plicacion canonicaf,Definimos una suma en M/= asi:
p(a)+p(b)=p(a+b)
PROPOSICION 12.- M/= con la ley suma anteriormente de-
finida es un monoide abeliano
Demostracion: a)“p(a1)=p(a2) si y solo si a =a,;

Por la Definicion 9, a, +b_ =

D(b1)=p(b2) si y solo si b,=b 1*tby

o*

=a_+b

,tb,s pero esto 1mp11§a p(a1+b1)=p(a2+b2), luego la ley

esta bien definida.

b) {p(a)+p(b)}+p(c)=p(a+tb)+p(c)=p{(a+b)+cl=p{a+t(b+c)}=
=p(a)+p(b+c)=p(a)+{p(b)+p(c)}
p(a)+p(0)=p(a+0)=p(ad)=p(0+a)=p(0)+p(a)
p(a)+p(b)=p(a+b)=p(b+a)=p(b)+p(a).

PROPOSICION 13.- Sea M un Monoide abeliano,= una con-



gruencia sobre M. Entonces p: M—+% es un epimorfismo de mo-
noides abelianos.

PROPOSICION 14.- Sea M un monoide abeliano,> una congru
encia sobre M y p:M—+% el epimorfismo canonico. Sea f:M—N
un homomorfismo de monoides abelianos verificando la condi-
cion:a=*b implica f(a)=f(b). Entonces existe un unico homo-
morfismo g:%—+N tal que f=ge+p. Si f es un epimorfismo, g es
un epimorfismo. Si f(a)=f(b) implica a=b, entonces g es un
monomorfismo,

Demostracion: Existencia:Definimos una aplicacion g:gﬁN
asi: g{p(a)}=f(a). Esta bien definida ya que si p(a)=p(b),
entonces a=b lo que implica f(a)=f(b). Es un homomorfismo de
monoides: g{p(a)+p(b)l=g{p(a+b)}=f(a+b)=Ff(a)+f(b)=gl{p(a)l}+
+g{p(b)} ; g{p(0)}=£f(0)=0, y por la forma de definirla,gep=f.

Unicidad: Sea h:%ﬂ+N tal que hep=f=ge+p. Como p es sobre
h=g. E1 resto es trivial.

DEFINICION 10.- Al monoide %

le llamamos monoide cocien
te de M sobre = y a p epimorfismo canonico.

La Proposicion 14 puede reformularse diciendo que p es
un elemento universal para el funtor de la categoria de mo
noides abelianos en la de conjuntos definido como subfuntor

del funtor de represantacion covariante por la ley objeto F

que asocia a cada monoide abeliano A el conjunto de morfis-



mos F(A)={f|f:M>A tal que a=b implica £(a)=f(b)}.

Sea M un monoide abeliano y N un submonoide suyo. Defi
nimos una relacion en M asi: a=b si y solo si existen m,neN
tales que a+m=b+n.

PROPOSICION 15.- La relacion que acabamos de definir es
una congruencia sobre M.

Dembstracion: Es immediato que es reflexiva y simetri-
ca. En cuanto a ia transitividad: a=b si y solo si at+m=b+n;
b=c si y solo si b+p=c+q. Luego a+m+p=b+n+p=c+n+q lo que im
plica a=c. Es compatible con la ley: a,=~b, equivale a a,+m,=

171 11

b1+n1, y a2=b2 equivale a a +m2=b2+n Luego a,+a +m +m2=b1+

2 2° 1" 72 71

a

+b2+n1+n2, 0 sea a1+a2=b1+b2.

DEFINICION 11.- Al monoide % siendo = la congruencia
que acabamos de definir le llamamos monoide cociente de M
sobre N y 1lo representémos por M/N.

PROPOSICION 16.- Sea f:M—A un homomorfismo de monoides
abelianos y N un submonoide de M tal que f(a)=0 para todo a
de N. Existe entonces un unico homomorfismo de monoides
g:M/N—A tal que g+ p=f, siendo p:M—M/N el epimorfismo cano
ﬁico.

Demostracion: Si a=b, existen m,neN tales que a+m=b+n.

Entonces f(a+m)=f(b+n)=f(a)+f(m)=f(a)=f(b)+f(n)=£f(b), y £

verifica la hipotesis de la Proposicion 14. Dicha Proposicion



nos da el homomorfismo g buscado.

La Proposicion 16 nos dice que p:M—M/N es un elemento
universal para el funtor de la categoria de monoides abelia
nos en conjuntos definido como subfuntor del funtor de repre
sentacion covariante por la ley objeto que a cada monoide a
beliano A la asocia el conjunto de morfismos

F(A)={£|f:M>A, £(N)=0}.

PROPOSICION 17.- La composicion de homomorfismos de mo
noides abelianos es distributiva respecto a la suma.

Demostracion: Sean g:A->M; fi,fz:M+N; h:N+B homomorfis-
mos de monoides abelianos.Entonces para todo a de A,
(F,+£)-g(a)= (£, +£,){g(a)}=F, (g(a)}+£,{g(a)}=f, ~g(a)+f, g(a)
luego (f1+f2)~g= fi-g+f2-g. Igual se demuestra que h°(f1+f2)=
=h-f1+h-f2.

PROPOSICION 18.- E1 monoide trivial (que consta del so
lo elemento cera) es un objeto nulo en la categoria de mono
ides abelianos.

DEFINICION 12.- Sea fA:A+B, AeA una familia de homomor
fismos de monoides abelianos. Llamamos nucleo diferencia de
los f, al conjunto {aeAIfA(a)=fu(a) para todo A,ueA}=I(f£).
A la aplicacion de insercion i:I(fA)—+A le llamamos morfis-

mo nucleo diferencia. Tambien suelen llamarse respectivamen

te igualador de las fk y morfismo igualador.



PROPOSICION 19.- I(f,) es un submonoide de A

Demostracion: Sean a,beI(fA). Entonces fx(a+b)=fk(a)+
+fA(b)=fu(a)+ fu(b)=fu(a+b), luego a+bsI(fA). Por otra parte
fk(0)=0=fu(0) para todo A,ueA.
| PROPOSICION 20.- Sea fA:A—+B,AeA una familia de homomor
fismos de monoides abelianos. Sea X un monoide abeliano y
g:X—A un homomorfismo tal que fx'g=fu°g para todo A,pueA.E-
xiste entonces un unico morfismo h:X—+I(fA) tal que i-h=g.

Demostracion: Para todo xeX tenemos que fxg(x)=fug(x).
Luego g(x)eI(fA). Definimos entonces h(x)=g(x). La unicidad
se deduce de que i es inyectiva.

Como ademas fA.izfu.i para todo A,ueAestB nos dice que
el homomorfifmo i:I(fx)—+A es universal para el funtor con-
travariante de 1la categorié de monoides abelianos en la ca-
tegoria de conjuntos definido como subfuntor del funtor de’
representacion contravarianté correspondiente al objeto A
por la ley objeto G(X)={g|g:X—A tal que £,°8= fu'g}.

En particular del teorema de unicidad para elementos u
niversales se deduce que el igualador esta univocamente de-
terminado salvo isomorfismo por la propiedad de la Proposi-
cion 20.

DEFINICION 13.- El nucleo de un homomorfismo f:A—B es

el nucleo diferencia de la familia {f,0} donde 0:A—B es el



morfismo trivial.

DEFINICION 14.- Sea f :A—B,AeA una familia de homomor

A
fismos de monoides abelianos. Definimos una relacion en B
asi: ble2 si y solo si existe un aeA, un beB y A,ueAtales -
que b1=b+fA(a) y b2=b+fu(a). Llamamos = a la minima congruen
cia que contenga a R. Al monoide cociente’%=C(fA) le llama-
mos conucleo diferencia o coigualador de 1los fx. Al epimor;
fismo canonico p:M—+§ le llamamos morfismo coigualador o co
nucleo diferencia de los f_.

A
PROPOSICION 21.,- Sea fA:A—+B_una familia de homomorfis
mos de monoides abelianos, y sea g:B—X un homomorfismo de
monoides abelianos tal que g-fA=g-fu para todo A,ueA.Exisfe'
entonces un unico morfismo h:C(fA)—+X tal que g=hep.
Demostracion: Para agA, beB y A,uelh tenemos:
2 implica

que g(bl)?g(bz).‘Por la Proposicion 14 existe el h unico

g(b1)=g(b)+g-fk(a)=g(b)+g-fu(a)=g(b2) luego b, Rb

buscado.

Esta Proposicion nos dice que el epimorfismo canonico
p:B—+C(fA) es un elemento universal para el subfuntor del
funtor de representacion covariante correspondiente a B,dé-
finidi por la funcion objeto: F(X)={g|g:B—X tal que_gfx=gfu}

Por el teorema de unicidad para elementos universales,

C(fA) esta determinado salvo isomorfismo por la propiedad e-



nunciada en la Proposicion 21.

Sea {AA} AeA una familia arbitraria de monoides abelia
nos. Podemos definir dos funtores F,G:Monabr+S,siendo F co-
Yariante y G contravafiante de la siguiente forma:Para todo

monoide abeliano X, F(X)= [[ hom(A,,X) y e(x)= || hom(X,A,)
Ael Ael

y si f:X—Y es un homomorfismo, definimos F(f):F(X)—F(Y)
por F(f)(¢x)=(f°¢x), y G(f):G(Y)—%G(X) por G(f)(¢x)=(¢x'f)'

En las Proposiciones 22 y 23 demostraremos que estos
dos funtores son representables.

DEFINICION 15.- Al objeto universal del funtor G le
llamamos producto de la familia {AA} y se regresenta por
ITﬁA.Al objeto universal del funtor F 1é llamamos coproducto
'dz la familia {AA} y se representa por {%ﬁl.

Traducido a diagrama, el producto de la familia {Ax}k
tambien 1lamado~p£oduéto directo, es un monoide abeliano P=
=TA junto con una familia de homomorfismos de monoides a-

Aeh

belianos pA:P—+A verificando que para cualquier otro monoi

A
de abeliano X y cualquier familia de homomorfismos fA:X—»A
kexiste un homomorfismo unico f:X—P tal que pk'f=fk.

Dualmente, el coproducto (llamado tambien suma directa)
de la familia {AA} seria un monoide abeliano C=%£ﬁx junto

con una familia de homomorfismos iA:AA—+C tal que para cual

quier monoide abeliano X y cualquier familia de homomorfis-



mos fA:AA—*X, existe un homomorfismo unico f:C—X tal que

f.lA:fA'

PROPOSICION 22.- Para cualquier familia {AA},AeA ,de mo

noides abelianos existe el producto P=TTA
Aed
Demostracion: Definamos el conjunto P como el producto

A

cartesiano de los conjuntos A,.En P definimos la suma por

A
componentes: (aA)+(bA)=(aA+bA)’

Esimmediato comprobar que con esta ley P es un monoide
abeliano:‘Definimos la familia de aplicaciones Py asi:
px{(ax)}=al. Tambien es immediato verificar que son epimor-
fismos. Sea ahora fA:X—*AA una familia de homomorfismos. De
finimos una aplicacion f:X—P asi: f(x)=(fk(x)). Entonces
tenemos £(0)=(f, (0))=(0,); £(x+y)=(£, (x+y))=(f, (x)+£,(y))=
(fA(X))+(fA(y))=f(x)+f(y), luego f es un homomorfismo. Ade-
mas px'f(x)=px{f(x)}=pk{(f (x))}=fx(x) luego p,-f=f,.
Veamos que este f es unico. Supongamos que hubiese otro

g tal que pk-g=f Consideramos las aplicaciones i,:A,—P de

ATTA

finidas asi: iA(a)z(au) donde a =a para A=y y au=0 para A#u

A"

Es immediato comprobar que los i, son homomorfismos y que

A

px°ix= identidad sobre AA' Por otra parte, para (au)eP,
lk.pl(au):(bu) donde b,=a, y bu=0 para u#\A. Entonces, para
todo aeX y todo AeAtenemos: ix-px-g(a)=ix-pk-f(a), de don-

de fk(a)=gx(a) para todo AeAluego g(a)=f(a),luego g=f.



)

PROPOSICION 23.- Para cualquier familia {AA}’ xeld de
monoides abelianos existe el coproducto C=lLAA.

Demostracion: C va. a ser el submonoidiege P formado por
los elementos (aA) téies que aA=0 para casi todo A (es de-
cir, para todos excepto un numero finito). Las ik son las
antes definidas, y si (ax)eC, se toma f{(ax)}=2fl(ax). Esta
suma es‘finita ya que se extiende solo a aguellas coordena-
aas que son distintas de cero. Es immediato que fx=f-iA. La
unicidad de f se demuestra analogamente a la Proposicion 22.

COROLARIO.~- Si A es un conjunto finito, entonces C=P.

DEFINICION 16.- En el caso en que A sea finito, al mo-
noide que es a la vez producto ¥y coproducto ie llamamos bi-
producto de .los AA'

En este caso se verifican las relaciones: pA-ii=1 H

si A#u entonces pk-iuﬁo y ziA'szlp'



CAPITULSO IT

Construcciones de Monoides Abelianos

Sea S un conjunto cualquiera. Construimos un funtor
F:Monabv+S de la siguiente forma: Para todo monoide abelia-
no A, F(A)={f|f:S—A}, es decir F(A) es el conjunto de todas
las aplfdaciones de S en A. Para todo homomorfismo de monoi
des abelianos ¢:A—B F(¢):F(A)—F(B) se define por F(¢) =f-¢.
La proposicion 24 demuestra que el funtor F es representable.

DEFINICION 17.- Al objeto representante de F se le lla
ma monoide abeliano libre sobre S.

Es decir, un monoide abeliano libre sobre S es un mono
ide abeliano L junto con una aplicacion i:S—L tal que para
cualquier otro monoide abeliano X y cualquier aplicacion
$:S—X existe un morfismo unico de monoides f:L—X tal que
fei=¢.

PROPOSICION 24.- Para todo conjunto S existe un monoi-
de abeliano libre sobre S. v

Demostracion: Tomamos L=Fun(S,N) el conjunto de todas
las aplicaciones de S en.N (mOnOide de los numeros natura-
les). Definimos una suma en L asi: (f+g)s=f(s)+g(s). Es im-

mediato verificar que con esta ley L tiene estructura de mo



noide abeliano. Definimos una aplicacion j:S—1L asi: j(s)=j
donde j_:S—N viene dada por js(s)=1, j (t)=0 para t#s.
Llamamos FS al submonoide engendrado por todas las js’
ylgefinimos i:S—-—»FS como restriccion de j: j(s)=i(s)=js. Va-
mos a demostrar que FS con la aplicacion i es un monoide a-

beliano libre sobre S.
Sea X otro monoide abeliano y ¢:85—X una aplicacion

cualquiera. Definimos f:F_—X asi: f(js)=¢(s); para todo &

S

de FS llamamos §s=§(s)eN. Solo un numero finito de Es son
distintos de cero. Es facil ver que £=Z£Sjs. Entonces f(E)=

=Z£s¢(s). Tambien es rutinario comprobar que f es un morfis-

mo de monoides, y f+-i=¢. Supongamos que existiese otro mor-
fismo g:FS—+& tal que g-+i=¢. Entonces para todo £ de PS’

g(£)=g(zgsjs)=ZESg(js)=2£Sg-i(s)=zgs¢(s)=f(6). Luego g=f.

DEFINICION 18:- Un monoide abeliano A se llama libre si’
es isomorfo a un monoide abeliano libre sobre un conjunto S.
PROPOSICION 25.- Sea A un monoide abeliano engendrado

por los elementos a

10 ,an tales que:

=k! ta 1 ] =k! =
k1a1+...+knan k1a1+...+knan1mpllca ki ki i=1,...,n

Entonces A es un monoide abeliano libre.

Demostracion: Sea FS el monoide abeliano libre sobre

S={a1,...,an}. Definimos la aplicacion de inclusion ¢:S—*A.

Existe un unico morfismo f:FS—»A tal que f-.i=¢. Este f vie-



ne definido por f()E.i.)=)E.¢(a.)=)E.a..
P Lejisr=lege(a;)=1e a;
a) f es sobre, ya que para acA existen k.eN tales que
]
a=)k.a.. Luego a=f()k.i.).
Z 11 & z 33

b) f i ti : S f .1.)=f L1.)= .a.,= ja.
es inyactiva ea (Zgjlj) (anlj) ZEJaJ ZHJa]

Pero entonces £j=nj.

DEFINICION 19.- 5ea fA:B—+A Aeld una familia de morfig

A

mos de monoides abelianos con el mismo dominio. Llamamos su

ma amalgamada o impulsor de la familia fl a un monoide abe-

liano I junto con una familia de morfismos de monoides
iA:Al—+I que verifiquen dos condiciones:

I1 1 =1 .
) Para todo A,ped, i £, 1ufu

I2) Para todo monoide abeliano X y toda familia de mor-

A

fismos de monoides gA:AX—+X tal que gkflzgufu’ existe un u-

nico morfismo g:I—X tal que g-i Ael

)‘:gk 9
PROPOSICION 26.- Para toda familia {fx} AeA de morfismos

de monoides abelianos con el mismo dominio existe un impul-

sSOor.

Demostracion: Consideremos el coproducto C=llAX,
Aeh
jA:AA—*C los morfismos canonicos. Sea ahora la familia de

y sean
morfismos jA-fA:B—+C, y sea I el coigualador de esta familia
siendo p:C—I la proyeccion canonica. Vamos a demostrar que

I junto con los morfismos ixaij:AA—+I es un impulsor de 1la



familia {fA}'
a) l}\fk=p])\fA vy 1ufu=pjufu. Por definicion de coiguala
dor, pjlflzp]ufu'

.* b) Sea gA:AA—+X una familia de morfismos tal que para
todo A,upehd , gkfk=gufu' Entonces por definicion de coproduc
to existe un unico h:C—X tal que th=gA. Ademas h(jxfx)=

=g f.=g £ =(hj )f =h(j £ ). Por la propiedad univer
A EATATELY T’ Tt u prop -

sal del coigualador existe un unico g:I—X tal que gp=h.

=(th)f

Pero entonces giA=gij=th=gA, con lo que queda demos-
trada la existencia. La unicidad es immediata.

COROLARIO .- I esta engendrado por la uni?n de las ima
genes iA(AA) para \AeA.

La definicion de impulsor nos dice que I junto con los
morfismos iA forma un elemento universal para el funtor
F:Monabr+S definido asi:

F(X)={(gx)e;[:1_iom(A)\,X)IgAfAA=gufu A,uehl}.
para la funcion objeto. Y para la funcion morfismo:
Si ¢:X—Y, F(¢):F(X)—F(Y) dado por F(¢)(gx)=(¢'gx).

DEFINICION 20.- Sea fA:AA—9B una familia de morfismos
de monoides abelianos con el mismo codominio. Llamamos pro-
ducto fibrado o tirador de la familia {fA} a un monoide abe

liano T junto con una familia de morfismos de monoides

QA:T—+AA que verifica las condiciones:



T1) Para todo A,ued , f £

AT T

T2) Para cualquier monoide abeliano X y cualquier fami
lia de morfismos gA:X—+AA tal que ngA=fugu, existe un uni=-
co morfismo g:X—T tal que £,79,°¢-

PROPOSICION 27.- Para cualquier familia {fl} AeA de mor
fismos de monoides abelianos con el mismo codominio existe

un tirador.

Demostracion: Consideremos el producto P=TTA
Ael

5* Y sean

pA:P—+A los morfismos canonicos.

A

Tomamos la familia de morfismos fxp :P—B y sea T el i

A
gualador de esta familia con morfismo canonico j:T—P. Va-
mos a demostrar que T junto con la familia de morfismos
q,= px-j:T—+A es un tirador para la familia {fx}.

a) Para todo A,peA fquzfxpkj y fuqu=fupuj. Por la pro
piedad universal del igualador fxpkafupuj'

b) Sea gx:xﬁ+Ax una familia de morfismos que verifican

fxgszugu' Por la definicion de producto existe un unico

h:X—P tal que pl-h=gA para todo AeA.

Consideremos la familia de morfismos flp :P—B. Tenemos

A
. ‘
= = = = = . i d
(fkpx)h fx(pkh) £.9, fuqu fu(puh) (fupu)h Por la propieda
universal del igualador existe un unico g:X—T tal que j-g=h

Pero entonces g=p,*jeg=p,*h=g., con lo que queda demostra

da la existencia. La unicidad es immediata.



La definicion de tirador nos dice que T junto con la

familia gq,es un elemento universal para el funtor contrava-

A

riante G:Monabn»S definido de la siguiente forma:

={( £ .
G(X) {(gx)eIIiom(X,Ax)l GOSN
para la funcion objeto. Y para la funcion morfismo:

Si ¢:X—Y entonces F(¢):F(Y)—F(X) dado por F(¢)(gx)=(gxo¢).

Al sér el tirador y el impulsor elementos universales
para determinados funtores, se les aplica el teorema de uni
cidad para elementos universales y obtenemos:

PROPOSICION 28.- a) El1 tirador de una familia fA:A—» B

es unico salvo isomorfismos.

I3

b) E1 impulsor de una familia fA:B—+A es unico salvo
isomorfismos..

Particularmente interesantes son los casos de impulsor\
cuando B es un submonoide de cada AA y fAes la aplicacion de
inclusion, en cuyo caso al impulsor I le vamos a llamar su-

ma amalgamada de los A, con amalgama B, y lo representamos

A

por y el caso dual del tirador cuando los f ,son to-

BAA’ A

dos epimorfismos, aunque en este caso no le daremos nombre
especial. Volviendo al caso primero, si A es un conjunto de

dos elementos {1,2} usaremos la notacion AILIBAQ para repre

sentar la suma amalgamada de A1 y A, con amalgama B.

2

En estos dos casos se verifican las propiedades siguien



tes:
PROPOSICION 28.-
f,o:A, —B v £/ . -
1Ay v f2 A2—+B Sean
nonicos. FEntonces si fl ex
y si f_, es un monomorfismo

2
PROPOSICION 30.-

f.:B—A, y £, :B—4A Sean

o

2
Entonces si fl

epimorfismo, ji

es epimorf:

es epimor”

Sea T el tirador de los morfismos

q.:T—A. 1=1,2 los morfismos ca-
i

1

monomorfismo, q, es monomorfismo

» 4q €S un monomorfismo.

Sea I el impulsor de los morfismos
ji:Ai—ﬁl los morfismos canonicos.

smo , jQ es epimorfismo, y si f2 es

ismo.






CAPITULOIII

Monoides ciclicos. Componentes.

DEFINICION 21.- Sea M un monoide. Se dice que M es ci-
clico si existe un elemento a de M tal que para cualquier o
tro x de M existe un natural n que verifica x=na.En particu
iar 0=0a. Tal elemento a cuando existe se llama generador
de M y no necesita ser unico. Escribiremos tambien M=<a>=Na.

Un monoide ciclico dado M puede ser finito o infinito.
Vamos a establecer una caracterizacion.

PROPOSICION 31.- Un monoide ciclico M con generador a
es finito si y solo si existen m,neN, m#n tales que ma=na.

Demostracion: a)Necesidad: Consideremos la aplicacion
f:N—M dada por f(n)=na. Al ser M finito, f no puede ser
inyectiva luego existen m#n, tales que f(m)=ma=na=f(n).‘

b) Suficiencia: Sean m,neN, m<n y ma=na. Entonces por
induccion sobre p: (m+pla=(m+(p-1))a+a=(n+(p-1)a+a=(n+p)a,
de forma que todos los elementos desde n en adelante son
repeticion de los anteriores y solo hay un numero finito de
elementos distintos en M.

COROLARIO 1.- Un monoide ciclico M con generador a es

infinito si y solo si para todos m,neN, m#n implica ma#na.



COROLARIO 2.- La aplicacion f:N-—M dada por f(n)=na es
un epimorfismo de monoides si M es ciclico de generador a,
y ademas es un isomorfismo si M es ciclico infinito de gene
rador a.

Demostracion: f(m+n)=(m+n)a=ma+na=f(m)+f(n); £(0)=0a=0
luego f es un homomorfismo de monoides. Si M es ciclico de
generador a, para todo x de M existe un n de N tal que x=na
luego x=f(n) y f es sobre. Si ademas M es infinito, por el
corolario 1, m#n implica ma#na o sea f(m)#f(n) y f es inyec
tiva.

Luego todo monoide ciclico infinito es isomorfo al de
los numeros naturales con la ley suma. Vamos a estudiar aho
ra la estructura dé los monoides ciclicos finitos.

Sea M un monoide ciclico finito con generador a. Con-
sideremos el conjunto S de pares (m,n)eNxN con m<n y ma=na.
Este conjunto es no vacio por la proposicion 31. Sea ahora
T=pr2(8)={neNlexiste un meN tal que (m,n)eS}.Por ser un sub
conjunto de N esta bien ordenado y tiene primer elemento.
Sea v-este primer elemento. Sea ahora u<v tal que pa=va, lo
que equivale a (u,v)eS. Como vimos en la demostracion de la
Proposicion 31, ps-a *odo p de N (v+pla=(u+pla. En general
para todo neN por =! 1i1lgoritmo de la division, (n-u)=q(v-u)+

+r donde O<r<v-u, v na=((n-p)+ula=(r+u)a si n>p. Los pri-



meros p elementos, desde 0=0a hasta (u-1)a,no se repiten nun
ca, mientras que los demas se repiten con periodicidad (v-u)

M queda pues perfectamente determinado por estos dos
numeros. A u le llamamos numero inicial (y a los elementos
0,a,...,(p-1)a elementos iniciales) de M y de a, y a t=v-u
le llamamos periodo de M y de a (y a los elementos Ua,...,
(v-1)a elementos periodicos).

DEFINICION 22.- Un elemento a de un monoide M se llama
de torsion si el monoide ciclico engendrado por a es finito.

Esto es equivalente a decir: Un elemento a de M es de
torsion si existen m,n de N, m#n tales que ma=na.

DEFINICION 23.- Un elemento a de un monoide M se llama
periodico si existe un natural n tal que na=a.

Es decir, un elemento periodico es un elemento de
torsion con numero inicial cero o uno.

PROPOSICION 32.- Un monoide ciclico de generador a
es un grupo si y solo si existe un natural n#0 tal que
na=0.

Demostracion: Sea n#0 y na=0. Sea x un elementoc de M
entoces x=ka con keN. Sea k=qgn+r con 0gr<n Sea y=(n-r)a.
Entonces x+y=kat+(n-r)a=(q+1)ma=(gq+1)0=0. Luego x tiene un
inverso y M es un grupo.

A la inversa, supongarnos que M es un grupo. Existe



un elemento b=-a en M tal que a+b=0. Pero como M es ciclico
de generador a, existe un natural n tal que b=na. Luego atb=
=a+na=(n+1)a=0 con n+l qatural, como gqueriamos.

. "Ademas M como grupo\es ciclico de generador a.

PROPOSICION 33.- Sea M=<a>. M admite otro generador si
y solo si a es periodico de periodo mayor que uno.

Demostracion: Sea M=<a>=<b>, b#a.Existen naturales h y
k tales que a=hb y b=ka. Entonces a=h(ka)=(hk)a=na y a es
periodico. A la inversa; sea a periodico de periodo t>1. En
tonces a=(t+1)a. Sea keN tal que mcd(k,t)=1. Esto implica
que existen x,yeN tales que xk-yt=1 o sea kx=1+xt. Luego a=
(1+yt)a=xka=xb, siendo pues b=ka otro genefador. |

PROPOSICION 3L4.- Sea f:M—>A un epimorfismo de monoides,
sea M ciclico de generador a. Entonces A es ciclico de gene
rador b=f(a). )

Demostracion: Para todo y de A existe un x de M tal que
y=f(x). Por ser Mciclico de generador a existe un natural n
tal que x=na. Luego y=f(na)=nf(a)=nb.

COROLARIO.- Un monoide ciclico M=<a> tal que el numero
inicial de a sea mayor que uno, solo tiene un automorfismo.

Demostracion: Cualquier automorfismo tiene que‘llevar
a en otro generador segun la Proposicion 34. Pero al ser el

numero inicial de a mayor que 1, M no tieme ningun otro ge-



nerador segun la Proposicion 33.

PROPOSICION 35.- Sea M un monoide, aeM, t el periodo de
a e i su numero inicial. Entonces k=tmeN si y solo si ia=
=(it+k)a.

Demostracion: Suficiencia: Sea k=tm. Vamos a demostrar
lo por induccion sobre m. Para m=0 es trivial. Supongamoslo
para (m-1). Entonces (i+k)a=(it+tm)a=(i+t+t(m-1))a=(i+t)a+
+t(m-1)a=zia+t(m-1)a=(i+t(m-1))a=ia.

Necesidad: Sea (itk)a=ia. Sea k=qt+r con 0gr<t. Enton-
ces (it+k)a=(i+qt+r)a=(i+r)a. Por definicion de periodo,es-
to implica r=0. Luego k=qt.

COROLARIO 1.- En las condiciones de la Proposicion 35
sea r>i. Entonces ra=(r+k)a si y solo si k=tm.

Al periodo de un elemento aeM le vamos a notar per(a),
y al numero inicial i(a).

COROLARIO 2.- 'Sea M un monoide abeliano, a un elemento
de torsion de M y b=ka. Entonces el periodo de b es un divi
sor del periodo de a.

Demostracion: Sea m=per(a); n=per(b) e i=i(a). Tenemos:
ib=ika=ika+mka=ib+mb. Por el Corolario 1, m=nq como queria-
mos demostrar.

COROLARIO 3.- En el enunciado del Corolario 2 sea m=

per(a). Si mcd(m,k)=1 entonces pre(b)=m.



Demostracion: Sean m'=per(b) e i=i(b). Por el Corolario
2, m'|m. Ademas ib=(i+m')b implica ika=(ik+m'k)a. Por la Pro
posicion 35, m m'k. Pero mcd(m,k)=1 luego mlm' y m'=m.

PROPOSICION 36.- Sea M un monoide ciclico de periodo
t=mq. Si M tiene un elemento b#0 con periodo g, entonces b=
=mb' para algun b'eM.

Demostracion: Sea a un generador de M, asi que b=ka pa
ra algun k de N. Sea i=i(b). Tenemos: ib=(it+g)b o sea
ika=(ik+gk)a. Luego gk es un multiplo del periddo t de a,
sea gk=st=smq. Esta es una igualdad de numeros naturales dis
tintos de cero luego k=ms. Sea b'=sa. Entonceslb:ka:msazmb'

La Proposicion 34 nos dice que todo monoide cociente
de un monoide ciclico es a su vez ciclico. Sin embargo los
submonoides de un monoide ciclico no tienen porque ser cicli
cos. Pero la Proposicioﬁ 36 nos da una parte de la estructu
ra de los submonoides ciclicos de un'monoide ciclico. Para
completarlo establecemos el resultado siguiente:

PROPOSICION 37.- Sea A un monoide, aeA y t=per(a). Sea
b=ma. Sea t'=per(b). Entonces t'|t y %,zmcd(m,t)

| Demostracion: Sea d=mcd(m,t). Entonces m:mid % t=t1d.
Ademas existen naturales x,y tales que d=xm-yt. Vamos a de-
mostrarlo en dos partes: a)dt'lt, lo que equivale a t’ltl

ib+t1b=(im+tjm)a:(im+t1dm1)aZ(im+tm1)a:ima=ib. Por el Coro-



lario 1 de la Proposicion 35, t'lt.

b) t|dt', lo que equivale a t |tr.

1

ib+t'b=ib=(im+t'm)a=ima, luego t|t'm o sea tldlt'mld luego
' - '

t1|t m,. Pero como mcd(tl,ml) 1, tenemos tllt .
COROLARIO.- El elemento b' de la Proposicion 36 tiene

periodo t=per(a).si mecd(s,m)=1.

Demostracion: En las condiciones de la Proposicion 36

hemos visto que b'=sa, donde k=ms. Por la Proposicion 37, g=

t

=per(b)= med(k,t)

o sea mcd(k,t)=%=m=mcd(ms,mq)=m°mcd(s,q)
luego mecd(s,q)=1. Luego mcd(s,t)=mcd(s,m)=1. Por la Proposi
cion 37, per(b')=t=per(a).

DEFINICION 24.- Un monoide abeliano se llama de torsion
si todos sus elementos son de torsion,'y libre de torsion si
no tiene ningun elemento de torsion excepto el neutro.

DEFINICION 25.- Un monoide abeliano se llama periodico
si todos sus eleméntos son periodicos.

PROPOSICION 38.- Un monoide de torsion fintamente gene
rado es finito y viceversa.

DEFINICION 26.- Sea M un monoide abeliano cualquiera. ,
Llamamos Tor(M) al conjunto de los elementos de torsion de
M. Y llamamos Per(M) al conjunto de los elementos periodicos

de M.

PROPCSICION 39.- Tor(M) es un submonoide de M.



Demostracion: Evidentemente OeTor(M). Sean a,beTor(M)
luego existen m,n,p,qeN, m>n, p>q tales que ma=na y pb=agb.
pP-g>0 luego m(p-q)>n(p-g) luego mp-mg>np-nq de donde
mp+nq>np+mq . Pero(mp+né)(a+b)=mpa+nqa+mpb+nqb=npa+mqa+npb+
+mgb=(np+mq)(a+b). Luego a+be Tor(M)

PROPOSICION 40.- Per(M) es un submonoide de M.

Demostracion: Sean a,bePer(M). Sea m=per(a) y n=per(b).
Entonces a=(1+m)a y b=(1+n)b. Luego por la Proposicion 35,
(1+mn)(a+b)=(1+mn)a+(1+mn)b=a+b, luego a+bePer(M). Ademas
0=n0 para todo neN. Luego OcPer(M).

DEFINICION 27.- Sea M un monoide de torsi%n.Un numero
natural m se llama exponente de M si para‘todo a de M, m es
divisible por per(a). Un monoide de torsion M se llama de

exponente finito si si existe un exponente de M. Al minimo
N

de esos exponenteé se ié‘llama periodo u orden de M. Se re-
presenta por o(M).

PROPOSICION 41.- Sea M un monoide de exponente finito
y sea n un exponente suyo. Entonces o(M) divide a n.

La demostracion es trivial.

PROPOSICION 42.- Sean a,b dos elementos de torsion de
un monoide abeliano M. Sean k1=per(a) y k2=per(b). Entonces
per(a+b)|k1k2

Demostracion: Sea i un natural mayor que los numeros 1



niciales de a y b. Por la Proposicion 35,
(i+k1k2)(a+b)=(i+k1k2)a+(i+k1k2)b=ia+ib=i(a+b). Luego por la

misma Proposicion 35 per(a+b)|k1k2.

PROPOSICION 43.- Sea M un monoide abeliano y a un ele-

mento periodico suyo. Si a=a,+a

,ta,s con per(ai)=ti, i=1,2 en-

tonces existen bl,bQQPer(M) tales que a=b +b, y per(bi)=ti.

Demostracion: Sean 1 los numeros iniciales de a,s.a,

1’i2
Sea s un natural tal que st1t2>i1,i2. Entonces:
a=(1+st1t2+t1t2)a=(1+st1t2+t1t2)a1+(1+st1t2+t1t2)a2=

=(1+st1t2)a1+(1+st1t2)a2. Sean bi=(1+st1t2)ai. Por el Coro-

lario 3 de la Proposicion 35, ya que mecd(l+st,t

1 2,ti)=1,teng

mos per(bi)=ti, y a=b1+b2.
1t2)ai=(1+st1t2+

+ti(1+st t ))ai=(1+st t )a.=bi. Luego b, es periodico.

Po otra parte, (1+ti)bi=(1+ti)(1+st

1°2 172771

De manera analoga se demuestra:

PROPOSICION 44.,- Si aeM es periodico, tal que a=a, ta +

t...+a_ con per(ai)=ti, existen b, ,b ,...,bn;Per(M) tales

1°72

que per(bi)=ti y a=b1+b2+...+bn

DEFINICION 28.- Sea M un monoide abeliano, a un elemen
to de M y p un natural primo. Se dica que a es un p-elemen-
to si el periodo de a es una potencia de p.

DEFINICION 29.- Un mornoide abeliano M se llama p-monoi

de si todos =sus elementos son p-elementos.



DEFINICION 30.- Al conjunto de los p-elementos de un
monoide abeliano M le llamamos p-componente de M o componen
te p-primaria y le representamos por M(p) o Mp.

PROPOSICION 45, - Mkp) es un submonoide de M,

Demostracion: Evidentemente per(0)=1 es una potencia
de p. Sean a,b elementos de M(p). Sea per(a)=pi, per(b)=pj.
Por la Proposicion 42, per(a+b) divide a pipjzpi+j, luego es
una potencia de p y a+b es un p-elemento.

DEFINICION 31.- Un elemento a de un monoide abeliano
se llama singular si su periodo es 1.

DEFINICION 32.,~- Al conjunto de los elementos singulares
de un monoide abeliano M le llamamos compénente singular de
M y lo representamos por M(1) o Ml’

PROPOSICION 46.- M(1) es un submonoide de M.

Demostracion: éean\a,b dos elementos singulares de M.
Por la Proposicion 42, per(a+b) es uﬁ divisor del producto
per(a)per(b)=1. Luego a+b es singular. Por otra parte, per(0)
es uno.

PROPOSICION 47.- Para todo primo p, M1 esta contenido

en M .
p

PROPOSICION 48.- Sean p,q dos numeros primos distintos.
Entonces la Interseccion de Mp v Mq es Ml'

Demostracion: Sea a un elemento a la vez en MD y Mq' En



tonces per(a)=pl:q]. Pero esto solo es posible si i=j=0, y

a es singular.
PROPOSICION 49.- Sea M un p-monoide abeliano finito.
Sea b#0 un elemento de M. Sea pn el periodo de b, y sea k un

natural menor que n. Sea pm el periodo de pkb. Entonces n=

=k+m.

. . . s k
Demostracion: Sea i el numero inicial de p b. Entonces

k+m

ipkb=(i+pm)pkb=(ipk+p )b. Luego pk+mes un multiplo de ™,

o sea m+k>n. Por otra parte, sea r el numero inicial de b.

-k

Sea Apk;r. (pn +i+k)pkb=pnb+Apkb+ipkb=kab+ipkb=(A+i)pkb

luego pm divide a pn-k, luego m<n-k, luego m+kzn.






CAPITULDO Iv

Descomposiciones

Sea A el conjunto de todos los primos. Sea M un monoi-

de abeliano de torsion. Sean:

i M, —M 3 i:M —M; 3§ M —M
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las inclusiones correspondientes. Sea C el impulsor de los
iy sean k_:M_—»C los morfismos canonicos. Entonces i=j_ i .
P P P o . PP
’ ‘PROPOSICION 50.- Existe un unico morfismo j:C—M tal

que j-kp=jp bpara todo peA.

Demostracion: La familia jp verifica respecto a ip la
condicion I2 de la’ Definicion 19. Por la misma definicion
existe el j unico buscado.

COROLARIO 1.- Los kP son monomorfismos.

Demostracion: Ya que el compuesto j-kp=jP es un monogog
fismo tambien 1o es kp.

COROLARIO 2.- Todo elemento periodico de M pertenece a
la imagen de 7.

Demostracion: Sea aeM periodico y sea per(a)=m=pqg,don-
de mcd(p,q)=1. Entonces existen r,seZ taléé que rp+sq=1. Sea

r>0, entonces s<0. Sea t un natural tal que tp>-s.Por la Pro

posicion 35, a=(1+tm)a=(rp+sq+tm)a=rpa+(s+tp)qa.



Por la Proposicion 37, per(pa)=q y per(ga)=p. Si g,p son po

3

. . i
tencias de primos, sea q=q,; P=pP)

entonces rpa=beM, y (s+tp)-

eqa=ceM_ . Luego a=b+c=j _ (b)+] (c) pertenece a la imagen
Py 4 1

de j. Si g o p no son potencias de primos se procede por in

duccion.

Para establecer los siguientes resultados necesitamos
investigar como se define la suma amalgamada sobre un sub-
monoide. Para mayor claridad lo hacemos con solo dos facto-
res. Sean B y C dos monoides abelianos, y A un submonoide de
ambos. Consideremos la suma amalgamada BLLAC. Sean fl’fQ
las inserciones respectivas de A en B y C. Entonces por la
Proposicion 26, la suma BllAC se define como ei monoide co-
ciente de BLLC sobre la minima congruencia gque contiene a
la relacion: (a+x,b)R(a,b+x) para todo a de B, todo b de C
y todo x de A. )

PROPOSICION 51.- Sea M un monoide periodico, A su sub-
monoide singular, y B,C dos submonoides de M talés quef

a) B+C=M y b) la interseccion de B y C es A.

Entonces existe un iédﬁbrfismo.ngllAC—+M.

Demostracion: Sea h:Bllp—+BLLAC el epimorfismo ca-

nonico. Consideremos las incluéidnes il,i2 respectivas de

By C en M. Estos dos morfismos verifican la condicion I2

de la Definicion 19, luego existe un morfismo g:BLLAC—+M



unico verificando la commutatividad de diagrama correspondi
ente. Este morfismo viene dado por: g(h(b,c))=b+c.

Por la condicion a) del enunciado, es un epimorfismo.
Sean m=per(cl)
+(n-1)b2.

Para ver que es inyectivo, sea a=b,+c =b2+c

171 2°

y n=per(h2), y consideramos el elemento x=(m-1)c1

Los elementos me, y nb2 son singulares por la Proposicion

37. Sea ahora el elemento a+x=b1+(n—1)b2+mc =nb2+(m-1)c +c,. .

1 172

La exprgsion del primer miembro nos dice que pertenece a B

y la del segundo miembro que pertenece a C. Por la condicion
b) del enunciado, a+x es un elemento singular. Sumandole b2
y ey sucesivamente, obtenemos:

a+x+b2:b +nb2+(m-1)c1+c2:b2+c2+(m—1)cl=b1+mc

2 1

a+x+cl=b1+(n—1)b2+mc +cl=b1+cl+(n—1)b2=nb2+c

1 2

las dos primeras igualdades por ser h2 y ¢y periodicos, y
las segundas por la doble expresion de a. Tenemos:

(bl,cl)=(b1,c1+mcl)R(b1+m01,cl)=(b2+a+x,cl)R(b2,c ta+x)=

1
=(b2,c2+nb2)R(b2+nb2,c2)=(b2,02), luego (bi,ci) y (b2,02)
son congruentes y h(b1’C1):h(b2’02)‘ De donde g es inyecti-
vo. .

COROLARIO.- Elmorfismo j de la Proposicion 50 es inyec
tivo sobre los elementos periodicos.

La Proposicicon 50 nos da entonces un isomorfismo entre

los submonoides periodicois respectivos. Los elementos de M



'

que pueden no pertenecer a la imagen de j son elementos ini

ciales cuyo periodo no sea una potencia de primo. Vamos aho

ra a dualizar estos resultados.

. Sea M un monoidé\abeliano. Llamamos nM={na|aeM} para neN
PROPOSICION 52.- nM es un submonoide de M.

Demostracion: Sean bl’b2 elementos de nM. Existen a, ,a

1°72

en M tales que bi=nai. Entonces b1+b2=n(a +aQ). 0=no0.

1
Sea ahora M ﬁn monoide abeliano de exponente finito, y
sea n=o(M). Descomponemos n en factores primos: n=pi1...p;m
Sea ni=n/p§i. Consideramos las aplicaciones:
ki:M—+niM hi:niM—+nM k:M-—nM
ki(a)znia hi(b)=p§i'b k(a)=na
PROPOSICION 53.- ki’hi Yy k son epimorfismos.
PROPOSICION 54.- a) n.M es un p;-monoide
b) nM es un Monoide singular.
Demostracion: a) Todo b de niM‘es de la forma b=nia pa
ra un elemento a de M. Luego para r>i(b), rb=rni(a)=(rni+
+n)a=(rni+p§i°ni)a=(r+p?i)b. Por la Proposicion 35, b es un
vpi—elemento.
b) Todo b de nM es de la forma b=na. Para r suficiente
mente grande, rb=rna=(rn+n)a=(r+1)b, luego b es singular.

Sea ahora T el tirador de los hi’ y sean qi:T—+niM los

morfismos canonicos.



PROPOSICON 55.- Existe un unico morfismo h:M—T tal que

qih=ki.

Demostracion: Por la definicion de hi’ki’k tenemos
hikizk, luego 1los ki verifican la condicion T2 de la Defini
cion 20. Por dicha definicion existe el h unico pedido.

COROLARIO.- Si a,beM son periodicos y h(a)=h(b), enton
ces a=b

Demostracion: Sean ki(a)=qih(a)=qih(b)=ki(b), i=1,..,m
Es decir, n.a=n.b. Como mcd(n se-..,0_)=1, existen x.€Z ta-

i 1 1 m i
les que inni=1. Descomponemos la suma, tomando en una suma
parcial los terminos con xi>0, y en otra aquellos con xj=—yj
menares que cero. Entonces: inni=1+zyjnj' Tenemos:
(inni)a=2xi(nia)=2xi(nib)=(inni)b. Luego (1+Zyjnj)a=
=(1+)y.n.)b. Por induccion, si z.>y., (1+ z.n,)a=(1+)z.n.)b.

Zyjj ’ j=Y3° ZJ] XJJ
Entonces (1+Zy.p?jn.)a=(1+2y.p?jn.)b. Pero esto es:

1713 3 11 ]
'(1+Zyjn)a=(1+2yjn)b=a=b.
PROPOSICION 56.- Si aeT es periodico, existe un xeM tal que
a=h(x).

Demostracion: a) T es por construccion un submonoide de
nlMx...xan, luego a=(a1,...,am) con a.en.M. Sea t=per(a).
Por ser a periodico, (1+t)a=a 1lo que equivale a (1+t)ai=ai.

Luego todos los a. son pefiodicos. Ademas per(ai),pii. Por

otra parte, pfiaj=p§jaj:b para todo i,j por la construccion



del tirador. Luego ai=(1+p§i)ai=ai+b, luego ka. -ka +b para
todo natural no nulo k.

b) Como mcd(n Py ©i)=1 existen r.,s;>0 tales que n.r =

e. )
=1+s.p. . oo . .=
1 slpll Sea x= r1a1+ +rma Entonces nlx nlrla fgqlrlaj
=m.r.a.+ = T =
iti 1.2_ e I’JP]]EI:I n;r.a. +(Z . Pj)b n.r.a, (1+s, ;Py 1)a
1¢1p33 Py 3 ;

Luego h(x)=(n x,...,nmx) (ai,...,a )=a como querlamos.

PROPOSICION 57.- Sea a un p;-elemento de M y b=k, (a).
Entonces per(b)=per(a).

Demostracion: Sea per(a)=pg, age. y t=per(b). Existe
entonces un natural r tal que (r+t)b=rb; b=ki(a)=nia, luego
(rni+tni)a=rnia. Por la Proposicion 35, Corodario 1, p?ltni
Pero mcd(p?,ni)=1 luego p?lt. Por otra parte existe s tal
que (s+p§ja;sa. Entoncés sbfsnia=ni(s+p?)a=(nis+p?ni)a=
=(s+pg)b. Luego th? y por tanto t=p?.

PROPOSICION 58.- Sea a un pi-glemento de M, sea b=kj(a)
i#j. Entonces per(b)=1.

Demostracion: Existe un natural r tal que ra=(r+p2)a.
Entonces rb=rn.a=(rn.+p9n.)a=(r+pq)n.a=(r+pq)b. Luego pq es
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.un multiplo de per(b). Por la Proposicion 54 a), b es un pj—
-elemento y pj#pi. Luego per(b)=1.

PROPOSICION 59.~ Sea a un elemento de M. Entonces

per(a)=per(ha).

Demostracion: Sea t=per(ha). Sea 1 tal que ia sea pe-



riodico y iha=(i+t)ha=h(ia)=h((i+t)a). Por la Proposicion 55
Corolario,(i+t)a=ia, luego per(a)it. Por otra parte, sea n=
=per(a), entonces existe r tal que ra=(r+n)a. Luego rha=
h(ra)=h((r+n)a)=(r+n)ha, y t|n=per(a). Luego t=per(a).

Las Proposiciones 55 y 56 nos dicen que el morfismo h
ijnduce un isomorfismo entre los submonoides periodicos de M
y de T. Por otra parte, sobre los elementos iniciales de M,
h no tiene por que ser inyectivo. Combinando estos hechos
con con las Proposiciones 50 y 51, y una generalizacion de
esta ultima que daremos despues, la situacion gque tenemos
es la siguiente: |

Sea M un monoide abeliano de exponente finito. Tenemos
los morfismos:

C

donde C es la suma amalgamada de las p-componentes de‘M con
amalgama el submonoide singular, y T es el producto fibrado
de los niM que son p-monoides, sobre un monoide singular. Es
ta es una generalizacion del Teorema de descomposicion pri-
maria para grupos abelianos de exponente finito. Ademas he-

mos visto que j y h inducen isomorfismos entre los submongi

des periodicos correspondientes.



i

PROPOSICION 60.- Sea M un monoide periodico, A su sub-
monoide singular y Bl""’Bm submonoides de M verificando:
a) M=B1+...‘+Bm
b) La intersetcion de (Bi+"'+Bi) y B,, 4 es A para
todo i=0,...,m-1.
"Entonces existe un: isomorfisma g:||5B3++M.
Demostracion: Por induccion sobre m. Para m=2 es la.
Proposicion 51. Supongamoslo cierto para m-1. Sea entonces

C=B,+...+B

1 Entonces existe tal isomorfismo para C, y el

m-1"°
par‘C,Bm verifica las condiciones de 1la Proposicion 51.Exis
te pues un isomorfismo h:ClLABm—+M. Sustituyendo C por 1la

suma amalgamada correspondiente obtenemos el resultado.



CAPITULGO ¥

Aplicaciones a morfismos.

Sean A,B d;s monoide abelianos y f:A—sB un’morfismo.

PROPOSICION 61.- Sea aecA, n=per(a). Entonces per(fa)|n.

Demostracion: Sea i=i(a), ia=(i+n)a, luego |
if(a)=f(ia)=f((i+n)a)=(i+n)f(a), luego per(f(a))[nf

COROLARIO 1.-a)Si aeA es un pP-elemento, f(a) es un p-
-elemento. |

b) Si aeA es singular, f(a) es singular.

COROLARIO 2.- Sean Ap’ B las p-componentes respectivas

p

de A y B, siendo p un numero primo, y sean Al’Bl los submo-

noides singulares respectivos. Entonces f(Ap) esta conteni-

da en Bp y f(Al) esta contenida en B

.

1
PROPOSICION 62.- f(nA) esta contenida en nB
Demostracion: Para naenA, f(na)=nf(a)enB.

PROPOSICION 63.- Si A es ciclico, Hom(A,A) es isomorfo

a A. | Tooe
Demostracion: f:A—A esta determinada por f(a), siende

a un generador de A. Definimos ¢:Hom(A,A)—A asi: ¢(£f)=f(a)

¢ es un isomorfismo.



Sea ahora fA:C—+BX una familia de homomorfismos de mo-
noides abelianos, ¥y B=l :BA su impulsor. Sean iA:B—+ B los
morfismos canonicos. Llamamos F=Hom(A,C) para cualquier mo-
noide abeliano A, ¥ definimos los homomorfismos:

fx*:Hom(A,C)—+Hom(A,BA) ilgzﬁom(A,Bk) Hom(A,B)

fx*(¢)=fx.¢' il*(¢)=ix.¢9
Sea IifHoﬁ(A;Bx) el impulsor de los fk*’ y sean
px:Hom(A,BA)+lLFHom(A;BX) los morfismos canonicos. Entonces
para ¢eHom(A,C), 1A*fx*(¢)=1A.fx.¢=lu.fu.¢=lx*fk*(¢)
Por la Definicion 19 se deduce:
PROPOSICION 64.- Existe un morfismo unico
@:lLFHom(A,BA)——*Hom(A,IICBA)

tal que ix*=¢°pk para todo A .

&

F1 morfismo ¢ viene definido asi: Si
o :j_[_Hom(A,B)\)—»J_]_FHom(A,BA)
es la proyeccion canonica, entonces¢{p(¢x)}=§ix*(@9=§ix'¢x.
COROLARIO.- Si fAes inyectivo, p,es inyectivo.
Demostracion: Por el Corolario 1 de la Proposicion 50,
’ix es inyectivo, por tanto ik* es inyectivo. Pero ik*:Q'pA’

luego p,es inyectivo.



Tomemos por otra parte una familia gA:Ax—+C de morfis-
mos de monoides abelianos, y sea AtTThA su tirador. Sean
jA:A—+AA los morfismos canonicos. Sea B un monoide abeliano
cualquiera. Llamamos G=Hom(C,B). Definimos los morfismost

gi:Hom(C,B)—+Hom(Ax,B) j::Hom(Ak,B)—+Hoi(A,C)
gf(¢)=¢-g,- J2Ce)=0-1, -
Sea llGHom(Ax,B):el impulsor de ‘los g¥, y sean
ql:Hom(Ax,B)—»llGHom(Ax,B) los morfismos canonicos. Bntonegl
ces para ¢eHom(C,B), j:g:(¢)=jA-gl°¢=ju-gu'¢=j§gﬁ(¢). Por .
la Definicion 19 se deduce:

PROPOSICION 65.- Existe un morfismo unico

?:LLGHom(AA,B)——vﬂom('[TCA)‘,B)
tal que j§=w-qx.

El morfismo ¥ viene definido asi: Si

n:llﬁom(Ax,B)—+llGHom(AA,B)
es el morfismo canonico, entonces Y{w(¢l)} =§¢A'jl'
COROLARIO.L Si g, es suprayectivo, q, es inyectivo.

Demostracion: Al ser g, suprayectivo,'gf es inyectivo.

Por el Corolario 1 de la Proposicion 50, q, es inyectivo.



)

Tomemos ahora una familia hA:BA—+C de morfismos de mo-

noides abelianos, y sea B=TTéB su tirador. Sean m,:B—B,

los morfismos canonicos, y sea A un monoide abeliano cual-
quiera. Llamamos H=Hom(A,C). Definimos los morfismos:

hx*:Hom(A,Bx)—*Hom(A,C) *:Hom(A,B)—+Hom(A,BX)

M
hx*(¢)=hx'¢' mA*(¢)=mA-¢.
Sea TTHHom(A,BX) el tirador de los hA*, y sean

PA:TThHom(A,BA)—+Hom(A,BA) los morfismos canonicos.Entonces

para ¢eHom(A,TTCBA) tenemos: hl*mk*(¢)zhk.mk.¢:hu.mu'¢=

=hu*mu*(¢). Por la Definicion 20 tenemos:
PROPOSICION 66.- Existe un morfismo unico:
G:Hom(A,TTbBA)——¥TTHHom(A,BA) ‘

tal que mx*=rk~e .

A

COROLARIO .- Si hA es suprayectivo, r

Demostracion: Al ser h

x €S suprayectivo.

suprayectivo, m, es suprayecti’

A A

vo y por tanto r, es suprayectivo.

A
El morfismo @ viene dado por: G(¢)=(mx°¢).

Finalmente, sea kk:C_+Ax una familia de morfismos de

monoides abelianos, y sea A=|l:A su impulsor. Sean

ﬁA:Al—+A los morfismos canonicos, y sea B un monoide abelia

no cualquiera. Llamamos K=Hom(C,B). Definimos los morfismos:

a

kf:Hom(Ax,B)—+Hom(C,B) ni:Hom(A,B)—+Hom(Ax,B)

k¥(¢)=¢-k, . n¥(¢)=¢-n,.



Sea TTKHom(AA,B) el tirador de los ki, y sean

sx:TTkHom(AA,B)—+Hom(AX,B) los morfismos camonicos. Enton-
. fn® =d . =d e . =

ces para ¢eHom(]| AA’B) tenemos: kxnx(¢) ¢om, k,=¢ n ku
=k§n:(¢). Por la Definicion 20:

PROPOSICION 67.- Existe un morfismo unico:

Q:Hom( | | A)\,B)-—-»TTKHom(AA,B)
®= .

tal que ny=s, Q.

El morfismo 9 viene dado por: Q(¢)=(¢-nx).

COROLARIO .- Si kx es inyectivo, s, es suprayectivo.

PROPOSICION 68.- a) El morfismo § es inyectivo.

b) EL1 morfismo 0@ es inyectivo.si el numero defBA es fi
nito.

Demostracion: a) Sea Q(4)=Q(¢'). Esto es ¢-nl=¢'°nx pa
ra todo A. Por el Corolario de la Proposicion 26, A esta en
gendrado por los conjuntos nA(AA)' Como ¢ y ¢' coinciden so
bre ellos, ¢=¢".

b) B es un s;bmonoide de TTBA. Sean tx:TTBX_+BA’ y
uA:BX_+TTB los morfismos canonicos (Proposicion 22), enton
ces tx leBx y ZuktlerTBx' Tenemos mk=tkp donde p:B——»TTBA
es la inclusion (que es inyectiva):

Zuxmx¢=2uxtxp¢=p¢=2uxmk¢’=Zuxtxp¢'=p¢'. Luego ¢=¢"'.

Sean A y B dos monoides abelianos, A_ y B_ sus p-compo

P P

nentes, siendo p primo, ¥y Al’Bi los submonoides singulares



i

correspondientes. Llamamos a las distintas inclusiones y mor

fismos canonicos segun el siguiente diagrama:

Ap Ay BP ~— B,
k N P h P
P P &
A —— A B—— B
LLA1 P ] llﬂl p 1

Ademas jek_=7] i i
J p ]P P P
Sea ¢:A—B un morfismo de monoides. Por el Corolario 2

«
'_J
[

=
"
'_l

de la Proposicion 61, de finimos por restriccion para cada
primo p un morfismo ¢p:AP—+Bp, y otro ¢1:A1—+B1, que verl-
fican: of =g of ej =i ¢ _.
bpfpTBptfar #7370 *p
Consideremos la familia h ¢ :A —+||§ B . Entonces:
(h +¢ )+f (a)=h_-¢ (a)=h_{ (a)}-h {4(a)} para todo par de
p ¢P P p ¢P p ¢ q ' p P
rimos luego(h -¢ )+f =(h ¢ )f . Por la definicion 19
p P»q golh, ¢p p- By ¢q q
existe un morfismo unico ¢'= : A — B tal que
012Lly #pell, 8y Ly By et @
kp-¢'=¢p para todo primo p. )
Sea $:A—B otro morfismo. Entonces (¢p+wp)=(¢+\p)p como
es facil comprobar Kk <(o'+9' )=k _<¢'+k_-y'=¢ +y_=(o+¥)
P y D o' +y D ¢ D 14 ¢p WP oty D
Por la unicidad se deduce $'+9'=(¢+y)'. Tenemos pues:
PROPOSICION 69.- Existe un morfismo
r:Hom(A,B)—Hom(]| 1Ap, llﬁpr)

dado por T{(¢)=¢"'.



COROLARIQ.- Sean ¢,¢:A—B dos morfismos tales que
r{¢)=r(y). Sea aeA tal que ¢(a)#y(a). Entonces a es inicial.

Se deduce del Corolario de la Proposicion 51.

Consideremos ahora los monoides:

F:Hom(LLAiAp,Bl) G=Hom(A1,llB13q)

F =Hom(A ,B
P

) G _=Hom(A,,B )
D q 177q

1
H=Hom(A1,B1)

Tenemos los morfismos inducidos:

£#* g 4
F P _, g —3, g
k% 4P vdn
F — Hom(A ,B.) — ¢ ¢
P’ q
:F —>Hom(A ,B ) f¥*:Hom(A ,B )——GC
Bqx*'p ( P’ q p P’ q q

donde ambos gq* son imectivos por serlo gq. Consideremos a-
hora los morfismos:
Q :Hom( A ,B )— Hom(A_,B )
q lLAl P’ q TTGq P’ q
dados por la Proposicion 67: Qq(¢)=(¢'kp).

Consideremos tambien los morfismos:

A :F's= F_—> Hom(A_,B ),
q -[TH P qu P’ q
dados por Aq(¢p)=(gq-¢p) y formemos su impulsor.Tenemos el

diagrama:



’

= ) t=
F Hom(llliAP,BI) F TThHom(Ap,Bl)
A
l Bqt Q q
\ « S N
Hcm(liA&Ap,Bq) . e Hom(A_,B )

l ql
. n y ; m
g q

q
. il%ﬁom(lliiAp,Bq)» - lif,TTéqum(Ap,Bq)

Los morfismos compuestos mqﬂ verifican:

(m Q) (¢)=m k_=m x (¢k_ )d=m A . Luego satisfa-
qq BqxITm B dk =M R ok )=m q'8q'%? &
cen la condicion I2 de la Definicion 19. Existe un morfis-

mo unico:

T . s
a .LLPHom(llAiAp,Bq) ——fLLF'TTGqum(AP,Bg)
tal que Q'n =m Q ara todo q. '
q q "q"q P q
Este morfismo viene dado asi: Q'{p(Oq)}=pf(¢qkp)}-

donde p es la proyeccion del coproducto correspondiente

en la suma amalgamada.

Dualmente, consideramos los morfismos

¢p:LLFpHom(AP,Bq) — Hom(Ap,lLBqu)

. ! -
uanLFpHom(Ap,Bq) — G LLHHom(Al,Bq)
y formamos el tirador de los up, obtendriamos un nuevo

1 t .
morfismo ¢ 'TTG"LLFPHOm(Ap’Bq) ——+TTGHom(AP,LLB1Bq)
dado por: sp¢'=¢prp para todo p. Junto con los morfismos

Q,ﬂ,@l,ﬂl definidos por las Proposiciones 64 y 67, obtene-



mos el diagrama:

- 59 -

{1
= 1=
F Hom(LLAlAp,Bl) —— F TTHHom(Ap,Bi)
R A

gqh Q q
Hom( A ,B ) — 4, ° Hom(A ,B )

n m
LLFHom(LLAlAp,Bq)<——+ lLF,TTGqum(AP,Bq)
Hom (]| , Ap’LLB B)

1 1
Q
Q!
TTGHom(Ap,LLBqu)+——— TTG'LLFpHom(Ap,B )
S ‘ r
p ® D
Hom(A ,]|. B ) «—PF— || _ Hom(A ,B )
p’——B, q o P
£ u
p 5, P

= V=
G Hom(Al,LLBqu) — G LLHHom(Al,Bq)

Segun la definicion de producto fibrado, cada ¢q“ée

TTGqum(Ap

a la condicion de que

q
£ —f% =
p(¢pq) p'(¢p'q) ¢p

,B ) es un elementod =(¢( ))e||Hom(A ,B ) sujeto
q ¢ ¢pq T P’ q

f =
q'p

p'qu" Por

la propiedad universal de la suma amalgamada de los fp’ e-

xiste un unico ¢é: LLA

La aplicacion A : Hom(A ,B )—
P qWG b8y

G
cada

le hace corresponder ¢!

pa

Hom(li

es un morf

A —B tal que ¢
1 P q d

como es facil comprobar.

o) para todo p.

' f
q P

A ,B ) tal que a
A1 p’"q q

ismo de monoides,



Ademas se verifica de la definicion de Aq gue este es
el morfismo inverso de Qq. Luego Qq es un isomorfismo. Analo

gamente se comprueba que §

L3

, es tambien un isomorfismo, y que
el diagrama anterior es commutativo. Luego Q' es tambien un
isomorfismo por la forma de definirla.

Dualmente se demuestra que ®' es tambien un isomorfis
mo, y obtenemos asi unos homomorfismos compuestos:
_U_F,-H_Gqum(Ap,Bq)——» Hom(_[_}_AlAp aJ_iBqu)**TT . F_U_FpHom(Ap »B )

Vamos a detrminar ahora como podemos representar a los
elementos de los monoides extremos y su relacion con los elg'
mentos del monoide central:cuando las sumas son finitas:

Sea wELlT,TTé Hom(Ap,Bq). Entonces w=p(¢1,...,wn) don
de cada wiETTG Hom(Ap ,Bq) y p es la proyeccion canonica del

i
coproducto sobre la suma amalgamada. Es decir, p(wq)=p(¢é) si

ist F' tal =p'+x (y), +x ,(p)=y’ =y’
existe un Ye al que wq wq q 1 ¢q: q" 7 Wq: y an wq"
para q#q"#q'.
Cada wi por la definicion de producto fibrado es de

la forma:

Vg
b= g dondewjieHom(APi,qu) y son tales que wjifj:
1‘Umi
:wkifk, jr.k=1,...,m.

En resumen, cada elemento de LLF'TTG Hom(Ap,Bq) que-
q



da determinado de manera unica por una matriz:

wil te Ipln

® 800 0000090

\y: ® & & o 0 00 & 00
mi °°° "mn
donde cada wji es un morfismo de Ap en Bq » que cada colum-
na debe verlflcarwlif1=...=wmifm, y donde dos matrices se con

sideran iguales si se obtiene una a partir de la otra median
te un numero finito de pasos de la relacion descrita en 1la
pagina 60. Pero cada una de estas matrices me determinan un

morfismo unico w':LLA A

, —fLLB Bq . medidnte el morfismo an
il

tes descrito. Luego para esudi;r ioé morfismos entre los mo-

noides abelianos lLA AP- y llB Bq. basta estudiar las matri-
171 1 33

ces del tipo anterjor.

Por el Corolario de la Proposicion 69, tales matrices
determinan tambien los morfismos de A en B, correspondiendo-
le a dos morfismos distintos la misma matriz solo si coinci-
den ambos morfismos sobre los elementos periodicos de A.

Repitiendo el ﬁroceso con TTé,lLF Hom(Ap,Bq) se pbtie
ne otra vez la misma representacion por zatrices de la forma
antedicha. Como 2 es inyectiva y ¢' es un isomorfismo, esto
demuestra que la correspondencia entre matrices y morfismos

FANE G
S Siunivooca.

i
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