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RESUMEN

Se exploran las nociones de variabilidad estadistica en situaciones de azar de grupos
de estudiantes mexicanos de tres niveles de escolaridad: secundaria (12-15 afios), bachi-
llerato (16-18 afios) y superior (19-22 afios). La motivacion del estudio aqui presentado
fue responder la pregunta: ;Se puede suponer razonablemente una trayectoria en el pen-
samiento de los estudiantes sobre la variabilidad que se caracteriza al comienzo por un
predominio de la idea de aleatoriedad, después por el de la estructura, hasta lograr una
integracién de ambas en una nocién de variacién estadistica? ;Qué consecuencias se
derivan de un modelo como el anterior?

Para responder la primera pregunta, se aplicé un cuestionario de 12 preguntas a 327
estudiantes de Secundaria, 214 de Bachillerato y 74 universitarios. En el presente trabajo
se analizan sélo tres preguntas, que fueron numeradas: 6, 10 y 11. Se ofrecen algunas
reflexiones para responder la segunda.

Palabras clave: formacion de conceptos, estadistica, variacidn, distribuciones, edu-
cacion matematica.

ABSTRACT

This paper explores the notions that some Mexican students hold about statistics
variability in chance settings. The study attempts to answer the question: Is it reasonable
to suppose that the students’ concept of variation in chance settings pass through three
stages: the perception of the randomness, the consciousness of the probabilistic structure
underlying a situation in a chance context and the understanding of the relation of this
structure with the empirical data? What are the implications of such a model?

In order to answer the first question, a questionnaire was administered on 327
students of middle school (12 — 15 years old), 214 high school students (16 — 18 years
old) and 74 college students (19 — 22 years old) and we analyzed three of the items,
numbered 6, 10 and 11. We offer some reflections to answer the second one.

Key words: concept formation, statistics, variation, distributions, mathematics education.
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1. INTRODUCCION Y ANTECEDENTES

Hace poco mds de 10 afios, Shaughnessy (1997) llamé la atencion sobre la falta de
estudios diddcticos sobre variabilidad estadistica.

Una de las primeras investigaciones empiricas sobre variacion en ambientes de azar
fue realizada por Shaughnessy, Watson, Moritz y Reading (1999), en la cual se formularon
las siguientes preguntas: 1) ;qué nociones tienen los estudiantes sobre la variabilidad en el
muestreo? 2) ; Cémo podemos empezar a medir sus nociones de variabilidad y dispersion?

Para responder estas preguntas se modificé una tarea sobre muestreo de un recipiente
con tres tipos de gomas de mascar (Gumball), de tal forma que permitiera revelar los patro-
nes de pensamiento de los estudiantes en variabilidad. La idea fue simplemente preguntar
sobre lo que se espera obtener en muestreo repetido; supongamos un recipiente en que
hay 50% de gomas rojas, 30% de gomas azules y 20% de gomas amarillas. Se extrae una
muestra al azar de 10 gomas ;Cudntas rojas esperas obtener en la muestra? La respuesta
comunmente aceptada es 5. Sin embargo, si el experimento se repite 10 veces, esperar una
secuencia de 10 cincos resulta estadisticamente inaceptable pues niega la existencia de la
variabilidad. Se ha observado —comentan los autores— que la comprension de las medidas
de tendencia central aumenta con la edad de los estudiantes, mientras que la de la varia-
bilidad se comporta errdticamente a través de los diferentes grados de escolaridad. Esto
es compatible con el hecho de que a lo largo del curriculo de matemadticas hay un énfasis
mayor en las medidas de tendencia central que en las de variabilidad.

En un experimento realizado por Watson y Kelly (2003) para explorar el pensa-
miento y evolucién de estudiantes de grados 3 a 9 después de que estudiaron algo sobre
variacidn, se les pidi6 predecir los resultados de sorteos repetidos de una ruleta con sé6lo
dos eventos equiprobables. Se observé una disminucién mondtona respecto a los grados
escolares en la habilidad de los estudiantes para incluir en sus predicciones una variabi-
lidad razonable. Los autores opinan que dicha disminucién estd en relacidn inversa con
su conocimiento de la probabilidad tedrica.

En Watson, Kelly, Callingham, Shaughnessy (2003) se reportan los resultados de
la aplicacion de un cuestionario que incluye reactivos sobre variacién muestral, presen-
tacion de la variacion, aleatoriedad, y medidas y fuentes de variacion. Para analizar los
datos proponen una categorizacion basada en la taxonomia SOLO de Biggs y Collis.
Se examina una muestra de 746 estudiantes de grados 3, 5, 7'y 9. Uno de sus objetivos
era “desarrollar una escala de medida de la comprensién de la variacion en el contexto
de los temas de azar y manejo de datos del curriculum” (p. 15). Sugieren que en futuras
investigaciones se puede “Probar el cuestionario con otros estudiantes, por ejemplo, en
otros ambientes culturales” (p. 19). El presente estudio toma, en parte, dicha sugerencia
ya que estudia aspectos similares con estudiantes mexicanos.

Shaughnessy, Canadd y Ciancetta (2003) exploraron el pensamiento de 84 estu-
diantes de secundaria con tres tareas que involucraban pruebas repetidas; una de ellas es
similar a la pregunta 6 del presente trabajo. Ellos observaron que los estudiantes tienden
adespreciar la variabilidad en el contexto de azar y probabilidad. La razén de ello se atri-
buye a la forma en la cual la probabilidad es introducida a los estudiantes en la escuela.
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2. MARCO DE ANALISIS

En este estudio se distinguen tres conceptos relacionados con la nocién de varia-
bilidad estadistica, a saber: aleatoriedad, estructura y variacion. Se considera aqui
la aleatoriedad en un sentido amplio de modo que incluye otras nociones como azar,
incertidumbre, desorden, caos, dispersion y desviaciones. La estructura incluye nocio-
nes como regularidad, centros, tendencias y distribuciones. Finalmente, la variacion es
una medida que combina la aleatoriedad y la estructura. Cuando Batanero se refiere a
la naturaleza de los datos estadisticos, menciona cierta relacion de los conceptos arriba
mencionados con el andlisis exploratorio de datos:

Para entender los principios por los que se guia el andlisis exploratorio, se ha de tener en
cuenta que los datos estdn constituidos por dos partes: la ‘regularidad’ o tendencia y las
‘desviaciones’ o variabilidad. Por regularidad entendemos la estructura simplificada de un
conjunto de observaciones (en una nube de puntos es la recta a la cual se ajusta). Las dife-
rencias de los datos con respecto a esta estructura (diferencia en nuestro caso respecto a la
recta) representan las desviaciones o residuos de los datos, que usualmente no tienen por
qué presentar una estructura determinada.. (Batanero, 2001; p. 27)

Las experiencias aleatorias son, por definicion, impredecibles. Una pregunta como
“;Qué esperas que ocurra al lanzar una moneda? o ;Qué crees que ocurra al lanzar un
dado?” generalmente tienen como respuesta “No se sabe, porque es impredecible” o
“Puede ocurrir cualquier cara de la moneda” o “cualquier cara del dado”. Son respues-
tas licitas y convenientes teniendo en cuenta la “omnipresencia” de la aleatoriedad en
el experimento. La respuesta a la pregunta ;Qué crees que ocurrird...? debe cambiar
cuando se sortea una distribucion no uniforme. Si ésta se conoce, hay razones para espe-
rar algunos resultados mds que otros; en algunas situaciones hay resultados que, aunque
con probabilidad mayor que cero, deben considerarse imposibles, teniendo en cuenta la
escala en la que se inserta la situacién (Borel, 1971). Muchos procedimientos estadisti-
cos se basan en esa consideracion.

La estructura (media y distribucion) de la situacién o de los datos es la que permite
elaborar esos procedimientos. Sin embargo, el conocimiento de la estructura de un expe-
rimento suele ser utilizado inadecuadamente por los estudiantes para intentar predecir
los resultados de la experiencia; ante la pregunta ;qué crees que pasard...? responden
con el valor mds probable de la distribucién, aunque la probabilidad de este valor sea
muy pequefia. Un estadistico responde a la pregunta ;qué crees que ocurrird...? con otra
pregunta, a saber, ;con qué probabilidad se quiere que ocurra la prediccién? Sabe que
cualquier resultado individual se debe considerar imposible o muy poco probable, pero
que se puede elegir un evento no singular que proporcione una respuesta satisfactoria.
Este paso es crucial en la comprensidn estadistica de la situacion.

Por otro lado, un problema de identificacion de la plausibilidad de un resultado
consiste en decidir cudl de varias opciones podrian haber sido el resultado de un experi-
mento determinado. Un procedimiento para resolverlos consiste en buscar razones para
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desechar ciertas opciones, por ejemplo, se podria rechazar una opcién porque tenia pro-
babilidad muy baja de haber ocurrido. En este tipo de problemas es importante la consi-
deracidn de la variabilidad; ;la opcion refleja la variabilidad del experimento que generd
el resultado?

Jerarquia SOLO. Con base en que la variacion combina la aleatoriedad y la estruc-
tura, es posible organizarlas para formar un ciclo de la jerarquia SOLO (Structure Obser-
ved of the Learning Outcomes), con la cual analizar la conducta de los estudiantes frente
a ciertos problemas que involucran variabilidad.

La taxonomia SOLO (Biggs & Collis, 1991) se ha estado usando en varios estu-
dios para codificar las respuestas de estudiantes y grupos de ellos, en diferentes dreas
de conocimiento, en particular, en estadistica (Watson, et al. 2003; Reading & Lawrie,
2004). Consiste en cinco modos de funcionamiento, similares a las etapas de desarrollo
de Piaget, que dan cuenta de diferentes niveles de competencias alcanzadas. Para noso-
tros, el aspecto importante, es que se pueden identificar niveles en cada modo. De hecho,
estos niveles pueden aplicarse a los tipos de respuesta de los estudiantes a una pregunta
o problema, con base en la identificacion de los aspectos importantes que permiten la
comprensién del tema o concepto necesario para resolver la tarea. Los siguientes nive-
les se pueden identificar en cada modo (siendo mds importantes los dltimos tres): Pre-
estructural, uni-estructural, multi-estructural y relacional.

En el presente trabajo, se dice que un estudiante se centra en la aleatoriedad, cuando
cree que en una situacion aleatoria “cualquier cosa puede ocurrir”, es decir, que puede
obtener cualquier dato; en estos casos se ignora que los datos generados tienen una
estructura; quien asi responde estd en una etapa uniestructural. Se dice que un estudiante
se centra en la estructura cuando espera que los datos se comporten de manera regular
o que reflejen un rasgo sobresaliente de la distribucidon (moda o media), en estos casos
se ignora la aleatoriedad. Alguien que se apoya solo en la estructura también estd en una
etapa uni-estructural. Finalmente, se dice que un estudiante espera u observa la varia-
cion, si tiene en cuenta tanto la aleatoriedad como la estructura; cuando esto ocurre, la
respuesta se ubica en multiestructural o relacional de acuerdo con el nivel de elabora-
cion de la relacion entre ambas componentes.

A manera de hipétesis suponemos una evolucién de los sujetos en su nocion intui-
tiva de la variacion frente a conjuntos de datos, en la que ellos comienzan centrados en
la aleatoriedad (uniestructural), pasan después a centrarse en la estructura (uniestruc-
tural) y luego en tratar de coordinar ambas componentes pero sin relacionarlas conve-
nientemente (multiestructural); en una etapa subsiguiente las integran estableciendo las
relaciones convenientes entre ellas (relacional). En estas dos ultimas etapas emergeria el
concepto de variacion. En el siguiente esquema se representa esta hipotesis:
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Variabilidad
Uni - estructural O (excluyente) ~ — Variacion

{ Estructura

Variabilidad
Multi - estructural J ~ Variacion
{ Estructura
!
Variabilidad
Relacional J = Variacion
{ Estructura

Bajo estos supuestos nos hacemos las preguntas siguientes.

3. LAPREGUNTA DE INVESTIGACION

(Se puede suponer razonablemente una trayectoria en el pensamiento sobre la varia-
bilidad de los estudiantes que se caracteriza al comienzo por un predominio de la idea
de aleatoriedad, después por el de la estructura, hasta lograr una integracion de ambas en
una nocién de variacion estadistica? ;Qué consecuencias se derivan de un modelo como
el anterior?

4. METODOLOGIA
4.1. Participantes

Se aplicd un cuestionario de 12 preguntas a varios grupos de estudiantes de dos
niveles educativos de la Ciudad de México; 327 estudiantes de Secundaria, 215 de
Bachillerato y 74 universitarios. Los estudiantes de Bachillerato pertenecian a dos dife-
rentes sistemas educativos; 87 estaban al final de su segundo afio y nunca habfan tomado
ningtin curso de Estadistica, mientras que los otros 127 estaban a punto de terminar su
tercer afio y habian cursado Estadistica por un semestre. Sin embargo, no se notaron dife-
rencias significativas entre los grupos de modo que se analizaron sin sefialar esas carac-
teristicas (Sdnchez y Mercado, 2006). Los estudiantes universitarios son de la carrera de
Actuaria de la Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional, unos estaban llevando
Estadistica I y otros ya llevaban Estadistica II; con relacidn a las preguntas examinadas
en este estudio, no hubo diferencias significativas entre ambos grupos. En conclusidn,
se distinguirdn sdlo tres clases de estudiantes de acuerdo a alguno de los tres niveles
siguientes: Secundaria (12-15 afios), Bachillerato (16-18), Universitario (19-22).
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4.2. Instrumentos

Se disefié un cuestionario con 12 preguntas obtenidos de la literatura sobre varia-
cion, algunos de ellos fueron levemente modificados (Watson et al. 2003). En este arti-
culo, sélo se analizan 3 de esos problemas, a saber 6, 10y 11. A continuacion se presenta
cada uno de ellos y se explica el tipo de respuesta que se espera.

6. Imagina que ahora lanzas 60 veces el dado. Llena la siguiente tabla escribiendo cudn-
tas veces crees que saldrd cada niimero.

Caras del dado Num. de veces
1
2
3
4
5
6
Total 60

¢ Por qué consideras este resultado?

Este problema pide una prediccion ;Qué crees que ocurrird? Una respuesta razona-
ble requiere que el estudiante ponga en juego su intuicion estadistica y las nociones de
aleatoriedad, probabilidad y variacion.

La naturaleza aleatoria del experimento significa que no se puede decir exactamente
lo que ocurrird, de manera que proponer una determinada distribucién de frecuencias
absolutas no es una respuesta conveniente. Si se tiene en cuenta sélo la aleatoriedad, se
podria responder: “no se puede saber” o “cualquier cosa puede ocurrir”. Estas respues-
tas, aunque verdaderas, tampoco son convenientes a causa de que no tienen en cuenta la
estructura de la situacidn.

Una respuesta que considera la variacion y conjuga tanto la aleatoriedad como la
estructura es la de proponer un rango para la frecuencia de cada cara, de manera que la
probabilidad de que la frecuencia resultante quede dentro de ese rango sea grande (75%,
90% 6 95%, por ejemplo). Los estudiantes de nivel superior podrian utilizar la “regla
empirica” para estimar las anteriores probabilidades.

10. Se tiene una urna con 3 bolas, cada una tiene una letra (A, By C). Juan saca una bola
sin ver, anota en una tabla la letra que corresponde a la bola y la regresa a la urna. Juan
repite el experimento 30 veces. ;Cudl de las siguientes tablas crees que sea la que obtuvo
Juan? Marca la tabla que consideres correcta.
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Letra # de bolas Letra # de bolas Letra # de bolas
A 12 A 11 A 10
B 7 B 18 B 10
(o] 11 (o] 1 (o] 10
TOTAL 30 TOTAL 30 TOTAL 30
[ 1Tabla1 [ ]Tabla2 [ ]1Tabla3

En este trabajo se asume que la respuesta mds razonable es la tabla 1. Se llegaria a
dicha respuesta encontrando razones que llevan a descartar a las otras. El sentido comun
ofrece una para no creer que la tabla 3 haya ocurrido, a saber, “es muy uniforme”’; como
el experimento es aleatorio no se espera que el resultado presente ese patrén. Una razén
mds matemadtica lleva a no creer que en la tabla 2 haya resultado de los sorteos porque
“es muy dificil que la bola C sélo haya ocurrido una vez en 30 sorteos”. Esto lleva a ele-
gir la tabla 1 como la mejor, pues no presenta los inconvenientes que se pueden ver en
las otras respuestas.

En una discusién de Kahneman y Tversky (1982) critican la eleccion de una opcién
como la que aqui se considera correcta, pero la formulacién del problema es diferente,
pues la pregunta es: “en muchas repeticiones ;cudl de las tres distribuciones crees que
se presentard mds frecuentemente?”. En este caso, se considera que la probabilidad de
ocurrir de la tabla 3 es mayor que la de la tabla 1. Los que eligen la tabla 1 se dejan llevar
por la heuristica de representatividad. Esta sesga la respuesta correcta.

Lo anterior no se aplica en el caso presente, pues la situacion es nica, se realiz6 una
sola vez y se debe tomar la decisién de elegir una de las tablas como la mds probable de
haber resultado del experimento.

Una forma de reformular el razonamiento del sentido comuin es como sigue. Cada tabla
puede juzgarse involucrando una consideracién de variabilidad. Se definen 3 eventos: “sin
variacion” (SV), “apariencia realista” (AR) y “valores extremos” (VE). Se elige el resultado
que pertenezca a la “apariencia realista”. Este criterio es efectivo para obtener €xito en la
valoracion de la situacidn, en el sentido en que se refleja en la siguiente simulacion:

Se generan 30 extracciones al azar de la urna mencionada; la distribucién resultante
pertenecerd a AR, SV o VE. El programa ubica a qué evento pertenece el resultado e
“inventa” dos distribuciones de modo que pertenezcan a los otros eventos. Sin indicar
el resultado del sorteo, nos pide que lo adivinemos. La eleccién de la opcion AR tiene
muchas mds probabilidades de éxito.

2/

11. Tres grupos A, B 'y C, realizaron el experimento de girar la ruleta (50 veces
por alumno), cada alumno anoto el niimero de veces que obtuvieron un 2, reunie-
ron los resultados de todo el grupo y los graficaron. Sin embargo, al maestro le
informaron de que uno o dos de los grupos inventaron los resultados sin hacer el
experimento, mientras que los otros dos o el otro si lo hicieron y graficaron.
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Observa las siguientes grdficas e indica en cada caso si se trata de una grdfica inven-

tada o real y las razones que te llevan a dar tu respuesta.

a) Grupo A
Grupo A
3
alis
Ac-3 a3
sbotihonds
. v Lo Lol lald r -
0 10 20 30 40 50

¢Los resultados del grupo A son reales o inventados?

Explica tu respuesta:

b) Grupo B

¢ Los resultados del grupo B son reales o inventados?

Explica tu respuesta:

c) Grupo C:
Grupo C
- 3%
2 2e? T
o e s eiol o
0 10 20 30 40 50

cLos resultados del grupo C son reales o inventados?

Explica tu respuesta.

Esta pregunta es similar a la pregunta 10 anterior. Se realizé una sola experiencia y
de los resultados se debe escoger aquella que se crea que pudo haber resultado realmente
de la experiencia. Se asume que la respuesta mds razonable es considerar las dos pri-
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meras distribuciones inventadas y la tercera real. La distribucion del inciso a), refleja el
esquema binomial de la distribucidn y debe ser descartada porque la naturaleza aleatoria
del fenémeno hace dificil que las frecuencias absolutas se distribuyan tan ordenada-
mente. La segunda distribucién no refleja el esquema binomial de la experiencia, repre-
senta mds la realizacién de un modelo uniforme. Finalmente la tercera opcidn representa
aun evento con las caracteristicas de reflejar un esquema binomial y la aleatoriedad. Hay
que mencionar que la distribucién particular del inciso c¢) es menos probable que la del
inciso a), sin embargo, al igual que en el problema 10, de lo que se trata es de evaluar
cudl de las tres pudo haber sido resultado de una experiencia que ya se llevo a cabo; en
este caso, el criterio de representatividad resulta efectivo.

4.3. Procedimientos

El profesor de cada grupo aplic6 el cuestionario a los estudiantes de Secundaria y
Bachillerato; mientras que en el caso de los universitarios uno de los autores fue quien
aplico el cuestionario.

Para clasificar las respuestas se utilizé la siguiente codificacién, que es similar en
algunos aspectos a la utilizada por Watson et al. (2003) y que estd basada en los ciclos
jerdrquicos de la taxonomia SOLO propuesta por Biggs y Collis (1991): “apariencia
realista” (AR), se usa para clasificar las respuestas de la pregunta 6 si un individuo da
una distribucién de frecuencias no uniforme que sume 60 y cuyas frecuencias estén
en el intervalo de 4 a 16 (90% de confianza). Esta misma categoria se usa si un estu-
diante elige la tabla 1 para responder a la pregunta 10. Finalmente, AR se utiliza para
clasificar a los estudiantes que siguen una secuencia respuesta IIR en la pregunta 11,
donde “IIR” significa “inventada, real, inventada”. La categoria “sin variacién” (SV)
se usa para clasificar las respuestas que dan una distribucién uniforme en la pregunta
6 y también si se selecciona la tabla 3 en la pregunta 10; una respuesta estd en esta
categoria si la secuencia RII es elegida en la pregunta 11, donde “RII” significa “real,
inventada, inventada”.

La categoria “valores extremos” (VE) se usa para clasificar las respuestas a la pre-
gunta 6 en las cuales al menos un elemento esté fuera del rango 4 -16 (El evento ‘la fre-
cuencia de cada cara estd entre 4 y 6’ tiene 90% de probabilidad de ocurrir). También se
clasifican en esta categoria las respuestas que seleccionan la tabla 2 en la pregunta 10 y si
la secuencia IRI se ofrece como respuesta en la pregunta 11, donde IRI significa “inven-
tada, real, inventada”. La categoria (SR) significa “sin respuesta” o “inconsistente”.

Finalmente, se define la categorfa “relacional” para ubicar las respuestas que esta-
blecen una relacién entre la aleatoriedad y la estructura, por ejemplo, dando un rango
de valores alrededor de la media 10 en el problema 6. No se aplica a los problemas10
y 11 porque no hay opcién que establezca una estrecha relacion entre la aleatoriedad y
estructura.
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5. RESULTADOS

Las respuestas a los cuestionarios se han organizado con el propésito de compro-
bar la hipétesis de que la nocion de variacion comienza con la percepcion del desorden
y después con la nocién de estructura. Si estd hipétesis se cumple, se esperaria que los
estudiantes de la secundaria respondan o elijan en mayor proporcion el tipo de respuestas
que hemos clasificado como “valores extremos”. Ademds, se esperaria que los estudian-
tes de bachillerato se inclinen por el tipo de respuestas que se ha clasificado como “sin
variacion” y que los estudiantes universitarios se movieran hacia el tipo de respuesta que
clasificamos como “apariencia realista” y relacional.

Proporciones de respuestas en cada categoria, pregunta 6

0.8
0.7

0.6 l_

0.5 W Secundaria

04 B Bachillerato

03 O Superior

0.2

e B
0

RELACIONAL AR sv VE SR

Categorias

Grifica 1. Proporciones de respuesta, pregunta 6

En la grdfica 1 un rasgo a notar es que las respuestas clasificadas como relacionales
sOlo se presentaron en el nivel universitario y con muy poca frecuencia. La proporcion de
respuestas en la categoria de “apariencia realista” es casi constante a lo largo de los gra-
dos de escolaridad, alrededor de 20%. Es interesante observar que cuanto mayor sea el
grado de escolaridad, la proporcidn de respuestas en la categoria “sin variacion” aumenta
y en la categorfa “valores extremos” disminuye.

La proporcién de respuestas que fueron clasificadas como “relacional” es de 4%.
Las respuestas clasificadas en “apariencia realista” fueron propuestas casi en la misma
proporcién por los tres grupos —Secundaria, Bachillerato y universitario— (18%, 21%
y 22%, respectivamente). Las respuestas clasificadas “sin variacién” fueron propues-
tas con mayor frecuencia por estudiantes universitarios 69%, luego los de Bachillerato
50%, y finalmente los de nivel de Secundaria (29%). La proporcidén de las clasificadas en
“valores extremos” fue de 34% en Secundaria, 16.3% en Bachillerato y 3% en el nivel
universitario.
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Proporciones de respuestas en cada categoria, pregunta 10
70%
60%
50% s dari
W Secundaria
40%
300/0 m Bachillerato
o
20% 0O Superior
(]
10% . -
0%
AR sV VE SR

Categorias

Grifica 2. Proporciones de respuesta, pregunta 10

Se puede apreciar que la grdfica 2, que se refiere a la pregunta 10 y en las que se
propusieron opciones a elegir, tiene una distribucién similar a la de la pregunta 6, pero
ahora la frecuencia en que se eligi6 la opcion “Sin variacién” por el grupo de Secundaria
fue de 47% mientras que la frecuencia de eleccién de los de Bachillerato fue de 62.6% y
en el nivel universitario de 49%.

Con referencia a la pregunta 11, los datos se han organizado como sigue: indica-
mos con III la opcién “Inventada-Inventada-Inventada”, es decir, que se considerd que
la grédfica del inciso a) es inventada, y las de los b) y ¢) también. De manera andloga se
representa como IIR las respuestas “Inventada-Inventada-Realista” y las siguientes 6
opciones: IRI, IRR, RII, RIR, RRI, RRR.

Con relacion a la hipétesis que se ha formulado sobre la evolucién de la nocién de
variacion, se esperaria que los estudiantes de Secundaria aceptaran como realista las res-
puestas que clasificamos como “valores extremos”, es decir, que respondan con mayor
frecuencia *R*= {IRI, IRR, RRI, RRR}. En cambio, de los estudiantes de Bachillerato,
responder “R**” = {RRR, RRI, RIR, RII} indicaria que tienden a darle mds importancia
a la estructura. Sin embargo, los resultados no son tan claros y presentan algunos matices
que comentaremos enseguida.

Proporciones de respuestas en cada categoria, pregunta 11
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Grafica 3. Proporciones de respuesta, pregunta 11
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Se sugiere poner atencién en las respuestas con frecuencias mayores a 10%, a saber,
IIR, IRI, IRR y RIR. La primera se considera la mds razonable y, consecuentemente, es
elegida con mayor frecuencia por los estudiantes universitarios. Las respuestas IRI e IRR
son propuestas con mayor frecuencia por los estudiantes de Secundaria; no obstante,
no son pocos los de Bachillerato que también propusieron lo mismo. Es remarcable
que haya 24% y 21% de estudiantes de Bachillerato y universitarios respectivamente
que proponga IRI; en cambio, la proporcion de universitarios que propone IRR es baja
mientras que en los de Secundaria y Bachillerato sigue siendo alta. Finalmente, los uni-
versitarios presentan mayor frecuencia (22%) en la respuesta RIR, seguida por los de
Bachillerato (20%) y con s6lo 11% de los de Secundaria.

6. DISCUSION Y CONCLUSIONES

En este estudio se puede observar que los porcentajes de respuestas obtenidos en
nuestra exploracién son consistentes con la hipdtesis de que se puede trazar una trayec-
toria del pensamiento de los estudiantes acerca de la variabilidad. Los mds jévenes son
proclives a percibir principalmente la aleatoriedad en los fendmenos de azar, mientras
que los mayores llevan su atencidn hacia la estructura. Sélo algunos de éstos manifiestan
un nivel relacional de pensamiento sobre la variacién. Es probable que el avance hacia
una comprensién de la variacion sélo pueda ser el resultado de una instruccién mejor
disefiada de la que tradicionalmente se ofrece; esto es claro en el caso de México, pues
los programas del Bachillerato general sélo proponen estudiar la desviacién estdndar
como una férmula para calcular.

Convendria discutir ;cudles son las razones que explican el hecho de que se perciba
en primer lugar la aleatoriedad y posteriormente haya un cambio radical hacia la estruc-
tura? En este estudio se coincide con otros autores (Watson & Kelly, 2003; Shaughnessy
& Ciancetta, 2003) en que es una consecuencia de los cursos de probabilidad y esta-
distica. En particular, se ha sostenido que en estos cursos se pone mayor énfasis en la
enseflanza de las medidas de tendencia central que en la ensefianza de la variacidn. Sin
embargo, aunque es un hecho que as{ ocurre, surge la pregunta ;por qué ha ocurrido eso
durante tanto tiempo? ;puede ser de otra manera?

Los tres momentos que se han destacado: aleatoriedad, estructura y variacién pue-
den caracterizarse por pasos importantes: Piaget e Inhelder (1975) sostuvieron que la
idea de azar y aleatoriedad es una construccidn de los individuos que se puede lograr
s6lo después de un proceso de maduracion intelectual y se produce alrededor de los 12
afios. Los alumnos de Secundaria estdn cerca de esa edad, por ello perciben con fuerza
esta componente. Piaget e Inhelder sefialaron que a partir de la integracién de la totalidad
de resultados posibles gracias a las operaciones combinatorias, los individuos descubren
las distribuciones y construyen la idea de probabilidad (p. 234); es entonces que pueden
predecir resultados. Los conocimientos que los estudiantes adquieren en los cursos de
probabilidad fortalecen esta construccion que, sin embargo, resulta muy limitada pues
niega la aleatoriedad y se aplica de manera determinista “ocurrird 10, 10, 10, 10, 10”.
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Un tercer momento se caracteriza por la adquisicion de un pensamiento que sinte-
tiza la aleatoriedad con la estructura. En las tareas de prediccion, un individuo en este
nivel renuncia a predecir un resultado determinado sin, por ello, regresar a que “cual-
quier resultado puede ocurrir”. El conocimiento de la estructura de la situacidén le per-
mite reducir el universo de lo posible a un evento razonable desechando eventos cuya
probabilidad sea casi nula.

En las tareas de identificacidn de resultados plausibles (10 y 11) fue mds fécil iden-
tificar la opcion que considera la variabilidad que en la tarea de prediccion (6). Esto se
explica porque aquellas no requieren de la renuncia de la idea de que predecir es dar un
resultado determinado, pues al haberse realizado las experiencias el resultado estd deter-
minado y sélo se tienen que buscar razones para desechar las opciones.

En conclusion, concebir la variacion implica conocer la estructura (la media, la
distribucién uniforme, etc.) y tener en cuenta la aleatoriedad, dispersion o irregularidad
del fenémeno. Estos dos aspectos se integran proponiendo un intervalo alrededor de los
valores esperados cuya longitud se determina de acuerdo a la probabilidad con la que se
quiere hacer la prediccién, y que, por lo tanto, se establezca de antemano.

Este modelo de la evolucién del pensamiento hacia la variacién que se hace evi-
dente en las situaciones de prediccion de azar puede ser til para examinar el progreso
de los razonamientos de los estudiantes en su comprension de fendmenos sociales y
naturales distintos de los de juego.

Para el futuro, los autores de este estudio encuentran conveniente continuar un pro-
grama de investigacion sobre variacién que contenga los siguientes aspectos:

1. Realizar estudios empiricos en el aula para entender cémo y en qué aspectos la
instruccién puede promover un desarrollo 6ptimo de las nociones de variacién
de los estudiantes.

2. Estudiar el pensamiento de los profesores sobre la variacion y la instruccion que
requieren para superar sus dificultades.

3. Explorar cémo utilizar la tecnologia para propiciar el trdnsito de las concepcio-
nes uni-estructurales de la variacidon a las multi-estructural y relacional.

Este trabajo fue financiado por CONACYT (Consejo Nacional de Ciencia y Tec-
nologfa) de México, bajo el proyecto: 45063-H.
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