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Resumen del contenido

Con la ayuda de métodos topoldgicos se demuestra existencia y estabilidad de soluciones periddicas
para ciertas ecuaciones diferenciales escalares de segundo orden con singularidades en la variable de
estado. En el Capitulo 1 hacemos una breve descripcidn del estado del arte de las ecuaciones diferen-
ciales con singularidades. En el Capitulo 2 presentamos las herramientas topolégicas que usaremos
en esta memoria: métodos de sub-super soluciones, teoria de grado y algunas propiedades del indice
topolégico. En el Capitulo 3 nos ocupamos de la existencia y estabilidad de soluciones periddicas de
ecuaciones no lineales del tipo Liénard con una o dos singularidades débiles. EI método de la demos-
tracién se basa en la construccién de una regién positivamente invariante del flujo combinado con
propiedades del indice topoldgico. En el Capitulo 4, usando cotas a priori, grado de Leray-Schauder e
indice topoldgico, nosotros damos resultados de existencia, multiplicidad y estabilidad de soluciones
periddicas de un modelo masa-resorte no auténomo que idealiza la accidn electrostatica de un sistema
micro-electro-mecanico (MEMS). Una bifurcacién silla-nodo se revela, en forma analoga con en el
caso auténomo. Finalmente, en el Capitulo 5, usando grado de Leray-Schauder y cotas a priori, se
obtienen condiciones suficientes para la existencia de soluciones periédicas para familias de ecuaciones

del tipo Lazer-Solimini con retraso dependiente del estado.






L>*(a,b)

LP(R/TZ)

C(a,b)
C*(a,b)
C(R/TZ)
CKR/TZ)
a<kp
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Notacion

max{0, u}.
max{0, —u}.
Nimeros reales no negativos.

Con p € [1,00], funciones u de (a,b) en R tal que

1/p

b
lully = (/ Iu(x)|”dx) < oo.

Funciones u de (a, b) en R, medibles tales que
lttlloo = sup |u(x)] < oo.
Funciones u de R en R, T-periddicas y

T 1/p
(fo Iu(x)lpdx) < 00.
Funciones u continuas de (a, b) en R.
Funciones de (a,b) en R con k—ésima dereivada continua.
Funciones u de R en R, T-periddicas y continuas.
Funciones u de R en R, T-periédicas y de clase C*.
Las funciones a, B: [a, b] — R tal que a(t) < B(t) para
todo t € [a, b] y la desigualdad estricta se satisface en un
subconjunto de medida de Lebesgue positiva.

es el valor medio de p(1) € L'(0, T), es decir,
1



Capitulo ].

Introduccion

En esta tesis nos proponemos analizar existencia y estabilidad de soluciones periddicas para diversos
tipos de problemas no lineales que tiene en comin singularidades, entendiendo por singularidad la
existencia de una discontinuidad en el termino no lineal. Para caracterizar la existencia y estabilidad

de soluciones se han empleado técnicas topoldgicas.

El origen de dichas técnicas se encuentra en los trabajos de C. F. Gauss y A. L. Cauchy, retomado a
finales del siglo XIX por L. Kronecker, J. Hadamard, H. Poincaréy L. E. J. Brouwer, quien finalmente
desarrollo la teoria topoldgica de funciones continuas en espacios de dimensién finita con la publicacién
[8] en 1911, esta teoria es conocida como grado de Brouwer. Una de las consecuencias del grado de
Brouwer es el famoso teorema de punto fijo de Brouwer que varios autores extendieron a dimensién
infinita como G. D. Birkhoff y O. D. Kellogg en [7] a ciertos espacios de funciones, después Schauder
en [75], present6 su teorema de punto fijo para operadores continuos que mapean en si mismo un
subconjunto compacto y convexo de un espacio de Banach. Una revision reciente del estado del arte
de la teoria topoldgica de puntos fijos puede consultarse en [9]. Finalmente, fueron J. Leray y J.
Schauder en [47] quienes en 1934 publicaron una extensién de los resultados del grado de Brouwer a

espacios de dimensién infinita conocida como grado de Leray-Schauder.

Gracias a las investigaciones de J. Leray, J. Schauder, E. Rothe, C. L. Dolph, M. A. Krasnoselskii
entre otros, la teoria del grado topoldgico se aplica al estudio cualitativo de ecuaciones diferenciales
parciales y ordinarias. Pues por ejemplo, dicha teoria nos permite formular la existencia de soluciones
periddicas de ecuaciones diferenciales como el estudio del conjunto de soluciones de una ecuacién
de la forma f(x) = p en el espacio apropiado. Entretanto, el estudio de la estabilidad de soluciones
periddicas usando teoria del grado es mucho mas reciente, son pioneras las publicaciones de M. A.
Krasnoselskii [44] con un criterio de inestabilidad para sistemas arbitrarios y R. Ortega [63, 65, 67] con
criterios de estabilidad para ecuaciones diferenciales de segundo orden, que bajo ciertas condiciones
puede extenderse a sistemas de ecuaciones [66]. La idea general propuesta por Ortega es reducir
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el problema al estudio de las propiedades de estabilidad de puntos fijos de cierta seccién del flujo,
conocido como operador de Poincaré, aprovechando que el operador de Poincaré permite conocer la
dindmica de la ecuacién.

El estudio de las ecuaciones escalares de segundo orden con singularidades se puede remontar a un
articulo de Nagumo [59] publicado en 1944. Destacamos este hecho debido a que parece ser poco
conocido, pues por ejemplo en las conocidas publicaciones [56, 72, 73] se registran como las primeras
referencias los articulos de los afios sesenta de Forbat, Huaux y Derwindué [25, 32, 42]. Aunque la
primera aplicacién de grado topoldgico se debe a Fauré [29] donde estudia la existencia de soluciones

periddicas para ecuaciones del tipo

" ! u
u +cu +——=e(l),
1-u

motivado por el movimiento de un pistén en un cilindro cerrado en un extremo y sometido a una fuerza

periddica externa e(t) con valor medio cero, es decir, =0, donde es la fuerza restauradora de

un gas perfecto y cu' es la friccién viscosa. ,
Otro ejemplo de singularidad no lineal surge de forma natural cuando se consideran fuerzas gravitato-
rias o electromagnéticas. Consideremos un espacio unidimensional, entonces la ecuacién que describe
el movimiento de una particula con carga eléctrica bajo la influencia de un campo eléctrico generado
por otra particula con carga eléctrica situada en el origen y fuerza externa p es

I

1
X J_rF:p(t), a>0. (1.0.1)

El signo + indica que las particulas tiene cargas contrarias, mientras el signo — indica que las particular
tienen el mismo signo. Asi que en la terminologia clasica, se dice que la ecuacién con el signo + (resp.
— ) tiene una singularidad atractiva (resp. repulsiva). A menudo, simplemente se habla del caso
atractivo y repulsivo. La ecuacién (1.0.1) también modela la ley de gravitacién de Newton entre dos
particulas y una fuerza externa p, una fija en el origen y la otra de masa unitaria moviéndose a su
derecha (resp. izquierda), caso atractivo (resp. repulsivo). La naturaleza de la fuerza externa p(1)
determina la dindmica de la ecuacién. Cuando p(¢) es periddica, Lazer y Solimini [46] demostraron,
usando métodos de sub-super soluciones y argumentos topoldgicos, condiciones necesaria y suficientes
para la existencia de soluciones periddicas.

De otro lado, cuando @ =1 en (1.0.1), se suele decir que se satisface la condicién de "fuerza fuerte",

termino que fue introducido por Gordon [33]. Al definir el potencial asociado como

X1
G(x):/0 S—ads,



. I : . .
diremos que — tiene una singularidad fuerte en cero si
X

lim G(x) = +oo.
x—0*

En otro caso, cuando el limite es finito, se dice que la singularidad es débil. Después de integrar
en (1.0.1) sobre todo un periodo, se hace evidente que una condicién necesaria para la existencia
de soluciones periddicas positivas (resp. negativas), en el caso atractivo, es p >0 (resp. p<0). La
condicién de fuerza fuerte se ha convertido en estandar en la literatura relacionada [12, 23, 24, 30, 37]
incluso en los articulos clasicos de los cuarenta y sesenta que hemos citado con anterioridad. Pues
por ejemplo, en presencia de una singularidad fuerte, la energia en cero se hace infinito y este hecho
es de gran ayuda a la hora de establecer cotas a priori necesarias para la aplicacién clasica de teoria
del grado. Mientras que en el caso repulsivo, Lazer y Solimini [46] construyeron un ejemplo donde el
valor medio de p(f) es negativo y sin embargo no existen soluciones periddicas si 0 < a <1, es decir,
cuando la singularidad es débil. En los dltimos afios el interés por soluciones periédicas de ecuaciones
con singularidades débiles se ha incrementado, véase por ejemplo [15, 53, 61, 74, 77, 79, 78, 88].
Una revision reciente de métodos topoldgicos y variacionales usados en la existencia de soluciones
periédicas para ecuaciones con singularidades puede consultarse en [14, 72, 73] y la bibliografia citada
en ellas. En los capitulos 3 y 5 abordaremos la existencia de soluciones periédicas en casos concretos

de ecuaciones diferenciales con singularidades débiles.

De otro lado, el estudio de la estabilidad de soluciones periédicas para ecuaciones con singularidades
[13, 52, 76, 78, 81] no es muy extensa en comparacién con el estudio de la existencia de dichas
soluciones. En los capitulos 3 y 4 haremos uso de las técnicas topoldgicas desarrolladas en [63, 65,
68, 89] para establecer criterios de estabilidad de soluciones periédicas para el tipo de ecuacién con

singularidades concretos que seran establecidos mas adelante.

A continuacién contextualizamos los resultados obtenidos:

En el Capitulo 3 se exponen los resultados obtenidos en [34]. Consideramos la ecuacién diferencial

tipo Liénard

X"+ f0)x + g(x) = h(p),

donde h(t) es una fuerza externa periddica, f(x) es una funcidén positiva que se interpreta como
rozamiento y g(x) es la fuerza central, que suponemos estrictamente creciente con una o dos singu-

laridades débiles. Nuestro resultado principal establece condiciones para la existencia de soluciones
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periddicas. La idea de la demostracién se basa en la técnica expuesta por Nagumo [59], cuando g(x)
tiene singularidades fuertes, y consiste es construir una region positivamente invariante del flujo y
aplicar el Teorema de punto fijo de Brouwer. La demostracién de unicidad y estabilidad asintética de
soluciones periddicas se obtuvo tomando las técnicas de [89].

También dedicamos un apartado a mostrar que nuestros resultados de existencia y estabilidad son
independientes de los obtenidos en [61, 88]. Concretamente, en el caso h(t) = acos(wt), presentamos
ejemplos donde nuestros resultados son validos mientras los expuestos en [61, 88] no.

Aunque los resultados presentados por Fonda-Zanolin [31] para ecuaciones de Liénard no se pueden
aplicar en nuestro caso, es interesante anotar que ellos también demuestran la existencia de soluciones
acotadas con la ayuda de conjuntos positivamente invariantes cuando h es no acotada, tal que gy h
estan relacionadas por la condicién generalizada de Landesman-Lazer presentada en [69] y la primitiva

de f satisface cierto criterio de crecimiento.

En el Capitulo 4 estudiamos la multiplicidad y estabilidad de soluciones periddicas para ecuaciones

del tipo

a*(t) _

x"+ex' +kx+
32

S,

dependiendo del parametro s, a(t) es una funcién positiva y periddica, ¢, k son constantes positivas.
Hemos estudiado este problema con la finalidad de aplicar nuestros resultados a modelos masa-resorte
que idealiza la accién electrostatica de un sistema micro-electro-mecanico, cuyas siglas en ingles
son MEMS (micro-electro-mechanical system), que se ha convertido en canénico en la literatura
relacionada y ha sido estudiado por mas de 40 afios después de su introduccién por Nathanson et. al.
[60] en 1967. Aunque una bibliografia completa esta fuera de nuestro alcance, nos gustaria referirnos
a[l, 2, 5, 43, 87] y la bibliografia citada alli. A pesar del gran niimero de documentos relacionados,
la comprensién de las matematicas de este sistema alin estd lejos de ser completa.

En particular, nos llamé la intencién [1] debido a que los autores analizan en detalle los llamados
"regimenes dominados por la viscosidad", lo cual sucede cuando el coeficiente de amortiguamiento ¢
es muy grande y los efectos de amortiguacién dominan sobre los efectos de inercia. Esto los llevé a
reducir la ecuacién a una de primer orden, dejando la descubierto una bifurcacién nodo-silla.

El conjunto de pardmetros admisibles para los cuales existen soluciones periddicas resulta ser un
intervalo acotado inferiormente, cuyo valor critico sy se encuentra en un intervalo cerrado que se
define explicitamente. Ademas mostramos que efectivamente la ecuacién considerada tiene bifurcacién
nodo-silla en el umbral de valores de sy. Los resultados obtenidos se encuentran en [36] y son aplicados
a MEMS.



En la literatura matematica, este tipo de resultados de multiplicidad se conoce como de Ambrosetti-
Prodi debido a la clasica publicacién de los autores [4] en 1972 y ha dado lugar a una gran variedad
de resultados [3, 19, 28, 38, 64]. En particular, en [28] se establecen condiciones de multiplicidad
para una ecuacién regular de la forma u” + cu' + g(t,u) = s, donde la funcién g satisface la condicién

de coercitividad

|llim g(t,u) = +oo, uniformemente en t.
u|—oo

Sin embargo, la presencia de la singularidad en nuestra ecuacién impide la aplicacién directa de ese
resultado. Tampoco se pueden aplicar directamente los resultados de estabilidad presentados en [64]

debido a las condiciones de regularidad impuestas sobre g.

Finalmente en el Capitulo 5, exploramos las ecuaciones diferenciales con retraso dependiente del estado
y singularidades. Los sistemas con retraso han sido el foco de atencién de muchos investigadores como
una respuesta de sus multiples aplicaciones. En particular, la variable dependiente con retraso juega
un papel clave en una gran variedad de modelos biolégicos y mecanicos (véase por ejemplo [84]
y su bibliografia). Aunque las ecuaciones diferenciales escalares de segundo orden con retraso han
sido consideradas en algunos articulos recientes, por ejemplo [27, 40, 51, 85], a nuestro entender la
inclusién de las singularidades con retraso no ha sido cubierto por la bibliografia existente hasta el
momento.

Cuando se habla de las fuerzas gravitacionales, la introduccién de los efectos relativistas tiene sentido.
Una de las consecuencias conocidas de la Relatividad Especial es que el estado dependiente tiene
retrasos [26, 82]. Con esta idea en mente, proponemos de forma natural el estudio de la existencia
de soluciones periddicas para ecuaciones del tipo Lazer-Solimini con variable dependiente de retraso.
Hemos obtenido dos resultados principales, uno parece ser nuevo incluso para la ecuacién sin retraso,
mientras el otro es una generalizacién del resultado clasico de Lazer-Solimini, que se recupera al
tomar la funcién de retraso idénticamente cero. El método de las demostraciones se basa en una

combinacién de grado Leray-Schauder y cotas a priori, han sido publicado en [35].






Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo presentamos las nociones tedricas basicas, con el propédsito de establecer la notacién
y lenguaje necesario para plantear los resultados principales de esta memoria. Primero presentaremos
algunas propiedades bésicas de teoria de grado que usaremos para demostrar la existencia de soluciones
periddicas de ecuaciones diferenciales ordinarias. En los dos apartados siguientes presentamos algunos
resultados del indice topoldgico, debidos a [63, 65, 68, 67], que serdn usadas para determinar la
estabilidad de las soluciones periddicas. En el pentltimo apartado, presentamos una relacién del
indice topoldgico y el espacio de funciones periddicas. Finalmente, presentamos el método de sub y
super soluciones y su relacién con la estabilidad de soluciones periddicas.

2.1. Teoria del Grado

En este apartado presentamos las propiedades bésicas de teoria de grado topoldgico que usaremos en el
resto de la memoria, por comodidad todos las propiedades del grado las presentaremos sobre funciones
continuamente diferenciables, extensiones a espacios y funciones mas generales puede consultarse en
[22, 50]. Primero presentamos las propiedades del grado topolédgico en dimension finita, conocido
como grado de Brouwer, después una extensién del grado a espacios de Banach (posiblemente de
dimensién infinita), conocido como grado de Leray-Schauder y finalmente presentamos el grado de
coincidencia de Mawhin [54], que relaciona el grado de Brouwer con el grado de Leray-Schauder para

operadores lineales de Fredholm con indice cero.

2.1.1. Grado en dimension finita

Primero hacemos frente al caso de espacios de dimensién finita, con la construcciéon del grado de
Brouwer [8] en 1911.
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Teorema 2.1.1 (Existencia y unicidad del grado). Existe una tnica funcién deg asocia a un conjunto
abierto y acotado Q S R", y a cualquier funcién continua f: Q — R" tal que 0 ¢ f(0Q) un nimero

real
deg(f,Q),

con las siguientes propiedades:
» Al (Normalizacién). Si 0 € Q, entonces deg(I,Q) =1, donde I denota la funcién identidad.

= A2 (Aditividad). Si Q, y Q, son dos subconjuntos abiertos y disjuntos de Q tales que 0 ¢
f(ﬁ/(Ql UQy)), entonces deg(f,Q) = deg(f,Q) +deg(f, Q).

» A3 (Invarianza por homotopia). Si F: Q x[0,1] — R" es una funcién continua tal que 0 ¢
F(0Q % [0,1]), entonces deg(F(-,1),Q) es independiente de A€ [0,1].

El nimero d(f,Q) es el grado topoldgico de Brouwer, o simplemente el grado de f respecto al
conjunto Q.

Diremos que y es un valor regulara de f € C(Q) si para todo x € f‘l(y) tenemos que detJf(x) #0
donde Jf(x) es la matriz jacobiana asociada.

Ahora presentamos algunas propiedades destacadas del grado:

Corolario 2.1.2. Sea Q un conjunto abierto y acotado de R" y f: Q — R" una funcién continua tal
que 0¢ f(0Q). Ademas de A1, A2 y A3 se satisfacen las siguientes propiedades:

1. Excision. S5i Q es un subconjunto abierto de Q y 0 ¢ f(ﬁ/Ql), entonces deg(f,Q) = deg(f, Q).
2. Existencia. Si deg(f,Q) # 0 entonces existe un x € Q tal que f(x) =
3. Si f =g en 0Q entonces deg(f,Q2) = deg(g,Q).

4. Si fe cl) y 0 es un valor regular de f, entonces

deg(f,Q) = ) sign(detJf(x)), y tal suma es finita.
xef~1(0)

5. El valor de deg(f,Q) es siempre un nimero entero.

En el caso unidimensional, n =1, es facil caracterizar el grado. Sea Q un intervalola,bly f: [a,b] = R
una funcién continua tal que f(x) #0 para x € {a, b}. Consideremos la funcién

f() f()

Fx,)=01-V)fx)+A|————x-a)+ f(a)],
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(a) deg=1 (b) deg=-1

(c) deg=0

Figura 2.1.1: Posibles valores del Grado en R.

y observando que x € {a, b} tenemos F(x,A) = f(x) #0. Entonces

deg(f,la, b[) =deg(F(x,0),]a, b)) =deg(F(x,1),1a, b)),

en consecuencia,

1, fla<0<f(b)
deg(f,la,b) =4 -1, f(b)<0< f(a)-
0, en otro caso
En la figura 2.1.1 ilustramos el célculo del grado en el caso unidimensional.

Ahora presentamos una interpretacién del grado, que ilustraremos en el caso n =2 y relaciona el

nimero de vueltas de una curva alrededor de un punto con el grado de Brouwer.

Lema 2.1.3. Sea a:[a,b] — R? /{0} una funcién continua. Entonces existe una funcién continua
0: [a,b] — R tal que
a(t) =r(t)(cosO(t),sen O(t)), tela,b]

donde r(t) = a(n)].

Una primera observacién es que el valor 8(¢) se repite al sumar 2. En segunda instancia observe que
si a:[a,b] — R? {0} es una funcién continua tenemos que el niimero
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(a) deg=1 (b) deg=-3.

1
Figura 2.1.2: llustracién del nidmero de vueltas E(G(b) -0(a)) .

%(e(b) _0(ay,

es independiente de la eleccidon del argumento y lo Ilamaremos nimero de vueltas de la curva «a
alrededor del origen, concepto bien conocido por Gauss y Cauchy a principios del siglo XIX y retomado
por L. Kronecker, J. Hadamard y H. Poincaré entre otros. Ahora si la curva a es cerrada tenemos
que a(a) = a(b) y el nimero de vueltas es un ndmero entero. Intuitivamente hablando +n significa
n revoluciones alrededor del origen en el sentido contrario de las manecillas de reloj y —n si es en el
sentido del reloj. En la grafica 2.1.2 se muestran algunos ejemplos del nimero de vueltas.

Sea Q un dominio Jordan en R?, es decir, Q es la componente acotada de R?> /8Q, donde 4Q es una
curva de Jordan. Supongamos que a: [0,1] — R? es una parametrizacién positiva de 0Q, a(0) = a(1),
aljo,1{ €s uno a uno y aljp1; =0Q . Si f: Q —R? es una funcién continua tal que 0 ¢ f(Q) entonces
tenemos que el grado de f respecto a Q es equivalente al nimero de vueltas de la curva foa alrededor

del origen, es decir,

deg(f,Q) = nimero de vueltas de la curva foaalrededor del origen.

Concepto que sera de gran ayuda a la hora de presentar los resultados de estabilidad del apartado 2.3.
Una aplicacién directa de la definicion del grado topoldgico de Brouwer es, precisamente, el teorema
de punto fijo de Brouwer:

Teorema 2.1.4 (Teorema de punto fijo de Brouwer). Toda funcién f: B1(0) — B1(0) continua tiene

al menos un punto fijo.
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Demostracion. Si f tiene algin punto fijo en B;(0) el resultado es verdadero. Ahora si f no tiene
puntos fijos en dB;(0), es decir, f(x) # x para todo x € dB;(0), entonces debemos mostrar que la
funcién g(x) = x— f(x) se anula en B;(0), hacemos la homotopia

Fx,)=Agx)+1-Vx=x-Af(x),

observe que si ||lx||=1y A€[0,1[ entonces

I, DI = lxll = Al f ()l =1-A>0.

Ahora |x||=1y A =1, entonces F(x,1) =x— f(x) #0, por el supuesto f(x)# x para todo x € dB;(0).
En consecuencia, 0¢ F(6B;(0) x [0,1]). Asi que de las propiedades Al y A3 tenemos que

deg(g, B1(0)) = deg(F(x,1), B1(0)) = deg(F((x,0), B1(0)) = 1.

Por consiguiente, g(x) = x — f(x) tiene un cero que a su vez es un punto fijo de f . O

2.1.2. Grado en dimension infinita

Ahora pasamos a extender el grado topolégico para aplicaciones definidas en la clausura de un abierto
acotado 2 <€ X , donde X es un espacio de Banach, demostrado por J. Leray y J. Schauder [47]
en 1934. Decimos que una funcién g: O — X es completamente continua si transforma conjuntos
acotados en relativamente compactos, equivalentemente, si (x,), es una sucesién acotada, (g(x;))n
contiene una subsucesién convergente. Denotemos por K(Q, X) al conjunto de funciones f: Q — X

tales que f=1-g con g: Q — X una funcién completamente continua.

Teorema 2.1.5. Existe una tnica funcién deg; ¢ asociada a un conjunto abierto y acotado Q < X,
para cualquier funcién f € K Q, X) tal que 0 ¢ f(0Q) un nimero real

degLS (f , ),
con las siguientes propiedades:
» Al (Normalizacién). Si 0 € Q, entonces deg; 4(I,Q) = 1, donde I denota la funcién identidad.

= A2 (Aditividad). Si Q, y Q, son dos subconjuntos abiertos y disjuntos de Q tales que 0 ¢
f(Q/(Q1uQy)), entonces deg; s(f,Q) = deg; s(f, Q1) +deg; s (f, Q).
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» A3 (Invarianza por homotopia). Si F € K(Qx [0,1],X) es una funcién tal que 0 ¢ F(0Q x [0,1]),
entonces deg; ¢(F(-,A),Q) es independiente de A € [0,1].

Aun mds, el valor de deg;s(f,Q) es siempre un nidmero entero y las siguientes propiedades se satis-

facen:

= Excisiéon. Si Q; es un subconjunto abierto de Q y 0 ¢ f(ﬁ/Ql), entonces deg;(f,Q) =

» Existencia. Si deg;(f,Q) # 0 entonces existe un x € Q tal que f(x) =0.

El nimero deg; 4(f,Q), es el grado topoldgico de Leray-Schauder. Una aplicacién directa de la defi-

nicion del grado topoldgico de Leray-Schauder es el teorema de punto fijo de Schauder:

Teorema 2.1.6 (Teorema de punto fijo de Schauder ). Si g: X — X es una funcién completamente

continua y hay una bola cerrada By tal que
g(Bg) < Bp,
entonces existe x € By tal que g(x) = x. Si g no tiene puntos fijos en dBp. Entonces
deg; s(I-g,Br) = 1.

Demostracion. Si g tiene puntos fijos en dBgr entonces el enunciado es cierto. Supongamos ahora
que g no tiene puntos fijo endBg. Consideremos la funcién F € K(Q, Bg), definida

F(x,))=x—-g(x)+Ag(x).
Observe que si x€ dBg y A€]0,1] entonces tenemos
IFC = llxl—=A-ADlIgx)=R-(1-A)R>0,

y si A =0, tenemos que F(x,0) # 0 para todo x € dBg. En consecuencia, 0 ¢ F(0Bg x [0,1]) y de las
propiedades Al y A3 tenemos

deg; (I — g,Br) = deg; (F(x,0), Br) = deg; s(F((x,1), Br) = deg; (I, Bg) = 1.

Por tanto de la propiedad de existencia, existe un x € Bg tal que x—g(x) =0, es decir, x es un punto
fijo de g. O
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2.1.3. Grado de Coincidencia

En este apartado presentamos otra herramienta topoldgica conocida como teorema de continuacién
de Mawhin o grado de coincidencia publicado en [54] por Mawhin en la década de los setenta y que
usaremos como alternativa de demostracién de los resultados de existencia de soluciones periddicas
presentados en el Capitulo 5. En [57] puede consultarse un recuento historico del origen del grado de
coincidencia.

Sean X y Z dos espacios normados y reales de dimensién infinita. El operador lineal L: D(L)c X — Z
se dice de Fredholm si se cumplen las siguientes condiciones:

1. kerL tiene dimensién finita.
2. Im L es cerrada y codimensién finita.

Cuando L es un operador de Fredholm, tenemos que el indice de L es un nimero entero

i(L) :=dimker L —codim Im (L).

En lo que sigue de la seccién denotamos por L: D(L) € X — Z a un operador de Fredholm de indice
cero no inyectivo. Asi podemos definir las proyecciones continuas P: X — X y Q: Z — Z tales que

kerQ=Im L Im P=kerL
X =kerLeker P Z=ImL&Ilm Q.

La aplicaciéon J: kerL — ImQ es un isomorfismo y L: D(L)nkerP — ImL es un isomorfismo que
denotaremos por Lp. Denotemos por Kpg el operador de X en Z tal que Kpg := L;l(I—Q).

Lema 2.1.7. El operador L+ JP: X — Z es un isomorfismo y

(L+JP) ' =Kpg+77'Q.

Demostracién. Primero mostremos que L+ JP es un isomorfismo. Si x € D(L) tal que (L+ JP)x=0
entonces tenemos que
LxelmLnimJ=kerQnImQ = {0}.

En consecuencia, x e kerL y como (L+ JP)x =0 tenemos JPx =0 lo que implica Px=0. En conse-
cuencia, xekerP y xekerL entonces x =0 =ker(L+ JP). Ahora mostremos que si y € Z entonces el
problema
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(L+JP)x =1y,

tiene solucién x = (KpQ+]_1Q)y. En efecto, en el caso que (]_IQ)yekerL entonces
Lx=LKpgy=LL,'(I-Q)y=(I-Q)y.

Entretanto, si Kpgy € D(L) nker P entonces ImPU'Q)=ImJ71Q y

JPx=JPU'Qy=1I"'Qy=Qy.
Por consiguiente,

(L+JP)x=U-Q)y+Qy=1y.
Luego, (L+JP)"'=Kpo+J71Q. O
Lema 2.1.8. Si N:Ac X — Z es un operador entonces el problema
Lx=Nx xeD(L)nA,

es equivalente al problema de punto fijo

X = Px+]_1QNx+ KpoNx x€eA.
Demostracién. Tenemos que si xe D(L)NA

Lx=Nx<— (L+JP)x=(N+JP)x,

y por consiguiente, x = (L+JP) Y(N+JP)x xe€A. Ahora al usar el Lema 2.1.7 tenemos

(L+JP)"'(N+JP)= (Kpo +J'QUN +JP)
= KpoN+KpgJP+J 'QN+J'QJP.

Por un lado, como Im J=Im Q =ker(I — Q) tenemos

KpgJP=Lp' (I-Q)JP =0,
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y por el otro lado, como Qlim ¢ =Ilim ¢ Y Im J=1Im Q entonces

JtQip=j'jp=pP

En consecuencia,

(L+JP)"'(N+JP)=P+J QN +KpgN.
O
Definicién 2.1.9. Sea Q un subconjunto acotado de X y N: Q — Z. Se dice que el operador N es
L-compacto si KpgN es compacto, QN es continua y QN(Q) es un subconjunto acotado de Z.

Teorema 2.1.10 ([56, Theorem 2.4]). Sea F=L+N con N: Q — Z L-compacto. Supongamos que

las siguientes condiciones se satisfacen:

1. Lx+ANx #0, para todo (x,A) € [(D(L) /kerL) n0Q]x]0,1[.

2. Nx¢Im L para todo x € ker Ln0Q.

3. deg(QNlyerr, QNkerL) #0, donde Q: Z — Z es una proyeccion continua tal que kerQ = ImL.
Entonces la ecuacién Lx+ Nx =0 tiene al menos una solucién en D(L) N Q.

Demostracion. Para A€ [0,1] consideremos la familia

Lx+ANx+(1-1)QNx=0 xeD(L)nQ. (2.1.1)

Sea :Qx[0,1]— Z la homotopia definida por

M(x, 1) := Px— ] 'QNx— AKpgNx.

Primero observemos que KpgQNx = Ll‘)l(I—Q)QN: 0. Asi del Lema 2.1.8 tenemos que (2.1.1) es
equivalente al problema de punto fijo de x € Q tales que

x=Px—J 'QUNx+(1-A1)QNx) - Kpg(ANx+ (1 - 1)QNx)
=Px—AJ'QNx—(1-A)J 'QNx-AKpoNx— (1 - ) KpgQNx
= (x,N).
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En consecuencia, (2.1.1) es equivalente al problema de punto fijo

x=M(x,1), xeQ. (2.1.2)

Si x€0Q es tal que Lx+ Nx =0 entonces el resultado esta demostrado. Entonces supongamos que
Lx+Nx#0, xe€D(L)noQ. (2.1.3)

Ahora mostremos que

Lx+ANx+(1-A)QNx#0 xeD(L)noQ, A€]0,1]. (2.1.4)
En efecto, si existe (x,A) € (D(L) n0Q)x]0,1[ tal que Lx+ ANx+ (1—-A)QNx =0 entonces al aplicar
Q a ambos miembros de la ecuacién anterior tenemos QNx =0 por consiguiente,
Lx+ANx+(1-A)QNx=Lx+ANx=0,

la ecuacién anterior junto con la condicién 1. implican
Lx+ANx=0, xekerLndoQAe€]0,1].

Entonces Nx €ImL para x e ker LNndQ lo que contradice la condicién 2. De otro lado, la condicién 3.
implica que
Lx+Qx#0, xe€D(L)naQ. (2.1.5)

De (2.1.3),(2.1.4) y (2.1.5) tenemos

M(x,\) #0, xeD(L)NOQAE[0,1]. (2.1.6)

Debido a que N es L—compacto tenemos que .4 es compacto, ademas de (2.1.6), (2.1.2) y la

propiedad de invarianza sobre homotopias compacta del grado de Leray-Schauder tenemos

deg; (I —.4(x,1),Q) = deg; s(I — 4 (x,0),Q) = deg; (I - Px+ ] 'QNx,Q). (2.1.7)

Ahora bien, como la imagen de Px+ J"!QNx esta contenida en ker L podemos usar la propiedad de

excisién del grado, asi tenemos
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deg; (I - Px+J 'QNx,Q) =deg(I-Px+J 'QNx,QnkerL)
=deg(J 'QNx,QnkerL)
= (sgn(detJ 1)) deg(QNx,Q nkerL).

Entonces de la igualdad anterior, la condicién 3 y (2.1.7) tenemos que deg; (I —.#(x,1),Q) # 0.
Entonces existe x € Q tal que x = 4 (x,A) , y por lo tanto Lx+ Nx = 0 tiene una solucién en
D(L)n Q. O

2.2. Indice de puntos fijos

En esta seccién presentamos algunas propiedades del indice de puntos fijos aislados de funciones
vectoriales, definido en términos del grado de Brouwer, y que sera relacionado en la siguiente sec-
cién con el indice de estabilidad de soluciones periddicas de ecuaciones diferenciales ordinarias. El
resultado principal de este apartado establece condiciones bajo las cuales los puntos fijos aislados son
asintéticamente estables en términos del indice, Teorema 2.2.3 demostrado por Ortega en [66].

Sea Q un dominio de R" y F: Q — R" una funcién continua tal que p € Q es un punto fijo aislado de

F. Denotamos el indice de F en el punto fijo p como

i(F,p) = deg(I - F Bp),

donde B, es una bola pequefia centrada en p que no contiene otro punto fijo de F. La propiedad
de excisién del grado muestra que esta definicién es independiente del radio p. En el caso en que
FeCYQ,R") y 1¢0(F'(p), o(A) denota el espectro del operador lineal A= F'(p), tenemos de la
propiedad 4 del corolario 2.1.2 que

i(F, p) = sgn(det(I — F'(p))). (2.2.1)

En el caso unidimensional el indice de una funcién F solo puede tomar los valores de 1,—1 o 0, como
se ilustra en la grafica 2.2.1.

Si p es un punto fijo de F entonces p es un punto fijo de la iteraciéon F", neN. Si ademas p es un
punto aislado para F”" entonces el indice de F" esta bien definido.

Definicion 2.2.1. Supongamos que F es continua, uno a uno y p es un punto fijo de F. Decimos

que
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(c) i=0.

Figura 2.2.1: Valores de indice topoldgico en el caso unidimensional.

= p estable si cualquier vecindad V de p contiene otra vecindad W tal que para todo n=0 F"*(W)
esta bien definido y F*(W)c V.

= p es asintéticamente estable si es estable y ademas existe una vecindad A de p tal que

, n _
nh_IEOF (q) =p, paratodo ge A.

= p es inestable cuando no es estable.
La demostracién del siguiente teorema puede consultarse en [44, 45].

Teorema 2.2.2. Si F:Q — R" es uno a uno, p es un punto fijo de F asintéticamente estable entonces

i(F",p) =1 para todo n=1.
El reciproco del Teorema anterior no es cierto, pues por ejemplo si tomamos n =2 y definimos
F(x)=Ax, A>1, tenemos 0 es un punto fijo de F tal que

i(Fk,O) = sgn(det([—/lkl)) =sgn(1l —/lk)2 =1, para todo keN,

y sin embargo, x =0 es inestable.
En el siguiente Teorema se presentan condiciones necesarias de la estabilidad asintética, de puntos
fijos en términos del indice. Primero introducimos algo de notacién, sea A una matriz cuadrada de
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orden ny o(A) ={u1,Us,..., s} los diferentes valores propios de A, r < n, que estan ordenados de
tal forma que |u;| <|u;| siempre que i > j y sea Aj,Az,...,A; sus correspondientes multiplicidades
algebraicas. Entonces diremos que A satisface la condicién (C) si se satisface alguna de las siguientes

condiciones

|[.L]|<10|/.L2|<1y/11:1.

Teorema 2.2.3. Si F € C1(Q,R™), es uno a uno, con un punto fijo en p. Adicionalmente, p es
aislado respecto de F? y F'(p) satisface la condicién (C). Entonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
= p es asintéticamente estable.
= p es estable.
= i(F2,p)=1.

La demostracién de este teorema se puede consultar en [66]. Un resultado similar se encuentra en
[20], donde la condicién (C) es reemplazada por una condicién de monotonia sobre F.

2.3. Estabilidad e indice de soluciones periédicas

En este apartado primero hacemos una descripcién de como en forma natural se relaciona el indice
de puntos fijos con el indice de soluciones periddicas de ecuaciones diferenciales ordinarias mediante
el operador de Poincaré. En segundo lugar, presentamos la relacién de estabilidad de puntos fijos,
Teorema 2.2.3, con la estabilidad de soluciones periédicas para las ecuaciones estudiadas en los
Capitulos 3 y 4, por medio de la Proposicion 2.3.4 y el Corolario 2.3.5, respectivamente.
Consideremos el sistema

X'=G(t,X), (2.3.1)

donde G: Rx R" — R" es continua y T-periddica en la variable ¢, es decir, G(t+ T, X) = G(t, X).
Denotemos por X(¢;{o) la dnica solucién de (2.3.1) tal que X(0;{o) = {o. Ahora definamos el operador

de Poincaré Py como

Pr: DrcR"—R", Pr()=X(T;0),

donde D1 = {( e R": X(t,{) esta definido en [0, T1}. Debido a la unicidad de soluciones de (2.3.1) Dr
es un subconjunto abierto de R” y Pr es continuamente diferenciable en Dr. Observemos que los
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puntos fijos de Py corresponden con las condiciones iniciales de las soluciones T-periddicas, por tal

motivo encontrar soluciones T-periddicas es equivalente a encontrar soluciones de la ecuacién

Pr({)=¢, (eDr.

También podemos ver la ecuacién (2.3.1) como periddica de periodo nT, n =2y definimos P,,7 como

Ppr: Dy cR" —R", Pr(()=XnT;(),

donde D, 1 ={( e R": X(t,() esta definido en [0,nT]}. Asi tenemos que las soluciones nT-periddicas
son los puntos fijos de P,7({) =({, { € D,r. En consecuencia, toda solucién T-periddica es también
una solucién nT-periddica. Algunas veces la ecuacién (2.3.1) puede tener soluciones nT-periddicas
que no son puntos fijos de P, este tipo se soluciones se suelen llamar subarménicas.

Denotemos con ¢ una solucién T-periddica de (2.3.1) tal que ¢(0) ={p , diremos que la solucién ¢
es aislada (T-periédica) si (o es un punto fijo aislado de Py. En tal caso, el indice de ¢ se define en

términos de la siguiente férmula

Y1) :=i(Pr, o).

Ademas, diremos que ¢ es aislada nT-periddica si o es un punto fijo aislado de P,7 y el indice

nT-periddico se define como

Ynr (@) :=i(Py7,{0).
Presentamos la definicion de estabilidad de soluciones periddicas

Definicion 2.3.1. Si ¢ es una solucién T-periédica de (2.3.1). Entonces diremos que

= (p es estable si para cada € > 0 existe 1> 0 tal que si |( —¢(0)| <n entonces X (t,{) esta definido
en [0,00[ y |X(¢,{) —(0)| <€ para todo t=0.

= ( es asintéticamente estable si es estable y existe § >0 tal que |[{ —¢(0)| < entonces
lim |X(£,{) —¢(0)| =0.
—00

= (p es inestable si no es estable.

Entonces podemos relacionar los conceptos de estabilidad de soluciones periddicas con estabilidad de
puntos fijos de Py.
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Hecho 2.3.2. ¢ es estable (resp. asintéticamente estable, inestable) para (2.3.1) si y sélo si ¢(0) es
estable (resp. asintéticamente estable, inestable) para Pr.

Definicion 2.3.3. Diremos que ¢ una solucién T-periédica de (2.3.1) es no degenerada de periodo

T (resp. periodo 2T) si la ecuacién linealizada

Y'=0xG(t,¢)Y, (2.3.2)

no admite mas soluciones T—periddicas (2T—periddicas) que la trivial. De lo contrario diremos que

es degenerada.

Como definicién equivalente diremos que ¢ es no degenerada de periodo T (resp. periodo 2T) si (g
no es un punto critico de I—Pr (resp. I-Par), es decir, det(I—P’({o)) # 0 (resp. det(I—P;,({o) #0).
Observe que P7.({y) es una matriz de monodromia de (2.3.2) y los multiplicadores caracteristicos de
(2.3.2), y,..., 1y son precisamente los valores propios de P’T(Co). En consecuencia, usando la teoria

de Floquet y (2.2.1) tenemos

yr(p) =sgn (det((1 - )1 - p2)...(1— pr))),

Yar(p) =sgn (det((1—p3) (1 —p3)... (1 - u?))),

siempre que py; #1 (resp.u‘? #1 ) para todo i =1,2...r. Asi tenemos que ¢ es no degenerada de
periodo T (resp. periodo 2T) si 1 no es un multiplicador caracteristico de P7. (resp. P,;). Cuando ¢
es degenerada el calculo del indice depende de los términos no lineales de la expansién de Taylor de
(2.3.1).

Ahora relacionamos el hecho de que ¢ sea no degenerada con que sea aislada. Si ¢ es T-periddica y
no degenerada de periodo 2T entonces usando argumentos de la funcién implicita se demuestra que

@ es aislada para P,r, por ende también para Pr y

lyrl=ly2rl=1,

otras propiedades del indice pueden consultarse en [63, 65].
En particular nuestro interés se centra en los resultados de estabilidad de las ecuaciones escalares de

segundo orden

"+ fo)x +g(t,x) =0, (2.3.3)
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donde f es estrictamente positiva, f € C}'(R) y g es continua, T-periédica en la primera variable y

continuamente diferenciable en la segunda variable. Bajo las siguientes condiciones

0<m=inff(x) <M =sup f(x) <oo, (2.3.4)

g—g(t,x) <a-pBy+ a”z), para todo teR y todo xeR (2.3.5)
X

donde f=(M-m)/2, y=M+m)/2, a-= (m/T)2 +y2/4, a—Bly+ al’?) >0, presentamos el

resultado de estabilidad que usaremos en el Capitulo 3 demostrado por Ortega y Zitan en [89].

Proposicion 2.3.4 ([89, Proposicién 1.2]). Si ¢ es una solucién T-periddica aislada de (2.3.3) y se

satisfacen (2.3.4),(2.3.5). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. ¢ es asintéticamente estable.
2. @ es estable.
3. yr(p) =1.

El esquema de la demostracion es el siguiente:

1. Reescribimos (2.3.3) como el sistema bidimensional equivalente
xX]=X2, Xp=—f(x1)x2—g(t,x1). (2.3.6)

Ademas tenemos que div(xz, — f(x1)x2 — g(£,x1)) = —f(x1) <0 para todo (x1,x2) € R2. Enton-
ces la formula de Jacobi-Liouville nos dice los multiplicadores caracteristicos p, 2 € C de la

linealizacién de (2.3.6),

" I a_g _
X'+ (f(x)x) +ax(t,x)—0,

satisfacen

T
O<puipp = detP'T(xl,xz) = exp (—/ f(xl(s))ds) <1.
0

2. Ahora la desigualdad (2.3.5) implica que los multiplicadores caracteristicos y;, gz no pueden

ser negativos, la demostracién puede consultarse en [89, Proposition A.2].

3. Entonces 2 implica que las soluciones T—periédica son no degeneradas de periodo 2T y en
consecuencia aislada respecto de P>y y Pr.
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4. Combinando 1 con 2 tenemos que los multiplicadores caracteristicos satisfacen una de las
siguientes alternativas |u| = |u2|l <1 o uy, U2 son reales positivos tales que uno de los multi-
plicadores caracteristicos es menor que 1 y el otro es mayor que 1. En consecuencia, tenemos

Yer=1l=yroyr=-1=yr.

5. Finalmente combinando 1, 2, 3 y 4 podemos usar el Teorema 2.2.3 y obtener la Proposicién
2.3.4.

En particular, si f(x) = c, para el resto del capitulo tomaremos ¢ como una constante no negativa,

entonces la ecuacién (2.3.3) se escribe como

X" +cx' +g(t,x) =0, (2.3.7)
y (2.3.5) se simplifica
og > c?
a(t,(p(t)) S gt para todo reR (2.3.8)

De otro lado, los resultados de estabilidad que se usaran en el Capitulo 4 son los siguientes
Corolario 2.3.5 ([63, Theorem 1.1]). Supongamos que ¢ es solucién aislada, T—periédica de (2.3.7)
y se satisface la condicién (2.3.8). Entonces ¢ es asintéticamente estable (resp. inestable) si y solo
siyr(p) =1 (resp. yr(p) =-1).

La demostracién sigue el mismo esquema presentado antes y fue demostrado en [63].

El siguiente Lema es clave para la demostracién del resultado de estabilidad presentado en el Capitulo
4, pues la primera parte del lema la usaremos para ordenar las soluciones T—periddicas, mientras la
segunda parte la usaremos para mostrar que dichas soluciones T-periddicas son no degeneradas de
periodo T.

Lema 2.3.6 ([56, Lemma 7.2]). Considere el operador lineal £, dado por

Lolxli=x"+cx' +a()x,

que actiia sobre funciones T—periédicas, donde ¢ >0 y a € L'(R /T Z) es tal que
2 2
n°
0K —+—. 2.3.9
2ty (23.9)
Entonces los siguientes enunciados son ciertos

1. Para cada numero real u, cualquier posible solucién T—periédica x de la ecuacion ZL,(x] = u

es trivial o distinto de cero para cada t€]0,T].
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2. Dadas a; y a» funciones en L'(R,/TZ) que satisfacen (2.3.9) y tales que a; < ay. Entonces
las ecuaciones
Lo, [x]1 =0, i=1,2,

no pueden admitir soluciones T-periédicas no triviales simultaneamente.

2.4. indice y espacio de funciones periédicas

Podemos definir el indice en el espacio de funciones periddicas esta vez usando el grado de Leray-

Schauder como veremos a continuacién. Sea Xy = C(R/TZ) y p(t) € Xr, considere el problema lineal

X" +cx' - Ax=p(), xeXr,A>0. (2.4.1)

La condicién A > 0 asegura que (2.4.1) tiene solucién Gnica. El primer paso es formular el problema de
soluciones periédicas de (2.3.7) como una ecuacién de punto fijo en X7. De la alternativa de Fredholm
se sigue que este problema tiene una Gnica solucién u= L, p. El operador lineal L) puede expresarse
explicitamente en términos de funcién de Green como un operador integral y es facil mostrar que es
compacto con la norma usual de X7. Entonces el problema periédico asociado a (2.3.7) es equivalente

a

x=Ly(N[x] - Ax),

donde el operador de Nemitskii N: Xy — X7 esta dado por
Nix]:=-g(t,x).

Ahora, definiendo @, := Ly (N — AI) tenemos que, encontrar una solucién T—periédica de (2.3.7) es

equivalente a encontrar una solucién de la ecuacién
x—®)(x)=0.

Debido a que @, es un operador compacto, el grado de Leray-Schauder deg; (I — @), B,) esta bien
definido siempre que ®; no tenga puntos fijos en la frontera de dB,. Entonces, si ¢ es una solucién
periédica de (2.3.7) y B, es una bola centrada en ¢ que no contiene otro punto fijo de ®; podemos

definir el nuevo indice,
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Yr(@):=—i(®),p) = —deg; (I — Dy, Bp).

Cuando hay unicidad en los problemas de valor inicial de (2.4.1), tenemos que ¢ es un punto fijo aislado
de @, para alglin A >0, si y sélo si ¢ es aislado (T—periédica) en el sentido del apartado 2.3. También
usando argumentos de homotopia se puede demostrar que la definicién de ¥ es independiente de
A, con A > 0. Denotemos por yr el indice de las soluciones T—periddicas de (2.3.7), tal y como se
present6 en el apartado 2.3 y aunque los dos indices Y7 y ¥ han sido definidos por diferentes caminos
en [45, Capitulo 3] se mostrd que coinciden siempre y cuando el operador de Poincaré Py esté bien
definido. Esta relacién entre los indices y los resultados de estabilidad de la secciéon 2.3 nos ayudara

a la hora de caracterizar la estabilidad de soluciones periédicas del Capitulo 4.

2.5. Sub-super soluciones

Ahora introduciremos los conceptos de sub-super solucién y la relacion del método de sub-super
soluciones con la estabilidad de soluciones periédicas. El Teorema 2.5.2 serad usado en el resultado de
multiplicidad presentado en el Capitulo 4, ver Lema 4.3.6.

Definicion 2.5.1. Las funciones a, f € C2(R/TZ) son llamadas sub y super soluciones respectivamente

para (2.3.7) si para todo t € R se verifica

a"+ca +g(t,a) =0,

B"+cp +g(t,p)=<o0.

Una sub (resp. super) solucién se dice que es estricta siempre que la desigualdad anterior sea también

estricta para todo t€R.

Cuando la pareja (a,f) esta bien ordenada, es decir, @ < 8, es conocido que existe al menos una
solucién T—periddica entre ellas, ver [18, Theorem 1-6.9]. Si el nimero de soluciones T—periédicas

entre a y B es finito el siguiente teorema, nos dice que al menos una de ellas es inestable.

Teorema 2.5.2 ([68, Theorem 5, Section 2.6.2 |). Si g es localmente Lypschitziana respecto de x,
a (resp. B) es una sub (resp. super) solucién de 2.3.7 y el nimero de soluciones T—periédicas de
(2.3.7) que satisfacen

a(t) <@(t) < B(t) para todo teR
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es finito. Entonces al menos una de ellas es inestable.

La demostracién esta basada en la definicién del indice 7 junto con el siguiente principio del maximo

para problemas periddicos, ver [70, Theorem 3]:

Teorema 2.5.3. [70, Theorem 3] Sea x € C*(R\ Z) una solucién de la desigualdad diferencial
X" +cx' - Ax =0,

para algtin A =0. Entonces x(t) >0 para todo t€R.

Demostracion del Teorema 2.5.2. Escogemos A > 0 suficientemente grande con el fin de que la fun-
cién g (t,x) = —g(t,x) — Ax sea estrictamente decreciente con respecto a x en el conjunto {(¢,x):
teR, a(t) < x < B(1)}. Ahora siguiendo la notacién del apartado 2.4 podemos reescribir el problema

periédico (2.3.7) como el problema de punto fijo

x=d,(x), xelXr.

El conjunto Q = {x(#) € X7: a(t) < x(t) < B(t), para todo t € R} es abierto y convexo en X7. Demos-
tremos que @, (Q) c Q. Sea x€Q, a <x <, asi verifiquemos que y = ®,(x) satisface a < y < . En
efecto, y es solucién de

V' +cy' = Ay =gx*(t,x(1)
como gx* es decreciente entonces g* (¢,0) < g*(t,y) < g=*(t,a). Tenemos 2z =Bf—-y, 2 =a—-y
satisfacen
Z'+cz —1z=0,
asi que usando el Teorema 2.5.3 garantiza z; >0 y 2z, > 0. En consecuencia, el grado de I—®; en el
sentido de Leray-Schauder esta bien definido en Q y

Ahora si usamos la suposicién que @, tiene un nimero finito de puntos fijos en Q, digamos @1, @2,..., Q.

Entonces de las propiedades del grado tenemos

n
-1=) yrlpw),
k=1

en consecuencia, alguna de las ¢y tiene indice negativo y por tanto es inestable. O
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Observacién 2.5.4. Similares resultados fueron demostrados en [65] cuando ¢ >0, en [21] cuando
¢ =0y extendidos a ecuaciones del tipo Liénard en [89]. En contraste con la demostracién presentada
ahi, las demostraciones de los resultados [21, 65, 89] se basan en la definicién del indice yr y por
ende de la aplicacion de Poincaré Pr. Otro resultado similar se presentd en [55]. Mientras en [62]
se presentan condiciones suficientes para la unicidad y estabilidad de soluciones periédicas de (2.3.7)

cuando ¢=0vy la pareja (a,B) de sub-super soluciones esté ordenada en la forma < a.






Capitulo 3

Soluciones periddicas de la ecuaciéon de Liénard
con una o dos singularidades débiles

En este capitulo se presentan condiciones para la existencia y estabilidad asintética de soluciones

periddicas para la ecuacion del tipo Liénard

x4+ f0x"+gx) = h(1), (3.0.1)

donde h es una funcién T—periddica, f, g: 151, l2[— R, son funciones continuas localmente Lipschitz.

En principio, —oo < [} < I, < +00, pero nos interesa el caso que al menos uno de los términos sea finito.
En el estudio de ecuaciones con singularidades, como se menciono en la introduccién, la suposicién de
"fuerza fuerte" juega un papel muy importante. En el resto del Capitulo supondremos que x €]l1, I»|,

X es el valor minimo de g tal que g(x) =0 y definimos su potencial asociado como

X
G(x)z/ g(s)ds.

X

Diremos que g tiene una singularidad fuerte en I} (resp. I») si

lim G(x) = +oo, ( resp. lim G(x) = +o0).
x—If x—1;

En otro caso, cuando el limite es finito, se dice que la singularidad es débil.

Nuestra propuesta en este Capitulo es retomar el método original desarrollado por Nagumo en [59]
para ecuaciones del tipo (3.0.1) con singularidades fuertes y extenderlo al caso de singularidades
débiles. Con el propésito de mostrar el resultado principal de este Capitulo definiremos las siguientes

funciones:
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X
F(x):= | f(s)ds,

2
W(x) :=F S

+2G(x),

2
Z() =W

+2G(x).

Entonces, el resultado principal de este capitulo es un resultado de existencia de soluciones periddicas

para (3.0.1) con al menos una singularidad débil:

Teorema 3.0.5. Asumamos las siguientes hipétesis

(H1) C*:=inf{iw (), W (L)} <oco.

(H2) f es una funcién positiva y f(x)> fo >0 para todo x€lly, L.

(H3) g es una funcién estrictamente creciente que cambia de signo.

Fijando 0 < C < C* y sea I} < I} soluciones de la ecuacion Z(x) = C. Definimos la funcién

1
R(x):= —EIF(x)I ++vC*—Wi(x).

y fijamos las constantes positivas

. Ig(l§)| 2g(l§)F(l§) N 1 2 1
Kl.—mln{ T , T Kz'_zn:lin ER(Z")WF(Z;)IR ().

Entonces bajo el supuesto

Ihlloo < %min{KI»KZ} (3.0.2)

existe al menos una solucién T—periddica ¢(t) de la ecuacion (3.0.1). Tal solucién verifica
1Sem<l), para todo t €R. (3.0.3)

Observacién 3.0.6. Resaltamos el hecho que nuestro resultado es independiente de la frecuencia,
/2 Ny T . . . .

w = —, de la funcién peridédica h y ademas podemos controlar, con cierta libertad, las cotas superior

e inferior de la solucién como se ilustrard en el apartado 3.4. Las condiciones (H1) y (H2) también

permiten que la funcién f tenga singularidades débiles.
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Este Capitulo esta estructurado de la siguiente forma: la seccién 3.1 esta dedicada a la presentacién de
algunos resultados auxiliares. En la seccién 3.2, presentamos la demostracién del resultado principal.
En la seccién 3.3 usamos los resultados [89] para demostrar unicidad y estabilidad del resultado
principal. Por Gltimo, en la seccién 3.4 presentamos algunos ejemplos ilustrativos y comparamos

nuestros resultados con otros de la literatura relacionada.

3.1. Resultados auxiliares

Observe que si f'y g satisfacen las hipétesis (H1), (H2) y (H3) respectivamente entonces las funciones

Z(x) y W(x) cumplen

W'(x), Z'(x) <0, xe€llj,x[
W' (x), Z'(x) >0, x€l%, bl

lo que implica que Z y W tienen un minimo absoluto en X y W(x) = Z(x) = 0. Mas aln, para todo
0<C=C" la ecuacién Z(x) = C tiene exactamente dos soluciones I}, tales que I} <x <.

Lema 3.1.1. La funcién R(x) es positiva para x €]l},1;[.

1 1
Demostracién. Si x €]l},1[ entonces Z(x) = W(x) + ZF2 (X)<CyC*-Wx)>C*-C+ ZF2(x) > 0.

Entonces

vVC*-W(x) > \/C* —C+3F2(x) > %IF(x)I.

O
Del Lema anterior tenemos que la constante K3 es positiva. Reescribamos (3.0.1) como el sistema
X =y-Fx)
Y . (3.1.1)
y =-g)+h(
Ahora definimos la siguiente funcién
F(x)\?
P(x,y):= y—T + W(x). (3.1.2)

Asi tenemos que la desigualdad P(x, y) = C* es equivalente a
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F(x) e <y<—+\/C* W). (3.1.3)

Entonces es facil ver que P(x,y) = C* es una curva cerrada simple. El objetivo ahora es mostrar que

el conjunto simplemente conexo definido como

D:={(x,y):lj=x<13Px,y)<C"}, (3.1.4)
es positivamente invariante para el sistema (3.1.1). Por comodidad en la escritura en el resto del

Capitulo denotaremos H = || il oo-

Lema 3.1.2. Bajo las hipétesis del Teorema 3.0.5, si x €] l{, lé[ y P(x,y) = C* entonces se satisfacen

las siguientes desigualdades

4H

ly-—Fx)|=z—, (3.1.5)
fo
2H

(y— F(x))* > = |F(x)|. (3.1.6)
fo

Demostracién. Para demostrar (3.1.5), necesitamos por un lado

>£{+F(x) o) <—ﬂ+F(x)
Y fo Y fo

De otro lado, sabemos que P(x,y) = C* entonces de (3.1.3) tenemos

F
y>ﬂ+\/c* WH o y<-—2 (x) VW -

Entonces para satisfacer (3.1.5) es suficiente mostrar

4H 4H F

— +F(x )<L+ C*-W(x) o ——+F(x)>ﬂ—\/c*—7W(x) ,

fo 2 fo 2
para todo x €]1], 15[, es decir,

F
H<§ _! (ZX)|+\/C*—W(x) =@R(x) (3.1.7)

1
Observe que de la definicién de I y I, tenemos /C* — W (x) = EIF(x)I para todo x €]11,15[. Ahora es
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facil verificar que R'(x) >0 para todo x €]/}, X[ y R'(x) <0 para todo x €]%,l;[. En consecuencia,

min R(x) = minR(l}).
xell, 1} i=1,2

Usando la condicién (3.0.2), tenemos

H< EKZ < EmlnR(l )< ER(x),

que es precisamente (3.1.7), por consiguiente, hemos demostrado (3.1.5).

Andlogamente para demostrar (3.1.6), H debe satisfacer

fo
2|F(x)]

0<H<

ﬁ)(Jﬂmu

2
T R*(x). (3.1.8)

2
C* - W(x)) =

Observe

i ; 2 ;- i( 1 5 ) ,
(IF( )|R (x))>0 xell,x[ y —lF( )|R (X)[<0 xe€lx, [l
R*(x) ,Rm)

En consecuencia IIl = min
xell, ] |IF(x)] i=12 [F(I)|

Usando nuevamente (3.0.2) tenemos

R2 l/ 2
H< EKz SR _ fo ()
2 2 |F(l)| 2 |[F(x)|’

que es justamente (3.1.8). O

3.2. Demostracion del resultado principal de este Capitulo.

Lo primero que mostraremos es que la regién D, definida en (3.1.4), es positivamente invariante. Es

suficiente demostrar

P(x,y)<0, (x,)¢D, (3.2.1)

en este caso P denota la derivada total de P. Teniendo en cuenta (3.1.1) y (3.1.2),
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e Clase 1

Case 2

I Iy

Figura 3.2.1: En blanco la regiéon D y en tonos grises el exterior de D.

P=[y+(y—-FONy +[-fx)(y—F(x)+2gx)]x'
=2y - F(x0)](h(1) — g(x)) +[2g(x) — f(x)(y = F(x)](y — F(x))
= h(t)[2y - F(x)] - g(x0)[2y - F(x)] - f(x)(y = F(x))* +2g(x) (y — F(x))
= —f(X)(y = F(x)* +2h(1)(y - F(x)) = F(x)g (x) + F(x) h(1).

(3.2.2)

Distinguimos dos regiones exteriores a D que hemos dividido en dos casos, ver figura 3.2.1.

Caso 1. Sea x€]ly,lj]U[l}, lo[. Primero observemos que F(x)g(x) y |g(x)| son funciones no negativas

con un minimo absoluto en X, ademéas ambas funciones son decrecientes en ]13,1{] y crecientes en

(1}, b[. Por (3.0.2), tenemos H < %Kl y considerando la definicién de Kj y el argumento antes
mencionado, se sigue que la siguiente desigualdad

2H?
F(x)g(x) > T lg(x)|>2H,
0

para todo x €]ly,lj] U1}, lo[. En consecuencia,

—f(-F@x)*<-foly-Fx)?% 2h((y-F(x) <2H|y—-F(x)|,
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F(x)h(t) - F(x)g(x) <|F(x)|H - F(x)g(x)

< IF(x)I|g(2—X)|—F(x)g(x),

2

<—lF(x) (x)<—i
=75 8 fo'

Al introducir las desigualdades anteriores en (3.2.2) tenemos

) H?
P<—foly—F(x)*+2H|y-F(x)| - w
0

2
H
<—( foly—F(x)I——) <0,

Vi

para todo x€lly, [j]U (L), L[y yeR.

Caso 2. Sea x€]l},I)[y P(x,y) = C*. Por el Lema 3.1.2 las desigualdades (3.1.5), (3.1.6) se satisfacen,
por consiguiente

—fX)(y-Fx)? < - foly - F(x))?,
F(x)h(t) = F(x)g(x) < H|F(x)| < %(y— F(x))2.

Entonces f
P<|y-F)| —Eoly—F(x)l +2h()

<|y—-Fx)|(—2H+2h(1) <0,

para todo x€]l],l5[ y y € R tal que P(x,y) = C*.

Por tanto, combinando los casos 1 y 2 obtenemos (3.2.1). Siguiendo la notacién del Capitulo 2,
denotamos por Pr la aplicacién de Poincaré asociada al sistema (3.1.1) con condicién inicial (o =
(X0, ¥0).- Ahora como D es positivamente invariante tenemos que si (o € D entonces Pr({o) € D.
Finalmente, como D es compacto, simplemente conexo y positivamente invariante, el teorema de
punto fijo de Brouwer garantiza que P tiene un punto fijo y corresponde a una solucién T—periddica
@(t) de (3.0.1) que verifica (3.0.3).
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3.3. Soluciones periédicas asintéticamente estables.

En esta seccién se combinan las cotas obtenidas en la demostracién de existencia y [89], debido a
que obtendremos unicidad y un criterio de estabilidad. Antes de presentar el teorema definamos las
siguientes constantes

m= min f(x), M= max f(x),
xell], 1) xell}, 1)

B=M-m)/2, y=M+m)2, a=m/D?>+y*/4

Teorema 3.3.1. Bajo los supuestos del Teorema 3.0.5 y suponiendo que g es una funcién continua-

mente diferenciable en todo su dominio de definicion tal que

0< max g'(x) <a-py+al’?. (3.3.1)

xe[l},1]

Entonces la solucién encontrada en el Teorema 3.0.5 es tnica y asintéticamente estable.

Demostracién. Para la unicidad seguiremos el argumento de la demostracién [89, Proposicién 4.3].
En efecto, si x; y x2 son dos soluciones distintas y T— periddicas de (3.0.1), entonces z=x; — X2 es

una solucién T—periddica de la ecuacién

2"+ (p(2)'+q(0)z=0, (3.3.2)

donde 0 < g(#) < a—ﬁ(y+a”2) y m< p(t) < M. Por un lado, al integrar sobre el periodo la ecuacién
(3.3.2) tenemos

T
/ q()z(dt =0. (3.3.3)
0

Por otro lado, tenemos que [89, Corollary A.3] garantiza que las soluciones periédicas de (3.3.2) son
idénticamente cero o z(t) #0 para todo f € R. Descartamos la segunda condicién debido a g>0vy z
debe satisfacer (3.3.3). Por consiguiente, x; es idéntica a x, y por lo tanto la solucién es dnica.

En cuanto a la estabilidad asintética, la solucién ¢ encontrada en el Teorema 3.0.5 bajo las condicién
(3.3.1) es aislada, pues siguiendo el argumento de la demostracién Proposicién 2.3.4 tenemos que
origen es la Unica soluciéon 2T—periédica de la linealizacién (3.3.2) de (3.0.1) lo que implica que
@ es aislada. De otro lado, usando argumentos de homotopia se demuestra que los multiplicadores

caracteristicos p, pp asociados a (3.3.2) satisfacen |u1| =|pz2l <1y por lo tanto

Y1) =sgn((1—-pu))d-pz)) =1,
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entonces podemos aplicar [89, Proposition 1.2] (ver Proposicién 2.3.4) y obtener que ¢ es una solucién

asintéticamente estable. O

3.4. Ejemplos y comparacion de resultados.

Es importante destacar que la ecuacién con singularidades débiles y término de friccién lineal ha sido
poco explorada hasta ahora. Una referencia reciente es [88]. Para comparar los resultados respectivos,

tomemos la ecuacion del modelo
" / U 1
x4 f0)x +xH — — = acos(wi), (3.4.1)
X

1
donde a, 1,8, w > 0. Esta ecuacién corresponde a (3.0.1) con g(x) = x“——5 y h(t) = acos(wt). Por
X

supuesto T = 2% Bajo la hipétesis (H2), en [88, Teorema 1.1] establecen la existencia de una solucién

T—periddica positiva siempre que

_ VTlhly __7v2a

e gl Caw (3.4.2)

fo

Al comparar (3.4.2) con (3.0.2), nuestra condicidn tiene la ventaja de que no depende de la frecuencia
w. Por lo tanto, ambos supuestos son independientes y es facil construir ejemplos que verifican (3.0.2)
y no (3.4.2), simplemente tomando w suficientemente pequefio.

Ejemplo 3.4.1. Si fijamos

f(x):l,p:1,6=%,
y tomamos C =1 en el Teorema 3.0.5, /1,15 se puede calcular numéricamente como I} =0,340298, I, =
1,73068. En consecuencia, K; = 0,970549, K, = 0,589254. Por tanto, la condicién (3.0.2), se escribe
como

1
a< ) min{Kj, K>} = 0,294627.

Bajo tal condicién, (3.4.1) tiene una solucién T—periédica para cualquier w > 0. Mientras si tomamos
a =7 tenemos que (3.4.2) no se satisface cuando w <0,189215.

En la grafica 3.4.1 mostramos el plano (a,w) mostrando en color gris las regiones donde se satisfacen
las condiciones (3.4.2), (3.0.2). La regién en gris mas oscuro satisface (3.0.2) pero no (3.4.2), en
contraste la regién en gris mas claro satisface (3.4.2) y no (3.0.2), mientras la regién en gris medio

satisface ambas condiciones.
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Figura 3.4.1: Regiones donde se satisfacen las condiciones (3.4.2), (3.0.2), para el ejemplo 3.4.1.

Ejemplo 3.4.2. Ahora, al tomar

y C=Z(l}), entonces I, =1,49107, K; = 0,698446, K = 0,291053, la condicién (3.0.2) se escribe
a<2min{ky, K>} = 0,582107,

y (3.3.1) se escribe
2

max g'(x)=3,25676 <4+ -,

xe[ly, 1)) 4
la desigualdad anterior se satisface para cualquier frecuencia w > 0. Si fijamos az% los Teoremas
3.0.5, 3.3.1 garantizan la existencia de una tnica solucién T—periddica asintéticamente estable para
todo w, aunque (3.4.2) no se cumple cuando w < 0,698132. En la figura 3.4.2 comparamos las
condiciones (3.4.2), (3.0.2) en el plano (a,w) ver figura (a), mientras en la figura (b) mostramos la
curva en el plano (I3, a) que satisfacen (3.0.2) y (3.3.1), es decir las regiones mas oscuras de la figura
(a). Ademas la regién sombreada de la figura (b) es el conjunto de valores (I, a) donde la estabilidad
es independiente de frecuencia w >0, es decir los valores de a y I; donde se verifican (3.0.2) y no
(3.4.2).

Otra referencia que es de interés [61], pues los autores hacen un estudio de la ecuacién (3.0.1) cuando
el término de friccién es lineal (f(x) = ¢, constante) y usan una combinacién del método de sub y
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Figura 3.4.2: Para el ejemplo 3.4.2 : (a) Comparacién (3.4.2) con (3.0.2). (b) Intervalo [I1,15] que
satisfacen (3.0.2) y (3.3.1) para cualquier frecuencia w > 0.

super soluciones e ideas del articulo [89]. En particular, para la ecuacién

1
x"+cx'——6=—1+acos(wt), (3.4.3)
X

con a,d >0, el Teorema 1.2, véase también el Ejemplo 3.1, garantiza la existencia de una solucién

T—periddica asintéticamente estable siempre que

6/(6+1)

L2, 2
1+a5(45(w +c7) (3.4.4)

Una vez mas, la condicién depende explicitamente de la frecuencia de w, por lo que es esencialm%nte
independiente de la condicién (3.0.2). Esta ecuacién corresponde a (3.0.1) con g(x) =1-— vy

X
h(t) = acos(wt).

Ejemplo 3.4.3. Al fijar
1, 3

62?» 225’

1
c==,
2
y C=Z(l}) tenemos [] = 0,544459, la condicién (3.0.2) se escribe

1
as 2 min{Ky, K>} = 0,0247101.

2
102

para todo w > 0, aunque (3.4.4) no se satisface para ningiin 0 < w < 0,589531. En la figura 3.4.3

Por tanto, en el caso que a = el Teorema 3.0.5, garantiza la existencia de una solucién T—periddica

se ilustra la regién donde se satisfacen las condiciones (3.4.4) y (3.0.2). En gris méas oscuro la
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Figura 3.4.3: Regiones donde se satisfacen las condiciones (3.4.4) y (3.0.2) para el ejemplo 3.4.3.

regién donde se satisface Gnicamente (3.0.2), en gris mas claro la regién donde sélo se cumple
(3.4.4), mientras que en la regién en color gris medio se satisfacen (3.4.4) y (3.0.2). En general,
si tomamos c¢? < 40 podemos conseguir que (3.4.4) no se satisfaga para todo w >0 y encontrar
soluciones T—periddicas que sélo satisfagan (3.0.2). Sin embargo no es posible conseguir soluciones
asintéticamente estables que satisfagan (3.0.2) - (3.3.1) y no (3.4.4), pues de (3.3.1) tenemos para
todo xe [}, 15], I} <1<}

F<Z( +C),

1
en consecuencia, para que se cumpla (3.0.2) es necesario que Y (w2 +02) >1 lo que implica

5/(6+1)
) > 1.

(35w + )

Por lo tanto, (3.4.4) se satisface para todo a que satisface (3.0.2).



Capitulo 4

Bifurcacion de nodo-silla en un MEMS
electrostatico candnico no auténomo

El propésito de este capitulo es el estudio analitico de la existencia y estabilidad de soluciones pe-
riddicas de un modelo masa-resorte que idealiza la accién electrostatica de un sistema micro-electro-
mecénico, cuyas siglas en ingles son MEMS (micro-electro-mechanical system), que se ha convertido
en candnico en la la literatura relacionada. El sistema se ilustra en la figura 4.0.1 y consiste en dos
placas del condensador en paralelo separados una distancia d, una de ellas es fija y la segunda es
movil unida a un resorte lineal con coeficiente de rigidez k > 0. Cuando el voltaje V(t), periddico
en el tiempo, se aplica tenemos que la fuerza de Coulomb entre las placas hace que el sistema sea

altamente no lineal. Las oscilaciones se rigen por la ecuacién diferencial de segundo orden

oA V2(1)

my”+cy'+ky: Tm,

(4.0.1)
donde y es el desplazamiento vertical de la placa mévil (y siempre se asume inferior a d), m es su
masa, ¢ es un coeficiente de amortiguamiento viscoso, €y es la constante dieléctrica absoluta en el
vacio y A es el area de las placas.

Ahora, tomemos el voltaje constante V(f) = Vp, entonces las soluciones constantes (equilibrios) de

(4.0.1) corresponden a las raices del polinomio de tercer orden y(d —y)? — h, donde por conveniencia
e0 AVY

hemos Ilamado h = >0. La ecuacién y(d —y)?> — h =0 tiene siempre una raiz mas grande que

d, y por lo tanto, sin significado fisico. Un analisis directo proporciona un valor de umbral

do = g(zm”g, (4.0.2)

tal que si d < dp, la ecuacién (4.0.1) no tiene equilibrios y en el caso d > dy tenemos un punto de
silla y un nodo, véase figura 4.0.2.
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Fixed plate ‘ T

Figura 4.0.1: Modelo masa-resorte que idealiza la accién electrostatica de un sistema mecéanico-micro-
electro.

.k
De otro lado, al hacer el cambio de variable z =§ y = Et en (4.0.1) se obtiene

i@+%+z— —Vz(i)
a?diz2  di ~ T (1-2?

donde el parametro a puede interpretarse como un coeficiente de amortiguamiento que mide la fuerza

(4.0.3)

relativa de la fuerza de amortiguacién viscoso comparado con la fuerza restauradora, mientras que
el parametrod mide la fuerza relativa de las fuerzas electrostaticas y elastica del sistema. En el caso
que coeficiente de amortiguamiento es muy grande y los efectos de amortiguacién dominan sobre los
efectos de inercia se dice que el modelo presenta el llamado "regimenes dominados por la viscosidad".
En el caso de la ecuacién (4.0.3) el "regimenes dominados por la viscosidad" reduce la ecuacién a
una de primer orden, y en [1] se demuestra la existencias de una bifurcacién nodo-silla.

El objetivo principal del presente Capitulo es demostrar la existencia de bifurcacién tipo nodo-silla del
modelo no auténomo (4.0.1) para regiones concretas de los parametros involucrados. Para este fin,
sefialemos que (4.0.1) es un ejemplo de EDO con singularidad en la variable de estado y dependencia
periddica del tiempo y por ende podemos usar todas las herramientas desarrolladas para ecuaciones
con singularidades presentadas en los Capitulos 1 y 2. Nos llama la atencién que a pesar de la gran
cantidad de trabajo dedicado a MEMS, a nuestro entender éste es el primer trabajo, en este sentido,
que conecta con las ecuaciones con singularidades.

El resto del capitulo esta organizado de la siguiente forma. En la Seccién 4.1 reescribimos la ecuacién
(4.0.1) en una forma equivalente, trasladando la singularidad al origen y presentamos los resultados
principales. En la seccién 4.2, presentamos algunas cotas a priori para las soluciones. La seccién 4.3
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contiene las demostraciones de los resultados principales presentados en la Seccién 4.1. La demostra-
cién del resultado de la multiplicidad es una adaptacién de [28] y se basa en argumentos clasicos de
grado topolégico. Los resultados de estabilidad han sido obtenidos de la conexién conocida entre la
estabilidad y el indice de solucién periédico, desarrollado por Ortega en [63, 65, 66, 67], aunque es
posible adaptar los resultados [64]. Finalmente, en la Seccién 4.4 aplicamos los resultados principales
al modelo original de MEMS (4.0.1) y lo ilustramos con un ejemplo concreto donde las constantes
fisicas son tomadas de [87].

y(d-y)?

o
~
S~
~~
~~.
S~
~
~~
-~
S~
-~

do do

Figura 4.0.2: llustracién de la bifurcaciéon nodo-silla en el caso de voltaje constante en la ecuacién
(4.0.1).

4.1. Una ecuacion singular equivalente.

En primer lugar, observemos que el pardmetro m se puede normalizar, dividiendo (4.0.1) por m y
renombrando ¢, k, A. Con el cambio de variable u=d -y, (4.0.1) se reescribe como

a*(t) _

' +cu +ku+
2

s, (4.1.1)

donde ¢, k, y s son constantes positivas y a(t) es una funcién continua, positiva y T—periddica.
Estamos interesados en la existencia y estabilidad de soluciones T—periédicas de (4.1.1). Fijemos las

constantes . .
$.:=3 (E am) 23 5% =3 (5 aM) 213,

donde a,; = min a(t) y ay = rr[loéujg]a(t). Entonces nuestro primer resultado principal es el siguiente.
te rel0,

(0,11
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Teorema 4.1.1 (Multiplicidad). Existe so € [s«,s*] tal que
1. Si s< sy entonces (4.1.1) no tiene soluciones T—periddicas.
2. Si s= sy entonces (4.1.1) tiene al menos una solucién T—periédica.
3. Si s> sy entonces (4.1.1) tiene al menos dos soluciones T—periédicas.

En la literatura matematica este tipo de resultados se conoce como del tipo Ambrosetti-Prodi. Un
resultado similar fue demostrado en [28] para una ecuacién regular de la forma v+ cu'+ g(t,u) =s,

que satisface la condicién de coercitividad

‘ llim g(t,u) = +oco, uniformemente en t.
u|—oo

Sin embargo, la presencia de |a singularidad en (4.1.1) impide la aplicacién directa de ese teorema.

El segundo resultado principal se refiere a la estabilidad de las soluciones aportadas en Teorema 4.1.1.

Teorema 4.1.2 (Estabilidad). Asumamos las condiciones del Teorema 4.1.1 y supongamos

k=2 (am)? (Tis)3 (Z—A";)G < (5)2 + & (4.12)

Entonces obtenemos los siguientes resultados.

1. Si s=sy la ecuacién (4.1.1) tiene una tnica solucién T—periédica que no es asintéticamente

estable.

2. Si s> sy la ecuacién (4.1.1) tiene exactamente dos soluciones T—periédicas, una asintética-
mente estable y otra inestable.

Ambos resultados representan un conjunto canénico de bifurcacion nodo-silla en el umbral de valores

de sp.
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4.2. Cotas a priori.

Esta seccién esta dedicada a la obtencidn de cotas explicitas sobre las eventuales soluciones T—periddicas
2

de (4.1.1). En adelante g(t,u) := ku+ au(zt) y definimos las siguientes constantes
e(s) = d_\/mg) (4.2.1)
2
Mi(s) = Tf(a—M) , (4.2.2)
c\any
2 2
My(s) := Ts(a—M) (2+ L (“—’”) ) (4.2.3)
am c \am

Lema 4.2.1. Si u es una solucién T—periédica de (4.1.1) entonces u(t) > €(s).
Demostracién. Sea t €10, T[ tal que u(f) ZI}ll’[él u(t). Entonces, u”(t1) =0, u/(t1) =0y
€

u' () + gty u) =s.

2

En consecuencia, < s. Por lo tanto,

m
u?(f)

u(ty) > % = e(s).

En el siguiente resultado se muestra una cota superior para eventuales soluciones T—periddicas de

(4.1.1) en términos del pardmetro s. O

Lema 4.2.2. Si u es una solucién T—periédica de (4.1.1) entonces u(t) < M;(s).

Demostracién. Supongamos que u es una solucién T—peridédica de (4.1.1). Entonces si multiplicamos

ambos lados de (4.1.1) por u’ e integramos sobre el periodo, tenemos

T 2 2
5 a=(1) (am)
CIlu’Ilz——/0 " u'dt<vT 52 2.

En consecuencia,
/ S{am 2
Il < VT3 (24 (4.2.4)
c\an

Asi dados 1y, 1€ [0,T] , tenemos
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t
/ u'(s)ds
[4)

Finalmente, establecemos una cota de la derivada de posibles soluciones T—periédicas de (4.1.1). [

2
u() < lu(d) < <VTIu'll> < T%(Z—M) = My (s).

m

Lema 4.2.3. Si u es una solucién T—periédica de (4.1.1) entonces || u'loo < Ma(5).

Demostracién. Primero observemos que al integrar la ecuacién (4.1.1) sobre el periodo tenemos que

la existencia de una solucién T—periddica implica s> 0. Ahora de la ecuacién (4.1.1) tenemos

2
a(s)
HE —cu’—z——ku+s

u=(s)
2

a(s)

<clu'|+ 5|+ klul +s.

u=(s)

Al integrar la expresién anterior sobre el periodo y usar el Lema 4.2.2, la desigualdad de Cauchy-
Schwarz y (4.2.4)

(am)?

I < eVTIW o+ T—= + kM; (s) + Ts
€(s)?
2 2
k
<Ts(a—M) (2+—+ “—m) ):Mg(s).
am c ay
Por lo tanto,
t
lu' ()] < / u"(s)ds| < lu"ll < Ma(s),
fo
donde 1y, t€ [0, T]. O

4.3. Demostracion de nuestros resultados

En este apartado, por comodidad denotamos por

2 (am)?

u ’

(am)
uz ’

gr(w) :=ku+ gu(u) = ku+

Sj={s€R: (4.1.1) tiene al menos jsoluciones T—peridédicas }, j=1.



4.3. Demostracion de nuestros resultados a7

4.3.1. Resultado de existencia

La demostracién del Teorema 4.1.1 la hemos dividido en varios lemas. Ademas usaremos el concepto

de sub y super solucién que fue presentada en el Capitulo 2.
Lema 4.3.1. S/ s€ S; entonces s = s,.

Demostracién. Si u es una solucién T—periddica de (4.1.1) para s, tenemos

T
/ g(t,u(t)dt = Ts.
0

2(am)?
k

Observe que la funcién gz («) alcanza su minimo global en u; = ( ) y tal minimo es justamente

s«. Entonces

1 [T 1 [T
S*S?/o gr(u(n))dt =< ?/0 gt,u(n))dt=s.

Lema 4.3.2. S # @.

Demostracién. Vamos a demostrar que la ecuacién (4.1.1) tiene al menos un solucién T—peri6dica
para s > s*. Por un resultado conocido (ver [18, Theorem 1-6.9]), es suficiente obtener sub y super
soluciones a(t), B(¢) tales que a(t) < B(t) para cualquier t € R. Primero mostremos que a(t) :=€(s),

para un s fijo, es una sub-solucién (constante) para (4.1.1). En efecto,

a
agy +cag+ gt ap) = grlap) = k7m +5> 5.
s

1/3

2(am)?*y " 2 -
= ﬂs , la funcién gy (u) alcanza su valor

k

En segundo lugar, es facil verificar que en By = (
minimo s*. Entonces,

o+cBo+gtBo)<guBo)=s*<s,

lo que implica que By es una super-solucién de (4.1.1) para s. Finalmente, observemos

2(5*)3/2 1

ap<e(s’)= ————,
0<e(s) P2k Ve

y es facil verificar que e(s*) < Bo. Por tanto, ag < Bo. O
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Lema 4.3.3. S; =[sg,+00) con sp = Sx.

Demostracion. Del Lema 4.3.2 sabemos que S; # @. Primero mostremos que si § € Sp, entonces s€ S;
para todo s > §. Denotemos con u; la solucién T—peridédica de (4.1.1) para s = §. Por un lado, tenemos

que u; es una super-solucién de (4.1.1) con s> §, pues

" ! A
Us +cu,+ gt ug) =8§<s.

Por otro lado, €(s) (definida en (4.2.1)) es una sub-solucién de (4.1.1) con s> §, mas aun del Lema
4.2.1 tenemos €(s) < €(5) < uz. En consecuencia, la pareja (e(s), us) de sub y super soluciones esta bien
ordenada y existe una solucién T—periédica entre ellas. Luego, s€ S; para todo s> $.

Finalmente, tomemos so = infS;, del Lema 4.3.1 sabemos que sy = s, y mostremos que sy € S7. Sea
{sn} una sucesién en S tal que s, — sp cuando n — +oco. Ya sabemos que la ecuacién (4.1.1) tiene,
para cada s, una solucién ug,. Utilizando los Lemas 4.2.1, 4.2.2 y 4.2.4, se deduce que la secuencia
{u,} es uniformemente acotada y equicontinua. Por el Teorema de Ascoli-Arzeld tenemos que {uy,}
contiene una subsucesién uniformemente convergente y el limite de esa subsucesion es una solucién
de (4.1.1) para s = so. O

Lema 4.3.4. sy <s*.

Demostracién. Esto se deduce directamente del argumento empleado en la demostracién del Lema

4.3.1 que implica s€ Sy para cada s> s*. De la definicién sy =infS;, la conclusion es evidente. [
Ahora escribimos las ecuaciones como un problema abstracto de punto fijo. Dado Xr = C(R/TZ),
p(t) € X7, considere el problema lineal

W' +cu' —u=pr), wueXr.

De la alternativa de Fredholm se sigue que este problema tiene una Unica solucién u = Lp. El operador
lineal L puede expresarse explicitamente en términos de funcién de Green como un operador integral y
es facil mostrar que es compacto con la norma usual de X7. Entonces el problema periddico asociado

a (4.1.1) es equivalente a

u=L(Nsu—u),

donde el operador de Nemitskii N;: X7 — X7 esta dado por

Nglu]:=s—g(t,u).
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Ahora, al definir ®g:= L(N;—I) tenemos que encontrar una solucién T—periédica de (4.1.1) es

equivalente a encontrar una solucién de la ecuacion
u—og(u) =0. (4.3.1)

Debido a que ®; es un operador compacto, deg; (I —®s,Q) el grado de Leray-Schauder estd bien
definido siempre que @ no tenga puntos fijos en la frontera de Q.

Antes de presentar el siguiente resultado, definimos el conjunto
Qs={ue CI(IR/ TZ):e(s) < u(t) < M(s), teR, |t ]loo < Ma(5)},
donde s>0y e(s), M;(s), Ma(s) estan definidos en (4.2.1),(4.2.2) y (4.2.3) respectivamente.

Lema 4.3.5. Sea sy < 51 < s2. Entonces Q; < Qg, para cualquier s € [s1,s2] y cualquier posible solucién

u de (4.1.1), con s€[s1,s2], pertenece a Q,.

Demostracion. Observe que la funcidn e(s) es decreciente y las funciones M (s), M»(s) son crecientes
para todo s € [s,s2]. En consecuencia, Qs < Qg, para cualquier s € [s1,52]. De los Lemas 4.2.1, 4.2.2

y 4.2.4 tenemos que cualquier posible solucién u de (4.1.1), con s€ [s1, s2], pertenece a Qg,. O

Lema 4.3.6. ]sgy, +oo[c S5.

Demostracion. Fijemos s; > sg. El conjunto Qg es abierto, convexo y acotado en X7. Del Lema 4.3.5
tenemos que cualquier posible solucién u de (4.1.1), con s€]sy, s1], pertenece a Qg y de los Lemas
421, 422 y 4.2.4 tenemos que la ecuacién (4.3.1) no tiene puntos fijos en la frontera de Q.
Entonces deg; ¢(I — @s,€,) estd bien definido y es independiente de s €]sg,s1] por la propiedad de
homotopia del grado. Por otro lado, la ecuacién (4.3.1) no tiene soluciones si s < sg, ver Lema 4.3.3,
entonces

deg; ¢[1 — D, Q41=0. (4.3.2)

Por consiguiente, debido a la invarianza del grado respecto a la homotopia tenemos que (4.3.2)
también se satisface para s €]sg, s1]. Dado s €]sg, s1], denotemos por ug la solucién T—periddica de
(4.1.1) cuando s =so. Calculemos el grado para el siguiente conjunto

Q:={ueC'RITZ):e(s)) <u<ug, tER, |t loo < Ma(s1)}.

Observe que €(s1) < €e(s) <e(sp) < up y up < M;(so) < M;(s) para todo s €]sp,s1]. Entonces Q < Qg .
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Ahora, para todo s€]sp,s;] tenemos que €(s1) es una sub-solucién estricta de (4.1.1),
1 ! am
e(s1)” +ce(s1) +g(t,e(s1)) = grle(s1)) =k—=+s1> s,
V1
mientras que Uy es una super-solucién, en efecto
Uy + cug + g(t, ug) = so < s.

En consecuencia, la pareja (e(s1), Up) de sub y super soluciones esta bien ordenada para todo s €]sy, $1]

y podemos usar el Teorema 2.5.2 (ver [68, Theorem 5, Section 2.6.2 ]) para obtener
deg; (I -®5,Q) =1, (4.3.3)

para todo s€]sp,s1]. Ahora, de la ecuacién (4.3.2) y la propiedad de aditividad del grado tenemos
que para todo s€]sp, 511,

deg; (I —Ps,Qy, Q) = -1 (4.3.4)
Las relaciones (4.3.3) y (4.3.4) implican que (4.1.1) tiene al menos una solucién en Q y una segunda

solucién en Qg Q. Como s es arbitrario en ]sp,00[ entonces ]sp,00[c Sy. O

Demostracién del Teorema 4.1.1. La conclusién del Teorema 4.1.1 se sigue de los Lemas 4.3.3, 4.3.4
y 4.3.6. O

4.3.2. Resultado de estabilidad

El objetivo de esta subseccién es caracterizar la estabilidad de soluciones T—periédicas u de (4.1.1) y
usar las propiedades basicas del indice que se presentaron en el Capitulo 2. Necesitamos el siguiente

resultado que nos da informacién sobre el orden de las soluciones T—periddicas de (4.1.1).

Lema 4.3.7. Supongamos que u; y u, son soluciones T—periédicas de (4.1.1), para s=s, y s=$
respectivamente. Ademds satisfacen la desigualdad (4.1.2) y u,(t) # u(t) para algin t. Entonces,

Uy >up our>uy en[0,T].

Demostracién. Sea s = max{sy, s»}. Observemos que g es estrictamente convexa en el intervalo

0
[e(s), M1(s)] y s satisface (4.1.2). Como consecuencia de ello, es facil comprobar que %(t,x) <
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n?  c?

ﬁ+ i para todo x € [e(s), M;(s)]. La diferencia v = u; — u, satisface una ecuacién de la forma

ffa[v] = 81— 82,

g(t,uy (£)—g(t,ux(1)
uy (1) —uy (1)

sigue de la primera parte del Lema 2.3.6. 0

0
donde a = es una funcién T—periddica, tal que a(f) < £(t,M1(s)). La conclusién se

Demostracién del Teorema 4.1.2. En primer lugar, vamos a demostrar que (4.1.1) tiene exactamente
dos soluciones periddicas para s> sg. Del Teorema 4.1.1 tenemos que si s > sy entonces (4.1.1) tiene
al menos dos soluciones T—periddicas. Supongamos que u1,uy y us son soluciones T—periddicas de
(4.1.1) para s=s; > 5. Entonces por el Lema 4.3.7 las soluciones pueden ordenarse, sin pérdida de
generalidad supongamos que u; < uy < uz. Ahora tomando vy = up — u1, y v2 = us — Uy tenemos que

v; satisface la ecuacion

tuj+1)— gt u;
ZLa,;lvil =0, donde a; = 8t ui+1) — 8( ul),
Ui

i=1,2.

La convexidad estricta de g implica que a1 < az en [0, T]. Ahora bien, si usamos la segunda parte
del Lema 4.3.7 tenemos que v; o v, debe ser cero. Entonces hemos demostrado que (4.1.1) tiene
exactamente dos soluciones periddicas siempre que s> sp.

En segundo lugar, mostremos que 1 es la Gnica solucién T—periddica de (4.1.1) cuando s =sg. De
la continuidad del indice tenemos yr(up) = 0; pues de lo contrario la ecuacién (4.1.1) podria tener
soluciones T—periddicas para todo s€]sy—¢, s, € > 0. Por lo tanto, uy es degenerado. Sea u; otra
solucién T—periddica de (4.1.1) cuando s =so, up(?) # ui(t) para algin t€[0,T] y como (4.1.1) se
satisface, el Lema 4.3.7 implica que ug y u; estan ordenadas y junto con la convexidad escrita de g

tenemos

g

(t,1u0) < 28 (2, uy) en [0, T
U —2(t,u1) en [0,
ou 0 ou !

Up<uy y

0g 0g
ur<up Yy @(t, up) <£(t, up) en [0, T].

Ahora bien, consideremos las ecuaciones

0
ZLa;[V1=0 donde a; = ﬁ(t, u;), i=0,1.
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Como ug es degenerada la ecuacién £y, [v] = 0 tiene una solucién no trivial y como ag < a; 6 ag > a;
entonces el Teorema de comparacién de Sturm nos asegura que la ecuacién Z,, [v] =0 también tiene
una solucién no trivial, lo que contradice la segunda parte del Lema 2.3.6. Asi hemos demostrado que
para s=$g la ecuacién (4.1.1) tiene una Unica solucién T—periddica que satisface yr (1) =0 que no
puede ser asintéticamente estable como lo muestra el Teorema 2.3.5.

Finalmente, una consecuencia del razonamiento que hemos hecho hasta ahora combinado con el Lema
4.3.6 es la existencia de exactamente dos soluciones T—periddicas no degeneradas u; < u, de (4.1.1)
para s €]sp,+oo[. Usando el Lema 4.3.5, la propiedad de homotopia del grado de Leray-Schauder y
siguiendo la notacién del Capitulo 2 tenemos por un lado,

degLs[I_ q)SlrQSI] = degLs[I_ q)sonsl] =—y7(Up) =0,

y de otro lado, hemos mostrado la existencia de exactamente dos soluciones T—periddicas no dege-

neradas u) < up de (4.1.1) para s€]sp, +oo[, entonces

=yr(u1) —yr(up) = degLs[I_ Dy, Q4 1,

lo que necesariamente implica yr(uy) +yr(u2) =yr(ug) =0y

yr(u) =—yr(uz) =1.

La conclusién se deriva de una aplicacién directa del Teorema 2.3.5. O

4.4. Aplicacion al modelo original de MEMS.

La motivacion inicial de nuestro estudio ha sido el anélisis del modelo masa-resorte que idealiza la
accién electrostatica de un sistema MEMS que se present6 en la introduccién del capitulo. En este
apartado, aplicamos los resultado de los Teoremas 4.1.1, 4.1.2 a este modelo. Como hemos sefialado
antes, el parametro masa, m, se puede escalar dividiendo (4.0.1) por m y cambiar el nombre de las
constantes c, k, A,£9.V(t) es una funcién continua, positiva y T—periddica. Vamos a escribir T =2w,

donde w es la frecuencia.
Teorema 4.4.1 (Multiplicidad). Existe un dy >0 tal que
1. Sid<dy, (4.0.1) no tiene soluciones T—periédicas.

2. Sid=dy, (4.0.1) tiene al menos una solucién T—periddica.



4.4. Aplicacién al modelo original de MEMS. 53

3. Sid>dy, (4.0.1) tiene al menos dos soluciones T—periédicas.

Ademas, dy admite el siguiente estimativo

3(£0AV,%l)1/3< _3(e0AVy 13 (141)
2\ & RN B o
Teorema 4.4.2 (Estabilidad). Bajo las mismas condiciones del Teorema 4.4.1, supongamos
e0AVE [ weVi 2
ak< Dm0 | 2 2 (4.4.2)
2 nkdVy, m

Entonces,
1. Sid=dy, (4.0.1) tiene una tnica solucién T—periddica que no es asintéticamente estable.

2. 5id>dy, (4.0.1) tiene exactamente dos soluciones T—periddicas, una asintéticamente estable

y otra inestable.

Observacion 4.4.3. Como hemos dicho en la introduccién, la desigualdad (4.4.1) es éptima debido a
que si se elige V(1) constante (caso auténomo), entonces las desigualdades son de hecho igualdades
y dp es exactamente %(2%1)”3, el valor obtenido en la introduccién de este Capitulo.

Observacién 4.4.4. Vale la pena analizar en detalle el significado fisico de la condicién (4.4.2). Te-
2

. . c ‘0 . .
niendo en cuenta que si 4k < — entonces (4.4.2) es vélido para cualquier frecuencia w. Este caso

puede relacionarse con el "régimen dominado por la viscosidad" estudiado en [1]. Por el otro, si
2

4k > C—, célculos elementales proporcionan una frecuencia minima wy tal que (4.4.2) se cumple para
cada ’Lrll) > wy, donde wy es la tnica raiz positiva de una ecuacién cibica. Otra posibilidad es tomar
w? > 4k. Esto se asemeja al fenémeno paradigmatico de "estabilizacién por altas frecuencias" lo que
aparece en un gran nimero de sistemas fisicos como el péndulo invertido, con vibracién de apoyo (ver
por ejemplo [41, 48, 49]).

Ejemplo 4.4.5. Para fines ilustrativos, hemos tomado de [87] los siguientes valores de los pardmetros

fisicos:

m=35x10"" Kg, | k=0,17 N/m, c=1,78x107% Kg/s,
A=1,6x10"9m?, £0=8,85x10712 F/m.
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Si V() =10+ 2coswt voltios, entonces utilizando el Teorema 4.4.1, el valor de bifurcacién esta
acotado por

2,62033 um < dg < 3,4336 um.

Ahora apliquemos el Teorema 4.4.2, tomemos d > dy y w = 0,76772, hay exactamente dos soluciones
periédicas para (4.0.1), una asintéticamente estable y la otra inestable.



Capitulo 5

La ecuacion de Lazer-Solimini con retraso
dependiente del estado

Cuando se habla de las fuerzas gravitacionales, la introduccién de los efectos relativistas tiene sentido.
Una de las consecuencias conocidas de la Relatividad Especial es que el estado dependiente tiene
retrasos [26, 82]. Motivados por esta reflexion, proponemos el estudio de un anélogo de las ecuaciones

Lazer-Solimini con retraso dependiente del estado

X"+ glx1(t) = p(p), (5.0.1)
X" —glxl(n) =-p(D), (5.0.2)

donde pe C(R\TZ) y

glx1() = g(x(t —7(¢, x(1)))),

siendo 7: R xR, — R,una funcién continua no negativa y T—periddica en la primera variable. Final-
mente, g: R, — R, es una funcién continua que verifica las siguientes hipdtesis

(Hl)xErPoog(x) =0, xlggg(x) = +o0.

En la terminologia clésica, se dice que (5.0.1) tiene una singularidad atractiva, mientras que (5.0.2)
tiene una singularidad repulsiva. A menudo, simplemente se habla del caso atractivo y caso repulsivo.
En este Gltimo caso, un signo menos fue afiadido a p por conveniencia.

Vamos a explicar nuestros resultados principales, después de integrar sobre todo un periodo, se hace
evidente que p > 0 es una condicién necesaria para la existencia de solucién T—periédica para las
ecuaciones (5.0.1) y (5.0.2). En el caso sin retraso, Lazer y Solimini [46] demostraron que también p >

0 es suficiente en el caso atractivo, mientras que en el caso repulsivo construyeron un contraejemplo



56 5. Ecuacion de Lazer-Solimini con retraso

para demostrar qué condiciones adicionales son necesarias (por ejemplo, la llamada condicién de
fuerza fuerte) para la existencia de soluciones T—periddicas. Nuestro objetivo es proporcionar una
condicién complementaria suficiente valida para ecuaciones con retraso dependiente del estado.

Teorema 5.0.6. Supongamos que g satisface (H1) y

(H2)g(x)>p>0 para cada x<T|p*l;.

Entonces (5.0.1) (resp. (5.0.2)) tiene al menos una solucién T—periddica positiva.
En el caso atractivo, podemos probar un resultado diferente.

Teorema 5.0.7. Supongamos que g satisface (H1) y p>0. Si p(t) esta acotada superiormente y

min{veR, : g(v) = p*
{ +:8W)=Ip ”oo}, uniformemente en t,

H3) limsupt(t, x) <
(H3) limsup 1P

entonces (5.0.1) tiene al menos una solucién T—periédica positiva.

Parece hasta ahora que el Teorema 5.0.6 es un nuevo resultado incluso para la ecuacién sin retraso. En
cambio, el Teorema 5.0.7 es una generalizacién del resultado clasico de Lazer-Solimini, que se recupera
al tomar 7(t,x) = 0. Claramente, la condicién (H2) tiene que ver con la fortaleza de la singularidad
y es valida para cualquier retraso. Por otro lado, (H3) esta relacionada con el comportamiento del
retraso cerca de la singularidad. Sin embargo, podria tener algln interés desde el punto de vista de
la Fisica, ya que en la Relatividad Especial el retraso esperado debe ser proporcional a la distancia de
la particula a la singularidad, que es del tipo 7(t,x) = x, lo que satisface trivialmente (H3).

Desde ahora, consideramos los espacios de Banach X = C}(R\ TZ) con la norma habitual en C! y
Z =L"R\ TZ) con la norma L'. Ahora pasamos a hacer una breve descripcién de como desarrollare-
mos el Capitulo. En el apartado 5.1 presentamos algunas cotas a priori para una familia homotépica
conveniente. En el apartado 5.2 presentamos la demostracién de nuestro resultado principal usando
el teorema de continuacién de Capietto-Mawhin—Zanolin[10]. Finalmente, en el apartado 5.3 pre-
sentamos una demostracién alternativa de nuestro resultado principal ahora usando el teorema de

continuacién de Mawhin [54].

5.1. Cotas a priori.

En esta seccién mostramos algunos Lemas que serdn usados en las demostraciones de nuestros

resultados principales. Consideremos las siguientes ecuaciones homotédpicas
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X"+ g lxl(0) = paD), (5.1.1)
X" = galxl() = -pa(0), (5.1.2)

donde g, [x](¢) := g(x(t — At (£, x(1)), pAr() =1 -A)p+Ap(t) y A€0,1]. El siguiente Lema, debido

a Lazer-Solimini [46], sera de gran utilidad.

Lema 5.1.1 ([46]). Sea x € X una funcién T—periédica tal que x" € Z. Entonces,

/ I\t
1% oo = I1X™) = 11

Con este Lema podemos encontrar una cota uniforme para x’ cuando x es una solucién T—periédica
de (5.0.1) 0 (5.0.2).

Lema 5.1.2. Si x es una solucién T—periédica de (5.1.1) o (5.1.2) y g satisface (H1) entonces

1% Nloo < 1P I11.-

Demostracién. Sea x € X una solucién T—periédica de (5.1.1), entonces por el Lema 5.1.1 tenemos

1% oo < 1) Nl = 1 (pa(8) = galx1(D) " I11

+ +
<lpihi<lp*ih.

La demostracién en el caso que x sea una solucién T—periédica de (5.1.2) es anélogo, teniendo en
cuenta [1xlloo < I(X") 711 = I(=x")* |11 -

Ahora encontramos cotas superiores para soluciones T—periddicas de las ecuaciones (5.1.1) o (5.1.2).

Lema 5.1.3. Supongamos que g satisface (H1) y p > 0. Entonces existe una constante positiva M

que no depende de A tal que

x(t) <M, para todo t,

para toda solucion T—periddica de (5.1.1) o (5.1.2).

Demostracién. Denotemos con x una solucién T—periddica de (5.1.1) o (5.1.2). Integrando a ambos
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lados de la ecuacidon obtenemos
T T
/ gﬂx](t)dt:/ (1-Vp+Ap1)dt
0 0
=Tp.
Debido a la continuidad de las funciones involucradas, existe t; €]0, T'[ tal que
galxl(n) = g(x(ty — At (t1, x(51))) = p.

Al definir tp 5 := ty — At(#1,x(#1)) y usar el Lema 5.1.2, tenemos
t
x() = x(fp,2) =/ x'(9)ds< Tlx loo = TIp 1,
Iy

A

para todo t €]ty 2, to,2 + T[. De otro lado, (H1) y p >0 implican que el conjunto {v e R* : g(v) = p}
es acotado, cerrado y no vacio, esto en consecuencia nos dice que el conjunto anterior alcanza un

maximo, que llamaremos C*. Entonces,
x(O)<TlIpT I +x(to ) <TlpTIh+C* +1=: M,
es obvio que esta constante no depende de A. ]

Finalmente, mostremos unas cotas inferiores para soluciones T—periddicas de (5.1.1) o (5.1.2).

Lema 5.1.4. Bajo las condiciones del Teorema 5.0.6, existe €1 >0 que no depende de A €[0,1] tal
que
x(t) >€y, para todo t,

para toda solucion T—periddica de (5.1.1) o (5.1.2).

Demostracién. Argumentando en forma similar como en el Lema 5.1.3, obtenemos
t
x(t)=/ x'(s)ds+ x(f2),
oA

donde g(x(fy,1)) = p. De las condiciones (H1) y (H2) se obtiene C, = min{v € R" : g(v) = p}. Entonces
aplicando el Lema 5.1.2 una vez mas,
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t C*—T +
x(0) :/ x'(9)ds+x(fp2)=C —TlIpTlh > G -TipTh =:£,>0.

oA 2

O]

Lema 5.1.5. Bajo las condiciones del Teorema 5.0.7, existe €, >0 que no depende de A € [0,1] tal
que

x(t) >€&2, para todo t,
para toda solucion T—periddica de (5.1.1).

Demostracién. Dada x una solucién T—periédica de (5.1.1) y supongamos que x(fp) = rr[loil%]x(t).
te(0,

Entonces,
grlx1(to) < x" (1) + galx1(£0) = PA(10) < 1P " lloo-
Ahora, al usar la hipétesis (H1) tenemos
x(tg — At (tg, x(£p))) = Dy :=min{v e R* : g(v) = | p* lloo} > 0. (5.1.3)

De un lado, si llamamos &:= D, — ||p* |1 limsupt(t, x), por la condicién (H3) existe € >0 tal que
x—0%

D, —lpTht(t,x) =€>0, para todo 0< x <e¢. (5.1.4)

Ahora, usando el Teorema del Valor Medio y el Lema 5.1.2 tenemos

x(to — AT (tg, x(1))) — x(to) < X' ({)7 (29, x(1p))
< 1% looT (t0, X (£9))

< Ip™ Il (to, x(to)).
De otro lado, usando (5.1.3) tenemos

x(to) = x(to — At (29, x(£0))) — | p* 17 (20, (o))

> D, — Ip* I (to, x(%9)) > 0.

Bien, si x(fy) <&, combinando (5.1.4) con la desigualdad anterior, obtenemos x(#y) = . La demostra-
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cién se finaliza tomando

|
&7 = —minfe, &}.
273 {e, &}

5.2. Demostracion de los resultados principales de este Capitulo.

Definamos el operador lineal
L:DLcX—7Z, Lx)=x"-x,

donde D(%¥) :={x: x€ X, x' es absolutamente continua en R} y el operador de Nemitskii A4: X* x
[0,1] - Z, X*:={xe X:x(t) >0 para todo t} c X, dado por

N (xA) = pa(t) — galx](t) — x(1), para la Eq. (5.1.1).
—pa()+galx1(1) - x(1), para la Eq. (5.1.2)

Entonces x es una solucién T—peri6dica de (5.1.1) 0 (5.1.2), A €[0,1] si y sélo si x € D(#) es solucién
de la ecuacién
Lx=N(xA), Ae][0,1].

En particular, (5.0.1)-(5.0.2) son equivalentes a Zx = A (x;1). Como £ es invertible, podemos
escribir en forma equivalente,
x-LI N (A =0. (5.2.1)

En consecuencia, encontrar una solucién T—periédica de las ecuaciones (5.1.1) o (5.1.2) es equivalente
a encontrar puntos fijos del operador £~'.4 en Q. Con esto en mente, presentamos la demostracién
del Teorema 5.0.6.

Demostracion de los Teoremas 5.0.6 y 5.0.7. Sea Q c X un conjunto acotado y abierto definido
por

Q={xeX:e1<x() <My [|x'(D)lloo < M1, VEER},

donde €1, M son constantes positivas que se fijaron en los Lemas 5.1.3, 5.1.4 y M; :=[p*|;. Bien,
de las cotas a priori presentadas en el apartado 5.1 tenemos que (5.2.1) no tiene soluciones en
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(x,A) € (D(&L)N0dQ) x [0,1]. El operador LAN(GA) es compacto, por el principio de continuidad
global de Leray-Schauder [86, Theorem 14.C], asi el Teorema 5.0.6 estard demostrado si mostramos
que el grado de .# — L7 1./ (; 1) es diferente de cero para algiin A€ [0,1].

Primero consideremos el caso de la ecuacién (5.0.1). Al tomar A =0 en (5.1.1) obtenemos la ecuacién
x"+ g(x(1) = p. (5.2.2)
Definamos la funcién F: [e1, M] x [-M;, M;] — R?, dado por
Fu,v)=(v,p-gWw).

Por un resultado clasico de Capietto, Mawhin y Zanolin [10], podemos calcular el grado de Leray-
Schauder del operador .# — £~ 1.4 (1) con el grado de Brouwer para F de la siguiente forma

deg (. — L' N (50),Q) = deg(F le1, M] x [- M3, M)).

Tal grado se puede computar facilmente usando técnicas sencillas y se muestra que es 1. Por tanto,
de la propiedad de existencia del grado, existe x € D(Z£)NQ tal que Lx =4 (x;1). Exactamente la
misma demostracion es valida para demostrar el Teorema 5.0.7. La demostracién para la ecuacién
(5.1.2) es andloga, sélo cambiando un signo en la segunda componente de la funcién F con lo que

obtenemos un grado igual a —1. O

5.3. Demostracion alternativa de los resultados principales

En esta seccidn presentamos una demostracién alternativa de nuestros resultados usando esta vez el
teorema de coincidencia del grado que fue presentado en el Capitulo 2. Consideremos las siguientes

ecuaciones homotépicas

X"+ Aglxl(p) = Ap(2), (5.3.1)
"= Aglxl(n) = -Ap(D), (5.3.2)

donde A €[0,1]. Una simple inspeccién muestra que las ecuaciones (5.3.1)-(5.3.2) también satisfacen
las cotas a priori demostradas en la seccién 5.1, es decir, los Lemas 5.1.2, 5.1.3, 5.1.4 y 5.1.5 también
se satisfacen si cambiamos (5.1.1)-(5.1.2) por (5.3.1)-(5.3.2).
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Ahora si tomamos Z: D(%) — Z el operador lineal definido por
Lx):=x",
tenemos que £ es un operador de Fredholm de indice cero. Ademas

kerZ = {x€ X : x es una funcién constante} =R

T
Im §={he2:/ h(t)dt = 0}.
0

Definamos la proyeccion 2: Z — Z por

1 T
20):= - /O y(s)ds.

Entonces 2 satisface ker2 = Im 2. El operador de Nemitskii A" : X* — Z dado por

N (x) = glx] = p(D).

En consecuencia, la existencia de una solucién T—periddica de (5.0.1) o (5.0.2) es equivalente a

resolver la ecuacidn

PR+ N ()=0 o L(x)-N(x) =0,

respectivamente. Presentamos la demostracién del Teorema 5.0.7 mostrando que las condiciones 1,
2y 3 del Teorema 2.5.2 se satisfacen.

Demostracion de los Teoremas 5.0.6 y 5.0.7. Sea Q < X un conjunto acotado y abierto definido

por
Q={xeX:eo<x() <My || X' (D)lloo < M1, VEER},

donde €2, M son constantes positivas que se fijaron en los Lemas 5.1.3, 5.1.5 y M := ||p*|l;. Por
un lado tenemos que A es f—compacto, pues Lpg N es compacto, 24 es continua y 2N (Q) es
un subconjunto acotado de Z. De otro lado, la condicién 1 del Teorema 2.5.2 se satisface gracias
a los Lemas 5.1.2, 5.1.3, 5.1.5 y la definiciéon de Q. Ahora si definimos el conjunto Q; ={x€ X|x €
ker:cf, N (x) € Im £} tenemos que todo x € Q) es constante x =c y g(c) = p. Por consiguiente,
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Q, cQy la condicién 2 se cumple. De otro lado, x = constante y positivo pertenece a kerZ y

1 /T 1T
QJV(x):—/ g[x]——/ pHdt=gx)-p,
T Jo T Jo

entonces usando la condicién (H3) tenemos que g(e2) —p>0y g(M;)— p <0. En consecuencia,

deg(2A (Xl 2N ker Z) = 1.

Asi tenemos que la condicién 3 también se verifica. Por lo tanto, (5.0.1) tiene al menos una solucién
en Q, que es una solucién T—periddica positiva. O






Comentarios finales

En esta memoria hemos presentado algunos criterios de existencia y estabilidad de soluciones periédi-
cas para ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden no auténomas y singularidades en el
termino no lineal con una clara interpretacién fisica. Los resultados de estabilidad son adaptaciones
de [63, 65, 68, 67], entretanto los resultados de existencias son adaptaciones [28, 59] o una combi-
nacion de cotas a priori y el grado de Leray-Schuader. Presentamos unas reflexiones finales de esta

investigacion:

1. Con el Teorema 3.0.5 no podemos recuperar el resultado [59] debido a la restriccién que hemos
impuesto en la bisqueda de los valores de I1,l; que satisfacen la condicién (3.0.2), pues en este
caso tenemos

h<li<x<ly<l,

donde l~1 IE son las soluciones
0=Z(C*), C*:=inf{W(), W)} <oo,

sin embargo es posible cambiar esta condicidon a una méas general a costa de que la funcidén R(x)
ya no sea positiva y deba sustituirse la demostracién del Lema 3.1.2, aunque el valor maximo
de la norma de h que satisfacen la condicién (3.0.2) no cambie. Adicionalmente, puede ser
buena idea adaptar la técnica presentada en [31], que también esta basa en la construccién de
una regién positivamente invariante del flujo, para mostrar la existencia de soluciones acotadas

para ecuaciones del tipo Liénard con singularidades débiles.

2. Por otro lado el resultado de estabilidad obtenido en el Capitulo 4 esta basado en la posibilidad
de ordenar las soluciones periédicas combinado con las propiedades del indice topoldgico, sin
embargo se puede adaptar la técnica expuesta en [64] para extender los resultados cuando
existen subarménicos de orden dos. Existencia y multiplicidad de soluciones periddicas para
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problemas del tipo Ambrosetti-Prodi con ¢-Laplacianos se encuentran por ejemplo en [6, 16,
58, 80]. En particular, en [16] también se estudia la estabilidad de dichas soluciones periédicas
usando técnicas de linealizacién. Asi que en futuros trabajos se podria estudiar la existencia,

multiplicidad y estabilidad de soluciones periddicas para ecuaciones del tipo
(@) +chpx) + gx) = p(1) +35,

que tienen cierto interés en la descripcidon de fendmenos fisicos como el centro de masa de un
flujo cuantico atrapado en un anillo de unién Josephson incrustado en un campo magnético
no homogéneo [11], o la descripcién en coordenadas colectivas de la dindmica de un solitén de

una ecuacién no lineal de Klein-Gordon con amortiguacién y fuerza externa [71].

. El resultado presentado en Capitulo 5 es sélo de existencia y parece ser que no se pueden aplicar

directamente las propiedades del indice topoldgico [63, 65, 68, 67] con el fin de caracterizar la
estabilidad de soluciones de ecuaciones con retraso dependiente del estado, pues en la literatura
apenas hay referencias que traten este asunto, ver por ejemplo [17, 83]. Mediante la revisién
de las demostraciones, nos damos cuenta que el Teorema 5.0.6 sigue siendo vélido en el caso
pe LY (R\ TZ), por supuesto, teniendo en cuenta las soluciones en el sentido Caratheodory. Por
otro lado, un analogo del Teorema 5.0.7 para un ambiente L!-Caratheodory es un problema
abierto, incluso para la ecuacién sin retraso, un hecho comprobado en [39]. De otro lado,
siguiendo la misma notacién presentada en Capitulo 5, parece que los resultados de existencia

de soluciones periddicas pueden ser extendidos a ecuaciones de la forma
(@) +glx(D] = p(1),

es decir, generalizar el problema de términos de ¢-Laplaciano con retraso dependiente del

estado.
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