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Prólogo

La idea de operar de forma no asociativa subyace en las raíces
del pensamiento matemático, puesto que la sustracción es una
operación no asociativa (si bien no es un producto).
Desde el siglo XIX, las estructuras algebraicas no asociativas

han sido consideradas asiduamente. De hecho, si de�nimos una
tabla de multiplicación con los vectores de una base de un es-
pacio vectorial, se obtendrá un álgebra que posiblemente sea no
asociativa (y en el hipotético caso de que lo sea, podría ser muy
tedioso demostrarlo). Es por ello que, por más que la asociativi-
dad sea una propiedad muy deseable en un producto, y muchos
productos conocidos disfruten de ella (pensemos por ejemplo en
el producto de polinomios, el de matrices, o el producto pun-
tual de funciones de determinados espacios de funciones), no
estamos ante una propiedad que podamos demandar de modo
natural.

El objetivo fundamental que motiva este trabajo, radica en
extender diversos hechos que se estructuran en el ambiente
clásico de las álgebras de Banach (asociativas), hacia el te-
rreno (debiéramos decir universo) de las álgebras (no asocia-
tivas) normadas completas más generales posibles. Para justi-
�car este grado de generalidad, hagamos notar que, por álgebra
entendemos un espacio vectorial dotado de una aplicación bili-
neal, que llamaremos producto, que no está obligada a veri�car
ninguna identidad adicional (De�nición 1.1). Por tanto, en el
contexto de esta Memoria, el producto de un álgebra no está

xiii
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forzado a veri�car la propiedad asociativa, ni ninguna identi-
dad sucedánea de ella, a diferencia de lo que sucede con algunos
tipos particulares de álgebras clásicas (como las álgebras de
Jordan, las álgebras de Lie, las álgebras alternativas o las �exi-
bles, por citar sólo algunas). No obstante, las clases de álgebras
que acabamos de mencionar, junto con las asociativas, serán
ejemplos relevantes de álgebras en nuestro marco de trabajo.

Incluimos a continuación de este prólogo una sección en la
que se bosqueja una breve visión histórica sobre el interés de
las álgebras no asociativas en las ciencias aplicadas. En ella re-
visaremos, aunque sólo sea someramente, algunas de las aplica-
ciones que estas estructuras tienen en la Física y en la Biología,
con especial interés en aquellas álgebras no asociativas que,
siendo apreciadas en determinados contextos, no responden a
un tipo clásico de álgebra no asociativa como los relacionados
anteriormente. Más allá de la Física y la Biología, se atisbarán
otras ramas de conocimiento donde las álgebras no asociati-
vas también fructi�can. De esta forma, dejaremos constancia
de que nuestra a�nidad por este tema no es arbitraria, y está
motivada principalmente por las potenciales posibilidades que
tiene. Pero para no crear falsas expectativas aclaramos, desde
el primer momento, que los progresos hechos en esta Memoria
son de corte exclusivamente teórico. La razón se intentará jus-
ti�car en lo que sigue, cuando se muestre el trabajo realizado
hasta la fecha, que hemos entendido como previo.

Aunque hayan sido muchas álgebras no asociativas las usa-
das para modelar una gran variedad de fenómenos en diferentes
contextos cientí�cos, principalmente en Biología y Física (véase
por ejemplo [10, 29, 50, 51, 60, 63]), resulta que todavía no se
ha gestado una teoría espectral propia de las álgebras no nece-
sariamente asociativas. Tan sólo se han desarrollado algunas
teorías particulares especí�cas (como la teoría espectral de ál-
gebras de Jordan, por ejemplo). De hecho, históricamente no
ha habido consenso ni siquiera en lo que se debía de entender
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por inverso de un elemento, en un álgebra no asociativa. Es
por ello que una teoría espectral no asociativa, a falta de una
noción de espectro bien asentada que la sustente, siembre se ha
encontrado en un estado muy germinal.
Las álgebras de división no asociativas fueron consideradas

desde comienzos del siglo XX por muchos autores [3, 72], y
fueron de�nidas como aquellas álgebras A tales que los ope-
radores de multiplicación por la izquierda y por la derecha,
La y Ra; asociados a cualquier elemento no nulo a 2 A son
biyectivos. En la De�nición 1.18 hemos dado el nombre de m-
invertibles a los elementos de un álgebra compleja con unidad
cuyos operadores de multiplicación asociados son biyectivos,
extendiendo posteriormente la de�nición al caso sin unidad y
al caso real, justo como se hace en la teoría clásica asociativa.
Se establece así una noción, la de elemento m-invertible, que
si bien no es nueva, sí que es original y extiende la conocida
de�nición de elemento invertible en un álgebra asociativa, tal
y como se muestra en la Proposición 1.17.
Asociada al concepto de elemento m-invertible tenemos la

noción de m-espectro de un elemento, que se formaliza en la
De�nición 1.21. Asimismo, en la De�nición 1.26 se de�nirá
el radio m-espectral, que no es más que el radio espectral rela-
tivo al nuevo espectro, y que en el caso normado será también
caracterizado en términos de la norma del álgebra considerada
(Proposición 1.27). En torno a estas nociones gira el Capítulo
1, en el que también se hace un estudio sobre los ideales (in-
cluidos los modulares) de un álgebra no asociativa. Por tanto,
dicho capítulo servirá para asentar los conceptos y resultados
básicos necesarios para nuestras consideraciones, en el ánimo
de extender adecuadamente el formalismo de la teoría espec-
tral clásica al caso no asociativo.
En el Capítulo 2 profundizaremos en el estudio de las ál-

gebras normadas de división y, en particular, de las que son
completas.
El interés de las álgebras de división en las ciencias aplicadas
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queda explícitamente palpable en las siguientes palabras de J.
C. Baez (extraidas de [8]):

«La construcción de las álgebras de división de triali-
dades tiene enlaces tentadores con la Física. En el mo-
delo estándar de Física de Partículas, todas las partícu-
las que no sean el bosón de Higgs se transforman en
vectores o en espinores. [...]
Es fascinante que la misma clase de matemáticas pueda
ser utilizada tanto en la construcción de las álgebras
normadas de división como para describir la interac-
ción entre la materia y las fuerzas.»

Como ya hemos anunciado, nosotros vamos a hacer un es-
tudio meramente teórico, en el que analizaremos estas estruc-
turas con varias �nalidades. En primer lugar, seremos �eles a
la �losofía de desproveer la teoría clásica del requerimiento de
la asociatividad del producto, siempre que sea posible. Cuando
no lo sea, veremos la forma de extender los resultados clásicos
al ambiente no asociativo, aunque se haga con algunos ajustes.
Asimismo, pondremos de mani�esto aquellos aspectos en los
que la teoría asociativa y la no asociativa dejan de ir en paralelo.
Por ejemplo, en el Capítulo 2 veremos cómo los conceptos de
ser un álgebra de división unilateral, o ser un álgebra de di-
visión, que son equivalentes en el caso asociativo (Proposición
2.3), dejan de serlo en el ambiente más general que nos ocupa
(Ejemplo 2.17).

En dicho capítulo revisaremos resultados clásicos como el
Teorema de Gelfand-Mazur complejo que, como es bien cono-
cido, establece que cualquier álgebra normada compleja asocia-
tiva de división es isomorfa a C.
Hemos de reconocer que no hemos sido los primeros en in-

tentar liberar al Teorema de Gelfand-Mazur de la asociativi-
dad, problema que sigue abierto hoy día, pues ya en 1970 ar-
gumentaba Kaplansky en [47] que el siguiente hecho era bien
conocido:
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Teorema 2.5 Las álgebras (no necesariamente asociativas) nor-
madas completas complejas, de división por la izquierda, son
isomorfas a C:

Se pone así de mani�esto que Kaplansky ya se había cues-
tionado hasta qué punto la asociatividad es una propiedad
super�ua en estos resultados. Bastantes años antes, en 1949,
Kaplansky había probado que:

Teorema 2.8 Toda álgebra asociativa normada compleja, no
nula, sin divisores topológicos de cero biláteros no nulos, es
isomorfa a C.

Como mostramos en la Proposición 2.9, resulta que toda
álgebra asociativa normada de división carece de divisores
topológicos de cero por un lado no nulos, lo que prueba que
este último resultado de Kaplansky es una generalización del
Teorema de Gelfand-Mazur. Es por ello que el teorema an-
terior también se conoce como Teorema de Gelfand-Mazur-
Kaplansky.

En el Ejemplo 2.10 veremos que el Teorema de Gelfand-
Mazur-Kaplansky deja de ser cierto si lo desproveemos de la
hipótesis de la asociatividad, aun fortaleciendo alguna de sus
otras hipótesis (concretamente aun suponiendo que el álgebra
no posea divisores topológicos de cero por la izquierda no nu-
los). Sin embargo, bajo tal fortalecimiento de la hipótesis, el
teorema sí que es válido cuando adicionalmente se requiera la
existencia de algún elemento a del álgebra tal que La tenga
rango denso, como establecemos en el Teorema 2.12 (resultado
igualmente formulable en términos del lado derecho). Como
consecuencias relevantes del Teorema 2.12 se tendrán las dos
caracterizaciones siguientes de los números complejos:

1. C es la única álgebra normada compleja con unidad sin
divisores topológicos de cero por la izquierda no nulos
(Corolario 2.13).
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2. C es la única álgebra normada compleja (no nula) de
división por la izquierda, sin divisores topológicos de cero
por la izquierda no nulos (Corolario 2.14).

Este último resultado (el Corolario 2.14), contiene al Teo-
rema de Kaplansky antes enunciado (Teorema 2.5) en virtud
de lo establecido en la Proposición 2.9.
Adicionalmente, en el Capítulo 2 se mostrará el papel que

juega la cuasi-división (concepto que será recordado en la Sec-
ción 2.3) en un álgebra arbitraria (real o compleja), en relación
con las propiedades de ser un álgebra de división (lateral o uni-
lateral) y con la propiedad de no poseer cualquiera de los dis-
tintos tipos de divisores topológicos de cero (que se enuncian
en la De�nición 2.7). En concreto, el eje central de la Sección
2.3 será analizar siguiente diagrama:

Fig. 1: Diagrama del Capítulo 2.

Consideraremos también las condiciones ambientales que fa-
cilitan que las implicaciones que aparecen en dicho diagrama,
sean ulteriormente equivalencias en sí mismas. Asimismo se
darán ejemplos que aclararán porqué una implicación del citado
diagrama no puede llegar a ser una equivalencia (tanto en los
casos real como complejo), y de esta manera podremos entrever
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porqué diversos conceptos equivalentes en ambiente asociativo,
dejan de serlo en el contexto no necesariamente asociativo.

Nathan Jacobson, en su clásica monografía Basic Algebra
de 1974, escribió lo siguiente:

«Una manera de tratar de crear nuevas matemáticas a
partir de una teoría matemática existente, sobre todo si
se presenta de forma axiomática, es generalizar la teoría
mediante la eliminación o el debilitamiento de algunas
de sus hipótesis. Si jugamos a este juego axiomático
con el concepto de álgebra asociativa, se llegaría pro-
bablemente al concepto de álgebra no asociativa, que
se obtiene simplemente eliminando la ley asociativa de
la multiplicación. Si se alcanza esta etapa de forma ais-
lada desde otras realidades matemáticas, es muy cierto
que pronto se abandonaría el proyecto, ya que hay muy
poco de interés que se pueda decir sobre álgebras no
asociativas en general.»

No vamos a ocultar nuestro desacuerdo con esta a�rmación,
cuando los resultados ya comentados pueden dar indicio de ello.
Pero esto quedará aún más patente cuando de forma especí�ca
analicemos un concepto básico de la teoría espectral asociativa
que es el de radical de Jacobson, al que dedicamos el Capítulo
3, donde también estudiaremos el llamado radical de Brown-
McCoy o radical fuerte.
Comenzaremos dicho capítulo dando una visión histórica

del concepto de radical de Jacobson, desarrollada en la Sección
3.1, que nos permitirá llegar a la esencia de la herramienta, para
posteriormente desproveerla de la asociatividad, de�niendo el
radical de Jacobson de un álgebra no asociativa como la in-
tersección de sus ideales primitivos (De�nición 3.5). Por ideal
primitivo (De�nición 3.4) entenderemos el mayor ideal con-
tenido en un ideal modular unilateral maximal2. Diremos que
un álgebra es semisimple si su radical de Jacobson es cero.

2Consideramos ideales modulares maximales izquierdos y derechos para
eliminar una asimetría histórica, que si bien en ambiente asociativo es
inocua, en el caso no asociativo no lo es, pues da lugar a un radical mayor
(álgebra revertida de la del Ejemplo 3.8) para el que se pierde la deseable
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Veremos que el radical de Jacobson Rad(A) de un álgebra
A es el mayor ideal contenido en la intersección de todos sus
ideales modulares por un lado maximales (Proposición 3.9) y
que el álgebra cociente A=Rad(A) es semisimple (Proposición
3.10).
La intersección de todos los ideales primitivos de un álge-

bra A no tiene por qué ser un ideal cuasi-invertible (incluso
bajo conmutatividad), a diferencia de lo que ocurre en el caso
asociativo. Sin embargo, en la Proposición 3.13 probaremos
que si Q es un ideal de A cuyos elementos son cuasi-invertibles
entonces Q � Rad(A):
El carácter hereditario del radical de Jacobson será estu-

diado en la Sección 3.4, donde la caracterización del radical
obtenida en el Teorema 3.15 nos permitirá caracterizar a los
ideales I de un álgebra A tales que Rad(I) = Rad(A) \ I
(Corolario 3.17). Nótese que la condición de que Rad(I) sea
un ideal de A es necesaria para que se de la igualdad anterior.
Aunque en presencia de asociatividad esta propiedad siempre
se veri�ca (Corolario 3.18), en general, Rad(I) puede no ser un
ideal de A. Un caso donde esto ocurre se presenta en el Ejem-
plo 3.19, donde se muestra que Rad(A) \ I no tiene por qué
estar contenido en Rad(I): De forma análoga, en el Ejemplo
3.20 mostramos un ideal I de un álgebra que A tal que Rad(I)
no está contenido en Rad(A) \ I:
Sin embargo, aunque algunos ideales no reúnan los reque-

rimientos necesarios para hacer viable la propiedad hereditaria
del radical, otros muchos ideales sí son aptos para ello. Es por
esto que, como una aplicación conjunta sencilla del Teorema
3.15 y del Corolario 3.17, probamos que si A es un álgebra y
A1 es su unitización, entonces Rad(A) =Rad(A1); por lo que
A1 es semisimple si, y sólo si, A lo es (Corolario 3.21).
Cuando elevamos al ambiente no asociativo otras caracte-

propiedad de que el radical de un álgebra coincida con el de su revertida.
En cualquier caso, nuestros argumentos sobre el radical de Jacobson

también son válidos en relación con la de�nición «asimétrica» .
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rizaciones del radical de Jacobson de un álgebra asociativa, ve-
mos que la asociatividad sirve de vínculo para forzar la equiva-
lencia entre condiciones que en un ambiente más general dejan
de ser equivalentes. Más concretamente, cuando desproveemos
de la asociatividad la conocida caracterización del radical de
Jacobson, que lo describe como el mayor ideal del conjunto de
los elementos de radio espectral igual a cero, obtenemos el con-
cepto que hemos denominado m-semisimplicidad (establecido
en la De�nición 3.23). De hecho, diremos que un álgebra es
m-semisimple cuando cero es el único ideal formado por ele-
mentos cuyo radio m-espectral es cero. Como se desprende de
la Proposición 3.24 y del Ejemplo 3.25, la clase de las álge-
bras m-semisimples es estrictamente más amplia que la de las
álgebras semisimples.

Probaremos también que tanto las álgebras semisimples
como las m-semisimples tienen unicidad de la topología de
la norma completa (Corolarios 4.12 y 4.16). Para ello
demostraremos que la asociatividad es una hipótesis super-
�ua en un conocido teorema de B. E. Johnson, estableciendo
en el Teorema 4.11 la continuidad automática de los homo-
mor�smos sobreyectivos de un álgebra normada completa en
un álgebra normada completa semisimple. Este resultado se
mejorará con el Teorema 4.14 donde se demuestra lo análogo
suponiendo que el álgebra de llegada es m-semisimple. Si bien el
Teorema 4.11 es un corolario del Teorema 4.14, en esta Memo-
ria damos una prueba directa de ambos resultados porque con-
sideraciones sencillas sobre los ideales de un álgebra y sobre el
m-espectro, debidamente articuladas, nos permitirán demostrar
ambas cosas prácticamente a la par. Es por ello que, eligiendo
un sendero adecuado, es posible esquivar la asociatividad en la
propia teoría asociativa, sin necesidad de recurrir a grandes ar-
ti�cios ni conceptuales ni procedimentales, lo cual no signi�ca
que se haga de forma obvia. Mostrar lo que se acaba de a�rmar
es la razón de ser del Capítulo 4, que �naliza con el Ejem-
plo 4.15, en el que se pone de mani�esto lo fácil que resulta
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comprobar que un álgebra es m-semisimple (lo que asegura la
unicidad de la topología de su norma completa) sin más que
analizar cómo es el conjunto de los elementos cuyo radio m-
espectral es igual a cero.
Una vez estudiada la continuidad automática de los homo-

mor�smos sobreyectivos entre dos álgebras normadas comple-
tas, cuando el álgebra de llegada disfruta de perfecciones alge-
braicas como la m-semisimplicidad o la semisimplicidad (pues
de no ser así se conocen contraejemplos de homomor�smos dis-
continuos incluso en ambiente asociativo), pasamos a estudiar
el caso general de los homomor�smos que no son necesaria-
mente sobreyectivos, a lo que dedicamos el capítulo siguiente
de la Memoria.
Como quiera que un homomor�smo � : A ! B entre dos

álgebras normadas completas puede verse como un homomor-
�smo de rango denso considerando, por abuso de lenguaje, que
B = �(A); vamos a dedicar el Capítulo 5 de esta Memoria al
estudio de los homomor�smos de rango denso.
Como se sabe, el mejor resultado que se conoce sobre la

continuidad automática de los homomor�smos de rango denso
es un teorema de C. E. Rickart de 1960 [64] que a�rma que
todo homomor�smo de rango denso � : A ! B entre dos ál-
gebras de Banach A y B es continuo cuando el álgebra B es
fuertemente semisimple. El objetivo del Capítulo 5 es estudiar
hasta qué punto la asociatividad es una propiedad super�ua en
este resultado, tal y como se establece a continuación.

Problema 5.1 Sean A y B álgebras normadas completas sobre
el cuerpo K (K = R o C) y sea � : A ! B un homomor�smo de
rango denso. Si B es fuertemente semisimple, ¿es � automáti-
camente continuo?

En 1968, Balachandran y Rema [9], mostraron una primera
generalización no asociativa del Teorema de Rickart probando
que dicho teorema sigue siendo válido cuando las álgebras in-
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volucradas son de Jordan Banach, es decir, dieron respuesta
a�rmativa al problema anterior bajo la hipótesis adicional de
que las álgebras A y B sean de Jordan-Banach.
En 2003, el resultado original de Balachandran y Rema fue

mejorado por Rodríguez y Velasco en [71] liberando al álge-
bra de partida del requerimiento de ser de Jordan (basta con
que sea normada completa3). Otras extensiones no asociativas
del Teorema de Rickart pueden verse en [68] y [71], siempre
suponiendo alguna hipótesis adicional que en el caso asociativo
se veri�ca trivialmente.

En el ánimo de analizar hasta qué punto el teorema de
Rickart se puede desproveer de la asociatividad, en el Capítulo
5 se probará, en primer lugar, que no es restrictivo suponer que
las álgebras implicadas tienen unidad, y que el álgebra rango
es simple (Proposición 5.2). De esta forma, el Problema 5.1
puede reformularse equivalentemente de la siguiente manera:

Problema 5.3 Sean A y B álgebras normadas completas con
unidad, sobre el cuerpo K (K = R o C) tales que B es simple,
y sea � : A ! B un homomor�smo de rango denso. ¿Es �
automaticamente continuo?

En la Sección 5.1.1 aclararemos que, para estudiar el pro-
blema anterior, tampoco es restrictivo considerar que las álge-
bras involucradas son complejas, puesto que si un álgebra real
es fuertemente semisimple, entonces su complexi�cación tam-
bién lo es (Corolario 5.4).
Nuestro problema queda pues centrado: se trata de estudiar

el Problema 5.3 suponiendo que el cuerpo base es C.

En el Teorema 5.13 probaremos que la respuesta a nuestro
problema es a�rmativa si el rango del homomor�smo es espec-
tralmente admisible (en el sentido de la De�nición 5.9). Vere-

3Asimismo, el rango puede suponerse normado completo y Jordan ad-
misible, que es una condición más débil que la de ser de Jordan-Banach.
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mos que cualquier subálgebra densa de un álgebra de Banach
con unidad es espectralmente admisible (Proposición 5.12),
por lo que el teorema de Rickart clásico se obtiene como un
corolario del Teorema 5.13.

Un concepto original de esta Memoria que será importante
para nuestros resultados de continuidad automática es el de ele-
mento espectralmente raro de un álgebra4 (De�nición 5.15),
que se asienta en el de operador espectralmente raro5 estable-
cido en la De�nición 1.30. Es por ello que dedicamos la Sec-
ción 1.8 al estudio de los operadores espectralmente raros.

Sean A y B álgebras normadas completas con unidad,
siendo B simple. Como se establece en el Corolario 5.17, la
ausencia de elementos espectralmente raros en �(A) asegura la
continuidad automática de cualquier homomor�smo de rango
denso � : A ! B. Por otra parte, en el caso de que �(A) posea
elementos espectralmente raros, pero no en abundancia (esto
es, que no sean densos en B) obtendremos la cerrabilidad del
núcleo del homomor�smo � (Teorema 5.19).

Puesto que las álgebras normadas asociativas simples
con unidad carecen de elementos espectralmente raros
(Proposición 5.18), de nuevo obtenemos el clásico teorema
de Rickart, en esta ocasión como consecuencia inmediata del
Corolario 5.17.

Finalizamos la Sección 5.2 mostrando una manera de cons-
truir homormor�smos discontinuos de rango denso, que es la
que enunciamos en el próximo resultado, donde porm-espectro

4Se dice que a 2 A es un elemento espectralmente raro si los opera-
dores de multiplicación La y Ra son espectralmente raros.

5Sea X es un espacio normado, cuya completación denotamos por bX.
Dado T 2 L(X) sea bT la única extensión continua de T a bX. Se dice que
T 2 L(X) es un operador espectralmente raro si �Xsu(T ) \ �

bX( bT ) = ?:
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sobreyectivo de un elemento b en un álgebra B se entiende el
conjunto

�Bsu(b) := �
B
su(Lb) [ �Bsu(Rb):

Corolario 5.21 Sea � : A ! B un homomor�smo de rango
denso, entre dos álgebras normadas completas A y B. Si �(A)
posee algún elemento b 2 �(A) tal que ��(A)su (b) = ? (es decir,
con m-espectro sobreyectivo vacío), entonces � es discontinuo.

En el Ejemplo 5.22 se construye un álgebra B normada
completa simple con unidad, que contiene una subálgebra densa
B0 que posee elementos con m-espectro sobreyectivo vacío. En
consecuencia, si A es un álgebra normada completa arbitraria
entonces cualquier homomor�smo de rango denso � : A ! B,
cuyo rango sea �(A) = B0; es discontinuo.

Las ideas que llevaron a Balachandran y Rema a demostrar
en [9] que el Problema 5.1 (o equivalentemente el Problema 5.3)
tiene respuesta a�rmativa cuando las álgebras consideradas son
de Jordan-Banach, fueron usadas en [68] (véase también [71,
Theorem 1.5]) para probar este otro resultado más general:

Teorema 5.23 Sean A y B álgebras normadas completas de
potencias asociativas. Si B es fuertemente semisimple, entonces
todo homomor�smo de rango denso � : A ! B es continuo.

De otra parte, como ya se ha comentado, el mencionado
resultado de Balachandran y Rema también fue generalizado
en [71, Theorem 1.5] como sigue:

Teorema 5.24 Si A es un álgebra normada completa y B es
un álgebra de Jordan-Banach fuertemente semisimple, entonces
todo homomor�smo de rango denso � : A ! B es continuo.

En vista del Corolario 5.21 y del Ejemplo 5.22, y a la luz
de los dos resultados anteriores, resulta razonable abordar el
siguiente problema a cuyo estudio dedicamos la Sección 5.3:
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Problema 5.25 Sean A y B álgebras normadas completas,
y sea � : A ! B un homomor�smo de rango denso. Si B es
fuertemente semisimple y de potencias asociativas, ¿es � au-
tomáticamente continuo?

Siguiendo las pautas de la sección previa, estableceremos
en la Proposición 5.27 que el problema anterior se reformula
como sigue:

Problema 5.28 Sean A y B álgebras normadas completas con
unidad, y supongamos que B es simple y de potencias asocia-
tivas. Si � : A ! B es un homomor�smo de rango denso, ¿es �
automáticamente continuo?

Al igual que hiciésemos antes, nos centraremos en el caso
complejo, puesto que esto no es restrictivo según se pone de
mani�esto en la Sección 5.1.1.

En el Teorema 5.31, probaremos que el Problema 5.28
tiene respuesta a�rmativa cuando el homomor�smo � es irre-
ducible, es decir, cuando � no puede restringirse a un ideal pro-
pio del álgebra dominio, manteniendo la densidad de su rango
(De�nición 5.29). En particular, en el Corolario 5.32, ob-
tendremos que cualquier homomor�smo de rango denso entre
álgebras normadas completas simples con unidad es continuo,
siempre que el álgebra rango sea de potencias asociativas.
Cuando los homomor�smos no son irreducibles, probaremos

en el Teorema 5.34 que el Problema 5.28 tiene respuesta a�r-
mativa cuando el conjunto de elementos espectralmente raros
en �(A) no es denso en B.
Dado que las álgebras normadas asociativas con unidad no

poseen elementos espectralmente raros (Proposición 5.18), re-
sulta que el Teorema 5.34 supone una nueva generalización no
asociativa del clásico Teorema de Rickart, en la que no es nece-
sario suponer la asociatividad del álgebra de partida.
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Concluiremos el Capítulo 5 mostrando condiciones que ase-
guran que un álgebra B carezca de subálgebras densas cuyo
conjunto de elementos espectralmente raros sea denso en B.
Ello se hará en los Corolarios 5.35 y 5.38.

Para �nalizar esta Memoria, en el Capítulo 6 daremos
una breve pincelada sobre las potenciales aplicaciones de esta
teoría, haciendo uso de alguno de nuestros resultados sobre con-
tinuidad automática de homomor�smos. Siendo sensibles a las
posibilidades que la teoría emergente pueda tener para estu-
diar diversas estructuras algebraicas que modelan situaciones
de la Biología, terminaremos este último capítulo indicando
las nuevas líneas de investigación que hemos iniciado, en este
terreno más aplicado, así como los objetivos que nos hemos
propuesto a medio y largo plazo, junto con otras cuestiones
que podrán ser motivo de investigación en el futuro.
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Breve reseña histórica sobre
el interés de las álgebras no
asociativas en las ciencias

aplicadas.

El interés cientí�co por las álgebras normadas no asociativas
se ubica en el mismo origen de la matemática moderna y está
arraigado en distintas áreas cientí�cas, como pronto veremos.
La utilidad de los números complejos en la Física (por ejem-

plo, para representar las fuerzas mediante la Ley del Parale-
logramo, o las rotaciones en el plano mediante el producto de
números complejos) suscitó el interés por los «sistemas numéri-
cos» de mayor dimensión. Fue por ello que William R. Hamil-
ton, en el siglo XIX, buscó durante una década un equivalente
de los números complejos en dimensión 3 que permitiese des-
cribir matemáticamente diversos entes físicos propios del espa-
cio. La persistente búsqueda �nalizó en 1843 cuando, paradóji-
camente, en lugar de un sistema numérico de dimensión 3,
Hamilton encontró uno de dimensión 4, a cuyos elementos llamó
cuaterniones (o cuaternios)6. Estos números aliviaron en buena

6Hamilton buscaba un álgebra real conmutativa, asociativa y de di-
visión de dimensión 3. Tales álgebras no existen, como años después
demostraron K. Weierstrass (con su famoso teorema �nal de la aritmética)
y F. G. Fröbenius. De ahí la larga búsqueda de Hamilton.

xxix
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medida las necesidades de los físicos dada su utilidad para re-
presentar rotaciones en el espacio, por lo que de inmediato en-
contraron aplicación en el Electromagnetismo, así como en la
Dinámica de Fluidos y, algo más tarde, en la Mecánica Cuán-
tica. Comienza a gestarse así también el moderno cálculo vec-
torial 7, fundado por Hermann G. Grassmann en 1844 en su Die
Lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik 8,
que constiye un primer tratado de lo que hoy llamamos álgebra
lineal.
Fueron estos precedentes los que hicieron que la relación en-

tre el plano complejo y la Geometría Euclídea sirviese de moti-
vación para buscar generalizaciones del cuerpo de los números
complejos, e indagar en las posibles geometrías asociadas.
Surgieron así los llamados números hipercomplejos y con ellos el
interés formal por las álgebras normadas de división. Esto dio
pie al nacimiento de la primera álgebra normada de división
no asociativa, los octoniones (o números de Cayley), y aquí
radica el origen de las álgebras no asociativas9, a cuyo estudio
dedicamos esta Memoria.
Los octoniones son una extensión no asociativa, de dimen-

sión ocho, de los cuaternios. Fueron descubiertos por John T.
Graves en 1843, e independientemente por Arthur Cayley, quien
fue el autor de la primera publicación sobre los mismos, datada
en 1845. Posteriormente, la estructura de los octoniones fue
clari�cada por J. von Neumann en 1932. Actualmente se sigue
trabajando con ellos, por ejemplo, para explicar algunas pecu-
liaridades de la moderna Teoría de Cuerdas10.

7Esta disciplina �nalmente fue desarrollada y a�anzada por los físicos
Josiah W. Gibbs y Oliver Heaviside.

8La teoría de las extensiones lineales, una nueva rama de las Matemáti-
cas.

9Podríamos añadir los adjetivos de normadas completas, pues los oc-
toniones, con la norma euclídea, se erigen también en la primera álgebra
no asociativa normada completa de la historia.
10Otras aplicaciones de los octoniones pueden verse en un documento

de J. C. Baez [8].
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Fig. 2: De izquierda a derecha: William R. Hamilton, Arthur Cay-
ley, Josiah Gibbs y Oliver Heaviside. Gibbs y Heaviside fueron los
encargados de desarrollar y a�anzar el moderno cálculo vectorial,
tal y como hoy día lo conocemos.

El descubrimiento de las geometrías riemanianas, que son
geometrías no homogéneas que permiten que las propiedades
del espacio puedan diferir de un punto a otro, fue lo que per-
mitió a Albert Einstein formular su Teoría de la Relatividad.
Con ella se marca el inicio de la Mecánica Cuántica, una dis-
ciplina que surge para justi�car determinados fenómenos del
mundo atómico y subatómico inexplicables con las leyes de la
Física Clásica, como la radiación del cuerpo negro, el efecto fo-
toeléctrico, o el efecto Compton, entre otros. La constatación
de la dualidad onda-corpúsculo de la luz, junto con el hecho
descubierto por Max Planck en 1900 según el cual las partícu-
las absorbían y emitían energía en forma de cuantos propor-
cionales a la frecuencia de la luz o radiación, fue lo que sirvió
de detonante para que Albert Einstein formulase en 1905, en
base a la nueva geometría, las leyes de la Teoría Especial de
la Relatividad, demostrando que el electromagnetismo era una
teoría esencialmente no mecánica. Culminaba así lo que se ha
dado en llamar Física Clásica, o no-cuántica, y nacía la Física
Moderna o Física Cuántica.
Los Fundamentos Matemáticos de la Mecánica Cuántica se

establecieron en el Mathematische Grundlagen der Quanten-
mechanik de John von Neumann, en 1932. Esta obra, de capital
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importancia para la Física, es a su vez el primer compendio de
teoría espectral asociativa.
En el mencionado texto se desarrolla la llamada Formu-

lación Matemática de la Mecánica Cuántica, mediante una do-
cena de postulados (según la formulación estándar), que po-
nen en plena equivalencia el modelo físico con el matemático.
Así, los posibles estados físicos de un sistema cuántico se des-
criben mediante un espacio de Hilbert, H; y los observables se
representan por operadores lineales hermíticos de L(H), cuyos
valores propios asociados corresponden al valor del observable
en dicho estado propio. En de�nitiva, es la teoría espectral de
operadores la que describe los estados de los observables del
sistema cuántico y proporciona la formulación matemática de
la Mecánica Cuántica. Se pone así de mani�esto que la noción
de espectro proveniente de la Física convive íntimamente con
la que nace de la Matemática, de modo que las conclusiones
matemáticas se pueden corroborar de forma experimental y, a
su vez, la fenomenología permite intuir o guiar determinados
desarrollos matemáticos.
Si bien la Mecánica Cuántica resolvió muchas cuestiones

inexplicables con la Mecánica Clásica, desde los mismos orí-
genes de la nueva teoría fueron surgiendo otros retos y proble-
mas. En 1933 aparecen así las álgebras de Jordan [41], en el áni-
mo de formalizar mejor la noción de observable en la Mecánica
Cuántica11. El propio John von Neumann se sintió atraido por
estas álgebras no asociativas (como ya le ocurriese con los oc-
toniones), reconociendo los nuevos avances y participando en
ellos, por lo que a los pocos meses apareció un primer trabajo
conjunto de P. Jordan, J. von Neumann y E. Wigner [42].
El hallazgo de los octoniones también proporcionó nuevas

ideas, como la de reemplazar los números complejos por los de

11Hoy día las álgebras de Jordan se usan en diversos contextos, por
ejemplo en la ciencia de la computación mediante ADN, y son estructuras
que aparecen de manera natural en la recombinación molecular, tal y como
el lector puede revisar en [14].
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Fig. 3: De izquierda a derecha: Pascual Jordan, John von Neumann
y Eugene Wigner.

Cayley, con el �n de explicar ciertas propiedades de espacio-
carga de las partículas elementales. Se gesta así la llamada
Mecánica Cuántica no asociativa, donde se contemplan tanto
magnitudes observables como inobservables (relacionadas con
los quarks). Pronto se supo que, para dar cabida a estas últi-
mas magnitudes en la formulación matemática de la Mecánica
Cuántica, hay que agrandar el álgebra de operadores L(H)
hasta verla dentro de una conveniente álgebra que ha de ser
no asociativa, y que habrá que determinar según la tesitura.
De esta forma, los modelos no asociativos constituyen una he-
rramienta esencial de la Mecánica Cuántica no asociativa.
De los múltiples textos que versan sobre el interés de los

modelos no asociativos en la Física, citamos como botón de
muestra [60]. Allí, se detallan diversas aplicaciones Físicas con-
cretas de múltiples álgebras no asociativas relevantes, y también
se dice lo siguiente:

«El dicho de que Dios es un matemático, de modo
que incluso con poca evidencia experimental, una teoría
matemática bonita tiene una gran probabilidad de ser
correcta, se ha atribuido a Dirac. El álgebra de los octo-
niones es ciertamente una entidad matemática preciosa
y es posible que otras álgebras no asociativas
(además, por supuesto, de las álgebras de Lie) puedan
jugar un papel esencial en la Teoría Última, todavía por
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descubrir.» 12

Igualmente interesantes son las conclusiones del artículo
[23], donde el autor se expresa en los siguientes términos:

«Nos gustaría dar una lista de algunos problemas sin
resolver: ... ¿Cómo se de�nen los estados propios y las
funciones propias y qué son los observables de opera-
dores no asociativos?. La formulación de reglas para el
reordenamiento de corchetes sobre algunos productos
de operadores no asociativos dará lugar a la aparición
de la segunda constante de Planck.»

Curiosamente fue un físico británico, I. M. H. Ethering-
ton, el precursor del uso de las álgebras no asociativas para el
tratamiento de problemas genéticos13. Paradójicamente, Ethe-
rington abandonó sus investigaciones sobre la mecánica rela-
tivista, para investigar el tratamiento algebraico de diversos
problemas genéticos, formulando las Leyes de Mendel en el
lenguaje de las álgebras no asociativas como pronto veremos.
El estudio matemático de la herencia genética comenzó en

1856, con los conocidos trabajos de Gregor Mendel, y fue el
propio Mendel quien empezó a usar una notación algebraica
para expresar las leyes de la genética. Investigadores poste-
riores a Mendel, como Jennings (1917), Serebrovskij (1934) y
Glivenko (1936) aportaron una visión aún más matemática de
las leyes de Mendel, que culminó con la formulación algebraica
de las mismas en 1939, por parte del mencionado físico I. M. H.
Etherington, en los trabajos [25] y [26]. Se pone así de mani-
�esto que las álgebras no asociativas son el marco matemático
adecuado para estudiar la genética mendeliana.

12Las negritas son nuestras.
13En honor a la verdad, Etherington no fue el primero en descubrir

que estas estructuras servían para modelar la reproducción sexual, pero sí
fue el primero en axiomatizar las estructuras algebraicas necesarias para
describir este tipo de reproducción.
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Surgen de este modo las Álgebras Genéticas, denominación
que engloba a un numeroso colectivo de clases de álgebras no
asociativas con grandes aplicaciones en Genética como son, en-
tre otras, las álgebras mendelianas, las gaméticas, las cigóticas,
las báricas, las train-álgebras, las train-álgebras especiales, las
álgebras con realización genética o las álgebras de Bernstein.
Desde el siglo XIX, multitud de genetistas y matemáticos

han prestado especial atención al tratamiento matemático de
los problemas asociados a la herencia genética, principalmente
a los relacionados con la estabilidad hereditaria. Por ejemplo,
el problema de conocer qué tipos genéticos son más estables
durante un proceso reiterativo de reproducción poblacional, ha
sido acometido mediante técnicas analíticas y espectrales, por
matemáticos como H. Geiringer, S. Bernstein, y por genetistas
muy sensibilizados con el uso generalizado de las matemáticas
en estas cuestiones, como J. B. S. Haldane, H. S. Jennings o R.
A. Fisher. Pero, por la carencia de una teoría espectral no aso-
ciativa, estos problemas fueron tratados con métodos analíticos
so�sticados. Asimismo estas limitaciones han hecho que, con
frecuencia, se reconozca la importancia de estas álgebras no
asociativas en dimensión in�nita, pero se trabajen sólo en di-
mensión �nita. No obstante, han sido varios los autores que no
han eludido la dimensión in�nita, como A. Ringwood [65, 66] y
principalmente P. Holgate (véanse [33, 34, 35]), quien es indis-
cutiblemente el principal valedor del tratamiento de las álgebras
no asociativas normadas completas para el modelado y solución
de problemas de la herencia genética.14

Como se establece en la introducción de [76]:

«El estudio de las algebras genéticas (es decir, aquellas
algebras que tienen interés en la genética Mendeliana)

14De hecho, Philip Holgate publicó multitud de artículos sobre las ál-
gebras genéticas. Una relación exhaustiva de sus contribuciones con el
tratamiento de las álgebras no asociativas puede encontrarse en [12].
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debería constituir un campo de interés matemático pro-
pio, puesto que estas álgebras son en general no aso-
ciativas y no pertenecen a ninguna de las conocidas
clases existentes de álgebras no asociativas, tales como
la de las álgebras de Lie, las álgebras alternativas o
las álgebras de Jordan. Poseen algunas propiedades
que las distinguen y dan lugar a muchos resultados
matemáticos interesantes. . . son nuevos conceptos para
los matemáticos.»

Pero, en relación con la cita anterior, reconozcamos que
también han sido muchos los matemáticos que han aportado
numerosas contribuciones al desarrollo de estas estructuras y
sus aplicaciones en Genética, como I. M. H. Etherington, P.
Holgate, I. Heuch, H. Gonshor, O. Reiersöl, y autores más
modernos (dentro de los clásicos) como A. Wörz-Busekros o
Y. Lyubich, entre otros. Una exposición muy didáctica de es-
tas álgebras puede verse en [63], un artículo de 1997 donde se
a�rma lo siguiente:

«Deducimos que este área de actividad investigadora
está llena de posibilidades para el futuro, no sólo para
los matemáticos, sino también para los genetistas que
buscan una manera más sistemática y potente de mo-
delar situaciones reales de la Genética. El álgebra no
asociativa, en general, es en la actualidad un campo
muy activo de investigación matemática. Sin embargo,
en comparación con el conjunto de la literatura sobre
otras clases de álgebras no asociativas (p.e. álgebras de
Lie o álgebras de Jordan), el estudio de las álgebras
relacionadas con los problemas de la herencia genética
está todavía en su infancia... Por alguna razón, esas �ál-
gebras genéticas�no están ampliamente discutidas o es-
tudiadas actualmente por los matemáticos americanos.
Esperamos que este artículo abra una vía para nuevos
debates e investigaciones sobre esta clase fascinante de
álgebras no asociativas y su relación con la ciencia de
la herencia genética» .

Las álgebras genéticas son el producto de la interacción en-
tre la Biología y las Matemáticas. En palabras de J. P. Tian
[76]:



BREVE RESEÑA HISTÓRICA xxxvii

«Su estudio revela la estructura algebraica de la
genética mendeliana, lo cual simpli�ca y abrevia la
manera de entender la genética y el fenómeno evolutivo.
De hecho, es la conexión entre las estructuras pura-
mente matemáticas y las correspondientes propiedades
genéticas lo que hace esta área tan fascinante» .

El tipo de herencia descrita por las álgebras no asociativas
a las que hemos hecho referencia hasta ahora, es precisamente
la clásica herencia mendeliana, en donde la reproducción es
generalmente de tipo sexual. Tras los trabajos de E. Baur y C.
Correns, quedó de mani�esto que son muchos los mecanismos
hereditarios que no se ajustan a las leyes descritas por Mendel
pues en la naturaleza, como se sabe, existe otro tipo de re-
producción llamada asexual15, que se da principalmente entre
los organismos unicelulares procariotas. Esta es la base de la
genética no mendeliana en la que se sustenta la actual genética
molecular. Las estructuras matemáticas básicas que subyacen
en la genética no mendeliana son, junto con las álgebras genéti-
cas, las llamadas Álgebras de Evolución. De nuevo, las álgebras
de evolución resultan ser álgebras normadas completas no aso-
ciativas inclasi�cables en clases conocidas como las de Jordan o
las de Lie. La primera monografía dedicada a estas álgebras es
[76], un texto del año 2007 en el que se muestra que la utilidad
de estos modelos es muy variada y se extiende hacia ámbitos
muy diversos, tales como la teoría de grafos, la topología, las
cadenas de Markov, o la Física, entre otros. De hecho, allí se
a�rma lo siguiente:

«Un álgebra de evolución de�nida por una cadena de
Markov es un álgebra de evolución de Markov. En otras
palabras, pueden revelarse propiedades de las cadenas

15En esta reproducción, los organismos no se obtienen a partir de células
de tipo sexual, sino mediante autorreplicación, en la que de un organismo
se pueden obtener copias �eles de sí mismo, o bien otros organismos dife-
rentes debido a agentes externos, como las mutaciones o la intervención
de virus que modi�can el código genético de los nuevos organismos.
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de Markov estudiando sus correspondientes álgebras de
evolución. Además, las cadenas de Markov, conside-
radas como tipos de sistemas dinámicos, poseen un as-
pecto algebraico oculto» .

Por tanto, en este ámbito se abre todo un campo de trabajo,
idóneo para nosotros, en el que si bien ya se han establecido
ciertos preliminares, hay mucho por hacer.

Esta Memoria quiere ser sensible a estas y otras necesidades,
de ahí que nos hayamos propuesto formalizar, en la medida de lo
posible, una teoría espectral no asociativa. Qué duda cabe que
sentimos la necesidad de hacer avanzar la teoría de las álgebras
no asociativas, con la esperanza de que esas estructuras sirvan
de marco teórico donde modelar y resolver problemas cientí�-
cos surgidos en otras áreas. Es por ello que, tras establecer una
noción razonable de espectro de un elemento en un álgebra
no asociativa, sobre la que sustentar nuestra teoría espectral,
hemos hecho una lectura (todo lo general que hemos podido)
de la clásica teoría de álgebras de Banach, comprobando qué
resultados pueden mantenerse válidos en el nuevo ambiente que
ha surgido al prescindir de la asociatividad. Nuestra intención
ulterior ha sido contrastar la fortaleza de esta teoría, viéndola
actuar en el ámbito teórico aplicado más inmediato de la teoría
espectral, que es el de la continuidad automática de homomor-
�smos. A todo ello dedicaremos los restantes capítulos de esta
Memoria.

Deseamos �nalizar esta sección con una frase del conocido
�lósofo y matemático Gian Carlo Rota (1932�1999):

«La falta de relación entre la Matemática y la Biología
es o una tragedia o un escándalo o un reto, es difícil
decidir cuál de las tres» .
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CAPÍTULO 1

Introducción a la teoría
espectral no asociativa

En lo que resta de este documento, serán necesarias bastantes
nociones generales sobre las que asentar diversos resultados,
relacionados con las llamadas álgebras normadas completas
(que son álgebras no necesariamente asociativas). Sirva este
capítulo para establecer explícitamente las nociones algebraicas
y analíticas que serán usadas en capítulos subsiguientes, sin
menoscabo del reconocido conocimiento por parte del lector
del contenido mostrado. Aunque establezcamos ahora nuestro
ambiente de trabajo, determinados conceptos y resultados vin-
culados con cuestiones más especí�cas, que aparecerán más ade-
lante, serán abordados en su momento para evitar sobrecargar
conceptualmente al lector en esta etapa inicial.

1.1 ¿Qué entendemos por álgebra?

En todo lo que sigue, nuestro cuerpo base de referencia será
denotado por K, donde K representa indistintamente tanto al
cuerpo R de los números reales como al cuerpo C de los números
complejos. En algunas ocasiones, por comodidad, nos cen-

3
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traremos en el caso complejo, y lo advertiremos previamente,
sin perjuicio de que los resultados expuestos, pudieran ser
mayoritariamente válidos considerando un cuerpo arbitrario.

De�nición 1.1 De�nimos un álgebra como un espacio vecto-
rial A, sobre K, dotado de una aplicación bilineal (a; b) ! ab;
de A � A en A; que llamaremos producto. El álgebra A será
pues real o compleja, en función de que el cuerpo base K sea R
o sea C, respectivamente.
En el caso particular de que el producto de un álgebra A

veri�que la propiedad asociativa, esto es, que (ab)c = a(bc) para
cualesquiera a; b; c 2 A, diremos que el álgebra A es asocia-
tiva.
De forma análoga, si se veri�ca que ab = ba; para cua-

lesquiera a; b 2 A, diremos entonces que el álgebra A es con-
mutativa.
Enfatizamos el hecho de que, a lo largo de esta Memoria,

cuando se haga referencia a un álgebra, A, no se sobreenten-
derá que dicha álgebra sea asociativa salvo, claro está, cuando
se especi�que que lo es1. Lo mismo ocurrirá con la propiedad
conmutativa.2

Se dice que el álgebra A tiene unidad, si existe algún ele-
mento e veri�cando que

ea = ae = a; para todo a 2 A,

en cuyo caso se dice que e es la unidad de A. Nótese que dicho
1Existen muchos textos y documentos en la literatura donde se supone

que, por defecto, las álgebras son asociativas. Las razones de esta particular
preferencia tienen que ver con la riqueza de propiedades de las que se
impregna la teoría vinculada a esta clase restringida de álgebras. Pero
nosotros consideraremos que, tal y como se anticipó en el Prólogo, no
existen razones naturales objetivas para exigir que las álgebras, en general,
sean obligatoriamente asociativas.

2Curiosamente, en relación con lo comentado en el pie de página ante-
rior, en los textos antes aludidos no se da por hecho que por defecto un
álgebra sea conmutativa.
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elemento e; si existe, ha de ser único (pues si e0 2 A veri�ca la
propiedad anterior, entonces e = ee0 = e0).

Todas las álgebras asociativas clásicas son álgebras en el
sentido establecido en la de�nición anterior. Sirvan de ejemplo
las álgebras de funciones, las de operadores o las de convolución.
Antes de dar ejemplos más generales de álgebras, debemos �jar
alguna notación.

Notación 1.2 Un álgebra asociativa que será relevante para
esta memoria es el álgebra L(X) de todos los operadores li-
neales T : X ! X sobre un espacio vectorial X. La composi-
ción de operadores de�ne un producto en L(X) de manera que,
si dim(X) > 1, se obtiene un álgebra que es asociativa, no con-
mutativa y con unidad (el operador identidad, I).

Ejemplos de álgebras en el sentido de la De�nición 1.1 son
todas aquellas que pueden enmarcarse en algunas de las clases
de álgebras que fueron mencionadas en el Prólogo, las cuales
son especialmente interesantes debido a sus aplicaciones. Las
álgebras genéticas, las álgebras de evolución o las álgebras de
Bernstein, determinan clases de álgebras no asociativas rele-
vantes, como también ocurre con las álgebras de Jordan, las
de Lie, las de potencias asociativas, las alternativas, o las �exi-
bles, cuyo interés matemático, como se sabe, es de primer orden.
Para evitar proporcionar aquí una lista de ejemplos tan larga
como poco exhaustiva, de álgebras que ejempli�quen algunas
de las muchas clases de álgebras no asociativas notables men-
cionadas, nos limitaremos a presentar algunas construcciones y
determinados casos particulares de ellas, que serán de utilidad
en esta Memoria, que como ya se ha dicho se encuadra en el
marco teórico � más abstracto� de la teoría. El lector que de-
see conocer ejemplos clásicos de álgebras no asociativas puede
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encontrarlos en abundancia consultando los siguientes textos:
[25, 32, 34, 51, 60, 63, 76, 80].

Ejemplo 1.3 Algunos ejemplos de álgebras, son los que se
muestran seguidamente.

1. Se dice que un álgebra es de potencias asociativas si
la subálgebra generada por un elemento arbitrario de la
misma es asociativa. La clase de las álgebras de poten-
cias asociativas es muy amplia. De hecho contiene, entre
otras, a la clase de las álgebras de Jordan y a la de las
álgebras de Lie (véase el diagrama que aparece en [50, p.
10]). Para obtener ejemplos de álgebras de potencias aso-
ciativas, hagamos notar que la simetrizada de un álgebra
asociativa da lugar a un álgebra de potencias asociativas,
que por lo general no es asociativa. Recordemos que la
simetrizada de un álgebra A se de�ne como el álgebra
que resulta de reemplazar el producto original de A (que
denotamos por yuxtaposición) por este otro:

a � b = 1

2
(ab+ ba); para cualesquiera a; b 2 A:

El proceso de simetrización se convertirá en la herra-
mienta idónea para poder disfrutar de la propiedad con-
mutativa cuando, a priori, no se disponga de ella.

Presentamos ahora el método más natural para construir
un álgebra y, por ello, el que probablemente sea el pro-
cedimiento más antiguo. Consiste en lo siguiente:

2. SeaA un espacio vectorial y �jemos una base, feigi2I : En
relación con la base pre�jada, podemos de�nir una tabla
de multiplicación, determinando las expresiones

eiej =
X
k2I

�kijek;
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tras establecer el valor de los �kij 2 K, para cualesquiera
i; j; k 2 I; de manera que, �jados i y j; sólo un número
�nito de escalares �kij sean no nulos. A las constantes
�kij 2 K se las llama constantes de estructura del ál-
gebra A respecto de la base feigi2I .
De�nida una tabla de multiplicación, por bilinealidad, se
obtiene un producto en A; y por tanto A se convierte en
un álgebra en el sentido de la De�nición 1.1. Lo excep-
cional será que dicho producto resulte ser asociativo.3

A continuación materializamos esta construcción con un
ejemplo de gran importancia, desde el punto de vista
matemático e histórico. Se trata de un álgebra que de-
termina una extensión no asociativa de los cuaternios, y
constituye un ejemplo relevante de sistema de números
hipercomplejos.

3. El álgebra de Cayley o álgebra de los octoniones O,
fue descubierta por John T. Graves en 1843 (según docu-
mentación epistolar de John T. Graves a William R.
Hamilton datada en los años 1843 y 1844), e indepen-
dientemente por Arthur Cayley (publicación de 1845).
Dicha álgebra consiste en el espacio vectorial real con
base f1; e1; e2; :::; e7g ; donde 1 designará la unidad del
álgebra, y cuyo producto se deriva de la siguiente tabla

3De ahí que suponer que la asociatividad de un álgebra está garanti-
zada, no sea una cuestión tan «natural» .
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de multiplicación:

1 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

1 1 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7
e1 e1 �1 e4 e7 �e2 e6 �e5 �e3
e2 e2 �e4 �1 e5 e1 �e3 e7 �e6
e3 e3 �e7 �e5 �1 e6 e2 �e4 e1
e4 e4 e2 �e1 �e6 �1 e7 e3 �e5
e5 e5 �e6 e3 �e2 �e7 �1 e1 e4
e6 e6 e5 �e7 e4 �e3 �e1 �1 e2
e7 e7 e3 e6 �e1 e5 �e4 �e2 �1

El álgebra de los octoniones es no asociativa pues
(e1e2) e3 = e4e3 = �e6; siendo e1 (e2e3) = e1e5 = e6:
Según [8], esta observación fue hecha por Hamilton en
una carta a Graves, fechada en julio de 1844, acuñándose
allí el término «asociativo» , por lo que los octoniones
desempeñaron un papel primordial en clari�car la impor-
tancia del mismo. Posteriormente, la estructura de esta
controvertida álgebra4 fue clari�cada por Pascual Jordan
en 1932. �

4Como se muestra en [8], en diciembre de 1843, Graves comunica a
Hamilton el hallazgo de los octoniones, cuya teoría desarrollaría después
en tres cartas de enero de 1844, si bien no publicaría estos resultados hasta
1848. En 1945 Arthur Cayley redescubre los octoniones publicando este
hecho en una nota marginal de su artículo �On Jacobi�s Elliptic Func-
tions�(trabajo que contenía tal cantidad de errores que fue omitido de la
colección de sus obras completas [18], excepto en la parte relativa a los
octoniones). Este artículo apareció en la revista Philosohical Magazine en
el volúmen de marzo (de 1945), y en el número siguiente apareció una
reseña de Graves reivindicando su autoría sobre los octoniones. También
Hamilton, esta vez en la revista Royal Irish Academy, con�rma, en una
nota de junio de 1847, la autoría de Graves sobre los ya denominados
«números de Cayley» (que paradójicamente se basan en ideas de C. F.
Degen de 1818).
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Las aplicaciones naturales entre dos álgebras A y B son
aquellas que además de ser lineales (para preservar la estruc-
tura de espacio vectorial) son también multiplicativas, lo que
garantiza la compatibilidad con el producto. Se motiva así la
siguiente de�nición relativa a los operadores que respetan las
estructuras algebraicas ambientales que nos ocupan.

De�nición 1.4 Sean A y B dos álgebras sobre el mismo cuerpo
base K. Una aplicación � : A ! B se dice que es un homo-
mor�smo de K�álgebras, homomor�smo de álgebras o sim-
plemente homomor�smo, si � es una aplicación lineal tal que
�(ab) = �(a)�(b); 8a; b 2 A:
Si un homomor�smo � : A ! B es inyectivo, se dirá que

es un monomor�smo, y si es sobreyectivo, se dice que es un
epimor�smo de álgebras. Finalmente, si el homomor�smo � es
biyectivo, se dirá entonces que � es un isomor�smo. Se dice que
las álgebras A y B son isomorfas si existe algún isomor�smo
entre ellas.

Nótese que, de la de�nición anterior se deduce de manera
inmediata, que la composición de homomor�smos es otro ho-
momor�smo.

1.2 Álgebras normadas completas

De todas las normas que podamos de�ninir en un álgebra, nos
interesarán sólo aquellas que convivan en armonía con el pro-
ducto dado en ella, en el sentido que se de�ne a continuación.

De�nición 1.5 Un álgebra normada es un álgebra A dotada
de una norma de álgebra, esto es, una norma k�k tal que:

kabk � kak kbk ; 8a; b 2 A: (1.1)
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La desigualdad anterior se conoce como propiedad sub-
multiplicativa de la norma. Esta propiedad no es más que
la continuidad del producto (salvo renormación equivalente si
se requiriese5).
Un álgebra normada completa es un álgebra provista de

una norma de álgebra que es completa.
Nótese que un álgebra de Banach en el sentido clásico de

[13, 21, 61] no es más que un álgebra asociativa normada com-
pleta, y por tanto un tipo particular de álgebra normada com-
pleta.

Si A es un álgebra normada no completa, cuya norma de-
notamos por k�k ; y si ( bA; k�k0) es la completación del espacio
normado (A; k�k) entonces, de forma natural, podemos dotar
a bA de un producto que extienda al de A y haga que k�k0 se
convierta en una norma de álgebra en bA. Este procedimiento se
denomina completación del álgebraA. Para de�nir el producto
de dos elementos ba, bb 2 bA ; tomamos dos sucesiones an y bn de
elementos de A tales que an ! ba y bn ! bb respecto de k�k0 :
Se demuestra sin di�cultad que la sucesión anbn es de Cauchy
en ( bA; k�k0) por lo que converge a algún elemento bc 2 bA: Final-
mente se comprueba que bc no depende de las sucesiones an y bn
consideradas, lo que nos permite �nalmente de�nir babb = bc: Se
tiene así el siguiente resultado, que no es más que [13, Propo-
sition I.1.12], haciendo la observación de que allí no se requiere
la asociatividad.

Teorema 1.6 Toda álgebra normada (A; k�k) puede ser com-
pletada. Esto es, existe un álgebra normada completa ( bA; k�k0);
que contiene a A como subálgebra densa y cuya norma ex-
tiende a la original, lo que signi�ca que la aplicación identidad

5Para conseguir que en una expresión del tipo kabk � M kak kbk ; po-
damos considerar que M = 1.
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i : (A; k�k)! ( bA; k�k0), es una isometría, siendo el álgebra i(A)
densa en bA.
Si, de manera canónica, dotamos de una norma de álgebra

completa a las álgebras del Ejemplo 1.3 obtenemos el próximo
ejemplo. Previamente, establecemos la siguiente notación:

Notación 1.7 Dado un espacio normado X (que suponemos
no trivial) denotamos por L(X) al álgebra de todos los ope-
radores lineales y continuos T : X ! X: Dicha álgebra es
un álgebra normada con la norma de operadores, dado que si
T; S 2 L(X); entonces kTSk � kTk kSk ; como se comprueba
fácilmente. Además el álgebra L(X) es completa si y sólo si el
espacio normado X lo es.

Ejemplo 1.8 Algunos ejemplos de álgebras normadas comple-
tas son los siguientes:

1. La simetrizada de un álgebra de Banach es un álgebra
normada completa de potencias asociativas.

2. Un álgebra normada �nito dimensional es un álgebra nor-
mada completa. En particular, el álgebra de los octo-
niones lo es, provista de la norma de álgebra dada por:

kx01+ x1e1 + x2e2 + � � �+ x7e7k :=
q
x20 + x

2
1 + � � �+ x27;

para cada x01+ x1e1 + x2e2 + � � �+ x7e7 2 O: La norma
de�nida satisface particularmente que kabk = kak kbk,
para cualesquiera a; b 2 O, por lo que se dice que el álge-
bra de los octoniones es absolutamente valuada. �
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1.3 Subálgebras e ideales

Si M es un subespacio vectorial de un álgebra A, diremos que
M es una subálgebra de A si MM � M; donde como es ha-
bitual, si B y C son subconjuntos arbitrarios de A, denotamos
por BC al subconjunto de A dado por:

BC := fbc : b 2 B; c 2 Cg:
Por tanto, toda subálgebra de un álgebra A es de manera na-
tural un álgebra cuyo producto se «extiende» al producto de
A.

Si, dada un álgebra A y un subespacio M del espacio vec-
torial subyacente a A, nos preguntamos ahora qué propiedades
ha de veri�car M para que la identidad

(a+M)(b+M) = ab+M; (a; b 2 A);
de�na un producto en el espacio vectorial cociente A=M; es
fácil comprobar que la respuesta es la siguiente: A=M es un
álgebra con el producto mencionado si, y sólo si, el subespacio
vectorial M es tal que AM � M y MA � M: Un subespacio
M con dicha propiedad es a lo que llamamos ideal de A:
Nótese que el producto anterior es el único producto en

A=M que hace que la proyección canónica � : A ! A=M sea
un homomor�smo de K�álgebras.

Es evidente que, por paso a cociente, podemos construir
nuevas álgebras a partir de los ideales de un álgebra.
A continuación presentamos algunos ejemplos de ideales que

serán relevantes para nuestros desarrollos.

Ejemplo 1.9 Ideales con signi�cado teórico son los siguientes:

1. Si � : A ! B es un homomor�smo entre las álgebras A y
B; entonces su núcleo, esto es, el subespacio

ker � := fa 2 A : �(a) = 0g ;
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es un ideal del álgebra A: En consecuencia, A= ker �
es un álgebra. Además, el homormor�smo � induce un
monomor�smo e� : A= ker � ! B que es el de�nido comoe�(a + ker �) = �(a); para cada a 2 A; de manera que �
factoriza como � = e��; donde � : A ! A= ker � es la
proyección canónica.
Por otra parte, cuando A y B son álgebras normadas y
� es un homomor�smo continuo, entonces el ideal ker � es
cerrado, y de ahí que la cerrabilidad del núcleo sea una
condición necesaria para la continuidad de un homomor-
�smo.

2. Si A y B son álgebras normadas, y si � : A ! B es un
homomor�smo, entonces el subespacio separador de �
es un ideal cerrado de B. Como se sabe, el subespacio
separador es el conjunto:

s(�) := fb 2 B : 9an 2 A; an ! 0; tal que �(an)! bg :

�

Quizás proceda recordar en este momento, en relación con
el ejemplo anterior, que el interés del subespacio separador se
pone de mani�esto con el Teorema de la Grá�ca Cerrada, que
establece que un operador lineal 	 : X ! Y entre dos espacios
de Banach X e Y es continuo si y sólo si s(	) = f0g:

Como veremos, a veces es conveniente considerar subespa-
cios que se comportan como ideales unilateralemente, aunque
no lleguen a ser un ideal. Por esta razón, se de�ne el concepto
de ideal por un lado de la siguiente manera.

Se dice que un subespacio M de un álgebra A es un ideal
por la izquierda (o un ideal izquierdo) de A si AM �M: De
idéntica manera, se dice queM es un ideal por la derecha (o un
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ideal derecho) de A si MA �M: Por tanto, un ideal de A no
es más que un subespacio deA que es a la vez un ideal izquierdo
y derecho. Habitualmente, en virtud de estas de�niciones, los
ideales también son denominados ideales biláteros.

Dado que la intersección de una familia de subálgebras o
de ideales (por la izquierda, por la derecha, biláteros) sigue
siendo una subálgebra o un ideal (con la misma propiedad),
respectivamente, queda motivada la siguiente de�nición.

De�nición 1.10 Sea A un álgebra, y sea X un subconjunto
no vacío de A. El ideal izquierdo (resp. derecho, o bilátero)
generado por X es la intersección de todos los ideales izquier-
dos (resp. derechos, o biláteros) de A que contienen a X: Dicho
ideal, que es el más pequeño ideal izquierdo (resp. derecho o
bilátero) de A que contiene a X se denota por hXiizq (resp.
hXider, o hXi). De forma análoga se de�ne la subálgebra ge-
nerada por X:

Diremos que un ideal M (resp. ideal por la izquierda o por
la derecha) de un álgebra A es propio si está contenido en A
estrictamente.
También diremos que M es un ideal (resp. por la izquierda,

por la derecha) maximal, si es propio y no está contenido en
ningún otro ideal (resp. por la izquierda, por la derecha) propio.
Un álgebra A se dice que es simple, si su producto no es

cero y no contiene ideales propios no nulos.

Sea A un álgebra normada, y sea M un ideal (por la
izquierda, por la derecha o bilátero) de A. Si denotamos por
M a la clausura de M , es inmediato comprobar que M es un
ideal (por la izquierda, por la derecha, bilátero) de A.

SiA es un álgebra con unidad, cabría pensar que la clausura
de un ideal propio debe ser también un ideal propio. Pero vere-
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mos que para tener garantizada una propiedad que a priori es
tan natural, se requiere estar en ambientes de cierto privilegio.
La complitud sirve para garantizar dicha disposición, como se
muestra a continuación siguiendo [78, Corollary 6]. Previamente
debemos �jar alguna notación.

Notación 1.11 Sea A un álgebra, y sea a 2 A. De�nimos las
potencias por la izquierda del elemento a como sigue:

a1izq := a; a2izq := aa; :::; a
n+1
izq := aa

n
izq (n > 1) :

De manera análoga, se de�nen las potencias por la derecha
del elemento a 2 A por las relaciones:

a1der := a; a2der := aa; :::; a
n+1
der := a

n
dera (n > 1) :

Si A posee una unidad e, notaremos a0 := e para todo a 2 A.
Por otra parte, para un elemento arbitrario a de un álgebra

normada A, el conjunto:

BA (a; r) = fb 2 A : kb� ak < rg

denotará la bola abierta centrada en a de radio r > 0:

Proposición 1.12 Sea A un álgebra normada con unidad, e:
Consideremos la siguientes a�rmaciones:

(a) Las series
P1

n=0 a
n
izq y

P1
n=0 a

n
der son convergentes, para

cada a 2 A, con kak < 1:

(b) Para cada a 2 BA (e; 1), el ideal por la izquierda y el ideal
por la derecha generados por a coinciden con A.

(c) Si M es un ideal por la izquierda o bien por la derecha
de A, entonces M es propio si y solo si d(e;M) � 1:

(d) Si M es un ideal por la izquierda o bien por la derecha
de A, entonces M es propio si y solo si M es propio.
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(e) Cualquier ideal maximal por la izquierda o bien por la
derecha de A es cerrado.

Entonces (a)) (b), (c), (d), (e). Si A es asociativa,
entonces también (b)) (a):
Además, si A es completa, entonces todas las a�rmaciones

anteriores se veri�can.

Demostración. Para probar (a)) (b), sea a 2 BA (e; 1). Como
ke� ak < 1 tenemos que, por hipótesis, u :=

P1
n=0 (e� a)

n
izq y

v :=
P1

n=0 (e� a)
n
der son elementos de A puesto que las series

que los de�nen son convergentes en A. Dado que

u(e� a) =
1X
n=0

(e� a)nizq (e� a) = u� e;

se tiene que ua = e: Análogamente av = e: En consecuencia,
haiizq = A = haider.
Para probar (b) ) (c), sea M un ideal izquierdo o derecho

del álgebra A. Si d(e;M) � 1 entonces e =2 M y por tanto
M es propio; por otro lado, si fuese d(e;M) < 1, existirá al-
gún m 2 M tal que ke�mk < 1 en cuyo caso, por hipótesis,
hmiizq = hmider = A, luego M no sería propio. Esto prueba
que si M es propio entonces d(e;M) � 1:
La implicación (c)) (d) se deduce trivialmente de la igual-

dad d(e;M) = d(e;M); mientras que la implicación (d) ) (e)
es obvia.
Para probar (e) ) (b); sea a 2 A tal que ke� ak < 1. Si

haiizq es propio entonces, por el lema de Zorn, existe un ideal
izquierdo maximal, M; que contiene a haiizq : Puesto que

(e� a)� (e� a)nder =
n�1X
k=1

(e� a)kder a 2 haiizq ;

tenemos que (e� a) � (e� a)nder 2 M: Pero, por hipotesis, M
es cerrado y ke� ak < 1, de donde concluimos que e 2M , una
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contradicción que muestra que haiizq = A. Un razonamiento
análogo probaría que haider = A.
Si el álgebra A es asociativa entonces las a�rmaciones (a) y

(b) son equivalentes, como se deduce de [61, Proposition 2.2.7,
Corollary 2.4.8].
Finalmente, si A es completa, entonces la a�rmación (a) se

veri�ca trivialmente, y con ella todas las demás. �

Comenzábamos la sección argumentando que un ideal de un
álgebra A es un subespacio M que es tal que la igualdad

(a+M)(b+M) = ab+M; (a; b 2 A);

de�ne un producto en el espacio vectorial cociente A =M:
Si M es un ideal y deseamos que el álgebra cociente A =M

tenga unidad, u+M; lo que hemos de exigirle a M es que sea
un ideal modular, en el sentido que se establece a continuación.

De�nición 1.13 Sea A un álgebra y sea M un subespacio de
A.

(a) Se dice que M es un ideal modular por la izquierda de
A si M es un ideal por la izquierda, y para él existe una
unidad modular por la derecha, esto es, un elemento
u 2 A tal que a � au 2 M para todo a 2 A. De manera
análoga, un ideal modular por la derecha de A es un
ideal por la derecha de A para el que existe una unidad
modular por la izquierda, es decir, un elemento u 2 A
tal que a� ua 2M; para todo a 2 A:

(b) Se dice que M es un ideal modular por un lado si M es
un ideal modular por la izquierda (con unidad modular
por la derecha u) o bien un ideal modular por la derecha
(con unidad modular por la izquierda u), en cuyo caso se
dice que u es una unidad modular por un lado de M .
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(c) SiM es un ideal bilátero deA, y existe un elemento u 2 A
tal que, tanto a� au como a� ua pertenecen a M , para
todo a 2 A, diremos queM es un ideal modular bilátero
de A, y que u es una unidad modular para M .

En particular, si un álgebra A posee una unidad e, entonces
cualquier ideal de A puede recibir el cali�cativo de modular sin
más que tomar en la de�nición anterior u = e.

La Proposición 1.12 se establece en términos de ideales
modulares de la siguiente forma (siguiendo las ideas de [78,
Proposition 7]).

Proposición 1.14 Sea A un álgebra normada. Consideremos
las siguientes a�rmaciones:

(a) Las series
P1

n=1 a
n
izq y

P1
n=1 a

n
der son convergentes, para

cada a 2 A, con kak < 1:

(b) Si un ideal modular por la izquierda (resp. derecha) M
tiene una unidad modular por la derecha (resp. izquierda)
u tal que kuk < 1, entonces M = A.

(c) SiM es un ideal modular por la izquierda (resp. derecha)
de A, y u es una unidad modular por la derecha (resp.
izquierda) para M , entonces M es propio si y solo si
d(u;M) � 1:

(d) SiM es un ideal modular por la izquierda (resp. derecha)
de A, entonces M es propio si y solo si M es propio.

(e) Cualquier ideal modular por la izquierda (o por la
derecha) maximal de A es cerrado.

Entonces (a)) (b), (c), (d), (e): Si A es asociativa,
entonces también (b)) (a):
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Además, si A es completa, entonces todas las a�rmaciones
anteriores se veri�can.

Demostración. Para probar (a) ) (b), supongamos que M es
un ideal modular por la izquierda con unidad modular por la
derecha u 2 BA(0; 1). Nótese que A(1� u) �M: Además, por
ser kuk < 1; se tiene por hipótesis que

P1
n=1 u

n
der 2 A de donde

u = (
P1

n=1 u
n
der) (1�u) 2M: En consecuenciaM no es propio,

pues para cada a 2 A se tiene que

a = (a� au) + au 2M +M =M:

Razonamos de forma análoga si M es un ideal modular por la
derecha.
Para probar (b) ) (c); supongamos que M es un ideal

modular por un lado, y sea u una unidad modular por un lado,
de M . Si fuese d(u;M) < 1, deberá existir algún m 2 M con
ku�mk < 1: Como u � m es también una unidad modular
para M , por hipótesis M = A, de donde se deduce que M es
propio si, y sólo si d(u;M) � 1:
La implicación (c) ) (d) se obtiene del hecho de que si M

es un ideal modular por un lado, con unidad modular por un
lado u; entonces M es un ideal del mismo tipo con la misma
unidad modular, siendo además d(u;M) = d(u;M):
La implicación (d)) (e) es trivial.
Veamos ahora que (e) ) (b): Para ello, sea M un ideal

modular por la izquierda, con unidad modular derecha u; siendo
kuk < 1: Si M es propio entonces, por el Lema de Zorn, M es-
taría contenido en un ideal modular izquierdo maximalM0; que
por hipótesis, sería cerrado. Pero, al ser kuk < 1; se tiene que

u = lim
n!1

(u� under) = lim
n!1

n�1X
k=1

ukder(1� u) 2M;

por lo que concluimos que u 2 M0; lo que contradice la maxi-
malidad de M0, probando que M = A.
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Para �nalizar, mostramos que si el álgebra A es asociativa
entonces las a�rmaciones (a) y (b) son equivalentes, hecho que
se obtiene concatenando dos resultados de [61], la Proposición
2.2.7 (en su equivalencia (a)() (d)) y el Corolario 2.4.8.
El resto es obvio. �

Como quiera que cuando un álgebra posee unidad, el adje-
tivo modular es innecesario, la Proposición 1.12 podría haberse
deducido de la Proposición 1.14, si bien hemos introducido aquí
una prueba directa por su interés metodológico.
Nótese también que las dos proposiciones anteriores advier-

ten, una vez más, de la posibilidad de extender de forma natural
a un contexto más general (el no asociativo), diversos resulta-
dos clásicos de la teoría espectral asociativa. De hecho, a la
vista está que muchos de estos resultados no están ligados a
las propiedades del producto de�nido en el álgebra donde se
aplican.
A partir de las proposiciones anteriores, deducimos de

manera obvia lo que se va a a�rmar en el siguiente resultado en
relación con los ideales biláteros; información que complemen-
tamos con lo ya probado para los ideales por un lado.

Corolario 1.15 Sea A un álgebra normada completa. Entonces
los ideales modulares maximales (por la izquierda, por la
derecha o biláteros) de A son cerrados. En consecuencia, si A
tiene unidad entonces los ideales maximales (por la izquierda,
por la derecha o biláteros) también son cerrados.

1.4 Unitización de un álgebra

El concepto de unidad es inherente a la de�nición de inverso,
y este último al de espectro. El problema de que un álgebra A
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carezca de unidad se solventa en buena medida gracias al pro-
ceso de unitización del álgebra dada, que consiste en construir
la más pequeña álgebra con unidad, A1; que contiene al álgebra
A como ideal.
Para ello, consideremos el espacio vectorial A � K1, en

donde se de�ne el producto

(a+ �1) (b+ �1) := ab+ �a+ �b+ ��1;

para cualesquiera a; b 2 A; y �; � 2 K: Se obtiene así el álgebra
que denotamos como A1 := A � K1; cuya unidad es 1, que
recibe el nombre de unitización deA, álgebra unitizada deA, o
envolvente unital del álgebra A: La aplicación a 7! a � a+01
es trivialmente un monomor�smo de A en A1, que nos permite
identi�car A con su imagen, y comprobar que A es un ideal
maximal del álgebra unitizada A1:
Nótese que A1 es asociativa si, y sólo si, A lo es.
Si A es un álgebra normada, con norma de álgebra k�k ;

entonces la unitización A1 puede dotarse de manera natural de
la siguiente norma de álgebra (que abusando del lenguaje, será
representada también por k�k):

ka+ �1k := kak+ j�j :

Se convierte así A1 en un álgebra normada unital (es decir,
posee unidad y su norma es 1), que será completa si y sólo si
A lo es.

1.5 Complexi�cación de un álgebra real

Dada un álgebra real A, el álgebra compleja más pequeña que,
vista como real, contiene a A como subálgebra, se llama com-
plexi�cación de A y se construye como sigue: de�nimos el es-
pacio vectorial complejo AC dado por

AC := A� iA = fa+ ib : a; b 2 Ag ;
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donde i denota la unidad imaginaria del cuerpo de los números
complejos, y la suma y el producto por escalares se de�nen
como:

(a+ ib) + (c+ id) = (a+ c) + i(b+ d); (a; b; c; d 2 A)
(r + is) (a+ ib) = ra� sb+ i(rb+ sa); (r; s 2 R; a; b 2 A).

Ahora, de�nimos el producto de dos elementos de AC de la
siguiente manera:

(a+ ib) (c+ id) = ac� bd+ i(ad+ bc); 8a; b; c; d 2 A.

Se dota así a AC de estructura de C�álgebra, y se dice que
AC es la complexi�cación de A.
Algunos hechos de interés relativos a la complexi�cación de

un álgebra real A son los siguientes:

1. A tiene unidad si, y sólo si, AC la tiene, en cuyo caso la
unidad es la misma para ambas álgebras.

2. AC es asociativa, si y sólo si A lo es.

3. La unitización de la complexi�cación de un álgebra real
A es isomorfa a la complexi�cación de la unitización de
dicha álgebra, es decir:

(AC)1 �= (A1)C :

Éste es un hecho que se comprueba sin di�cultad.

4. Si el álgebra real A es un álgebra normada respecto de la
norma k�k, entonces el álgebra complexi�cada AC tam-
bién puede dotarse de una norma de álgebra k�k0 tal que
kak0 = kak, 8a 2 A . Además la norma de AC será com-
pleta si y sólo si la norma de A lo es (véase [13, Proposi-
tion I.13.5], donde la asociatividad es irrelevante).
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5. Si A y B son álgebras reales y � : A ! B es un homomor-
�smo entonces � induce un homomor�smo �C : AC ! BC
que es el de�nido como:

�C(a+ ib) := �(a) + i�(b); (a; b 2 A):

En el caso de que las álgebras A y B sean normadas, se
tiene que � es continuo si, y sólo si, �C lo es.

1.6 ¿Qué entendemos por elemento in-
vertible?

Recordemos que si B es un álgebra asociativa con unidad, un
elemento b 2 B se dice que es invertible si existe otro elemento
c 2 B tal que:

bc = cb = e: (1.2)

En caso de que exista, tal elemento c es único. En efecto, si exis-
tiesen elementos c1 y c2 en B tales que bc1 = e = c2b; entonces,
en virtud de la asociatividad del producto, se tendría que:

c1 = ec1 = (c2b)c1 = c2(bc1) = c2e = c2:

El único elemento c satisfaciendo (1.2) se representa por b�1 y
se llama el inverso de b. El conjunto de todos los elementos de
B que son invertibles se denota por Inv(B):

Si ahora consideramos un álgebra arbitraria A (posible-
mente no asociativa), provista de unidad, e; y tomamos un
elemento b 2 A; resulta que, en caso de que exista un elemento
c 2 A tal que bc = cb = e; dicho elemento no tiene por qué ser
único (de hecho, es fácil construir tablas de multiplicación en
las que se presente esta patología). De esta manera, para poder
ampliar la teoría espectral clásica al ambiente no asociativo,
habremos de poner especial atención en de�nir el concepto de
elemento invertible.
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Por lo anteriormente expuesto, conviene reformular (de
forma equivalente) la noción de elemento invertible en un álge-
bra asociativa con unidad, de modo que la reformulación con-
siderada se pueda desproveer de la asociatividad sin ninguna
di�cultad.

Históricamente este problema se ha abordado mediante la
observación que vamos a recoger en la siguiente proposición.
Previamente �jamos la notación requerida.

Notación 1.16 Si A es un álgebra, y �jamos un elemento
a 2 A, se de�nen los operadores de multiplicación por la
izquierda y por la derecha por el elemento a; respectivamente,
como los operadores La; Ra : A ! A dados por La(b) = ab
y Ra(b) = ba; para cada b 2 A. Puesto que son operadores
lineales tenemos que La; Ra 2 L(A); para cada a 2 A: En
caso de que A sea un álgebra normada, es elemental compro-
bar que dichos operadores también son continuos, por lo que
La; Ra 2 L(A):

Proposición 1.17 Si B es un álgebra asociativa con unidad,
entonces un elemento b 2 B es invertible si, y sólo si, los opera-
dores de multiplicación Lb y Rb son biyectivos.

Demostración. Nótese que si b 2 B es invertible entonces los
operadores de multiplicación Lb y Rb son biyectivos de manera
obvia, pues L�1b = Lb�1 y R

�1
b = Rb�1 : Recíprocamente, si Lb y

Rb son biyectivos, entonces por la asociatividad de B se obtiene
sin di�cultad que L�1b (e) = R

�1
b (e) = b

�1. �

Lo que acabamos de demostrar es que si B es un álgebra
asociativa con unidad, entonces b 2 B es invertible en el álgebra
B si y sólo si, los operadores Lb y Rb son invertibles en L(B):

Lo establecido en la proposición anterior invita a desproveer



Introducción a la teoría espectral no asociativa 25

de la asociatividad la noción de elemento invertible conforme a
lo que allí se dice. Queda pues motivada la siguiente de�nición
ya considerada, de alguna manera, por A. A. Albert, R. D.
Schafer y F. B. Wright en la primera mitad del siglo pasado
[5, 72, 81]. No obstante, hay que reconocer que en la literatura
siempre se pasó de soslayo sobre este tema, lo que hace que la
de�nición que presentamos a continuación sea en cierto modo
«original» , como también lo es la noción de espectro asocia-
da a ella, que vamos a establecer en la próxima sección con el
nombre de m�espectro.

De�nición 1.18 Sea A un álgebra con unidad. Diremos que
a 2 A es multiplicativamente invertible (abreviadamente
m-invertible) cuando los operadores La y Ra sean biyectivos.
Al conjunto de los elementos m-invertibles del álgebra A lo
denotaremos por m� Inv(A):

Acabamos de establecer que si A es un álgebra con unidad,
entonces a 2 A es invertible en el álgebra A si y sólo si, los
operadores La y Ra son invertibles en L(A) (que es un álgebra
asociativa con independencia de que A lo sea o no). Así pues,
disfrutaremos de las prebendas de haber diferido el problema
de la invertibilidad del caso no-asociativo al asociativo.

En virtud de la Proposición 1.17, si B es un álgebra asocia-
tiva con unidad, entonces un elemento es invertible si y sólo si
es m-invertible, por lo que Inv(B) = m� Inv(B).

Sea A es un álgebra arbitraria con unidad. Una disfunción
de la de�nición anterior, en relación a lo que acontece en el caso
asociativo, es que el producto de dos elementos m-invertibles, de
A, puede no ser m-invertible como mostramos a continuación.

Ejemplo 1.19 Consideremos el espacio vectorial complejo A
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con base fe; a; b; cg; provisto con el producto determinado por
la siguiente tabla de multiplicación:

e a b c

e e a b c
a a b c e
b b c e a
c c e a 0

Se dota así a A de estructura de álgebra no asociativa, pues
c(cb) = ca = e, mientras que (cc)b = 0b = 0: Nótese que los
elementos a y b son m-invertibles y c = ab no lo es, pues el
elemento b no se encuentra en el rango de Lc ni en el de Rc. �

Sin embargo, y ahora en concordancia con el caso asociativo,
en presencia de complitud, sí que se obtiene la siguiente impor-
tante, y por tanto deseable, propiedad del conjuntom�Inv(A):

Proposición 1.20 Si A es un álgebra normada completa con
unidad, entonces el conjunto m� Inv(A) es abierto.

Demostración. Si a 2 A es m-invertible, entonces La y Ra son
elementos invertibles en el álgebra de Banach L(A); luego, por
[13, Theorem I.2.11], las bolas abiertas BL(A)(La; kL�1a k

�1
) y

BL(A)(Ra; kR�1a k
�1
) están contenidas en el conjunto Inv(L(A))

de los elementos invertibles de L(A). Consecuentemente, si

0 < r � minf


L�1a 

�1 ; 

R�1a 

�1g;

y si b 2 BA(a; r), entonces los operadores Lb y Rb pertenecen
a Inv(L(A)); y en consecuencia b es m-invertible en A. Esto
prueba que el conjunto m � Inv(A) es un abierto, como de-
seábamos probar. �
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Hagamos notar que la proposición anterior nos muestra en
particular que:

BA(e; 1) � m� Inv(A);

donde e denota a la unidad del álgebra A.

1.7 El m-espectro de un elemento

Siempre que dispongamos de una noción de elemento invertible
tendremos la correspondiente de�nición de espectro de un ele-
mento. La presente sección se dedica a establecer la noción de
espectro asociada a la De�nición 1.18, que vamos a denominar
m-espectro.

Recordemos que si B es un álgebra asociativa compleja con
unidad, entonces el espectro de un elemento b 2 B se de�ne
como:

�B(b) := f� 2 C : b� �e =2 Inv(B)g:

La de�nición de espectro de un elemento en un álgebra asocia-
tiva compleja sin unidad se remite a la unitización del álgebra
dada, mientras que el espectro de un elemento en un álgebra
asociativa real se de�ne como el espectro de dicho elemento en
la complexi�cación del álgebra considerada.6

En concordancia con el caso asociativo (que pretendemos
cubrir con nuestro desarrollo), establecemos la siguiente de�ni-
ción.

De�nición 1.21 Sea A un álgebra compleja con unidad
e. De�nimos el espectro multiplicativo (abreviadamente
m-espectro) de a 2 A como el conjunto �Am(a) de los � 2 C

6La razón de remitirse al caso complejo consiste en poder garantizar
que el espectro de un elemento sea no vacío, en presencia de una norma
de álgebra.
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tales que a� �e no es m-invertible. Por tanto:

�Am(a) := f� 2 C : La � �I o bien Ra � �I no es biyectivog :

Si A es un álgebra compleja sin unidad, entonces de�nimos
el m-espectro de a 2 A como el conjunto �A1m (a), donde A1
denota a la unitización de A. Finalmente, si A es un álgebra
real, entonces de�nimos el m-espectro de a 2 A como �ACm (a),
donde AC representa la complexi�cación de A.

La de�nición anterior motiva varias re�exiones. La primera
es que la Proposición 1.17 se reescribe como sigue: si B es un
álgebra asociativa, entonces

�B(b) = �Bm(b) (b 2 B);

lo que pone de mani�esto que el m-espectro que hemos de�nido
es una generalización, hasta el marco no asociativo, de la noción
de espectro de un elemento de un álgebra asociativa.
Otra cuestión de interés que motiva el nuevo espectro, tiene

que ver con el vínculo que mantiene, de manera natural, con
el espectro de un operador en el álgebra L(A): Como quiera
que el álgebra L(A) es asociativa, y su unidad es el operador
identidad I : A ! A; resulta que el espectro de un operador
T 2 L(A) se de�ne como:

�L(A)(T ) := f� 2 C : T � �I =2 Inv(L(A))g ;

lo que puede expresarse en los siguientes términos:

�L(A)(T ) = f� 2 C : T � �I no es biyectivog :
Por tanto, de la de�nición de m-espectro se desprende que, si A
es un álgebra compleja con unidad, entonces para cada a 2 A,

�Am(a) := �
L(A)(La) [ �L(A)(Ra): (1.3)

Un resultado trivial que vamos a codi�car por sus aplica-
ciones es el siguiente:
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Proposición 1.22 Si A es un álgebra con unidad, e; sobre un
cuerpo K, entonces

�Am(�a+ �e) = f��+ � : � 2 �Am(a)g; (a 2 A, �; � 2 K):

Demostración. El caso complejo es obvio, puesto que

�Am(�a+ �e) = �L(A)(L�a+�e) [ �L(A)(R�a+�e)
= �L(A)(�La + �I) [ �L(A)(�Ra + �I)
= f��+ � : � 2 �L(A)(La) [ �L(A)(Ra)g
= f��+ � : � 2 �Am(a)g:

El caso real se deduce del complejo, dado que �Am(�a + �e) =
�ACm (�a+ �e) para cualesquiera a 2 A, �; � 2 R. �

De otra parte, si A es un álgebra compleja que carece de
unidad, entonces

�Am(a) := �
A1
m (a) = �

L(A1)(La) [ �L(A1)(Ra);

hecho que sigue siendo válido en el caso real, por ser las álge-
bras (AC)1 y (A1)C isomorfas. El siguiente resultado nos mues-
tra cómo expresar el conjunto anterior sin necesidad de hacer
mención explícita del álgebra unitizada.

Proposición 1.23 Sea A un álgebra sin unidad, y sea A1 su
unitización. Entonces

�L(A)(La)nf0g = �L(A1)(La)nf0g;

para cualquier a 2 A: Similarmente:

�L(A)(Ra)nf0g = �L(A1)(Ra)nf0g:

En consecuencia,

�Am(a) = �
L(A)(La) [ �L(A)(Ra) [ f0g:
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Demostración. Supongamos que A es compleja. Sea � 2 Cnf0g:
Es fácil comprobar que el operador La��I : A ! A es inyectivo
si y solo si La � �I : A1 ! A1 lo es también. Análogamente
sucede con la sobreyectividad. De hecho, si La��I : A ! A es
sobreyectivo, entonces existe b 2 A tal que (La � �I)(b) = 1

�
a:

Por tanto
(La � �I)(b�

1

�
1) = 1;

de donde, de nuevo por la sobreyectividad de La � �I, de-
ducimos que el operador La � �I : A1 ! A1 también es
sobreyectivo. Recíprocamente, de la sobreyectividad del ope-
rador La � �I : A1 ! A1 se obtiene directamente la de
La � �I : A ! A. En consecuencia,

�L(A1)(La)nf0g = �L(A)(La)nf0g:

Similarmente

�L(A1)(Ra)nf0g = �L(A)(Ra)nf0g:

Por otra parte, dado que la unidad de A1 nunca está contenida
en el rango de La ni en el de Ra; tenemos que

0 2 �L(A1)(La) \ �L(A1)(Ra):

Puesto que, por de�nición,

�Am(a) := �
A1
m (a) = �

L(A1)(La) [ �L(A1)(Ra);

concluimos así que

�Am(a) = �
L(A)(La) [ �L(A)(Ra) [ f0g;

como se deseaba. El caso real se obtiene del complejo teniendo
en cuenta la identi�cación entre las álgebras (AC)1 y (A1)C. �

Como ya se ha comentado, cuando el álgebra A es normada,
tenemos adicionalmente que los operadores La y Ra pertenecen
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al álgebra asociativa normada de los operadores lineales y con-
tinuos L(A). Si además A es completa, entonces el Teorema
de los isomor�smos de Banach nos asegura que T 2 L(A)
es invertible en L(A) si, y sólo si, lo es en L(A): En términos
de espectros, esto se expresa diciendo que para cualquier ele-
mento a de un álgebra normada completa A, se tienen las dos
igualdades siguientes:

�L(A)(La) = �L(A)(La)

�L(A)(Ra) = �L(A)(Ra):

La igualdad (1.3) nos dice entonces que:

�Am(a) = �
L(A)(La) [ �L(A)(Ra):

Todas estas consideraciones quedan recogidas en el siguiente
corolario.

Corolario 1.24 Sea A es un álgebra normada completa, y sea
a 2 A: Entonces:

�Am(a)nf0g = [�L(A)(La) [ �L(A)(Ra)]nf0g:

De hecho, si A tiene unidad, entonces

�Am(a) = �
L(A)(La) [ �L(A)(Ra);

mientras que si no la tiene,

�Am(a) = �
L(A)(La) [ �L(A)(Ra) [ f0g:

A partir de [13, Theorem 1.5.8] y del Corolario 1.24 se ob-
tiene el siguiente resultado que pone de mani�esto el carácter
espectral de las álgebras normadas completas en el espíritu de
[61] (véase allí la Sección 2.2).
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Proposición 1.25 Sea A un álgebra normada completa, y sea
a 2 A: Entonces �Am(a) es un subconjunto compacto no vacío
de C: De hecho, j�j � kak ; para cualquier � 2 �Am(a):

Establecemos ahora la longitud del menor radio que ha de
tener un disco centrado en el origen para que contenga al m-
espectro de un elemento.

De�nición 1.26 SeaA un álgebra normada. De�nimos el radio
m-espectral de a 2 A como el valor 0 � �(a) � 1 dado por:

�(a) := sup
�
j�j : � 2 �Am(a)

	
:

Convendremos en de�nir �(a) = 0 si �Am(a) = ?:

Si el álgebra considerada es normada completa, entonces el
radio m-espectral de�nido anteriormente satisface una fórmula
análoga a la de Gelfand-Beurling, o fórmula del radio espectral,
que mostramos a continuación.

Proposición 1.27 Sea A un álgebra normada completa, y sea
a 2 A. Entonces

�(a) = max
n
lim
n!1

kLnak
1
n ; lim

n!1
kRnak

1
n

o
:

Demostración. De la fórmula de Gelfand-Beurling (véase [13,
Theorem 1.5.8]) se tienen las siguientes igualdades:

max
�
j�j : � 2 �L(A)(La)

	
= lim

n!1
kLnak

1
n ;

max
�
j�j : � 2 �L(A)(Ra)

	
= lim

n!1
kRnak

1
n :

La prueba se concluye considerando el Corolario 1.24. �
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Puesto que el concepto de m-espectro se expresa en térmi-
nos del espectro de los operadores de multiplicación, como se
ha mostrado en el Corolario 1.24, dedicaremos la siguiente sec-
ción a recordar algunos resultados clásicos relacionados con el
espectro de un operador, que nos serán de utilidad. También
abordaremos el concepto de operador espectralmente raro, para
tener un primer contacto con una noción que nuestra teoría es-
pectral hará a�orar en su momento.

1.8 Cuestiones colaterales: Operadores
espectralmente raros

En todo lo que sigue, X denotará un espacio vectorial com-
plejo. Nuestro primer objetivo en este apartado es establecer
la notación necesaria para hacer referencia a las partes más
relevantes del espectro de un operador lineal de�nido sobre el
espacio X; recordando algunas propiedades importantes de las
mismas. Posteriormente, presentaremos unos operadores muy
especiales que llamaremos espectralmente raros y que no han
sido estudiados previamente en la literatura.

Si T : X ! X es un operador lineal, partes destacadas del
espectro de T en L(X), esto es, del conjunto �L(X)(T ); son el
espectro puntual de T; que está dado por

�Xp (T ) := f� 2 C : T � �I no es inyectivog ;

así como el espectro sobreyectivo de T; que se de�ne como

�Xsu(T ) := f� 2 C : T � �I no es sobreyectivog :

Cuando no haya confusión con el espacio vectorial de referencia,
denotaremos los conjuntos anteriores simplemente como �p(T )
y �su(T ):Como se sabe,

�L(X)(T ) = �p(T ) [ �su(T ):
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En el caso en que X sea un espacio normado, y T : X ! X
un operador lineal y continuo, de�nimos el espectro puntual
aproximado del operador T como:

�ap(T ) := f� 2 C : T � �I no está acotado inferiormenteg :

Recordemos que T está acotado inferiormente si existe una
constante k > 0 tal que kTxk � k kxk ; para cada x 2 X: En
consecuencia si T no está acotado inferiormente entonces ha de
existir una sucesión xn en X tal que kxnk = 1 y Txn ! 0:
Análogamente, se de�ne el espectro de compresión del

operador T 2 L(X) como:

�com(T ) := f� 2 C : (T � �I)(X) no es denso en Xg :

En el caso particular de que X sea un espacio de Banach
recordamos que un operador lineal y continuo T : X ! X es
invertible en el álgebra de Banach L(X) si, y sólo si, T está
acotado inferiormente y tiene rango denso, lo que en términos
del espectro se expresa como sigue:

�L(X)(T ) = �ap(T ) [ �com(T ):
De las de�niciones anteriores se obtienen sin di�cultad las

siguientes relaciones de inclusión:

�p(T ) � �ap(T ) (1.4)

�com(T ) � �su(T ):

Hagamos notar que si X es un espacio de Banach y T 2 L(X)
entonces �com(T ) puede ser vacío, a diferencia de lo que ocurre
con �su(T ) y con �ap(T ): De hecho, si @�(T ) denota la frontera
de �L(X)(T ) se obtiene lo siguiente (véanse las Proposiciones
1.2.3 y 1.3.2 de [49]).

Proposición 1.28 SiX es un espacio de Banach, entonces para
cada T 2 L(X) se tiene que

@�(T ) � �ap(T ) \ �su(T ):
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En consecuencia, el conjunto �su(T ) no es vacío. Asimismo, el
conjunto �ap(T ) tampoco lo es.

La teoría de dualidad provee nuevas relaciones entre las
partes del espectro aludidas, y las correspondientes partes del
espectro del operador adjunto, T �: Recordemos que si X es un
espacio normado complejo, su dual topológico es el espacio X�

de los funcionales lineales y continuos f : X ! C:
El operador adjunto del operador T 2 L(X), se de�ne

como el operador T � 2 L(X�) dado por

T �(f) := fT; (f 2 X�) :

El siguiente resultado bien conocido, puede encontrarse en
[49, Proposition 1.3.1].

Proposición 1.29 SeaX un espacio de Banach. Cualquier ope-
rador T 2 L(X) veri�ca las siguientes propiedades:

(i) �p(T ) � �com(T �); y �com(T ) = �p(T �):

(ii) �su(T ) = �ap(T
�); y �ap(T ) = �su(T �):

(iii) �(T ) = �(T �):

Como hemos anunciado, �nalizamos esta sección mostrando
un tipo de operadores especiales que tendrán protagonismo en
esta Memoria. Para de�nirlos, necesitamos previamente con-
textualizarlos.

Si X es un espacio normado complejo que no es completo,
denotaremos por bX a su completación. Además, para cada ope-
rador T 2 L(X); denotaremos por bT a la única extensión lineal
y continua bT : bX ! bX del operador T : X ! X: Si X es
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completo, entonces obviamente consideraremos que X = bX y
T = bT :
De�nición 1.30 SeaX un espacio normado complejo. Diremos
que T 2 L(X) es espectralmente raro si

�Xsu(T ) \ �
bX(bT ) = ?:

Obsérvese que no existen operadores espectralmente raros
en L(X) cuando X es un espacio de Banach. De hecho, por
la Proposición 1.28, tenemos que @�(T ) � �su(T ), siendo el
conjunto @�(T ) no vacío, por lo que

@�X(T ) � �Xsu(T ) \ �X(T ) = �Xsu(T ) \ �
bX(bT ):

Consecuentemente, si X es un espacio normado de dimen-
sión �nita, entonces no existen operadores espectralmente raros
en L(X).

Si T 2 L(X) es espectralmente raro, y si � 2 C, se tiene
que la no biyectividad del operador bT��bI : bX ! bX asegura la
sobreyectividad de T ��I : X ! X. Igualmente, si el operador
T ��I : X ! X no es sobreyectivo, entonces bT ��bI : bX ! bX
debe ser biyectivo. Realmente, esta es una patología en cierto
modo «extraña» .

En el siguiente ejemplo mostramos la existencia de ope-
radores espectralmente raros.

Ejemplo 1.31 Sea X el espacio normado de las sucesiones
complejas casi-nulas fxngn2N dotado de la norma dada por

kfxngk =
1X
n=1

jxnj : Sea ej 2 X la sucesión casi nula dada por

ej = f�jngn2N donde �jn = 0; si n 6= j y �jj = 1: De�nimos en
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X la tabla de multiplicación siguiente:

e1 e2 e3 e4 e4 � � � ek ek+1 � � �
e1 e1 e2 e3 e4 e5 ek ek+1
e2 e2 0 e1 e2 e3 ek�2 ek�1
e3 e3 0 0 e1 e2 ek�3 ek�2
...

...
...

ek ek 0 0 0 0 0 e1
...

De este modo X se convierte en un álgebra normada. Nótese
que, si k > 1; entonces el operador Lek 2 L(X) es espectral-
mente raro. De hecho Lek es sobreyectivo, y si � 2 Cnf0g; en-
tonces Lek��I también lo es. Esta última a�rmación se deduce
de las siguientes igualdades válidas para cualquier � 2 Cnf0g;
habiéndose pre�jado un k > 1:

(Lek � �I)(�
ek

�2
� e1
�
) = e1;

(Lek � �I)(�
em
�
) = em; para cada 2 � m � k;

(Lek � �I)(�
ek+s
�
) = ek+s �

es
�
; para cada s � 1;

En consecuencia, �Xsu(Lek) = ?; por lo que Lek es espectral-
mente raro. �

En la siguiente Proposición probaremos que si un operador
T 2 L(X) es espectralmente raro, entonces, para todo � 2 C,
los operadores T��I : X ! X y bT��bI : bX ! bX tienen rango
denso, donde como es habitual bX denota la completación de X
y bT la única extensión lineal y continua de T a bX. Previamente,
hacemos la siguiente observación:
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Lema 1.32 Para todo T 2 L(X) se tiene que

�
bX
com(

bT ) = �Xcom(T ):
Demostración. Si el rango de T � �I es denso en X para algún
� 2 C, entonces, de la densidad de X en bX; y de la densidad
de (T � �I)(X) en X, se obtiene que el rango de bT � �bI es
denso en bX, por lo que � bXcom(bT ) � �Xcom(T ): Por el contrario,
si (bT � �bI)( bX) es denso en bX entonces, de la continuidad debT � �bI y de la densidad de X en bX; obtenemos la densidad de
(T � �I)(X) en X. �

Proposición 1.33 Si T 2 L(X) es espectralmente raro, en-
tonces

�Xcom(T ) = �
bX
com(

bT ) = ?:
Demostración. Dado T 2 L(X); por el lema anterior, se tiene
que �Xcom(T ) = �

bX
com(

bT ): Por otra parte �Xcom(T ) � �Xsu(T );
obviamente, y en consecuencia

�
bX
com(bT ) = �Xcom(T ) � �Xsu(T ) \ � bX(bT ):

Por tanto, si T es espectralmente raro, entonces

�Xcom(T ) = �
bX
com(

bT ) = ?:
�



CAPÍTULO 2

Álgebras de división.
Divisores Topológicos de

cero

Nuestro objetivo en este capítulo consistirá en comprobar si
determinados resultados relativos a álgebras de Banach, que
involucran a las álgebras de división, siguen siendo ciertos en
ausencia de asociatividad. Para ello tendremos previamente que
establecer qué se entiende por un álgebra de división.

2.1 Hechos básicos sobre álgebras de
división

La de�nición tradicional de álgebra de división en el contexto
asociativo es la siguiente:

De�nición 2.1 Sea A un álgebra asociativa. Se dice que A es
un álgebra de división si A posee unidad y además:

Inv(A) = Anf0g:

39
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En ambiente no asociativo, hay una noción clásica de ál-
gebra de división, que se formula de nuevo en términos de los
operadores de multiplicación, que ha sido usada a lo largo del
siglo pasado por muchos autores como [46, 47, 72, 81], y más
recientemente por otros como por ejemplo [43]. De hecho esta
de�nición, que será presentada a continuación, ha sido la que
a la luz de la anterior nos ha servido de motivación para es-
tablecer el concepto de m-espectro introducido en la De�nición
1.21.

De�nición 2.2 Sea A un álgebra.

1. Se dice que A es un álgebra de división por la izquierda
(resp. derecha) si no es cero, y para cada a 2 A n f0g, el
operador La (resp. Ra) es biyectivo.

2. Se dice que A es un álgebra de división si A es tanto un
álgebra de división por la izquierda, como por la derecha.

La de�nición anterior no es más que una generalización al
caso no asociativo de la De�nición 2.1, pues en dicho ambiente,
se dan los siguientes hechos que son bien conocidos [69, p. 936].

Proposición 2.3 Sea A un álgebra asociativa. Equivalen:

1. A es de división por la izquierda.

2. A es de división por la derecha.

3. A es de división.

4. A es de división en el sentido clásico (De�nición 2.1).

Demostración. Para probar la equivalencia (1) , (4) vemos
en primer lugar que (1) ) (4). Así, por hipótesis, para todo
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elemento a 2 Anf0g; el operador La es biyectivo, y se trata
de demostrar que A tiene unidad y que todo elemento no nulo
posee un inverso. En efecto, dado a 2 Anf0g; sea e el único
elemento en Anf0g tal que ae = a: Observemos que, por aso-
ciatividad:

ae2 = (ae)e = ae = a;

y por la inyectividad de La, deducimos que e2 = e: Sea ahora
b 2 Anf0g y sea c 2 Anf0g el único elemento tal que be = c:
En tal caso, vemos que be = be2 = (be)e = ce; luego la igualdad
be � ce = (b � c)e = 0 implica b = c pues Lb�c es inyectivo
cuando b� c no es cero. Un razonamiento semejante demuestra
que eb = b, luego e es una unidad en A.
Sea ahora ea 2 Anf0g el único elemento en Anf0g tal que

aea = e: Obsérvese que
a(eaa� e) = (aea)a� ae = ea� ae = 0;

y por tanto tenemos también que eaa = e por la inyectividad de
La. En consecuencia ea = a�1 es un inverso para a; único por la
asociatividad del álgebra A.
El recíproco es obvio por la asociatividad de A. De hecho,

para todo a 2 Anf0g se tiene trivialmente que L�1a = La�1.
La equivalencia (2), (4) se prueba de manera enteramente

análoga a la equivalencia (1), (4):

La equivalencia (3), (4) es obvia, en virtud de las equiva-
lencias (1), (4), (2): �

Un resultado importante sobre el que focalizaremos nuestros
objetivos, es el célebre teorema de Gelfand-Mazur (complejo),
que a�rma lo siguiente (véase por ejemplo [13, Theorem I.14.2],
o [61, Theorem 2.2.3]):

Teorema 2.4 (Gelfand-Mazur) Cualquier álgebra normada
compleja asociativa y de división es isomorfa a C.
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El siguiente teorema, un resultado con tintes semejantes al
teorema de Gelfand-Mazur, pero libre de asociatividad, se debe
a Irving Kaplansky [47]. Aunque originalmente se formuló sin
el requerimiento de complitud, esta propiedad estaba implícita-
mente asumida (para poder asegurar en la prueba que el inverso
de un operador de multiplicación por la izquierda biyectivo sea
continuo). Reproducimos a continuación la prueba dada por
Kaplansky1.

Teorema 2.5 Las álgebras normadas completas complejas de
división por la izquierda son isomorfas a C.

Demostración (Kaplansky). Sea A un álgebra normada com-
pleja completa y de división por la izquierda. Supongamos que
A no es de dimensión uno, y razonemos por reducción al ab-
surdo: sean a y b elementos linealmente independientes de A.
Sea � 2 C: El operador La��b = La � �Lb es lineal y continuo
en A por lo que, por hipótesis, es biyectivo. Lo mismo sucede
con Lb; luego el operador

La��bL
�1
b = (La � �Lb)L�1b = LaL

�1
b � �I

es biyectivo para todo �; por tanto invertible en L(A): Pero
LaL

�1
b debe tener espectro no vacío, una contradicción que

prueba que la dimensión de A es uno, y el resto es obvio. �

Problema 2.6 La cuestión de si la complitud puede ser elimi-
nada en el Teorema 2.5 sigue siendo un problema abierto, in-
cluso si la condición de «división por la izquierda» se fortalece
con la condición de «división» .

1En realidad, el enunciado se estableció originalmente para álgebras de
división por la derecha, y por tanto su prueba se estableció en términos
de operadores de multiplicación por la derecha.
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2.2 Involucrando a los divisores
topológicos de cero

En esta sección procederemos a poner de mani�esto que la di-
visibilidad en un álgebra (De�nición 2.2) y el carecer de di-
visores topológicos de cero (De�nición 2.7) no son propiedades
equivalentes en un contexto no asociativo general. Esta circuns-
tancia evidencia que la asociatividad genera ciertos vínculos
entre propiedades aparentemente diferentes, haciéndolas indis-
tinguibles en ese privilegiado ambiente. Por ello, la utilidad de
esta sección será fundamentalmente aclarar cómo son esos vín-
culos, y porqué se rompen en ausencia de asociatividad, además
de dar las oportunas generalizaciones en el marco no asociativo
de algunos hechos conocidos, pero históricamente establecidos
para álgebras asociativas.

De�nición 2.7 Sea A un álgebra normada compleja. Un ele-
mento a de A se dice que es un divisor topológico de cero
por la izquierda (resp. por la derecha) en A si existe una
sucesión an de elementos de A de norma uno satisfaciendo que
lim aan = 0 (resp. lim ana = 0). Elementos de A que son di-
visores topológicos de cero por la izquierda o por la derecha
(resp. por la izquierda y por la derecha) se llaman divisores
topológicos de cero por un lado (resp. divisores topológicos
de cero biláteros) en A. Diremos que un elemento a 2 A es un
divisor topológico de cero junto en A si existe una sucesión
de elementos de norma uno en A satisfaciendo que aan ! 0 y
ana! 0. En el caso de que A sea conmutativa, todos los con-
ceptos introducidos anteriormente coinciden, y de esta manera
hablaremos simplemente de divisores topológicos de cero.

Hagamos notar que un elemento a 2 A es un divisor
topológico de cero por la izquierda (resp. derecha), precisa-
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mente cuando La (resp. Ra) no está acotado inferiormente. Este
hecho será útil en la prueba de algunos resultados subsiguientes.

Tras un resultado precursor debido a E. �ilov [75] estable-
cido para álgebras de Banach con unidad2, Kaplansky [45]
probó el Teorema 2.8 que mostramos a continuación. La for-
mulación que damos aquí admite un ligero re�namiento3 que
ya fue apuntado en [16].

Teorema 2.8 (Kaplansky) Sea A un álgebra asociativa nor-
mada compleja no cero, sin divisores topológicos de cero
biláteros no nulos. Entonces A es isomorfa a C.

Tengamos ahora en cuenta que, como consecuencia de la
Proposición 2.3 (respectivamente, del teorema de los isomor�s-
mos de Banach), se veri�ca el siguiente hecho.

Proposición 2.9 Sea A un álgebra normada de división. Si A
es asociativa (respectivamente completa), entonces A no posee
divisores topológicos de cero por un lado no nulos.

De todo lo anterior, se desprende que el Teorema 2.8 con-
tiene al Teorema de Gelfand-Mazur (Teorema 2.4). Esta es la
razón por la que, a veces, el Teorema 2.8 es conocido en la lite-
ratura como el Teorema de Gelfand-Mazur-Kaplansky (com-
plejo).
El siguiente ejemplo, debido en esencia a K. Urbanik y F.

B. Wright [77] (véase también [69]), muestra que el Teorema

2El resultado de �ilov caracteriza a C como la única álgebra de Banach
compleja no cero, sin divisores topológicos de cero biláteros no nulos.

3En [16] se prueba que en el Teorema de Kaplansky, la ausencia de
divisores topológicos de cero biláteros puede sustituirse por la condición
más débil de no tener divisores topológicos de cero juntos.
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Fig. 2.1: De izquierda a derecha: Stanislav Mazur, Israil M.
Gelfand, Georgii Evgen�evich �ilov e Irving Kaplansky.

2.8 no sigue siendo válido en ausencia de asociatividad, incluso
si el requerimiento de no tener divisores topológicos de cero
biláteros no nulos se fortalece con el de la ausencia de divi-
sores topológicos de cero por la izquierda no nulos. Tampoco es
cierto el resultado si este último requerimiento se fortalece con
el original de Kaplansky, es decir, con la ausencia de divisores
topológicos de cero por un lado no nulos.

Ejemplo 2.10 Sea 1 � p < 1, y sea A el álgebra compleja
determinada por el espacio de Banach complejo `p, provisto del
siguiente producto: sea � : N�N! N una aplicación inyectiva
y defínase el producto de los vectores de la base ei; ej 2 `p
mediante la relación eiej := e�(i;j) que se extiende a todo el
espacio por bilinealidad y continuidad. Entonces `p se convierte
en un álgebra absolutamente valuada (es decir, kabk = kak kbk,
para cualesquiera a; b 2 `p). Por tanto, este álgebra no tiene
divisores topológicos de cero por un lado distintos de cero. �

Ahora que sabemos que la asociatividad no puede elimi-
narse en el Teorema 2.8, incluso si el requerimiento de que A
no tenga divisores topológicos de cero biláteros no nulos se for-
talece con el de que A no posea divisores topológicos de cero
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por la izquierda no nulos, vamos a probar que bajo tal fortale-
cimiento de la hipótesis, el Teorema 2.8 sigue siendo válido en
el contexto no asociativo, siempre que adicionalmente se re-
quiera la existencia de algún elemento a 2 A tal que La tenga
rango denso. Para ello, necesitamos establecer previamente otro
resultado clave para nuestro objetivo.

Lema 2.11 Sea X un espacio normado complejo. Sean los ope-
radores F;G 2 L(X), y supongamos que G está acotado infe-
riormente y tiene rango denso. Entonces existe algún � 2 C tal
que F � �G no está acotado inferiormente.

Demostración. Denotemos por bX a la completación de X. Para
cualquier T 2 L(X), representemos por bT al único operador
lineal y continuo sobre bX que extiende a T , y notemos que
si T está acotado inferiormente, entonces bT también lo está.
Por las hipótesis sobre G, se tiene que bG 2 Inv �L� bX�� : Por
tanto, por [13, Theorem I.2.8] podemos encontrar algún � en

la frontera del conjunto no vacío �L(
bX) � bG�1 bF� relativo a C:

Entonces, por [64, pp. 278-279], se tiene que bG�1 bF � �I bX no
está acotado inferiormente, y por tanto

\F � �G = bF � � bG = bG� bG�1 bF � �I bX�
no está acotado inferiormente tampoco. Se sigue que F � �G
no está acotado inferiormente. �

A continuación probamos la caracterización de los números
complejos ya anunciada.

Teorema 2.12 Sea A un álgebra normada compleja no cero,
sin divisores topológicos de cero por la izquierda (resp. por la
derecha) no nulos, y supongamos que existe algún a 2 A tal
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que La (resp. Ra) tiene rango denso. Entonces el álgebra A es
isomorfa a C:

Demostración. Sea b 2 A: Teniendo en cuenta que La está aco-
tado inferiormente (por no ser a un divisor topológico de cero
por la izquierda) y que La tiene rango denso, podemos aplicar
el lema anterior para encontrar un � 2 C tal que el operador
Lb��a = Lb � �La no está acotado inferiormente. Como A no
posee divisores topológicos de cero por la izquierda, deducimos
que b = �a: Por tanto A tiene dimensión uno y de esta forma
es isomorfa a C. La prueba para A sin divisores topológicos de
cero por la derecha y Ra con rango denso es similar. �

Como consecuencia directa del teorema anterior, se derivan
los dos corolarios siguientes.

Corolario 2.13 Las álgebras normadas complejas con unidad,
sin divisores topológicos de cero por la izquierda no nulos, son
isomorfas a C.

El próximo resultado constituye una respuesta parcial a�r-
mativa al problema de si cualquier álgebra normada compleja
de división es isomorfa a C:

Corolario 2.14 Las álgebras normadas complejas no cero,
de división por la izquierda (resp. derecha), y sin divisores
topológicos de cero por la izquierda (resp. derecha) no nulos,
son isomorfas a C.

Aunque el Corolario anterior es una consecuencia directa
del Teorema 2.12, creemos que es apropiado dar una prueba
autónoma del mismo, que tenga en cuenta los argumentos con-
siderados por Kaplansky en [47].
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Demostración del Corolario 2.14. Supongamos que A es un ál-
gebra de división por la izquierda sin divisores topológicos de
cero por la izquierda no nulos. La idea clave de esta prueba
es que Lc pertenece a Inv (L (A)), para cualquier c 2 Anf0g.
De hecho, esto se debe a que, para tales c, el operador Lc es
sobreyectivo y acotado inferiormente, y por tanto L�1c 2 L(A):
A continuación, consideremos un elemento �jo a 2 Anf0g,
y sea b 2 A: Observemos que existe algún � 2 C tal que
L�1a Lb � �IA =2 Inv (L(A)) : Por tanto se tiene que:

Lb��a = Lb � �La = La
�
L�1a Lb � �IA

�
=2 Inv (L(A)) :

Esto implica que b � �a = 0. Así, dimA = 1, de donde se
deduce que A es isomorfa a C. �

Hagamos notar que, por la Proposición 2.9, se tiene que el
Corolario 2.14 contiene al Teorema de Kaplansky 2.5.

Nuestro próximo objetivo será ver que, incluso en el caso
completo, el Corolario 2.13 no sigue siendo cierto si el reque-
rimiento de la ausencia de divisores topológicos de cero por la
izquierda no nulos, se debilita con el de la ausencia de divisores
topológicos de cero biláteros no nulos.

Teorema 2.15 Existe un álgebra A normada completa com-
pleja con unidad y de dimensión in�nita tal que A carece de
divisores topológicos de cero biláteros no nulos.

Demostración. Sea fen : n 2 Ng la base canónica del espacio
de Hilbert complejo `2 de las sucesiones de números complejos
(zn)n2N tales que

P1
n=1 jznj

2 < 1: Este espacio puede con-
vertirse en un álgebra absolutamente valuada considerando el
producto determinado por eiej = e2i3j ; y extendiéndolo a todo
el espacio por linealidad y continuidad. Sea T 2 L (`2) el ope-
rador lineal continuo dado por T (en) = 1

n
en: Entonces T es

inyectivo y compacto, con kTk = 1:
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Consideremos ahora el álgebra normada compleja completa
B dada por el espacio de Banach `2 dotado con el producto
x� y := xT (y): A�rmamos que:

�L(B)(L�x ) = f0g ; para todo x 2 B; (2.1)

donde, como siempre, L(B) denota el álgebra de los operadores
lineales y continuos sobre B. Para probar nuestra a�rmación,
notemos en primer lugar que, como L�x = LxT y T es compacto,
entonces L�x es asimismo compacto, por lo que será su�ciente
probar que L�x no tiene valores propios no nulos. Para cada
x =

P
i �iei 2 Bnf0g; sea p(x) := minfi 2 N : �i 6= 0g.

Supongamos que la a�rmación no fuese cierta. Entonces deben
existir elementos x =

P
i �iei y y =

P
i �iei en Bnf0g tales que

L�x (y) = �y para algún número complejo no nulo �: Por tanto,
como L�x (y) =

P
i;j

�i�j
j
e2i3j , deducimos que:

p(y) = p (�y) = p
�
L�x (y)

�
= 2p(x)3p(y) > p(y);

una contradicción.
Finalmente, sea A la unitización de B. Entonces A es el

álgebra buscada. Para comprobarlo, demostraremos que A no
tiene divisores topológicos de cero biláteros no nulos. Suponga-
mos que a = x + �1 fuese un divisor topológico de cero
bilátero en A. Como en particular a es un divisor topológico
de cero por la izquierda, deben existir sucesiones �n y xn en C
y B, respectivamente, tales que kxnk + j�nj = 1; para todo
n 2 N; satisfaciendo adicionalmente que ��n ! 0; y que
�xn + �nx + x � xn ! 0: Supongamos que fuese � 6= 0:
Entonces �n ! 0 y consecuentemente �xn + x � xn ! 0 y
kxnk ! 1. Estas convergencias implican que �� 2 �(L�x ); lo
que contradice (2.1). Entonces deberá ser � = 0 y por tanto
a = x 2 B: Asimismo, como x es un divisor topológico de cero
por la derecha en A, deben existir sucesiones �n e yn en C y B
respectivamente, tales que kynk+ j�nj = 1 para todo n 2 N; y
�nx + yn � x ! 0: Considerando sucesiones parciales si fuese
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necesario, podemos suponer que �n converge hacia algún � 2 C,
y por tanto que yn � x ! ��x. Supongamos que fuese x 6= 0:
Entonces, como para n;m 2 N se tiene

kyn � x� ym � xk = k(yn � ym)� xk = kyn � ymk kT (x)k ;

y como T es inyectivo, se deduce que yn es una sucesión de
Cauchy en B. Sea y := limn!1 yn. Nótese que y� x = ��x (lo
que implica que �� 2 �(L�x )) y que kyk + j�j = 1: De nuevo
por (2.1), el hecho de que �� 2 �(L�x ) conduce a que � = 0, y
consecuentemente, como

kyk kT (x)k = ky � xk = j�j kxk = 0;

también será y = 0, lo que contradice que kyk + j�j = 1: Por
tanto, concluimos que a = x = 0, como se pretendía. �

2.3 Un ingrediente más: la cuasi-
división

De acuerdo con la Proposición 2.3, las álgebras asociativas de
división son álgebras con unidad, y las álgebras asociativas de
división por la izquierda, son álgebras de división. Estos hechos
no siguen siendo ciertos en un ambiente general no asociativo,
como se muestra en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.16 Sea A = K(x) (donde K = R o C) el álgebra de
todas las funciones racionales en la indeterminada x. De�nimos
un producto en A por:

r(x) � s(x) := r(x)s(x)x,

para cualesquiera r(x); s(x) 2 A. Entonces (A; �) es un álgebra
de división sin unidad. �
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Mostramos ahora un álgebra de división por un lado que no
es un álgebra de división.

Ejemplo 2.17 Sea A = K(x) como en el ejemplo anterior. Sea
T : A ! A una aplicación lineal inyectiva no sobreyectiva
(por ser A de dimensión in�nita, tales aplicaciones existen).
De�nimos en A un nuevo producto � dado por:

r(x)� s(x) := T (r(x))s(x):

El álgebra (A;�) es un álgebra de división por la izquierda pues
el operador L�r(x) = LT (r(x)) es biyectivo para todo r(x) 6= 0

(donde L�r(x) es el operador de multiplicación por r(x) por la
izquierda con el producto �). Sin embargo R�r(x) = Rr(x)T no
es biyectivo, pues T tampoco lo es. En consecuencia, (A;�) no
es un álgebra de división. �

En relación con los ejemplos anteriores4, hagamos notar que,
por el Teorema 2.5, las álgebras normadas complejas completas
sin unidad y de división, y las álgebras normadas completas
complejas de división por la izquierda pero no de división, no
pueden existir. Sin la condición de complitud, la existencia de
tales álgebras se desconoce (Problema 2.6).

En el caso de las álgebras reales, pueden darse interesantes
versiones de los Ejemplos 2.16 y 2.17. De hecho, el álgebra de
Banach C considerada como álgebra real, y dotada del pro-
ducto (z; w) ! zw, tiene estructura de álgebra real normada
completa de división sin unidad. Además, la existencia de álge-
bras normadas completas reales de división por la izquierda que
no son de división se obtiene por el siguiente resultado, cuya
primera a�rmación se debe a F. B. Wright [81] y la segunda a
J. A. Cuenca y A. Rodríguez-Palacios [19, 69]:

4El ejemplo 2.17 se debe a A. Kaidi.
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Teorema 2.18 Las álgebras reales de división absolutamente
valuadas son �nito-dimensionales. Asimismo existen álgebras
reales absolutamente valuadas, de división por la izquierda e
in�nito-dimensionales.

Un álgebra de cuasi-división A se de�ne como un álgebra
no cero tal que, para cada a 2 A n f0g, al menos uno de los
operadores La o Ra es biyectivo. En relación con este concepto
que acabamos de introducir, se tiene el siguiente hecho.

Teorema 2.19 [70] Las álgebras normadas completas comple-
jas de cuasi-división tienen dimensión � 2, y además la dimen-
sión 2 está permitida.

Como las álgebras con unidad de dimensión menor o igual
a 2 son (asociativas y) conmutativas, y las álgebras de cuasi-
división conmutativas son álgebras de división, el siguiente
corolario se deduce de los Teoremas 2.19 y 2.5.

Corolario 2.20 Las álgebras normadas complejas completas
con unidad y de cuasi-división son isomorfas a C.

A continuación, procederemos a resumir y clari�car diversos
resultados mostrados en este Capítulo, discutiendo el Diagrama
2.2 que aparece más abajo.
Sea A un álgebra normada completa no cero sobre K. Te-

niendo en cuenta el teorema de los isomor�smos de Banach, las
implicaciones que aparecen en el diagrama de la �gura siguiente
se satisfacen. En él, la abreviación «d.t.c.» signi�ca «divisor
topológico de cero» .

Nótese que las condiciones e implicaciones de la primera
línea del diagrama aludido son de naturaleza puramente alge-



Álgebras de división. Divisores Topológicos de cero 53

Fig. 2.2: Diagrama de implicaciones entre los conceptos tratados
en este capítulo.

braica, y por tanto no requieren que el álgebra A sea normada.
Por otra parte, las condiciones e implicaciones de la segunda
línea sólo requieren que el álgebra A sea normada, pero no
completa.
Si el álgebra A anterior es asociativa, entonces por el Teo-

rema 2.8 y su versión para álgebras reales (que establece que
las álgebras reales asociativas no cero, normadas y sin divisores
topológicos de cero biláteros no nulos, son isomorfas a R; C o
al álgebra de los cuaternios de Hamilton H [16, 45]), resulta
que la condición más débil en el Diagrama 2.2 implica la condi-
ción más fuerte que aparece allí, y de esta manera todas las
condiciones en el diagrama son equivalentes.

La discusión del Diagrama 2.2 en el caso general (posi-
blemente no asociativo) es más complicada. Si K = R, en-
tonces, como se muestra en [70], ninguna de las implicaciones
del diagrama son reversibles y las herramientas principales para
encontrar contraejemplos que lo pongan de mani�esto son el
Ejemplo 2.10 y el Teorema 2.18. También se muestra en [70]
que si K = C, entonces ninguna de las implicaciones en el Dia-
grama 2.2 es reversible, excepto la horizontal de la izquierda en
la primera línea, la cual es de hecho reversible. Esto se obtiene
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a partir del Ejemplo 2.10 y los Teoremas 2.5 y 2.19.
Concluimos la discusión del Diagrama 2.2 considerando el

caso en que el álgebra normada completa A tenga unidad. En
este caso, por [44, Lemma 2.2], las implicaciones verticales de
la izquierda y del medio son reversibles. Además, si adicional-
mente A es compleja, entonces por el Corolario 2.20, todas las
condiciones en la primera línea del diagrama son equivalentes
al hecho de que A sea isomorfa a C: Por tanto, en el caso com-
plejo normado completo y con unidad, todas las condiciones en
el diagrama son equivalentes a que A sea isomorfa a C, salvo la
condición más débil (que A no tenga divisores topológicos de
cero biláteros no nulos), la cual, en virtud del Teorema 2.15, es
de hecho excepcional.
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Sobre la noción de radical
de un álgebra no asociativa

55





CAPÍTULO 3

El radical de Jacobson y el
radical de Brown-McCoy de
un álgebra no asociativa

En este capítulo procederemos a materializar extensiones de dos
conceptos clásicos relativos a las álgebras asociativas: el radical
de Jacobson, y el radical fuerte o radical de Brown-McCoy.
Como se sabe, el radical fuerte de un álgebra se de�ne como
la intersección de los ideales maximales modulares, y funciona
muy bien en ambiente asociativo-conmutativo como muestra
la Teoría de Gelfand. Si se pierde la conmutatividad pero se
conserva la asociatividad, este concepto de radical se re�na con
el llamado radical de Jacobson (la intersección de los ideales
primitivos), un radical más pequeño que sin embargo goza de las
mismas propiedades que el radical fuerte, y que por tanto es, a
priori, mejor. De hecho, existen ejemplos de álgebras asociativas
cuyo radical es cero (es decir, semisimples) y cuyo radical fuerte
(o de Brown-McCoy) es distinto de cero [13, 61]. Obviamente
estas álgebras no son conmutativas, puesto que el radical de
Jacobson de un álgebra asociativo-conmutativa no es otra cosa
que el radical fuerte de dicha álgebra.
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El radical fuerte, cuya de�nición no involucra la propiedad
asociativa, se de�ne sin mayor problema en ambiente no aso-
ciativo, hecho que ya fue tratado hace más de veinte años en
[67, De�nition 2.1.(ii)]. Sin embargo, la de�nición de radical de
Jacobson en el contexto no asociativo es una cuestión difícil y
delicada. Tal es así que en [67, p. 2] se dice que, para álgebras
no asociativas1,

«[...] no hay un concepto de radical con la misma rele-
vancia algebraica que el de Jacobson en el caso asocia-
tivo.»

Incluso en el caso de la dimensión �nita, esta cuestión se
antoja problemática. De hecho, tal y como A. A. Albert nos
dice en [4, p. 891]:

«[...] el radical de un álgebra asociativa es un ideal
nilpotente maximal. No existen tales ideales en un ál-
gebra no asociativa arbitraria, por lo que el radical de
tales álgebras no ha sido nunca de�nido.»

Una de�nición de radical de Jacobson en el ambiente no aso-
ciativo conlleva diversas di�cultades algebraicas y analíticas.
El objetivo fundamental que vertebra este capítulo consiste en
extender la noción de radical de Jacobson a la clase de las álge-
bras no necesariamente asociativas, y hacerlo de la forma más
natural posible, de manera que, en nuestras consideraciones, se
reconozca toda la teoría asociativa clásica.
Tendremos ocasión de comprobar la utilidad y buen com-

portamiento del nuevo radical, tanto en sus propiedades in-
trínsecas (que desarrollaremos a lo largo de las Secciones 3.1,
3.2 y 3.4) como en relación con la continuidad automática de
homomor�smos (Capítulo 4). Este estudio revelará buena parte
de las claves que con�guran las bondades de la teoría asociativa.

1El propio Jacobson va más allá con declaraciones como las que
citábamos en la página xix del Prólogo.
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El camino que hemos seguido para formular en ambiente no
asociativo el radical de Jacobson, ha tenido mucho que ver con
la continua evolución conceptual que esta noción de radical ha
tenido desde sus orígenes, en relación con las distintas reformu-
laciones que admite al amparo de la asociatividad. Para poder
entender mejor la metodología que se ha utilizado para nuestros
planteamientos, en la Sección 3.1 relataremos una breve histo-
ria del radical de Jacobson que será de utilidad, para clari�car
y fundamentar las decisiones tomadas al de�nirlo en ambiente
no asociativo.

Acabamos de comentar que, cuando en ambiente asociativo
perdemos la conmutatividad, el concepto abstracto de radical
se «desdobla» en dos nociones que dejan de ser equivalentes,
la del radical (o radical de Jacobson) y la del radical fuerte (o
de Brown-McCoy). Entran así en escena las llamadas álgebras
semisimples (aquellas cuyo radical es cero) y las álgebras fuerte-
mente semisimples (que son las que tienen radical fuerte igual
a cero), siendo las segundas un caso particular de las primeras.
Sabemos que el radical de Jacobson de un álgebra de Ba-

nach, y en particular la semisimplicidad, se formula indistinta-
mente tanto en función de los ideales, como en términos de los
elementos topológicamente nilpotentes (aquellos de radio es-
pectral cero). Veremos aquí que, si perdemos la asociatividad,
la noción de semisimplicidad clásica (o asociativa) también se
«desdobla» en otros dos conceptos, el de semisimplicidad y el
de m-semisimplicidad, que de nuevo dejan de ser equivalentes,
siendo el segundo una debilitación del primero. Sin embargo, ex-
cluyendo la cuestión del tamaño, la mayoría de las perfecciones
algebraicas propias del radical (asociativo) recaerán sobre la
semisimplicidad y no sobre la m-semisimplicidad. Un estudio
de estas cuestiones se abordará en la Sección 3.5.

Concluimos así que en ambiente no asociativo concep-
tos como los anteriores se «desestructuran» por lo que las
propiedades que los caracterizan dejan de ser equivalentes,
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pasando a ser «comparables» , en el mejor de los casos. De he-
cho suele ocurrir que, cuando un determinado concepto se des-
estructura en varias nociones por pérdida de la asociatividad,
cada una de las nociones resultantes identi�ca como fortalezas
propias sólo a algunas de las bondades clásicas asociadas al
concepto original, convirtiéndose las demás en puntos débiles2

de esa noción concreta; pero ello de forma que, a través de
una noción u otra de las procedentes de la desestructuración,
se recapturan cualesquiera de las propiedades asociadas al con-
cepto de partida. En contraposición, bajo la acción de la aso-
ciatividad, las nociones anteriores se solapan, haciéndose indis-
tinguibles, por lo que sus propiedades con�guran una fortaleza
única, reformulable de múltiples formas, en la que se re�eja
toda la perfección, la potencia y la belleza del concepto. Pero
la Ciencia, para su avance, nos invita a explorar los con�nes
de sus teorías, lo que supone alejarse de aquellos ambientes de
máximo privilegio, para codi�car cuáles son las herramientas
disponibles más allá de ellos, e incluso para entender mejor la
casuística de las prebendas propias de los ambientes de mayor
riqueza. A lo largo de este capítulo haremos una modesta con-
tribución, con el ánimo de justi�car estos argumentos.

3.1 Una visión histórica del radical de
Jacobson

El radical de Jacobson es un concepto algebraico clásico, ligado
a varias estructuras algebraicas, como los anillos, los módulos,
y en particular a las álgebras asociativas. En este último ám-
bito, este concepto tiene que ver con la conocida como teoría de
representación, y su de�nición clásica para un álgebra asocia-
tiva A se corresponde con la intersección de los núcleos de las
representaciones irreducibles de dicha álgebra [13, De�nition

2En comparación con lo que acontece en el caso asociativo.
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III.24.13], si bien para el radical de Jacobson se pueden dar
otras de�niciones igualmente importantes, relacionadas con los
ideales del álgebra, tal y como se hace por ejemplo en [21, De-
�nition 1.5.1]. Éstas son las que se establecen, ya sean como
de�nición del radical o como caracterización suya, en la mayo-
ría de textos clásicos sobre álgebras de Banach (por ejemplo
[13, Proposition III.24.14, Proposition III.24.15, Proposition
III.25.1], [21] o [61, Theorem 2.3.3, Theorem 4.3.6]), donde
en particular, haciendo uso de ellas, se muestran las bondades
analíticas y algebraicas que este concepto lleva consigo y que
sirven de sustento de la teoría espectral. Algunas de estas carac-
terizaciones y propiedades serán recordadas aquí más adelante.

El origen fundamental que motivó históricamente la apari-
ción del radical de Jacobson, tuvo que ver con la teoría de
estructura de las álgebras. Cuando se trata de establecer una
teoría de estructura para una clase amplia de objetos matemáti-
cos abstractos, y en particular para determinados tipos de álge-
bras, resulta conveniente poder detectar de una forma reglada
algunos casos patológicos con el �n de descartarlos y que no
inter�eran en el desarrollo de lo que convenimos en llamar una
teoría espectral. Esto es lo que se consigue con el concepto de
radical, entendiendo por álgebra «patológica» aquella que es
un álgebra de «radical» . En la antítesis de lo patológico se
ubicarían las álgebras «semisimples» .
En palabras de I. M. Isaacs [36, p. 179], el objetivo del

radical es, de alguna manera, localizar determinados elementos
«malos» de un álgebra, observando que el conjunto de estos
elementos constituye un ideal, que es tal que el álgebra co-
ciente por este ideal carece de tales elementos «malos» . En el
caso asociativo, los elementos aludidos son aquellos cuyo radio
espectral3 es cero (que en ambiente normado, son los elementos
llamados topológicamente nilpotentes).

3El radio espectral es un concepto de�nible algebraicamente (véase la
De�nición 1.26).
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Un concepto de gran importancia, ligado al radical de
Jacobson de un álgebra asociativa A (que denotamos por
Rad(A)), es el de la semisimplicidad. Como sabemos, un álge-
bra asociativa A se dice que es semisimple si Rad(A) = f0g:
En particular, el álgebra cociente A=Rad(A) es siempre semi-
simple, como antes apuntábamos. En el caso �nito-dimensional,
esto signi�ca que el álgebraA puede descomponerse como suma
directa de subálgebras simples, cuestión que da detalle explícito
de su estructura.

Estas ideas ya eran consideradas a �nales del siglo XIX, y
curiosamente en ambientes no asociativos. Élie Cartan, en su
Tesis Doctoral [17], estudió una noción de radical adecuada en
el ambiente de las álgebras de Lie, desarrollando en torno a
ella la teoría espectral correspondiente. La mayor contribución
de Cartan fue el llamado «criterio de Cartan» , por el que un
álgebra de Lie semisimple es suma directa de álgebras de Lie
simples. El término semisimple fue introducido por W. Killing
para de�nir aquellas álgebras de Lie que eran suma directa de
álgebras de Lie simples. Cartan proporcionó una clasi�cación de
las álgebras de Lie complejas y simples, y probó que un álgebra
de Lie compleja cuyo radical fuese cero era suma directa de un
número �nito de álgebras de Lie simples. Consiguió así asentar
la teoría de las álgebras de Lie.
En vista del éxito cosechado en este terreno, Cartan intentó

aplicar la idea de radical en el marco de las álgebras asociativas
�nito-dimensionales reales y complejas. De esta manera, con-
siguió demostrar (también en 1898) que toda álgebra de este
tipo se descompone como suma directa de un nil-ideal y un álge-
bra semisimple (entendiendo por álgebra semisimple una suma
directa de álgebras unitales simples. De hecho, mostró que tales
sumandos eran álgebras de matrices sobre R, C o H). En conse-
cuencia, el mencionado nil-ideal fue concebido como el radical
de un álgebra asociativa real o compleja �nito-dimensional, y
se gestó así la teoría espectral relativa a estas álgebras.
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Fig. 3.1: Élie Cartan y Joseph Wedderburn.

Estos logros fueron generalizados por Wedderburn en 1907
[79], quien mostró la validez de los mismos en álgebras �nito-
dimensionales sobre cuerpos arbitrarios, y dio una visión más
moderna de las técnicas de demostración. Wedderburn mostró
que, para un álgebra de dimensión �nita, existe un mayor ideal
nilpotente, el radical, de manera que el cociente del álgebra
por el radical carece de elementos nilpotentes no nulos. Y fue
este autor quien introdujo en la literatura el término de álgebra
semisimple. Sin embargo, parece ser que fue L. E. Dickson [22]
quien acuñaría años más tarde explícitamente el término, en su
libro de 1927, para álgebras arbitrarias.

Estos resultados impresionaron tanto a la comunidad
matemática que los intentos de estudiar su validez más allá
del caso �nito-dimensional no se hicieron esperar. Pero pronto
se comprobó que cuando las álgebras eran de dimensión in-
�nita, los nil-ideales presentaban ciertos problemas para con-
seguir una teoría espectral semejante a la de la dimensión �nita.
En 1942, Sam Perlis en [62] mostró que el nil-radical de un ál-
gebra �nito dimensional era el mayor ideal cuasi-invertible del
álgebra y fue así como R. Baer introdujo en 1943 el término
de ideal cuasi-invertible [7]. Nathan Jacobson apreció que el
concepto del más grande ideal cuasi-invertible podía desem-
peñar un rol fundamental para el desarrollo de una teoría es-
pectral relevante, plasmando sus ideas en un artículo publicado
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en 1945, esencial para la citada teoría espectral [37]. De hecho,
excepto en lo concerniente al papel desempeñado por los ideales
modulares en relación con el radical de Jacobson, los trabajos
[37, 38] establecen la teoría completa del radical de Jacobson
tal y como se conoce hoy en día. En ellos, Jacobson observó
que su radical coincidía con el nil-radical en aquellas álgebras
que veri�caban la condición de cadena descendente para sus
ideales por la izquierda. También comprobó que en el caso de
las álgebras de Banach conmutativas, el llamado radical de Ja-
cobson no era otra cosa que el radical de Gelfand (esto es, la
intersección de los núcleos de los caracteres del álgebra).

Muchos avances sobre el radical de Jacobson fueron
obtenidos independientemente y de forma simultánea por Max
Zorn y E. Hille, siendo este último autor quien vislumbró por
primera vez la importante conexión entre los ideales modulares
y el radical de Jacobson [30]. Finalmente toda la teoría relativa
a estos conceptos fue recogida por el propio Jacobson [39] en
su monografía de 1956.

Fig. 3.2: De izquierda a derecha: Sam Perlis, Reinhold Baer, Max
Zorn y Einar Carl Hille.

Históricamente, las ideas anteriores fueron desarrolladas
principalmente en ambiente asociativo, donde proliferaron mul-
titud de resultados y caracterizaciones muy ventajosas, en vir-
tud de las numerosas bondades algebraicas y analíticas que la
asociatividad otorga. Estas caracterizaciones, sin embargo, no
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son triviales o necesariamente ampliables a un contexto no aso-
ciativo más general.

El primer intento serio de de�nir el radical en ambiente
no asociativo, se debe a A. A. Albert en [4]. Sin embargo,
su de�nición no es lo más general posible, como igualmente
ocurre con otras de�niciones clásicas que sólo fueron considera-
das para determinadas clases de álgebras (como las de Jordan
[59] o las de Lie). La primera de�nición más general de radical
de Jacobson de un álgebra no asociativa arbitraria, se debe a
A. Rodríguez-Palacios [67]. El radical de�nido por Rodríguez-
Palacios, denominado radical débil, es ciertamente original, y
se ha mostrado muy e�caz en la generalización, al ambiente no
asociativo, del clásico teorema de Johnson sobre continuidad
automática de homomor�smos. Pese a todo, creemos que es un
radical so�sticado y difícil de materializar, si bien presenta la
ventaja de ser muy «pequeño» .

Fig. 3.3: Nathan Jacobson y A. Adrian Albert.

El lector podrá comprobar que la de�nición de radical que
se da aquí (creemos que más asequible y manejable que las ya
aportadas históricamente) es la adaptación natural del radical
de Jacobson al ambiente no asociativo y permite reconstruir
buena parte de la teoría clásica de las álgebras de Banach.
En particular, también facilita una extensión no asociativa del
teorema de Johnson, basada en propiedades elementales de los
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ideales y el m-espectro. Nuestra de�nición de radical descubre
una noción de semisimplicidad bastante útil, y a nuestro enten-
der, muy cómoda y tangible. El papel destacado que los ideales
modulares y los primitivos tuvieron en la formulación del radi-
cal de Jacobson en ambiente asociativo, será tenido en cuenta
explícitamente en nuestras consideraciones.

3.2 El radical de Jacobson y los ideales
primitivos

Son muy conocidas las siguientes caracterizaciones del radical
Rad(A) de un álgebra asociativa A, que podemos encontrar en
[13, Proposition III.24.14].

Proposición 3.1 Sea A un álgebra asociativa. Entonces:

1. Rad(A) es la intersección de los ideales primitivos de A.

2. Rad(A) es la intersección de los ideales modulares maxi-
males por la izquierda.

Las equivalencias anteriores serán el punto de partida sobre
el que asentar la anunciada de�nición de radical de Jacobson,
en el ambiente general de las álgebras no asociativas.

Empezamos ya a establecer algunas consideraciones y re-
sultados necesarios para poder dar sentido no asociativo a la
proposición anterior y formalizar el nuevo concepto de radical.

De�nición 3.2 SeaA un álgebra, y sea S un subconjunto suyo.
Decimos que un subespacio P deA es el mayor ideal contenido
en S si P es un ideal de A tal que P � S y P contiene a
cualquier ideal Q de A tal que Q � S:
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Obviamente, un subconjunto arbitrario S de un álgebra A
puede no contener un mayor ideal (de hecho, puede no con-
tener ni siquiera un ideal). Sin embargo sí es posible encontrar
tales ideales cuando S es un subespacio vectorial de A, como
se muestra seguidamente.

Proposición 3.3 Si A es un álgebra yM es un subespacio vec-
torial de A, entonces siempre existe el mayor ideal contenido
en M .

Demostración. Como f0g es un ideal de A contenido en M ,
resulta que la familia de los ideales de A contenidos en M es
un conjunto no vacío, que denotamos por IM . En consecuencia,
el ideal dado por

L
J2IM J es el mayor ideal de A contenido en

M: De hecho, si I y J son dos ideales de A contenidos en M
entonces I+J es otro ideal deA contenido enM y, obviamente,
I + J contiene tanto a I como a J . �

De�nición 3.4 Un ideal primitivo de un álgebra A se de�ne
como el mayor ideal (bilátero) contenido en un ideal modular
izquierdo maximal de A, o bien en un ideal modular derecho
maximal de A. Al conjunto de todos los ideales primitivos del
álgebra A lo representaremos por PA.

Nótese que en presencia de unidad, el adjetivo modular
puede eliminarse de la de�nición anterior, pues la unidad hace
que cualquier ideal sea modular.
El término ideal primitivo fue introducido en 1945 por N.

Jacobson [38], y fue de�nido como el mayor ideal contenido
en un ideal modular maximal por la izquierda. Los primeros
resultados sobre ideales primitivos aparecieron en [39]. Desde
el principio, este concepto fue establecido exclusivamente para
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álgebras asociativas.

De la de�nición 3.4 se desprende que un ideal modular
(bilátero) maximal es particularmente primitivo. De esta forma,
cualquier ideal modular propio está incluido en algún ideal
primitivo. En un álgebra conmutativa, cualquier ideal primi-
tivo es modular maximal. Estas consideraciones se correspon-
den con lo establecido en [61, Theorem 4.1.9], pero eliminando
el requerimiento de la asociatividad.

De�nición 3.5 El radical de Jacobson de un álgebra A se
de�ne como la intersección de todos sus ideales primitivos. Será
representado por Rad(A): Con la notación introducida hasta
ahora, se tiene que

Rad(A) :=
\
P2PA

P;

y como es usual, por convenio será Rad(A) := A si A no
contiene ideales modulares por un lado (y por tanto tampoco
ideales primitivos), en cuyo caso se dice que A es un álgebra
radical. Asimismo, diremos que el álgebra A es semisimple
cuando Rad(A) = f0g:

La de�nición anterior no es más que una generalización lite-
ral de [21, De�nition 1.5.1] hasta el contexto en el que esta-
mos trabajando. No obstante, queremos clari�car algunas cues-
tiones. Para tal �n, es necesario asentar previamente algunos
conceptos. Por conveniencia, usaremos la siguiente notación:

Notación 3.6 Sea A un álgebra. Notaremos por Mizq (resp.
Mder), al conjunto de los ideales modulares por la izquierda
(resp. por la derecha) maximales. Por tanto, el conjunto de
todos los ideales modulares por un lado maximales de A está
dado porM :=Mizq [Mder:
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Llamamos ideal primitivo por la izquierda de un álgebra
A, a cualquier ideal P que sea el mayor ideal contenido en un
ideal modular por la izquierda maximal M 2 Mizq: Nótese
que los ideales primitivos por la izquierda son, por de�nición,
ideales biláteros. Denominamos radical de Jacobson por la
izquierda a la intersección de todos los ideales primitivos por la
izquierda del álgebra, y lo denotamos por Rad(A)izq: Análoga-
mente de�nimos los ideales primitivos por la derecha y el
radical de Jacobson por la derecha, que representaremos por
Rad(A)der.
En base a estos conceptos, un ideal primitivo en el sentido

de la De�nición 3.4 no es más que un ideal que es primitivo por
la izquierda o por la derecha (o bien ambas cosas), mientras
que el radical de Jacobson en el sentido de la De�nición 3.5 es
la intersección del radical de Jacobson por la izquierda con el
radical de Jacobson por la derecha, es decir:

Rad(A) = Rad(A)izq \ Rad(A)der:

Comentario 3.7 Como se mencionó anteriormente, en el caso
asociativo se consideran ideales primitivos sólo aquellos ideales
maximales contenidos en los ideales maximales modulares por
la izquierda (es decir, los aquí denominados ideales primitivos
por la izquierda) del álgebra. Este sesgo ha suscitado críticas
como la que H. G. Dales hace en [21, p. 68], y reproducimos a
continuación (véase también [11] y [13, p. 125]):

«Nuestros �ideales primitivos� se denominan con más
precisión ideales primitivos por la izquierda; no es ver-
dad que cada ideal primitivo derecho sea un ideal
primitivo izquierdo (Bergman 1964). La terminología
y primeros resultados sobre ideales primitivos en un ál-
gebra A se deben a Jacobson (1956).»

Como quiera que, el radical de Jacobson izquierdo de un
álgebra de Banach A (es decir, el radical de Jacobson en el
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sentido de [21, De�nition 1.5.1]), coincide con el radical de su
álgebra revertida, o lo que es lo mismo, con el radical de Ja-
cobson por la derecha, cuestión que se comenta y prueba en
[13, Proposition III.24.16(iii), Corollary III.24.17], resulta que
en ambiente asociativo:

Rad(A) = Rad(A)izq = Rad(A)der;

donde Rad(A) denota indistintamente el radical de Jacobson
clásico considerado en [13, 21, 61, 64], o el establecido en la
De�nición 3.5, que es una generalización del anterior.
Creemos que esta coincidencia puede ser la razón de que se

haya mantenido hasta ahora esta peculiar asimetría en la de�ni-
ción de radical de Jacobson clásica, hecho que no ha suscitado
mayor inconveniente, habida cuenta de que la teoría estándar
de álgebras de Banach no ha sido considerada más allá del en-
torno asociativo.
Como veremos a continuación, en un ambiente más gene-

ral que el asociativo, no hay razón alguna para identi�car
Rad(A)izq con Rad(A)der; y de ahí que en la De�nición 3.4,
la aludida asimetría termina por corregirse �nalmente (optán-
dose por la intersección del radical de Jacobson por la izquierda
y con el de la derecha). De esta forma, un ideal primitivo por la
derecha (es decir, el mayor ideal contenido en algúnM 2Mder)
de un álgebra asociativa es un ideal primitivo en el sentido de la
De�nición 3.4 (cuestión que contrasta con lo establecido en [61,
Theorem 4.1.8(a)], donde sólo se considera el lado izquierdo).
Sin menoscabo de lo anterior queremos hacer notar que, en

lo que sigue, el lector interesado en reemplazar el radical por
el radical izquierdo para excluir a los ideales primitivos por la
derecha, puede hacerlo con total libertad4, pero a sabiendas de
que obviamente obtendrá un radical mayor. Si lo hace, también
perderá la deseable propiedad de que el radical de un álgebra

4El «radical» de�nido en [48, 58, 67] para desarrollar la teoría de es-
tructura de determinadas clases de álgebras no asociativas es precisamente
el que se ha llamado aquí radical de Jacobson por la izquierda.
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A coincide con el radical del álgebra revertida rev(A). Esta
propiedad es conveniente, en tanto que garantiza que el lado
izquierdo no es necesariamente más relevante o preferible que
el derecho.

A continuación, vamos a probar que el radical de Jacobson
izquierdo de un álgebra no tiene por qué coincidir con el radical
de Jacobson derecho.

Ejemplo 3.8 Sea A el álgebra sobre K generada por fe; a; b; cg;
cuya tabla de multiplicación es la siguiente:

e a b c

e e a b 0
a a a a b
b b a c c
c c a 0 e

Nótese que si u 2 A, entonces ua 2 Ka; por lo que Ka es
un ideal izquierdo propio y modular (pues u � ue = 0; para
cada u 2 A). Se comprueba sin di�cultad que Ka es un ideal
izquierdo maximal. Esto se deduce del hecho de que si M es
un ideal izquierdo tal que a 2 M y u = (�e + �b + 
c) 2 M;
entonces se tiene que b 2 M; siendo el ideal izquierdo de A
generado por b igual a A: Para ver que b 2 M nótese que
au = (a+ �)a+ 
b; de donde si 
 6= 0 entonces b 2M: Pero si

 = 0 entonces bu = b(�e+ �b) = �b+ �a; de donde se deduce
igualmente que b 2M:
Sin embargo, A carece de ideales derechos no triviales. Para
probar esta a�rmación, sea u = �e+ �a+ 
b+ �c un elemento
de Anf0g: Nótese que

ua = (�+ � + 
 + �)a

(ub)a = (�b+ �a+ 
c)a = (�+ � + 
)a

(uc)a = (�b+ 
c+ �e)a = (� + 
 + �)a:
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Es por ello que a 2 huider ; salvo que sea

�+ � + 
 + � = 0

�+ � + 
 = 0

� + 
 + � = 0:

Pero el sistema anterior tiene solución no trivial si y sólo si
� + 
 = 0; en cuyo caso u 2 K(a� b): Como

((a� b)b)b = a;

concluimos que a 2 huider ; siempre que u 2 Anf0g: En con-
secuencia, huider = A; y así A carece de ideales derechos no
triviales. De este modo, el único ideal derecho propio es el f0g:
Pero el ideal f0g no es modular pues si u 2 A es tal que

(1� u)A = f0g;

entonces de la igualdad (1� u)e = 0; deduciríamos que

e = ue = u;

lo que es una contradicción pues no puede ser (1� e)A = f0g
siendo c � ec = c: Dado que A carere de ideales modulares
derechos propios, concluimos que Rad(A)der = A; mientras que
Rad(A)izq = f0g; pues f0g es el único ideal bilátero contenido
en Ka: �

Para dar un último testimonio de las ventajas de conside-
rar los ideales primitivos por la derecha en la de�nición de ra-
dical, considérese el álgebra revertida del álgebra A de�nida
en el ejemplo anterior. Dicha álgebra es semisimple según la
De�nición 3.5, pero no lo es en el sentido «asimétrico» (si bien
las álgebras semisimples en el sentido asimétrico sí que serán
semisimples con relación a nuestro enfoque). Nótese también
que los ideales primitivos por la izquierda pueden no serlo por
la derecha y viceversa.



Los radicales de Jacobson y de Brown-McCoy 73

El siguiente resultado es [64, Theorem 2.3.2], sin el requeri-
miento de la asociatividad.

Proposición 3.9 El radical de un álgebra A es el mayor ideal
contenido en la intersección de todos sus ideales modulares por
un lado maximales.

Demostración. Sea M = Mizq [ Mder el conjunto de todos
los ideales modulares por un lado maximales de A. Sea I el
mayor ideal de A contenido en

T
M2MM (cuya existencia está

garantizada por la Proposición 3.3). Obviamente
T
P2PA P � I

pues
T
P2PA P es un ideal de A contenido en

T
M2MM: Por

contra, para cada a 2 I, el ideal (bilátero) de A generado por
a está contenido en cualquier P 2 PA, y por tanto también lo
estará en

T
P2PA P; por lo que a 2 Rad(A): Así Rad(A) = I;

como se deseaba. �

La siguiente proposición generaliza a [13, Proposition
III.24.21].

Proposición 3.10 Sea A un álgebra. Entonces A=Rad(A) es
semisimple.

Demostración. Como los ideales modulares por un lado
maximales de A=Rad(A) son precisamente aquellos del tipo
M=Rad(A) paraM 2M =Mizq[Mder, tenemos que los idea-
les primitivos de A=Rad(A) son P=Rad(A), donde P 2 PA, y
de esta manera:

Rad (A=Rad(A)) =
\
P2PA

P=Rad(A) = f0g:

�
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3.3 El radical de Jacobson y la cuasi-
invertibilidad

Otras caracterizaciones del radical en ambiente asociativo, per-
mitirán establecer un nuevo concepto de semisimplicidad que
está ligado al m-espectro de un elemento. Para poder hacerlo,
creemos conveniente recordar antes algunas nociones clásicas,
necesarias para nuestras consideraciones, así como diversas ca-
racterizaciones del radical en ambiente asociativo. De ello nos
ocuparemos inmediatamente.
En primer lugar, vamos a establecer el concepto de cuasi-

invertibilidad en un ambiente general (no asociativo).

De�nición 3.11 Sea A un álgebra arbitraria.

1. Un elemento a 2 A se dice que tiene un cuasi-inverso
por la izquierda si existe un elemento b 2 A tal que
a + b � ba = 0; lo que signi�ca que (u � b)(u � a) = u;
donde u representa a la unidad de A siempre que A tenga
unidad, o en caso contrario a la unidad de su unitización
A1: En tal caso, se dice que a es cuasi-invertible por la
izquierda.

2. Similarmente, se dice que a 2 A tiene un cuasi-inverso
por la derecha si existe c 2 A tal que a + c � ac = 0:
Caso de existir, se dirá que a es cuasi-invertible por la
derecha.

3. Un elemento a 2 A se dice que es cuasi-invertible si a
es cuasi-invertible por la izquierda y por la derecha. El
conjunto de los elementos cuasi-invertibles del álgebra A
se representará por q� Inv(A).

Los conceptos de cuasi-inverso y de elemento cuasi-
invertible, en el contexto de las álgebras asociativas, permiten
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caracterizar el espectro de un elemento perteneciente a un álge-
bra sin unidad, sin tener que hacer alusión explícita a la uniti-
zación del álgebra. En el caso con unidad, los elementos cuasi-
invertibles también sirven para expresar el espectro en función
de ellos (véase [13, De�nition 5.5]).
La utilidad de los elementos cuasi-invertibles también se

mani�esta con el radical de Jacobson clásico, que, como es
bien sabido, es el mayor ideal contenido en el conjunto de los
elementos cuasi-invertibles del álgebra (véase [13, Proposition
III.24.16]).

La cuasi-invertibilidad es un concepto igualmente intere-
sante en ambiente no asociativo, y prueba de ello son
los siguientes hechos que generalizan a los ya comenta-
dos. El siguiente resultado es precisamente [13, Proposition
III.24.16(iii)] libre de asociatividad.

Lema 3.12 Sea Q un ideal de un álgebra A tal que cualquier
elemento en Q tiene un cuasi-inverso por la izquierda. Entonces
se tiene que Q �

T
M2Mizq

M: Además «izquierda» puede ser
sustituido por «derecha» en la a�rmación anterior.

Demostración. SiM 2Mizq, entoncesAM �M y existe u 2 A
tal que A(1 � u) � M: Supongamos que Q no está contenido
enM . Entonces Q+M es un ideal modular por la izquierda de
A conteniendo propiamente a M y así A = M +Q. Por tanto
u = m+ q; para convenientes elementos m 2M y q 2 Q; y así,

A(1� q) = A(1� u+m) � A(1� u) +AM �M +M =M;

lo que prueba que q es una unidad modular por la derecha para
M . Si a 2 A es un cuasi-inverso por la izquierda de q, entonces
tenemos que q + a � aq = 0, luego q 2 A(1 � q) � M; y por
tanto u 2M; hecho que contradice la maximalidad de M . �
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En el ambiente no asociativo, y dentro del marco tan gene-
ral por el que nos movemos, la intersección de todos los ideales
primitivos no tiene por qué ser un ideal cuasi-invertible (in-
cluso bajo conmutatividad). Sin embargo, sí disponemos de la
siguiente propiedad.

Proposición 3.13 Si Q es un ideal de un álgebra A tal que
Q � q� Inv(A); entonces Q � Rad(A):

Demostración. Como, por el lema anterior, Q es un ideal tal que
Q � M , para todo M 2 Mizq [Mder; se sigue que Q � PM ,
para cualquier M , donde PM representa el mayor ideal de A
contenido en M; y concluimos que Q � Rad(A). �

3.4 El carácter hereditario del radical
de Jacobson

La caracterización del radical de Jacobson que probamos en
el siguente teorema, nos será de gran utilidad para estudiar
algunas de las propiedades de dicho radical.
Recordemos que, dada un álgebra A y un subconjunto suyo,

S; los ideales por la izquierda y por la derecha de A generados
por S los representamos por hSiizq y hSider respectivamente.

Lema 3.14 Sea A un álgebra y consideremos el conjunto

C(A)izq = fa 2 A : A = hA(1� a)iizqg:

Entonces Rad(A)izq es el mayor ideal contenido en C(A)izq:

Demostración. Si I es un ideal contenido en Rad(A)izq; entonces
para cada v 2 I se tiene que v 2 C(A)izq: Para probar esta
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a�rmación, supongamos que v =2 C(A)izq. Se deduce entonces
sin di�cultad que v ha de ser una unidad modular derecha de
un ideal modular izquierdo maximal M0 (que es propio), por
lo que v =2 M0: Esto es absurdo pues v 2 Rad(A)izq y, por lo
tanto, v pertenece a todo ideal modular izquierdo maximal de
A:
Recíprocamente, si I �C(A)izq entonces I � Rad(A)izq;

puesto que, de no ser así, existiría un ideal izquierdo modular
maximal M0 tal que I no está contenido en M0; teniéndose en
tal caso que A = I +M0: En consecuencia, si u es una unidad
modular derecha para M0; entonces se tiene que u = v + m;
para convenientes v 2 I y m 2M0: Es por ello que

A(1� v) = A(1� u+m) � A(1� u) +M0

� M0 +M0 =M0;

y de ahí que hA(1� v)iizq � M0; lo que prueba que I no está
contenido en C(A)izq, una contradicción. �

Nótese que el lema anterior, y la notación incluida en él,
pueden establecerse igualmente sustituyendo «izquierda» por
«derecha» .

Teorema 3.15 Si A es un álgebra, entonces Rad(A) es el
mayor ideal de A contenido en el conjunto

C(A) :=
n
a 2 A : hA(1� a)iizq = A = h(1� a)Aider

o
:

Demostración. Siguiendo la notación del lema anterior,

C(A) = C(A)izq \ C(A)der;

de donde por dicho lema se tiene que

Rad(A) = Rad(A)izq \Rad(A)der � C(A)izq \C(A)der = C(A);
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y así, Rad(A) � C(A) de manera obvia. Además, si Q es un
ideal de A tal que Q � C(A) entonces, del el Lema 3.14 se
deduce que

Q � Rad(A)izq \ Rad(A)der = Rad(A);

lo que prueba que Rad(A) es el mayor ideal contenido en C(A);
como deseábamos probar. �

Como consecuencia del resultado anterior, es posible deta-
llar el carácter hereditario del radical de Jacobson. Antes de
nada introducimos la siguiente notación.

Notación 3.16 Si A es un álgebra, sea I un ideal y sea S
es un subconjunto de I, denotaremos por hSiIizq (respectiva-
mente hSiIder) al ideal izquierdo (respectivamente derecho), rela-
tivo al ideal I, generado por S: Por tanto, hSiizq (respectiva-
mente hSiizq) seguirá representando, como hasta ahora, al ideal
izquierdo (respectivamente derecho) generado por S en A.
Por otra parte, de�nimos

C(I) :=
n
b 2 I : hI(1� b)iIizq = I = h(1� b)Ii

I
der

o
:

Corolario 3.17 Sea A un álgebra, y sea I un ideal de A. Si
Rad(I) es un ideal de A, entonces Rad(I) � Rad(A) \ I: Si
además Rad(A) \ I � C(I); entonces Rad(I) = Rad(A) \ I:

Demostración. En primer lugar, a�rmamos que

C(I) � C(A):

Para probar esta inclusión, obsérvese que para todo b 2 I; clara-
mente hI(1� b)iIizq � hA(1� b)iizq : Supongamos adicional-
mente que I = hI(1� b)iIizq. Entonces I � hA(1� b)iizq. Por
tanto, para todo a 2 A,

a = (a� ab) + ab 2 hA(1� b)iizq + I � hA(1� b)iizq ;
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luego A = hA(1� b)iizq : Similarmente, si I = h(1� b)IiIder,
entonces tendremos que A = h(1� b)Aider : Esto prueba que
C(I) � C(A); como habíamos anunciado:
Supongamos ahora que Rad(I) es un ideal de A. Entonces por
la inclusión anterior resulta que Rad(I) es un ideal de A con-
tenido en C(A); luego ha de estar contenido en el ideal más
grande de A que disfruta de esta propiedad, que es Rad(A);
según el Teorema 3.15. Por tanto, Rad(I) � Rad(A) \ I.
Si adicionalmente Rad(A) \ I � C(I) entonces, de nuevo por
el teorema anterior es obvio que Rad(A)\ I � Rad(I) (puesto
que Rad(A) \ I es, de manera trivial, un ideal de I). �

Conviene hacer notar que, dado un ideal I de un álgebra A,
la condición Rad(A) \ I � C(I) signi�ca, como se comprueba
sin di�cultad, que para cada b 2 Rad(A) \ I; las siguientes
igualdades se veri�can:

hI(1� b)iizq = I \ hA(1� b)iizq (3.1)

h(1� b)Iider = I \ h(1� b)Aider :

Del resultado anterior, deducimos que Rad(I) = Rad(A)\I
si, y sólo si, Rad(I) es un ideal de A y las igualdades (3.1) se
cumplen.

A partir del Corolario 3.17 podemos obtener [21, Theorem
1.5.4] de la siguiente forma:

Corolario 3.18 Si A es un álgebra asociativa, entonces
Rad(I) = Rad(A) \ I para cualquier ideal I de A.

Demostración. Rad(I) es un ideal de A, como se demuestra
sin di�cultad5, por lo que este resultado es una consecuencia
inmediata del corolario anterior, dado que las igualdades 3.1, en

5Véase la prueba de [13, Corollary III.24.20].
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virtud de la asociatividad, se reducen a estas otras igualdades

I(1� b) = I \ A(1� b) (3.2)

(1� b)I = I \ (1� b)A,

obviamente ciertas para cada b 2 A. �

Aunque las hipótesis del Corolario 3.17 se veri�quen au-
tomáticamente cuando se disfruta de la propiedad asociativa,
dichos requerimientos no son super�uos como vamos a mostrar
en los siguientes ejemplos.
A continuación probamos que el Rad(I) puede no ser un

ideal del álgebra A. Posteriormente veremos un ejemplo en el
que las igualdades (3.1) no se veri�can. Es por ello que si el
ideal I no cumple los requerimientos necesarios, entonces los
conjuntos Rad(I) y Rad(A) \ I pueden no estar relacionados.

Ejemplo 3.19 Consideremos el álgebra compleja A generada
por el conjunto fa; b; cg con la tabla de multiplicar siguiente:

a b c

a a 0 0
b b 0 0
c b a a

Sea I = Ca�Cb. Vemos que I es un ideal de A: Consideremos
ahora el subespacio Cb que es trivialmente un ideal de I. Todo
elemento �b 2 Cb es un elemento cuasi-invertible en I, con
cuasi-inverso el elemento ��b, por lo que Cb � q� Inv(I): Por
la Proposición 3.13, se tiene que Cb � Rad(I): Además, puesto
que a =2 Rad(I) (dado que I(1� a) = f0g de donde a =2 C(I)),
deducimos que Rad(I) = Cb: Sin embargo, Cb no es un ideal de
A, pues cb = a =2 Cb: No obstante, vamos a ver que Rad(I) está
estrictamente contenido en Rad(A)\I; dado que Rad(A) = A.
Para ello, nótese que si �; �; 
 2 K, siendo 
 6= 0; entonces se
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tienen las igualdades

h�a+ �b+ 
ciizq = A
h�a+ �b+ 
cider = A:

De este modo, ningún ideal propio de A contiene a un elemento
de la forma �a+�b+
c con 
 6= 0:Pero entonces A no contiene
ningún ideal modular por un lado propio, M; puesto que si la
unidad modular de M es u = �a + �b + �c; para convenientes
�; �; � 2 C, entonces M contendría a alguno de los siguientes
elementos

c(1� u) = c(1� �a� �b� �c) = c� �b� (� + �) a
(1� u)c = (1� �a� �b� �c)c = c� �a:

Por tanto:

A = Rad(A)izq = Rad(A)der = Rad(A):

Nótese también que a 2 Rad(A) \ I; y sin embargo a =2 C(I)
pues I(1 � a) = 0 (de hecho, I(1 � (a + �b)) = f0g para todo
� 2 C): En de�nitiva, concluimos que

Rad(I) = Cb � I = Rad(A) \ I;

aunque

I = Rad(A) \ I 6� Rad(I) = Cb:

�

A continuación vemos un ejemplo que muestra que Rad(I),
esto es, el radical de un ideal I de un álgebra A, tampoco tiene
por qué estar contenido en Rad(A) \ I:
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Ejemplo 3.20 Sea A el álgebra compleja generada por
fa; b; c; d; ug con la siguiente tabla de multiplicación:

a b c d u

a a 0 0 0 a
b b 0 0 0 b
c b a 0 0 0
d 0 u 0 d 0
u 0 0 0 0 u

Obsérvese que I = Ca�Cb�Cu es un ideal de A. Denotemos
por hbiI el ideal generado por b, relativo al ideal I (respecti-
vamente por hbi el ideal relativo al álgebra A). Es inmediato
comprobar que hbiI = Cb es un ideal cuasi-invertible en I, es
decir Cb � q � Inv(I); y en consecuencia Cb � Rad(I): Por
otra parte, vemos que u 2 hbi, de modo que Cb no es un ideal
de A. De las relaciones:

a(1� u) = 0

b(1� u) = 0

c(1� u) = c

d(1� u) = d

u(1� u) = 0

se comprueba sin di�cultad que:

hA(1� u)iizq = Cc� Cd 6= A:

En virtud del Teorema 3.15, esto signi�ca que u =2 Rad(A); por
lo que hbi no está contenido en Rad(A); y así b no pertenece a
Rad(A): Se concluye que Rad(I) 6� Rad(A) \ I: �

Una sencilla aplicación conjunta del Teorema 3.15 y del
Corolario 3.17 es la siguiente:



Los radicales de Jacobson y de Brown-McCoy 83

Corolario 3.21 Si A es un álgebra y A1 es su unitización, en-
tonces

Rad(A) =Rad(A1):

En consecuencia A1 es semisimple si, y sólo si, A lo es.

Demostración. Rad(A) es un ideal de A1 (de hecho cualquier
ideal de A lo es), por lo que en virtud del Corolario 3.17,

Rad(A) �Rad (A1) .

Supongamos que a 2 A es tal que a + 1 2 Rad(A1): En-
tonces, por el Teorema 3.15 tendríamos que A1 = hA1aiizq ; lo
que es una contradicción. De aquí se deduce que Rad(A1) � A;
y, en consecuencia, Rad(A1) = Rad(A1)\A � C(A); de donde
Rad(A1) � Rad(A): Por consiguiente Rad(A) =Rad(A1): �

Establecidas las propiedades fundamentales de naturaleza
algebraica que tiene el radical, concluimos la Sección con otra
propiedad esencial, de carácter topológico, que se obtiene como
consecuencia inmediata de la Proposición 1.14.

Proposición 3.22 El radical de un álgebra normada completa
A es un ideal cerrado de A.

3.5 La semisimplicidad y la m-semisim-
plicidad

Siguiendo la pauta marcada por la teoría espectral asociativa,
hemos establecido en la De�nición 3.5 que un álgebra (no nece-
sariamente asociativa) es semisimple cuando su radical de Ja-
cobson es igual a cero. Pero la teoría espectral clásica también
provee caracterizaciones analíticas del radical de Jacobson, y
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en concreto, nos permite expresar el radical en términos del es-
pectro. Como T. Palmer a�rma en [61, p. 189] (véase también
[61, Theorem 4.3.6] y [13, Proposition III.25.1]),

[...] el radical de Jacobson [de un álgebra de Banach]
puede ser descrito como el mayor ideal en el que el radio
espectral de cada elemento es idénticamente cero.

Recordemos que en ambiente normado, los elementos cuyo
radio espectral es cero se denominan cuasi-nilpotentes o
topológicamente nilpotentes. Por tanto, el radical de Jacob-
son de un álgebra de Banach es el mayor ideal cuasi-nilpotente
del álgebra. En el caso particular de que el álgebra de Banach
considerada sea conmutativa, la Teoría de Gelfand nos permite
dar un paso más y a�rmar directamente que el radical del álge-
bra coincide con el conjunto de los elementos cuasi-nilpotentes
(véase, por ejemplo, [13, Corollary II.17.7]).
En cualquier caso, lo que es claro es que un álgebra de

Banach es semisimple cuando f0g es su único ideal cuasi-
nilpotente.

Hasta ahora disponemos de una de�nición de espectro
(De�nición 1.21) que generaliza a la del caso asociativo, que
hemos denominado m-espectro. Dado que esta de�nición viene
acompañada de la correspondiente noción de radio espectral,
llamado aquí radio m-espectral, la re�exión anterior motiva los
planteamientos que vamos a hacer a continuación.
Recordemos que si A es un álgebra (no necesariamente aso-

ciativa), el radio m-espectral de a 2 A se ha de�nido como

�(a) := supfj�j : � 2 �Am(a)g;

donde �Am(a) denota el m-espectro de a (cuando �
A
m(a) = ?; se

de�ne �(a) := 0). Conviene hacer también la observación de que



Los radicales de Jacobson y de Brown-McCoy 85

si A es normada entonces el conjunto �Am(a) no es vacío para
ningún a 2 A: Si además A es completa, entonces el supremo
anterior es de hecho un máximo, cuyo valor es

�(a) = max
n
lim
n!1

kLnak
1
n ; lim

n!1
kRnak

1
n

o
;

como se probó en la Proposición 1.27.

Hechas las consideraciones anteriores, nos disponemos a
establecer un nuevo concepto de «semisimplicidad» , la m-
semisimplicidad, que está en total consonancia con lo que
sucede en el caso asociativo, y que de�nimos a continuación.

De�nición 3.23 Diremos que un álgebra A es m-semisimple
si f0g es el único ideal contenido en fa 2 A : �(a) = 0g; esto
es, el conjunto de todos los elementos de A que tienen radio
m-espectral igual a cero.

De esta manera tenemos establecidos, para las álgebras no
asociativas, los conceptos de semisimplicidad (De�nición 3.5)
y de m-semisimplicidad (de�nición anterior). En el caso parti-
cular de que tengamos un álgebra asociativa, ambos conceptos
son idénticos, y con�guran el de semisimplicidad clásico.

En la siguiente proposición comparamos los conceptos alu-
didos anteriormente. Después constataremos que, más allá de la
asociatividad, la m-semisimplicidad es, en general, una condi-
ción estrictamente más débil que la de simplicidad.

Proposición 3.24 Si A es un álgebra semisimple, entonces A
también es m-semisimple.

Demostración. Supongamos que A no fuese m-semisimple. En
tal caso debe existir un ideal no cero de A, llamémosle Q; con-
tenido en el conjunto fa 2 A : �(a) = 0g: Consecuentemente,
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1 =2 �Am(a); para cualquier a 2 Q, de donde los operadores La�I
y Ra�I son biyectivos, es decir, invertibles en L(A); luego exis-
ten T y S en L(A) tales que (La � I)T = I y (Ra � I)S = I:
Esto signi�ca que T (a) es un cuasi-inverso por la derecha de a,
mientras que S(a) es un cuasi-inverso por la izquierda de a; lo
que muestra que Q es un ideal cuasi-invertible. Por la Proposi-
ción 3.13, concluimos que Q � Rad(A) = f0g, llegándose a una
contradicción. �

La inclusión que detalla la Proposición anterior puede ser
de hecho estricta, como se muestra en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.25 Consideremos el álgebra compleja A generada
por fa; b; cg cuya tabla de multiplicar es la siguiente:

a b c

a a 0 0
b b 0 0
c 0 a a

Se tiene en particular que haiizq = Ca�Cb; como se deduce de
las siguientes igualdades:

(�a+ �b+ 
c)a = �a+ �b,

(�a+ �b+ 
c)b = 
a:

Similarmente haider = Ca puesto que a(�a + �b + 
c) = �a:
En consecuencia, el ideal generado por fag es hai = Ca � Cb:
En el Teorema 3.15 probamos que Rad(A) es el mayor ideal
contenido en el conjunto:

fw 2 A : hA(1� w)iizq = A = h(1� w)Aiderg: (3.3)

Como c � c(�a + �b) = c � �a; c(c � �a) = a; y ba = b; se
obtiene que

hA(1� (�a+ �b))iizq = A:
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Similarmente b� (�a+ �b)b = b; c� (�a+ �b)c = c; y c2 = a;
luego

h(1� (�a+ �b)Aider = A:
Esto prueba que el ideal generado por fag está contenido en el
conjunto (3.3), luego a 2 Rad(A) y por tanto A no es semisim-
ple.
Por otra parte, a�rmamos que

Cb [ Cc = fu 2 A : �(u) = 0g; (3.4)

lo que probaría que A es m-semisimple, dado que a pertenece
tanto al ideal generado por fbg como al generado por fcg
(puesto que cb = a), lo que muestra que estos ideales no es-
tán contenidos en Cb [ Cc; y en consecuencia f0g es el único
ideal contenido en el conjunto de los elementos de A que tienen
radio m-espectral igual a cero.
Para probar la a�rmación realizada, nótese que si � y 
 son

números complejos no nulos; entonces las raíces de la ecuación
�2 � � + �
 = 0 son precisamente los valores propios del ope-
rador La+�b+
c; y por tanto

�Am(a+ �b+ 
c) 6= f0g:
Similarmente, �Am(a + �b) 6= f0g cuando � 6= 0; mientras que
�Am(a + 
b) 6= f0g si 
 6= 0; puesto que 1 se encuentra en
ambos espectros. Asimismo, 1 es un valor propio de La; de
donde �Am(a) 6= f0g: De otra parte, si � 6= 0; entonces

(Lb+�c +
p
�I)(

p
�a� b) = 0;

por lo que �Am(b + �c) 6= f0g. Finalmente, es fácil comprobar
que

�Am(b) = �
A
m(c) = f0g;

pues los operadores Lb � �I; Rb � �I; Lc � �I y Rc � �I son
biyectivos para cualquier � 6= 0; mientras que Lb y Rc no lo
son. La a�rmación (3.4) queda así probada. �
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3.6 El radical de Brown-McCoy, o ra-
dical fuerte

En ambiente asociativo-conmutativo, la Teoría de Gelfand
muestra la relevancia del ideal dado por la intersección de los
ideales modulares maximales, ideal que se denomina radical
fuerte o de Brown-McCoy, por más que en dicho marco, éste no
sea otra cosa que el radical de Jacobson. Pero resulta que, si
se pierde la conmutatividad, entonces el radical fuerte contiene
al radical de Jacobson, pudiéndolo hacer estrictamente (véanse
los ejemplos dados en [13, Section 4.8]).
Como el radical fuerte se puede de�nir literalmente sin la

restricción de la asociatividad, a continuación lo establecemos
formalmente para álgebras en general.

De�nición 3.26 Sea A un álgebra. De�nimos el radical fuerte
o radical de Brown-McCoy deA, como la intersección de todos
los ideales modulares maximales biláteros de A. Este conjunto
será denotado por s� Rad(A):
Diremos que el álgebra A es fuertemente semisimple, si

s� Rad(A) = f0g:

En el caso de queA carezca de ideales modulares maximales
de�niremos el radical fuerte como s � Rad(A) = A y diremos
que A es Brown-McCoy radical.

El radical fuerte fue de�nido (para álgebras asociativas) en
1947 por B. Brown y N. H. McCoy, en [15], en términos de
lo que hoy se denominan ideales débilmente cuasi-invertibles o
débilmente cuasi-regulares6. Sin embargo, la noción de álgebra
fuertemente semisimple fue establecida de forma independiente

6La manera de de�nir estos conceptos puede verse en [61, De�nition
4.5.5].
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en [73] por I. E. Segal, en el año 1941, si bien el término «fuerte-
mente semisimple» no sería acuñado7 hasta 1947 por el propio
Segal en [74] (para más detalles véase [61, §4.5]). En este úl-
timo artículo, Segal demuestra que el radical de Brown-McCoy
de un álgebra de Banach resulta ser cerrado, y posee múltiples
bondades.
Más allá del marco conmutativo, el radical fuerte mani�esta

una naturaleza distinta a la del radical de Jacobson pues, como
dice T. Palmer en [61, p. 490]:

«El radical de Jacobson de álgebras de Banach fami-
liares es usualmente una porción patológica. Esto no es
cierto para el radical fuerte» .

Tan reveladora es la a�rmación de Palmer que, por ejemplo,
si H es un espacio de Hilbert separable, entonces el radical
fuerte de L(H) es el ideal de los operadores compactos. Es obvio
que el sentido original del radical de Jacobson para álgebras
asociativas, se pierde totalmente en el caso del radical fuerte.

El radical fuerte de un álgebra no necesariamente asocia-
tiva A, es un ingrediente fundamental para el estudio de la
continuidad automática de los homomor�smos entre dos álge-
bras normadas completas, en alusión directa al célebre teorema
de Rickart sobre la continuidad automática de homomor�smos
de rango denso. Es por ello que la de�nición anterior será tenida
en cuenta durante el Capítulo 5, así como las consideraciones
sobre el caso real que se abordan allí también.

7De hecho, en [73] se establece que un álgebra unital es «semisimple»
si sus ideales maximales tienen intersección igual f0g:
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CAPÍTULO 4

El radical, el m-espectro y
la continuidad de los
homomor�smos
sobreyectivos

Nuestro próximo objetivo será mostrar que la asociatividad es
una propiedad super�ua en el clásico teorema de Johnson [40]
que asegura la continuidad automática de cualquier homor�smo
sobreyectivo � : A ! B entre dos álgebras de Banach A y B,
cuando el álgebra B es semisimple (véase también [21, Theorem
5.1.5] y [61, Theorem 6.1.3]).

En ambiente no asociativo, hemos de�nido el radical de Ja-
cobson como la intersección de los ideales primitivos del álgebra
(al igual que en el caso asociativo). Sin embargo, hemos visto
que la propiedad de la semisimplicidad de un álgebra B (es de-
cir, que su radical de Jacobson sea cero) puede debilitarse hasta
la propiedad de la m-semisimplicidad (esto es, que el conjunto
fb 2 B : �(b) = 0g no contenga ideales no nulos de B). Nos
proponemos aquí obtener la correspondiente generalización no
asociativa del teorema de Johnson en ambos casos. Como con-

93
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Fig. 4.1: Barry Johnson.

secuencia tendremos garantizada la unicidad de la topología
de la norma de las álgebras semisimples y m-semisimples. Ello
muestra que, con los mismos ingredientes del caso asociativo
(es decir, con las extensiones naturales de los conceptos involu-
crados en la teoría clásica), y siguiendo un camino adecuado,
es posible llegar igualmente a buen puerto sin la constricción
de la asociatividad.
En cuanto al «camino a seguir» , conviene resaltar el in-

terés metodológico del mismo, por cuanto que las pruebas que
aquí aportamos descansan exclusivamente sobre algunas con-
sideraciones algebraicas básicas relativas a los ideales, y sobre
las propiedades elementales del m-espectro. Por tanto, vamos
a trabajar con los ingredientes más simples y naturales de la
teoría espectral, para obtener resultados relevantes como los
referidos, que ponen de mani�esto que no hay necesidad de
asumir la asociatividad en ellos, sin alejarse conceptualmente
de la teoría clásica.

4.1 Consideraciones algebraicas

Para poder acometer nuestro objetivo, necesitamos establecer
previamente algunos resultados de interés relacionados con los
ideales de un álgebra. El primero de ellos es el siguiente.
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Lema 4.1 Dada un álgebra A, sea I un ideal de A y sea M
un ideal modular por un lado maximal de A. Si P es el mayor
ideal contenido en M , entonces o bien I � P o I=M = A=M:

Demostración. Como, o bien I � P; o de lo contrario se tiene
que I=P 6= f0g, para probar el resultado vamos a suponer que
I=P 6= f0g con el �n de demostrar que, entonces, necesaria-
mente es I=M = A=M: Observemos que I=M 6= f0g (de no ser
así, I+P sería un ideal deA contenido enM , luego P = I+P y
por lo tanto I=P = f0g, lo cual es una contradicción). Como I
no está contenido enM , por la maximalidad deM tenemos que
A = I +M . En consecuencia, si M 2Mizq y si A(1�u) �M;
entonces al ser u = u0+m; para algún u0 2 I ym 2M , se tiene
que u+M = u0 +M 2 I=M y por tanto, para cada a 2 A; se
tiene que a� au y a(u� u0) pertenecen a M; luego

a+M = au+M = au0 +M 2 AI=M � I=M:

Similarmente, si M 2 Mder y (1� u)A � M; entonces resulta
que a + M = u0a + M pertenece a IA=M � I=M: De esta
manera A=M = I=M , como deseábamos probar. �

Nos proponemos ahora estudiar la relación que existe entre
los ideales maximales modulares unilaterales de un álgebra real
A y los de su complexi�cación, AC; así como la relación exis-
tente entre los ideales primitivos de ambas álgebras. En lo que
sigue, conviene tener presente que todo elemento u 2 AC se
expresa de manera única de la forma u = a+ ib donde a; b 2 A:

Comenzamos haciendo la siguiente observación:

Lema 4.2 Sea A un álgebra real y sea AC su complexi�cación.

1. SiM es un ideal modular por la izquierda, por la derecha
o bilátero de A, respectivamente, entoncesM + iM es un
ideal de AC del mismo tipo.
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2. Si N es un ideal modular por la izquierda, derecha o
bilátero, respectivamente, de AC entonces Re(N) es un
ideal de A del mismo tipo, donde

Re(N) := fa 2 A : existe b 2 A tal que a+ ib 2 Ng:

Además N � Re(N) + iRe(N):

Demostración. Para probar la primera a�rmación, nótese que
si M es un ideal por la izquierda, derecha o bilátero, respecti-
vamente, de A entonces M + iM es un ideal de AC del mismo
tipo, y que si u es una unidad modular por la derecha de M ,
entonces también lo es de M + iM dado que

(a+ib)�u(a+ib) = a�ua+i(b�ub) 2M+iM; (a; b 2 A).

Se razona de igual manera para las unidades modulares por la
izquierda.
La segunda a�rmación se deduce del hecho de que siN es un

ideal por la izquierda, derecha o bilátero, respectivamente, de
AC entonces Re(N) es un ideal de A del mismo tipo. Asimismo,
si u+iv es una unidad modular por la derecha (resp. izquierda)
para N; entonces u es una unidad modular por la derecha (resp.
izquierda) para Re(N): Finalmente, si a + ib 2 N; entonces se
tiene que b� ia = �i(a+ ib) 2 N; y en consecuencia

a+ ib 2 Re(N) + iRe(N);

lo que prueba que N � Re(N) + iRe(N): �

La siguiente Proposición nos muestra la manera de obtener
ideales primitivos en AC a partir de ideales primitivos de A.

Proposición 4.3 Sea A un álgebra real y sea AC su complexi-
�cación.
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1. Si M es un ideal modular izquierdo (resp. derecho o
bilátero) maximal de A, entonces M + iM es un ideal
del mismo tipo de AC:

2. Si P es un ideal primitivo de A entonces P + iP es un
ideal primitivo de AC:

Demostración. Para probar el resultado razonaremos sobre los
ideales por la izquierda. Para el caso de los ideales por la
derecha y el de los ideales biláteros argumentamos de igual
manera. Para demostrar la primera a�rmación, por el lema an-
terior, sólo hemos de ver que siM es un ideal modular maximal
por la izquierda, entonces M + iM (que es un ideal modular
por la izquierda de AC) también es maximal. Si no lo fuese,
M + iM estaría contenido en un ideal modular maximal por la
izquierda de AC; que denotamos por N . Por el lema anterior
Re(N) es un ideal modular por la izquierda de A que con-
tiene aM: Por la maximalidad deM tenemos que Re(N) =M
(puesto que Re(N) ha de estar contenido propiamente en AC).
Pero entonces, también por el lema anterior,

N � Re(N) + iRe(N) =M + iM;

lo que probaría por maximalidad que N =M + iM:
La segunda a�rmación se deduce del hecho de que si P

es el mayor ideal contenido en un ideal modular maximal por
la izquierda, M; del álgebra A, entonces P + iP es un ideal
contenido en el ideal modular maximal por la izquierdaM+iM:
Asimismo, si existiese un ideal Q del álgebra AC tal que

P + iP � Q �M + iM;

tendríamos que Re(Q) es un ideal de A que contiene a P y que
está contenido en M; por lo que Re(Q) = P y en consecuencia
Q = P+iP , luego P+iP es el más grande ideal deAC contenido
en M + iM . �
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A partir del resultado anterior, se deduce sin di�cultad este
otro, que relaciona el radical de un álgebra real con el de su
complexi�cada.

Corolario 4.4 Si A es un álgebra real, entonces

Rad(AC) � Rad(A) + iRad(A):

En consecuencia, si A es semisimple entonces su complexi�-
cación AC también es semisimple.

4.2 Consideraciones analíticas

Deseamos probar que si A y B son álgebras normadas comple-
tas siendo el álgebra B semisimple, entonces todo epimor�smo
� : A ! B es automáticamente continuo.
A partir de las consideraciones algebraicas vistas en la

sección anterior, procedemos al tratamiento analítico del pro-
blema, que vamos a basar en las propiedades del m-espectro.
Puesto que el espectro de un operador, y por tanto el m-

espectro de un elemento en un álgebra, son nociones enraizadas
en el caso complejo1, vamos a comenzar reduciendo el problema
que nos ocupa al caso complejo, para hacer un uso cómodo y
natural del m-espectro.
Para ello recordamos que, como se estableció en la Sección

1.5, la complexi�caciónAC de un álgebra normada realA puede
dotarse de una norma de álgebra, que extiende a la de A; de
manera que AC es completa si y solo si lo es el álgebra A. Por
otro lado, si A y B son álgebras reales y si � : A ! B es
un epimor�smo, entonces la aplicación �C : AC ! BC dada por

1La de�nición de espectro de un operador, y de m-espectro de un ele-
mento en un álgebra, en el caso real se remite a la complexi�cación.



Radical, m-espectro y continuidad de hom. sobreyectivos 99

�C(a+ib) = �(a)+ i�(b); para cualesquiera a; b 2 A, es también
un epimor�smo, que será continuo si y sólo si � lo es. Además,
por el Corolario 4.4, si el álgebra B es semisimple tendremos que
el álgebra BC también lo es. Concluimos pues que, resuelto el
problema en el caso complejo, lo tendremos igualmente resuelto
en el caso real.
Puesto que no es restrictivo restringise al caso complejo, en

lo que sigue, supondremos que el cuerpo base de las álgebras
consideradas es K = C, hecho que consideraremos sin previo
aviso:

Recordemos que si X es un espacio normado complejo en-
tonces L(X) denota al álgebra de todos los operadores lineales
y continuos T : X ! X; y que �su(T ) representa al espectro
sobreyectivo de T:
A continuación codi�camos un resultado muy sencillo que,

sin embargo, será de gran utilidad para nuestras considera-
ciones.

Proposición 4.5 Sean X e Y espacios vectoriales complejos,
y sean T : X ! X; � : X ! Y; y R : Y ! Y aplicaciones
lineales, tales que �T = R�. Si � es sobreyectiva, entonces
�su(R) � �su(T ):

Demostración. Como �T = R� tenemos que

�(T � �I) = (R� �I)�;

para cada � 2 C. Por la sobreyectividad de � tenemos que
si � 2 C es tal que la aplicación (T � �I) es sobreyectiva,
entonces también lo es �(T � �I), y de ahí que (R � �I)�; y
en consecuencia (R��I); sean aplicaciones sobreyectivas. Esto
muestra que �su(R) � �su(T ); como queriamos. �

El siguiente resultado establecido en [67, Lemma 1.1], que
es una adaptación de [6, Theorem 1]. Recordamos que si a es un
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elemento de un álgebra asociativa, entonces �(a) denota indis-
tintamente tanto al radio espectral como al radio m-espectral
de a; puesto que ambos coinciden (al igual que ocurre con el
espectro y el m-espectro de a). Como es habitual, si 	 es una
aplicación lineal entre dos espacios normados, el subespacio
separador de 	 será denotado por s(	).

Lema 4.6 Sean A y B álgebras asociativas normadas comple-
jas y 	 : A ! B una aplicación lineal sobreyectiva tal que
�(	(a)) � �(a) para cada a 2 A. Entonces �(b) = 0; para cada
b 2 s(	):

En términos del espectro sobreyectivo establecemos el si-
guiente resultado.

Lema 4.7 Sean X e Y espacios de Banach complejos. Sean
M(X) y M(Y ) subálgebras de L(X) y L(Y ), respectivamente.
Sea � una aplicación lineal de M(X) sobre M(Y ) tal que
�su (�(T )) � �su (T ), para cualquier T 2 M(X): Entonces
�(R) = f0g para cada R 2 s(�):

Demostración. Si � : M(X) ! M(Y ) es tal que �su (�(T )) �
�su (T ) entonces, por la Proposición 1.28, se tiene que
�(�(T )) � �(T ); para cada T 2 M(X): Por el lema anterior
�(R) = f0g; para cada R 2 s(�) �

La notación introducida en el lema anterior no es fortuita,
y está orientada a contextualizar dicho lema para aplicarlo en
el ambiente que muestra la siguiente de�nición.

De�nición 4.8 Sea A un álgebra. El álgebra de multipli-
cación M(A) del álgebra A se de�ne como la subálgebra de
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L(A) generada por fIg[fLa : a 2 Ag[fRa : a 2 Ag, donde La
yRa denotan a los operadores de multiplicación por la izquierda
y por la derecha, respectivamente, por el elemento a 2 A; e I
representa, como es habitual, la identidad en L(A).

Lema 4.9 Sean A y B álgebras normadas completas, y sea
� : A ! B un epimor�smo. Entonces, para cada b 2 s(�);
se veri�ca que �su(Lb) = �su(Rb) = f0g:

Demostración. Sea b� : M(A) ! M(B) la única aplicación li-
neal entre las álgebras de multiplicación asociadas a A y a
B, tal que b�(I) = I; b�(La) = L�(a) y b�(Ra) = R�(a): Por la
sobreyectividad de �, la aplicación b� está bien de�nida y es
también sobreyectiva. Además, �La = L�(a) � = b�(La) � y tam-
bién �Ra = R�(a) � = b�(Ra) �, y obviamente I� = �I: En con-
secuencia, b�(T ) � = �T para cada T 2 M(A); luego por la
Proposición 4.5, tenemos que �su

�b�(T )� � �su(T ) para cada

T 2M(A): Por el Lema 4.7 se obtiene que �su(R) = f0g, para
todo R 2 s(b�) (recordamos que estamos en ambiente complejo).
Como para todo b 2 s(�) se tiene que Lb y Rb pertenecen a s(b�);
se concluye que �su(Lb) = �su(Rb) = f0g, como se deseaba. �

Lema 4.10 Sea B un álgebra normada, sea M un ideal por
un lado cerrado y sea b0 2 B: Las siguientes a�rmaciones se
veri�can:

(a) Si M es un ideal por la izquierda y si LB=Mb0
2 L(B=M) es

el operador dado por LB=Mb0
(b+M) = b0b+M; para todo

b 2 B, entonces �su
�
L
B=M
b0

�
� �su (Lb0) :
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(b) Si M es un ideal por la derecha y si RB=Mb0
2 L(B=M) es

el operador dado por RB=Mb0
(b+M) = bb0+M; para todo

b 2 B, entonces �su
�
R
B=M
b0

�
� �su (Rb0) :

Demostración. Sea � : B ! B=M la proyección canónica. Si
M es un ideal por la izquierda, como �LBb0 = L

B=M
b0

�, de la

Proposición 4.5 se deduce que �su
�
L
B=M
b0

�
� �su (Lb0), hecho

que prueba (a).
Similarmente, si M es un ideal por la derecha, entonces

�su

�
R
B=M
b0

�
� �su (Rb0) ; como se dice en (b): �

Los resultados anteriores nos servirán para mostrar la anun-
ciada generalización no asociativa del Teorema de Johnson, en
términos del radical introducido en la De�nición 3.5, y más
concretamente de la noción de semisimplicidad a él asociada.

Teorema 4.11 Cualquier homomor�smo � : A ! B sobreyec-
tivo, de un álgebra normada completa A sobre un álgebra nor-
mada completa semisimple B es continuo.

Demostración. Supongamos que A tiene unidad. Entonces B
también tiene unidad, que notaremos por e. Sea b0 2 s(�):
Tenemos que �su(Lb0) = f0g por el Lema 4.9, y por el Lema
4.10 que �su(L

B=M
b0

) = f0g; para cada M 2 Mizq: Por tanto

L
B=M
b0

no es sobreyectivo, por lo que e =2 b0 + M: Similar-

mente, si M 2 Mder, entonces �su(R
B=M
b0

) = f0g de donde
se deduce igualmente que e =2 b0 + M: En consecuencia, si
M 2 Mizq [Mder; se tiene que e =2 s(�) +M; lo que mues-
tra que s(�)=M 6= B=M: Por tanto, del Lema 4.1 obtenemos
que s(�) � P para cualquier ideal primitivo P , por lo que
s(�) � Rad(B) = f0g: Por el teorema de la grá�ca cerrada, se
concluye que � es continuo.
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Si A no tuviese unidad, entonces podemos considerar el epi-
mor�smo �1 : A1 ! B1 dado por �1(a+�1) = �(a)+�1. Como
antes, tenemos que s(�1) � P1, para cualquier P1 2 PB1 ; de
donde s(�1) � Rad(B1): Por el Corolario 3.21, concluimos que
s(�) � s(�1) = f0g: Por el teorema de la grá�ca cerrada, de-
ducimos también en este caso que � es continuo. �

El siguiente resultado es precisamente [40, Theorem 2] pero
sin el requerimiento de la asociatividad.

Corolario 4.12 Las álgebras normadas completas semisimples
tienen unicidad de la topología de la norma completa.

Una aplicación sencilla del resultado anterior se muestra a
continuación.

Ejemplo 4.13 Consideremos la K-álgebra B � A donde B es
cualquier K-álgebra in�nito-dimensional simple con unidad, y
A es la K-álgebra generada por fe; a; b; cg cuya tabla de multi-
plicación está dada por

e a b c

e e a b 0
a a a a b
b b a c c
c c a 0 e

(nótese que la tabla anterior corresponde al álgebra del Ejem-
plo 3.8, y por tanto el álgebra A es semisimple). Consideremos
en B �A el producto dado por (b1+a1) (b2+a2) := b1b2+a1a2;
para cualesquiera b1+a1; b2+a2 2 B�A: Este álgebra se puede
dotar de la norma de álgebra dada por kb+ ak := kbk + kak,
para cada b+ a 2 B � A. Entonces B � A posee una única
topología de la norma completa, pues B�A es semisimple. De
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hecho, un ideal modular maximal por la izquierda es B � Ka;
por lo que B � f0g es un ideal primitivo de B � A: Asimismo
f0g�A es un ideal bilátero (obviamente modular) maximal de
B � A cuya intersección con B � f0g es cero, lo que prueba la
semisimplicidad de B � A (téngase presente de nuevo la con-
veniencia de considerar los ideales modulares maximales por la
derecha en el sentido del Comentario 3.7). Nótese que la semi-
simplicidad de B � A se deduce también de forma inmediata
del Corolario 3.18, teniendo en cuenta que cualquier ideal de A
o de B (y en particular el radical de alguna de esas álgebras)
es un ideal de B �A. �

El radical de Jacobson de un ágebra de Banach se formula
equivalentemente tanto en términos de los ideales primitivos
como en términos de los elementos cuasi-nilpotentes, siendo las
álgebras semisimples aquellas que tienen radical de Jacobson
igual a cero, en cualquiera de las formulaciones que la asociativi-
dad nos permite hacer de este hecho. Como argumentábamos
en la Sección 3.5, esta doble consideración de la naturaleza del
radical, en el caso no asociativo, daba lugar a los conceptos
de semisimplicidad (Rad(A) = f0g) y de m-semisimplicidad
(ausencia de ideales cuasi-nilpotentes no nulos), siendo el úl-
timo de ellos una debilitación del primero (véase la Proposición
3.24 y el Ejemplo 3.25).

Las herramientas analíticas que hemos establecido nos per-
miten probar con comodidad la siguiente generalización del
Teorema de Johnson, que mejora a la obtenida en el Teorema
4.11, puesto que la m-semisimplicidad es una hipótesis menos
restrictiva que la semisimplicidad.

Teorema 4.14 Si A y B son álgebras normadas completas,
reales o complejas, siendo B m-semisimple, entonces todo epi-
mor�smo � : A ! B es continuo.
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Demostración. En el caso complejo, sea s(�) el subespacio se-
parador de �: Por el Lema 4.9, teniendo en cuenta el Corolario
1.24 y la Proposición 1.28, tenemos que:

s(�) � fb 2 B : �(b) = 0g: (4.1)

Finalmente, por la m-semisimplicidad de B y por el teorema de
la grá�ca cerrada se obtiene la continuidad de �.
En el caso real, aplicando el Lema 4.9 al epimor�smo �C

obtenemos que �BCsu (Lb) = �
BC
su (Rb) = f0g; para cada b 2 s(�);

de donde se deduce que igualmente que �(Lb) = �(Rb) = f0g;
por de�nirse el espectro en caso real en términos de la complexi-
�cación del álgebra. Es por ello que �Bm(b) = f0g; para cada
b 2 s(�); obteniéndose de nuevo la inclusión (4.1), a partir de
la cual concluimos la prueba razonando como antes. �

Observemos que el Teorema 4.11 puede obtenerse también
como corolario del Teorema 4.14 y la Proposición 3.24.
La ventaja del Teorema 4.14, más allá de que es válido para

un rango de álgebras más amplio que las del Teorema 4.11,
reside en el hecho de que resulta muy cómodo y fácil de aplicar,
pues determinar los elementos cuyo radio espectral es cero no
suele ser una tarea complicada, dentro del grado de di�cultad
en el que trabajamos. El siguiente ejemplo sirve para justi�car
nuestra a�rmación.

Ejemplo 4.15 Sea B = `1(N); el álgebra compleja de las seriesP
n�1

�nen, tales que
1P
n=1

j�nj < 1; provista del único producto

que se deriva de las siguientes igualdades:

enem = 0; si n 6= m;

e2n =
en + en+1

2
:

Se comprueba sin di�cultad que B es un álgebra normada com-
pleta, provista de la `1-norma. Para cada b =

1P
n=1

�nen en B; no
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nulo, sea
k0 := minfn 2 N : �k 6= 0g:

Entonces
�k0
2
2 �Bm(b) puesto que ek0 no se encuentra en el rango

del operador Lb �
�k0
2
I: Esto prueba que B es m-semisimple.

Por tanto, cualquier homomor�smo sobreyectivo de un álgebra
normada completa en B es automáticamente continuo. En par-
ticular, B tiene una única topología de la norma completa.

�

Como ya se ha indicado en el ejemplo anterior, aplicando
el Teorema 4.14 cuando el homomor�smo considerado sea la
identidad de un álgebra m-semisimple, se obtiene de manera
obvia la siguiente importante consecuencia:

Corolario 4.16 Todas las álgebras normadas completas m-
semisimples (reales o complejas) tienen una única topología de
la norma completa.

El Corolario anterior mejora signi�cativamente el Corolario
4.12, y vuelve a evidenciar que la hipótesis de asociatividad
es super�ua en el teorema de Johnson sobre la unicidad de la
topología de la norma completa. Asimismo, este resultado tiene
la gran ventaja de que sus hipótesis son muy fáciles de veri�car,
siquiera en comparación con otras, dentro de la complejidad
propia de estos ambientes tan abstractos.



CAPÍTULO 5

El radical fuerte, el
m-espectro y la continuidad
de los homomor�smos de

rango denso

Nos proponemos ahora estudiar la continuidad automática de
un homormor�smo arbitrario (no necesariamente sobreyectivo)
� : A ! B entre dos álgebras normadas completas A y B.
Como quiera que el homomor�smo � puede verse como un ho-
momor�smo de rango denso � : A ! �(A); entre las álgebras
de Banach A y B0 := �(A); resulta que el problema que nos
ocupa puede enunciarse en los siguientes términos:
Si A y B son dos álgebras normadas completas y � : A ! B

es un homomor�smos de rango denso ¿es � automáticamente
continuo?
Como se dice en [21], el problema básico de la continuidad

automática consiste en dar condiciones algebraicas sobre A y
B que aseguren la propiedad topológica de que cualquier homo-
mor�smo � : A ! B sea necesariamente continuo. El resultado
clásico más importante en relación con la continuidad de los

107
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homomor�smos de rango denso es el célebre teorema de C. E.
Rickart, de 1960, que a�rma que cualquier homomor�smo de
rango denso � : A ! B de un álgebra de Banach A en un ál-
gebra de Banach fuertemente semisimple B es continuo (véase
[21, 61, 64]).

Recordemos que el radical fuerte de un álgebra asociativa
B; representado por s � Rad(B); se de�ne como la intersec-
ción de todos sus ideales modulares maximales biláteros, y
que un álgebra (asociativa) B es fuertemente semisimple si
s� Rad(B) = f0g. Obsérvese que el concepto de semisimplici-
dad fuerte no requiere de la asociatividad del producto de�nido
en el álgebra, de ahí que haya podido extenderse literalmente
hasta el contexto de las álgebras no asociativas (De�nición
3.26). En consecuencia, es natural preguntarse por el papel que
desempeña la asociatividad en el Teorema de Rickart.

Una extensión pionera del teorema de Rickart fue aportada
en 1968 por Balachandran y Rema [9], quienes establecieron que
todo homomor�smo de rango denso de un álgebra de Jordan
Banach y en un álgebra de Jordan Banach fuertemente semi-
simple es continuo. Posteriormente, este resultado fue mejorado
en 2003, en [71], donde se muestra la continuidad automática
de los homomor�smos de rango denso � : A ! B de un álgebra
normada completa A en un álgebra de Jordan Banach fuerte-
mente semisimple B: De esta manera se probó que el requeri-
miento de que el álgebra de origen fuese de Jordan Banach
es super�uo en el mencionado resultado de Balachandran y
Rema. Asimismo, en [71, Section 3] se recopilan todas las gene-
ralizaciones no asociativas del Teorema de Rickart aparecidas
en la literatura hasta ese momento. Como allí puede verse, son
diversas las hipótesis adicionales que podemos suponer en las
álgebras involucradas (esto es, en A, y especialmente en B)
que veri�cándose trivialmente en presencia de asociatividad,
garantizan la continuidad del homomor�smo de rango denso
� : A ! B, supuesto que el álgebra B sea fuertemente semisim-
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ple. Algunos avances recientes sobre esta cuestión pueden verse
en [78].
Dedicamos este capítulo a establecer nuevas generaliza-

ciones no asociativas del Teorema de Rickart. Codi�caremos
también una «patología» de naturaleza espectral, que cuando
se presenta en la imagen del homomor�smo de rango denso,
fuerza su discontinuidad. Ejemplos de álgebras en esta situación
serán mostrados igualmente.

5.1 Generalizaciones no asociativas del
teorema de Rickart. Formalización
del problema

Vamos a comenzar estableciendo formalmente el problema cen-
tral de esta sección, con el ánimo de indagar qué papel juega
el m-espectro en lo relativo a la continuidad automática de
homomor�smos de rango denso entre dos álgebras normadas
completas.
El problema que nos ocupa puede enunciarse en los si-

guientes términos:

Problema 5.1 Sean A y B álgebras normadas completas sobre
K (K = R o C) y sea � : A ! B un homomor�smo de rango
denso. Si B es fuertemente semisimple, ¿es � automáticamente
continuo?

Para empezar a centrarnos en esta cuestión, mostramos a
continuación que el problema anterior puede ser reducido al
caso en que las álgebras A y B involucradas posean unidad,
siendo el álgebra B simple (resultado que supone un re�-
namiento de [71, Lema 1.2], en lo que respecta a la unidad
de A).
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Proposición 5.2 Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) Cualquier homomor�smo de rango denso, de un álge-
bra normada completa en un álgebra normada completa
fuertemente semisimple es continuo.

(ii) Si A y B son álgebras normadas completas con unidad, y
si B es simple, entonces cualquier homomor�smo de rango
denso � : A ! B es continuo.

Demostración. La implicación (i) ) (ii) se obtiene del hecho
de que las álgebras simples son en particular fuertemente semi-
simples. Recíprocamente, supongamos que el enunciado (ii) se
veri�ca por hipótesis, y sea � : A ! B un homomor�smo de
rango denso, de un álgebra normada completa A en un álgebra
normada completa fuertemente semisimple B: Sea M un ideal
modular maximal de B. Por la Proposición 1.14 se obtiene que
M es cerrado y por tanto eB := B=M es un álgebra normada
completa simple con unidad. Sea � : B ! B=M la proyección
canónica. Nótese que e� := �� : A ! eB es un homomor�smo de
rango denso. Si A no tiene unidad, entonces podemos extendere� a A1 = A�K1, la unitización de A, de�niendo e�1 : A1 ! B
como e�1(a+ �1) = e�(a) + �e; para todo a 2 A; donde e repre-
senta a la unidad de eB: Se deduce fácilmente que e� es con-
tinuo precisamente cuando lo sea e�1. Por lo tanto, sustituyendoe� : A ! eB por e�1 : A1 ! eB si fuese necesario porque A no
tenga unidad, se obtiene en cualquier caso que el homomor-
�smo e� := �� : A ! eB es continuo en virtud del enunciado
(ii). En consecuencia, si an es una sucesión de elementos de A
tal que an ! 0; entonces e�(an) = ��(an) ! e�(0) = M; lo que
prueba que el subespacio separador s(�) está contenido en M:
Se concluye así que s(�) � s � Rad(B) = f0g: Por el teorema
de la grá�ca cerrada, � es continuo, como queríamos. �

El resultado anterior nos permite reformular, de manera
equivalente, el problema 5.1 de la siguiente manera:
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Problema 5.3 Sean A y B álgebras normadas completas con
unidad, sobre K (K = R o C) tales que B es simple, y sea
� : A ! B un homomor�smo de rango denso. ¿Es � automati-
camente continuo?

5.1.1 La reducción del caso real al caso com-
plejo

El objetivo central de este apartado será probar que en el
Problema 5.1, o equivalentemente en el Problema 5.3, no es
restrictivo suponer que el cuerpo base sea K = C. En las re-
�exiones siguientes, como de costumbre, la complexi�cación de
un álgebra real A será denotada por AC.
Si A y B son álgebras normadas reales y si � : A ! B

es un homomor�smo de rango denso, consideramos de nuevo el
homomor�smo �C : AC ! BC dado por �C(a+ib) = �(a)+i�(b),
cuyo rango también es denso en BC; y tenemos que � es continuo
si y solo si �C lo es. Además, si B es fuertemente semisimple
entonces BC también lo es. De hecho, del primer apartado de
la Proposición 4.3, deducimos lo siguiente.

Corolario 5.4 Si B es un álgebra real entonces:

s� Rad(BC) � s� Rad(B) + i (s� Rad(B)) :

En consecuencia, si B es fuertemente semisimple entonces su
complexi�cación BC también es fuertemente semisimple.

A partir del corolario anterior, concluimos de nuevo que dar
una respuesta a�rmativa al Problema 5.1 para K = C; implica
también una respuesta a�rmativa cuando K = R:
En la reformulación del Problema 5.1 que proporciona el

Problema 5.3, las hipótesis sobre el álgebra de llegada son la
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existencia de unidad y la simplicidad. Curiosamente, la com-
plexi�cación de un álgebra real simple con unidad no es nece-
sariamente un álgebra compleja simple. Este es el caso por
ejemplo de CR, el álgebra de los números complejos considerada
como álgebra real. De hecho, el subespacio

M := fu+ iv 2 CR � iCR : v = iug

es un ideal propio de CR � iCR (la complexi�cación de CR).

Pese a todo, tenemos el siguiente resultado de interés que
se deduce de forma inmediata del corolario anterior:

Corolario 5.5 Si A es un álgebra real simple con unidad en-
tonces AC es fuertemente semisimple.

La proposición anterior, acompañada de la equivalencia que
promueve la aludida Proposición 5.2, entre los Problemas 5.1
y 5.3, nos proporciona un nuevo argumento para restringirnos
al caso complejo sin pérdida de generalidad. De hecho, en las
Secciones 5.1 y 5.3, nos vamos a centrar en el Problema 5.3
cuando K = C.
Por completar este círculo de ideas, en sentido inverso, hace-

mos también la observación de que, en virtud de la Proposición
5.5, dar una respuesta a�rmativa al Problema 5.1, o equivalen-
temente al Problema 5.3, para K = R; implica también una
respuesta a�rmativa cuando K = C debido a que las álgebras
complejas (y los homomor�smos entre ellas) pueden verse como
reales, y un álgebra compleja simple también es simple cuando
es considerada como real.
Teniendo en cuenta todas las re�exiones anteriores, y dado

que no es restrictivo considerar que K = C, de ahora en ade-
lante nos centraremos en el caso complejo para nuestras con-
sideraciones, pues ese es el ambiente natural del espectro.
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5.2 Homomor�smos cuyo rango es
denso y espectralmente admisible

Nos proponemos dar una respuesta a�rmativa a los Problemas
5.1 y 5.3 cuando el rango del homomor�smo en cuestión es
espectralmente admisible en el sentido que pronto detallaremos.
Previamente de�nimos este otro concepto.

De�nición 5.6 Sea B un álgebra. Se de�ne el m-espectro so-
breyectivo de b 2 B como el conjunto

�Bsu(b) := �
B
su(Lb) [ �Bsu(Rb):

La siguiente propiedad nos dice que en presencia de una
norma de álgebra completa, la frontera del m-espectro está
contenida en el m-espectro sobreyectivo, en consonancia con
lo establecido en la Proposición 1.28.

Proposición 5.7 Si B es un álgebra normada completa, en-
tonces �Bsu(b) es no vacío, para cada b 2 B. De hecho, �Bm(b) es
no vacío y su frontera, @�Bm(b) está contenida en �

B
su(b):

Demostración. Puesto que, por de�nición,

�Bm(b) := �(Lb) [ �(Rb);

siendo Lb y Rb operadores del álgebra L(B), resulta que �(Lb)
y �(Rb) son compactos no vacíos del plano complejo tales que
@�(Lb) � �Bsu(Lb); al igual que @�(Rb) � �Bsu(Rb); como se
deduce de la Proposición 1.28. En consecuencia �Bm(b) 6= ? y
@�Bm(b) � �Bsu(b): �
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Notación 5.8 En lo que sigue, denotemos porDr al disco com-
plejo cerrado de centro cero y radio r > 0; es decir

Dr := f� 2 C : j�j � rg:

De�nición 5.9 Sea B un álgebra normada. Se dice que B es
espectralmente admisible si existe algún M > 0 tal que para
cualquier b 2 B,

�Bsu(b) \MDkbk 6= ?;
donde �Bsu(b) denota el m-espectro sobreyectivo de b 2 B:

Las álgebras normadas completas son ejemplos de álgebras
espectralmente admisibles, para M = 1; como se muestra en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.10 Si B es un álgebra normada completa, entonces
B es espectralmente admisible, pues �Bsu(b) 6= ? como se deduce
de la Proposición 5.7, y además �Bm(b) � Dkbk tal y como se
estableció en la Proposición 1.25 en la que se plasmó el carácter
espectral de las normas de álgebra completas. Es por ello que
�Bsu(b) \Dkbk 6= ?; para cada b 2 B: �

Cuando perdemos la deseable propiedad topológica de la
complitud, nada nos asegura que un álgebra normada sea espec-
tralmente admisible. Sin embargo, como vamos a ver seguida-
mente, cuando se está en un ambiente de gran privilegio alge-
braico, como ocurre en el caso asociativo con unidad, entonces
se recupera la mencionada propiedad. Por lo tanto, vamos a
mostrar que las álgebras normadas asociativas con unidad son
casos particulares de álgebras espectralmente admisibles. Sin
embargo, en el Ejemplo 5.22, veremos que hay álgebras nor-
madas con unidad (obviamente no asociativas) que no son es-
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pectralmente admisibles. Comenzamos haciendo la siguiente
observación.

Lema 5.11 Sea B un álgebra normada asociativa con unidad,
y sea bB su completación. Entonces, � bBsu(Lb) � �Bsu(Lb); y
�
bB
su(Rb) � �Bsu(Rb); para cada b 2 B.

Demostración. Puesto que bB es un álgebra de Banach con
unidad, el conjunto de sus elementos invertibles es un abierto
[13, Theorem I.2.11]. En consecuencia, si b 2 B; y � 2 C es
tal que Lb � �I : bB ! bB no es sobreyectivo, entonces de la
asociatividad se deduce que (Lb � �I)( bB) no contiene ningún
elemento invertible de bB; por lo que el rango de Lb � �I no es
denso en bB; y por lo tanto Lb� �I : B ! B no es sobreyectivo.
Esto prueba que � bBsu(Lb) � �Bsu(Lb); y análogamente se tiene
que � bBsu(Rb) � �Bsu(Rb): �

Proposición 5.12 Las álgebras normadas asociativas con
unidad son espectralmente admisibles.

Demostración. Sea B un álgebra normada asociativa con
unidad. Si B es completa, entonces B es espectralmente ad-
misible como se ha mostrado en el Ejemplo 5.10. Supongamos
ahora que B no es completa, y sea bB su completación. Fijemos
b 2 B: Puesto que � bBsu(Lb) � � bB(Lb); y L( bB) es un álgebra es-
pectral en el sentido de [61, De�nition 2.2.4], en virtud de [61,
Theorem 2.2.5, y Corollary 2.2.8] se deduce que � bBsu(Lb) � Dkbk;

siendo � bBsu(Lb) no vacío (Proposición 5.7). En consecuencia, de
la inclusión � bBsu(Lb) � �Bsu(Lb) probada en el lema anterior, se
concluye que el conjunto �Bsu(Lb)\Dkbk es no vacío, por lo que
B es espectralmente admisible. �
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El hecho de que un homomor�smo de rango denso, en el
ambiente del Problema 5.3, tenga rango espectralmente admi-
sible, es una condición su�ciente para garantizar de forma auto-
mática su continuidad, tal y como se establece formalmente en
el siguiente Teorema.

Teorema 5.13 Sean A y B álgebras normadas completas con
unidad, y sea � : A ! B un homomor�smo de rango denso.
Si B es simple, y si el rango de � es espectralmente admisible,
entonces � es continuo

Demostración. Sea a 2 A: Como �LAa = L
�(A)
�(a) �; siendo la apli-

cación � : A ! �(A) sobreyectiva, por la Proposición 4.5 tene-
mos que

��(A)su (L�(a)) � �Asu(La): (5.1)

Similarmente ��(A)su (R�(a)) � �Asu(Ra): Denotemos por eA y eB
a las unidades de A y B respectivamente. Como �(eA) es una
unidad para �(A); y �(A) es denso en B; se deduce trivialmente,
por la unicidad de la unidad, que �(eA) = eB, es decir, el homo-
mor�smo � es unital. Por tanto I�L�(a) = L�(eA�a) = LeB��(a):
Por hipótesis, existe algún M > 0 tal que�

��(A)su (I � L�(a)) [ ��(A)su (I �R�(a))
�
\MDkeB��(a)k 6= ?;

para cada a 2 A. Fijemos un elemento a 2 A: Entonces, existe
algún � 2 C; tal que:

� 2
�
��(A)su (I � L�(a)) [ ��(A)su (I �R�(a))

�
\MDkeB��(a)k;

luego j�j � M keB � �(a)k y � 2 �
�(A)
su (I � T�(a)), donde

T�(a) representa a L�(a) o bien a R�(a); según proceda: Obvia-
mente 1� � 2 ��(A)su (T�(a)): Pero por la inclusión (5.1) se tiene
que ��(A)su (T�(a)) � �Asu(Ta); luego 1�� 2 �Asu(Ta): Por tanto, de
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la complitud de A se deduce que j1� �j < kak : Consecuente-
mente,

1 � j�j+ j1� �j �M keB � �(a)k+ kak ;

lo que prueba que eB no pertenece al subespacio separador s(�)
de �: Nótese que s(�) es un ideal de B; pues el rango de � es
denso. Como B es simple y eB =2 s(�); se obtiene en consecuencia
que s(�) = f0g y por tanto que � es continuo, en virtud del
Teorema de la Grá�ca Cerrada. �

Sea B un álgebra normada que no es espectralmente admisi-
ble. Entonces existe b 2 B tal que

�Bsu(b) \Dkbk = ?:

En particular ha de ser

�Bsu(b) \ �
bB
m(b) = ?;

donde bB denota la completación de B. De las igualdades
�Bsu(b) = �Bsu(Lb) [ �Bsu(Rb)
�
bB
m(b) = �

bB(Lb) [ � bB(Rb);
se deduce, en particular, estas otras

�Bsu(Lb) \ �
bB(Lb) = ?;

�Bsu(Rb) \ �
bB(Rb) = ?:

Esto motivó el concepto de operador espectralmente raro, que
establecimos formalmente en la De�nición 1.30. De hecho, lo
que acabamos de indicar se expresa en términos de los ope-
radores espectralmente raros como sigue:

Proposición 5.14 Si B es un álgebra normada que no es es-
pectralmente admisible entonces ha de existir algún elemento
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b 2 B tal que Lb y Rb son operadores espectralmente raros,
simultáneamente. Es decir:

�Bsu(Lb) \ �
bB(Lb) = ? = �Bsu(Rb) \ � bB(Rb):

El resultado anterior da pie a la siguiente de�nición.

De�nición 5.15 Sea B un álgebra normada compleja. Se dice
que un elemento b 2 B es espectralmente raro si Lb y Rb son
operadores espectralmente raros, lo que signi�ca que

�Bsu(Lb) \ �
bB(Lb) = ? = �Bsu(Rb) \ � bB(Rb); (5.2)

donde bB denota la completación de B.
La siguiente propiedad elemental de los elementos espectral-

mente raros, nos será de utilidad.

Proposición 5.16 Sea B un álgebra normada compleja con
unidad, e. Supongamos que b 2 B es espectralmente raro.
Entonces �b � �e también es espectralmente raro, para cua-
lesquiera �; � 2 C, con � 6= 0:

Demostración. Si �b � �e no fuese espectralmente raro para
ciertos escalares �; � 2 C; con � 6= 0; entonces debería de
existir algún � 2 �su(T�b��e) \ �(bT�b��e); donde T�b��e denota
o bien L�b��e ó R�b��e: Por tanto, T�b��e � �I : B ! B no es
sobreyectivo mientras que bT�b��e��bI : bB ! bB no es biyectivo.
Como T�b��e��I = T�b�(�+�)I; y bT�b��e��bI = bT�b�(�+�)bI,
obtenemos que � + � 2 �su(T�b) \ �(bT�b); y de esta manera
�+�
�
2 �su(Tb)\�(bTb); lo que prueba que b no es espectralmente

raro, una contradicción. �
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Puesto que cualquier álgebra normada completa carece de
elementos espectralmente raros, del Teorema 5.13 se obtiene de
manera directa el siguiente resultado, que muestra en particular
que las álgebras normadas completas simples con unidad tienen
unicidad de la topología de la norma (si bien, como sabemos,
otras clases más generales de álgebras también disfrutan de esta
última propiedad).

Corolario 5.17 Sean A y B álgebras normadas completas con
unidad, y sea � : A ! B un homomor�smo de rango denso. Si
B es simple y �(A) carece de elementos espectralmente raros,
entonces � es continuo.

Demostración. Si ningún elemento de �(A) es espectralmente
raro, entonces �(A) es espectralmente admisible dado que
�
�(A)
su (�(a)) \ Dk�(a)k 6= ?; para cada a 2 A; lo que muestra
la continuidad de � gracias al Teorema 5.13. �

El corolario anterior supone una generalización no asocia-
tiva del teorema de Rickart, como se deduce del siguiente re-
sultado que es consecuencia inmediata del Lema 5.11 teniendo
presente la Proposición 1.28.

Proposición 5.18 Las álgebras normadas asociativas con
unidad no poseen elementos espectralmente raros.

SeanA y B álgebras normadas completas con unidad, siendo
B simple, y sea � : A ! B un homomor�smo de rango denso.
Sea F� el conjunto dado por:

F�(A) := fb 2 �(A) : b es espectralmente rarog:

Acabamos de mostrar en el Corolario 5.17 que si F�(A) es vacío
entonces � es continuo. A continuación veremos que el tamaño
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del conjunto F�(A) condiciona, en cierto modo, el buen compor-
tamiento topológico del homomor�smo �: De hecho probaremos
que, salvo que F�(A) sea denso en B, la cerrabilidad de ker � está
garantizada.
Llegados a este punto, desafortunadamente, no se sabe

cuándo la cerrabilidad del núcleo fuerza la continuidad del ho-
momor�smo (es decir, equivale a ella). El mejor resultado que
conocemos acerca de esta cuestión se establecerá más adelante,
en el Corolario 5.26.

Teorema 5.19 Sean A y B álgebras normadas completas con
unidad, tal que B es simple, y sea � : A ! B un homomor�smo
de rango denso. Si el conjunto de los elementos espectralmente
raros en �(A) no es denso en B; entonces ker � es cerrado.

Demostración. Sea a 2 A tal que �(a) no es espectralmente
raro. A�rmamos que:

1 � ke� �(a)k+ ka+mk ; (m 2 ker �); (5.3)

donde e denota a la unidad de B: Para probar nuestra a�rma-
ción, supongamos que existiese algún

� 2 ��(A)su (L�(a)) \ �B(L�(a))

(razonaríamos igual si fuese ��(A)su (R�(a)) \ �B(R�(a)) 6= ?). En-
tonces:

1� � 2 ��(A)su (I � L�(a)) \ �B(I � L�(a)) � �B(Le��(a));

luego, j1� �j � ke� �(a)k por la fórmula de Gelfand-Beurling.
Como � : A ! �(A) es sobreyectiva y �La = L�(a)�, de la
Proposición 4.5 se obtiene que ��(A)su (L�(a)) � �Asu(La): En tal
caso j�j � kak, de nuevo por la fórmula de Gelfand-Beurling,
y por tanto

1 � j1� �j+ j�j � ke� �(a)k+ kak :



Radical fuerte, m-espectro y continuidad de homomor�smos 121

Pero si m 2 ker � entonces, por la igualdad �(a + m) = �(a);
la a�rmación (5.3) queda probada a partir de la desigualdad
anterior.
De (5.3) tenemos que, si a 2 ker � y �(a) no es espec-

tralmente raro, entonces 1 � ke� �(a)k : Consecuentemente,
cualquier elemento del conjunto

B00 := �(ker �) \B(e; 1)

es espectralmente raro, donde B(e; 1) := fb 2 B : kb� ek < 1g:
A�rmamos ahora que si �(ker �) = B, entonces el conjunto

B0 := C�(e � B00) es denso en B; siendo C� = Cnf0g: Para
probar esta última a�rmación, sean c 2 B y " > 0: Conside-
remos un k > 0 tal que e � 1

k
c 2 B(e; 1): Como �(ker �) = B;

tenemos que B00 es denso en B(e; 1); luego debe existir algún
b 2 B00 tal que



b� (e� 1
k
c)


 < "

k
: Entonces,

kc� k(e� b)k = k




b� (e� 1

k
c)





 < ":
Puesto que k(e � b) 2 B0; se sigue la validez de nuestra úl-
tima a�rmación. Además, del hecho de que A tiene unidad
se deduce que B0 � �(A): En consecuencia se obtiene que si
�(ker �) = B; entonces B0 es un subconjunto de �(A) que es
denso en B y está formado por elementos espectralmente raros,
una contradicción. Como B es simple y �(ker �) es un ideal de
B, concluimos que �(ker �) = f0g: Esto prueba que ker � es
cerrado, como se deseaba. �

Ejemplos obvios de elementos espectralmente raros en un
álgebra normada no completa B0 son aquellos b 2 B0 cuyo m-
espectro sobreyectivo �B0su (b) es vacío, pues al ser

�B0su (b) := �
B0
su (Lb) [ �B0su (Rb);

en dicho caso se tiene que

�B0su (Lb) = ? = �B0su (Rb);
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por lo que la propiedad 5.2 se veri�ca trivialmente. Por tanto,
el conjunto

fb 2 B0 : �B0su (b) = ?g
es un subconjunto destacado del conjunto

FB0 = fb 2 B0 : b es espectralmente rarog:

Volvamos al ambiente del problema que nos ocupa, con-
siderando dos álgebras normadas completas con unidad A
y B, siendo B simple, y un homormor�smo de rango denso
� : A ! B. Sea B0 = �(A) el rango de dicho homomor�smo: Si
encontrásemos algún elemento b 2 B0 con m-espectro sobreyec-
tivo vacío, entonces dicho elemento b sería espectralmente raro,
por lo que B0 no sería espectralmente admisible, en el sentido
de la De�nición 5.9. En consecuencia, ni el Teorema 5.13 ni
el Corolario 5.17 serían aplicables. De hecho, la presencia de
un elemento con estas características (esto es, la existencia de
un elemento b 2 B0 = �(A) con �B0su (b) = ?), va a garantizar
justamente lo contrario de la propiedad buscada, esto es, la dis-
continuidad del homomor�smo. A continuación probamos esta
a�rmación prescindiendo incluso de la hipótesis de la existencia
de unidad y de la simplicidad de B:

El siguiente resultado nos dice que si un homomor�smo
entre álgebras normadas completas tiene núcleo cerrado, en-
tonces ningún elemento de su rango tiene m-espectro sobreyec-
tivo vacío (recordemos que cualquier homomor�smo entre álge-
bras normadas completas puede verse como un homomor�mo
de rango denso). En particular éste es el caso de los homomor-
�smos continuos.

Proposición 5.20 Sea � : A ! B un homomor�smo de rango
denso, entre álgebras normadas completas A y B: Si ker � es
cerrado, entonces ��(A)su (�(a)) es no vacío, para todo a 2 A:
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Demostración. Si ker � es cerrado, puesto que la aplicaciónb� : A= ker � ! �(A) dada por b�(a + ker �) = �(a) es un ho-
momor�smo biyectivo, tal que

L
�(A)
�(a)
b� = b� LA= ker �a+ker � ;

se tiene que L�(A)�(a) =
b� LA= ker �a+ker �

b��1: En consecuencia se obtiene
que

��(A)su (L�(a)) = �
A= ker �
su (La+ker �):

Además, �A= ker �su (La+ker �) 6= ?; por la Proposición 1.28. Por
tanto,

��(A)su (L�(a)) = �
A= ker �
su (La+ker �) 6= ?;

y similarmente

��(A)su (R�(a)) = �
A= ker �
su (Ra+ker �) 6= ?;

lo que prueba que ��(A)su (�(a)) 6= ?; para todo a 2 A: �

Como ya se ha indicado, de la proposición anterior se de-
duce trivialmente el siguiente criterio que es útil para probar la
discontinuidad de un homomor�smo entre álgebras normadas
completas.

Corolario 5.21 Sea � : A ! B un homomor�smo de rango
denso, entre dos álgebras normadas completas A y B. Si �(A)
posee algún elemento b 2 �(A) tal que ��(A)su (b) = ? (es decir,
con espectro m-sobreyectivo vacío), entonces � es discontinuo.

Sabemos que probar que la asociatividad puede ser una
hipótesis super�ua para el clásico Teorema de Rickart, sobre
el homomor�smo de rango denso, equivale a responder a�rma-
tivamente al Problema 5.3, que pregunta por la continuidad
automática de un homomor�smo � : A ! B entre dos álgebras
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normadas completas con unidadA y B, supuesto que el álgebra
B es simple.
El ejemplo siguiente muestra que existen álgebras normadas

completas B, simples con unidad, con subálgebras densas B0
que contienen elementos con m-espectro sobreyectivo vacío. Por
tanto, cualquier homomor�smo de un álgebra normada com-
pleta A sobre B0 es necesariamente discontinuo. Es decir, todo
homomor�smo de rango denso � : A ! B tal que �(A) = B0 es
discontinuo.
Hacemos también la observación de que el álgebra B0 que

vamos a construir prueba la existencia de álgebras normadas
con unidad que no son espectralmente admisibles. Ello muestra
adicionalmente que la Proposición 5.12 deja de ser cierta si se
suprime la hipótesis de la asociatividad.

Ejemplo 5.22 Sea B0 el álgebra cuyo espacio vectorial subya-
cente está generado por el conjunto fe; e1; e2; ::: g y cuyo pro-
ducto se de�ne por la tabla siguiente:

e e1 e2 e3 e4 e5 ::: ek ...
e e e1 e2 e3 e4 e5 ek
e1 e1 0 e e1 e2 e3 ek�2
e2 e2 0 0 e e1 e2 ek�3
e3 e3 0 e1 0 e e1 ek�4
e4 e4 0 e3 0 0 e ek�5
e5 e5 0 e4 0 0 0 ek�6
e6 e6 0 e5 0 0 0 ek�7
e7 e7 0 e6 0 0 0 ek�8
e8 e8 0 e7 0 0 0 ek�9
...

...
ek�1 ek�1 0 ek�2 0 0 0 e
ek ek 0 ek�1 0 0 0 0

ek+1 ek+1 0 ek 0 0 0 0
...



Radical fuerte, m-espectro y continuidad de homomor�smos 125

A�rmamos que �B0su (e2) = ?: Para probarlo, nótese que Le2
es sobreyectivo pues Le2(e3) = e y Le2(e2+k) = ek�1; para todo
k � 2: Por otra parte, si � 6= 0 entonces Le2 � �I también es
sobreyectivo. De hecho, de las siguientes igualdades

(e2 � �e)(e2 + �e) = ��2e;
(e2 � �e)e1 = ��e1;
(e2 � �e)e2 = ��e2;
(e2 � �e)e3 = e� �e3;

(e2 � �e)ek+2 = ek�1 � �ek+2; para k > 1;

se deduce que el rango de Le2 � �I contiene al conjunto
fe; e1; e2; ::: g y por tanto a todo B0; por lo que �B0su (Le2) = ?:
Se comprueba de manera similar que �B0su (Re2) = ?; quedando
probada de esta manera nuestra a�rmación.
Sea ahora B el espacio vectorial de los elementos de la forma

1P
i=0

�iei tales que
1P
i=0

j�ij <1; donde e0 := e. De�niendo





 1P
i=0

�iei





 := 1P
i=0

j�ij ;

obtenemos una norma completa sobre B: Además, como



ej 1P
i=0

�iei





 � 1P
i=0

j�ij

se obtiene que:



� 1P
i=0

�iei

�� 1P
i=0

�iei

�



 � � 1P
i=0

j�ij
�� 1P

i=0

j�ij
�
;

por lo que B es precisamente la completación de B0: Obvia-
mente, e es una unidad en B: Nótese que B es simple pues si
1P
i=0

�iei es tal que �m 6= 0; para algún m � 3; entonces:
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� 1P
i=0

�iei

�
em+1 = �0em+1+�1em�1+�2em�2+:::+�m�1e1+�me0;

de donde

em+1

�� 1P
i=0

�iei

�
em+1

�
= �m�2em + �mem+1:

En consecuencia,

em

�
em+1

�� 1P
i=0

�iei

�
em+1

��
= em(�m�2em+�mem+1) = �me:

Esto prueba que el ideal generado por
1P
i=0

�iei contiene a la

unidad de B: Por otra parte, si
1P
i=0

�iei es tal que �m = 0; para

todo m � 3; entonces estamos ante un elemento de la forma

�0e+ �1e1 + �2e2:

En este caso, si �0 6= 0; entonces

((�0e+ �1e1 + �2e2)e1)e2 = �0e1e2 = �0e;

mientras que si �1 6= 0; entonces

[((�0e+ �1e1 + �2e2)e2)e1] e2 = �1e;

y, por último, si �2 6= 0; entonces

[((�0e+ �1e1 + �2e2)e3) e1] e2 = �2e:

Esto prueba que el álgebra B es simple. Como �B0su (e2) = ?,
por el Corolario 5.21, se obtiene que cualquier homomor�smo
sobreyectivo � : A ! B0 es discontinuo, o lo que es lo mismo,
cualquier homomor�smo de rango denso � : A ! B cuyo rango
sea el álgebra B0 es discontinuo: �
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5.3 Homomor�smos cuyo rango es
denso y de potencias asociativas

5.3.1 Objetivos y determinación del problema
de base

Como se sabe, Balachandran y Rema demostraron en [9] que los
homomor�smos de rango denso, � : A ! B entre dos álgebras
de Jordan Banach A y B son continuos cuando el álgebra B es
fuertemente semisimple. Las propias ideas de Balachandran y
Rema fueron usadas en [68] (véase también [71, Theorem 1.5])
para generalizar dicho resultado probando lo siguiente:

Teorema 5.23 Sean A y B álgebras normadas completas de
potencias asociativas. Si B es fuertemente semisimple, entonces
todo homomor�smo de rango denso � : A ! B es continuo.

Como sabemos, las álgebras de Jordan son un caso particu-
lar de álgebras de potencias asociativas, es decir, de aquellas
álgebras en las que cualquier subálgebra generada por un solo
elemento es asociativa. La clase de las álgebras de potencias
asociativas es muy extensa y contiene a una gran cantidad de
álgebras no asociativas clásicas, como las álgebras de Jordan,
las de Lie, o las alternativas, entre otras (véase, para más de-
talle, el diagrama en la página 10 de [50], un artículo que trata
de las álgebras no asociativas y sus aplicaciones en la Física).

De otra parte, el mencionado resultado de Balachandran
y Rema, también fue generalizado en [71, Theorem 1.5] como
sigue:

Teorema 5.24 Si A es un álgebra normada completa y B es
un álgebra de Jordan-Banach fuertemente semisimple, entonces
todo homomor�smo de rango denso � : A ! B es continuo.
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En vista del Corolario 5.21 y del Ejemplo 5.22, y a la luz
de los dos resultados anteriores, resulta razonable abordar el
siguiente problema:

Problema 5.25 Sean A y B álgebras normadas completas, y
sea � : A ! B un homomor�smo de rango denso. Si B es
fuertemente semisimple y de potencias asociativas, ¿es � au-
tomáticamente continuo?

Lo que nos estamos preguntando es si el Teorema 5.23 puede
generalizarse al caso de que el álgebra de partida, A, sea un
álgebra normada completa arbitraria (liberándola del requeri-
miento de ser de potencias asociativas), o lo que es lo mismo,
deseamos saber si el Teorema 5.24 puede generalizarse al caso
de que el álgebra de llegada, B, sea de potencias asociativas.

Como se desprende del Teorema 5.23 y establecemos a con-
tinuación, en relación con el problema anterior, ahora tenemos
la ventaja de que es su�ciente probar la cerrabilidad del núcleo
del homomor�smo.

Corolario 5.26 Sean A y B álgebras normadas completas, de
manera que B es fuertemente semisimple y de potencias aso-
ciativas, y sea � : A ! B un homomor�smo de rango denso. Si
ker � es cerrado, entonces � es continuo.

Demostración. Si ker � es cerrado, entonces A= ker � es un álge-
bra normada completa de potencias asociativas. Por tanto, apli-
cando el Teorema 5.23 al homomor�smo inducido por �; que es
el homomor�smo � : A= ker � ! B dado por �(a+ker �) = �(a);
obtenemos que � es continuo. Esto prueba que � es continuo
pues � = ��; donde � : A ! A= ker � denota, como siempre, la
proyección canónica. �
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Determinar si el resultado anterior sigue siendo cierto sin
suponer que el álgebra B sea de potencias asociativas, es un
problema que todavía hoy permanece abierto, como ya se ha
dicho.
Es muy fácil ver que los argumentos dados en la prueba

de la Proposición 5.2, permiten establecer también la siguiente
equivalencia de enunciados:

Proposición 5.27 Las siguientes declaraciones son equiva-
lentes:

(i) Cualquier homomor�smo de rango denso, de un álge-
bra normada completa en un álgebra normada completa
de potencias asociativas fuertemente semisimple, es con-
tinuo.

(ii) Si A y B son álgebras normadas completas con unidad, y
si B es simple y de potencias asociativas, entonces todo
homomor�smo de rango denso � : A ! B es continuo.

En virtud del resultado anterior, el problema que ahora
nos ocupa, puede reformularse de manera equivalente en los
siguientes términos:

Problema 5.28 Sean A y B álgebras normadas completas con
unidad, y sea � : A ! B un homomor�smo de rango denso. Si
B es simple y de potencias asociativas, ¿es � automáticamente
continuo?

A partir de ahora, también seguiremos suponiendo que el
cuerpo base de las álgebras involucradas es C, amparados en
las consideraciones efectuadas en el apartado 5.1.1.
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Llegado el momento de estudiar el problema anterior, se
distinguirán dos situaciones: que el homomor�smo de rango
denso considerado sea irreducible, o que no lo sea. En función
de ello consideraremos dos nuevos apartados dentro de esta
sección.
En el Teorema 5.31, probaremos que el Problema 5.28 tiene

respuesta a�rmativa si � es irreducible (es decir, si � no puede
restringirse a un ideal propio de A, manteniendo la densidad
de su rango). En particular, en el Corolario 5.32, obtendremos
que cualquier homomor�smo de rango denso entre álgebras nor-
madas completas simples con unidad es continuo, siempre que
el álgebra rango sea de potencias asociativas (véase también la
reformulación de este resultado dada en el Corolario 5.33).

El principal resultado de §5.3.3, a saber, el Teorema 5.34,
establece que, en el ambiente del Problema 5.28, un homomor-
�smo de rango denso � : A ! B es continuo si el conjunto
de los elementos espectralmente raros en �(A) no es denso en
B (el signi�cado de elemento «espectralmente raro» se dio en
la De�nición 5.15). Como las álgebras asociativas normadas
con unidad no poseen elementos espectralmente raros (Coro-
lario 5.18), el clásico teorema del rango denso de Rickart se
obtiene como corolario del Teorema 5.34. Finalmente, también
mostraremos condiciones su�cientes que aseguren que un ál-
gebra B no tenga una subálgebra densa cuyo conjunto de ele-
mentos espectralmente raros sea denso en B; concretamente lo
haremos en los Corolarios 5.35 y 5.38.

5.3.2 El caso de los homomor�smos irreducibles

Como ya hemos anunciado, nuestro siguiente objetivo será dar
una respuesta a�rmativa al Problema 5.28 cuando el homomor-
�smo de rango denso considerado sea irreducible en el sentido
establecido en la siguiente de�nición.
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De�nición 5.29 Sea � : A ! B un homomor�smo de rango
denso entre las álgebras normadas A y B. Se dice que � es
irreducible si no existe ningún ideal propio cerrado M de A
tal que �(M) sea denso en B:

Obviamente, un primer ejemplo de homomor�smo irre-
ducible de rango denso, se obtiene cuando se supone que el
álgebra de partida es simple.

En el siguiente resultado desvelamos una de las claves para
la prueba del objetivo propuesto.

Lema 5.30 Sean A y B álgebras normadas completas, y sea
� : A ! B un homomor�smo de rango denso. Entonces, para
cada a 2 ker �; se tiene que ��(A)su (L�(a)) � f0g y, similarmente,
�
�(A)
su (R�(a)) � f0g.

Demostración. Sea a 2 A; y supongamos que ��(A)su (L�(a)) 6= ?.
Como � : A ! �(A) es sobreyectivo y L�(a)� = �La; por la
Proposición 4.5, se obtiene que

��(A)su (L�(a)) � �Asu(La):

Así, ��(A)su (L�(a)) � �Asu(La+c); para todo c 2 ker �; de donde
j�j � ka+ ck ; para cada � 2 �

�(A)
su (L�(a)); por la fórmula

de Gelfand-Beurling. Si adicionalmente fuese a 2 ker �; esto
mostraría que ��(A)su (L�(a)) = f0g: Concluimos así que, para
cada a 2 ker �; o bien ��(A)su (L�(a)) es vacío o, de lo con-
trario, ��(A)su (L�(a)) = f0g. Análogamente sucede con el conjunto
�
�(A)
su (R�(a)); lo que prueba el resultado. �
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Teorema 5.31 Sean A y B álgebras normadas completas con
unidad, y supongamos que B es simple y de potencias asocia-
tivas. Entonces, todo homomor�smo irreducible � : A ! B de
rango denso es continuo.

Demostración. Obsérvese que �(ker �) es un ideal del álgebra
simple B por lo que, o bien �(ker �) = f0g o �(ker �) = B:
Supongamos que fuese �(ker �) = B: Entonces, como � es irre-
ducible, A = ker �; y de esta manera e 2 ker �: Esta circuns-
tancia contradice el Lema 5.30 pues

��(A)su (L�(e)) = �su(I) = f1g:

Por tanto, deberá ser �(ker �) = f0g; en cuyo caso ker � es cerra-
do, y �nalmente el resultado se obtiene aplicando el Corolario
5.26. �

Del teorema que acabamos de probar, y del hecho de que
los homomor�smos de rango denso son irreducibles cuando su
álgebra dominio es simple, obtenemos la siguiente consecuencia:

Corolario 5.32 Cualquier homomor�smo de rango denso, entre
álgebras normadas completas simples con unidad, es continuo
siempre que el álgebra rango sea de potencias asociativas.

De la equivalencia existente entre los Problemas 5.25 y 5.28,
también se obtiene este otro resultado de interés:

Corolario 5.33 Todo homomor�smo de rango denso, entre un
álgebra normada completa simple con unidad, y un álgebra
normada completa fuertemente semisimple de potencias aso-
ciativas, es continuo.
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Concluimos este apartado dedicado al caso de los homomor-
�smos irreducibles observando que los argumentos mostrados
en el Teorema 5.31 nos permiten concluir que:

Si A y B son álgebras normadas completas con unidad,
siendo B simple, y si � : A ! B es un homomor�smo irreducible
de rango denso, entonces su núcleo es cerrado.

Determinar si, en este contexto, la cerrabilidad del núcleo
del homomor�smo fuerza la continuidad del mismo, es un pro-
blema abierto. La mejor respuesta que se conoce hasta el mo-
mento en relación a esta cuestión es la que aquí hemos usado
para obtener el Teorema 5.31, que es la de suponer que el álge-
bra B es de potencias asociativas (Corolario 5.26).
En la medida en la que se vayan obteniendo condiciones más

generales que pongan en equivalencia la cerrabilidad del núcleo
con la continuidad del homomor�smo, se generalizará también
el Teorema 5.31.

5.3.3 El caso de los homomor�smos no irre-
ducibles

Abordamos ahora el caso de los homomor�smos no (necesaria-
mente) irreducibles. A continuación, establecemos el teorema
central de esta sección que muestra que si B es de potencias
asociativas entonces, en el Corolario 5.17, el requerimiento de
la ausencia de elementos espectralmente raros en el rango del
homomor�smo, �(A); puede rebajarse hasta la hipótesis de que
dicho conjunto no sea denso en B.

Teorema 5.34 Sean A y B álgebras normadas completas con
unidad, tal que B es simple y de potencias asociativas, y sea
� : A ! B un homomor�smo de rango denso. Si el conjunto de
los elementos espectralmente raros en �(A) no es denso en B;
entonces � es continuo.
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Demostración. Por el Teorema 5.19, tenemos que ker � es cerra-
do. Ahora sólo basta aplicar el Corolario 5.26. �

El resultado anterior supone una generalización no asocia-
tiva del teorema de Rickart, incluso sin el requerimiento de la
asociatividad para el álgebra dominio, como se deduce de la
Proposición 5.18, según la cual, las álgebras asociativas nor-
madas con unidad carecen de elementos espectralmente raros.

En lo que sigue, vamos a presentar situaciones donde se
ejempli�quen las hipótesis del Teorema 5.34.

Recordamos que si X es un espacio normado complejo, y
T 2 L(X); el espectro de compresión de T se de�ne como

�Xcom(T ) = f� 2 C : (T � �I)(X) no es denso en Xg:

Asimismo, si bX es la completación de X, y bT 2 L( bX) es la
(única) extensión lineal continua a bX del operador T 2 L(X);
entonces

�Xcom(T ) = �
bX
com(bT );

como se estableció en el Lema 1.32. Puesto que, como se probó
en la Proposición 1.33, los operadores espectralmente raros son
tales que

�Xcom(T ) = �
bX
com(bT ) = ?;

a partir del Teorema 5.34, deducimos lo siguiente.

Corolario 5.35 Sea B un álgebra normada completa de poten-
cias asociativas simple con unidad. Si el conjunto

fb 2 B : �com(Lb) = �com(Rb) = ?g

no es denso en B, entonces cualquier homomor�smo de rango
denso de un álgebra normada completa con unidad en B es
continuo.
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El resultado anterior supone otra generalización no asocia-
tiva del teorema de Rickart, puesto que las álgebras asociativas
satisfacen trivialmente las hipótesis de dicho corolario como
mostramos a continuación.

Lema 5.36 Si B es un álgebra de Banach con unidad, entonces
se tiene que �Bsu(Lb) = �Bcom(Lb); y �

B
su(Rb) = �Bcom(Rb); para

cada b 2 B:

Demostración. Sea b 2 B: Si � 2 C es tal que Lb��e no es so-
breyectivo, entonces de la asociatividad de B se obtiene que
e =2 Lb��e(B); y más generalmente que Lb��e(B) no interseca
al conjunto de los elementos invertibles en B. Como dicho con-
junto es abierto [13, Theorem I.2.11], esto prueba que Lb��e(B)
no es denso en B; y por tanto �Bsu(Lb) � �Bcom(Lb): Como obvia-
mente �Bcom(Lb) � �Bsu(Lb), concluimos que �Bsu(Lb) = �Bcom(Lb):
Similarmente, se tiene que �Bsu(Rb) = �

B
com(Rb): �

Proposición 5.37 Si C es un álgebra normada asociativa con
unidad, entonces tanto �Ccom(Lc) como �

C
com(Rc) son conjuntos

no vacíos, para todo c 2 C:

Demostración. Sea bC la completación del álgebra C: Por el Lema
1.32 junto con el Lema 5.36 tenemos que

�Ccom(Lc) = �
bC
com(Lc) = �

bC
su(Lc); (5.4)

siendo dicho conjunto no vacío por la Proposición 1.28.
Análogamente �Ccom(Rc) tampoco es vacío. �

En el contexto del resultado anterior, es decir, si C es un
álgebra normada asociativa con unidad cuya completación esbC, nótese que de la igualdad (5.4) y del hecho elemental de que
�Ccom(Lc) � �Csu(Lc) se deduce que �

bC
su(Lc) � �Csu(Lc); lo que
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prueba el Lema 5.11. Es por ello que el Lema 5.11 también es
consecuencia del Lema 5.36, junto con el Lema 1.32, resultados
de los que se obtiene la igualdad (5.4).
Asimismo, a partir de la Proposición 5.37 se obtiene direc-

tamente la Proposición 5.18 puesto que, de manera trivial,

�Ccom(Lc) � �Csu(Lc) \ �
bC(Lc):

Una condición sobre el álgebra rango de un homomor�smo
de rango denso, que también asegura que las hipótesis del Teo-
rema 5.34 se satisfacen, se obtiene a partir de un resultado de
L. Downey y P. En�o, y se muestra a continuación.

Corolario 5.38 Sean A y B álgebras normadas completas con
unidad, tal que B es simple y de potencias asociativas, y sea
� : A ! B un homomor�smo de rango denso. Si existe algún
b 2 �(A) tal que �Bcom(Lb) (respectivamente �Bcom(Rb)) tiene un
punto aislado, �; tal que el rango de Lb � �I (respectivamente
de Rb � �I) tiene codimensión �nita, entonces � es continuo.

Demostración. Sea B� el dual topológico de B. Por [24, Theo-
rem 1.5], el conjunto W de todos los operadores en L(B�)
que tienen un valor propio aislado cuyo espacio propio asocia-
do es de dimensión �nita, es abierto y denso en L(B�): Sea
� : L(B) ! L(B�) la aplicación dada por �(T ) = T �: Si
L : B ! L(B) es la aplicación dada por L(b) = Lb; se tiene
que L� : B ! L(B�) es una aplicación lineal y continua, luego
VL = (L�)�1(W ) es un subconjunto abierto en B: Además,
si b 2 VL; entonces �p(L�b) 6= ?; lo cual quiere decir, por la
Proposición 1.29, que �com(Lb) 6= ?; luego, por la Proposición
1.33, se concluye que b no es espectralmente raro. De manera
similar, reemplazando multiplicación por la izquierda por mul-
tiplicación por la derecha, obtenemos un conjunto abierto en
B; que llamamos VR; formado por elementos que no son es-
pectralmente raros. En consecuencia, de�niendo V = VL [ VR;
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obtenemos que, siempre que sea V \ �(A) 6= ?; se tiene que el
conjunto de los elementos espectralmente raros en �(A) no es
denso en B; y, por tanto, � es continuo por el Corolario 5.35.
Finalmente, nótese que b 2 VL precisamente cuando �com(Lb)
tiene un punto aislado � tal que el rango de Lb��I tenga codi-
mensión �nita y, similarmente, b 2 VR cuando �com(Rb) tenga
la misma propiedad. �

Concluimos aquí nuestro estudio sobre la continuidad au-
tomática de los homomor�smos de rango denso entre álgebras
normadas completas, o lo que a la postre es lo mismo, de los
homomor�smos cuyo rango no es necesariamente sobreyectivo.
Las herramientas mostradas a lo largo de estos cinco capí-

tulos constituyen un marco teórico mínimo sobre el que asentar
una teoría espectral no asociativa. De hecho se han clari�cado
muchas cuestiones relativas al espectro, los ideales, el radical y
la continuidad de los homomor�smos que también hemos plas-
mado en una serie de artículos ([52, 53, 54, 55]).
Finalizamos esta Memoria presentando un último capítulo

en el que se apuntan algunas de nuestras líneas de actuación
más inmediatas. Como veremos, nos sentimos especialmente
atraídos por aquellos aspectos algo más aplicados en relación a
los distintos ambientes en los que las álgebras normadas com-
pletas no asociativas son de gran interés, como los descritos en
el Prólogo. De hecho estamos impacientes por ver qué tiene que
decir en ellos la teoría espectral aquí desarrollada. Esto no sig-
ni�ca que se vayan a descuidar otros desarrollos teóricos en la
línea de los realizados en esta Memoria.
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CAPÍTULO 6

Expectativas teóricas y
futuras líneas de
investigación

Desde la década de 1930, las álgebras no asociativas se han
utilizado en Genética para describir procesos hereditarios, con
la �nalidad de poder determinar aquellos caracteres genéticos
que son más estables frente a ciertos procesos reproductivos.
Tal y como se muestra en [1, 2, 25, 26, 27, 28, 31, 63, 80], los
problemas de estabilidad genética están muy ligados a la teoría
espectral. Debido a esto, se han desarrollado diversas técnicas
para obtener resultados en este ambiente, que han sorteado
en cierta medida las carencias que otorga la ausencia de una
teoría espectral no asociativa, intentando evitar igualmente el
uso generalizado de álgebras in�nito dimensionales. En conso-
nancia con este argumento, podemos considerar las palabras de
M. L. Reed [63] que ya tuvimos ocasión de exponer en la página
xxxvi, y que recordamos de nuevo:

«Deducimos que este área de actividad investigadora
está llena de posibilidades para el futuro, no sólo para
los matemáticos, sino también para los genetistas que
buscan una manera más sistemática y potente de mo-
delar situaciones reales de la Genética. El álgebra no

141
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asociativa, en general, es en la actualidad un campo
muy activo de investigación matemática. Sin embargo,
en comparación con el conjunto de la literatura sobre
otras clases de álgebras no asociativas (p.e. álgebras de
Lie o álgebras de Jordan), el estudio de las álgebras
relacionadas con los problemas de la herencia genética
está todavía en su infancia... Por alguna razón, esas �ál-
gebras genéticas�no están ampliamente discutidas o es-
tudiadas actualmente por los matemáticos americanos.
Esperamos que este artículo abra una vía para nuevos
debates e investigaciones sobre esta clase fascinante de
álgebras no asociativas y su relación con la ciencia de
la herencia genética» .

Estamos asistiendo en las últimas décadas a una sorpren-
dente evolución conceptual de la teoría de álgebras no asocia-
tivas, que hace de esta disciplina un tema con grandes ex-
pectativas de futuro. Creemos que al establecer un concepto
de espectro en ese ambiente, como el que se ha provisto en
este documento, se dispone de un importante punto de partida
para desarrollar una teoría espectral que, eventualmente, pueda
servir de ayuda para abordar los problemas de las diversas áreas
cientí�cas que tratan con las estructuras no asociativas más
generales.

Hemos incidido, creemos que en buena medida, en la
gestación de una teoría espectral no asociativa que pudiera dar
su fruto en diversos ambientes, si bien esta Memoria hay que
ubicarla en el inicio de una larga andadura. Es cierto que, hasta
ahora, las incursiones realizadas en esta materia han sido par-
ticularmente teóricas. Por ello, no deseamos �nalizar el pre-
sente trabajo sin antes haber ofrecido al lector, al menos, una
breve pincelada de las aplicaciones que dicha teoría promueve
en el marco de las álgebras no asociativas. En este sentido,
mostramos a continuación una exploración en el contexto de la
continuidad automática de homomor�smos sobreyectivos, sobre
un tipo muy particular de álgebras.
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Aplicación 6.1 En el sentido de las álgebras que se muestran
en los documentos [33, 66, 76], sea B el álgebra de evolu-
ción compleja determinada por los elementos de la forma
b =

P
j2N
�jej; donde �j 2 C; para cualquier j 2 N, y tales

que
1P
j=1

���j�� <1; provista del producto dado por las siguientes
relaciones: 8<:

eiej = 0; si i 6= j;
e2i =

X
j�i

ijej

y tal que
1P
j�i

��
ij�� = 1; para todo i 2 N (donde 
ij son las

constantes o coe�cientes de estructura del álgebra B relativos a
fe1; e2; e3; :::g). Nótese que B es un álgebra1 normada completa,
respecto de la `1�norma.
Considerando la formulación algebraica de la Genética no
mendeliana, el elemento ei puede representar a un organismo
autorreplicante, o a un tipo genético (alelo, gen) de un orga-
nismo (por ejemplo, un orgánulo celular), y los coe�cientes 
ij
pueden interpretarse como la probabilidad de obtener el orga-
nismo (o el gen) ej a partir del organismo ei: Es por ello que,
a la vista de la tabla de multiplicación (o reproducción) ante-
rior, no se considera probable que de la autorreplicación de ei
se obtenga ej cuando es j < i:
Supongamos adicionalmente que 
ii 6= 0; para todo i 2 N, esto
es que la probabilidad de que ei se obtenga por autorreplicación
suya no es nula. Se tiene entonces que B es m-semisimple, pues:

fb 2 B : �(b) = 0g = f0g:

De hecho se obtiene que si b 2 Bnf0g es el elemento dado por
b =

P
k2N

�kek; y si

k0 := minfk 2 N : �k 6= 0g;
1Que por lo general no será ni de potencias asociativas.
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entonces � = �k0
k0k0 pertenece a �
B
m(b); dado que ek0 no está

en el rango de Lb � �I; para dicho valor de �:
Como consecuencia, y en el mismo ambiente del ejemplo que es-
tamos considerando, se obtiene el siguiente resultado vinculado
con estas álgebras que modelan la herencia no mendeliana. Pre-
viamente, recordamos que las álgebras de evolución son aquellas
que se de�nen sobre `1; y cuya tabla de multiplicación es tal

que eiej = 0; si i 6= j; siendo e2i =
X
j2N


ijej con
1X
j=1

��
ij�� = 1:
Teorema Cualquier epimor�smo de un álgebra normada com-
pleta A sobre un álgebra de evolución B es continuo, cuando
los coe�cientes de estructura 
ij del álgebra B son tales que

ij = 0 si i < j; y 
ii 6= 0; para todo i 2 N:
En particular tales álgebras de evolución B tienen unicidad

de la topología de la norma completa.

Biológicamente, como ya se ha dicho, el coe�ciente 
ij que
aparece en el teorema anterior, representa la probabilidad de
obtener el organismo (o el gen) ej mediante autorreplicación
del ei. �

Para las consideraciones anteriores, no hemos elegido el ál-
gebra de la Aplicación 6.1 (una generalización del ejemplo 4.15)
precisamente por azar. Es un modelo original de álgebra que
siendo un tipo de álgebra de evolución en el sentido establecido
por J. P. Tian en [76], sin embargo se escapa del tratamiento
efectuado en dicha monografía. Allí se comenta el interés del
caso in�nito-dimensional pero la mayoría de los desarrollos
matemáticos se efectúan en ambiente �nito-dimensional «por
comodidad» . Sin embargo, los problemas de estabilidad heredi-
taria tratados por P. Holgate [33, 34, 35] y por G. A. Ringwood
[65, 66], sí se abordan mediante el tratamiento de álgebras nor-
madas completas no asociativas in�nito-dimensionales. En con-
secuencia, la construcción de una teoría espectral para ellas, po-
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dría dotarlas de herramientas muy recomendables para resolver
problemas que se modelen con esas estructuras, así como una
mayor comprensión de las propiedades inherentes a las mis-
mas. Este es uno de los objetivos que nos hemos planteado
para un futuro inmediato. En estos momentos, se encuentra en
preparación un documento [57] que pretende consolidar nues-
tras intenciones.

La cita de M. L. Reed con la que comienza este capítulo,
contiene buenos argumentos para considerar una teoría espec-
tral de las álgebras genéticas. Este es el motivo fundamental por
el que nos hemos decidido a confeccionar una monografía [56]
que se centra en revisar conceptualmente las álgebras genéticas
generales, estructuras no asociativas sobre las que hay muchas
referencias publicadas, pero para las que no existe explícita-
mente una teoría espectral no asociativa que alivie la resolución
de los clásicos problemas de estabilidad genética. Obviamente,
las álgebras de evolución tratadas en esta Memoria podrían
considerarse, por derecho propio, miembros de esta clase tan
extensa de álgebras. La referida monografía, que se encuentra
todavía en preparación2, vendrá a resolver algunas lagunas que,
por razones temporales, tiene el aludido artículo de M. L. Reed
[63], y pretende también aclarar algunas inexactitudes que han
aparecido en ciertos documentos sobre la relación existente en-
tre las distintas subclases de álgebras contenidas en la clase
más general de las álgebras genéticas. Nuestra aproximación al
conocimiento de estas estructuras de la herencia genética, es el
primer paso para alcanzar los objetivos propuestos.

En los preliminares de esta Memoria, se destacaron otras
aplicaciones de las álgebras no asociativas. Por ejemplo, su in-
terés para los sistemas dinámicos o los autómatas celulares se
están empezando a vislumbrar con cierta claridad, de manera

2La citada monografía está prácticamente concluida, o al menos muy
avanzada.
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que, potencialmente, nuestra teoría puede tener algo que decir
en estos ámbitos, que también modelan múltiples fenómenos
naturales. Como señala Y. Gulak [29], ciertos sistemas diferen-
ciales cuadráticos homogeneos pueden vincularse con las álge-
bras no asociativas, de modo que el estudio y clasi�cación de
las propiedades de estos sistemas (como los estados de equi-
librio, las soluciones periódicas, la estabilidad, los atractores,
etc.) pueden relacionarse con la estructura de las álgebras no
asociativas que los de�nen. Por tanto, otra meta ulterior será
estudiar qué tiene que decir la teoría espectral no asociativa en
estos ambientes, con especial hincapié en las interpretaciones
que se obtengan de su aplicación.

Hasta ahora, como ya se ha señalado, nuestra aportación
ha sido fundamentalmente teórica. Los pasos que se han dado
para extender al ambiente no asociativo, diversos resultados de
continuidad automática, son su�cientemente reveladores sobre
las posibilidades de la teoría espectral no asociativa que hemos
empezado a desarrollar en esta Memoria. Tenemos plena con-
�anza en que dicha teoría pueda dilucidar, en un sentido u
otro, qué extensiones de los resultados clásicos sobre álgebras
de Banach, aún no resueltas, pueden de�nitivamente aclararse
y resolverse. Nuestra Memoria ha sido, pues, un primer paso
hacia estos objetivos.
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