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Prélogo

La idea de operar de forma no asociativa subyace en las raices
del pensamiento matematico, puesto que la sustraccién es una
operacién no asociativa (si bien no es un producto).

Desde el siglo XIX, las estructuras algebraicas no asociativas
han sido consideradas asiduamente. De hecho, si definimos una
tabla de multiplicacién con los vectores de una base de un es-
pacio vectorial, se obtendra un dlgebra que posiblemente sea no
asociativa (y en el hipotético caso de que lo sea, podria ser muy
tedioso demostrarlo). Es por ello que, por més que la asociativi-
dad sea una propiedad muy deseable en un producto, y muchos
productos conocidos disfruten de ella (pensemos por ejemplo en
el producto de polinomios, el de matrices, o el producto pun-
tual de funciones de determinados espacios de funciones), no
estamos ante una propiedad que podamos demandar de modo
natural.

El objetivo fundamental que motiva este trabajo, radica en
extender diversos hechos que se estructuran en el ambiente
cldsico de las algebras de Banach (asociativas), hacia el te-
rreno (debiéramos decir universo) de las dlgebras (no asocia-
tivas) normadas completas m&s generales posibles. Para justi-
ficar este grado de generalidad, hagamos notar que, por algebra
entendemos un espacio vectorial dotado de una aplicacién bili-
neal, que llamaremos producto, que no estd obligada a verificar
ninguna identidad adicional (Definicién 1.1). Por tanto, en el
contexto de esta Memoria, el producto de un dlgebra no estd
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forzado a verificar la propiedad asociativa, ni ninguna identi-
dad sucedénea de ella, a diferencia de lo que sucede con algunos
tipos particulares de dlgebras cldsicas (como las &lgebras de
Jordan, las dlgebras de Lie, las dlgebras alternativas o las flexi-
bles, por citar sélo algunas). No obstante, las clases de élgebras
que acabamos de mencionar, junto con las asociativas, serdn
ejemplos relevantes de dlgebras en nuestro marco de trabajo.

Incluimos a continuacién de este prélogo una seccién en la
que se bosqueja una breve vision histérica sobre el interés de
las dlgebras no asociativas en las ciencias aplicadas. En ella re-
visaremos, aunque sélo sea someramente, algunas de las aplica-
ciones que estas estructuras tienen en la Fisica y en la Biologfa,
con especial interés en aquellas dlgebras no asociativas que,
siendo apreciadas en determinados contextos, no responden a
un tipo cldsico de dlgebra no asociativa como los relacionados
anteriormente. Mas alla de la Fisica y la Biologfa, se atisbardn
otras ramas de conocimiento donde las dlgebras no asociati-
vas también fructifican. De esta forma, dejaremos constancia
de que nuestra afinidad por este tema no es arbitraria, y estd
motivada principalmente por las potenciales posibilidades que
tiene. Pero para no crear falsas expectativas aclaramos, desde
el primer momento, que los progresos hechos en esta Memoria
son de corte exclusivamente tedrico. La razén se intentard jus-
tificar en lo que sigue, cuando se muestre el trabajo realizado
hasta la fecha, que hemos entendido como previo.

Aunque hayan sido muchas dlgebras no asociativas las usa-
das para modelar una gran variedad de fenémenos en diferentes
contextos cientificos, principalmente en Biologia y Fisica (véase
por ejemplo [10, 29, 50, 51, 60, 63]), resulta que todavia no se
ha gestado una teorfa espectral propia de las dlgebras no nece-
sariamente asociativas. Tan s6lo se han desarrollado algunas
teorfas particulares especificas (como la teoria espectral de &l-
gebras de Jordan, por ejemplo). De hecho, histéricamente no
ha habido consenso ni siquiera en lo que se debia de entender
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por inverso de un elemento, en un &dlgebra no asociativa. Es
por ello que una teoria espectral no asociativa, a falta de una
nocioén de espectro bien asentada que la sustente, siembre se ha
encontrado en un estado muy germinal.

Las algebras de division no asociativas fueron consideradas
desde comienzos del siglo XX por muchos autores [3, 72|, y
fueron definidas como aquellas dlgebras A tales que los ope-
radores de multiplicacién por la izquierda y por la derecha,
L, y R,, asociados a cualquier elemento no nulo a € A son
biyectivos. En la Definicién 1.18 hemos dado el nombre de m-
invertibles a los elementos de un dlgebra compleja con unidad
cuyos operadores de multiplicacién asociados son biyectivos,
extendiendo posteriormente la definicién al caso sin unidad y
al caso real, justo como se hace en la teorfa cldsica asociativa.
Se establece asi una nocién, la de elemento m-invertible, que
si bien no es nueva, sf que es original y extiende la conocida
definicién de elemento invertible en un dlgebra asociativa, tal
y como se muestra en la Proposicién 1.17.

Asociada al concepto de elemento m-invertible tenemos la
nocién de m-espectro de un elemento, que se formaliza en la
Definicion 1.21. Asimismo, en la Definicién 1.26 se definirg
el radio m-espectral, que no es més que el radio espectral rela-
tivo al nuevo espectro, y que en el caso normado serd también
caracterizado en términos de la norma del dlgebra considerada
(Proposicién 1.27). En torno a estas nociones gira el Capitulo
1, en el que también se hace un estudio sobre los ideales (in-
cluidos los modulares) de un dlgebra no asociativa. Por tanto,
dicho capitulo servird para asentar los conceptos y resultados
bésicos necesarios para nuestras consideraciones, en el dnimo
de extender adecuadamente el formalismo de la teoria espec-
tral cldsica al caso no asociativo.

En el Capitulo 2 profundizaremos en el estudio de las al-
gebras normadas de division y, en particular, de las que son
completas.

El interés de las dlgebras de divisién en las ciencias aplicadas
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queda explicitamente palpable en las siguientes palabras de J.
C. Baez (extraidas de [8]):

«La construccién de las dlgebras de division de triali-
dades tiene enlaces tentadores con la Fisica. En el mo-
delo estdndar de Fisica de Particulas, todas las particu-
las que no sean el bosén de Higgs se transforman en
vectores o en espinores. |...]

Es fascinante que la misma clase de matematicas pueda
ser utilizada tanto en la construccion de las dlgebras
normadas de division como para describir la interac-
cion entre la materia y las fuerzas.»

Como ya hemos anunciado, nosotros vamos a hacer un es-
tudio meramente tedrico, en el que analizaremos estas estruc-
turas con varias finalidades. En primer lugar, seremos fieles a
la filosoffa de desproveer la teoria clédsica del requerimiento de
la asociatividad del producto, siempre que sea posible. Cuando
no lo sea, veremos la forma de extender los resultados clésicos
al ambiente no asociativo, aunque se haga con algunos ajustes.
Asimismo, pondremos de manifiesto aquellos aspectos en los
que la teorfa asociativa y la no asociativa dejan de ir en paralelo.
Por ejemplo, en el Capitulo 2 veremos cémo los conceptos de
ser un algebra de division unilateral, o ser un dlgebra de di-
vision, que son equivalentes en el caso asociativo (Proposicion

2.3), dejan de serlo en el ambiente méds general que nos ocupa
(Ejemplo 2.17).

En dicho capitulo revisaremos resultados cldsicos como el
Teorema de Gelfand-Mazur complejo que, como es bien cono-
cido, establece que cualquier dlgebra normada compleja asocia-
tiva de division es isomorfa a C.

Hemos de reconocer que no hemos sido los primeros en in-
tentar liberar al Teorema de Gelfand-Mazur de la asociativi-
dad, problema que sigue abierto hoy dfa, pues ya en 1970 ar-
gumentaba Kaplansky en [47] que el siguiente hecho era bien
conocido:
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Teorema 2.5 Las dlgebras (no necesariamente asociativas) nor-
madas completas complejas, de division por la izquierda, son
isomorfas a C.

Se pone asi de manifiesto que Kaplansky ya se habia cues-
tionado hasta qué punto la asociatividad es una propiedad
superflua en estos resultados. Bastantes anos antes, en 1949,
Kaplansky habia probado que:

Teorema 2.8 Toda dlgebra asociativa normada compleja, no
nula, sin divisores topoldgicos de cero bildteros no nulos, es
isomorfa a C.

Como mostramos en la Proposicion 2.9, resulta que toda
dlgebra asociativa normada de division carece de divisores
topoldgicos de cero por un lado no nulos, lo que prueba que
este ultimo resultado de Kaplansky es una generalizacién del
Teorema de Gelfand-Mazur. Es por ello que el teorema an-
terior también se conoce como Teorema de Gelfand-Mazur-
Kaplansky.

En el Ejemplo 2.10 veremos que el Teorema de Gelfand-
Mazur-Kaplansky deja de ser cierto si lo desproveemos de la
hipdtesis de la asociatividad, aun fortaleciendo alguna de sus
otras hipétesis (concretamente aun suponiendo que el dlgebra
no posea divisores topoldgicos de cero por la izquierda no nu-
los). Sin embargo, bajo tal fortalecimiento de la hipdtesis, el
teorema si que es vilido cuando adicionalmente se requiera la
existencia de algin elemento a del dlgebra tal que L, tenga
rango denso, como establecemos en el Teorema 2.12 (resultado
igualmente formulable en términos del lado derecho). Como
consecuencias relevantes del Teorema 2.12 se tendréan las dos
caracterizaciones siguientes de los nmimeros complejos:

1. C es la tinica dlgebra normada compleja con unidad sin
divisores topoldgicos de cero por la izquierda no nulos
(Corolario 2.13).
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2. C es la unica dlgebra normada compleja (no nula) de
division por la izquierda, sin divisores topoldgicos de cero
por la izquierda no nulos (Corolario 2.14).

Este tltimo resultado (el Corolario 2.14), contiene al Teo-
rema de Kaplansky antes enunciado (Teorema 2.5) en virtud
de lo establecido en la Proposicion 2.9.

Adicionalmente, en el Capitulo 2 se mostrara el papel que
juega la cuasi-division (concepto que serd recordado en la Sec-
cion 2.3) en un algebra arbitraria (real o compleja), en relacién
con las propiedades de ser un élgebra de divisién (lateral o uni-
lateral) y con la propiedad de no poseer cualquiera de los dis-
tintos tipos de divisores topolégicos de cero (que se enuncian
en la Definicién 2.7). En concreto, el eje central de la Seccién
2.3 serd analizar siguiente diagrama:

A es un dlgebra )
y e es un
A es un dlgebra de divisién por )
o = . . = dlgebra de
de divisién izquierda e .
cuasi-divisién
derecha

A no posee
A no posee

d.t.c. por la = | d.t.c. bildteros

izquierda ]
q #£0 no nulos
derecha

A no posee
d.t.c. por un lado | = {

no nulos

Fig. 1: Diagrama del Capitulo 2.

Consideraremos también las condiciones ambientales que fa-
cilitan que las implicaciones que aparecen en dicho diagrama,
sean ulteriormente equivalencias en si mismas. Asimismo se
darén ejemplos que aclarardn porqué una implicacién del citado
diagrama no puede llegar a ser una equivalencia (tanto en los
casos real como complejo), y de esta manera podremos entrever
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porqué diversos conceptos equivalentes en ambiente asociativo,
dejan de serlo en el contexto no necesariamente asociativo.

Nathan Jacobson, en su cldsica monografia Basic Algebra
de 1974, escribié6 lo siguiente:

«Una manera de tratar de crear nuevas matematicas a
partir de una teoria matemadatica existente, sobre todo si
se presenta de forma axiomdtica, es generalizar la teoria
mediante la eliminacién o el debilitamiento de algunas
de sus hipdtesis. Si jugamos a este juego axiomdtico
con el concepto de algebra asociativa, se llegaria pro-
bablemente al concepto de dlgebra no asociativa, que
se obtiene simplemente eliminando la ley asociativa de
la multiplicacién. Si se alcanza esta etapa de forma ais-
lada desde otras realidades matemadticas, es muy cierto
que pronto se abandonaria el proyecto, ya que hay muy
poco de interés que se pueda decir sobre dlgebras no
asociativas en general.»

No vamos a ocultar nuestro desacuerdo con esta afirmacion,
cuando los resultados ya comentados pueden dar indicio de ello.
Pero esto quedard ain més patente cuando de forma especifica
analicemos un concepto bésico de la teorfa espectral asociativa
que es el de radical de Jacobson, al que dedicamos el Capitulo
3, donde también estudiaremos el llamado radical de Brown-
McCoy o radical fuerte.

Comenzaremos dicho capitulo dando una visién histérica
del concepto de radical de Jacobson, desarrollada en la Seccién
3.1, que nos permitird llegar a la esencia de la herramienta, para
posteriormente desproveerla de la asociatividad, definiendo el
radical de Jacobson de un dlgebra no asociativa como la in-
terseccion de sus ideales primitivos (Definicién 3.5). Por ideal
primitivo (Definiciéon 3.4) entenderemos el mayor ideal con-
tenido en un ideal modular unilateral maximal®?. Diremos que
un algebra es semisimple si su radical de Jacobson es cero.

2(Consideramos ideales modulares maximales izquierdos y derechos para
eliminar una asimetria histérica, que si bien en ambiente asociativo es
inocua, en el caso no asociativo no lo es, pues da lugar a un radical mayor
(dlgebra revertida de la del Ejemplo 3.8) para el que se pierde la deseable
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Veremos que el radical de Jacobson Rad(A) de un dlgebra
A es el mayor ideal contenido en la interseccion de todos sus
ideales modulares por un lado maximales (Proposicién 3.9) y
que el dlgebra cociente A/ Rad(.A) es semisimple (Proposicién
3.10).

La intersecciéon de todos los ideales primitivos de un alge-
bra A no tiene por qué ser un ideal cuasi-invertible (incluso
bajo conmutatividad), a diferencia de lo que ocurre en el caso
asociativo. Sin embargo, en la Proposiciéon 3.13 probaremos
que si @ es un ideal de A cuyos elementos son cuasi-invertibles
entonces () C Rad(A).

El cardcter hereditario del radical de Jacobson serd estu-
diado en la Seccién 3.4, donde la caracterizacién del radical
obtenida en el Teorema 3.15 nos permitird caracterizar a los
ideales I de un édlgebra A tales que Rad(l) = Rad(A) NI
(Corolario 3.17). Nétese que la condicién de que Rad([/) sea
un ideal de A es necesaria para que se de la igualdad anterior.
Aunque en presencia de asociatividad esta propiedad siempre
se verifica (Corolario 3.18), en general, Rad(/) puede no ser un
ideal de A. Un caso donde esto ocurre se presenta en el Ejem-
plo 3.19, donde se muestra que Rad(.A) N I no tiene por qué
estar contenido en Rad(/). De forma andloga, en el Ejemplo
3.20 mostramos un ideal I de un dlgebra que A tal que Rad([])
no estd contenido en Rad(A) N 1.

Sin embargo, aunque algunos ideales no reinan los reque-
rimientos necesarios para hacer viable la propiedad hereditaria
del radical, otros muchos ideales si son aptos para ello. Es por
esto que, como una aplicacién conjunta sencilla del Teorema
3.15 y del Corolario 3.17, probamos que si A es un dlgebra y
A; es su unitizacion, entonces Rad(.A) =Rad(A;), por lo que
A; es semisimple si, y sélo si, A lo es (Corolario 3.21).

Cuando elevamos al ambiente no asociativo otras caracte-

propiedad de que el radical de un dlgebra coincida con el de su revertida.
En cualquier caso, nuestros argumentos sobre el radical de Jacobson
también son vilidos en relacién con la definicién «asimétrica».
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rizaciones del radical de Jacobson de un dlgebra asociativa, ve-
mos que la asociatividad sirve de vinculo para forzar la equiva-
lencia entre condiciones que en un ambiente méas general dejan
de ser equivalentes. Mds concretamente, cuando desproveemos
de la asociatividad la conocida caracterizacion del radical de
Jacobson, que lo describe como el mayor ideal del conjunto de
los elementos de radio espectral igual a cero, obtenemos el con-
cepto que hemos denominado m-semisimplicidad (establecido
en la Definicion 3.23). De hecho, diremos que un dlgebra es
m-semisimple cuando cero es el tinico ideal formado por ele-
mentos cuyo radio m-espectral es cero. Como se desprende de
la Proposicion 3.24 y del Ejemplo 3.25, la clase de las dlge-
bras m-semisimples es estrictamente mads amplia que la de las
dlgebras semisimples.

Probaremos también que tanto las dlgebras semisimples
como las m-semisimples tienen unicidad de la topologia de
la norma completa (Corolarios 4.12 y 4.16). Para ello
demostraremos que la asociatividad es una hipétesis super-
flua en un conocido teorema de B. E. Johnson, estableciendo
en el Teorema 4.11 la continuidad automaética de los homo-
mortfismos sobreyectivos de un dlgebra normada completa en
un dlgebra normada completa semisimple. Este resultado se
mejorara con el Teorema 4.14 donde se demuestra lo andlogo
suponiendo que el dlgebra de llegada es m-semisimple. Si bien el
Teorema 4.11 es un corolario del Teorema 4.14, en esta Memo-
ria damos una prueba directa de ambos resultados porque con-
sideraciones sencillas sobre los ideales de un dlgebra y sobre el
m-espectro, debidamente articuladas, nos permitiran demostrar
ambas cosas practicamente a la par. Es por ello que, eligiendo
un sendero adecuado, es posible esquivar la asociatividad en la
propia teorfa asociativa, sin necesidad de recurrir a grandes ar-
tificios ni conceptuales ni procedimentales, lo cual no significa
que se haga de forma obvia. Mostrar lo que se acaba de afirmar
es la razén de ser del Capitulo 4, que finaliza con el Ejem-
plo 4.15, en el que se pone de manifiesto lo facil que resulta
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comprobar que un algebra es m-semisimple (lo que asegura la
unicidad de la topologia de su norma completa) sin més que
analizar cémo es el conjunto de los elementos cuyo radio m-
espectral es igual a cero.

Una vez estudiada la continuidad automética de los homo-
morfismos sobreyectivos entre dos dlgebras normadas comple-
tas, cuando el dlgebra de llegada disfruta de perfecciones alge-
braicas como la m-semisimplicidad o la semisimplicidad (pues
de no ser asf se conocen contraejemplos de homomorfismos dis-
continuos incluso en ambiente asociativo), pasamos a estudiar
el caso general de los homomorfismos que no son necesaria-
mente sobreyectivos, a lo que dedicamos el capitulo siguiente
de la Memoria.

Como quiera que un homomorfismo 6 : A — B entre dos
dlgebras normadas completas puede verse como un homomor-
fismo de rango denso considerando, por abuso de lenguaje, que
B = 0(A), vamos a dedicar el Capitulo 5 de esta Memoria al
estudio de los homomorfismos de rango denso.

Como se sabe, el mejor resultado que se conoce sobre la
continuidad automatica de los homomorfismos de rango denso
es un teorema de C. E. Rickart de 1960 [64] que afirma que
todo homomorfismo de rango denso 6 : A — B entre dos 4l-
gebras de Banach A y B es continuo cuando el dlgebra B es
fuertemente semisimple. El objetivo del Capitulo 5 es estudiar
hasta qué punto la asociatividad es una propiedad superflua en
este resultado, tal y como se establece a continuacion.

Problema 5.1 Sean A y B dlgebras normadas completas sobre
el cuerpo K (K =R o0 C) ysea : A — B un homomorfismo de
rango denso. Si B es fuertemente semisimple, jes 6 autométi-
camente continuo?

En 1968, Balachandran y Rema [9], mostraron una primera
generalizacién no asociativa del Teorema de Rickart probando
que dicho teorema sigue siendo vélido cuando las dlgebras in-
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volucradas son de Jordan Banach, es decir, dieron respuesta
afirmativa al problema anterior bajo la hipdtesis adicional de
que las dlgebras A y B sean de Jordan-Banach.

En 2003, el resultado original de Balachandran y Rema fue
mejorado por Rodriguez y Velasco en [71] liberando al dlge-
bra de partida del requerimiento de ser de Jordan (basta con
que sea normada completa®). Otras extensiones no asociativas
del Teorema de Rickart pueden verse en [68] y [71], siempre
suponiendo alguna hipétesis adicional que en el caso asociativo
se verifica trivialmente.

En el d4nimo de analizar hasta qué punto el teorema de
Rickart se puede desproveer de la asociatividad, en el Capitulo
5 se probard, en primer lugar, que no es restrictivo suponer que
las dlgebras implicadas tienen unidad, y que el dlgebra rango
es simple (Proposicion 5.2). De esta forma, el Problema 5.1
puede reformularse equivalentemente de la siguiente manera:

Problema 5.3 Sean A y B 4dlgebras normadas completas con
unidad, sobre el cuerpo K (K =R o C) tales que B es simple,
v sea 0 : A — B un homomorfismo de rango denso. ;Es 0
automaticamente continuo?

En la Seccion 5.1.1 aclararemos que, para estudiar el pro-
blema anterior, tampoco es restrictivo considerar que las dlge-
bras involucradas son complejas, puesto que si un dlgebra real
es fuertemente semisimple, entonces su complexificacién tam-
bién Io es (Corolario 5.4).

Nuestro problema queda pues centrado: se trata de estudiar
el Problema 5.3 suponiendo que el cuerpo base es C.

En el Teorema 5.13 probaremos que la respuesta a nuestro
problema es afirmativa si el rango del homomorfismo es espec-
tralmente admisible (en el sentido de la Definicion 5.9). Vere-

3 Asimismo, el rango puede suponerse normado completo y Jordan ad-
misible, que es una condicién mds débil que la de ser de Jordan-Banach.
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mos que cualquier subdlgebra densa de un &dlgebra de Banach
con unidad es espectralmente admisible (Proposicién 5.12),
por lo que el teorema de Rickart cldsico se obtiene como un
corolario del Teorema 5.13.

Un concepto original de esta Memoria que serd importante
para nuestros resultados de continuidad automética es el de ele-
mento espectralmente raro de un slgebra’ (Definicién 5.15),
que se asienta en el de operador espectralmente raro® estable-
cido en la Definicion 1.30. Es por ello que dedicamos la Sec-
cion 1.8 al estudio de los operadores espectralmente raros.

Sean A y B &lgebras normadas completas con unidad,
siendo B simple. Como se establece en el Corolario 5.17, Ia
ausencia de elementos espectralmente raros en §(A) asegura la
continuidad automatica de cualquier homomorfismo de rango
denso 0 : A — B. Por otra parte, en el caso de que 0(.A) posea
elementos espectralmente raros, pero no en abundancia (esto
es, que no sean densos en B3) obtendremos la cerrabilidad del
nticleo del homomorfismo 6 (Teorema 5.19).

Puesto que las dlgebras normadas asociativas simples
con unidad carecen de elementos espectralmente raros
(Proposicién 5.18), de nuevo obtenemos el cldsico teorema
de Rickart, en esta ocasién como consecuencia inmediata del
Corolario 5.17.

Finalizamos la Seccién 5.2 mostrando una manera de cons-
truir homormorfismos discontinuos de rango denso, que es la
que enunciamos en el préximo resultado, donde por m-espectro

4Se dice que a € A es un elemento espectralmente raro si los opera-
dores de multiplicacién L, y R, son espectralmente raros.

’Sea X es un espacio normado, cuya completaciéon denotamos por X.
Dado T' € L(X) sea T la tnica extensién continua de 7' a X. Se dice que

T € L(X) es un operador espectralmente raro si o2, (T) N U)?(f) =g.
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sobreyectivo de un elemento b en un dlgebra B se entiende el
conjunto
7o) = 05,(Le) U o5, (Ry).

su

Corolario 5.21 Sea 6 : A — B un homomorfismo de rango
denso, entre dos dlgebras normadas completas Ay B. Si 0(.A)
posee algin elemento b € 0(A) tal que agffl)(b) = & (es decir,

con m-espectro sobreyectivo vacio), entonces 6 es discontinuo.

En el Ejemplo 5.22 se construye un élgebra B normada
completa simple con unidad, que contiene una subdlgebra densa
By que posee elementos con m-espectro sobreyectivo vacio. En
consecuencia, si A es un dlgebra normada completa arbitraria
entonces cualquier homomorfismo de rango denso 6 : A — B,
cuyo rango sea 0(A) = By, es discontinuo.

Las ideas que llevaron a Balachandran y Rema a demostrar
en [9] que el Problema 5.1 (o equivalentemente el Problema 5.3)
tiene respuesta afirmativa cuando las dlgebras consideradas son
de Jordan-Banach, fueron usadas en [68] (véase también [71,
Theorem 1.5]) para probar este otro resultado méds general:

Teorema 5.23 Sean A y B 4dlgebras normadas completas de
potencias asociativas. Si B es fuertemente semisimple, entonces
todo homomorfismo de rango denso 6 : A — B es continuo.

De otra parte, como ya se ha comentado, el mencionado
resultado de Balachandran y Rema también fue generalizado
en [71, Theorem 1.5] como sigue:

Teorema 5.24 Si A es un dlgebra normada completa y B es
un dlgebra de Jordan-Banach fuertemente semisimple, entonces
todo homomorfismo de rango denso 0 : A — B es continuo.

En vista del Corolario 5.21 y del Ejemplo 5.22, y a la luz
de los dos resultados anteriores, resulta razonable abordar el
siguiente problema a cuyo estudio dedicamos la Seccién 5.3:
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Problema 5.25 Sean A y B dlgebras normadas completas,
y sea 0 : A — B un homomorfismo de rango denso. Si B es
fuertemente semisimple y de potencias asociativas, jes 0 au-
tomaticamente continuo?

Siguiendo las pautas de la seccién previa, estableceremos
en la Proposicidon 5.27 que el problema anterior se reformula
como sigue:

Problema 5.28 Sean A y B dlgebras normadas completas con
unidad, y supongamos que B es simple y de potencias asocia-
tivas. Si 0 : A — B es un homomorfismo de rango denso, jes 0
automdticamente continuo?

Al igual que hiciésemos antes, nos centraremos en el caso
complejo, puesto que esto no es restrictivo segin se pone de
manifiesto en la Seccién 5.1.1.

En el Teorema 5.31, probaremos que el Problema 5.28
tiene respuesta afirmativa cuando el homomorfismo 6 es irre-
ducible, es decir, cuando # no puede restringirse a un ideal pro-
pio del dlgebra dominio, manteniendo la densidad de su rango
(Definicion 5.29). En particular, en el Corolario 5.32, ob-
tendremos que cualquier homomorfismo de rango denso entre
dlgebras normadas completas simples con unidad es continuo,
siempre que el dlgebra rango sea de potencias asociativas.

Cuando los homomorfismos no son irreducibles, probaremos
en el Teorema 5.34 que el Problema 5.28 tiene respuesta afir-
mativa cuando el conjunto de elementos espectralmente raros
en 6(A) no es denso en B.

Dado que las dlgebras normadas asociativas con unidad no
poseen elementos espectralmente raros (Proposicion 5.18), re-
sulta que el Teorema 5.34 supone una nueva generalizacién no
asociativa del clasico Teorema de Rickart, en la que no es nece-
sario suponer la asociatividad del dlgebra de partida.



PROLOGO XXVl

Concluiremos el Capitulo 5 mostrando condiciones que ase-
guran que un algebra B carezca de subalgebras densas cuyo
conjunto de elementos espectralmente raros sea denso en B.
Ello se hara en los Corolarios 5.35 y 5.38.

Para finalizar esta Memoria, en el Capitulo 6 daremos
una breve pincelada sobre las potenciales aplicaciones de esta
teorfa, haciendo uso de alguno de nuestros resultados sobre con-
tinuidad automédtica de homomorfismos. Siendo sensibles a las
posibilidades que la teoria emergente pueda tener para estu-
diar diversas estructuras algebraicas que modelan situaciones
de la Biologfa, terminaremos este 1ltimo capitulo indicando
las nuevas lineas de investigacién que hemos iniciado, en este
terreno més aplicado, asi como los objetivos que nos hemos
propuesto a medio y largo plazo, junto con otras cuestiones
que podrédn ser motivo de investigacién en el futuro.
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Breve resena historica sobre
el interés de las algebras no
asociativas en las ciencias
aplicadas.

El interés cientifico por las dlgebras normadas no asociativas
se ubica en el mismo origen de la matemética moderna y estd
arraigado en distintas dreas cientificas, como pronto veremos.
La utilidad de los mimeros complejos en la Fisica (por ejem-
plo, para representar las fuerzas mediante la Ley del Parale-
logramo, o las rotaciones en el plano mediante el producto de
nimeros complejos) suscito el interés por los «sistemas numéri-
cos» de mayor dimensién. Fue por ello que William R. Hamil-
ton, en el siglo XIX, buscé durante una década un equivalente
de los niimeros complejos en dimensién 3 que permitiese des-
cribir matematicamente diversos entes fisicos propios del espa-
cio. La persistente busqueda finalizé en 1843 cuando, paraddji-
camente, en lugar de un sistema numérico de dimensién 3,
Hamilton encontré uno de dimensién 4, a cuyos elementos llamé
cuaterniones (o cuaternios)®. Estos nimeros aliviaron en buena

6Hamilton buscaba un &lgebra real conmutativa, asociativa y de di-
visién de dimensién 3. Tales dlgebras no existen, como anos después
demostraron K. Weierstrass (con su famoso teorema final de la aritmética)
y F. G. Frobenius. De ahi la larga bisqueda de Hamilton.

XXX
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medida las necesidades de los fisicos dada su utilidad para re-
presentar rotaciones en el espacio, por lo que de inmediato en-
contraron aplicacién en el Electromagnetismo, asi como en la
Dindmica de Fluidos y, algo més tarde, en la Mecdnica Cuédn-
tica. Comienza a gestarse asi también el moderno cédlculo vec-
torial ", fundado por Hermann G. Grassmann en 1844 en su Die
Lineale Ausdehnungslehre, ein never Zweig der Mathematik?®,
que constiye un primer tratado de lo que hoy llamamos dlgebra
lineal.

Fueron estos precedentes los que hicieron que la relacion en-
tre el plano complejo y la Geometria Euclidea sirviese de moti-
vacién para buscar generalizaciones del cuerpo de los niimeros
complejos, e indagar en las posibles geometrias asociadas.
Surgieron asf los llamados niimeros hipercomplejos y con ellos el
interés formal por las dlgebras normadas de division. Esto dio
pie al nacimiento de la primera &dlgebra normada de divisién
no asociativa, los octoniones (o nimeros de Cayley), y aqui
radica el origen de las dlgebras no asociativas’, a cuyo estudio
dedicamos esta Memoria.

Los octoniones son una extensién no asociativa, de dimen-
sién ocho, de los cuaternios. Fueron descubiertos por John T.
Graves en 1843, e independientemente por Arthur Cayley, quien
fue el autor de la primera publicacién sobre los mismos, datada
en 1845. Posteriormente, la estructura de los octoniones fue
clarificada por J. von Neumann en 1932. Actualmente se sigue
trabajando con ellos, por ejemplo, para explicar algunas pecu-
liaridades de la moderna Teorfa de Cuerdas'’.

"Esta disciplina finalmente fue desarrollada y afianzada por los fisicos
Josiah W. Gibbs y Oliver Heaviside.

8 La teoria de las extensiones lineales, una nueva rama de las Matemdti-
cas.

9Podriamos afadir los adjetivos de normadas completas, pues los oc-
toniones, con la norma euclidea, se erigen también en la primera algebra
no asociativa normada completa de la historia.

100tras aplicaciones de los octoniones pueden verse en un documento
de J. C. Baez [8].
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Fig. 2: De izquierda a derecha: William R. Hamilton, Arthur Cay-
ley, Josiah Gibbs y Oliver Heaviside. Gibbs y Heaviside fueron los
encargados de desarrollar y afianzar el moderno célculo vectorial,
tal y como hoy dia lo conocemos.

El descubrimiento de las geometrias riemanianas, que son
geometrias no homogéneas que permiten que las propiedades
del espacio puedan diferir de un punto a otro, fue lo que per-
mitié a Albert Einstein formular su Teoria de la Relatividad.
Con ella se marca el inicio de la Mecdnica Cudntica, una dis-
ciplina que surge para justificar determinados fenémenos del
mundo atémico y subatémico inexplicables con las leyes de la
Fisica Clasica, como la radiacion del cuerpo negro, el efecto fo-
toeléctrico, o el efecto Compton, entre otros. La constatacion
de la dualidad onda-corpiisculo de la luz, junto con el hecho
descubierto por Max Planck en 1900 segtin el cual las particu-
las absorbfan y emitian energia en forma de cuantos propor-
cionales a la frecuencia de la luz o radiacién, fue lo que sirvié
de detonante para que Albert Einstein formulase en 1905, en
base a la nueva geometria, las leyes de la Teoria Especial de
la Relatividad, demostrando que el electromagnetismo era una
teorfa esencialmente no mecénica. Culminaba asf lo que se ha
dado en llamar Fisica Clésica, o no-cudntica, y nacfa la Fisica
Moderna o Fisica Cudntica.

Los Fundamentos Matematicos de la Mecédnica Cudntica se
establecieron en el Mathematische Grundlagen der Quanten-
mechantk de John von Neumann, en 1932. Esta obra, de capital
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importancia para la Fisica, es a su vez el primer compendio de
teoria espectral asociativa.

En el mencionado texto se desarrolla la llamada Formu-
lacion Matemédtica de la Mecdnica Cudntica, mediante una do-
cena de postulados (segin la formulacién esténdar), que po-
nen en plena equivalencia el modelo fisico con el matematico.
Asi, los posibles estados fisicos de un sistema cudntico se des-
criben mediante un espacio de Hilbert, H, y los observables se
representan por operadores lineales hermiticos de L(H), cuyos
valores propios asociados corresponden al valor del observable
en dicho estado propio. En definitiva, es la teoria espectral de
operadores la que describe los estados de los observables del
sistema cudntico y proporciona la formulacién matemdtica de
la Mecdnica Cudntica. Se pone asi de manifiesto que la nocién
de espectro proveniente de la Fisica convive intimamente con
la que nace de la Matematica, de modo que las conclusiones
matemadticas se pueden corroborar de forma experimental y, a
su vez, la fenomenologia permite intuir o guiar determinados
desarrollos matematicos.

Si bien la Mecdnica Cudntica resolvié muchas cuestiones
inexplicables con la Mecdnica Cldsica, desde los mismos ori-
genes de la nueva teoria fueron surgiendo otros retos y proble-
mas. En 1933 aparecen asi las dlgebras de Jordan [41], en el 4ni-
mo de formalizar mejor la nocién de observable en la Mecénica
Cudntica!!. El propio John von Neumann se sintié atraido por
estas dlgebras no asociativas (como ya le ocurriese con los oc-
toniones), reconociendo los nuevos avances y participando en
ellos, por lo que a los pocos meses aparecié un primer trabajo
conjunto de P. Jordan, J. von Neumann y E. Wigner [42].

El hallazgo de los octoniones también proporcioné nuevas
ideas, como la de reemplazar los nimeros complejos por los de

"UHoy dfa las dlgebras de Jordan se usan en diversos contextos, por
ejemplo en la ciencia de la computaciéon mediante ADN, y son estructuras
que aparecen de manera natural en la recombinacién molecular, tal y como
el lector puede revisar en [14].
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Fig. 3: De izquierda a derecha: Pascual Jordan, John von Neumann
y Eugene Wigner.

Cayley, con el fin de explicar ciertas propiedades de espacio-
carga de las particulas elementales. Se gesta asi la llamada
Mecédnica Cudntica no asociativa, donde se contemplan tanto
magnitudes observables como inobservables (relacionadas con
los quarks). Pronto se supo que, para dar cabida a estas ulti-
mas magnitudes en la formulacién matemdtica de la Mecdnica
Cudntica, hay que agrandar el dlgebra de operadores L(H)
hasta verla dentro de una conveniente dlgebra que ha de ser
no asociativa, y que habrd que determinar segin la tesitura.
De esta forma, los modelos no asociativos constituyen una he-
rramienta esencial de la Mecdnica Cudntica no asociativa.

De los muiltiples textos que versan sobre el interés de los
modelos no asociativos en la Ffisica, citamos como botén de
muestra [60]. Alli, se detallan diversas aplicaciones Fisicas con-
cretas de miiltiples dlgebras no asociativas relevantes, y también
se dice lo siguiente:

«FEl dicho de que Dios es un matemadtico, de modo
que incluso con poca evidencia experimental, una teoria
matemadtica bonita tiene una gran probabilidad de ser
correcta, se ha atribuido a Dirac. El dlgebra de los octo-
niones es ciertamente una entidad matemédtica preciosa
y es posible que otras dlgebras no asociativas

(ademds, por supuesto, de las dlgebras de Lie) puedan
jugar un papel esencial en la Teoria Ultima, todavia por
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descubrir.» 2

Igualmente interesantes son las conclusiones del articulo
[23], donde el autor se expresa en los siguientes términos:

«Nos gustaria dar una lista de algunos problemas sin
resolver: ... ;Cémo se definen los estados propios y las
funciones propias y qué son los observables de opera-
dores no asociativos?. La formulacion de reglas para el
reordenamiento de corchetes sobre algunos productos
de operadores no asociativos dard lugar a la aparicién
de la segunda constante de Planck.»

Curiosamente fue un fisico britdnico, I. M. H. Ethering-
ton, el precursor del uso de las dlgebras no asociativas para el
tratamiento de problemas genéticos'®. Paraddjicamente, Ethe-
rington abandoné sus investigaciones sobre la mecénica rela-
tivista, para investigar el tratamiento algebraico de diversos
problemas genéticos, formulando las Leyes de Mendel en el
lenguaje de las dlgebras no asociativas como pronto veremos.

El estudio matemdtico de la herencia genética comenzé en
1856, con los conocidos trabajos de Gregor Mendel, y fue el
propio Mendel quien empez6 a usar una notacién algebraica
para expresar las leyes de la genética. Investigadores poste-
riores a Mendel, como Jennings (1917), Serebrovskij (1934) y
Glivenko (1936) aportaron una visién atin m4ds mateméatica de
las leyes de Mendel, que culminé con la formulacién algebraica
de las mismas en 1939, por parte del mencionado fisico I. M. H.
Etherington, en los trabajos [25] y [26]. Se pone asi de mani-
fiesto que las dlgebras no asociativas son el marco matematico
adecuado para estudiar la genética mendeliana.

12Las negritas son nuestras.

13En honor a la verdad, Etherington no fue el primero en descubrir
que estas estructuras servian para modelar la reproduccién sexual, pero si
fue el primero en axiomatizar las estructuras algebraicas necesarias para
describir este tipo de reproduccion.
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Surgen de este modo las Algebras Genéticas, denominacién
que engloba a un numeroso colectivo de clases de dlgebras no
asociativas con grandes aplicaciones en Genética como son, en-
tre otras, las dlgebras mendelianas, las gaméticas, las cigéticas,
las bdricas, las train-dlgebras, las train-dlgebras especiales, las
dlgebras con realizacion genética o las dlgebras de Bernstein.

Desde el siglo XIX, multitud de genetistas y matematicos
han prestado especial atencién al tratamiento matemédtico de
los problemas asociados a la herencia genética, principalmente
a los relacionados con la estabilidad hereditaria. Por ejemplo,
el problema de conocer qué tipos genéticos son mas estables
durante un proceso reiterativo de reproduccién poblacional, ha
sido acometido mediante técnicas analiticas y espectrales, por
matematicos como H. Geiringer, S. Bernstein, y por genetistas
muy sensibilizados con el uso generalizado de las matemaéticas
en estas cuestiones, como J. B. S. Haldane, H. S. Jennings o R.
A. Fisher. Pero, por la carencia de una teoria espectral no aso-
ciativa, estos problemas fueron tratados con métodos analiticos
sofisticados. Asimismo estas limitaciones han hecho que, con
frecuencia, se reconozca la importancia de estas dlgebras no
asociativas en dimensién infinita, pero se trabajen sélo en di-
mension finita. No obstante, han sido varios los autores que no
han eludido la dimensién infinita, como A. Ringwood [65, 66] y
principalmente P. Holgate (véanse [33, 34, 35]), quien es indis-
cutiblemente el principal valedor del tratamiento de las dlgebras
no asociativas normadas completas para el modelado y solucién
de problemas de la herencia genética.'*

Como se establece en la introduccién de [76]:

«El estudio de las algebras genéticas (es decir, aquellas
algebras que tienen interés en la genética Mendeliana)

!4De hecho, Philip Holgate publicé multitud de articulos sobre las &l-
gebras genéticas. Una relacién exhaustiva de sus contribuciones con el
tratamiento de las dlgebras no asociativas puede encontrarse en [12].



XXXV BREVE RESENA HISTORICA

deberfa constituir un campo de interés matematico pro-
pio, puesto que estas dlgebras son en general no aso-
ciativas y no pertenecen a ninguna de las conocidas
clases existentes de dlgebras no asociativas, tales como
la de las dlgebras de Lie, las dlgebras alternativas o
las dlgebras de Jordan. Poseen algunas propiedades
que las distinguen y dan lugar a muchos resultados
matemadticos interesantes. .. son nuevos conceptos para
los matematicos.»

Pero, en relacién con la cita anterior, reconozcamos que
también han sido muchos los matemaéticos que han aportado
numerosas contribuciones al desarrollo de estas estructuras y
sus aplicaciones en Genética, como I. M. H. Etherington, P.
Holgate, I. Heuch, H. Gonshor, O. Reiersol, y autores més
modernos (dentro de los cldsicos) como A. Worz-Busekros o
Y. Lyubich, entre otros. Una exposicién muy didédctica de es-
tas algebras puede verse en [63], un articulo de 1997 donde se
afirma lo siguiente:

«Deducimos que este drea de actividad investigadora
estd llena de posibilidades para el futuro, no sélo para
los matemdticos, sino también para los genetistas que
buscan una manera mads sistemdtica y potente de mo-
delar situaciones reales de la Genética. El dlgebra no
asociativa, en general, es en la actualidad un campo
muy activo de investigacion matematica. Sin embargo,
en comparacion con el conjunto de la literatura sobre
otras clases de dlgebras no asociativas (p.e. dlgebras de
Lie o dlgebras de Jordan), el estudio de las dlgebras
relacionadas con los problemas de la herencia genética
estd todavia en su infancia... Por alguna razon, esas ‘dl-
gebras genéticas’ no estdn ampliamente discutidas o es-
tudiadas actualmente por los matemédticos americanos.
Esperamos que este articulo abra una via para nuevos
debates e investigaciones sobre esta clase fascinante de
dlgebras no asociativas y su relacion con la ciencia de
la herencia genética>.

Las algebras genéticas son el producto de la interaccién en-
tre la Biologia y las Matematicas. En palabras de J. P. Tian
[76]:
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«Su estudio revela la estructura algebraica de la
genética mendeliana, lo cual simplifica y abrevia la
manera de entender la genética y el fenémeno evolutivo.
De hecho, es la conexién entre las estructuras pura-
mente matemaédticas y las correspondientes propiedades
genéticas lo que hace esta drea tan fascinante».

El tipo de herencia descrita por las dlgebras no asociativas
a las que hemos hecho referencia hasta ahora, es precisamente
la cldsica herencia mendeliana, en donde la reproduccién es
generalmente de tipo sexual. Tras los trabajos de E. Baur y C.
Correns, qued6 de manifiesto que son muchos los mecanismos
hereditarios que no se ajustan a las leyes descritas por Mendel
pues en la naturaleza, como se sabe, existe otro tipo de re-
produccién llamada asexual'®, que se da principalmente entre
los organismos unicelulares procariotas. Esta es la base de la
genética no mendeliana en la que se sustenta la actual genética
molecular. Las estructuras matemaéticas bdsicas que subyacen
en la genética no mendeliana son, junto con las dlgebras genéti-
cas, las llamadas Algebras de Evolucién. De nuevo, las dlgebras
de evolucién resultan ser dlgebras normadas completas no aso-
ciativas inclasificables en clases conocidas como las de Jordan o
las de Lie. La primera monografia dedicada a estas dlgebras es
[76], un texto del afio 2007 en el que se muestra que la utilidad
de estos modelos es muy variada y se extiende hacia dmbitos
muy diversos, tales como la teorfa de grafos, la topologia, las
cadenas de Markov, o la Fisica, entre otros. De hecho, alli se
afirma lo siguiente:

«Un dlgebra de evolucién definida por una cadena de
Markov es un dlgebra de evolucién de Markov. En otras
palabras, pueden revelarse propiedades de las cadenas

15En esta reproduccién, los organismos no se obtienen a partir de células
de tipo sexual, sino mediante autorreplicacién, en la que de un organismo
se pueden obtener copias fieles de si mismo, o bien otros organismos dife-
rentes debido a agentes externos, como las mutaciones o la intervencién
de virus que modifican el cédigo genético de los nuevos organismos.
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de Markov estudiando sus correspondientes dlgebras de
evolucién. Ademds, las cadenas de Markov, conside-
radas como tipos de sistemas dindmicos, poseen un as-
pecto algebraico oculto».

Por tanto, en este &mbito se abre todo un campo de trabajo,
idéneo para nosotros, en el que si bien ya se han establecido
ciertos preliminares, hay mucho por hacer.

Esta Memoria quiere ser sensible a estas y otras necesidades,
de ahi que nos hayamos propuesto formalizar, en la medida de lo
posible, una teoria espectral no asociativa. Qué duda cabe que
sentimos la necesidad de hacer avanzar la teorfa de las dlgebras
no asociativas, con la esperanza de que esas estructuras sirvan
de marco tedrico donde modelar y resolver problemas cientifi-
cos surgidos en otras dreas. Es por ello que, tras establecer una
nocién razonable de espectro de un elemento en un dlgebra
no asociativa, sobre la que sustentar nuestra teorfa espectral,
hemos hecho una lectura (todo lo general que hemos podido)
de la cldsica teorfa de dlgebras de Banach, comprobando qué
resultados pueden mantenerse validos en el nuevo ambiente que
ha surgido al prescindir de la asociatividad. Nuestra intencion
ulterior ha sido contrastar la fortaleza de esta teoria, viéndola
actuar en el &mbito tedrico aplicado mds inmediato de la teoria
espectral, que es el de la continuidad automdtica de homomor-
fismos. A todo ello dedicaremos los restantes capitulos de esta
Memoria.

Deseamos finalizar esta seccién con una frase del conocido
filésofo y matemdtico Gian Carlo Rota (1932-1999):

«La falta de relacién entre la Matemética y la Biologia
es o una tragedia o un escdndalo o un reto, es dificil
decidir cudl de las tres».
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CAPITULO 1

Introduccion a la teoria
espectral no asociativa

En lo que resta de este documento, serdn necesarias bastantes
nociones generales sobre las que asentar diversos resultados,
relacionados con las llamadas algebras normadas completas
(que son &lgebras no necesariamente asociativas). Sirva este
capfitulo para establecer explicitamente las nociones algebraicas
y analiticas que serdn usadas en capitulos subsiguientes, sin
menoscabo del reconocido conocimiento por parte del lector
del contenido mostrado. Aunque establezcamos ahora nuestro
ambiente de trabajo, determinados conceptos y resultados vin-
culados con cuestiones mas especificas, que aparecerdan méas ade-
lante, serdn abordados en su momento para evitar sobrecargar
conceptualmente al lector en esta etapa inicial.

1.1 ;Qué entendemos por algebra?

En todo lo que sigue, nuestro cuerpo base de referencia serd
denotado por K, donde K representa indistintamente tanto al
cuerpo R de los niimeros reales como al cuerpo C de los nimeros
complejos. En algunas ocasiones, por comodidad, nos cen-

3
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traremos en el caso complejo, y lo advertiremos previamente,
sin perjuicio de que los resultados expuestos, pudieran ser
mayoritariamente validos considerando un cuerpo arbitrario.

Definicion 1.1 Definimos un algebra como un espacio vecto-
rial A, sobre K, dotado de una aplicacion bilineal (a,b) — ab,
de A x A en A, que llamaremos producto. EI dlgebra A serd
pues real o compleja, en funcién de que el cuerpo base K sea R
o sea C, respectivamente.

En el caso particular de que el producto de un dlgebra A
verifique la propiedad asociativa, esto es, que (ab)c = a(bc) para
cualesquiera a,b,c € A, diremos que el dlgebra A es asocia-
tiva.

De forma andloga, si se verifica que ab = ba, para cua-
lesquiera a,b € A, diremos entonces que el dlgebra A es con-
mutativa.

Enfatizamos el hecho de que, a lo largo de esta Memoria,
cuando se haga referencia a un dlgebra, A, no se sobreenten-
derd que dicha dlgebra sea asociativa salvo, claro estd, cuando
se especifique que lo es'. Lo mismo ocurrird con la propiedad
conmutativa.’

Se dice que el dlgebra A tiene unidad, si existe algiin ele-
mento e verificando que

ea = ae = a, para todo a € A,

en cuyo caso se dice que e es la unidad de A. Nétese que dicho

! Existen muchos textos y documentos en la literatura donde se supone
que, por defecto, las dlgebras son asociativas. Las razones de esta particular
preferencia tienen que ver con la riqueza de propiedades de las que se
impregna la teorfa vinculada a esta clase restringida de dlgebras. Pero
nosotros consideraremos que, tal y como se anticip6é en el Prélogo, no
existen razones naturales objetivas para exigir que las dlgebras, en general,
sean obligatoriamente asociativas.

2Curiosamente, en relacién con lo comentado en el pie de pagina ante-
rior, en los textos antes aludidos no se da por hecho que por defecto un
dlgebra sea conmutativa.
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elemento e, si existe, ha de ser tinico (pues si € € A verifica la
propiedad anterior, entonces e = e¢’ = ¢€’).

Todas las adlgebras asociativas cldsicas son dlgebras en el
sentido establecido en la definicién anterior. Sirvan de ejemplo
las algebras de funciones, las de operadores o las de convolucién.
Antes de dar ejemplos mds generales de dlgebras, debemos fijar
alguna notacion.

Notacion 1.2 Un &lgebra asociativa que serd relevante para
esta memoria es el dlgebra £(X) de todos los operadores li-
neales 7' : X — X sobre un espacio vectorial X. La composi-
ci6én de operadores define un producto en £(X') de manera que,
si dim(X) > 1, se obtiene un dlgebra que es asociativa, no con-
mutativa y con unidad (el operador identidad, I).

Ejemplos de dlgebras en el sentido de la Definicién 1.1 son
todas aquellas que pueden enmarcarse en algunas de las clases
de dlgebras que fueron mencionadas en el Prélogo, las cuales
son especialmente interesantes debido a sus aplicaciones. Las
algebras genéticas, las dlgebras de evolucién o las dlgebras de
Bernstein, determinan clases de &dlgebras no asociativas rele-
vantes, como también ocurre con las dlgebras de Jordan, las
de Lie, las de potencias asociativas, las alternativas, o las flexi-
bles, cuyo interés matemaético, como se sabe, es de primer orden.
Para evitar proporcionar aqui una lista de ejemplos tan larga
como poco exhaustiva, de dlgebras que ejemplifiquen algunas
de las muchas clases de dlgebras no asociativas notables men-
cionadas, nos limitaremos a presentar algunas construcciones y
determinados casos particulares de ellas, que serdn de utilidad
en esta Memoria, que como ya se ha dicho se encuadra en el
marco tedrico —mas abstracto— de la teorfa. El lector que de-
see conocer ejemplos cldsicos de dlgebras no asociativas puede
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encontrarlos en abundancia consultando los siguientes textos:
[25, 32, 34, 51, 60, 63, 76, 80].

Ejemplo 1.3 Algunos ejemplos de dlgebras, son los que se
muestran seguidamente.

1. Se dice que un &dlgebra es de potencias asociativas si
la subdlgebra generada por un elemento arbitrario de la
misma es asociativa. La clase de las dlgebras de poten-
cias asociativas es muy amplia. De hecho contiene, entre
otras, a la clase de las dlgebras de Jordan y a la de las
algebras de Lie (véase el diagrama que aparece en [50, p.
10]). Para obtener ejemplos de dlgebras de potencias aso-
ciativas, hagamos notar que la simetrizada de un dlgebra
asociativa da lugar a un algebra de potencias asociativas,
que por lo general no es asociativa. Recordemos que la
simetrizada de un &lgebra A se define como el dlgebra
que resulta de reemplazar el producto original de A (que
denotamos por yuxtaposicién) por este otro:

1
aob= i(ab + ba), para cualesquiera a,b € A.

El proceso de simetrizacién se convertird en la herra-
mienta idénea para poder disfrutar de la propiedad con-
mutativa cuando, a priori, no se disponga de ella.

Presentamos ahora el método més natural para construir
un algebra y, por ello, el que probablemente sea el pro-
cedimiento m&s antiguo. Consiste en lo siguiente:

2. Sea A un espacio vectorial y fijemos una base, {e;},.,; . En
relacion con la base prefijada, podemos definir una tabla
de multiplicacién, determinando las expresiones

k
eie; = E )\ijek,

kel
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tras establecer el valor de los )\fj € K, para cualesquiera
1,7,k € I, de manera que, fijados ¢ y 7, s6lo un nimero
finito de escalares )\fj sean no nulos. A las constantes
A € K se las llama constantes de estructura del 4l-
gebra A respecto de la base {¢;},.;-

Definida una tabla de multiplicacién, por bilinealidad, se
obtiene un producto en A, y por tanto A se convierte en
un dlgebra en el sentido de la Definicién 1.1. Lo excep-
cional serd que dicho producto resulte ser asociativo.?

A continuacién materializamos esta construccién con un
ejemplo de gran importancia, desde el punto de vista
matemadtico e histérico. Se trata de un dlgebra que de-
termina una extensién no asociativa de los cuaternios, y
constituye un ejemplo relevante de sistema de nimeros
hipercomplejos.

3. El algebra de Cayley o algebra de los octoniones O,
fue descubierta por John T. Graves en 1843 (segun docu-
mentacién epistolar de John T. Graves a William R.
Hamilton datada en los anos 1843 y 1844), e indepen-
dientemente por Arthur Cayley (publicaciéon de 1845).
Dicha &dlgebra consiste en el espacio vectorial real con
base {1,ey,e€a,...,e7}, donde 1 designard la unidad del
algebra, y cuyo producto se deriva de la siguiente tabla

3De ahf que suponer que la asociatividad de un algebra estd garanti-
zada, no sea una cuestién tan «natural».



8 i Qué entendemos por dlgebra?

de multiplicacién:

[ 1] e[ ex| es] ea es[ es| er]
1 1 e1 €9 es €4 es €6 er
e1 e | —1 €4 er | —ey es | —es | —es
ey ||l ea | —eq | —1 es e1 | —es er | —eg
€3 €3 | —€7 | —¢€5 -1 €g €y | —€4 €1
€4 €4 €y | —€1 | —€p -1 €7 €3 | —€5
€5 €5 | —€g €3 | —€y | —€7 -1 €1 €4
es || e es | —er ey | —e3 | —e; | —1 €9
er || er es e | —eq es | —e4 | —e9 | —1

El dlgebra de los octoniones es no asociativa pues
(e1e9) €3 = eqe3 = —eg, siendo e (ege3) = ejes = eg.
Segtin [8], esta observacién fue hecha por Hamilton en
una carta a Graves, fechada en julio de 1844, acunandose
allf el término «asociativo», por lo que los octoniones
desempenaron un papel primordial en clarificar la impor-
tancia del mismo. Posteriormente, la estructura de esta
controvertida dlgebra* fue clarificada por Pascual Jordan
en 1932. (]

4Como se muestra en [8], en diciembre de 1843, Graves comunica a
Hamilton el hallazgo de los octoniones, cuya teorfa desarrollarfa después
en tres cartas de enero de 1844, si bien no publicaria estos resultados hasta
1848. En 1945 Arthur Cayley redescubre los octoniones publicando este
hecho en una nota marginal de su articulo ‘On Jacobi’s Elliptic Func-
tions’ (trabajo que contenia tal cantidad de errores que fue omitido de la
coleccién de sus obras completas [18], excepto en la parte relativa a los
octoniones). Este articulo aparecié en la revista Philosohical Magazine en
el volimen de marzo (de 1945), y en el nimero siguiente aparecié una
resena de Graves reivindicando su autoria sobre los octoniones. También
Hamilton, esta vez en la revista Royal Irish Academy, confirma, en una
nota de junio de 1847, la autoria de Graves sobre los ya denominados
«numeros de Cayley» (que paradéjicamente se basan en ideas de C. F.
Degen de 1818).



Introduccién a la teoria espectral no asociativa 9

Las aplicaciones naturales entre dos dlgebras A y B son
aquellas que ademds de ser lineales (para preservar la estruc-
tura de espacio vectorial) son también multiplicativas, lo que
garantiza la compatibilidad con el producto. Se motiva asi la
siguiente definicién relativa a los operadores que respetan las
estructuras algebraicas ambientales que nos ocupan.

Definiciéon 1.4 Sean A y B dos dlgebras sobre el mismo cuerpo
base K. Una aplicacién 0 : A — B se dice que es un homo-
morfismo de K—algebras, homomorfismo de dlgebras o sim-
plemente homomorfismo, si 6 es una aplicacion lineal tal que
0(ab) = 0(a)d(b), Va,b € A.

Si un homomorfismo 0 : A — B es inyectivo, se dird que
es un monomorfismo, y si es sobreyectivo, se dice que es un
epimorfismo de dlgebras. Finalmente, si el homomorfismo 6 es
biyectivo, se dird entonces que 6 es un isomorfismo. Se dice que
las dlgebras A y B son isomorfas si existe algiin isomorfismo
entre ellas.

Nétese que, de la definicién anterior se deduce de manera
inmediata, que la composicién de homomorfismos es otro ho-
momorfismo.

1.2 Algebras normadas completas
De todas las normas que podamos defininir en un algebra, nos

interesardn sélo aquellas que convivan en armonia con el pro-
ducto dado en ella, en el sentido que se define a continuacién.

Definiciéon 1.5 Un algebra normada es un dlgebra A dotada
de una norma de dlgebra, esto es, una norma ||-|| tal que:

labll < flal[ o], Va,b € A. (1.1)
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La desigualdad anterior se conoce como propiedad sub-
multiplicativa de la norma. Esta propiedad no es méas que
la continuidad del producto (salvo renormacién equivalente si
se requiriese’).

Un algebra normada completa es un dlgebra provista de
una norma de dlgebra que es completa.

Notese que un algebra de Banach en el sentido cldsico de
[13, 21, 61] no es mds que un &lgebra asociativa normada com-
pleta, y por tanto un tipo particular de dlgebra normada com-
pleta.

Si A es un dlgebra normada no completa, cuya norma de-
notamos por ||-||, v si (A, |-|') es la completacién del espacio
normado (A, ||-]]) entonces, de forma natural, podemos dotar
a A de un producto que extienda al de A y haga que ||| se
convierta en una norma de dlgebra en A. Este procedimiento se
denomina completacién del dlgebra A. Para definir el producto
de dos elementos @, b € A , tomamos dos sucesiones a, y b, de
elementos de A tales que a, — @ y b, — b respecto de |-||".
Se deAmuestra sin dificultad que la sucesién a,b,, es deACauchy
en (A, ||||') por lo que converge a algiin elemento ¢ € A. Final-
mente se comprueba que ¢ no depende de las sucesiones a,, y by,
consideradas, lo que nos permite finalmente definir ab = ¢. Se
tiene asf el siguiente resultado, que no es mas que [13, Propo-
sition 1.1.12], haciendo la observacién de que alli no se requiere
la asociatividad.

Teorema 1.6 Toda dlgebra normada (A, ||-||) puede ser com-
pletada. Esto es, existe un dlgebra normada completa (A, ||-|),
que contiene a A como subdlgebra densa y cuya norma ex-
tiende a la original, lo que significa que la aplicacién identidad

SPara conseguir que en una expresiéon del tipo ||ab| < M ||al| ||b]|, po-
damos considerar que M = 1.
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i (A1) = (A, ]I, es una isometria, siendo el dlgebra i(.A)

-~

densa en A.

Si, de manera canénica, dotamos de una norma de dlgebra
completa a las dlgebras del Ejemplo 1.3 obtenemos el préximo
ejemplo. Previamente, establecemos la siguiente notacién:

Notacién 1.7 Dado un espacio normado X (que suponemos
no trivial) denotamos por L(X) al dlgebra de todos los ope-
radores lineales y continuos 7" : X — X. Dicha &lgebra es
un dlgebra normada con la norma de operadores, dado que si
T,S € L(X), entonces || T'S|| < || T ||S]|, como se comprueba
facilmente. Ademsds el dlgebra L(X) es completa si y sélo si el
espacio normado X o es.

Ejemplo 1.8 Algunos ejemplos de dlgebras normadas comple-
tas son los siguientes:

1. La simetrizada de un &dlgebra de Banach es un &lgebra
normada completa de potencias asociativas.

2. Un dlgebra normada finito dimensional es un dlgebra nor-
mada completa. En particular, el dlgebra de los octo-
niones lo es, provista de la norma de dlgebra dada por:

|Tol + 1€y + xaen + - - - + Treq|| = \/x%—i—x%—l—---—i—x%,

para cada xol + x1€1 + x99 + - - - + x7e7 € O. La norma
definida satisface particularmente que ||ab|| = ||al| ||0],
para cualesquiera a,b € O, por lo que se dice que el dlge-
bra de los octoniones es absolutamente valuada. (]
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1.3 Subadlgebras e ideales

Si M es un subespacio vectorial de un dlgebra A, diremos que
M es una subdlgebra de A si MM C M, donde como es ha-
bitual, si B y C son subconjuntos arbitrarios de A, denotamos
por BC' al subconjunto de A dado por:

BC :={bc:be B, ceC}.

Por tanto, toda subdlgebra de un algebra A es de manera na-
tural un dlgebra cuyo producto se «extiende» al producto de

A.

Si, dada un élgebra A y un subespacio M del espacio vec-
torial subyacente a A, nos preguntamos ahora qué propiedades
ha de verificar M para que la identidad

(a4 M)(b+ M) =ab+ M, (a,be A),

defina un producto en el espacio vectorial cociente A/M, es
facil comprobar que la respuesta es la siguiente: A/M es un
dlgebra con el producto mencionado si, y sélo si, el subespacio
vectorial M es tal que AM C M y MA C M. Un subespacio
M con dicha propiedad es a lo que llamamos ideal de A.

Nétese que el producto anterior es el tnico producto en
A/M que hace que la proyeccién canénica 7 : A — A/M sea
un homomorfismo de K—4dlgebras.

Es evidente que, por paso a cociente, podemos construir
nuevas algebras a partir de los ideales de un dlgebra.

A continuacién presentamos algunos ejemplos de ideales que
serdn relevantes para nuestros desarrollos.

Ejemplo 1.9 Ideales con significado tedrico son los siguientes:

1. Si#: A — B es un homomorfismo entre las dlgebras A y
B, entonces su nucleo, esto es, el subespacio

kerf :={a € A:6(a) =0},
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es un ideal del algebra A. En consecuencia, A/ ker6
es un algebra. Ademds, el homormorfismo 6 induce un
monomorfismo 6 : A/ ker — B que es el definido como
O(a + ker§) = 6(a), para cada a € A, de manera que 0
factoriza como 6 = Or, donde 7 : A — A/kerf es la
proyeccién candénica.

Por otra parte, cuando A y B son &lgebras normadas y
f es un homomorfismo continuo, entonces el ideal ker 6 es
cerrado, y de ahf que la cerrabilidad del nicleo sea una
condicién necesaria para la continuidad de un homomor-
fismo.

2. Si Ay B son dlgebras normadas, y si 6 : A — B es un
homomorfismo, entonces el subespacio separador de 0
es un ideal cerrado de B. Como se sabe, el subespacio
separador es el conjunto:

s(0):={be B:3a, € A, a, — 0, tal que 0(a,) — b}.

]

Quizds proceda recordar en este momento, en relacién con
el ejemplo anterior, que el interés del subespacio separador se
pone de manifiesto con el Teorema de la Grafica Cerrada, que
establece que un operador lineal ¥ : X — Y entre dos espacios
de Banach X e Y es continuo si y sélo si §(¥) = {0}.

Como veremos, a veces es conveniente considerar subespa-
cios que se comportan como ideales unilateralemente, aunque
no lleguen a ser un ideal. Por esta razon, se define el concepto
de ideal por un lado de la siguiente manera.

Se dice que un subespacio M de un dlgebra A es un ideal
por la izquierda (o un ideal izquierdo) de A si AM C M. De
idéntica manera, se dice que M es un ideal por la derecha (o un
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ideal derecho) de A si M. A C M. Por tanto, un ideal de .4 no
es més que un subespacio de A que es a la vez un ideal izquierdo
y derecho. Habitualmente, en virtud de estas definiciones, los
ideales también son denominados ideales bilateros.

Dado que la interseccién de una familia de subdlgebras o
de ideales (por la izquierda, por la derecha, bildteros) sigue
siendo una subalgebra o un ideal (con la misma propiedad),
respectivamente, queda motivada la siguiente definicién.

Definicién 1.10 Sea A un dlgebra, y sea X un subconjunto
no vacio de A. El ideal izquierdo (resp. derecho, o bilatero)
generado por X es la interseccién de todos los ideales izquier-
dos (resp. derechos, o bildteros) de A que contienen a X. Dicho
ideal, que es el mds pequeno ideal izquierdo (resp. derecho o
bildtero) de A que contiene a X se denota por (X),,, (resp.
(X) gors 0 (X)). De forma andloga se define la subdlgebra ge-
nerada por X.

Diremos que un ideal M (resp. ideal por la izquierda o por
la derecha) de un dlgebra A es propio si estd contenido en A
estrictamente.

También diremos que M es un ideal (resp. por la izquierda,
por la derecha) maximal, si es propio y no estd contenido en
ningun otro ideal (resp. por la izquierda, por la derecha) propio.

Un dlgebra A se dice que es simple, si su producto no es
cero y no contiene ideales propios no nulos.

Sea A un &lgebra normada, y sea M un ideal (por la
izquierda, por la derecha o bildtero) de A. Si denotamos por
M ala clausura de M, es inmediato comprobar que M es un
ideal (por la izquierda, por la derecha, bildtero) de A.

Si A es un algebra con unidad, cabria pensar que la clausura
de un ideal propio debe ser también un ideal propio. Pero vere-
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mos que para tener garantizada una propiedad que a priori es
tan natural, se requiere estar en ambientes de cierto privilegio.
La complitud sirve para garantizar dicha disposicién, como se
muestra a continuacién siguiendo [78, Corollary 6]. Previamente
debemos fijar alguna notacion.

Notacion 1.11 Sea A un &lgebra, y sea a € A. Definimos las
potencias por la izquierda del elemento a como sigue:

1 2 . n+l .__ n
Uiy = Gy Gy, 7= 0Q, ..., a0 =aag,  (n>1).

De manera andloga, se definen las potencias por la derecha

del elemento a € A por las relaciones:

1 2 ntl . n
Ager *= Gy ey 7= A0, ..., Q> =ay,a  (n>1).

Si A posee una unidad e, notaremos a’ := e para todo a € A.
Por otra parte, para un elemento arbitrario a de un dlgebra

normada A, el conjunto:
Ba(a,r)={be A:||b—al <7}
denotars la bola abierta centrada en « de radio » > 0.

Proposicion 1.12 Sea A un dlgebra normada con unidad, e.
Consideremos la siguientes afirmaciones:

(a) Las series ) " jaf, v > ", a, son convergentes, para
cada a € A, con ||a]| < 1.

(b) Paracadaa € By (e, 1), el ideal por la izquierda y el ideal
por la derecha generados por a coinciden con A.

(¢) Si M es un ideal por la izquierda o bien por la derecha
de A, entonces M es propio si y solo si d(e, M) > 1.

(d) Si M es un ideal por la izquierda o bien por la derecha
de A, entonces M es propio si y solo si M es propio.
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(e) Cualquier ideal maximal por la izquierda o bien por la
derecha de A es cerrado.

Entonces (a) = (b) < (¢) & (d) < (e). Si A es asociativa,
entonces también (b) = (a).

Ademads, si A es completa, entonces todas las afirmaciones
anteriores se verifican.

Demostracién. Para probar (a) = (b), sea a € B4 (e, 1). Como
le — all <1 tenemos que, por hipétesis, u := Y 7 (e —a);, ¥
v:=> " ,(e—a)  son elementos de A puesto que las series
que los definen son convergentes en A. Dado que

o
u(e — a) E (e—a),(e—a)=u~—e,

n=0

se tiene que ua = e. Anédlogamente av = e. En consecuencia,
< >zzq =A= < >der'

Para probar (b) = (c¢), sea M un ideal izquierdo o derecho
del algebra A. Si d(e, M) > 1 entonces e ¢ M y por tanto
M es propio; por otro lado, si fuese d(e, M) < 1, existird al-
gun m € M tal que |[e — m|| < 1 en cuyo caso, por hipétesis,
(m);., = (M)g, = A, luego M no serfa propio. Esto prueba
que si M es propio entonces d(e, M) > 1.

La implicacion (¢) = (d) se deduce trivialmente de la igual-
dad d(e, M) = d(e, M), mientras que la implicacién (d) = (e)
es obvia.

Para probar (e¢) = (b), sea a € A tal que |le —a| < 1. Si
(a >qu es propio entonces, por el lema de Zorn, existe un ideal

izquierdo maximal, M, que contiene a (a),,, . Puesto que

(6 - CL) (6 - a)de'r = 2_: (6 - a)]c;er ac <a>izq ’

tenemos que (e —a) — (e — a)};,,. € M. Pero, por hipotesis, M
es cerrado y ||e — al| < 1, de donde concluimos que e € M, una
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contradiccién que muestra que (a),., = A. Un razonamiento
andlogo probarfa que (a),,, = A.

Si el algebra A es asociativa entonces las afirmaciones (a) y
(b) son equivalentes, como se deduce de [61, Proposition 2.2.7,
Corollary 2.4.8].

Finalmente, si A4 es completa, entonces la afirmacién (a) se

verifica trivialmente, y con ella todas las demas. 0

12q

Comenzabamos la seccién argumentando que un ideal de un
algebra A es un subespacio M que es tal que la igualdad

(a+M)(b+ M) =ab+ M, (a,be A),

define un producto en el espacio vectorial cociente A /M.

Si M es un ideal y deseamos que el dlgebra cociente A /M
tenga unidad, u 4+ M, lo que hemos de exigirle a M es que sea
un ideal modular, en el sentido que se establece a continuacién.

Definicion 1.13 Sea A un dlgebra y sea M un subespacio de

A.

(a) Se dice que M es un ideal modular por la izquierda de
A si M es un ideal por la izquierda, y para él existe una
unidad modular por la derecha, esto es, un elemento
u € A tal que a — au € M para todo a € A. De manera
andloga, un ideal modular por la derecha de A es un
ideal por la derecha de A para el que existe una unidad
modular por la izquierda, es decir, un elemento u € A
tal que a — ua € M, para todo a € A.

(b) Se dice que M es un ideal modular por un lado si M es
un ideal modular por la izquierda (con unidad modular
por la derecha u) o bien un ideal modular por la derecha
(con unidad modular por la izquierda u), en cuyo caso se
dice que u es una unidad modular por un lado de M.
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Si M es un ideal bildtero de A, y existe un elementou € A
tal que, tanto a — au como a — ua pertenecen a M, para
todo a € A, diremos que M es un ideal modular bilatero
de A, y que u es una unidad modular para M.

En particular, si un dlgebra A posee una unidad e, entonces
cualquier ideal de A puede recibir el calificativo de modular sin
mé&s que tomar en la definicién anterior u = e.

La Proposiciéon 1.12 se establece en términos de ideales
modulares de la siguiente forma (siguiendo las ideas de [78,
Proposition 7).

Proposicion 1.14 Sea A un dlgebra normada. Consideremos
las siguientes afirmaciones:

(a)

(b)

()

(d)

()

Las series ) " af., v Y~ aj,, son convergentes, para
cada a € A, con ||a| < 1.

Si un ideal modular por la izquierda (resp. derecha) M
tiene una unidad modular por la derecha (resp. izquierda)
u tal que ||u|| < 1, entonces M = A.

Si M es un ideal modular por la izquierda (resp. derecha)
de A, y u es una unidad modular por la derecha (resp.
izquierda) para M, entonces M es propio si y solo si
d(u, M) > 1.

Si M es un ideal modular por la izquierda (resp. derecha)
de A, entonces M es propio si y solo si M es propio.

Cualquier ideal modular por la izquierda (o por la
derecha) maximal de A es cerrado.

Entonces (a) = (b) < (¢) & (d) < (e). Si A es asociativa,
entonces también (b) = (a).
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Ademds, si A es completa, entonces todas las afirmaciones
anteriores se verifican.

Demostracién. Para probar (a) = (b), supongamos que M es
un ideal modular por la izquierda con unidad modular por la
derecha u € B4(0,1). Nétese que A(1 —u) C M. Ademds, por
ser |lu|| < 1, se tiene por hipétesis que Y o uly. € A de donde
w= (322, ul,) (1 —u) € M. En consecuencia M no es propio,
pues para cada a € A se tiene que

a=(a—au)+aue M+ M=M.

Razonamos de forma andloga si M es un ideal modular por la
derecha.

Para probar (b) = (c), supongamos que M es un ideal
modular por un lado, y sea u una unidad modular por un lado,
de M. Si fuese d(u, M) < 1, deberd existir algin m € M con
|lu—ml| < 1. Como u — m es también una unidad modular
para M, por hipétesis M = A, de donde se deduce que M es
propio si, y solo si d(u, M) > 1.

La implicacién (¢) = (d) se obtiene del hecho de que si M
es un ideal modular por un lado, con unidad modular por un
lado u, entonces M es un ideal del mismo tipo con la misma
unidad modular, siendo ademés d(u, M) = d(u, M).

La implicacién (d) = (e) es trivial.

Veamos ahora que (e¢) = (b). Para ello, sea M un ideal
modular por la izquierda, con unidad modular derecha u, siendo
|lu|| < 1. Si M es propio entonces, por el Lema de Zorn, M es-
tarfa contenido en un ideal modular izquierdo maximal M, que
por hipdtesis, seria cerrado. Pero, al ser |ju|| < 1, se tiene que

n—1
u= lim (u — u},,) = lim Zu'jer(l —u) € M,

por lo que concluimos que u € M, lo que contradice la maxi-
malidad de Mg, probando que M = A.
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Para finalizar, mostramos que si el algebra A es asociativa
entonces las afirmaciones (a) y (b) son equivalentes, hecho que
se obtiene concatenando dos resultados de [61], la Proposicién
2.2.7 (en su equivalencia (a) <= (d)) y el Corolario 2.4.8.

El resto es obvio. O

Como quiera que cuando un dlgebra posee unidad, el adje-
tivo modular es innecesario, la Proposicién 1.12 podria haberse
deducido de la Proposicion 1.14, si bien hemos introducido aquf
una prueba directa por su interés metodolégico.

Nétese también que las dos proposiciones anteriores advier-
ten, una vez mas, de la posibilidad de extender de forma natural
a un contexto mds general (el no asociativo), diversos resulta-
dos clasicos de la teoria espectral asociativa. De hecho, a la
vista estd que muchos de estos resultados no estdn ligados a
las propiedades del producto definido en el dlgebra donde se
aplican.

A partir de las proposiciones anteriores, deducimos de
manera obvia lo que se va a afirmar en el siguiente resultado en
relacién con los ideales bildteros; informacién que complemen-
tamos con lo ya probado para los ideales por un lado.

Corolario 1.15 Sea A un dlgebra normada completa. Entonces
los ideales modulares maximales (por la izquierda, por la
derecha o bildteros) de A son cerrados. En consecuencia, si A
tiene unidad entonces los ideales maximales (por la izquierda,
por la derecha o bildteros) también son cerrados.

1.4 Unitizaciéon de un algebra

El concepto de unidad es inherente a la definicién de inverso,
y este tltimo al de espectro. El problema de que un dlgebra A
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carezca de unidad se solventa en buena medida gracias al pro-
ceso de unitizacion del dlgebra dada, que consiste en construir
la més pequena algebra con unidad, A;, que contiene al dlgebra
A como ideal.

Para ello, consideremos el espacio vectorial A & K1, en
donde se define el producto

(a+ A1) (b+ pl) :=ab+ pa + \b+ A\ud,

para cualesquiera a,b € A, y A\, u € K. Se obtiene asf el dlgebra
que denotamos como A; := A @& K1, cuya unidad es 1, que
recibe el nombre de unitizacién de A, dlgebra unitizada de A, o
envolvente unital del dlgebra A. La aplicacién a — a = a+01
es trivialmente un monomorfismo de A en A;, que nos permite
identificar A con su imagen, y comprobar que A es un ideal
maximal del dlgebra unitizada A;.

Notese que A; es asociativa si, y sélo si, A lo es.

Si A es un dlgebra normada, con norma de &dlgebra |||,
entonces la unitizacién A; puede dotarse de manera natural de
la siguiente norma de édlgebra (que abusando del lenguaje, serd
representada también por [|-]|):

la + AL[|:= [lal] + [A].

Se convierte asi A; en un dlgebra normada unital (es decir,
posee unidad y su norma es 1), que serd completa si y sélo si
A lo es.

1.5 Complexificacion de un algebra real

Dada un dlgebra real A, el dlgebra compleja més pequena que,
vista como real, contiene a A como subdlgebra, se llama com-
plexificacion de A y se construye como sigue: definimos el es-
pacio vectorial complejo A¢c dado por

Ac = AdiA={a+ib:a,be A},
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donde ¢ denota la unidad imaginaria del cuerpo de los ntiimeros
complejos, y la suma y el producto por escalares se definen
como:

(a+1ib) + (c+1id) = (a+c) +i(b+d), (a,b,c,d € A)
(r+1is)(a+1ib) =ra—sb+i(rb+ sa), (r,s € R; a,b € A).

Ahora, definimos el producto de dos elementos de Ac¢ de la
siguiente manera:

(a+1ib) (c+id) = ac — bd + i(ad + bc), Va,b,c,d € A.

Se dota asi a Ac de estructura de C—algebra, y se dice que
Ac es la complexificacién de A.

Algunos hechos de interés relativos a la complexificacién de
un dlgebra real A son los siguientes:

1. A tiene unidad si, y sélo si, Ac la tiene, en cuyo caso la
unidad es la misma para ambas dlgebras.

2. Ac es asociativa, si y solo si A lo es.

3. La unitizacién de la complexificaciéon de un dlgebra real
A es isomorfa a la complexificacién de la unitizacién de
dicha &lgebra, es decir:

(Ac); = (A1) -
Este es un hecho que se comprueba sin dificultad.

4. Si el dlgebra real A es un dlgebra normada respecto de la

norma ||-||, entonces el dlgebra complexificada Ac¢ tam-
bién puede dotarse de una norma de algebra ||-||" tal que
la|l" = |lal|, Ya € A. Ademés la norma de Ac serd com-

pleta si y sélo si la norma de A lo es (véase [13, Proposi-
tion 1.13.5], donde la asociatividad es irrelevante).
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5. Si Ay B son élgebras realesy 6 : A — B es un homomor-
fismo entonces 6 induce un homomorfismo ¢ : Ac — B¢
que es el definido como:

Oc(a+ ib) == 0(a) +i0(b), (a,be A).

En el caso de que las dlgebras A y B sean normadas, se
tiene que 6 es continuo si, y sélo si, ¢ lo es.

1.6 ;Qué entendemos por elemento in-
vertible?

Recordemos que si B es un dlgebra asociativa con unidad, un
elemento b € B se dice que es invertible si existe otro elemento
c € B tal que:

bc=cb=e. (1.2)

En caso de que exista, tal elemento c es tinico. En efecto, si exis-
tiesen elementos ¢; y ¢o en B tales que bc; = e = b, entonces,
en virtud de la asociatividad del producto, se tendria que:

¢ = ecy = (cob)ey = ca(bey) = cpe = co.

El tnico elemento ¢ satisfaciendo (1.2) se representa por b=! y
se llama el inverso de b. El conjunto de todos los elementos de
B que son invertibles se denota por Inv(B).

Si ahora consideramos un algebra arbitraria A (posible-
mente no asociativa), provista de unidad, e, y tomamos un
elemento b € A, resulta que, en caso de que exista un elemento
c € A tal que bc = ¢b = e, dicho elemento no tiene por qué ser
tnico (de hecho, es fécil construir tablas de multiplicacién en
las que se presente esta patologia). De esta manera, para poder
ampliar la teorfa espectral cldsica al ambiente no asociativo,
habremos de poner especial atencién en definir el concepto de
elemento invertible.
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Por lo anteriormente expuesto, conviene reformular (de
forma equivalente) la nocién de elemento invertible en un &lge-
bra asociativa con unidad, de modo que la reformulacién con-
siderada se pueda desproveer de la asociatividad sin ninguna

dificultad.

Histéricamente este problema se ha abordado mediante la
observaciéon que vamos a recoger en la siguiente proposicion.
Previamente fijamos la notacién requerida.

Notacién 1.16 Si A es un &lgebra, y fijamos un elemento
a € A, se definen los operadores de multiplicaciéon por la
izquierda y por la derecha por el elemento a, respectivamente,
como los operadores L,, R, : A — A dados por L,(b) = ab
y Rq(b) = ba, para cada b € A. Puesto que son operadores
lineales tenemos que L,, R, € L(A), para cada a € A. En
caso de que A sea un dlgebra normada, es elemental compro-
bar que dichos operadores también son continuos, por lo que
L., R, € L(A).

Proposicién 1.17 Si B es un dlgebra asociativa con unidad,
entonces un elemento b € B es invertible si, y sélo si, los opera-
dores de multiplicacion Ly, y R, son biyectivos.

Demostracion. Nétese que si b € B es invertible entonces los
operadores de multiplicacion L, y R, son biyectivos de manera
obvia, pues Lb_1 =Ly y Rb_l = Ry-1. Reciprocamente, si L y
Ry, son biyectivos, entonces por la asociatividad de B se obtiene
sin dificultad que L; '(e) = R, '(e) = b~ L. O

Lo que acabamos de demostrar es que si B es un dlgebra
asociativa con unidad, entonces b € B es invertible en el dlgebra
B si y solo si, los operadores Ly, y Ry, son invertibles en L£(1).

Lo establecido en la proposicién anterior invita a desproveer
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de la asociatividad la nocién de elemento invertible conforme a
lo que alli se dice. Queda pues motivada la siguiente definicién
ya considerada, de alguna manera, por A. A. Albert, R. D.
Schafer y F. B. Wright en la primera mitad del siglo pasado
[5, 72, 81]. No obstante, hay que reconocer que en la literatura
siempre se pasé de soslayo sobre este tema, lo que hace que la
definicién que presentamos a continuacién sea en cierto modo
«original», como también lo es la nocién de espectro asocia-
da a ella, que vamos a establecer en la préxima seccién con el
nombre de m—espectro.

Definicion 1.18 Sea A un dlgebra con unidad. Diremos que
a € A es multiplicativamente invertible (abreviadamente
m-invertible) cuando los operadores L, y R, sean biyectivos.
Al conjunto de los elementos m-invertibles del dlgebra A lo
denotaremos por m — Inv(A).

Acabamos de establecer que si A es un dlgebra con unidad,
entonces a € A es invertible en el dlgebra A si y sélo si, los
operadores L, y R, son invertibles en L(.A) (que es un algebra
asociativa con independencia de que A lo sea 0 no). Asf pues,
disfrutaremos de las prebendas de haber diferido el problema
de la invertibilidad del caso no-asociativo al asociativo.

En virtud de la Proposicién 1.17, si B es un dlgebra asocia-
tiva con unidad, entonces un elemento es invertible si y sélo si
es m-invertible, por lo que Inv(B) = m — Inv(B).

Sea A es un dlgebra arbitraria con unidad. Una disfuncién
de la definicién anterior, en relacién a lo que acontece en el caso
asociativo, es que el producto de dos elementos m-invertibles, de
A, puede no ser m-invertible como mostramos a continuacion.

Ejemplo 1.19 Consideremos el espacio vectorial complejo A
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con base {e, a,b,c}, provisto con el producto determinado por
la siguiente tabla de multiplicacion:

[ e]a]

Q|| D
DO ||
QIO [T S
SIQ|D[O] O

[N =l el e

Se dota asi a A de estructura de dlgebra no asociativa, pues
c(cb) = ca = e, mientras que (cc)b = 0b = 0. Nétese que los
elementos a y b son m-invertibles y ¢ = ab no lo es, pues el
elemento b no se encuentra en el rango de L. ni en el de R,. []

Sin embargo, y ahora en concordancia con el caso asociativo,
en presencia de complitud, sf que se obtiene la siguiente impor-
tante, y por tanto deseable, propiedad del conjunto m —Inv(.A).

Proposicion 1.20 Si A es un dlgebra normada completa con
unidad, entonces el conjunto m — Inv(.A) es abierto.

Demostracién. Si a € A es m-invertible, entonces L, y R, son
elementos invertibles en el dlgebra de Banach L(.A), luego, por
13, Theorem 1.2.11], las bolas abiertas By (La, ||[L7Y] 1) y

B (Ra, ||R* |7") estén contenidas en el conjunto Inv(L(.A))
de los elementos invertibles de L(.A). Consecuentemente, si

0 <r <minf||L;Y|7", &Y,

y si b € By(a, r), entonces los operadores L, y R, pertenecen
a Inv(L(A)), y en consecuencia b es m-invertible en A. Esto
prueba que el conjunto m — Inv(.A4) es un abierto, como de-
seabamos probar. O]



Introduccién a la teoria espectral no asociativa 27

Hagamos notar que la proposicién anterior nos muestra en
particular que:

Ba(e,1) € m — Inv(A),

donde e denota a la unidad del dlgebra A.

1.7 El m-espectro de un elemento

Siempre que dispongamos de una nocién de elemento invertible
tendremos la correspondiente definicién de espectro de un ele-
mento. La presente seccién se dedica a establecer la nocién de
espectro asociada a la Definicién 1.18, que vamos a denominar
m-espectro.

Recordemos que si B es un dlgebra asociativa compleja con
unidad, entonces el espectro de un elemento b € B se define
como:

oB(b) :={\ € C:b— le ¢ Inv(B)}.

La definicién de espectro de un elemento en un dlgebra asocia-
tiva compleja sin unidad se remite a la unitizacién del dlgebra
dada, mientras que el espectro de un elemento en un algebra
asociativa real se define como el espectro de dicho elemento en
la complexificacién del dlgebra considerada.’

En concordancia con el caso asociativo (que pretendemos
cubrir con nuestro desarrollo), establecemos la siguiente defini-
cién.

Definicion 1.21 Sea A un dlgebra compleja con unidad
e. Definimos el espectro multiplicativo (abreviadamente
m-espectro) de a € A como el conjunto oA(a) de los A € C

6La razén de remitirse al caso complejo consiste en poder garantizar
que el espectro de un elemento sea no vacio, en presencia de una norma
de &lgebra.
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tales que a — Ae no es m-invertible. Por tanto:

0(a):={\eC: L, — A obien R, — A no es biyectivo} .

m

Si A es un dlgebra compleja sin unidad, entonces definimos
el m-espectro de a € A como el conjunto o7 (a), donde A,
denota a la unitizacion de A. Finalmente, si A es un dlgebra
real, entonces definimos el m-espectro de a € A como o\¢(a),
donde Ac representa la complexificacién de A.

La definicién anterior motiva varias reflexiones. La primera
es que la Proposicién 1.17 se reescribe como sigue: si B es un
algebra asociativa, entonces

oB(b) = o (b)  (beB),

lo que pone de manifiesto que el m-espectro que hemos definido
es una generalizacion, hasta el marco no asociativo, de la nocion
de espectro de un elemento de un dlgebra asociativa.

Otra cuestion de interés que motiva el nuevo espectro, tiene
que ver con el vinculo que mantiene, de manera natural, con
el espectro de un operador en el dlgebra £(.A). Como quiera
que el dlgebra L£(.A) es asociativa, y su unidad es el operador
identidad I : A — A, resulta que el espectro de un operador
T € L(A) se define como:

UE(A)(T) ={AeC:T—-M ¢Inv(L(A)},

lo que puede expresarse en los siguientes términos:

o“A(T) = {\ € C : T — X no es biyectivo} .
Por tanto, de la definicién de m-espectro se desprende que, si A

es un algebra compleja con unidad, entonces para cada a € A,

o (a) == "M (L,) U oXM(R,). (1.3)

m

Un resultado trivial que vamos a codificar por sus aplica-
ciones es el siguiente:
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Proposicion 1.22 Si A es un dlgebra con unidad, e, sobre un
cuerpo K, entonces

o (aa+ Be) = {ar+ B: X € oii(a)}, (a € A, a,p €K).

Demostracion. El caso complejo es obvio, puesto que

Oé(aa + Be) = UE(A)(Laa-&-ﬁe) U Oﬁ(A)(Raa-i-Be)
= o*M(aL, + 1)U A (aR, + BI)
{aA+ B\ € d“ AN (L,) U ™(R,)}
= {aA+5: )A€ 0oi(a)}.

El caso real se deduce del complejo, dado que oA (aa + Be)
oAc(aa + Be) para cualesquiera a € A, a, 3 € R.

O
De otra parte, si A es un dlgebra compleja que carece de
unidad, entonces

ol (a) == o (a) = oFAD(L) U P A)(R,),

m

hecho que sigue siendo vélido en el caso real, por ser las dlge-
bras (Ac); y (Aj)c isomorfas. El siguiente resultado nos mues-
tra cémo expresar el conjunto anterior sin necesidad de hacer
mencion explicita del dlgebra unitizada.

Proposicion 1.23 Sea A un dlgebra sin unidad, y sea A; su
unitizacion. Entonces

oA (L)\{0} = o“ M (Ly)\{0},
para cualquier a € A. Similarmente:

oS (R)\{0} = o5 (Ra)\ {0}
En consecuencia,

o2 (a) = *(L,) U *M(R,) U {0}.

m
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Demostracién. Supongamos que A es compleja. Sea A € C\{0}.
Es facil comprobar que el operador L,—AI : A — A es inyectivo
si ysolosi L, — Al : Ay — A; lo es también. Andlogamente
sucede con la sobreyectividad. De hecho, si L, — A\ : A — A es
sobreyectivo, entonces existe b € A tal que (L, — AI)(b) = +a.

by
Por tanto 1
(Lo — A)(b— Xl) =1,

de donde, de nuevo por la sobreyectividad de L, — AI, de-
ducimos que el operador L, — Al : A; — A; también es
sobreyectivo. Reciprocamente, de la sobreyectividad del ope-
rador L, — A\ : Ay — A; se obtiene directamente la de
L,— M : A— A. En consecuencia,

A (L,)\{0} = o (L,)\{0}.
Similarmente

JL(Al)(Ra)\{O} = Uﬁ(A)(Ra)\{O}-

Por otra parte, dado que la unidad de .A; nunca esta contenida
en el rango de L, ni en el de R,, tenemos que

0 € “M (L) N a“MI(R,).
Puesto que, por definicién,

o2 (a) == oM (a) = o* M (L,) U X A)(R,),

m

concluimos asi que

o (CL) = O-E(A)<La) U O-L(A)(Ra) U {0},

m

como se deseaba. El caso real se obtiene del complejo teniendo
en cuenta la identificacién entre las dlgebras (Ac); y (Ap)c. O

Como ya se ha comentado, cuando el dlgebra .4 es normada,
tenemos adicionalmente que los operadores L, y R, pertenecen
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al dlgebra asociativa normada de los operadores lineales y con-
tinuos L(A). Si ademds A es completa, entonces el Teorema
de los isomorfismos de Banach nos asegura que T € L(A)
es invertible en L(.A) si, y sélo si, lo es en £(.A). En términos
de espectros, esto se expresa diciendo que para cualquier ele-
mento a de un dlgebra normada completa A, se tienen las dos
igualdades siguientes:

=0
o“(R,) = o"™M(R,).
La igualdad (1.3) nos dice entonces que:

o (a) = " (L,) U tM(R,).

m

Todas estas consideraciones quedan recogidas en el siguiente
corolario.

Corolario 1.24 Sea A es un dlgebra normada completa, y sea
a € A. Entonces:

om(@)\{0} = [o"(Ly) U™ (R,)\{0}.
De hecho, si A tiene unidad, entonces
o (a) = o"(L,) U a"M(R,),
mientras que si no la tiene,

o (a) = o"(L,) U "™ (R,) U {0}.

m

A partir de [13, Theorem 1.5.8] y del Corolario 1.24 se ob-
tiene el siguiente resultado que pone de manifiesto el cardcter

espectral de las dlgebras normadas completas en el espiritu de
[61] (véase allf la Seccién 2.2).
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Proposicion 1.25 Sea A un dlgebra normada completa, y sea
a € A. Entonces O'nAl(CL> es un subconjunto compacto no vacio

de C. De hecho, |\ < ||a||, para cualquier A € o7} (a).

Establecemos ahora la longitud del menor radio que ha de
tener un disco centrado en el origen para que contenga al m-
espectro de un elemento.

Definicion 1.26 Sea A un dlgebra normada. Definimos el radio
m-espectral de a € A como el valor 0 < p(a) < oo dado por:

pla) :==sup {|\|: A € o2r(a)}.

Convendremos en definir p(a) = 0 si 0A(a) = @.

Si el dlgebra considerada es normada completa, entonces el
radio m-espectral definido anteriormente satisface una férmula
andloga a la de Gelfand-Beurling, o férmula del radio espectral,
que mostramos a continuacion.

Proposicion 1.27 Sea A un dlgebra normada completa, y sea
a € A. Entonces
)

Demostracién. De la férmula de Gelfand-Beurling (véase [13,
Theorem 1.5.8]) se tienen las siguientes igualdades:

pla) = max{ lim || L} %, lim | R}

max {|\| : A € (L)} = lim ||LZ||%=
max {|\| : X € UL(A)(Ra)} = lim ||RZ||%

La prueba se concluye considerando el Corolario 1.24. U
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Puesto que el concepto de m-espectro se expresa en térmi-
nos del espectro de los operadores de multiplicacién, como se
ha mostrado en el Corolario 1.24, dedicaremos la siguiente sec-
cién a recordar algunos resultados cldsicos relacionados con el
espectro de un operador, que nos serdn de utilidad. También
abordaremos el concepto de operador espectralmente raro, para
tener un primer contacto con una nocién que nuestra teoria es-
pectral hard aflorar en su momento.

1.8 Cuestiones colaterales: Operadores
espectralmente raros

En todo lo que sigue, X denotard un espacio vectorial com-
plejo. Nuestro primer objetivo en este apartado es establecer
la notacién necesaria para hacer referencia a las partes mas
relevantes del espectro de un operador lineal definido sobre el
espacio X, recordando algunas propiedades importantes de las
mismas. Posteriormente, presentaremos unos operadores muy
especiales que llamaremos espectralmente raros y que no han
sido estudiados previamente en la literatura.

SiT : X — X es un operador lineal, partes destacadas del
espectro de T en £(X), esto es, del conjunto o) (T'), son el
espectro puntual de 7', que estd dado por

0 (T) :={\ € C: T — Al no es inyectivo},

p

asi como el espectro sobreyectivo de T, que se define como

o (T):={\ € C: T — A\ no es sobreyectivo} .

Su

Cuando no haya confusién con el espacio vectorial de referencia,
denotaremos los conjuntos anteriores simplemente como o,(7")
y 05, (T"). Como se sabe,

o“NT) = 0,(T) U 04 (T).
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En el caso en que X sea un espacio normado, y 7" : X — X
un operador lineal y continuo, definimos el espectro puntual
aproximado del operador 1" como:

0ap(T) :={X € C: T — A no estd acotado inferiormente} .

Recordemos que T estd acotado inferiormente si existe una
constante k > 0 tal que || Tz| > k|z|, para cada x € X. En
consecuencia si T no estd acotado inferiormente entonces ha de
existir una sucesién x, en X tal que ||z,||=1y Tz, — 0.

Anélogamente, se define el espectro de compresion del
operador 7' € L(X) como:

Ocom(T) :={N € C: (T — A)(X) no es denso en X}.

En el caso particular de que X sea un espacio de Banach
recordamos que un operador lineal y continuo T': X — X es
invertible en el dlgebra de Banach L(X) si, y sclo si, T estd
acotado inferiormente y tiene rango denso, lo que en términos
del espectro se expresa como sigue:

o X) (T) = 04p(T) U 0eom(T).

De las definiciones anteriores se obtienen sin dificultad las
siguientes relaciones de inclusion:

op(T) S 0ap(T) (1.4)
Teom(T) € 4(T).

Hagamos notar que si X es un espacio de Banach y T' € L(X)
entonces ., (T) puede ser vacio, a diferencia de lo que ocurre
con 04, (1) y con 04,(T). De hecho, si do(T") denota la frontera
de o“X)(T) se obtiene lo siguiente (véanse las Proposiciones
1.2.3 y 1.3.2 de [49]).

Proposicion 1.28 Si X es un espacio de Banach, entonces para
cada T € L(X) se tiene que

00 (T) C 04p(T) Nogu(T).
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En consecuencia, el conjunto o,(1T) no es vacio. Asimismo, el
conjunto o,,(T") tampoco lo es.

La teorfa de dualidad provee nuevas relaciones entre las
partes del espectro aludidas, y las correspondientes partes del
espectro del operador adjunto, 7. Recordemos que si X es un
espacio normado complejo, su dual topolégico es el espacio X*
de los funcionales lineales y continuos f : X — C.

El operador adjunto del operador 7" € L(X), se define
como el operador T* € L(X*) dado por

T*(f) == T, (f €X").

El siguiente resultado bien conocido, puede encontrarse en
[49, Proposition 1.3.1].

Proposicion 1.29 Sea X un espacio de Banach. Cualquier ope-
rador T' € L(X) verifica las siguientes propiedades:

(1) 0p(T) C Ocom(T7); ¥ Ocom(T) = 0p(T).
(i) osu(T) = 0ap(T7); ¥ 0ap(T) = 05u(T™).
(tit) o(T) = o(T™).

Como hemos anunciado, finalizamos esta seccién mostrando
un tipo de operadores especiales que tendran protagonismo en
esta Memoria. Para definirlos, necesitamos previamente con-
textualizarlos.

Si X es un espacio normado complejo que no es completo,
denotaremos por X a su completacion. Ademss, para cada ope-
rador T € L(X ), denotaremos por T a la tnica extension lineal
y continua T:X — X del operador 7" : X — X. Si X es
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completo, entonces obviamente consideraremos que X = X y
T=T.

Definicién 1.30 Sea X un espacio normado complejo. Diremos
que T € L(X) es espectralmente raro si

X (T) N o™ (T) = @.

Obsérvese que no existen operadores espectralmente raros
en L(X) cuando X es un espacio de Banach. De hecho, por
la Proposicién 1.28, tenemos que 0o (1) C o04,(T), siendo el
conjunto do(T') no vacio, por lo que

90X (T) C oX(T) N oX(T) = oX(T) N o™X (T).

Consecuentemente, si X es un espacio normado de dimen-
sion finita, entonces no existen operadores espectralmente raros

en L(X).

Si T € L(X) es espectralmente raro, y si A € C, se tiene
que la no biyectividad del operador T-M:X—X asegura la
sobreyectividad de T'— Al : X — X. Igualmente, si el operador
T — M : X — X no es sobreyectivo, entonces T'— Al : X — X
debe ser biyectivo. Realmente, esta es una patologia en cierto
modo «extrana».

En el siguiente ejemplo mostramos la existencia de ope-
radores espectralmente raros.

Ejemplo 1.31 Sea X el espacio normado de las sucesiones

complejas casi-nulas {x,}, .y dotado de la norma dada por

Tt = Tp|. Sea e; € X la sucesion casi nula dada por
Kz}l = |l j p

n=1
ej = {0jn},en donde 85, = 0, si n # jy §;; = 1. Definimos en
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X la tabla de multiplicacion siguiente:

H €1 €2 €3 €4 €4 - Ck €k41
€1 €1 €2 €3 €4 €5 & Ck41
ea|lea 0 e e e3 €k—2 €k—1
esfes 0 0 e e €r—3 Ck—2
exllee 0 0 0 O 0 el

De este modo X se convierte en un dlgebra normada. Nétese
que, si £ > 1, entonces el operador L., € L(X) es espectral-
mente raro. De hecho L., es sobreyectivo, y si A € C\{0}, en-
tonces L., — I también lo es. Esta tltima afirmacién se deduce
de las siguientes igualdades validas para cualquier A € C\{0},
habiéndose prefijado un £ > 1:

€L €1
(Lo = AD(-55 =) = o,
(Le, — )\[)(_Tm) = e, para cada 2 <m <k,
(Le, — )\I)(—ek;s) = €pys — %, para cada s > 1,

En consecuencia, o2, (L., ) = @, por lo que L., es espectral-
mente raro. (]

En la siguiente Proposicién probaremos que si un operador
T € L(X) es espectralmente raro, entonces, para todo A € C,
los operadores T—Al : X — X'y T-X:X — X tienen rango
denso, donde como es habitual X denota la completacién de X
y T la tinica extensién lineal y continua de 7" a X. Previamente,
hacemos la siguiente observacion:
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Lema 1.32 Para todo T € L(X) se tiene que

Demostracién. Si el rango de T'— Al es denso en X para algin
A € C, entonces, de la densidad de X en X y de la densidad
de (T'— M\ )(X) en X, se obtiene que el rango de T — A es
denso en X, por lo que aggm(T) C oX (T). Por el contrario,

si (I — AI)(X) es denso en X entonces, de la continuidad de
T A y de la densidad de X en X obtenemos la densidad de

(T'— M )(X) en X. O

Proposicién 1.33 Si T' € L(X) es espectralmente raro, en-
tonces

Demostracién. Dado T' € L(X), por el lema anterior, se tiene
que oX (T) = X (T). Por otra parte oX_(T) C oX(T),

com com com
obviamente, y en consecuencia

-~ S~

oX (T) =oX, (T) C o*(T)n o~ (T).

com

Por tanto, si T" es espectralmente raro, entonces



CAPITULO 2

Algebras de division.
Divisores Topoldagicos de
cero

Nuestro objetivo en este capitulo consistird en comprobar si
determinados resultados relativos a &dlgebras de Banach, que
involucran a las dlgebras de divisién, siguen siendo ciertos en
ausencia de asociatividad. Para ello tendremos previamente que
establecer qué se entiende por un dlgebra de division.

2.1 Hechos basicos sobre dlgebras de
division

La definicién tradicional de dlgebra de divisién en el contexto
asociativo es la siguiente:

Definiciéon 2.1 Sea A un dlgebra asociativa. Se dice que A es
un algebra de division si A posee unidad y ademads:

Tnv(A) = A\{0}.

39
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En ambiente no asociativo, hay una nocién cléasica de &l-
gebra de divisién, que se formula de nuevo en términos de los
operadores de multiplicacién, que ha sido usada a lo largo del
siglo pasado por muchos autores como [46, 47, 72, 81], y mds
recientemente por otros como por ejemplo [43]. De hecho esta
definicién, que serd presentada a continuacién, ha sido la que
a la luz de la anterior nos ha servido de motivaciéon para es-
tablecer el concepto de m-espectro introducido en la Definicién
1.21.

Definicién 2.2 Sea A un dlgebra.

1. Se dice que A es un algebra de division por la izquierda
(resp. derecha) si no es cero, y para cada a € A\ {0}, el
operador L, (resp. R,) es biyectivo.

2. Se dice que A es un algebra de division si A es tanto un
dlgebra de divisién por la izquierda, como por la derecha.

La definicién anterior no es mds que una generalizacién al
caso no asociativo de la Definicién 2.1, pues en dicho ambiente,
se dan los siguientes hechos que son bien conocidos [69, p. 936].

Proposicion 2.3 Sea A un dlgebra asociativa. Equivalen:

1. A es de divisién por la izquierda.
2. A es de division por la derecha.
3. A es de division.

4. A es de division en el sentido cldsico (Definicién 2.1).

Demostracién. Para probar la equivalencia (1) < (4) vemos
en primer lugar que (1) = (4). Asi, por hipétesis, para todo
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elemento a € A\{0}, el operador L, es biyectivo, y se trata
de demostrar que A tiene unidad y que todo elemento no nulo
posee un inverso. En efecto, dado a € A\{0}, sea e el unico
elemento en A\{0} tal que ae = a. Observemos que, por aso-
ciatividad:

ae* = (ae)e = ae = a,

y por la inyectividad de L,, deducimos que e? = e. Sea ahora
b e A\{0} y sea ¢ € A\{0} el tinico elemento tal que be = c.
En tal caso, vemos que be = be? = (be)e = ce, luego la igualdad
be — ce = (b— c¢)e = 0 implica b = ¢ pues L,_. es inyectivo
cuando b — ¢ no es cero. Un razonamiento semejante demuestra
que eb = b, luego e es una unidad en A.

Sea ahora a € A\{0} el unico elemento en A\{0} tal que
aa = e. Obsérvese que

a(aa — e) = (aa)a — ae = ea — ae = 0,

y por tanto tenemos también que aa = e por la inyectividad de
L,. En consecuencia @ = a~! es un inverso para a, tinico por la
asociatividad del dlgebra A.

El reciproco es obvio por la asociatividad de A. De hecho,
para todo a € A\{0} se tiene trivialmente que L;! = L,-1.

La equivalencia (2) < (4) se prueba de manera enteramente
andloga a la equivalencia (1) < (4).

La equivalencia (3) < (4) es obvia, en virtud de las equiva-
lencias (1) & (4) < (2). O

Un resultado importante sobre el que focalizaremos nuestros
objetivos, es el célebre teorema de Gelfand-Mazur (complejo),
que afirma lo siguiente (véase por ejemplo [13, Theorem 1.14.2],
o [61, Theorem 2.2.3]):

Teorema 2.4 (Gelfand-Mazur) Cualquier 4dlgebra normada
compleja asociativa y de divisién es isomorfa a C.
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El siguiente teorema, un resultado con tintes semejantes al
teorema de Gelfand-Mazur, pero libre de asociatividad, se debe
a Irving Kaplansky [47]. Aunque originalmente se formulé sin
el requerimiento de complitud, esta propiedad estaba implicita-
mente asumida (para poder asegurar en la prueba que el inverso
de un operador de multiplicacién por la izquierda biyectivo sea
continuo). Reproducimos a continuacién la prueba dada por
Kaplansky!.

Teorema 2.5 Las dlgebras normadas completas complejas de
divisién por la izquierda son isomorfas a C.

Demostracién (Kaplansky). Sea A un dlgebra normada com-
pleja completa y de divisién por la izquierda. Supongamos que
A no es de dimensién uno, y razonemos por reduccién al ab-
surdo: sean a y b elementos linealmente independientes de A.
Sea A € C. El operador L, ,, = L, — AL, es lineal y continuo
en A por lo que, por hipétesis, es biyectivo. Lo mismo sucede
con Ly, luego el operador

La-soLy' = (Lo — ALy)L; " = LoLy " — AI

es biyectivo para todo A, por tanto invertible en L(.A). Pero
LaLb_1 debe tener espectro no vacio, una contradicciéon que
prueba que la dimensién de A es uno, y el resto es obvio. [

Problema 2.6 La cuestién de si la complitud puede ser elimi-
nada en el Teorema 2.5 sigue siendo un problema abierto, in-
cluso si la condicién de «divisién por la izquierda» se fortalece
con la condicién de «division».

'En realidad, el enunciado se estableci6 originalmente para dlgebras de
divisién por la derecha, y por tanto su prueba se establecié en términos
de operadores de multiplicacién por la derecha.
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2.2 Involucrando a los divisores
topoldégicos de cero

En esta seccién procederemos a poner de manifiesto que la di-
visibilidad en un &lgebra (Definicién 2.2) y el carecer de di-
visores topoldgicos de cero (Definicién 2.7) no son propiedades
equivalentes en un contexto no asociativo general. Esta circuns-
tancia evidencia que la asociatividad genera ciertos vinculos
entre propiedades aparentemente diferentes, haciéndolas indis-
tinguibles en ese privilegiado ambiente. Por ello, la utilidad de
esta seccion serd fundamentalmente aclarar cémo son esos vin-
culos, y porqué se rompen en ausencia de asociatividad, ademaés
de dar las oportunas generalizaciones en el marco no asociativo
de algunos hechos conocidos, pero histéricamente establecidos
para dlgebras asociativas.

Definicién 2.7 Sea A un dlgebra normada compleja. Un ele-
mento a de A se dice que es un divisor topolégico de cero
por la izquierda (resp. por la derecha) en A si existe una
sucesion a,, de elementos de A de norma uno satistaciendo que
limaa, = 0 (resp. lima,a = 0). Elementos de A que son di-
visores topoldgicos de cero por la izquierda o por la derecha
(resp. por la izquierda y por la derecha) se llaman divisores
topolégicos de cero por un lado (resp. divisores topolégicos
de cero bilateros) en A. Diremos que un elemento a € A es un
divisor topoldgico de cero junto en A si existe una sucesion
de elementos de norma uno en A satisfaciendo que aa, — 0y
an,a — 0. En el caso de que A sea conmutativa, todos los con-
ceptos introducidos anteriormente coinciden, y de esta manera
hablaremos simplemente de divisores topolégicos de cero.

Hagamos notar que un elemento a € A es un divisor
topoldgico de cero por la izquierda (resp. derecha), precisa-



44 Involucrando a los divisores topoldgicos de cero

mente cuando L, (resp. R,) no estd acotado inferiormente. Este
hecho serd 1itil en la prueba de algunos resultados subsiguientes.

Tras un resultado precursor debido a E. Silov [75] estable-
cido para dlgebras de Banach con unidad?, Kaplansky [45]
prob6 el Teorema 2.8 que mostramos a continuacién. La for-
mulacién que damos aqui admite un ligero refinamiento® que
ya fue apuntado en [16].

Teorema 2.8 (Kaplansky) Sea A un dlgebra asociativa nor-
mada compleja no cero, sin divisores topoldgicos de cero
bildteros no nulos. Entonces A es isomorfa a C.

Tengamos ahora en cuenta que, como consecuencia de la
Proposicién 2.3 (respectivamente, del teorema de los isomorfis-
mos de Banach), se verifica el siguiente hecho.

Proposicion 2.9 Sea A un dlgebra normada de divisién. Si A
es asociativa (respectivamente completa), entonces A no posee
divisores topoldgicos de cero por un lado no nulos.

De todo lo anterior, se desprende que el Teorema 2.8 con-
tiene al Teorema de Gelfand-Mazur (Teorema 2.4). Esta es la
razén por la que, a veces, el Teorema 2.8 es conocido en la lite-
ratura como el Teorema de Gelfand-Mazur-Kaplansky (com-
plejo).

El siguiente ejemplo, debido en esencia a K. Urbanik y F.
B. Wright [77] (véase también [69]), muestra que el Teorema

2El resultado de Silov caracteriza a C como la tinica dlgebra de Banach
compleja no cero, sin divisores topoldgicos de cero bildteros no nulos.

3En [16] se prueba que en el Teorema de Kaplansky, la ausencia de
divisores topolégicos de cero bildteros puede sustituirse por la condicién
mds débil de no tener divisores topoldgicos de cero juntos.
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Fig. 2.1: De izquierda a derecha: Stanislav Mazur, Israil M.
Gelfand, Georgii Evgen'evich Silov e Irving Kaplansky.

2.8 no sigue siendo valido en ausencia de asociatividad, incluso
si el requerimiento de no tener divisores topoldgicos de cero
bildteros no nulos se fortalece con el de la ausencia de divi-
sores topoldgicos de cero por la izquierda no nulos. Tampoco es
cierto el resultado si este ltimo requerimiento se fortalece con
el original de Kaplansky, es decir, con la ausencia de divisores
topoldgicos de cero por un lado no nulos.

Ejemplo 2.10 Sea 1 < p < o0, y sea A el dlgebra compleja
determinada por el espacio de Banach complejo £, provisto del
siguiente producto: sea ¢ : N x N — N una aplicacién inyectiva
y deffnase el producto de los vectores de la base e;,e; € ¢,
mediante la relacién e;e; := ey(; ;) que se extiende a todo el
espacio por bilinealidad y continuidad. Entonces /,, se convierte
en un algebra absolutamente valuada (es decir, ||ab|| = ||a]| ||b]l,
para cualesquiera a,b € ¢,). Por tanto, este dlgebra no tiene
divisores topoldgicos de cero por un lado distintos de cero. [

Ahora que sabemos que la asociatividad no puede elimi-
narse en el Teorema 2.8, incluso si el requerimiento de que A
no tenga divisores topoldgicos de cero bildteros no nulos se for-
talece con el de que A no posea divisores topolégicos de cero
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por la izquierda no nulos, vamos a probar que bajo tal fortale-
cimiento de la hipétesis, el Teorema 2.8 sigue siendo valido en
el contexto no asociativo, siempre que adicionalmente se re-
quiera la existencia de algin elemento a € A tal que L, tenga
rango denso. Para ello, necesitamos establecer previamente otro
resultado clave para nuestro objetivo.

Lema 2.11 Sea X un espacio normado complejo. Sean los ope-
radores F,G € L(X), y supongamos que G estd acotado infe-
riormente y tiene rango denso. Entonces existe algiin A € C tal
que F' — AG no estd acotado inferiormente.

Demostraciéon. Denotemos por Xala completacion de X. Para
cualquier 7' € L(X), representemos por 7' al tnico operador
lineal y continuo sobre X que extiende a T', y notemos que
si T estd acotado inferiormente, entonces 1" también lo esté.

Por las hipétesis sobre G, se tiene que G € Inv (L ()A( )) . Por
tanto, por [13, Theorem 1.2.8] podemos encontrar algin A en
la frontera del conjunto no vacio o* (%) (@_1ﬁ ) relativo a C.

Entonces, por [64, pp. 278-279], se tiene que G1F — Al no
estd acotado inferiormente, y por tanto

—

F—AG:?—A@:@(@*?—M&)

no esté acotado inferiormente tampoco. Se sigue que F' — \G
no estd acotado inferiormente. O

A continuacién probamos la caracterizacién de los nimeros
complejos ya anunciada.

Teorema 2.12 Sea A un dlgebra normada compleja no cero,
sin divisores topoldgicos de cero por la izquierda (resp. por la
derecha) no nulos, y supongamos que existe algin a € A tal
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que L, (resp. R,) tiene rango denso. Entonces el dlgebra A es
isomorfa a C.

Demostracién. Sea b € A. Teniendo en cuenta que L, estd aco-
tado inferiormente (por no ser a un divisor topoldgico de cero
por la izquierda) y que L, tiene rango denso, podemos aplicar
el lema anterior para encontrar un A € C tal que el operador
Ly_»o = Ly — AL, no estd acotado inferiormente. Como A no
posee divisores topoldgicos de cero por la izquierda, deducimos
que b = Aa. Por tanto A tiene dimensién uno y de esta forma
es isomorfa a C. La prueba para A sin divisores topoldgicos de
cero por la derecha y R, con rango denso es similar. 0J

Como consecuencia directa del teorema anterior, se derivan
los dos corolarios siguientes.

Corolario 2.13 Las dlgebras normadas complejas con unidad,
sin divisores topoldgicos de cero por la izquierda no nulos, son
isomorfas a C.

El préximo resultado constituye una respuesta parcial afir-
mativa al problema de si cualquier dlgebra normada compleja
de divisién es isomorfa a C.

Corolario 2.14 Las dlgebras normadas complejas no cero,
de division por la izquierda (resp. derecha), y sin divisores
topoldgicos de cero por la izquierda (resp. derecha) no nulos,
son isomorfas a C.

Aunque el Corolario anterior es una consecuencia directa
del Teorema 2.12, creemos que es apropiado dar una prueba
auténoma del mismo, que tenga en cuenta los argumentos con-
siderados por Kaplansky en [47].
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Demostracién del Corolario 2.14.  Supongamos que A es un &l-
gebra de divisién por la izquierda sin divisores topoldgicos de
cero por la izquierda no nulos. La idea clave de esta prueba
es que L. pertenece a Inv (L (A)), para cualquier ¢ € A\{0}.
De hecho, esto se debe a que, para tales ¢, el operador L. es
sobreyectivo y acotado inferiormente, y por tanto L' € L(A).
A continuacién, consideremos un elemento fijo a € A\{0},
y sea b € A. Observemos que existe algin A € C tal que
L;'Ly — M4 ¢ Inv (L(A)) . Por tanto se tiene que:

Ly—sa =Ly — ALy =L, (L, 'Ly — M) ¢ Inv (L(A)).

Esto implica que b — Aa = 0. Asi, dim.A = 1, de donde se
deduce que A es isomorfa a C. O]

Hagamos notar que, por la Proposicién 2.9, se tiene que el
Corolario 2.14 contiene al Teorema de Kaplansky 2.5.

Nuestro préximo objetivo serd ver que, incluso en el caso
completo, el Corolario 2.13 no sigue siendo cierto si el reque-
rimiento de la ausencia de divisores topoldgicos de cero por la
izquierda no nulos, se debilita con el de la ausencia de divisores
topoldgicos de cero bildteros no nulos.

Teorema 2.15 Existe un dlgebra A normada completa com-
pleja con unidad y de dimensién infinita tal que A carece de
divisores topoldgicos de cero bildateros no nulos.

Demostracién. Sea {e, : n € N} la base canénica del espacio
de Hilbert complejo /5 de las sucesiones de nimeros complejos
(%n) ey tales que D% |za|> < oco. Este espacio puede con-
vertirse en un dlgebra absolutamente valuada considerando el
producto determinado por e;e; = eyi3;, y extendiéndolo a todo
el espacio por linealidad y continuidad. Sea T € L ({5) el ope-
rador lineal continuo dado por T'(e,) = %en. Entonces T es
inyectivo y compacto, con ||T|| = 1.
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Consideremos ahora el dlgebra normada compleja completa
B dada por el espacio de Banach /5 dotado con el producto
x @y := 2T (y). Afirmamos que:

o"B)(L2) = {0}, para todo z € B, (2.1)

donde, como siempre, L(B) denota el dlgebra de los operadores
lineales y continuos sobre B. Para probar nuestra afirmacion,
notemos en primer lugar que, como LY = L,T y T es compacto,
entonces LY es asimismo compacto, por lo que serd suficiente
probar que LY no tiene valores propios no nulos. Para cada
r = Y . \Ne; € B\{0}, sea p(x) := min{i € N : \; # 0}.
Supongamos que la afirmacién no fuese cierta. Entonces deben
existir elementos x = ). Nie; y y = Y. pye; en B\{0} tales que
L9(y) = ay para algtin nimero complejo no nulo «. Por tanto,

it .
como LO(y) =>_ %6213]', deducimos que:

p(y) =play) =p (LI(y)) = 2°W37W > p(y),

una contradiccion.

Finalmente, sea A la unitizaciéon de B. Entonces A es el
algebra buscada. Para comprobarlo, demostraremos que A no
tiene divisores topoldgicos de cero bildteros no nulos. Suponga-
mos que a = x + Al fuese un divisor topolégico de cero
bildtero en A. Como en particular a es un divisor topolégico
de cero por la izquierda, deben existir sucesiones A, y x,, en C
y B, respectivamente, tales que |z,| + |\,] = 1, para todo
n € N, satisfaciendo adicionalmente que A\, — 0, y que
At, + \pz + ¢ ® x, — 0. Supongamos que fuese X # 0.
Entonces )\, — 0 y consecuentemente Az, + z ©® z, — 0y
|x.|]| — 1. Estas convergencias implican que —\ € o(L?), lo
que contradice (2.1). Entonces deberd ser A = 0 y por tanto
a =z € B. Asimismo, como = es un divisor topolégico de cero
por la derecha en A, deben existir sucesiones y,, € y, en Cy B
respectivamente, tales que |ly,|| + |u,| = 1 para todon € N, y
1, + Yy, © x — 0. Considerando sucesiones parciales si fuese
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necesario, podemos suponer que /,, converge hacia algin y € C,
y por tanto que y, ® x — —puz. Supongamos que fuese x # 0.
Entonces, como para n, m € N se tiene

”yn OT = Ynm Qx“ = H(yn - ym) ®$” = ”yn _ymH ”T(x)“a

y como T es inyectivo, se deduce que ¥, es una sucesién de
Cauchy en B. Sea y := lim,, o, y,. N6tese que y © z = —px (lo
que implica que —u € 0(L?)) vy que |ly|| + |©] = 1. De nuevo
por (2.1), el hecho de que —p € 0(L?) conduce a que =0, y
consecuentemente, como

YT @) = lly © 2| = [ul =] = 0,

también serd y = 0, lo que contradice que ||y|| + || = 1. Por
tanto, concluimos que a = x = 0, como se pretendia. 0

2.3 Un ingrediente mas: la cuasi-
division

De acuerdo con la Proposicién 2.3, las algebras asociativas de
divisién son dlgebras con unidad, y las dlgebras asociativas de
divisién por la izquierda, son dlgebras de divisién. Estos hechos
no siguen siendo ciertos en un ambiente general no asociativo,
como se muestra en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.16 Sea A = K(z) (donde K = R o C) el dlgebra de
todas las funciones racionales en la indeterminada z. Definimos
un producto en A por:

r(z)* s(x) :=r(z)s(z)z,

para cualesquiera r(z), s(z) € A. Entonces (A, %) es un dlgebra
de divisién sin unidad. []
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Mostramos ahora un dlgebra de divisién por un lado que no
es un dlgebra de division.

Ejemplo 2.17 Sea A = K(x) como en el ejemplo anterior. Sea
T : A — A una aplicacién lineal inyectiva no sobreyectiva
(por ser A de dimensién infinita, tales aplicaciones existen).
Definimos en A un nuevo producto @ dado por:

r(z) ® s(z) == T(r(z))s(z).

El algebra (A, ®) es un dlgebra de divisién por la izquierda pues
el operador Lf?(x) = Ly(()) es biyectivo para todo r(z) # 0
(donde L?(I) es el operador de multiplicacién por r(x) por la

izquierda con el producto ®). Sin embargo R?(x) = Ry(»T no
es biyectivo, pues 7" tampoco lo es. En consecuencia, (A, ®) no

es un dlgebra de division. ]

En relacién con los ejemplos anteriores*, hagamos notar que,
por el Teorema 2.5, las dlgebras normadas complejas completas
sin unidad y de divisién, y las dlgebras normadas completas
complejas de division por la izquierda pero no de division, no
pueden existir. Sin la condicién de complitud, la existencia de
tales dlgebras se desconoce (Problema 2.6).

En el caso de las dlgebras reales, pueden darse interesantes
versiones de los Ejemplos 2.16 y 2.17. De hecho, el dlgebra de
Banach C considerada como &élgebra real, y dotada del pro-
ducto (z,w) — Zw, tiene estructura de algebra real normada
completa de divisién sin unidad. Ademés, la existencia de dlge-
bras normadas completas reales de divisién por la izquierda que
no son de divisién se obtiene por el siguiente resultado, cuya
primera afirmacién se debe a F. B. Wright [81] y la segunda a
J. A. Cuenca y A. Rodriguez-Palacios [19, 69]:

4El ejemplo 2.17 se debe a A. Kaidi.
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Teorema 2.18 Las dlgebras reales de division absolutamente
valuadas son finito-dimensionales. Asimismo existen dlgebras
reales absolutamente valuadas, de division por la izquierda e
infinito-dimensionales.

Un dlgebra de cuasi-divisién A se define como un dlgebra
no cero tal que, para cada a € A\ {0}, al menos uno de los
operadores L, o R, es biyectivo. En relacién con este concepto
que acabamos de introducir, se tiene el siguiente hecho.

Teorema 2.19 [70] Las dlgebras normadas completas comple-
jas de cuasi-division tienen dimensién < 2, y ademads la dimen-
sion 2 esta permitida.

Como las élgebras con unidad de dimensién menor o igual
a 2 son (asociativas y) conmutativas, y las dlgebras de cuasi-
divisién conmutativas son dlgebras de divisién, el siguiente
corolario se deduce de los Teoremas 2.19 y 2.5.

Corolario 2.20 Las dlgebras normadas complejas completas
con unidad y de cuasi-divisién son isomorfas a C.

A continuacién, procederemos a resumir y clarificar diversos
resultados mostrados en este Capitulo, discutiendo el Diagrama
2.2 que aparece mas abajo.

Sea A un &lgebra normada completa no cero sobre K. Te-
niendo en cuenta el teorema de los isomorfismos de Banach, las
implicaciones que aparecen en el diagrama de la figura siguiente
se satisfacen. En él, la abreviacién «d.t.c.» significa «divisor
topoldgico de cero».

Nétese que las condiciones e implicaciones de la primera
linea del diagrama aludido son de naturaleza puramente alge-
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A es un dlgebra i
y e es un
A es un élgebra de divisién por ,
e = . = dlgebra de
de division izquierda .
cuasi-divisién
derecha

A no posee

1;{t11;111)§1 la = | d.t.c. bildteros
quie } £0

A no posee A no posee

no nulos no nulos
derecha

d.t.c. por un lado | = {

Fig. 2.2: Diagrama de implicaciones entre los conceptos tratados
en este capitulo.

braica, y por tanto no requieren que el dlgebra A sea normada.
Por otra parte, las condiciones e implicaciones de la segunda
linea sélo requieren que el algebra A sea normada, pero no
completa.

Si el dlgebra A anterior es asociativa, entonces por el Teo-
rema 2.8 y su versién para dlgebras reales (que establece que
las dlgebras reales asociativas no cero, normadas y sin divisores
topoldgicos de cero bildteros no nulos, son isomorfas a R, C o
al dlgebra de los cuaternios de Hamilton H [16, 45]), resulta
que la condicién més débil en el Diagrama 2.2 implica la condi-
ciéon mas fuerte que aparece alli, y de esta manera todas las
condiciones en el diagrama son equivalentes.

La discusién del Diagrama 2.2 en el caso general (posi-
blemente no asociativo) es mds complicada. Si K = R, en-
tonces, como se muestra en [70], ninguna de las implicaciones
del diagrama son reversibles y las herramientas principales para
encontrar contraejemplos que lo pongan de manifiesto son el
Ejemplo 2.10 y el Teorema 2.18. También se muestra en [70]
que si K = C, entonces ninguna de las implicaciones en el Dia-
grama 2.2 es reversible, excepto la horizontal de la izquierda en
la primera linea, la cual es de hecho reversible. Esto se obtiene
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a partir del Ejemplo 2.10 y los Teoremas 2.5 y 2.19.

Concluimos la discusién del Diagrama 2.2 considerando el
caso en que el dlgebra normada completa A tenga unidad. En
este caso, por [44, Lemma 2.2|, las implicaciones verticales de
la izquierda y del medio son reversibles. Ademds, si adicional-
mente A es compleja, entonces por el Corolario 2.20, todas las
condiciones en la primera linea del diagrama son equivalentes
al hecho de que A sea isomorfa a C. Por tanto, en el caso com-
plejo normado completo y con unidad, todas las condiciones en
el diagrama son equivalentes a que A sea isomorfa a C, salvo la
condicién mas débil (que A no tenga divisores topoldgicos de
cero bildteros no nulos), la cual, en virtud del Teorema 2.15, es
de hecho excepcional.
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CAPITULO 3

El radical de Jacobson y el
radical de Brown-McCoy de
un algebra no asociativa

En este capitulo procederemos a materializar extensiones de dos
conceptos cldsicos relativos a las dlgebras asociativas: el radical
de Jacobson, y el radical fuerte o radical de Brown-McCoy.
Como se sabe, el radical fuerte de un dlgebra se define como
la interseccién de los ideales maximales modulares, y funciona
muy bien en ambiente asociativo-conmutativo como muestra
la Teoria de Gelfand. Si se pierde la conmutatividad pero se
conserva la asociatividad, este concepto de radical se refina con
el llamado radical de Jacobson (la interseccién de los ideales
primitivos), un radical més pequeno que sin embargo goza de las
mismas propiedades que el radical fuerte, y que por tanto es, a
priori, mejor. De hecho, existen ejemplos de dlgebras asociativas
cuyo radical es cero (es decir, semisimples) y cuyo radical fuerte
(o de Brown-McCoy) es distinto de cero [13, 61]. Obviamente
estas dlgebras no son conmutativas, puesto que el radical de
Jacobson de un dlgebra asociativo-conmutativa no es otra cosa
que el radical fuerte de dicha &lgebra.

o7
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El radical fuerte, cuya definicién no involucra la propiedad
asociativa, se define sin mayor problema en ambiente no aso-
ciativo, hecho que ya fue tratado hace mds de veinte anos en
[67, Definition 2.1.(ii)]. Sin embargo, la definicién de radical de
Jacobson en el contexto no asociativo es una cuestion dificil y
delicada. Tal es asi que en [67, p. 2] se dice que, para dlgebras
no asociativas',

«[...] no hay un concepto de radical con la misma rele-
vancia algebraica que el de Jacobson en el caso asocia-
tivo.»

Incluso en el caso de la dimensién finita, esta cuestién se
antoja problemdtica. De hecho, tal y como A. A. Albert nos
dice en [4, p. 891]:

«[...] el radical de un &dlgebra asociativa es un ideal
nilpotente maximal. No existen tales ideales en un &l-
gebra no asociativa arbitraria, por lo que el radical de
tales dlgebras no ha sido nunca definido.»

Una definicién de radical de Jacobson en el ambiente no aso-
ciativo conlleva diversas dificultades algebraicas y analiticas.
El objetivo fundamental que vertebra este capitulo consiste en
extender la nocién de radical de Jacobson a la clase de las dlge-
bras no necesariamente asociativas, y hacerlo de la forma méds
natural posible, de manera que, en nuestras consideraciones, se
reconozca toda la teorfa asociativa cldsica.

Tendremos ocasién de comprobar la utilidad y buen com-
portamiento del nuevo radical, tanto en sus propiedades in-
trinsecas (que desarrollaremos a lo largo de las Secciones 3.1,
3.2 y 3.4) como en relacién con la continuidad automédtica de
homomorfismos (Capitulo 4). Este estudio revelard buena parte
de las claves que configuran las bondades de la teorfa asociativa.

'El propio Jacobson va mds alld con declaraciones como las que
citdbamos en la pdgina xix del Prélogo.
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El camino que hemos seguido para formular en ambiente no
asociativo el radical de Jacobson, ha tenido mucho que ver con
la continua evolucién conceptual que esta nocién de radical ha
tenido desde sus orfgenes, en relacién con las distintas reformu-
laciones que admite al amparo de la asociatividad. Para poder
entender mejor la metodologia que se ha utilizado para nuestros
planteamientos, en la Seccién 3.1 relataremos una breve histo-
ria del radical de Jacobson que serd de utilidad, para clarificar
y fundamentar las decisiones tomadas al definirlo en ambiente
no asociativo.

Acabamos de comentar que, cuando en ambiente asociativo
perdemos la conmutatividad, el concepto abstracto de radical
se «desdobla» en dos nociones que dejan de ser equivalentes,
la del radical (o radical de Jacobson) y la del radical fuerte (o
de Brown-McCoy). Entran asi en escena las llamadas dlgebras
semisimples (aquellas cuyo radical es cero) y las dlgebras fuerte-
mente semisimples (que son las que tienen radical fuerte igual
a cero), siendo las segundas un caso particular de las primeras.

Sabemos que el radical de Jacobson de un dlgebra de Ba-
nach, y en particular la semisimplicidad, se formula indistinta-
mente tanto en funcién de los ideales, como en términos de los
elementos topoldgicamente nilpotentes (aquellos de radio es-
pectral cero). Veremos aqui que, si perdemos la asociatividad,
la nocién de semisimplicidad cldsica (o asociativa) también se
«desdobla» en otros dos conceptos, el de semisimplicidad y el
de m-semisimplicidad, que de nuevo dejan de ser equivalentes,
siendo el segundo una debilitacién del primero. Sin embargo, ex-
cluyendo la cuestion del tamano, la mayoria de las perfecciones
algebraicas propias del radical (asociativo) recaeran sobre la
semisimplicidad y no sobre la m-semisimplicidad. Un estudio
de estas cuestiones se abordara en la Seccion 3.5.

Concluimos asi que en ambiente no asociativo concep-
tos como los anteriores se «desestructuran» por lo que las
propiedades que los caracterizan dejan de ser equivalentes,
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pasando a ser «comparables», en el mejor de los casos. De he-
cho suele ocurrir que, cuando un determinado concepto se des-
estructura en varias nociones por pérdida de la asociatividad,
cada una de las nociones resultantes identifica como fortalezas
propias sé6lo a algunas de las bondades cldsicas asociadas al
concepto original, convirtiéndose las demds en puntos débiles?
de esa nocién concreta; pero ello de forma que, a través de
una nocién u otra de las procedentes de la desestructuracién,
se recapturan cualesquiera de las propiedades asociadas al con-
cepto de partida. En contraposicién, bajo la accién de la aso-
ciatividad, las nociones anteriores se solapan, haciéndose indis-
tinguibles, por lo que sus propiedades configuran una fortaleza
unica, reformulable de muiltiples formas, en la que se refleja
toda la perfeccién, la potencia y la belleza del concepto. Pero
la Ciencia, para su avance, nos invita a explorar los confines
de sus teorfas, lo que supone alejarse de aquellos ambientes de
méximo privilegio, para codificar cudles son las herramientas
disponibles mds alld de ellos, e incluso para entender mejor la
casuistica de las prebendas propias de los ambientes de mayor
riqueza. A lo largo de este capitulo haremos una modesta con-
tribucién, con el dnimo de justificar estos argumentos.

3.1 Una vision historica del radical de
Jacobson

El radical de Jacobson es un concepto algebraico cldsico, ligado
a varias estructuras algebraicas, como los anillos, los médulos,
y en particular a las dlgebras asociativas. En este 1iltimo am-
bito, este concepto tiene que ver con la conocida como teoria de
representacion, y su definicién cldsica para un dlgebra asocia-
tiva A se corresponde con la interseccién de los niicleos de las
representaciones irreducibles de dicha &lgebra [13, Definition

2En comparacién con lo que acontece en el caso asociativo.
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I11.24.13], si bien para el radical de Jacobson se pueden dar
otras definiciones igualmente importantes, relacionadas con los
ideales del dlgebra, tal y como se hace por ejemplo en [21, De-
finition 1.5.1]. Estas son las que se establecen, ya sean como
definicién del radical o como caracterizacién suya, en la mayo-
ria de textos cldsicos sobre dlgebras de Banach (por ejemplo
[13, Proposition II1.24.14, Proposition 111.24.15, Proposition
II1.25.1], [21] o [61, Theorem 2.3.3, Theorem 4.3.6]), donde
en particular, haciendo uso de ellas, se muestran las bondades
analiticas y algebraicas que este concepto lleva consigo y que
sirven de sustento de la teoria espectral. Algunas de estas carac-
terizaciones y propiedades serdn recordadas aqui méas adelante.

El origen fundamental que motivé histéricamente la apari-
cién del radical de Jacobson, tuvo que ver con la teorfa de
estructura de las dlgebras. Cuando se trata de establecer una
teorfa de estructura para una clase amplia de objetos mateméti-
cos abstractos, y en particular para determinados tipos de &dlge-
bras, resulta conveniente poder detectar de una forma reglada
algunos casos patolégicos con el fin de descartarlos y que no
interfieran en el desarrollo de lo que convenimos en llamar una
teorfa espectral. Esto es lo que se consigue con el concepto de
radical, entendiendo por dlgebra «patologica» aquella que es
un dalgebra de «radical». En la antitesis de lo patolégico se
ubicarfan las dlgebras «semisimples».

En palabras de I. M. Isaacs [36, p. 179], el objetivo del
radical es, de alguna manera, localizar determinados elementos
«malos» de un &lgebra, observando que el conjunto de estos
elementos constituye un ideal, que es tal que el dlgebra co-
ciente por este ideal carece de tales elementos «malos». En el
caso asociativo, los elementos aludidos son aquellos cuyo radio
espectral® es cero (que en ambiente normado, son los elementos
llamados topoldgicamente nilpotentes).

3El radio espectral es un concepto definible algebraicamente (véase la
Definicién 1.26).
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Un concepto de gran importancia, ligado al radical de
Jacobson de un 4lgebra asociativa A (que denotamos por
Rad(A)), es el de la semisimplicidad. Como sabemos, un 4lge-
bra asociativa A se dice que es semisimple si Rad(A) = {0}.
En particular, el algebra cociente A/ Rad(.A) es siempre semi-
simple, como antes apuntdbamos. En el caso finito-dimensional,
esto significa que el dlgebra A puede descomponerse como suma
directa de subdlgebras simples, cuestion que da detalle explicito
de su estructura.

Estas ideas ya eran consideradas a finales del siglo XIX, y
curiosamente en ambientes no asociativos. Elie Cartan, en su
Tesis Doctoral [17], estudié una nocién de radical adecuada en
el ambiente de las dlgebras de Lie, desarrollando en torno a
ella la teorfa espectral correspondiente. La mayor contribucién
de Cartan fue el llamado «criterio de Cartan», por el que un
algebra de Lie semisimple es suma directa de dlgebras de Lie
simples. El término semisimple fue introducido por W. Killing
para definir aquellas dlgebras de Lie que eran suma directa de
dlgebras de Lie simples. Cartan proporcioné una clasificacién de
las &lgebras de Lie complejas y simples, y prob6 que un élgebra
de Lie compleja cuyo radical fuese cero era suma directa de un
ntimero finito de édlgebras de Lie simples. Consiguié asf asentar
la teorfa de las dlgebras de Lie.

En vista del éxito cosechado en este terreno, Cartan intenté
aplicar la idea de radical en el marco de las dlgebras asociativas
finito-dimensionales reales y complejas. De esta manera, con-
siguié demostrar (también en 1898) que toda dlgebra de este
tipo se descompone como suma directa de un nil-ideal y un dlge-
bra semisimple (entendiendo por dlgebra semisimple una suma
directa de dlgebras unitales simples. De hecho, mostré que tales
sumandos eran dlgebras de matrices sobre R, C o H). En conse-
cuencia, el mencionado nil-ideal fue concebido como el radical
de un &lgebra asociativa real o compleja finito-dimensional, y
se gesto asf la teorfa espectral relativa a estas dlgebras.
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Fig. 3.1: Elie Cartan y Joseph Wedderburn.

Estos logros fueron generalizados por Wedderburn en 1907
[79], quien mostré la validez de los mismos en élgebras finito-
dimensionales sobre cuerpos arbitrarios, y dio una visién maés
moderna de las técnicas de demostracién. Wedderburn mostré
que, para un dlgebra de dimensién finita, existe un mayor ideal
nilpotente, el radical, de manera que el cociente del dlgebra
por el radical carece de elementos nilpotentes no nulos. Y fue
este autor quien introdujo en la literatura el término de dlgebra
semisimple. Sin embargo, parece ser que fue L. E. Dickson [22]
quien acunarfa anos més tarde explicitamente el término, en su
libro de 1927, para dlgebras arbitrarias.

Estos resultados impresionaron tanto a la comunidad
matemaética que los intentos de estudiar su validez més alld
del caso finito-dimensional no se hicieron esperar. Pero pronto
se comprobé que cuando las dlgebras eran de dimensién in-
finita, los nil-ideales presentaban ciertos problemas para con-
seguir una teoria espectral semejante a la de la dimensién finita.
En 1942, Sam Perlis en [62] mostré que el nil-radical de un &l-
gebra finito dimensional era el mayor ideal cuasi-invertible del
dlgebra y fue asi como R. Baer introdujo en 1943 el término
de ideal cuasi-invertible [7]. Nathan Jacobson aprecié que el
concepto del mas grande ideal cuasi-invertible podia desem-
penar un rol fundamental para el desarrollo de una teorfa es-
pectral relevante, plasmando sus ideas en un articulo publicado
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en 1945, esencial para la citada teoria espectral [37]. De hecho,
excepto en lo concerniente al papel desempenado por los ideales
modulares en relacién con el radical de Jacobson, los trabajos
[37, 38] establecen la teorfa completa del radical de Jacobson
tal y como se conoce hoy en dia. En ellos, Jacobson observé
que su radical coincidfa con el nil-radical en aquellas dlgebras
que verificaban la condicién de cadena descendente para sus
ideales por la izquierda. También comprobd que en el caso de
las dlgebras de Banach conmutativas, el llamado radical de Ja-
cobson no era otra cosa que el radical de Gelfand (esto es, la
interseccién de los nicleos de los caracteres del dlgebra).

Muchos avances sobre el radical de Jacobson fueron
obtenidos independientemente y de forma simultdnea por Max
Zorn y E. Hille, siendo este tltimo autor quien vislumbré por
primera vez la importante conexion entre los ideales modulares
y el radical de Jacobson [30]. Finalmente toda la teoria relativa
a estos conceptos fue recogida por el propio Jacobson [39] en
su monografia de 1956.

y I

Fig. 3.2: De izquierda a derecha: Sam Perlis, Reinhold Baer, Max
Zorn y Einar Carl Hille.

Histéricamente, las ideas anteriores fueron desarrolladas
principalmente en ambiente asociativo, donde proliferaron mul-
titud de resultados y caracterizaciones muy ventajosas, en vir-
tud de las numerosas bondades algebraicas y analiticas que la
asociatividad otorga. Estas caracterizaciones, sin embargo, no
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son triviales o necesariamente ampliables a un contexto no aso-
ciativo méas general.

El primer intento serio de definir el radical en ambiente
no asociativo, se debe a A. A. Albert en [4]. Sin embargo,
su definicién no es lo mé&s general posible, como igualmente
ocurre con otras definiciones clasicas que sélo fueron considera-
das para determinadas clases de dlgebras (como las de Jordan
[59] o las de Lie). La primera definicién més general de radical
de Jacobson de un &lgebra no asociativa arbitraria, se debe a
A. Rodriguez-Palacios [67]. El radical definido por Rodriguez-
Palacios, denominado radical débil, es ciertamente original, y
se ha mostrado muy eficaz en la generalizacion, al ambiente no
asociativo, del cldsico teorema de Johnson sobre continuidad
automaética de homomorfismos. Pese a todo, creemos que es un
radical sofisticado y dificil de materializar, si bien presenta la
ventaja de ser muy «pequeno.

Fig. 3.3: Nathan Jacobson y A. Adrian Albert.

El lector podra comprobar que la definicién de radical que
se da aqui (creemos que mas asequible y manejable que las ya
aportadas histéricamente) es la adaptacién natural del radical
de Jacobson al ambiente no asociativo y permite reconstruir
buena parte de la teorfa cldsica de las &dlgebras de Banach.
En particular, también facilita una extensiéon no asociativa del
teorema de Johnson, basada en propiedades elementales de los
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ideales y el m-espectro. Nuestra definicién de radical descubre
una nocién de semisimplicidad bastante 1itil, y a nuestro enten-
der, muy cémoda y tangible. El papel destacado que los ideales
modulares y los primitivos tuvieron en la formulacién del radi-
cal de Jacobson en ambiente asociativo, serd tenido en cuenta
explicitamente en nuestras consideraciones.

3.2 El radical de Jacobson y los ideales
primitivos

Son muy conocidas las siguientes caracterizaciones del radical
Rad(.A) de un élgebra asociativa A, que podemos encontrar en
[13, Proposition 111.24.14].

Proposicion 3.1 Sea A un dlgebra asociativa. Entonces:

1. Rad(A) es la interseccién de los ideales primitivos de A.

2. Rad(.A) es la interseccion de los ideales modulares maxi-
males por la izquierda.

Las equivalencias anteriores seran el punto de partida sobre
el que asentar la anunciada definicién de radical de Jacobson,
en el ambiente general de las dlgebras no asociativas.

Empezamos ya a establecer algunas consideraciones y re-
sultados necesarios para poder dar sentido no asociativo a la
proposicién anterior y formalizar el nuevo concepto de radical.

Definicién 3.2 Sea A un dlgebra, y sea S un subconjunto suyo.
Decimos que un subespacio P de A es el mayor ideal contenido
en S si P es un ideal de A tal que P C S y P contiene a
cualquier ideal () de A tal que Q C S.
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Obviamente, un subconjunto arbitrario S de un édlgebra A
puede no contener un mayor ideal (de hecho, puede no con-
tener ni siquiera un ideal). Sin embargo si es posible encontrar
tales ideales cuando S es un subespacio vectorial de A, como
se muestra seguidamente.

Proposicion 3.3 Si A es un dlgebra y M es un subespacio vec-
torial de A, entonces siempre existe el mayor ideal contenido
en M.

Demostracién. Como {0} es un ideal de A contenido en M,
resulta que la familia de los ideales de A contenidos en M es
un conjunto no vacio, que denotamos por Z,,. En consecuencia,
el ideal dado por P ;7,, J es el mayor ideal de A contenido en
M. De hecho, si I y J son dos ideales de A contenidos en M
entonces [ +.J es otro ideal de A contenido en M y, obviamente,
I + J contiene tanto a I como a J. 0

Definicion 3.4 Un ideal primitivo de un dlgebra A se define
como el mayor ideal (bildtero) contenido en un ideal modular
izquierdo maximal de A, o bien en un ideal modular derecho
maximal de A. Al conjunto de todos los ideales primitivos del
algebra A lo representaremos por P 4.

Notese que en presencia de unidad, el adjetivo modular
puede eliminarse de la definicién anterior, pues la unidad hace
que cualquier ideal sea modular.

El término ideal primitivo fue introducido en 1945 por N.
Jacobson [38], y fue definido como el mayor ideal contenido
en un ideal modular maximal por la izquierda. Los primeros
resultados sobre ideales primitivos aparecieron en [39]. Desde
el principio, este concepto fue establecido exclusivamente para
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algebras asociativas.

De la definiciéon 3.4 se desprende que un ideal modular
(bildtero) maximal es particularmente primitivo. De esta forma,
cualquier ideal modular propio estd incluido en algiin ideal
primitivo. En un dlgebra conmutativa, cualquier ideal primi-
tivo es modular maximal. Estas consideraciones se correspon-
den con lo establecido en [61, Theorem 4.1.9], pero eliminando
el requerimiento de la asociatividad.

Definicién 3.5 EI radical de Jacobson de un dlgebra A se
define como la interseccion de todos sus ideales primitivos. Sera
representado por Rad(A). Con la notacién introducida hasta
ahora, se tiene que

Rad(A):= () P.
PePy
y como es usual, por convenio serd Rad(A) := A si A no

contiene ideales modulares por un lado (y por tanto tampoco
ideales primitivos), en cuyo caso se dice que A es un algebra
radical. Asimismo, diremos que el dlgebra A es semisimple
cuando Rad(A) = {0}.

La definicién anterior no es més que una generalizacién lite-
ral de [21, Definition 1.5.1] hasta el contexto en el que esta-
mos trabajando. No obstante, queremos clarificar algunas cues-
tiones. Para tal fin, es necesario asentar previamente algunos
conceptos. Por conveniencia, usaremos la siguiente notacion:

Notacién 3.6 Sea A un dlgebra. Notaremos por M,,, (resp.
Mer), al conjunto de los ideales modulares por la izquierda
(resp. por la derecha) maximales. Por tanto, el conjunto de
todos los ideales modulares por un lado maximales de A esta
dado por M := M., U M ge,.
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Llamamos ideal primitivo por la izquierda de un &lgebra
A, a cualquier ideal P que sea el mayor ideal contenido en un
ideal modular por la izquierda maximal M € M;,,. Nétese
que los ideales primitivos por la izquierda son, por definicion,
ideales bildteros. Denominamos radical de Jacobson por la
izquierda a la interseccion de todos los ideales primitivos por la
izquierda del dlgebra, y lo denotamos por Rad(A);,,. Anédloga-
mente definimos los ideales primitivos por la derecha y el
radical de Jacobson por la derecha, que representaremos por
Rad(A)der.

En base a estos conceptos, un ideal primitivo en el sentido
de la Definicién 3.4 no es mds que un ideal que es primitivo por
la izquierda o por la derecha (o bien ambas cosas), mientras
que el radical de Jacobson en el sentido de la Definicién 3.5 es
la interseccién del radical de Jacobson por la izquierda con el
radical de Jacobson por la derecha, es decir:

Rad(A) = Rad(A);., N Rad(A) e

Comentario 3.7 Como se mencioné anteriormente, en el caso
asociativo se consideran ideales primitivos sélo aquellos ideales
maximales contenidos en los ideales maximales modulares por
la izquierda (es decir, los aqui denominados ideales primitivos
por la izquierda) del dlgebra. Este sesgo ha suscitado criticas
como la que H. G. Dales hace en [21, p. 68], y reproducimos a
continuacién (véase también [11] y [13, p. 125]):

«Nuestros ‘ideales primitivos’ se denominan con méas
precision ideales primitivos por la izquierda; no es ver-
dad que cada ideal primitivo derecho sea un ideal
primitivo izquierdo (Bergman 1964). La terminologia
y primeros resultados sobre ideales primitivos en un &l-
gebra A se deben a Jacobson (1956).»

Como quiera que, el radical de Jacobson izquierdo de un
dlgebra de Banach A (es decir, el radical de Jacobson en el
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sentido de [21, Definition 1.5.1]), coincide con el radical de su
algebra revertida, o lo que es lo mismo, con el radical de Ja-
cobson por la derecha, cuestiéon que se comenta y prueba en
[13, Proposition II1.24.16(iii), Corollary II1.24.17], resulta que

en ambiente asociativo:
Rad(A) = Rad(A);., = Rad(A) ger,

donde Rad(A) denota indistintamente el radical de Jacobson
clésico considerado en [13, 21, 61, 64], o el establecido en la
Definicién 3.5, que es una generalizacién del anterior.

Creemos que esta coincidencia puede ser la razén de que se
haya mantenido hasta ahora esta peculiar asimetria en la defini-
cién de radical de Jacobson clésica, hecho que no ha suscitado
mayor inconveniente, habida cuenta de que la teorfa estdndar
de dlgebras de Banach no ha sido considerada més alld del en-
torno asociativo.

Como veremos a continuacién, en un ambiente més gene-
ral que el asociativo, no hay razén alguna para identificar
Rad(A);», con Rad(A)gr, y de ahi que en la Definicién 3.4,
la aludida asimetria termina por corregirse finalmente (optén-
dose por la interseccion del radical de Jacobson por la izquierda
y con el de la derecha). De esta forma, un ideal primitivo por la
derecha (es decir, el mayor ideal contenido en algiun M € M,.)
de un élgebra asociativa es un ideal primitivo en el sentido de la
Definicién 3.4 (cuestién que contrasta con lo establecido en [61,
Theorem 4.1.8(a)], donde sélo se considera el lado izquierdo).

Sin menoscabo de lo anterior queremos hacer notar que, en
lo que sigue, el lector interesado en reemplazar el radical por
el radical izquierdo para excluir a los ideales primitivos por la
derecha, puede hacerlo con total libertad*, pero a sabiendas de
que obviamente obtendra un radical mayor. Si lo hace, también
perderd la deseable propiedad de que el radical de un dlgebra

4El «radical» definido en [48, 58, 67] para desarrollar la teorfa de es-
tructura de determinadas clases de dlgebras no asociativas es precisamente
el que se ha llamado aqui radical de Jacobson por la izquierda.
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A coincide con el radical del dlgebra revertida rev(A). Esta
propiedad es conveniente, en tanto que garantiza que el lado
izquierdo no es necesariamente mas relevante o preferible que
el derecho.

A continuacién, vamos a probar que el radical de Jacobson
izquierdo de un dlgebra no tiene por qué coincidir con el radical
de Jacobson derecho.

Ejemplo 3.8 Sea A el dlgebra sobre K generada por {e, a, b, c},
cuya tabla de multiplicacién es la siguiente:

[elalb]c]
ellelalb]|0
allalalalb
blblal|c|c
cleclal|0]e

Notese que si u € A, entonces ua € Ka, por lo que Ka es
un ideal izquierdo propio y modular (pues u — ue = 0, para
cada u € A). Se comprueba sin dificultad que Ka es un ideal
izquierdo maximal. Esto se deduce del hecho de que si M es
un ideal izquierdo tal que a € M y u = (ae + b+ vc¢) € M,
entonces se tiene que b € M, siendo el ideal izquierdo de A
generado por b igual a A. Para ver que b € M nétese que
au = (a + f)a + b, de donde si vy # 0 entonces b € M. Pero si
v = 0 entonces bu = b(ae + 5b) = ab+ fa, de donde se deduce
igualmente que b € M.

Sin embargo, A carece de ideales derechos no triviales. Para
probar esta afirmacion, sea u = ae + Sa + b + dc un elemento
de A\{0}. Nétese que

uwe = (a+p+v+6)a
(ubJa = (ab+ Ba+~c)a= (a+ B +7)a
(uc)a = (Bb+yc+de)a= (f+v+9d)a.



72 El radical de Jacobson y los ideales primitivos

Es por ello que a € (u), ., salvo que sea

der ?

at+B+y+do = 0
at+p+y =
B+y+d =

Pero el sistema anterior tiene solucién no trivial si y sélo si
B+~ =0, en cuyo caso u € K(a — b). Como

((a =b)b)b = a,

concluimos que a € (u),,, , siempre que v € A\{0}. En con-
secuencia, (u),, = A, y asi A carece de ideales derechos no
triviales. De este modo, el tinico ideal derecho propio es el {0}.
Pero el ideal {0} no es modular pues si u € A es tal que

(1—u)A= {0},
entonces de la igualdad (1 — u)e = 0, deduciriamos que
e = ue = u,

lo que es una contradiccién pues no puede ser (1 —e)A = {0}
siendo ¢ — ec = ¢. Dado que A carere de ideales modulares
derechos propios, concluimos que Rad(A)4., = A, mientras que
Rad(A);., = {0}, pues {0} es el unico ideal bildtero contenido
en Ka. L]

Para dar un tltimo testimonio de las ventajas de conside-
rar los ideales primitivos por la derecha en la definicién de ra-
dical, considérese el dlgebra revertida del dlgebra A definida
en el ejemplo anterior. Dicha &dlgebra es semisimple segin la
Definicién 3.5, pero no lo es en el sentido «asimétrico» (si bien
las dlgebras semisimples en el sentido asimétrico si que seran
semisimples con relacién a nuestro enfoque). Nétese también
que los ideales primitivos por la izquierda pueden no serlo por
la derecha y viceversa.
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El siguiente resultado es [64, Theorem 2.3.2], sin el requeri-
miento de la asociatividad.

Proposicion 3.9 EI radical de un dlgebra A es el mayor ideal
contenido en la interseccion de todos sus ideales modulares por
un lado maximales.

Demostracién. Sea M = M., U Mg, el conjunto de todos
los ideales modulares por un lado maximales de A. Sea [ el
mayor ideal de A contenido en (,,.,, M (cuya existencia estd
garantizada por la Proposicién 3.3). Obviamente () pep P C 1
pues (\pep, P es un ideal de A contenido en (1, M. Por
contra, para cada a € I, el ideal (bilatero) de A generado por
a estd contenido en cualquier P € Py, y por tanto también lo
estard en [\pep, I, por lo que a € Rad(A). Asf Rad(A) = I,
como se deseaba. [l

La siguiente proposicién generaliza a [13, Proposition
I11.24.21].

Proposicion 3.10 Sea A un dlgebra. Entonces A/ Rad(A) es
semisimple.

Demostraciéon. Como los ideales modulares por un lado
maximales de A/ Rad(A) son precisamente aquellos del tipo
M/Rad(A) para M € M = M,,,UM e, tenemos que los idea-
les primitivos de A/ Rad(A) son P/Rad(A), donde P € P4,y
de esta manera:

Rad (A/Rad(A)) = (] P/Rad(A) = {0}.

PePy
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3.3 El radical de Jacobson y la cuasi-
invertibilidad

Otras caracterizaciones del radical en ambiente asociativo, per-
mitirdn establecer un nuevo concepto de semisimplicidad que
estd ligado al m-espectro de un elemento. Para poder hacerlo,
creemos conveniente recordar antes algunas nociones clésicas,
necesarias para nuestras consideraciones, asi como diversas ca-
racterizaciones del radical en ambiente asociativo. De ello nos
ocuparemos inmediatamente.

En primer lugar, vamos a establecer el concepto de cuasi-
invertibilidad en un ambiente general (no asociativo).

Definicion 3.11 Sea A un dlgebra arbitraria.

1. Un elemento a € A se dice que tiene un cuasi-inverso
por la izquierda si existe un elemento b € A tal que
a+b—ba =0, lo que significa que (u — b)(u — a) = u,
donde u representa a la unidad de A siempre que A tenga
unidad, o en caso contrario a la unidad de su unitizacién
A;. En tal caso, se dice que a es cuasi-invertible por la
izquierda.

2. Similarmente, se dice que a € A tiene un cuasi-inverso
por la derecha si existe ¢ € A tal que a + ¢ — ac = 0.
Caso de existir, se dird que a es cuasi-invertible por la
derecha.

3. Un elemento a € A se dice que es cuasi-invertible si a
es cuasi-invertible por la izquierda y por la derecha. El
conjunto de los elementos cuasi-invertibles del dlgebra A
se representard por q— Inv(A).

Los conceptos de cuasi-inverso y de elemento -cuasi-
invertible, en el contexto de las dlgebras asociativas, permiten
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caracterizar el espectro de un elemento perteneciente a un dlge-
bra sin unidad, sin tener que hacer alusién explicita a la uniti-
zacién del dlgebra. En el caso con unidad, los elementos cuasi-
invertibles también sirven para expresar el espectro en funcién
de ellos (véase [13, Definition 5.5)).

La utilidad de los elementos cuasi-invertibles también se
manifiesta con el radical de Jacobson clésico, que, como es
bien sabido, es el mayor ideal contenido en el conjunto de los
elementos cuasi-invertibles del dlgebra (véase [13, Proposition
I11.24.16)).

La cuasi-invertibilidad es un concepto igualmente intere-
sante en ambiente no asociativo, y prueba de ello son
los siguientes hechos que generalizan a los ya comenta-
dos. El siguiente resultado es precisamente [13, Proposition
I11.24.16(iii)] libre de asociatividad.

Lema 3.12 Sea () un ideal de un dlgebra A tal que cualquier
elemento en () tiene un cuasi-inverso por la izquierda. Entonces
se tiene que Q C ()¢ Moy M. Ademds «izquierda» puede ser
sustituido por «derecha» en la afirmacion anterior.

Demostracién. Si M € M,,,, entonces AM C M y existeu € A
tal que A(1 —u) € M. Supongamos que ) no esta contenido
en M. Entonces () + M es un ideal modular por la izquierda de
A conteniendo propiamente a M y asi A = M + (. Por tanto
u = m + q, para convenientes elementos m € M y q € ), y asi,

Al—-q¢g)=Al—-u+m) C ALl —-u)+ AM CM+M=M,

lo que prueba que ¢ es una unidad modular por la derecha para
M. Sia € A es un cuasi-inverso por la izquierda de ¢, entonces
tenemos que ¢ + a — aq = 0, luego q € A(1 — q) C M, y por
tanto © € M, hecho que contradice la maximalidad de M. [
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En el ambiente no asociativo, y dentro del marco tan gene-
ral por el que nos movemos, la interseccién de todos los ideales
primitivos no tiene por qué ser un ideal cuasi-invertible (in-
cluso bajo conmutatividad). Sin embargo, si disponemos de la
siguiente propiedad.

Proposicion 3.13 Si Q es un ideal de un dlgebra A tal que
Q C q—Inv(A), entonces @ C Rad(A).

Demostraciéon. Como, por el lema anterior, () es un ideal tal que
Q C M, para todo M € M,,, U Mg, se sigue que ) C Py,
para cualquier M, donde P, representa el mayor ideal de A
contenido en M, y concluimos que @ C Rad(A). O

3.4 El caracter hereditario del radical
de Jacobson
La caracterizacién del radical de Jacobson que probamos en
el siguente teorema, nos serd de gran utilidad para estudiar
algunas de las propiedades de dicho radical.
Recordemos que, dada un élgebra A y un subconjunto suyo,

S, los ideales por la izquierda y por la derecha de A generados
por S los representamos por (S),,, ¥ (S),, respectivamente.

Lema 3.14 Sea A un dlgebra y consideremos el conjunto
C(A)izg={a € A: A= (A1 —a)),,}

Entonces Rad(A);., es el mayor ideal contenido en C(A);.,.

Demostracién. Si I es un ideal contenido en Rad(.A);.,, entonces
para cada v € I se tiene que v € C(A);,,. Para probar esta
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afirmacién, supongamos que v ¢ C(A);,,. Se deduce entonces
sin dificultad que v ha de ser una unidad modular derecha de
un ideal modular izquierdo maximal My (que es propio), por
lo que v ¢ M,. Esto es absurdo pues v € Rad(A);., y, por lo
tanto, v pertenece a todo ideal modular izquierdo maximal de
A.

Reciprocamente, si I CC(A);,, entonces I C Rad(A);.,,
puesto que, de no ser asi, existirfa un ideal izquierdo modular
maximal M, tal que I no estd contenido en My, teniéndose en
tal caso que A = I + Mj. En consecuencia, si u es una unidad
modular derecha para M, entonces se tiene que u = v + m,
para convenientes v € I y m € M. Es por ello que

Al—-v) = Al —u+m) C A1 —u)+ M,
C Mo+ My = My,

y de ahf que (A(1 —v)),,, € Mo, lo que prueba que I no estd

contenido en C(A);.,, una contradiccion. O

Notese que el lema anterior, y la notacién incluida en él,
pueden establecerse igualmente sustituyendo «izquierda» por
«derechax».

Teorema 3.15 Si A es un dlgebra, entonces Rad(A) es el
mayor ideal de A contenido en el conjunto

C(A) i={a e A (A0 = @), = A= (1= @) A)y, |

Demostracién. Siguiendo la notacién del lema anterior,
C(A) = C(-A)zzq N C(A)dem
de donde por dicho lema se tiene que

Rad(A) = Rad(A)i.; N Rad(A)ger C C(A)izg NC(A)ger = C(A),
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y asi, Rad(A) C C(A) de manera obvia. Ademds, si () es un
ideal de A tal que @ C C(A) entonces, del el Lema 3.14 se
deduce que

Q - Rad(A)wq N Rad(A)der = Rad(A)u

lo que prueba que Rad(.A) es el mayor ideal contenido en C(.A),
como desedbamos probar. O

Como consecuencia del resultado anterior, es posible deta-
llar el cardcter hereditario del radical de Jacobson. Antes de
nada introducimos la siguiente notacion.

Notacion 3.16 Si A es un élgebra, sea [ un ideal y sea S
es un subconjunto de I, denotaremos por (S)fzq (respectiva-
mente (S)"_ ) al ideal izquierdo (respectivamente derecho), rela-
tivo al ideal I, generado por S. Por tanto, (S),,, (respectiva-
mente (S);.,) seguird representando, como hasta ahora, al ideal
izquierdo (respectivamente derecho) generado por S en A.
Por otra parte, definimos

eI = {b el (I1-b). =1=(1-b))} } .

izq der

Corolario 3.17 Sea A un dlgebra, y sea I un ideal de A. Si
Rad(I) es un ideal de A, entonces Rad(l) C Rad(A) N I. Si
ademds Rad(A) NI C C(I), entonces Rad(I) = Rad(A) N I.

Demostracién. En primer lugar, afirmamos que

C(I) CC(A).
Para probar esta inclusién, obsérvese que para todo b € I, clara-
mente (/(1 — b)>fzq C (A(1 1)), - Supongamos adicional-
mente que I = (I(1 — b)), . Entonces I C (A(1 — b)) ., Por

12q°
tanto, para todo a € A,

a=(a—ab)+abe (Al -0b)),, +1C (Al -D))

12q )
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luego A = (A(1 —1)),,, . Similarmente, si [ = ((1 — b)),
entonces tendremos que A = ((1 —1b).A), .. Esto prueba que
C(I) C C(.A), como habifamos anunciado.

Supongamos ahora que Rad(7) es un ideal de .A. Entonces por
la inclusién anterior resulta que Rad(/) es un ideal de A con-
tenido en C(A), luego ha de estar contenido en el ideal méds
grande de A que disfruta de esta propiedad, que es Rad(.A),
segun el Teorema 3.15. Por tanto, Rad(I) C Rad(A) N 1.

Si adicionalmente Rad(A) NI C C(I) entonces, de nuevo por
el teorema anterior es obvio que Rad(.A) NI C Rad(I) (puesto
que Rad(A) N I es, de manera trivial, un ideal de I). O

der *

Conviene hacer notar que, dado un ideal I de un algebra A,
la condicién Rad(A) NI C C(I) significa, como se comprueba
sin dificultad, que para cada b € Rad(A) N I, las siguientes
igualdades se verifican:

(I =b))iy = IN(A=D)), (3.1)
<(1 - b)I>deT = 1IN <(1 - b)A>der :

Del resultado anterior, deducimos que Rad(I) = Rad(A)NI
si, y sélo si, Rad(I) es un ideal de A y las igualdades (3.1) se
cumplen.

A partir del Corolario 3.17 podemos obtener [21, Theorem
1.5.4] de la siguiente forma:

Corolario 3.18 Si A es un dlgebra asociativa, entonces
Rad(7) = Rad(A) N I para cualquier ideal I de A.

Demostracién. Rad(/) es un ideal de A, como se demuestra
sin dificultad®, por lo que este resultado es una consecuencia
inmediata del corolario anterior, dado que las igualdades 3.1, en

®Véase la prueba de [13, Corollary 111.24.20)].
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virtud de la asociatividad, se reducen a estas otras igualdades

I(1—=b) = INAQ1-YD) (3.2)
(1-0) = IN(1-0)A,

obviamente ciertas para cada b € A. O]

Aunque las hipétesis del Corolario 3.17 se verifiquen au-
tomédticamente cuando se disfruta de la propiedad asociativa,
dichos requerimientos no son superfluos como vamos a mostrar
en los siguientes ejemplos.

A continuacién probamos que el Rad(I) puede no ser un
ideal del dlgebra A. Posteriormente veremos un ejemplo en el
que las igualdades (3.1) no se verifican. Es por ello que si el
ideal I no cumple los requerimientos necesarios, entonces los
conjuntos Rad(I) y Rad(.A) N I pueden no estar relacionados.

Ejemplo 3.19 Consideremos el dlgebra compleja A generada
por el conjunto {a,b,c} con la tabla de multiplicar siguiente:

|

:

QIO OO

a

S|
QOO

Sea I = Ca @ Cb. Vemos que I es un ideal de A. Consideremos
ahora el subespacio Cb que es trivialmente un ideal de /. Todo
elemento \b € Cb es un elemento cuasi-invertible en I, con
cuasi-inverso el elemento —\b, por lo que Cb C q — Inv([). Por
la Proposicién 3.13, se tiene que Cb C Rad([/). Ademds, puesto
que a ¢ Rad(I) (dado que I(1 —a) = {0} de donde a ¢ C({)),
deducimos que Rad (/) = Cb. Sin embargo, Cb no es un ideal de
A, pues c¢b = a ¢ Cb. No obstante, vamos a ver que Rad (/) estd
estrictamente contenido en Rad(.A) N1, dado que Rad(A) = A.
Para ello, nétese que si A\, u,v € K, siendo v # 0, entonces se
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tienen las igualdades

(Aa + pb + )., A
(Aa + pb+ ~c) = A

der

De este modo, ningtin ideal propio de A contiene a un elemento
de la forma Aa+ pub+~yc con v # 0. Pero entonces .4 no contiene
ningin ideal modular por un lado propio, M, puesto que si la
unidad modular de M es u = aa + Bb + dc, para convenientes
a, 3,6 € C, entonces M contendria a alguno de los siguientes
elementos

cl—u) = ¢(l—aa—pb—dc)=c—ab—(B+0d)a
(1-u)e = (1—aa—pb—dc)c=c—da.

Por tanto:
A = Rad(A);., = Rad(A) 4, = Rad(A).
Nétese también que a € Rad(A) N1, y sin embargo a ¢ C(I)

pues I(1 —a) = 0 (de hecho, I(1 — (a + Bb)) = {0} para todo
f € C). En definitiva, concluimos que

Rad(I) = Cb C I = Rad(A) N1,

aunque
I =Rad(A) NI ¢ Rad(I) = Cb.

(]
A continuacién vemos un ejemplo que muestra que Rad(7),

esto es, el radical de un ideal I de un algebra A, tampoco tiene
por qué estar contenido en Rad(A) N 1.
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Ejemplo 3.20 Sea A el algebra compleja generada por
{a,b,c,d,u} con la siguiente tabla de multiplicacién:

[alblc]d]u]
allal0]0]0]a
b|b|0|0]0]|D
cllbla|0|0]0
d|0lu|0]|d]|O
ul0[0|0]0]|uw

Obsérvese que I = Ca ® Cb @ Cu es un ideal de A. Denotemos
por (b), el ideal generado por b, relativo al ideal I (respecti-
vamente por (b) el ideal relativo al édlgebra A). Es inmediato
comprobar que (b); = Cb es un ideal cuasi-invertible en I, es
decir Cb C q — Inv(/), y en consecuencia Cb C Rad(/). Por
otra parte, vemos que u € (b), de modo que Cb no es un ideal
de A. De las relaciones:

a(l—u) = 0
b(l—u) = 0
c(l—u) = ¢
dl—u) = d
u(l—u) = 0

se comprueba sin dificultad que:
(A(1 —u));,, = Cc® Cd # A.

En virtud del Teorema 3.15, esto significa que u ¢ Rad(.A), por
lo que (b) no esta contenido en Rad(.A), y asf b no pertenece a
Rad(.A). Se concluye que Rad(I) ¢ Rad(A) N 1. ]

Una sencilla aplicacién conjunta del Teorema 3.15 y del
Corolario 3.17 es la siguiente:
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Corolario 3.21 Si A es un dlgebra y A, es su unitizacion, en-
tonces

Rad(A) =Rad(A,).

En consecuencia A; es semisimple si, y soélo si, A lo es.

Demostracién. Rad(.A) es un ideal de A; (de hecho cualquier
ideal de A lo es), por lo que en virtud del Corolario 3.17,

Rad(A) CRad (A;).

Supongamos que a € A es tal que a + 1 € Rad(A;). En-
tonces, por el Teorema 3.15 tendriamos que A; = (A a) izg s 1O
que es una contradiccién. De aqui se deduce que Rad(A;) C A,
y, en consecuencia, Rad(A;) = Rad(A;)N.A C C(A), de donde
Rad(A;) C Rad(A). Por consiguiente Rad(A) =Rad(A;). O

Establecidas las propiedades fundamentales de naturaleza
algebraica que tiene el radical, concluimos la Seccién con otra
propiedad esencial, de carédcter topoldgico, que se obtiene como
consecuencia inmediata de la Proposicién 1.14.

Proposicion 3.22 Fl radical de un dlgebra normada completa
A es un ideal cerrado de A.

3.5 La semisimplicidad y la m-semisim-
plicidad

Siguiendo la pauta marcada por la teoria espectral asociativa,
hemos establecido en la Definicién 3.5 que un dlgebra (no nece-
sariamente asociativa) es semisimple cuando su radical de Ja-
cobson es igual a cero. Pero la teoria espectral cldsica también
provee caracterizaciones analiticas del radical de Jacobson, y
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en concreto, nos permite expresar el radical en términos del es-
pectro. Como T. Palmer afirma en [61, p. 189] (véase también
[61, Theorem 4.3.6] y [13, Proposition I11.25.1]),

[...] el radical de Jacobson [de un &lgebra de Banach]
puede ser descrito como el mayor ideal en el que el radio
espectral de cada elemento es idénticamente cero.

Recordemos que en ambiente normado, los elementos cuyo
radio espectral es cero se denominan cuasi-nilpotentes o
topolégicamente nilpotentes. Por tanto, el radical de Jacob-
son de un algebra de Banach es el mayor ideal cuasi-nilpotente
del dlgebra. En el caso particular de que el dlgebra de Banach
considerada sea conmutativa, la Teoria de Gelfand nos permite
dar un paso mds y afirmar directamente que el radical del dlge-
bra coincide con el conjunto de los elementos cuasi-nilpotentes
(véase, por ejemplo, [13, Corollary 11.17.7]).

En cualquier caso, lo que es claro es que un dlgebra de
Banach es semisimple cuando {0} es su tnico ideal cuasi-
nilpotente.

Hasta ahora disponemos de una definicién de espectro
(Definicién 1.21) que generaliza a la del caso asociativo, que
hemos denominado m-espectro. Dado que esta definicién viene
acompanada de la correspondiente nocién de radio espectral,
llamado aqui radio m-espectral, la reflexiéon anterior motiva los
planteamientos que vamos a hacer a continuacién.

Recordemos que si A es un édlgebra (no necesariamente aso-
ciativa), el radio m-espectral de a € A se ha definido como

pla) :=sup{|A|: A € onn(a)},

donde 07} (a) denota el m-espectro de a (cuando oA (a) = @, se
define p(a) := 0). Conviene hacer también la observacién de que
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si A es normada entonces el conjunto oA (a) no es vacio para

ningin a € A. Si ademds A es completa, entonces el supremo
anterior es de hecho un méximo, cuyo valor es

pla) = max { Tim | L2]*, Tim [[R2]|" },
como se probo en la Proposicion 1.27.

Hechas las consideraciones anteriores, nos disponemos a
establecer un nuevo concepto de «semisimplicidad», la m-
semisimplicidad, que estd en total consonancia con lo que
sucede en el caso asociativo, y que definimos a continuacion.

Definicion 3.23 Diremos que un dlgebra A es m-semisimple
si {0} es el tinico ideal contenido en {a € A : p(a) = 0}, esto
es, el conjunto de todos los elementos de A que tienen radio
m-espectral igual a cero.

De esta manera tenemos establecidos, para las dlgebras no
asociativas, los conceptos de semisimplicidad (Definicién 3.5)
y de m-semisimplicidad (definicién anterior). En el caso parti-
cular de que tengamos un dlgebra asociativa, ambos conceptos
son idénticos, y configuran el de semisimplicidad cldsico.

En la siguiente proposiciéon comparamos los conceptos alu-
didos anteriormente. Después constataremos que, mas alld de la
asociatividad, la m-semisimplicidad es, en general, una condi-
cion estrictamente més débil que la de simplicidad.

Proposicion 3.24 Si A es un dlgebra semisimple, entonces A
también es m-semisimple.

Demostracién. Supongamos que A no fuese m-semisimple. En
tal caso debe existir un ideal no cero de A, llamémosle ), con-
tenido en el conjunto {a € A : p(a) = 0}. Consecuentemente,
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1 ¢ 0 (a), para cualquier a € @, de donde los operadores L, — I
y R,—I son biyectivos, es decir, invertibles en £(.A), luego exis-
ten T'y S en L(A) tales que (L, — )T =1y (R,—1)S = 1.
Esto significa que T'(a) es un cuasi-inverso por la derecha de a,
mientras que S(a) es un cuasi-inverso por la izquierda de a, lo
que muestra que ) es un ideal cuasi-invertible. Por la Proposi-
cién 3.13, concluimos que @) C Rad(.A) = {0}, llegdndose a una
contradiccion. 0

La inclusién que detalla la Proposicién anterior puede ser
de hecho estricta, como se muestra en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.25 Consideremos el dlgebra compleja A generada
por {a,b,c} cuya tabla de multiplicar es la siguiente:

\abc
allal0]0
bl10|0
cl||0]lala

Se tiene en particular que (a). = Ca® Cb, como se deduce de

las siguientes igualdades:

12q

(wa + b+ vc)a = aa+ pb,
(va+ Bb+yc)b = ~a.

Similarmente (a),.,. = Ca puesto que a(aa + b+ vc) = aa.
En consecuencia, el ideal generado por {a} es (a) = Ca & Cb.
En el Teorema 3.15 probamos que Rad(A) es el mayor ideal
contenido en el conjunto:

fwe A (A1 —w)), = A= {1 -w)d),,}. (33

Como ¢ — c¢(aa + Bb) = ¢ — Ba, c(c — Pa) = a, y ba = b, se
obtiene que

izq

(A(1 = (aa + b))
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Similarmente b — (aa + 8b)b = b, ¢ — (aa + Bb)c = ¢, y ¢* = a,
luego
(1= (aa+pb)A), = A
Esto prueba que el ideal generado por {a} estd contenido en el
conjunto (3.3), luego a € Rad(.A) y por tanto A no es semisim-
ple.
Por otra parte, afirmamos que

CbUCc={ue A:p(u) =0}, (3.4)

der

lo que probaria que A es m-semisimple, dado que a pertenece
tanto al ideal generado por {b} como al generado por {c}
(puesto que ¢b = a), lo que muestra que estos ideales no es-
tan contenidos en Cb U Cc, y en consecuencia {0} es el tinico
ideal contenido en el conjunto de los elementos de A que tienen
radio m-espectral igual a cero.

Para probar la afirmacion realizada, nétese que si 5y «v son
mimeros complejos no nulos, entonces las raices de la ecuacién
A — X\ + By = 0 son precisamente los valores propios del ope-
rador Lq4gp4qe, ¥ PO tanto

oim(a+ Bb+~c) #{0}.

Similarmente, o7t (a + #b) # {0} cuando 3 # 0, mientras que
ol (a + vb) # {0} si v # 0, puesto que 1 se encuentra en
ambos espectros. Asimismo, 1 es un valor propio de L,, de
donde o7} (a) # {0}. De otra parte, si o # 0, entonces

(Lb+ac + \/EI)(\/aa - b) - 07

por lo que o7t (b + ac) # {0}. Finalmente, es ficil comprobar
que

o(b) = opa(c) = {0},
pues los operadores Ly, — A, Ry — A, L. — A\ y R. — Al son
biyectivos para cualquier A # 0, mientras que L, y R. no lo
son. La afirmacién (3.4) queda asi probada. L]
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3.6 El radical de Brown-McCoy, o ra-
dical fuerte

En ambiente asociativo-conmutativo, la Teorfa de Gelfand
muestra la relevancia del ideal dado por la interseccién de los
ideales modulares maximales, ideal que se denomina radical
fuerte o de Brown-McCoy, por mds que en dicho marco, éste no
sea otra cosa que el radical de Jacobson. Pero resulta que, si
se pierde la conmutatividad, entonces el radical fuerte contiene
al radical de Jacobson, pudiéndolo hacer estrictamente (véanse
los ejemplos dados en [13, Section 4.8]).

Como el radical fuerte se puede definir literalmente sin la
restriccion de la asociatividad, a continuacién lo establecemos
formalmente para dlgebras en general.

Definicién 3.26 Sea A un dlgebra. Definimos el radical fuerte
o radical de Brown-McCoy de A, como la interseccién de todos
los ideales modulares maximales bildteros de A. Este conjunto
serd denotado por s — Rad(A).

Diremos que el dlgebra A es fuertemente semisimple, si

s — Rad(A) = {0}.

En el caso de que A carezca de ideales modulares maximales
definiremos el radical fuerte como s — Rad(A) = A y diremos
que A es Brown-McCoy radical.

El radical fuerte fue definido (para dlgebras asociativas) en
1947 por B. Brown y N. H. McCoy, en [15], en términos de
lo que hoy se denominan ideales débilmente cuasi-invertibles o
débilmente cuasi-regulares®. Sin embargo, la nocién de dlgebra
fuertemente semisimple fue establecida de forma independiente

6La manera de definir estos conceptos puede verse en [61, Definition
4.5.5].
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en [73] por L. E. Segal, en el ano 1941, si bien el término «fuerte-
mente semisimple» no serfa acufiado’ hasta 1947 por el propio
Segal en [74] (para mds detalles véase [61, §4.5]). En este ul-
timo articulo, Segal demuestra que el radical de Brown-McCoy
de un dlgebra de Banach resulta ser cerrado, y posee miiltiples
bondades.

Mis alla del marco conmutativo, el radical fuerte manifiesta
una naturaleza distinta a la del radical de Jacobson pues, como
dice T. Palmer en [61, p. 490]:

«FEl radical de Jacobson de dlgebras de Banach fami-
liares es usualmente una porcion patolégica. Esto no es
cierto para el radical fuerte».

Tan reveladora es la afirmacién de Palmer que, por ejemplo,
si H es un espacio de Hilbert separable, entonces el radical
fuerte de L(H) es el ideal de los operadores compactos. Es obvio
que el sentido original del radical de Jacobson para &dlgebras
asociativas, se pierde totalmente en el caso del radical fuerte.

El radical fuerte de un dlgebra no necesariamente asocia-
tiva A, es un ingrediente fundamental para el estudio de la
continuidad automética de los homomorfismos entre dos &dlge-
bras normadas completas, en alusién directa al célebre teorema
de Rickart sobre la continuidad automética de homomorfismos
de rango denso. Es por ello que la definicién anterior serd tenida
en cuenta durante el Capitulo 5, asi como las consideraciones
sobre el caso real que se abordan alli también.

"De hecho, en [73] se establece que un 4lgebra unital es «semisimple»
si sus ideales maximales tienen interseccién igual {0}.
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Parte 11l

Continuidad automatica de
homomorfismos
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CAPITULO 4

El radical, el m-espectro y
la continuidad de los
homomorfismos
sobreyectivos

Nuestro préximo objetivo serd mostrar que la asociatividad es
una propiedad superflua en el clésico teorema de Johnson [40]
que asegura la continuidad automaética de cualquier homorfismo
sobreyectivo 0 : A — B entre dos dlgebras de Banach A y B,
cuando el dlgebra B es semisimple (véase también [21, Theorem
5.1.5] y [61, Theorem 6.1.3]).

En ambiente no asociativo, hemos definido el radical de Ja-
cobson como la interseccién de los ideales primitivos del dlgebra
(al igual que en el caso asociativo). Sin embargo, hemos visto
que la propiedad de la semisimplicidad de un algebra B (es de-
cir, que su radical de Jacobson sea cero) puede debilitarse hasta
la propiedad de la m-semisimplicidad (esto es, que el conjunto
{b € B: p(b) = 0} no contenga ideales no nulos de B). Nos
proponemos aqui obtener la correspondiente generalizacion no
asociativa del teorema de Johnson en ambos casos. Como con-
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41

Fig. 4.1: Barry Johnson.

secuencia tendremos garantizada la unicidad de la topologia
de la norma de las dlgebras semisimples y m-semisimples. Ello
muestra que, con los mismos ingredientes del caso asociativo
(es decir, con las extensiones naturales de los conceptos involu-
crados en la teoria clésica), y siguiendo un camino adecuado,
es posible llegar igualmente a buen puerto sin la constriccién
de la asociatividad.

En cuanto al «camino a seguir», conviene resaltar el in-
terés metodolégico del mismo, por cuanto que las pruebas que
aqui aportamos descansan exclusivamente sobre algunas con-
sideraciones algebraicas bédsicas relativas a los ideales, y sobre
las propiedades elementales del m-espectro. Por tanto, vamos
a trabajar con los ingredientes mdas simples y naturales de la
teorfa espectral, para obtener resultados relevantes como los
referidos, que ponen de manifiesto que no hay necesidad de
asumir la asociatividad en ellos, sin alejarse conceptualmente
de la teorfa clésica.

4.1 Consideraciones algebraicas

Para poder acometer nuestro objetivo, necesitamos establecer
previamente algunos resultados de interés relacionados con los
ideales de un dlgebra. El primero de ellos es el siguiente.
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Lema 4.1 Dada un dlgebra A, sea I un ideal de A y sea M
un ideal modular por un lado maximal de A. Si P es el mayor
ideal contenido en M, entonces o bien I C P o I/M = A/M.

Demostraciéon. Como, o bien I C P, o de lo contrario se tiene
que I/P # {0}, para probar el resultado vamos a suponer que
I/P # {0} con el fin de demostrar que, entonces, necesaria-
mente es [ /M = A/M. Observemos que I /M # {0} (de no ser
asf, [+ P serfa un ideal de A contenido en M, luego P = [+ Py
por lo tanto I/P = {0}, lo cual es una contradiccién). Como [
no estd contenido en M, por la maximalidad de M tenemos que
A =1+ M. En consecuencia, si M € M,,, ysi A(1—u) C M,
entonces al ser u = ug+m, para algin ug € I y m € M, se tiene
que u+ M =wug+ M € I/M y por tanto, para cada a € A, se
tiene que a — au y a(u — ug) pertenecen a M, luego

a+M=au+ M =aug+ M e AI/M C I/M.

Similarmente, si M € Mgy, vy (1 — u)A C M, entonces resulta
que a + M = wpa + M pertenece a [A/M C I/M. De esta
manera A/M = I /M, como desedbamos probar. O

Nos proponemos ahora estudiar la relacién que existe entre
los ideales maximales modulares unilaterales de un algebra real
A y los de su complexificacién, Ac, asi como la relacién exis-
tente entre los ideales primitivos de ambas dlgebras. En lo que
sigue, conviene tener presente que todo elemento u € Ac¢ se
expresa de manera tunica de la forma u = a+ib donde a,b € A.

Comenzamos haciendo la siguiente observacién:

Lema 4.2 Sea A un dlgebra real y sea Ac su complexificacion.

1. Si M es un ideal modular por la izquierda, por la derecha
o bildtero de A, respectivamente, entonces M +iM es un
ideal de Ac¢ del mismo tipo.
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2. Si N es un ideal modular por la izquierda, derecha o
bildtero, respectivamente, de Ac entonces Re(N) es un
ideal de A del mismo tipo, donde

Re(N) :={a € A: existe b € A tal que a + ib € N}.

Ademéds N C Re(N) +iRe(N).

Demostracion. Para probar la primera afirmacion, nétese que
si M es un ideal por la izquierda, derecha o bildtero, respecti-
vamente, de A entonces M + iM es un ideal de A¢ del mismo
tipo, y que si u es una unidad modular por la derecha de M,
entonces también lo es de M + ¢M dado que

(a+1ib)—u(a+ib) = a—ua+i(b—ub) € M+ilM, (a,b e A).

Se razona de igual manera para las unidades modulares por la
izquierda.

La segunda afirmacién se deduce del hecho de que si N es un
ideal por la izquierda, derecha o bildtero, respectivamente, de
Ac entonces Re(V) es un ideal de A del mismo tipo. Asimismo,
si u+1iv es una unidad modular por la derecha (resp. izquierda)
para N, entonces u es una unidad modular por la derecha (resp.
izquierda) para Re(NV). Finalmente, si a + ib € N, entonces se
tiene que b — ia = —i(a + ib) € N, y en consecuencia

a+ib € Re(N) +iRe(N),
lo que prueba que N C Re(N) +iRe(N). O

La siguiente Proposicién nos muestra la manera de obtener
ideales primitivos en Ac a partir de ideales primitivos de A.

Proposicion 4.3 Sea A un dlgebra real y sea Ac su complexi-
ficacion.
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1. Si M es un ideal modular izquierdo (resp. derecho o
bildtero) maximal de A, entonces M + iM es un ideal
del mismo tipo de Ac.

2. Si P es un ideal primitivo de A entonces P + iP es un
ideal primitivo de Ac.

Demostraciéon. Para probar el resultado razonaremos sobre los
ideales por la izquierda. Para el caso de los ideales por la
derecha y el de los ideales bildteros argumentamos de igual
manera. Para demostrar la primera afirmacién, por el lema an-
terior, s6lo hemos de ver que si M es un ideal modular maximal
por la izquierda, entonces M + iM (que es un ideal modular
por la izquierda de Ac¢) también es maximal. Si no lo fuese,
M +iM estarfa contenido en un ideal modular maximal por la
izquierda de Ac, que denotamos por N. Por el lema anterior
Re(N) es un ideal modular por la izquierda de A que con-
tiene a M. Por la maximalidad de M tenemos que Re(N) = M
(puesto que Re(N) ha de estar contenido propiamente en Ac).
Pero entonces, también por el lema anterior,

N CRe(N)+iRe(N) =M +iM,

lo que probarfa por maximalidad que N = M + i M.

La segunda afirmacién se deduce del hecho de que si P
es el mayor ideal contenido en un ideal modular maximal por
la izquierda, M, del dlgebra A, entonces P + iP es un ideal
contenido en el ideal modular maximal por la izquierda M +iM.
Asimismo, si existiese un ideal () del dlgebra Ac tal que

P+iPCQCM+iM,

tendriamos que Re(Q) es un ideal de A que contiene a P y que
estd contenido en M, por lo que Re(Q)) = P y en consecuencia
@ = P+iP,luego P+iP es el més grande ideal de A¢ contenido
en M +iM. OJ
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A partir del resultado anterior, se deduce sin dificultad este
otro, que relaciona el radical de un &lgebra real con el de su
complexificada.

Corolario 4.4 Si A es un dlgebra real, entonces
Rad(Ac) C Rad(A) + i Rad(A).

En consecuencia, si A es semisimple entonces su complexifi-
cacion Ac también es semisimple.

4.2 Consideraciones analiticas

Deseamos probar que si A y B son dlgebras normadas comple-
tas siendo el dlgebra B semisimple, entonces todo epimorfismo
0 : A — B es automdticamente continuo.

A partir de las consideraciones algebraicas vistas en la
seccién anterior, procedemos al tratamiento analitico del pro-
blema, que vamos a basar en las propiedades del m-espectro.

Puesto que el espectro de un operador, y por tanto el m-
espectro de un elemento en un dlgebra, son nociones enraizadas
en el caso complejo!, vamos a comenzar reduciendo el problema
que nos ocupa al caso complejo, para hacer un uso cémodo y
natural del m-espectro.

Para ello recordamos que, como se establecié en la Seccién
1.5, la complexificacién Ac¢ de un algebra normada real A puede
dotarse de una norma de dlgebra, que extiende a la de A, de
manera que Ac es completa si y solo si lo es el dlgebra A. Por
otro lado, si A y B son élgebras reales y si § : A — B es
un epimorfismo, entonces la aplicacién 0¢ : Ac — Bc dada por

'La definicién de espectro de un operador, y de m-espectro de un ele-
mento en un dlgebra, en el caso real se remite a la complexificacion.
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Oc(a+1ib) = 6(a)+i6(b), para cualesquiera a, b € A, es también
un epimorfismo, que serd continuo si y sélo si 0 lo es. Ademas,
por el Corolario 4.4, si el dlgebra B es semisimple tendremos que
el dlgebra B¢ también lo es. Concluimos pues que, resuelto el
problema en el caso complejo, lo tendremos igualmente resuelto
en el caso real.

Puesto que no es restrictivo restringise al caso complejo, en
lo que sigue, supondremos que el cuerpo base de las dlgebras
consideradas es K = C, hecho que consideraremos sin previo
aviso.

Recordemos que si X es un espacio normado complejo en-
tonces L(X) denota al dlgebra de todos los operadores lineales
y continuos T : X — X, y que 04,(7T) representa al espectro
sobreyectivo de T

A continuacién codificamos un resultado muy sencillo que,
sin embargo, serd de gran utilidad para nuestras considera-
ciones.

Proposicién 4.5 Sean X e Y espacios vectoriales complejos,
yvseanT : X — X, ¢ : X - Y, yR:Y — Y aplicaciones
lineales, tales que ¢I' = R¢. Si ¢ es sobreyectiva, entonces
0su(R) C o5 (T).

Demostracion. Como ¢T = R¢ tenemos que
(T — M) = (R—A)¢,

para cada A € C. Por la sobreyectividad de ¢ tenemos que
si A € C es tal que la aplicacién (T' — AI) es sobreyectiva,
entonces también lo es ¢(T" — M), y de ahi que (R — A)¢, y
en consecuencia (R — AI), sean aplicaciones sobreyectivas. Esto
muestra que o4,(R) C 04,(T), como queriamos. O

El siguiente resultado establecido en [67, Lemma 1.1], que
es una adaptacion de [6, Theorem 1]. Recordamos que si a es un
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elemento de un élgebra asociativa, entonces p(a) denota indis-
tintamente tanto al radio espectral como al radio m-espectral
de a, puesto que ambos coinciden (al igual que ocurre con el
espectro y el m-espectro de a). Como es habitual, si U es una
aplicacién lineal entre dos espacios normados, el subespacio
separador de ¥ serd denotado por s(V).

Lema 4.6 Sean A y B dlgebras asociativas normadas comple-
jas y ¥ : A — B una aplicacién lineal sobreyectiva tal que
p(¥(a)) < p(a) para cada a € A. Entonces p(b) = 0, para cada
bes(V).

En términos del espectro sobreyectivo establecemos el si-
guiente resultado.

Lema 4.7 Sean X e Y espacios de Banach complejos. Sean
M(X) y M(Y) subdlgebras de L(X) y L(Y'), respectivamente.
Sea ® una aplicacién lineal de M (X) sobre M(Y) tal que
0su (P(T)) C 04, (T), para cualquier T' € M(X). Entonces
o(R) = {0} para cada R € s(®).

Demostracién. Si @ : M(X) — M(Y) es tal que oy, (P(T")) C
osu (T') entonces, por la Proposicion 1.28, se tiene que
p(®(T)) < p(T), para cada T" € M(X). Por el lema anterior
o(R) = {0}, para cada R € s(P) O

La notacién introducida en el lema anterior no es fortuita,
y estd orientada a contextualizar dicho lema para aplicarlo en
el ambiente que muestra la siguiente definicion.

Definicion 4.8 Sea A un dlgebra. El algebra de multipli-
cacion M (A) del dlgebra A se define como la subdlgebra de
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L(A) generada por {I}U{L, : a € A}U{R, : a € A}, donde L,
v R, denotan a los operadores de multiplicacion por la izquierda
v por la derecha, respectivamente, por el elemento a € A, e |
representa, como es habitual, la identidad en L(A).

Lema 4.9 Sean A y B dlgebras normadas completas, y sea
0 : A — B un epimorfismo. Entonces, para cada b € s(f),
se verifica que 04,(Ly) = 04,(Ry) = {0}.

Demostracién. Sea 6 : M(A) — M(B) la tnica aplicacién li-
neal entre las dlgebras de multiplicacién asociadas a A y a
B, tal que (1) = I, 0(La) = Lgwy v 0(Rs) = Rg(a). Por la
sobreyectividad de 6, la aplicacién 0 estd bien definida y es
también sobreyectiva. Ademads, 0L, = Ly, 0 = 0(L,) 0 y tam-
bién R, = Roga) 0 = O(R,) 0, y obviamente 10 = 61. En con-
secuencia, 0(T)60 = 0T para cada T € M(A), luego por la
Proposicién 4.5, tenemos que oy, (/H\(T)> C 04 (T) para cada

T € M(A). Por el Lema 4.7 se obtiene que o4,(R) = {0}, para
todo R € s(0) (recordamos que estamos en ambiente complejo).
Como para todo b € s(0) se tiene que Ly, y R, pertenecen a s(6),

se concluye que o, (Ly) = 04,(Ry) = {0}, como se deseaba. [

Lema 4.10 Sea B un dlgebra normada, sea M un ideal por
un lado cerrado y sea by € B. Las siguientes afirmaciones se
verifican:

(a) Si M es un ideal por la izquierda y si LbBO/M € L(B/M) es
el operador dado por LbBO/ M(b + M) = byb+ M, para todo

b € B, entonces o, <LbBO/M> C 0u (Lpy) -
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(b) Si M es un ideal por la derecha y si REO/M € L(B/M) es

el operador dado por RSO/M(b + M) = bby + M, para todo

b € B, entonces o, (RbBO/M> C o5 (Ryy) -

Demostracién. Sea w : B — B/M la proyeccién canénica. Si

M es un ideal por la izquierda, como waO = Lfo/ M7r, de la

Proposicién 4.5 se deduce que oy, (Lfo/ M> C 04y (Ly,), hecho

que prueba (a).
Similarmente, si M es un ideal por la derecha, entonces
O su (RbBO/M> C 04 (Ry,) , como se dice en (b). O

Los resultados anteriores nos servirdn para mostrar la anun-
ciada generalizacién no asociativa del Teorema de Johnson, en
términos del radical introducido en la Definicién 3.5, y méds
concretamente de la nocién de semisimplicidad a él asociada.

Teorema 4.11 Cualquier homomorfismo 0 : A — B sobreyec-
tivo, de un dlgebra normada completa A sobre un dlgebra nor-
mada completa semisimple B es continuo.

Demostracién. Supongamos que A tiene unidad. Entonces B
también tiene unidad, que notaremos por e. Sea by € s(0).
Tenemos que o4, (Ly,) = {0} por el Lema 4.9, y por el Lema

4.10 que asu(LbBO/M) = {0}, para cada M € M,,,. Por tanto

LbBO/ M 1o es sobreyectivo, por lo que e ¢ by + M. Similar-
mente, si M € Mg, entonces asu(RbBO/ M) = {0} de donde
se deduce igualmente que e ¢ by + M. En consecuencia, si
M € M. U Mge,, se tiene que e ¢ s() + M, lo que mues-
tra que s(0)/M # B/M. Por tanto, del Lema 4.1 obtenemos
que s(d) C P para cualquier ideal primitivo P, por lo que
s(0) C Rad(B) = {0}. Por el teorema de la grifica cerrada, se
concluye que 6 es continuo.
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Si A no tuviese unidad, entonces podemos considerar el epi-
morfismo 6, : A; — B; dado por 6;(a+ A1) = 6(a)+ A1. Como
antes, tenemos que s(f;) C P;, para cualquier P, € Pg,, de
donde s(f;) C Rad(B;). Por el Corolario 3.21, concluimos que
s5(0) C s(0,) = {0}. Por el teorema de la gréfica cerrada, de-
ducimos también en este caso que 6 es continuo. [l

El siguiente resultado es precisamente [40, Theorem 2] pero
sin el requerimiento de la asociatividad.

Corolario 4.12 Las dlgebras normadas completas semisimples
tienen unicidad de la topologia de la norma completa.

Una aplicacion sencilla del resultado anterior se muestra a
continuacion.

Ejemplo 4.13 Consideremos la K-dlgebra B & A donde B es
cualquier K-dlgebra infinito-dimensional simple con unidad, y
A es la K-élgebra generada por {e, a, b, c} cuya tabla de multi-
plicacién estd dada por

[ealb]c]
ellelalb]|0
allalalalb
blblal|c|c
cleclal|0]e

(nétese que la tabla anterior corresponde al dlgebra del Ejem-
plo 3.8, y por tanto el dlgebra A es semisimple). Consideremos
en B@® A el producto dado por (by+a;) (ba+as) := b1ba+ajas,
para cualesquiera b;+ay, bo+ay € BP A. Este dlgebra se puede
dotar de la norma de dlgebra dada por ||b+ al| := [|b]| + ||a,
para cada b+a € B ® A. Entonces B ® A posee una tnica
topologia de la norma completa, pues B & A es semisimple. De
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hecho, un ideal modular maximal por la izquierda es B ¢ Ka,
por lo que B @ {0} es un ideal primitivo de B & A. Asimismo
{0} ® A es un ideal bildtero (obviamente modular) maximal de
B @ A cuya interseccién con B & {0} es cero, lo que prueba la
semisimplicidad de B @& A (téngase presente de nuevo la con-
veniencia de considerar los ideales modulares maximales por la
derecha en el sentido del Comentario 3.7). Nétese que la semi-
simplicidad de B & A se deduce también de forma inmediata
del Corolario 3.18, teniendo en cuenta que cualquier ideal de A
o de B (y en particular el radical de alguna de esas dlgebras)
es un ideal de B & A. ]

El radical de Jacobson de un dgebra de Banach se formula
equivalentemente tanto en términos de los ideales primitivos
como en términos de los elementos cuasi-nilpotentes, siendo las
algebras semisimples aquellas que tienen radical de Jacobson
igual a cero, en cualquiera de las formulaciones que la asociativi-
dad nos permite hacer de este hecho. Como argumentdabamos
en la Seccién 3.5, esta doble consideraciéon de la naturaleza del
radical, en el caso no asociativo, daba lugar a los conceptos
de semisimplicidad (Rad(A) = {0}) y de m-semisimplicidad
(ausencia de ideales cuasi-nilpotentes no nulos), siendo el tl-
timo de ellos una debilitacién del primero (véase la Proposicién
3.24 y el Ejemplo 3.25).

Las herramientas analiticas que hemos establecido nos per-
miten probar con comodidad la siguiente generalizaciéon del
Teorema de Johnson, que mejora a la obtenida en el Teorema
4.11, puesto que la m-semisimplicidad es una hipétesis menos
restrictiva que la semisimplicidad.

Teorema 4.14 Si A y B son dlgebras normadas completas,
reales o complejas, siendo B m-semisimple, entonces todo epi-
morfismo 0 : A — B es continuo.
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Demostracién. En el caso complejo, sea s(6) el subespacio se-
parador de 6. Por el Lema 4.9, teniendo en cuenta el Corolario
1.24 y la Proposicién 1.28, tenemos que:

s(0) C {be B p(b) =0} (4.1)

Finalmente, por la m-semisimplicidad de B y por el teorema de
la gréfica cerrada se obtiene la continuidad de 6.

En el caso real, aplicando el Lema 4.9 al epimorfismo 6¢
obtenemos que 05¢(Ly) = oB¢(R,) = {0}, para cada b € s(6),
de donde se deduce que igualmente que o(Ly) = o(R,) = {0},
por definirse el espectro en caso real en términos de la complexi-
ficacién del dlgebra. Es por ello que o8 (b) = {0}, para cada
b € 5(0), obteniéndose de nuevo la inclusién (4.1), a partir de

la cual concluimos la prueba razonando como antes. O]

Observemos que el Teorema 4.11 puede obtenerse también
como corolario del Teorema 4.14 y la Proposicién 3.24.

La ventaja del Teorema 4.14, més alld de que es vélido para
un rango de &lgebras mas amplio que las del Teorema 4.11,
reside en el hecho de que resulta muy cémodo y facil de aplicar,
pues determinar los elementos cuyo radio espectral es cero no
suele ser una tarea complicada, dentro del grado de dificultad
en el que trabajamos. El siguiente ejemplo sirve para justificar
nuestra afirmacion.

Ejemplo 4.15 Sea B = ¢;(N), el dlgebra compleja de las series

> Baen, tales que > |B,| < oo, provista del unico producto
n>1 n=1
que se deriva de las siguientes igualdades:

enem = 0, sin#m,
2 en + €n+1
e, = ——.
2

Se comprueba sin dificultad que B es un dlgebra normada com-

pleta, provista de la ¢;-norma. Para cada b= > e, en B, no
n=1
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nulo, sea

ko := min{n € N : g, # 0}.

B
Entonces =2 € o5 (b) puesto que ey, no se encuentra en el rango

del operador L; — %I . Esto prueba que B es m-semisimple.
Por tanto, cualquier homomorfismo sobreyectivo de un dlgebra
normada completa en B es automédticamente continuo. En par-
ticular, B tiene una inica topologia de la norma completa.

]

Como ya se ha indicado en el ejemplo anterior, aplicando
el Teorema 4.14 cuando el homomorfismo considerado sea la
identidad de un &lgebra m-semisimple, se obtiene de manera
obvia la siguiente importante consecuencia:

Corolario 4.16 Todas las dlgebras normadas completas m-
semisimples (reales o complejas) tienen una iinica topologia de
la norma completa.

El Corolario anterior mejora significativamente el Corolario
4.12, y vuelve a evidenciar que la hipétesis de asociatividad
es superflua en el teorema de Johnson sobre la unicidad de la
topologia de la norma completa. Asimismo, este resultado tiene
la gran ventaja de que sus hipétesis son muy faciles de verificar,
siquiera en comparacion con otras, dentro de la complejidad
propia de estos ambientes tan abstractos.



CAPITULO 5

El radical fuerte, el
m-espectro y la continuidad
de los homomorfismos de
rango denso

Nos proponemos ahora estudiar la continuidad automatica de
un homormorfismo arbitrario (no necesariamente sobreyectivo)
0 : A — B entre dos dlgebras normadas completas A y B.
Como quiera que el homomorfismo 6 puede verse como un ho-
momorfismo de rango denso 0 : A — 0(.A), entre las algebras
de Banach A y By := 0(A), resulta que el problema que nos
ocupa puede enunciarse en los siguientes términos:

Si A y B son dos dlgebras normadas completasy 6 : A — B
es un homomorfismos de rango denso jes 6 automdticamente
continuo?

Como se dice en [21], el problema bésico de la continuidad
automadtica consiste en dar condiciones algebraicas sobre A y
B que aseguren la propiedad topolégica de que cualquier homo-
morfismo 6 : A — B sea necesariamente continuo. El resultado
cldsico mds importante en relacién con la continuidad de los

107
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homomorfismos de rango denso es el célebre teorema de C. E.
Rickart, de 1960, que afirma que cualquier homomorfismo de
rango denso 0 : A — B de un dlgebra de Banach A en un &l-
gebra de Banach fuertemente semisimple B es continuo (véase

[21, 61, 64]).

Recordemos que el radical fuerte de un dlgebra asociativa
B, representado por s — Rad(B), se define como Ia intersec-
ciéon de todos sus ideales modulares maximales bildteros, y
que un &lgebra (asociativa) B es fuertemente semisimple si
s — Rad(B) = {0}. Obsérvese que el concepto de semisimplici-
dad fuerte no requiere de la asociatividad del producto definido
en el dlgebra, de ahi que haya podido extenderse literalmente
hasta el contexto de las algebras no asociativas (Definicién
3.26). En consecuencia, es natural preguntarse por el papel que
desempena la asociatividad en el Teorema de Rickart.

Una extensién pionera del teorema de Rickart fue aportada
en 1968 por Balachandran y Rema [9], quienes establecieron que
todo homomorfismo de rango denso de un dlgebra de Jordan
Banach y en un dlgebra de Jordan Banach fuertemente semi-
simple es continuo. Posteriormente, este resultado fue mejorado
en 2003, en [71], donde se muestra la continuidad automética
de los homomorfismos de rango denso 6 : A — B de un dlgebra
normada completa A en un dlgebra de Jordan Banach fuerte-
mente semisimple B. De esta manera se probé que el requeri-
miento de que el dlgebra de origen fuese de Jordan Banach
es superfluo en el mencionado resultado de Balachandran y
Rema. Asimismo, en [71, Section 3] se recopilan todas las gene-
ralizaciones no asociativas del Teorema de Rickart aparecidas
en la literatura hasta ese momento. Como alli puede verse, son
diversas las hipétesis adicionales que podemos suponer en las
algebras involucradas (esto es, en A, y especialmente en B)
que verificindose trivialmente en presencia de asociatividad,
garantizan la continuidad del homomorfismo de rango denso
0 : A — B, supuesto que el dlgebra B sea fuertemente semisim-
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ple. Algunos avances recientes sobre esta cuestién pueden verse
en [78].

Dedicamos este capitulo a establecer nuevas generaliza-
ciones no asociativas del Teorema de Rickart. Codificaremos
también una «patologia» de naturaleza espectral, que cuando
se presenta en la imagen del homomorfismo de rango denso,
fuerza su discontinuidad. Ejemplos de dlgebras en esta situacién
serdn mostrados igualmente.

5.1 Generalizaciones no asociativas del
teorema de Rickart. Formalizacion
del problema

Vamos a comenzar estableciendo formalmente el problema cen-
tral de esta seccién, con el dnimo de indagar qué papel juega
el m-espectro en lo relativo a la continuidad automaética de
homomorfismos de rango denso entre dos dlgebras normadas
completas.

El problema que nos ocupa puede enunciarse en los si-
guientes términos:

Problema 5.1 Sean A y B dlgebras normadas completas sobre
KK=RoC)yseaf: A— B un homomorfismo de rango
denso. Si B es fuertemente semisimple, jes 6 automaticamente
continuo?

Para empezar a centrarnos en esta cuestién, mostramos a
continuaciéon que el problema anterior puede ser reducido al
caso en que las dlgebras A y B involucradas posean unidad,
siendo el dlgebra B simple (resultado que supone un refi-
namiento de [71, Lema 1.2], en lo que respecta a la unidad

de A).
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Proposicién 5.2 Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) Cualquier homomorfismo de rango denso, de un dlge-
bra normada completa en un dlgebra normada completa
fuertemente semisimple es continuo.

(ii) Si.A y B son dlgebras normadas completas con unidad, y
si B es simple, entonces cualquier homomorfismo de rango
denso 0 : A — B es continuo.

Demostracién. La implicacién (i) = (ii) se obtiene del hecho
de que las dlgebras simples son en particular fuertemente semi-
simples. Reciprocamente, supongamos que el enunciado (ii) se
verifica por hipétesis, y sea # : A — B un homomorfismo de
rango denso, de un algebra normada completa A en un dlgebra
normada completa fuertemente semisimple B. Sea M un ideal
modular maximal de B. Por la Proposicién 1.14 se obtiene que
M es cerrado y por tanto B := B/M es un algebra normada
completa simple con unidad. Sea 7 : B — B/M la proyeccién
candnica. Nétese que §:=m0: A— B es un homomorfismo de
rango denso. Si A no tiene unidad, entonces podemos extender
0 a A = A®K1, la unitizacién de A, definiendo ¢, : A; — B
como 01(a + A1) = 6(a) + Xe, para todo a € A, donde e repre-
senta a la unidad de B. Se deduce facilmente que 0 es con-
tinuo precisamente cuando lo sea 6. Por lo tanto, sustituyendo
0: A— B porb;: A — B si fuese necesario porque A no
tenga unidad, se obtiene en cualquier caso que el homomor-
fismo 0 := 70 : A — B es continuo en virtud del enunciado
(ii). En consecuencia, si a,, es una sucesién de elementos de A
tal que a, — 0, entonces A(a,) = 76(a,) — 6(0) = M, lo que
prueba que el subespacio separador s(6) estd contenido en M.
Se concluye asi que s(6) C s — Rad(B) = {0}. Por el teorema
de la gréifica cerrada, 6 es continuo, como querfamos. 0

El resultado anterior nos permite reformular, de manera
equivalente, el problema 5.1 de la siguiente manera:
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Problema 5.3 Sean A y B algebras normadas completas con
unidad, sobre K (K =R o C) tales que B es simple, y sea
6 : A — B un homomorfismo de rango denso. ;Es 6 automati-
camente continuo?

5.1.1 La reduccion del caso real al caso com-
plejo

El objetivo central de este apartado serd probar que en el
Problema 5.1, o equivalentemente en el Problema 5.3, no es
restrictivo suponer que el cuerpo base sea K = C. En las re-
flexiones siguientes, como de costumbre, la complexificacién de
un algebra real A serd denotada por Ac.

Si Ay B son dlgebras normadas reales y si § : A — B
es un homomorfismo de rango denso, consideramos de nuevo el
homomorfismo ¢ : Ac — B dado por O¢(a+ib) = 6(a)+i6(b),
cuyo rango también es denso en B¢, y tenemos que 6 es continuo
si y solo si O¢ lo es. Ademds, si B es fuertemente semisimple
entonces Bc también lo es. De hecho, del primer apartado de
la Proposicion 4.3, deducimos lo siguiente.

Corolario 5.4 Si B es un dlgebra real entonces:
s —Rad(B¢) € s — Rad(B) +i (s — Rad(B)).

En consecuencia, si B es fuertemente semisimple entonces su
complexificacién B¢ también es fuertemente semisimple.

A partir del corolario anterior, concluimos de nuevo que dar
una respuesta afirmativa al Problema 5.1 para K = C, implica
también una respuesta afirmativa cuando K = R.

En la reformulaciéon del Problema 5.1 que proporciona el
Problema 5.3, las hipdtesis sobre el dlgebra de llegada son la
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existencia de unidad y la simplicidad. Curiosamente, la com-
plexificacién de un dlgebra real simple con unidad no es nece-
sariamente un dlgebra compleja simple. Este es el caso por
ejemplo de Cg, el dlgebra de los niimeros complejos considerada
como &lgebra real. De hecho, el subespacio

M :={u+iv € Cg iCg : v = iu}
es un ideal propio de Cg @ iCg (la complexificacién de Cg).

Pese a todo, tenemos el siguiente resultado de interés que
se deduce de forma inmediata del corolario anterior:

Corolario 5.5 Si A es un dlgebra real simple con unidad en-
tonces Ac es fuertemente semisimple.

La proposicién anterior, acompanada de la equivalencia que
promueve la aludida Proposicién 5.2, entre los Problemas 5.1
y 5.3, nos proporciona un nuevo argumento para restringirnos
al caso complejo sin pérdida de generalidad. De hecho, en las
Secciones 5.1 y 5.3, nos vamos a centrar en el Problema 5.3
cuando K = C.

Por completar este circulo de ideas, en sentido inverso, hace-
mos también la observacién de que, en virtud de la Proposicion
5.5, dar una respuesta afirmativa al Problema 5.1, o equivalen-
temente al Problema 5.3, para K = R, implica también una
respuesta afirmativa cuando K = C debido a que las algebras
complejas (y los homomorfismos entre ellas) pueden verse como
reales, y un dlgebra compleja simple también es simple cuando
es considerada como real.

Teniendo en cuenta todas las reflexiones anteriores, y dado
que no es restrictivo considerar que K = C, de ahora en ade-
lante nos centraremos en el caso complejo para nuestras con-
sideraciones, pues ese es el ambiente natural del espectro.
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5.2 Homomorfismos cuyo rango es
denso y espectralmente admisible

Nos proponemos dar una respuesta afirmativa a los Problemas
5.1 y 5.3 cuando el rango del homomorfismo en cuestién es
espectralmente admisible en el sentido que pronto detallaremos.
Previamente definimos este otro concepto.

Definicion 5.6 Sea B un dlgebra. Se define el m-espectro so-
breyectivo de b € B como el conjunto

0B (b) := o8, (Ly) UdB,(Ry).

su

La siguiente propiedad nos dice que en presencia de una
norma de dlgebra completa, la frontera del m-espectro esta
contenida en el m-espectro sobreyectivo, en consonancia con
lo establecido en la Proposicién 1.28.

Proposicién 5.7 Si B es un dlgebra normada completa, en-
tonces ,(b) es no vacio, para cada b € B. De hecho, o5 (b) es

no vacio y su frontera, 0o (b) estd contenida en o5 ,(b).

Demostracién. Puesto que, por definicion,

0B (b) == o(Ly) Uo(Ry),
siendo Ly, y R, operadores del dlgebra L(B), resulta que o(Ly)
y o(R,) son compactos no vacios del plano complejo tales que
do(Ly) C 0B (L), al igual que do(R,) C o5,(Ry), como se
deduce de la Proposicién 1.28. En consecuencia o5 (b) # @ y
205 (b) C o5, (b). 0
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Notacién 5.8 En lo que sigue, denotemos por D, al disco com-
plejo cerrado de centro cero y radio r > 0, es decir

D, ={AeC: |\ <r}.

Definicion 5.9 Sea B un dlgebra normada. Se dice que B es
espectralmente admisible si existe algiin M > 0 tal que para
cualquier b € B,

(b)) N MDyy| # &,

donde B (b) denota el m-espectro sobreyectivo de b € B.

Las dlgebras normadas completas son ejemplos de dlgebras
espectralmente admisibles, para M = 1, como se muestra en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.10 Si B es un dlgebra normada completa, entonces
B es espectralmente admisible, pues o5, (b) # @ como se deduce
de la Proposicién 5.7, y ademds o5 (b) C Dy tal y como se
establecié en la Proposicion 1.25 en la que se plasmo el carédcter
espectral de las normas de dlgebra completas. Es por ello que
oB,(b) N Dy # @, para cada b € B. [

Cuando perdemos la deseable propiedad topolégica de la
complitud, nada nos asegura que un dlgebra normada sea espec-
tralmente admisible. Sin embargo, como vamos a ver seguida-
mente, cuando se estd en un ambiente de gran privilegio alge-
braico, como ocurre en el caso asociativo con unidad, entonces
se recupera la mencionada propiedad. Por lo tanto, vamos a
mostrar que las dlgebras normadas asociativas con unidad son
casos particulares de dlgebras espectralmente admisibles. Sin
embargo, en el Ejemplo 5.22, veremos que hay &lgebras nor-
madas con unidad (obviamente no asociativas) que no son es-
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pectralmente admisibles. Comenzamos haciendo la siguiente
observacion.

Lema 5.11 Sea B un dlgebra normada asoc1at1va COH unidad,
y sea B su completacién. Entonces, oB,(L,) C o5,(Ly), vy
0B (Ry) C 0B,(Ry), para cada b € B.

Demostraciéon. Puesto que B es un algebra de Banach con
unidad, el conjunto de sus elementos invertibles es un abierto
[13, Theorem 1.2.11]. En consecuencia, si b € B,y A € C es
tal que Ly — A\ : B — B 1o es sobreyectivo, entonces de la
asociatividad se deduce que (L, — AI)(B3) no contiene ningin
elemento invertible de B. , por lo que el rango de L, — Al no es
denso en B\, y por lo tanto L, — AI : B — B no es sobreyectivo.
Esto prueba que oB,(Ly) C oB,(Ly), y andlogamente se tiene
que o8 (R,) C o5 (Rb) O

Proposicion 5.12 Las dlgebras normadas asociativas con
unidad son espectralmente admisibles.

Demostraciéon. Sea B un &dlgebra normada asociativa con
unidad. Si B es completa, entonces B es espectralmente ad-
misible como se ha mostrado en el Ejemplo 5.10. Supongamos
ahora que B no es Completa y sea B su completacion. Fijemos
b € B. Puesto que o5,(L) C o (Lb) y L(B) es un dlgebra es-
pectral en el sentido de (61, Definition 2.2.4], en virtud de [61,
Theorem 2.2.5, y Corollary 2.2. 8] se deduce que o5 (L;) C Dy,

siendo o8 (Lb) no vacio (Proposu:lon 5.7). En consecuencia, de

la inclusién o5 (L;) C o8 (Lb) probada en el lema anterior, se
concluye que el conjunto o5 (L) N Dy es no vacio, por lo que
B es espectralmente admls1b1e (]
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El hecho de que un homomorfismo de rango denso, en el
ambiente del Problema 5.3, tenga rango espectralmente admi-
sible, es una condicién suficiente para garantizar de forma auto-
madtica su continuidad, tal y como se establece formalmente en
el siguiente Teorema.

Teorema 5.13 Sean A y B dlgebras normadas completas con
unidad, y sea 6 : A — B un homomorfismo de rango denso.
Si B es simple, y si el rango de 0 es espectralmente admisible,
entonces 0 es continuo

Demostracién. Sea a € A. Como 0L = ng;?@, siendo la apli-
cacién 0 : A — 6(A) sobreyectiva, por la Proposicién 4.5 tene-
mos que

0w (Low)) € 0(La). (5.1)

Similarmente agqu)(Rg(a)) C 02 (R,). Denotemos por e4 y €5
a las unidades de A y B respectivamente. Como 6(e4) es una
unidad para §(A), y 0(.A) es denso en B, se deduce trivialmente,
por la unicidad de la unidad, que 6(e4) = eg, es decir, el homo-
morfismo ¢ es unital. Por tanto I — Lg(,) = Lo 4—a) = Leg—6(a)-
Por hipétesis, existe algin M > 0 tal que

(%I — Log)) U o9V = Ryga))] N MDjep_g(a)) # 2,

para cada a € A. Fijemos un elemento a € A. Entonces, existe
algin A\ € C, tal que:

X € [o%(I — Lo)) U o2 — Rogy)] N MDyjey—o(a))

luego [A| < Mleg—¥6(a)| vy A € o1 - Ty(a)), donde
Ty representa a Lg(,) o bien a Ry, segin proceda. Obvia-
mente 1 — \ € ngSA)(Tg(a)>. Pero por la inclusién (5.1) se tiene
que ooV (To(y) C 02 (T,), luego 1 — X € o (T,). Por tanto, de
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la complitud de A se deduce que |1 — A| < ||a|| . Consecuente-
mente,

LS A+ 1= Al < Mles —0(a)]| + ol

lo que prueba que eg no pertenece al subespacio separador s(6)
de 6. Nétese que s(6) es un ideal de B, pues el rango de 6 es
denso. Como B es simple y ez ¢ s(), se obtiene en consecuencia
que s(¢#) = {0} y por tanto que € es continuo, en virtud del
Teorema de la Gréfica Cerrada. O

Sea B un dlgebra normada que no es espectralmente admisi-
ble. Entonces existe b € B tal que

O’fu(b) N D”b” = J.
En particular ha de ser

oB ()N oB(b) = 2,

donde B denota la completacién de B. De las igualdades

o5,(b) = 05,(Ly) Uot,(Ry)
oB () = oB(Ly) Ud®(Ry),

»HE®

se deduce, en particular, estas otras

o8 (L) NnoB(Ly) = o,
o8 (Ry)NoB(R,) = @.

Esto motivo el concepto de operador espectralmente raro, que
establecimos formalmente en la Definicién 1.30. De hecho, lo
que acabamos de indicar se expresa en términos de los ope-
radores espectralmente raros como sigue:

Proposicién 5.14 Si B es un dlgebra normada que no es es-
pectralmente admisible entonces ha de existir algiin elemento
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b € B tal que L, y R, son operadores espectralmente raros,
simultdneamente. Es decir:

0B (L) NP (Ly) = @ = 05,(Ry) N oP(Ry).
El resultado anterior da pie a la siguiente definicion.

Definicion 5.15 Sea B un dlgebra normada compleja. Se dice
que un elemento b € B es espectralmente raro si L, y R, son
operadores espectralmente raros, lo que significa que

oB(Ly) NoB(Ly) = @ = B (Ry) NoP(Ry),  (5.2)

donde B denota la completacion de B.

La siguiente propiedad elemental de los elementos espectral-
mente raros, nos serd de utilidad.

Proposicién 5.16 Sea B un dlgebra normada compleja con
unidad, e. Supongamos que b € Bes espectralmente raro.
Entonces ab — e también es espectralmente raro, para cua-
lesquiera o, f € C, con o # 0.

Demostracién. Si ab — fe no fuese espectralmente raro para
ciertos escalares a, 3 € C, con a # 0, entonces deberfa de
existir algin A € 04, (Top—pe) N0 (Top—pe), donde T,y g. denota
o bien Lyp—ge 6 Rap—pe. Por tanto, Tip_ge — Al : B — B no es
sobreyectivo mientras que fab_ Be — M : B — Bnoes biyectivo.

Como Ty ge—M = Tay—(B+N1L, ¥ Tap_pe—A = Top—(B+N)T,
obtenemos que 5+ A € 04, (Tw) No(T,p), v de esta manera
ﬁaﬂ € 0su(Ty)No(Ty), lo que prueba que b no es espectralmente

raro, una contradiccién. O]
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Puesto que cualquier dlgebra normada completa carece de
elementos espectralmente raros, del Teorema 5.13 se obtiene de
manera directa el siguiente resultado, que muestra en particular
que las dlgebras normadas completas simples con unidad tienen
unicidad de la topologia de la norma (si bien, como sabemos,
otras clases mds generales de dlgebras también disfrutan de esta
ultima propiedad).

Corolario 5.17 Sean A y B dlgebras normadas completas con
unidad, y sea 0 : A — B un homomorfismo de rango denso. Si
B es simple y 0(A) carece de elementos espectralmente raros,
entonces 6 es continuo.

Demostracién. Si ningtin elemento de 6(.A) es espectralmente
raro, entonces 0(A) es espectralmente admisible dado que
aggA)(G(a)) N Dygy # 9, para cada a € A, lo que muestra

la continuidad de 6 gracias al Teorema 5.13. 0

El corolario anterior supone una generalizaciéon no asocia-
tiva del teorema de Rickart, como se deduce del siguiente re-
sultado que es consecuencia inmediata del Lema 5.11 teniendo
presente la Proposicién 1.28.

Proposicion 5.18 Las dlgebras normadas asociativas con
unidad no poseen elementos espectralmente raros.

Sean A y B algebras normadas completas con unidad, siendo
B simple, y sea # : A — B un homomorfismo de rango denso.
Sea JFy el conjunto dado por:

Foay = {b € 0(A) : b es espectralmente raro}.

Acabamos de mostrar en el Corolario 5.17 que si Fy4) es vacio
entonces 6 es continuo. A continuacién veremos que el tamano
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del conjunto Fy(4) condiciona, en cierto modo, el buen compor-
tamiento topoldgico del homomorfismo . De hecho probaremos
que, salvo que Fy4) sea denso en B, la cerrabilidad de ker 0 estd
garantizada.

Llegados a este punto, desafortunadamente, no se sabe
cudndo la cerrabilidad del micleo fuerza la continuidad del ho-
momorfismo (es decir, equivale a ella). El mejor resultado que
conocemos acerca de esta cuestion se establecerd méds adelante,
en el Corolario 5.26.

Teorema 5.19 Sean A y B dlgebras normadas completas con
unidad, tal que B es simple, y sea 0 : A — B un homomorfismo
de rango denso. Si el conjunto de los elementos espectralmente
raros en §(A) no es denso en B, entonces ker 6 es cerrado.

Demostracion. Sea a € A tal que 0(a) no es espectralmente
raro. Afirmamos que:

1< |le—=0(a)| + ||la+m], (m € ker9), (5.3)

donde e denota a la unidad de B. Para probar nuestra afirma-
cién, supongamos que existiese algin

A€ ol (Low) N0 (Locw))
(razonariamos igual si fuese oo (Ro(a)) N 0P (Ry)) # @). En-
tonces:

1— € oI — Lowy) No®(I — Log)) € 0°(Le—o(a));

luego, |1 — A| < |le — 6(a)|| por la férmula de Gelfand-Beurling.
Como 6 : A — 0(A) es sobreyectiva y 0L, = Lg(,0, de la
Proposicién 4.5 se obtiene que aﬁfﬁ‘)(L@(a)) C oA (L,). En tal
caso |A| < |la]|, de nuevo por la férmula de Gelfand-Beurling,
y por tanto

L<I=Al+[A < [le = 0(a)l] + llall -
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Pero si m € kerf entonces, por la igualdad 6(a + m) = 6(a),
la afirmacién (5.3) queda probada a partir de la desigualdad
anterior.

De (5.3) tenemos que, si @ € kerf y f(a) no es espec-
tralmente raro, entonces 1 < |le — 6(a)||. Consecuentemente,
cualquier elemento del conjunto

Byo = 0(ker§) N B(e, 1)

es espectralmente raro, donde B(e, 1) :={b e B : [[b—¢| < 1}.

Afirmamos ahora que si f(ker §) = B, entonces el conjunto
By := C*(e — By) es denso en B, siendo C* = C\{0}. Para
probar esta iltima afirmacién, sean ¢ € By € > 0. Conside-
remos un k > 0 tal que e — 1¢ € B(e,1). Como f(kerd) = B,
tenemos que By es denso en B(e, 1), luego debe existir algin
b € By tal que ||b — (e — %C)H < . Entonces,

< E.

o e =0l = ko= (e~ 1)

Puesto que k(e — b) € By, se sigue la validez de nuestra ul-
tima afirmacion. Ademds, del hecho de que A tiene unidad
se deduce que By C 6(A). En consecuencia se obtiene que si

O(ker §) = B, entonces By es un subconjunto de 0(.A) que es
denso en B y estd formado por elementos espectralmente raros,

una contradiccién. Como B es simple y 0(ker ) es un ideal de

B, concluimos que f(kerf) = {0}. Esto prueba que kerf es
cerrado, como se deseaba. O]

Ejemplos obvios de elementos espectralmente raros en un
dlgebra normada no completa B, son aquellos b € By cuyo m-

espectro sobreyectivo 05(b) es vacio, pues al ser

e (b) == o (Ly) U o (Ry),

sSu

en dicho caso se tiene que

o5 (Ly) = @ = 050 (Ry),
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por lo que la propiedad 5.2 se verifica trivialmente. Por tanto,
el conjunto
{be By: () =2}

es un subconjunto destacado del conjunto

Fg, = {b € By : b es espectralmente raro}.

Volvamos al ambiente del problema que nos ocupa, con-
siderando dos &lgebras normadas completas con unidad A
y B, siendo B simple, y un homormorfismo de rango denso
0: A— B.Sea By = 0(A) el rango de dicho homomorfismo. Si
encontrdasemos algin elemento b € By con m-espectro sobreyec-
tivo vacio, entonces dicho elemento b serfa espectralmente raro,
por lo que By no seria espectralmente admisible, en el sentido
de la Definicién 5.9. En consecuencia, ni el Teorema 5.13 ni
el Corolario 5.17 serfan aplicables. De hecho, la presencia de
un elemento con estas caracteristicas (esto es, la existencia de
un elemento b € By = 0(A) con o8 (b) = &), va a garantizar
justamente lo contrario de la propiedad buscada, esto es, la dis-
continuidad del homomorfismo. A continuaciéon probamos esta
afirmacién prescindiendo incluso de la hipétesis de la existencia

de unidad y de la simplicidad de B.

El siguiente resultado nos dice que si un homomorfismo
entre dlgebras normadas completas tiene nicleo cerrado, en-
tonces ningtin elemento de su rango tiene m-espectro sobreyec-
tivo vacio (recordemos que cualquier homomorfismo entre dlge-
bras normadas completas puede verse como un homomorfimo
de rango denso). En particular éste es el caso de los homomor-
fismos continuos.

Proposicion 5.20 Sea 0 : A — B un homomorfismo de rango

denso, entre dlgebras normadas completas A y B. Si kerf es

cerrado, entonces agz(LA)(G(a)) es no vacio, para todo a € A.
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Demostracién.  Si kerf es cerrado, puesto que la aplicaciéon
0 : A/kerf — 06(A) dada por 6(a + kerf) = 6(a) es un ho-
momorfismo biyectivo, tal que

0(A)y _ o 1A/ kerd
Le(a) 0=0 La+ker07

. 6(A) 5 rA/kerf 51 . .
se tiene que Ly = 0 L}, 0 . En consecuencia se obtiene

que
O-gQ(LA) (LG(a) ) = O-:L/ ker® (La+ker 0) .

Ademas, o7/ kere(LaJrkerg) #+ &, por la Proposicién 1.28. Por

tanto,
UggA)(LG(a)) = O-i/kere([/a—&-ker@) 7é @7

y similarmente
U?&A)(Re(a)) = O-sf};/ kere(Ra+ker9) # 9,
lo que prueba que nggA)(Q(a)) #+ &, para todo a € A. O

Como ya se ha indicado, de la proposicién anterior se de-
duce trivialmente el siguiente criterio que es 1itil para probar la
discontinuidad de un homomorfismo entre dlgebras normadas
completas.

Corolario 5.21 Sea 6 : A — B un homomorfismo de rango
denso, entre dos dlgebras normadas completas A y B. Si 0(.A)
posee algun elemento b € 0(A) tal que aﬁff‘)(b) = & (es decir,

con espectro m-sobreyectivo vacio), entonces 6 es discontinuo.

Sabemos que probar que la asociatividad puede ser una
hipétesis superflua para el cldsico Teorema de Rickart, sobre
el homomorfismo de rango denso, equivale a responder afirma-
tivamente al Problema 5.3, que pregunta por la continuidad
automaética de un homomorfismo 6 : A — B entre dos dlgebras



124 Hom. de rango denso y espectralmente admisible

normadas completas con unidad A y B, supuesto que el dlgebra
B es simple.

El ejemplo siguiente muestra que existen dlgebras normadas
completas B, simples con unidad, con subdlgebras densas B
que contienen elementos con m-espectro sobreyectivo vacio. Por
tanto, cualquier homomorfismo de un &dlgebra normada com-
pleta A sobre B es necesariamente discontinuo. Es decir, todo
homomorfismo de rango denso 6 : A — B tal que §(A) = By es
discontinuo.

Hacemos también la observacién de que el dlgebra By que
vamos a construir prueba la existencia de dlgebras normadas
con unidad que no son espectralmente admisibles. Ello muestra
adicionalmente que la Proposicion 5.12 deja de ser cierta si se
suprime la hipétesis de la asociatividad.

Ejemplo 5.22 Sea B, el dlgebra cuyo espacio vectorial subya-
cente estd generado por el conjunto {e, ey, e, ... } y cuyo pro-
ducto se define por la tabla siguiente:

H (& €1 ()] €3 €4 €5 ... Ck

(& (& €1 ()] €3 €4 €5 Ck
el el 0 e er ey e3 €L_9
€9 €9 0 0 e e e €r_3
es es 0 e1 0 e e €k_4
€4 ey 0 es 0 0 e €k_s
es es 0 €4 0O 0 O €L_6
g €6 0 es 0O 0 O Cr_7
er || er 0 g 0O 0 O €r_8
€8 € 0 €7 0 0 0 €L—9

€L—1 €L_1 0 €L_2 0 0 0 €

Ck (A 0 Cr—1 0 0 0 0

€ri1 €ri1 0 (A 0 0 0 0
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Afirmamos que 05°(ey) = @. Para probarlo, nétese que Le,
es sobreyectivo pues L.,(e3) = e y Le,(e241) = €x_1, para todo
k > 2. Por otra parte, si A # 0 entonces L., — A\ también es

sobreyectivo. De hecho, de las siguientes igualdades

(ea — Ae)(eg + Xe) = —Nle,
(ea — Ae)e; = —Aey,
(e — Ae)es = —Neg,
(ea — Xe)es = e — Aes,
(eg — Ne)epya = e€p_1 — Aegro, para k > 1,

se deduce que el rango de L., — Al contiene al conjunto
{e,e1,e9,... } y por tanto a todo By, por lo que 05 (L,,) = @.
Se comprueba de manera similar que 05°(R,,) = &, quedando
probada de esta manera nuestra afirmacion.

Sea ahora B el espacio vectorial de los elementos de la forma
o0 o0
> ae; tales que ) |oy| < 0o, donde e := e. Definiendo
i=0 i=0

o0
Z €5
i=0

oo
=2 Jail,
=0

obtenemos una norma completa sobre B. Ademds, como

=0

0.)
ej > Bei
i=0
se obtiene que:

[(E o) (Bl = (E1ed) (S),

por lo que B es precisamente la completaciéon de By. Obvia-

mente, e es una unidad en B. Nétese que B es simple pues si
oo

> «aze; es tal que oy, # 0, para algin m > 3, entonces:
i=0
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o0
(Z @iei) Emt+1 = Q0Cm+1F 01— 1F02€m 2+ Q161+ €0,
=0

de donde
o
Emt+1 || Do i€ ) emt1| = Qm—2€m + Qm€mia.
1=0

En consecuencia,

00
Em (em—H |:<Z aiei) 6m-l—1:|) = em(am—26m+amem+1) = Qmpe.
=0

o0

Esto prueba que el ideal generado por ) a;e; contiene a la
i=0
(o ¢]
unidad de B. Por otra parte, si > a,e; es tal que «,, = 0, para
i=0

todo m > 3, entonces estamos ante un elemento de la forma
Qo€ + are; + ases.
En este caso, si ag # 0, entonces
((cvge + ager + aseg)er)es = aperes = age,

mientras que si a; # 0, entonces

[((0406 + e + 04262)62)61] €y = Qqe,
y, por iltimo, si ay # 0, entonces

[((aoe + a6 + Oézez)eg) 61] €y = Qve.

Esto prueba que el dlgebra B es simple. Como 050(ey) = @,
por el Corolario 5.21, se obtiene que cualquier homomorfismo
sobreyectivo 6 : A — By es discontinuo, o lo que es lo mismo,
cualquier homomorfismo de rango denso 6 : A — B cuyo rango

sea el dlgebra By es discontinuo. (]
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5.3 Homomorfismos cuyo rango es
denso y de potencias asociativas

5.3.1 Objetivos y determinacién del problema
de base

Como se sabe, Balachandran y Rema demostraron en [9] que los
homomorfismos de rango denso, 0 : A — B entre dos dlgebras
de Jordan Banach A y B son continuos cuando el dlgebra B es
fuertemente semisimple. Las propias ideas de Balachandran y
Rema fueron usadas en [68] (véase también [71, Theorem 1.5])
para generalizar dicho resultado probando lo siguiente:

Teorema 5.23 Sean A y B dlgebras normadas completas de
potencias asociativas. Si B es fuertemente semisimple, entonces
todo homomorfismo de rango denso 0 : A — B es continuo.

Como sabemos, las dlgebras de Jordan son un caso particu-
lar de dlgebras de potencias asociativas, es decir, de aquellas
algebras en las que cualquier subdlgebra generada por un solo
elemento es asociativa. La clase de las dlgebras de potencias
asociativas es muy extensa y contiene a una gran cantidad de
dlgebras no asociativas cldsicas, como las dlgebras de Jordan,
las de Lie, o las alternativas, entre otras (véase, para mas de-
talle, el diagrama en la pagina 10 de [50], un articulo que trata
de las dlgebras no asociativas y sus aplicaciones en la Fisica).

De otra parte, el mencionado resultado de Balachandran
y Rema, también fue generalizado en [71, Theorem 1.5] como
sigue:

Teorema 5.24 Si A es un dlgebra normada completa y B es
un dlgebra de Jordan-Banach fuertemente semisimple, entonces
todo homomorfismo de rango denso 0 : A — B es continuo.
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En vista del Corolario 5.21 y del Ejemplo 5.22, y a la luz
de los dos resultados anteriores, resulta razonable abordar el
siguiente problema:

Problema 5.25 Sean A y B dlgebras normadas completas, y
sea 0 : A — B un homomorfismo de rango denso. Si B es
fuertemente semisimple y de potencias asociativas, jes 0 au-
tomdticamente continuo?

Lo que nos estamos preguntando es si el Teorema 5.23 puede
generalizarse al caso de que el dlgebra de partida, A, sea un
algebra normada completa arbitraria (liberdandola del requeri-
miento de ser de potencias asociativas), o lo que es lo mismo,
deseamos saber si el Teorema 5.24 puede generalizarse al caso
de que el dlgebra de llegada, B, sea de potencias asociativas.

Como se desprende del Teorema 5.23 y establecemos a con-
tinuacién, en relacién con el problema anterior, ahora tenemos
la ventaja de que es suficiente probar la cerrabilidad del micleo
del homomorfismo.

Corolario 5.26 Sean A y B dlgebras normadas completas, de
manera que B es fuertemente semisimple y de potencias aso-
ciativas, y sea § : A — B un homomorfismo de rango denso. Si
ker 6 es cerrado, entonces 0 es continuo.

Demostracién. Si ker 6 es cerrado, entonces A/ ker  es un élge-
bra normada completa de potencias asociativas. Por tanto, apli-
cando el Teorema 5.23 al homomorfismo inducido por 6, que es
el homomorfismo ¢ : A/ ker § — B dado por ¢(a+ker ) = 6(a),
obtenemos que ¢ es continuo. Esto prueba que 6 es continuo
pues 0 = ¢m, donde 7 : A — A/ ker § denota, como siempre, la
proyeccién canénica. 0
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Determinar si el resultado anterior sigue siendo cierto sin
suponer que el dlgebra B sea de potencias asociativas, es un
problema que todavia hoy permanece abierto, como ya se ha
dicho.

Es muy fécil ver que los argumentos dados en la prueba
de la Proposicién 5.2, permiten establecer también la siguiente
equivalencia de enunciados:

Proposicion 5.27 Las siguientes declaraciones son equiva-
lentes:

(i) Cualquier homomorfismo de rango denso, de un dlge-
bra normada completa en un dlgebra normada completa
de potencias asociativas fuertemente semisimple, es con-
tinuo.

(ii) Si.A y B son dlgebras normadas completas con unidad, y
si B es simple y de potencias asociativas, entonces todo
homomorfismo de rango denso 6 : A — B es continuo.

En virtud del resultado anterior, el problema que ahora
nos ocupa, puede reformularse de manera equivalente en los
siguientes términos:

Problema 5.28 Sean A y B dlgebras normadas completas con
unidad, y sea 0 : A — B un homomorfismo de rango denso. Si
B es simple y de potencias asociativas, jes 6 automdticamente
continuo?

A partir de ahora, también seguiremos suponiendo que el
cuerpo base de las dlgebras involucradas es C, amparados en
las consideraciones efectuadas en el apartado 5.1.1.
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Llegado el momento de estudiar el problema anterior, se
distinguirdn dos situaciones: que el homomorfismo de rango
denso considerado sea irreducible, o que no lo sea. En funcién
de ello consideraremos dos nuevos apartados dentro de esta
seccion.

En el Teorema 5.31, probaremos que el Problema 5.28 tiene
respuesta afirmativa si 0 es irreducible (es decir, si # no puede
restringirse a un ideal propio de A, manteniendo la densidad
de su rango). En particular, en el Corolario 5.32, obtendremos
que cualquier homomorfismo de rango denso entre dlgebras nor-
madas completas simples con unidad es continuo, siempre que
el dlgebra rango sea de potencias asociativas (véase también la
reformulacién de este resultado dada en el Corolario 5.33).

El principal resultado de §5.3.3, a saber, el Teorema 5.34,
establece que, en el ambiente del Problema 5.28, un homomor-
fismo de rango denso 0 : A — B es continuo si el conjunto
de los elementos espectralmente raros en 0(A) no es denso en
B (el significado de elemento «espectralmente raro» se dio en
la Definicién 5.15). Como las dlgebras asociativas normadas
con unidad no poseen elementos espectralmente raros (Coro-
lario 5.18), el clasico teorema del rango denso de Rickart se
obtiene como corolario del Teorema 5.34. Finalmente, también
mostraremos condiciones suficientes que aseguren que un &l-
gebra B no tenga una subdlgebra densa cuyo conjunto de ele-
mentos espectralmente raros sea denso en B; concretamente lo
haremos en los Corolarios 5.35 y 5.38.

5.3.2 El caso de los homomorfismos irreducibles

Como ya hemos anunciado, nuestro siguiente objetivo sera dar
una respuesta afirmativa al Problema 5.28 cuando el homomor-
fismo de rango denso considerado sea irreducible en el sentido
establecido en la siguiente definicién.
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Definicién 5.29 Sea 0 : A — B un homomorfismo de rango
denso entre las dlgebras normadas A y B. Se dice que 0 es
irreducible si no existe ningiin ideal propio cerrado M de A
tal que O(M) sea denso en B.

Obviamente, un primer ejemplo de homomorfismo irre-
ducible de rango denso, se obtiene cuando se supone que el
dlgebra de partida es simple.

En el siguiente resultado desvelamos una de las claves para
la prueba del objetivo propuesto.

Lema 5.30 Sean A y B dlgebras normadas completas, y sea
0 : A — B un homomorfismo de rango denso. Entonces, para

cada a € ker 0, se tiene que o5 )(Lg( ) C {0} y, similarmente,

Usu (Re(a ) C {0}

Demostracién. Sea a € A, y supongamos que oo ( (@) 7 2.
Como 6 : A — 0(A) es sobreyectivo y L)t = 9La, por la
Proposicién 4.5, se obtiene que

0% (Low) € o%(La)-

Ast, o2 (Lg( ) € 0 (Laye), para todo ¢ € kerf, de donde

Al < |la+¢||, para cada \ € ootA )(Lg( )), por la férmula
de Gelfand-Beurling. Si adicionalmente fuese a € kerf, esto

mostrarfa que ooy (Lo)) = {0}. Concluimos asi que, para

cada a € kerf, o bien oo )(Le(a)) es vacio o, de lo con-

trario, 00" )(Lg(a ) = {0}. Andlogamente sucede con el conjunto

oo (Ro(a)), lo que prueba el resultado. O
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Teorema 5.31 Sean A y B dlgebras normadas completas con
unidad, y supongamos que B es simple y de potencias asocia-
tivas. Entonces, todo homomorfismo irreducible 6 : A — B de
rango denso es continuo.

Demostracién. Obsérvese que (ker f) es un ideal del dlgebra
simple B por lo que, o bien f(kerf) = {0} o O(kerf) = B.
Supongamos que fuese O(ker §) = B. Entonces, como 6 es irre-
ducible, A = ker#, y de esta manera e € kerf. Esta circuns-
tancia contradice el Lema 5.30 pues

oA (Lye) = osu(l) = {1}.

Por tanto, debera ser 6(ker ) = {0}, en cuyo caso ker 0 es cerra-
do, y finalmente el resultado se obtiene aplicando el Corolario
5.26. ]

Del teorema que acabamos de probar, y del hecho de que
los homomorfismos de rango denso son irreducibles cuando su
dlgebra dominio es simple, obtenemos la siguiente consecuencia:

Corolario 5.32 Cualquier homomorfismo de rango denso, entre
dlgebras normadas completas simples con unidad, es continuo
siempre que el dlgebra rango sea de potencias asociativas.

De la equivalencia existente entre los Problemas 5.25 y 5.28,
también se obtiene este otro resultado de interés:

Corolario 5.33 Todo homomorfismo de rango denso, entre un
dlgebra normada completa simple con unidad, y un dlgebra
normada completa fuertemente semisimple de potencias aso-
ciativas, es continuo.
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Concluimos este apartado dedicado al caso de los homomor-
fismos irreducibles observando que los argumentos mostrados
en el Teorema 5.31 nos permiten concluir que:

Si A y B son dlgebras normadas completas con unidad,
siendo B simple, y si 0 : A — B es un homomorfismo irreducible
de rango denso, entonces su nticleo es cerrado.

Determinar si, en este contexto, la cerrabilidad del nicleo
del homomorfismo fuerza la continuidad del mismo, es un pro-
blema abierto. La mejor respuesta que se conoce hasta el mo-
mento en relacién a esta cuestién es la que aqui hemos usado
para obtener el Teorema 5.31, que es la de suponer que el dlge-
bra B es de potencias asociativas (Corolario 5.26).

En la medida en la que se vayan obteniendo condiciones mas
generales que pongan en equivalencia la cerrabilidad del niicleo
con la continuidad del homomorfismo, se generalizard también
el Teorema 5.31.

5.3.3 EIl caso de los homomorfismos no irre-
ducibles

Abordamos ahora el caso de los homomorfismos no (necesaria-
mente) irreducibles. A continuacién, establecemos el teorema
central de esta seccién que muestra que si B es de potencias
asociativas entonces, en el Corolario 5.17, el requerimiento de
la ausencia de elementos espectralmente raros en el rango del
homomorfismo, #(.A), puede rebajarse hasta la hipétesis de que
dicho conjunto no sea denso en B.

Teorema 5.34 Sean A y B dlgebras normadas completas con
unidad, tal que B es simple y de potencias asociativas, y sea
0 : A — B un homomorfismo de rango denso. Si el conjunto de
los elementos espectralmente raros en 6(.A) no es denso en B,
entonces 6 es continuo.
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Demostracién. Por el Teorema 5.19, tenemos que ker 6 es cerra-
do. Ahora sé6lo basta aplicar el Corolario 5.26. 0

El resultado anterior supone una generalizaciéon no asocia-
tiva del teorema de Rickart, incluso sin el requerimiento de la
asociatividad para el dlgebra dominio, como se deduce de la
Proposicién 5.18, segin la cual, las dlgebras asociativas nor-
madas con unidad carecen de elementos espectralmente raros.

En lo que sigue, vamos a presentar situaciones donde se
ejemplifiquen las hipétesis del Teorema 5.34.

Recordamos que si X es un espacio normado complejo, y
T € L(X), el espectro de compresion de T se define como

ox (T)={\e€C: (T —A)(X) no es denso en X}.

com

Asimismo, si X es la completacién de X, y T € L()? ) es la
(uinica) extensién lineal continua a X del operador T € L(X),
entonces

0 2on(T) = 7200 (D),
como se establecié en el Lema 1.32. Puesto que, como se probé
en la Proposiciéon 1.33, los operadores espectralmente raros son
tales que

0¥ (T) =0 (T) =2,

com com

a partir del Teorema 5.34, deducimos lo siguiente.

Corolario 5.35 Sea B un dlgebra normada completa de poten-
cias asociativas simple con unidad. Si el conjunto

{b€B:owm(Lly) =0com(Rp) =}

no es denso en B, entonces cualquier homomorfismo de rango
denso de un dlgebra normada completa con unidad en B es
continuo.



Radical fuerte, m-espectro y continuidad de homomorfismos 135

El resultado anterior supone otra generalizacién no asocia-
tiva del teorema de Rickart, puesto que las dlgebras asociativas
satisfacen trivialmente las hipétesis de dicho corolario como
mostramos a continuacién.

Lema 5.36 Si B es un dlgebra de Banach con unidad entonces
se tiene que o5 (Ly) = o8 (L), y o5,(Ry) = o8 (Ry), para
cada b € B.

com (

Demostracion. Sea b € B. Si A € C es tal que L;_).no es so-
breyectivo, entonces de la asociatividad de B se obtiene que
e ¢ Ly ».(B), y mds generalmente que L, ).(B) no interseca
al conjunto de los elementos invertibles en B. Como dicho con-
junto es abierto [13, Theorem I. 2 11], esto prueba que Ly ».(B)

no es denso en B3, y por tanto o8, (L) C acom( »). Como obvia-
mente o8 (L) C o5, (L), conchumos que o8 (Ly) = 08, (Ly).
Similarmente, se tiene que o5 (R;) = Ucom(Rb) O

Proposicion 5.37 Si C es un dlgebra normada asociativa con
unidad, entonces tanto o (L.) como ¢, (R.) son conjuntos
no vacios, para todo ¢ € C.

Demostracién. SeaC la completacién del dlgebra C. Por el Lema
1.32 junto con el Lema 5.36 tenemos que

0 (L) = 0%, (L) = 0%, (L.), (5.4)

com com

siendo dicho conjunto no vacio por la Proposicién 1.28.

Andlogamente o€, (R.) tampoco es vacio. O

En el contexto del resultado anterior, es decir, si C es un
dlgebra normada asociativa con unidad cuya completacién es
C, nétese que de la igualdad (5.4) y del hecho elemental de que

¢ (L.) C o%,(L.) se deduce que 0%, (L.) C 0, (L.), lo que

com
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prueba el Lema 5.11. Es por ello que el Lema 5.11 también es
consecuencia del Lema 5.36, junto con el Lema 1.32, resultados
de los que se obtiene la igualdad (5.4).

Asimismo, a partir de la Proposicién 5.37 se obtiene direc-

tamente la Proposicién 5.18 puesto que, de manera trivial,
Ugom(LC) - Ugu(LC) N UC(LC)'

Una condicién sobre el dlgebra rango de un homomorfismo
de rango denso, que también asegura que las hipétesis del Teo-
rema 5.34 se satisfacen, se obtiene a partir de un resultado de
L. Downey y P. Enflo, y se muestra a continuacién.

Corolario 5.38 Sean A y B dlgebras normadas completas con
unidad, tal que B es simple y de potencias asociativas, y sea
0 : A — B un homomorfismo de rango denso. Si existe algiin
b e 0(A) tal que o8, (L) (respectivamente o8 (R,)) tiene un

punto aislado, A, tal que el rango de L, — \I (respectivamente
de Ry, — AI) tiene codimension finita, entonces 6 es continuo.

Demostracién. Sea B* el dual topolégico de B. Por [24, Theo-
rem 1.5], el conjunto W de todos los operadores en L(B*)
que tienen un valor propio aislado cuyo espacio propio asocia-
do es de dimensién finita, es abierto y denso en L(B*). Sea
T @ L(B) — L(B*) la aplicacién dada por 7(T') = T*. Si
L : B — L(B) es la aplicacién dada por L(b) = Ly, se tiene
que LT : B — L(B*) es una aplicacién lineal y continua, luego
Vi, = (L7)"Y(W) es un subconjunto abierto en B. Ademds,
si b € V5, entonces 0,(L;) # &, lo cual quiere decir, por la
Proposicién 1.29; que 0. (Ly) # &, luego, por la Proposicién
1.33, se concluye que b no es espectralmente raro. De manera
similar, reemplazando multiplicacién por la izquierda por mul-
tiplicaciéon por la derecha, obtenemos un conjunto abierto en
B, que llamamos Vg, formado por elementos que no son es-
pectralmente raros. En consecuencia, definiendo V' =V, U Vj,
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obtenemos que, siempre que sea V NO(A) # &, se tiene que el
conjunto de los elementos espectralmente raros en 6(.A) no es
denso en B, y, por tanto, f es continuo por el Corolario 5.35.
Finalmente, nétese que b € V, precisamente cuando o, (L)
tiene un punto aislado A tal que el rango de L, — AI tenga codi-
mension finita y, similarmente, b € Vi cuando 0.y, (R,) tenga
la misma propiedad. U

Concluimos aqui nuestro estudio sobre la continuidad au-
tomatica de los homomorfismos de rango denso entre dlgebras
normadas completas, o lo que a la postre es lo mismo, de los
homomorfismos cuyo rango no es necesariamente sobreyectivo.

Las herramientas mostradas a lo largo de estos cinco capi-
tulos constituyen un marco teérico minimo sobre el que asentar
una teoria espectral no asociativa. De hecho se han clarificado
muchas cuestiones relativas al espectro, los ideales, el radical y
la continuidad de los homomorfismos que también hemos plas-
mado en una serie de articulos ([52, 53, 54, 55]).

Finalizamos esta Memoria presentando un tltimo capitulo
en el que se apuntan algunas de nuestras lineas de actuacién
mds inmediatas. Como veremos, nos sentimos especialmente
atraidos por aquellos aspectos algo més aplicados en relacién a
los distintos ambientes en los que las dlgebras normadas com-
pletas no asociativas son de gran interés, como los descritos en
el Prélogo. De hecho estamos impacientes por ver qué tiene que
decir en ellos la teorfa espectral aqui desarrollada. Esto no sig-
nifica que se vayan a descuidar otros desarrollos tedricos en la
linea de los realizados en esta Memoria.
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CAPITULO 6

Expectativas teodricas y
futuras lineas de
investigacion

Desde la década de 1930, las dlgebras no asociativas se han
utilizado en Genética para describir procesos hereditarios, con
la finalidad de poder determinar aquellos caracteres genéticos
que son mds estables frente a ciertos procesos reproductivos.
Tal y como se muestra en [1, 2, 25, 26, 27, 28, 31, 63, 80], los
problemas de estabilidad genética estdn muy ligados a la teoria
espectral. Debido a esto, se han desarrollado diversas técnicas
para obtener resultados en este ambiente, que han sorteado
en cierta medida las carencias que otorga la ausencia de una
teorfa espectral no asociativa, intentando evitar igualmente el
uso generalizado de dlgebras infinito dimensionales. En conso-
nancia con este argumento, podemos considerar las palabras de
M. L. Reed [63] que ya tuvimos ocasién de exponer en la pdgina
xxXVvi, y que recordamos de nuevo:

«Deducimos que este drea de actividad investigadora
estd llena de posibilidades para el futuro, no sélo para
los matemadticos, sino también para los genetistas que
buscan una manera mas sistemdtica y potente de mo-
delar situaciones reales de la Genética. El dlgebra no

141
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asociativa, en general, es en la actualidad un campo
muy activo de investigacion matemadtica. Sin embargo,
en comparacion con el conjunto de la literatura sobre
otras clases de dlgebras no asociativas (p.e. dlgebras de
Lie o dlgebras de Jordan), el estudio de las dlgebras
relacionadas con los problemas de la herencia genética
estd todavia en su infancia... Por alguna razon, esas ‘dl-
gebras genéticas’ no estdn ampliamente discutidas o es-
tudiadas actualmente por los matemédticos americanos.
Esperamos que este articulo abra una via para nuevos
debates e investigaciones sobre esta clase fascinante de
dlgebras no asociativas y su relacion con la ciencia de
la herencia genética».

Estamos asistiendo en las tltimas décadas a una sorpren-
dente evolucién conceptual de la teoria de dlgebras no asocia-
tivas, que hace de esta disciplina un tema con grandes ex-
pectativas de futuro. Creemos que al establecer un concepto
de espectro en ese ambiente, como el que se ha provisto en
este documento, se dispone de un importante punto de partida
para desarrollar una teorfa espectral que, eventualmente, pueda
servir de ayuda para abordar los problemas de las diversas dreas
cientificas que tratan con las estructuras no asociativas mas
generales.

Hemos incidido, creemos que en buena medida, en la
gestacién de una teorfa espectral no asociativa que pudiera dar
su fruto en diversos ambientes, si bien esta Memoria hay que
ubicarla en el inicio de una larga andadura. Es cierto que, hasta
ahora, las incursiones realizadas en esta materia han sido par-
ticularmente tedricas. Por ello, no deseamos finalizar el pre-
sente trabajo sin antes haber ofrecido al lector, al menos, una
breve pincelada de las aplicaciones que dicha teorfa promueve
en el marco de las dlgebras no asociativas. En este sentido,
mostramos a continuacién una exploracién en el contexto de la
continuidad automatica de homomorfismos sobreyectivos, sobre
un tipo muy particular de dlgebras.
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Aplicacion 6.1 En el sentido de las dlgebras que se muestran

en los documentos [33, 66, 76], sea B el dlgebra de evolu-

cion compleja determinada por los elementos de la forma

b = > B,e;, donde 3; € C, para cualquier j € N, y tales
jEN

que »_ }6 j| < 00, provista del producto dado por las siguientes
j=1

relaciones:
e;e;j =0, sii#j,

2 _ .
€ = E Yij€j

Jj=i
o0
y tal que Y |v;;| = 1, para todo i € N (donde ;; son las
§i>i

constantes o coeficientes de estructura del dlgebra B relativos a
{e1, e, €3,...}). Nétese que B es un dlgebra' normada completa,
respecto de la /;—norma.

Considerando la formulacién algebraica de la Genética no
mendeliana, el elemento e; puede representar a un organismo
autorreplicante, o a un tipo genético (alelo, gen) de un orga-
nismo (por ejemplo, un orgdnulo celular), y los coeficientes v,
pueden interpretarse como la probabilidad de obtener el orga-
nismo (o el gen) e; a partir del organismo e;. Es por ello que,
a la vista de la tabla de multiplicacién (o reproduccién) ante-
rior, no se considera probable que de la autorreplicacion de e;
se obtenga e; cuando es j < ¢.

Supongamos adicionalmente que v,; # 0, para todo i € N, esto
es que la probabilidad de que e; se obtenga por autorreplicacién
suya no es nula. Se tiene entonces que B es m-semisimple, pues:

{be B:pb)=0}={0}.

De hecho se obtiene que si b € B\{0} es el elemento dado por
b= Z Bkek) y si

keN

ko := min{k € N : 5, # 0},

'Que por lo general no serd ni de potencias asociativas.
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entonces A = B, Vi.x, Pertenece a o5 (b), dado que ey, no estd

en el rango de L, — A\I, para dicho valor de .

Como consecuencia, y en el mismo ambiente del ejemplo que es-
tamos considerando, se obtiene el siguiente resultado vinculado
con estas algebras que modelan la herencia no mendeliana. Pre-
viamente, recordamos que las dlgebras de evolucion son aquellas
que se definen sobre /1, y cuya tabla de multiplicacién es tal

o
que e;e; =0, si i # j, siendo e? = E i€ con E hij‘ =1.
jEN j=1

Teorema Cualquier epimorfismo de un dlgebra normada com-
pleta A sobre un dlgebra de evolucién B es continuo, cuando
los coeficientes de estructura v,;; del dlgebra B son tales que
Vi =0sii<j,y; #0, para todo i € N.

En particular tales dlgebras de evolucién B tienen unicidad
de la topologia de la norma completa.

Bioldgicamente, como ya se ha dicho, el coeficiente v,; que
aparece en el teorema anterior, representa la probabilidad de
obtener el organismo (o el gen) e; mediante autorreplicacién

del e;. ]

Para las consideraciones anteriores, no hemos elegido el al-
gebra de la Aplicacién 6.1 (una generalizacién del ejemplo 4.15)
precisamente por azar. Es un modelo original de dlgebra que
siendo un tipo de dlgebra de evolucién en el sentido establecido
por J. P. Tian en [76], sin embargo se escapa del tratamiento
efectuado en dicha monografia. Alli se comenta el interés del
caso infinito-dimensional pero la mayorfa de los desarrollos
matemdticos se efectiian en ambiente finito-dimensional «por
comodidad>». Sin embargo, los problemas de estabilidad heredi-
taria tratados por P. Holgate [33, 34, 35] y por G. A. Ringwood
[65, 66], si se abordan mediante el tratamiento de dlgebras nor-
madas completas no asociativas infinito-dimensionales. En con-
secuencia, la construccién de una teoria espectral para ellas, po-
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dria dotarlas de herramientas muy recomendables para resolver
problemas que se modelen con esas estructuras, asi como una
mayor comprensién de las propiedades inherentes a las mis-
mas. Este es uno de los objetivos que nos hemos planteado
para un futuro inmediato. En estos momentos, se encuentra en
preparacién un documento [57] que pretende consolidar nues-
tras intenciones.

La cita de M. L. Reed con la que comienza este capitulo,
contiene buenos argumentos para considerar una teorfa espec-
tral de las dlgebras genéticas. Este es el motivo fundamental por
el que nos hemos decidido a confeccionar una monografia [56]
que se centra en revisar conceptualmente las dlgebras genéticas
generales, estructuras no asociativas sobre las que hay muchas
referencias publicadas, pero para las que no existe explicita-
mente una teoria espectral no asociativa que alivie la resolucién
de los clédsicos problemas de estabilidad genética. Obviamente,
las dlgebras de evolucién tratadas en esta Memoria podrian
considerarse, por derecho propio, miembros de esta clase tan
extensa de dlgebras. La referida monografia, que se encuentra
todavfa en preparacién?, vendr4 a resolver algunas lagunas que,
por razones temporales, tiene el aludido articulo de M. L. Reed
[63], y pretende también aclarar algunas inexactitudes que han
aparecido en ciertos documentos sobre la relacién existente en-
tre las distintas subclases de dlgebras contenidas en la clase
mads general de las dlgebras genéticas. Nuestra aproximacién al
conocimiento de estas estructuras de la herencia genética, es el
primer paso para alcanzar los objetivos propuestos.

En los preliminares de esta Memoria, se destacaron otras
aplicaciones de las dlgebras no asociativas. Por ejemplo, su in-
terés para los sistemas dindmicos o los autématas celulares se
estdn empezando a vislumbrar con cierta claridad, de manera

’La citada monograffa estd practicamente concluida, o al menos muy
avanzada.



146 Expectativas tedricas y futuras lineas de investigacion

que, potencialmente, nuestra teoria puede tener algo que decir
en estos ambitos, que también modelan miltiples fenémenos
naturales. Como senala Y. Gulak [29], ciertos sistemas diferen-
ciales cuadraticos homogeneos pueden vincularse con las dlge-
bras no asociativas, de modo que el estudio y clasificacién de
las propiedades de estos sistemas (como los estados de equi-
librio, las soluciones periddicas, la estabilidad, los atractores,
etc.) pueden relacionarse con la estructura de las dlgebras no
asociativas que los definen. Por tanto, otra meta ulterior serd
estudiar qué tiene que decir la teorfa espectral no asociativa en
estos ambientes, con especial hincapié en las interpretaciones
que se obtengan de su aplicacién.

Hasta ahora, como ya se ha senalado, nuestra aportacién
ha sido fundamentalmente tedrica. Los pasos que se han dado
para extender al ambiente no asociativo, diversos resultados de
continuidad automética, son suficientemente reveladores sobre
las posibilidades de la teorfa espectral no asociativa que hemos
empezado a desarrollar en esta Memoria. Tenemos plena con-
fianza en que dicha teoria pueda dilucidar, en un sentido u
otro, qué extensiones de los resultados cldsicos sobre dlgebras
de Banach, aiin no resueltas, pueden definitivamente aclararse
y resolverse. Nuestra Memoria ha sido, pues, un primer paso
hacia estos objetivos.
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