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Introduccién, presentacion de
resultados y problemas abiertos

Tal y como indica el titulo de esta memoria, el trabajo que en ella se
presenta versa sobre superficies de Willmore con borde y sigma modelos
no lineales. Las superficies de Willmore son conocidas, en mayor o menor
medida, por aquellos que nos dedicamos al estudio de la geometria diferen-
cial, no es ese el caso de los sigma modelos no lineales. Comencemos esta
introducciéon presentandolos y motivando su estudio desde el punto de vista
de sus aplicaciones a la fisica y su interés matematico.

Sigma modelos no lineales

Un sigma modelo (6 o-modelo) no lineal es una teorfa de campos en la
que las variables dindmicas son aplicaciones diferenciables de una variedad
diferenciable conexa, M, en otra variedad diferenciable conexa con métrica
no degenerada, (E, g), y cuya densidad lagrangiana viene dada por

L(N) = ;Zg(aiN, OiN) —V(N),

para N : M — F diferenciable; siendo V' un potencial y {01, 02,...} una
referencia en M. El funcional que gobierna este modelo mide la energia de
las aplicaciones de M en E.

El espacio M recibe el nombre de espacio base y su dimensién dota de
dimensién al sigma modelo. El segundo espacio, (E,g), se llama espacio
objetivo (target space), y su grupo de isometrias es el grupo de simetrias
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del sigma modelo. Las soluciones de la ecuacion de Euler-Lagrange asocia-
da a L, reciben el nombre de soluciones del sigma modelo. Estas se dicen
Lorentzianas cuando exite una métrica Lorentziana definida sobre M, y
Riemannianas si la métrica en M es Riemanniana.

En algunos casos, las soluciones del sigma modelo reciben nombres es-
peciales, entre los que destacamos los siguientes:

= Cuando g es Riemanniana, M = IL” y V = 0, la ecuacion de Euler-
Lagrange es una generalizacién de la ecuacion clésica de ondas, motivo
por el cudl las soluciones reciben el nombre de wave maps.

= Cuando M y F son variedades Riemannianas y V = 0, las soluciones
del modelo reciben el nombre de aplicaciones armonicas de M en E.

A lo largo de esta memoria, nuestra atencién se va a centrar en el estudio
de dos sigma modelos no lineales particulares:

» El O(3) o-modelo no lineal de dimensién 2 con potencial nulo, al que
llamaremos simplemente O(3) o-modelo u O(3) sigma modelo, que es
aquel en el que M es una superficie, £ = $? (con la métrica usual) y
V =0.

» El O'(3) o-modelo no lineal de dimensién 2 con potencial nulo, que
abreviaremos como O'(3) o-modelo u O'(3) sigma modelo. Bajo este
nombre se engloban dos problemas distintos que estan estrechamente
relacionados: en ambos M es una superficie, V = 0 y el grupo de
simetrias de E es O'(3). El primero de ellos se obtiene al tomar E =
$?, mientras que en el segundo E es el plano hiperbélico, Ha.

Las soluciones del O(3) o-modelo que vamos a describir son Riemannianas,
mientras que en el caso del O'(3) o-modelo, encontraremos soluciones tanto
Riemannianas como Lorentzianas.

Ademsds de en teoria cudntica de campos, los sigma modelos no lineales,
especialmente aquellos de dimensién 2 y con grupo de simetrias O(3) y
0'(3), tienen aplicaciones en distintas ramas de la fisica. Estas comprenden
desde la fisica de la materia condensada, a la fisica de las altas energias,
pasando por la teoria de cuerdas. En algunos casos, los sigma modelos no
lineales son utilizados a modo de “toy model”, por ser “simplificaciones” de
los modelos reales, que siguen conservando las propiedades fundamentales.
En los siguientes trabajos, asi como en las referencias que en ellos se incluyen,
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se puede obtener informacién sobre las citadas aplicaciones, [1], [2], [9], [15],
[26], [32], [38], [39];, [43], [48], [50], [55], [60].

Mids alla de sus aplicaciones fisicas, los sigma modelos no lineales son in-
teresantes desde un punto de vista meramente matemaético. Su estudio puede
ser abordado desde la dptica del anélisis no lineal y la geometria ([19], [21],
[24] y [41]), incluso tratdandolos como un problema variacional con condi-
ciones de frontera prefijadas, sin ningin tipo de terminologia proveniente
de la fisica, [3], [4]. Ademds, como mds tarde demostraremos, el estudio de
los o-modelos O(3) y O'(3) es equivalente al estudio de las superfcies de
Willmore en R3 y IL3.

La estrategia que nosotros hemos elegido para abordar el estudio de
estos sigma modelos, fue propuesta por M. S. Ody y L. H. Ryder, [41],
para estudiar el O(3) o-modelo. La idea que en dicho articulo se presenta,
consiste en identificar cada variable del sigma modelo con la aplicacién de
Gauss de una inmersién de M en R3, lo cual es posible gracias a que E = $2.
Si hacemos dicha identificacién, el lagrangiano que gobierna la dindmica del
modelo adopta la siguiente forma

1
8(9) = 3 laNg |

donde dN, es el opuesto del operador forma (o de Weingarten) de la inmer-
sion ¢. La anterior expresion recibe en geometria el nombre de curvatura
de Casorati de la inmersion y es igual a la media de los cuadrados de las
curvaturas principales. Esta curvatura fue introducida por F. Casorati en
[25], motivado por la necesidad de encontrar una definicién que se acercase a
la nocién intuitiva de curvatura que tiene cualquier persona ajena al mundo
de la geometria.

Utilizando teoria de superficies, Ody y Ryder convirtieron el estudio del
O(3) o-modelo, en el problema variacional gobernado por el funcional que
mide la energia total de la aplicacién de Gauss de cada inmersién, también
llamado curvatura total de Casorati. Estos autores encontraron una amplia
familia de soluciones sin frontera, provenientes de la teoria de superficies
de curvatura media constante. Ademaés, probaron que las soluciones clésicas
de Belavin y Polyakov, [15], son aquellas que tienen aplicacién de Gauss
conforme (esferas redondas y superficies minimales), y las soluciones encon-
tradas previamente por Purkait y Ray, [47], se corresponden con la familia
de helicoides de curvatura media contante estudiados por M. P. Do Carmo
y M. Dajzer, [29].
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En el caso del O'(3) o-modelo, hemos identificado cada variable con
la aplicacién de Gauss de una inmersién (Riemanniana o Lorentziana) de
la superficie base en I3 (segiin E sea $? o Hy). De esta forma, hemos
transformado el estudio de nuestro sigma modelo, en el problema variacional
asociado a la energia total de la aplicaciéon de Gauss de cada inmersién,
definido esta vez sobre un espacio de inmersiones no degeneradas en L3,

Solitones e instantones

A lo largo de esta memoria, no solo nos hemos dedicado al estudio de
las soluciones de los citados sigma modelos, en algunos casos particulares
también hemos fijado nuestra atencién sobre los solitones Riemannianos o
instantones. A continuacién vamos a exponer de forma breve qué es un
solitén, y bajo qué condiciones hemos abordado su estudio.

Dado que la literatura que hemos encontrado sobre el tema corresponde
a las ramas de la fisica y el analisis, vamos a realizar un cambio momentaneo
de ambiente y notacion. Consideremos una teoria de campos gobernada por
una densidad lagrangiana

L= £(¢7 ¢3317 R 7¢zn717¢t7x7t>7

donde las variables del modelo son aplicaciones diferenciable ¢ : L™ — R,
a las que notamos por ¢ = ¢(t,z). Supongamos que L es invariante por el
grupo de traslaciones temporales de L. Entonces, el teorema de Noether
nos asegura la existencia de una integral primera del sistema lagrangiano,
que recibe el nombre de energia del sistema y se define como

oL
po - [ (a@ . c)d:c,

donde ¢ es una solucién de la ecuacién de Euler-Lagrange. Véase [20].

En este contexto, se llaman solitones a aquellas soluciones de la ecua-
cion de Euler-Lagrange para las cuales la energia del sistema “viaja en el
tiempo como un paquete localizado”. Algunos autores exigen ademads que
las soluciones presenten “alguna forma de estabilidad”. En este sentido, los
solitones se comportan como particulas. La forma de concretar este concep-
to depende del autor al que leamos, véanse por ejemplo [9], [21] y [48]. Lo
que es comun a todos ellos es que, en el caso en el que las soluciones no
dependen de la variable t, la densidad del funcional energia es constante
(respecto a t) y coincide con —L.
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La ultima afirmacién nos permite trasladar el concepto de solitéon a los
sigma modelos no lineales, siempre y cuando tomemos en M una métri-
ca Riemanniana. Asi, definimos los solitones Riemannianos o instantones,
como aquellas soluciones Riemannianas para las cuales el funcional toma
un valor finito. Entonces es claro que cuando M es compacta (con o sin
frontera) y Riemanniana, toda solucién es automéaticamente un solitén.

En el caso en el que M sea una variedad Lorentziana, no vamos a hablar
del concepto de solitén, ya que ni siquiera se conoce una forma de definir la
energia sin que dependa de un observador previamente fijado.

En vista de toda la exposicién anterior, queda justificado el hecho de
que a lo largo de esta memoria, tan sélo hayamos estudiado los solitones del
O(3) o-modelo y los solitones Riemannianos del O!(3) o-modelo.

El funcional de Willmore

El funcional de Willmore se define como
(o) = / HZdA,,
M

donde ¢ : M — R? es una inmersién diferenciable de una superficie dife-
renciable, conexa, compacta y sin frontera, Hy es la curvatura media de la
inmersién y dAg el elemento de area inducido en M. Es ficil probar que
2 > 47 y que el minimo se alcanza si, y solo si, M es una esfera y ¢ la
embebe en R3 como una esfera redonda.

En 1965, T. J. Willmore propuso el estudio del anterior funcional, [58].
En dicho articulo probé que el valor de 20 para cualquier toro de Clifford
(toro que se obtiene al girar una circunferencia de radio r, cuyo centro dista
del eje \@7’) es 272, demostré que 20 > 272 para todo toro de revolucién y
conjeturd que en el caso en el que M tiene género 1, el minimo del funcional
es 22 y dicho minimo sélo es alcazado por los toros de Clifford. Conjetu-
ras similares para género arbitrario fueron propuestas posteriormente por
Kusner, [34].

Una de las propiedades méas importantes del funcional de Willmore es su
invarianza frente a cambios conformes de la métrica. Dicha propiedad era ya
conocida por W. Blaschke y G. Thomsen, autores que en los anos 20 desa-
rrollaron, de forma independiente, un importante estudio sobre invariantes
conformes, [18] y [53]. El trabajo de estos autores cayé en el olvido, y la
invarianza conforme del funcional de Willmore no fue redescubierta hasta
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1973, por J. H. White, [57]. Obligando asi a la reformulacién de la conje-
tura de Willmore, cuyo enunciado dice desde entonces que para género 1,
20 > 272 y el minimo se alcanza si, y solo si, la inmersién es conforme a un

toro de Clifford.

La busqueda de una prueba de la conjetura de Willmore, ha motivado
el estudio en profundidad de los puntos criticos de 20, los cuales reciben el
nombre de superficies de Willmore. Dichas superficies son las soluciones de
la siguiente ecuacion

AH¢ + 2H¢(H3) — G¢) =0,

donde G4 denota a la curvatura de Gauss. Los ejemplos més sencillos de
superficies de Willmore, ya conocidos por Blaschke y Thomsen, son los ob-
tenidos mediante proyeccién estereografica de superficies minimas en $3. En
1970, H. B. Lawson prové que toda superficie compacta y orientable puede
ser embebida minimalmente en $3, [37], por lo que sabemos que existen su-
perficies de Willmore de cualquier género. En 1985, U. Pinkal encontré una
familia de superficies de Willmore embebidas que no son proyeccion este-
reografica de superficies minimas en $3. Estas se obtienen como proyeccién
estereografica de tubos de Hopf sobre ciertas elasticas cerradas en $2, véase
[46].

Hoy en dia, la conjetura de Willmore continta sin ser resuelta, [59],
(aunque puede que no por mucho tiempo, [49]). Por otro lado, el estudio de
las superficies de Willmore ha adquirido importancia por si mismo, siendo
extendido a casos y ambientes que nada tienen que ver con la conjetura de
Willmore, como son el caso de superficies con frontera (véase por ejemplo
[11], [45] y [56]) y el estudio del problema en ambiente semi-Riemanniano
(como por ejemplo [5]).

Antes de comenzar con la exposicién de los resultados, vamos a hacer al-
gunos comentarios sobre el ambiente de trabajo. Todos los objetos geométri-
cos con los que vamos a trabajar son diferenciables (de clase C*°). Ademads,
vamos a tomar siempre superficies conexas a las que vamos a permitir que
tengan frontera (a la cual nos referiremos a veces como borde). Por tanto,
a partir de ahora, cuando se hable de superficies compactas no se excluiran
a las superficies con frontera. Por iltimo, siempre que nos refiramos a las
condiciones de frontera, estaremos considerando una pareja (I, N, ), donde
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I' es una familia numerable de curvas diferenciables disjuntas dos a dos, y
N, es un campo diferenciable unitario definido a lo largo de I" y ortogonal
al’.

El trabajo expuesto en esta memoria es la respuesta a dos cuestiones
motivadas por la lectura de [11]. En dicho articulo, el autor obtiene las
soluciones compactas y con frontera del O(3) o-modelo que admiten una
simetria rotacional (el caso sin frontera es estudiado como un caso particu-
lar del caso con frontera). Ademds, demuestra que éstas coinciden con las
superficies de Willmore de revolucién en R?, hasta entonces desconocidas.
Para ello utiliza el procedimiento ideado por Ody y Ryder, por el cudl se
identifican las variables del O(3) o-modelo con la aplicacién de Gauss de
inmersiones de M en R3.

El funcional que mide la energia total de la aplicacion de Gauss de una
inmersién, pertenece a la familia de funcionales cuya densidad lagrangiana es
una funcién del operador de Weingarten. El més sencillo de estos funcionales
es el funcional area. El problema variacional con condiciones de frontera
asociado al funcional area, recibe el nombre de problema de Plateau y sus
soluciones se llaman superficies minimas. Las soluciones del problema de
Plateau con condiciones de frontera dos circunferencias paralelas, eran ya
conocidas por Riemann. Mas tarde, Enneper demostré que éstas son las
Unicas superfices minimas foliadas por cicunferencias, al no existir superficies
minimas foliadas por circunferencias contenidas en planos no paralelos, [30].

Motivados por estos resultados, nos preguntamos por la existencia de
soluciones del O(3) o-modelo con frontera (de nuevo el caso sin frontera
puede ser visto como un caso particular), foliadas por circunferencias que
no estan contenidas en planos paralelos. Esta cuestion queda resuelta en el
Capitulo 1. En él presentamos dos familias clasicas de circunferencias que
no estan contenidas en planos paralelos, las circunferencias de Villarceau
de primera y segunda especie, y obtenemos las soluciones del sigma modelo
foliadas por este tipo de circunferencias. La imagen por la inversa de la
proyeccién estereografica de las circunferencias de Villarceau, da lugar a dos
familias de circunferencias en $3, relacionadas por una isometria. Este hecho
nos va a permitir trabajar tan solo con las circunferencias de Villarceau de
primera especie, y poder exportar los resultados obtenidos al caso de las
circunferencias de Villarceau de segunda especie.

Resumimos a continuacién los principales logros del capitulo. En primer
lugar se demuestra que, una vez fijadas unas condiciones de frontera, las
soluciones del sigma modelo y las superficies de Willmore coinciden. Tras



lo cudl se resuelve el caso compacto con frontera, esto es, aquél en el que
M = [a,b] x $1. Los pasos a seguir para ello son

» Establecer unas condiciones de frontera admisibles.

Utilizar la simetria de los solitones para simplificar el problema (apli-
cacién del Principio de Criticalidad Simétrica de Palais [44]).

Usar la invarianza conforme del funcional de Willmore.

Lo que obtenemos es que las soluciones son la imagen por la proyeccién es-
tereografica de tubos de Hopf sobre eldsticas clavadas en la esfera punteada
de dimensién dos y radio 1/2, con multiplicador de Lagrange igual a 4. De
donde se deduce que las soluciones foliadas por circunferencias de Villar-
ceau de segunda especie, son la imagen por la proyeccién estereografica de
levantamientos, via la aplicacion

1
I : 8% — §%(1/2), T_(21,22) = (2122, 5(\le2 — [22%)),

de eldsticas clavadas en la esfera punteada de dimensién 2 y radio 1/2, con
multiplicador de Lagrange igual a 4.

A partir del caso compacto se obtienen el resto de soluciones (no com-
pactas y compactas sin frontera) foliadas por circunferencias de Villarceau,
las cuales estan también generadas por eldsticas en la esfera punteada de
dimensién 2 y radio 1/2, con multiplicador de Lagrange igual a 4, y cuyas
condiciones de frontera dependen de la topologia de M. Ademads, se de-
muestra que todos los solitones foliados por circunferencias de Villarceau
son compactos.

El capitulo se cierra con el estudio de la carga de los solitones, que
no es sino el funcional curvatura de Gauss total. Se demuestra que ésta
estd determinada exclusivamente por las condiciones de frontera. Para ello es
necesario calcular la curvatura geodésica de una circunferencia de Villarceau
en un solitén. De su expresién deducimos que ninguna circunferencia de
Villarceau es una geodésica de un solitén del sigma modelo, hecho que no
impide la anulacién del funcional carga.

Motivados de nuevo por [11], decidimos abordar el estudio de las solucio-
nes del O'(3) o-modelo con simetria rotacional, esto es, aquellas soluciones
que son invariantes bajo el grupo de transformaciones de Lorentz propias
y ortocronas que fijan una direccién de IL3. Para ello es necenesario cono-
cer una clasificacién de las superficies rotacionales de IL3. Tras consultar la
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literatura existente sobre el tema, nos dimos cuénta que dicho estudio no
habia sido abordado nunca, por lo que dejamos temporalmente postpuesto
el estudio del O'(3) o-modelo, para embarcarnos en la obtencién de dicha
clasificacion. Trabajo que queda recogido en el Capitulo 2 de esta memoria
y que a continuacién resumimos.

El Capitulo 2 se divide en tres bloques, correspondientes a los casos de
eje temporal, eje espacial y eje luminoso.

= Eje temporal. Salvo un cambio de coordenadas, las superficies de re-
volucién inmersas en I3 con eje temporal coinciden con las superficies
de revolucién inmersas en el espacio Euclideo, R3. Tan solo hay que
tener en cuenta que, para obtener inmersiones no degeneradas, hemos
de tomar una curva generatriz no degenerada.

= Eje espacial. Este es el caso mds complejo. Las érbitas de la accion
del grupo de transformaciones de Lorentz propias y ortocronas que
fijan un eje espacial, son ramas de hipérbolas espaciales, ramas de
hipérbolas temporales y semirrectas luminosas, todas ellas contenidas
en planos perpendiculares al eje de revolucién. Salvo un cambio de
coordenadas, se puede asumir que el eje de rotacién es el eje x. Con-
sideramos entonces los planos degenerados y = z e y = —z, los cuales
contienen a todas las érbitas luminosas y dividen a I3 en cuatro regio-
nes abiertas, a las que llamaremos regiones fundamentales. Antes de
comenzar nuestro estudio, se conocian cuatro familias de superficies
rotacionales, contenidas cada una de ellas en una regién fundamental
distinta. Estas familias se obtienen “rotando” curvas inmersas en un
semiplano contenido en una regién fundamental (véase por ejemplo
[31]). S6lo en dos de las regiones fundamentales existen este tipo de
superficies rotacionales Riemannianas, mientras que en todas ellas se
pueden encontrar superficies rotacionales Lorentzianas. En esta memo-
ria se prueba que, en el caso Riemanniano, las superficies rotacionales
previamente conocidas son todas las superficies rotacionales existen-
tes. Por el contrario, en el caso Lorentziano se demuestra la existencia
de una nueva clase de superficies rotacionales que intersecan a mas de
una regién fundamental. Dicha clase incluye superficies muy conoci-
das, como son el paraboloide hiperbdélico y el hiperboloide de una hoja
con eje el eje z. En cierto sentido, estas superficies se obtienen pegan-
do superficies de las contenidas en una regiéon fundamental. En 2.5.4
diseccionaremos este tipo de superficies, para poder comprender asi el
mecanismo de pegado, el cudl queda descrito en 2.5.5. Finalmente, en
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el apartado 2.5.6 clasificaremos la familia de superficies rotacionales
Lorentzianas con eje espacial, y en el siguiente apartado mostraremos
un algoritmo para obtener ejemplos sencillos del nuevo tipo de superfi-
cies encontradas. Ademas, tras dicho algoritmo, se enuncia un teorema
(cuya demostracién se encuentra en el Apéndice C) que nos asegura
que, localmente, toda superficie analitica rotacional Lorentziana con
eje espacial es una de las superficies conocidas previamente, o una de
las superficies construidas mediante el algoritmo proporcionado.

= Eje luminoso. En este caso las érbitas de la acciéon son o bien parabo-
las espaciales, o bien rectas luminosas. Las superficies rotacionales
conocidas en la literatura estdn contenidas en dos semiespacios abier-
tos, a los que también llamamos regiones fundamentales. Al contrario
de lo que ocurria en el caso de eje espacial, se demuestra que no existen
superficies rotacionales que intersequen a ambas regiones fundamen-
tales.

El dltimo capitulo se centra en proporcionar una descripcién completa
de las soluciones rotacionales del O'(3) o-modelo, asi como de los solitones
rotacionales Riemannianos.

Se demuestra de nuevo que las soluciones de este modelo coinciden con
las superficies de Willmore con frontera en IL3. Para lo cual se necesita obte-
ner una version mas general de la Féormula de Gauss-Bonnet para superficies
Lorentzianas con frontera temporal, dada en [17]. En concreto, en el Lema
3.1.2 se enuncia un teorema de Gauss-Bonnet para superficies Lorentzianas
con frontera diferenciable a trozos y formada por curvas no degeneradas (la
demostracién de este lema estd en el Apéndice D).

Para obtener las soluciones rotacionales con eje temporal, se sigue el
mismo tipo de desarrollo que en el Capitulo 1. Las soluciones en este caso
estan generadas por eldsticas libres clavadas en un plano anti de Sitter al
que llamamos AdSs. La principal novedad de esta seccién es que, gracias
a la forma que tiene la curvatura de las elasticas, somos capaces de afirmar
que las superficies de Willmore de revolucién en I3 con eje temporal y
simplemente conexas, estan contenidas en planos perpendiculares al eje de
revolucion y en hiperboloides de dos hojas con eje el de revolucién.

Si deseamos aplicar el esquema de trabajo utilizado hasta ahora, al estu-
dio de las soluciones con eje espacial y eje luminoso, necesitamos una versién
modificada del Principio de Criticalidad Simétrica de Palais. El motivo es
que el grupo de transformaciones de Lorentz que fijan el eje de rotacién
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no es compacto en ninguno de estos casos. En lugar de elegir este camino,
hemos optado por calcular la primera variacién del funcional de Willmore
en ambiente semi-Riemanniano, véase 3.3.

En el caso del eje espacial, se demuestra que las soluciones rotacionales
Riemannianas estdn generadas por curvas que son elasticas libres clavadas
en dos planos de de Sitter y ademads se halla una caracterizacién de los
solitones en términos de las condiciones de frontera del problema. El estudio
de las superficies Lorentzianas es mas complejo, debido a la riqueza de la
familia de superficies rotacionales Lorentzianas. Esta riqueza se traduce en
una mayor variedad de soluciones rotacionales Lorentzianas, en concreto se
prueba que estas soluciones son:

= superficies rotacionales generadas por elasticas libres temporales cla-
vadas en dos planos de de Sitter disjuntos,

= superficies rotacionales generadas por eldsticas libres espaciales clava-
das en dos planos hiperbélicos disjuntos,

= planos Lorentzianos ortogonales al eje, e

= hiperboloides de una hoja con eje una direccién temporal ortogonal al
eje de revolucién.

Finalmente, el capitulo acaba con el estudio de las soluciones rotacionales
con eje luminoso. Estas estén generadas por elasticas libres no degeneradas
clavadas en dos planos anti de Sitter disjuntos. Ademads, del mismo modo
que ocurria con los solitones Riemannianos rotacionales con eje espacial,
es posible obtener una caracterizacién de los solitones Riemannianos rota-
cionales con eje luminoso, en términos de las condiciones de frontera del
problema.

Todos estos resultados se encuentran recogidos en [12] y [13].

= En el segundo capitulo de esta memoria, se clasifican las superficies
Lorentzianas inmersas en I3 que son invariantes por el grupo de trans-
formaciones de Lorentz que fijan una direccién espacial (a la que llama-
mos eje). Los unicos ejemplos conocidos previamente eran superficies
obtenidas al “rotar” o bien una curva temporal inmersa en un plano
de Lorentz que contiene al eje, o bien una curva espacial inmersa en
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un plano Riemanniano que contiene al eje. En la citada clasificacion,
se muestra la existencia de una tercera familia de superficies, que es
mucho més rica que las dos conocidas previamente. En vista de este
comentario, parece necesario hacer una revisiéon de aquellos resultados
en los que se clasifican superficies Lorentzianas de revolucién en IL3
con eje espacial, cumpliendo una propiedad adicional, ya que dichas
clasificaciones pueden estar incompletas.

Seria interesante hacer un estudio de la estabilidad de las soluciones
encontradas, especialmente si tenemos en cuenta que para algunos
autores la estabilidad es condicién necesaria para ser soliton.

Dentro de la familia de soluciones Lorentzianas del O'(3) o-modelo
que hemos hallado, aquellas que estan generadas por una sola curva
temporal, son superficies globalmente hiperbélicas inmersas en I3 en
las que ademads existe un observador privilegiado (la curva generado-
ra). Tiene entonces sentido hablar de energia, y por tanto de solitones.
Por otro lado, serfa interesante estudiar el funcional energia del sis-
tema, para aquellas soluciones Lorentzianas generadas por una curva
espacial, tomando como observador privilegiado una 6rbita temporal
cualquiera.

Las soluciones del O(3) o-modelo foliadas por circunferencias de Vi-
llarceau de primera especie, se corresponden con tubos de Hopf sobre
eldsticas en la esfera punteada de dimensién 2 y radio 1/2. Las solu-
ciones foliadas por circunferencias de Villarceau de segunda especie, se
obtienen de nuevo a partir de tubos de Hopf sobre eldsticas en $2(1,/2)
salvo un punto, a los que se ha aplicado una determinada isometria

de $3.

Sobre el espacio anti de Sitter de dimensién 3, se pueden construir
dos aplicaciones con propiedades analogas a las de la aplicacion de
Hopf. Una de ellas se llama proyeccién de Hopf estandar sobre el an-
ti de Sitter, y tiene por codominio al plano hiperbdlico de curvatura
—4, mientras que la otra recibe el nombre de proyeccién de Hopf Lo-
rentziana y tiene por codominio al plano anti de Sitter de curvatura
—4.

La pregunta natural que surge es ;podemos construir a partir de cada
una de estas aplicaciones nuevas familias de soluciones del O'(3) o-
modelo?



Introduction, main results and
open problems

As the title states, the results presented in this report deal with Will-
more surfaces with boundary and nonlinear sigma models. While Willmore
surfaces are widely known among those who study Differential Geometry,
this is not the case for nonlinear sigma models. Thus, let us start by intro-
ducing them and motivating its study from both physical and mathematical
points of view.

Nonlinear sigma models

A nonlinear sigma model is a field theory whose elementary fields, or
dynamical variables, are differential maps, N, from a connected differen-
tiable manifold, M, to another connected differentiable manifold, (E,g),
endowed with a nondegenerate metric. The Lagrangian density governing
the dynamics of the model is defined as follows

LIN) = 53 00N, 0N) — V),

where V' is the potencial energy of the system and {0;,0s,...} is a frame
in M. The associated functional measures the total energy of those maps.

The first manifold, M, is called the source space, while the second, F, is
the target space. The dimension of the source space is called the dimension of
the model, as well as the isometry group of the target space is the symmetry
of the model. The solutions of the model are defined as the solutions of the

XV
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corresponding Euler-Lagrange equation. They are said to be Lorentzian if
there is a Lorentzian metric defined on M and Riemannian if M is endowed
with a Riemannian metric.

In many special cases, the solutions of the sigma model receives an ad-
ditional name, for example:

= [f g is Riemannian, £ = L™ and V = 0, then the Euler-Lagrange
equation is a generalization of the classical wave equation, and so, the
solutions of the sigma model are called wave maps.

s If M and F are Riemannian manifolds and V' = 0, then the solutions
are called harmonic maps from M to E.

Along this report, we will focus on the study of two particular nonlinear
sigma models:

» The 2-dimensional O(3) nonlinear o-model with null potential energy,
that is, the one such that M is a surface, E = $? (with the usual
metric) and V = 0. We will refer to it as O(3) o-model or O(3) sigma
model.

» The 2-dimensional O'(3) nonlinear o-model with null potential energy,
which will be abbreviated as O!(3) o-model or O'(3) sigma model.
That name comprehends two different closely related models. In both
of them, M is a surface, the group of isometries of E is O'(3) and
V = 0. But, in the first one FE is equal to S%, while in the second F is
the hyperbolic plane, Hs.

Two dimensional nonlinear sigma models, in particular those with sym-
metry O(3) and O'(3) are ubiquitous in Physics, with applications going
from Condensed-matter Physics to High-energy Physics and, of course,
Quantum Field Theory . They are specially important in String Theories
where the model description is applicable. In many cases, sigma models are
used as toy model, because they show similarities with other more compli-
cated models. These applications can be consulted in [1], [2], [9], [15], [26],
[32], [38], [39], [43], [48], [50], [55], [60],and references therein.

This kind of universality is strongly related to the fact that those sigma
models, and equations governing their dynamics, have a deep underlying
mathematical meaning. This provides a powerful reason to explain the great
interest of those models in Linear Analysis and in Differential Geometry (see,
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for example, [19, 21, 24, 41] and references therein) even without mention
any physical terminology, simply as a kind of variational problem with well
established boundary conditions, [3, 4].

Also, as we will show later, the study of the O(3) and O'(3) sigma
models, is equivalent to the study of Willmore surfaces in R? and IL3.

We have choosen an approach to these sigma models which was first
proposed by M. S. Ody and L. H. Ryder, [41], to study the O(3) sigma model.
The main idea of that paper consists in identifying the dynamical variables
of the model with the Gauss map of surfaces immersed in the Euclidean
three space. After that identification, the Lagrangian density governing the
model is the following one

1
8(9) = 3 laNg |

where dNy is the opposite of the shape (or Weingarten) operator of the
immersion ¢. That expression is just the Casorati curvature of the immer-
sion, and it is equal to the average of the squares of the principal curvatures.
That notion of curvature was introduced by F. Casorati in [25], motivated
by the necessity of finding a suitable definition to the intuitive concept of
curvature.

By using theory of surfaces, Ody and Ryder transformed the study of
the O(3) sigma model, into the variational problem governed by the func-
tional measuring the total energy of the Gauss map of each immersion, also
called total Casorati curvature. They found a wide family of (boundary free)
solutions coming from the theory of constant mean curvature surfaces. Also,
they proved:

» The classical solutions given by Belavin and Polyakov, [15], are those
with conformal Gauss map (round spheres and minimal surfaces);

= The solutions previously found by Purkait and Ray, [47], correspond to
the familiy of constant mean curvature helicoids studied by M. P. Do
Carmo and M. Dajzer, [29)].

In the case of the O'(3) sigma model, it seems natural to use a geo-
metrical approach in which the dynamical variables of this model can be
identified with the Gauss map of non-degenerate surfaces in the three di-
mensional Lorentz-Minkowski space, IL3. This way, we obtain Riemannian
immersions in the case E = $2 and Lorentzian ones if £ = Ha.
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Solitons and instantons

Along this report, not only we have studied solutions of the O(3) and
O'(3) sigma models, but also Riemannian solitons or instantons. Let us
explain briefly what a soliton is, and under which conditions we have focused
on their study.

As the literature about this topic comes from Physics and Analysis, we
have momentarily changed the notation and the setting. Let us consider a
field theory governed by the Lagrangian density

L = £(¢, Dy - .,(Z)zn,17¢t7xvt>a

where the dynamical variables of the model are differential maps, ¢ : L™ —
RF, notated by ¢ = ¢(t, ). Suppose L is invariant under the group of time-
like translations in IL”. Then, the theorem of Noether assures the existence
of a first integral of the Lagrangian, called the Energy of the system, and

defined as follows
oL
E = _ . _
=] (55 -e-c)a

¢ being a solution of the Euler-Lagrange equation, see [20].

In this framework, we define a soliton as a solution of the field equation,
whose energy “travels as a localized packet in time”. Many authors also ask
them to “exhibit some form of stability”. In some sense, solitons have a
particle-like behavior. The way in which this concept is rigurously defined,
depends on the author, see for example [9], [21] and [48]. Anyway, they all
agree in saying that, in the case in which solutions does not depend on ¢, the
density of the energy functional is constant (with respect to ¢) and equal to
—L.

The last statement allows us to transfer the notion of soliton to the set-
ting of nonlinear sigma models, as long as M is endowed with a Riemannian
metric. So, we define a Riemannian soliton or instanton, as a Riemannian
solution whose image under the functional governing the model is finite.
Clearly, in case M is compact (with or without boundary) and Riemannian,
all solutions are solitons.

In the case M is a Lorentzian manifold, we are not going to study so-
litons, because we do not even know a way of defining the energy of the
system without depending on a previously fixed observer.
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In conclussion, it has been justified the fact that we have only studied
the solitons of the O(3) o-model and the Riemannian solitons of the O!(3)
o-model.

The Willmore functional

The Willmore functional is defined as follows
W(p) = / HidAy,
M

where ¢ : M — R? is a differential immersion from a differential, compact,
boundary free and conected surface, Hy is the mean curvature of the im-
mersion and dA, is the element of area induced on M. It is easy to prove
that 20 > 47 and the minimum is reached if, and only if, M is a embedded
round sphere in R3.

In 1965, T. J. Willmore proposed the study of the above functional, [58].
In that paper, he proved that the image by 20 of any Clifford torus (that is,
a revolution torus obtained by rotating a circle of radius r, whose center is
at a distance of v/27 from the axis) is 272, and also that for any revolution
torus 20 > 272, Finally, he conjectured that if the genus of M is equal to
1, the minimum of the Willmore functional is 272 and it is only attained
by the Clifford torus. Similar conjectures for arbitrary genus where later
proposed by Kusner, [34].

One of the main properties of the Willmore functional is its invariance
under conformal transformations of the metric. This property was already
known by W. Blaschke and G. Thomsen, authors who independently develo-
ped a deep study of the conformal invariants of submanifolds, in the 1920’s
([18] and [53]). This work lapsed into obscurity, and the conformal inva-
riance of the Willmore functional was rediscovered in 1973, by J. H. White,
[57]. The conformal invariance of the functional forces to reformulate the
Willmore conjecture in the following way: for genus 1, 20 > 272 and the
minimum is only reached by the Clifford torus and immersions conformal
to it.

The attempts to find a proof of the Willmore conjecture involve the study
of the critical points of 20, which have been named Willmore surfaces. These
surfaces are characterized as the compact solutions of the equation

AH¢ + 2H¢(H¢% — G¢) =0,
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where G4 denotes the Gauss curvature. The most simple examples of Will-
more surfaces, known to Blaschke and Thomsen, are those obtained by
stereographic projection of minimal surfaces in $3. In 1970, H. B. Lawson
proved that every compact orientable surface can be minimaly embedded in
83, [37]. As a consequence, the existence of Willmore surfaces of any genus
is assured. In 1985, U. Pinkal found a family of Willmore surfaces embedded
in R? which can not be obtained by stereographic projection of a minimal
surface in $3. They are obtained as stereographic projection of Hopf tubes
over certain closed elastic curves in $2, [46].

Nowadays, the Willmore conjecture is still open, [59], (maybe not for so
long, [49]). On the other hand, the theory of Willmore surfaces has become
independent from the Willmore conjecture, being extended to other settings
such as surfaces with boundary (see for example [11], [45] and [56]) and
semi-Riemannian manifolds (see [5]).

Before starting the exposition of results, we would like to make some
general remarks. All the objects that will appear in this report, unless
otherwise stated, are differentiable (that is, C*°). All the surfaces will be
connected and will be allowed to have boundary, so every time we work
with compact surfaces, we are not excluding those with boundary. As a last
remark, the boundary conditions we will work with are pairs, (I', N,), where
I' is a countable family of disjoint differentiable curves and N, is a unitary
differential vector field along T', orthogonal to I

The results shown in this report are the answer to two questions motiva-
ted by [11]. In this paper, the author obtained the compact solutions of the
O(3) o-model with boundary admitting a rotational symmetry (the boun-
dary free case is studied as a particular case of that with boundary). Even
more, he proved that those solutions coincide with the Willmore surfaces of
revolution in R?, not known before. The technique used in that paper is the
one proposed by Ody and Ryder, of identifying the variables of the O(3)
o-model with the Gauss map of immersions of M in R3.

The functional measuring the total energy of the Gauss map of an im-
mersion, belongs to a wide familiy of functionals whose Lagrangian density
is a function of the shape operator. The simplest one of those functionals
is the area one. The associated variational problem is the Plateau one with
boundary I', and its solutions are minimal surfaces bounded by I'. When
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I’ consist of two parallel circles (circles in two parallel planes) in R3, the
problem is classical in the theory of minimal surfaces. The moduli space of
solutions was described in a posthumous manuscript of B. Riemann. La-
ter, Enneper showed the non existence of minimal surfaces foliated by non
parallel circles, [30]. Consequently, we know the complete moduli space of
minimal surfaces that are foliated by circles.

Motivated by these results, we focused on the study of the existence
of solutions of the O(3) o-model with boundary (the boundary free case
is again treated as a particular case) foliated by circles not contained in
parallel planes. This question is solved in Chapter 1. We start the chapter by
introducing two classical families of circles that are not contained in parallel
planes: first and second kind Villarceau circles. The moduli space of solutions
of the sigma model foliated by these families of circles is obtained. The
image by the stereographic projection of Villarceau circles are two families
of circles in $2, related by an isometry. This fact allows us to obtain results
only for first kind Villarceau circles, and then, export them to second kind
Villarceau circles.

Next, we summarize the main achievements of the chapter. First, given
fixed boundary conditions, it is proved that the solutions of the sigma model
coincide with the Willmore surfaces. After that, we solve the problem in the
compact case (M = $! x [a1, az]) with a geometric argument that involves
the following steps

= Stablishing admissible boundary conditions.

» Using the symmetry to simplify the problem (by applying the Principle
of Symmetric Criticality, [44]).

= Using the conformal invariance of the Willmore functional.

Finally, the solutions are the stereographic projection of Hopf tubes over
clamped elastic curves in the once punctured 2-dimensional sphere with ra-
dio 1/2, and Lagrangian multiplier equal to 4. From that result, we obtain
that the solutions foliated by second kind Villarceau circles are the stereo-
graphic projection of liftings, via the map

1
I $° — 8%(1/2), II_(21,22) = (2122, 5(!Z1I2 — |z2?)),

of campled elastic curves in the once punctured 2-dimensional sphere with
radio 1/2, and Lagrangian multiplier equal to 4.



XXII

The compact case is the key to obtain results for the other cases (non
compact and compact without boundary). The solutions are again obtained
from elastic curves in the once punctured 2-dimensional sphere with radio
1/2, and Lagrangian multiplier equal to 4. The only diference is that the
boundary conditions of the elastic curves depend on the topology of M. Also,
by using the compact case, it can be proved that all the solitons foliated by
Villarceau circles are compact.

The chapter ends by studying the charge of the solitons, that is, the
functional measuring the total Gauss curvature. It can be proved that the
charge is exclusively determined by the boundary conditions. To do so, it is
necessary to obtain the geodesic curvature of a Villarceau circle in a soliton.
From the obtained expression it can be deduced that a Villarceau circle is
never a geodesic of a soliton. Despite of that, the charge of a soliton can be
null.

Motivated again by [11], we decided to study the solutions of the O'(3) o-
model with rotational symmetry, that is, those solutions that are invariant
under the group of proper and orthocronal Lorentz transformations that
fix a direction in IL3. The first step consists in finding a classification of
the surfaces that are invariant under the group of proper and orthocronal
Lorentz transformations that fix a direction in I.3. After looking for it in the
existing literature, we realized that such study had been avoided. So, before
starting the study of the O'(3) sigma model, we solved that problem. The
solution is given in Chapter 2, next we summarize it.

Chapter 2 is divided in three parts, corresponding to the cases in which
the fixed direction is time-like, space-like and light-like.

= Time-like axis. Up to a change of coordinates, the rotational surfa-
ces immersed in I3 with time-like axis essentially coincide with the
surfaces of revolution in the Euclidean space, R3. The only different
detail is that, in order to obtain nondegenerate immersions, we ask
the generating curves not to be degenerate.

= Space-like axis. This one is the most complicated and subtle case.
There are three different types of orbits (under the action of the group
of transformations that fix the axis): branches of space-like hyperbo-
las, branches of time-like hyperbolas and ligh-like rays; all of them
contained in planes perpendicular to the axis. Up to a change of coor-
dinates, we can suppose the axis is just the x axis. We consider the
degenerate planes given by y = 2z and y = —z. These planes con-
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tain all the light-like orbits and they divide I.? into four open regions,
that we will refer to as “fundamental regions”. In the literature, four
different families of rotational surfaces can be found, each of them con-
tained in a different fundamental region. These surfaces are obtained
by rotating curves that are immersed in a semiplane contained in a
fundamental region, see for example [31]. Only two of the fundamen-
tal regions contain Riemannian rotational surfaces, while Lorentzian
rotational surfaces can be found in all the fundamental regions. In the
Riemannian case, it is easy to prove that all rotational surfaces are
those found in the literature. In contrast, in the Lorentzian case it
is proved the existence of rotational surfaces intersecting more than
one fundamental region. This family contains classical surfaces, such
as the hyperbolic paraboloid and the one sheet hyperboloid with axis
the z axis. These new surfaces are obtained by gluing, if possible, sur-
faces contained in different fundamental regions. In Section 2.5.4 we
dissect this type of surfaces, in order to understand the gluing me-
chanism, which is described in 2.5.5. After that, in Section 2.5.6, the
classification of Lorentzian rotational surfaces with space-like axis is
obtained. Finally, it is shown an algorithm to obtain, in a simple way,
examples of the family of surfaces intersecting more than one funda-
mental region. Also, a theorem is given (whose proof can be found in
Apendix C), stating that, locally, all the analytical Lorentzian rota-
tional surfaces with space-like axis are among the well-known ones in
the literature, or can be constructed by using the given algorithm.

= Light-like axis. In this case, the orbits are either space-like para-
bolas or time-like lines. The rotational surfaces that can be found
in the literature, are immersed in two open semispaces, that are al-
so named fundamental regions. In contrast with the previous case, it
can be proved that there are not rotational surfaces intersecting both
fundamental regions.

Last chapter is devoted to describing the rotational solutions of the O (3)
o-model, as well as the rotational Riemannian solitons.

As in the first chapter, it is proved that the solutions of the model
coincide with the Willmore surfaces with boundary in I.3. As a tool to obtain
this result, we need to prove a generalization of the Gauss-Bonnet Formula
for Lorentzian surfaces with time-like boundary, given in [17]. In particular,
Lemma 3.1.2 gives a Gauss-Bonnet Theorem for Lorentzian surfaces with
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piecewise smooth boundary consisting of nondegenerate curves (the proof
of this result can be found in Apendix D).

The steps followed to obtain the rotational solutions with time-like axis,
are the same as in the first chapter. Such solutions are generated by free
clamped elastic curves in an anti de Sitter plane, notated as AdSs. The
main new idea in this section is that, thanks to the expression of the geodesic
curvature of the elastic curves, we are able to show that the simply connected
revolution Willmore surfaces with time-like axis in IL?, are embedded in
planes orthogonal to the axis and in two sheet hyperboloids whose axis is
that of revolution.

In the case of space-like and light-like axis, if we want to follow the
same steps as in Chapter 1, we need a modified version of the Symmetric
Criticality Principle given by Palais, [44]. The reason is that, in both cases,
the group of Lorentz transformations that fix the axis is not compact. Ins-
tead of choosing this method, we decided to obtain the first variation of the
Willmore functional in semi-Riemannian setting, see 3.3.

In the space-like axis case, it is proved that the rotational Riemannian
solutions are generated by clamped space-like free elastic curves immersed
in two different de Sitter planes. Moreover, it is obtained a characterization
of the Riemannian solitons in terms of the boundary conditions. The study
of the Lorentzian rotational solutions is more complex due to the richness
of the family of rotational Lorentzian surfaces. That complexness turns into
a bigger family of rotational solutions:

= rotational surfaces generated by clamped time-like free elastic curves
immersed in two different de Sitter planes,

= rotational surfaces generated by clamped space-like free elastic curves
immersed in two different hyperbolic planes,

= Lorentzian planes orthogonal to the axis, and

= one sheet hyperboloid with time-like axis orthogonal to the axis of
revolution.

Finally, the chapter ends with the study of rotational solutions with
light-like axis. These solutions are generated by nondegenerate clamped free
elastic curves immersed in two different anti de Sitter planes. Also, in the
same way as for the space-like axis case, the rotational Riemannian solitons
are characterized in terms of the boundary conditions of the problem.
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The resuls appearing in this report can be consulted in [12] and [13].

= In the second chapter, it is obtained the classification of immersed
Lorentzian surfaces in IL? which are invariant by the Lorentz transfor-
mation group fixing a space-like direction. Until now, the only known
examples were surfaces obtained by “rotating” either a time-like cur-
ve immersed in a Lorentzian plane containing the axis, or a space-like
curve immersed in a Riemannian plane containing the axis. In the
classification given in this report, it is shown the existence of a third
family of surfaces which, in addition, is much more complex than the
previously known. Bearing in mind this comment, it seems necessary
to make a revision of all those results studying rotational Lorentzian
surfaces with space-like axis in IL3, satisfying some additional condi-
tions, because such classification results might be not complete.

= [t would be interesting to study the stability of the given solutions,
specially if we recall that for some authors, stability is a necessary
condition to be a soliton.

= Within the family of Lorentzian solutions of the O!(3) o-model that
we found, those whose profile curve is time-like, are globally hyperbolic
surfaces immersed in I3, on which there exists a privileged observer,
namely, the profile curve. This way, it makes sense to consider the
energy of the system, and thus, the solitons. On the other hand, it
would be interesting to study the energy functional of the system for
those Lorentzian solutions generated by just one space-like curve, by
considering as a privileged observer any time-like orbit.

» The solutions of the O(3) o-model which are foliated by first kind Vi-
llarceau circles are nothing but Hopf tubes over certain elastic curves
in the once punctured 2-dimensional sphere of radius 1/2. The solu-
tions foliated by second kind Villarceau circles are also obtained as
Hopf tubes over elastic curves in the once punctured 2-dimensional
sphere of radius 1/2, but applying a specific isometry of $3.

On the 3-dimensional anti de Sitter space, it is possible to construct
two maps with similar properties to the classical Hopf map. The first
one is called indeed the standard Hopf projection on the anti de Sitter
space, with image the hyperbolic plane of curvature —4, whereas the
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second one is the Lorentzian Hopf projection with image the anti de
Sitter plane with curvature —4.

The natural arising question is whether it is possible to construct new
solutions of the O'(3) o-model from these two new maps.



Capitulo 1

Solitones del O(3) sigma modelo no
lineal de dimensién 2, foliados por
circunferencias de Villarceau

1.1 Preliminares

En esta seccién haremos una introduccion al paralelismo de Clifford en la
esfera de dimension tres. También estudiaremos las principales propiedades
de las circunferencias de Villarceau. Los detalles se pueden consultar en [16].

1.1.1 Circunferencias de Villarceau

Es bien conocido que un toro, T, de revolucién en R?, contiene dos
familias de circunferencias formadas por los paralelos y los meridianos, res-
pectivamente. Menos conocido es el hecho de que en T se pueden encontrar
otras circunferencias. Cortando al toro por planos bitangentes con él, se ob-
tienen otras dos familias de circunferencias conocidas como circunferencias
de Villarceau de primera y segunda especie, respectivamente. Estas poseen
las siguientes propiedades:

1. Dos circunferencias de distinta especie se intersecan en dos puntos,
mientras que dos de la misma especie no sélo no se intersecan, sino
que se encuentran entrelazadas.

2. Las circunferencias de Villarceau cortan a los meridianos bajo un
angulo constante y asi son lineas de rumbo, loxodromas de T. En
particular son hélices en R? con eje un campo de Killing rotacional,
ver [14] para més detalles.
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3. Dos circunferencias cualesquiera de la misma especie forman un pa-
ratactic annulus, 1o que quiere decir que existe una constante, «, de-
pendiendo de ambas circunferencias, de modo que cualquier esfera en
R? conteniendo a una de las dos circunferencias, es intersecada por la
otra circunferencia con angulo a.

4. Cada una de las dos familias de circunferencias de Villarceau consti-
tuye una foliacion de T.

Villarceau de primera especie Villarceau de segunda especie

1.1.2 Paralelismo de Clifford
Consideremos la esfera unidad de dimensién tres vista en C?
$°={¢=(21,22) € C : [(]* = |21 ” + |22 = 1},
y sobre ella la accién

St x§ — 83
(€",¢) = e - (= (e"z1,e"20). (1)
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Las érbitas generadas por esta accién son circunferencias maximas en $°.
Si C y C’ son dos de dichas drbitas, entonces

d(¢,C") =d(n,C’') V¢neC,

donde d es la distancia asociada a la métrica usual en $2. Ademads, de esta
propiedad se deduce que si ¢ € C, ¢! € C’ satisfacen d(¢, (') = d(C,C’),
entonces cualquier circunferencia maxima que contenga a ¢ y ¢’ interseca a
ambas érbitas perpendicularmente. Este comportamiento nos recuerda al de
las rectas paralelas en el espacio Euclideo y motiva la siguiente definicion.

Definicién 1.1.1 Dos circunferencias mdzimas, C y C’, en $3 se di-
cen Clifford paralelas si d({,C’) no depende de ( € C. En tal caso
escribimos C || C'.

Estudiemos ahora la relacion que acabamos de definir. Para ello necesita-
mos algo de notacién y algunos conceptos previos. Dada una circunferencia
méxima, C, en $* y 6 € [0, 5], definimos

Cyp=1{CeS®:d(C)=06}.

Sea P el plano vectorial en R* que contiene a C, P+ el plano vectorial
ortogonal a P y C* la circunferencia méxima obtenida al intersecar $> con
PL. Es claro que Cy = C y que Cg =Ct. Sife (0, %) entonces Cy tiene
las siguientes propiedades:

1. Tomando un sistema adecuado de coordenadas en R* = C?, se observa
facilmente que Cy es el toro definido por

Cy={C = (21,22) € C? : |21| = cosb, |z| = senb}.
Asi, Cy es la interseccién de $2 con el siguiente cono

{C=(21,22) € C* : |z1*sen? 0 — | 25)? cos® 6 = 0}.

2. Usando la propiedad anterior, se prueba que para cada ¢ € Cy, existen
exactamente dos circunferencias maximas que son Clifford paralelas a
C y contienen a (.



Como consecuencia, el paralelismo de Clifford no es una relacion de
equivalencia. Lo que vamos a hacer a continuacién es ver que esta relacion
se puede descomponer en dos relaciones de equivalencia.

Es evidente que P @ P+ = R*. Fijamos orientaciones en P y P+ de
modo que obtengamos la orientacién canénica en R*. Notamos por O (-) al
subgrupo del grupo ortogonal cuyos elementos tienen determinante positivo
y definimos los dos siguientes subgrupos de O*(P) x O (P+):

Gé = {(w frowofi) tweOT(P)} v
Ge = {(w f- owof__l) cwe 0T (P)},

donde f; € Iso™(P,P') (respectivamente f_ € Iso™ (P,Pt) ) es una
isometria que preserva (respectivamente invierte) la orientacién. Notemos
que esta construccién no depende de la eleccién de f+ (o f—) ya que OT(P)
es abeliano.

Definicion 1.1.2 En este contexto, a las orbitas bajo la accion de GE,
que son circunferencias maximas, las llamaremos circunferencias Clif-
ford paralelas a C de primera especie. Mientras que las orbitas bajo la
accion de G, que también son circunferencias mdrimas, serdn llama-
das circunferencias Clifford paralelas a C de segunda especie. Notemos
por ||T a la relacion ser Clifford paralela a C de primera especie y por
I~ a la relacion ser Clifford paralela a C de sequnda especie.

Para dichas relaciones, las siguientes afirmaciones son ciertas.
1. [T y ||~ son relaciones de equivalencia.

2. Dos circunferencias maximas C y C’ cumplen C||C’ si, y solo si,
ocurre que o bien C ||t C’ o bien C ||~ C.

3. Para cada ¢ € $%\(C U C*) existen dos circunferencias méximas que
pasan por ¢ y que son Clifford paralelas a C, una de primera especie
v la otra de segunda especie.

Las circunferencias de Villarceau como o6rbitas de la ac-
. » . 2Q .
cién de un grupo de transformaciones conformes en R°\{eje 2}

Las circunferencias Clifford paralelas y las circunferencias de Villarceau
estan relacionadas a través de una proyeccion estereografica adecuada.
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Tomemos (, € $3, una circunferencia maxima en $3 que pase por (,,
C, y consideremos la proyeccién estereografica con polo ¢, que lleva C al
eje z, I,. Es facil ver que para cualquier 6 € (0,5), To = E,(Cy) es un
toro de revolucién en R? en torno al eje z con radios ﬁ y tan@. Es maés,
la familia formada por todos estos toros es una foliacién de R3\{ejez}. Y,
salvo traslaciones y homotecias, todo toro de revolucion en torno al eje z en
R? es de la forma Ty para un adecuado valor de 6 € (0, 3).

En este contexto, las dos familias de circunferencia de Villarceau en Ty,
se obtienen como iméagenes por F, de las dos familias de circunferencias
maximas en Cy que son Clifford paralelas a C.

A partir de ahora utilizaremos la siguiente notacién
Fi={E,(C"):C'"||FC} vy F={E,(C"):C" | CL

Cada una de estas familias constituye una foliacién de R3\{eje 2} y adem4s

vamos a ver que cada una de ellas es el espacio de érbitas de la accién de
un grupo de aplicaciones conformes en R3\{eje z}.

En un sistema de coordenadas apropiado, la accién de GJ(E en $° es la
accion que motivé la definicién del paralelismo de Clifford, (1.1). Por lo
tanto, las circunferencias Clifford paralelas a C de primera especie no son
sino las fibras de la aplicacién de Hopf (salvo cambio de coordenadas),

I:$% — $%(1/2)

(21, 22) = (2122, 3 (|21 * = |22])),

donde 23 es el complejo conjugado de z3.
Ahora hacemos uso de E, para obtener a partir de GJé el siguiente grupo
de aplicaciones conformes en R?\ {eje 2}

H" = {E,opoE,' : p€ Ge+} = {p: : t €[0,2n]}.

Notemos que esta construccion no depende de C, por la eleccién que hicimos
de E,. La familia de érbitas de la accién del grupo HY en R3\ {ejez} es
Fi.

A continuacion tratamos con las circunferencias de Villarceau de segunda
especie. En un sistema de coordenadas adecuado la accién de G en g3
queda descrita del siguiente modo

St x §% — §3, (eit, (21,22)) — (eit21,e_it22).



En este caso, la proyeccién al cociente es (salvo cambio de coordenadas) una
aplicacién similar a la de Hopf

1
M : 83— $%(1/2), T _(21,2) = (2122, 5(‘Zl|2 —|22f*)).

Las fibras de esta proyeccién son las circunferencias Clifford paralelas a C
de segunda especie.

De nuevo usamos la proyeccién estereogréafica para pasar a R3. El si-
guiente grupo de aplicaciones conformes en R?\{eje 2z} deja invariantes las
circunferencias de Villarceau de segunda especie

H ={E,oxoE;': xe€Gg}l={x : te[0,2r[}.

Esto es, 75 es la familia de érbitas de la accién de H™ en R3\{eje z}.

Para cerrar los preliminares vamos a justificar por qué en este capitulo
vamos a trabajar casi exclusivamente con la familia F;. Para ello definimos
la siguiente isometria en $3

J: 83— 83
J(Zl,ZQ) = (21,2_2).

Esta isometria hace que el siguiente diagrama sea conmutativo

5 L8
I | T
$2(1/2) 14 $2(1/2).

Este hecho nos va a permitir trasladar los resultados obtenidos al trabajar
con Fi a resultados sobre Fy usando la isometria J.

Recordemos que el O(3) sigma modelo no lineal de dimensién 2 es una
teoria de campos cuyas variables dindmicas son aplicaciones de una super-
ficie conexa, M, en la esfera redonda de dimension 2. La densidad Lagran-
giana que gobierna su dindmica es

S(N) = 5 37 N ()@,

i=1,2
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donde (-,-) es la métrica usual en R3, * denota al pull-back y {01,002} es
una referencia ortonormal de M. Véase la introduccion.

Recordemos también que, utilizando teoria de superficies, este sigma
modelo se transforma en el problema variacional definido en el espacio de
inmersiones de M en R?, que estd gobernado por el funcional que mide la
energia total de la aplicacion de Gauss de cada inmersién, o lo que es lo mis-
mo, la curvatura total de Casorati de cada inmersién. Se llaman soluciones
del sigma modelo a los puntos criticos del problema variacional. Se llaman
solitones a aquellos puntos criticos que cumplen que el valor del funcional
energia sobre ellos es finito. Recordemos por tltimo que, en nuestro caso,
el funcional que gobierna el sigma modelo y el funcional energia coinciden
salvo el signo.

A partir de ahora, y tan sélo en este capitulo, nos referiremos al O(3)
sigma modelo no lineal de dimensién 2 simplemente como modelo o sigma
modelo.

El objetivo de este capitulo es describir el espacio moduli de las solucio-
nes del sigma modelo que estan foliadas por circunferencias de Villarceau y
satisfacen ciertas condiciones de frontera. Y determinar después, de todas
ellas, cudles son solitones. Para ello, lo primero que vamos a hacer es fijar
la notacién con la que vamos a trabajar a lo largo del capitulo.

Condiciones de frontera

Llamemos (T', N,) a las condiciones de frontera de primer orden, donde

» I'={71,7,...} es un conjunto numerable de curvas regulares en
R? que son disjuntas dos a dos.

= N, es un campo definido a lo largo de I" que es unitario y ortogonal
a T, esto es, (N,,I") = 0 donde I" es el campo tangente a lo largo
de cada v; € T

Las condiciones de frontera fijadas definen un tercer campo, v, a lo largo
de I', que estd determinado por IV Av = N,, donde I es el campo tangente
a lo largo de I'.

Sea M una superficie diferenciable (y por diferenciable a partir de ahora
vamos a entender de clase C*°), conexa y con frontera formada por la unién
numerable de una familia de curvas diferenciables (tantas como forman parte
deT), estoes, OM =c1Ucy---.



El espacio de variables dindmicas o campos elementales

Definimos It (M, R3) como el espacio de inmersiones, ¢ : M — R3, que
satisfacen las siguientes condiciones de frontera

1. ¢(cj) =74, Vj, lo cual abreviamos por ¢(OM) =T, y

2. d¢,(T, M) es ortogonal a N,(¢(p)), Vp € OM.

Para cada ¢ € Ir(M,R3), representamos por Ny : M — $2 a su apli-
cacién de Gauss. dN, denota entonces al opuesto del operador forma u
operador de Weingarten de ¢.

El funcional

En este ambiente, el funcional que gobierna el problema variacional es
_ 1
G: Ir(M,R?) — R=RU{xx}, &(¢)= 2/ |[dNs|| 2 dAg,
M

siendo dAy el elemento de drea de (M, ¢*(:,-)) y || - || la norma asociada

a ().

Una vez conocido el funcional, nuestro problema consiste en encontrar
de entre todas las superficies en R? con frontera I' y aplicaciéon de Gauss
a lo largo de dicha frontera N,, aquellas que son puntos criticos de & vy,
de entre ellas, determinar cudles son solitones del sigma modelo, esto es,
aquellas cuya imagen por & pertenece a R.

Los puntos criticos: caso compacto

Si M es compacta, los solitones del sigma modelo y los puntos criticos de
G coinciden, siendo aquellas inmersiones que anulan la primera variaciéon
del funcional para cualquier campo variacional.

Los puntos criticos: caso no compacto
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El caso no compacto se diferencia en que a priori no coinciden solitones y
puntos criticos. La no compacidad obliga a tomar variaciones de soporte
compacto, lo cual equivale a decir que ¢ € It (M, R?) es un punto critico
de & si, y solo si, la restriccion de ¢ a K, ¢k, es punto critico de

= 1
& s Lo (KB — R, 6() = 5 [ 4Ny Ay,

para todo K C M poligono, donde por poligono vamos a entender un
subconjunto de M que es compacto, conexo, simplemente conexo, con
interior no vacio y frontera diferenciable a trozos, formada por curvas
regulares.

Una vez planteado el problema, vamos a trabajar con el funcional &
para convertirlo en otro funcional que es invariante bajo cambios conformes
de la métrica. En todo el desarrollo que sigue a continuacion, el caso en el
que OM = ) puede ser considerado un caso particular del caso con frontera.

Dada una inmersién, ¢ € Ir(M,R?), llamemos Hg a su funcién curvatu-
ra media y llamemos Gy = det(dNy) a la curvatura de Gauss de (M, ¢*(-, -)).
La siguiente relacién entre ambas curvaturas es clésica,

|[dNg|* = 4HZ — 2G.

Combinandola con el Teorema de Gauss-Bonnet para superficies Rieman-
nianas, obtenemos el siguiente resultado

Teorema 1.2.1 ¢ € Ir(M,R?) es una solucion del sigma modelo con
condiciones de frontera (I', N,) si, y solo si, (M, ¢) es una superficie de
Willmore con condiciones de frontera (I', N,).

Donde las superficies de Willmore con condiciones de frontera (I, N,), se
definen como aquellas inmersiones, ¢ € Ir(M,RR3), que cumplen que para
todo poligono K C M, la restriccién de ¢ a K, ¢|k, es punto critico de
(I¢(3K) (K, R3); QH) , donde

W : L) (K, R?) — R, Qn(w):/ deA¢+/ kY ds,
K $(9K)
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siendo Hy la curvatura media de la inmersién y k¥ la curvatura geodésica
de ¢(0K) en 9(K) (donde la curva esté orientada de modo que su normal
“apunta hacia” (K)).

Demostracion: En el caso en el que M es compacta, utilizando la relacion
clasica anterior, junto con el Teorema de Gauss-Bonnet para superficies
Riemannianas, el funcional que gobierna el sigma modelo se puede escribir
del siguiente modo

S(p) =2 /M Hq%dA(b + /F k®ds — 2mx (M),

donde s es el pardmetro arco y x(M) es la caracteristica de Euler de M.
Consideremos ahora el funcional £ : Ir(M,R3) — R definido como

£(¢) = /F kds.

Si probamos que £ es constante en el espacio Ir(M,R?), el teorema queda
probado cuando M es compacta. Para ello, lo tinico que hay que hacer es
darse cuenta de que las condiciones de frontera fijadas implican no solo
que todas las superficies del espacio anterior tienen la misma frontera, sino
también que en cada punto de dicha frontera el plano tangente a todas
ellas es el mismo. Entonces k® no depende de la inmersién y por tanto £ es
constante.

Cuando M no es compacta se razona igual que antes, pero sustituyendo
M por un poligono K C M arbitrario.
|

Nota 1.2.2 En el caso compacto sin frontera, el término de frontera del
funcional de Willmore desaparece y la demostracion del teorema se reduce
al uso de la relacion entre las curvaturas y el Teorema de Gauss-Bonnet.
En este caso el resultado nos proporciona una gran variedad de ejemplos de
solitones del sigma modelo, véanse las superficies de Willmore sin frontera
descritas en [6, 10, 36, 37, 40].

Como corolario inmediato obtenemos el siguiente resultado

Corolario 1.2.3 El sigma modelo es invariante frente a cambios con-
formes de la métrica en R3.
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El objetivo de esta seccion es el de resolver el siguiente problema

Obtener todas las soluciones y todos los solitones del sigma modelo
que son invariantes por el grupo HT, esto es, que estdn foliados por
circunferencias de Villarceau de primera especie.

Los pasos a seguir para resolverlo son:

= Establecer unas condiciones de frontera admisibles.

= Utilizar la simetria de los solitones para simplificar el problema.
» Usar la invarianza conforme del funcional de Willmore.

» Estudiar las eldsticas clavadas en la esfera punteada de dimensién dos
y radio 1/2.

Una vez obtenidos los solitones que buscamos, haciendo uso de la iso-
metria J que presentamos en los preliminares de este capitulo, obtendremos
los solitones del sigma modelo foliados por circunferencias de Villarceau de
segunda especie.

A partir de ahora, llamaremos puntos simétricos a las superficies en R3
invariantes por HT y soluciones simétricas a los puntos criticos del sigma
modelo invariantes por dicho grupo.

Antes de comenzar el estudio de las condiciones de frontera, notemos que
los puntos del eje z no pertenecen a ninguna circunferencia de Villarceau de
primera especie, por lo tanto la imagen de las soluciones simétricas estard in-
mersa en R?\{ejez}. Como It(M,R3\{ejez}) es un abierto de Ir(M,R?),
no supone pérdida de generalidad restringir el espacio de inmersiones a
It (M, R3\{eje 2}).

Condiciones de frontera admisibles

Para obtener soluciones simétricas, las condiciones de frontera han de
ser invariantes por HT. Esto ultimo ocurre si, y solo si, se cumplen las dos
siguientes condiciones:

1. Todas las curvas que forman parte de I' son circunferencias de Villar-
ceau de primera especie. Las notamos por 71,72,.... En particular,
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cada una de dichas curvas se puede parametrizar del siguiente modo:
vi(t) = @¢(pi), donde p; es un punto arbitrario de la curva.

2. N, es un campo a lo largo de I' que es unitario, ortogonal a I' y que
cumple lo siguiente: dados p; € v;, parai=1,2,...,

(dept)p; (i)

No(7i(t)) = [[(deo)p, (i)

donde n; := Ny(p;).

Nota 1.3.1 Obsérvese que si N, cumple 2, entonces esta totalmente deter-
minado por su valor en un punto de cada una de las curvas que componen I'.
Ademds, notemos que cuando (I', N,) cumple las dos propiedades anteriores,
el campo v es también H -invariante.

El hecho de que las condiciones de frontera sean Ht-invariantes no ga-
rantiza la existencia de soluciones simétricas. Para obtener mas informacion
acerca de las condiciones de frontera, fijémonos en el espacio de érbitas de
la accién del grupo H'. Como estamos trabajando con inmersiones conexas
en ]R3\{eje z}, en caso de que exista una solucién simétrica, su imagen en
el espacio de orbitas debe ser una curva diferenciable, conexa e inmersa.
En otras palabras, la subvariedad transversal a la foliacién de cada solucién
simétrica es una curva diferenciable conexa. La naturaleza de la curva de-
terminard el nimero de curvas que forman parte de I', asi como la topologia
de la superficie M.

1. Sila curva es cerrada, entonces I' =0 y M = $' x §'.

2. En el caso en que la curva no es cerrada y no tiene frontera, de nuevo
I' = 0, pero ahora M = $' x R.

3. Cuando la curva no es cerrada y tiene un unico punto en su frontera, el
niimero de curvas que forman parte de T'esn =1y M = 8! x [a1, oo].

4. Por ultimo si la curva no es cerrada y tiene dos puntos en su frontera,
entonces n =2y M = S x [a1, ag].

Vamos a comenzar estudiando qué ocurre cuando n = 2 y M = $! x
[a1, az]. A continuacién seguiremos con el estudio del caso compacto sin fron-
tera. Para estudiar los dos siguientes casos serd necesario un conocimiento
del espacio de las eldsticas con parametro A = 4 en la esfera punteada de
dimensién 2 y radio 1/2. Cerraremos la seccién con los resultados de los
casos segundo y tercero.
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M = S' x [ay, as]

It (M, R3\{eje z}) es el espacio de inmersiones ¢ : $!x[ay, as] — R3\{eje 2},
que satisfacen las siguientes condiciones de frontera

L¢S8! x {a1}) =m, ¢(8' x{az}) =2y
2. dop(T,M) L No(é(p)), para todo p € IM.

Como M es compacta, todo punto critico de & va a ser un solitén del
sigma modelo. Centrémonos, pues, en la bisqueda de los puntos criticos
del problema variacional (Ir(S! x [a1, as], R*\{eje z}); 20) que conservan la
simetria que tiene la frontera.

Utilizamos la simetria de los solitones para simplificar el pro-
blema

El grupo HT actia de forma natural sobre I ($! x [a1,az], R3\{eje 2}),
siendo la accién

H* x Ir(S! x [a1, az], R*\{ejez}) — It ($! x [a1, az], R*\{eje z})
(f,0) = foo.

Ademss, como los elementos del grupo HT son aplicaciones conformes en
R3\{eje 2}, tenemos que el funcional de Willmore es HT -invariante, esto es,

W(fop)=W(¢), VfeH' Vpelp(S x lar,az], R*\{ejez}).

Llamemos ¥ al espacio de puntos simétricos con condiciones de frontera
(T, N,), es decir, al espacio de las inmersiones ¢ € Ir($* x[a1, as], R®\{eje z})
que cumplen Im(f o ¢) = Im(¢), Vf € HT. Las soluciones simétricas
del sigma modelo son aquellos elementos de ¥ que son puntos criticos de
(Ir(S* x [a1, as], R*\{eje z}), ). En este ambiente estamos en condiciones
de aplicar el Principio de Criticalidad Simétrica de Palais (véase el Apéndi-
ce A), en concreto el corolario que nos asegura que, al ser H" compacto,
podemos restringir primero el funcional 2J al espacio de puntos simétricos
y luego calcular los puntos criticos. Todo esto queda recogido en el siguiente
resultado.

Proposiciéon 1.3.2 ¢ € X es una solucion simétrica del sigma modelo
si, y solo si, ¢ es un punto critico del funcional obtenido al restringir
2 al espacio 3, esto es, Wy, : & — R.
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Como a partir de ahora vamos a trabajar en X, vamos a centrarnos en
estudiar cémo son las inmersiones que pertenecen a este espacio. Conside-
remos para ello la siguiente aplicacién

d=TloE,!: R\ (ejez) — $%(1/2)\ {m},

donde m € $2(1/2) es la imagen por la aplicacién de Hopf del polo de la
aplicacién estereografica. Recordemos que al tomar la dos esfera de radio
1/2, II es una submersién Riemanniana, obteniendo asi que ® es una sub-
mersién conforme. ®(T') = {my,m2} es un par de puntos en $2(1/2)\ {m}.
Por otro lado,

b)) d, ()
{“Z = T, o) ™ Hd@pxzvo(pmu} 12)

es una base ortonormal de T},,,$%(1/2) que no depende de la eleccién de
p; € 7y, para i = 1,2.

Proposicion 1.3.3 Salvo identificacion de cada inmersion con su ima-
gen en R3, ¥ = 3 U Xy, donde

Y1 = {M,:=dYa)/a: [s1,s9] = $%(1/2)\ {m} es regular
y a(s;) = my, & (s;) = u;, parai=1,2},

Yo = {My:=d"a)/a: [s1,59] = $%(1/2)\ {m} es regular
y a(s1) = m1, a(sy) = ma, o/(s1) = u1, o/(s2) = —us }.

Demostracién: Sea « : [s1,s2] — $%(1/2)\ {m} una curva regular con
a(s;)) = m; y o/(s;) = u;, para i = 1,2. Entonces M, = & (a) es la
proyeccién estereografica a R? del tubo de Hopf sobre a. En particular, M,
esta foliada por circunferencias de Villarceau de primera especie, luego es
invariante bajo la accién de H*. Ademés ® '(m;) = v; parai = 1,2 y
por ser ® submersién conforme, podemos asegurar que el normal a M, a lo
largo de T es N,. Por lo tanto, la inmersién ¢ € It ($! x [ay, az], R*\{eje z})
cuya imagen es M, pertenece a . De igual forma se prueba que s C X.

Probemos ahora el reciproco. Dada ¢ € X, su imagen es una superficie
foliada por circunferencias de Villarceau de primera especie y por tanto
Ey(¢(M)) es un tubo de Hopf sobre alguna curva regular. Las condiciones
de frontera nos dicen que la proyeccién de dicha curva a $2(1/2)\{m} tiene
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extremos {m1,mg} y en cada extremo tiene tangente +wu;. En principio
existen cuatro espacios de curvas en $2(1/2)\{m} satisfaciendo lo anterior,
pero como estamos identificando inmersiones e imagenes de las mismas, tan
solo dos de dichos espacios son significativos.

[ |

Usamos la invarianza conforme del funcional de Willmore

La siguiente idea a explotar es la invarianza conforme del funcional de
Willmore. E, : $3\{¢,} — R? es una transformacién conforme, lo que
implica que

W(M,) = W(IT () = / (B2 + Ry)dA, + / Feds,
1-1(a) -1 ({a(s1), a(s2)))

siendo 20 el funcional de Willmore asociado a la métrica usual en $2, R,
la curvatura seccional a lo largo de II"%(a) en $3, H, la curvatura me-
dia de II™'(a) en $3, k® la curvatura geodésica de II7!({a(s1), a(s2)}) en
(I~ Y(a),g) y dA, el elemento de volumen métrico.

Recordemos que $? tiene curvatura seccional constante igual a 1, luego
R, = 1. Por otra parte, la frontera de cualquier tubo de Hopf en $3 es un
par de fibras de Hopf. Las fibras de la aplicacién de Hopf son circunferencias
maximas en $3, esto es, geodésicas en $2 y por tanto también geodésicas
en el tubo de Hopf, de donde concluimos que k% = 0. Lo que nos queda
entonces es

W(M,) = (T (a)) = /n—1< (B2 + i,

Sabemos que la aplicacién de Hopf es una submersién Riemanniana y
que sus fibras son geodésicas en $. Utilizando esto es facil probar que

i, = -k,

donde k es la funcién curvatura de la curva a en $%(1/2). Con lo que con-
cluimos que

W(M,,) = W () = 7 / (k2 + 4)ds.

«

Los resultados obtenidos se resumen en el siguiente teorema.



16

Teorema 1.3.4 Sea I' = {v1,72} una pareja de circunferencias de Vi-
llarceau de primera especie y sea N, un campo normal unitario a lo
largo de T que es H -invariante (mirar 1.3.1). Entonces ¢ € It(M,R3)
es un soliton del sigma modelo que estd foliado por circunferencias de
Villarceau de primera especie si, y solo si, ¢(M) es la proyeccion es-
tereografica de un tubo de Hopf sobre una curva eldstica clavada en
$2(1/2)\{m} (siendo el pardmetro de la eldstica 4), con condiciones
de frontera ({®(11), ®(12)}, {u1, £uz}) (véase (1.2)).

A continuacién mostramos desde dos puntos de vista distintos la imagen
en R? de uno de los solitones del sigma modelo.

Utilizando la isometria de $3, J, es facil probar el resultado analogo para
las circunferencias de Villarceau de segunda especie.

Corolario 1.3.5 Sea I' = {v1,v2} un par de circunferencias de Villar-
ceau de sequnda especie y sea N, un campo normal unitario a lo largo de
T que es H™ -invariante. Entonces ¢ € Ir(M,R3) es un soliton del sig-
ma modelo que estd foliado por circunferencias de Villarceau de sequnda
especie si, y solo si, (M) es la proyeccion estereogrifica de un levan-
tamiento completo, via la aplicacion TI_ : $3 — $%(1/2), de una curva
eldstica clavada en $%(1/2)\{m} (con pardmetro 4), con las condiciones
de frontera inducidas por (T'; N,) y por II_ o EL.
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Nota 1.3.6 Las condiciones que ha de cumplir N, para ser H™ -invariante
no han sido estudiadas, pero son andlogas a las de la H" -invarianza.

M =38! x §!

El desarrollo de este apartado es similar al del anterior, tan solo hay que
tener en cuenta que ahora no hay términos de frontera y que el espacio de
puntos simétricos se identifica con el siguiente espacio

{®7!(a) : « es una curva regular cerrada inmersa en $%(1/2)\ {m}}.

Lo que obtenemos en este caso es el siguiente teorema.

Teorema 1.3.7 Los solitones compactos y sin frontera del sigma mode-
lo que estan foliados por circunferencias de Villarceau de primera espe-
cie son la proyeccion estereogrdfica de un tubo de Hopf sobre una curva
eldstica cerrada en $2(1/2)\{m} (siendo el pardmetro de la eldstica 4).

Nota 1.3.8 Utilizando la isometria J se obtienen resultados andlogos para
el caso de las circunferencias de Villarceau de sequnda especie.

Elasticas en la esfera de dimensién dos con parametro 4

Hemos transformado el problema de encontrar la soluciones simétricas
del sigma modelo en el de obtener elasticas con A = 4 en la esfera punteada
de dimensién 2 y radio 1/2.

Particularizamos ahora lo hecho en el Apéndice B a nuestro caso, esto
es, en (B.1) tomamos A =4, C =4y g; = g9 = 1. Tenemos entonces que:

Una curva a en $%(1/2)\{m} es punto critico de &* si, y solo si, su
funcién curvatura, k, es solucion de la siguiente ecuacion
d’k

20—~ 44k + k3 =0. 1.
T Tk 0 (1.3)

Sabemos que la funcién constante & = 0 es soluciéon de la ecuacion.
Recordemos que las geodésicas de $2(1/2)\{m} proporcionan, via la apli-
cacién de Hopf, tubos de Clifford en $3. Sus imédgenes por la proyeccién
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estereogréfica son tubos con frontera sobre toros de Clifford en R3. En vista
de los tultimos teoremas, los citados tubos son solitones del sigma modelo
con frontera.

Sabemos también que la solucién general de (1.3) es

k(s) = Cecn(a(s — so), p),

siendo a € C y sy € R constante arbitrarias, mientras que p y C estan
determinadas por las siguientes expresiones:
2
9 a”—2 C2 — 9(a2
= —, = 2(a* — 2).
P 5,2 ( )
Nos queda ahora determinar para qué valores de p y C' la imagen de la
solucion estd contenida en RR. Esto se obtiene haciendo uso de las propieda-
des del coseno eliptico de Jacobi, véase [23].

Proposicion 1.3.9 k tiene imagen real si, y solo si, a es un numero
real perteneciente a | — oo, —v/2] U [v/2, 0o

Nota 1.3.10 En los proximos capitulos tendremos que realizar varios razo-
namientos similares al que necesitamos hacer aqui para determinar qué va-
lores de a mos dan una solucion de la ecuacion con imagen contenida en
R. Por ser la primera vez, vamos a mostrar el razonamiento. En ocasiones
posteriores mostraremos la solucion y remitiremos a esta parte.

Demostracién: Sean a = x+iyy C = A+ iB, donde z, y, A, B € R.
Haciendo uso de la formula que expresa el coseno eliptico de Jacobi de un
nimero complejo en términos de funciones elipticas de Jacobi con argumento
real, tenemos que k tiene imagen real si, y solo si,

~ Asn(a(s — 5,),p) dn(a(s — 50), p) snly(s — 5,), /T 7P)
dn(y(s — s0), /1 — p?) + Ben(z(s — s0), p) en(y(s — so), /1 —p?) = 0

para todo s, donde sn(+, -) es el seno eliptico de Jacobi y dn(-,-) es el deno-
minador de la densidad de la integral eliptica de Jacobi de primera clase.
Veamos la implicacién hacia la derecha. Si tomamos s = s, en la anterior
igualdad tenemos que B ha de ser igual a 0. Utilizando la relacién existente
entre a y C, obtenemos que B = 0 implica que zy = 0. De donde a es o
bien imaginario puro o bien real. En ambos casos cn(a(s — s,), p) € R. Solo
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nos queda ver qué le ocurre a C en esto casos. C? = 2(z% — y? — 2), por lo
tanto C es real si, y solo si, a €] — oo, —v/2] U [v/2, c0].

La condicién suficiente es inmediata.
|

Cuando a recorre el intervalo | — oo, —v/2] U [V/2,00[, C' se mueve por

toda la recta real. Este hecho nos lleva a expresar las soluciones en funcién

de C.

Finalmente, las curvas elasticas clavadas en la esfera punteada de di-
mensién 2 y radio 1/2 son aquellas curvas con curvatura

k(s) = Ccn (\/2+62@(s—so),p>,

. o 2
donde s,,C' € R son constantes arbitrarias y p? = 30748

Para obtener la anterior expresién se ha tenido en cuenta que el coseno
eliptico de Jacobi es par y que, cuando el argumento del mismo es real, la
funcién se encuentra bien definida en R.

Esta familia de eldsticas pertenece a la clase de las elasticas ondulato-
rias, que son aquellas cuya curvatura toma tanto valores negativos como
positivos. Cada una de estas curvas oscila en torno a una geodésica en la
esfera de dimensién dos. Véase [35].

M no compacta

Este apartado recoge los casos en los que M = $! x[a1,00[y M = S* xR.
En ninguno de ellos podemos asegurar que toda solucién sea un solitén del
sigma modelo, por lo que tras obtener los puntos criticos de G, vamos a
tener que estudiar cudl es el valor del funcional sobre cada uno de ellos.

Tenemos que prestar una especial atencion a los puntos simétricos. Pa-
ra ello hemos de recordar que siempre que una superficie tenga frontera,
nosotros estamos considerando la frontera como parte de la superficie. Este
comentario cobra sentido a la luz del siguiente estudio. Sea « una curva
diferenciable en $2(1/2) \ {m}, cuya traza en $2(1/2) tiene como frontera a
{m}. Tenemos entonces dos posibilidades:

» Si @ no es una curva cerrada en $2(1/2), entonces ®~!(a) es una su-
perficie en R3 que tiene al eje z como parte de su frontera. El interior
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de la superficie esta foliado por circunferencias de Villarceau de prime-
ra especie, sin embargo el eje z no es una circunferencia de Villarceau.
Teniendo en cuenta el comentario hecho al principio del parrafo, afir-
mamos que no estamos interesados en este tipo de superficies.

» Si o es una curva cerrada en $2(1/2), entonces E, o II"}(a) es una
superficie sin frontera en R? que contiene al eje z. Por lo tanto tampoco
nos interesan este tipo de superficies.

Estamos ya en disposiciéon de hablar del espacio de puntos simétricos.
Las demostraciones de las dos siguientes afirmaciones son similares a la
hecha en el caso en el que M = S! x [a, as], por lo que vamos a omitirlas.
Cuando M = $! x [a, 00] el espacio de puntos simétricos se identifica con

8t xfar 0] = {Ma = (@) / a : [ar, 00[— §%(1/2) \ {m} p.p.a.,

dd,(
no cerrada, con a(a;) = ®(T') y o/(a1) = @ Nl Z((’;) ”}
donde p es un punto cualquiera de I'. Cuando M = $' x R el espacio de
puntos simétricos se puede identificar facilmente con

Ygixg = {Mo =0 () /a: R — $%(1/2) \ {m} p.p.a. y nocerrada}.

Si miramos la definicién de punto critico en el caso en el que M no es
compacta y tenemos en cuenta el desarrollo hecho para M = $! x [a1, as],
obtenemos el siguiente corolario del Teorema 1.3.4.

Corolario 1.3.11 m Las soluciones del problema wvariacional
(Ir($! x [a1, 00, R*\{eje 2}); &) que estdn foliadas por circun-
ferencias de Villarceau de primera especie, se corresponden con
las superficies My, pertenecientes a Ygiy (a4, oo tales que o es una
eldstica en $%(1/2)\{m} (siendo el pardmetro de la eldstica 4).

= Las soluciones de (Ir(S* xR, R3\{eje 2}); &) que estdn foliadas por
circunferencias de Villarceau de primera especie, se corresponden
con las superficies M, € Ygi1 R cuya curva generatriz, o, es una
eldstica en $%(1/2)\{m} (siendo el pardmetro 4).

A continuacién vamos a ver que, usando Gauss-Bonnet, es facil probar
que ninguno de dichos puntos criticos es un solitéon de nuestro sigma modelo.
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Sea a : R — $2%(1/2)\{m} una curva eldstica (con pardmetro \ = 4)
que no es cerrada y estd parametrizada por su longitud de arco. Y sea M,
la superficie en R? que es proyeccién estereogréfica del tubo de Hopf sobre
a. Entonces, dada ¢ € Ip($! x R, R3\{eje 2}) tal que Im(¢p) = M, tenemos
que

1 1
S(M.) =+ / [N 2 dAs = = 37 / 1N |12 dA,.
2 Jsixr 2n€Z $1x[n,n+1]

Aplicando Gauss-Bonnet a cada trozo y teniendo en cuenta la orientacién
de la frontera de cada trozo, obtenemos

SMa) = 2onez <2QU(MQ”"’”H]) - faMa\[n,nJrl] kads) -

lim (299(M,, )~ / Kds |
A ’ OMa (g

donde hemos usado que por ser la serie de términos positivos, podemos
sumarla. En la préxima secciéon probaremos que

/ k%ds
D—1(so)

para cualquier s, € R. Utilizando este hecho y basdndonos en el desarrollo
del caso compacto con borde, concluimos que

< 2m,

S(Ma) > W/R(k? + 4)ds — 4r.

Por lo tanto M, no es un soliton del sigma modelo.

En el caso en el que M = $! x [a1, oo[ hemos de tomar una curva eldstica
(con pardmetro \ = 4), parametrizada por su longitud de arco, que no sea
cerrada y definida en [a;,00[. Se puede seguir un razonamiento similar al
del caso anterior, que tan solo se diferencia de éste en que nos aparece la
integral de la curvatura de la frontera de M,,.

Todo el desarrollo anterior se resume en el siguiente teorema.
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Teorema 1.3.12 No existen solitones del sigma modelo foliados por
circunferencias de Villarceau de primera especie, cuya imagen en R3
sea no compacta.

Nota 1.3.13 Hemos de volver a recordar que estamos trabajando con su-
perficies con frontera, en el sentido de que si una superficie tiene frontera,
siempre vamos a considerar que ésta forma parte de la superficie.

Nota 1.3.14 Notemos que el mismo resultado es vdlido para las circunfe-
rencias de Villarceau de seqgunda especie.

Cuando M no tiene frontera y es un plano topolégico, los solitones del
sigma modelo pueden ser clasificados en sectores homotodpicos caracteriza-
dos por un nimero que recibe el nombre de carga topoldgica, véanse [41] y
[48]. Cuando tratamos este sigma modelo usando teorfa de superficies, esto
es, identificando las variables dindmicas con la aplicaciéon de Gauss de in-
mersiones en R?, la carga topolégica no es sino ﬁ por la curvatura de Gauss
total. El anterior funcional definido en el caso en el que M es una superficie
cualquiera, recibe el nombre de funcional carga. El objetivo de esta seccién
es calcular la imagen de dicho funcional para los solitones foliados por cir-
cunferencias de Villarceau. Vamos a trabajar tan solo con circunferencias
de Villarceau de primera especie; el desarrollo para las de segunda especie
es andlogo al que vamos a hacer.

El funcional carga

Sea ¢ € Ir(M,R3) y sea N : M — $2 su aplicacién de Gauss. Llama-
mos do? al elemento de volumen métrico de $2 con la métrica usual. Re-
cordemos que estamos notando por dAy al elemento de volumen métrico
de (M, ¢*(-,-)) y por Gy a su curvatura de Gauss. En este ambiente se
tiene que el funcional carga es

Q:Ir(M,R?) — R Q(¢) = % /M Gy dAy.
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GgdAs = N*(do?), por lo tanto este funcional compara el drea de la
imagen esférica de ¢(M), via su aplicacién de Gauss, con el drea total de la
esfera. En particular, cuando ¢ es un solitén y I' = (), ya hemos comentado
que la carga del mismo es interpretada fisicamente como la carga topoldgica
del solitén.

Los solitones que hemos obtenido en la seccién anterior portan cargas
que pueden ser holograficamente determinadas, via la Férmula de Gauss-
Bonnet, a partir de las condiciones de frontera. El caso de los solitones
compactos sin frontera foliados por circunferencias de Villarceau es muy
sencillo. Al ser M = $' x $!, el Teorema de Gauss-Bonnet nos asegura que
para todo solitéon ¢ se tiene que

Q(¢) = 0.

Veamos qué es lo que ocurre con el caso compacto con frontera. Dado
¢ € Ir(St x [s1,52], R?) un solitén del sigma modelo foliado por circun-
ferencias de Villarceau de primera especie y con condiciones de frontera
(T = {71,772}, No), su carga viene dada por

1 1<
Q(¢) = 47T/M GodAg= 1 / ki ds,
Vi

i=1

donde las curvas ~; estdn orientadas de modo que su normal apunta a ¢(M).
Calculemos cuanto vale el lado derecho de la anterior expresion.

Es claro que toda circunferencia de Villarceau de primera especie en R3
interseca al semiplano abierto {(z,0,2) € R®: > 0} en tan solo un punto.
Ademas, sabemos que dos circunferencias cualesquiera de Villarceau de la
misma clase no se intersecan. Entonces todo punto del anterior semiplano
determina de forma unica una circunferencia de Villarceau de primera es-
pecie. Dado p = (z,0,2) con z > 0, llamemos 7, a la circunferencia de
Villarceau de primera especie que pasa por p. Tomemos a partir de ahora
¢ =(0,0,0,1). Si

2x 2z x2+z2—1>

E_l O == 0 = 0
o (1’, 72) ($17 71'273/2) (.%'2—1—224-1, ’$2+Z2+1’$2+22+1

entonces
Yp(t) = Eo(ezy, et (zo + iy2)) =

(z1 cost,xysint, xe cost — ygsint)

ara t € |—m,m|.
1 — x9sint — ypcost » P [~ 7]
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La velocidad de vy, viene dada por

1
= 1 —xosint — yg cost’

[(2)

y por tanto la longitud y el radio de la circunferencia de Villarceau que pasa
por p son, respectivamente,

T 1+ [lpll? 1+ [lpl”
/
L= [y =a= 20y, - 2L

—T

mos ra qu sar u iene curvatura constante en
Veamos ahora que a pesar de que -, tiene curvatura constante e R?,
en general su funcién curvatura en ¢(M) no es constante.

Lema 1.4.1 Sea E,(7T) la proyeccion estereogrifica de un tubo de Hopf
y sea v = E,(C') una circunferencia de Villarceau en N. La curvatura
geodésica de v en N es

k(s) ‘QWwwww,

T 1+ [r(s)

donde recordemos que v(s) es el campo determinado por N(s) =+'(s) A
v(s), siendo N la aplicacion de Gauss de Ey(T).

Demostracién: Denotemos por g a la métrica en 7 inducida por la métrica
usual en la esfera de dimensién tres y consideremos esta otra métrica en 7,
g = EX(-)). g y g son conformes, en concreto, § = fg donde f es la
restriccién a 7 del factor conforme asociado a E,.

La funcién curvatura de vy en E,(7) es justamente la de C' en (7,9) y
puede ser obtenida de una forma sencilla en términos de la funcién curvatura
de C' en (7,§) y de la variacién normal del factor conforme. Si ademés
tenemos en cuenta que C’ es una geodésica en (7,§), obtenemos que la
curvatura es

1 o E;! s)),v(s
(fo Es Y (v(s)) (V(fo E,7)(v(s)),v(s)),

donde V es el (,-)-gradiente. Ahora recordamos que el factor conforme
compuesto con la inversa de la proyeccion estereografica vale

2
1+ [p)?
2 )

k(s) = 5

(o 8,0 = (
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y por tanto
V(o Eg ) (y(s) = (1 + Iv(s)I*) 7(s),

lo que concluye la prueba del lema.
|

Nota 1.4.2 Hemos de resaltar que todos los cdlculos en la demostracion
de este lema son validos para el caso en el que T es un levantamiento de
una curva en $%(1/2)\{m} via la aplicacion T1_, y en consecuencia, para
las circunferencias de Villarceau de sequnda especie.

La curvatura total de una circunferencia de Villarceau de primera especie
en un solitén, se puede calcular usando el lema anterior y la velocidad que
hemos obtenido.

[ #ydas= [ ko 1y @l =— [t

De acuerdo con las condiciones de frontera admisibles (véase el apartado
1.3.1) el campo normal unitario a lo largo de (t) se puede obtener a partir
de v(0) = (v1,12,v3) de la siguiente forma

ot = Go(0) _ dEo(e" dE," (v(0))
ldee(V(O)]| — ||dE,(eit dE5  (v(0)))]]

El integrando de la expresién de la curvatura total se puede obtener
haciendo un largo cdlculo que involucra la naturaleza conforme de FE,, en
términos de los siguientes datos

EO_I(PY(O)) = (x1707x27y2) y dEo_l(V(O)) = (ubUl?uQ?UQ)v

con T1uy + ToUz + Yav2 = T1V1 — Yaug + 202 = 0, ya que (u1,v1,ug, v2) €
T(thm’yz)S?’ y es ademdas un vector horizontal. El resultado es

Uug sint + vy cost

(v(®),v(t) =

(1 —y2)(1 —y2 cost — xp sint)

Como consecuencia directa de esta expresién y de la férmula de la cur-
vatura de una circunferencia de Villarceau en un solitén, obtenemos el si-
guiente resultado.
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Proposicion 1.4.3 Dado un soliton del sigma modelo foliado por cir-
cunferencias de Villarceau, ninguna de dichas circunferencias es una
geodésica en el soliton.

Nota 1.4.4 A pesar de lo que afirma la anterior proposicion, la curvatura
total de una circunferencia de Villarceau en un soliton foliado por dicho tipo
de circunferencias si que puede anularse. Veamos un ejemplo: tomemos la
circunferencia de Villarceau que pasa por el punto (1,0,0) € R? y un campo
N, cualquiera a lo largo de la curva, su curvatura total es

m ™

Ak(s) ds = —/ (v (1), (L) di = —/ (up sint + vy cost) dt = 0.

—T —T

Calculemos por fin la curvatura total de cualquier circunferencia de Vi-
llarceau en un solitén foliado por dicho tipo de circunferencias. En la nota
anterior hemos visto lo que ocurre cuando z; = 1, asumamos ahora que
x1 < 1 (y por tanto x% + y% > 0) y hagamos el cambio 7 = tan% para
obtener

4 2 > —v9T? 4 2uaT + vy
1), v(t)) ds = —— dr.
[Looveri==0 || e me e

Recordemos que y2 nunca vale 1, ya que (0,0,0,1) es el polo de la pro-
yeccién estereografica con la que estamos trabajando. Esta es una integral
racional que es facilmente calculable

Uy

Ak(s)ds:Qﬂ A=t a)

La anterior férmula ha sido calculada para el caso en el que z1 < 1, pero
puede comprobarse que funciona también para el caso en el que 1 = 1.
La parte derecha de la misma puede ser transformada en términos de p =
(2,0,2) y v(0) = (11, v2,r3) usando que

1 elP=1 2u(llpl? + 1) — 42 (p,»(0))

xry = -, Y2 = ) Uy = )
r Ip[* +1 (llpl? + 1)

para llegar a la siguiente expresién

/ k(s)ds = —12_:_1-7, (p—p,v(0)),



Capitulo 1. 27

donde p = (r,0,0).

Veamos ahora las consecuencias de los calculos realizados. La primera de
ellas es que ahora podemos controlar la curvatura total de una circunferencia
de Villarceau embebida en la proyeccion estereografica de un tubo de Hopf.

Teorema 1.4.5 Sea E,(7T) la proyeccion estereogrifica de un tubo de
Hopf y sea v : [—m,m] — Eo(T) la circunferencia de Villarceau determi-
nada por el punto p € {(z,0,z) € R3 : z > 0}; llamemos r a su radio.
En estas condiciones, la curvatura total de esta curva en Eo(T) cumple

—1 -1
/k(s)dse —2m/r—, 2m/r .
g r—+1 r+1

Ademds, la curvatura total de v alcanza su mdximo si, y solo si, la
aplicacion de Gauss de Eo(T) a lo largo de vy es

doe (+/(0) A 257

No(ﬁy(t)) = = — = )
|t (’7’(0) N ||§—2H) |

y alcanza su minimo si, y solo si,

dpy (7'(0) A =2
Ny (®) = +—F (e )2 =0

lde: (7’(0)

donde p = (r,0,0).

Demostracion: La demostracion del teorema es una consecuencia directa
de expresar el producto que aparece en la féormula de la curvatura total
como el producto del médulo del primero, por el médulo del segundo, por
el angulo que forman ambos vectores.

Nota 1.4.6 La primera parte de este teorema sigue siendo cierto cuando
T es el levantamiento de una curva en $%(1/2)\{m} via la aplicacion T1_.
En este caso, la curvatura total de v alcanza su mdximo y su minimo si, y
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solo si, la aplicacion de Gauss de Eo(T) a lo largo de ~y es respectivamente

dxt ('Y,(O) A ||1€:§H>

No(1(t) =7 S
lxa (v/(0) A 2225) |

donde p = (r,0,0).

Corolario 1.4.7 Dada una circunferencia de Villarceau vy en R? de ra-

dio r, y dado cualquier valor o € [—271' % , 2m4/ % , existe un unico

campo N, a lo largo de v y un solitén ¢ € Ir(St x [a1, az), R3\{ejez})
con condiciones de frontera que incluyen a (v, N,), tal que la curvatura
total de v en ¢($' X [a1,az]) toma el valor o.

La segunda de las consecuencias obtenidas de los cédlculos de este apar-
tado es que la carga de cualquier solitéon puede ser calculada.

Teorema 1.4.8 Sea ¢ € I (S! x [a1, as], R3\{eje z}) un soliton del sig-
ma modelo con condiciones de frontera (I' = {y1,72}, No). ¢ porta una
carga dada por

(pi — Di, No A7,(0))
1+ ’

a(9) = 5

2

=1

donde r; es el radio de v; y p; = (4,0,0).

Ciertamente, podemos fijar un par de circunferencias de Villarceau I' =
{71,772} y mover luego la aplicacién de Gauss a lo largo de ellas para obtener,
de acuerdo con el Teorema 1.4.5 y la nota 1.4.6, el maximo y el minimo de
la carga.
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Superficies rotacionales en L’

Considerando en R3 la métrica ¢ = da? + dy?> — dz? se obtiene el
espacio-tiempo de Lorentz-Minkowski de dimensién tres, IL3. Sus elemen-
tos se notaran con una flecha cuando sean considerados como vectores, es
decir, un punto y su vector de posicién seran representados por la misma
letra y seran distinguidos por una flecha.

Fijadas una orientacién y otra temporal en I3, se puede definir el cono
causal como C = {7 # 0 : ¢(7,7) < 0}. Este tiene dos componentes
conexas, el cono futuro al que representamos por C! y el cono pasado que
serd notado por C'.

Sea M una superficie diferenciable (recordemos que, en todos los contex-
tos, por diferenciable entendemos de clase C*°). Una inmersién, ¢ : M —
L3, se dice que es no degenerada si la métrica que induce en M, a partir de
g, es no degenerada, es decir, si dy,(T,M) es un plano no degenerado en
I3 para todo p € M. Toda inmersién no degenerada puede ser orientada al
menos localmente. Las inmersiones no degeneradas pueden ser agrupadas
en dos clases segin el caracter causal, e, = g(N,, N,,), de su campo normal
unitario, N.

Inmersiones Lorentzianas (también llamadas temporales): aquellas
en las que €, = 1. En este caso (M, ¢*g) es una superficie Lorentziana
v el normal a la inmersion puede ser visto como una aplicacién de la
superficie M en el espacio de de Sitter de dimensién 2, la aplicacién
de Gauss
Ny:M — 8t ={pel?®: g(pp) =1},

29
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siendo p’ el vector de posicién de p.

Inmersiones Riemannianas (también conocidas como espaciales):

son las que tienen e, = —1. En este caso (M, ¢*g) es una superficie
Riemanniana cuya aplicacion de Gauss toma valores en el plano hi-
perbdlico

Ny,:M —H*={pecClcL?®: g p) =—1}.

Realmente la imagen de N, estd en una de las dos componentes cone-
xas de H2.

Para més detalles constltese [42].

Las isometrias vectoriales de L? son las transformaciones de Lorentz.
Estas forman un grupo, Iso(IL3), cuya representacién matricial serd nota-
da por O'(3). Obsérvese que Iso(LL?) es el grupo de isometrias de ambas
superficies $3 y H2.

Una transformacion de Lorentz se dice propia y ortocrona si conserva
la orientacion y la orientacién temporal. Estas transformaciones forman un
subgrupo de Iso(IL3)

IsoTH(IL?) = {f € Iso(L?) : det(f) =1, f(C") = CT}.

Su representacién matricial es un subgrupo de O'(3) al que notaremos por
(O'(3))*T.

Es conocido que toda transformacién de Lorentz admite un vector propio
con valor propio 1 6 —1. Asi, dado # € IL3, parece natural preguntar por
las transformaciones de Lorentz propias y ortocronas que dejan fijo a dicho
vector. Estas forman un subgrupo de Iso*T(IL3) al que notaremos por Az, y
llamaremos grupo de rotaciones con eje () = Span{Z}. Este grupo actia de
manera natural sobre I.3. Las 6rbitas de dicha accién dependen fuertemente
del caracter causal del eje de rotacién.

(1) Eje temporal. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que Z es
unitario. Ampliamos {#} hasta obtener una base ortonormal positi-

— =

vamente orientada, B = {Z, 7, Z}, de I3 y trabajamos en coordenadas
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con respecto a dicha base. En este caso la representacion matricial del
grupo Az es
1 0 0
A ={1} xO"(2)=S u=| 0 cost —sint | :teR
0 sint cost

Estudiemos las érbitas de la accién de este grupo sobre IL3. Dado un
punto p = (a1,az,a3) € I3, denotemos por P al plano Riemanniano
ortogonal a (¥) que pasa por el punto p. La 6rbita de p bajo la accién
de Aq es

[p]l - {(alvyaz) € ]]:‘3 : y2+22 :a%+a§}7

esto es, la circunferencia en P con centro (a1,0,0) y que pasa por p.
En el caso en el que as = ag = 0 dicha circunferencia degenera en
un punto. Debido al tipo de érbitas que produce la accién de Aq, a
los elementos de este grupo se les llama movimientos elipticos o
rotaciones puras.

Los siguientes dibujos ilustran los dos casos anteriores, en ellos hemos
— = — T — =

tomado Z = (0,0,1), ¥ = (1,0,0) y Z = (0,1,0), donde (a,b,c) son

coordenadas respecto de la base usual de IL3.

eje x

P
[pl,={p) |

/

[p]

1
/ ejez

ejey

I/

(2) Eje espacial. De nuevo podemos suponer que Z es unitario. Tomamos
una base ortonormal positivamente orientada en I3 cuyo primer vector
sea ¥, B = {Z,¥, 2} (habitualmente supondremos que Z"es temporal).
Si trabajamos en coordenadas con respecto a dicha base el grupo Az

se identifica con el siguiente subgrupo de OTT(S)
1 0 0
Ay = {1} x OI“T(2) =19& =1 0 cosht sinht | :teR
0 sinht cosht
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Dado p = (a1, as,a3) € I3, de nuevo llamamos P al plano Lorentziano
que pasa por p y es ortogonal a Z. Es claro que la érbita de p, [p]o,
esta contenida en P.

» Siag =as =0, entonces [plea ={p}.

» En el caso en el que a3 = a? # 0, la érbita de p es la se-
mirrecta abierta que parte de (a1,0,0) y pasa por p, esto es,
[pla = {(a1, a2, a3) : 0 < A}, la cual es una curva luminosa
en IL3.

» Si a3 # a3, entonces las drbita de p es la rama de la hipérbola
{(a1,y,2) € L? : y* — 22 = a3 — a3} que pasa por él. Si el vector
de posicién de (0, ag, a3) es temporal, entonces [p]a es una curva
espacial en I3, y si (0,a2,a3) tiene vector de posicién espacial,
obtendremos una orbita temporal; distinguiendo asi dos tipos de
orbitas distintas dentro de este caso.

Las transformaciones de As se conocen como mowvimientos hiperbdoli-
cos o rotaciones hiperbolicas.

ejez

eje x

P ejey
[pl={p}
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Los dibujos anteriores ilustran los cuatro tipos de érbitas posibles en
—

el caso en el que el eje es espacial. En ellos hemos tomado Z = (1,0, 0),

R S E—— R S E—

¥=1(0,1,0) y 2= (0,0, 1), donde (a, b, c) son coordenadas respecto de

la base usual de L3.

(3) Eje luminoso. Si ¥ es un vector luminoso, elegimos una base de I3,
B = {Z,y,Z}, tal que ¥ es un vector luminoso que satisface g(Z,¥) =
—1y Zes un vector espacial unitario que es ortogonal al plano generado
por T e ¢. Asi, en coordenadas con respecto a esta base, es ficil ver

que Az se identifica con el siguiente subgrupo de O;r T(3)

1 1t
As=<¢g=10 1 0 :teR
0 ¢t 1

En el andlisis de érbitas consideramos varios casos. Sea p = (a1, ag, ag) €
L3.

» Siay =a3 =0, entonces [pls ={p}.

= Cuando ao = 0 y ag # 0, la o6rbita de p es la recta luminosa
[p]g = {(t,O,ag) 1t e R}
» Siag # 0, entonces [pl3 es una pardbola espacial que estd con-
tenida en el plano degenerado Q = {(z,a2,2) € L3 : x,z € R}.
2

En COHCI'etO, [p]3 = {(-’L‘,CLQ,Z) S ]L3 = iZQ + a1 — ;T32}'

A las transformaciones de Lorentz de este grupo se les llama mowi-
mientos parabdlicos o rotaciones parabdlicas.

ejey

ejey

eje x

p
[p]3={p]
plano y=0

eje z P
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Las imagenes anteriores, junto con las dos siguientes, muestran los cuatro
tipos de érbitas que existen en el caso en el que el eje es luminoso. En ellas
hemos tomado # = (0,1,1), ¥ = (0,—1,1) y 2= (1,0,0), donde (a, b, c) son
coordenadas respecto de la base usual de L3.

ejey

eje x

eje x

2.3 El problema principal

El objetivo de este capitulo es el de resolver el siguiente problema.

Dado 7 € I3, ;qué superficies no degeneradas inmersas en I son inva-
riantes por la accién de Az?

Puesto que la accién de Az sobre I3 depende exclusivamente del caracter
causal de #, vamos a dividir el capitulo en tres secciones que se corresponden
con los casos en que ¥ es temporal, espacial y luminoso, respectivamente.

A partir de ahora siempre que hablemos de superficies en IL? estaremos
tratando con superficies conexas, de clase C*° e inmersas. Ademas, utiliza-
remos las palabras rotacién y revolucién indistintamente.

2.4 Superficies de rotacién en L? con eje temporal
(Ai-invariantes)

Salvo un cambio de coordenadas, las superficies de revolucién inmersas
en IL3 con eje temporal coinciden con las superficies de revolucién inmersas
en el espacio Euclideo, R?. Lo tinico que tenemos que tener en cuenta ahora
es que la curva generatriz ha de ser no degenerada. Como las érbitas bajo la
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accién de A son espaciales, concluimos que cuando la curva generatriz es
espacial, obtenemos una superficie espacial, mientras que curvas generatrices
temporales dan lugar a superficies temporales.

Dado un vector espacial unitario #, tomemos una base ortonormal,
B = {Z,4,Z}, que lo contenga como primer vector y cuyo tercer vector
sea temporal. Vamos a trabajar en coordenadas respecto a dicha base, sien-
do entonces el eje de revoluciéon (Z) = {(x,0,0) : z € R}, al cual notaremos
por eje x. El objetivo de esta seccién es obtener las superficies de revolucién
inmersas en I3 con el ejex como eje de revolucién, o lo que es lo mismo,
salvo movimientos, las inmersiones As-invariantes.

Los planos {(z,y,y) € L? : z,y € R} y {(z,y,—y) € L3 : z,y € R}
son los dos tinicos planos degenerados que contienen al eje z. Entonces, I3
menos estos dos planos queda dividido en cuatro regiones abiertas a las que
llamaremos regiones fundamentales. A las superficies Ao-invariantes inmer-
sas en una de estas regiones las llamaremos superficies fundamentales de
revolucion con eje espacial (a veces nos referiremos a ellas como superficies
fundamentales).

Es ampliamente sabido que si tomamos una curva diferenciable no de-
generada, v, inmersa bien en Span{Z, 7} o en Span{Z, Z}, la superficie pa-
rametrizada como

X(s,t) = &(7(s)),

es As-invariante. Este tipo de superficies son las que han sido llamadas a
lo largo de la literatura superficies de revolucién con eje espacial (véase por
ejemplo [31]) y veremos que coinciden con aquellas a las que nosotros les
hemos puesto el apellido de fundamentales.

La pregunta que nos planteamos ahora es la siguiente:

Jexisten superficies de revolucion con eje espacial que intersequen a mas
de una regién fundamental?

La respuesta es afirmativa. En cierto sentido, estas superficies de revolucién
con eje espacial se obtienen pegando superficies fundamentales. Se pueden
encontrar ejemplos de ellas entre las superficies cldsicas embebidas en R?,
por ejemplo el paraboloide hiperbdlico y el hiperboloide de revoluciéon en



36

R3. A pesar de ello, esta clase de superficies no habia sido estudiada hasta
el momento. En esta seccién vamos a proceder a su estudio, describiendo
asf la clase completa de superficies inmersas en IL? que son invariantes por
la accién de Asy. Dividiremos dicho estudio en varias subsecciones.

Antes de comenzar, necesitamos una definicién que juega un papel im-
portante a lo largo de esta seccién.

Definicion 2.5.1 Dada una curva no degenerada, 7y, inmersa en un
plano no degenerado de 12 que contenga al ejex, llamamos superficie
de revolucién (o de rotacion, o rotacional) con eje espacial generada por
v a Xy = {&(Traza(y)) : t € R}.

Nota 2.5.2 X, puede no ser una superficie topoldgica, ya que cada vez
que la curva cruza el eje de revolucion, ningun punto de dicha interseccion
admite un entorno homeomorfo a un abierto de {(z,y) € R? : = > 0}.

Regiones fundamentales y superficies fundamentales

Recordemos que hemos tomado una base ortonormal en I3 con respecto
a la cual estamos trabajando.
Regiones fundamentales

En I3\ ejex distinguimos las siguientes regiones, a las que llamaremos
regiones fundamentales

R = {(z,y,2) €3 : 22 —42 >0, 2> 0},
R- = {(z,y,2) eLd: 2242 >0, 2z <0},
ot = {(z,y,2)€ld: 22— <0,y>0}, y
Q" = {(z,y,2) €3 :22—¢y?> <0,y <0}

Definicién 2.5.3 Decimos que una superficie en I3 es una superficie
fundamental de revolucién con eje espacial ejex, si es invariante bajo
la accion de Ao y estd contenida en una sola de las cuatro regiones
fundamentales.
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Si consideramos R = {(z,9,2) € L3 : y =0} y Q = {(z,y,2) € I3 :
z = 0}, podemos definir los siguientes semiplanos abiertos
Rt = RFNR={

(2,0,2) e L3 : 2> 0},
} (

R™ = RNR={(x,0,2) €L : 2 <0},
ot = 9*NQ={(z,4,0) eL?: y >0},
Q- = 9 NQ={(z,y9,0)eL?: y <0},

Pt = (8R+OBQ+)\ejea::{x,y,z)e]L3 sy =2z> 0},

(
P = (ORTNOQ7) \ejex ={(z,y,2) €L? : —y=2>0},
Pt = (83%‘ N 8Q+) ejex ={(v,y,2) €L® : —y=2<0}, y
P = (R N0Q7)\ejex ={(z,y,2) € L? : y =2 <0}.

También vamos a trabajar con las siguientes ramas de hipérbolas, a las
que llamaremos circunferencias unitarias en el plano de Lorentz x =0

HY = {(0,y,2) €3 : 22 —y?> =1, 2> 0},

( )
H™ = {(0,y,2) eL?: 22 —y2 =1, 2 <0},
3" = {(0,y,2) el " —2"=1,y>0}, y
37 = {(0y,2)el?: y*—2*=1,y <0}

Notemos que mientras que HT y H{~ son espaciales y heredan de L2 la
métrica dt?, J* y J~ son temporales y su métrica inducida es —dt?.

A continuacién definimos las siguientes funciones positivas

fr:RYP—R, fi(z,0,2) = z,

f—:j{_—>R7 f—(l'?O?Z) = =%

h+ : Q+ - Ra h‘+($>y70)
(x,y,0)

h_:Q” — R, h_(x,9,0

|
=
«

En este contexto, es facil ver que las siguientes descomposiciones como
productos alabeados son ciertas

(RT,9) = (RY,g) xp, (3F,dt?),
(R, 9) (R, g) xs_ (M, dt?),
(Q",9) (QF,9) xn, (IF,—dt?), y
(Q7,9) = (Q7.9) xp_ (37, —dt?).
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Es mas, cuando hacemos los cambios conformes obvios, obtenemos que:

] <3~Q+, ég) y (52_, %g) son planos de de Sitter (esto es, superficies

Lorentzianas con curvatura constante positiva) con curvatura 1,y
. <Q+, % g> y (Q‘, % g) son planos hiperbdlicos con curvatura —1.

Como consecuencia podemos enunciar el siguiente resultado.

Lema 2.5.4 1. <33+, ég) Yy (fR_, fiig) son productos semi-
Riemannianos de un plano de de Sitter y una circunferencia uni-

taria espacial en un plano de Lorentz perpendicular al eje de re-
volucion.

2. <Q+, %g) Y (Q_, %g) son productos semi-Riemannianos de un

plano hiperbdlico y una circunferencia unitaria temporal en un
plano de Lorentz perpendicular al eje de revolucion.

Los dos siguientes dibujos ilustran la notacién introducida en este apar-
tado. En ellos, asi como en el resto de los dibujos de la Seccién 2.5, hemos
tomado & = (1,0,0), ¥ = (0,1,0) y Z= (0,0, 1), donde (a, b, c) son coorde-
nadas en la base usual de IL3.
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Superficies Riemannianas de revolucion con eje espacial

Parece l6gico comenzar el estudio de las superficies As-invariantes cen-
trandonos en las superficies fundamentales. Primero afrontaremos el caso
Riemanniano y a continuacién el Lorentziano. En el primer caso vamos
a ver que no existen més superficies Riemannianas de revolucién con eje
espacial que las fundamentales.

Teorema 2.5.5 Sea M una superficie C*° conezxa (con o sin frontera) y
sea o : M — I3 una inmersion C*®. Entonces p(M) es una superficie
Riemanniana y As-invariante si, y solo si, existe una curva espacial, o,
inmersa bien en Rt o en 52_, tal que o(M) = X. En particular dichas
superficies estdn inmersas en R o R™, respectivamente.

Demostracion: La condicién suficiente es conocida. Para probar la otra
implicacién, asumamos que ¢ : M — L3 es una inmersién Riemannia-
na y Ao-invariante, por lo que ¢(M) estd entonces foliada por drbitas es-
paciales. Si tenemos en cuenta que las drbitas en QT JQ~ son tempora-
les y las contenidas en PT [ JPT=[JP T |JP ~ son luminosas, tenemos
que (M) C RTJR™ Uejex. Por lo tanto, existe una curva espacial,
a: I Cc R — R, tal que (M) = {&(a(s)) : s € J,t € R}. Usando
la nota 2.5.2 concluimos que si a(I) R+ # 0, entonces a(I) C R*.

|

En el anterior dibujo podemos observar una superficie fundamental Rie-
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manniana generada por una curva espacial en RT, junto con los planos que
delimitan la regién RT.

2.5.3 Superficies fundamentales Lorentzianas y ejemplos de
superficies Lorentzianas de revolucién no fundamentales

En el caso Lorentziano, el comportamiento es muy diferente, comen-
zando por el hecho de que es posible encontrar superficies As-invariantes
Lorentzianas en cada una de las cuatro regiones fundamentales. Esto es lo
que nos dice el resultado que viene a continuacién, cuya prueba es trivial.

Teorema 2.5.6 Sea M una superficie C*° conexa (con o sin frontera)
y sea ¢ : M — L2 una inmersion C*™ cuya imagen estd contenida en
una region fundamental. Entonces @ es Lorentziana y Ag-invariante si,
y solo si, se da uno de los siguientes cuatro casos:

s Fziste una curva temporal, o : I — 5%"', tal que p(M) = X,;
» Fziste una curva temporal, o : 1 — 52_, tal que (M) = Xy ;
= Erxiste una curva espacial, 3 : J — Qt, tal que p(M) = Ya;

= Erxiste una curva espacial, 3 :J — Q, tal que p(M) = 3.

Nota 2.5.7 Notemos que pedir a una curva en Q% 0 en Q™ que sea espacial
es redundante, ya que ambos semi-planos son Riemannianos.
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Los casos segundo y cuarto del teorema quedan ilustrados en los dibujos
anteriores.

Nos planteamos ahora la cuestiéon de la existencia de maés superficies
de revolucion con eje espacial y Lorentzianas aparte de las descritas en el
teorema anterior. Para responder afirmativamente a esta cuestion y para
dar una idea de cémo vamos a abordar el estudio de estas nuevas super-
ficies, mostramos los dos siguientes ejemplos de superficies As-invariantes
Lorentzianas que intersecan méas de una regién fundamental.

Ejemplo 2.5.8 La silla de montar o paraboloide hiperbdlico

En 13 consideramos la superficie,

1
Sz{(x,y,z)él&g : x:y2—22>—4},

la cual admite la siguiente parametrizacion como grafo sobre un abierto del
plano x =0

1
XZ{(y,Z) : 22_y2<1}—)SC]L37 X(y7z):(y2—22,y,z).

S es una superficie Lorentziana inmersa en I3, de hecho, hemos tomado solo
el abierto del paraboloide hiperbdlico en el que la métrica inducida es Lorent-
ziana. Esta superficie es ademds invariante bajo la accion de Ao y es claro
que interseca a las cuatro regiones fundamentales, siendo la interseccion
con cada una de dichas regiones una superficie fundamental Lorentziana,
concretamente:

SNRT =%,+, donde ot :
SNR™ =%,-, donde o :
SNQt = Y3+, donde gt
SNQ™ =%3-, donde [ :

0,1/2) — R*, at(s) = (—s%0,5),
1/2,0) = R~, a~(s) = (=5°,0,5),

0,+00) — Q7 ﬁ+<s> = (s%,5,0), y
00,0) — Q7, B7(s) = (s%,5,0).

Es evidente que estas cuatro superficies pueden ser pegadas a lo largo de
su frontera para obtener S. A pesar de que el mecanismo de pegado es trivial
en este caso, vamos a describirlo para motivar la posterior extension de este
procedimiento. Trabajamos en un entorno de la frontera de las cuatro piezas.
En primer lugar notemos que realmente tenemos dos curvas diferenciables:

(
(=
(
(=

= una temporal inmersa en R: a(s) = (fa(s),0,5) = (—s2,0, ),
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» y una (espacial) en Q: B(s) = (f5(s),s,0) = (s, 5,0),

definidas ambas en (—9,9), con § € (0,1/2). Entonces, en términos de las
funciones fo y fg, se puede definir una funcion de pegado de las cuatro
piezas en un entorno de sus fronteras. En efecto

F:{(y,2) eR? : \,22—y2| <(52}—>R,

F(y.2) = fa (sign(2)V/22 —y?) =y* = 2°  si 2° >, P
fa (sign(y)V/y? —22) =y* =22 si y? > 2%

F es la funcion grafo con la que construimos la parametrizacion X de S.

Paraboloide hiperbélico Hiperboloide de una hoja

Ejemplo 2.5.9 Un hiperboloide de una hoja o de revolucién en R3

En I3 consideramos el siguiente hiperboloide de una hoja
H={(z,y,2) €L : 22 49> - 2% =1}.

Es fdacil ver que ésta es una superficie Aq-invariante y Lorentziana. Es tam-
bién claro que esta superficie no estd contenida en ninguna de las cuatro
regiones fundamentales y que las interseca a todas ellas. Esta vez tenemos
seis prezas en lugar de cuatro, tal y como se puede apreciar en la imagen.
Si llamamos p = (1,0,0) y ¢ = (—1,0,0) a los puntos de interseccion de H
con el ejex, se puede ver que la frontera de estas seis piezas son las cuatro
orbitas luminosas que confluyen en p y las cuatro que confluyen en q. Por
lo tanto esta vez tenemos que pegar dos veces.

Primero trabajamos alrededor de p, para ello tomamos § en el intervalo
10, 1] y definimos:
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= una curva temporal inmersa en R:

ap:(=0,0) = R, ap(s) = (fa,(5),0,8) = (+V1452,0,5),
» y una curva (espacial) en Q:

Bp:(=6,0) = Q, Bp(s) = (f3,(5),5,0) = (+V1—s%5,0).

Notemos que dichas curvas satisfacen a,(0) = 3,(0) = p. Tal y como hici-
mos en el ejemplo anterior, definimos una funcion de pegado usando las

Junciones fo, Y fa,:

Fp:{(y.2) e R*: [2* —y*| <6’} — R,
foy (32'9”(2)@ =+V1-y2+ 22 s 22>,
I3, (sz’gn(y)\/g/?——z? — /T2 122 si 2> 22

En términos de esta funcion podemos definir una parametrizacion de H en
un entorno de las orbitas luminosas que confluyen en p:

Xp: {(y,2) e R* ¢ [ —y? < 6°} — HC L?,

Fp(y7 Z) =

Xp(y:2) = (Fp(y,2),0,2) = (+V1— 9>+ 22,,2) .

Si en lugar de utilizar la raiz positiva tomamos la negativa, podemos
pegar las piezas de H alrededor de q.

Diseccion de una superficie Lorentziana de revolucién
con eje espacial

A lo largo de esta seccién M va a ser una superficie C*>° conexa (con o
sin frontera) y ¢ : M — IL3 una inmersién C* Lorentziana, tal que (M)
es As-invariante. Vamos a utilizar cirugia para estudiar la interseccién de
esta superficie con cada una de las regiones fundamentales y también con

PP JP T JP . Las siguientes afirmaciones son féciles de com-
probar.

1. La interseccion (M) [ (RT|JR™) es o bien vacia, o bien una unién
numerable de superficies fundamentales Lorentzianas que estdn gene-
radas por curvas temporales inmersas en R 0 en R™, esto es,

o(M)N (RYURT) = (U Eae> Ul U 2.

ee& feF



44

donde {a. : e € £}y {ay : f € F} son familias numerables de curvas
temporales en RT y R™, respectivamente.

. La interseccién ¢(M) () (QTJQ™) es o bien vacfa, o bien una unién

numerable de superficies fundamentales Lorentzianas con curvas ge-
neradoras inmersas en QT o en Q7 esto es,

p(M)n (QTUQ7) = (U E&) U (U 259> ,

AEA 0cO

donde {8y : A€ A}y {fBp : 0 € O} son familias numerables de curvas
inmersas en Q7 y Q7 respectivamente.

El conjunto (M) (PTTUPT-UP TUP ) es vacio o es una fa-
milia numerable de semi-rectas luminosas que son érbitas bajo la ac-
cion de As y que forman parte de la frontera de las superficies As-
invariantes Lorentzianas mencionadas en los dos puntos anteriores.

Las superficies de revolucién fundamentales ya las conocemos, asi que
nos vamos a centrar en el estudio de las no fundamentales. Teniendo en
cuenta esto, junto con la nota 2.5.2, suponemos que (M) (| (RTJR™) # 0

y (M) (QTUJQ™) #10.
Una vez diseccionada la superficie, estudiemos primero las curvas inmer-

sas en R, luego las curvas en Q y por tltimo cémo se conectan ambos tipos
de curvas.

Estudio de las curvas generatrices inmersas en R

Usando un argumento de conexién, asi como el cardcter Lorentziano de
R y el hecho de que ¢ es una inmersién, podemos afirmar que las curvas
generatrices inmersas en R cumplen:

[R1]

[R2]

Para cada a € {a. : e € £} U{ay : f € F}, existe Uy, C M
subvariedad conexa tal que p(Uy) = 4. Ademds, si existe mas de
una subvariedad cumpliendo lo anterior, consideramos en {ae : e €
E}U{ay : f € F} tantas copias de a como subvariedades haya, y las
nombramos con subindices distintos.

Sia e {ae i e} U{ay : f € F}, entonces a es maximal en el
sentido de que no existe ninguna subvariedad conexa, V C M, tal que
Usa CV y (V) no interseque al ejex.
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[R3] Algunas curvas de {a. : e € £} U{ay : f € F} pueden ser pegadas
para obtener curvas temporales C*° o C* a trozos en R. Veamos como.
Dado un punto en el eje de revolucién, p, si existen e € £y f € F
tales que:

a) p pertenece a la frontera de las curvas ae y o, y

b) existe U C M abierto y conexo, tal que U N Y (RT) = U,, y
un 9071(317) = Uaf>

entonces dichas curvas se pueden pegar dando lugar a una curva tem-
poral en R, que serd C*> si p € ¢(M). En el caso en el que p ¢ (M),
podemos asegurar la diferenciabilidad en todo punto salvo en p, donde
solo tenemos continuidad.

[R4] Veamos que el procedimiento anterior no se puede seguir con dos cur-
vas pertenecientes a la misma familia. Supongamos que dos curvas
ar,ay € {ae @ e € £} cumplen las condiciones para ser pegadas.
Entonces X, |JXqa, es una superficie diferenciable Lorentziana que
interseca a Ti a lo largo de una érbita luminosa y ademés esta con-
tenida en uno de los subespacios cerrados determinados por ‘.Pi. De
aqui concluimos que P es el plano tangente a X4, |J2q, a lo largo
de la la citada orbita luminosa. Y esto constituye un contradiccién ya
que iPi es un plano degenerado. La demostracion para la otra familia
de curvas es andloga.

[R5] Tras llevar a cabo todos los procesos de pegado, obtenemos una familia
numerable de curvas en R que son temporales y C* a trozos (los puntos
en los que no podemos asegurar la diferenciabilidad son aquellos que
cumplen p ¢ ¢(M) y p € ejex). Notaremos por {c; : i € T} a esta
familia, y por J; C R al intervalo de definicién de cada «;.

[R6] Por ser R un plano Lorentziano, deducimos que para cada i € 7 existe
un unico s; € Clausura(J;) tal que p; = lim,_,, a(s) pertenece al
ejex. Si s; no pertenece a la frontera de J;, entonces en p; la curva
cambia de regién fundamental.

Finalmente podemos afirmar que
p(M) N (:R+ Uﬂz—) =B
i€

donde X, = {&(ai(s)) : t € R,ay(s) ¢ ejex}.
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Nota 2.5.10 Notemos que ¥, se corresponde con la definicion 2.5, excepto
en el hecho de que hemos quitado los puntos del eje. De ahora en adelante
quitaremos o incluiremos los puntos del eje libremente.

Estudio de las curvas generatrices inmersas en 9Q

Las siguientes afirmaciones son ciertas.

[Q1]

Haciendo los cambios pertinentes, [R1], [R2], [R3] y [R4] son ciertas
para la familia {8y : A € A} U {Gy : 6§ € O}, salvo por un pequeno
detalle: [R3] b) ha de ser sustituida por “existe U C M abierto y
conexo tal que:

» o(U) N Q" estd generada por un_abierto de B\ cuya frontera
estd formada por p y un punto de QT y

= o(U) N Q™ estd generada por un abierto de By cuya frontera
estd formada por p y un punto de Q7.

Tras llevar a cabo todos los procesos de pegado posibles, obtenemos
una tdnica curva continua en Q que es C* a trozos (los puntos en los
que no podemos asegurar la diferenciabilidad son aquellos que perte-
necen a ejex \ p(M)). Llamaremos a dicha curva . Esta afirmacién
es consecuencia de la conexion de M y de que las curvas de la familia
{a; i € T} solo intersecan al ejex una vez.

Estudiamos ahora el dominio de definicién de 3, éste juega un papel
determinante a la hora de explicar la relacion entre § y las curvas
generatrices inmersas en R. Llamemos m al cardinal de A U ©. Si
m = 1, por un razonamiento anélogo al mostrado en [R4], concluimos
que el dominio natural de definicién de (3 es un intervalo, que es abierto
en los extremos cuya imagen pertenezca al eje z. Supongamos ahora
que m > 1.

a) Sila traza de [ es una curva abierta, entonces el dominio natural
de definicién de 3 es un intervalo, que es de nuevo abierto en
aquellos extremos cuya imagen pertenezca al eje x.

b) Si la traza de [ es una curva cerrada y cada curva de {8y : A €
A} U{By : 6 € O} ha sufrido un proceso de pegado en cada
extremo, entonces el dominio natural de definicién de 3 es $'.
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¢) Sila traza de 3 es una curva cerrada y todas las curvas de {f) :
A € AYU{Gy : 6 € O} han sufrido procesos de pegado en cada uno
de sus extremos, a excepcion de dos de ellas, entonces tenemos
que hacer una nueva distincién de casos. Llamemos v1 y ¥2 a
dichas curvas y p al punto en el cual no se ha podido pegar. En
esta situacién pueden ocurrir dos cosas:

1) Existen dos dominios de M disjuntos, U y V, tales que
» o(U)U (V) es una superficie diferenciable conexa em-
bebida en I3,

» (p(U)U@p(V))NQT estd generada por un abierto de 7
a cuya frontera pertenece p y
» ((U)Up(V))N Q™ estd generada por un abierto de 72
a cuya frontera pertenece p.
En este caso (3 sufre un nuevo proceso de pegado en p y su
dominio es $.
2) Si no ocurre lo anterior, entonces el dominio natural de defi-
niciéon de § es un intervalo abierto.

En todos los casos llamaremos J al dominio de S.

[Q4] Cada vez que 3 toca al eje z, o bien la curva cambia de regién funda-
mental, o bien el punto del eje es un extremo de 3, o bien el punto del
eje es del tipo descrito en el apartado c¢) 2) de la anterior propiedad.

Concluimos que

e (2 Jo7) = s

Como estan conectadas las curvas en R con la curva en 9

Hemos visto que ¢(M) estd generado por {o; : J; — R : i € I} y
G :J — Q. Recordemos que, para cada ¢ € Z, hemos llamado s; al nico
elemento de la clausura de J; en el que la curva «a; toca al ejex. Gracias a
que M es conexa, a la nota 2.5.2 y a las propiedades que hemos visto, es
facil comprobar que las dos siguientes afirmaciones son ciertas.

P1. Vs, € J tal que (3(s,) € ejex, existen € > 0 e i € Z, cumpliendo

» ((s,) € Clausura(Traza(«;)), y
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= X5, |J X0, es una superficie C*°, donde J, =|s, — €, 5, + [N J.

O lo que es lo mismo, para cada s, € J tal que (3(s,) € ejex, existe
una curva a; que “pega bien” con [ en un entorno de s,.

P2. Vi € 7, existen € > 0 y s, € Clausura(J), tales que

v limg s, B(s) = lims_s, a(s), y
=Yg, U X, es una superficie C*°, donde J, =|s, — &, 5, + [N J.

Esto es, para cada oy, existe s, € Clausura(J) de modo que 8y «;
“pegan bien” en un entorno de s,.

Ademds, si en P1 exigimos que U,+ UU,- U Ug+ U Upg- sea conexo, don-

de of = ®ily,nr+: ¥ B = Bly,nr+, entonces i es tnico. De igual forma
garantizamos la unicidad de s, en P2.

Nota 2.5.11 Tanto en P1 como en P2, € es cualquier positivo menor que
el minimo de {|5—s,| : § € Clausura(J)\{s,}y lims_; 3(s) € ejex}, donde
| - | denota al valor absoluto.

Nota 2.5.12 Cuando consideramos la union de g, Y Xa,, estamos ana-
diendo ademds las orbitas luminosas que pertenecen a la frontera de las dos
superficies y a (M) (sin ellas dicha union no es conexa).

Gracias a P1 y a P2 podemos establecer dos correspondencias inyecti-
vas,

{so € J : B(so) € ejex} LENy's
722 {so € Clausura(J) : lim,_.s, 3(s) € ejex},

de modo que la segunda sea la inversa por la izquierda de la primera.

En el caso en el que (3 tiene como dominio a $' y en el caso en el que J
es un intervalo tal que la imagen de su frontera no interseca al eje x, ambas
correspondencias son biyectivas. En otro caso:

1. La primera de las correspondencia es biyectiva si, y solo si, para cada
s en la frontera de J, no existe ninguna a; que “pegue bien” con 3 en
un entorno de s.

2. La segunda correspondencia es biyectiva si, y solo si, para cada uno
de los dos puntos de la frontera de J cuya imagen pertenezca al eje x,
existe una curva o; que “pega bien” con (8 en dicho punto.
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Estudio de las érbitas luminosas que pegan las piezas

Definicién 2.5.13 Dado un punto p = (x,,0,0), definimos el orbital
luminoso en p, Oy, como el conjunto formado por p y por las cuatro
orbitas luminosas que confluyen en el punto, esto es,

Op = {(5507% Z) : y2 = ZQ}'

Definicién 2.5.14 Para cada s, € Clausura(J) tal que lims_,s, B(S)
pertenece al eje x, definimos el parche luminoso en s, como

B, = Op, [ e(U),
donde p, = lims_,5, B(s) y U C M es un dominio que cumple:
- )N (@ UL) =5, ¥
» si Ji € T tal que P2(i) = s,, entonces o(U)((RTUR™) = By, -

Recordemos que ¢(M) es Ag-invariante, lo cual se traduce en que para
cualquier s, € Clausura(f) tal que lim,_.s, 5(s) € ejex, B, estd formado
por la unién de hasta 5 de los siguientes conjuntos: {po}, {(z,,a,a) : a > 0},
{(zo,a,a) : a <0}, {(zo,—a,a) : a >0}y {(xy,—a,a) : a < 0}, donde
Po = (20,0,0) = lims_,5, B(s).

RESUMEN DE LA DISECCION

Dada una inmersién, ¢ : M — L3, Lorentziana y Ag-invariante, existen
una familia de curvas temporales en R, {c; : J; CR — R:i € 7}, y una
curva en 9, §:J — Q, que cumplen:

= Todas ellas son diferenciables a trozos. Los puntos en los que la diferen-
ciabilidad no estd asegurada son aquellos que pertenecen a eje z\@(M).

» Para cada ¢ € Z, J; es un intervalo, ademds, existe un Unico s; €
Clausura(J;) tal que p; = lims_,,, a(s) pertenece al ejex. Si s; no
pertenece a la frontera de J;, entonces en p; la curva cambia de regién
fundamental.
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» El dominio de 3, J, puede ser un intervalo, o bien $!, véase [Q3].

= Cada vez que 3 toca al eje x, o bien la curva cambia de regién funda-
mental, o bien dicho punto pertenece a { lim [3(s) /s, € 0J}.
85— 8o
= P1 y P2 son ciertas.

Ademas, para cada s, € Clausura(J) tal que lim,_.5, 5(s) € ejex, existe un
conjunto, B, al cudl hemos llamado parche luminoso, que esté formado por
la unién de hasta cinco de los siguientes conjuntos: {p, }, {(zo,a,a) : a > 0},
{(zo,a,a) : a < 0}, {(x,—a,a) : a >0}y {(x,—a,a) : a < 0} (donde
Po = (20,0,0) = lims_,5, B(s)).

A partir de todos estos elementos, p(M) se recupera como

p(M) =25 J (U 2) U (U{Bso : lim f(s) € ejew}) :

1€T

Ejemplo ilustrativo

Para aclarar lo que hemos hecho en este apartado, volvamos al ejemplo
del hiperboloide de una hoja, H. Consideramos el siguiente trozo de H:

A

H={(z,y,2) : 22 +y? -2 =1,2 < 1}

Esta superficie es As-invariante. Si la diseccionamos, obtenemos cuatro
superficies de revolucién fundamentales, cada una inmersa en una regién
fundamental distinta.

= Curvas generatrices inmersas en R.

+ — - —
aq (8) - (_ 1+ 827078) y aq (_S) - (_ 1+ 82a07 _S)a
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para s > 0, generan las superficies inmersas en R™ y R™, respectiva-
mente. Estas curvas cumplen las condiciones para ser pegadas, dando
lugar a la curva diferenciable . Por lo tanto H() (RTJR™) = g,

» Curva generatriz inmersa en Q. H N Q" estd generado por la
siguiente curva en QF:

BT (=m/2,7/2) — QF,  BF(s) = (cos(s),sen(s),0),
mientras que HNQ ests generado por
B~ (=31/2,—71/2) — Q™ , B (s) = (cos(s),sen(s),0).

Estas curvas cumplen las condiciones necesarias para ser pegadas en
torno a ¢ = (—1,0,0). Veamos qué ocurre en torno a p = (1,0,0). No
existe ningtin dominio U C H de modo que U N Q" esté generada por
un abierto de T que solo toque al ejex en p. Por lo tanto, las curvas
no pueden ser pegadas en un entorno de p. A la curva resultante la
llamamos (. La traza de (3, incluyendo a p, es una circunferencia, sin
embargo es facil ver que no existen dos dominios de H disjuntos, Uy
y Us, tales que U; U Us sea una superficie conexa embebida en I3 en
un entorno de p. Por lo tanto tratamos a (3 (sin incluir p) como una
curva abierta, siendo su dominio de definicién J = (—=37/2,7/2).

s Como estan conectadas las curvas en R con la curva en Q.
Las curvas a y 8 cumplen las propiedades P1 y P2. Notemos que la
eleccion correcta de J es determinante para realizar esta afirmacién.

= Orbitas luminosas que pegan las piezas. Existen dos puntos de
la clausura del dominio de (8 cuya imagen pertenece al ejex: p =
lim,_,/2 B(s) y ¢ = B(—7/2). Es facil ver que By /o =0y B_r/o = Oy.

Finalmente podemos decir que H = 2o, UXsUO,UO,.

Caracterizacién del pegado de dos superficies de revo-
lucién fundamentales

Ya sabemos que una superficie Lorentziana, As-invariante, es la unién de
superficies Lorentzianas de revolucién generadas por curvas en R y una curva
en 9, junto con una familia de 6rbitas luminosas. Lo que ahora queremos
saber es cuando la unién de dos superficies Lorentzianas de revolucion, da
lugar a una superficie diferenciable Lorentziana As-invariante. Esto es,
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dadas una curva temporal, o, inmersa en R y una curva, (3, inmersa en Q,
,qué condiciones han de cumplir estas curvas para que la unién de ¥, y
Y3 sea una superficie diferenciable Lorentziana, conexa y Ag-invariante?

Lo primero que hemos de exigir a o y a § es que las clausuras de sus
trazas tengan al menos un punto en comun. Si utilizamos que dicha inter-
seccion estd contenida en el ejex, junto con el hecho de que a es temporal,
concluimos que esta interseccién tiene cardinal 1. Llamemos p, a su tUnico
elemento.

Sea s, un elemento en la clausura del dominio de 3, que cumple p, =
lims_,s, B(s). Vamos a restringir el dominio de # a un entorno de s, en el
que lim,_,53(s) ¢ ejex, para § # s,. Esta restriccién no supone ninguna
pérdida de generalidad, ya que sélo dicho entorno es relevante en el proceso
de pegado de X5 y X,.

El tercer paso a seguir es elegir un subconjunto del orbital de p, que haga
el papel de parche luminoso, esto es, un conjunto que sea As-invariante y
que cumpla que ¥, U X3 U B, sea una superficie topolégica conexa.

En este contexto, el siguiente resultado nos da las condiciones necesarias
y suficientes para que ¥, U Xg U B, sea diferenciable y Lorentziana.

Teorema 2.5.15 (Teorema de pegado local) En el contexto de es-
ta seccion, X y Xg pegan de forma diferenciable a lo largo de B, y la
métrica a lo largo de B, es Lorentziana, esto es, X = ¥, UXgU B, es
una superficie diferenciable Lorentziana, si, y solo si, existen funciones
diferenciables fo y fg cumpliendo las siguientes afirmaciones:

LG1. (fo(u),0,u) es una parametrizacion de o en un entorno de po.
LG2. (f3(u),u,0) es una parametrizacion de 5 en un entorno de p,.

LGS3. La siguiente funcion definida en un entorno de {(y, z) : (zo,y, 2) €
B,}, donde (x,,0,0) = p,,

F(y.2) fa ( sign(z)\/2% — y? i 22> 42,
Y,z) =
£ ( sign(y)v'y? — 22 si y?22

es diferenciable. F se llama funcién de pegado.
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Demostracién: Asumamos que X es una superficie diferenciable Lorentzia-
na en un entorno de B, y probemos LG1, LG2 y LGS. Dividimos la prueba
de las condiciones necesarias en dos casos:

Caso 1: Supongamos que ninguna de las dos curvas cruza el eje eje x.
Entonces cada una de ellas estd inmersa en una region fundamental a la
que hay que unirle el eje. En este caso podemos considerar sin pérdida de
generalidad que Traza(a) C Rt Uejex y Traza(3) C Qt Uejer, ya que la
prueba para los otros casos es analoga.

Probamos LG1.

Tomemos una parametrizacién por la longitud de arco de la curva «,
a(s) = (a1(s),0,as3(s)), que cumpla que p, = lims_,o a(s). Entonces tene-
mos que aj(s)? = o} (s)? +1 > 0, lo que nos permite aplicar el Teorema de
la Funcion Inversa a «aj3. Este teorema nos asegura la existencia de p > 0
tal que ag :]0, p[— @3(]0, p[) es un difeomorfismo. Por otro lado sabemos
que limg_,p a3(s) = 0 y que a3 > 0, es entonces inmediata la existencia de
0a > 0 tal que a3(]0, p[) =]0, 0o[. Tomando f, = a3 oagl, tenemos que LG1
es cierto.

Probamos LG2.

Trabajemos ahora con la curva G. Tomamos una parametrizacién de la
curva por su longitud de arco, 3(s) = (B1(s), B2(s),0), que ademds cumpla
que limg_,9 3(s) = p, . Consideramos ahora la siguiente parametrizacién de
la superficie ¥,

1 0 0 Bi(s)
Xs(s,t) :=&(B(s)) = 0 cosht sinht Ba(s)
0 sinht¢ cosht 0

Nuestro objetivo es probar que limg_ 35(s) # 0, para poder asi utilizar el
mismo razonamiento usado con «. Supongamos que no es cierto, y llegue-
mos a una contradiccién. Démonos cuenta de que, idependientemente de la
eleccién que hagamos de B,, la érbita luminosa {(z,,y,y) € L3 : y > 0}
estd siempre contenida en B,. Dado un punto en dicha érbita, ¢ = (z,, a, a)
con a > 0, sea

Yg(T) = Xp(8¢(7), (7)) =

(B1(sq(7)), Ba(s4(7)) cosh(ty (7)), Ba(sq(7)) sinh(ty(7)))

una curva diferenciable que cumple lim,_ov,(7) = ¢.
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Supongamos que lim;_.gs4(7) = b # 0, entonces ¢ = lim,_gv,(7) €
{(B1(b),y,2) € L3 : y?2 — 22 = (B2(b))? # 0}, lo cual contradice el hecho
de que g pertenezca a la érbita luminosa {(z,,v,y) € L3 : y > 0}. De
aqui deducimos que lim;_.g s4(7) = 0. Como (>(0) = 0, tenemos que

HH(I) cosh(ty(7)) = HH(I) sinh(ty(7)) = 400. (2.1)

Por otro lado, es facil comprobar que el normal Riemanniano a la su-
perficie, Ng, a lo largo de la curva v, es:

B5(5q(7)), =3 (84(7)) cosh(ty (7)), B (sq(7)) sinh (¢, (T
Na(3a(7)) _ (Ba(sq(7)), =1 (54(7)) cosh(ty( i) 1(54( )). 2 (4 )))7
\/ﬂé(Sq(T))2 + B1(sq(7))?(cosh™(t4(7)) + sinh™(t4(7)))

donde por normal Riemanniano entendemos el normal a la superficie cuando
la consideramos inmersa en R3. Si ahora utilizamos que lfmg_o B5(s) = 0,
junto con (2.1), obtenemos que

1 1
V2 V2
Esto implica que 7,X es un plano degenerado, lo que nos lleva a contradic-

cién. Por lo tanto, lims_o 35(s) # 0 y ahora podemos razonar tal y como
hicimos con «, para llegar a la conclusién de que LG2 es cierto.

Nr(q) = lm Ng(7,(7)) = (0, )-

Probamos LGS.

Definamos los siguientes conjuntos

Q = {(y, Z) € R2 : ’22 - ?/2‘ < 927 (x07y7 Z) € :RJF U QJF UBO}7
Qo = {(y,2) eR*: [2* — | < 0%, (20,y,2) € RTY,
Qs = {(y,2) eR*: 2> —°| < 0% (20,y,2) € 9T},

siendo g el minimo de {gq, 0g}. Es claro que Fla, v Fo, son diferenciables.
Solo nos queda ver qué es lo que pasa en los puntos (y, z) tales que (z,,y, 2) €
B,. Definamos ¥/ = a0, Y X8y, U Bo v 1a aplicacion Ilyg ¥ —Q,
Hop(z,y,2) = (y,2). Ilag es diferenciable y biyectiva, siendo su inversa
H;é(y, z) = (F(y, 2),y,2). Si probamos que dIl,3(q) es biyectiva Vq € B,,
entonces el Teorema de la Funcién Inversa nos asegura la diferenciabilidad
de F. Es suficiente probar que 9;(q) ¢ 1,5 Vq € B,. Para ello distinguimos
tres casos:

» Si ¢ = p,, entonces {(z,,y,—y) € L3 : y € R} C B,, y por tanto,
T,%" = Span{0,(q) + 9:(q),9y(q) — 9:(a)}-
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» En el caso en el que q € {(2,,y,y) € L3 : y # 0}, es claro que 9,(q) +
9:(q) € T,¥'. Como T;X' es un plano de Lorentz, y Span{d.(q), dy(q)+
0.(q)} es un plano degenerado, obtenemos que 9,(q) ¢ T,%".

» Siq € {(x,y,—y) € L3 : y # 0}, el razonamiento es anslogo al del
punto anterior.

Esto concluye la prueba del caso 1.

Caso 2: Al menos una de las dos curvas cruza el eje x.

Gracias al caso 1, podemos afirmar que las condiciones LG y LG2 se
cumplen salvo por la diferenciabilidad de fo y f3 en u = 0 (cuando esto
tenga sentido). Centrémonos en probar la diferenciabilidad de a.. La de (3 se
demuestra analogamente.

SiYaNRT =0 0X,NR™ = 0 la prueba es trivial. Supongamos entonces
que ambas intersecciones son no vacfas. En tal caso, o bien ¥53 N Q% # 0, o
bien ¥3 N Q™ # (), o bien ocurren ambas cosas. Sin pérdida de generalidad
asumimos que Y3 N Q" # (). Dado a > 0, tomamos las siguientes curvas

nt)=(Fla—g,a+ )0~ 4,0+ 1) =
_J (falWb),a— gg,a+ 4;) sit >0
(fs(vV=t),a—ft,a+ L) sit<0 [

72(t) - (F(CL* 4%1’70/7 ﬁ)’ai ﬁaiai ﬁ) =

(fa(=Vt),a— g5, —a—47) sit>0
(fs(V/=t),a— L, —a—L)sit<0 [

La diferenciabilidad de estas curvas estd asegurada por el caso 1. Tenemos
entonces que

d" d" d"
15n = (favD) = 15n o (Fs(V=D) = gn o (fal=v)

Vn € IN, y consecuentemente

dn mn
Iim —fy(u)= lim —
u—0 du”fa( ) w—0 dum
u >0 u <0

fa(u) Vn € IN.

De nuevo gracias al caso 1, podemos afirmar que la funcién de pegado es
diferenciable en todo punto salvo en el (0,0) (en el caso en el que p, € B,).
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La prueba de que F es diferenciable en p, consiste en aplicar el Teorema de
la Funcion Inversa a Il,g en p,.

Hemos probado la condicién necesaria, ahora tenemos que probar la
suficiente. Supongamos entonces que LGI1, LG2 y LGS son ciertos. Lo que
tenemos que probar es que X es una superficie diferenciable Lorentziana
en un entorno de B,. Usamos ahora la funcién de pegado para definir una
parametrizacion de 3 en un entorno de B,. Por ser F' diferenciable tenemos
asegurada la diferenciabilidad de X. Veamos ahora qué ocurre con la métrica
a lo largo de B,.

Primero hemos de probar que f;,(0) = f3(0) = 0. Si p, € X es trivial.
En otro caso, lo tnico que hay que ver es que si f,(0) = f3(0) = 0 no se
cumple, entonces la funcién F' no es diferenciable. Sabemos que B, contiene
al menos una de las 6rbitas luminosas que pertenecen al orbital de p,, O, .
Supongamos que esta 6rbita es {(x,,7,9) € L2 : y > 0} y consideremos
{(y,y) : y > 0}. Calculamos el gradiente de la funcién de pegado y vemos
que sino ocurre f,,(0) = f5(0) = 0, entonces el gradiente de F' no es continuo
a lo largo de dicha semirrecta, lo cual contradice el que F sea diferenciable.

Ahora que sabemos que f;,(0) = f5(0) = 0, estamos en condiciones de
probar el cardcter Lorentziano de la superficie a lo largo de B,. En el caso
en el que p, € X el cardcter Lorentziano de la métrica en p, es inmediato.
Centrémosnos entonces en ver qué ocurre en las érbitas luminosas. La prueba
en todas ellas es igual, por este motivo solo la vamos a hacer para una de
dichas 6rbitas. Supongamos que {(z,,y,y) € L? : y > 0} C B,, entonces o
bien X, NRT # 0, o bien ¥3N Q" % (), o bien ocurren ambas cosas a la vez.
Supongamos que X, N RT # ) y tomemos (z,,a,a) con a > 0. Tomemos
ahora la curva w(t) = (F'(at,a),at,a) para t < 1. El valor de la curva en 1
es w(l) = (z0,a,a), usando que f/(0) = 0, obtenemos que su derivada vale
W'(1) = (—a?£”(0),a,0). El vector

-2
o1+ @ (f2(0))?)
es luminoso, pertenece a T, y no es proporcional a (0,1,1), de donde

concluimos que 733 es un plano de Lorentz.
|

w'(1) +(0,1,1)

Nota 2.5.16 Notemos que en la demostracion que acabamos de hacer he-
mos probado que si la funcion de pegado es C*, entonces f!(0) = ffg(O) =0,
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y por tanto o y B son perpendiculares al ejex, lo cual implica que no pue-
de ezistir una singularidad en p. Como conclusion de esto, para cualquier
@0 : M — I3 diferenciable Lorentziana y Ag-invariante, tenemos asequrada
la diferenciabilidad de las curvas obtenidas al diseccionar p(M).

Clasificacion de las superficies Lorentzianas de revolu-
cion con eje espacial

A modo de resumen de los resultados obtenidos en la seccién anterior,
exponemos aqui la clasificacion de las superficies Lorentzianas inmersas en
I3 que son As-invariantes. Antes de la cual necesitamos la siguiente defini-
cion.

Definicion 2.5.17 Dada una familia numerable de curvas C°°,
{ﬁ:JHQ}U{ai:JZ’QR—HR 11 €1},

tales que oy es temporal Yi € T y J es un intervalo o bien S'; diremos
que estas curvas estdn en posicion general si satisfacen las siguientes
condiciones:

P1. Vs € J tal que B(s) € ejex, existen ¢ > 0 y un dnico i € T
cumpliendo

e (3(s) € Clausura(Traza(«;)), y
* X5, U, es una superficie C*°, donde J, =|s,—¢, so+e[NJ.
P2. Vi € I, existen € > 0 y un tnico s, € Clausura(J) tales que

o lim, ., ((s) € Clausura(Traza(w;)), y
* Eﬁuo U Yo, s C, donde J, =|so — €, 80, + €[NJ.

Nota 2.5.18 En la anterior definicion, cuando afirmamos que Xg U2,
es C*°, estamos considerando 28, U Xa, junto con un subconjunto adecua-
do de Ops). Lo mismo se aplica a X, |JZq,.
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Teorema 2.5.19 Sea M una superficie C* conexa y sea ¢ : M — I3
una inmersion. (M, p*g) es Lorentziana y As-invariante si, y solo si,
ocurre una de las siguientes cosas

1. o(M) es una superficie de revolucion Lorentziana fundamental
(descritas en el Teorema 2.5.6), o la union de una de estas su-
perficies con orbitas luminosas que pertenezcan a su frontera.

2. (M) es la union de las superficies de revolucion generadas por
una familia de curvas en posicion general,

{:J—=QU{a;:J; =R :i€eT},
junto con la correspondiente familia de parches luminosos,
{B., lim B(s) € ejec),
esto es

o(M) =35 J (U 2) U (U{Bso : lim f3(s) € ejex}) :

<A

Un algoritmo para construir superficies Lorentzianas
As-invariantes no fundamentales.

Para terminar el estudio de las superficies Lorentzianas As-invariantes,
mostramos un algoritmo para construir ejemplos de las mismas que no estan
contenidos en una sola regién fundamental.

1. Dado § > 0, tomamos una funcién C*°, f : (—(52,62) — R.

2. A continuacién consideramos las siguientes funciones fy : Jo C (=0, 0)
— R, fg:Js C(—9,0) — R definidas como

fa(s)=f(s*) v fa(s) = f(=5%),

donde J, y Jg son intervalos que contienen al 0 y ademds (f/,(s))? < 1
Vs € Ja.
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3. Consideremos las siguientes curvas a: Jo, — Ry f:J3 — Q dadas
por

a(s) = (fa(s),0,s) v B(s) = (fs(s),s,0).
4. Por tltimo elegimos un conjunto, B, C {(f(0),y,2) € L3 : y* =
22}, que sea Ag-invariante y tal que ¥, U Y3 U B, sea una superficie
topoldgica.

Gracias al Teorema 2.5.15, podemos afirmar que ¥ = ¥, JXgJ B, es
una superficie C*° Lorentziana y As-invariante. La funcién de pegado es

F(y,z) = f(z* — 4?).

Ademas, tenemos un resultado que constituye un reciproco del algoritmo
cuando partimos de funciones analiticas en el origen.

Teorema 2.5.20 Sean « : (—§,0) — R una curva C* temporal y

B :(—0,0) — Q una curva C*, tales que 1%ﬂ% at) = HII(I)ﬁ(S) Y exis-
— s—

ten funciones diferenciables fo y fg cumpliendo LG1, LG2 y LG3.

Si ademds fo y fa son analiticas en 0, entonces entonces existe una

funcion f de clase C* tal que

Oz(S) = (f(82)707 8) Y ﬂ(s) = (f(_32)7870)'

Nota 2.5.21 La demostracion de este teorema es muy técnica y no aporta
ideas nuevas sobre el comportamiento de las superficies que estamos estu-
diando. Por estos dos motivos la hemos sacado de este capitulo y la hemos
situado en la parte de los apéndices.

Para terminar esta seccion, mostramos algunos ejemplos de superficies
Lorentzianas As-invariantes que hemos creado haciendo uso del algoritmo
expuesto en este apartado. En ninguna de las imagenes aparece el eje x. En
las dos primeras, éste ocupa una posiciéon similar a la que tiene en la imagen
de H, mientras que en la tercera de las imagenes, el ejex estd en posicién
vertical (para facilitar la observacién de la superficie).



60 2.6. Superficies rotacionales con eje luminoso (As-invariantes)

En las dos imégenes anteriores se ha realizado un corte de las superficies
para que se observen de forma clara la familia de curvas en posicién general
que genera a cada una de ellas.

2.6 Superficies rotacionales en I.? con eje luminoso

En esta seccion obtenemos la clase completa de superficies de revolucién,
no degeneradas y con eje luminoso inmersas en IL3.

Sea ¥ € I un vector luminoso. Llamaremos eje de revolucién a la recta
vectorial generada por &, y la notaremos por ejex. Existe un unico plano
degenerado que contiene al eje de revolucién. L2 menos dicho plano consta
de dos regiones abiertas, a las que llamaremos regiones fundamentales.

Es ampliamente sabido que si tomamos una curva no degenerada inmersa
en cualquier plano Lorentziano que contenga al eje de revolucion, de modo
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que ésta no interseque al eje, la superficie obtenida al aplicar a dicha curva
todos los elementos de Az es una superficie de revolucién no degenerada
con eje luminoso, véase [31]. Dichas superficies estdn inmersas en una regién
fundamental.

En vista de lo anterior, nos planteamos la siguiente pregunta ;existen
superficies de revolucion con eje luminoso que intersequen a las dos regiones
fundamentales? Motivados por lo que ocurre en el caso del eje espacial, nos
preguntamos también lo siguiente jes posible pegar de algin modo dos su-
perficies (generada cada una por una curva no degenerada que no interseca
al eje de revolucién) de modo que la unién sea una superficie C*°, no dege-
nerada e invariante bajo la accién de Az? Veremos que la respuesta a las
dos preguntas anteriores es negativa, por lo que en este caso las superficies
invariantes por la acciéon de Az coinciden con las generadas por una curva
no degenerada que no interseca al eje de revolucion y que esta inmersa en
un plano de Lorentz que contenga a Z.

Regiones fundamentales

Sea B = {Z,, 7} una base de I3 tal que i es un vector luminoso con
g9(Z,7) = —1, y Z es un vector unitario espacial que es ortogonal al plano
Span{Z, §}. De ahora en adelante vamos a trabajar en coordenadas con
respecto a la anterior base, siendo entonces la métrica de .2 g = —2dx dy +
dz?. Al grupo Az lo llamaremos As.

En I3\ ejex vamos a distinguir las siguientes regiones fundamentales:

8t ={(z,y,2) €3 : y>0} y 8 ={(z,y,2) € L3 : y <0}

Sea 8§ = {(z,y,2) € I3 : 2 =0}y T = {(z,y,2) € L? : y = 0}.
Definamos los siguientes semiplanos abiertos:

§t = $tNS={(z,y,0)el®:y>0} y
8§~ = 8 N8={(z,y,0)cL®: y <0}

Consideramos también las siguientes parabolas espaciales, las cuales son
orbitas de la accién asociada a Ajs:

Pro= {(z,1,2) e L?: 22422 =0} = {(t*/2,1,t) e L’ : te R} y
Pm = {(z,-1,2)€lL®: 20+ 22 =0} = {(—t?/2,-1,t) € L3 : t € R}.

Notemos a la métrica inducida en P+ y P~ como dt?.
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El dibujo de la derecha ilustra
la notacién introducida has-
ta ahora. En él (y en el resto
de dibujos de esta seccién) he-
—

mos tomado & = (0,1,1), ¥ =
—_— —_

(0,—1,1) y Z = (1,0,0), sien-
do (a,b,c) coordenadas res-
pecto de la base usual de IL3.

A continuacién definimos las siguientes funciones positivas:
I.: 8" — R, I (z,y,0) = y ¥
I_:8 —R, l_(z,y,0) = —y.

En este ambiente no es dificil comprobar que las siguientes descomposi-
ciones como productos torcidos son ciertas

8*,9) = (ST,9)xu, (PF,df?) y

87.9) = (87,9)xi (P, dt?),
Ademsds, si hacemos los cambios conformes naturales, obtenemos que las
superficies (S+, ég) y (g_, %g) son planos anti de Sitter (esto es, su-

perficies Lorentzianas con curvatura constante negativa) con curvatura —1.
Como consecuencia obtenemos el siguiente resultado.

Lema 2.6.1 (8+, l%g) Y (8_, l—lfg) son productos semi-Riemannianos
+ —

de un plano anti de Sitter y una pardbola espacial.

2.6.2 Clasificacién de las superficies de revolucion con eje lu-
minoso

Una vez que hemos introducido toda la notacion necesaria, estamos en
condiciones de enunciar y demostrar el siguiente resultado, el cual clasifica
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las superficies As-invariantes. En particular, este resultado nos dice que
todas estas superficies intersecan tan solo una regién fundamental.

Teorema 2.6.2 Sea M una superficie diferenciable conexa y C*, y sea
¢ : M — L3 una inmersién C® no degenerada. (M,p*g) es As-
mvariante si, y solo si, ocurre una de las siguientes cosas:

1. (M, ¢%g) es Riemanniana y eziste una curva C* espacial, o, in-
mersa en 8T o 87, cumpliendo p(M) = {s(Traza(a)) : t € R}.

2. (M, p*g) es Lorentziana y existe una curva C* temporal, o, in-
mersa en 8T 0 8, cumpliendo (M) = {g(Traza(a)) : t € R}.

Demostracién: Es claro que dada una curva C* no degenerada, o, inmersa
en ST o en §~, la superficie parametrizada como X(s,t) = q(a(s)) es As-
invariante. Si « es espacial, entonces la superficie es Riemanniana, mientras
que si « es temporal, la superficie es Lorentziana. Es claro que el resultado
reciproco es cierto, esto es, dada una superficies As-invariante inmersa en
§* 0 en 87, existe una curva no degenerada, o, inmersa bien en ST o en
§~, tal que X (s,t) = ¢(a(s)) es una parametrizacién de la superficie y por
la tanto ésta es Ag-invariante.

En vista de lo anterior, solo tenemos que comprobar que no existen
superficies As-invariantes que intersequen al plano 7.

Primero, notemos que las érbitas contenidas en T tienen todas ellas
caracter causal luminoso, de donde se deduce que las superficies Rieman-
nianas Ag-invariantes no intersecan a 7.

Centrémonos en las superficies Lorentzianas. Supongamos que existe una
superficie Lorentziana Az-invariante inmersa en I3, o(M), cuya interseccién
con el plano T es no vacfa. Entonces (M) N 8T es la unién de una familia
numerable de superficies Ag-invariantes generadas cada una por una curva
temporal inmersa en S*; lo mismo ocurre para (M )N8~ cambiando S+ por
§~. Si ahora recordamos que 8 es un plano de Lorentz, deducimos que cada
una de las curvas generadoras no puede ser cerrada y ademés un punto de
su frontera, y solo uno, pertenece al eje de revolucién. Por lo tanto, haciendo
uso de que M es conexa, podemos afirmar que cada una de las anteriores
intersecciones estd formada, a lo mas, por dos superficies. Veamos todas las
posibilidades y comprobemos a continuacion que ninguna de ellas es viable.
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1. Existen dos curvas temporales, o :]0,6[— 8t y a~ ] — §,0[— §~
(con § un real positivo), tales que

a) lims_ga™(s) = lims_oa ™ (s) es un punto del ejex, y

b) p(M) = X,+ UX,~ (junto con una familia adecuada de 6rbitas
luminosas).

2. Existen dos curvas temporales inmersas ambas en g*, o bien en S*,
cumpliendo (a) y (b).

3. Existe una curva temporal inmersa en §* o 87, que genera una su-
perficie As-invariante que pega de forma C* con el eje de revolucién
(o parte de él,) siendo la unién de ambos p(M).

Para probar que ninguno de los casos anteriores son posibles, estudiamos el
comportamiento de las superficies generadas por una curva inmersa en S+
y de las superficies generadas por una curva inmersa en 8, en un entorno
del ejex.

Sea at :]0,8[— 81 una curva temporal tal que lim,_ga™(s) € ejex.
Definimos 7" como

rt = {lfII(l)Ct(aJr(S)) cteR} = {lfIT(l]()er(S) +AZ : A >0},

Sea a~ :] — 6,0[— 8~ una curva temporal tal que lim, g~ (s) € ejez.
Definimos 7~ como

ro= {;fir(l)gt(a_(s)) teR} = {;111(1)04_(8) + A7 : A< 0}.

Los casos 1 y 2 no son posibles, ya que en ambos la superficie obtenida
después de pegar no es una superficie C* (falla en el punto en el que las dos
curvas se pegan).

Una condicién necesaria para que ocurra el caso 3 es que la curva ob-
tenida al pegar a y r* o r~ (dependiendo de si a estd inmersa en St 0 en
S*, respectivamente) debe ser C*°. Pero en tal caso, el plano tangente a la
superficie a lo largo de r* o r~ serfa {(z,0,2) : =,z € R}, y por lo tanto la
métrica inducida a lo largo de la unién no seria Lorentziana.

Con lo que la demostraciéon queda terminada.

[ |

Para terminar la seccién introducimos dos dibujos de superficies Ags-
invariantes, el primero de ellos Riemanniano e inmerso en 8, y el segundo
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Lorentziano e inmerso en S%.
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Capitulo 3

Soluciones del O!(3) sigma modelo
no lineal de dimension 2 que son
superficies rotacionales en I*

3.1 El O!(3) sigma modelo no lineal de dimensién 2
y su invarianza conforme

Como se dijo en la introduccién, el O!(3) sigma modelo no lineal de
dimension 2, es una teoria de campos cuyas variables dindmicas (o campos
elementales) son aplicaciones con dominio una superficie diferenciable cone-
xa, M, y codominio el espacio de de Sitter de dimensién 2, $%, o el espacio
hiperbélico de dimensién 2, H?. La densidad Lagrangiana del modelo viene
dada por

S(N) = % Z g(9;N,0;N),

i=1,2

donde estamos viendo a $7 y a H? embebidos en L.

Recordemos que, identificando cada variable con la aplicacién de Gauss
de una inmersién de M en I3, convertimos el anterior sigma modelo en el
problema variacional asociado al funcional que mide la energia total de la
aplicacién de Gauss de cada inmersién, también llamada curvatura total de
Casorati. Cuando el codominio de las variables es S%, el problema variacional
esta definido en un espacio de inmersiones Lorentzianas, mientras que en
el caso de H?, las inmersiones son Riemannianas. En ambos casos vamos
a exigir que las inmersiones cumplan ciertas condiciones de frontera que
especificaremos mas tarde.
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En este capitulo nos vamos a centrar en el estudio de las soluciones del
sigma modelo que son invariantes bajo la acciéon de un grupo de transfor-
maciones de Lorentz que deja fija una direccién en IL3. Va a ser esencial en
el desarrollo, la descripcién de los distintos grupos de transformaciones de
Lorentz en I3 que fijan una direccién (véase el Capitulo 2).

Cuando trabajamos con inmersiones Riemannianas, la tinica condicién
extra que hay que pedirle a una solucién de nuestro sigma modelo para que
sea solitén, es que su imagen por el funcional sea finita. Las condiciones que
se han de cumplir en el caso Lorentziano son més complejas.

De ahora en adelante, cada vez que nos refiramos al sigma modelo, es-
taremos hablando del O'(3) sigma modelo no lineal de dimensién 2.

Planteamiento del problema variacional

Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera del problema variacional son (I', N,), donde

» ' ={v1,7,...} es una familia numerable de curvas regulares no
degeneradas y regulares en I3, que son disjuntas dos a dos;

= N, es un campo unitario definido a lo largo de I' que es ortogonal
a I' y tiene caracter causal constante, al que notaremos por €.

Notemos que si € = —1, todas las curvas en I' han de ser espaciales,
mientras que si € = 1, cada una de ellas puede ser espacial o temporal.

Las condiciones de frontera fijadas determinan un tercer campo vectorial,
v, definido a lo largo de I', que viene dado por

N,=T"Av,

siendo I el campo tangente a lo largo de I'.

En todo este capitulo, M va a ser una superficie diferenciable, conexa y
con frontera, M, formada por una cantidad numerable (igual al cardinal
de I') de curvas regulares y disjuntas, a las que notaremos por ¢y, ca, . ... El
caso en el que M no tiene frontera puede ser visto como un caso particular
del que vamos a estudiar.
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Espacio de variables dindmicas

Llamaremos If.(M, ]L3) al espacio de inmersiones con signatura e, que
aplican OM en I' y cuyo normal lo largo de I' es IN,, esto es, aquellas
inmersiones, ¢ : M — I3, que cumplen

g(Ny,Ny) =€, o(cj) =5, Vi, v dep(TpM) L No(o(p)) Vp € OM,

donde N, es la aplicacién de Gauss de ¢.

Si identificamos cada inmersién con su imagen en IL3, el espacio anterior
no es sino la familia de superficies en I3 con caricter causal €, que tienen
como frontera a I' y como normal a lo largo de la frontera comin a N,.

Notemos que no hemos exigido que M sea compacta, y que al estar
trabajando en I3, tenemos que tener cuidado con el cardcter causal de las
curvas. En vista de estas observaciones hacemos la siguiente definicién.

Definicién 3.1.1 Sea (S, g) una superficie Riemanniana o Lorentziana.
Un subconjunto K de S' se dice que es un poligono no nulo si es es conezo,
simplemente conexo, compacto, tiene interior no vacio y su frontera, OK,
es diferenciable a trozos y estd formada por un niumero finito de curvas
regqulares no degeneradas (esta ultima condicion es redundante cuando g
es Riemanniana). Dada ¢ € I&(M,1L3), definimos un poligono no nulo
asociado a ¢ como un poligono no nulo en (M, p*g).

En este ambiente consideramos el problema variacional asociado a la
Curvatura total de Casorati, o lo que es lo mismo, el funcional que mide la
energia total de la aplicaciéon de Gauss.

Soluciones del O!(3) sigma modelo no lineal de dimensién 2

Una inmersién, ¢ € I%(M, L3), se llama solucién del O'(3) sigma modelo
no lineal de dimensién 2, si para todo poligono no nulo asociado a ¢,

K, la restriccién de ¢ a K, ¢|k, es punto critico de (pr(aK)(K, L)z 6),
donde

1
& 10 (K 1) — R 6(1/;):2/K AN, |12 dAy,
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siendo
. pr (8K)(K,IL3) el espacio de las inmersiones de K en L2, ¢ : K —

L3, que satisfacen 1|ok = ¢|ok, Nylok = Nylok y 9(Ny, Ny) = €;

= dAy el elemento de drea de (K,¢*g) y y dN, denota al opuesto
del operador forma u operador de Weingarten de la inmersion.

Recordemos que en el caso Riemanniano, esto es, el caso ¢ = —1, se
cumple que [|dN,||? > 0 para toda inmersién ¢ € Iz (M, L3). Tiene enton-
ces sentido definir el funcional que mide la energia total de la aplicacion de
Gauss de cada inmersién de dicho espacio,

S (ML) — R=RUs. 6(p) = [ [aV,[Pda,,

donde dA, denota el elemento de drea de (M, ¢*g) y dN,, denota al opuesto
del operador forma u operador de Weingarten de la inmersion. En este
contexto, diremos que una solucién del sigma modelo, ¢, es un solitén, si
S(yp) < 0.

En el caso Lorentziano, |[dN,||? puede tomar cualquier valor real, por lo
que no estd asegurada la existencia de la integral sobre M, salvo en el caso
en el que M sea compacta.

Invarianza conforme

Superficies de Willmore en L3

En el ambiente en el que estamos trabajando, se definen las superficies
de Willmore (con frontera y aplicacién de Gauss a lo largo de la misma
fijos) como aquellas inmersiones, ¢ € I.(M, IL3), que cumplen que para
todo poligono no nulo asociado a ¢, K, la restriccién de ¢ a K, ¢|k, es

punto critico de <IZ(6K)(K’ L3); QU), donde

2 : I;(aK)(K,]L?’) — R W(y) = / Hi dAy —I—/ kY ds,
K »(0K)

siendo Hy la curvatura media de la inmersién y k¥ la curvatura geodési-
ca de ¢(0K) en 9(K) con la métrica inducida de I> (donde la curva
estd orientada de modo que su normal “apunta hacia” ¥ (K)).
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Esta accién define un problema variacional que es invariante frente a
cambios conformes de la métrica de IL3.

En esta secciéon vamos a demostrar que el estudio de las soluciones del
sigma modelo es equivalente al estudio de las superficies de Willmore con
frontera y normal a lo largo de la misma fijos. Un resultado similar al que
buscamos fue probado en el Capitulo 1, siendo la pieza clave de la demos-
tracion el uso del Teorema de Gauss-Bonnet para superficies Riemannianas.
De nuevo vamos a utilizar el Teorema de Gauss-Bonnet, pero en el caso
Lorentziano, se necesitard la siguiente versién, cuya prueba, por ser muy
técnica, se dard en el Apéndice D.

Lema 3.1.2 (Gauss-Bonnet para poligonos no nulos) Sea (S,g)
una superficie Lorentziana y K C S un poligono no nulo. Entonces,

,
- GdA+/ kds+Y_ 0;=0,
Josaas [ b0

J=1

donde G es la curvatura de Gauss de (S,g), k es la curvatura geodésica
a lo largo de OK y 01, . ..,0, son los angulos exteriores en los vértices de
0K, en caso de que dichos vértices existan.

Nota 3.1.3 La definicion de dngulo exterior entre dos vectores mo nulos
cualesquiera puede ser consultada en el Apéndice D. En este momento, lo
unico que nos interesa saber es que dicha definicion depende exclusivamente
de la frontera del poligono no nulo y del plano tangente a lo largo de la
misma.

Nota 3.1.4 Aunque hemos incluido este resultado como un lema técnico,
su importancia es independiente del teorema al cual precede. A partir de él,
es fdcil probar una version para el caso en el que la topologia de K no es la
de un disco de R?.

Teorema 3.1.5 En el espacio I5(M,1L3) el problema variacional aso-
ciado a la curvatura total de Casorati y el problema variacional de Will-
more son equivalentes, es decir, las soluciones de nuestro sigma modelo
y las superficies de Willmore coinciden.
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Nota 3.1.6 En particular, nuestro sigma modelo es invariante frente a
cambios conformes de la métrica de 1L3.

Demostracion: Tenemos que probar que los problemas variacionales

(IZ(aK)(K7E3)5 6) y ( fo(aK)(K,IL?’);QH) son equivalentes para una inmer-

sién cualquiera, ¢ € If(M, IL3), y para cualquier poligono no nulo asociado
a o, K.

= En el caso en el que ¢ = —1, estamos trabajando en un espacio de
inmersiones Riemannianas en IL3. Gracias a esto podemos reproducir,
salvo pequenos cambios, la prueba del Teorema 1.2.1 del Capitulo 1.
Lo tnico a tener en cuenta es que dada una inmersiéon perteneciente
a I;(laK)(K, IL3), v, la relacién clésica existente entre el médulo de su
segunda forma fundamental, su curvatura media y su curvatura de
Gauss es

[Ny ||* = 4HJ + 2G.

= En el caso en el que € = 1, estamos trabajando en un espacio de
inmersiones Lorentzianas en IL2. La idea es seguir el mismo esquema
de demostracién que en el Teorema 1.2.1, pero adaptando los pasos al
caso Lorentziano. Dada ¢ € I (BK)(K,]L?’), el médulo al cuadrado de
la segunda forma fundamental de 1 se puede expresar del siguiente
modo
|dNy||* = 4H7, — 2G,y.

Si utilizamos esta relacion junto con la Férmula de Gauss-Bonnet para
poligonos no nulos, obtenemos que

.
S(y) = 220(¢) — 3/ KV ds =) 6;.

P (0K) j=1
La demostracién acaba utilizando las condiciones de frontera, para
asegurar que los dos iltimos términos de la parte derecha de la igual-
dad son constantes sobre el espacio de inmersiones I;( 6,K)(K, IL3).

Nota 3.1.7 En [17] se puede encontrar una formula de Gauss-Bonnet para
poligonos no nulos con frontera temporal. Teniendo en cuenta este hecho, es
fdcil caer en la tentacion de pensar que, en el caso en el que € = 1, podemos
trabajar exclusivamente con poligonos no nulos con frontera temporal (con
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lo que no seria necesaria la nueva version de Gauss-Bonnet). Cuando todas
las curvas de T' son temporales, esto es cierto, ya que todo poligono no nulo
estd contenido en otro poligono no nulo con frontera temporal. Sin embargo,
cuando I' contiene alguna curva espacial, el anterior razonamiento no es
vdlido.

Dada una recta vectorial temporal en L3, llamemos Z € I.? a uno de los
vectores unitarios de I3 que la generan. A partir de ahora notaremos por
ejex a la recta generada por Z. El objetivo de esta seccién es determinar
el espacio moduli de soluciones del sigma modelo, que son invariantes bajo
la accién del grupo de rotaciones en I3 con eje de rotacién el ejex, esto
es, las soluciones Aj-invariantes. Para ello, el primer paso a dar consiste
en determinar las condiciones necesarias para la existencia de soluciones
A i-invariantes.

Topolégicamente, las superficies Ai-invariantes de IL? son un cilindro,
un plano o un disco de R?. Por lo tanto, tenemos que distinguir cinco casos:
M = [a1,a2) x 8, M = [a1,00[xS}, M =R x$', M =R?y M = D(0,1).
De ellos, tan solo el estudio del primero es relevante. Los resultados que
vamos a mostrar para los otros casos se obtienen sin problemas a partir del
desarrollo que vamos a hacer para el caso M = [a1, ag] x $'.

Es necesario para la existencia de soluciones A -invariantes, que las con-
diciones de frontera sean Ai-invariantes. Esto ocurre si, y solo si:

1. T consiste de un par de circunferencias, v1,y2, contenidas en planos
Riemannianos ortogonales al eje y centradas en puntos del eje.

2. g(N,, ) es constante a lo largo de cada curva de T

Una vez tomadas una superficie y unas condiciones de frontera adecua-
das, extendemos la accién del grupo A; al espacio de inmersiones If. (a1, ag]
$1 1.3), del siguiente modo

Ay x I5([a1, ag] x 8", L%) — If(Ja1, az] x S',I2),  (ue, ) — pu o .
Es obvio que 20 es invariante bajo la accion de Aq, esto es,

W o) =W(p), VteRyVyeIi(lar,ao] x $',L3).
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Entonces, como el grupo A; es compacto, estamos en condiciones de apli-
car el Principio de Criticalidad Simétrica de Palais, véase el Apéndice A.
Definimos para ello el conjunto de las inmersiones que son invariantes bajo
la accién de Ay, también llamadas puntos simétricos, como

2 = {p € It (la1, a2] x 8", L%) + pu(p([ar, az] x 81)) = p([ay, az] x 81), Vt}.

Un corolario del citado Principio de Criticalidad Simétrica, véase de nuevo
el Apéndice A, nos asegura que las superficies de Willmore que pertenecen
a Y.¢, coinciden con los puntos criticos de 20 : ¥° — R = R U co. Notemos
que el anterior funcional esta bien definido, gracias a la compacidad de M.

En vista de lo anterior, necesitamos estudiar el espacio X¢. Para ello
nos apoyamos en lo visto en el Capitulo 2. Completamos {#} hasta obtener
una base, B = {Z, ¥, z}, ortonormal en I3 y trabajamos en coordenadas con
respecto a ella. Tomamos el semi plano Lorentziano

1
AdSZ = <{(ar,y,0) S ]L3 Ty > 0}7 g = y29> .

Esta superficie tiene curvatura seccional —1, siendo por tanto un plano anti
de Sitter. Definimos a continuacién C® como el espacio de curvas diferencia-
bles, a: [s1, s2] — AdSa,, con signatura —e y que satisfacen las siguientes
condiciones

a(s;) = Traza(v;) NAdSe v d'(s;) = +v(a(s;)), parai=1,2.

A cada a € C? podemos asociarle una inmersién, p, € I&([ar, as] x $*,L3),
definida como ¢, (s, e™) = pui(a(s)). Es claro que ¢, € X¢. Ademss, es facil
probar que dada ¢ € X, existe una unica (salvo reparametrizacién) o € C*
tal que ¢([a1, az] x 81) = wa([a1,as] x S1).

El siguiente resultado, junto con el desarrollo previo, nos proporciona
todas las soluciones Aj-invariantes del sigma modelo.

Teorema 3.2.1 En el ambiente de esta seccion, @, es una solucion del
sigma modelo, o lo que es lo mismo, una superficie de Willmore, si, y
solo st, la curva o es una eldstica libre clavada en AdSs.
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Nota 3.2.2 Notemos que al ser [a1,az] x $' compacta, en el caso Rieman-
niano todas las soluciones del sigma modelo son solitones.

Demostracién: En primer lugar, expresemos IL3 como el siguiente producto
torcido:

(L3 \ ejex, g) = (AdSa, g) x), ($',dt?),

donde h : AdSy; — R™ se define como h(p) = g(p,#). A continuacién
hacemos el cambio conforme natural, obteniendo el siguiente producto semi-
Riemanniano

. 1 _
(]L3 \ejex, g= th) = (AdSy,g) x (S, dt?).

Recordemos ahora que el funcional de Willmore es invariante frente a cam-
bios conformes de la métrica. Por tanto

w(@a) = @(@a) = / (FZ +Ea> dAq +/ Eds;
[a1,a2]><Sl T

donde 27 es el funcional de Willmore asociado a la métrica g, y R, es la cur-
vatura seccional de (L? \ ejex, g) alo largo de dp(T [a1, a2] x $'). Notemos
que en nuestro caso R, = 0, ya que do(T [a1,az] X $1) es una seccién mixta
en un producto semi-Riemanniano. Ademads, la curvatura geodésica de T’
también se anula, dado que 71 y 72 son geodésicas en (p([a1, as] x $), ).
Por tltimo, la curvatura media de ¢([a1,as] x $') en (IL?\ ejex, g) es

2_1—2

= (Fa.

siendo k. la funcién curvatura de a en AdS,. Como consecuencia, el fun-
cional de Willmore aplicado a ¢, queda como sigue

1 _ _
W(pa) = ~ / k- dsdt = ”/ % ds.
4 [S1,82}><Sl 2 [51,52]

La integral que aparece en la expresién de la derecha no es sino la energia
eldstica de la curva a.

El resultado anterior reduce la busqueda de las soluciones A i-invariantes
del sigma modelo, a la bisqueda de elésticas libres clavadas y con signatura
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—e del semi-plano AdSs. Si hacemos uso del desarrollo hecho en el apéndice
B, obtenemos que la ecuacién que caracteriza a estas curvas es

2k — k3 4+ 2k = 0.

Esta ecuacion se integra obteniendo

2 1
IR\U ao—i—LE' si e— <2 <0
para s € J C nez w e

donde C € R\ {—v2¢,v2¢} y a, € R son constantes arbitrarias, C? =
ﬁ y E’ es la integral eliptica de primera clase con médulo v/1 — C2.

Tal y como avanzamos al principio de esta seccién, a partir del teorema
anterior se obtiene la clasificacién de las soluciones Ai-invariantes del sigma
modelo para M = [ay,00[x$!, M =R x $', M =R? y M = D(0,1).

Corolario 3.2.3 Sea M € {[s1,00[x$', R x $!, R2, D(0,1)}.

Sea o : 1T — AdSeU{ejex} una curva diferenciable tal que la imagen de
Yo : Ix 8! — I3 (definida como @qo(s,e) = uy(a(s))) es una inmersion
diferenciable de M en 13. Entonces, la superficie generada por o es una
solucion del sigma modelo si, y solo si, |,-1(ads,) €5 una eldstica libre
en AdSs, que estd clavada en los puntos de su frontera en AdSs (en
caso de que dicha frontera sea no vacia).

En los casos en los que M € {R2, D(0,1)}, la naturaleza del dominio
de definicién de las elasticas libres de AdSs, nos asegura que las tnicas
soluciones Aj-invariantes vienen dadas por las geodésicas que parten del
ejex.
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Corolario 3.2.4 Las unicas superficies de Willmore de revolucion en
I3 con eje temporal y simplemente conexas son:

= componente conexas de un hiperboloide de dos hojas con eje el ejex
y radio arbitrario,

= planos perpendiculares al ejex,

» cualquier superficie Aq-invariante que sea subvariedad de alguna
de las anteriores y sea topologicamente un disco.

De éstas, solo las superficies de los dos ultimos apartados son solitones
del sigma modelo.

Demostracién: En primer lugar, démonos cuenta de que las superficies
A j-invariantes que son topoldgicamente un disco o un plano, son Rieman-
nianas. Ademads, dichas superficies estdn generadas por curvas en AdSs que
tocan al ejex, por lo que su longitud es infinita. Si ahora nos fijamos en
la expresién del intervalo de definicién de las eldsticas libres espaciales en
AdS-, observamos que, de estas curvas, las Unicas que tienen longitud infi-
nita son las geodésicas. Por ultimo utilizamos que las geodésicas espaciales
en AdSs; son rectas perpendiculares al eje x y medias ramas de hipérbolas
espaciales, de radio arbitrario y centradas en el eje x.

Las superficies que son topoldgicamente un disco, son compactas, de
donde se deduce inmediatamente que son solitones.

En el caso de un plano perpendicular al ejex es claro que ||[dN||? = 0,
por lo que también es solitén.

Por 1ltimo, si tomamos una de las dos hojas de un hiperboloide con eje
el ejex y radio r > 0, se calcula facilmente que ||[dN|> = 2/r%, con lo que
quedaria probado que la superficie no es un soliton.

Los siguientes dibujos muestran dos soluciones A i-invariantes del sigma
modelo (en coordenadas respecto de la base usual de IL3), tomando como el
ejex el generado por un vector temporal distinto de (0,0, 1).
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Solitén Riemanniano Ai-invariante Solucién Lorentziana Ai-invariante

En los dos casos que nos quedan por estudiar, esto es, los correspon-
dientes a las soluciones As-invariantes y As-invariantes, respectivamente,
el grupo de rotaciones de cada uno de ellos no es compacto, lo cual nos im-
pide utilizar el corolario del Principio de Criticalidad Simétrica usado en el
Capitulo 1 y en la Seccién 3.2 de este capitulo. Ademds, como la superficie
M no es compacta, no tenemos asegurado que la imagen del funcional de
Willmore esté en R, por lo que tampoco podemos aplicar el Principio de
Criticalidad Simétrica tal y como lo hemos usado.

En vista de esto, el camino a seguir pasa por el cdlculo de la primera
variacién del funcional de Willmore. Como tenemos que trabajar con poligo-
nos no nulos de M, podemos suponer que el dominio de las inmersiones es
una superficie compacta. En un ambiente Riemanniano con curvatura sec-
cional constante, estos célculos se encuentran en [56]. Nosotros nos vamos a
apoyar en dicho articulo para obtener la primera variacion del funcional de
Willmore en ambiente semi-Riemanniano y sin ningun tipo de restriccién
sobre la curvatura. El motivo por el cual no suponemos que la curvatura
seccional es constante, es que en el desarrollo que vamos a llevar a cabo para
obtener las citadas soluciones, vamos a realizar algunos cambios conformes
sobre la métrica de IL3.

Preliminares y notacion

Comencemos introduciendo algunos preliminares. La notacién que va-
mos a usar es la de [56].

Sea M una superficie diferenciable orientable compacta con o sin fron-
tera. Sea (I\7I,g) una variedad semi-Riemanniana de dimensién 3. Sea ¢ :
M — M una inmersién diferenciable no degenerada. Solamente en esta sec-
cién, I“"(BM)(M, M) va a denotar al espacio de inmersiones no degeneradas
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con frontera fija ¢(OM) (no imponemos ninguna condicién sobre el normal
a lo largo de dicha frontera).

Una variacién de ¢ en I?(OM)(M, M) es una aplicacién diferenciable, ® :
M x (—6,6) — M, que satisface las siguientes condiciones:

L owo=vy
2. para cada v € (—0,0), la siguiente aplicacién pertenece a I#(OM) (M, M)

0y M — M, wu(m) = ®(m,v).

Notemos que, como consecuencia, ®(m,v) = p(m) para todo m € OM.

Estamos en condiciones de usar toda la parafernalia de objetos geométri-
cos a lo largo de una aplicacién. En particular, podemos hablar de campos
de vectores a lo largo de ®, o lo que es lo mismo, de secciones del fibra-
do vectorial ®*(TM) sobre M x (—4,d). En concreto, vamos a considerar el
siguiente campo vectorial a lo largo de ®

V(m,v) = &, <§](m,v)> .

Este campo cumple que V(m,v) = 0 ¥m € OM. Ademds, cuando tomamos
v = 0, no es sino el llamado campo variacional asociado a ®

V(m,0) = ®, (i(m,O)) .

En vista de lo anterior, es claro que el espacio tangente T, (IW(aM) (M, l\7|))
estd formado por aquellos campos vectoriales a lo largo de ¢ que se anulan
en OM.

Una vez introducida toda la notacién necesaria, vamos a considerar el
problema variacional asociado al funcional de Willmore

2 : I*OM(M, M) — R

%WZ/(%+%NM+/ kY ds,
M $(OM)

donde Hy denota la curvatura media de (M, ), Ry, es la curvatura seccional
de di)(TM) en (M, g) v k¥ es la curvatura geodésica de 1/(OM) en (M, g).
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Calculo de la primera variacién

Procedamos ya al calculo de la primera variacién del funcional definido
anteriormente. Dado V € T, (I‘F’(BM)(M, M)), tomamos la variacién que lo
tiene como campo variacional asociado, esto es

®:Mx(=4,0) — M tal que V(m)= o, <aa(m,0)) , Vm € M.

v

Para simplificar, cuando v # 0 notamos M, = (M, ¢;g), H, = H,,, R, =
Re,, K = k¥ y dA, = dA,,. Ademés, a partir de ahora, vamos a notar
también por V a @, (%(m,v)).

En este ambiente

m(go)[wz{jv [ [z an+ | (aM)k”ds] }UZO. @)

Calculemos paso a paso a qué es igual esta expresion.

Sea {v, T} una referencia ortonormal positivamente orientada de M en
(M, ©*g), en la que T es el tangente unitario a M y v es el normal unitario a
OM que apunta hacia fuera (ésta orientacién es la considerada en el teorema
de Stokes). Definimos T, = ¢, (T') = @.(T,0) y vy = @p, (V) = ®(v,0). En
el caso en el que v = 0, utilizaremos de nuevo las letras T' y v para notar a
To y vp, respectivamente.

Debido a que la frontera es fija, T, = T para todo v, y por lo tanto el
vector curvatura principal en (M, g), n = VT, tampoco depende de v. Si
ademds usamos que g(n,T) y g(v, Vy1,) se anulan, obtenemos que

0 _
{8’1)/ kY dS} = _/ g(na v\/'V’U)ds = _/ g(nl7 DVVv)dS,
p(OM) oM oM

v=0

donde L indica la componente normal y D es la conexién normal de (M, ¢)
en (M, g).

El lema de Schwarz nos asegura que Dy, = D,V, ademéds D, V' =
B(v,VT) donde B denota a la segunda forma fundamental de ¢. Como
estamos trabajando en OM y ahi V se anula idénticamente, tenemos que

{8/ k”ds} _—/ g(nL,DyVL) ds. (3.2)
v Jyp(om) V0 p(OM)
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Nota 3.3.1 Bajo las condiciones de frontera tomadas en el resto de sec-
ciones de este capitulo (frontera y normal a lo largo de la misma fijos)
D,V =0 y por lo tanto

{8/ kY ds} =0.
9 Jo(om) -

Lo cual no es nada sorprendente, ya que bajo dichas condiciones de frontera
la curvatura total de la frontera es constante.

Para obtener la variacién de la primera integral que aparece en (3.1),
necesitamos llevar a cabo algunos calculos previos que recogemos en el si-
guiente lema.

Lema 3.3.2 Las siguientes afirmaciones son ciertas.

1. Sea el campo vectorial a lo largo de ® tal que H(m,v) es el vector
curvatura media de (M, ¢,) en m, entonces

{D%H}vzo - % [AVL + A(VY) + Ric(N,, Nw)VL} + Dy H,

donde A\ es el Laplaciano relativo a la conexion normal, D, gl es
el operador de Simons ([51]), Ric es el tensor de Ricci de (M, g)

ye= g(Nﬂth‘P)’

2. La variacion del elemento de volumen viene dada por la siguiente
formula
{i (dAU)} = —2g(H,V)dA + db,
dv v=0
donde dA = dAy y 0 es la uno-forma definida como 6(Z) =
dA(VT, 7).

Nota 3.3.3 No vamos a incluir la prueba de este lema. La demostracion
de 1 es andloga a la que se encuentra en [56] para el caso Riemanniano.
La prueba de 2 es de nuevo muy parecida a la del caso Riemanniano, ésta
puede ser consultada en [52]

Nota 3.3.4 Dada una referencia ortonormal en M, {Ey, Eo, E3}, tenemos
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_ 1
ERic(N,, N,)VE =3 & (R(VL,EZ»,EZ»)) ,
7
donde ¢; = g(E;, E;). Si en el apartado 1 del lema anterior hacemos uso de
esta igualdad, de modo que N, desaparezca, el resultado de este apartado (y
la demostracion del mismo) sigue siendo cierto cuando dim(M) =d <n =

dim(M).

A continuacién usamos el lema anterior, junto con el hecho de que H2 =
eg(H, H), para obtener

{E)av [(H? +Ry) dAv]} = [eg(AVEH) + VT(H2) + (Be) _]dA

+g (A(H) + Ric(Ny, No)JH — 2(H2 + R,)H, V4 ) dA + (H2 +Ry) db.

Por otro lado, (Hg +R,)do = d ((pr +Ry) 0) — (VT(HSQO + R@)) dA.
Como 6 se anula sobre M, tenemos que

/M(H; +R,)dO = — /M (VT(H; + R¢)> dA.

Es fécil comprobar que la proposicién (1.2) de [56] es cierta también
en ambiente semi-Riemanniano. Podemos entonces hacer uso de ella para
llegar a

(o [ mryaa} = [ [gmen. v+ viRY) da

v=0

+ 5/ g(H,D,V1)ds,
oM

donde % = (A + A) + (Ric(Ny, N,) — 2(HZ 4 R,)) I es un operador tipo
Schrédinger, T es la identidad y RY (®(m,v)) = R,(m). Finalmente, combi-
namos esta ultima férmula con (3.2) para obtener

6 (0)[V] = /M [E(R(H) + (VRY)*, V)] da+ /a g(eH =y, DV )ds,

siendo (VRY)+ = eN,(RY)N, la componente normal del gradiente de RV .

En el siguiente teorema resumimos los cdlculos que hemos llevado a cabo.
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Teorema 3.3.5 En el ambiente de esta seccion, (M, ¢) es una superficie
de Willmore en (M, g) con frontera fija p(OM), si, y solo si,

/M [g(%(H) 4 €N¢(RV)N¢,VJ-)} dA + / g(cH — nJ_7 DVVJ‘)ds —0,

oM
B (3.3)
para todo campo V € T, (I?0OM (M, M)).

De ahora en adelante, tomamos como condiciones de frontera las que
hemos considerado en todo el capitulo excepto en esta seccién. Esto es, sea
' ={71,72,...} una familia numerable de curvas regulares no degeneradas
en M, que son disjuntas dos a dos; y sea N, un campo unitario definido a lo
largo de I', que es ortogonal a I' y tiene caracter causal constante igual a €.
Consideremos el espacio de inmersiones If.(M, l\_/l)7 que consiste de aquellas
inmersiones ¢ : M — M que cumplen

e(OM) =T, N,=N,op alolargodedM 'y g(N,,N,) =c¢.

En este ambiente DV(V)L = 0, y por lo tanto el término de frontera se anula.
Como consecuencia, las superficies de Willmore en (M, g) que tienen frontera
fija y normal a lo largo de dicha frontera también fijo, estdn caracterizadas
como aquellas para las que se cumple

/ [g(SR(H) +eNy(RY)N,, VH) | dA =0, VYV eT,(IH(MM)). (3.4)
M

Calculemos el término (A + A)(H) en términos de H,. Para ello vamos
a necesitar construir una referencia ortonormal especial a lo largo de la
inmersién, ademas del siguiente resultado sobre el laplaciano.

Lema 3.3.6 Dada una inmersion ¢ : M — M y dado m € M, sea
{E1, E2} una referencia ortonormal a lo largo de ¢, definida en un en-
torno de m, que cumple E- =0y VE,Ej =0 para i,j € {1,2}. Llame-
mos €; = g(Fi, ;) para i = 1,2. St X es un campo a lo largo de ¢ que
es normal a p(M), entonces

AX(m)= Y & DgDgX.

i=1,2
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Demostracion: El laplaciano de X en un entorno de m es igual a

1=1,2 i=1,2

Proposicién 3.3.7 AH = (AH)N, y A(H) = (4H — 26(G, —
Ry))N,, donde G, es la curvatura de Gauss de ( ©*g).

Demostracién: Dada ¢ € I&(M, M) tomemos m € M y una base, {e1,ea},
ortonormal y positivamente orientada de (T, M) T. Trasladamos esta base
a lo largo de geodésicas de M, paralelamente con respecto a la conexién
tangente, V, obteniendo la referencia {E, F2}. Traslademos a lo largo de
geodésicas en M y paralelamente con respecto a la conexiéon normal, D, el
vector N,(m), obteniendo el campo E3. Gracias a que Vg, Ej(m) = 0 para
i,j € {1,2} v a que H es una seccién del fibrado normal a la inmersién,
podemos asegurar que en m

=Y @D DpH=|)_ &Ei(Ei(H,))| Ny =(AH,)N,

i=1,2 i=1,2

En la segunda igualdad hemos utilizado que Dg,N,(m) = 0 para i = 1,2,

Pasemos ahora a calcular A(H).

A(H) = @(A(H) Nso>N<p = EQ(A(H)yA(Nw))N%

donde A(X) es el endomorfismo de Weingarten asociado al campo normal
X. Por tanto,

A(H) = eHypg(A(Ny), A(Np)) Ny = EHsoHstDHQN@'

Utilizamos ahora la relacién clasica existente entre la norma de la segunda
forma fundamental, la curvatura media de la inmersién y su curvatura de
Gauss-Kronecker ([|dN,|> = 4H3 — 2det(dN,)), y obtenemos que

A(H) = eHy(4H2 — 2det(dNy))N, = eH,(4H] — 26(Gy — R,)) N
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Aplicando esta proposicion, (3.4) queda reducida a

/ [eAH, + H, (2H, — 2eGy, + Ric(Ny, Ny) + 2Ry (e — 1)) +
M (3.5)

+eN,(RV)]g(Ny, VE)dA =0, YV €T, (I(M,M)) .

Nota 3.3.8 El término RV depende del campo variacional tomado.

Nota 3.3.9 En el caso en el que la curvatura seccional del ambiente es
constante, Ny(RY) = 0 y Ric(Ny, N,) = 2¢R. Por lo tanto, las superfi-
cies de Willmore con frontera y normal a lo largo de la misma fijos, estdn
caracterizadas por la ecuacion

AH,+2H,(eH, — 2G, +2(2 — £)R) = 0. (3.6)

Las superficies Ag-invariantes inmersas en I3 fueron clasificadas en el
Capitulo 2. A partir de ahora adoptamos la notacién de dicho capitulo y
llamamos eje x al eje de revolucién. Vamos a comenzar considerando el ca-
so Riemanniano. Recordemos que, en el caso Riemanniano, las superficies
As-invariantes solo pueden existir en dos de las cuatro regiones fundamen-
tales, R* y R™. Cada una de dichas superficies est4 generada por una curva
espacial, a;, inmersa en Rt o SNQ_,

Yo ={&(a(s)) : sel, teR}.

Como estamos considerando la frontera de las superficies como parte de las
mismas, es necesario exigir que « no toque al eje de revolucién para que la
superficie sea diferenciable.

El objetivo de esta seccién es encontrar las curvas que generan super-
ficies que son soluciones del sigma modelo. Como nuestro sigma modelo es
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equivalente al problema variacional de Willmore en Igéa (M, 1.3), el proble-
ma anterior se reduce a encontrar aquellas curvas o que generan superficies
de Willmore Riemannianas en IL? con frontera fija y normal a lo largo de la
misma también fijo. Posteriormente, estudiaremos cudles de estas superficies
hacen que G tome un valor real.

Para afrontar el préximo resultado, es necesario recordar que el lema
2.5.4 nos proporciona cambios conformes de la métrica en RT y R~ que
convierten a ambas regiones en productos semi-Riemannianos de un plano
de de Sitter y una circunferencia unitaria espacial en un plano Lorentziano
perpendicular al eje de revolucién.

Teorema 3.4.1 Sea o una curva espacial inmersa en Rt o jQ_, que
no tiene ningun punto de su frontera en el eje de revolucion. Y, es una
superficie de Willmore con frontera y normal a lo largo de ella fijos, si,
y solo si, a es una eldstica libre clavada (en el caso en el que su frontera
en Rt o R, respectivamente, sea no vacia) en el plano de de Sitter

(jQJF, f;g) o en el plano de de Sitter <51_, f;g), respectivamente.
+ —

Demostracién: Vamos a considerar exclusivamente el caso en el que «
estd inmersa en R*, ya que el otro caso es analogo. La prueba se divide en
los siguientes pasos:

s Uso de la invarianza conforme del funcional de Willmore.
= Célculo del término Ny_(RY).

= Reduccion del problema al de las elasticas libres clavadas en el semi
plano de de Sitter (jﬁ, f%g)
T

Uso de la invarianza conforme del funcional de Willmore

En el ambiente del enunciado, las condiciones de frontera del problema
variacional vienen dadas por I' = 0%, y N, = Ny,_. La topologia de las
superficies generadas por una curva en R+ es la de una banda, un semiplano
o un plano. Por lo que M puede ser [a1, as] x R, [a1,00[xR o R2. Tal y como
ocurria con las superficies de revolucién con eje temporal, una vez probado
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el resultado para el caso M = [a1, a2] x R, la demostracién de los otros casos
es trivial. Tomemos entonces M = [a, az] x R.

Notemos que Igéa (M,R") es un abierto de Igéa (M,IL3). Usando este
hecho, asi como la invarianza conforme del funcional de Willmore, conclui-
mos que Y, es una superficie de Willmore Riemanniana en I3 si, y solo si,

Y €s una superficie de Willmore Riemanniana en (fR*, f%g), esto es, para
+

todo poligono no nulo asociado en (M, ¢}, f%g), K, la restriccion de ¢, a K,
+
©Yalk, s punto critico de (I;i(aK)(K,iRJr);@), donde ¢4 (s,t) = &(a(s)),

2 es el funcional de Willmore de (RJF, f% g).
+
De ahora en adelante vamos a notar con una barra a todos los elementos
de (RT, ég . 'Y para simplificar la notacién vamos a llamar N, = Ny

y H, = Hga. Denotemos por R, a la curvatura seccional de (iR*, %g) a

lo largo de X, y por G, a la curvatura de Gauss de X, con la métrica
inducida por <R+, %g)
5

Caélculo del término A\i'”(Fi{V)

La superficie ¥, es un punto critico del problema (Ig%a (M, R1)); 20)
si, y solo si, (3.5) es cierta cuando tomamos ¢ = —1, (M,g) = (93*, f%g)
y como M cualquier poligono no nulo contenido en ¥,. Lo que a noso%ros
nos interesa es obtener una caracterizacién de dichos puntos criticos como
la solucién de una ecuacién diferencial, cuyos términos dependan exclusiva-
mente de ¥,. En esta direccién, observemos como es la integral que aparece
en (3.5). Tenemos una expresiéon que multiplica a g(Na, VL) y que depende
del campo variacional V. Si dicha dependencia no existiese, podriamos ase-
gurar que la expresion igualada a 0 es la ecuacion diferencial que estamos
buscando. Existe un tinico término en la citada expresién que depende del
campo variacional, N, (RV). Este es el motivo por el cual en este apartado
nos vamos a centrar en su estudio.

Tomemos un punto, p € Xq, y calculemos RV a lo largo de una curva, -,
que cumpla v(0) = p y 7/(0) = Nu(p). Sea @, : [a1,a2] x R — <R+, ég)
una parametrizacién de ¥, definida como ¢, (s,t) = &(a(s)). Escribamos
a(s) = (a1(s),0,as(s)), de modo que ég(o/,o/) = 1. Entonces
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Na(#a(s,t)) = Nals,t) = &((az(s),0,a1(s)) =
= (aj(s),a)(s)sinht, o) (s) cosht).

DadoV € Ty, (Igzla (M, R*))) con soporte compacto (recordemos que esta-
mos trabajando con poligonos no nulos en ¥,,), una variacién de ¢, asociada
aVes

®:(—0,0)x[a1,a2) xR — <1R+, 12g> , P(v,s,t) = @als, t)+vV(pal(s,t)).
i

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que V' = 0 (miremos para
ello de nuevo (3.5)). En este caso, existe una funcién, f : [aj,a2] x R — R
con soporte compacto, tal que V = fN,, y por tanto

D(v, 5,t) = @a(s,t) +vf(s,t)Nu(s,t).

Dado un punto ®(v,, 5o, t,), entonces RV (®(v,, 50, t,)) es la curvatura seccio-
nal del plano generado por {(9s®)(vo, So,t0), (0:P)(vo, So,to) }. Recordemos

que <iR+, ég) = <3~Q+, ég) x (HT,dt?) y denotemos por

. (9#,129) — (5%+,129) y T2 (Riig) — (1, dr?)
¥ ¥ 5

a las proyecciones candnicas. Es claro que

R(q)& (I)tv (I)ta (I)S) = R(E87 Eta Eta Es)v

donde R es el tensor curvatura de (TR+7 f%g), R es el tensor curvatura de
+

(j{"‘, f%g), Ey = dlI'(0s®) y E; = dII'(9;®). Por tanto
+

_ R(Es, Et Eta ES)
RV q) Uo; SO7tO = 7 '
(@( ) %g(asq)’asq))ég(&f@,at@) — (ég(@ﬁb,@t@))z

Observemos que el vector normal en 4 (So,t,) €s Nu(S0,t,) = 7'(0), donde

() = Ga(50rta) & TNals0st0) = (f(T) t) .

Sosto
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Para calcular el valor RV a lo largo de ~, utilizamos que
R(Es, By, By, Es) = (%52 [R (U, Vi, Vi, Uo)+

+27R(Uy, Vi, Vi, Uy) + 72R(Uy, Vi, Vi, Uh)],

siendo U, = (a},0,0a4), Uy = (8}foz§ +a4,0, a}fo/l +af) y Vi = (a},0,a)).
Ademas,

2
#9(0,2,0,0) 90,2, 0,0) ~ (9(0,2,0:9)) " =
+ F ¥
. Oé§+b17'+bg7'2+bg7'3+b47'4
N (a3 +Ta))? ’

donde by, by, bs y by son funciones que no dependen de 7. Entonces,

E (3ff> (05 + 7o)’

a% + b7+ by12 4+ b33 + b47'4‘

RV((P(m, So, to))

R Vi, VA, Uy) + 27R(Uo, Vi, Vi, Th) + TR0, V, VA, U

Como a3 > 0, finalmente obtenemos que

Na®) et = 3 (RY (@ (1D gemnte) ) ) 0.

Reduccion del problema al de las elasticas libres clava-
das en el plano de de Sitter (52‘ : T%,g)
T

El resultado del apartado anterior nos permite caracterizar los puntos

criticos de (Igzla([al,ag] x R, R");2) como las soluciones de la siguiente
ecuacién de Euler-Lagrange

—AH, + Hy, (J[dNo|? + Ric(Na, No) — 2(H2 +Ry)) =0 en Z,.

Usando ||dN,||? = 4H2 — 2det(—dN,) y Go = Ry — det(—dN,), la anterior
ecuacién es equivalente a

—AH, + H, (2H2 + 2G,, — 4R, + Ric(Ny, Ny)) = 0.
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Podemos simplificar atin més esta ecuacion, utilizando que R, = 0. Esto
ultimo se debe a que es una curvatura seccional mixta en el siguiente produc-

to semi-Riemanniano (TRJF, ég) = <5Q+, ég) x (HT,dt?). Ademids, 2, =
(Traza(a),ég) x (HT,dt?) es también un producto semi-Riemanniano,
y por lo tanto G, = 0. Recordemos que dIT'(dsp) = o, dlI*(dp) =
dlI2(N,) =0y <9~Q+, é g) tiene curvatura seccional 1, por lo que llegamos
a que Ric(N,, N,) = —1. Teniendo en cuenta que dII?(0,p) = 0, calculamos
la curvatura media,

1 - 1 = 1 —1/¢ i N
Ho = 5 (Vop0s9)" + 5 (Vaeip) ™ = S ((dI1) ™ (Vaad)) " = =2 kaNa,

N | =

donde V es la conexién de Levi-Civita de (RJF, f% g), V es la conexién de
+
Levi-Civita de (jﬁ, J%g) y ko es la curvatura de a en (jﬁ, %g) Como
e T

consecuencia obtenemos que H, = —% ko vy AH, = —% k. Usando todos
estos célculos, concluimos que ¥, es un punto critico de (I(g%a([al,ag] X

R, RT);20) si, y solo si,
2k — k3 + 2k, = 0. (3.7)

Si consultamos el Apéndice B del capitulo dedicado a los apéndices, es

facil ver que esta ecuacion caracteriza a las eldsticas libres en (R*’, f% g). Y
+
con ello terminamos la demostracién del teorema.

Las soluciones de la ecuacién (3.7) con imagen contenida en R, vienen
dadas por la siguiente expresion. Esta ha sido obtenida teniendo en cuenta
el apéndice citado anteriormente, y razonando de forma similar a como se

hizo en 1.3.9.

3 o2 N
ka(s) =Ccn 1—7(5—%),0 , para
R si C? <2,

o + 1)E/

SEICT R | ) a0+7(n+) siC2>2 (°
C?

nez *2—1
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donde C € R\ {~v2,v2} vy a, € R son constantes arbitrarias, C? =
CQ
20?7 — 4

con médulo V1 — C2.

El calculo de los solitones Riemannianos del sigma modelo pasa por
hallar una expresién de &(y,) en términos de la curvatura elastica de «,

, s es el pardmetro arco y E’ la integral eliptica de primera clase

para cualquier curva elastica libre clavada en (jﬁ, ég) 0 en (5%*, %g)

Nos vamos a centrar en las curvas del primer espacio, el otro caso es analogo.

Sea « : [a1,as] — RT una curva espacial, que es una eldstica libre
clavada en <3~Q+, f% g). Reparametricémosla por su longitud de arco. La su-
+

perficie que genera, Y, es Riemanniana, y por tanto tiene sentido considerar

la siguiente integral,
/ |dN, | dAq.
[al,ag]XIR

Esta integral puede valer +o00. Nuestro objetivo es estudiar bajo qué condi-
ciones no ocurre esto.

Descomponemos [a1, az2] X R como la unién en n € Z de C), = [a1, ag] X
[n,n + 1]. Fijamos n € Z y estudiamos la integral de ||dN,||?> en C,. Al ser
C,, compacto, podemos combinar la relacién ||dN,||? = 4H2 + 2G,, con el
uso del Teorema clasico de Gauss-Bonnet. Ademsds, la suma de los dngulos
de C,, es 2, por lo que obtenemos que

/ |dNG|?dAs = 42 (0alc,) — 6/ k*ds,
Cn 9904(8071)

recordemos que k< es la curvatura geodésica en X, con la métrica inducida
de IL3. Si ademés tenemos en cuenta que los elementos de As son isometrias
y que la frontera de ¢, (C),) estd orientada de modo que su normal apunte
hacia el interior, concluimos que

/ |dNG|?dAs = 420 (0alcon) — 6/ k*ds.
Ch <pa({a1,a2}><[n,n+1])

Usando el mismo tipo de razonamiento que en la demostracién del Teorema
3.2.1, podemos afirmar que

1 -
m(ﬂpo&‘Cn) = 4/[ ]kids'
ai,a2
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Por otra parte, la curvatura geodésica a lo largo de ¢, ({a;} X [n,n + 1])

/ .
es constante, y vale (—1)" 04326%37 para i = 1,2, donde a3 es la tercera
a3zl a;
coordenada de . Con lo que
/ pogs — @aa2)  as(ar)
oa({ar,a2} x [n,n+1]) as(az)  as(ay)

Luego

/ /
/ ldNa|[*dAq = / k2ds — 6 (“3(“2) - 0‘3(‘“)> .
n [a1,a2} Oég(ag) a3(a1)

En vista de la anterior expresién, y teniendo en cuenta que ||dN,||? > 0,
enunciamos el siguiente teorema.

Teorema 3.4.2 Sea « : [a,as] — RT una curva espacial parametri-
zada por su longitud de arco, « = (a1,0,a3), que es una eldstica libre

clavada en <3~Q+, %;g) Entonces, v, es un soliton del sigma modelo si,
+

o™= o~ )

En cuyo caso, &(pq) = 0.

y solo s,

Este resultado sigue siendo cierto cuando cambiamos <U~Q+, J%,g) por
+

(51*, f% g). Ademas, a partir de él se pueden obtener resultados de carac-

terizacién de los solitones cuando M = [ay, +0o[xR y cuando M = R2.

En esta seccién nos vamos a centrar en encontrar una descripcion de la
clase de soluciones del sigma modelo que son Lorentzianas y Ag-invariantes.
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Este caso es més complejo que el de las soluciones Riemannianas, debido a
que tenemos dos tipos distintos de superficies Lorentzianas fundamentales
As-invariantes, y ademads, hemos estudiado que existen superficies Lorent-
zianas Ag-invariantes que intersecan a mas de una region fundamental. Va-
mos a comenzar estudiando qué ocurre con las superficies fundamentales y,
apoyandonos en dicho estudio, terminaremos viendo que las tinicas solucio-
nes As-invariantes que intersecan mas de una region fundamental son planos
perpendiculares al eje de revolucion e hiperboloides de una hoja, cuyo eje
sea la direccién temporal perpendicular al eje de revolucién.

Caso 1: soluciones As-invariantes fundamentales

Vamos a obtener dos teoremas de clasificacién correspondiendo con los
dos tipos de superficies As-invariantes fundamentales que existen. Por un
lado obtendremos soluciones Lorentzianas, ¥, inmersas en R™ o R™, cada
una de las cuales estara generada por una curva temporal que es una elastica
libre clavada en un plano de de Sitter. Y por otro lado, tendremos soluciones
Lorentzianas As-invariantes inmersas en Q7 o Q~, provenientes de curvas
elasticas libres clavadas en un plano hiperbdlico.

Planteemos los dos problemas de una forma rigurosa y presentemos los
teoremas que les dan respuesta: sea v una curva temporal inmersa en Rt
o R~, o una curva (espacial) inmersa bien en Ot 0 bien en Q™. s Qué tiene
que cumplir esta curva para que X~ sea una solucion del sigma modelo? o
equivalentemente, jcdmo tiene que ser v para que ¥, sea una superficie de
Willmore con condiciones de frontera fijas?

La respuesta viene dada en los siguientes teoremas, cuyas pruebas vamos
a omitir debido a que son muy similares a la del Teorema 3.4.1, variando
tan solo en pequenos detalles técnicos.

Teorema 3.5.1 Sea o una curva temporal inmersa en Rt 0 R™. En-
tonces, Yo es una solucion As-invariante del sigma modelo, o lo que es
lo mismo, una superficie de Willmore en I3 con condiciones de frontera
figas, sti, y solo si, a es una eldstica libre clavada en el plano de de Sitter

(jyr’ ég> 0 (52—, %g), respectivamente.



94

Teorema 3.5.2 Sea 3 una curva inmersa en Qt o Q7. Entonces, ¥z
es una solucion As-invariante del sigma modelo, o lo que es lo mismo,
una superficie de Willmore en I3 con condiciones de frontera fijas, si, y

solo si, B es una eldstica libre clavada en el plano hiperbolico <Q+, %g

o <Q_ , h%g) , respectivamente.

A continuacién mostramos la expresion de la curvatura de los dos tipos
de generatrices de soluciones As-invariantes fundamentales.

Elasticas libres temporales clavadas en (jﬁ, ég) y <:}~Qj f% g)

La curvatura de dichas curvas viene dada por la siguiente expresién

k(s) = Ccn <i\/1+6212(s—a0),6~’> , (3.8)

para s € J C R\ U,z {ao - %E' }; donde C,a, € R son cons-
Cc? :
2024+4°

primera clase con médulo /1 — C2 y s es el pardmetro arco de la curva.

tantes arbitrarias, C% = E’ es la integral eliptica completa de

Elasticas libres clavadas en <Q+, % g) y (Q_, % g)

Estas curvas son aquellas cuya curvatura es

k(s) = Ccn (,/0221(5%),(}), (3.9)

2 1
parasEJdondngR\U ao—i-LE’ siC’2<2yJ§R
nez 1—%2

si C? > 2
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donde C € R\ {V2,v2} y a, € R son constantes arbitrarias, C? =
2002—2_4, E’ es la integral eliptica completa de primera clase con médulo

V1 —C?y s es el pardmetro arco.

Mostramos aqui tres dibujos que ilustran ejemplos de soluciones As-
invariantes del sigma modelo (en coordenadas respecto de la base usual de
I3 y con distintos puntos de vista). Debajo de cada uno de ellos hemos
indicado su caracter.

Solucién Riemanniana Soluciones Lorentzianas en R¥ y en QF

3.5.2 Caso 2: soluciones As-invariantes no fundamentales

Sabemos que existe una amplia familia de superficies Lorentzianas As-
invariantes que no estdn contenidas en una tunica regién fundamental. Sa-
bemos también que éstas se obtienen pegando superficies Lorentzianas Ao-
invariantes fundamentales, generadas por una familia de curvas en posicién
general.

El siguiente resultado nos dice cuales de dichas superficies son soluciones
del sigma modelo.
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Teorema 3.5.3 Dada una superficie conexa, M, sea p € Ih(M,1L3)
una inmersion As-invariante cuya imagen interseca al menos dos regio-
nes fundamentales distintas. Entonces (M, ) es una solucion del sigma
modelo, o lo que es lo mismo, una superficie de Willmore en I3 con
frontera y normal a lo largo de la misma fijos, si, y solo si,, o(M) es
una superficie conexa Ag-invariante (con frontera) contenida en una de
las siguientes superficies:

= Un plano Lorentziano ortogonal al eje.

= Un hiperboloide de una hoja con radio arbitrario, centrado en un
punto cualquiera del eje de revolucion, p, y cuyo eje es p+ (Z')
(véase 2.5.3).

Demostracién: Sabemos que ¢(M) estd generada por una curva, 3, in-
mersa en 9 y una familia numerable de curvas temporales, «;, inmersas en
R, que estdn en posicién general. Teniendo en cuentas los teoremas 3.5.1 y
3.5.2 podemos asegurar que ¢ es una superficie de Willmore si, y solo si, las
siguientes afirmaciones son ciertas:

1. traza(8) N QT consiste de eldsticas libres clavadas en (~ T g)
2. traza(8) N Q™ consiste de eldsticas libres clavadas en (Q % )

3. traza(a;) N R consiste de eldsticas libres clavadas en (UNQJF, f% g) v i,
+
4. traza(oy) NR~ es una familia de eldsticas libres clavadas en (52_, f% g)

Vi, y

5. ¢|k es un punto critico de <I}0(8K)(K, L3); QU), para todo poligono no
nulo K C M tal que KO(RTUR™) #0y KN(QTUQ™) # 0.

Sabemos que la condicién suficiente es cierta. Centrémonos en la condi-
cién necesaria.

Estudiamos en primer lugar la ilima de las afirmaciones anteriores.
Como estamos trabajando en un ambiente con curvatura seccional cons-
tante, esta condicién equivale a que la ecuacién (3.6) sea cierta en todo
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poligono no nulo K tal que KO(RTUR™) # 0y KN(QTUQ™) # 0. Es-
to nos asegura que si (@ satisface las cuatro primeras condiciones, entonces
satisface la quinta también.

A continuacién nos centramos en controlar cémo son las curvas ;.
Sabemos que para cada «; existe una funcién, f; :] — e,¢[— R, tal que
a;(t) = (fi(t),0,t) es una parametrizacién de la curva en un entorno de
traza(o;) () ejex. Es més, sabemos que f/(0) = 0 (véase la nota 2.5.16)
y que cuando «; toca al ejex, o bien dicho punto pertenece a la frontera
de la curva, o bien la curva cambia de regién fundamental (véase 2.5.4).

Calculamos ahora la funcién curvatura de «; :)0,e[— (j%Jr, f% g),
+

_ ) + 0 + (F0)°
=

Como f/(0) = 0, se cumple que lim;_, k;(t) = 0. Por otro lado, conocemos
la expresion de la curvatura de las eldsticas libres temporales clavadas en

ki(t) :

(jQJF, f%g) (3.8). Si usamos las propiedades del coseno eliptico de Jacobi,
+

es facil comprobar que el valor absoluto de (3.8) es mayor o igual que |C|.
Por tanto, una condicién necesaria y suficiente para que la afirmacion 3
sea cierta, es que «; :|0,e[— (jﬁ, ég) sea una geodésica para todo 1.
Un razonamiento similar nos permite afirmar que 4 es cierta si, y solo si,
a;:] —e,0[— (51_, f%g) es una geodésica para todo i.

En este punto, utilizamos cémo son las geodésicas temporales del plano
de de Sitter de dimenién 2 en el modelo del semi-plano. Estas son las curvas
parametrizadas por el arco cuya traza estd contenida en un rayo perpendi-
cular a la frontera del semi-plano, o media rama de una hipérbola temporal
centrada en cualquier punto del ejex. Si utilizamos que las curvas «a; son
de clase C*°, podemos asegurar que las afirmaciones 3 y 4 del principio de
la demostracion son ciertas si, y solo si, cada «; tiene como traza a una de
las dos siguientes opciones

» un segmento de (R, g) perpendicular al ejex y que lo interseca, o

= un arco de una de las componentes conexas de una hipérbola temporal
centrada en un punto del ejex y que lo interseca.

Trabajemos ahora con la curva 3. Por la propiedad P2 del anterior
capitulo, junto con el teorema de pegado local (Teorema 2.5.15), para cada
i, existe s, en la clausura del dominio de 3 tal que lims_,, 3(s) € ejex y
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existe una funcién diferenciable, f{s,}, definida en un intervalo | — ¢, ¢,
tal que B(t) = (fig,s,}(t),1,0) es una parametrizacién de la curva en un
entorno de s,. Fijado ¢, podemos suponer sin pérdida de generalidad que

B(]0,e) C Qt. Calculemos la funcién curvatura de 3 :10, e[— (Q+, h%g),
+

5™ ~ iy () + U0, (0
(14 (f{g.0,3 (£)2)>/?

Usamos ahora que f‘fﬁ SO}(O) = 0, (recordar la nota 2.5.16) para obtener

k(t) -

que lim;_,o k(t) = 0. Comparamos esta expresién con la de la curvatura de

una elastica libre clavada en Q+, h%g), véase (3.9). Si C? < 2, entonces
+

el valor absoluto de la curvatura es mayor o igual que |C|, en este caso,

por ser limy_,g k(t) = 0, tenemos que C' ha de valer 0, y por tanto k = 0.
Cuando C? > 2, si s denota al pardmetro arco, entonces k(s) es una funcién

periédica que toma el valor 0 en s = a, + (2n + 1)E/4/ %2 — 1, y el valor C

en s = a, + 4nkE/ %2 — 1, para todo n € Z. Ahora combinamos esto con
el hecho de que lim; .o k(t) = 0 y lim;_.o 3(t) € ejex, para concluir que C?
no puede ser menor que 2. Finalmente concluimos que la afirmacién 1 del
principio de la demostracién es cierta si, y solo si, § es una geodésica en

(Q+, % g) . Un argumento similar puede ser usado para ver que la condiciéon
2 es cierta si, y solo si, § es una geodésica en (Q_, h%g)

Las geodésicas del plano hiperbdlico, en el modelo del semi-plano, son
aquellas curvas parametrizadas por el arco cuya traza estd contenida en un
rayo perpendicular a la frontera del semi-plano o un arco de circunferencia
centrado en la frontera del semi-plano. En vista de lo anterior, y de que 3
es una curva de clase C*, las condiciones 1 y 2 son ciertas si, y solo si, la
traza de 3 es:

= un segmento perpendicular al ejex, o bien

= un arco de circunferencia centrada en un punto del ejex y que inter-
seca al citado eje.

El tnico detalle que nos queda por ver es qué combinadiones de 3 y «;
son posibles de modo que las superficies que generan peguen bien. Es muy
facil comprobar que las combinaciones son las siguientes.

1. Sila traza de (3 estd contenida en la recta que pasa por (A,0,0), con
A € R, y es perpendicular al eje, entonces la tnica curva « posible es
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la que admite como parametrizacién a a(t) = (A4,0,t). En este caso,
la superficie generada por ambas curvas estd contenida en el plano

{(A,y, Z)/y, A R}

2. Sila traza de (8 es un arco de circunferencia en (Q, g), con radio p > 0
y centro (A, 0,0), entonces

a) si (A+p,0,0) € traza(a;), la traza de ésta ha de ser un conexo de
la hipérbola temporal con radio p y centro (A,0,0), que contiene
a(A+p,0,0).

b) si (A—p,0,0) € traza(o;), la traza o; ha de ser un arco de la
hipérbola temporal con radio p y centro (A,0,0), que contiene a
(A—p,0,0).

El resultado es que la superficie generada por {f} U{«a; : i € I}
esta contenida en el hiperboloide de una hoja con centro p € ejex, y
eje p+ (7).

Nos dedicamos ahora al estudio de las soluciones del sigma modelo que
son As-invariantes. Recordemos que, en el Capitulo 2, clasificamos las su-
perficies de IL? que son As-invariantes. En concreto, vimos que son aquellas
que estén generadas por un curva inmersa en un semiplano Lorentziano con
frontera el eje de revolucién luminoso, al que volvemos a llamar eje x.

Fl siguiente resultado clasifica las soluciones que estamos buscando.

Teorema 3.6.1 Sea o una curva no degenerada inmersa en 8 que mo
interseca al ejex. Xo = {¢(traza(a))/t € R} es una solucion del sigma
modelo, o lo que es equivalente, una superficie de Willmore en I3 con
frontera y normal a lo largo de la misma fijos, si, y solo si, o es una
elastica libre clavada (y no degenerada) en uno de los dos siguientes

planos de anti de Sitter: <S+, ég) 0 (S_, %g)
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Nota 3.6.2 Como las drbitas de la accion de Az en IL? son pardbolas espa-
ctales, las eldsticas espaciales dan lugar a soluciones Riemannianas, mien-
tras que las temporales dan lugar a soluciones Lorentzianas.

Nota 3.6.3 La prueba de este resultado es similar a la del Teorema 3.4.1,
por lo que no la vamos a hacer aqui. Ademds, en la Seccion 3.2 dimos la
expresion de la curvatura de las eldsticas libres clavadas en un plano de anti
de Sitter.

Recordemos ahora el teorema en el que caracterizamos los solitones Rie-
mannianos Ag-invariantes, el Teorema 3.4.2. La demostracién del mismo,
que se llevé a cabo en un desarrollo previo al enunciado, puede ser adap-
tada para obtener una caracterizacién de los solitones Riemannianos As-
invariantes. De hecho, todo funciona igual salvo por un pequenio detalle.
Dada una curva espacial a en 8*, consideremos la superficie As-invariante
generada por «. En este caso la curvatura geodésica de las curvas de la
frontera vale

/ .
I N (C) . =12
D e fasta) * P

Teorema 3.6.4 Sea « : [a1,as] — St una curva espacial parametri-
zada por su longitud de arco, o = (a1, 2,0), que es una eldstica libre

clavada en <S+, l%g) Entonces, pqo (definida como pq(s,t) = q(a(s)))
+

es un soliton del sigma modelo si, y solo si,

. s o (S o),

En cuyo caso, &(pq) = 0.

Cerramos esta seccién, y el capitulo, con dos ejemplos de soluciones
Ags-invariantes del sigma modelo. Los dos primeros dibujos muestran la
misma solucién Riemanniana As-invariante. Mientras que los dos siguientes
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muestran una Lorentziana.
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Apéndice A

El Principio de Criticalidad
Simétrica de Palais

En el Capitulo 1 y en la Seccion 3.2 del Capitulo 3, una de las piezas
claves para obtener las soluciones buscadas consiste en explotar la simetria
de las mismas. Para ello es necesaria la utilizacién de la versién del Principio
de Criticalidad Simétrica dada por Palais.

La resolucién de problemas utilizando la existencia de simetrias en los
mismos, es una idea de uso frecuente en distintos problemas de fisica y
matematicas, que no siempre ha sido utilizada de forma correcta. Plante-
emos el problema de cuando puede usarse esta herramienta y mostremos la
respuesta dada por Palais.

Sea M una variedad diferenciable sobre la que actiia por difeomorfis-
mos un grupo, G. Sea F' : M — R una funcién diferenciable que es
G-invariante, esto es

F(g-p) = F(p),

para todo p € M y para todo g € G. Definimos a continuacion el conjunto
de puntos simétricos como

Y={peM/g-p=pVgeG},

y notamos por F'|y a la restriccién de F' al anterior conjunto. Las preguntas
que nos planteamos son las siguientes

;bajo qué condiciones ¥ es una subvariedad de M? En el caso en que

> es subvariedad, jcuando coinciden los puntos criticos de F' que perte-
necen a ¥, con los puntos criticos de F|x?

103
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La respuesta no es trivial. Piénsese en el ejemplo que se obtiene al tomar
M =R?, G el grupo generado por la simetria con respecto a la recta y = 1
y F(z,y) = y> + 1. En este caso ¥ es precisamente igual a la recta y = 1,
por lo que F|y es constante y todos los puntos son criticos. Por otro lado,
los puntos criticos de F' son aquellos en los que y = 0. Entonces no hay
ningin punto critico de F' en X.

La respuesta que aqui vamos a ofrecer se ajusta a las condiciones de
trabajo del Capitulo 1 y de la Seccién 3.2. Este resultado no es el citado
Principio de Criticalidad Simétrica, sino un corolario del mismo. Para ver
el resultado mds general consiltese [44].

Si M es una variedad de Banach y G es un grupo de Lie compacto que
actia de forma diferenciable sobre M, entonces

1. ¥ es una subvariedad diferenciable de M, y

2. para cualquier F € C*(M,R), los puntos criticos de F que perte-
necen a X coinciden con los puntos criticos de F.



Apéndice B

Elasticas clavadas en una
superficie no degenerada con
curvatura seccional constante

Las curvas elasticas en superficies con curvatura seccional constante,
tanto Riemannianas como Lorentzianas, juegan un papel importante en los
Capitulos 1 y 3. Es por eso que vamos a dar algunos detalles sobre ellas y
vamos a exponer algunos resultados que han sido utilizados a lo largo de los
citados capitulos.

El estudio de este tipo de curvas nacié en el siglo XVII de manos de
Jakob Bernoulli. Grandes matematicos han hecho aportaciones al desarrollo
de esta teorfa, para mas detalles sobre la historia de su desarrollo véase [54].

En la actualidad, distintos autores han considerado generalizaciones del
problema en variedades Riemannianas y Semi-Riemannianas. Entre ellos es
importante destacar los trabajos de R. Bryant y P. Griffiths, [22], J. Langer
y D. Singer, [35] y [36], y V. Jurdjevic, [33], asi como la bibliografia sobre
el tema debida a los siguientes autores: M. Barros, O. Garay, H. Koiso y A.
Linner.

Estudio de las elasticas clavadas

Sea (S, g) una superficie no degenerada (Riemanniana o Lorentziana)
con curvatura seccional constante C. Tomemos dos puntos mi,ms € S, y
dos vectores v; € Tp,,,S, que en el caso en que S sea Lorentziana van a
ser no nulos y con el mismo caricter causal. Llamamos A al espacio de
curvas diferenciables (esto es, de clase C*°), regulares (su derivada no se

105



106

anula en ningiin punto) y clavadas, que tienen como condiciones de frontera
de primer orden a ({mi,ma},{v1,v2}). En este ambiente, consideramos la
familia uno-paramétrica de funcionales:

¢ AR
eMa) = [L(k* +N),

donde k es la curvatura de e en (S,g) y A € R.

Las eldsticas clavadas son aquellas curvas pertenecientes a A que son
puntos criticos de &* para algin valor de A no nulo, mientras que las
elasticas clavadas libres son aquellas que son punto critico de &Y.

Para obtener los puntos criticos de los que hemos hablado, hemos de
calcular la primera variacién del funcional. El caso Riemanniano puede ser
consultado en [35], y el Lorentziano es facil de obtener a partir de éste.

Sea a € A parametrizada por su longitud de arco. Llamemos €1 =
g(T,T)yey=g(N,N),siendo Ty N el campo tangente y el campo normal
a «, respectivamente. Entonces

0N )W) = /82 g(*(a), W)ds + [R* (o, W)IE;

817
1

donde Q*(a) es el operador de Euler-Langrange y R*(c, W) es el operador
de frontera, los cuales estan definidos como sigue

OMa) = 2e9VET — &1Vr(XA = 3k3)T + 2Ce1kN  y
B/\(Ot, W) = 252g(VTW, VTT) — g(W, 262V%T + 61()\ — SkQ)T),

siendo V la conexién de Levi-Civita de S y W € T,A.
Al ser A un espacio de curvas con extremos fijos, W se anula en s1 y
en sy. Ademads, si tomamos una variacion de « con campo variacional W,
_ or
['(s,u), y llamamos V = -, tenemos que

vT(si)W = VV(SZ‘,O)W = VW(SZ)V = 07 1= 17 27

donde la pentultima igualdad se debe a que el corchete de Lie de W y V se
anula. De estas dos igualdades se obtiene como consecuencia inmediata la
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anulacién del operador de frontera. Notemos que no hemos utilizado el que
las curvas tienen tangente fijo en la frontera.

Entonces, o € A es un punto critico del problema variacional asociado a

@ si, y solo si, Q)‘(a) = 0 y esto ocurre si, y solo si, la funcién curvatura

de « es solucién de la siguiente ecuacion diferencial de segundo orden
d’k

3 _
261@ aF (2C = EQ)\)k + e9k® = 0. (Bl)

Estudiemos cémo son las soluciones de (B.1). Notemos que la funcién
constante k = 0 es soluciéon obvia de la ecuaciéon para todo A, luego toda
geodésica en (S,g) es una eldstica clavada. Vamos a encontrar todas las
soluciones de esta ecuacién expresadas en términos de las funciones elipticas
de Jacobi !, en concreto nosotros vamos a expresarlas utilizando el coseno
eliptico de Jacobi, para ver cémo utilizar expresiones que involucren a otras
de dichas funciones elipticas véase [28]. La siguiente identidad es cierta y es
facil de comprobar utilizando propiedades basicas de las funciones elipticas
de Jacobi,

62

w Cn(u7p) = —2p2CH3(U,p) + (2p2 - 1) Cn(uvp)a

donde cn(u, p) es el coseno eliptico de Jacobi. Si reemplazamos u por a(s—sg)
y hacemos una identificacién de constantes adecuada, obtenemos que la
solucién general de la ecuacion se escribe de la siguiente forma:

k(s) = Ccen(a(s — so), p),

siendo @ € C y sg € R constante arbitrarias, mientras que p y C estan
determinadas por las siguientes expresiones:

9 2a2 4 169\ — 261C
B 4a?

'Las funciones elipticas de Jacobi se definen en términos de la inversa de la integral
eliptica de Jacobi de primera clase tal y como sigue:

0
siou) = [
0 1 — k?sinT2
entonces se definen sn(u,k) = sinf, cn(u,k) = cosf, tn(u,k) = tan, am(u,k) =
0y dn(u, k) = 1 — k? sin 62. Para mds informacién sobre estas funciones véase [23].

p , C% = 2e1e9a% + X — 2e,C.
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Como p y C son funciones de a, es claro que podemos elegir arbitrariamente
una, y solo una, de las dos.

Ya tenemos las soluciones de la ecuacion. Sin embargo, no todas ellas
pueden ser la curvatura de una curva en (S, g). El motivo es que el coseno
eliptico de Jacobi es una funcién cuya imagen toma valores complejos, mien-
tras que la curvatura de una curva es una funcién con imagen real. Las solu-
ciones de la ecuacién cuya imagen esta contenida en R, asi como el intervalo
de definicién de la funcién curvatura en dichos casos, se obtienen haciendo
uso de las propiedades del coseno eliptico de Jacobi, segin los valores de C,
A, E1Y E9.

En el caso en el que tomamos como dominio de &* el espacio de curvas
cerradas en (S, g), todo funciona igual, esto es, el operador de frontera que
nos sale en la primera variacién se anula y la ecuacion de las elasticas que
obtenemos es la misma. Estas curvas reciben el nombre de eldsticas cerradas.

Otra opcién es tomar en (S, g) curvas definidas en [s1,00[ y que estén
clavadas en s1, o bien curvas definidas en R sobre las que no se imponen
ninguna condicién. En ambos casos diremos que una de estas curvas es
una eldstica clavada si, y solo si, para cada subintervalo de su dominio de
definicién, [s7, s2], la curva obtenida al restringir a dicho subintervalo es
una eldstica clavada. Lo anterior equivale a decir que las curvas elasticas en
ambos casos son aquellas que cumplen la ecuacién (B.1).
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Demostracion del Teorema 2.5.20

El Teorema 2.5.20, expuesto en el Capitulo 2, es un caso especial del
siguiente enunciado.

Sean a(u) = (fa(u),0,u) y B(u) = (fz(u),u,0) dos curvas C* definidas
en un entorno (abierto o cerrado) de 0 y siendo la primera de ellas
temporal. Supongamos que se verifican las siguientes condiciones

= fa(0) = f5(0),
» fo y fp son analiticas en 0 y

s [a siguiente funcion es diferenciable,

fa [ sign(2)+/22 — y? st 22 > 2,

F(y,z) = ;
fo ( sign(y)Vy? — 22 si y* > 2%
definida en un entorno de los puntos (a,b) tales que a®> = b%, en

el que las expresiones anteriores tengan sentido.
Entonces existe una funcion, f, de clase C*° tal que

Oz(S) = (f(82)70’ S) Y ﬂ(s) = (f(_82)7870)'

Demostracion: Donde tengan sentido, se consideran las funciones

f;(u) = fa(\/a)v fo (u) = fa(_\/a)a parau > 0;
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fg(u) = fs(vV—u), fﬁ(u) = fg(—v/—u), parau <0.

En términos de ellas, la funciéon de pegado se escribe como:

fF (22— 4?) st 22 >y%, 220
f (zz—yz) si 2 >y? 2<0
F(y,z) = J% (22 _ yz) si y?>z22, y>0
fs (=" si 22" y<o0

(siempre que tenga sentido segin el dominio de « y el de f3).
La diferenciabilidad de F equivale a que existan y sean iguales las deri-
vadas n-ésimas de las funciones f., f., fg y fﬁ_ , para todo n € IN.

Es claro que
fa(u) = ff (u®), parau >0,

)
falu) = Oj(u2), parau < 0,
folu) = f5 (@?), parau>0 y

Js(u) = J5 (@), parau<0.

Necesitamos ahora saber cuanto vale la derivada n-ésima de la compo-
sicién de una funcién cualquiera con la funciéon “elevar al cuadrado”. Por
induccién sobre el orden de la derivada, es facil comprobar que, dada una
funcién diferenciable, h, si definimos g(u) = h(u?), la derivada n-ésima de
g tiene la siguiente expresion

E(n/2) i
d"g _ ) d""h o
dun (u) o Z n,n—i dun—? ('LL ) u ’

1=0

donde E denota a la funcién “parte entera”, y los coeficientes app, ...,
Upn—E(n/2) SO nuimeros reales positivos definidos recurrentemente tal y
como sigue:

ay1 =2, ajp=ay2 =0,

Gpn—i = (n +1- 2'5) An—1n—i + 2 an—1,n—1—i para 0<:< E(’I’L/2),
apn—i =0 en otrocaso; Vn e IN\{1}.
Si tomamos en la anterior expresiéon n = 2m + 1 obtenemos que

2m—+1 m) om41—i
d! ) d h, o 2m1-2i

Wﬂ(u) = Z A2m+1,2m+1—i J2mi—i u®)
=0
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m) d2m+1—i h

=u Z A2m+1,2m+1—i WW
=0

2) u2m—2i

)

de donde se deduce que al evaluar en u = 0, la expresién se anula. En
particular, se obtiene que fo%n_l)(()) = f;n_l)(O) = 0 para todo n € IN. Esto
es, las derivadas impares de ambas funciones, en 0, se anulan.

Hasta ahora hemos probado que por ser la funcién de pegado, F, de
clase C*°, 3”‘1)(0) = f;n_l)(O) = 0 para todo n € IN. Si ahora utilizamos
la analiticidad de f, y fs en 0, podemos afirmar que en un entorno de 0

o0 2i) ' oo 20 gy
falu)=>" f?%()?) u oy falu) =D ’?21_()!) u®
=0 i=0

Usando un resultado clasico sobre convergencia de series de potencias (véase
el teorema 9.20. de [7]), se concluye que las series

20) 30
2 ein Y 2 @iy "

i>0 i>0

son convergentes en un entorno de 0. Llamemos F, y Fg a las funciones
analiticas definidas mediante la suma de las anteriores series. Es claro que

fa(u):Fa(u2) y fﬁ(u):Fﬁ(UQ)'

Entonces podemos escribir F del siguiente modo

| F (22 — y2) si 22 > y?
F(%Z) = { FZ (yz . 22) si y2 >2 (-

Por ser la funcién de pegado C* y por ser F, y Fg analiticas en 0, se deduce
que Fo(u) = Fg(—u) en un entorno de 0 y por tanto, si llamamos f = F,,

falw) = f(u?) vy fa(u) = f(—u?).

Lo que concluye la demostracion.
|
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Apéndice D

Gauss-Bonnet para superficies
Lorentzianas con frontera no
degenerada

El Teorema local de Gauss-Bonnet asegura que, dada una superficie em-
bebida en R? y dado un dominio suyo, homeomorfo a un disco abierto y
con frontera C*° a trozos, la suma de la integral de la curvatura de Gauss en
dicho dominio, de la integral de la curvatura geodésica a lo largo de la fron-
tera y la suma de los angulos de la misma, vale 27. Por otro lado, el teorema
global nos asegura que la integral de la curvatura de Gauss de una superficie
compacta y sin frontera en R3, vale 27 veces la caracteristica de Euler de
la misma. También es clasica su extension a superficies Riemannianas.

En cuanto al contexto semi-Riemanniano, Avez [8] y Chern [27] proba-
ron (de forma independiente y distinta) una férmula de Gauss-Bonnet para
variedades semi-Riemannianas compactas, sin frontera y de dimension arbi-
traria. Posteriormente, Birman y Nomizu extendieron el caso de dimensién
2 de dicha férmula, a superficies Lorentzianas que son homeomorfas a un
disco abierto y cuya frontera es temporal y C* a trozos, véase [17].

En este anexo, vamos a ampliar la férmula dada por Birman y Nomizu al
caso en el que la frontera es una curva C* a trozos, formada por una familia
de curvas no degeneradas. En concreto, generalizaremos la nocién de angulo
hiperbdlico dada por ellos y veremos que su demostracién sigue siendo cier-
ta, salvo modificacion de pequenos detalles. A partir de él, es facil probar
una version de Gauss-Bonnet para superficies Lorentzianas compactas, con
frontera no degenerada y topologia arbitraria.
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Sea (S, g) una superficie Lorentziana (orientable y temporalmente orien-
table). Fijamos una orientacién y una orientacién temporal en S. Para cada
vector unitario @ € T},S, denotamos por wt e T,S al tnico vector uni-
tario tal que (w,w) = 0 y la siguiente base ordenada estd positivamente
orientada {0, u7l}. Fijado p € § y una base en T,,S positivamente orien-
tada, podemos definir el concepto de angulo hiperbdlico entre dos vectores
temporales unitarios, tal y como viene hecho en [17], esto es, dados dos vec-
tores temporales unitarios, , ¥, si ambos apuntan al futuro (o al pasado),
el angulo hiperbdlico de @ a v se define como el inico nimero, 6, tal que

Ag-uU =17, siendo Ay= ( coshf sinh 0 ) ,

sinh® cosh@

y lo vamos a notar por /[, 7).

Una vez definido el angulo entre dos vectores unitarios con la misma
orientacion temporal, extendemos la definiciéon de dngulo hiperbdlico a dos
vectores unitarios arbitrarios, de acuerdo con los siguientes casos:

1. si 4 apunta al futuro y ¢ apunta al pasado (o viceversa) definimos
i, ) = L[u, —v]
(esta definicién también viene en [17]);

2. si i y ¥ son vectores unitarios espaciales, entonces @ y ¢~ son vectores
unitarios temporales; definimos

Zla, o) = Z[a*, o;

3. por ultimo, si 4 es temporal y ¥ espacial, definimos
i, ) = L@, o), [0, a) = L[5t ).

El angulo entre dos vectores no nulos cualesquiera se define como el
angulo de los vectores obtenidos al normalizar.

Lo que nos motivo a dar esta definicién es el hecho de que, dado que las
transformaciones de Lorentz respetan el caracter causal de los vectores, no
podiamos utilizarlas directamente para comparar un vector temporal con
uno espacial. Debiamos entonces asignar a cada vector espacial, un vector



Apéndice D 115

temporal que sirviese para hacer las comparaciones. La eleccién mas natural
era la de su ortogonal. Posteriormente, descubrimos que no habiamos sido
los tinicos en pensar de esta forma, ya que la definicién de dngulo hiperbdlico
entre dos vectores unitarios cualesquiera puede ser encontrada también en

[40].

Con esta definicién el Lema 1 de [17] sigue siendo cierto.

Sea 0(s) una curva no degenerada en S. Vamos a obtener una expresién
de la curvatura de &, que va a ser clave en la obtencién de la Férmula de
Gauss-Bonnet que estamos buscando. Ademads, dicha expresién nos va a
proporcionar otra forma de demostrar que para todo poligono no nulo, K,
y para toda inmersién ¢ : K — I3, la accién que mide la curvatura total
de la frontera es constante en el espacio Ié( aK)(K7 IL3).

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que §(s) estd parametrizada
por el arco. {T'(s) = §'(s), T+(s)} es el aparato de Frenet de la curva, k es
su funcién curvatura y

VTT = Egk TJ', VTTJ' = —€1k T,

son las ecuaciones de Frenet, donde V denota a la conexién de Levi-Civita
de (Sv g)v €1 = g(Ta T) y 2= g(TlaTJ_)'

Por otro lado, sea Z(s) un campo paralelo unitario temporal a lo largo
de 4(s). Si escogemos Z de modo que Z(0) apunte al futuro, entonces Z
apunta al futuro a lo largo de d, ya que el transporte paralelo conserva la
orientacién temporal. Notemos que Z(s) es también paralelo a lo largo de
d(s). Si definimos ¢(s) = Z[T'(s), Z(s)], podemos concluir que

¢'(s) = —k(s). (D.1)
Para comprobar esta férmula, distinguimos dos casos.
1. Si d(s) es temporal, la prueba puede ser encontrada en [17].
2. Si §(s) es espacial, entonces tenemos que
Ay Z(s) = £T(s), (D.2)
ZH(s) = FI(s), (D.3)

—p(s
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de acuerdo a que T+ apunte al futuro o al pasado, respectivamen-
te. Si derivamos con respecto al pardmetro s la expresiéon (D.2) y la
comparamos con las ecuaciones de Frenet, obtenemos que

— P ()A_ g Z* () = Fh(s)T(s).

Finalmente combinamos la expresién obtenida con (D.3) y probamos
asi (D.1).

A partir de aqui podemos seguir paso a paso el desarrollo hecho en el
articulo [17], obteniendo que el siguiente teorema es cierto.

Formula de Gauss-Bonnet para poligonos no nulos

Sea (S,g) una superficie Lorentziana y sea K C S un poligono no nulo.
Notemos por 0j(s), 1 < j < r, a las curvas que forman la frontera de
K. Supongamos que 0; empieza en el punto p; € S, con tangente en
dicho punto t-;-, y termina en el punto pj11 € S, con tangente ii;, siendo
Pr+1 = p1. Denotemos a los dngulos exteriores en los vértices pa, ..., Dy
como sigue

—

91 = l[ﬁlvtﬁ?LGQ = 4[’172,53], 0o 791“—1 = L[ﬁT—latT] Y 97" = Z[ITT?t_gl]

FEntonces,
—/ GdA+/ kds+ Y 0; =0,
K K =

donde G es la curvatura de Gauss de (S,g) y k denota a la curvatura
geodésica a lo largo de OK.
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