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Notacion

@ Conjunto vacio
Im f={f(z)/x € A} donde f: A — B es una aplicacién
Ker f ={x € A/f(x) =0} donde f: A — B es una aplicacién (y 0 € B)

ki, ko, ... distintas constantes positivas

N conjunto de los niimeros naturales

R conjunto de los niimeros reales

Rt ={z e R/z > 0}

(-|-) producto escalar usual de R¥

|z| médulo del vector © = (1,2, ...,2;) € RF

Q dominio (es decir, abierto y conexo) de R™

0A frontera del subconjunto A de R™

meas A medida de Lebesgue del subconjunto A de R™

a.e. casi por doquier

Vu= (e, 0w 0uy paray:Q— R

Ox1’ Oz " Y 0T

V.G(z,u) = VG(z,") con G: QxRF — Ry G(z,-): R¥ — R

FE espacio de Banach
E* espacio dual de E

(+,+) dualidad entre £y E*

X



X NOTACION

Bg(ug, R) = {u € E/|lu — ug|| < R} bola abierta en E de centro ug y con radio
R

— convergencia débil en F

< ¢ > subespacio engendrado por ¢ €

CT(Q,RF), C™(,R) = C"(f) espacios de funciones continuas y diferenciables
usuales

LP(Q,RF), LP(Q,R) = LP(Q) espacios de Lebesgue para 1 < p < +o0

1/p
llull, = (/ |u(z)|P dz)  norma de LP(2,R¥), 1 < p < +o0
Q

H™(Q,R*), HJ(Q,RF) espacios de Sobolev usuales



Introduccion

El estudio de problemas de contorno asociados a ecuaciones diferenciales surge
motivado por numerosos problemas practicos originados en multitud de dis-
ciplinas diferentes como pueden ser Mecdnica, Electromagnetismo, Ecologia
y un largo etc. En éstas, los problemas de contorno constituyen un modelo
matemdtico que describe (con mayor o menor precisién) la situacién practica
considerada. Un tipo particular de problemas de contorno, muy importante por
sus aplicaciones, lo constituyen los problemas de contorno de tipo eliptico. A
una clase de ellos vamos a dedicar esta Memoria. Concretamente, en ella estu-
diaremos la existencia y multiplicidad de soluciones de problemas de contorno
de la forma:
—Au = f(u)+h(z), ze€Q } ()
u = 0, x € 0N)

donde €2 C R™ es un dominio acotado y con frontera 0f) suficientemente regu-
0? 0?

oz? +6x§ ot 0z2,
usualmente llamado Laplaciano, f : R — R es una funcién continua' general-
mente no lineal, (por lo que se suele llamar no-linealidad), y h es una funcién de
L?(Q). A veces consideraremos una situacién més general que (1), sustituyendo
A por un operador eliptico més general y estudiando también sistemas de ecua-
ciones, pero por simplicidad y claridad en la exposicién, en esta introducciéon
nos restringimos a la situacién mencionada.

lar, Au = es el operador diferencial (de segundo orden)

Diversos conceptos de solucién de (1) pueden ser considerados [48]: solucidn
clasica, solucion débil, solucion fuerte, ... De entre ellos y motivados por
las técnicas que aplicaremos al problema, escogemos el de solucién débil. Una
funcién v € Hi(Q) (donde H{ (£2) denota el espacio de Sobolev usual [1]) se dice
una solucion débil de (1) si

/QVU(Z)~VU(£C) dx:/ﬂf(u(:c))v(x) d:EJr/Qh(x)v(m) dx

L Aunque también se estudiars el caso en que f no es continua.

xi
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para todo v € H}(Q) (donde Vu = (aiml, %,,%) (siendo 61
vada en el sentido de las distribuciones respecto de la variable z;)). Como es
bién conocido [48], hipétesis de regularidad en las funciones f y h (asi como en
el dominio ) implican que tal solucién débil es de hecho una solucién clésica,
(es decir, que u € C2() y verifica (1) en el sentido usual).

Un estudio completo del problema (1) para cualquier no-linealidad f est4,
hoy por hoy, inconcluso. Ademaés, con el objeto de reducir esta Memoria a
una longitud razonable, limitaremos el estudio de (1) a una clase especial de
no-linealidades f, enmarcandonos en lo que se conoce como un problema en re-
sonancia en el primer valor propio. Para comprender de una forma adecuada
qué tipo de no-linealidades forman parte de esta clase, hemos de recordar lo que
entendemos por problema de valores propios asociado a (1). (La parte lineal del
problema no-lineal considerado suele desempenar, a menudo, un papel funda-
mental en el estudio de éste). Esto es, el problema consistente en determinar
los pares (\,u), con A € Ry u € C?(Q), u Z 0, que verifican

la deri-

-Au = du, z€Q
} @

u = 0, x€dN

A ) se le suele llamar valor propio, mientras que a u se le llama funcién
propia. Se sabe [43] que (2) posee una sucesién creciente y no acotada de
valores propios 0 < A < Ay < A3 < ... < A, < ..., con multiplicidad finita,
(es decir, el subespacio formado por las funciones propias asociadas a cada A,
normalmente llamado enésimo espacio propio) tiene dimensién (= multiplicidad
de A,) finita). Ademds, la multiplicidad de A; es uno, pudiéndose escoger una
funcién propia ¢ asociada a A1 que es positiva en Q (¢(x) >0 Vo € Q).

Pués bién, diremos que (1) estd en resonancia en el primer valor propio si
f tiene la forma f(u) = Aju+ g(u), con g : R — R una funcién acotada. Por
tanto, el problema (1) queda en la forma

—Au — \u gu) +h(z), ze€f (3)
u = 0, x € 0N}

Tal vez merezca la pena recordar que para el ejemplo (trivial) més sencillo
de resonancia en el primer valor propio, es decir, cuando f(u) = Aju, el Teorema
de la Alternativa de Fredholm [52] muestra que el problema

—Au—Mu = h(z), € (@)
u = 0, x € 0N

posee solucién si y solamente si h € L?(€2) verifica la siguiente condicién:

(h1) Jo h(z)p(x)dx = 0.

Uno de los primeros resultados para el caso no-lineal (g # 0) fué el dado
por Landesman y Lazer [54] en 1.970 al probar que, si existian g(+o00) =
limy 400 g(u) v g(—00) = lim,—,_o g(u), entonces una condicién suficiente
para que (3) posea al menos una solucién es que
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9(=) < = | ha)ota) do < g(+o0) 9
o(+%0) < e [ hayota) do < g(—o0) (0

El articulo de estos autores se puede considerar ya como un clésico en la ma-
teria y di6 origen a una intensa investigacién en torno al problema (3). Hagamos
notar que Landesman y Lazer probaron su resultado de existencia basandose
fundamentalmente en dos hipétesis: una referente al “crecimiento” o “tamano”
de la no-linealidad g (g debe ser acotada) y otra referente a su comportamiento
asintotico. Desde entonces, diversos autores han tratado de mejorar el resul-
tado citado debilitando tales hipétesis. Un punto de vista diferente fué el que
adoptaron Ahmad, Lazer y Paul [2] en 1.976 al considerar hipédtesis, no sélo
sobre la no-linealidad ¢, sino también sobre su primitiva. Concretamente, estos
autores mejoraron la condicién de Landesman y Lazer (5) (o (6)) al obtener
mediante métodos variacionales (aplicados a aproximaciones del problema en
espacios de dimensién finita) una condicién suficiente (llamada, en adelante, de
Ahmad, Lazer y Paul) més general. Esta es:

(AT)  lim G(ép(x)) dx + € / h(z)p(z) dz = +oo,
Q Q

€] —+o0

donde G : R — R es una primitiva de la funcién g.
(Si concretamos al caso en que h verifica (h), entonces la condicién (AT)
quedaria en la forma:

lim G(&¢(x))dr = oo (7)
[€l=+00 J
que es, en realidad, una condicién sobre el comportamiento asintético de la
funcién G).

Este tipo de condiciones que involucran los comportamientos de G y ¢ ha
resultado ser muy util para medir, en cierta forma, el grado de resonancia pro-
ducido por el término no-lineal g en (3). A grosso modo, cuanto mds pequena
sea la funcién g, mds grande cabe esperar que sea la resonancia (y, por tanto,
la aproximacién al problema lineal (4)). Asi, entre otros, podriamos distinguir
los tipos de resonancia que siguen:

L limjy|— 400 9(u) = 0 y limyy|— 400 G(u) = 400, (que es un caso particular

de (7)).

2. limyy|— 400 g(u) = 0 y limy| 400 G(u) = B € R . (Sin pérdida de general-
idad podemos suponer 8 = 0).
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3. g es Ty-periddica (Tp > 0) con valor medio cero, esto es, g(u+Tp) = g(u),

1 [T
VUER}’?O/ g(u)du=0.
0

Bésicamente, en esta Memoria nos vamos a dedicar al estudio de (3) cuando
g es una resonancia del tipo 2. (conocida como resonancia fuerte en infinito
(22]), y 3.

A lo largo del tiempo [45], se han desarrollado un gran ndmero de técnicas
propias del Anadlisis Funcional para el estudio de los problemas de contorno.
Por nuestra parte, para llevar a cabo dicho estudio, usaremos principalmente
técnicas de tipo variacional; éstas consisten en reducir el problema de la existen-
cia de solucién de (3) al problema equivalente de probar la existencia de puntos
criticos de un funcional definido en un espacio de funciones adecuado.

Recordemos que si E es un espacio de Banach, un funcional I : F — R
se dice de clase C! si I es derivable (en el sentido de Fréchet) con derivada
I’ : E — E* continua (E* es el espacio dual de E), y u € F se dice punto
critico de I si I'(u) = 0, llamandose, en este caso, a I(u) nivel o valor critico de
I. Asf en nuestro caso, si tomamos E = H} () e I : E — R definido por

(W) = %A\Vu(m)\de—%/Q|u(x)|2dm—/QG(u(x))dx

- /Q hz)u(z) dx, (8)

para todo u € E, entonces I es de clase C! ysiu € E, I'(u) : E — R viene
dado por

(0, I'(w)) = /Q Vu(z) - Vo(z) dz — M /Q w(@)o(z) d
_ /Q o(u(z))o(z) dz — / h(z)o(z) da

Q
para todo v € E; por lo que u € E es un punto critico de I si y solamente si u
es una solucién débil de (3).

Los puntos criticos de funcionales mas sencillos que pueden aparecer son los
puntos de extremos relativos del funcional. Entre ellos destacamos los extremos
globales: méximo o minimo global. Es claro que, para su estudio, podemos res-
tringirnos al de la existencia de minimo global de I. Los métodos que estudian
la existencia de tales minimos globales se enmarcan dentro del llamado Método
Directo del Célculo de Variaciones, que tiene su origen en los trabajos de Tonelli
[84]. Entre ellos destacamos los siguientes resultados:

1. Si I es un funcional de clase C! definido en un espacio de Banach E
reflexivo y es coercivo (limy,|— 4o I(u) = 400), débil inferiormente semi-
continuo y acotado inferiormente, entonces I alcanza su infimo.
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2. Si I es un funcional de clase C! definido en un espacio de Banach E,
acotado inferiormente y satisface lo que se llamard condiciéon de Palais-
Smale (PS) (véase Seccién 2 del Capitulo I), entonces I alcanza su {nfimo.

La existencia de otro tipo de puntos criticos no necesariamente extremos del
funcional puede probarse utilizando las teorfas de Morse [62] y de Ljusternik y
Schnirelmann [56]. En ambas teorfas, fudamentadas en conceptos topolégicos, se
intenta, como idea principal, reconocer los niveles criticos del funcional mediante
un profundo conocimiento de los conjuntos de nivel A; = {u € E / I(u) < d}
pusés, a grosso modo, un cambio en las topologias de Ay, v Aqg, (d1 < d3) puede
determinar la existencia de un nivel critico ¢ € [dy,dz] del funcional I (véase
Seccién 1 del Capitulo I para més detalles).

Por otra parte, debemos citar los famosos Teoremas del Paso de Montana
[9], demostrado por Ambrosetti y Rabinowitz, y de Punto Silla [71], demostrado
por Rabinowitz, representativos de lo que se conoce en la literatura matematica
actual como métodos min-max para el estudio de la existencia de puntos criticos.
Ambos teoremas, inspirados més en la teorfa de Ljusternik y Schnirelmann que
en la teoria de Morse, se basan en una aplicacién de un teorema de deformacién
de Clark [30]. M4ds en concreto, mediante estos métodos se busca probar la
existencia de niveles criticos ¢ de la forma

¢ = inf max I(u)
SeTr ues
donde IT" es una clase apropiada de subconjuntos S de E que es invariante por
algun tipo especial de deformaciones del espacio E. En los métodos min-max
vuelven a desempenar un papel esencial condiciones de compacidad (del tipo de
Palais-Smale) introducidas por Palais y Smale [65, 64, 66, 77].

Con el objeto de hacer méas comprensiva la lectura hemos incluido, Capitu-
lo I, una breve iniciacién a la teoria abstracta de puntos criticos. En ésta, ademés
de probar los Teoremas de Paso de Montatia y Punto de Silla (as{ como uno de
existencia de minimo global), exponemos con bastante profundidad un teorema
de deformacién, esencialmente debido a Clark [30] (Seccién 1), y comentamos
con detalle las condiciones de compacidad més usuales del tipo de Palais-Smale
(Seccién 2).

El Capitulo II esta motivado por la siguiente descomposicién del funcional
I dado por (8) y asociado al problema (3): I = L+ N con L,N : E — R
funcionales de clase C' dados por

L(u) = %/Q\Vu(x)\de—%/Q |u(a:)|2dx—/ﬂ h(@)u(z) de,

N(u)=— /Q G(u(x)) dx — /sz(x)u(m) de, Yue€E=H}Q)

donde h, h provienen de la descomposicién ortogonal de L?(Q) en la siguiente
forma L?(Q) =< ¢ > @& < ¢ >*. Observemos que
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a) L es débil inferiormente semi-continuo, con L' un operador mondtono, y

b) L(u) = L(&) para todo u € E.

Por su parte, el funcional N : E — R y su derivada N’ : E — E* son
funcionales continuos cuando en E se considera la topologia débil y en R y E*
la topologia de la norma. Esto es:

c) Si{un} — u en E, entonces

lim N(u,)=N(u)y lim N'(u,)= N'(u).

n—-+4oo n—-+oo

Ademas, si se verifica 2. o 3., N verifica la siguiente propiedad:
d) Eziste d € R tal que

“ lim N(up) =d

n—-+o0o

para toda sucesion {u,} en E tal que ||u,| — +o0, y {U,} es acotada”.

Pués bién, en el Capitulo II, y motivados por las aplicaciones a problemas
similares a (3), consideramos un espacio de Banach reflexivo E que se supondra
descompuesto en la forma E = E @& E (algebraica y topolégicamente), con E un
subespacio de dimensién finita (que en las aplicaciones serd < ¢ >). Asi u = u+
4. También consideramos funcionales abstractos I definidos en E y que admiten
una descomposicién I = L+ N con L, N funcionales de clase C* verificando las
propiedades a), b), ¢) y d) anteriores?. En nuestro primer resultado (Lema 2),
probaremos que bajo ciertas hipotesis sobre el comportamiento asintético de 1
y N’, junto con una relacién especial entre L y L', se satisface la condicién
débil [26] de Palais-Smale (w — PS). (véase Definicién 1.2) para todo ¢ salvo
posiblemente en un punto.

La idea para encontrar un nivel critico de I (salvando esta falta de com-
pacidad en el funcional), consiste en considerar dos posibles valores criticos
distintos de I, de forma que si bién no se satisface la condicién débil de Palais-
Smale en uno de ellos, lo haga en el otro. Para ello, consideraremos, en el
caso en que I estd acotado inferiormente y N estd acotado, dos niveles, mg y
¢, dados, respectivamente, por el infimo de I y una aplicaciéon del Teorema de
Punto Silla de Rabinowitz. Probaremos (Teorema 4) una condicién necesaria
y suficiente para que mg sea un nivel critico de I, o sea, para que I alcance
su fnfimo (aunque no se verifique necesariamente (w — PS)y,,, v (Teorema 5)
una condicién suficiente para que el nivel ¢ citado anteriormente sea un valor
critico de I. Esto nos permite obtener (Teorema II.7) la existencia de al menos
un nivel critico de I.

Los teoremas de existencia del Capitulo I seran aplicados en el siguiente,
Capitulo III para el estudio de problemas de contorno en resonancia del tipo
(3). En realidad, gracias al desarrollo abstracto del Capitulo II, nuestro estudio
puede ser llevado a cabo con éxito para problemas mas generales de la forma

20tra vez por claridad de la exposicién imponemos una condicién, la d), no necesaria
siempre para nuestras demostraciones como veremos en el Capitulo IT
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—Lu—XMu = g(z,u)+h(z), xe€f
Bu = 0, x € 00

donde 2 es un dominio acotado y regular de R™ y

0 Ju
Lu= 3 5@y

4,j=1

con a; : Q — R, i,j = 1,2,...,m, representa un operador diferencial de

segundo orden uniformemente eliptico. Ademds, suponemos que a;; = aj; €

L>(Q,R). La funcién g : Q x R¥ — RF es continua y acotada verificando
(g1) Existe una funcién G : Q x R¥ — R de clase C? tal que

VuG(z,u) = g(z,u), ¥Y(z,u) € Q x R¥,

y h es una funcién de L2(Q2, R¥).
Bu denotara una condicién de frontera de uno de los dos tipos siguientes:

1. Condicion de Dirichlet: Bu = w.

2. Condicién de tipo periédico: Q@ = (0,T7) con T > 0y Bu = (u(T) —
u(0), v (T') = u/(0)).

Esta ligera generalizacion en el problema nos permite estudiar a la vez pro-
blemas del tipo (3) junto con problemas como

—u" —u=g(x,u)+h(z), xe€(0,7) }
u(0) = u(mr) =0,

o como el problema periédico asociado al sistema hamiltoniano

—u" =g(t,u) +h(t), te€(0,T)

Comenzamos (Seccién 2) por un resultado, inspirado en el trabajo [85] de
Ward, y en el que se prueba que si [, hi(x)p(x) dz = 0 para todo i =1,2,...,k
y g verifica (g1) y 2. o 3., entonces (9) posee al menos una solucién débil. Este
resultado mejora otros de [7, 35, 83] para sistemas hamiltonianos.

Puesto que la solucién encontrada se obtiene como un punto critico dado por
el Teorema II. 7, ésta puede corresponderse bien con el minimo del funcional
asociado a (9), bien con un nivel critico obtenido a través del Teorema de Punto
Silla. Con objeto de discernir qué tipo de nivel le corresponde, (mediante la
aplicacién de los Teoremas II. 4 y II. 5), estudiamos en la Seccién 3 condiciones
suficientes para la existencia de niveles criticos de esos tipos. En concreto, el
estudio de condiciones necesarias y suficientes para que mg = inf,cp I(u) sea
un valor critico de I, nos va a permitir resolver parcialmente la cuestion abierta
referente a si el funcional asociado al problema () alcanza su infimo o no cuando
g es una no-linealidad del tipo 3. Nosotros probamos que si lo alcanza en el caso
en que h =0, y m =k = 1. No obstante queda aun abierto el problema para
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h # 0y m,k > 1. De otra parte, también mejoramos resultados de [83]. Con
respecto a las condiciones suficientes para que el valor ¢ dado por el Teorema de
Punto Silla de Rabinowitz sea un nivel critico, mencionemos que éstas mejoran
resultados de [35] obtenidos mediante aplicacién de la teoria de Morse.

Estos resultados nos permitiran, ademés de obtener nuevos teoremas de
existencia, probar resultados de multiplicidad (Seccién 4) pués las condiciones
suficientes halladas no son excluyentes entre si. Otro resultado de multiplicidad,
que mejora al de [7], se obtiene como una aplicacién del Teorema del paso de
Montafia y el Principio Variacional de Ekeland [46].

En la Seccién 5 de este capitulo se supone que cero es una solucién trivial
de (9) y se estudian diversos resultados de existencia de solucién distinta de la
cero de (9) mediante el uso del Teorema de Punto de Silla.

En la ultima seccidn, la sexta, estudiamos el problema de contorno (9) para
otro tipo de resonancias. En concreto, mejoramos la condiciéon de Ahmad, Lazer
y Paul antes mencionada, al permitir, para k = 1, diverger de forma distinta
cuando ¢ tiende a +o00 que cuando ¢ tiende a —oo al término [, G(u(x)) dz.
Adems3s la condicién que desarrollamos resulta maés til que la de Ahmad, Lazer
y Paul para el estudio de algunos resultados de perturbacién. Algunos de los
resultados de los Capitulos III y II) aparecerdn en [13, 15, 18].

Por tltimo, el Capitulo IV estd dedicado al estudio del problema (3) cuando
g es una no-linealidad discontinua y acotada. Tal tipo de problemas posee una
gran actualidad puesto que han surgido recientemente como modelos matemati-
cos que describen con gran exactitud ciertos fenémenos fisicos, quimicos y bio-
légicos (véase [10, 11, 29, 32, 47, 75]). Desde un punto de vista meramente
matemdtico hemos de resaltar los trabajos [38, 39, 40, 53, 72, 79, 80, 81, 82]
como pioneros en estas cuestiones. Posteriormente, han aparecido [5, 6, 11, 10,
11, 21, 27, 28, 32, 57].

Nuestro estudio se reducira al caso en que la no-linealidad discontinua g es
de salto hacia arriba, es decir, verifica:

Eziste a € R tal que g es continua en R — {a} y existen

gla—) = lim g(u) y g(at) = lim g(u), yg(a—) <g(at).

El primer objetivo de la Seccién 1 de este capitulo serd decidir lo que enten-
demos por solucién de un problema de contorno con no-linealidad discontinua.
De hecho, describimos dos conceptos distintos de solucién. En uno de ellos,
diremos que u € H}(2) N H2(Q) (donde H?(Q) denota también el espacio de
Sobolev usual [1]) es una solucion “en el sentido multivaluado” del problema de
contorno

—Au—XMu = gu)+h(x), zeQ } (10)
u = 0, x € 0}

si se verifica



INTRODUCCION xix

—Au(x) — Mu(z) — h(z) € g(u(z)), a.e xze€f)

donde ¢ es la funcién multivaluada dada por

oy ogluw), siu+#a
o0 ={ ) gtary, Sl

De otra parte, diremos que u € H}(Q) N H?(2) es una solucién en el sentido
casi por doquier del problema de contorno (10) si verifica

—Au(x) — Mu(z) = g(u(x)) + h(z), ae z€Q

Como podemos observar toda solucién en el sentido casi por doquier lo es
en el sentido multivaluado. Ya que el reciproco no ha de ser necesariamente
cierto (véase [17, 72, 79, 81]), estudiamos algunas de las condiciones para que
este reciproco si sea cierto.

Una vez clarificados los distintos conceptos de solucién, asi como su relacion,
se impone el estudio de la existencia de dichas soluciones. Tal estudio encierra
como primera dificultad el hecho de que el funcional I : H}(Q) — R asociado
a (10) y dado por (8) no es, en este caso, de clase C1, por lo que no es posible
aplicar la teorfa cldsica de puntos criticos (desarrollada en el Capitulo I). Los
trabajos de Chang [40], inspirados en los previos de Stuart y Toland [81, 82,
salvan esta dificultad mediante la introduccién de una teoria de puntos criticos
para funcionales localmente lipschitzianos. (Pensemos que I es un funcional de
esta clase). Los puntos criticos, en un sentido generalizado, son soluciones en
el sentido multivaluado de (10). No obstante, y a pesar de la amplia general-
idad de esta teoria, la iniciacién en la misma estd bastante lejos de ser facil y
asequible, precisando conceptos arduos como puede ser el de subgradiente ge-
neralizado, asi como una versién generalizada del Teorema de deformacion de
Clark (Teorema I. 1) que a su vez nos proporcione teoremas de puntos criticos
analogos a los estudiados en el Capitulo I.

Recientemente, Ambrosetti y Badiale [5], han desarrollado un nuevo método
para el estudio de estos problemas. Este resulta especialmente tutil no solo
porque nos permite obtener resultados de existencia en una forma completa-
mente directa, sino también por su simplicidad. Esta técnica se basa en el
Principio de Accién Dual de Clarke [31]. Mediante el uso de éste y suponiendo
que se verifica la propiedad

Eziste m > 0 tal que g(u) + mu es creciente. (11)

se construye un funcional dual ® : L?(Q) — R (de clase C*') para el que es
posible usar la teoria usual de puntos criticos. Los puntos criticos de ® seran
soluciones en el sentido multivaluado de (10). Ademds, los puntos criticos de ®
que se correspondan con minimos locales son soluciones en el sentido casi por
doquier. (Observemos que a raiz de este resultado, tiene un especial interés
determinar, si existen, los minimos locales de ®; en especial, su minimo global).
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En la Seccién 2, estudiaremos el caso resonante. Mas concretamente, es-
tudiaremos el caso de resonancia fuerte en infinito con una no-linelidad g con
discontinuidad de salto hacia arriba. Para ello, resultard crucial hacer una
descomposicién de ® en la forma ® = L + N, con L y N funcionales verifi-
cando propiedades andlogas a las de la descomposicién de I. Estas propiedades
pueden ser probadas para el caso de resonancias fuertes en infinito, esto es,
del tipo 2. Sin embargo, hasta ahora eso no parece posible para el caso de
no-linealidades (discontinuas) del tipo 3., quedando, por tanto, abierta esta
cuestiéon. Una vez realizada esta descomposicién del funcional dual, podemos
ya probar (basdndonos otra vez en las ideas del Capitulo II) la existencia de
al menos una solucién en el sentido multivaluado cuando g es una resonancia
fuerte en infinito discontinua que verifica (11) (Teorema IV .4).

Como ya hemos dicho, en orden a encontrar soluciones en el sentido casi por
doquier, resulta muy interesante cuestionarse la existencia de minimo global
de ®. En nuestro caso, ® estd acotado inferiormente, es débil inferiormente
semi-continuo, pero no es coercivo ni satisface (w — P.S). para todo ¢ € R. No
obstante, y en analogia con el caso continuo, somos capaces (Teorema IV.1) de
dar condiciones suficientes (de hecho, una condicién suficiente y necesaria) para
que el funcional dual alcance su infimo. Esencialmente, los resultados de este
capitulo aparecerdn en [19].

Terminamos la Memoria con la exposicion de algunas notas finales donde se
comentan algunos problemas abiertos y algunas lineas posibles de continuacion
de la investigacion.

No quisiera dar por terminada esta introduccién sin antes manifestar mi
més profundo agradecimiento al prof. Antonio Canada, sin cuya direccién no
hubierd sido posible en absoluto la realizacién de este trabajo. Su constante
estimulo, orientaciéon y ayuda, plasmados en innumerables sesiones de trabajo,
han servido tanto para la consecucién de los resultados presentados como para
completar mi formacién matemédtica acrecentando de hecho mi fascinaciéon por
la investigacién matematica actual.

También, mi sincera gratitud para el Prof. Antonio Ambrosetti por el interés
mostrado a lo largo del desarrollo de esta Memoria. Concretamente, por sugerir
el estudio de problemas similares a los considerados en el Capitulo IV. También,
he de agradecer la supervision realizada por él durante los seis meses que he
permanecido en la ” Scuola Normale Superiore” de Pisa (becado por la Junta de
Andalucia y la Universidad de Granada) y en la que he tenido la oportunidad
de conocer y estudiar otros tipos de problemas relacionados con la teoria de
puntos criticos.

Al Prof. J. R. Ward por la lectura y comentarios que tan amablemente hizé
de algunos de los resultados descritos a continuacién.

Al Departamento de Andlisis Matemadtico por haberme proporcionado todo
tipo de facilidades y ayuda para la realizacion de este trabajo; y al Prof. José
Luis Bueso Montero por su paciente guia y consejo en el uso del procesador de
texto con el cual escribo esta Memoria.



Capitulo 1

Teoria abstracta de puntos
criticos.
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1.1 Un teorema de deformacion

Como ha sido observado en la introduccién, el estudio de los puntos criticos
de ciertos funcionales I : E — R de clase C! con E un espacio de Ba-
nach real, estd intimamente relacionado con los cambios topolégicos produ-
cidos en los conjuntos A, = {u € E/I(u) < ¢}, ¢ € R. El propésito de
este apartado es establecer algunas de estas relaciones. Para ello, denotaremos
K.={ue€ E/I(u) =c, I'(u) =0}, N5 ={u e E/dist(u, K.) <6}, (§ > 0).

Concretamente, probaremos el siguiente resultado, bésicamente contenido
en el Teorema 4 de [30], el Lema 1.3 de [9] y el apéndice A de [70].

Teorema 1 : Sean E un espacio de Banach real, I : E — R un funcional de

clase C1, £,6 > 0 y ¢ € R mimeros dados. Si I cumple la siguiente propiedad
(A)p 3,6 > O/HI’(’LL)H >b Yu€ Acye — Acs — Ng/g,

entonces existen € € (0,€) y una funcidn continuan : [0,1] x E — E cumplien-

do:

1. n(0,u) =u, Yue E

2. n(t,u) =u, Vt €10,1] y para todo v € E tal que I(u) ¢ (¢ — &,¢c+ &)
3. I(n(t,u)) <I(u), Vi >0, Vue E

4. In(t,u) —ul| <1, Vu € E, Vt € [0,1]

5. n(t,:) : E— E es un homeomorfismo para todo t € [0, 1].

6. (1, Acte — N5) C Ao

7. Si K. es el conjunto vacio, esto es, K. = &, n(1, Aeye) C Ac—c

8. Si I es par, entonces n(t,-) es impar.

Notas 2 :

1. Si, para t € [0, 1], pensamos en las aplicaciones n; : F — E construidas
a partir de la aplicacién n mediante n.(u) = n(t,u), Yu € E, tendremos
que por 5, cada 1; es un homeomorfismo. Ademas, la propiedad 1. nos
dice que 19 es la aplicacién identidad. Asi, podemos ver estas aplicaciones
1 como deformaciones del espacio E en si mismo. La propiedad 2. nos
“localiza” la deformacién; esto es, sélo modificamos los puntos cercanos al
nivel {u € E/I(u) = ¢}, permaneciendo invariantes por 7, los puntos con
nivel “lejano” a ¢. La propiedad 3. significa que n.(Ay) C Aqg, para todo
d € R y la propiedad 4. afirma que para cada u € F, la deformacién n,
en u; es decir, n:(u) estd “cercano” a u.

1Con Ns = @ si K. = @.
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2. La propiedad 7. establece que si ¢ no es un valor critico de I, entonces
11 deforma A.y. en A._.. Esta propiedad serd de una importancia fun-
damental cuando queramos establecer la existencia de puntos criticos del
funcional I usando métodos min-max. Si ¢ es valor critico de I (K. # @),
en general, no es posible deformar A.,. en A._.. Ahora bién, la propiedad
6. nos dice que si es posible deformar, en A._., el conjunto de puntos de
Acte “no cercanos” a K.

3. La propiedad 8. es particularmente interesante en las aplicaciones a prob-
lemas de contorno para ecuaciones nolineales con una no-linealidad de tipo
impar. En este caso, cuando se adopta la formulacién variacional de tal
problema, el funcional de Euler asociado serd par.

4. Usando el teorema de “transversalidad fuerte”, Palais obtuvo en [65] teo-
remas de deformacién andlogos al Teorema 1 y validos para funcionales
de clase C? (vednse la Proposicién (2) del capitulo 12 de [65]). Poste-
riormente, en [64] , (véase el capitulo 5 de éste), probé resultados de
deformacién para funcionales de clase C?~ (esto es, funcionales de clase
C' con derivadas localmente lipchitz).

En el caso de un espacio de Hilbert (real) E y denotando VI(u) como
el gradiente de I en wu, esto es, el dnico vector en E tal que (v,I'(w)) =
<VI(u),v>g Yv € E, (con <-,->g el producto escalar en E). entonces
una forma usual de obtener deformaciones n del tipo requerido en el Teore-
ma 1 consiste en construir las mismas como soluciones del problema de valores
iniciales siguiente:

dn
@~ Vim) } (1.1)
n(0) =u

En este caso, n(t,u) para t € [0,1] y u € F indicard la tnica solucién de
(1.1). Sin embargo, esto requiere que el campo VI sea lo suficientemente regular
como para que el problema (1.1) satisfaga las hipdtesis del teorema de existencia
y unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias. Es claro que esto no basta si
I es de clase C', pués, VI es sélo continuo. Con estos propésitos serd muy titil
el concepto de vector pseudogradiente que, aunque ligeramente mas general que
el de vector gradiente, conservard las propiedades esenciales para permitir la
construccién de un problema “similar” a (1.1) que proporcionard el semigrupo
o flujo adecuado para probar el Teorema 1 sin necesidad de anadir hipétesis de
“mds regularidad” al funcional I, incluso en el caso en que E es un espacio de
Banach (real). Planteando tal problema de valores iniciales veremos (de una
forma standar en la teoria de ecuaciones diferenciales), que el flujo asociado
satisface, sin necesidad de (A)., las propiedades 1-5 y 8. Posteriormente, serd
probado que la condicién (A). implica 6y 7.

Comenzamos por tanto por el siguiente concepto:
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Definicién 3 : Sean E un espacio de Banach real, w € E eI : E — R un
funcional de clase C'. Diremos que un elemento v € E es un vector pseudogra-
diente (p.g.) de I en u si verifica las siguientes condiciones:

1ol < 2/ ()]

2. (v, I'(w) = | I'(u) ||

A titulo de ejemplos del anterior concepto pueden servir los siguientes:
Ejemplos 4 :

1. Si uw es un punto critico de I, v = 0 es el tnico vector p.g. de I en wu.

Siu € E es tal que I'(u) # 0, tomando w € F tal que |w| = 1y
(w,I'(u)) > 2||I'(u)||, entonces z = 2|I'(u)||w es un vector p.g. de I en u

2. Si FE es un espacio de Hilbert (real) y u € E, entonces el vector gradiente
de I en w, VI(u) es un vector p.g. en u.

Una de las consecuencias més importantes del concepto de vector p.g. con-
siste en poder construir en un subconjunto apropiado de E, y aunque I sea
tan sélo un funcional de clase C', un campo de vectores p.g. que ademés
sea localmente lipschitziano (ver los comentarios realizados anteriormente a la
Definicién 3 para comprender el interés de esto). Obsérvese que, ain para el
caso en que E es un espacio de Hilbert e I € C*(E,R), esto no es asf para el
campo de vectores p.g. de I, V : E — E, definido por v —— VI(u), pués, en
general, V serfa sélo de clase C°. No obstante, la eleccién de nuestro campo de
vectores p.g. localmente lipschitziano sélo podra ser llevada a cabo donde real-
mente hay posibilidad de cambiar VI(u) por otro vector p.g. més conveniente
para nuestros propositos; esto es, en E* = {u € E/I'(u) # 0}. En adelante,
adoptaremos la siguiente notacién:

Definicién 5 : Un campo V : E* — E se dice de clase C'~ si V es localmente
lipschitziano en E*, esto es, si para todo u € E*, existe un entorno U de u en
E* tal que Vi es lipschitziana.

Si denotamos por C(E*, E) (C'~(E*, E)) el conjunto de las funciones con-
tinuas (localmente lipschitzianas) definidas en E* y valuadas en E, tenemos que
C'=(E*,E) C C(E*,E).

Proposicién 6 (Teorema 4.4 de [65]): Sea E un espacio de Banach real, e
I: E — R un funcional de clase C'. Entonces, existe un campo en E* de
vectores p.g. y de clase C'~, esto es, eviste V : E* — E de clase C'~, con
V(u) un vector p.g. de I en u para todo u € E*.

Nota 7 : La demostracién de esta proposicién puede verse en la referencia [65]
antes citada. Obsérvese también que en el caso de un funcional I que ademas de
las hipétesis de la proposicién anterior, sea par, entonces el campo V' mencionado
anteriormente puede tomarse impar. (Témese V(u) = +(V(u) — V(-u)) y
observemos que, si I es par, I’ es impar y que E* es simétrico respecto del

origen).
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Ya estamos en condiciones de construir la deformacién anunciada en el Teo-
rema 1. Para ello, la idea principal consiste en considerar el flujo definido por
las soluciones de los problemas de valores iniciales:

on

mzwwm} 12)
n(0) = u

donde W : E — E estd esencialmente dado por el campo V de clase C!
de vectores p.g. de I construido en la Proposicion 6. En realidad, para nue-
stros propdsitos serd preciso realizar algunas operaciones para el campo V. Asi,
motivados por el caracter local que pretendemos dar a la deformaciéon 7, multi-
plicaremos V' por una funcién adecuada f : E — R que nos localice el flujo 7,
que se define de la forma siguiente:

Dados el espacio de Banach real E, el funcional I en él, c € Ry &,6§ > 0,
tomamos 0 < € < € < &, cualesquiera, en principio. Consideramos los siguientes
conjuntos: A={u € E/I(u) & (c—€,c+é)}, B={u€ E/c—e <I(u) < c+e},
y definimos la funcién f : E — R mediante

dist(u, A)

= FE.
dist(u, A) + dist(w, B)’ V€

f(u)

Observemos que f estd bien definida pués AN B(= AN B) = @ y que se
verifica:

o fluy=1 YueB
o fluy=0 YueA
e 0< f(u)<1VuekE.

Andlogamente y motivados por la pretensiéon de conseguir 6, se define otra
funcién g : E — R tal que

e g(u)y=1 VYue E— Nspy
e g(u) =0 Vue Ny
e 0<g(u)<1VueE.

Por dltimo y para conseguir que el flujo esté definido en el intervalo [0, 1],
también consideramos la funcién h : [0, +00) — R, dada por

1t sit>1
Mﬂ_{l si0<t <1

Pués bién, W : E — FE esté definido por

—f(w)g()h(||V()|)V(u) siue E*
vwm:{ SV sueb
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Para cada v € E consideramos el problema de valores iniciales (1.2). De
las condiciones satisfechas por el campo W se deduce trivialmente que dicho
problema tiene una unica solucién definida en R. Denotemos por n(t,u) el
valor, en el tiempo t, de dicha solucién. Tenemos asi definida una funcién
continua 7 : [0,1] x E — FE que satisface ademds las propiedades enunciadas
en el siguiente lema:

Lema 8 : Se satisfacen:

1. n(0,u) =u, Yue E

2. n(t,u) =u, Vt € [0,1] y para todo u € E tal que I(u) ¢ (¢ — &,¢c+ &)
I(n(t,u)) < I(u), Vt>0, Vu € E

lIn(t,u) —ull <1, Vu € B, ¥t e [0,1]

AN NS

n(t,-) : E — E es un homeomorfismo para todo t € [0, 1].

6. Si ademds I es par, entonces n(t,-) es impar.

Demostracién: Por el teorema (véase capitulo 6 de [65] y teorema 3.9 de [64])
de existencia y unicidad de solucién de problemas de valores iniciales, (1.2) posee
una tnica solucién n(-,u) definida en el intervalo maximal (¢~ (u),t"(u)), para
cada u € E. Puesto que el campo W estd acotado, se sabe que ¢t~ (u) = —00 y
t*(u) = +00. Ademds, por el teorema de dependencia continua, 1 : Rx E — E
es continua. Observemos también que:

a) Por definicién de n, n(0,u) =u Vu € E y asf se verifica 1.

b) Si I(u) ¢ (¢ — &,¢+ &), entonces u € Ay, por tanto, W(u) = 0, con lo
cual 7(-,u) = u es la tnica solucién de (1.2). Esto prueba 2.

¢) Ya que

81(77({;,@&)) _ (Gn(att, u)71/(n(t7u))) — (Wt w), I (n(tw)),

deducimos que si u € E* (y por tanto n(t,u) € E*, Vt € R), entonces

OLGRE ) o, gt BV Gt ) DOV (e, ). Tt )

(Def. 3,2) < —F(n(t, w)gn(t, )RV (e, ) DI (e, )
(y por la Definicién 3,1))

< —%f(ﬁ(taU))g(n(t,U))h(||V(77(t,u))||)||V(77(t,u))|| 1T (n(t, )|

de donde,
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OI(n(t, u))
ot
para todo u € E* (y, por lo tanto, para todo u € E puesto que si u € F — E*,
n(t,u) =u Vt € R e I'(u) = 0). Queda asi por una parte probado 3. del lema,
y por otra, la desigualdad (1.3) que se utilizard posteriormente.
d) Integrando la ecuacién (1.2) y usando que |[|[IW|| < 1, obtenemos

< —%HW(H(LU))II 1 (n(t, W) <0 (1.3)

In(t,uw) —ul <[t <1, vt €[0,1],

que es la propiedad 4. del lema.
e) Es bien conocido que el flujo de soluciones 1 de (1.2) satisface la siguiente
propiedad de semigrupo:

n(t+s,u) =n(t,ns(u)), Yue E Vt,s €R.

Mediante dicha propiedad se deduce trivialmente que 7(t,-) es un homeo-

morfismo con
77(757 ')_1 = n(_ta u)

f) Si I fuese par, el campo V de vectores p.g. podria tomarse impar (véase
Nota 7.,y f y g son pares. Asi n(t,—u) = —n(t,u), paratodou € E, t e R. =

A la vista del Lema 8, tenemos ya demostrada parte del Teorema 1 . No
obstante, queda atn la parte mas interesante del mismo; esto es, que si F, I,
g, 0, ¢, &, b estdn en las condiciones de dicho teorema (y con é < &, sin pérdida
de generalidad), entonces la condicién (A). implica la existencia de € > 0 tal
que el correspondiente flujo dado por el lema anterior verifica 6 y 7. Esto serd
hecho a continuacién:

Demostracién del Teorema 1: Por el lema anterior quedan por probar
los apartados 6. y 7. del Teorema 1. Para ello supongamos que E, I,&,0,¢,é,b
satisfacen las hipétesis de dicho teorema. Podemos también suponer que

5 b2 1}

87278
Entonces si € > 0 satisface € < £, la aplicaciéon 17 dada por el Lema 8, cumple 6.
y 7. En efecto, observemos que

0 < € < min{g,

Ac+a - N6 = [Ac—i-e - (Ac—a ) N(S)} U (Ac—s - N5)7

y que por 3. del Lema 8, (1, Ac—e) C A._¢, con lo cual sdlo falta por comprobar
que (1, Aere — (Ae—e UN;)) C Ae_e. Si K. # @, esto se hard en dos pasos; el
primero de ellos establece que para los puntos u € A.qc — (Ac—e U Nj), n(t, u)
estd “lejos de K. ”. El segundo paso probara ya la propiedad 6. del Teorema 1.

Paso 1I: Siu € Acye — (Ac—c U Ns), entonces 7(t, u) & Ns/o, Vt € [0,1].

En efecto, si esto no fuese asi, existirfa tg = inf{t > 0/n(t,u) € Ns/2} > 0.
Puesto que por unicidad de la solucién de (1.2) , n(t,u) & A.—e para todo t € R,
tendriamos que por (A).,

1 (n(t, )| > b Yt € [0,40),
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y ademas,

I(m(0,u)) —I(n(t,u)) <c+e—c+£E<2, VteR (1.4)
de donde, usando (1.3), deducimos que

" ol(tu)

26 > t
to 8t

> =5 [ I W) @

0
5 [ Wt )

>
b
2 §||77(t0au) —u|
y asi
. . 4¢ 6
dist(n(to, u), Ke) = dist(u, Ke) = [In(to,u) —ull > = 5= > 3

lo cual es una contradicciéon. Por tanto, el primer paso esta probado.

Paso 2: Siu € Aqye — (Ae—c U Ns) entonces n(1,u) € A._.. En efecto, si
no fuese asi, por el Paso 1 y teniendo en cuenta la propiedad 3. del Lema 8§,
n(t,u) € Acre — (Ae—c U N5 o) para todo t € [0, 1]. Entonces:

f(n(tvu)) =1 Q(U(tau)) vt e [Oﬂ 1]
de donde,
SII) — (W (e, ) DV ), 0t ), Vi€ [0,1). (1)

Ahora bién, si |V (n(t,u))|| > 1, por la Definicién 3 queda:

L) < (v (e, ) DI e ) 2
< IV w)?
< —i. (1.6)

De otra parte, si ||V (n(t,u))|| < 1, por ser V un campo de vectores p.g. y la
condicién (A). deducimos de (1.5) que

= —(V(n(t,w), I'(n(t,w)) < ="t w)|* < =b*. (1.7)
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Asi, de (1.6) y (1.7), tenemos

oI (n(t, u))
ot

de donde, integrando entre 0 y 1 y usando (1.4),

1
< —min{b?, 1} vt € [0, 1]

min{b?, %} < I(w) = I(n(1,u)) < 2¢

lo cual es una contradiccién.

Si K. = @, para probar la propiedad 7. del Teorema 1, bastaria probar que
(1, Aeye — Aee) C Ac—c. Esto puede hacerse facilmente utilizando los mismos
argumentos del Paso 2 anterior y teniendo en cuenta que Ny = &.

1.2 Condiciones de compacidad del tipo Palais-
Smale.

La hipétesis (A). del Teorema 1 es bastante técnica y dificil de comprobar,
tal y como esta escrita, para los ejemplos particulares de funcional I. Por esta
razén y dada la relevancia del Teorema 1 en los teoremas abstractos que pre-
sentaremos posteriormente, nos proponemos estudiar a continuacién una serie
de condiciones suficientes para que se satisfaga tal hipdtesis (A4)..

Comenzamos por la condicién més conocida y frecuente de encontrar en la
literatura matemaética actual sobre teoria de putos criticos, esta es, la condicion
de Palais-Smale:

Definicién 1 [74] (Condiciones (PS) y (PS).): Sea I : E — R un funcional
de clase C*.

1. Se dice que I verifica la condicién de Palais-Smale (abreviadamente (PS))
st de toda sucesion {u,} en E cumpliendo:

(a) {I(uy)} estd acotada,

(b) {I'(un)} es convergente a cero,

se puede extraer una subsucesion convergente.

2. Dado c € R, se dice que I verifica la condicidn local de Palais-Smale en c
(abreviadamente (PS).) si de toda sucesion {un} en E cumpliendo:

(a) {I(un)} es convergente a c,

(b) {I'(un)} es convergente a cero,

se puede extraer una subsucesion convergente.
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También vamos a considerar la siguiente condicién introducida por Brézis,
Coron y Nirenberg para el estudio de la ecuaciéon de ondas no-lineal:

Definicién 2 [26] (Condicién (w — PS).): Sea I : E — R un funcional de
clase C' y c € R. Se dice que I satisface la condicion débil de Palais-Smale en
¢ (abreviadamente (w — PS).) si verifica la siguiente propiedad:

“Siempre que existe una sucesion {u,} en E tal que:
1. {I(un)} es convergente a c,

2. {I'(un)} es convergente a cero,
entonces ¢ es un valor critico de I”.

La siguiente proposicién, cuya demostracién es trivial muestra las distintas
relaciones entre estas condiciones y la hipétesis (A):

Proposicién 3 : Sea I : E — R un funcional de clase C* y c € R. Se tiene:

1. 8i I wverifica la condicién de Palais-Smale (PS), entonces I wverifica la
condicion local de Palais-Smale (PS). en c.

2. Si I verifica la condicidn local de Palais-Smale (PS)., entonces I verifica
la condicion débil de Palais-Smale (w — PS). en c.

3. Si I werifica la condicidn local de Palais-Smale (PS)., entonces K. es
compacto e I cumple (A). para todo § > 0.

4. 8i I verifica la condicién débil de Palais-Smale (w — PS). entonces o bién
I cumple (A). para todo 6 > 0, o bién ¢ es un nivel critico de I.
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Notas 4 :

1.

Observemos que el reciproco de 3. es cierto; esto es, que si I cumple (A).
para todo § > 0 y K. es compacto, entonces I verifica (PS)e.

También es cierto el reciproco de 4, a saber, que si I cumple (A). para
todo 6 > 0, o ¢ es un nivel critico de I, entonces I verifica (w — PS)..

Las propiedades anteriores se pueden resumir en el siguiente cuadro:

(A). = (w - PS).
(PS) = (P9S). —

K. es compacto

Notemos que, en general, para c € R dado, se tiene

(a) (PS) #= (PS)e,
(b) (PS)e &= (w — PS)e,
(aunque trivialmente (PS) <= (PS)., Vc € R). Ejemplos de la primera

afirmacién se veran en el Capitulo III, mientras que un ejemplo de la
segunda es el siguiente:

Ejemplo 5 : Tomemos como I : R — R el funcional definido por
3

I(z) = ——.

1+ a4
de I son {0,4+/3}, con I(0) = 0. Asi, I cumple (w — PS)g. Sin em-
bargo, no satisface (w — P.S)g pues la sucesién {n + 1} no posee ninguna
subsucesiéon convergente.

Se comprueba facilmente que los tnicos puntos criticos

. Como muestra el Ejemplo 5, la condicién (w — PS). no es suficiente para

(A).. No obstante, y como se vera en las aplicaciones (Capitulo IV), ha
resultado ser muy util para probar la existencia de niveles criticos de tipo
min-max. Ello es posible en virtud del resultado siguiente:

Proposicién 6 [26] : Sean E, I, £ > 0 y ¢ € R en las condiciones del
Teorema 1, con I satisfaciendo (w — PS). en lugar de (A).. Entonces, si
K. =@, existene € (0,€) yn:[0,1] x E — E continua cumpliendo 1-5,
7. y 8. del Teorema 1. .

. Hemos de observar por tltimo que aunque las condiciones que estamos

estudiando reciben el nombre de Palais y Smale, la introducida por estos
autores no fué exactamente ninguna de éstas (véase [77, 66, 65]).

En los capitulos que siguen, la comprobacién de la condicién (PS). represen-
tard un papel fundamental ya que si se satisface dicha condicién, se dispondra
de resultados adecuados para demostrar que c¢ es un nivel critico de I. Por ello,
siguiendo a [22, 30] damos el siguiente resultado:
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Lema 7 : Sean I : E — R un funcional de clase C' y ¢ € R. Entonces, I
satisface (PS). si y solamente si I verifica las condiciones que siguen:

1. Para toda sucesion {u,} en E tal que

(¢) {I(un)} — ¢,
(0) {llunll} — +oo,

existen o > 0 y ng € N tal que |[I'(uy)]| > a Vn > ny.
2. Toda sucesion {uy,} verificando

(a) {un} estd acotada,
(b) {I(un)} — ¢,
(¢) {I'(un)} — 0,

admite una subsucesion convergente. .
Notas 8 :

1. Obsérvese que la condicién 1. nos esta proporcionando una cota “a priori”
de los puntos criticos de I con nivel ¢; es decir, de K.. No obstante, puede
verse en [4, §9] un ejemplo de un funcional I que satisface (PS) (y por
tanto, (PS)., Ve € R; lo que implica la acotacién de K, para todo ¢ € R)
y, sin embargo, no existe una cota a priori de las soluciones de I'(u) = 0.

2. De otra parte, la condicién 2. es una condicion de compacidad satisfecha
por un gran numero de funcionales que surgen del estudio de problemas
de contorno para ecuaciones diferenciales.

3. Existe una profunda relacién entre la coercividad de un funcional I (esto
es, lim,||—4o0 I(u) = 4+00) y que éste verifique la condicién (PS). Por
ejemplo, Shujie [76] ha probado que si I estd acotado inferiormente y
cumple (PS) entonces I es coercivo. (Véase también [34] para mds de-
talles).

1.3 Algunos teoremas clasicos.

En esta seccidon presentamos algunos resultados de existencia de puntos
criticos para un funcional I : E — R de clase C!, siendo E un espacio de
Banach real.

Nuestra técnica basica consistird en encontrar niveles criticos de I por medio
de argumentos min-max. Estos consisten en considerar una clase I'" de subcon-
juntos de F, definir, cuando sea posible:

¢ = inf max I(u)
Sel’ ues
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y probar, usando alguna herramienta topolégica (como puede ser el Teorema 1
de deformacién o similares) que ¢ es un nivel critico de I. Comenzaremos con
un ejemplo sencillo donde, para un funcional acotado inferiormente y satisfa-
ciendo una condiciéon de compacidad apropiada, se puede probar la existencia
de minimo del mismo.

Teorema 1 : Sean E un espacio de Banach real e [ : E — R un funcional
de clase C' acotado inferiormente. Sea mo = inf,cp I(u). Si I satisface (w —
PS)p,, entonces mg es un valor critico de I.

Demostracién: Si K,,, fuera el conjunto vacio, por (w— PS)¢, vy la Pro-
posicién 6, existen € > O y n: [0,1] x E — E continua verificando

"7(1’ Amo-i-&) - Amo—8

Eligiendo u € E tal que I(u) < mg + € obtendremos I(n(1,u)) < mg — ¢ lo
cual no es posible por la definicién de my. Esto prueba que K,,, es no vacio y,
por tanto, mg es un nivel critico de 1.

Notas 2 :

1. Observese que mg puede obtenerse en la forma indicada anteriormente,
tomando I' = {{u}/u € E} .

2. Se puede conseguir otra demostracion distinta del teorema anterior si us-
amos el principio variacional de Ekeland en lugar de la Proposicion 6
(véase [46, Teorema 20]).

El Teorema 1 nos proporciona una condicién suficiente para que el funcional
I acotado inferiormente, alcance su infimo. De aqui se obtiene de manera trivial
que dicho infimo es un valor critico de I y por lo tanto, el conjunto de puntos
criticos es no vacio. Sin embargo, en las aplicaciones a la teoria de problemas de
contorno para ecuaciones diferenciales no lineales surge en numerosas ocasiones
la cuestion de la existencia de puntos criticos para funcionales I no acotados
ni superior ni inferiormente. Para estos casos ( aunque posteriormente se ha
demostrado también su utilidad para funcionales acotados inferiormente), es
muy util el “Lema del Paso de Montaria” de Ambrosetti y Rabinowitz [9]. Desde
el punto de vista intuitivo, podemos describirlo de la forma siguiente:

Imaginemos que la Tierra es plana y viene modelada por R?. Sea I : R2 —
R, © — I(x), donde I(z) marca la altura sobre el nivel del mar del punto z.
Supongamos que el origen 0 estd en un valle rodeado por un anillo de montanas,
es decir, que existe un entorno © del origen tal que

I(x) > cog > I(0) Vx € 00O.

Finalmente, supongamos también que hay un punto e fuera de © donde la
altura es menor que ¢g. Si nosotros deseamos ir de e a 0 es légico que queramos
hacerlo subiendo lo menos posible. Evidentemente, esto se coseguiria si existiese
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un camino que atravesase el anillo de montafias por el punto mds bajo (paso
de montana). La altura més alta de este paso de montaina deberia ser un nivel
critico de I y alli el valor de I seria igual a

¢ = inf max I(z) > ¢
pEP zEP

Aqui P representa el conjunto de caminos continuos que unen e con 0. La
discusion anterior es completamente intuitiva. Para demostrar que ¢ es un
valor critico de I necesitamos anadir alguna condicién de compacidad sobre el
funcional I, ( por ejemplo, w — (PS). ). Tenemos asi una versién abstracta, a
nivel de espacios de Banach, del mismo:

Teorema 3 (Ambrosetti - Rabinowitz, [9]): Sean E un espacio de Banach real
el: E — R un funcional de clase C' y verificando la siguiente propiedad:
(I) Ezxiste un entorno abierto © de cero y un punto e ¢ © tal que

max{I(0),I(e)} < co = ule%fe I(u).
Si ademds se verifica (w — PS). con

= inf I(h(t 1.8
°= e gy T00) e

donde T'={h :[0,1] — E/h es continua y h(0) =0, h(1) = e}, entonces c es
un valor critico de I mayor o igual que cq.

Demostracion: Observemos en primer lugar que no hay pérdida de gener-
alidad en suponer que 0 = max{I(0),I(e)} y que puesto que 9O separa 0 y e,
un simple razonamiento de continuidad-conexién implica

h([0,1)N 00 £ @, VheTl,

por lo que, usando (I;) max{I(h(t))/t € [0,1]} > ¢y, Vh € T y por lo tanto,
¢ >co>0=max{I(0),I(e)}.

Ahora, si ¢ no fuera un nivel critico de I, aplicando el Teorema 1 y la Pro-
posicién 6, existirdn € € (0, C—O) y una funcién continua 7 : [0,1] x E — F tales
que 2

a) n(l,u) =usiI(u) ¢ (c— %O,c—i— %0)

b) TI(LAC—FE) C Ac—e-

Tomando h € T' tal que maxcio 1 [(h(t)) < ¢+ ¢, y definiendo g(t) =
n(1, h(t)) Vt € [0,1], tenemos que por (I1) y a)

9(0) = n(1,1(0)) = n(1,0)
(

9(1) = n(1,h(1)) =n(l,e)

Asf que g € T'. Pero entonces b) implica

0
e.

I(g(t)) = I(n(1,h(t)) <c—e <,
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lo que contradice la definicién de c¢. Por lo tanto, ¢ ha de ser un nivel critico de
1. .

Notas 4 :

1. En la versién original de este teorema probada por Ambrosetti y Rabino-
witz, ellos suponen una condicién de compacidad (la (PS).) ligeramente
més fuerte que (w — PS).. Fueron Brézis, Coron y Nirenberg [26], quienes
al probar un lema de deformacién (Proposicién 6) para el caso en el que el
funcional I satisface (w — PS)., dieron lugar a esta versién. (Aunque su
demostracion y la dada en el Teorema 3 anterior siguen los mismos pasos
que la original de Ambrosetti y Rabinowitz).

2. Ambrosetti y Rabinowitz supusieron también una condicién suficiente para
(I1), en lugar de ésta. En concreto, ellos supusieron:

(I2) 3p > 0y Ja > 0 tales que
I(u) > 1(0) =0, Yue Bg(0,p)—{0}

I(u) > o Yu e dBg(0,p).

(donde Bg(0, p) = {u € E/|Jull < p}).
(I3) Je € E — {0} tal que I(e) = 0.

Las condiciones (I3) e (I3) suelen presentarse con mucha frecuencia en
funcionales surgidos o ligados a ciertos problemas de contorno no lineales
que tienen a la solucién cero por solucién trivial y para los que se esta
interesado en encontrar otra solucién. Suele ocurrir en estos casos que
0 es un minimo relativo del funcional I cumpliendo (I3). Supongamos
por tanto que se verifica (I3). Entonces la condicién (I3) se cumple en
cualquiera de las situaciones siguientes:

(a) 0 esun minimo relativo de I pero no es absoluto (una forma frecuente
de comprobar esto en la practica consiste en encontrar un u € E tal
que limy_, o I (Au) = —o0; (con lo que el funcional I no estd acotado
inferiormente)).

(b) 0 es un minimo absoluto de I pero no es el dnico.

3. El Teorema 3 proporciona una cota inferior (¢p) para el nivel critico c.
Ello es importante para el estudio de la multiplicidad de puntos criticos
de I.

4. En principio, el Teorema 3 nos da un nivel critico (de paso de montana)
de I y por tanto, la existencia de un punto critico. Sin embargo, no nos da
informacion sobre éste, es decir, si por ejemplo por él pasa un camino de
paso de montania. Bona, Bose y Turner [24] han probado que si ademds
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de las hipdtesis del teorema anterior, I cumple (PS)., entonces para toda
sucesion {h,} en T tal que

Ihnt )
fél[fé‘,’f]( (t) —c

se puede encontrar una sucesion {tx} C [0,1] y una subsucesion {hy, } de
{hn} tal que {hn, (tx)} converge a un v € E, con I(u) =c e I'(u) = 0.

5. Si observamos la explicacion intuitiva del Lema de Paso de Montana, es
natural preguntarse qué pasa si permitimos a las montanas que separan 0
y e tener altura cero, esto es, si imponemos en lugar de (/1) la siguiente
condicién:

(11) max{1(0), I(e)} < inf T(w),

Trabajos en esta linea con la condicién (PS), en lugar de (w — PS),, son
[68, 69] (sobre todo, para el caso E un espacio de dimensién finita). En
el caso general (F cualquiera), Rabinowitz ha probado [70, Teorema 3.10]
que si ¢ definido por (3.1) es igual al max{I(0),I(e)}, entonces I tiene
un punto critico en 00. Evidentemente, si ¢ > max{I(0), I(e)} la misma
demostracién anterior es véalida para obtener que c es un valor critico de

I.

6. Propiedades cualitativas del conjunto K. (con ¢ dado por el teorema de
paso de montana) y que resultan especialmente interesantes para el estudio
de la multiplicidad de puntos criticos del funcional I, han sido estudiadas
combinando las técnicas de deformacion de este capitulo con métodos de
grado topoldgico y de teorfa de Morse [3, 36, 49, 50, 51, 69].

7. Aunque el Teorema 3 sigue siendo de gran utilidad en las aplicaciones,
también ha sido origen de diversos trabajos de investigacion, donde para
conseguir la existencia de puntos criticos, se debilitan o bién la regularidad
del funcional I [20, 40] o bién su dominio de definicién [37].

Como ya hemos comentado, el Teorema de paso de montana suele ser muy
util cuando el funcional I posea un minimo relativo en un punto u € E. Dicho
teorema se intenta aplicar entonces para obtener la existencia de otros puntos
criticos distintos de w. Si, a priori, no es conocido la existencia de ningin
punto critico, el siguiente resultado, debido a Rabinowitz [71] es también de
utilidad. Se conoce con el nombre de Teorema de punto silla. Sea E un espacio
de Banach real e I : E — R de clase C'. Supongamos que E = E @ E, de
manera algebraica y topoldgica, donde E es un subespacio no trivial de E de
dimensién finita. Para cada u € E, escribimos u =4+ @, u € F, @ € E.

Teorema 5 (Rabinowitz [71]): Supongamos que existe un entorno acotado D
de 0 en E y constantes reales o < (3 tales que:

(I)I(u) > B, Yue E,

(Is)I(u) < o, Yu € 9D.
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Entonces, si I satisface (w — PS)., donde

= inf I 1.9
= jaf e ) o

conT ={h € C(D,E)/ h(u) = u Yu € dD}, se tiene que c es un valor critico
de I mayor o igual que (.

Demostracién: Sea P : E — FE la proyeccién dada por la descomposicién
de E. Para cualquier i € T, se puede comprobar facilmente que el grado de
Brouwer (véase [44]) de P o h relativo a D en 0 estd bién definido y es igual a
deg(P o h,D,0) = 1. Por lo tanto, existe u € D tal que P o h(u) = 0, esto es,
h(u) € E. Deducimos por (I) que

max I(u) > g, Vhel
u€h(D)
y asi ¢ > (3.
Supongamos ahora que ¢ no es un valor critico de I. Por la Proposicién 6,
existirdn € > 0y n: [0,1] x E — F continua tales que

&) n(Lu) = usi I(u) ¢ (c— D=2 o4 B2

5t o)
b) n(1, Acye) C Ac—e.
Tomando entonces h € I" tal que

max I(h(u)) < c+¢,
u€D

tendremos por a) e (I5) que noh € I' y por b) que
I(noh(u)) <c—e, YueD,

lo cual contradice la definicién de c.
Luego c tiene que ser un nivel critico de 1. .

Notas 6 :

1. Usualmente en las aplicaciones D = Bz(0,R) = {u € E/||u| < R}, con
R convenientemente elegido.

2. El teorema anterior fué motivado por el trabajo previo de Ahmad, Lazer y
Paul [2] sobre existencia de soluciones para problemas de contorno elipticos
no-lineales. Con las hipdtesis de dicho trabajo, el funcional I asociado
satisface que I |z estd acotado inferiormente y

(I%) I() — —oo cuando ||a| — +oo, u € E.

3. La justificacién del nombre dado al teorema (de punto de silla) anterior
puede encontrarse en el hecho de que un funcional I que sea céncavo en
E, convexo en F y satisfaga una condicién adecuada de coercividad en el
infinito, satisface en numerosas ocasiones las hipédtesis de dicho teorema.
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4. Anélogamente a lo comentado para el teorema de paso de montana, han
sido estudiadas propiedades cualitativas del conjunto K. (con ¢ dado por
(1.9)) [55, 63].

5. Los Teoremas 3 y 5 pueden ser unificados bajo el concepto de “linking”.
Vedse [23, 63, 70] para esto, asi como para generalizaciones de los mismos.
Muchas otras observaciones y aplicaciones de los Teoremas 3 y 5 pueden
ser vistos en [70].
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2.1 Condiciones suficientes para la existencia de
minimo global de funcionales que no veri-
fican condiciones de compacidad. Condi-
ciones suficientes para la existencia de otros
niveles criticos.

Nos proponemos en este capftulo presentar algunos resultados abstractos espe-
cialmente ttiles para el estudio de los problemas de contorno que se consideraran
posteriormente. Supondremos en toda la seccién que F es un espacio de Ba-
nach real reflexivo tal que E = E @ F, donde E es un subespacio no trivial de
dimension finita y E es un complemento algebraico y topolégico de E en E.
Seguiremos utilizando la misma notacién que en el capftulo anterior; es decir,
paratodou € E, u =+ @ con i € E y @ € E. También supondremos que
el funcional I : E — R es de clase C', y se descompone en I = L + N, con
L,N : E — R de clase C'. Se supondr4 a lo largo de todo el capftulo las
siguientes hipétesis (poco restrictivas en las aplicaciones): L es débil inferior-
mente semi-continuo (w.l.s.c.)!, con L’ monétono (asi maximal monétono)? y
N:E — R, N : E— E* son continuos cuando en E se considera la topolo-
gia débil y en R, E* la topologia de la norma, esto es, siu € F'y {u,} — u en
E entonces {N(up)} — N(u) y {N'(un)} — N'(u). Por tdltimo, se supone
también que

L(u) = L(@) Yu€ E. (2.1)

En nuestro primer resultado, probamos una cierta propiedad de compacidad
para el funcional I. Para ello, jugard un papel especialmente interesante el
siguiente conjunto:

D ={deR/Hv,} C E:|vp]| — 400, {U,} acotada y {N(v,)} — d},

que pone de manifiesto en cierta forma el comportamiento asintético de N.

Notas 1 :

1. Observemos que © puede ser el conjunto vacio. Tal es, por ejemplo, el
caso si lim|jy||— 4o | N (u)| = 4-o00.

'Es decir, si u € E y {un} — u débilmente en E ({un} — u) entonces L(u) <
lim inf,,— oo L(un).

2Un operador A : E — E* se dice monétono si (u — v, A(u) — A(v)) >0, Yu,v € E ( (+,-)
representa la dualidad entre E'y E*). A se dice maximal monétono si es mondtono y, adem4s,
verifica la siguiente propiedad:

“Para todo v € E, ¢ € E* tales que

(u—v,Au) —¢) >0 YueFE

se tiene A(v) = ¢”.

Si A es mondtono y continuo entonces A es maximal mondtono (véase [20, Proposicién 4,
pag. 273] para la demostracién en el caso en que E es un epacio de Hilbert (esta demostracién
es facilmente extensible a espacios de Banach cualesquiera)).
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2. Si N esta acotado, necesariamente © # &.

3. Usualmente, en las aplicaciones se nos presentard una de las siguientes
situaciones:

(a) Si existe d € R verificando la siguiente condicién:

“ lim N(u,)=d (2.2)

n—-+oo

para toda sucesion {un} en E tal que ||ty,| — +oo, {t,} estd aco-
tada”, entonces © = {d}.

(b) Sidim E = 1y existen dy,ds € R verificando

lim N(Un) = d1

n——4o0o
para toda {u,} C E tal que {t,} — 400y {4} estd acotada, y

lim N(un) = d2

n—-—+00

para toda {u,} C FE tal que {@,} — —oo y {@,} estd acotada,
entonces © = {dy,da}.

El siguiente lema (referido a la condicién (w — PS), facilitard enormemente
la aplicaciéon que se hara de los teoremas abstractos tipo min-max vistos en el
capftulo anterior a problemas de contorno. Como veremos las hipétesis de dicho
lema se cumpliran en numerosos casos.

Lema 2 : Supongamos que I satisface:

1. {I(un)} es una sucesion no acotada siempre que la sucesion {u,} en E
verifica que {||t,|} — +oo.

2. Si{un} es cualquier sucesion en E con {@,} acotada y {||i,||} — +oo
entonces
lirf N'(up) =0 (2.3)

3. Ezisten vo € E y ¢1 € R — {0} tales que
(i —vo, L' (u)) = c1 L(u) — ¢1 L(vg), Yu € E.
Entonces I verifica (w — PS). para todo ¢ € R tal que ¢ — L(vg) ¢ D.
Demostracién: Sea {u,} una sucesién en E tal que
{I(un)} — ce {I'(un)} —0

con ¢ — L(vg) € ©. Hemos de demostrar que ¢ es un valor critico de I. Por
1., la sucesién {u,} ha de estar acotada. Ahora bién, {u,} también debe estar



CONDICIONES SUFICIENTES ... 25

acotada. En efecto, si {@,, } no estuviese acotada, por 2. y 3. se tendria que para
una cierta subsucesién de {u, }, a la que seguimos notando igual por comodidad:

L(un) — L(vo) = é(an - UOvLI(Un» = é(ﬂn - UOvl/(“n) - N/(un)) —0

y asi N(uy) = I(u,) — L(u,) — ¢ — L(vg). Esto prueba que ¢ — L(vg) € D, lo
cual es una contradiccién.

Por tanto, {u,}, y a posteriori {u,}, son acotadas y podemos suponer
(pasando nuevamente a una subsucesién) que {u,} — u. Por la continuidad
de N y N/, {N(un)} — N(u), {N'(un)} — N'(u) y L(un) = I'(ur) —
N'(up) — —N'(u). Ya que L’ es mon6tono

(v —tn, L' (v) = L'(uy)) >0 VYveE, VneN,
de donde deducimos que
(v—u,L'(v)+ N'(u)) >0 YveE.

Usando ahora que L’ es maximal monétono, debe ser L' (u) = —N'(u) e I'(u) =
0.
Puesto que L es convexo (al ser L' monétono),

L(u) > L(uy) + (v —upn, L' (uy)) Vn €N,
y, por tanto,

L(u) > limsup L(u,) + lim (u — uy,, L'(u,)) = limsup L(uy,),

n—-+00 n—+00 n—-—+00

lo cual, unido al hecho de que L es w.lLs.c., implica L(u) = lim; 4o L(us) ¥
¢ =limy,— o0 I (un) = I(u). Luego ¢ es un nivel critico de 1. ]
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Notas 3 :

1. Si ademaés de las hipétesis del Lema 2 se verifica la siguiente:

Ja>0 / (@—0,L(u)—L'(v)>ala—o* Yu,v € E (2.4)

entonces I cumple (PS). en todo ¢ € R tal que ¢ — L(vp) € ©. En efecto,
si {u,} es una sucesién en E tal que {I(u,)} — ce {I'(uy)} — 0, con
¢ — L(vg) € D, entonces por la demostracién anterior, podemos suponer
que {i,} — @en By L' (u,) — L'(u). Asi (i, — @, L' (un) — L' (u)) — 0
¥ ||ty — || — 0. Finalmente, usando el hecho de que E es un espacio de
dimensién finita y que {@,} estd acotada, tenemos la conclusién deseada.

. Una condicién suficiente para 3. del Lema 2 es que

1
L(u) = 5 < u, Au >p

donde E es un espacio de Hilbert con producto escalar < -,- >p y A :
E — FE es un operador lineal acotado y autoadjunto con ntcleo F.

Si, ademds, existe a > 0 tal que < @, A(@) >p> «|/i||? para todo u € E,
entonces L verificard (2.3), y, si adicionalmente N esta acotado inferior-
mente, entonces también se cumple 1. del Lema 2.

. Un caso especial del Lema 2, que se presenta con frecuencia en la practica,

es aquel en el que L'y N (y, por lo tanto, el funcional T), estdn acotados
inferiormente y vy € E de la hipétesis 3. verifica L(vg) = min,eg L(u) =
br. En este caso, si mg = infyecp I(u) < by, + D1, donde

LoD, siD#£o
1= +o00, sSiD=9g

entonces el funcional I alcanza su infimo (ver Teorema I.1).

Si mg = bz, + D no tenemos garantizado que I satisfaga (w — P.S),, (de
hecho, no tiene porqué satisfacerse como puede verse en la Nota III. 2, 1)
y por tanto no sabemos si mg es 0 no un nivel critico de I. Para estos
casos serd muy util el siguiente teorema:

Teorema 4 : Supongamos que I verifica 1. del Lema 2 y que L y N estdn
acotados inferiormente. Sean

| inf®, siD#£o
Dl_{ +oo, SID=0 (2:5)

y by, = infyecp L(u). Entonces:

1. Una condicion suficiente para que I alcance su infimo es la siguiente:

“FEziste ug € E tal que I(ug) <bp +D1” (2.6)
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2. Si se cumple (2.2), la condicién (2.6) (con Dy = d, por supuesto) es
también necesaria para que I alcance su infimo.

Demostracion: 1. Sea {u,} una sucesién minimizante de I, esto es,

lim I =mo = inf I(u).
i Tlim) = 00 = faf 1)

Por 1. del Lema 2, {@,} ha de estar acotada. Dos cosas pueden ocurrirle a
{un}:

a) {u,} estd acotada. En este caso, por la reflexividad de F, podemos
suponer (pasando a una subsucesién) que existe v € F tal que {u,} = uen E.
Puesto que I es w.l.s.c.,

I(u) <liminf I(u,) = lim I(u,)=mo,

n—-+4oo n—-+4oo

y asi I alcanza su infimo en el punto .

b) {@,} no ests acotada. Entonces la definicién de by, nos daria I(u,) =
L(up) + N(u,) > br + N(uy,). Esto implica que ® # &, lo que unido a la
definicién de Dy, nos dard mg > by, + D;. La condicién (2.6) implica entonces
que mgo = by, + D1 e I alcanza su infimo en wug. Queda ast probada la suficiencia
de (2.6).

2. Por (2.2) si tomamos @ € E y {i,} C E con {||t,||} — +oo entonces

I(i+ @,) = L(@) + N(@ + t,) — L(@) +d

y ast mo < L(@) + d para todo @ € E. Por tanto, deducimos mg < by, + d, de
donde, si I alcanza su infimo, se cumple (2.6). .
El Teorema 4 no proporciona condiciones suficientes para la existencia de
niveles criticos ¢ del funcional I donde ¢ < L(vg)+ D;. El siguiente teorema nos
proporciona condiciones suficientes para que I posea niveles criticos ¢ mayores
que L(vg) + D2, con
sup®, siD#£QY
Dy = . 2.
2 { —00, siD=0 (2.7)
Teorema 5 : Supongamos que I verifica las hipdtesis del Lema 2 y que N estd
acotado superiormente. Supongamos ademds que se verifica lo siguiente:

1. I | estd acotado inferiormente; sea by = inf; g I(1),

2. bE‘ — L(vo) > Ds.
Entonces I posee al menos un nivel critico ¢ mayor o igual que bg.

Demostracién: Sea ¢ > 0 tal que Dy < bz — L(vg) — 2¢. Por la definicién
de D5 y 2, existe R > 0 tal que

D2+€<bE—L(U0)—E, SiD #£ QY

MW+M<{ b — L(vo) — ¢, D=0
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si |lvo +@l| > R. Usando (2.1) obtenemos I(vg + @) < by — € si ||vo + @l > R.
Definiendo entonces el funcional J : E — R mediante J(u) = I(vg + u) para
todo u € E, y tomando  =bg, a =bz —ey D = Bg(0,R) en el Teorema 5,
se verifican todas la hipétesis de éste (la condicién (w — PS). en virtud del
Lema 2). Por consiguiente, J (y asi también I ) posee un punto critico u € E
con J(u) > bg. .

Nota 6 : En los capitulos siguientes se verd como, para ciertos funcionales aso-
ciados a problemas de contorno, desigualdades tipo-Wirtinger nos proporcionan
una cota inferior de I |5 y asi una estimacién inferior de bg, que facilitard
ademas la comprobacion de 2.

Los Teoremas 4 y 5 dan condiciones suficientes para que el funcional I tenga
un nivel critico ¢. Se presentaran algunas situaciones donde no es posible (al
menos, de una forma trivial) comprobar tales condiciones. Para dichos casos,
combinando las ideas de los teoremas citados anteriormente, sera 1til el siguiente
resultado:

Teorema 7 : Supongamos que I es un funcional acotado inferiormente con N
acotado inferiormente y que verifica 1.-3. del Lema 2 y (2.2) Entonces I tiene
al menos un punto critico.

Demostracién: Se deduce de 1. que I |3 es coercivo, esto es,

lim  I(a) = 4o0.
ll%]|—+o0
Usando que I es w.l.s.c. y por un razonamiento similar al de la demostracién
del Teorema 4 deducimos también que existe @y € E tal que I (@) = bp =
ming 5 I(@) > mo = inf,cp I(u). Pueden ocurrir dos casos:

a) by = I(ty) < L(vg) + d. Entonces I alcanza su infimo pués si my <
L(vg) + d, es una consecuencia del Teorema 1y el Lema 2, y si mg = L(vg) +d
entonces I(lg) = min,eg I(u).

b) bz > L(vg) + d. En este caso, se verifica 2. del Teorema 5 con Dy = d.
Asi este teorema implica la existencia de un nivel critico de I mayor o igual que
bs.

Por tanto, en cualquiera de los dos casos, I posee al menos un punto critico
y el teorema queda probado. .
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3.1 Descripcion de distintos tipos de problemas
resonantes, formulacién variacional y pro-
piedades fundamentales de los operadores
considerados.

En este capftulo nos proponemos estudiar la existencia y multiplicidad de solu-
ciones de problemas de contorno del tipo:

—Lu = f(z,u)+h(z), € (3.1)
Bu = 0, x € 00 '
donde 2 es un dominio acotado y regular de R™ y
0 ou
Lu = —(a;(x)=—
=3 @)
3,7=1
con a;; : Q — R, i,j = 1,2,...,m, representa un operador diferencial de

segundo orden uniformemente eli’ptico7 esto es, para el que existe una constante
co > 0 tal que

m

> aij(@)6i&; > colél?, YreQ, vEER™ (3.2)

ij=1

Ademds, suponemos que a;; = aj; € L>(€,R), que h es una funcién de
L?(Q,R*) y que la funcién f : Q x R¥ — R* es continua. Bu denotard una
condicion de frontera de uno de los dos tipos siguientes:

1. Condicion de Dirichlet: Bu = w.

2. Condicién de tipo periddico: @ = (0,T), con T > 0, y Bu = (u(T) —
u(0), v (T') = u'(0)).

Aunque se consideraran también otro tipo de problemas, la mayorfa de nue-
stros resultados estan dirigidos hacia el caso en que (3.1) estd en resonancia
en el primer valor propio de —£ sujeto a las condiciones de frontera Bu = 0.
Para entender claramente el significado de esto, recordemos que el problema de
valores propios (en su formulacién variacional [43]) asociado a (3.1):

—Lu = du, z€Q }

Bu = 0, z¢cdQ (3.3)

posee una sucesiéon creciente de valores propios
0< A <A< A3 <o <A <o ey

que verifica las siguientes propiedades:

° {)\n} — +400.
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e Existe un sistema ortonormal y completo de L?(£2, RF) formado por fun-
ciones propias {¢,} asociadas a los A, (tantas funciones ¢, asociadas a
cada A, como indica su multiplicidad que es finita).

e )\; > 0 para las condiciones de Dirichlet, mientras que A; = 0 para las de
tipo periddico.

e Si k=1, \; es simple y la primera funcién propia, que llamaremos en
este caso ¢, puede tomarse positiva en Q (esto es, ¢ : O — R verifica
—£¢ =X ¢, Bo =0y ¢(x) > 0 para todo = € Q). Supondremos también
que ¢ estd normalizada para que ||¢||s = 1.

Asi, para k > 1, el primer espacio propio, es decir, el espacio formado
por todas las funciones propias asociadas al primer valor propio \; estara
dado por {a¢/a € RF}.

Pués bién, se dice que (3.1) estd en resonancia (en infinito) en el primer
valor propio A1 si f(z,u) = A\u+ g(z,u) con g : @ x R¥ — R* una funcién
acotada. Observemos que se pueden considerar diferentes grados de resonancia
[22] pués cuanto “mds pequeria” sea g en infinito, “mds fuerte” cabe esperar que
sea la resonancia. En particular, si (3.1) tiene una estructura variacional, esto
es, si existe una funcién G : Q x R* — R de clase C' tal que el gradiente de
G en la variable u: V,G(z,u) = g(z,u) V(x,u) € Q x R¥; podemos distinguir,
entre otras, las siguientes situaciones:

(R1) limjy— 1o g(x,u) = 0 y limpy|— 4o G(2,u) = +00, uniformemente en
x € Q.

(R2) limy 400 9(z,u) = 0y limyy|— 400 G(x,u) = 8 € R¥ uniformemente
en z € . (Sin pérdida de generalidad, podemos suponer 3 = 0).

(R3) k =1y g(z,u) = g(u) es independiente de = € Q y Tp-periédica (Tp >
0) con valor medio cero, esto es, g(u+Tp) = g(u), Vu ER y T% fOTO g(u)du = 0.

Observemos que (R;) y (Rz2) nos indican, a traves del comportamiento
asintético de Gy ¢ en infinito, el diferente grado de resonancia del problema
considerado. (La condicién (Rz) recibe el nombre de resonancia fuerte en in-
finito).

De aquf en adelante consideraremos que (3.1) es un problema en resonancia
en el primer valor propio. Es decir, que el problema (3.1) adoptara la forma

—Lu—Mu = g(z,u)+h(z), € } (3.4)

Bu = 0, x € 00

siendo g : Q x R¥ — R* una funcién continua y acotada y h € L?(Q,R¥).
Supondremos también que (3.4) tiene una estructura variacional, es decir, que
se verifica la siguiente condicion:
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(91) Existe una funcién G : Q x RF — R de clase C' tal que
V.G(z,u) = g(z,u) Y(z,u) € QxR

Fundamentalmente, usaremos las técnicas variacionales de los Capitulos I
y II para llevar a cabo el estudio de (3.4). Para ello, si H'(€2,R¥) denota el
espacio de Sobolev usual (ver [1]) con el producto escalar

<u,v>:/(( ol da:—i—Z/ (a 8:& (2)) da

(que dota a H'(Q,R¥) de estructura de espacio de Hilbert real), y considera-
mos F = HL(Q,R*) = {u € HY(Q,R¥)/Bu = 0} (E es por tanto un espacio
de Hilbert real con el producto escalar de H'(Q,R¥)), entonces definiremos el
funcional I : E — R mediante

= 33 [ g3 [ e

7/ G(m,u(m))dxf/(h(mﬂu(x)) dz (3.5)
Q Q

para todo u € E.

Puesto que f(z,u) = A\u+g(x,u) es una no-linealidad asintéticamente lineal
(g esta acotada), es bién conocido ([8, 42] y Apéndice B de [70]) que I esta bién
definido y es de clase C* con I’(u) dado por

('U I/ Z/a” 8x )|§;}z (m))dm—)\l/g(u(:vﬂz;(x))dx

1,7=1

- / (9(z, u(@))|o(z)) dx — / (h(@)o())de Vu,v € B,

En consecuencia, los puntos criticos de I son las soluciones débiles de (3.4).
En algunos casos, tales soluciones son soluciones clésicas si a;j, f y h satisfacen
adecuadas condiciones adicionales de regularidad [48].

Motivados por la resonancia en (3.4), descomponemos el espacio de Hilbert
E en suma directa topoldgica y algebraica. En concreto, E = E @ E, con E
el subespacio de E formado por las funciones propias asociadas al primer valor
propio A1 (o sea, el primer espacio propio) y E el complemento ortogonal de £
para el producto escalar < -,- >, equivalente a < -,- > y dado por

< Uy Sa= Z/ )\gxl( ))dx—l—/ﬂ(u(xﬂv(m))dx Vu,v € E

3,j=1
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Asi, para u € E tenemos u = @ + @ con 4 = (Uy,z,...,10) € By u€ E
dados por
Ouy ¢
Joue(@)p(x) do + 3205 aij(2) 5 —(2) 5 —(x) dz
_ Ox; =~ Ox;

ve= (1+X\) [ o(x)?dx

U=1u—1U.
También, teniendo en cuenta las partes lineal y no lineal del problema (3.4)
descomponemos el funcional I en I = L+ N con L, N : E — R dados por

72/’ D) @) g ) e = 5 [ juGa)P o

1,0=1

- [ (@ute)) da. (3.6)
Q

N(u) = 7/ G(z,u(x))dr — / (h(z)|u(x))dz, Yu€ E, (3.7)
Q Q
siendo h = h + h con
i (f et g
H¢Ilz
en el subespacio de L%(92, R¥) de las funciones propias asociadas a \; y h = h—h.

Observemos que L es el funcional asociado al problema lineal

—Lu Mu+h(z), zeQ }

Bu 0, x € 0N

Las propiedades béasicas de los funcionales L y N quedan reflejadas en la
siguiente:

Proposicion 1 : L,N verifican las siguientes propiedades:
1. L(u) = L(@), Yu€ E.
2. L esw.ls.c.

3. Eziste a > 0 tal que (i—v, L' (u)— N'(u)) > a|a—10||?, para todo u,v € E.
(L' es un operador estrictamente mondtono).

4. Para todou € E,

A2 — Ap o
>
LW—-CM&,Z/% ) @) ()

+%Awwmwmﬂ—wﬂmz
)\2

Y%

A a2 = |l il
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(donde || - |2 denota la norma usual de L?(Q2,RF)).

5. Eziste un tnico vy € E tal que

L(vg) = umeigElL(u)EbL:—%/Q(IN”L(vaO(a:))dx
o 3 K L R

3,j=1

6. (@ — vy, L' (u)) = 2[L(u) — L(vo)], Vu € E.
7. Si{un} = u en E, entonces {N(un)} — N(u) y {N'(un)} — N'(u).

Demostracion: 1. Trivial.

2. En virtud de 1., basta probar que si {u,} es una sucesién en E con
{un} — u € E entonces L(u) < liminf, . o L(u,). Observando (3.6), bastaria
con probar que

Il < Y inf [ 2

donde
=5 > [ ouo gt wy e -5 [ s
3xj 8x,
2] 1
Para ello, probaremos que ||| - ||| define en E una norma equivalente a || - |.
(Con esto, (E,||| - |I|) serd un espacio normado completo y asi ||| - ||| es w.l.s.c.

[25]). En efecto, usando la caracterizacién variacional [43] de los valores propios
de —£ se tiene:

/|u |2dx<—2/ % )|%(m))da; Vue B (3.8)
1,7=1 J v

por lo que, teniendo en cuenta que £ es uniformemente eliptico, deducimos que
Il - || define en E una norma equivalente a || - || con

Ou
2 2
Il > 5225 Z/ (G @) dz+eo [ ju(a) s

(3.9)

para todo u € E.
Asi, ya que L(uy,) = |||un||? — fQ x)|un(x)) dx, tendremos

n

fimnf £(,) > [l = [ (h(a)fu(e) do

3. Para u,v € E tenemos por 1. y (3.9)
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(bW =K 2 (-8 - 6)
- % a2 2 )

1,7=1
—A{/|a@)—ﬁ@ﬂﬁdx
Q
= 2lja—of|]?
> alla—o|7,

Ao — A1

co+ A2’
4. Usando otra vez (3.9), tenemos

para a = ¢

Co )\2

L(a) = |||fL|H2*/Q(7L($)Iﬁ(x))de 5 e || 12 = l1Allz1]l2-

5. Como consecuencia directa de 1., 2. y 3. el funcional L alcanza su
infimo, by, en algin vy € E' (L(vo) = br, = min,, .z L(u)). Ademds, por 3., L |
es estrictamente monétono y asi L posee a lo mds un tinico punto critico (vo)
en E. El resto se sigue por ser b, = L(vg) y L'(vg) = 0.

6. Por 1. y 5.:
o) = oL@
- Z/ (@)l g (2) s

A [ Ja(@) do ~ [ (i(o)li(o) da

[Z/ )Ga @)l g () do

=1

A [ (i) - | <ﬁ<x>|vo<x>>dx}
= 2L(ﬂ)+/ﬂ(ﬁ(ﬂc)\ﬂ(m)) dx

- [(a,mvo)) + [ it as | <E<x>vo<x>>dx}
— (L(ii — L(w)).

7. Sea p > 1 un numero real tal que

2m

" _— sim>3
p<2t= m — 2
q con ¢ > 1 cualquiera, si m < 2
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Entonces, por la acotacién de g, N : LP(2,R*) — R, definido por (3.7),
es un funcional de clase C! (véase Teorema 2.8 de [42] o [8]). Usando ahora el
Teorema de Rellich-Kondrachov [1], si {u,} — u en F entonces {u,} — u en
LP (2, R¥) y, por la regularidad de N, {N(u,)} — N(u), {N'(u,)} — N'(u).

El siguiente resultado serd especialmente interesante para el estudio del com-
portamiento asintético del funcional N. Como quiera que el conjunto de fun-
ciones propias {¢,} constituye un sistema normal y completo de L2?(Q2,R¥),
podemos, para cada w € L?(Q,R¥), escribir, (abusando de la notacién) w =
w1 con W perteneciente al subespacio de L?(Q2, R¥) formado por las funciones

propias asociadas al primer valor propio A\; y @ en el complemento ortogonal de
éste en L2(Q, RF).

Lema 2 : Sea {w,} una sucesion en L*(Q,R*) con {||w,|2} — +oc y con
{||n|l2} acotada. Entonces existe una subsucesion {wy, } de {w,} verificando
{Jwp, ()|} — +00 a.e. en Q.

Demostracién: Sea {w,,} una sucesién en L?(Q, R¥) con {||@,||2} acotada
v {||@n |2} — 4o00. Entonces w,, = @,, + W, = ¢,¢ + W, con

1
Cp = (z)w, (z) dz € R,
16ll2 Jo
vn € Ny |c,| — +o0. Sin pérdida de generalidad podemos suponer ¢,, # 0
Vn € N. Sea {a,} C RT tal que {%} — 0y {a,} — +oo. La demostracién
Cn

se efectuard en tres pasos:
Paso 1: lim, 4 meas{z € Q / |W,(z)| > a,} = 0.

y

En efecto, si esto no fuese cierto, existirian € > 0 y una subsucesién {w,, }
de {w,} tal que
meas{x € Q / |Wn,| > an,} > Vng.

Entonces:
e 12 = / (B (2) 2 dz > / (B (2)[2 dz > a2, ¢,
Q {2€Q / |Wn, ()[>an, }

lo cual es una contradiccion.
Paso 2: lim,_, 4 meas {z € Q / Jw,(z)| < an} = 0.
Esto es asi, pues de las inclusiones

{z et/ |wn(z)| <an} C {zeQ/|end(z)] <an+ |wn(z)]}
C {ze€Q/ |end(x)] < 2a,}
U{z € Q/ |wn ()] = an}
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deducimos
2a,

el

+meas {zx € Q / |W,(z)| > an}.

meas{z € Q / |wy(z)] < an} < meas{z € Q/ |p(z) <

Por el Paso 1y puesto que

20,

[

hrf meas{z € Q / |p(z)| < } =0t

tenemos que
lim meas{z € Q / |w,(x)] < ap} =0

n—-+o0o

Paso 3: Existe una subsucesién {wy,, } tal que lim,,_, oo |wy, (z)| = 400 a.e.
en x € ().
En efecto, por el paso anterior, para cada k € N sea n; € N tal que

1
meas{z € Q / |wy, (z)| < an,} < o

(o <liNe ]
Sea también Ay = {z € Q / |wp, (z)] < an,} vy A= nUAk' Entonces
j=1k=j
meas A = 0.
Por otra parte, si x € A, existe j € N tal que = € Ay para k > j, por lo que

|wn, ()| > an, Vk >3
y ast

lim |wy, (z)] =400 Ve -—A.

n—-+00

Proposicién 3 : Si h € L*(Q,R*) verifica [, hi(z)¢(x) dz = 0 para todo i =
1,2,...,k, entonces se tiene:

1. 8i limpy|— 400 G(2,u) = 0 uniformemente en x € ), entonces

lim N(u,)=0.

n—-+oo

para toda sucesion {u,} en E con {||t,||} acotada y {||u,||} — +oo.

LObsérvese que si Bu son las condiciones en la frontera de tipo periédico, ¢ = 1y asi
meas{z € Q / |¢(z)| < 1} = 0; mientras que si Bu representa condiciones en la frontera de
tipo Dirichlet, ¢ > 0en Qy ¢ =0 en 012, con lo cual también es cierto que

. 2an
lim meas{z € Q / |¢p(z)| < —}=0.

n—-+4oo |Cn ‘
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2. 8 limy|— 400 9(2,u) = 0 uniformemente en x € Q, entonces

lim N'(u,) = 0.

n—-+oo

para toda sucesion {u,} en E con {||u,||} acotada y {||un|} — +o0.

Demostracién: Puesto que [, hi(z)¢(x)dz = 0, Vi = 1,2,..., k, tenemos
N(u) = — [, G(x,u(x)) dx, para todo u € E.
1. Basta probar que si {u,} es una sucesién en E verificando que {||@, ||}
estd acotada y {||t,||} — +o00, entonces posee una subsucesién {u,, } tal que
lim N(u,,)=0.
ni——+oo
Ahora, si {u,} es una tal sucesién, por el Lema 2, existe una subsucesién
{un, } tal que
lim  wuy,, () = 400 a.e. en Q. (3.10)

np— 400

Usando que lim,|— 4o G(z,u) = 0 uniformemente en z €  y el Teorema de la
convergencia dominada de Lebesgue obtenemos:

lim N(u,,)=— lm G(z,up, (x))dx = 0.

nE——+0oo N ——+00 Q

2. Andlogamente, basta ver que toda sucesién {u,} en las hipdtesis de la
proposicién posee una subsucesién {un,,} tal que lim,, 4o N'(up,) = 0 en
E*. Para ello, sea otra vez {uy, } verificando (3.10) y z € F tal que ||z| < 1.

Entonces
1/2
< ( /Q g(z,unm))zd:c) 111

[N (um ) < Nlg(s tn, (D)2

Usando (3.10), que limjy,|— o0 g(2,u) = 0 uniformemente en x € Q y el
Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue:

lim _{lg(-, un, (-))]l2 = 0,

(20 N ()| = \ | st (e)2(0) s

y asi

ni—-—+oo
y, por tanto,
lim [N (un, )|+ = 0.
ng—-+00
Notas 4 :

1. La Proposicién 3, 1. nos dice que, en el caso en que

lim G(z,u)=0

|u|—4o00

uniformemente en z € Q (ademds de todas las hipdtesis anteriores), el
conjunto ® del capitulo anterior es ® = {0}.
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2. Para los casos mas generales en los que no se verifique

lim G(z,u)=0

|u| =00
uniformemente en z € €2, resulta interesante considerar

D; = — limsup max G/(z, u)
|| =400 TEQ

Dy = — liminf min G(x, u).
|u] =400 €

(Observemos que si lim|y|— 4o G(7,u) = 0 uniformemente en = € €, en-
tonces Dy = Dy = 0).
Con una demostracién andloga a la anterior (y basada en el Lema 2),

se puede probar ficilmente que si [, hi(z)¢(x)dr = 0 para todo i =
1,2,...,k, entonces:

(a) Si G estd acotada superiormente,

Dimeas Q < D;.
(b) Si G estd acotada inferiormente,

Dy < Doymeas €.

(D1, Dy son los mismos del Capitulo II).
3. La Proposicion 3, 2. nos da la hipétesis 2. del Lema 2 para IN.

También tenemos el siguiente resultado relativo a no-linealidades g del tipo
(R3) y debido a Ward [85] y Solimini [78]. La versién que presentamos aqui, un
poco més general que la de Ward, corresponde a la Proposicién 2.1 de [78]:

Proposicién 5 : Sea g : R — R una funcion continua, To-periddica (T > 0)
To
y con valor medio cero (T g(u) du =0). Supongamos también que i es

un conjunto de funciones medibles en €, precompacto para la convergencia en
medida y que ¥ :  — R es una funcion de clase C' con Vi # 0 a.e. en .
Entonces

lim g(u+ay)=0

|at] =400

débilmente en LP(Q), para todo p € (1,+00), y uniformemente en u € L. ]
Notas 6 :

1. La anterior proposicién serd 1til para el estudio de problemas de contorno
con condiciones en la frontera de tipo Dirichlet y con no-linealidades g del
tipo (R3). En estos casos, ¢ seré la primera funcién propia ¢. (Obsérvese
que V¢ # 0 a.e. en § para este tipo de problemas).
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2. Notemos también que si escogemos la primitiva G por:

u To t
G(u):/o g(s)ds—TiO/O (/O o(s) ds) dt (3.11)

entonces G : R — R estd en las mismas condiciones de g y, por tanto, se
verifica la proposicién anterior para G.

3. Como consecuencia de la Proposicién 5 y de la nota anterior, podemos
observar que las tesis 1. y 2. de la Proposicién 3 siguen siendo ciertas si
sustituimos las hipétesis lim,|— oo G(2,u) = 0 y limjy,| 400 g(x,u) = 0
uniformemente en = € €2, por la correspondiente de la Proposicién 5, esto
es, g : R — R una funcién continua, Ty-periédica y con valor medio cero,
siendo G la funcién dada por (3.11).

En las secciones que siguen estudiaremos la existencia de soluciones del prob-
lema de contorno (3.4) bajo los distintos tipo de resonancia (R;), (Rz2) v (R3).
Fundamentalmente concretaremos nuestros resultados para el caso especial de
(3.4) en el cual a;j(x) = 0sii # j, y au(x) = 1, Vo € Q. Segtin el tipo
de condicién de contorno (bién de tipo periédico, bién de tipo Dirichlet), que
consideremos estaremos estudiando uno de los siguientes problemas:

—u'" = g(t,u) + h(t), te(0,T)
u(0) = u(T), u/'(0) =u/(T) } (3.12)
y
—Au — )\11; i g’(m,u) + h(z), ;:eea% } (3.15)

d2
Observemos que para el problema (3.12) tenemos 2 = (0,7, £ = ) (con
x

¢o = 1) y Bu es una condicién en la frontera de tipo periddico. También tenemos
que la sucesién de valores propios asociada a (3.12) es la siguiente:

472 42 (n — 1)2

AM=0< )y =
mientras que el espacio E estd dado por E = H;E([O,T],Rk) ={u:[0,T] —
R¥ u = (uy,us,...,ux) / u; es absolutamente continua en [0,7] con u, €
L?(0,T) y satisfaciendo u;(0) = u;(T), i = 1,2,...,k}, con producto escalar

< u,v >:/0 (W ()| (1)) dt—l—/o (u(t)|v(t))dt.

E esté formado por las funciones (vectoriales) constantes (¢(z) =1 Vz € Q) y
podra ser asi identificado con R¥, E es el conjunto de las funciones con valor
medio cero, esto es, E={u€ E / % fOTu(t) dt = 0}. Por lo tanto, para u € E

tendremos u = % + @ con 4 = fOT u(t)dt y a(t) = u(t) — % fOT u(t) dt.
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De otra parte, para (3.13), tenemos que 2 C R™ es un dominio acotado y
0? 02

o3 T
frontera de tipo Dirichlet. Asi, en este caso, E = H{(Q,R¥) es el espacio de
Sobolev usual [1] de las funciones de H' (€2, R*) que son nulas (en el sentido de

las trazas) en la frontera 902 de 1, siendo F y E subespacios de E construidos
2

regular, £ = A = (co = 1) y Bu = u es una condicién en la

de forma andloga al caso periédico. El caso m = 1, es decir, £ = gt y?
T

Q = (0,7), también serd estudiado con especial detenimiento. Estaremos asi
estudiando el problema de contorno:

! — = g(z,u) + h(z), zx € (0,m) } (3.14)

u(0) = u(r) =0,
siendo la sucesion de valores propios asociada la siguiente

2

O<Mi=l<=4d4< o< Ap=n"< -+

y ¢(x) = senz.

3.2 Problemas con resonancia fuerte en infinito.

Estudiaremos a continuacién el problema de contorno (3.4) cuando la no-lineali-
dad g es del tipo (R3), o sea, cuando se presenta una resonancia fuerte en infinito.
También se estudiard paralelamente el caso de resonancias del tipo (R3) para el
problema (3.4) con k = 1y con condicién de contorno de tipo Dirichlet pués las
Proposiciones 3 y 5 y la Nota 6, 3. muestran que, en ambos casos, los funcionales
N y N’ respectivos presentan el mismo comportamiento asintético. Esta es la
razén por la que es posible discutir ambos casos como ejemplos particulares de
una situacién mas general. En concreto, consideramos el problema de contorno

—Lu = Au, x€
Bu = 0, x € 092

siendo 2 C R™ un dominio acotado y regular, g : Q x R¥ — R* una funcién
continua y acotada y h € L?(Q, R¥) tales que:

(g1) Existe una funcién G : Q x R¥ — R de clase C' con V,G(z,u) =
g(z,u), V(x,u) € Q x R¥.

(92) Si {un} C E es cualquier sucesién en E con {||u,||} — 400y {|@n|l}
acotada, entonces

lim G(up(x))dx = 0.

n—-+o0o Q

28e considerara © = (0,7) por comodidad en los célculos.
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(g3) Si{un} C E es cualquier sucesién en E con {||ay,||} — +oo v {||an]}
acotada, entonces
lim g(u,)=0 en E*,

n—-+o0o

donde g(uy) : E — R se define como (v,,g(un)) = [¢, 9(un(z))v(z) dz, para
todo v € E.

(h1) Jq hi(z)p(x)dr =0, Vi=1,2,--- k.

Las hipotesis anteriores se supondran vigentes en toda la seccion.
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Notas 1 :

1. Las condiciones (g2) y (h1) implican que el conjunto © del Capitulo II se
reduce en este caso a ® = {0}.

2. La Proposicién 3, 1. proporciona una condicién suficiente para (go):

| Ilim G(z,u) = 0 uniformemente en x € €. (3.15)
u|—+o0

3. Anélogamente, para (g3), por el apartado 2. de la misma proposicién,
tenemos la condicién suficiente:

| ‘lim g(z,u) = 0 uniformemente en = € . (3.16)
u|— 400

4. A su vez, la Proposicién 5 (véase Nota 6, 3.) implica que en el caso
To
k=1, Bu=u, g: R— R Ty-periédica con / gu)du =0 (3.17)
0

entonces también se cumple (g2) y (g3) (v evidentemente (g;)).

El estudio de la existencia de soluciones débiles de (3.4) serd llevado a cabo
mediante el estudio de la existencia de puntos criticos del funcional I dado por
(3.5).

También consideramos la descomposicion de I en I = L+ N, con L'y N
dados por (3.6) y (3.7), respectivamente. Nuestro primer resultado de existencia
de solucién de (3.4) se obtiene como una aplicacién del Teorema I1.7:

Teorema 2 : Supongamos que se verifican (g1), (92), (g3) v (h1), con G una
funcion acotada. Entonces el problema de contorno (3.4) posee al menos una
solucion débil.

Demostraciéon: Basta probar que el funcional I posee al menos un punto
critico. Para ello usaremos el Teorema I1.7. La Proposicién 1 junto con (gs)
y (h1) implican las hipétesis 2. y 3. del Lema 2. También, en virtud de (hy)
y puesto que G estd acotada, N estd acotado y asi I es un funcional acotado
inferiormente que verifica 1. del Lema 2. Ademés, por (g2) se cumple (2.2).
Por tanto, se verifican todas las hipdtesis del Teorema I1.7 e I posee al menos
un punto critico. "

A titulo de ejemplo del anterior resultado tenemos los siguientes corolarios:

Corolario 3 : Supongamos que se verifican (g1), (3.15) y (3.16). Supongamos
ademds que fOT h(t)dt = 0. Entonces el problema de contorno

—u" =g(t,u) + h(t), te€(0,T) }
w(0) = w(T), v'(0) =v/(T)

posee al menos una solucion débil. .
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Notas 4 :

1. Si ademds de las hipétesis del Corolario 3, h : [0,7] — R* es continua,
entonces toda solucién débil del anterior problema de contorno es una
solucién clasica.

2. El corolario anterior extiende al caso de sistemas los resultados obtenidos
por Dancer [41]. Ademds mejora los de este autor en el caso escalar pués
no precisamos que ug(u) > 0 para |u| suficientemente grande. Tampoco
precisamos la condicién técenica (41) de aquel articulo.

3. Suponiendo que se verifican (3.15) y (3.16), el Corolario 3 mejora resulta-
dos de [7, 35, 83], puesto que en todos estos trabajos, ademds de (3.15) y
(3.16), se necesita una condicién adicional en el potencial G. En efecto,
en [7], donde sdlo se estudia el caso h = 0, los autores necesitan que
G(t,u) < 0, para todo ¢t € (0,T) y para todo u € R con |u| suficiente-
mente grande. En [35], para h = 0, se precisa

[M
G(t,u) <0 YueRF:|ju—¢<T - +0

donde ¢ € R*¥, § > 0y M; = sup{G(t,u) / (t,u) € [0,T] x R*}. Si se
usan las técnicas (basadas en la teoria de Morse) de [35] para probar la
existencia de solucién para toda h € L2([0,T],R¥) con valor medio cero
(fOT h(t) dt = 0), entonces se necesita que G(t,u) < 0 para todo ¢t € [0,T]
y u € RE.

Finalmente, en [83], el autor impone una condicién adicional en G que se
discutird més adelante (véase Nota 16, 2.).

Corolario 5 : Supongamos que se verifican (¢1), (g92), (93) con G acotada y
(h1). Entonces el problema de contorno

—Au—XMu = g(x,u)+h(z), z€
u = 0, x € 0f)
posee al menos una solucion débil. .

Corolario 6 [85]: Supongamos que g : R — R es una funcién continua, Tp-

periddica y con valor medio cero, y sea h € L?([0,7],R) una funcién verificando
™

Jo h(x)senxzdx = 0. Entonces el problema

—u”" —u=g(x,u) + h(z), ze€(0,) }
u(0) =wu(r) =0

posee al menos una solucion débil. =

Notas 7 :
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1. El Corolario 6, asi como el Corolario 5 con (g2) v (g3) sustituidas por

(3.15) y (3.16), estén esencialmente contenidos en los trabajos de Solimini
[78] y Ward [85]. En especial, fuerén las técnicas de este dltimo trabajo
las que motivaron el nuestro y dieron lugar al Teorema 2 (asf como a su
versién abstracta: el Teorema II. 7).

. Recientemente, con técnicas de bifurcacién Schaaf y Schmitt [73] y Costa,

Jeggle, Schaaf y Schmitt [33] han probado que cuando se satisfacen las
hipdtesis de los corolarios anteriores y, en el caso m > 1, () satisface una
determinada condicion técnica, entonces existen infinitas soluciones del
problema. Desgraciadamente, la condicion técnica impuesta en el dominio
Q deja fuera ejemplos tan simples como es el caso en que 2 es una bola
abierta.

. El siguiente ejemplo muestra como el Corolario 5 puede ser aplicado en

casos en los que no se verifica las hipétesis (3.15), (3.16) o (3.17) (aunque
si se verifica (g2) v (g3)).

Ejemplo 8 : Sea h € L*([0,7],R?) con [ hi(z) sen xdx = 0 para i = 1,2.
Entonces el problema de contorno

_ulll —uy = % Cos(\/m) + hl(m), xr e (0,7'(')
_|_

2 2
uy + uj

—uy — Uy = %Cos(m) +ha(z), € (0,7)
uf +us+1

u1(0) = up () = uz(0) = ug(w) =0

posee al menos una solucion débil u = (uy,uz).

(En este caso,

g(u1,u2)(= g(z,u1,u2))

U1 2 2 (5 2 2
—————cos(y/uj +us +1), ————cos(y/uj +u; +1
( I (\/ 1 2 ) I (\/ 1 2 )

7. .2 7. .2
uj + uj uj + U3

con G(u1,uz) = sen (y/u? +u3 +1)).

3.3 Otros resultados de existencia.

Recordemos que el Teorema 2 ha sido probado usando el Teorema II.4 que
demuestra la existencia de un punto critico de I. No obstante, y aunque el
funcional I esta acotado inferiormente, no sabemos, en general, si el nivel critico
encontrado se corresponde o no con el infimo mo = infuep I(u) de T o con un

valor ¢ dado por (1.9). Nos proponemos ahora dar condiciones suficientes (a
través de los Teoremas I1.4 y I1.5) para que el funcional I alcance su infimo o

para que ¢ sea un nivel critico de I (o ambas cosas). Como consecuencia de esto,
obtendremos también condiciones suficientes para que (3.4) posea al menos dos
soluciones distintas correspondientes a niveles criticos de I diferentes (¢ y myg).
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Ademds de seguir suponiendo que g cumple (g1) y que h € I_/2 (2, R*) verifica
(h1), consideraremos vy € E dado por la Proposicién 1, 5. y Dy, Dy dados por
la Nota 4, 2.

3.3.1 Problemas cuyo funcional esta acotado inferiormen-
te y tiene minimo global.

Observando que si G esta acotada superiormente, entonces el funcional IV estd
acotado inferiormente, nuestro primer resultado se referira a la posibilidad o no
de que, en este caso, I alcance su infimo my = inf,c g I(u).

Teorema 1 : Supongamos que la funcién g cumple (¢1) con G una funcion
acotada superiormente y que h € L*(Q,R¥) verifica (h1). Entonces:

1. Si existe u € E tal que
—3 Jo(h(z)|vo(2)) dz + Dy meas >
% Zzljzl Jo aij(@)( axJ (x )|ax1 ) da — fQ u(z)[* dz (3.18)
— Jo (A( ) dx — [ G(x, u(x)) dx
entonces (3.4) posee al menos una solucion ug € E con I(ug) = mo (=

infueg I(u)).

2. Si ademds se verifica (g2), entonces (3.18) (con Dy = 0) es una condicién
necesaria y suficiente para que el problema (3.4) posea tal solucion (o sea,
para que I alcance su infimo).

Demostraciéon: 1. Por la Proposicién 1, I satisface las hipétesis del Teo-
rema 4. Ademds, (3.18) significa (por la Nota 4, 2)

I(u) < by + Dy

que es (2.6) de este teorema. Por tanto el funcional I alcanza su infimo en algin
uy € E que serd un punto critico de T y asi una solucién débil de (3.4).

2. La segunda parte de este teorema se deduce del apartado 2. del Teorema 4
en una forma andloga, observando que ® = {0} en este caso.

Notas 2 :

1. Observemos que, en general, no ha de cumplirse la condicién (PS)n,,. En
efecto, consideremos el ejemplo dado por una funcién g cumpliendo (g;),
(92) v (g3) con G(z,u) < 0 para todo (x,u) € Qx R* y h verificando (hq).
Entonces la sucesién {u,} C E dada por

Uun = (n,0,...,0)0 + vg
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verifica

lim 7I(u,) =0br, =mg (en este caso)
n—-+oo

lim I’'(u,) =0

n—-+4oo
y no posee ninguna subsucesién convergente.
2. Bajo las hipétesis del Teorema 1, si se cumple (g2), entonces las siguientes
condiciones son suficientes para (3.18):

1. Existe o € R* tal que [, G(z,vo(z) + ad(z))dz > 0. (Témese u =
vo + a¢ en (3.18)).

2. Existe a € R* tal que [, G(z,ad(z))dz > 3 [, (vo(z)|h(x)) dz. (T6-
mese u = a¢ en (3.18)).

3. h=0y G es impar en la variable u. (Témese ahora u =0 en (3.18) y
obsérvese que vy = 0 en este caso).

3. A titulo de aplicacion del teorema anterior tenemos los siguientes ejemplos:
Ejemplo 3 : Supongamos que h € L*((0,T),R*) verifica fOT hi(t)dt =0, para

todoi=1,2,....k, yqueg: (0,T)x R¥ — R¥ cumple (g1) con G una funcién
acotada superiormente. Si existe o € RF tal que

T
/ G(t, ’Uo(t) + OZ) dt 2 —DlT (319)
0
entonces el problema de contorno (3.12) posee al menos una solucion débil y
T-periodica ug € E en la cual I alcanza su valor minimo.
Notas 4 :

1. El ejemplo anterior mejora un resultado debido a Thews [83] quien probaba
que si ademds de las hipdtesis anteriores, se cumplian (3.15) y (3.16) y
h = 0, entonces la condicién

T
Existe a € R¥ tal que / G(t,a)dt >0
0
(vo = 0 pués h = 0) es suficiente para que I alcance su infimo. Nuestro

ejemplo muestra que basta con fOT G(t,a)dt > 0.

2. Otras condiciones distintas a (3.19) y suficientes para (3.18) pueden ser
consideradas. En este caso, el hecho de ser ¢ = 1 facilita mucho éstas.
Por ejemplo, la condicién (3.19) puede ser sustituida por la siguiente

“Bristen R >0, ag € RF y d| € R tales que
G(t,u) <dy Vte[0,T), VuecRF : |u/>R

T
/ G(t, a0) dt > d|T"
0
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En el caso especial k = 1 (caso escalar), G : Q x R — R podemos consi-
derar un comportamiento asintético distinto de G(x,u) cuando u tiende a +00
y cuando u tiende +o0o. En estos casos, se puede seguir aplicando el teorema
anterior como muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 5 : Supongamos que h € L?(Q,R*) werifica (hy) y que la funcién
g: QxR — R cumple (¢1) con G una funcién para la que existen di,ds € R
tales que

lim G(z,u) = dy uniformemente en x €
u——+o0

lim G(z,u) = dy uniformemente en x € Q

uUu——00

Entonces una condicion necesaria y suficiente para que el problema de contorno
(3.13) posea al menos una solucién ug € H(Q,R) en la que I alcance su infimo
es que exista o € R tal que

/ G(z,ad(x))dx > %/(’Uo(l‘”h(l‘)) dx + max{d; meas 0, dy meas Q} (3.20)
Q Q

En efecto, esto es una clara consecuencia del hecho Dy = — max{cfl, Jg}.

Nota 6 : Sim =1y Q= (0,7), entonces ¢(x) =senz y (3.20) queda
/ G(z,asenz)dx > % /(vo(x)|h(x)) dz + max{d, 7, do7}
0 Q

Nuestro siguiente ejemplo se refiere al caso en el cual (3.4) presenta una
resonancia del tipo (Rs3). Los siguientes lemas resultaran muy utiles:

Lema 7 : Sea G : R — R una funcion continua. Supongamos también que G
posee un nidmero finito y distinto de 0 de ceros en un intervalo [0, Ty], con Ty >
0, donde G cambia de signo; denotamos estos ceros por x1 < To < -+ < Typ.
Si G(0) < 0 y eiste algin ¢ € {1,2,....n} tal que [;* G(u)du > 0, entonces
eziste a € [0,Ty] tal que [, G(asenz)dx > 0.

Demostracién: En primer lugar observemos que

™ /2
/ G(asenx)dsz/ G(asenz)dx
0 0

por lo que basta probar que foﬂ/z G(asenz)dx > 0 . Para ello, tomaremos

xp = min{ z; / /OM G(u)du > 0}.

Como G |[p,2,)1< 0, tenemos que k > 2 y k debe ser par.
Sea ahora p > 0 tal que G(u) > 0 para todo u € (xy cos(p), xx). Tenemos
asi

T COS [
/ G(u)du >0 (3.21)
0
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Entonces:

/2 T —u /2
G(zpsenz) dx = / G(agsenz) dx + G(xgsenz)dx
0

0 T

v

2TH
/ G(zpsenz) dx
0

B T COS [ G(u) du
T Ve

k-2 Tit1 T} COS 4
=Y [T A e G g,
pard /l'k2 — u? P /l'k2 — u?

(donde o = 0).
Puesto que G |[517i~,5”i+1] es no-negativa si ¢ es impar y no-positiva si 4 es par,
obtenemos que si i € {0,1,...,k — 1} es par,

Lit+1 G(u) Tit2 G(u) Tit+2 G(u)
NeeEar NereEarhae NeeEar i
T; T~ —U Tit1 T —U i m
por lo que
/2 §72 1 T2j42
G(zpsenz)dr > ﬁ/ G(u) du
0 =0 V L™ — T254+17 Jag;
1 T}, COS [t
+ / G(u) du
xkz - xkflz Tp_2

Usando ahora la definicién de xg,

T2j42
/ G(u)du <0

0

para todo j € {0,1,..., g -2} Asi, por (3.21),

/2 Ty
/ G(zrsenz)dr > du + ;/ G(u) du
0

1 r2
—_— G(u

1 T2 1 T} COS [
+—/ G(u) du + —/ G (u) du
Var? —wys? Ju, Vi —ax-1? Jo s

du +

1 ¥4 1 e
—_—_— G —_—_ G(u)d
\% ku - 3732 »/170 (U) \% sz - ‘T52 /I4 (U) B
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1 Tk—2
b [ G
TE® — T—3 Tk—4q

u) du + u

1 T COS
S / Glu)d
vV Tp? — xp_1? Tp_2

u)du > 0,

1 T COS U
=
% — 1% Jo

para p suficientemente pequeno. El lema queda ast probado con a = xy.

Lema 8 : Sea G : R — R wuna funcion continua y Ty-periddica con valor
medio cero. Entonces existe a € [0,Ty] tal que

/ G(asenz)dx > 0.
0

Demostracién: Si G(0) > 0, basta tomar a = 0. Por tanto, podemos
suponer que G(0) < 0. Ya que G es Ty-periddica, existe g9 > 0 verificando

To—e
Gu) < —eg Yue (Ty—eo,Tp) ¥y / G(u)du >0 (3.22)
0

Por el teorema de aproximacién de Weiertrass, existe una sucesién {p,} de

polinomios tal que
1
n(u) — G < —
() = Glu)| < -
para todo u € [0,7p] y n € N. Ademéds se puede suponer (por (3.22)) que
Pn(0) < 0, pp(u) < 0 para todo u € (To — €0, To]) ¥ 2% pn(u) du > 0 para
todo n € N.
Por tanto, por el lema previo, deducimos la existencia de a,, € [0, Tp] tal que

/ pn(apsenx)dx > 0.
0

Puesto que {a,} es una sucesién acotada, posee una subsucesiéon {a,,} que
converge a un cierto a € [0, Tp]. Consecuentemente,

/ G(asenz)dz > 0
0

y el lema queda asi probado.
Ejemplo 9 :

En este ejemplo estudiamos el problema (3.14) cuando k =1, h =0y g es
una no-linealidad del tipo (R3). Esto es, el problema de contorno

—u" —u=g(u), xe€(0,m)
u(0) = uim) — 0, } (3:23)
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con g : R — R una funcién Ty-periédica con valor medio cero. Este problema
estd relacionado con el trabajo de Ward [85] (véase Corolario 6) donde se prueba
la existencia de una solucién débil. En dicho trabajo no se decide si el nivel
critico encontrado corresponde bién a un nivel critico de I obtenido via una
aplicacién del Teorema 1.5 o bién con el nivel my = inf,ecp I(u). Quedaba
abierto pués el problema de decidir cudl de estos dos posibles niveles es de
hecho un valor critico de I. El siguiente teorema prueba que I siempre alcanza
el infimo en este caso:

Teorema 10 : Sea g : R — R wuna funcion continua y Ty-periddica con
valor medio cero. Entonces el problema de contorno (3.23) posee al menos una
solucion débil up € E tal que I(up) = inf,ep I(u).

Demostracién: Puesto que h =0, vy = 0 y asi el Lema 8 nos proporciona
la condicién 1. de la Nota 2, 2, la cual es suficiente para (3.18). El Teorema 1
implica entonces el resultado.

Nota 11 : Si g satisface las condiciones del teorema anterior y h % 0 verifica
foﬂ h(z)senxzdx = 0, entonces la condicién de la Nota 2, 2, (suficiente para

(3.18)) quedaria:

/7T G(asenz + vo(z))dx >0 (3.24)
0

Ya que G debe tener un comportamiento oscilatorio y

s

lim G(asenz + vo(z)) dx = 0,

|| =+ Jo

pensamos que (3.24) ha de ser cierto para algin a € R, con lo que mg =
inf,ep I(u) serd un valor critico de I. No obstante, hasta ahora no hemos sido
capaces de probar esto.

3.3.2 Existencia de solucién via el Teorema de punto de
silla.

Buscamos ahora condiciones suficientes para que un valor ¢ > mg (en realidad,
dado por (1.9)) sea un nivel critico de I. Para ello tenemos:

Teorema 12 : Supongamos que h € L*(Q, R¥) cumple (h1) y g cumple (g1) y
|

(g3) con G, g funciones acotadas. Sea M = sup{|g(z,u)| / (z,u) € Q x R¥}.
Si existe & € RF tal que

1 _
/QG(x,fqﬁ(gc))dx < 5/9(h(x)|vo(x))dx—D2measQ

—2()\21_)\1){|h||2+M\/measQ]2 (3.25)
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entonces (3.4) posee al menos una solucion débil ug € E con

2
IIh||2 + M+v/meas Q}
2(A2 — A1)

I(uo) = - - | Glagota)) da (> mo).
Q
Demostracién: Definimos G; : @ x R¥ — R mediante Gy (z,u) = G(z, u+

£6(x)), para todo z € Q y todo u € R¥. También consideramos los funcionales
I,N: F — R dados por

T(u) = L(u)—/QGl(x,u Z/ |§£‘L( ) dz

1,j=1

7%/(1|u(x)|2dz7/Qc;l(x,u(x))dx—/Q(h(mlu(:r))dx

= —/ Gi(z,u(z)) dx
Q
AsiI=L+N.

Observemos que por ser g acotada, (3.8) y (3.9) tenemos que para todo
u€FE,

I(@) = L(a)+ N(2)

Y

— lIRllzllall2 - /Q[Gl(wa@(w)) — Gi(2,0)] de

2
—/ G1(x,0) dx
Q

Ay — A
> 222 all3 - [l + MVimeas Q] il - /Q G, £6(x)) da

y asi por (3.25),

min (1)
uck

(=l
s
I

zeR

> min{)\Z_/\le— {||h||2+M\/M}x—/ﬂG(x,{qS(x))da:}

[Hh||2+M\/ meas §) "
= il'
200 — A1) / S0l
> by + Dymeas®

> br + Do,

que nos da 1. y 2. del Teorema II. 5.
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Por otra parte, la Proposicién 1 junto con (g3) y la acotacién de G implican
las hipdtesis 1., 2. y 3. del Lema 2.

Por tanto, se cumplen todas las hipétesis del Teorema IL.5 e I posee al menos
un punto critico u € E con

(Il + b vmeas 2]
2(>\2 — )\1) - /Q G($,€¢(x)> dz (> mo).

I(u) > bp > —

Entonces uy = u + ¢ € E es una solucién de (3.4), con I(ug) = I(ug). (En
efecto, —L(u + £@) — A\ (u + €P) = —Lu — Mu — E[Ld — \@] = —Lu— A\ =
9(@,u+&P) + h(z)).

Notas 13 :
L. Puesto que [, (h(z)|vo(z))dz > 0, tenemos la siguiente condicién sufi-
ciente para (3.25):

DymeasQ < —

1 2
20w — ) HhIIHM\/m} —/QG(x,O)dx (3.26)

(Témese € = 0).

2. Pasamos ahora a estudiar con més profundidad el Teorema 12 en los casos
particulares m = 1y k = 1. En el primero de estos casos, {2 es un intervalo
de numeros reales y asi el espacio E se encuentra contenido en C(Q, R¥).
Este hecho nos proporcionard una nueva condicién que puede sustituir
a (3.25) en el teorema anterior. En el caso k = 1, o sea, el caso escalar,
usando teoria de grado topolégico combinada con técnicas de sub- y super-
soluciones, podemos completar los resultados de existencia del Teorema 12
hasta abarcar el caso en que [, h(z)p(z)dz # 0. Comenzaremos por el
caso m = 1.

La siguiente estima “a priori” resultard muy til:

Lema 14 : Supongamos m =1, a;1 = 13, h € L*(Q,R¥) cumpliendo (h1) y g
cumpliendo (g1), con G una funcidn acotada y sea e € R. Siu € E es tal que

I(U)SbL-f—E

entonces

RV )\2||hH2 + \/)\2||hH22 +2X2(A2 — A1) (b, + € + Mimeas Q)
Ao — Aq

@'l <

donde My = sup{G(z,u) / (z,u) € Q x R*}.

3Suponer esto no significa ninguna pérdidad de generalidad.
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Demostracion: De

ézu(‘deI);/SZU(“T)QCZI/QG(LU(I))dz
h(x)i(x) dz
Q

S bL+€7

I(u) = %

deducimos que

1/ |u(m)|2dm—ﬁ/ |u(x)\2dx§bL+€+M1measQ+/ h(z)a(z) dx
2 Jo 2 Ja Q

Por (3.8):
Y22y [ @) 2 de < by, + £ + Mymeas Q + —— |hlls|||
2 A2 Ja =t ' Vg I
y asi
i, < Yl + Vellhllo? + 222 (s — M) (b + € + Mymeas Q)
U 2 = L]

A2 — A1

En adelante denotaremos

p=su{im= /i€ B {0),

Observemos que \/g < p< Jrsi Bu=uy Q = (0,7), mientras que

T1 < p< /T si Bu= (u(T) — u(0),'(T) —u/(0) y @ = (0,T).
Por comodidad, también denotamos

\/E”h”g + \/)\2”]1”22 + 2)\2()\2 - /\1)(bL + (DQ + M1)meas Q)
CcC =
Ay — A\ ’

es decir,

21}z + /4lAllo? + 24(b, + (Dz + My )r)
c =
3

si Q@ = (0,7) y Bu = u; mientras que

T T _
=—1h \/h 2(b T(D M
¢ = 5l + /T 1hlle” + 2(be + T(Dz + M),
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si=(0,7)y Bu= (u(T) —u(0),u'(T) — v(0)); donde
M, = sup{G(z,u) / (z,u) € Q x R*}

(la funcién G se supone acotada).
Finalmente, sea también

(3.27)

c { 1, siQ=(0,m)y Bu=u
YT 0= 0.1)y Bu= ((T)  u(0),/(T) - w'(0)

Proposicién 15 : Supongamos m = 1, a;; = 1, h € L?(,RF) cumplien-
do (h1) y g satisfaciendo (g1) y (g93), con G, g funciones acotadas. Si existen
£ e RF yty € Q tales que

G(t,u) < =Dy YueRF : |Ju—¢ — i€ < pe (3.28)

G20, vo(w0) +&) < —Do (3.29)
entonces (3.4) posee al menos una solucion débil ug € E con

[||h|\2 +M\/mr

) =~ — [ Gleofe) do (> mo).

Demostracion: La tunica diferenciaﬁ con la demostracion del Teorema 12
radica en la forma de probar que para I(u) = I(u+ £¢) = L(u) + N(u + £¢)
tenemos

min (@) > by, + Dameas (3.30)
ack
Ahora, esto se puede deducir en nuestro caso por reduccién al absurdo. Si
fuese (i) < by +Domeas (2, por el Lema 14 (con G(z, u) cambiada por Gy (z, u+
£6(x)), annque My = sup{G(x,u) / (z,u) € 2 x R¥} = sup{G1 (z, ) / (z,u) €
Q x RFY}),
l]loe < pll@||2 < pe.
Asi, de (3.28):

G(z,u(z) + £p(z)) < =Dy Vz €Q

con lo que N (i+£¢) > DomeasQ, y by, < L(@) < br,+Domeas Q— N (u€¢) < by,
lo cual contradice (3.29). Por tanto, queda probado (3.30). El resto de la
demostracion sigue igual.

Notas 16 :
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1. Obsérvese que en el caso £ = 0, la condicién (3.28) queda

G(z,u) < —Dy YueRF : |ul < pe.

2. SiQ=(0,T)y Bu= (u(T) —u(0),u'(T) —u'(0)), es decir, si estamos con
el problema periédico, y ademds g = 0, entonces (3.28) y (3.29) quedan

G(z,u) < —Dy YueRF : Ju—¢ <pec

G(x0,€) < =Dy

Asl vemos que, en este caso, la Proposicién 15 mejora el resultado de [35]
(véase Teorema 1.7 de este trabajo).

Como ya hemos mencionado, también es interesante estudiar con mayor de-
tenimiento el caso escalar, esto es, el caso k = 1. Para ello, tenemos:

Proposicién 17 : Supongamos que a;; son de clase C', h € L*(Q,R) cumple
(h1) y g : @ xR — R satisface (g1) y (g93) con G y g funciones acotadas.
Supongamos ademds (3.25) (para k = 1). Entonces, existen 71 < 0 < 7o tales
que:

1. El problema de contorno

—Lu—Mu = g(z,u)+h(z) +ep(z), z€Q } (3.31)

Bu 0, x € 0N

posee al menos una solucion si y solamente si € € [Ty, Ta).

2. Sie € (11, m2)—{0}, entonces (3.31) posee al menos dos soluciones débiles.

Nota 18 : El resultado anterior estd motivado por otro de Solimini [78] donde,
sin suponer (3.25), se prueba la existencia de 71 < 0 < 79 verificando 1. y 2.
Hemos de observar sin embargo, que en dicho trabajo puede ser obviamente
1=7=0(y asi 2. no tiene sentido en este caso). Piénsese para ello en el
caso g = 0. Por tanto, podemos ver a (3.25) como una condicién suficiente para
obtener 71 < 0 < 7.

Demostracién: Como ha sido observado en la nota anterior, a raiz de los
resultados de [78], se sabe que existen 71 < 0 < 75 verificando 1. y 2. Por tanto,
bastard probar que 71 < 0 < 75. Para ello, consideramos Gi,¢1 : @ x R — R
dadas por Gi(z,u) = G(z,u + £o(x)), g1(x,u) = g(z,u + £p(z)), para todo
r € Qyu € R, (donde ¢ estd dado por (3.25)) y sean I.,N. : E — R los
funcionales definidos por:
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;i_/ 8307( )gxl /|u ) da
—/QGl(x,u(x))dx—/Qh(x)u(x) dx—€/ﬂu($)¢($)dxa

) /Q G (o, u(a)) di — ¢ /Q u(2)(x) do

Por tanto, I. = L + N. y el mismo razonamiento de la demostracién del
Teorema 12 prueba que existe v > 0 tal que si || < 7 entonces

min I (@) > Domeas 2 + L(vg)
acE
Comprobemos ahora que I, verifica (PS) para todo € # 0. En efecto, sea
{un} una sucesién en E verificando que {I.(u,)} estd acotada e {I.(u,)} con-
verge a cero. Entonces, usando que G es una funcién acotada, existird k; > 0
tal que

/gl(%un(x))dx—i—/ h(zx)v(x) dx—i—s/v(a:)gb(x)dx <k
Q Q Q
para todo v € E con |jv|| = 1. Asi de limy,_ ;o0 I’ (1) = 0, deducimos que

existird ko tal que

3un ov
Z/ )axl( )da?—h/gun(a:)v(ac)dx < ko

1,7=1

para todo v € E con |jv|]| = 1. Tomando v = Tanl H para estos u, con i, # 0,
Up,

obtenemos

Z/ ‘9“" )ZZ’;( )d:c—)\l/gﬂn(x)2d$ <k

de donde, usando (3.8), obtenemos que {%,} es una sucesién acotada. Puesto
que {I.(u,)} estd acotada y G es una funcién acotada, deducimos que

Iunll

(e /Q &) () dir}

estd acotada (con € # 0), o sea, {l,} es una sucesién acotada.
Por tanto, {u,} es una sucesién acotada y un razonamiento anélogo al de la
Nota II1.3, 1, prueba que existe una subsucesién convergente {uy,, } de {u,}.
En consecuencia, I. cumple todas las hipétesis del Teorema 1.5si 0 < |g] < 7,
y por tanto, posee al menos un nivel critico que nos da la existencia de una
solucién de (3.31) para 0 < |e| <+, con lo cual 74 < 0 < 7o.
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3.4 Resultados de multiplicidad de soluciones.

En la seccién anterior hemos encontrado condiciones suficientes para la exis-
tencia de niveles criticos (de naturaleza diferente) del funcional I. Ello nos
va a permitir obtener, en ciertos casos, la existencia de al menos dos niveles
criticos de I, y por tanto, la existencia de al menos dos soluciones de (3.4). Mas
concretamente:

Teorema 1 : Supongamos que h € L?>(Q,R¥) werifica (hy) y g cumple (g1)
y (g3), con G, g funciones acotadas. Si ademds se cumplen (3.18) y (3.25)
entonces el problema de contorno (3.4) posee al menos dos soluciones débiles
correspondientes a niveles criticos distintos del funcional I.

Demostracion: Puesto que se satisfacen las hipotesis de los Teoremas 1 y
12, I posee dos niveles criticos: uno es mg y otro ¢ > my.

Notas 2 :

L. Las hipétesis del teorema anterior se cumplen si g satisface (g1), (92), (93),
(3.18) v (3.25) con Dy = Dy = 0.

2. Enel caso m = 1y a;; = 1, la condicién (3.25) puede sustituirse por
(3.28) y (3.29).

3. A continuacién describimos algunos ejemplos donde se verifica el Teore-
ma 1:

Ejemplo 3 : Sea g : R — R una funcion continua y Ty-peridodica con valor
medio cero y sea G : R — R la funcién dada por (3.11). Supongamos que
h € L?((0,7),R) verifica [ h(z)senzdx = 0. Si existe a € R tal que

/7T G(asenz + vo(x))dz >0 (3.32)
0

2

G(O)r < —é [(/Oﬂ |h(2)|2 dar) /% + M /7

donde M = sup{|g(u)| / u € R}, entonces (3.14) posee al menos dos soluciones
débiles distintas.

(Obsérvese que el Lema 8 prueba que (3.32) se cumple si h = 0).

Ejemplo 4 : Sea g : QxR — R cumpliendo (91) y para la que existen
di,dy € R tales que

lim G(z,u) =d;  uniformemente en x € Q
u——+o00



60 PROBLEMAS DE CONTORNO NO LINEALES ...

lim G(z,u) =dy uniformemente en x € Q

U——00

lim g(x,u) =0 wuniformemente en x € .
[u]—+o00
Si se verifica
1

2(A2 — A1)
donde M = sup{|g(z,u)| / (z,u) € Q x R}, entonces el problema

—Au—XMu = g(z,u), z€
u = 0, x € 0N

0< / G(z,0)dr < — M?meas Q + min{d;, ds }meas Q,
Q

posee al menos dos soluciones débiles.

Ejemplo 5 : Sea g : [0,T] x R¥ — R* cumpliendo (g1), (3.15) y (3.16). Si
existen &1,& € R* tales que

T
/ G(z,&)dx >0
0

T3 M?
82
donde M = sup{|g(z,u)| / (z,u) € Q x R¥}, entonces el problema de contorno

—u" =g(x,u), z€(0,T) }
u(0) = w(T), v (0) = u/(T)

T
/ G($7£2) dzx < -
0

posee al menos dos soluciones.

Nuestro siguiente teorema se reﬁere también a la existencia de dos soluciones
de (3.4) correspondientes a niveles criticos distintos de I. En este caso I seguira
alcanzando su infimo pero el otro nivel critico no se va a encontrar usando el
Teorema 1.5, sino el Teorema 1.3. Para ello, denotemos

B VA + 1||h||2 + \/()\2 + 1)H|h||22 + 2)\2()\2 — )\1)(()[, + 1 + Mimeas Q)]
- Ao — Aq

(M, = sup{G(z,u) / (z,u) € A x R¥}) y,sim =1 sea

J = sup{”f‘gf JieE—{0}).

(Obsérvese que p’ < p). Consideraremos también c; = 1 — ¢1, con ¢; dado por
(3.27).
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Teorema 6 : Supongamos m =1, a;1 =1, h € L?(Q, RF) werificando (k1) y
g:Q x RF — RF satisfaciendo (g1), (g92), (93), con G una funcion acotada y
(94) Existen Ry,m1 > 0 tales que Ry — p'c* > cary + cop’c* y

G(z,u) <0 VYereQ YuecRF : cyry < |u|l <Ry

Finalmente, supongamos que se cumple (3.18) (con D1 = 0) para un ug € E
con | [ uo(x)p(x) dx| < r1\|¢||22, Entonces (3.4) posee al menos dos soluciones
débiles.

u(x)p(x) de
Demostracion: Para v € E, denotemos «, = W
2
ay¢ + ). Por (3.18), existe z € E tal que I(z) = inf,ecg I(u) = myg, y, por
tanto, z es una solucién débil de (3.4).
Consideremos ahora ¢ > 0, 7 > 0y 7* > 0 tales que

(asi u =

o |y, | <1yt # oy
o cory < cp(r* —e—pl(cF+n) <r*<r*4e+p(c"+n) <Ry
Pueden ocurrir dos casos:

1
a) Existe una sucesion {u,} en E tal que I(u,) < br + — y |, | = 7,
n

para todo n € N.
En este caso por el Lema 14:

Va2 + \/)\2||h||22 +2X2(A2 — A1) (br + 1 + Mymeas Q)
Ay — A1

']l <

y asi, por (3.8)
ol <,

conloqueu, € X ={uecE /|u] <c"+n, " —e <|ay| <r*+e}, para todo
n € N.
Para u € X, tenemos

crr < et —e— (1) < eflawd(@)] - lldll] < fulx)]
< lifloo + ol [8lle <77+ +p'(c" +n) < By

para todo x € ).

Por (g4), G(z,u(z)) < 0 para cualesquiera = € Q y u € X, y asi I(u) > by,
para todo u € X. Luego by, = inf,cx I(u). Por el principio variacional de
Ekeland [46, Corolario 11], deducimos que existe una sucesién {v,} en X tal
que, para todo n € N,

1

1
—wy|l < 3.33
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I(w) — I(v,, 1
Hw) = I(vn) >—— VYwe X conw # vy, (3.34)
[[w = vl n
Por (3.33) y ya que v, —w,|? = ||(a, —ozwﬁ)(bH2 + ||©y, — p ||, obtenemos

que {aw,, — o, } — 0y {||Up —Wn||} — 0. Asi, como ||G,|| < ¢y |, | = 7%,
para todo n € N, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que

Up eX= {ueE/|a]| < +n, r* —e <o <r*+¢e},

1
por lo que (3.34) implica que ||[I'(v,)| < e Vn € N.

En resumen, {v,} es una sucesién acotada en E con lim,_, o [(v,) = bf
y limy, 400 I'(v,) = 0. Por argumentos similares a los de la demostracién del
Lema 2 y la Nota 3, 1, deducimos que existe una subsucesién {v,, } de {v,} que
converge a un punto critico v € E de I. Como entonces limy, 4o Qu,, = Qy,
tendremos que |ay,| = r* # |a.|, de donde, v # z. Por tanto, la demostracién
estaria acabada en este caso.

b) Existe ¢* > 0 tal que I(u) > by, + €* para todo u € E con |a,| = r*.

En este caso, el Teorema I. 3 de Paso de Montana permite encontrar un
punto critico de I distinto de z. En efecto, (go) implica la existencia de @, € E
tal que I(vg + 11) < br, + &* con |ag, | > r*. También tenemos I(ug) < by, con
|, | < *. Ya que cualquier “camino” uniendo @; 4+ vg y ug corta la superficie
|| = r* donde I toma valores mayores que by, + *, deducimos por tanto que
sil'hy ={g:[0,1] — E / g es continua, g(0) = ug y g(1) = @1 + vo}, entonces

c= inf max I(g(t)) > by, +&*(> myg).
nf max (9(t)) > br 4" (> mo)

Usando ahora (g3), la Proposicién 1y el Lema 2, I cumple (PS).. Por tanto,
por el Teorema 1.3, ¢ es un valor critico de I mayor que mg y asi tenemos otra
solucion débil v € F distinta de z. .

Veamos ahora unos ejemplos que clarifican las aplicaciones del teorema an-
terior:

Ejemplo 7 :

Supongamos m = 1, a;; = 1, Q = (0,7), Bu = u. En este caso, \y = 4,
A =1,

 VBlhlla + \/4llIRll5° + 6(bz + 1 + Mymeas )]
cC =
3 b

pr<p<Vm

Tenemos el siguiente:
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Corolario 8 : Supongamos que m = 1, a;1 = 1, Q = (0,7), Bu = u. Sea
g : R — R una funcion Ty-periédica, continua y con valor medio cero. Supon-
gamos ademds que la funcion G dada por (3.11) verifica G(0) =0 y

G(u) <0 YueR : |[ul <R (R >0) (3.35)
Si Ry > 2/(1 + Mym)m, con My = sup{|G(u)| / u € R}, entonces el pro-

blema de contorno

—u" —u=gu), =€ (0,mr) }
u(0) =u(r) =0

posee al menos dos soluciones (correspondientes a niveles criticos distintos).

Demostracién: En este caso, G(0) = 0 implica (3.18) para uy = 0.
También, como h =0,

30(1 + Mym)w
3

y asi (3.35) implica (g4). Una aplicacién del teorema anterior termina la demos-
tracién.

/ _x

pler < 1+ Mym)m

Ejemplo 9 :

Supongamos ahora m =1, a;1 = 1, @ = (0,7), Bu = (w(T) — u(0),u'(T) —
4’(0)). Entonces A\; =0, Ay = 4TL22 y asi

47r JrT
Il + Il + 2o+ 14 M)

pPr<p<

T
2
Tenemos ahora:

Corolario 10 : Supongamos m =1, a;; = 1, Q@ = (0,T), Bu = ( (T) —
u(0), ' (T) —u'(0)). Sean h € L?((0,T),R*) una funcion tal que fo x)dr =
0, parai=1,2,...,k, yg:(0,T) x R* — RF una funcion satzsfaczendo (q1),
(92), (g3), (3.18), con G una funcion acotada, y supongamos que existe r > 0
tal que

G(z,u) <0 VYrel0,T], VueR* : |ul>r (3.36)
Entonces el problema de contorno

—u" = g(z,u) + h(z), z¢€(0,7) }
u(0) = u(T), u'(0) =u'(T)

posee al menos dos soluciones débiles (correspondientes a niveles criticos dis-
tintos).
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Demostracién: Sea uy € E tal que cumple (3.18). Por (3.36), existen
Ri,r1 > r tales que

Ry >ri +2pc*

G(z,u) <0 Voe(0,T), VueRF : 7| <|u| <Ry

Ry >/Qu0($c)¢(x)da?.

Nota 11 : El corolario anterior mejora el Teorema 5.3 de [7] ya que los autores
de este trabajo precisan la hipétesis

G(z,u) <0 Vze (0,T), VueRF : r < |ul
en lugar de (3.36).

3.5 Existencia de soluciones no triviales.

En muchas ocasiones se conocen algunas soluciones triviales de (3.4). En tales
situaciones, los resultados anteriores resultan incompletos. Por tal motivo de-
sarrollamos a continuacién una serie de resultados que prueban la existencia
de solucién no trivial. En éstos, supondremos que 0 es una solucién (trivial)
de (3.4) y daremos condiciones suficientes para la existencia de otra solucién.
Comenzamos con la siguiente proposicién:

Proposicién 1 : Supongamos que g :  x RF — R¥ cumple (g1) v (g3) con G
y g funciones acotadas. Sea M = sup{|g(z,u)| / (z,u) € QxR*}. Sig(z,0) =0
para todo x € Q y existe £ € R* tal que

1

2 .
mM measQ—i—/ﬂG(:r,f(i)(x)) dx<m1n{0,/QG(x,0) dz}  (3.37)

entonces el problema de contorno

—Lu—Mu = glz,u), z€Q } (3.38)

Bu = 0, x € 00

posee al menos una solucion débil distinta de la solucion cero.

Demostracién: Por (3.37), se cumple la condicién (3.25) (para Dy = 0,
h = vg = 0). Asi por el Teorema 12, el problema (3.38) posee una solucién
débil ug € E con I(up) = ¢ > —mMgmeasQ — o Gz, &p(x)) da >

2 — A1

max{0,I(0)}. Por lo tanto, ug # 0. .

En los siguientes resultados explotaremos el hecho de que, cuandom =1, F
est4 incluido compactamente en C(2, R¥). La proposicién que sigue est4 basada
en el Teorema 2 de [83]:
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Proposicién 2 : Sean m =1, g : Q x R¥ — R* wna funcion de clase C*
satisfaciendo (g1), (g2) v (g3) con G una funcidn acotada. Si g(x,0) = 0 y
Vug9(x,0) = aJ, para cualesquiera x € ), con a < 0 e J la aplicacion identidad,
entonces:

1. Si [, G(x,0)dz < 0 entonces el problema de contorno (3.38) posee al
menos una solucion débil distinta de la solucion cero.

2. i [, G(x,0)dx <0y se cumple (3.18) con alguna de estas desigualdades
estricta, entonces (3.38) posee al menos dos soluciones débiles distintas de
la solucion cero.

Demostracién: 1. Puesto que g(z,0) =0y V,g(z,0) = aJ (a < 0) para
todo z € 2, tendremos que existe r > 0 tal que

G(z,0) > G(z,u) Yu € Bgri(0,r), Yz € Q.

Usando la inclusién de E en C(Q,R¥) y que by, = 0 (pués h = 0), deducimos
que existen p > 0y d > 0 tales que

I(u) = L(@) + N(u) > 7/

G(z,u(x))de > > f/ G(z,0)dx = I(0)
Q

Q
para todo u € E con |lu| = p.

Por (gs), existe 4 € E con ||| > p tal que (@) < 6.

También, por la Proposicién 1 y el Lema 2, I verifica (PS)., para ¢ # 0.
Luego, por el Teorema 3, (3.38) posee al menos una solucién débil u; € E con
I(uy) > I(0). Asiug #0.

2. En este caso, I alcanza su infimo en algin uy € E puesto que se cumple
(3.18). Ademds, ya que o bién [, G(x,0)dx < 0, o bién (3.18) es una desigual-
dad estricta, obtenemos que I(0) > I(ug). Asi uy es una solucién distinta de la
cero. La otra solucién u; se obtiene como en el primer apartado. -

Por ultimo, la proposicién siguiente esté relacionada con la Proposicién 1.9
de [35] y se refiere al problema (3.12).

Proposicién 3 : Sean m =1, a1y = 1, Bu = (w(T) — u(0), v (T) — u'(0)) y
Q = (0,T). Supongamos que g : Q x R¥ — R¥ werifica (g1) con la funcidn

G : Q x RF — R acotada y para la que existen 3 € R, 1 € (0,T) y un
subconjunto © C RF abierto, convexo y difeomorfo a una bola abierta, tales que

G(z,u) <p V(z,u) € (0,T)x©
G(z,u) =3 YueRF-©, Vzc(0,T)

G(l‘l, O) < ﬂ

Entonces el problema de contorno
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" = g(x,u), x€(07T)} (3.39)

uw(0) = w(T), v (0) =u'(T)

posee al menos una solucion débil uy € E tal que uy(z) € O para cualquier
xz € (0,T).

Nota 4 : Obsérvese que en este caso 0 € O y todos los puntos £ de © son
soluciones de (3.39) con I(¢) = —pT, V¢ € ©.

Demostracién: Por la Proposicién 15, existe u; € E tal que I'(u;) = 0
e I(uy) > —0T (véase (3.30)). Asi u; es una solucién débil de (3.39) con
I(uy) > —BT. Un razonamiento estandar (véase [35]) nos lleva a que ui(z) € ©
para todo x € (0, 7).

3.6 Otras condiciones de resonancia del tipo de
Ahmad-Lazer-Paul.

En las secciones anteriores hemos estudiado la existencia y multiplicidad de
soluciones del problema de contorno

—Lu—XMu = g(x,u)+h(z), x€f }

Bu = 0, z €00 (3.40)

donde £u = Zzljzl %(aij (m)%) representa un operador diferencial de se-
7 [

gundo orden uniformemente eli’ptico7 g : QxR* — R* es una funcién continua
y acotada verificando (g1), h € L?(2,R¥) y Bu representa una condicién de
contorno, bién de tipo periédico, bién de tipo Dirichlet. Bésicamente dicho es-
tudio ha sido llevado a cabo para el caso en que (3.40) estd en resonancia en el
primer valor propio con una resonancia del tipo (Rz) o (R3). Nos proponemos
ahora estudiar el problema de contorno (3.40) para otros tipos de resonancia
como puede ser (R;1). Para ello usaremos el Teorema I. 5, el cual nos propor-
cionard la existencia de al menos una solucién débil. En realidad, las técnicas
desarrolladas en las secciones previas para acotar bz = ming 5 I(@) (siendo I
el funcional asociado a (3.40) y dado por (3.5)) nos van a permitir considerar la
hipétesis siguiente:

(95) Timig) 1o | foy Gl €6() da + [ (h()[€) () da| = +o0,
que es mds general que (Ry).

Seguiremos adoptando la notacién de las secciones anteriores, esto es, ' =
E @& F representard la misma descomposicién anterior, mientras que I = L+ N
con L y N dados por (3.6) y (3.7), respectivamente. El resultado que sigue
prueba que el funcional I satisface la condicién de Palais-Smale (PS) cuando
se verifica la condicién anterior:

Lema 1 : Supongamos que h € L*(Q,RF) y que g : @ x RF — R* es una
funcion continua y acotada satisfaciendo (91) y (gs5). Entonces el funcional I
dado por (3.5) cumple la condicion (PS).
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Demostracién: En virtud del Lema 1.7 bastard comprobar que [ verifica
1. y 2. de dicho lema. La Proposicién 1 junto con un razonamiento idéntico
al de la demostracion del Lema 2 muestran que I cumple 2. Con respecto a la
prueba de 1., observemos que equivale a probar que toda sucesién {u,} en E
verificando que {I(uy)} estd acotada y lim,, oo I'(u,) = 0 en E*, estd acotada
en E. Para demostrar esto, sea {u,} una sucesién en E con {I(u,)} acotada y
limy,— oo I'(un) = 0 en E*. Por ser {I'(u,)} convergente a 0, deducimos que
para los u, con @, # vg, tenemos

lim (= I (uy)) =0,
n— oo ||un — UOH ( 'fb))
es decir,
10 =00, L 00) = fo (g () () — () o] _
n—-+oo ||un _ 'UOH

de donde, por la Proposicién 1, 3. y estar acotada la funcién g, deducimos que
si M = sup{|g(z,u)| / € Q, u € R¥}, entonces la sucesién

{al|ty, — vo|| — M (meas 9)1/2}

est4 acotada (con o > 0), y asi {@i, } es una sucesién acotada en .

De otra parte, ya que {L(uy,)} estd acotada (pués {||@y,||} lo estd) tendremos
que {N(u,)} = {I(un) — L(4,)} es una sucesién acotada. Puesto que g estd
acotada, el teorema del valor medio implica

IN(@n)| = / G, 1 () e + / (h(@)]iin () d
< M/Q|ﬂn(x)|dx+ /QG(x,un(:r))da:—&—/Q(h(:r)\un(x))dx
<yt N ()]
< ko

y asi, por (g5) v el Lema 2, la sucesién {a, } ha de estar acotada.
Por tanto, {u,} = {4, + 4, } estd acotada y hemos probado 1. del Lema 7.

Teorema 2 : Supongamos que h € L?(,R*) y que g : Q x RF — R* es una
funcidn continua y acotada satisfaciendo (g1) y (gs). Si existe R > 0 tal que

inf { f, G(vo(x) + £g(x)) dz + [, (h(2)|€)¢ () d / €] = R}

(1712 +Mm]2 (3.41)

2(}\2_)\1) +IQ G((E 2fQ |UO )dl‘

donde M = sup{|g(x,u)| / x € Q, u € R¥}, entonces el problema de contorno
(3.40) posee al menos una solucidn débil.
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Demostracién: Sea I : E — R el funcional dado por (3.5) y asociado al
problema de contorno (3.40). Entonces, por la Proposicién 1 y el teorema del
valor medio:

@) = L(@)+ N(@)

A=Al 2 3 e ~

5 llall2” = lIrllsllall, = | Gz, ale
Q

QwWW%—MAWMM—LG@mm

- 2
|:||hH2 —|—M\/meas§2}
by =minI(a) > — - / G(z,0)dz (3.42)
acE 2(A2 — A1) Q

Sea ahora I; : E — R el funcional dado por I1(u) = I(u + vp). Entonces,
por (3.41) y (3.42),

Y

v

de donde

Hh||2+M\/ meas )
inli(ad) =b~ > G( 0
gélg (@) E= 2(A2 — A1) / (@
> sup [1(£9)
[€|=R

y, por tanto, se cumple (I4) e (I5) del Teorema 5 para el funcional I;.

Por el Lema 1, I; también cumple (PS). Se satisfacen asi todas las hipétesis
del Teorema 5, y éste nos garantiza la existencia de al menos un punto critico
de I, es decir, de una solucién débil de (3.40).

Notas 3 :

1. Condiciones suficientes (pero no necesarias) para (gs) son las siguientes:
(A*) litnig o [y G(E0()) da + [ ((x) )6(2) dr = 00

Estas condiciones fueron introducidas por Ahmad, Lazer y Paul [2] para
el estudio de problemas de contorno elipticos no-lineales (véase también
[59] y [60, Teorema 4.7]).

Observemos que (A1) es también suficiente para (3.41).

2. Cuando se cumple (A_), el funcional I estd acotado inferiormente y, por
tanto, alcanza su infimo (Teorema I. 1). En consecuencia, si se verifica
(A_) y (3.41), tenemos probada la existencia de dos soluciones débiles de
(3.40).

3. Supongamos k =1, g(z,u) = g(u) y que existen lim,_, 4 g(u) = g(+00),
lim,— o g(u) = g(—00). Entonces, una condicién suficiente para (gs)
seria:
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b
11l

En efecto, (3.43) implica la existencia de £ > 0y ¢ > 0 tales que

| hwyota) da # g(c) (3.43)

/ de—/ h(z)p(z)dz| >0 >0
Q € Q
para |€] > &. Asi
Jm | e ¢ [ neotan
_ GEo(z) , _
= \g\linioo €] /Q ¢ dx /Qh(x)qb(x) dx| = 400
que es (gs).
Nétese también que el caso g(£oo) = ﬁ/ h(x)¢(x) dx ha sido estu-
1 Ja

diado en las secciones anteriores, pués, sin pérdidad de generalidad (cam-
biando h y g), puede suponerse que g(4o00) = 0.

4. El ejemplo siguiente muestra que (gs) es una condicién mds débil que

(AT):

Ejemplo 4 :

Consideremos el problema de contorno

—u" —u=g(u)+tsenz, € (0,m)
w(0) = u(r) = 0, (3.44)
donde t € Ry g : R — R estd definida por
—4p3 siu< —r
(u) = 4u? siful <r
g\ = dr3(r —u) +4r3 sir<u<r+2
—43 sir+2<u
donde r > 0 satisface
64
rt > 57"6 (3.45)

Entonces, si |t| es suficientemente pequeno, (3.44) posee al menos una solu-
cion.
En efecto, en este caso
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rd —4r3(u+7) siu<-—r
ut si|ul <7

Glu) = =2r3(r —u)? —4r3(r —u)+r* sir<u<r+42
rt —dr3(u—r—2) sir+2<u

y vgp = 0. La condicién (3.41) se traduce en
" T L, s 2
G(¢senz) dx +§t§ > 6(47’ V)
0
cuando |¢| = R. Tomando R = r, nos queda

T 3 8
r4/ sen‘zx dm&tg = Srig +§tg > —rx
0

8 3
cuando |¢] =7, lo cual es cierto, por (3.45), si |¢| es suficientemente pequeio.
Puesto que g(+00) = g(—o0) = —4r3, la nota anterior prueba que se verifica

(g5). Por tanto, se cumplen todas las hipdtesis del Teorema 2 y (3.44) posee al
menos una solucién.

(Observemos que este problema (3.44) no puede ser estudiado por Ahmad,
Lazer y Paul [2], ya que no se cumple (A™)).
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4.1 Diferentes conceptos de solucion y el méto-
do dual de Ambrosetti y Badiale.

En el capitulo anterior hemos estudiado el problema de contorno

(4.1)

—Lu—Mu = g(z,u)+h(z), xe€Q
Bu = 0, x € 0N

cuando g : Q x R*¥ — R” es una funcién continua y acotada. Nos disponemos
a continuacién a estudiar dicho problema cuando g sigue siendo una funcién
acotada pero no necesariamente continua. Tal tipo de problemas surge en nu-
merosos modelos matematicos asociados a ciertos fenémenos fisicos, quimicos y
biolégicos (véase [5, 6, 10, 11, 21, 27, 28, 29, 32, 38, 39, 40, 47, 53, 57, 72, 75,
79, 80, 81, 82]).

Por simplicidad, supondremos que Bu = u, k = 1, £ = A, h € L?*(Q) y
g(z,u) = g(u) es independiente de la variable . También se supone que la
discontinuidad de g es de salto, pués supondremos que, en todo el capftulo, la
hipdtesis siguiente:

(g96) Existe a € R tal que g es continua en R — {a} y existen

gla—) = lim g(u) y g(a+) = lim g(u).
u—a u—a

Denotaremos por J al intervalo cerrado de extremos g(a—) y g(a+).

Una de las primeras cuestiones que surge en el estudio de tal tipo de prob-
lemas de contorno con no-linealidad g discontinua consiste en decidir que se
entiende por solucién de dicho problema. Estudiaremos dos tipos diferentes
de solucién. En el primero de ellos, diremos que v € H}(Q) N H2(Q) (donde
HY(Q), H?(Q) denotan los espacios de Sobolev usuales [1]) es una solucidn “en
el sentido multivaluado” del problema de contorno

—Au—M\u = w)+ h(z), ze€Q
P A (42)
si se verifica
—Au(z) — Au(z) — h(z) € §g(u(z)), a.e xe€Q (4.3)

donde ¢ es la funcién multivaluada dada por

a(u) = { g(u), siuza

J, siu=ua

De otra parte, diremos que u € Hg(Q)NH?2(Q) es una solucién “en el sentido
casi por doquier” del problema de contorno (4.2) si verifica

—Au(x) — Mu(z) = g(u(x)) + h(z), ae. z€Q
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Evidentemente toda solucion de este tipo es una solucién en el sentido mul-
tivaluado. El reciproco no ha de ser cierto como muestran los resultados de
[17, 72, 79, 81]. Sin embargo, tenemos el siguiente resultado, esencialmente
debido a Stuart y Toland [81, Lema 2.2] (véase también [5]).

Lema 1 : Supongamos que g : R — R wverifica (g). Si h € L?() verifica

meas{r € Q / —h(x) —Ma€J} =0 (4.4)

entonces toda solucion v € HE(Q) N H?(Q) en el sentido multivaluado de (4.2)
verifica

meas{z € Q / u(x) =a} =0

y asi es solucion en el sentido casi por doquier de (4.2).

Demostracién: En efecto, si u € H(Q) N H2() es una solucién en el
sentido multivaluado de (4.2) y denotamos ', = {x € Q / u(x) = a}, entonces
por un teorema de Morrey-Stampacchia [61, Teorema 3.2.2, pag. 69]

Au(z) =0 a.e. z €T,

por lo que (4.3) queda:
—h(z)—MaeJ ae xz €T,

y asi, (4.4) implica measT’, = 0. .

Entre las principales dificultades que conlleva el estudio de la existencia de
soluciones, bién en el sentido multivaluado, bién en el sentido casi por doquier,
de (4.2) estd el hecho de que el funcional I : H}(Q2) — R dado por

-1 /Q V()| e~ 5 /Q () P — /Q Gl u(w))de — /Q h(z)u(x)da

con G(u fo s)ds, puede no ser derivable en el sentido de Fréchet. Esto

impide aphcar la teorla usual de puntos criticos al funcional I en orden a obtener
soluciones de (4.2). Por esta razén y motivado por los trabajos de Stuart y
Toland [81, 82] (quienes aplican sus métodos a problemas no-resonantes), Chang
[40] desarrollé una teoria de puntos criticos para funcionales localmente Lips-
chitz (obsérvese que I es un funcional de este tipo). Los puntos criticos, en
un sentido generalizado; de I seran las soluciones en el sentido multivaluado
del problema (4.2). Dicha teoria precisa la introduccién de algunos conceptos
complicados tales como el de subgradiente generalizado, y para poder aplicarla
necesita una nueva version del Teorema de deformacién 1 que a su vez nos
proporciona teoremas de puntos criticos analogos a los descritos en el Capftulo
L.

Por otra parte, Ambrosetti y Badiale [5] han desarrollado recientemente una
nueva técnica que permite usar la teoria cldsica de puntos criticos. Ellos usan
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el principio variacional dual de Clarke [31] para obtener un funcional dual ®
en L?(Q) que es de clase C' y cuyos puntos criticos (en el sentido clasico) son
soluciones en el sentido multivaluado del problema (4.2). M&s concretamente,
la construccion de @ es como sigue:

Supongamos que g verifica (g¢) vy

(g7) Existe m > 0 tal que la funcién go : R — R definida por go(u) =
mu + g(u) es estrictamente creciente’.

Es claro que, entonces, g; : R — R definida como ¢1(u) = mu+ Aju+ g(u)
es también estrictamente creciente, por lo que posee una inversa generalizada
p1 : R — R definidad por

fa it € [g1(a—), g (a+)]
pi(t) = { u, con gi(u) =t, sit ¢ [g1(a—), 0n(at)]

o lo que es igual,

(4.5)

pi(t) =u <=t € g (u),

donde g1 (u) = (A1 + m)u + g(u), para todo u € R.
Puesto que p; es continua, la funcién P; : R — R dada por Pi(t) =
fg p1(s)ds es de clase C'. Ademds, existen ky, ks € R tales que

pL(t)] < k1 +kaft], VEER (4.6)

Sean E = L%*(Q) y A: E — E el operador lineal, compacto y autoadjunto
definido por

Alw) =u <= (A +m)u=w,

con u € HH(Q) N H2(Q).
Definimos ® : £ — R mediante

bw) =~ | Aw)e)u(a)do— |

mmmmmm+/ammmx@n
Q Q

Observemos que por ser p; continua y (4.6) [8], ® es un funcional de clase
Cl'ysiwe E, ®(w): E — R viene dado por

(0, @ (w)) = — MM@M@M—/AW@M@M+/mm@m®Mr
Q Q Q
para todov € E

El resultado que sigue muestra la relacién que existe entre los puntos criticos
de @ y las soluciones de (4.2):

LObsérvese que (g7) implica la existencia de g(a—) y g(a+) con g(a—) < g(a) < g(a+).
De otra parte, si g fuese derivable en R — {a} con derivada acotada inferiormente y g(a—) <
g(a) < g(a+), entonces se cumpliria (g7)
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Teorema 2 (Ambrosettiy Badiale [5]) : Supongamos que g verifica (g¢) y (g97),
he L*() y sea ® : E — R el funcional de clase C dado por (4.7). Se tiene:

1. Si ®'(w) =0 entonces u = A(w + h) es una solucidn en el sentido multi-
valuado de (4.2).

2. Siw € E es un minimo local de ® entonces, para u = A(w+h) se cumple

meas{r € Q / u(x) =a} =0 (4.8)

y u es una solucion en el sentido casi por doquier de (4.2). .
Notas 3 :

1. El apartado 2. del teorema anterior es analogo a un resultado de Stuart
y Toland [82, Teorema 2.6]. Observemos también que este apartado nos
proporciona una condicién suficiente para que una solucién en el sentido
multivaluado de (4.2) lo sea en el sentido casi por doquier. Esta condicién
suficiente, a saber, provenir la solucién de un minimo local de D, es de
una naturaleza totalmente distinta a la vista en el Lema 1.

2. Observemos que con el método dual de Ambrosetti y Badiale hemos con-
seguido un funcional ® de clase C' en E = L?(f2), al que es aplicable por
tanto la teoria clésica de puntos criticos. También hemos de resaltar que
el hecho de que @ esté definido en L?(2) (en contraste con los funcionales
considerados en el Capitulo IT1, definidos en E = Hj(Q,R¥)) dificulta
(en general) la comprobacién de condiciones de compacidad tipo Palais-
Smale. (Pensemos, por ejemplo, que la convergencia débil en L?(f2) es
poco restrictiva en comparacioén con la de los espacios de Sobolev).

4.2 Existencia de solucion en el sentido multi-
valuado para el caso de resonancia fuerte en
infinito.

En esta seccién probaremos la existencia de al menos una solucién débil en
el sentido multivaluado de (4.2) cuando h € L2(Q) verifica (h1), (esto es,
fQ h(z)p(z)dx = 0), y g : R — R, ademds de cumplir (gs) y (g7), verifica
(Rz2), esto es:

lim u) =20 4.9
i g(u) (4.9)
y
| ‘lim G(u)=0 (4.10)
u|—-+o0

Para ello utilizaremos fundamentalmente el Teorema II.7 (en realidad, una
ligera variante del mismo). Necesitamos por tanto descomponer el espacio FE
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en E = E® E con E un subespacio no trivial y de dimensién finita. To-
maremos (como ya es normal) £ como el subespacio de E generado por la
primera funcién propia ¢ y E serd el complemento ortogonal suyo. Asi, para
;2/ w(z)p(z)dr € Ey o =
’ , l6l® Jo ,

w— w € E. También, por analogia con la descomposicién del capitulo anterior
y observando que el conjunto de valores propios del operador A (definido en la

todo w € E tendremos w = w + W con w =

seccién anterior) es { / j € N}, parece natural (y resultard fundamental)

m + )\j
definir P,p : R — R mediante
() =pi(t) ~ —
p =P1 m+/\1 )

para todo t € R, y considerar los funcionales L, N : E — R de clase C' dados
por

w) = =5 [ Aw@uEdr+ g |

-/ A(h)(z)w(zx) dz (4.11)

|w(x)|? dz

N(w):/QP(w(:c)) dx (4.12)

Entonces ®(w) = L(w) + N(w), para todo w € E.
Las propiedades asintéticas de N y N’ dependen de las que posean Py p.
Estas tltimas se reflejan en los siguientes lemas:

Lema 1 : Sig: R — R cumple (gs), (g97) v (4.9), entonces

lim p(t) =0.

|t —-+oo

Demostracion: Por (4.5) y la definicién de p, tenemos que

t .
o(t) = a— W, sit € [g1(a—),g1(a+)]
- nfl+ N con o) =t sit g lgi(a=) gi(at)]

y se comprueba facilmente que

o(s4) _ oy o 9()

_m+)\1 =P

Vi € R (4.13)
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con

. { a, sit € [g1(a—), g1(a+)]
g t)(=pi(t), sitd[gi(a—), g1(at)]

Puesto que lim_ 4 [s| = 400, (4.2) implica que

lim t) =0.
lt‘%wp( )

Lema 2 : Sig:R — R cumple (gs), (97), (4.9) y (4.10), entonces

|t]—+o0

p1(0) A -
lim P(t) = / g(s)ds + m—|2— ;0 =d
0

donde p1(0) = p(0) = x¢ es el valor tal que 0 € §(xo), o sea, el punto donde la
“grafica” de g corta el eje de abcisas.

Demostracién: Se basa en la siguiente igualdad (para una demostracién
véase [12, Teorema 2.6]):

p1(t)

donde Gi(u) = [y g1(s)ds, Vu € R.
Por (4.14):

P() = /Op(s)ds

= )~ gt — Gl + Galpa(0)

2 m L p1(0)
= tpl(t) - Q(mt—|— /\1) — —’2_)\ pl(t)2 - G(pl(t)) +/0 gl(s)ds
= TN Gn) +d (1.15)

de donde, por (4.9), (4.10), el Lema 1 y puesto que limp_ 1 [p1(f)] = +oo
deducimos que

m+ Ap

p1(0) _
lim P(t) = / g(s)ds+ p1(0)2 =d
0

[t|—+o0
[ |
El siguiente lema prueba las propiedades béasicas de ®, L y N necesarias
para aplicar el Teorema II.7:

Lema 3 : Supongamos que h € L*(Q) cumple Joh(2)p(x)de = 0 y que g :
R — R wverifica (g¢), (g7), (4.9) y (4.10). Consideremos los funcionales ®, L
y N dados por (4.7), (4.11) y (4.12), respectivamente. Se tiene:
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1. L(w) = L(w), Vw € E.

2. {®(wyn)} es una sucesion no acotada siempre que la sucesion {wy} en E
verifica que {||Wy, |2} — +o0.

3. Si{wy} es cualquier sucesion en E con {w,} acotada y {||@w,]||2} — +oo,

entonces

lim N(w,)=dmeasQ =d

n—-—+o0o

lim N'(w,) =0 en E*.

n—-+too
4. FExiste wy € E tal que
(@ — wo, L' (w)) = 2(L(w) — L(wy))
para todo w € E.
5. @ estd acotado inferiormente y es w.l.s.c.
6. ® cumple (w — PS). para todo ¢ # L(wg) + d.

Demostraciéon: 1. Se deduce fécilmente pués A es autoadjunto y

1

A =
¢ m+>\1

2. Puesto que Y es el segundo valor propio de A, tenemos que por su
m 2

caracterizacién variacional [43]

/ﬁ)(m)A(w)(:v) dzx < ! /u?(x)Q dx, Vwe€E.
Q Q

m+ Ag
Asi, por 1.,
L(w)=L(@) > + (! L)l - jam)llal. @16)
w) = w — — w — w .
—2\m+ X\ m—+ Ao 2 2 2

para todo @ € FE, y por tanto, si {w,} es una sucesién en F para la que
{||n|l2} — 400 entonces {L(w,)} — +o0.

De otra parte, por (4.9), (4.10) y el Lema 2, P es una funcién acotada.
Luego N también lo es y deducimos por 1. que lim, ;. ®(w,) = +oo para
toda sucesién {wy,} en E con {||w,|2} — +o0.

3. Préicticamente la misma demostracién hecha en la Proposicién II1.3 (y
basada en el Lema II1.2) prueba este apartado.

4. Sea wy € E tal que
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L(wp) = min L(w) = by, (4.17)
wek
(Claramente existe tal wg € E pués L | E es coercivo por (4.16), conti-
nuo cuando en E se considera la topologia débil y en R la usual (ya que A es
compacto) y verifica 1. Entonces L' (wg) = 0 y asl

L(wo) —1/ A(wo) (z)wo(z) dx—l—m/g\wo(xﬂde

/ A wo
= 2(1()()7 ’wo /A

- /Q A(h)(@)wo(x) da (4.18)

Por tanto, ya que A es autoadjunto:

(0 — wo, L'(w)) = (@ —wp, L' (1))

— /A x)dx + iAl/Q\w(g;)Fdx

_/QA(h)(x)u?(x) dz — {_/sz(w)(x)wo(x)dx

b [t e - [ amuto) de]
= 21+ [ AW @) o | [ A@@)it) do

HmﬂwmAAwmmmm4

= 2L(1IJ)—/QA(h)(Jc)wO(;E) dx

5. Por (4.16) y estar acotado el funcional N, se deduce que ® es un funcional
acotado inferiormente.

De otra parte, como N’ es mondtono (pués p es creciente) tenemos que N
es w.l.s.c. [86, Proposicién 41.8], lo que unido a la continuidad de L resefiada
en el apartado anterior nos da que ® es w.l.s.c.

6. Sean ¢ # L(wg) + d y {w,} una sucesién en E con

{®(wn)} — c e {@'(wn)} — 0.

Entonces por la misma demostracién que la hecha en el Lema 2 (usando las
propiedades probadas anteriormente) tendremos que {w,} es una sucesién aco-
tada, por lo que, sin pérdida de generalidad puede suponerse que {w,} — w,
conw € E.
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Finalmente, puesto que A es compacto,

lim L(w,)=Lw)y lim L'(w,)=L(w).

n—-+4oo n—-+oo
Deducimos asi que

lim N'(w,)= lim ®(w,)— lim L'(w,)=—-L"(w),

n——+oo n—-+oo n—-+oo

lo que unido a la monotonia de N’ nos da (véase los argumentos de la demos-
tracién del Lema 2, donde en lugar de ser N’ mondétono, lo es L'):

N'(w) = —L'(w)

N(w)= lim N(w,)

n—-+4oo

Por tanto, ®(w) = c e ®'(w) = 0.

Teorema 4 : Supongamos que h € L*(Q) cumple [, h(z)dp(z)dz = 0 y que
g : R — R verifica (g6), (97), (4.9) y (4.10). Entonces el problema de contorno
(4.2) posee al menos una solucion en el sentido multivaluado.

Demostracion: Se puede hacer la misma demostracién del Teorema I1.7.
Basta usar el apartado 6. del lema anterior, en lugar del Lema II.2.

Nota 5 : El Teorema 4 prueba la existencia de un punto critico de ®. Sabemos
también que ® estd acotado inferiormente; sin embargo, ® no es coercivo, ni
tiene porque satisfacer la condicién (w — PS),. en ¢ = inf e g ®(w); de aqui que
no sea trivial la existencia de puntos criticos de .

4.3 Condiciones suficientes para la existencia de
minimo del funcional dual.

Como se ha visto en el Teorema 2 resulta muy interesante obtener la existencia
de minimos locales de ®, pués éstos dan lugar a soluciones en el sentido casi por
doquier de (4.2). En relacion a esto, si repasamos la demostracién del Teorema 4
(paralela a la del Teorema I1.7 observamos que en ésta no se decide si el punto
critico de ® que se halla en el teorema corresponde o no con un minimo (global)
del funcional. (Recordemos que ® estd acotado inferiormente). En lo que sigue
vamos a dar condiciones suficientes para la existencia de tal minimo global de
®. Para ello usaremos otra vez el Teorema I1.4 en una forma analoga a como se
hizo en el Teorema IIL.1. Asi tenemos el siguiente:

Teorema 1 : Supongamos que h € L?(Q) cumple Joh(x)p(z)de =0y que g :
R — R werifica (gs), (97), (4.9) y (4.10). Si se satisface una de las condiciones
stguientes:
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p(0)?* 1
2 7 2meas()
(donde wy € E estd dado por (4.17)).

1. G(p(0)) + (m+ A1)

Jo wo(z)A(h)(x) dz

m+ A\

2. p(t)* + G(pi(t)) >0, Vt € R.

entonces (4.2) posee al menos una solucion en el sentido casi por dogquier.

Demostracién: Por la misma demostracién del Teorema I1.4 (con el Lema
I1.2 sustituido por el Lema 3, una condicién necesaria y suficiente para que ®
alcance su infimo es que exista w € E con ®(w) < br, 4+ d. Esto se consigue en
el caso 1. con w = 0 pués, por (4.15) y (4.18)

®(0) = /QP(O) dax
= P(0)meas {2
m p1(0)
— |_ 42‘)\1p(0)2_G(p(0))+/0 g1(s) dsl meas
< -5 [ w@Am) @ s+ d
= br+d

Con respecto al caso en que se verifica la condiciéon 2., tenemos que ésta y
(4.15) implican

D (wp) L(wo)—|—/QP(w0(x)) dx

p1(0)
= bL+measQ/ g1(s)ds
0

- /sz {m ; Alp(wo(x))z + G(p1(wo(z)))| dzx

IN

by, +d

Notas 2 :

1. Si g es continua en p;(0) = p(0), la condicién I. anterior queda (por
(4.13)):

2 = 2melasQ /Qwo(a?)A(h)(x) de
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2. Si g es discontinua en u = 0, h = 0y 0 € §(0), entonces la condicién 1
del teorema anterior se verifica trivialmente (pués p(0) = 0). Observemos
también que, bajo estas hipdtesis, u = 0 es una solucién en el sentido
multivaluado de (4.2), pero no lo es en el sentido casi por doquier si,
ademds, g(0) # 0. Por tanto, con la ayuda del Teorema 1 encontramos en
este caso una solucién no trivial de (4.2) en el sentido casi por doquier.

3. La condicién 2. del Teorema 1 se satisface si G(u) > 0, para todo u € R.

4. Las condiciones 1. y 2. del Teorema 1 son suficientes para que ® alcance
su infimo. De hecho, en la demostraciéon del Teorema 1 se ha visto que
existe una condicién necesaria y suficiente para esto. Esta es:

Existe w € E tal que
@@):-éémwwwmm—émmmwmm

+Aam@mz

1
ff/ﬂwo(a?)A(h)(x)d:z:+d

<
- 2
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A la vista de los resultados obtenidos en los capitulos anteriores surgen
numerosas cuestiones y problemas relacionados. Destacaremos a continuacion
algunos de los més relevantes:

1. En el Capitulo IIT hemos estudiado (Teorema III. 10) el problema de
contorno

—u" —u=g(u), ze€(0,m) }
u(0) = u(mr) =0,

cuando g : R — R es Tp-periddica (Tp > 0) con valor medio cero. Ha sido
probado que, para este problema, el funcional correspondiente I alcanza su
infimo (con lo que obtenemos una solucién débil del mismo). No obstante,
queda abierto el problema de decidir si el funcional correspondiente al problema

—u" —u=g(u)+h(z), =z (0,mn) }
u(0) =u(r) =0,

alcanza o no su infimo cuando h € L2([0,7]) verifica Jy h(z)senzdr = 0y
h # 0. (Vedse Nota III. 11).
Tal cuestion se puede plantear para el problema de contorno mas general

—Au — Mu=g(u)+ h(z), xze€

u=0, €00 } (4.19)
donde g : R — R es Ty-periédica (Tp > 0) con valor medio cero, h € L?*(Q)
verifica [, h(z)¢(x) dz = 0, donde ¢ era la primera funcién propia.

Obsérvese que este ultimo caso es atin mas dificil si cabe que el anterior pués
parece que no es posible extender a dimensiones superiores la demostracién (in-
cluso para h = 0) realizada para m = 1 debido a que en este caso el conocimiento
que se tiene de ¢ es considerablemente menor que el que se tiene para m = 1.

En realidad podemos ver estas consideraciones sobre el problema de contor-
no (4.19) para una resonancia g del tipo (R3) como parte de la cuestién mds
amplia que sigue: Obtener nuevos ejemplos concretos (que completen los ya
estudiados) de no-linealidades ¢ satisfaciendo (g1) y (g2) con G una funcién
acotada superiormente, y que ademds verifiquen la condicién necesaria y sufi-
ciente (3.18) del Capftulo IIT para que el funcional asociado alcance su infimo.

2. En el Capitulo III, (Seccién 3), también hemos estudiado la existencia de
otros niveles criticos del funcional I distintos de mg = inf,ep I (u). Esto junto
con lo anterior nos permitia obtener (véase Seccién 4 de este mismo capitulo)
resultados de multiplicidad de niveles criticos del I (y, por tanto, de soluciones
débiles del problema de contorno (4.19). Estos resultados podrfan completarse
estudiando el conjunto de niveles criticos de I. Esta puede ser una linea de
trabajo ligada con la de Schaaf y Schmitt [73] y Costa, Jeggle, Schaaf y Schmitt
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[33] quienes usando técnicas de bifurcacién han sido capaces de probar la exis-
tencia de infinitas soluciones de (4.19) cuando g es una resonancia del tipo (Rj3)
y el dominio 2 satisface una condicién técnica apropiada para sus métodos.
Asi, nuestro intento deberia ser dar una caracterizacién variacional de tales
soluciones. Observemos que, entre otras dificultades del problema, tenemos la
siguiente: los niveles criticos de I forman un subconjunto acotado de numéros
reales.

3. Seria también muy interesante extender los resultados obtenidos para
problemas de contorno con una resonancia del tipo (R3) al caso de sistemas.
Por ejemplo, estudiar si existe o no soluciéon del siguiente problema:

—u" —u=VGu)+h(z), ze(0,) }
u(0) =u(r) =0,

donde G : R¥ — R es una funcién de clase O, Tj-periédica en la variable z;

(G(u+ Tie;) = G(u) Yu € R¥ siendo e; = (0,0, ..., i, ...,0) y verificando

1 T To Ty
_ G duidus...dur =0
T1T2 - Tk /0 /0 0 (Ul, Uz, ,Uk) U1 aug Uk

y h € L?([0,7]) verifica [ h;i(z)senx dz = 0 para todo i = 1,2, ..., k.
0

4. En el Capitulo IT y para funcionales de la forma I = L+ N, se han probado
(Teoremas II. 4 y II. 5) algunos resultados de existencia de niveles criticos ¢ con
¢ perteneciente bién a (—oo, L(vg) + D1], bién a (L(vg) + D2, 00), donde L(vy),
Dy y Dy estdn dados por 3. del Lema I1.2, (2.5) y (2.7) (respectivamente) del
Capftulo I1. Resultaria muy interesante obtener teoremas de existencia de nieles
criticos ¢ con ¢ € (L(vo) + Dy, L(vo) + Ds]. Esta cuestién no parece ficil en
absoluto, pués, como puede verse con ejemplos sencillos, en tales ¢ puede no
verificarse la condicién (w — PS)..

5. Con respecto al Capftulo IV, donde se han estudiado problemas de con-
torno con una no-linealidad de tipo discontinuo, podemos resaltar, entre otros,
el problema abierto de encontrar condiciones necesarias y suficientes para que
las soluciones en el sentido multivaluado lo sean en el sentido casi por doquier.

En este campo se enmarcan los resultados dados en el Lema IV. 1, donde
determinado comportamiento del salto de g con respecto a la funcién h pro-
porciona una condicién suficiente, y en el Teorema IV. 2, donde la propiedad
variacional de que la solucién en el sentido multivaluado provenga de un minimo
local del funcional dual ® nos da otra condicién suficiente. Otros en esta linea
aparecen en el trabajo de Ambrosetti y Turner [11], quienes han probado que
cuando la no-linealidad es de una forma especial motivada por el problema de
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plasma [29, 76] y el dominio (2 es simetrico en el sentido de Steiner?, entonces
se pueden obtener a traves de los teoremas min-max cldsicos, soluciones en el
sentido multivaluado que son simetricas segin Steiner. Esta simetria de las solu-
ciones determina (4.8) del Teorema IV.2 y asi que son soluciones en el sentido
casi por doquier.

Como continuacién de este trabajo podemos tener en cuenta [17], donde se
estudia el caso en el cual 2 es una corona abierta @ = {x € R™ / R < |z| < R}
(0<R< R) Hemos de observar que en esta situacién, 2 no es un dominio
simetrico en el sentido de Steiner, aunque evidentemente posee una simetria
radial. En [14] se prueba que para no-linealidades del tipo considerado en [11],
todas las soluciones en el sentido multivaluado que son radiales son soluciones
en el sentido casi por doquier (de hecho, verifican (4.8) del Teorema IV.2).

De otra parte, no ha de olvidarse que también se conocen ejemplos de solu-
ciones en el sentido multivaluado que no lo son en el sentido casi por doquier
(ver [17, 72, 82])

Por todo esto creemos que resultaria de gran interés encontrar tanto condi-
ciones suficientes como condiciones necesarias para que las soluciones en el sen-
tido multivaluado lo sean en el sentido casi por doquier cuando el dominio €2 no
ha de poseer necesariamente simetria.

6. Otra cuestiéon que merece ser estudiada consititiria en determinar si el
funcional dual ® considerado en el Capitulo IV, satisface o no la condicién (PS).
para ¢ # L(wp)+d. Recordemos que en el Lema IV.3 hemos probado que ® si sa-
tisface (w— PS),, la cual era suficiente para la versién dada en la Proposicién 1.6
del teorema de deformacién. Sin embargo, esta versién, en contraste con el
Teorema I.1 para el que se precisa (PS)., no da ninguna informacién adicional
sobre el conjunto K, = {w € E / ®(w) = ¢,® (w) = 0} (salvo que éste es
no Vacio). Tal tipo de informacién puede ser util tanto para cuestiones de
multiplicidad de puntos criticos (y, por tanto, de soluciones) con nivel ¢, como
para cuestiones de las consideradas en la nota anterior.

7. Si observamos las hipétesis del Teorema IV.4 veremos que aparece la
condicién (técnica) (g7) que resulta necesaria para aplicar el metodo dual de
Ambrosetti y Badiale, pero que por los resultados obtenidos para el caso de no-
linealidades continuas, parece no necesaria. Sin embargo, si queremos intentar
eliminar la hipétesis (g7) en el Teorema IV.4 tendremos que usar otra técnica
distinta a la de Ambrosetti y Badiale.

También parece necesaria otra técnica distinta para poder estudiar el prob-
lema (4.2) del Capitulo TV cuando g verifica (gg) v es del tipo (R3). Esto es
asi, pués no es claro que el funcional N verifique, en este caso, la parte 3. del
Lema IV.3 (ya que las funciones correspodientes P y p parecen no verificar los
comportamientos asintéticos adecuados).

2es decir, si Q es simetrico respecto de un hiperplano, por ejemplo, 1 = 0 y convexo en la
variable z1 [67].
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Pensamos que las técnicas de Chang [40] pueden ser ttiles para el estudio
de estos problemas. Para tal fin puede consultarse el trabajo [16] que en la
actualidad se encuentra realizando el autor de esta Memoria en colaboracion
con L. Boccardo y M. Calahorrano y donde se desarrollan las técnicas de Chang
para el estudio de problemas de contorno asociados a operadores diferenciales de
orden superior (al dos) como puede ser el p-Laplaciano A, = div (|[V(-)|[P~1V(+)).

8. Con respecto a la condicién (gg), podemos observar que ésta puede ser
mejorada en el sentido de permitir a la no-linealidad g poseer varios puntos de
discontinuidad. Mds concretamente, la hipdtesis (gg) en el Capftulo IV puede
ser sustituida por la siguiente:

(96) Existe un subconjunto A C R sin puntos de acumulacidn tal que g es
continua en R — A y existen gla—) = limy,—,_o g(u) y gla+) = limy,— 4 g(u),
para todo a € A.

9. Finalmente, la dltima linea de continuacién de la investigacién que nos
atrevemos a sugerir consistiria en extender los resultados obtenidos en esta
memoria para problemas de contorno en resonacia en el primer valor propio
A1 al caso en el cual la resonancia sea en valores propios superiores. Para esta
cuestién, los trabajos de [58, 78] pueden resultar ttiles.
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